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Introduccion

En [6] se inicia el estudio de carcajes con relaciones para matrices de Cartan
simetrizables. Una de las motivaciones de este trabajo fue modelar con los médulos
localmente libres sobre estas algebras el comportamiento de las representaciones de
algebras hereditarias (especies en el sentido de Dlab y Ringel [4]), pero sobre campos
que pueden ser algebraicamente cerrados. Recordemos, que las especies para una
matriz de Cartan no simétrica necesariamente estdn definidas sobre un campo no
algebraicamente cerrado con ciertas propiedades aritméticas.

Posteriormente, Ringel introdujo en esta generalidad las algebras canénicas [12],
motivado por la importancia de las dlgebras candnicas definidas por él sobre campos
algebraicamente cerrados, ver [11].

El propésito de este trabajo es introducir en el espiritu de [6] una nocién de dlgebra
canénica que modele las dlgebras candnicas de [I2] sobre campos algebraicamente
cerrados. Proponemos una construccion similar para las algebras candnicas asociadas
a un bimédulo de tipo (1, 4). Inspirados por [7], primero encontramos las formas
normales explicitas de las dlgebras candnicas de este tipo sobre el campo de las
series de Laurent complejas C((¢)) y luego reducir médulo €', Para encontrar las
formas normales que mencionamos antes, necesitamos encontrar formas normales de
las representaciones regulares simples de las especies de tipo (1, 4) (o Ay, usando la
notacién de [4]). Dado que C((¢)) es un campo cuasi-finito, la técnica de descenso
de Galois es una herramienta eficiente para este fin. Una gran parte de este trabajo

consistié en entender las representaciones regulares simples de la especie de tipo (1, 4)
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sobre el campo C((¢)).

Primero, recordemos de [12], que una representacion M es de la forma (K™, k™, @),

donde ¢, 1 K ®; k™ — K" es un morfismo K-lineal y m, n € N.

Usaremos la notacién definida en la Seccién [I.8 Una funcién que serd de gran

importancia en nuestro trabajo es ¢, : K|ay)weg — ki, definida por la asignacién:

V-
a(vy) + a(yl)ei + 04(1/2)25% + a(ug)a?% > —2—52 — 1/12;
1~ V3

Teorema 0.0.1. Para cada n € Z~g, tenemos que:

1. Para R € Kloy|reg la representacion M(R) de A es regqular simple si y sélo si

on(R) € k,, es genérico. En este caso Endy(R) = k,,.
Si R, R' € K[areg, entonces M(R) = M(R') siy solo si ¢pp(R) = o] (¢n(R'))

para alguna 1 <m <n — 1.

2. Las representaciones My y M s) (ver son requlares simples, con EndA(M(l)) =
k?g Yy EHdA(M(g)) = k’4.

3. Cada representacion reqular simple de A es isomorfa a una de las representa-

ciones del tipo que aparece en 1. o 2.

El teorema anterior serd demostrado en la Seccién 2.5 como el Teorema 2.5.4]

Denotamos por = Q(A) al conjunto de clases de isomorfismos de las represen-

taciones regulares simples A. El teorema de arriba, nos dice que los elementos de 2

son isomorfo a uno de los tres tipos: My, M2 6 M(R).

Para tener un mejor refinamiento de los representantes de las clases de tipo M (R)

definimos los elementos RY )(s) en Kla,], para s € k,,, dependiendo de la paridad de

n. La forma de estos elementos aparece en el Cuadro [2.1]

Definicién 0.0.2. Las representaciones regulares de A, que no son isomorfas a M)

6 M3, las llamaremos 64—h0m0géneas.
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Paridad de n | j R%j)(s) qbn[Rg)(s)]
n=1(mod?2) |1 Oz(S)Oé:TE% et id,et s’
n=1(mod2) | 2 ei™id, et + a(s)e? s
n=2(mod4) | 1 a(s)es +id, €3 it

n=2(modd) | 2| iadet + (1 —i)a(s)ad et +id, et | LeT + (e7s)?

n=0(mod4) | 1 a(s)gi + a%g% —id, et e

Cuadro 1: Ingredientes para la descripciéon de las representaciones regulares simples

homogéneas.

Teorema 0.0.3. Si M es una representacion reqular simple 54—h0m0génea de A con
dimM = (n, 2n), entonces M es isomorfa a una representacion de la forma M,Sj)(s)
con s € I para alguna j € {1, 2}.

Este teorema sera demostrado en el Capitulo |2/ como Teorema [2.5.6| para la defi-
nicion de los conjuntos I ver m

Observacién 0.0.4. Estas son las formas normales “débiles” de las representaciones

regulares simples de A que son D4s-homogéneas. Notemos, que existen a lo més 2n ele-

mentos diferentes en 1) que dan la misma representacion regular simple. El teorema
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también implica que las representaciones regulares simples homogéneas son parame-
trizadas por Spec(k[z]). Aqui la idea es que para cada ideal no cero en Spec(k|x])
tenemos un polinomio monico irreducible p(z). Si tomamos ¢ € k, una raiz de p(x),
de la Proposicion m y el Teorema podemos encontrar un elemento s, € 19

para algun j € {1, 2} tal que MY )(SC) es una representacion regular simple.

Una vez que obtuvimos esta clasificacién pudimos describir las algebras candnicas
correspondientes.
Como veremos en §3.1] se sigue de la definicién de &lgebras canénicas de Ringel

[12], que existen dos grandes casos, a saber los de tipo (1, 4) y los de tipo (2, 2):

1. Tomando a K como un k-K-bimédulo, el cual corresponde a las especies de

tipo (1, 4).

2. Tomando k, ® °"k, como un k,-k,-bimédulo para cualquier n € N, estos casos
corresponden a las especies de tipo (2, 2). Donde "k, es el k,-k,-bimédulo,
cuya multiplicacién a izquierda es x x y := o, (x)y para cualesquiera z, y € k,

mientras que la multiplicacién a derecha es la multiplicacién usual en k,,.

En nuestro trabajo sélo abordaremos el caso correspondiente a las dlgebras candni-
cas de bimédulos de tipo (1, 4). Como veremos en el Capitulo (3] la respectiva especie
puede ser descrita por el carcaj de la Figura [1}

Esta algebra canodnica estd asociada a una familia My, My, ---, M; de represen-
taciones regulares simples de A no isomorfas por pares. Donde V;* y D; son res-
pectivamente el kernel y el anillo de endomorfismos de la i-ésima representacién, y
Uy = Hom(k*" k). La dlgebra candnica es el cociente T /R, donde T es el dlgebra

tensorial de la Figura |1} y R es el ideal de T el cual es generado por los elementos

de la forma

1R1® - ®1lRu— 1, Q1®- - ®1Qu,
——— . ———

1;—2 1—2
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< 1, < < 1,
) p, !
2 2 Ui
- D2 2 < D2 - D2 lp—1
PN
: k
A/Ut*
< to < < t,—1
D, D .

Figura 1: “Carcaj” de un élgebra candnica de tipo (1, 4)

conv € Vit ue U, todo v, € Vi™, u, € U, tales que M;(v & u) = ZTM(UT ® Uy).
(Estos son elementos de (V" @ D; @ --- @ D; @ Uf)® (Vi @ D, ® --- ® D; @ U7)).
Donde M, : V7t ®@Ur — K es el morfismo adjunto de la representacién M;. Es facil
ver que R esta completamente definida por {M;}1<j<; (ver Seccién [3.3). Entonces
podemos denotar la dlgebra canénica 7 /R como C(I,{M,;}i1<j<t), donde t > 1y
L= (L, lg, -, 1y).

En el Capitulo [I] abordaremos varios temas que pueden ser conocido por varios
de los lectores, pero los incluimos por los que no. Ademas introducimos gran parte

de la notacién que estaremos utilizando a lo largo de todo nuestro trabajo.

En el Capitulo[2introducimos el descenso de Galois, el cual fue la herramienta para
poder realizar nuestra clasificaciéon de representaciones regulares simples. Veremos
ademads los dos casos que no son considerados en el Cuadrd2.1] También demostramos
que cualquier representacion regular simple para nuestro caso (1, 4) es isomorfa a
alguna que esta en relacion con las de nuestro cuadro o con alguna de los dos casos

“especiales”.

Finalmente, en el Capitulo [3] hacemos una interpretacién de la definicion de alge-
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bras canoénicas de Ringel para los bimédulos de tipo (1, 4) y caracterizamés las co-
rrespondientes funciones adjuntas para los representantes de las representaciones re-

gulares simples.



Capitulo 1

Preliminares sobre algebras

asocladas con matrices de Cartan

A lo largo de todo nuestro escrito estaremos trabajando con el campo de series
de Laurent sobre los complejos k := C((¢)) y con extensiones finitas de él, las cuales
denotaremos por k, = C((e7)). A menos que se especifique lo contrario estaremos
haciendo producto tensorial sobre nuestro campo k.

En este capitulo abarcaremos diferentes tépicos. Comenzaremos con una breve
introduccién de carcajes, algebras candnicas y representaciones de carcajes. Ademas
recordaremos la definicién de H-dlgebras [6], H y H élgebras de [7].

Veremos que k es un campo cuasi-finito, hecho que es importante pues implica
que cualquier algebra con divisién sobre k es isomorfa a k,.

Un concepto que es fundamental para la definicién de las algebras canodnicas es el
de las representaciones de las especies, en nuestro caso las de tipo (1,4). Abordaremos
la definicién de representaciones para nuestra especie (1,4).

Ocuparemos la ultima seccion de este capitulo para introducir notacién que es-
taremos utilizando en nuestro trabajo. También incluimos la definicién de que una
matriz R € kyfa,] sea regular, son precisamente las R matrices regulares que cum-

plen ciertas propiedades las representantes de las isoclases de las representaciones

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

regulares simples.

1.1. Carcajes y algebra de caminos

Estd seccion la usaremos para introducir conceptos basicos de carcajes y algebras
de caminos.

Un carcajes una cuddrupla Q = (Qo, @1, s, t) la cual consiste de dos conjuntos: Qg
(cuyos elementos son llamados vertices) y )1 (cuyos elementos son llamados flechas),
y dos funciones s, t : Q)1 — Qo las cuales asocian a cada o € Q1 su origen s(a) € Qo
y su termino (final) t(a)) € Qo respectivamente.

Denotaremos usualmente a una flecha o € @1 con a = s(a) y b = t(a) como
a :a — b. Se dice que un cacaj ) es finito si tanto )y como (J; son conjuntos
finitos. El carcaj ) serd conero si este sigue siendo una grafica conexa al olvidar la
orientacién de sus flechas.

Sean @ = (Qo, @1, s, t) un carcaj y a, b € Qp. Un camino de longitud | > 1 de
a a b es una sucesion de flechas ;- - - aq, tales que s(ay) = a, t(o;) = s(a;11) para

cada 1 < i <ly t(ey) =b, esté camino se puede ver como

aq a2 Q)
a=ay) —> A —> Ay —> - - _)al:b

Ademas, para cada vértice ¢ tenemos el camino trivial ¢;, el cual inicia y termina
en ¢ y cuya longitud es 0.

Denotamos por (); al conjunto de todos los caminos en ) de longitud [. Existe
una biyeccion entre los conjutos de longitud 0 y 1 con los elementos de @)y y @1,
respectivamente.

Sean F un campo y ) un carcaj. Se denota con FQ al dlgebra de caminos de
@, el cual es la F-algebra cuya estructura de F-espacio vectorial tiene como base el

conjunto de todos los caminos de longitud [ > 0 en @ y el producto de dos caminos
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py q esta definido por:

pq sit(q) = s(p)
0 sit(q) # s(p),

el producto de los elemento de la base es extendido a cualquier elemento de F(Q) por

pP-q=

la distributividad.

En otras palabras, existe una descomposicion en sumandos directos
FQ=FQo&FQ & - - OFQ & ---

del F-espacio vectorial F(), donde, para cada [ > 0, FQ; es el subespacio de FQ
generado por el conjunto de todos los caminos de longitud [, el cual denotaremos por
Q. Es fécil ver que (FQ,,) - (FQ,,) C FQ,+m para cualesquiera n, m > 0, dado que
el producto de un camino de longitud n por un camino de longitud m es cero o un

camino de longitud n + m.

Ejemplo 1.1.1. Sea () el carcaj que consiste inicamente de un punto y un lazo

aCi

La base del 4dlgebra de caminos FQ es {e1, a, o?,---, o!,---} y la multiplicacién de

los vectores de la base esta dada por

ol = ale =aol paratodal >0, y
olaf = o/ para cualesquiera I, k > 0,

donde a® = ¢;. Asi FQ es isomorfo al dlgebra de polinomios en una indeterminada ¢,

F[t]. El isomorfismo estd dado por la asignacién
eg—1lya—t.

Ejemplo 1.1.2. Sea @) el carcaj
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La base del élgebra de caminos FQ es el {€, €3, a}y su tabla de multiplicacién es

€1 €2 «

€1 | €1 0 «
€9 0 €9 0
al0 o O

Claramente, FQ es isomorfo al dlgebra de la matriz triangular superior de 2 x 2

F IF a b
Ty(F) = = la, b, ceF
0 F 0 ¢

donde el isomorfismo es inducido por la funcion

10 00 01
€1 — , €2+ , O
00 01 0 0

Ejemplo 1.1.3. Sea @ el carcaj

Con el mismo racionamiento que arriba, se puede mostrar facilmente que existe un

isomorfismo de F-dlgebras

F 0o O0O0TF
0O F 0 0F
FQ=]10 0 F 0 F
000 FTF
000 0F
con la funcién que asigna ¢; — Ej; para 0 <i <4y j =i(modb5), y oy — Ej5 para

1< <4

Notemos que FQ es un algebra asociativa finitamente generada y que los €, para

a € (Qp forman un conjunto completo de idempotentes primitivos.
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1.2. Representaciones de carcajes

Sean F un campo y @) un carcaj finito. Decimos que M = (M,, ¥a)ac0oac, €5
una representacion F-lineal de (), 6 que M es una representacion de () si cumple

que:
1. (a) Para cada elemento a € Qo, M, es un F-espacio vectorial.
2. (b) Para cada flecha av: a — b en Qq, ¢, : M, — M, es una funcién F-lineal.

Normalmente denotaremos a M por (M,, ¢, ). Diremos que la representacion es de
dimensidén finita si cada uno de los espacios vectoriales M, son de dimensién finita.

Sean M = (M,,pa) y M' = (M., ¢l) dos representaciones de (). Un morfismo
(de representaciones) f : M — M’ es una familia de morfismos F-lineales f = (f4)aeq,
(donde f, : M, — M) que son compatibles con la estructura de los morfismos ¢,

es decir, para cada flecha a : a — b, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

M, =225 Mg,

|

M 25 0
Diremos que M y M’ son isomorfas si y solo si cada f, es un isomorfismo.

Sean f : M — M’y g : M — M"” dos morfismos de representaciones de (),
donde f = (fa)acgo V 9 = (9a)acq,- Su composicién esta definida por la familia
9f = (9aSa)acq,, €s facil ver que ¢gf es un morfismo de M en M".

Asi tenemos definida una categoria Rep(Q)) de las representaciones F-lineales de
Q. Denotamos por rep(Q) a la subcategoria plena de Rep(Q) que consiste de todas

las representaciones de dimension finita.

Ejemplo 1.2.1. Sea @ el carcaj de Kronecker . D E— e Una representacion M
de @) esta dada por



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

=]
[\
=

Otra representacion M’ esta dada por

=]
S

FQ

Ambas son representaciones de dimensioén finita. Tenemos un morfismo M — M’

definido por

=]

]F2

1 0
F2 o 1! FQ
0 0
1 0
De hecho, se verifica facilmente que
10 1 10 1 1 0 0 00 1
= y =
0 1 0 0 1 0 0 1 1 10 0

Se puede demostrar facilmente que tanto Repg(Q) como repp(Q)) son F-categorias

abelianas. Se puede ver una demostracion del siguiente lema en [2, 1.3. Lemma).

Lema 1.2.2. Sean Q) un carcaj finito y F un campo. Entonces Repyp(Q) vy repp(Q)

son F-categorias abelianas.
La suma directa de dos representaciones esta dada por
M @& M = (Mg ® Mg, o © @)

Es bien sabido que existe una equivalencia de categorias entre la categoria de los

FQ-mddulos de dimensién finita y la categoria repp(Q). La idea es, si tomamos una
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F-representacién de @, digamos M = (M, p,). Sea M = €P,, Ma €l cual tiene

estructura de FQ-espacio vectorial con la siguiente producto:
€T = LaTa(T) Y PT = ly(a)PaTs(a)(x) para toda z € M

donde 7, : M — M, vy t, : M, — M son los morfismos proyecciéon e inclusion
respectivamente.

Por otro lado si M es un F@Q-moédulo de dimension finita, obtenemos M =
(M,, po) una F-representacion de @, donde M, = e,M y @, (x) = ax.

Ambas construcciones se pueden extender a funtores y asi obtenemos:

Proposicion 1.2.3. La categoria de los FQ)-modulos de dimension finita y la cate-

goria repp(Q) son equivalentes.

(Se puede encontrar una demostracion por ejemplo [2) II1]).

1.3. Definicién de H-algebras

Siguiendo el articulo [6] tenemos que:

Definicién 1.3.1. Una matriz C = (¢;;) € Mat,x,(Z) es una matriz de Carta

simetrizable generalizada si satisface:
(C1) ¢ = 2 para todo 1;

(C2) ¢;; <0 para toda @ # j;

(C3) ¢;j # 0siy solo si ¢j; # 0.

(C4) Existe D = diag(cy, - - , ¢,) una matriz diagonal entera con ¢; > 1 para toda i,

tal que DC' es simétrica.

La matriz D que mencionamos en la definiciéon de arriba, sera llamada un sime-

trizador de C. El simetrizador D es minimo si ¢; + - -+ + ¢, es minimo. De aqui en
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adelante nos referiremos a una matriz de Cartan simetrizable generalizada sé6lo como

una matriz de Cartan. En este caso, definimos para todo ¢;; < 0

—cij
9ij

gi; = |med(cij, ¢j)|, fij = . kij = med(c, ¢j).

Sea C' = (¢;j) € Mat,x,(Z) una matriz de Cartan. Una orientacion de C es un

subconjunto 2 C {1, 2,---, n} x {1, 2,--- , n} tal que satisfacen lo siguiente:
L {( g), (J, )} NQ # 0 sty sdlosi ¢y <0;

2. Para cada sucesion ((iy, i), (i, 93), -, (it, 4441)) con t > 1y (i, ise1) €

para toda 1 < s <t tenemos que i1 # 441.

Para una orientacién €2 de C sea @ = Q(C, Q) = (Qo, Q1, s, t) el carcaj con Qy =

{1,---, n} el conjunto de vértices y con el conjunto de flechas
Qr={al 1 j—=ili, /) € 1<g<gy}U{e:i—ill <i<n}

Y s, t: Q1 — Qo son funciones tales que s(«) y t(«) denotan los vértices donde inicia

y termina una flecha a respectivamente. Si g;; = 1, escribiremos o;; en lugar de ag).
Diremos que @) es un carcaj de tipo C. Sea F un campo. Para un carcaj @ = Q(C, Q)

y un simetrizador D = diag(cy, ¢o,- -+ , ¢,) de C, sea
H=H(C, D, Q) =FQ/I

donde F(Q es el dlgebra de caminos de @), e I es el ideal de F() definido por las

siguientes relaciones:

(H1) Para cada i tenemos la relacion de nilpotencia

L —
e, = 0.

(H2) Para cada (i, j) € Q y cada 1 < g < g;; tenemos la relacion de conmutatividad

(9) _

— DS

fii
o g6

€ Qyy
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Las siguientes observaciones son sencillas:

Observacién 1.3.2. 1. H es una [F-algebra de dimensién finita.

2. H depende de la eleccién del simetrizador D. Pero la relacién (H2) no depende

de D.

Por otro lado, sea A una F-algebra y M un A-A-bimdédulo. El dlgebra tensorial
esta definida y denotada por:
Ta(M) = P M*
1>0

donde M° := A, y paral > 1 definimos a M®’ como el producto tensorial M & - -- @ M.
————

1-veces
La multiplicacién de T'4(M) estd definida para cualesquiera r, s > 1, m;, m, € M y

a, a’ € A como

(m1®"'®mr)'(m/1®"'®mls) 3:m1®"'®mr®m/1®"'®m;

a(m ®---@m,)d = (am; @---@m,a).

Recordemos que los médulos sobre un élgebra tensorial T4 (M) estan dados por los
homomorfismos de A-médulos M ® 4 X, donde X es un A-modulo.

Como antes, sea H = H(C, D, ). Se define

S=IHyB= @ H,.
(3, 5)EQ

Claramente, B es un S-S-bimédulo. Encontramos la siguiente proposicién en [0, §6]:

Proposicién 1.3.3. H = Tg(B).

1.4. Campos cuasi-finitos

Comenzaremos con algunas definiciones que necesitamos para entender la nocion

de campos cuasi-finitos.
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Definicién 1.4.1. Sea I un conjunto con un orden parcial. Diremos que [ es dirigido
si dados cualesquiera a, b € I, existe ce [ talque a < cy b <ec.
Sea {G;}ic; una familia de grupos indizada por un conjunto dirigido I, y para

cada (7, i) € I x I tal que ¢ < j consideraremos un homomorfismo de grupos
fii 1 Gj = G,
Diremos que (G;, f;;) es un sistema inverso de grupos sobre [ si satisface:
1. fi; =idg, para todo i € I,
2. Para cada 7 < j <k se tiene que fj; o fi; = fri.

Dado un sistema inverso de grupos, el limite inverso lim GG; es un subgrupo de
—i
[L.c; Gi que consiste de elementos (g;)ier que satisfacen la condicién de que f;4(g;) =

g; para cualesquiera ¢ < j.

Notemos que lim G; satisface la propiedad universal: Si H es un grupo tal que
i
para cada j € [ existe un homomorfismo g; : H — G, que cumplen para i < j,
gi = fji o g;, entonces existe un unico homomorfismo g : N — limG; que hace
i

conmutar el siguiente diagrama:

Definicién 1.4.2. Sea G un grupo, la completacién profinita de G es el grupo

~

G =1limG/H, donde H corre sobre todos los subgrupos normales de G.

«—H

Ejemplo 1.4.3. Sea Z el limite inverso de {Z/nZ},, con los homomorfismos dados
por las funciones cocientes Z/nZ — 7Z/mZ para m|n. Entonces el homomorfismo
natural Z — 7 tiene imagen densa, asi vemos que 7 es topologicamente generado por

la imagen de 1 € Z.
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Definicién 1.4.4. Un campo cuasi-finito es un campo perfecto F con un isomor-

fismo de grupos topoldgicos:
¢ : 7 — Gal(F,, F),
con F, la cerradura algebraica de F.

La definicién anterior no depende de nuestra eleccion de una cerradura algebraica
Fs. De hecho, si ', es otra cerradura algebraica de F, el grupo Gal(F’,, F) es isomorfo
a Gal(Fy, F) porque es abeliano; por lo tanto la eleccién de un generador libre de
Gal(F,, F) autométicamente determina un generador libre de Gal(F,, IF).

La teoria de Galois muestra que las tnicas extensiones finitas de F dentro de F;
son las extensiones ciclicas F,, que consisten de los elementos fijados por ", donde f
es un generador libre de Gal(Fy, IF). Conversamente, si un campo perfecto F tiene la
propiedad de que para cada n, existe una subextensién F,, /I de Fy la cual es ciclica
de grado n, estas extensiones se acoplan bien y su uniéon es Fg, y que un generador f,
de Gal(FF,,, F) esta dado para cada n, con f, es la restriccién de f,,,, € Gal(F,,,, F),
entonces [ es un campo cuasi-finito.

Como se puede ver en [13, Capitulo XIII, §2]:

Consideremos C el campo de los nimeros complejos y k = C((¢)), el campo de
series de Laurent sobre los complejos. Para cada entero n > 1, tomaremos k, =
C((e)) la extension ciclica de k de grado n, y ks = |, kn una cerradura algebraica
de k.

neN

1. 1 . 1%
Paran € Z-q escribimos ¢ := (= )™. Consideremos la extensién de campos k C k.

Mas atn, para cualquier m € Z-o que sea divisor de n, tenemos que
1 1 n
em = (en)m € ky.

Asf tenemos que k, es una extensién ciclica de k,, de grado .

Sea o, € Gal(k,, k) el generador definido por en > (pen, donde ¢, es la rafz

27i

primitiva de 1, (;, = e™» , asi k es un campo cuasi-finito.
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Dado que k es cuasi-finito tenemos que cada &lgebra con division sobre k es
isomorfa a k, para alguna n € {1, 2, 3, -} = Z~q, y el grupo de Galois de k, /k es
el grupo ciclico C,, = (0,,). Aqui 0,, actua k-linealmente sobre k, via Jn(a%) = (Jen

27
con (, =en .

Para m|n, como ya lo mencionamos arriba, podemos identificar el campo k,, con

1\mn ,
el subcampo de k,,, el cual es generado por (en)m, asi o, |k, = Om.
Definicién 1.4.5. Diremos que un elemento z € k, es genérico si |C), - z| = n.

Equivalentemente a nuestra definicién = es genérico si H’;& (y — ol(x)) € k[y] es

un polinomio irreducible. Para 0 # = = :L'j&t% € k, definimos y denotamos el

JEL
cogrado de x como

codeg, (z) == min{j € Z|z; # 0},

mientras que el cogrado del elemento 0 es codeg(0) = oo.

1.5. Las algebras H y H.

Recordemos la notaciéon que ya hemos mencionado en la Seccion [1.3]
Sea ¢ = mecm((¢;)ief1, m}, Para cada par (i, j) € {1,---,n} x {1,--- ,n} con
¢;j < 0 se definen los siguientes niimeros naturales:

gij = |med(cij, ci)l, fij = %, kij = mcd(c;, ¢;), li; = mem(c, ¢;).

Lo siguiente es tomado de [7, §4].

Consideremos F((¢)) un campo de series de Laurent. Fijemos un indeterminante
que denotaremos por e+. Todas las construcciones tienen lugar en el campo de series
de Laurent F((e¢)). Escribimos ¢ = (£¢)°. Consideremos la extensién de campos

F((e)) C F((e<)). Mas en general, para cada k divisor positivo de ¢, tenemos que
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L .
Por otra parte, para abreviar usaremos ¢; := €< para cada ¢ € I.

En particular, la extensién de campos F((¢)) C F((¢;)) tiene grado ¢;. Para (i, j) €

Q) tenemos el siguiente diagrama de extensiones de campos:

F((ei €5)) = F((e"))

Observe que F((e;, €;)) = F((€'4)) por [7, Lema 3.1]. La afirmacién sobre los grados se

" =¢g¥ = eki . Ahora sean

sigue del hecho de que ¢; i

S =F(e) y iH; = (F(ei, €)™

En particular iﬁj es un F((;))-F((¢;)-bimédulo para cada (i, j) € Q. Finalmente,

definimos el algebra tensorial

H = Hy)(C, D, Q) =T | @ f,
(i,§)€Q
Entonces H es una F((¢))-dlgebra hereditaria de dimensién finita. Si C' es conexo y D
es el simetrizador minimal de C, el centro de H es F(()), en cualquier otro caso el
centro puede ser estrictamente mas grande que F((¢)).
Ahora estudiaremos los anillos intermedios en la extension de anillos de series
formales de potencias Fle] C IF[[E%]]. Pensamos a IF[[E%]] como el anillo de enteros

del campo F((e¢)) y observemos que ¢% € F[e¢] para cada divisor positivo k de c.



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Notemos que F[e;] es libre de rango ¢; como un F[e]-médulo. Similarmente a lo hecho

al principio de esta seccién, obtenemos el siguiente diagrama para cada par (i, j) € Q.

Fleh]
Flei, €]
fji
Fle:] Flejl

N

Fle] nFle;] = Fleki]
Fle]
Aqui, una arista
B
d
A

representa una inclusion de anillos A C B tales que B es libre de rango d como un A-
modulo. Aligual que antes la afirmacién se sigue de de las igualdades 6lfji = 5?” = 5%.
De [7, Lema 3.1], se sigue que el subanillo
1
Flei, €;] C Fle'4]
tiene codimension finita sobre F. En particular obtenemos, después de localizar con

respecto a ¢, la siguiente igualdad

1 1

F[[gi, 8j]]5 == Fﬂgl” ]]a - F((glij ))

Ahora definimos

)
o
I
—~
=
el
o
™
.
I=——1
SN—
5y
<.

§ = F[[é?lﬂ Vi
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Consideramos S como una F[e]-algebra mediante la asignacién & (€7 )ic{1, n}
Sea f-\Iz = F[e;]. Entonces H esun ﬁ[rﬁ ;-bimédulo, el cual es un ﬁ[i—médulo izquierdo
libre de rango f;; y un I/—jj—médulo derecho libre de rango fj; , para (i, j) € S

Finalmente, se define el dlgebra tensorial

H=Hyy(C,D.Q)=T5 | @ H,|,
(4,5)eQ

el cual es un una F[e]-dlgebra.
Al igual a como se hace con H, M un H-médulo puede ser descrito como una

tupla

(M, (Mij)ijea)

con M = (Mi)i€{17"‘7n} € rep(g) y Mij S Homﬂr[[az]](zﬁj ®Hj Mj, Mz)
Sea

[/‘\IE = ﬁ OF[e] IF((E))

la localizacion de H sobre €.
Se puede encontrar una demostracién de la siguiente proposicion en [7, Proposicién

4.1]

Proposicién 1.5.1. El dlgebra H= PA[F[[E}](C, D, Q) tiene las siguientes propiedades:

. ]/-\IE H.

I

» Tenemos que

H/("H) = Hg(C, kD, Q)

para toda k € Z~qy. Asi

~

lim Hg(C, kD, Q) = H.
+—k
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1.6. Graficas valuadas

Las siguientes definiciones son tomadas de [4]. Una grafica valuada (I',d) esta
compuesta por I que es un conjunto finito (de vertices) y d esta formado por enteros
no negativos d;; para cada par ¢, j € I' tal que d;; = 0 y sujetos a la condicién de que

existen f; € Z~( que satisfacen:
dijfj = ]zfz para toda 7:, ] erl.

Notemos que existe una correspondecia uno a uno entre las graficas valuadas y las
matrices de Cartan simetrizables (ver [9]).

Ademas, asumiremos que la grafica es conexa en el sentido que, para cada k, [ €
I', existe una sucesién k,--- , ¢, j,-- -, [ de vertices de I tal que d;; # 0 para cada par
de vertices sucesivos %, j. Notemos que d;; # 0 si y sélo si d;; # 0, para estos pares
diremos que ¢ y j son vecinos. Entre estos vertices vecinos dibujaremos una arista
valuada

dij, dji) j

Una orientacién 2 de una gréfica valuada (I",d) esta dada por escoger un orden
entre cada arista {7, j} de I', dicho orden lo denotaremos por una flecha i — j.
Notemos que esta definicién de orientacién - es menos restrictiva que la definicién
de orientacién Qy de las dlgebras H de la Seccién [1.3], esto debido a que la segunda
condicién para la orientacion 2y no permite ciclos lo cual si puede ocurrir con la

definicién de orientacién para gréaficas valuadas. Por ejemplo
1
Je— 2

tiene una orientacién Qr, pero como no satisface la segunda condicién (ver Seccion
1.3]) esta orientacién no puede ser Qy. Una orientacién que serfa valida para ambas

definiciones es:
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Je— 2

Dada una orientacién €2 y un vértice k € I', definimos una nueva orientacion si{2 de
(T',d) al cambiar la direccién de todas las flechas en las que aparezca k. Un vértice
k € T se dice que es un pozo (resp. fuente) con respecto a €2 si k < i (resp. k — 1)
para cualquier vecino i € I' de k. Y, diremos que una orientacién Q de (I',d) es
admisible si existe {kq, -, k,} un subconjunto ordenado de I, tal que cada vértice
k: es un sumidero con respecto a la orientacion sy, , - - - Sk, Sk, §2 para todo 1 <t < n.
Es facil ver que una orientacién €2 de una grafica valuada (I', d) es admisible si y s6lo
si no existe una orientacion ciclica.

Una modulacién M de una grafica valuada (I',d) es un conjunto de anillos con
divisién Fj, ¢ € I', junto con ;M; un F;-Fj-bimédulo y ;M; un Fj-F;-bimédulo, para

cada arista {i, j} de (I',d) tales que:
1. tenemos los isomorfismo de Fj-Fj-bimédulo
#Mi = Homp, (;M;, Fj) = Homp, (:M;, Fj)

y

Una realizaciéon (M, Q) de una grafica valuada (I",d) es una modulacién M de
(I',d) junto con una orientaciéon admisible 2. Las realizaciones también son llamadas
especies en [0].

Denotaremos por X= (X, j¢;) a una representacién de una realizacién (M, Q)
de (T',d), la cual consiste de un conjunto de Fj-espacios vectoriales denotados por X;

para cada ¢ € I' y para cada flecha i — j tenemos un F;-morfismo lineales
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1.7. Representaciones de las especies de tipo (1, 4)
sobre k.

En esta seccién vamos a trabajar con las especies de tipo (1, 4). El campo ky4
aparecera constantemente, acordamos denotar a este campo por K, es decir K =
C((e1) = k[e1]. Una representacion M de la especie de tipo (1, 4) sobre k es de
la forma (K™, k™, ¢n), donde ¢y @ K ®; k™ — K™ es un morfismo K-lineal y
n, m € Zg, [12]. Por definicién los objetos de la categoria Repy (1, 4) son las matrices
con entradas en K. Para N € Mat,,xn(K) v N € Mat,yxn (K), diremos que los

morfismos de N a N’ son
HOIII(1’4)<N, N/> = {(fg, fl) S Matm/Xm<K) X Matn/m(k)]ng = N/fl}.

Es facil ver que Rep(1, 4) es una categoria abeliana k-lineal. De hecho, es equi-
K K

0 k
Sea M una representacion y N € Mat,,,(K) la matriz de ¢y : K ® k™ — K™,

valente a A-mod para la k-algebra A =

escribiremos dimN = (m, n) € N2. Siguiendo a Dlab-Ringel en [4, §3], N € Rep,(1, 4)
es reqular simple si dimN = (m,2m) para alguna m € Zq y el anillo End, 4 (M)
es un algebra con divisidn, i.e. es isomorfo a k, para alguna n (pues k es un campo
cuasi finito).

Los médulos regulares simples son los objetos simples de la categoria abeliana de
representaciones regulares de A, ver [4].

En todo nuestro trabajo consideraremos tunicamente el siguiente carcaj, el cual

denotaremos (haciendo un abuso de notacién) por D..
4 1
ai
N
0

Q3

Az \
3 2
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En la Seccion veremos que para 4|d tenemos kg ®j A = kd64. El algebra de
caminos kd64 admite un automorfismo k-lineal de orden d, el cual es compatible con
la accién de o4 sobre kg ® A, para mds detalles podemos ver y

Més atin, si M € Rep,(1, 4) es regular simple y End, 4(M) = k,, entonces con
d = mcm(4, n) tenemos que kg ®; M = @;:01 "M , para una kg-representacion
regular simple M’ de D, con Endg (M') = kq y va M' = M’ para mas detalles
ver Capitulo . Como veremos en las representaciones éi-inescindibles de Dy no
estdn parametrizadas tinicamente por P'k \ {0, 1, %} nuestra clasificacion es un poco
méas complicada. Donde una M ii-inescindible es una ii-representacion (representaciéon
isomorficamente invariante, es decir "M = M) que no es isomorfa a la suma directa

de dos ii-representaciones.

1.8. Notacion

Ocuparemos esta seccion para introducir la mayoria de la notaciéon que utilizare-
mos durante todo nuestro trabajo.

Para n € Z~ definimos la matriz «,, € Mat,,«,, (k) por
52‘4_1,]' if 1< n,

(an)ij =
517]‘5 if = n,

es decir o, es la matriz cuyas tnicas entradas distintas de cero son los 1’s sobre la

diagonal y € en la entrada inferior izquierda

010 --- 0

001 -.--- 0
a, =

000 --- 1

€ o0 --- O_

Acordamos que para n = 1, tomaremos o = €.
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Es facil ver que y™ — ¢ € k[y] es el polinomio minimo de .
Por otro lado, notemos que cada elemento x € k,, puede ser escrito de forma tinica

como
n—1
i
r = E Zjen
=0
para ciertos x; € k.

Lema 1.8.1. Para toda n € Z~q existe un isomorfismo de campos « : k,—kloy,] C

Mat,,«,, (k) el cual manda a x en
n—1
ax) = ijozfr (1.1)
5=0
Mas ain, existe una matriz A € GL,(k,,) tal que para cada x € k, tenemos
A a(2)A = diag(z, o,(x),---, o™ H(x)).

A saber
1 1 . 1

en Gen o (e

551 Cg_lgnT_l e (n £ n

asi que A no depende de la eleccion de x € k,,.

Probaremos este resultado en como el Lema [2.4.2]
Sean € Zsoy R € Klay], digamos R = )7, (Z?:o xijgi) o, entonces tenemos

las siguientes igualdades

n
a
= E $ij€40éj
- =0
n
i
E .Z'ijOéj g4
Jj=0

n 4 _
R = E E ZEZ'jE‘l Qs
=0

<.
o

@
Il
=)

[
-

(]
o

|l

= a(yi)ei,

I
o
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donde v; = Z?:o xijgi € k,. Es decir, usando la notaciéon de [1.8.1, podemos escribir

de forma tnica a cada elemento R € K[a,| C Mat,x,(K) de la siguiente forma
3
4

R =a(v)+ 04(1/1)5i + 04(1/2)5% + a(vs)e

para ciertos vy, vy, Vo, V3 € ky,.

Decimos que R € K[, es regular si satisface

R1. v? —cevi #0.

o

R2. o (1y) # (FQIE)E (6™ (1) +i0™(v3)e?) para 1 < m < .
Definimos el conjunto K[, == {R € K[o,]|R es regular}.

Observacién 1.8.2. 1. Sin es impar, para cualquier eleccién de (v, v3) # (0, 0)
se satisface v? — ev? # 0. Es decir, para n = 1(mod2) cualquier elemento de

Klan) \ {a(ro) + Oé(Vz)eE%\Vo, Vs € ky} es regular.

2. Sin es congruente con 2 médulo 4, tenemos que la tinica opcién para que no se

satisfaga R2. es que tengamos vy, =0y 1y = j:iyg»s%.

Un hecho que nos sera de utilidad mas adelante es que se tienen los siguientes

isomorfismos:

Ean if n=1(mod2),
K[an] = an X ]{?Qn if n=2 (mod4),
kn X ky X kyp X ky if n=0(mod4).

Probaremos lo anterior en
Si consideramos R € K[o,)reg podemos definir la representacion M (R) = (K", k*, onm(r)),

donde @pr(r) es una funciéon K-lineal y la matriz de o) es [id, |R].

!Como veremos méas adelante, esta condicién implica que la matriz R — o(R) es invertible.
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Ejemplo 1.8.3. 1. Consideremos n =3y
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R = 04(5%)52 +a(e%)5%

= a%e? +e%ageg
-() 0 1 100

= | c 00 |er+et |01 0]t

0 0 0 01

SRR ez

= gez  eted 0

0 cer el

asi M(R) es la representacién (K3, k%, ¢), donde

morfismo K-lineal que satisface:

1®e — (1,0,0)

1®eg+— (O,l,O)

o K@K — K3 es un

1®€3H(0,0,1)

w3

1®es— (6%5%,55%,0) 1®es— (O,e%é%,éeé) 1®eg+— (6%,0,6751)

es decir, la matriz de la funcién ¢ es

1 0 0|efet 0 £z
[ids|R]=10 1 0| ez e%Fei 0
00 1| 0 ez eTet
2. Si tomamos n =2y
R = a(l —e2)ei +a(l)et
= (0 — an)ei + alel
1 0 0 1 1 10 3
= — g4 4+ g4
0 1 e 0 0 1
i 3 1
€1 +¢e1 —c1 ]
= 1 1 3
—EgL g4 ¢4
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asi M(R) es la representacién (K2, k*, ¢), donde ¢ : K ® k* — K2 es un

morfismo K-lineal que satisface:

I1®e — (1 1®ey—(0,1)

)
1
4

0)
3 1 1 1 3
I1®e3rr (61 4+¢c1, —c1) 1®ey+> (—ee1, €1 +€1)

es decir, la matriz de la funcion ¢ es

. 1 0|ei4es  —es
lid2 [R] = L1 s
0 1| —ec1 g1+ ¢e1

Por otro lado, definimos las representaciones
M(l) = (K, k27SOM(1)> y M(2) = (K27 k4790M(2))7 (12)

donde los morfismos K-lineales pny,, : K ® P — Ky PMy @ K ® k* — K? estan

definidos respectivamente por

1®€1I—>1y1®€2'—>€%,

NN

1®er— (1,0), 1®es — (0,1), 1@ es — (—ict,eci) y 1@ eq — (1, —icd);

notemos que las matrices correspondientes a cada morfismo K-lineal OMyy Y PM,
1 . 1 . 3 .
son [1]e2] y [idg |age® — iidy £%], respectivamente.

Maés aun para la matriz
R = a(0) + a(0)ei + a(1)e? + a(0)ed,

tenemos que vy = 0 = vz asi V¥ —evz = 0% +£(0)? = 0. Asi a(1)e2 no pertenecen a
K[al]reg

Mientras que para la matriz

1

R = a(0) + a(e?)et + a(0)e? + a(—i)e1,
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tenemos que v, = €2 y vy = —i, asi 12 — ev? = (£2)2 — e(—i)? # 0. Acd lo que ocurre
es que
o(n1) +io(vs)e? = o(e?) +io(—i)e?
11
= —£2 —|— £2
=0
= o(1),

de modo que no se cumple R2. asf a(e2)ei + a(0)e2 + a—i)ei ¢ K[og)reg



Capitulo 2

Representaciones de carcajes

torcidos y descenso de Galois

En este capitulo introduciremos el concepto de carcajes con automorfismos (en el
sentido de Hubery [§]), el cual adaptaremos para nuestro caso particular.

A pesar de que clasificar las representaciones regulares simples para n = 1 es
relativamente sencillo, hacerlo para n mayores se vuelve muy complicado, incluso
para valores pequenos como n = 2 o n = 3. Por este motivo, decidimos usar técnicas
de descenso de Galois para encontrar las representaciones regulares simples de la
especie de tipo (1, 4).

Introduciremos el concepto de que una representacion M es ii-inescindible si es
ii-representacién (representacion isomorficamente invariante, es decir "M = M)
que no es isomorfa a la suma directa de dos ii-representaciones. Veremos que las
representaciones 7z-inescindibles de 54, a diferencia de lo que uno podria pensar en
principio, no estdn parametrizadas tinicamente por P\ {0, 1, %} nuestra clasificacion
es un poco mas complicada y esta ligada a polinomios irreducibles de k|x].

Es este capitulo mostraremos como estan relacionadas las representaciones regu-
lares simples de la especie de tipo (1,4) con las matrices R € K[ ]reg cuiyo polinomio

minimo es irreducible en k[z].

31
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Sea M una representacién regular simple, es decir ¢, : K2 — K" es K-lineal
y Endp (M) = k,,, para algin m € Z,. Usaremos R para denotar a la matriz del
morfismo ¢);. Sea d = mem{4,n}, y aplicando k; ®; — a nuestra representacion,
tenemos que kq®,End(M) es isomorfo al anillo de endomorfismos de la representacion:
ki
/
o}(R)_, fn
d
B
ki
a(R)
ki
donde ¢7(R) denota aplicar el morfismo ¢/ a cada una de las entradas de la matriz
R, con o € Gal(K, k) definido por £+ je1. Esta es una representacién de nuestro

carcaj Dy.

2.1. Descenso de Galois

Usaremos las siguientes observaciones:

Observacién 2.1.1. k, ® k,, = k; X --- X k;, con | = mem(m,n) y g = med(m,n).
veces
PR

Demostracion. Sean m, n € Z~g, | = mem(n, m) y g = med(n, m). Definimos ; =
- S ® ag_l(gg) € k, ® ky, para 1 < j < g. Los elementos f3;’s satisfacen la
igualdad 3;5; = 0,;5;. Dado que mcd(%, %) = 1, se sigue de la identidad de Bézout

que existen a, b € Z tales que ( ) a+ ( ) b = 1. Se puede ver facilmente que

L L
n m
[

au bu B
{enﬁjemll <j<g0<u< ——1}
n

es una base de k,, ® k,, como k,-espacio vectorial.
Asi obtenemos el isomorfismo de k,-algebra

by @ Ky 2y X -+ X Ky,
————

g-veces
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el cual asigna 5%@-6% + elej, donde {e;|l < j < g} es la base estandar de

]{71 X X kl- ]
—_——
g-veces

Observacion 2.1.2. k,/k es una extensiéon de Galois, con grupo de Galois ciclico
de orden d, Cy = (o), y el dlgebra de grupo oblicuo k,; * Cy es isomorfa al anillo de

matrices Matgyq(k) como una k-dlgebra, ver por ejemplo [I].

Observacién 2.1.3. Si A es una k-dlgebra, en la cual Cy = (o) actua por el au-
tomorfismo k-lineal, entonces la categoria de A x Cy-moddulos es equivalente a la
categoria de pares (M, f) donde M € A-mod y f € Homu(°M, M) tales que

fofo--07 " f=idy. Ver [10] para més detalles.

K K o~
Observacion 2.1.4. Para A = y 4]d tenemos que g : kq @ A — kqDy es
0 k

un morfismo de kg4-dlgebras, y describiremos en la Secci(’)n como (o) actua bajo ¥y
en k4Dy v en kyDy-mod. Se sigue de la Observacién que (kgDy)*Cy = Matgxa(A)
como k-algebras. En particular (kd54) x Cg-mod es equivalente a A-mod. Notemos,

que en consecuencia para X € A-mod
0'71®idX . kd®X:> U(kd@)X) = ol{id®X
es un kg ® A- isomorfismo de mdodulos.

Observacién 2.1.5. Si X € A-mod es regular simple tenemos End, (X) = k,, para
algin m € Z~o dado que k = C((¢)) es cuasi finito, y con d = mem(4, m) tenemos de
la Observacion [2.1.1] que:

Endy, (ks ® X) 2 kg ® Enda(X) 2 kg x -+ % kq (2.1)
—_——

M4s ain de54(k:d RX)Z kg QTA(X) 2 hyRX. Asl, kg @ X E Ng® -+ B Ny g
para moédulos regulares simples N; con Homkd54(Ni, N;) = §; j kg Ya que ademas

(kg ® X) = kg ® X, podemos asumir también

UNZ' = Ni+1 for 1 = 0, 1, e, M — 2 and UNmfl = NO (22)
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Es facil clasificar esas familias de kd54—médulos, ver Seccién .

Observacion 2.1.6. Si M = @’]7:01 o/ N para N un kgmédulo regular simple con
Endkd54(N) Y kyy Homkd54("jN, N)=0Oparaj=1,2,--- , m—1y N 2 N es
facil ver, que encontrar un isomorfismo f: °M — M with fo fo---0 7 f =idy

es equivalente a encontrar f: N — 7" N, tal que
= m Y km

fo% fo.--07 f=idy para k:=m|d— 1. (2.3)

De hecho, hasta reescalamiento, f debe de ser de la forma

0 0 0o f
ldg 0 0 0

f = 0 1d3 0 y
0 0 - idpg O

dado que Homkd[~)4("iN, ”jN) = 6; jkqyast fo?fo---0 U"Hf = diag( Uif)izO’L“m%1

En la Seccién exhibiremos tales f : °"N — N con la propiedad para
cada kzd[~)4—mo'dulo regular con Endkd54(N) >~ k; v m minima tal que N = N y

d/m e {1, 2, 4}.

Observaciéon 2.1.7. Si f': “M — M es otro isomorfismo con f'o 7 f'o---0 Ud_lf’ =
idys, entonces nuevamente de End, 5 (N) = kq debemos obtener (con la notacién de

antes) f’ =c f para algun c € k4 con
Ny m(c) =ca™c)---c"(c) = 14, (k=d/m —1)

Sin embargo, por el siguiente Lema, en este caso podemos encontrar x € kjj con

c=o0m(x)"' -z, lo que implica que (M, f) = (M, f') en este caso, ya que tenemos
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Observacién 2.1.8. En vista de la Observacién 2.1.3] concluimos de la Observacién
que las isoclases de los A-mddulos regulares simples con anillo de endomorfismo
de dimension m (= k,,) estéan, para d = mem(4, m), en biyeccién natural con las

Cy-6rbitas de kd54-médulos regulares simples N con:
» End; 5, (N) = kq,
= "N¥Ny
m "N¥Nfori=1,2--,m—1.

En la Seccién encontraremos para cada N, con esta propiedad, un A-mdédulo

regular simple X con Endp(X) =k, v by @ X = G}?Zol 7" N.

Lema 2.1.9 (Bien conocido). Si ¢ € k, con N, 1(c) = 1, entonces existe x € k,

with o(z) ™'z = c.

Demostracién. Recordemos que k, * C, = Mat,,(k), es un algebra simple. Asf
(kn, o) corresponde al tnico k, * C,,-mddulo (simple) , el cual tiene k-dimensién n,
hasta isomorfismos.

Por otro lado, tenemos un homomorfismo de grupos abelianos

U ikt = N, ={c€ki|Nni(c)=1} C ki

v o) e

y N, /Imt), parametriza las isoclases de k,, * C,-médulos de la forma (k,, co) con

ceN,.
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Asi 1, debe de ser suprayectiva, dado que existe una unica isoclase de n-dim de

k, * C,-médulos. O

2.2. Carcajes con automorfismos

Un caso particular de lo que demostramos en la Observacion de la Seccion
2.1 es
kd®K§kkakakad

donde d es multiplo de 4. Como se hizo en la demostracién de la Observacién [2.1.1]

los elementos

3
1 a1 L
ﬁj:4—€l_2084 ® o’ 1(64)€kd®K

para 1 < 7 < 4 forman una base de kg ®; K como kg4-algebra. Ademas, los elementos

B; satisfacen la igualdad (3,3, = d;,3;. Y el isomorfismo de k4-dlgebras
kd®ngkkakakada
esta dado por 3; — e;.

Recordemos que A = . Podemos adaptar la base de arriba para obtener
0 k

la siguiente base de kg ®, A como kg4-dlgebra:
3
. 1 4—1 j—1 L
{ﬁjku <G4 1<EhS2 =) 7 @0 (54)Elk} U{Bor = 1 ® Ex}2.4)
1=0

donde {E11, Eia, Fa1, Eas} es la base estandar de Matoyo(ky).
Se puede ver que ¥ : kg @ A — kd54, definido por
ﬁjl —> €;
6]'2 —> O

es un isomorfismo de k4-algebras, donde kd64 es el algebra de caminos de 64, con

€5 € (54)0 Yy ¢y € (54)1.
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Por otro lado,tomemos el morfismo o4 ® id : kg ®r A — kg ®% A, el cual actua

sobre la base en 2.4] como se muestra a continuacién:

(0a®id)(Bjr) = Bj—1,k

con 1 <k <2 donder =j— 1 (mod4). Mientras que deja fijo al elemento [y;. Asi
obtenemos el morfismo

Yd - k‘d64 — kd54

kp = oa(k)y(p)

donde ~y es el siguiente automorfismo de orden 4 del carcaj 64:

- =~

1
/R
\
\
1
1
\ 1
\ ,
A
2

____,7

\
~

y3
4
SN
L0
e
3*~

2.3. Representaciones invariantes

Lo que presentaremos en esta seccién es una adaptacion del trabajo de Hubery [§].
Sea M un kd54-m(’)dulo. Definimos un médulo "M tomando la misma estructura de
espacio vectorial que ya tiene M pero definiremos un nuevo producto * de la siguiente

forma

p+m =~;"(p)m, para p € kqDa.

Si f: M — N es un homomorfismo de mddulos, entonces obtenemos un homomor-
fismo 7 f : WM — 7N como veremos a continuacién. Dado que f es en particular

un homomorfismo de espacios vectoriales, tenemos que " f = f. Entonces

flpm) = f(g (p)m) = 74" (p) f(m) = p* f(m).
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Esto determina una autoequivalencia F(74) sobre modk,D, tal que F (v5) = F(va)".
En particular, notemos que M es inescindible si y sélo si "M lo es.

Sabemos que las categorias modkd[N)4 y Rep([N)4, kq) son equivalentes, asi el funtor
F(74) debe actuar también sobre Rep(Dy, kq). Sea M = (Vj, fa,) una kg-representacién
de D, y M el correspondiente k;d54—médulo, asi M tiene la estructura de espacio
vectorial de V' = @?:OVJ-. Deseamos describir la representacién "M = (W, ga,)
correspondiente al médulo "M en terminos de la representacion original M. Clara-

mente

Wij=exV=1"e)V=6V=V,
con r = j — 1(mod4) para 1 < j < 4, mientras que para j = 0 tenemos
Wo=exV =7, (0)V = eV =V

Notemos que la estructura de W; como k4-espacio vectorial esta definida por la mul-
tiplicacién k * v; = o' (k)v;, para todo k € kg y v; € W;. Por otro lado, para cada
fa, + Vo — Vj le podemos asociar una matriz A; € Matdimv;xdimvp (Ka). Entonces

Go;  Wo — W esta definida por
Go, (V) = o % v =77 (aj)v = v = Av = 07 (0a(A4,))v = 04(A,) v

donde 0,4(A,) significa aplicar el morfismo o4 a cada entrada de la matriz A,. Asf si

M es una kg-representacion de Dy

Vi
Ay
/1427‘/2
M =1, As
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entonces la representacion "M tiene la siguiente forma:

Vs

oq(Az2)

T4(A3) Vs

\

M =V gq(As)

v,
(A

A

Vi

Al igual que en [§], diremos que M es una representacion isomorficamente inva-
riante (una ii-representacion) si %M = M. Diremos que M es ii-inescindible si no
es isomorfa a la suma directa de dos ii-representaciones. Como en [§] Lema 2.3.1, las

representaciones ii-inescindibles son precisamente las representaciones de la forma
2 n—1
MEN®"NGHUNG---@ 4 N,

donde N es una representacién inescindible y n > 1 es minimo tal que N = % N.

Para n € Z-o, d = mcm(n,4) y t € kg, la representacién

ka
(id 0)
(0 id) kq
M; = kj (id id)
ka
(id t)
kq

satisface que End M; = k4. Asi es inescindible y regular. Mas auin, para t,s € ky

tenemos que M; = M, siy sélo sit = s.
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Para t € kg \ {0, 1} es fécil ver

at

at

a at

—a 0
con a # 0 es un isomorfismo entre M; y

kq
(0 id)

(id id)
k2 /)'

(id 1—t

\

w
ka

g

MM kG T Gd u(t)
(id 0)
. (2.5)

donde o, € Gal(ky, k), esta definido por g (dgé, con (g = e’i" es una d—ésima

kq
kq
kq

y por definicion:

raiz primitiva de la unidad. Por lo tanto, para t € k4 \ {0, 1} tenemos el isomorfismo
YaM; = Mi_s,4). Més atn, sea 7 : kg — kg una funcién definida por ¢ — 1 —¢. Se

puede demostrar por induccién que para m € Z-, tenemos el siguiente isomorfismo:

m
Vd Mt g Ma-gloa-m(t).
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Asi, estaremos interesados en los elementos t € ky \ {0, 1} tales que satisfacen las

siguientes condiciones:
t =0y od"(t) (2.6)

yparal <m <n—1,
t £ o oa™(t). (2.7)
Para cualquier n € Z~, tenemos que un elemento t € k; puede ser escrito como:

to + tlsé + t25§ + th% si n es impar t; € k,

t=14 to+tea si n = 2(mod4), con t; € k,
t si n = 0(mod4).
) 1 1 . .
Tenemos que ogly, = 0n, asi 0%(en) = e, entonces t satisface (2.6) si tiene la

siguiente forma:

2 . .
1+ 5s'cd  sinesimpar,
t =
S si n es par,

para algin s’ € k,,. De hecho podemos escribir a ¢t como

/ 1 . .
1 1 Letn si n es impar
t=—+se2,donde s =<¢ ° 7
2 2s'—1

2e

SR
€2 sin es par,

en ambos casos s € k,. Para 1 < m < n se sigue que:

. . L.
Entonces t = % + se2 satisface 1) si s € k,, es genérico.
—1 AJ ’ s ..
Por lo tanto M = @;L_O Ya M 1,4 bara algin s € k, que sea genérico, es ii-
- 3 se

inescindible.
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Observacion 2.3.1. Para xy, @, -+, &, € kg y 1 <1 <nsea N, € Mat,«,(kq) una
. 52‘4_17]' sit<n
matriz tal que (N;);; = con x; € ky,
01,21 sit=n

0 10 0
0 01 0
N =
000 --- 1
K o0 --- 0_

entonces es facil ver la siguiente igualdad
Ny -+ NoNy = diag(z1, 2, -, Tn). (2.8)

Sean x, y, z, w € kg y considere las matrices X, Y, Z, W € Mat,x,(kq) definidas

por:
diy1,; sii<mn y sit=n,j=1
(X)ij = o (Y)i; =
0y ;& sii=mn 0 en otro caso
z sii=mn,5=1 dit1,; sii<mn
(2)i = (W)ij = . ’
0 en otro caso o w sii=mn
) X Y
tomemos la matriz € Matg,xon(kq), usando el 2.8/ y el hecho de que
Z W

al multiplicar una matriz del mismo tipo que X y W se intercambian columnas
(renglones) multiplicando por la derecha (izquierda) de la matriz, entonces es facil

ver

Ll x v Xy XY
O’d -..O'd
zZ W zZ W zZ W

diag(z, oq(z),- -+, oy '(x)) diag(y, oa(y), -, o5 ' ()

diag(z, Ud(z)a T O-g_l(’z)) dlag(w7 0d<w)7 T Ug_l(w))

El siguiente resultado es clave para nuestra clasificacion:
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Proposiciéon 2.3.2. Sea M = @;:& "ffvl]\/[hr ! 1i-inescindible. Entonces existe un
B) S
isomorfismo f : M — 72M tal que el automorfismo nglf o---0% fof de Mesla

tdentidad.
Demostracion. Lo estudiaremos caso por caso:

1. Si n = 1(mod?2), entonces d = mem(4,n) = 4n, pero s € k, asi t 7' € ky,
con t = % + se3. Tenemos del Lema que t7t =712 ot = rlei para
algin r € ky,. Tomemos a = Vir o a = Vired, entonces ao?(a) = it™* o

ao?"(a) = —it™! en ambos casos —ac?(a)o?"(a)o3 (a)to(t) = 1.

a) Sin = 1(mod4). Sea f: M —7 M un isomorfismo definido por

Ay
Ay

Ay
XY
zZ W

donde Aj, As, Az, Ay, X, Y, Z, W € Mat, x,(kq) son matrices definidas
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de la siguiente forma:

0it1,; sit<n diy1,; sii<n
(A1)ij = { o O

01, j(—a) sii=n 0y jat sii=n

(SZJFLJ' sit<mn i+1,j sit<n

, (Ag)ij =

(51’3'(175 sit=n

(As)ij = { {
(X)ij{éiﬂyj sit<n | (Y)ij{at sit=mn,j=1 |
(2)i; = { {

1,;@ sit=n

51’3'@ sit=n

—a sit=mn,j7=1

0 en otro caso

entonces

g (A1)og*(Aq) - 04(A1)o(Ad)og(As)oa(Az) A
oq (Az)oy (A1) - - 03(A2) 0 (A1) o (As)oa(
W oot fof = oy (Ag)oy(As) - - 03(As)ai(As) o3 (Ar)oa(As
05 (As)ag*(As) - 03(As)o(As)a(Az)oa( Ay
(I x v X v
O'd .. o'd
zZ W z W
se sigue de la Observacién [2.3.1]
By
By
%W fo. oM fof = Bs
By
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donde

B, = diag(—a, o4(at), o;(at), -+ -,

By = diag(at, o ( ) (

diag(a, - - -

a),
B, = diag(a, 0u(—a), o <at>,
. B

(-

diag(—a, - -

de la misma forma podemos observar que

2n—1 7L+1

Ya fO"' fo%lf =

3n—1 2n+1 2n

Ya fo...o’yd fo’ydf =

4n—1 3n+1 3n

Ya fo...oPYd fo'ydf —

(= ) oq
B, = diag(at, o4(at), o3(a), -+ , o (—a), o (at

( )05 (

( ) oq

45
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Dado que las matrices B;’s son diagonales, tenemos que ! fo--0Mifof
es igual a
03" (B1)og"(Bs)oy(Bz2) By
0" (03" (B1)og"(Bs)og(B2) By)
03" (04" (B1)og"(Bs)og(B2)B1) | -
0i(0q"(B)og"(Bs)og(B2)Bi)
03" (C)od"(C)ag(C)C

es facil ver que la j-ésima entrada de la matriz diagonal 03" (B,)o3"(Bs)o’y(Ba) By

es de la forma
oy (—agi(at)oi (at)oy"(a)) = o} (—agj(a)oy" (a)og (a)tog(t)),
para 1 < 7 < n, pero habiamos visto al principio del caso 1. que
—aoy(a)oy" (a)og" (a)toy(t) = 1,

de donde ¢3"(B,)o"(Bs)o’y(B2) By = id,, .

Por otro lado, si tomamos

Cl = diag(av"' ’ O-le_l(a»a

02 = dlag(ta ’ Ug_1<t>)7

usando el hecho de que ambas son matrices diagonales y dado que o} (t) =

1 —ty o (t) =t tenemos que

O'Z}(Cl) 0'3(0102) Cl 0102
—0'3(01) On _Cl On

010'3(01)(1(1” —0'3(02)) 0'3(01)0102
—0'3(01)01 —03(01)0102

s1(C)C =

010'3(01)02 0'3(01)0102
—03(01)01 —0'3(01)0102
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O’Sn(C)Ugn(C) O'gn(Cl)ggn(Cl>C2 72”(01) 73”(01)02
d -
03”(01)03"(01) 03"(01)002,"(01)(]2

por lo tanto o3"(C)a2"(C)o%(C)C es igual a

oar(Ch)o3™(Ch)ol(Ch)C1Co(id,, —Cs) 0,
On o3"(C)ag"(Ch)og (Cr)CiCy(id, —Cs)

al igual que antes es facil ver que la j-ésima entrada de la matriz diagonal

a3"(Cy)o2(Cy) o (C1)C1 Cy(id,, —Cs) es de la forma

o (—ao(at) o2 (at)o¥ (a)) = o) (—ao(a) o2 (a)od (a)to™ (1),

para 1 < 7 <n. Se sigue que 7" fo-..0%Ffo f es laidentidad.
J g

b) Sin = 3(mod4). Al igual que en nuestro caso anterior, se puede mostrar
que el morfismo Ui fo---0Yfo f es la identidad. Para ello basta

considerar f : M — "M el isomorfismo definido por

Ay
A
As
Ay
X Y
Z W

con Ay, Ay, Az, Ay, X, Y, Z, W € Mat,x,(kq) matrices definidas de la
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siguiente forma:

5i+17j sit<n 52'4_17]' sit<n

(A1)i = , (Az)iy =

01,005 (t) sii=n 01,j(—a)al(t) sii=n

51‘ 1,5 sit<n 5@ 1,7 sit<n
(Az)ij = Y : (A4)ij{ I :

01,6 sii=mn 01,4 sii=mn

diy1,; sit<mn ach(t) sii=n,j=1

(X)ij = ; (V)i =

01,0 sii=mn 0 en otro caso

a SlZ:n,j:]. 5i+1,j sit<n
(Z)ij = ;o W)y =

0 en otro caso 01,6 sii=n.

2. Sin = 2(mod4), entonces d = mem(4,n) = 2n. Sea t = 3 + se2 con s € ky, ast
(t(1—1t))' = (3 — s%) " € ky. Tenemos del Lema que (t—t*)"t =120

(t — t2)~ = r2ew para algtn r € k,. Tomamos a = ir 0 a = red, entonces
—aot(a) = a® = (t —t*)!

asl —aol(a)t(l1 —t) =1. Sea f: M —" M el isomorfismo definido por

X Y
Z W

donde Ay, Ay, Az, Ay, X, Y, Z, W € Mat, «n(kq) son las matrices definidas de
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la siguiente forma:

6i+1,j sit<n
(A1)i; =

01, 5a(l—t) sii=n

5i+1,j sit<n
(A3>ZJ = .

01, j(—at) sii=n

51'_:,_17]‘ sit<n
(X)ij = .

01, j(—at) sii=n

a sit=mn,j=1
(Z)ij = )

0 en otro caso

Al igual que arriba, después de algunas cuentas podemos ver que las matrices

_1fO"
Y(—ao?(a)t(1 —t)) con 1 < j < n, por lo

. 2n
correspondientes al morfismo 74
entradas no cero son de la forma aéf

o Y fo feslaidentidad.

71fo---

2n
tanto 7«

Finalmente

51+1j sit<n

) (A2> =
01 J(

a)(t —t*) sii=n

diy1,; sii<m

J (Ad)ij { o g
050 sii=mn

—at sit=mn,j=1

en otro caso

(51‘_;,_17 ifi<n
(W) = !

517jat if i =n.

3. Sin=0(mod4). Sea f: M —7 M el isomorfismo definido por

As

-0 fo f son matrices diagonales cuyas
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donde Ay, As, A3 € Mat,«,(kq) son las matrices:

51'4_1’]' sit<n

(Al)ij = o )
01, sii=mn
1 sii=mn,j53=1
<A2)z] = )
0 en otro caso
5i+1,j sit<n
(As)i; =

(5173‘0 si 1 =n.

Es fcil ver que % ' fo---0 % fo f es la identidad.

]

Por otro lado, tenemos dos representaciones ii-inescindibles las cuales aun no

hemos mencionado. Estas son:

NN
K‘/l \O 0/ \iK

con K = k4. Dado que los tinicos morfismos involucrados en estas representaciones son
la identidad y el morfismo cero, tenemos que la correspondiente v := 7, Unicamente

intercambia los “brazos” en cada una de nuestras representaciones, asi
K 0
N S
K
N\
0 K

TN, =



2.3. REPRESENTACIONES INVARIANTES ol

NN NS

¥?

N AN AN

Claramente’* Nl Nl yfy N2 Ng, por lo tanto N1@7N1 y ]\IQGBVJVQQBv N2@'Y NQ

son representaciones ii-inescindibles.

Proposicion 2.3.3. Sea M = N1 ® "Ny o M = Ny "Ny 72N2 @ 73]\72. Entonces
en ambos casos existe un isomorfismo f: M — YM tal que los automorfismos de M

7o f, respectivamente " fo V' fo Y fo f, son la identidad.

Demostracion. Es suficiente tomar

_1 0_
0 1
=1 0=
idy 01
idg _1 0-
f= g respectivamente f = = 0 . )
id 10
01 0 1
1 0 -0100-
0010
0001
_1000_

para M = N1 & "Ny M = Ny "Ny B “YZNQ @b 73N2 y verificar que tienen la
propiedad deseada. O
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Proposicién 2.3.4. Sea M : K ® k™ — K" una representacion reqular simple.
St X es una representacion del carcaj 64, tal que kg ® M = X, entonces existe un

isomorfismo [+ X — 74X tal que el automorfismo V;an o---0% fof deX esla
_ , d si End(M) =k,
identidad, con m = .
2n si End(M) = ko,
Demostracion. Sea M una representacion regular simple de A. Como vimos al prin-

cipio de este Capitulo podemos pensar en k; ® M como la siguiente representacion

de 642

donde R es la matriz de ¢j,.

Dado que 04|k = 0y R € Mat,x2,(K), tenemos que o4(c?(R)) = ¢/T(R) para
0 <j <3, entonces kg @ M = (kg @ M).

Ahora, sea g : kg ® M — X un isomorfismo k4-lineal de representaciones de [~)4,

entonces g : (kg ® M) — 77X también es un isomorfismo. Asi
fi="Tg90g X = MX

. m—1 m _
es un isomorfismo. Entonces @ fo---0% fo f =% go g~ !, pero en ambos casos

731"g =g. O

2.4. El algebra K|a,)]

Recordemos que K[a,] es una K-édlgebra conmutativa. Mds precisamente tenemos

el siguiente resultado:

Lema 2.4.1. Para n € Z~q se cumple lo siguiente:
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1. Sin = 1(mod2) entonces K|ay,] = kyp;
2. sin = 2(mod4) entonces Kloy,] = kon X kop;
3. sin = 0(mod4) entonces K|oy,| = ky X ky X ky X ks

todos isomorfismos de K-dlgebras.

1 3n+1
. . . . . 1 1 e
Demostracion. 1. Sin es impar, es suficiente tomar el isomorfismo e — “=ay, *
1 % n+l
para n = 1(mod4) y €7 — “~a,* para n = 3(mod4).

2. Sin = 2(mod4), nos basta mostrar que K[a,] & Klaz] x Klaz], pues § es

impar. El isomorfismo de arriba esta dado por oy, = (o' &, —aa' &),
2

3. Si n = 0(mod4),el isomorfismo entre Ka,] y kn X ky X ky, X k;, estd dado por

2mi

mandar a, a (Cien, (3en, (Zen, Cuen), recordemos que ¢, = e'n

Por otro lado, recordemos que o, : k, — k, es un automorfismo de campos el
cual fija el campo k y esta definido por e Cn&?% donde (,, es la raiz primitiva e

Tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.4.2. Tenemos un isomorfismo de campos k,—k[a,] C Mat,x,(k) el cual

manda T a
n—1
a(z) = ijafl.
5=0
Mas aiun, existen matrices A € GL,(k,) tales que para cualquier x € k, tenemos

A 'a(2)A = diag(x, on(z), -, o™ ().

n

Demostracion. Dado que el polinomio minimo de a,, es y"™ — ¢ es facil ver que k, =
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. 1 . .
klay,], con el isomorfismo dado por en +— «,. Definimos la matriz A como

1 1 .
4 e:" Cnfi Cﬁ ;18n € Mat,x (ky )
i ‘gn';l Cﬁ_lhengl .. C7(1n—1).2€n;1 |
i.e las entradas z;; = T(Lj_l)(i_l)sﬂ para 1 < i, 7 < n. Notemos que A es la trans-

puesta de una matriz de Vandermonde, entonces det(A) = [],<;_;<, en (I — (i) #0,

por lo tanto A € GL,(k,). Se puede ver ficilmente que A™' = (££), donde y;; =

VDN para 1 <4, j < n.

5i+lj si 1<i<n+1-1

l o ) .

Recordemos que (oy,)i; = , se sigue que
5i+l—n,j€ si n+1—l§z§n

Linisy sl 1<) <
(A™la)y =

éyi,jfl Si l+1§]§n

entonces para A~lal A:

(A_laibA)ij = (Z EYin—l4rLrj + Z Yir— lx'l‘]>

r=I[+1

!

1 A —r e

_ E<€Z<7(LZ—1)(1+1—T)€’+;@(;«_1)0_1)5 :
r=1

r=[+1

l
— (5 CT(L11€CT1]Z+ZQZIZ"+Zrl)(gz))
r=I+1
( —1)l n
_ ” Zc(rljz
n n

= 0ij€ ﬁCnH)l-
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Por lo tanto A~'al A = diag(en, encl, -, 6%&”_1”), se sigue que

A a(2)A = diag(z, 0,(x),--+, o H(x)).

n

]

Ahora, recordemos que el automorfismo k-lineal o : K — K esta definido por

1 .1 7 ’
€1 — fe1 y para un elemento R = Z?:o a(vj)ei € Kla,), tenemos que o actiia

4
sobre R de la siguiente forma o(R) = Z a(v;)o(et). Asi es facil ver las siguientes
7=0

igualdades
o2(R)— R = —2ei(a(nn)+ea(n)),
o3 (R) —o(R) = —2iei(a(nn) —e2alvs)),
o(R)— R = (i—1Da(n)ei — 2a(m)e? — (1 + i)alvs)el,
3(R) — 0*(R) = —(i — Da(v)et — 2a(vs)e? + (1 +i)a(vs)ed,

entonces tenemos que
(0*(R) — R)(0*(R) — a(R)) = 4ie? (a(n)? — ca(vs)?) (2.9)

y es igual a

= (2.10)
4e (a(rn)? — a(n)a(vs)) +2ie? (a(v1)? = ea(v3)?)
Ahora para R € K[,),ey, usando las ecuaciones y , tenemos que
(0(R) — R)(0*(R) — 0*(R))[(0*(R) — R)(¢*(R) — o(R))]
= (2.11)

% id, —ie2 ((1)® — (1) a(v3)) (1) — 504(u3)2)_1

Esta ultima ecuacién sera usada en la prueba de la Proposicién [2.5.1]
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Observacién 2.4.3. Tenemos que R € K|ay]yee siy solo si 0(R) — Ry 0?(R) — R

son matrices invertibles

Demostracién. Si multiplicamos nuestras matrices por A~! y A (la correspondiente

matriz definida en el Lema [2.4.2)), obtenemos:

AN o(R) = R)A = AY((i — Da(n)ei — 20(ve)e? — (1 +i)alvs)ei) A
= (i— DA 'a(n)Aei — 247 a () Ae? — (14 ) A o) Aet,

se sigue del mismo Lema que es una matriz diagonal cuyas entradas son:

NN

(i — l)aqT(yl)gi — 20;”@2)5% —(1+1i)o(v3)e

con 1 <m <n.

Asi que o(R) — R es invertible si y s6lo si
(i — Dol (11)et — 207 (m)e? — (1 + i) (vg)et # 0

para todo 1 < m < n, si y solo si

(i—1)es
2e

N[

O’;n(l/2> 7& )

(o (1) + oy (vs)e

para 1 < m < n, siy solo si R satisface R2.
Andlogamente se puede demostrar que o?(R) — R es invertible si y solo si R

satisface R1. N

Observacion 2.4.4. Sea R elemento de K|a,]. Digamos

NI

R = a(vy) + a(m)ei + a(va)e? + a(vs)e

Entonces kg ® M(R) = Mg/, donde Mg es la representacion:
kq
lidy, | R/
(lidn |R’ kg

kc%n a?([idn |R'])

S

n

(lidn |R7)f!
ki
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W

).

R = diag(u0+vlai+u2€%+u3€%, e ,aﬁ’l(V0)+UZ*1(ul)gi—l—aZ*I(VQ)&t%—l—aZ*l(1/3)5

Demostracion. Primero recordemos que podemos pensar en kg @ M(R) como la si-

ki
S
(fidn R])

ka2 (i |R)

\ k,n
WR] )d
kq

Sea A la matriz definida en el Lema [2.4.2] Tenemos, del lema antes mencionado, que

guiente representacion:

RA = AR'. Més atn, es facil comprobar que 07(R)A = Ao’(R') para 1 < j < 4, de

este modo:
. A 0 ,
lid,| o’ (R)] = [A]o/(R)A]
0 A
= [A| A0/ (R)]
= A[z’dn|aj(R’)]
asi
kg kg
fidn |R [idy, | R’
([idn |R] k" ([idn |R! kn

2n ~ 1.2n .
k" 2(dniry = K2 (a0 )= Me

o (fidn | R]) (lidn |R7)f!

@J
/

ki ki
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con el isomorfismo

fa:

SN N NN

A0
0 A

Observacion 2.4.5. Sean n € Zsq, Ry S elementos de K[a,]. Digamos

NI

R = a(v) + a(yl)e% + 01(1/2)8% + a(vs)e

S = aug) + alp)eT + alu)e? + alpg)et.
Si

oo

1 1 3 1 1
Ho + [ED + f9e2 + pget = o (v) + o' (11)ed + o (v)ez + 0, (v3)e
para alguna 1 < m < n entonces k; ® M(R) = ks @ M(S).

Demostracion. Usando la Observacién tenemos que kg @ M(R) = kq® M(S) si

Y

y sélo si Mg = Mg:. Ahora dado que

fo + [ET + pioe? + pget = () + o (1)t + o (1p)e? + ol (vg)e

para alguna 1 < m < n se sigue que

o} (Vo) +05 (1)1 +0% (va)e+o] (vs)et = o (vy)+o I (11)e 4o (vo)e+o I (v e,
. . . (52'4_17]‘ sit<n .
para 0 < j <n — 1. Consideremos la matriz (N )Z-j = es decir
01,1 sii=mn

-O 10 - 0-

001 ---0
N =

000 --- 1

_1 00 --- 0_
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Es facil ver que N™R' = S'N™ més atin N™o?(R') = 07 (S")N™, asi Mg = Mg/, con

el morfismo fym. O

Observacion 2.4.6. Sea R € K[a,]. Si R satisface R1 pero no R2. entonces R

N

M(R) = M(a(c2)et + a(—i)ei)

0

n_q
ke ® M(R) = (Mo @ My ® M12003) D M(00213)) .
=0
Donde
]Cd kd
(10) (01)
01) kg (01) kq
M12003) =k3 ©1) Mico213) =k (10)

k’d kd

Demostracion. Sea R € Kla,] matriz que satisface R1 pero no R2, es decir vy es

distinto de +v5e2 y existe m en {0, -, n — 1} tal que

W

(1—1)e
2e

N

(o5 (1) + iy (v3)e2),

o (v2) =

de la Observacion [2.4.5] podemos suponer sin perdida de generalidad que m = 0.

Estudiaremos cada caso:

. 1 . 1
» 1y = +ige2. En este caso vy = 0. Tomemos v; = ivze2, entonces

N
N

R = a(iug,a%)e + a(vs)e

3
1

NI

= a(ivs)a(e?)ed + a(—i)ivs)e
3)et +

= a(ivs)(a(ed)et + a(—i)et)
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Por lo que M(R) = M(a(e2)ei 4+ a(—i)e), usando el isomorfismo

id,, 0 )
o id,
0 afivs)
.. ., .1
De forma similar se puede hacer la demostracién para v; = —ivze?.
: (i—1)et 1
. = 71— . = 7’
vy # tivzez. En este caso vy = 256 (1) +ivge2) # 0, asi

W

(1— 1)

R= 04(1/1)5i +a ( 5

(r1 + ng,a%)) 7 + afvg)et

antes de continuar es importante que recordemos que 04(6%) # a(l)&t%. Por otro

lado, para cada m € {0,--- , n— 1}:
1)l
oy (ve) = oy (%(Vl—l—’éygffé))
1—1 3 141 1
= o (( 2 et - > )"35411))
1 114
= D oruonet - S on o)
1—1 3 1+4+1) ,, my L
= D oruonet) - T on)om (el
= (i 1)6( ! O'ZL(Vl)&%—( +22)Z a;”(yy))éi

De la Observacion se sigue que kg ® M(R) = Mpg:. Se puede ver que cada

entrada en la diagonal de R’ tiene la forma:

(1 - W) o™ (v1)eT + (1 - %) o™ (v3)ed .

N[

No es muy dificil ver que en general las entradas en la diagonal de la matriz
o’ (R') tiene la forma

(7;] _ (_1)]#) O-:Ln(yl)gi —+ ((_Z>] _ (_1)3%) O—:Ln(yg)gj%,
con 0 <m <n-—1y0 <75 <3. Para esta demostracion denotaremos a estos

elementos por a;,,. Tenemos que
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~ n—1 ;9

[Lazm]
\2‘ .

[1]aim]
kq
Ademas tenemos las igualdades
Aom = Q1 ST m = 0(mod4),
A1 = Qo 8T m = 1(mod4),
Aom = Q3 ST m = 2(mod4),
A3m = Qo ST m = 3(mod4).

Ahora es facil demostrar que cada una de las representaciones en nuestra suma
es isomorfa a My, My, M(12003) ¥ M(sc213) si m es congruente con 0, 1, 2 y 3,

respectivamente.

O

De esta observacién se sigue que si R ¢ K[, ]req, entonces no puede ser isomorfa
a ninguna de las que aparecen en nuestro Cuadro [2.1]
Por otro lado, para cualquier ¢ € C((z)), tenemos que v/ € C((x2)). Més precisa-

mente:

Lema 2.4.7. Sea C((z)) el campo de series de Laurent sobre los complejos, para

t € C((x)), existe s € C((x)) tal que

s?  sicodeg(t) es par

t =

xs®  sicodeg(t) es impar

Demostracion. Seat =y 7 t;a?, donde t; € Cy ng = codeg(t). Si ng = 2m, para
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algiin m € Z, es ficil ver que s> =t, con s = > > s;27 € C((x)), y

j=m

Ton 7=0
Smtj = g +d =(2 k) SmtkSitm—ktSpnir) Jg=2rr=1
25m ’ B
tng+i — (22 k=1 Sm+kSjtm—k) J =2r+1,r>0
25m 7 T

Mientras que si ng es impar, tenemos que t = ) jmno—1 tj+127. Ahora como ny — 1

es par, podemos encontrar la correspondiente raiz de Z;‘inofl i’ O]

Para cada n € Z~( definimos los siguientes subconjuntos de k,:

[ kn,\{e2} si n=0(mod4) (2.12)

n )

k,, si n # 0(mod4)

o k, \i(j} 1 si n = 1(mod2) (2.13)
{e77T Clen]} si n=2(mod4)

Ahora denotaremos para cada s € k, y j € {1, 2} por MY )(s) la representacion
de A la cual tiene por matriz [a%|R§Lj)(s)].

Finalmente definimos ¢ : I — k,, s (bn(Rg)(s)) para [a2|R£Lj)(s)].
Proposicion 2.4.8. Con la notacion de arriba, tenemos para cada n € Z~q que:

1. kyp = Im(¢e{)UIm(¢) para n 2 0(mod4).

2. kp \ {0} = Im(6%?) para n = 0(mod4).

Demostracidn. 1. Sin = 1(mod 2) el resultado sigue del Lema [2.4.7]

Por otro lado, si n = 2(mod 4) es facil ver que si t € Im(qbq(f)) la raiz /1 — 4t%¢

no es un elemento de k,. Concluimos que Im(@(})) y Im(¢,(12)) son disjuntos. Sea

t €k, tal que t ¢ Im(¢%2)), entonces
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Notemos que:

- [ 144/1—4t2e
(3 Z—Qt

2
s?—¢ i1+\/1—4t25 — £
2t

<1+\/1—4t28>
2t

(142v/1—4t2e+1—4t2e)+4t%e
42

482(1 + /1 — 4t2%€)
2t(2 4 2v/1 — 4t%¢)

= 1.

Por lo tanto k, = Im(¢)UIm (6.

. 1 1
2. Si n = 0(mod4). Para t € k, \ {0} podemos escoger s = ==HE2 € k, \ {e2},

entonces

1 . 1 1
S —E2 *ZttEQ —e32

. 1 1
—i14te2 —te2
t

Por lo tanto k, \ {0} = Im(¢\?).

2.5. Clasificacion de las representaciones regulares
simples

Sea R = Z?:o Oz(l/j)E% € Kan)reg tal que ¢,(R) € ky, es genérico, denotamos por

[y

n—1 n—

I

— V)
No,(r) = @ dM%—ian(R)s M%—w%(aﬁn(R))a%'

Jj=0

(S
<.
Il
o
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En la siguiente Proposicién veremos que para cada R € K|ay)weg tal que ¢,(R) € ky,
es genérico, entonces la representacion M(R) de A cuya matriz es [id, |R] satisface

kg @i M(R) = Ny, (r), por lo tanto es regular simple.

Proposicién 2.5.1. Sea R € K|ayies tal que ¢,(R) € k,, es genérico. Entonces la

representacion M(R) de A es reqular simple.

Demostracion. Sea R € K|oy,)reg tal que ¢,,(R) € k,, es genérico. Como en el comienzo
del Capitulo 2, uno puede pensar en k; ® M (R) como la siguiente representacién del
carcaj 54:
ki
lid,, |R
(fidn |R] kn

ka2 (i |R)

/

3

g([idn |R])

Q
S
=
S

Similarmente podemos ver a Ny, (r)

[idn 0n]

(0n idn] K}

fidp T ki
ki
con T := dlag(% - Z¢n<R)€%7 % - Zo—n(d)n(R))g%a Ty % - ZJZ_1<¢H(R))€%)

Sea A la matriz definida en la prueba del Lema y ¢:kq® M(R) = Ny, (r)
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el morfismo definido por

(2.14)

donde B = (0?(R) — 0*(R))"'(¢*(R) — R)A. Afirmamos que ¢ es un isomorfismo
entre kg ®@x M(R) y N, (r)- Dado que R € Kloy]ieg (v por la Observacion y
por como definimos a la matriz A, tenemos que todas las matrices involucradas en la
construccién de ¢ son invertibles.

Ahora s6lo necesitamos mostrar que los correspondientes diagramas conmutan.

Por nuestras elecciones, tenemos que los primeros tres diagramas conmutan:

, _(R)B —RA ) '
[id,, |R] = [(R—0°(R))B][id, 0,],
- B A .
. | _o3%(R)B —RA | ; ,
o”([id, | R]) = [(¢”(R) — R)A][0, id,],
- B A .
- | _o3%(R)B —RA | ) o
o”([id, | R]) = [(0*(R) — R)A][id,, id,].
L B A -

= A7H(0(R) = R)(0*(R) — 0*(R))[(0*(R) — R)(c*(R) — o(R))]'A  conm. de Kla]
=A"! (%idn —ie2 (a(v3) — a(vi)a(vs)) (a(vy) — 8&(V§))1) A ecuacion ([2.11)
= %idn —igT AT < — a(v)a(vs)) (a(v) — 804(V§))_1> A distributividad

:%Id _ic? diag(6n(R), on(6n(R)),- -+ . 0" L(én(R)) Lema B2
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asi B (0(R)—0*(R))"(o(R)—R)A = T, es decir (¢(R)—R)A = (¢(R)—03(R))BT,

de donde se sigue la ultima igualdad

, —o3(R)B —RA \ _
o([id, |R]) = [(o(R) - o*(R))Blfid, T].
B A

Por lo que ky®i M (R) = Ny, (r). Por lo tanto M (R) es una representacion regular
simple de A. n

Ahora, sean M) y M) las representaciones cuyas matrices son, respectivamente,

1 . 1 .. 3 . ’ . . .
[1ez]y [idy |azet —iidy £7]. Con unos sencillos célculos uno puede verificar lo siguiente

Proposicion 2.5.2. Sean N1 ® "Ny y No® "Ny @ ’YQNQ &> 'YBNQ las representaciones
vistas en[2.3.3. Entonces

Ni® "N = KQ My y
No@ "Na@ " No® "N, 2 K ® M),
mds ain , My y M) son representaciones regqulares simples.

Corolario 2.5.3. FExiste una correspondencia 1-1 entre las clases de isomorfismo
de las representaciones requlares simples de A y las clases de isomorfismos de las

representaciones ii-inescindibles de Dy.

Demostracion. El resultado se sigue de las Proposiciones [2.3.4} [2.5.1}and [2.5.2, [

Teorema 2.5.4. Con la notacion de arriba, tenemos para cada n € Zi~q:

1. Para R € Kloy|reg la representacion M(R) de A es regqular simple si y sélo si
On(R) € ky, es genérico. En este caso Endp(R) = k,.
Si R, R’ € K[a]reg, entonces M(R) = M(R') si y solo si ¢,(R) = 0 (¢n(R))

para alguna 1 < m <n — 1.

2. Las representaciones My y My son regulares simples, con Endy (M) = ks y

EndA(M(Q)) = k4.
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3. Cada representacion reqular simple de A es isomorfa a una del tipo que aparece

en 1. o 2.

Demostracion. 1. La primera parte se sigue de las Proposiciones y[.5.1] La
segunda parte se sigue del hecho de que para cualquier R € K[, tenemos

Ny,.(r) = @;:S M%_w%(%(m)g%. Si R, R' € K|oy)reg, tenemos que

M(R) = M(R')
si y solo si
No(r) = Ny, (rr)
si y solo si
n—1
G%Ml—wwn(m)a% = M%—iaf%(vn(R’))a%
si y solo si

On(R) = 0, (6n(R))

para algin 1 <m <n — 1.
2. Se tiene de la Proposicién [2.5.2]

3. Se sigue del Corolario [2.5.3]
0

Observacién 2.5.5. Un hecho interesante es que casi cualquier representacion re-
gular simple M con dimM = (n, 2n) satisface que End, (M) = k,, excepto cuando
M = Muy 6 M = M) en estos casos Endy (M) = ky y Endy (M) = ky respectiva-
mente. Es decir, Enda(M(j)) = ky; mientras dimM ;) = (j, 2j) para j = 1, 2.

Teorema 2.5.6. Si M es una representacion regular simple 54—homogénea de A con
dimM = (n, 2n), entonces M es isomorfa a una representacion de la forma M,(Lj)(s)

con s € I para alguna j € {1, 2}.
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Demostracion. Sea M una representacion regular simple 64—homogénea de A con
dimM = (n, 2n). De la definicién de 54—homogénea y el Teorema inciso 3 se
sigue que existe R € Koy, |weg tal que M = M(R), para algin n € Z-o.

Por la proposicion tenemos que cada elemento de k, \ {0} pertenece a
Im(d)g)), para j € {1, 2}. Asi existe s € k, tal que

o) (s) = o7 (9u(R)),

para alguna m € {1,--- ,n}. Se concluye que

]

Observacion 2.5.7. Usando los Teoremas y podemos concluir que cual-
quier representacion regular simple es isomorfa a una de las siguientes formas M),
My o MY (s), donde [id,, |RY(s)] es la matriz de la ltima representacion, con s € k,

tal que ¢, { '(s)] (ver Cuadro es genérico.

En los siguientes ejemplos veremos como es la forma de las matrices matrices

R (1) y R (1 - e3):

Ejemplo 2.5.8. 1. Consideremos s = 1 € kj, siguiendo el Cuadro 2.1} tenemos

que
eet 0 3
RY(1) = a1 a25%+e%id3 £l = ces  eTel 0 — a(eh sé—ka e )et
3 3
0 65% 6%62
asi
2 2 s} 4
— (0)(e4 €
¢3(R£())1)(1)) = 4 (53) )Z(e ) - 3 _ E%
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Paridad de n | j Rglj)(s) gbn[Rg)(s)]
n=1(mod?2) |1 a(s)a:i& et id,et s’
n=1(mod2) | 2 ei™id, et + a(s)e? s
n=2(mod4) | 1 a(s)es +id, €3 i
n=2(modd) | 2| iadet + (1 —i)a(s)ad et +id, et | LeT + (e7s)?

n =0(mod4) | 1 a(s)et + aded —id, et =t
s—e?2

Cuadro 2.1: Ingredientes para la descripcién de las representaciones regulares simples

homogéneas.

2. Si tomamos s =1 —e2 € ko, tenemos que

RV(s) = a(l — e2)et +idy &

oY
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asi

do(Ry(1—e7)) = —i




Capitulo 3

Las algebras canénicas de los

bimddulos de tipo (1, 4).

Ahora que ya tenemos la clasificacién de las representaciones regulares simples,
obtenida en [2.5, podemos continuar con la definicién de dlgebras canénicas [12].

Para esto, lo primero es poder describir la funcién adjunta asociada a cada una
de las representaciones regulares simples. Sea M = (p, V,U), la funcién adjunta
involucra diferentes elementos de M, como lo son D (el anillo de endomorfismos), V*
(el kernel) y U* = Homy (U, k). Todos estos elementos asi como una base de V@pU™
son descritos en el Cuadro segun el tipo de representacion y la correspondiente
n.

En el Cuadro [3.2] usando la base elegida para V* ®p U+, damos la definicién
explicita de las funciones adjuntas de cada uno de los casos posibles de las represen-
taciones homogéneas regulares simples.

Para cada representacién regular simple podemos definir una matriz de Cartan
simetrizable y su correspondiente simetrizador, ver Seccién [3.4] Para las matrices de
Cartan correspondientes a las representaciones M) y M), definimos unas nuevas
relaciones “torcidas” que difieren a las relaciones [6]. Esos dos son los tinicos casos

con relaciones diferentes, en el resto de los casos tomamos las relaciones de [6], ver

71
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Observacién B.4.11

Finalmente, definimos las dlgebras candénicas generalizadas en términos de carcajes
con relaciones. Para esto, mezclamos la definicién de dlgebras candnicas de Ringel [12]

con las ideas usadas en [0] (para definir H(C, D, Q)).

3.1. La definicion de Ringel

En esta seccion revisaremos la definicién de algebras candnicas dada por Ringel
en [12, §1], y la adaptaremos a nuestro caso particular.

Recordemos que k := C((€)) es un campo cuasi-finito conmutativo. Las dlgebras
de division que consideraremos seran k-algebras de dimensién finita, todas ellas son
de la forma k,, = k[e%] para algin n € Z-,. Tomaremos bimddulos para los cuales k
actua centralmente. La categoria de estos k,-kpbimodulos es equivalente a la categoria
de k, ®;. ky-modulos izquierdos.

Si X es un k,-ky-bimédulo, y o, es un automorfismo de k,, definimos el bimédulo
% X con multiplicacién izquierda definida como y * x = o,(y)x para cualesquiera
r € X,y € k, y con multiplicacién derecha la multiplicacién usual de Xj,. Podemos
definir de forma similar X como un k,-kp-bimodulo.

De hecho, por las observaciones hechas arriba, tenemos que la la categoria de
k-K-bimédulos donde k actiia centralmente es equivalente a la categoria de k @y K-
modulos izquierdos.

Vale la pena recordar que k, ®jkp es isomorfo a Kyem(a,5) X - * * X Kmem(a, b) mcd(a, b)-
veces, como k-algebras, ver Seccién Asi, la categoria de k,-kybimddulos es semi-
simple con mcd(a, b)-isoclases de objetos simples.

Sean a, b € Z~oy X = X, un k,-kp-bimédulo, tal que dim( g, X) dim(Xy,) = 4.

Entonces es facil de ver que sélo dos casos son posibles:

L k=K, ky=kyX=K.
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2. ko =kyy X =k, ® °k,, para algun a € Z-,.

En nuestro trabajo sélo consideraremos el primer caso.

Denotamos por ® al conjunto de las clases de isomorfismos de representaciones
regulares simples de X. Sea T': & — Z-( una funcién definida por T'(M) = 1 para
casi toda M € .

Sean My, Ms,---, M, elementos de ® no isomorfos por pares que satisfacen [; =
T (M;) > 1. Consideremos M; como una representacion de X, con dimM; = (n;, 2n;)
v ¢+ K @ k*™ — K™ un morfismo K-lineal. Sea k,,, el anillo de endomorfismos
de la representacion M;, recordemos que m; = n; si M; es homogéneo y m; = 2n;
si M; no es homogéneo. Tenemos que k** es un k-k;P -bimodulo, K™ es un K-kP-
bimédulo, entonces ¢; es un morfismo K-koP-lineal. Sea M;" : V¥ — K ®; k*™i el
kernel del morfismo ¢;. Entonces V;* también es un K-kSP-bimédulo, y M;" es un
morfismo K-kP-lineal. Como k*™ es un k-kSP-bimédulo, U; = Homy(k**, k) es un
k¥ -k-bimédulo, y podemos considerar la funcién adjunta J\Z Vo ®k,,, Ui — K de
M;t, donde

(z@y)® fr—af(y), paraz®y e V", feU.

En la siguiente seccion veremos que la funcién M es suprayectiva para cualquier
M € ®. Siguiendo a Ringel, consideraremos la especie S = S(T") que es representada
por el carcaj decorado en la Figura 3.1. Sea T el algebra tensorial de S. Sea R el

ideal de T el cual es generado por los elementos de la forma

1R1I®---®1Qu— E 1, R1® - ®1Qu,
—_——— N— ——
li_2 red l1—2
conv € V;*, w € U, J un conjunto finito y los elementos v, € Vi, u, € U, tales que

M(v®u) = ZAZ(UT ® Up).

reJ

Los generadores de R son elementos de

Vit @k, @ Rk, QU ® (V" @ kppy @ -+ - @ ki, @ UT).
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< 1, < ce. < 1;, 4
ke o ki Ky
2 2 ui
< ka 2 < ka < ka la—1
i\
: k
/o
< to < S < t—1
ki ko by

Figura 3.1: “Carcaj decorado” de un algebra candnica
La algebra candnica de tipo 7" (sobre K) es, por definicién, C' = C(T') = T /R.

Observacién 3.1.1. Notemos que las relaciones dependen de las clases de isomorfia
de los simples regulares, mientras que las especies dependen escencialmente de las

dimensiones de los simples regulares.

3.2. Funciones adjuntas.

Ahora, queremos describir las algebras candnicas asociadas a la especie de tipo
(1, 4) sobre el campo k = C((¢)). Siguiendo a Ringel [12] la principal tarea para este
fin es describir, para el morfismo ¢y, € Hom(K ® U, V') de una representacién regular
M con anillo de endomorfismo D, la funciéon adjunta M:V+ ®p U* — K donde
U* :=Homy (U, k) y MT : V't — K®U es el kernel de M. Recordemos que en nuestro
caso particular tenemos que D = k,, para algin m =n 6 2n, U = k** y V = K" para
algin n € Zg, ver §1.7, Como mencionamos en la seccién anterior, por construccién
V* es un K-D°P-bimédulo y U* es un D°P-k-bimdédulo. Dado que D es isomorfo a

k., y este es un anillo conmutativo tenemos que D°® = D. Como mencionamos en
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la Observacién [2.5.7] cualquier representacion regular simple es isomorfa a una que

tiene alguna de las siguientes formas:
1. My es la representacién definida por la matriz [1 ez).
2. M9 es la representacion definida por la matriz [id, |a25i — 7idy &t%].

3. M(j)( ) es la representacién cuya matriz es [id,, |R(j)( )], v tal que gzﬁn(jo)(s))

es genérico. Recordemos que ¢, (R J)( )) = ZVVQ—Vm Con
1

»Mo:

RY(s) = a(y1)54 + &(u2)52 + a(vs)et,
la forma de RY )(3) esté descrita en el Cuadro , con s € k.

Entonces tenemos tres casos y el iltimo de ellos tiene cinco subcasos.

M n D U* VT B una base de V't @p U*
M 1 ko |k K° {5 @ ei}
M) 2 K| K K7 x K {(By@el, B, @e}
MTST)(S) n= 1(mod 2) k, | k, <k, kun {ﬁ; X ei}o_gjgn—f,
M (s) | n=2(mod4) | ky | ky X kn kon X kon {81 ® e:ihiconien .
0<J<T
MP(s) | n=0(modd) | ky | ko X ky | Ky Xk X ko X Ky | {8}, @ €7} oziss, e,
0<3<”4

Cuadro 3.1: Configuracion para la definicién de la funciéon adjunta de una represen-
tacion regular simple en la Proposicién [3.2.1l Abusando de la notacién denotaremos

al 1, en los casos que M = My o M(3), como e;.

Proposicion 3.2.1. Sea M una representacion regular simple de A. Entonces los

siguientes casos cubren todas las posibles funciones adjuntas.

1. St M es isomorfa a My, entonces la funcién adjunta ]\A/f(l) esta definida por

5(]@1!—)8%, donde f3), =eI®6 — 1® 6.
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2. 51 M es isomorfa a M), entonces la funcion adjunta ]/\2—/(2) esta definida por
56®1|—>5_71 yB @l —e7,
donde [3; = [y + (i) e1 By, con
Bo = —ie? @&+ (1+i)eT ©& 106y
B = (1—i)eT @& +ic? ®é—1Q &5
3. Si M es isomorfa a M,(Lj)(s) cuya matriz es [id, ]R%j)(s)], donde Rg)(s) es como

en el Cuadro para alguna s = Z;:S Sjé?% € k,. En los siguientes cinco

subcasos consideraremos

n 3 )
Bo = Z (Z an—ié“i) ® e —1® ey,

i=0 \j=1

y By = Byxen para 1l <1< n—1. Para estos casos la funcion adjunta de M

aparece en el Cuadro[3.5

Demostracion. Verificaremos nuestras férmulas caso por caso, de acuerdo a la clasi-

ficacién de las representaciones regulares simples en el Teorema [2.5.4}

L. Sea o, K ®k? — K larepresentacién definida por 1®é; — 1y 1®¢éy — £3.

Tenemos que

a 6b 1
D= ,a+bez | |a,bek p = k.
b a

Recordemos que U* = k? y la multiplicacién que lo hace D-médulo izquierdo

es

1 a &b
, @+ be? *[x y]:[a: y] = | axr+by 5ay—|—ba:]



M M ' s
1 1 o
M) F@e o TS 0<j<ng
j, 0 mi
v ’ Synt_jed 0,0 je¥et 2L <j<n—1 0=
n =1 (mod?2) Bio®ey = —0On1
M;LQ)(S) 3mi 1
ﬂ] e = 50 n—(j+1)€ 4 54 + Sn— (j+1)€2 B/
y J 0
Bio®er = —0p_1,;
n = 1(mod 2) 70 ’
M (s) SRRTERTIT P I& SVRRTN- |
' /6,; l e — < Uy - TQ’]>5 - R (5J ( ) € QIﬁnJrzj)
Y / (—5,,%]_)“15 2 0<j<2 le {0,1}
n =2 (mod4) Bii®er = 2
—i)(sn : 51 —1)ls,_ iE
Mf)(s) p (1 )( 7—(2.+]) 72+( 1) sn—(24) ) 0<j< anzL
®e o (=)(sn-1¢2+(-D's 2 o) +(i+(-1))eF 2 (6; (- ) ez 5”“])
y 2 =5
— < < n
n=2(mod4) | , (<bua )H1eT 0= ,1e€{0,1}
Bj,l X ey — —
MV (s) 3 . . . _ .
Fu@er = 4 [(ZT 08" Sattn)_ ()€ - ) L Z)} i (51' +ile T Byyy +i%e7 By +i3l57&5%+j>
y 5715, _4 : n—4
n = 0(mod 4) Bii®e = % 0<j=%,0s1<3

Cuadro 3.2: Funcién adjunta de una representaciéon homogénea regular simple. Aqui ¢; ; es la delta de Kronecker.

SVINANIrdyv SHNOIONNA ¢'€

L.
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Asi es facil ver que U* = ky como D-k-bimddulo, con la asignacion e — 2 y
ey — 1.

Claramente, V't es generado por ) = €2 ® €1 — 1 ® ey, como un K —moadulo.
Note que 3} % (a + bez) = (a — be2)), entonces VT = K°. Uno puede checar
que B = {f} ® 1} es una K—base de V" @ U*. Asi ]\7(1) VTeU* = Kesla

funcion adjunta y esta definida por ) ® 1 +— —1.

. Sea @y, + K ®@k* — K? la representacion regular simple definida como arriba.

Se pude ver que My es isomorfa a la representacion definida por 1 ® é; + e,

1®6y > €3, 1@ 5 (—icz, (1+i)e 1)y 1®é — ((1—i)e®,ie 2 ). Tenemos

que D es
3 . i1 . 1.1
i o+ (1 —i)x1e1 —izoer a1+ (1 — 1)woet — iwge?
ijoz4, o » 5 o . 5 lzj €k
=0 exs +ir1e? + (1 +i)xeet g+ iwge? + (1 +1i)xze
asi D = K. Entonces U* &2 K como un D-k-bimdédulo. Definamos
Bo=—ie? @+ (1+i)eT ®&—1®éy
Bi=(1—i)ed Q& +ic? ®é—1® &y,
entonces V' es generado por [ = [y + isiﬁl y By = Bo — 5551, como un

K—médulo. Dado que 3} * e1 = iitlet « B tenemos que V7 = K7 x K.
Es facil de ver que B == {fj ® 1, f; ® 1} es una K—base de V* ® U*.

Asi ]\7(2) : VT ®@U* — K es la funcién adjunta definida por

Bleloer yB®l— —ce.

. Sea Mrgj)(s) la representacién cuya matriz es [id, ]Rg)(s)], tal que ¢n(R7(1j)(s))

es genérico. Con Rg)(s) = a(1)ei + a(n)e? + avs)et como en el Cuadro ,
donde s = Z;':ol s; € ky,. Dado que
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tenemos que U* = k,, X k, como un D-k-bimdédulo.

1
Recordemos que v; = Y77, uzjan € ky, definimos

1 1 3
a; = vijet + 1562 + 3561 € K
paraOSjgn—l,yﬁlzﬂo*ﬁ for 1 <1 <n—1, donde Sy es

n
Bo = E Up—; @ €; — 1 ® €.
i=1
Ahora vamos a distinguir varios subcasos de a cuerdo a la paridad de n modulo

4.

a) Sean = 1(mod 2). Se puede ver que V' es generado por {So, B1, -, Bu_1},
como un K —mddulo, més ain V™ = ky, (ver Lema [2.4.1). Ahora, para

tener una notacién homogénea denotaremos f3; , := f3;.

Después de algunas cuentas, se puede mostrar que
B = {5;,0®€2|0 <js<n—-1le {17 2}}
es una K —base de VT @p U*. Asi M:V* ®p U* — K esta definido por

/
Bio®er — an(j+1)

/
5]‘,0@62 — _5n—1j-

Maés precisamente, tenemos que:

= SiM = MT(Ll)<8), entonces

3

&
(@)
(SIS
=)
AN
|/\

.
|/\ o
OO

Sn=3_ J
/6;70 ® el = ’ ’ 3 w3
Syn=1_ ;€2 + 0y g et ER <jJ -1
2

“[f
Lo

37

» Si M= MT(L2)( ), entonces 3} oy ® €1+ on—(jr1)€ + T + 5y (J+1)€%
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b) Sea n = 2(mod4). Para 0 < j < 2%y [ € {0, 1} definimos los elementos
=3 (5; (=1)le= 5n+2g> en V+. Dado que

7

3 ot B para 0 < j < 72
=9 . .
(0=, parai<j<n-—l
se tiene que V™ es generado por {f],/0 < j < #5=, 1 € {0, 1}}, como un

K—mdbdulo. Con un razonamiento parecido al Lema [2.4.1] tenemos que
z ‘ ’ < .y
VT = ko, X kg, con ;1 +> eneryr. Més atin, de nuestra definicién de f3;s,
. n—4 / =Y, / 1 /
para 0 < j < 2= tenemos que (3, xen = [ 4,y ﬁnT,Q’l xen = efly
entonces V' = ky,, X ko, como K-k,-bimodulos.

Es facil comprobar que
-2
= {B},l ®e0<j < ”T 1e{0,1}, i€ {1, 2}}

es una K—base de VT ®@p U*. As{ MVt ®p U* — K es la funcién
adjunta definida por

;1
An—(j+1) + (—1)lag—(j+1)€ ?
2

+1
—0n_2 ;)" e E

@'J ®e

Bi1®ey

Mas precisamente, tenemos que:

» SiM= M,(Ll)(s), entonces

™
™ |>l>\w

1
<5nf(j+1) + (—1)15’%%’) £s (_1)%%*(?“)

/
ﬁj,l®€1'_> 9

= Si M= M,(f)(s), entonces

1
(1-9) (3%—(2+a’>€2 +(*1)lsn—(2+f>€)
, 2
. €1 — :
BJ,Z ®e (1—7:)(Sn715%+(_1)15n;2 &)+ (i+(~1))et

5 J

o
IA
<.
IN
3
IS

l\3|

7
no

M‘
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¢) Sea n = 0(mod4). Para 0 < j < 2% definimos los elementos

B0 = 7 (B +87 Byay + 767 By + ¥ By ),

con 0 <[ < 3. Al igual que antes es facil ver que

3
»
':ZE 4lrj—ﬂl
=0

(TH) —1, con 0 < r < 3, asf tenemos que V' es generado

para 7 < j <
por {B§l|0 <j< ”7_4, 0 <1 < 3}, como un K—mddulo. Se sigue que
Vt =k, xk,xk,xk,, donde 6’ ;= enel“ Maés atin, nuevamente por

la definicién de los 3;’s tenemos que el isomorfismo de K-k,-bimédulos.

Uno puede verificar que
—4
= {ﬁ},l@@ei!ogjg "T,O§Z§3,z'e{1, 2}}

es una K—base de V' ®p U*. En este caso la dnica opcién para M es

MT(LI)(S), ast M : V¥ @p U* — K, es la funcién adjunta definida por

ﬁ;yl®€1 — [(Zl Sn(4 r +1) >—|—5n 4 Z (1—i)]

=3

, 6 l5n44]6 4
5]‘,1 X €y > f
[
Ejemplo 3.2.2. 1. Consideremos la representacién regular Rgl)(l). Ya vimos que
en este caso ¢3(R§1)(1)) — ¢3, asf que M = Mél)(l) es una representacion

regular simple.

Tenemos que
Boo = €?®6E +0@é& +eiei®é;—1® 6,
Blo = ORéE +eTei®ér+e?®é;—1® 6,

Bro = €iei®é+er@e+008 —1®és,
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Dado que el isomorfismo entre U* = k% y k3 x k3 esta dado por

j—1 i—=4

éj|—>€ 3 €1Si1§j§3yéjl—>€ 3 628i4§j§6,
tenemos que la funcién adjunta actia de la siguiente manera sobre Sy o ® e;:

M(ﬁO,O@)el) - M([g% ®é1+0®é2+6%€% ®ég— 1®é6]®61>
(£161) + 0(8182) + €T €1 (8,63) — 1(¢16)

(0) — 1(0)

N

= £

[,
o

= £2(1)4+0(0) +e7e

N =

= &

del mismo modo

o

M(50,0®€1)=5% M(51,0®61)=0 M(52,0®€1)=€%5
M(50,0®62)=0 M(51,0®62):O M(Bz,o@)@):—l-

Se puede verificar que estas asignaciones son las mismas que estan en el Cuadro

, tomando s := s¢ + 818% + 828% =1lesdecir sp =1y s, =0=ss.
Dado que el isomorfismo entre V' y ks esta dado por ;9 — % tenemos que
la funcién adjunta de Mél)(l) es M : kip ® k% — K definida por
1 1 2 T 3
I1®e ez, e3®e; —0, e3®e;>eic,

1® ey — 0, €%®62HO, €§®62|—>—1.

. Tomemos la representaciéon regular Rgl)(l — 5%), ya hemos visto antes que

(/ﬁg(Rg)(l — gé)) es genérico (ver Ejemplo , asi M := Mz(l)(l - 5%) es

una representacion regular simple.

Tenemos que

N

Bo = —ci®é +(ci+ei)R6—1Q &

B = (ci4+e1)®é —ci®é— 106
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se sigue que

1 -1
Boo = 5(504'(—1)08251)
1 E% - 1 E% - -
= = _®€1+€4®€2——®63—1®64
2\ ¢ e
y
! 1 1.3t
Boa = 5(50+(—1)€251)

=

1 1 el . 3 N 2 N -
= 3 —254—1—? ®el+[€ —0—284}4—@62—#?@63—1@64

Al igual que en en el ejemplo anterior podemos ver que:

—~ 3 — 3
M(Bo,0o®e1) = & M(ﬁo,1®€1)=—€%+%
—_— 1 —_— 1
M(50,0®€2):—% M(51,0®€2)=%-
Dado que s = 1 — 55, tenemos que so = 1y s; = —1 y se puede verificar

facilmente que son las asignaciones correspondientes a nuestro Cuadro

3.3. Las algebras candnicas de A de tipo (1, 4) sobre

C(e)

Usando lo que aprendimos en la seccién anterior daremos una visiéon mas precisa
de como son las algebras candnicas de A.

Seant > 1yl := (ly, ly,---, l;) con [; > 2. Consideremos M;, M, ---, M, una
familia de representaciones regulares simples las cuales no son isomorfas por pares.
Recordemos que M; es isomorfa a My, My 6 M(R) (Teorema [2.5.4)).

Siguiendo a Ringel [12] tomaremos la especie que esta determinada por el carcaj
decorado en la Figura [3.1] Sea T el dlgebra tensorial de nuestra especie. Para z =

v®u € B; definimos £ € T como T = v®1®---®1®u, donde B; es la base de
1,2

V}+ ®@p, U presentada en el Cuadro .
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Sin perdida de generalidad podemos suponer que existe un elemento zy € B; tal
que codeg(ﬂl(m‘o)) = mm{]\A/[/J(a:)kU € B;, 1 < j <t}. Recordemos que Im(]\Af]) =K
para toda 1 < j <t. Sea R el ideal de T generado por los elementos de la forma

VRIQ - @1Qu-Y 1RI®-®1]u,

conv € V' ueUyv € V', u, € UT, tales que ]\A/[/j(v @u) =, M (v, ® u,).

Tenemos dos casos:

1. Si codeg(ﬂl(xo)) > 0, podemos asumir que Ml(mo) = —1. Para todo z € B;,

tenemos

My (=M;(x) * @) = —Mj(x) * Mi(wo) = —M;(x) x —1 = Mj(x).
Dado que Bj; es una base de Vfr ®p, U] se sigue que R es generado por:

T+ M(x)T0lr € B;,1 < j < t}.

2. Si codeg(M,(x0)) < 0, tenemos que M, (zo)~! € C[e1], méds atin para todo
x € B; 1 < j <t tenemos que ]\Afj(x)]\/\il(xg)’l € C[e] . Al igual que en
el caso anterior podemos ver que Ml(]\z(x)ﬁl (o) ™' % ) = ]\Z(m), asi R es

generado por:

{7 — M;(z) My (o) 'Tlz € B;,1 < j <t}

Por lo tanto R esta completamente definido por {M;}4<j<;. Entonces podemos de-

notar la dlgebra canénica 7 /R como C(I, {M,}i1<j<t).

Ejemplo 3.3.1. 1. Sean M, = M)y My = M3(1)(1) representaciones regulares
simples y [ = (2, 3). Usando el Cuadro tenemos que el carcaj decorado es
Por otro lado, es facil ver que ]\Z : K7 ®y, ky — K esta definida por 1®1 — —1,

y vimos en el Ejemplo que

]\A/[;(l ®ep) = 2 Ms(e3 ®e1) =0 MQ(E% ®ep) = eiei
— — 1 — 2

My(1®eg) =0 My(e3 ®eg) =0 My(e3 ®ey) = —1.
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/kZ \
K K ks !

by

k3

entonces R es generado por el conjunto

ks <——— k3

85

101Qe+e2(1®1), c501®e+eT(101), c501®e—(101),

121® e, e3®1Qe,

Se puede verificar facilmente que C((2, 3),{M;, M>}) es isomorfo a

5 ®1® ey

K K7 ki ki K
0 ke 0 0 ke
0 0 ks kg K2
0 0 0 kg k2
i 0o 0 0 0 &k |
con las relaciones:
EpnEy = —Eis,
Eqrze1 B3y = Eryer By = —€%E12E25,
8%1*713615335 = 5§E14€1E45 = —€%€%E12E25,
€%E1362E35 = €%E14€2E45 = EpFss,
Ersea 3y = ErgeaBys = 0,
e3 Bge1Bys = €3 Buer By = 0,
5%E13€2E35 = 8%E14€2E45 = 0.

2. Sean M, = My y M, = M2(1)(1 - 55) representaciones regulares

[ = (3, 3). Se sigue que el carcaj modulado es

simples y
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Se pude verificar facilmente que ]\Z (K7 x K "2) Rk K — K esta definida por
e1®1s —c2 ye @1 e? y vimos en el Ejemplo m que

asi el ideal R es generado por el conjunto

T
L

e @1®e — (G —ei)(e@1®1), ea01@e;+ () (2 ®1®1),

€1®1®62+(%)(62®1®1), €2®1®€2—(%)(€2®1®1)

C

l\3| FQ\H

{e1®1®1+< )(ez@l@l)}.

Por otro lado, uno puede ver que C((3, 3),{M;, Ms}) es isomorfo a

(K K7 x K K7x K K2 K* K |
0 K K 0 0 K
0 0 K 0 0 K
0 0 0 ky ko K2
0 0 0 0 ko K2

0 0 0 0 0 k|
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con las siguientes relaciones:

E£2
eol1obiog = ?E167
o3B3 = = eal9lg,
e1BiaFys = e Fhskisg = —ealal,
3
1 g4
erbhsei Byg = e1Bise1 Bsg = —544‘% e ll19 Fog,
3
E4
eol1ye1Bys = eaise1 Bsg = 2_862E12E26>
1
c2
e1bhseaByg = e1Bisealisg = 2_€@2E12E267
1
E2
eoll1yeaBys = eaFisea s = _2_€€2E12E26-

3.4. Algebras H™(I, P).

Seant > 1,1:= (I,--- ,l;) € ZLy y P:={p1,--- , pr} C Spec(k[z])U{1, 2}. Dado
que para cada p; € P, se cumple que p; esta en Spec(k[z]) 6 {1, 2}, asf en cualquier
caso existe una representacion regular simple M;.

Ahora, podemos definir las siguientes matrices de Cartan simetrizables C py €
Mat,,xm(Z) con simetrizador D, py = diag(ci, -+, ¢pn), con m = Z;Zl I —(t—2),

sujetas a las siguientes condiciones:

Existen Iy,--- ,I; C {1, 2,--- ,m}, tales que
LGl =441, U L={1,2,--- ;m} y LN I = {1, m} para i # j.

2. Paracadaj € {1, 2,---, t} tenemos Cr, = C(12), C(24) 6 C(ny en Mat, 41)x(1,+1)(Z),

if M; = My, M2) 6 es una representacion regular simple D-homogénea (M,(f) (s))
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con
2 -1 0
-2 2 -1
0o -1 2
C(IZ) = YD(12) :dlag(472> 7271)7
-1 0
-1 2 -1
0 -2 2
2 =2 0
-2 2 -1
0o -1 2
C’(24) = Yy D(24) :dlag(4a47 a471)7
-1 0
-1 2 -1
0 —4 2
2 -n 0
-4 2 -1
0o -1 2
C(n) = . - y D(n) = diag<4>n> N, 1)
-1 0
-1 2 =2
0 —-2n 2

(Recordemos que C; es la matriz que se obtiene de C' al borrar tanto los ren-

glones como las columnas que no estén indizadas por J).
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AhoraseaT := {Iy,---, I;}, con I; como antes. Podemos ver I; como {j1, j2," -, ji,+1},
conji =1, ji,41 =my ji < jigr paratodad € {1,---, [;} yj € {1,---, t}. Definimos
()7 como

Q7 = {(i, Jir1)1 <J <t,1<i <1}

Observacién 3.4.1. Sean C, p), Dy, p), Z vy Sz como arriba. Al igual que en [6],

podemos definir las siguientes relaciones
2 . _ SR _
€qlab = —Qlp€p Sia=j1y ij = 0(1,2),

ey = (—i)9aWe, Sia=jiyCp,=Cau,

a

efba ag%) = ag%) e{“b en cualquier otro caso, (donde f,; = —cqp/med(—cap, —Cpa))-

De estas relaciones se puede ver, con ayuda del Cuadro [3.3] que cada camino de

m a 1 es de la forma e;p;jl)i, con r € Z>o. Donde

@ _ (9 (@)
pgli - aj1 jzejza]2 J3 CY]lj—l Jij ajl]. jlj+1'

Ejemplo 3.4.2. Consideremos t = 2, [ = {2, 3} y P = {1, py = 2% — ¢}, se sigue
que las representaciones regulares que tenemos son M; = Mgy y My = Mél)(l).
Asi tenemos que m = 5. Ahora para escoger nuestra matriz de Cartan simetrizable

podemos elegir, sin perdida de generalidad, los conjuntos:

Il - {17 2) 5}
L = {1,3 4 5).
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Cr, j-ésimo camino g [ i
OO N0
Caz) J1 <= J2 < < Ji; < Ji+1 1 0 1
no0 oo
J1 Jo o= iy < Ji41
Clag s Lo 1<g<?2 0 1
6o I
J1 <—Jo <= < Ji _ Ji+1
Cwy y n = 1(mod2) e 1<g<n 0 1<i<2
G0 tt
B ey
Ciny y n = 2(mod 4) A 1<g<2]0<I<1|1<i<2
W0 N0
N e Jo < < J; _ Jy+l
~_
Cwny y n = 0(mod 4) 1<g<7]10<1<3]1<i<2

Cuadro 3.3: Sea «j,j,,, : Ji — Ji+1 una flecha para 1 < i < [;, podemos ver que
cada camino de m a 1 es de la forma erlpéjl)i, con 1 € Zxo. Donde péjl)i es igual a

J
(9 1 (1)
Qg1 g2 €2 Yz s """ A1, Y, i

Dado que My = M1y y M, = Mél)(l), se sigue que

011 = 0(12) = -2 2 -1 y D(12) = dlag(47 2, 1)7

C, = C3= y D3 = diag(4, 3, 3, 1),
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asi ) )
2 -1 -3 0 0
-2 2 0 0 -1
Copmp=|-4 0 2 -1 0 y Dg,py = diag(4, 2, 3, 3, 1).
o 0 -1 2 =2
0 -2 0 -6 2
Finalmente el correspondiente carcaj es
€2
(v
€1 2 €5
OA/H Q25 (¥
1 " 5
0413:\ 0‘45‘/ o
3 T 4 Qys
Y,
€3 €4
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Por otro lado, tenemos que h : C[e3] — C[e;] es una funcién definida por £ — €.

Sin perdida de generalidad podemos asumir que existe B;O 111, ® €, € By tal que

codeg(M1(6;0+llO ® e;y)) = min{codeg(]\fzj(m)ﬂw € B;, 1 <j <t}

Sea P el ideal generado por:
1. Si codeg(My (Bl .1, ® €iy))) = 0,
{pé(l))zo io T h(%(ﬁ;—u ® ei))péjz)¢|5;—1l ®e; € B, 1 <j <t}
2. Si codeg(ﬂl(ﬁgﬁllo ® €eiy))) <0,

1 Tr Ty ] .
(00— BOMG(Bl_yy @ €)M (Bl 11y @ €i0))PYBh—11 ® € € By, 1 < j <t}
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Ahora, para estos Cy py, Dy p)y, Z y €2z queremos definir un algebra H como
en [0], sin embargo en nuestro caso debemos considerar en algunos casos bimodulos
“torcidos” para poder producir las relaciones impuestas por las funciones adjuntas.
Para cada a € {1, 2,--- ,m} establecemos H, := Cle,|/(€*) un anillo de polinomios

truncado. Si (a,b) € Q7 definimos los H,- Hy-bimodulos ciclicos ,H" como sigue:

(

(tap)/ (€20tap + Ctaptsp) Sia=j1yCr, =Cu,o,
= (a0l (eal]) — (—ialla)  sia=iy Ol = Cpu,

(ozi%)|1 <9< 9gw)/ (egbﬂag%) - a((l‘({))e{:“”) en cualquier otro caso.
Entonces definimos
I[ #. and Bv = & .H"
1<a<m (a,b)eQr
Note que B™ es naturalmente un S-S-bimodulo. Asi podemos definir el dlgebra

tensorial

Htw(l, P) = H&W<C(l7p), D(l,p), Qz) = TS(BtW)/P
Ejemplo 3.4.3. Siguiendo con el Ejemplo [3.4.2] tenemos que:

Hy = Cler)/(eh), Hy = C(e2)/(€3), Hz = C(e3)/(€3),
Hy = C(es)/(€3) y Hs = C(es)/(€5).

Ademés, tenemos que las ,H™’s son:

1H§W = (0612)/( €11 + Q9€s),
2H§W = (0625)/(630425 — Qu565),
1H:§W = (0413)/(6 Q13 — (r13€3 )7
3H£W = (a34)/(e30034 — i34€4),
Y = (g, off)/(dafy) - ales, dlall) - offes),
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y P es generado por el conjunto:

2 2 _ (1, 2 2 (1) T 3
(13630034005 — Q11a0lg5, (113034005 + €] 205,  (V3€30340y 5 + €4 €](20s,

(2) (1) 2 (1)
45 » 45 » 3 5
Q13034 Q13€3034 ¢ Q13€3034 00

1
Por otro lado, para cada 1 < a < m tomamos £, = €< . En particular, la extensién

de campos k C k., tiene grado ¢,. Definimos S = ngagm k., y para todo (a,b) € Qg:

K°© Sia:jlyC[j:C(1,2)a
JH =1 K7x K7 sia=jiy Cp, = Ca ),
e Jab en otro caso,

lab

con l,, = mem(cey, ¢p). En particular a]:llfw es un k., -k.,-bimodulo para (a, b) € Qz.

Finalmente, el algebra tensorial

H™(1,P):=H"C.D,Q7) =Tz | € oH|/P"
(a,b)GQI

Donde P’ es generado por:
1. Si codeg(My (8111, @ €i))) > 0,

(Bl s110 @ €io + Mj(By_1; @ €)1, @ el By, @ e; € By, 1 < j <t}

2. Si codeg(ﬂﬂﬁ;ﬁuo ® €;))) <0,

Bg110 ® 61'0_Mj(B;—ll@)ei)Mj_l(ﬂ;oHlo®6io)ﬁg—1z ® el B;,®e; € Bj, 1 < j <t}

Recordemos que si v @ u € Bj entonces v @u =001 ® -+ ® 1 Qu.
1,—2
e

Teorema 3.4.4. Sean | = (ly,---, ;) € Z&y y My, Ma,---, M, representacio-
nes requlares simples las cuales no son isomorfas dos a dos. Entonces existe P C
Spec[k]U{1, 2} tal que

H™(1, P) = C(l, {M;}1<j<0).
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Demostracion. Por el Teorema tenemos para 1 < j < ¢ que M; = My, My
o) M,gf)(sj) para algun n; € Z-q y s; € ky,. Entonces podemos escoger p; € P, como
sigue:
1 Si M; = M),
pj = 2 si M; = My,
[Ty (= o, (s))  si M; 2 MyJ)(s,).

Y este es el P que estabamos buscando. O
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