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Introducción

En [6] se inicia el estudio de carcajes con relaciones para matrices de Cartan

simetrizables. Una de las motivaciones de este trabajo fue modelar con los módulos

localmente libres sobre estas álgebras el comportamiento de las representaciones de

álgebras hereditarias (especies en el sentido de Dlab y Ringel [4]), pero sobre campos

que pueden ser algebraicamente cerrados. Recordemos, que las especies para una

matriz de Cartan no simétrica necesariamente están definidas sobre un campo no

algebraicamente cerrado con ciertas propiedades aritméticas.

Posteriormente, Ringel introdujo en esta generalidad las álgebras canónicas [12],

motivado por la importancia de las álgebras canónicas definidas por él sobre campos

algebraicamente cerrados, ver [11].

El propósito de este trabajo es introducir en el esṕıritu de [6] una noción de álgebra

canónica que modele las álgebras canónicas de [12] sobre campos algebraicamente

cerrados. Proponemos una construcción similar para las álgebras canónicas asociadas

a un bimódulo de tipo (1, 4). Inspirados por [7], primero encontramos las formas

normales expĺıcitas de las álgebras canónicas de este tipo sobre el campo de las

series de Laurent complejas C((ε)) y luego reducir módulo εl. Para encontrar las

formas normales que mencionamos antes, necesitamos encontrar formas normales de

las representaciones regulares simples de las especies de tipo (1, 4) (o Ã11 usando la

notación de [4]). Dado que C((ε)) es un campo cuasi-finito, la técnica de descenso

de Galois es una herramienta eficiente para este fin. Una gran parte de este trabajo

consistió en entender las representaciones regulares simples de la especie de tipo (1, 4)

1
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sobre el campo C((ε)).

Primero, recordemos de [12], que una representaciónM es de la forma (Kn, km, ϕM),

donde ϕM : K ⊗k km → Kn es un morfismo K-lineal y m, n ∈ N.

Usaremos la notación definida en la Sección 1.8. Una función que será de gran

importancia en nuestro trabajo es φn : K[αn]reg → kn definida por la asignación:

α(ν0) + α(ν1)ε
1
4 + α(ν2)ε

1
2 + α(ν3)ε

3
4 7→ −iν

2
2 − ν1ν3

ν2
1 − ν2

3ε
.

Teorema 0.0.1. Para cada n ∈ Z>0, tenemos que:

1. Para R ∈ K[αn]reg la representación M(R) de Λ es regular simple si y sólo si

φn(R) ∈ kn es genérico. En este caso EndΛ(R) ∼= kn.

Si R, R′ ∈ K[αn]reg, entonces M(R) ∼= M(R′) si y sólo si φn(R) = σmn (φn(R′))

para alguna 1 ≤ m ≤ n− 1.

2. Las representaciones M(1) y M(2) (ver 2.5.2) son regulares simples, con EndΛ(M(1)) ∼=

k2 y EndΛ(M(2)) ∼= k4.

3. Cada representación regular simple de Λ es isomorfa a una de las representa-

ciones del tipo que aparece en 1. o 2.

El teorema anterior será demostrado en la Sección 2.5 como el Teorema 2.5.4.

Denotamos por Ω = Ω(Λ) al conjunto de clases de isomorfismos de las represen-

taciones regulares simples Λ. El teorema de arriba, nos dice que los elementos de Ω

son isomorfo a uno de los tres tipos: M(1), M(2) ó M(R).

Para tener un mejor refinamiento de los representantes de las clases de tipo M(R)

definimos los elementos R
(j)
n (s) en K[αn], para s ∈ kn, dependiendo de la paridad de

n. La forma de estos elementos aparece en el Cuadro 2.1.

Definición 0.0.2. Las representaciones regulares de Λ, que no son isomorfas a M(1)

ó M(2), las llamaremos D̃4-homogéneas.
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Paridad de n j R
(j)
n (s) φn[R

(j)
n (s)]

n ≡ 1 (mod 2) 1 α(s)α
n+1
2

n ε
1
2 + e

πi
4 idn ε

3
4 ε

1
n s2

n ≡ 1 (mod 2) 2 e
3
4
πi idn ε

1
4 + α(s)ε

1
2 s2

n ≡ 2 (mod 4) 1 α(s)ε
1
4 + idn ε

3
4 i s

s2−ε

n ≡ 2 (mod 4) 2 iα
n
2
n ε

1
4 + (1− i)α(s)α

n
2

+1
n ε

1
2 + idn ε

3
4

1
2
ε
−1
2 + (ε

1
n s)2

n ≡ 0 (mod 4) 1 α(s)ε
1
4 + α

n
4
n ε

1
2 − idn ε

3
4

−i
s−ε

1
2

Cuadro 1: Ingredientes para la descripción de las representaciones regulares simples

homogéneas.

Teorema 0.0.3. Si M es una representación regular simple D̃4-homogénea de Λ con

dimM = (n, 2n), entonces M es isomorfa a una representación de la forma M
(j)
n (s)

con s ∈ I(j)
n para alguna j ∈ {1, 2}.

Este teorema será demostrado en el Caṕıtulo 2 como Teorema 2.5.6, para la defi-

nición de los conjuntos I
(j)
n ver 2.12.

Observación 0.0.4. Estas son las formas normales “débiles” de las representaciones

regulares simples de Λ que son D̃4-homogéneas. Notemos, que existen a lo más 2n ele-

mentos diferentes en I
(j)
n que dan la misma representación regular simple. El teorema
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también implica que las representaciones regulares simples homogéneas son parame-

trizadas por Spec(k[x]). Aqúı la idea es que para cada ideal no cero en Spec(k[x])

tenemos un polinomio monico irreducible p(x). Si tomamos ζ ∈ kn una ráız de p(x),

de la Proposición 2.4.8 y el Teorema 2.5.6 podemos encontrar un elemento sζ ∈ I(j)
n

para algún j ∈ {1, 2} tal que M
(j)
n (sζ) es una representación regular simple.

Una vez que obtuvimos esta clasificación pudimos describir las álgebras canónicas

correspondientes.

Como veremos en §3.1, se sigue de la definición de álgebras canónicas de Ringel

[12], que existen dos grandes casos, a saber los de tipo (1, 4) y los de tipo (2, 2):

1. Tomando a K como un k-K-bimódulo, el cual corresponde a las especies de

tipo (1, 4).

2. Tomando kn⊕ σnkn como un kn-kn-bimódulo para cualquier n ∈ N, estos casos

corresponden a las especies de tipo (2, 2). Donde σnkn es el kn-kn-bimódulo,

cuya multiplicación a izquierda es x ∗ y := σn(x)y para cualesquiera x, y ∈ kn
mientras que la multiplicación a derecha es la multiplicación usual en kn.

En nuestro trabajo sólo abordaremos el caso correspondiente a las álgebras canóni-

cas de bimódulos de tipo (1, 4). Como veremos en el Caṕıtulo 3, la respectiva especie

puede ser descrita por el carcaj de la Figura 1.

Esta álgebra canónica está asociada a una familia M1, M2, · · · , Mt de represen-

taciones regulares simples de Λ no isomorfas por pares. Donde V +
i y Di son res-

pectivamente el kernel y el anillo de endomorfismos de la i-ésima representación, y

U∗i := Hom(k2ni , k). La álgebra canónica es el cociente T /R, donde T es el álgebra

tensorial de la Figura 1, y R es el ideal de T el cual es generado por los elementos

de la forma

v ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
li−2

⊗u−
∑
r

vr ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
l1−2

⊗ur
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11 12 · · · 1l1−1

21 22 · · · 2l2−1

kK

t1 t2 · · · tlt−1

...
...

V +
1

D1 D1 D1

D2 D2 D2

Dt Dt Dt

V +
2

V +
t

U∗1

U∗2

U∗t

Figura 1: “Carcaj” de un álgebra canónica de tipo (1, 4)

con v ∈ V +
i , u ∈ U∗i , todo vr ∈ V +

1 , ur ∈ U∗1 , tales que M̃i(v ⊗ u) =
∑

r M̃1(vr ⊗ ur).

(Estos son elementos de (V +
i ⊗Di ⊗ · · · ⊗Di ⊗ U∗i ) ⊕ (V +

1 ⊗D1 ⊗ · · · ⊗D1 ⊗ U∗1 )).

Donde M̃i : V +
i ⊗ U∗i → K es el morfismo adjunto de la representación Mi. Es fácil

ver que R esta completamente definida por {Mj}1≤j≤t (ver Sección 3.3). Entonces

podemos denotar la álgebra canónica T /R como C(l, {Mj}1≤j≤t), donde t ≥ 1 y

l := (l1, l2, · · · , lt).

En el Caṕıtulo 1 abordaremos varios temas que pueden ser conocido por varios

de los lectores, pero los incluimos por los que no. Además introducimos gran parte

de la notación que estaremos utilizando a lo largo de todo nuestro trabajo.

En el Caṕıtulo 2 introducimos el descenso de Galois, el cual fue la herramienta para

poder realizar nuestra clasificación de representaciones regulares simples. Veremos

además los dos casos que no son considerados en el Cuadro2.1. También demostramos

que cualquier representación regular simple para nuestro caso (1, 4) es isomorfa a

alguna que está en relación con las de nuestro cuadro o con alguna de los dos casos

“especiales”.

Finalmente, en el Caṕıtulo 3 hacemos una interpretación de la definición de álge-
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bras canónicas de Ringel para los bimódulos de tipo (1, 4) y caracterizamós las co-

rrespondientes funciones adjuntas para los representantes de las representaciones re-

gulares simples.



Caṕıtulo 1

Preliminares sobre álgebras

asociadas con matrices de Cartan

A lo largo de todo nuestro escrito estaremos trabajando con el campo de series

de Laurent sobre los complejos k := C((ε)) y con extensiones finitas de él, las cuales

denotaremos por kn := C((ε
1
n )). A menos que se especifique lo contrario estaremos

haciendo producto tensorial sobre nuestro campo k.

En este caṕıtulo abarcaremos diferentes tópicos. Comenzaremos con una breve

introducción de carcajes, álgebras canónicas y representaciones de carcajes. Además

recordaremos la definición de H-álgebras [6], Ĥ y H̃ álgebras de [7].

Veremos que k es un campo cuasi-finito, hecho que es importante pues implica

que cualquier álgebra con división sobre k es isomorfa a kn.

Un concepto que es fundamental para la definición de las álgebras canónicas es el

de las representaciones de las especies, en nuestro caso las de tipo (1, 4). Abordaremos

la definición de representaciones para nuestra especie (1, 4).

Ocuparemos la ultima sección de este caṕıtulo para introducir notación que es-

taremos utilizando en nuestro trabajo. También incluimos la definición de que una

matriz R ∈ k4[αn] sea regular, son precisamente las R matrices regulares que cum-

plen ciertas propiedades las representantes de las isoclases de las representaciones

7



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

regulares simples.

1.1. Carcajes y álgebra de caminos

Está sección la usaremos para introducir conceptos básicos de carcajes y álgebras

de caminos.

Un carcaj es una cuádruplaQ = (Q0, Q1, s, t) la cual consiste de dos conjuntos:Q0

(cuyos elementos son llamados vertices) y Q1 (cuyos elementos son llamados flechas),

y dos funciones s, t : Q1 → Q0 las cuales asocian a cada α ∈ Q1 su origen s(α) ∈ Q0

y su termino (final) t(α) ∈ Q0 respectivamente.

Denotaremos usualmente a una flecha α ∈ Q1 con a = s(α) y b = t(α) como

α : a → b. Se dice que un cacaj Q es finito si tanto Q0 como Q1 son conjuntos

finitos. El carcaj Q será conexo si este sigue siendo una gráfica conexa al olvidar la

orientación de sus flechas.

Sean Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj y a, b ∈ Q0. Un camino de longitud l ≥ 1 de

a a b es una sucesión de flechas αl · · ·α1, tales que s(α1) = a, t(αi) = s(αi+1) para

cada 1 ≤ i ≤ l y t(αl) = b, esté camino se puede ver como

al = b· · ·a2a1a = a0
αlα2α1

Además, para cada vértice i tenemos el camino trivial εi, el cual inicia y termina

en i y cuya longitud es 0.

Denotamos por Ql al conjunto de todos los caminos en Q de longitud l. Existe

una biyección entre los conjutos de longitud 0 y 1 con los elementos de Q0 y Q1,

respectivamente.

Sean F un campo y Q un carcaj. Se denota con FQ al álgebra de caminos de

Q, el cual es la F-álgebra cuya estructura de F-espacio vectorial tiene como base el

conjunto de todos los caminos de longitud l ≥ 0 en Q y el producto de dos caminos
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p y q esta definido por:

p · q =

 pq śı t(q) = s(p)

0 śı t(q) 6= s(p),

el producto de los elemento de la base es extendido a cualquier elemento de FQ por

la distributividad.

En otras palabras, existe una descomposición en sumandos directos

FQ = FQ0 ⊕ FQ1 ⊕ · · · ⊕ FQl ⊕ · · ·

del F-espacio vectorial FQ, donde, para cada l ≥ 0, FQl es el subespacio de FQ

generado por el conjunto de todos los caminos de longitud l, el cual denotaremos por

Ql. Es fácil ver que (FQn) · (FQm) ⊆ FQn+m para cualesquiera n, m ≥ 0, dado que

el producto de un camino de longitud n por un camino de longitud m es cero o un

camino de longitud n+m.

Ejemplo 1.1.1. Sea Q el carcaj que consiste únicamente de un punto y un lazo

1•α

La base del álgebra de caminos FQ es {ε1, α, α2, · · · , αl, · · · } y la multiplicación de

los vectores de la base está dada por

ε1α
l = αlε1 = αl para toda l ≥ 0, y

αlαk = αl+k para cualesquiera l, k ≥ 0,

donde α0 = ε1. Aśı FQ es isomorfo al álgebra de polinomios en una indeterminada t,

F[t]. El isomorfismo está dado por la asignación

ε1 7→ 1 y α 7→ t.

Ejemplo 1.1.2. Sea Q el carcaj

1• 2•
α
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La base del álgebra de caminos FQ es el {ε1, ε2, α}y su tabla de multiplicación es

ε1 ε2 α

ε1 ε1 0 α

ε2 0 ε2 0

α 0 α 0

Claramente, FQ es isomorfo al álgebra de la matriz triangular superior de 2× 2

T2(F) =

 F F

0 F

 =


 a b

0 c

 | a, b, c ∈ F


donde el isomorfismo es inducido por la función

ε1 7→

 1 0

0 0

 , ε2 7→

 0 0

0 1

 , α 7→

 0 1

0 0

 .

Ejemplo 1.1.3. Sea Q el carcaj

4•

0•

3•

1•

2•

α4

α1

α3

α2

Con el mismo racionamiento que arriba, se puede mostrar fácilmente que existe un

isomorfismo de F-álgebras

FQ ∼=



F 0 0 0 F

0 F 0 0 F

0 0 F 0 F

0 0 0 F F

0 0 0 0 F


con la función que asigna εi 7→ Ejj para 0 ≤ i ≤ 4 y j ≡ i(mod 5), y αl 7→ El5 para

1 ≤ i ≤ 4.

Notemos que FQ es un álgebra asociativa finitamente generada y que los εa para

a ∈ Q0 forman un conjunto completo de idempotentes primitivos.
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1.2. Representaciones de carcajes

Sean F un campo y Q un carcaj finito. Decimos que M := (Ma, ϕα)a∈Q0 α∈Q1 es

una representación F-lineal de Q, ó que M es una representación de Q si cumple

que:

1. (a) Para cada elemento a ∈ Q0, Ma es un F-espacio vectorial.

2. (b) Para cada flecha α : a→ b en Q1, ϕα : Ma →Mb es una función F-lineal.

Normalmente denotaremos a M por (Ma, ϕα). Diremos que la representación es de

dimensión finita si cada uno de los espacios vectoriales Ma son de dimensión finita.

Sean M = (Ma, ϕα) y M ′ = (M ′
a, ϕ

′
α) dos representaciones de Q. Un morfismo

(de representaciones) f : M →M ′ es una familia de morfismos F-lineales f = (fa)a∈Q0

(donde fa : Ma → M ′
a) que son compatibles con la estructura de los morfismos ϕα,

es decir, para cada flecha α : a→ b, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

Ma Mb

M ′
a M ′

b

ϕα

fa

ϕ′α

fb

Diremos que M y M ′ son isomorfas si y solo si cada fa es un isomorfismo.

Sean f : M → M ′ y g : M ′ → M ′′ dos morfismos de representaciones de Q,

donde f = (fa)a∈Q0 y g = (ga)a∈Q0 . Su composición esta definida por la familia

gf = (gafa)a∈Q0 , es fácil ver que gf es un morfismo de M en M ′′.

Aśı tenemos definida una categoŕıa Rep(Q) de las representaciones F-lineales de

Q. Denotamos por rep(Q) a la subcategoŕıa plena de Rep(Q) que consiste de todas

las representaciones de dimensión finita.

Ejemplo 1.2.1. Sea Q el carcaj de Kronecker
1• 2.• Una representación M

de Q está dada por
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F2 F

(
1

0

)
(

0

1

)��

Otra representación M ′ esta dada por

F2 F2

(
1 0

0 1

)
(

0 0

1 0

)��

Ambas son representaciones de dimensión finita. Tenemos un morfismo M → M ′

definido por

F2 F

(
1

0

)
(

0

1

)�
�

F2 F2

(
1 0

0 1

)
(

0 0

1 0

)��
? ?

(
1 0

0 1

) (
1

0

)

De hecho, se verifica fácilmente que 1 0

0 1

 1

0

 =

 1 0

0 1

 1

0

 y

 1 0

0 1

 0

1

 =

 0 0

1 0

 1

0

 .

Se puede demostrar fácilmente que tanto RepF(Q) como repF(Q) son F-categoŕıas

abelianas. Se puede ver una demostración del siguiente lema en [2, 1.3. Lemma].

Lema 1.2.2. Sean Q un carcaj finito y F un campo. Entonces RepF(Q) y repF(Q)

son F-categoŕıas abelianas.

La suma directa de dos representaciones esta dada por

M ⊕M ′ := (Ma ⊕M ′
a, ϕα ⊕ ϕ′α).

Es bien sabido que existe una equivalencia de categoŕıas entre la categoŕıa de los

FQ-módulos de dimensión finita y la categoŕıa repF(Q). La idea es, si tomamos una
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F-representación de Q, digamos M = (Ma, ϕα). Sea M :=
⊕

a∈Q0
Ma el cual tiene

estructura de FQ-espacio vectorial con la siguiente producto:

εax = ιaπa(x) y ρx := ιt(α)ϕαπs(α)(x) para toda x ∈M

donde πa : M → Ma y ιa : Ma → M son los morfismos proyección e inclusión

respectivamente.

Por otro lado si M es un FQ-módulo de dimensión finita, obtenemos M =

(Ma, ϕα) una F-representación de Q, donde Ma := εaM y ϕα(x) := αx.

Ambas construcciones se pueden extender a funtores y aśı obtenemos:

Proposición 1.2.3. La categoŕıa de los FQ-módulos de dimensión finita y la cate-

goŕıa repF(Q) son equivalentes.

(Se puede encontrar una demostración por ejemplo [2, III]).

1.3. Definición de H-álgebras

Siguiendo el art́ıculo [6] tenemos que:

Definición 1.3.1. Una matriz C = (cij) ∈ Matn×n(Z) es una matriz de Carta

simetrizable generalizada si satisface:

(C1) cii = 2 para todo i;

(C2) cij ≤ 0 para toda i 6= j;

(C3) cij 6= 0 si y sólo si cji 6= 0.

(C4) Existe D = diag(c1, · · · , cn) una matriz diagonal entera con ci ≥ 1 para toda i,

tal que DC es simétrica.

La matriz D que mencionamos en la definición de arriba, será llamada un sime-

trizador de C. El simetrizador D es mı́nimo si c1 + · · · + cn es mı́nimo. De aqúı en
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adelante nos referiremos a una matriz de Cartan simetrizable generalizada sólo como

una matriz de Cartan. En este caso, definimos para todo cij < 0

gij := |mcd(cij, cji)|, fij :=
−cij
gij
, kij := mcd(ci, cj).

Sea C = (cij) ∈ Matn×n(Z) una matriz de Cartan. Una orientación de C es un

subconjunto Ω ⊂ {1, 2, · · · , n} × {1, 2, · · · , n} tal que satisfacen lo siguiente:

1. {(i, j), (j, i)} ∩ Ω 6= ∅ si y sólo si cij < 0;

2. Para cada sucesión ((i1, i2), (i2, i3), · · · , (it, it+1)) con t ≥ 1 y (is, is+1) ∈ Ω

para toda 1 ≤ s ≤ t tenemos que i1 6= it+1.

Para una orientación Ω de C sea Q := Q(C, Ω) := (Q0, Q1, s, t) el carcaj con Q0 =

{1, · · · , n} el conjunto de vértices y con el conjunto de flechas

Q1 := {α(g)
ij : j → i|(i, j) ∈ Ω, 1 ≤ g ≤ gij} ∪ {εi : i→ i|1 ≤ i ≤ n}

Y s, t : Q1 → Q0 son funciones tales que s(α) y t(α) denotan los vértices donde inicia

y termina una flecha α respectivamente. Si gij = 1, escribiremos αij en lugar de α
(1)
ij .

Diremos que Q es un carcaj de tipo C. Sea F un campo. Para un carcaj Q = Q(C, Ω)

y un simetrizador D = diag(c1, c2, · · · , cn) de C, sea

H := H(C, D, Ω) := FQ/I

donde FQ es el álgebra de caminos de Q, e I es el ideal de FQ definido por las

siguientes relaciones:

(H1) Para cada i tenemos la relación de nilpotencia

εcii = 0.

(H2) Para cada (i, j) ∈ Ω y cada 1 ≤ g ≤ gij tenemos la relación de conmutatividad

ε
fji
i α

(g)
ij = α

(g)
ij ε

fij
j .
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Las siguientes observaciones son sencillas:

Observación 1.3.2. 1. H es una F-álgebra de dimensión finita.

2. H depende de la elección del simetrizador D. Pero la relación (H2) no depende

de D.

Por otro lado, sea A una F-álgebra y M un A-A-bimódulo. El álgebra tensorial

esta definida y denotada por:

TA(M) :=
⊕
l≥0

M⊗l

dondeM0 := A, y para l ≥ 1 definimos aM⊗l como el producto tensorialM ⊗ · · · ⊗M︸ ︷︷ ︸
l-veces

.

La multiplicación de TA(M) está definida para cualesquiera r, s ≥ 1, mi, m
′
i ∈ M y

a, a′ ∈ A como

(m1 ⊗ · · · ⊗mr) · (m′1 ⊗ · · · ⊗m′s) := m1 ⊗ · · · ⊗mr ⊗m′1 ⊗ · · · ⊗m′s

y

a(m1 ⊗ · · · ⊗mr)a
′ := (am1 ⊗ · · · ⊗mra

′).

Recordemos que los módulos sobre un álgebra tensorial TA(M) están dados por los

homomorfismos de A-módulos M ⊗A X, donde X es un A-módulo.

Como antes, sea H = H(C, D,Ω). Se define

S := Πn
i=1Hi y B :=

⊕
(i, j)∈Ω

iHj.

Claramente, B es un S-S-bimódulo. Encontramos la siguiente proposición en [6, §6]:

Proposición 1.3.3. H ∼= TS(B).

1.4. Campos cuasi-finitos

Comenzaremos con algunas definiciones que necesitamos para entender la noción

de campos cuasi-finitos.
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Definición 1.4.1. Sea I un conjunto con un orden parcial. Diremos que I es dirigido

si dados cualesquiera a, b ∈ I, existe c ∈ I tal que a ≤ c y b ≤ c.

Sea {Gi}i∈I una familia de grupos indizada por un conjunto dirigido I, y para

cada (j, i) ∈ I × I tal que i ≤ j consideraremos un homomorfismo de grupos

fj i : Gj → Gi.

Diremos que (Gi, fj i) es un sistema inverso de grupos sobre I si satisface:

1. fi i = idGi para todo i ∈ I,

2. Para cada i ≤ j ≤ k se tiene que fj i ◦ fk j = fk i.

Dado un sistema inverso de grupos, el ĺımite inverso ĺım
←i

Gi es un subgrupo de∏
i∈I Gi que consiste de elementos (gi)i∈I que satisfacen la condición de que fj i(gj) =

gi para cualesquiera i ≤ j.

Notemos que ĺım
←i

Gi satisface la propiedad universal: Si H es un grupo tal que

para cada j ∈ I existe un homomorfismo gj : H → Gj, que cumplen para i ≤ j,

gi = fj i ◦ gj, entonces existe un único homomorfismo g : N → ĺım
←i

Gi que hace

conmutar el siguiente diagrama:

H

Gj

Gi

ĺım
←s

Gsgj

πj

fj i

gi

πi

Definición 1.4.2. Sea G un grupo, la completación profinita de G es el grupo

Ĝ = ĺım
←H

G/H, donde H corre sobre todos los subgrupos normales de G.

Ejemplo 1.4.3. Sea Ẑ el limite inverso de {Z/nZ}n, con los homomorfismos dados

por las funciones cocientes Z/nZ → Z/mZ para m|n. Entonces el homomorfismo

natural Z→ Ẑ tiene imagen densa, aśı vemos que Ẑ es topológicamente generado por

la imagen de 1 ∈ Z.
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Definición 1.4.4. Un campo cuasi-finito es un campo perfecto F con un isomor-

fismo de grupos topológicos:

φ : Ẑ→ Gal(Fs, F),

con Fs la cerradura algebraica de F.

La definición anterior no depende de nuestra elección de una cerradura algebraica

Fs. De hecho, si F′s es otra cerradura algebraica de F, el grupo Gal(F′s, F) es isomorfo

a Gal(Fs, F) porque es abeliano; por lo tanto la elección de un generador libre de

Gal(Fs, F) automáticamente determina un generador libre de Gal(F′s, F).

La teoŕıa de Galois muestra que las únicas extensiones finitas de F dentro de Fs
son las extensiones ćıclicas Fn que consisten de los elementos fijados por fn, donde f

es un generador libre de Gal(Fs, F). Conversamente, si un campo perfecto F tiene la

propiedad de que para cada n, existe una subextensión Fn/F de Fs la cual es ćıclica

de grado n, estas extensiones se acoplan bien y su unión es Fs, y que un generador fn

de Gal(Fn, F) esta dado para cada n, con fn es la restricción de fnm ∈ Gal(Fnm, F),

entonces F es un campo cuasi-finito.

Como se puede ver en [13, Caṕıtulo XIII, §2]:

Consideremos C el campo de los números complejos y k := C((ε)), el campo de

series de Laurent sobre los complejos. Para cada entero n ≥ 1, tomaremos kn :=

C((ε
1
n )) la extensión ćıclica de k de grado n, y ks =

⋃
n∈N kn una cerradura algebraica

de k.

Para n ∈ Z>0 escribimos ε := (ε
1
n )n. Consideremos la extensión de campos k ⊆ kn.

Más aún, para cualquier m ∈ Z>0 que sea divisor de n, tenemos que

ε
1
m := (ε

1
n )

n
m ∈ kn.

Aśı tenemos que kn es una extensión ćıclica de km de grado n
m

.

Sea σn ∈ Gal(kn, k) el generador definido por ε
1
n 7→ ζnε

1
n , donde ζn es la ráız

primitiva de 1, ζn = e
2πi
n , aśı k es un campo cuasi-finito.
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Dado que k es cuasi-finito tenemos que cada álgebra con división sobre k es

isomorfa a kn para algúna n ∈ {1, 2, 3, · · · } = Z>0, y el grupo de Galois de kn/k es

el grupo ćıclico Cn = 〈σn〉. Aqúı σn actua k-linealmente sobre kn via σn(ε
j
n ) = ζjnε

j
n

con ζn := e
2πi
n .

Para m|n, como ya lo mencionamos arriba, podemos identificar el campo km con

el subcampo de kn, el cual es generado por (ε
1
n )

n
m , aśı σn|km = σm.

Definición 1.4.5. Diremos que un elemento x ∈ kn es genérico si |Cn · x| = n.

Equivalentemente a nuestra definición x es genérico si Πn−1
j=0 (y − σjn(x)) ∈ k[y] es

un polinomio irreducible. Para 0 6= x =
∑

j∈Z xjε
j
n ∈ kn definimos y denotamos el

cogrado de x como

codegn(x) := mı́n{j ∈ Z|xj 6= 0},

mientras que el cogrado del elemento 0 es codeg(0) =∞.

1.5. Las álgebras Ĥ y H̃.

Recordemos la notación que ya hemos mencionado en la Sección 1.3.

Sea c := mcm((ci)i∈{1,··· ,n}, para cada par (i, j) ∈ {1, · · · , n} × {1, · · · , n} con

cij < 0 se definen los siguientes números naturales:

gij := |mcd(cij, cji)|, fij :=
−cij
gij
, kij := mcd(ci, cj), lij := mcm(ci, cj).

Lo siguiente es tomado de [7, §4].

Consideremos F((ε)) un campo de series de Laurent. Fijemos un indeterminante

que denotaremos por ε
1
c . Todas las construcciones tienen lugar en el campo de series

de Laurent F((ε
1
c )). Escribimos ε := (ε

1
c )c. Consideremos la extensión de campos

F((ε)) ⊆ F((ε
1
c )). Más en general, para cada k divisor positivo de c, tenemos que

ε
1
k :− (ε

1
c )

c
k ∈ F((ε

1
c )).
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Por otra parte, para abreviar usaremos εi := ε
1
ci para cada i ∈ I.

En particular, la extensión de campos F((ε)) ⊆ F((εi)) tiene grado ci. Para (i, j) ∈

Ω tenemos el siguiente diagrama de extensiones de campos:

F((εi, εj))

F((εj))F((εi))

= F((εlij))

F((εi)) ∩ F((εj))

F((ε))

= F((εkij))

fji

fij

fij

fji

kij

Observe que F((εi, εj)) = F((εlij)) por [7, Lema 3.1]. La afirmación sobre los grados se

sigue del hecho de que ε
fji
i = ε

fij
j = ε

1
kij . Ahora sean

S̃ := F((εi)) y iH̃j := (F((εi, εj)))
gij .

En particular iH̃j es un F((εi))-F((εj))-bimódulo para cada (i, j) ∈ Ω. Finalmente,

definimos el álgebra tensorial

H̃ := H̃F((ε))(C, D, Ω) := TS̃

 ⊕
(i, j)∈Ω

iH̃j

 .

Entonces H̃ es una F((ε))-álgebra hereditaria de dimensión finita. Si C es conexo y D

es el simetrizador minimal de C, el centro de H̃ es F((ε)), en cualquier otro caso el

centro puede ser estrictamente más grande que F((ε)).

Ahora estudiaremos los anillos intermedios en la extension de anillos de series

formales de potencias F[[ε]] ⊆ F[[ε
1
c ]]. Pensamos a F[[ε

1
c ]] como el anillo de enteros

del campo F((ε
1
c )) y observemos que ε

1
k ∈ F[[ε

1
c ]] para cada divisor positivo k de c.
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Notemos que F[[εi]] es libre de rango ci como un F[[ε]]-módulo. Similarmente a lo hecho

al principio de esta sección, obtenemos el siguiente diagrama para cada par (i, j) ∈ Ω.

F[[εi, εj]]

F[[εj]]F[[εi]]

F[[εlij ]]

F[[εi]] ∩ F[[εj]]

F[[ε]]

= F[[εkij ]]

fji

fij

fij

fji

kij

Aqúı, una arista

B

A

d

representa una inclusion de anillos A ⊂ B tales que B es libre de rango d como un A-

módulo. Al igual que antes la afirmación se sigue de de las igualdades ε
fji
i = ε

fij
j = ε

1
kij .

De [7, Lema 3.1], se sigue que el subanillo

F[[εi, εj]] ⊆ F[[ε
1
lij ]]

tiene codimensión finita sobre F. En particular obtenemos, después de localizar con

respecto a ε, la siguiente igualdad

F[[εi, εj]]ε = F[[ε
1
lij ]]ε = F((ε

1
lij ))

Ahora definimos

Ŝ := F[[εi]] y iĤj := (F[[εi, εj]])
gij .
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Consideramos Ŝ como una F[[ε]]-álgebra mediante la asignación ε 7→ (εcii )i∈{1,··· ,n}

Sea Ĥi := F[[εi]]. Entonces Ĥ es un Ĥi-Ĥj-bimódulo, el cual es un Ĥi-módulo izquierdo

libre de rango fij y un Ĥj-módulo derecho libre de rango fji , para (i, j) ∈ Ω.

Finalmente, se define el álgebra tensorial

Ĥ := ĤF[[ε]](C, D, Ω) := TŜ

 ⊕
(i,j)∈Ω

iH̃j

 ,

el cual es un una F[[ε]]-álgebra.

Al igual a como se hace con H, M un Ĥ-módulo puede ser descrito como una

tupla

(M, (Mij)(ij)∈Ω)

con M = (Mi)i∈{1,··· , n} ∈ rep(Ŝ) y Mij ∈ HomF[[εi]]( iĤj ⊗Hj Mj, Mi).

Sea

Ĥε = Ĥ ⊗F[[ε]] F((ε))

la localización de Ĥ sobre ε.

Se puede encontrar una demostración de la siguiente proposición en [7, Proposición

4.1]

Proposición 1.5.1. El álgebra Ĥ = ĤF[[ε]](C,D,Ω) tiene las siguientes propiedades:

Ĥε
∼= H̃.

Tenemos que

Ĥ/(εkĤ) ∼= HF(C, kD,Ω)

para toda k ∈ Z>0. Aśı

ĺım
←k

HF(C, kD,Ω) ∼= Ĥ.
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1.6. Gráficas valuadas

Las siguientes definiciones son tomadas de [4]. Una gráfica valuada (Γ,d) esta

compuesta por Γ que es un conjunto finito (de vertices) y d esta formado por enteros

no negativos dij para cada par i, j ∈ Γ tal que dii = 0 y sujetos a la condición de que

existen fi ∈ Z>0 que satisfacen:

dijfj = djifi para toda i, j ∈ Γ.

Notemos que existe una correspondecia uno a uno entre las gráficas valuadas y las

matrices de Cartan simetrizables (ver [9]).

Además, asumiremos que la gráfica es conexa en el sentido que, para cada k, l ∈

Γ, existe una sucesión k, · · · , i, j, · · · , l de vertices de Γ tal que dij 6= 0 para cada par

de vertices sucesivos i, j. Notemos que dij 6= 0 si y sólo si dji 6= 0, para estos pares

diremos que i y j son vecinos. Entre estos vertices vecinos dibujaremos una arista

valuada

i
(dij, dji)

j

Una orientación Ω de una gráfica valuada (Γ,d) esta dada por escoger un orden

entre cada arista {i, j} de Γ, dicho orden lo denotaremos por una flecha i → j.

Notemos que esta definición de orientación ΩΓ es menos restrictiva que la definición

de orientación ΩH de las álgebras H de la Sección 1.3, esto debido a que la segunda

condición para la orientación ΩH no permite ciclos lo cual si puede ocurrir con la

definición de orientación para gráficas valuadas. Por ejemplo

1

23

tiene una orientación ΩΓ, pero como no satisface la segunda condición (ver Sección

1.3) esta orientación no puede ser ΩH . Una orientación que seŕıa valida para ambas

definiciones es:
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1

23

Dada una orientación Ω y un vértice k ∈ Γ, definimos una nueva orientación skΩ de

(Γ,d) al cambiar la dirección de todas las flechas en las que aparezca k. Un vértice

k ∈ Γ se dice que es un pozo (resp. fuente) con respecto a Ω si k ← i (resp. k → i)

para cualquier vecino i ∈ Γ de k. Y, diremos que una orientación Ω de (Γ,d) es

admisible si existe {k1, · · · , kn} un subconjunto ordenado de Γ, tal que cada vértice

kt es un sumidero con respecto a la orientación skt−1 · · · sk2sk1Ω para todo 1 ≤ t ≤ n.

Es fácil ver que una orientación Ω de una gráfica valuada (Γ,d) es admisible si y sólo

si no existe una orientación ćıclica.

Una modulaciónM de una gráfica valuada (Γ,d) es un conjunto de anillos con

división Fi, i ∈ Γ, junto con iMj un Fi-Fj-bimódulo y jMi un Fj-Fi-bimódulo, para

cada arista {i, j} de (Γ,d) tales que:

1. tenemos los isomorfismo de Fi-Fj-bimódulo

jMi
∼= HomFi( iMj, Fj) ∼= HomFj( iMj, Fj)

y

2. dim( iMj) = dij.

Una realización (M, Ω) de una gráfica valuada (Γ,d) es una modulaciónM de

(Γ,d) junto con una orientación admisible Ω. Las realizaciones también son llamadas

especies en [5].

Denotaremos por X= (Xi, jϕi) a una representación de una realización (M, Ω)

de (Γ,d), la cual consiste de un conjunto de Fi-espacios vectoriales denotados por Xi

para cada i ∈ Γ y para cada flecha i→ j tenemos un Fi-morfismo lineales

iϕj : iMj ⊗Fj Xj → Xi.
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1.7. Representaciones de las especies de tipo (1, 4)

sobre k.

En esta sección vamos a trabajar con las especies de tipo (1, 4). El campo k4

aparecerá constantemente, acordamos denotar a este campo por K, es decir K :=

C((ε
1
4 )) = k[ε

1
4 ]. Una representación M de la especie de tipo (1, 4) sobre k es de

la forma (Kn, km, ϕm), donde ϕM : K ⊗k km → Kn es un morfismo K-lineal y

n, m ∈ Z>0, [12]. Por definición los objetos de la categoŕıa Repk(1, 4) son las matrices

con entradas en K. Para N ∈ Matm×n(K) y N ′ ∈ Matm′×n′(K), diremos que los

morfismos de N a N ′ son

Hom(1, 4)(N, N
′) := {(f2, f1) ∈ Matm′×m(K)×Matn′×n(k)|f2N = N ′f1}.

Es fácil ver que Repk(1, 4) es una categoŕıa abeliana k-lineal. De hecho, es equi-

valente a Λ-mod para la k-álgebra Λ =

 K K

0 k

.

Sea M una representación y N ∈ Matm×n(K) la matriz de ϕM : K ⊗k km → Kn,

escribiremos dimN = (m, n) ∈ N2
0. Siguiendo a Dlab-Ringel en [4, §3],N ∈ Repk(1, 4)

es regular simple si dimN = (m, 2m) para alguna m ∈ Z>0 y el anillo End(1, 4)(M)

es un álgebra con división, i.e. es isomorfo a kn para alguna n (pues k es un campo

cuasi finito).

Los módulos regulares simples son los objetos simples de la categoŕıa abeliana de

representaciones regulares de Λ, ver [4].

En todo nuestro trabajo consideraremos únicamente el siguiente carcaj, el cual

denotaremos (haciendo un abuso de notación) por D̃4.

4

0

3

1

2

α4

α1

α3

α2
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En la Sección §2.2 veremos que para 4|d tenemos kd ⊗k Λ ∼= kdD̃4. El álgebra de

caminos kdD̃4 admite un automorfismo k-lineal de orden d, el cual es compatible con

la acción de σd sobre kd ⊗ Λ, para más detalles podemos ver §2.2 y §2.3

Más aún, si M ∈ Repk(1, 4) es regular simple y End(1, 4)(M) ∼= kn, entonces con

d = mcm(4, n) tenemos que kd ⊗k M =
⊕n−1

j=0
γjdM ′, para una kd-representación

regular simple M ′ de D̃4 con EndD̃4
(M ′) ∼= kd y γndM ′ ∼= M ′, para más detalles

ver Caṕıtulo 2. Como veremos en §2.3 las representaciones ii-inescindibles de D̃4 no

están parametrizadas únicamente por P1k \ {0, 1, 1
2
} nuestra clasificación es un poco

más complicada. Donde una M ii-inescindible es una ii-representación (representación

isomorficamente invariante, es decir γdM ∼= M) que no es isomorfa a la suma directa

de dos ii-representaciones.

1.8. Notación

Ocuparemos esta sección para introducir la mayoŕıa de la notación que utilizare-

mos durante todo nuestro trabajo.

Para n ∈ Z>0 definimos la matriz αn ∈ Matn×n(k) por

(αn)ij =

 δi+1, j if i < n,

δ1, jε if i = n,

es decir αn es la matriz cuyas únicas entradas distintas de cero son los 1’s sobre la

diagonal y ε en la entrada inferior izquierda

αn =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

ε 0 0 · · · 0


Acordamos que para n = 1, tomaremos α1 = ε.
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Es fácil ver que yn − ε ∈ k[y] es el polinomio mı́nimo de αn.

Por otro lado, notemos que cada elemento x ∈ kn puede ser escrito de forma única

como

x =
n−1∑
j=0

xjε
j
n

para ciertos xj ∈ k.

Lema 1.8.1. Para toda n ∈ Z>0 existe un isomorfismo de campos α : kn→̃k[αn] ⊂

Matn×n(k) el cual manda a x en

α(x) :=
n−1∑
j=0

xjα
j
n. (1.1)

Más aún, existe una matriz A ∈ GLn(kn) tal que para cada x ∈ kn tenemos

A−1α(x)A = diag(x, σn(x), · · · , σn−1
n (x)).

A saber

A :=


1 1 · · · 1

ε
1
n ζnε

1
n · · · ζn−1

n ε
1
n

...
...

. . .
...

ε
n−1
n ζn−1

n ε
n−1
n · · · ζ

(n−1)2

n ε
n−1
n

 ,
aśı que A no depende de la elección de x ∈ kn.

Probaremos este resultado en §2.4 como el Lema 2.4.2.

Sea n ∈ Z>0 y R ∈ K[αn], digamos R =
∑n

j=0

(∑4
i=0 xijε

j
4

)
αj, entonces tenemos

las siguientes igualdades

R =
n∑
j=0

(
4∑
i=0

xijε
i
4

)
αj

=
4∑
i=0

(
n∑
j=0

xijε
i
4αj

)

=
4∑
i=0

(
n∑
j=0

xijαj

)
ε
i
4

=
4∑
i=0

α(νi)ε
i
4 ,
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donde νi =
∑n

j=0 xijε
j
n ∈ kn. Es decir, usando la notación de 1.8.1, podemos escribir

de forma única a cada elemento R ∈ K[αn] ⊂ Matn×n(K) de la siguiente forma

R = α(ν0) + α(ν1)ε
1
4 + α(ν2)ε

1
2 + α(ν3)ε

3
4

para ciertos ν0, ν1, ν2, ν3 ∈ kn.

Decimos que R ∈ K[αn] es regular si satisface

R1. ν2
1 − εν2

3 6= 0.

R2. σmn (ν2) 6= (i−1)ε
3
4

2ε
(σmn (ν1) + iσmn (ν3)ε

1
2 ) para 1 ≤ m ≤ n1.

Definimos el conjunto K[αn]reg := {R ∈ K[αn]|R es regular}.

Observación 1.8.2. 1. Si n es impar, para cualquier elección de (ν1, ν3) 6= (0, 0)

se satisface ν2
1 − εν2

3 6= 0. Es decir, para n ≡ 1 (mod2) cualquier elemento de

K[αn] \ {α(ν0) + α(ν2)ε
1
2 |ν0, ν2 ∈ kn} es regular.

2. Si n es congruente con 2 módulo 4, tenemos que la única opción para que no se

satisfaga R2. es que tengamos ν2 = 0 y ν1 = ±iν3ε
1
2 .

Un hecho que nos será de utilidad más adelante es que se tienen los siguientes

isomorfismos:

K[αn] ∼=


k4n if n ≡ 1 (mod2),

k2n × k2n if n ≡ 2 (mod4),

kn × kn × kn × kn if n ≡ 0 (mod4).

Probaremos lo anterior en §2.4.

Si consideramosR ∈ K[αn]reg podemos definir la representaciónM(R) := (Kn, k2n, ϕM(R)),

donde ϕM(R) es una función K-lineal y la matriz de ϕM(R) es [idn |R].

1Como veremos más adelante, esta condición implica que la matriz R− σ(R) es invertible.



28 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 1.8.3. 1. Consideremos n = 3 y

R = α(ε
2
3 )ε

1
2 + α(e

πi
4 )ε

3
4

= α2
3ε

1
2 + e

πi
4 α0

3ε
3
4

=


0 0 1

ε 0 0

0 ε 0

 ε 1
2 + e

πi
4


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ε 3
4

=


e
πi
4 ε

3
4 0 ε

1
2

εε
1
2 e

πi
4 ε

3
4 0

0 εε
1
2 e

πi
4 ε

3
4


aśı M(R) es la representación (K3, k6, ϕ), donde ϕ : K ⊗ k6 → K3, es un

morfismo K-lineal que satisface:

1⊗ e1 7→ (1, 0, 0) 1⊗ e2 7→ (0, 1, 0) 1⊗ e3 7→ (0, 0, 1)

1⊗ e4 7→ (e
πi
4 ε

3
4 , εε

1
2 , 0) 1⊗ e5 7→ (0, e

πi
4 ε

3
4 , εε

1
2 ) 1⊗ e6 7→ (ε

1
2 , 0, e

πi
4 ε

3
4 )

es decir, la matriz de la función ϕ es

[id3 |R] =


1 0 0 e

πi
4 ε

3
4 0 ε

1
2

0 1 0 εε
1
2 e

πi
4 ε

3
4 0

0 0 1 0 εε
1
2 e

πi
4 ε

3
4

 .

2. Si tomamos n = 2 y

R = α(1− ε
1
2 )ε

1
4 + α(1)ε

3
4

= (α0
2 − α2)ε

1
4 + α0

2ε
3
4

=

 1 0

0 1

−
 0 1

ε 0

 ε
1
4 +

 1 0

0 1

 ε 3
4

=

 ε
1
4 + ε

3
4 −ε 1

4

−εε 1
4 ε

1
4 + ε

3
4


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aśı M(R) es la representación (K2, k4, ϕ), donde ϕ : K ⊗ k4 → K2, es un

morfismo K-lineal que satisface:

1⊗ e1 7→ (1, 0) 1⊗ e2 7→ (0, 1)

1⊗ e3 7→ (ε
1
4 + ε

3
4 , −ε 1

4 ) 1⊗ e4 7→ (−εε 1
4 , ε

1
4 + ε

3
4 )

es decir, la matriz de la función ϕ es

[id2 |R] =

 1 0 ε
1
4 + ε

3
4 −ε 1

4

0 1 −εε 1
4 ε

1
4 + ε

3
4


Por otro lado, definimos las representaciones

M(1) := (K, k2, ϕM(1)
) y M(2) := (K2, k4, ϕM(2)

), (1.2)

donde los morfismos K-lineales ϕM(1)
: K ⊗ k2 → K y ϕM(2)

: K ⊗ k4 → K2 están

definidos respectivamente por

1⊗ e1 7→ 1 y 1⊗ e2 7→ ε
1
2 ,

1⊗ e1 7→ (1, 0), 1⊗ e2 7→ (0, 1), 1⊗ e3 7→ (−iε
3
4 , εε

1
4 ) y 1⊗ e4 7→ (ε

1
4 ,−iε

3
4 );

notemos que las matrices correspondientes a cada morfismo K-lineal ϕM(1)
y ϕM(2)

son [1| ε 1
2 ] y [id2 |α2ε

1
4 − i id2 ε

3
4 ], respectivamente.

Más aún para la matriz

R = α(0) + α(0)ε
1
4 + α(1)ε

1
2 + α(0)ε

3
4 ,

tenemos que ν1 = 0 = ν3 aśı ν2
1 − εν2

3 = 02 + ε(0)2 = 0. Aśı α(1)ε
1
2 no pertenecen a

K[α1]reg

Mientras que para la matriz

R = α(0) + α(ε
1
2 )ε

1
4 + α(0)ε

1
2 + α(−i)ε

3
4 ,
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tenemos que ν1 = ε
1
2 y ν3 = −i, aśı ν2

1 − εν2
3 = (ε

1
2 )2− ε(−i)2 6= 0. Acá lo que ocurre

es que

σ(ν1) + iσ(ν3)ε
1
2 = σ(ε

1
2 ) + iσ(−i)ε

1
2

= −ε
1
2 + ε

1
2

= 0

= σ(ν2),

de modo que no se cumple R2. aśı α(ε
1
2 )ε

1
4 + α(0)ε

1
2 + α(−i)ε 3

4 /∈ K[α2]reg



Caṕıtulo 2

Representaciones de carcajes

torcidos y descenso de Galois

En este caṕıtulo introduciremos el concepto de carcajes con automorfismos (en el

sentido de Hubery [8]), el cual adaptaremos para nuestro caso particular.

A pesar de que clasificar las representaciones regulares simples para n = 1 es

relativamente sencillo, hacerlo para n mayores se vuelve muy complicado, incluso

para valores pequeños como n = 2 o n = 3. Por este motivo, decidimos usar técnicas

de descenso de Galois para encontrar las representaciones regulares simples de la

especie de tipo (1, 4).

Introduciremos el concepto de que una representación M es ii-inescindible si es

ii-representación (representación isomorficamente invariante, es decir γdM ∼= M)

que no es isomorfa a la suma directa de dos ii-representaciones. Veremos que las

representaciones ii-inescindibles de D̃4, a diferencia de lo que uno podŕıa pensar en

principio, no están parametrizadas únicamente por P1k\{0, 1, 1
2
} nuestra clasificación

es un poco más complicada y esta ligada a polinomios irreducibles de k[x].

Es este caṕıtulo mostraremos como están relacionadas las representaciones regu-

lares simples de la especie de tipo (1, 4) con las matrices R ∈ K[αn]reg cuyo polinomio

minimo es irreducible en k[x].

31
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Sea M una representación regular simple, es decir ϕM : K2n → Kn es K-lineal

y EndΛ(M) = km, para algún m ∈ Z+. Usaremos R para denotar a la matriz del

morfismo ϕM . Sea d = mcm{4, n}, y aplicando kd ⊗k − a nuestra representación,

tenemos que kd⊗kEnd(M) es isomorfo al anillo de endomorfismos de la representación:

knd

knd

knd

knd

k2n
d

R

σ3(R)

σ2(R)

σ(R)

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~

donde σj(R) denota aplicar el morfismo σj a cada una de las entradas de la matriz

R, con σ ∈ Gal(K, k) definido por ε
1
4 7→ iε

1
4 . Esta es una representación de nuestro

carcaj D̃4.

2.1. Descenso de Galois

Usaremos las siguientes observaciones:

Observación 2.1.1. kn ⊗ km ∼= kl × · · · × kl︸ ︷︷ ︸
g-veces

, con l = mcm(m,n) y g = mcd(m,n).

Demostración. Sean m, n ∈ Z>0, l = mcm(n, m) y g = mcd(n, m). Definimos βj =

1
gε

∑g−1
r=0 ε

g−r
g ⊗ σj−1

g (ε
r
g ) ∈ kn ⊗ km para 1 ≤ j ≤ g. Los elementos βj’s satisfacen la

igualdad βjβi = δjiβj. Dado que mcd( l
n
, l
m

) = 1, se sigue de la identidad de Bézout

que existen a, b ∈ Z tales que
(
l
n

)
a+

(
l
m

)
b = 1. Se puede ver fácilmente que{

ε
au
n βjε

bu
m |1 ≤ j ≤ g, 0 ≤ u ≤ l

n
− 1

}
es una base de kn ⊗k km como kn-espacio vectorial.

Aśı obtenemos el isomorfismo de kn-álgebra

kn ⊗ km ∼= kl × · · · × kl︸ ︷︷ ︸
g-veces

,
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el cual asigna ε
au
n βjε

bu
m 7→ ε

u
l ej, donde {ej|1 ≤ j ≤ g} es la base estándar de

kl × · · · × kl︸ ︷︷ ︸
g-veces

.

Observación 2.1.2. kd/k es una extensión de Galois, con grupo de Galois ćıclico

de orden d, Cd = 〈σ〉, y el álgebra de grupo oblicuo kd ∗ Cd es isomorfa al anillo de

matrices Matd×d(k) como una k-álgebra, ver por ejemplo [1].

Observación 2.1.3. Si A es una k-álgebra, en la cual Cd = 〈σ〉 actua por el au-

tomorfismo k-lineal, entonces la categoŕıa de A ∗ Cd-módulos es equivalente a la

categoŕıa de pares (M, f) donde M ∈ A-mod y f ∈ HomA( σM, M) tales que

f ◦ σf ◦ · · · ◦ σd−1
f = idM . Ver [10] para más detalles.

Observación 2.1.4. Para Λ =

 K K

0 k

 y 4|d tenemos que ψd : kd⊗Λ
∼→ kdD̃4 es

un morfismo de kd-álgebras, y describiremos en la Sección 2.2 como 〈σ〉 actua bajo ψd

en kdD̃4 y en kdD̃4-mod. Se sigue de la Observación 2.1.2 que (kdD̃4)∗Cd ∼= Matd×d(Λ)

como k-álgebras. En particular (kdD̃4) ∗ Cd-mod es equivalente a Λ-mod. Notemos,

que en consecuencia para X ∈ Λ-mod

σ−1 ⊗ idX : kd ⊗X
∼→ σ(kd ⊗X) = σkd ⊗X

es un kd ⊗ Λ- isomorfismo de módulos.

Observación 2.1.5. Si X ∈ Λ-mod es regular simple tenemos EndΛ(X) = km para

algún m ∈ Z>0 dado que k = C((ε)) es cuasi finito, y con d = mcm(4, m) tenemos de

la Observación 2.1.1 que:

Endkd⊗Λ(kd ⊗X) ∼= kd ⊗ EndΛ(X) ∼= kd × · · · × kd︸ ︷︷ ︸
m

(2.1)

Más aún τkdD̃4
(kd ⊗ X) ∼= kd ⊗ τΛ(X) ∼= kd ⊗ X. Aśı, kd ⊗ X ∼= N0 ⊕ · · · ⊕ Nm−1

para módulos regulares simples Ni con HomkdD̃4
(Ni, Nj) ∼= δi, j kd. Ya que además

σ(kd ⊗X)
∼→ kd ⊗X, podemos asumir también

σNi
∼= Ni+1 for i = 0, 1, · · · , m− 2 and σNm−1

∼= N0 (2.2)
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Es fácil clasificar esas familias de kdD̃4-módulos, ver Sección 2.3.

Observación 2.1.6. Si M =
⊕m−1

j=0
σjN para N un kd-módulo regular simple con

EndkdD̃4
(N) ∼= kd y HomkdD̃4

( σ
j
N, N) = 0 para j = 1, 2, · · · , m − 1 y σjN ∼= N es

fácil ver, que encontrar un isomorfismo f : σM →M with f ◦ σf ◦ · · · ◦ σd−1
f = idM

es equivalente a encontrar f̃ : N → σmN , tal que

f̃ ◦ σm f̃ ◦ · · · ◦ σkmf = idN para k := m|d− 1. (2.3)

De hecho, hasta reescalamiento, f debe de ser de la forma

f =



0 0 · · · 0 f̃

id2 0 · · · 0 0

0 id3
. . .

... 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 · · · idm−1 0


,

dado que HomkdD̃4
( σ

i
N, σ

j
N) ∼= δi, j kd y aśı f ◦ σf ◦· · ·◦ σm−1

f = diag( σ
i
f)i=0, 1,··· ,m−1

y idi = id σiM

En la Sección 2.3 exhibiremos tales f̃ : σmN → N con la propiedad 2.3 para

cada kdD̃4-módulo regular con EndkdD̃4
(N) ∼= kd y m mı́nima tal que σmN ∼= N y

d/m ∈ {1, 2, 4}.

Observación 2.1.7. Si f ′ : σM →M es otro isomorfismo con f ′ ◦ σf ′ ◦· · ·◦ σd−1
f ′ =

idM , entonces nuevamente de EndkdD̃4
(N) ∼= kd debemos obtener (con la notación de

antes) f̃ ′ = cf̃ para algún c ∈ kd con

Nd,m(c) = cσm(c) · · ·σkm(c) = 1kd (k = d/m− 1)

Sin embargo, por el siguiente Lema, en este caso podemos encontrar x ∈ k∗d con

c = σm(x)−1 · x, lo que implica que (M, f) ∼= (M, f ′) en este caso, ya que tenemos
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σmN N

σmN N

f̃

σm(x · idN )

cf̃

x · idN

Observación 2.1.8. En vista de la Observación 2.1.3 concluimos de la Observación

2.1.6 que las isoclases de los Λ-módulos regulares simples con anillo de endomorfismo

de dimension m (∼= km) están, para d = mcm(4, m), en biyección natural con las

Cd-órbitas de kdD̃4-módulos regulares simples N con:

EndkdD̃4
(N) ∼= kd,

σmN ∼= N y

σiN 6∼= N for i = 1, 2, · · · , m− 1.

En la Sección 2.3 encontraremos para cada N , con esta propiedad, un Λ-módulo

regular simple X con EndΛ(X) = km y km ⊗X ∼=
⊕m−1

j=0
σmN .

Lema 2.1.9 (Bien conocido). Si c ∈ kn con Nn, 1(c) = 1, entonces existe x ∈ kn

with σ(x)−1x = c.

Demostración. Recordemos que kn ∗ Cn
∼→ Matn×n(k), es un álgebra simple. Aśı

(kn, σ) corresponde al único kn ∗ Cn-módulo (simple) , el cual tiene k-dimensión n,

hasta isomorfismos.

Por otro lado, tenemos un homomorfismo de grupos abelianos

ψn : k∗n → Ñn := {c ∈ k∗n|Nm, 1(c) = 1} ⊂ k∗n

x 7→ σ(x)−1x

y Ñn/Imψn parametriza las isoclases de kn ∗ Cn-módulos de la forma (kn, cσ) con

c ∈ Ñn.
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Aśı ψn debe de ser suprayectiva, dado que existe una única isoclase de n-dim de

kn ∗ Cn-módulos.

2.2. Carcajes con automorfismos

Un caso particular de lo que demostramos en la Observación 2.1.1 de la Sección

2.1 es

kd ⊗K ∼= kd × kd × kd × kd

donde d es múltiplo de 4. Como se hizo en la demostración de la Observación 2.1.1,

los elementos

βj =
1

4ε

3∑
l=0

ε
4−l
4 ⊗ σj−1(ε

l
4 ) ∈ kd ⊗K

para 1 ≤ j ≤ 4 forman una base de kd⊗kK como kd-álgebra. Además, los elementos

βj satisfacen la igualdad βjβl = δjlβj. Y el isomorfismo de kd-álgebras

kd ⊗k K ∼= kd × kd × kd × kd,

esta dado por βj 7→ ej.

Recordemos que Λ =

 K K

0 k

. Podemos adaptar la base de arriba para obtener

la siguiente base de kd ⊗k Λ como kd-álgebra:{
βjk|1 ≤ j ≤ 4, 1 ≤ k ≤ 2, βjk =

1

4ε

3∑
l=0

ε
4−l
4 ⊗ σj−1(ε

l
4 )E1k

}
∪ {β01 = 1⊗ E22}(2.4)

donde {E11, E12, E21, E22} es la base estándar de Mat2×2(kd).

Se puede ver que ψd : kd ⊗k Λ→ kdD̃4, definido por

βj1 7→ εj

βj2 7→ αj

es un isomorfismo de kd-álgebras, donde kdD̃4 es el álgebra de caminos de D̃4, con

εj ∈ (D̃4)0 y αj ∈ (D̃4)1.
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Por otro lado,tomemos el morfismo σd ⊗ id : kd ⊗k Λ → kd ⊗k Λ, el cual actua

sobre la base en 2.4 como se muestra a continuación:

(σd ⊗ id)(βjk) = βj−1, k

con 1 ≤ k ≤ 2, donde r ≡ j − 1 (mod4). Mientras que deja fijo al elemento β01. Aśı

obtenemos el morfismo

γd : kdD̃4 → kdD̃4

kρ 7→ σd(k)γ(ρ)

donde γ es el siguiente automorfismo de orden 4 del carcaj D̃4:

4

0

3

1

2

2.3. Representaciones invariantes

Lo que presentaremos en esta sección es una adaptación del trabajo de Hubery [8].

SeaM un kdD̃4-módulo. Definimos un módulo γdM tomando la misma estructura de

espacio vectorial que ya tieneM pero definiremos un nuevo producto ∗ de la siguiente

forma

p ∗m = γ−1
d (p)m, para p ∈ kdD̃4.

Si f :M→ N es un homomorfismo de módulos, entonces obtenemos un homomor-

fismo γdf : γdM→ γdN como veremos a continuación. Dado que f es en particular

un homomorfismo de espacios vectoriales, tenemos que γdf = f . Entonces

f(p ∗m) = f(γ−1
d (p)m) = γ−1

d (p)f(m) = p ∗ f(m).
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Esto determina una autoequivalencia F (γd) sobre modkdD̃4 tal que F (γrd) = F (γd)
r.

En particular, notemos que M es inescindible si y sólo si γdM lo es.

Sabemos que las categoŕıas modkdD̃4 y Rep(D̃4, kd) son equivalentes, aśı el funtor

F (γd) debe actuar también sobre Rep(D̃4, kd). SeaM = (Vj, fαj) una kd-representación

de D̃4 y M el correspondiente kdD̃4-módulo, aśı M tiene la estructura de espacio

vectorial de V =
⊕4

j=0 Vj. Deseamos describir la representación γdM = (Wj, gαj)

correspondiente al módulo γdM en terminos de la representación original M . Clara-

mente

Wj = εj ∗ V = γ−1(εj)V = εrV = Vr,

con r ≡ j − 1(mod4) para 1 ≤ j ≤ 4, mientras que para j = 0 tenemos

W0 = ε0 ∗ V = γ−1
d (ε0)V = ε0V = V0.

Notemos que la estructura de Wj como kd-espacio vectorial esta definida por la mul-

tiplicación k ∗ vj = σ−1
d (k)vj, para todo k ∈ kd y vj ∈ Wj. Por otro lado, para cada

fαj : V0 → Vj le podemos asociar una matriz Aj ∈ MatdimVj×dimV0(kd). Entonces

gαj : W0 → Wj esta definida por

gαj(v) = αj ∗ v = γ−1
d (αj)v = αrv = Arv = σ−1

d (σd(Ar))v = σd(Ar) ∗ v

donde σd(Ar) significa aplicar el morfismo σd a cada entrada de la matriz Ar. Aśı si

M es una kd-representación de D̃4

M := V0

V4

V3

V2

V1

A2

A1

A4

A3
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entonces la representación γdM tiene la siguiente forma:

γdM = V0

V1

V4

V3

V2

σd(A3)

σd(A1)

σd(A2)

σd(A4)

Al igual que en [8], diremos que M es una representación isomorficamente inva-

riante (una ii-representación) si γdM ∼= M . Diremos que M es ii-inescindible si no

es isomorfa a la suma directa de dos ii-representaciones. Como en [8] Lema 2.3.1, las

representaciones ii-inescindibles son precisamente las representaciones de la forma

M ∼= N ⊕ γdN ⊕ γ2dN ⊕ · · · ⊕ γn−1
d N,

donde N es una representación inescindible y n ≥ 1 es mı́nimo tal que N ∼= γndN .

Para n ∈ Z>0, d = mcm(n, 4) y t ∈ kd, la representación

kd

kd

kd

kd

Mt := k2
d

(id 0)

(0 id)

(id id)

(id t)

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~

satisface que EndMt = kd. Aśı es inescindible y regular. Más aún, para t, s ∈ kd

tenemos que Mt
∼= Ms si y sólo si t = s.
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Para t ∈ kd \ {0, 1} es fácil ver

f =



−a

at

at

a a at

−a 0




,

con a 6= 0 es un isomorfismo entre Mt y

kd

kd

kd

kd

k2
d

(0 id)

(id id)

(id 1−t)

(id 0)

�
�
�
�
��>

��
���

�:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~

y por definición:

kd

kd

kd

kd

γdMt
∼=k2

d

(0 id)

(id id)

(id σd(t))

(id 0)

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~ (2.5)

donde σd ∈ Gal(kd, k), esta definido por ε
1
d 7→ ζdε

1
d , con ζd = e

2πi
d es una d−ésima

ráız primitiva de la unidad. Por lo tanto, para t ∈ kd \ {0, 1} tenemos el isomorfismo

γdMt
∼= M1−σd(t). Más aún, sea σ̃ : kd → kd una función definida por t 7→ 1 − t. Se

puede demostrar por inducción que para m ∈ Z>0 tenemos el siguiente isomorfismo:

γmd Mt
∼= Mσmd ◦σ̃m(t).
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Aśı, estaremos interesados en los elementos t ∈ kd \ {0, 1} tales que satisfacen las

siguientes condiciones:

t = σnd ◦ σ̃n(t) (2.6)

y para 1 ≤ m ≤ n− 1,

t 6= σmd ◦ σ̃m(t). (2.7)

Para cualquier n ∈ Z>0 tenemos que un elemento t ∈ kd puede ser escrito como:

t =


t0 + t1ε

1
d + t2ε

2
d + t3ε

3
d si n es impar tj ∈ kn

t0 + t1ε
1
d si n ≡ 2(mod4), con tj ∈ kn

t si n ≡ 0(mod4).

Tenemos que σd|kn = σn, aśı σnd (ε
1
n ) = ε

1
n , entonces t satisface (2.6) si tiene la

siguiente forma:

t =

 1
2

+ s′ε
2
d si n es impar,

s′ si n es par,

para algún s′ ∈ kn. De hecho podemos escribir a t como

t =
1

2
+ sε

1
2 , donde s =

 s′

ε
ε
n+1
2n si n es impar,

2s′−1
2ε

ε
1
2 si n es par,

en ambos casos s ∈ kn. Para 1 ≤ m ≤ n se sigue que:

σmd ◦ σ̃m(t) =
1

2
+ σmd (s)ε

1
2 =

1

2
+ σmn (s)ε

1
2 .

Entonces t = 1
2

+ sε
1
2 satisface (2.7) si s ∈ kn es genérico.

Por lo tanto M =
⊕n−1

j=0
γjdM 1

2
+sε

1
2
, para algún s ∈ kn que sea genérico, es ii-

inescindible.
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Observación 2.3.1. Para x1, x2, · · · , xn ∈ kd y 1 ≤ l ≤ n sea Nl ∈ Matn×n(kd) una

matriz tal que (Nl)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, jxl si i = n
con xl ∈ kd,

Nl =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

xl 0 0 · · · 0


entonces es fácil ver la siguiente igualdad

Nn · · ·N2N1 = diag(x1, x2, · · · , xn). (2.8)

Sean x, y, z, w ∈ kd y considere las matrices X, Y, Z, W ∈ Matn×n(kd) definidas

por:

(X)ij :=

 δi+1, j si i < n

δ1, jx si i = n
(Y )ij :=

 y si i = n, j = 1

0 en otro caso

(Z)ij :=

 z si i = n, j = 1

0 en otro caso
(W )ij :=

 δi+1, j si i < n

δ1, jw si i = n
,

tomemos la matriz

 X Y

Z W

 ∈ Mat2n×2n(kd), usando el 2.8 y el hecho de que

al multiplicar una matriz del mismo tipo que X y W se intercambian columnas

(renglones) multiplicando por la derecha (izquierda) de la matriz, entonces es fácil

ver

σn−1
d

 X Y

Z W

 · · ·σd
 X Y

Z W

 X Y

Z W

 =

 diag(x, σd(x), · · · , σn−1
d (x)) diag(y, σd(y), · · · , σn−1

d (y))

diag(z, σd(z), · · · , σn−1
d (z)) diag(w, σd(w), · · · , σn−1

d (w))


El siguiente resultado es clave para nuestra clasificación:
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Proposición 2.3.2. Sea M =
⊕n−1

j=0
σjdM 1

2
+sε

1
2

ii-inescindible. Entonces existe un

isomorfismo f : M → γdM tal que el automorfismo γd−1
d f ◦ · · · ◦γd f ◦ f de M es la

identidad.

Demostración. Lo estudiaremos caso por caso:

1. Si n ≡ 1(mod 2), entonces d = mcm(4, n) = 4n, pero s ∈ kn aśı t−1 ∈ k2n

con t = 1
2

+ sε
1
2 . Tenemos del Lema 2.4.7 que t−1 = r2 o t−1 = r2ε

2
d para

algún r ∈ k2n. Tomemos a =
√
ir o a =

√
irε

1
d , entonces aσ2n

d (a) = it−1 o

aσ2n
d (a) = −it−1 en ambos casos −aσnd (a)σ2n

d (a)σ3n
d (a)tσnd (t) = 1.

a) Si n ≡ 1(mod 4). Sea f : M →γd M un isomorfismo definido por

f =



A1

A2

A3

A4 X Y

Z W




,

donde A1, A2, A3, A4, X, Y, Z, W ∈ Matn×n(kd) son matrices definidas
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de la siguiente forma:

(A1)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j(−a) si i = n
, (A2)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, jat si i = n
,

(A3)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, jat si i = n
, (A4)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, ja si i = n
,

(X)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, ja si i = n
, (Y )ij =

 at si i = n, j = 1

0 en otro caso
,

(Z)ij =

 −a si i = n, j = 1

0 en otro caso
, (W )ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j0 si i = n
,

entonces

γn−1
d f ◦ · · · ◦γd f ◦ f =



σn−1
d (A1)σn−2

d (A4) · · ·σ4
d(A1)σ3

d(A4)σ2
d(A3)σd(A2)A1

σn−1
d (A2)σn−2

d (A1) · · ·σ4
d(A2)σ3

d(A1)σ2
d(A4)σd(A3)A2

σn−1
d (A3)σn−2

d (A2) · · ·σ4
d(A3)σ3

d(A2)σ2
d(A1)σd(A4)A3

σn−1
d (A4)σn−2

d (A3) · · ·σ4
d(A4)σ3

d(A3)σ2
d(A2)σd(A1)A4

σn−1
d

 X Y

Z W

 · · ·σd
 X Y

Z W

 X Y

Z W




se sigue de la Observación 2.3.1

γn−1
d f ◦ · · · ◦γd f ◦ f =



B1

B2

B3

B4

C


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donde

B1 = diag(−a, σd(at), σ2
d(at), · · · , σn−2

d (a), σn−1
d (−a)),

B2 = diag(at, σd(at), σ
2
d(a), · · · , σn−2

d (−a), σn−1
d (at)),

B3 = diag(at, σd(a), σ2
d(−a), · · · , σn−2

d (at), σn−1
d (at)),

B4 = diag(a, σd(−a), σ2
d(at), · · · , σn−2

d (at), σn−1
d (a)) y

C =

 diag(a, · · · , σn−1
d (a)) diag(at, · · · , σn−1

d (at))

diag(−a, · · · , σn−1
d (−a)) 0n


de la misma forma podemos observar que

γ2n−1
d f ◦ · · · ◦ γn+1

d f ◦ γnd f =



σnd (B2)

σnd (B3)

σnd (B4)

σnd (B1)

σnd (C)


,

γ3n−1
d f ◦ · · · ◦γ

2n+1
d f ◦ γ2nd f =



σ2n
d (B3)

σ2n
d (B4)

σ2n
d (B1)

σ2n
d (B2)

σ2n
d (C)


,

y

γ4n−1
d f ◦ · · · ◦γ

3n+1
d f ◦ γ3nd f =



σ3n
d (B4)

σ3n
d (B1)

σ3n
d (B2)

σ3n
d (B3)

σ3n
d (C)


.
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Dado que las matrices Bj’s son diagonales, tenemos que γ4n−1
d f ◦· · ·◦ γdf ◦f

es igual a 

σ3n
d (B4)σ2n

d (B3)σnd (B2)B1

σ3n
d (σ3n

d (B4)σ2n
d (B3)σnd (B2)B1)

σ2n
d (σ3n

d (B4)σ2n
d (B3)σnd (B2)B1)

σnd (σ3n
d (B4)σ2n

d (B3)σnd (B2)B1)

σ3n
d (C)σ2n

d (C)σnd (C)C


,

es fácil ver que la j-ésima entrada de la matriz diagonal σ3n
d (B4)σ2n

d (B3)σnd (B2)B1

es de la forma

σj−1
d (−aσnd (at)σ2n

d (at)σ3n
d (a)) = σj−1

d (−aσnd (a)σ2n
d (a)σ3n

d (a)tσnd (t)),

para 1 ≤ j ≤ n, pero hab́ıamos visto al principio del caso 1. que

−aσnd (a)σ2n
d (a)σ3n

d (a)tσnd (t) = 1,

de donde σ3n
d (B4)σ2n

d (B3)σnd (B2)B1 = idn .

Por otro lado, si tomamos

C1 = diag(a, · · · , σn−1
d (a)),

C2 = diag(t, · · · , σn−1
d (t)),

usando el hecho de que ambas son matrices diagonales y dado que σnd (t) =

1− t y σ2n
d (t) = t tenemos que

σnd (C)C =

 σnd (C1) σnd (C1C2)

−σnd (C1) 0n

 C1 C1C2

−C1 0n


=

 C1σ
n
d (C1)(idn−σnd (C2)) σnd (C1)C1C2

−σnd (C1)C1 −σnd (C1)C1C2


=

 C1σ
n
d (C1)C2 σnd (C1)C1C2

−σnd (C1)C1 −σnd (C1)C1C2





2.3. REPRESENTACIONES INVARIANTES 47

y

σ3n
d (C)σ2n

d (C) =

 σ2n
d (C1)σ3n

d (C1)C2 σ3n
d (C1)σ2n

d (C1)C2

−σ3n
d (C1)σ2n

d (C1) −σ3n
d (C1)σ2n

d (C1)C2

 ,
por lo tanto σ3n

d (C)σ2n
d (C)σnd (C)C es igual a

 σ3n
d (C1)σ2n

d (C1)σnd (C1)C1C2(idn−C2) 0n

0n σ3n
d (C1)σ2n

d (C1)σnd (C1)C1C2(idn−C2)


al igual que antes es fácil ver que la j-ésima entrada de la matriz diagonal

σ3n
d (C1)σ2n

d (C1)σnd (C1)C1C2(idn−C2) es de la forma

σj−1
d (−aσnd (at)σ2n

d (at)σ3n
d (a)) = σj−1

d (−aσnd (a)σ2n
d (a)σ3n

d (a)tσnd (t)),

para 1 ≤ j ≤ n. Se sigue que γ4n−1
d f ◦ · · · ◦ γdf ◦ f es la identidad.

b) Si n ≡ 3(mod 4). Al igual que en nuestro caso anterior, se puede mostrar

que el morfismo γ4n−1
d f ◦ · · · ◦ γdf ◦ f es la identidad. Para ello basta

considerar f : M → γdM el isomorfismo definido por

f =



A1

A2

A3

A4 X Y

Z W




,

con A1, A2, A3, A4, X, Y, Z, W ∈ Matn×n(kd) matrices definidas de la
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siguiente forma:

(A1)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, jaσ
n
d (t) si i = n

, (A2)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j(−a)σnd (t) si i = n
,

(A3)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, ja si i = n
, (A4)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, ja si i = n
,

(X)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j0 si i = n
, (Y )ij =

 aσnd (t) si i = n, j = 1

0 en otro caso
,

(Z)ij =

 a si i = n, j = 1

0 en otro caso
, (W )ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, ja si i = n.

2. Si n ≡ 2(mod 4), entonces d = mcm(4, n) = 2n. Sea t = 1
2

+ sε
1
2 con s ∈ kn, aśı

(t(1− t))−1 = (1
4
− s2ε)−1 ∈ kn. Tenemos del Lema 2.4.7 que (t− t2)−1 = r2 o

(t− t2)−1 = r2ε
1
n para algún r ∈ kn. Tomamos a = ir o a = rε

1
d , entonces

−aσnd (a) = a2 = (t− t2)−1

aśı −aσnd (a)t(1− t) = 1. Sea f : M →γd M el isomorfismo definido por

f =



A1

A2

A3

A4 X Y

Z W




,

donde A1, A2, A3, A4, X, Y, Z, W ∈ Matn×n(kd) son las matrices definidas de
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la siguiente forma:

(A1)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, ja(1− t) si i = n
, (A2)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j(−a)(t− t2) si i = n
,

(A3)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j(−at) si i = n
, (A4)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, ja si i = n
,

(X)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j(−at) si i = n
, (Y )ij =

 −at si i = n, j = 1

0 en otro caso
,

(Z)ij =

 a si i = n, j = 1

0 en otro caso
, (W )ij =

 δi+1, j if i < n

δ1, jat if i = n.

Al igual que arriba, después de algunas cuentas podemos ver que las matrices

correspondientes al morfismo γ2n−1
d f ◦· · ·◦ γdf ◦f , son matrices diagonales cuyas

entradas no cero son de la forma σj−1
d (−aσnd (a)t(1 − t)) con 1 ≤ j ≤ n, por lo

tanto γ2n−1
d f ◦ · · · ◦ γdf ◦ f es la identidad.

Finalmente

3. Si n ≡ 0(mod 4). Sea f : M →γd M el isomorfismo definido por

f =



A1

A1

A1

A1 A3 A2

A2 A3




,
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donde A1, A2, A3 ∈ Matn×n(kd) son las matrices:

(A1)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j si i = n
,

(A2)ij =

 1 si i = n, j = 1

0 en otro caso
,

(A3)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j0 si i = n.
.

Es fácil ver que γd−1
d f ◦ · · · ◦ γdf ◦ f es la identidad.

Por otro lado, tenemos dos representaciones ii-inescindibles las cuales aun no

hemos mencionado. Estas son:

N1 =

0

K

K

K

0

1

1

y N2 =

0

K

0

K

K

1

1

con K = k4. Dado que los únicos morfismos involucrados en estas representaciones son

la identidad y el morfismo cero, tenemos que la correspondiente γ := γ4 únicamente

intercambia los “brazos” en cada una de nuestras representaciones, aśı

γN1 =

K

K

0

0

K

1

1

y
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γN2 =

K

K

0

K

0

1

1

γ2N2 =

K

K

K

0

0

1

1

γ3N2 =

0

K

K

0

K
1

1

Claramente γ2N1 = N1 y γ4N2 = N2, por lo tanto N1⊕ γN1 y N2⊕ γN2⊕ γ2N2⊕ γ3N2

son representaciones ii-inescindibles.

Proposición 2.3.3. Sea M = N1⊕ γN1 o M = N2⊕ γN2⊕ γ2N2⊕ γ3N2. Entonces

en ambos casos existe un isomorfismo f : M → γM tal que los automorfismos de M

γf ◦ f , respectivamente γ3f ◦ γ2f ◦ γf ◦ f , son la identidad.

Demostración. Es suficiente tomar

f =



idK

idK

idK

idK 0 1

1 0




respectivamente f =



 1 0

0 1

 1 0

0 1

 1 0

0 1

 1 0

0 1


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0





,

para M = N1 ⊕ γN1 y M = N2 ⊕ γN2 ⊕ γ2N2 ⊕ γ3N2 y verificar que tienen la

propiedad deseada.
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Proposición 2.3.4. Sea M : K ⊗ k2n → Kn una representación regular simple.

Si X es una representación del carcaj D̃4, tal que kd ⊗M ∼= X, entonces existe un

isomorfismo f : X → γdX tal que el automorfismo γm−1
d f ◦ · · · ◦γd f ◦ f de X es la

identidad, con m =

 d si End(M) ∼= kn

2n si End(M) ∼= k2n

.

Demostración. Sea M una representación regular simple de Λ. Como vimos al prin-

cipio de este Caṕıtulo podemos pensar en kd ⊗M como la siguiente representación

de D̃4:

knd

knd

knd

knd

k2n
d

R

σ3(R)

σ2(R)

σ(R)

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~

donde R es la matriz de ϕM .

Dado que σd|K = σ y R ∈ Matn×2n(K), tenemos que σd(σ
j(R)) = σj+1(R) para

0 ≤ j ≤ 3, entonces kd ⊗M = γd(kd ⊗M).

Ahora, sea g : kd ⊗M → X un isomorfismo kd-lineal de representaciones de D̃4,

entonces γdg : γd(kd ⊗M)→ γdX también es un isomorfismo. Aśı

f := γdg ◦ g−1 : X → γdX

es un isomorfismo. Entonces γm−1
d f ◦ · · · ◦γd f ◦ f =γmd g ◦ g−1, pero en ambos casos

γmd g = g.

2.4. El álgebra K[αn]

Recordemos que K[αn] es una K-álgebra conmutativa. Más precisamente tenemos

el siguiente resultado:

Lema 2.4.1. Para n ∈ Z>0 se cumple lo siguiente:
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1. Si n ≡ 1(mod2) entonces K[αn] ∼= k4n;

2. si n ≡ 2(mod4) entonces K[αn] ∼= k2n × k2n;

3. si n ≡ 0(mod4) entonces K[αn] ∼= kn × kn × kn × kn;

todos isomorfismos de K-álgebras.

Demostración. 1. Si n es impar, es suficiente tomar el isomorfismo ε
1
4n 7→ ε

1
4

ε
α

3n+1
4

n

para n ≡ 1(mod4) y ε
1
4n 7→ ε

3
4

ε
α
n+1
4

n para n ≡ 3(mod4).

2. Si n ≡ 2(mod4), nos basta mostrar que K[αn] ∼= K[αn
2
] × K[αn

2
], pues n

2
es

impar. El isomorfismo de arriba esta dado por αn 7→ (α
n+2
4

n
2

ε
1
2

ε
, −α

n+2
4

n
2

ε
1
2

ε
).

3. Si n ≡ 0(mod4),el isomorfismo entre K[αn] y kn × kn × kn × kn está dado por

mandar αn a (ζ4
nε

1
n , ζ3

nε
1
n , ζ2

nε
1
n , ζnε

1
n ), recordemos que ζn = e

2πi
n .

Por otro lado, recordemos que σn : kn → kn es un automorfismo de campos el

cual fija el campo k y está definido por ε
1
n 7→ ζnε

1
n donde ζn es la ráız primitiva e

2πi
n .

Tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.4.2. Tenemos un isomorfismo de campos kn→̃k[αn] ⊂ Matn×n(k) el cual

manda x a

α(x) :=
n−1∑
j=0

xjα
j
n.

Más aún, existen matrices A ∈ GLn(kn) tales que para cualquier x ∈ kn tenemos

A−1α(x)A = diag(x, σn(x), · · · , σn−1
n (x)).

Demostración. Dado que el polinomio mı́nimo de αn es yn − ε es fácil ver que kn ∼=
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k[αn], con el isomorfismo dado por ε
1
n 7→ αn. Definimos la matriz A como

A :=


1 1 · · · 1

ε
1
n ζnε

1
n · · · ζn−1

n ε
1
n

...
...

. . .
...

ε
n−1
n ζn−1

n ε
n−1
n · · · ζ

(n−1)2

n ε
n−1
n

 ∈ Matn×n(kn)

i.e las entradas xij = ζ
(j−1)(i−1)
n ε

i−1
n , para 1 ≤ i, j ≤ n. Notemos que A es la trans-

puesta de una matriz de Vandermonde, entonces det(A) =
∏

1≤i<j≤n ε
1
n (ζjn− ζ in) 6= 0,

por lo tanto A ∈ GLn(kn). Se puede ver fácilmente que A−1 = (
yij
nε

), donde yij =

ζ
(i−1)(1−j)
n ε

n+1−j
n para 1 ≤ i, j ≤ n.

Recordemos que (αln)ij =

 δi+l, j si 1 ≤ i < n+ 1− l

δi+l−n, jε si n+ 1− l ≤ i ≤ n
, se sigue que

(A−1αln)ij =


1
n
yi n−l+j si 1 ≤ j ≤ l

1
nε
yi, j−l si l + 1 ≤ j ≤ n.

entonces para A−1αlnA:

(A−1αlnA)ij =
1

nε

(
l∑

r=1

εyi n−l+rxrj +
n∑

r=l+1

yi r−lxrj

)

=
1

nε

(
ε

l∑
r=1

ζ(i−1)(l+1−r)
n ε

l+1−r
n ζ(r−1)(j−1)

n ε
r−1
n

+
n∑

r=l+1

ζ(i−1)(n+l+1−r)
n ε

n+l+1−r
n ζ(r−1)(j−1)

n ε
r−1
n

)

=
1

nε

(
ε

l∑
r=1

ζ(i−1)l
n ε

l
n ζ(r−1)(j−i)

n +
n∑

r=l+1

ζ(i−1)l
n ε

n+l
n ζ(r−1)(j−i)

n

)

=
ε
l
n ζ

(i−1)l
n

n

(
n∑
r=1

ζ(r−1)(j−i)
n

)
= δijε

l
n ζ(i−1)l

n .
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Por lo tanto A−1αlnA = diag(ε
l
n , ε

l
n ζ ln, · · · , ε

l
n ζ

(n−1)l
n ), se sigue que

A−1α(x)A = diag(x, σn(x), · · · , σn−1
n (x)).

Ahora, recordemos que el automorfismo k-lineal σ : K → K esta definido por

ε
1
4 7→ iε

1
4 y para un elemento R =

∑4
j=0 α(νj)ε

j
4 ∈ K[αn], tenemos que σ actúa

sobre R de la siguiente forma σ(R) :=
4∑
j=0

α(νj)σ(ε
j
4 ). Aśı es fácil ver las siguientes

igualdades

σ2(R)−R = −2ε
1
4 (α(ν1) + ε

1
2α(ν3)),

σ3(R)− σ(R) = −2iε
1
4 (α(ν1)− ε

1
2α(ν3)),

σ(R)−R = (i− 1)α(ν1)ε
1
4 − 2α(ν2)ε

1
2 − (1 + i)α(ν3)ε

3
4 ,

σ3(R)− σ2(R) = −(i− 1)α(ν1)ε
1
4 − 2α(ν2)ε

1
2 + (1 + i)α(ν3)ε

3
4 ,

entonces tenemos que

(σ2(R)−R)(σ3(R)− σ(R)) = 4iε
1
2

(
α(ν1)2 − εα(ν3)2

)
(2.9)

y es igual a

(σ(R)−R)(σ3(R)− σ2(R))

=

4ε
(
α(ν2)2 − α(ν1)α(ν3)

)
+2iε

1
2

(
α(ν1)2 − εα(ν3)2

) (2.10)

Ahora para R ∈ K[αn]reg, usando las ecuaciones (2.9) y (2.10), tenemos que

(σ(R)−R)(σ3(R)− σ2(R))[(σ2(R)−R)(σ3(R)− σ(R))]−1

=

1

2
idn−iε

1
2

(
α(ν2)2 − α(ν1) α(ν3))

(
α(ν1)2 − εα(ν3)2

)−1

(2.11)

Esta última ecuación será usada en la prueba de la Proposición 2.5.1.



56 CAPÍTULO 2. CARCAJES TORCIDOS Y DESCENSO DE GALOIS

Observación 2.4.3. Tenemos que R ∈ K[αn]reg si y solo si σ(R) − R y σ2(R) − R

son matrices invertibles

Demostración. Si multiplicamos nuestras matrices por A−1 y A (la correspondiente

matriz definida en el Lema 2.4.2), obtenemos:

A−1(σ(R)−R)A = A−1((i− 1)α(ν1)ε
1
4 − 2α(ν2)ε

1
2 − (1 + i)α(ν3)ε

3
4 )A

= (i− 1)A−1α(ν1)Aε
1
4 − 2A−1α(ν2)Aε

1
2 − (1 + i)A−1α(ν1)Aε

3
4 ,

se sigue del mismo Lema 2.4.2 que es una matriz diagonal cuyas entradas son:

(i− 1)σmn (ν1)ε
1
4 − 2σmn (ν2)ε

1
2 − (1 + i)σmn (ν3)ε

3
4

con 1 ≤ m ≤ n.

Aśı que σ(R)−R es invertible si y sólo si

(i− 1)σmn (ν1)ε
1
4 − 2σmn (ν2)ε

1
2 − (1 + i)σmn (ν3)ε

3
4 6= 0

para todo 1 ≤ m ≤ n, si y solo si

σmn (ν2) 6= (i− 1)ε
3
4

2ε
(σmn (ν1) + iσmn (ν3)ε

1
2 )

para 1 ≤ m ≤ n, si y solo si R satisface R2.

Análogamente se puede demostrar que σ2(R) − R es invertible si y solo si R

satisface R1.

Observación 2.4.4. Sea R elemento de K[αn]. Digamos

R = α(ν0) + α(ν1)ε
1
4 + α(ν2)ε

1
2 + α(ν3)ε

3
4

Entonces kd ⊗M(R) ∼= MR′ , donde MR′ es la representación:

knd

knd

knd

knd

k2n
d

[idn |R′]

σ3([idn |R′])

σ2([idn |R′])

σ([idn |R′])

�
�
�
�
��>

��
���

�:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~
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y

R′ := diag(ν0+ν1ε
1
4 +ν2ε

1
2 +ν3ε

3
4 , · · · , σn−1

n (ν0)+σn−1
n (ν1)ε

1
4 +σn−1

n (ν2)ε
1
2 +σn−1

n (ν3)ε
3
4 ).

Demostración. Primero recordemos que podemos pensar en kd ⊗M(R) como la si-

guiente representación:

knd

knd

knd

knd

k2n
d

[idn |R]

σ3([idn |R])

σ2([idn |R])

σ([idn |R])

�
�
�
�
��>

��
���

�:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~

Sea A la matriz definida en el Lema 2.4.2. Tenemos, del lema antes mencionado, que

RA = AR′. Más aún, es fácil comprobar que σj(R)A = Aσj(R′) para 1 ≤ j ≤ 4, de

este modo:

[idn|σj(R)]

 A 0

0 A

 = [A|σj(R′)A]

= [A|Aσj(R′)]

= A[idn|σj(R′)]

aśı

knd

knd

knd

knd

k2n
d

[idn |R]

σ3([idn |R])

σ2([idn |R])

σ([idn |R])

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~ knd

knd

knd

knd

∼= k2n
d =: MR′

[idn |R′]

σ3([idn |R′])

σ2([idn |R′])

σ([idn |R′])

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~
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con el isomorfismo

fA :=



A

A

A

A A 0

0 A




.

Observación 2.4.5. Sean n ∈ Z≥2, R y S elementos de K[αn]. Digamos

R = α(ν0) + α(ν1)ε
1
4 + α(ν2)ε

1
2 + α(ν3)ε

3
4

S = α(µ0) + α(µ1)ε
1
4 + α(µ2)ε

1
2 + α(µ3)ε

3
4 .

Si

µ0 + µ1ε
1
4 + µ2ε

1
2 + µ3ε

3
4 = σmn (ν0) + σmn (ν1)ε

1
4 + σmn (ν2)ε

1
2 + σmn (ν3)ε

3
4

para alguna 1 ≤ m ≤ n entonces kd ⊗M(R) ∼= kd ⊗M(S).

Demostración. Usando la Observación 2.4.4 tenemos que kd⊗M(R) ∼= kd⊗M(S) si

y sólo si MR′
∼= MS′ . Ahora dado que

µ0 + µ1ε
1
4 + µ2ε

1
2 + µ3ε

3
4 = σmn (ν0) + σmn (ν1)ε

1
4 + σmn (ν2)ε

1
2 + σmn (ν3)ε

3
4

para alguna 1 ≤ m ≤ n se sigue que

σjn(ν0)+σjn(ν1)ε
1
4 +σjn(ν2)ε

1
2 +σjn(ν3)ε

3
4 = σm+j

n (ν0)+σm+j
n (ν1)ε

1
4 +σm+j

n (ν2)ε
1
2 +σm+j

n (ν3)ε
3
4 ,

para 0 ≤ j ≤ n− 1. Consideremos la matriz (N)ij =

 δi+1, j si i < n

δ1, j1 si i = n
es decir

N =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0


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Es fácil ver que NmR′ = S ′Nm, más aún Nmσj(R′) = σj(S ′)Nm, aśı MR′
∼= MS′ , con

el morfismo fNm .

Observación 2.4.6. Sea R ∈ K[αn]. Si R satisface R1 pero no R2. entonces R

M(R) ∼= M(α(ε
1
2 )ε

1
4 + α(−i)ε

3
4 )

o

kd ⊗M(R) ∼=

n
4
−1⊕
j=0

(
M0 ⊕M1 ⊕M(12∞3) ⊕M(∞213)

)
.

Donde

kd

kd

kd

kd

M(12∞3) :=k2
d

(1 0)

(0 1)

(0 1)

(1 1)

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~ kd

kd

kd

kd

M(∞213) :=k2
d

(0 1)

(0 1)

(1 0)

(1 1)

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~

Demostración. Sea R ∈ K[αn] matriz que satisface R1 pero no R2, es decir ν1 es

distinto de ±ν3ε
1
2 y existe m en {0, · · · , n− 1} tal que

σmn (ν2) =
(i− 1)ε

3
4

2ε
(σmn (ν1) + iσmn (ν3)ε

1
2 ),

de la Observación 2.4.5 podemos suponer sin perdida de generalidad que m = 0.

Estudiaremos cada caso:

ν1 = ±iν3ε
1
2 . En este caso ν2 = 0. Tomemos ν1 = iν3ε

1
2 , entonces

R = α(iν3ε
1
2 )ε

1
4 + α(ν3)ε

3
4

= α(iν3)α(ε
1
2 )ε

1
4 + α((−i)iν3)ε

3
4

= α(iν3)(α(ε
1
2 )ε

1
4 + α(−i)ε

3
4 )
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Por lo que M(R) ∼= M(α(ε
1
2 )ε

1
4 + α(−i)ε 3

4 ), usando el isomorfismo idn 0

0 α(iν3)

 , idn
 .

De forma similar se puede hacer la demostración para ν1 = −iν3ε
1
2 .

ν1 6= ±iν3ε
1
2 . En este caso ν2 = (i−1)ε

3
4

2ε
(ν1 + iν3ε

1
2 ) 6= 0, aśı

R = α(ν1)ε
1
4 + α

(
(i− 1)ε

3
4

2ε
(ν1 + iν3ε

1
2 )

)
ε

1
2 + α(ν3)ε

3
4

antes de continuar es importante que recordemos que α(ε
j
4 ) 6= α(1)ε

j
4 . Por otro

lado, para cada m ∈ {0, · · · , n− 1}:

σmn (ν2) = σmn

(
(i− 1)ε

3
4

2ε
(ν1 + iν3ε

1
2 )

)

= σmn

(
(i− 1)

2ε
ν1ε

3
4 − (1 + i)

2
ν3ε

1
4 )

)
=

(i− 1)

2ε
σmn (ν1)σmn (ε

3
4 )− (1 + i)

2
σmn (ν3)σmn (ε

1
4 )

=
(i− 1)

2ε
σmn (ν1)σm(ε

3
4 )− (1 + i)

2
σmn (ν3)σm(ε

1
4 )

=
(i− 1)(−i)m

2ε
σmn (ν1)ε

3
4 − (1 + i)im

2
σmn (ν3)ε

1
4

De la Observación 2.4.4 se sigue que kd ⊗M(R) ∼= MR′ . Se puede ver que cada

entrada en la diagonal de R′ tiene la forma:(
1− (1− i)(−i)m

2

)
σmn (ν1)ε

1
4 +

(
1− (1 + i)im

2

)
σmn (ν3)ε

3
4 .

No es muy dif́ıcil ver que en general las entradas en la diagonal de la matriz

σj(R′) tiene la forma(
ij − (−1)j

(1− i)(−i)m

2

)
σmn (ν1)ε

1
4 +

(
(−i)j − (−1)j

(1 + i)im

2

)
σmn (ν3)ε

3
4 ,

con 0 ≤ m ≤ n − 1 y 0 ≤ j ≤ 3. Para esta demostración denotaremos a estos

elementos por ajm. Tenemos que
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kd

kd

kd

kd

MR′
∼=
⊕n−1

m=0 k
2
d

[1|a0m]

[1|a3m]

[1|a2m]

[1|a1m]

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~

Además tenemos las igualdades

a0m = a1m śı m ≡ 0(mod4),

a1m = a2m śı m ≡ 1(mod4),

a2m = a3m śı m ≡ 2(mod4),

a3m = a0m śı m ≡ 3(mod4).

Ahora es fácil demostrar que cada una de las representaciones en nuestra suma

es isomorfa a M0, M1, M(12∞3) y M(∞213) si m es congruente con 0, 1, 2 y 3,

respectivamente.

De esta observación se sigue que si R /∈ K[αn]reg, entonces no puede ser isomorfa

a ninguna de las que aparecen en nuestro Cuadro 2.1.

Por otro lado, para cualquier t ∈ C((x)), tenemos que
√
t ∈ C((x

1
2 )). Más precisa-

mente:

Lema 2.4.7. Sea C((x)) el campo de series de Laurent sobre los complejos, para

t ∈ C((x)), existe s ∈ C((x)) tal que

t =

 s2 si codeg(t) es par

xs2 si codeg(t) es impar

Demostración. Sea t =
∑∞

j=n0
tjx

j, donde tj ∈ C y n0 = codeg(t). Si n0 = 2m, para
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algún m ∈ Z, es fácil ver que s2 = t, con s =
∑∞

j=m sjx
j ∈ C((x)), y

sm+j =


√
tn0 j = 0

tn0+j−(2
∑r−1
k=1 sm+ksj+m−k+s2m+r)

2sm
j = 2r, r ≥ 1

tn0+j−(2
∑r
k=1 sm+ksj+m−k)

2sm
j = 2r + 1, r ≥ 0.

Mientras que si n0 es impar, tenemos que t = x
∑∞

j=n0−1 tj+1x
j. Ahora como n0 − 1

es par, podemos encontrar la correspondiente ráız de
∑∞

j=n0−1 tj+1x
j.

Para cada n ∈ Z>0 definimos los siguientes subconjuntos de kn:

I(1)
n =

 kn \ {ε
1
2} si n ≡ 0(mod4)

kn si n 6≡ 0(mod4)
, (2.12)

I(2)
n =

 kn \ {0} si n ≡ 1(mod2)

{ε−n−2
4 C[[ε

1
n ]]} si n ≡ 2(mod4)

(2.13)

Ahora denotaremos para cada s ∈ kn y j ∈ {1, 2} por M
(j)
n (s) la representación

de Λ la cual tiene por matriz [α0
n|R

(j)
n (s)].

Finalmente definimos φ
(j)
n : I

(j)
n → kn, s 7→ φn(R

(j)
n (s)) para [α0

n|R
(j)
n (s)].

Proposición 2.4.8. Con la notación de arriba, tenemos para cada n ∈ Z>0 que:

1. kn = Im(φ
(1)
n )∪̇ Im(φ

(2)
n ) para n 6≡ 0(mod4).

2. kn \ {0} = Im(φ
(2)
n ) para n ≡ 0(mod4).

Demostración. 1. Si n ≡ 1(mod 2) el resultado sigue del Lema 2.4.7.

Por otro lado, si n ≡ 2(mod 4) es fácil ver que si t ∈ Im(φ
(2)
n ) la ráız

√
1− 4t2ε

no es un elemento de kn. Concluimos que Im(φ
(1)
n ) y Im(φ

(2)
n ) son disjuntos. Sea

t ∈ kn tal que t /∈ Im(φ
(2)
n ), entonces

s = i
1 +
√

1− 4t2ε

2t
∈ kn.
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Notemos que:

is

s2 − ε
=

i
(
i1+
√

1−4t2ε
2t

)
(
i1+
√

1−4t2ε
2t

)2

− ε

=

(
1+
√

1−4t2ε
2t

)
(1+2

√
1−4t2ε+1−4t2ε)+4t2ε

4t2

=
4t2(1 +

√
1− 4t2ε)

2t(2 + 2
√

1− 4t2ε)

= t.

Por lo tanto kn = Im(φ
(1)
n )∪̇Im(φ

(2)
n ).

2. Si n ≡ 0(mod4). Para t ∈ kn \ {0} podemos escoger s = −i+tε
1
2

t
∈ kn \ {ε

1
2},

entonces

−i
s− ε 1

2

=
−i

−i+tε
1
2

t
− ε 1

2

=
−i

−i+tε
1
2−tε

1
2

t

= t

Por lo tanto kn \ {0} = Im(φ
(2)
n ).

2.5. Clasificación de las representaciones regulares

simples

Sea R =
∑4

j=0 α(νj)ε
j
4 ∈ K[αn]reg tal que φn(R) ∈ kn es genérico, denotamos por

Nφn(R) :=
n−1⊕
j=0

γjdM 1
2
−iφn(R)ε

1
2

∼=
n−1⊕
j=0

M 1
2
−iσjn(φn(R))ε

1
2
.
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En la siguiente Proposición veremos que para cada R ∈ K[αn]reg tal que φn(R) ∈ kn
es genérico, entonces la representación M(R) de Λ cuya matriz es [idn |R] satisface

kd ⊗k M(R) ∼= Nφn(R), por lo tanto es regular simple.

Proposición 2.5.1. Sea R ∈ K[αn]reg tal que φn(R) ∈ kn es genérico. Entonces la

representación M(R) de Λ es regular simple.

Demostración. Sea R ∈ K[αn]reg tal que φn(R) ∈ kn es genérico. Como en el comienzo

del Caṕıtulo 2, uno puede pensar en kd⊗M(R) como la siguiente representación del

carcaj D̃4:

knd

knd

knd

knd

k2n
d

[idn |R]

σ3([idn |R])

σ2([idn |R])

σ([idn |R])

�
�
�
�
��>

���
���:

XXXXXXzZ
Z
Z
Z
ZZ~

Similarmente podemos ver a Nφn(R) como

knd

knd

knd

knd

k2n
d

[idn 0n]

[0n idn]

[idn idn]

[idn T ]

�
�
�
�
�
�
�>

���
���

�:

XXXXXXXzZ
Z
Z
Z
Z
Z
Z~

con T := diag(1
2
− iφn(R)ε

1
2 , 1

2
− iσn(φn(R))ε

1
2 , · · · , 1

2
− iσn−1

n (φn(R))ε
1
2 ).

Sea A la matriz definida en la prueba del Lema 2.4.2 y φ : kd ⊗M(R) → Nφn(R)
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el morfismo definido por

φ :=



(R− σ3(R))B

(σ3(R)−R)A

(σ2(R)−R)A

(σ(R)− σ3(R))B −σ3(R)B −RA

B A




(2.14)

donde B = (σ2(R) − σ3(R))−1(σ2(R) − R)A. Afirmamos que φ es un isomorfismo

entre kd ⊗k M(R) y Nφn(R). Dado que R ∈ K[αn]reg (y por la Observación 2.4.3 y

por como definimos a la matriz A, tenemos que todas las matrices involucradas en la

construcción de φ son invertibles.

Ahora sólo necesitamos mostrar que los correspondientes diagramas conmutan.

Por nuestras elecciones, tenemos que los primeros tres diagramas conmutan:

[idn |R]

 −σ3(R)B −RA

B A

 = [(R− σ3(R))B][idn 0n],

σ3([idn |R])

 −σ3(R)B −RA

B A

 = [(σ3(R)−R)A][0n idn],

σ2([idn |R])

 −σ3(R)B −RA

B A

 = [(σ2(R)−R)A][idn idn].

Por la último, tenemos que

B−1(σ(R)− σ3(R))−1(σ(R)−R)A

= A−1(σ2(R)−R)−1(σ2(R)− σ3(R))(σ(R)− σ3(R))−1(σ(R)−R)A def. de B

= A−1(σ(R)−R)(σ3(R)− σ2(R))[(σ2(R)−R)(σ3(R)− σ(R))]−1A conm. de K[αn]

= A−1

(
1

2
idn−iε

1
2

(
α(ν2

2)− α(ν1)α(ν3)
) (
α(ν2

1)− εα(ν2
3)
)−1
)
A ecuación (2.11)

=
1

2
idn−iε

1
2A−1

((
α(ν2

2)− α(ν1)α(ν3)
) (
α(ν2

1)− εα(ν2
3)
)−1
)
A distributividad

=
1

2
idn−iε

1
2 diag(φn(R), σn(φn(R)), · · · , σn−1

n (φn(R)) Lema 2.4.2
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aśı B−1(σ(R)−σ3(R))−1(σ(R)−R)A = T , es decir (σ(R)−R)A = (σ(R)−σ3(R))BT ,

de donde se sigue la última igualdad

σ([idn |R])

 −σ3(R)B −RA

B A

 = [(σ(R)− σ3(R))B][idn T ].

Por lo que kd⊗kM(R) ∼= Nφn(R). Por lo tanto M(R) es una representación regular

simple de Λ.

Ahora, sean M(1) y M(2) las representaciones cuyas matrices son, respectivamente,

[1 ε
1
2 ] y [id2 |α2ε

1
4−i id2 ε

3
4 ]. Con unos sencillos cálculos uno puede verificar lo siguiente

Proposición 2.5.2. Sean N1⊕ γN1 y N2⊕ γN2⊕ γ2N2⊕ γ3N2 las representaciones

vistas en 2.3.3. Entonces

N1 ⊕ γN1
∼= K ⊗k M(1) y

N2 ⊕ γN2 ⊕ γ2N2 ⊕ γ3N2
∼= K ⊗k M(2),

más aún , M(1) y M(2) son representaciones regulares simples.

Corolario 2.5.3. Existe una correspondencia 1-1 entre las clases de isomorfismo

de las representaciones regulares simples de Λ y las clases de isomorfismos de las

representaciones ii-inescindibles de D̃4.

Demostración. El resultado se sigue de las Proposiciones 2.3.4, 2.5.1 and 2.5.2.

Teorema 2.5.4. Con la notación de arriba, tenemos para cada n ∈ Z>0:

1. Para R ∈ K[αn]reg la representación M(R) de Λ es regular simple si y sólo si

φn(R) ∈ kn es genérico. En este caso EndΛ(R) ∼= kn.

Si R, R′ ∈ K[αn]reg, entonces M(R) ∼= M(R′) si y sólo si φn(R) = σmn (φn(R′))

para alguna 1 ≤ m ≤ n− 1.

2. Las representaciones M(1) y M(2) son regulares simples, con EndΛ(M(1)) ∼= k2 y

EndΛ(M(2)) ∼= k4.
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3. Cada representación regular simple de Λ es isomorfa a una del tipo que aparece

en 1. o 2.

Demostración. 1. La primera parte se sigue de las Proposiciones 2.3.4 y 2.5.1. La

segunda parte se sigue del hecho de que para cualquier R ∈ K[αn]reg tenemos

Nφn(R)
∼=
⊕n−1

j=0 M 1
2
−iσjn(φn(R))ε

1
2
. Si R, R′ ∈ K[αn]reg, tenemos que

M(R) ∼= M(R′)

si y sólo si

Nφn(R)
∼= Nγn(R′)

si y sólo si
n−1⊕
j=0

M 1
2
−iσjn(φn(R))ε

1
2

∼=
n−1⊕
j=0

M 1
2
−iσjn(γn(R′))ε

1
2

si y sólo si

φn(R) = σmn (φn(R′))

para algún 1 ≤ m ≤ n− 1.

2. Se tiene de la Proposición 2.5.2.

3. Se sigue del Corolario 2.5.3.

Observación 2.5.5. Un hecho interesante es que casi cualquier representación re-

gular simple M con dimM = (n, 2n) satisface que EndΛ(M) ∼= kn, excepto cuando

M ∼= M(1) ó M ∼= M(2) en estos casos EndΛ(M) ∼= k2 y EndΛ(M) ∼= k4 respectiva-

mente. Es decir, EndΛ(M(j)) ∼= k2j mientras dimM(j) = (j, 2j) para j = 1, 2.

Teorema 2.5.6. Si M es una representación regular simple D̃4-homogénea de Λ con

dimM = (n, 2n), entonces M es isomorfa a una representación de la forma M
(j)
n (s)

con s ∈ I(j)
n para alguna j ∈ {1, 2}.
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Demostración. Sea M una representación regular simple D̃4-homogénea de Λ con

dimM = (n, 2n). De la definición de D̃4-homogénea y el Teorema 2.5.4 inciso 3 se

sigue que existe R ∈ K[αn]reg tal que M ∼= M(R), para algún n ∈ Z>0.

Por la proposición 2.4.8 tenemos que cada elemento de kn \ {0} pertenece a

Im(φ
(j)
n ), para j ∈ {1, 2}. Aśı existe s ∈ kn tal que

φ(j)
n (s) = σmn (φn(R)),

para alguna m ∈ {1, · · · , n}. Se concluye que

M (j)
n = M(R(j)

n (s)) ∼= M(R).

Observación 2.5.7. Usando los Teoremas 2.5.4 y 2.5.6 podemos concluir que cual-

quier representación regular simple es isomorfa a una de las siguientes formas M(1),

M(2) o M
(j)
n (s), donde [idn |R(j)

n (s)] es la matriz de la última representación, con s ∈ kn
tal que φn[R

(j)
n (s)] (ver Cuadro 2.1) es genérico.

En los siguientes ejemplos veremos como es la forma de las matrices matrices

R
(1)
3 (1) y R

(1)
2 (1− ε 1

2 ):

Ejemplo 2.5.8. 1. Consideremos s = 1 ∈ k3, siguiendo el Cuadro 2.1, tenemos

que

R
(1)
3 (1) = α(1)α2

3ε
1
2 +e

πi
4 id3 ε

3
4 =


e
πi
4 ε

3
4 0 ε

1
2

εε
1
2 e

πi
4 ε

3
4 0

0 εε
1
2 e

πi
4 ε

3
4

 = α(ε
2
3 )ε

1
2 +α(e

πi
4 )ε

3
4

aśı

φ3(R
(1)
3 (1)) = −i(ε

2
3 )2 − (0)(e

πi
4 )

02 − eπi2 ε
= −i ε

4
3

−iε
= ε

1
3 .
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Paridad de n j R
(j)
n (s) φn[R

(j)
n (s)]

n ≡ 1 (mod 2) 1 α(s)α
n+1
2

n ε
1
2 + e

πi
4 idn ε

3
4 ε

1
n s2

n ≡ 1 (mod 2) 2 e
3
4
πi idn ε

1
4 + α(s)ε

1
2 s2

n ≡ 2 (mod 4) 1 α(s)ε
1
4 + idn ε

3
4 i s

s2−ε

n ≡ 2 (mod 4) 2 iα
n
2
n ε

1
4 + (1− i)α(s)α

n
2

+1
n ε

1
2 + idn ε

3
4

1
2
ε
−1
2 + (ε

1
n s)2

n ≡ 0 (mod 4) 1 α(s)ε
1
4 + α

n
4
n ε

1
2 − idn ε

3
4

−i
s−ε

1
2

Cuadro 2.1: Ingredientes para la descripción de las representaciones regulares simples

homogéneas.

2. Si tomamos s = 1− ε 1
2 ∈ k2, tenemos que

R
(1)
2 (s) = α(1− ε

1
2 )ε

1
4 + id2 ε

3
4 =

 ε
1
4 + ε

3
4 −ε 1

4

−εε 1
4 ε

1
4 + ε

3
4

 = α(1− ε
1
2 )ε

1
4 + α(1)ε

3
4
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aśı

φ2(R
(1)
2 (1− ε

1
2 )) = −i(0)2 − (1− ε 1

2 )(1)

(1− ε 1
2 )2 − ε

= i
1− ε 1

2

(1− ε 1
2 )2 − ε

= i
1− ε 1

2

1− 2ε
1
2

= i(1− ε
1
2 )

(
∞∑
j=0

(4ε)j

)
(1 + 2ε

1
2 )

= i

(
∞∑
j=0

(4ε)j

)
([1− 2ε] + ε

1
2 ).



Caṕıtulo 3

Las álgebras canónicas de los

bimódulos de tipo (1, 4).

Ahora que ya tenemos la clasificación de las representaciones regulares simples,

obtenida en 2.5, podemos continuar con la definición de álgebras canónicas [12].

Para esto, lo primero es poder describir la función adjunta asociada a cada una

de las representaciones regulares simples. Sea M = (ϕM , V, U), la función adjunta

involucra diferentes elementos de M , como lo son D (el anillo de endomorfismos), V +

(el kernel) y U∗ = Homk(U, k). Todos estos elementos aśı como una base de V +⊗DU+

son descritos en el Cuadro 3.1, según el tipo de representación y la correspondiente

n.

En el Cuadro 3.2, usando la base elegida para V + ⊗D U+, damos la definición

explicita de las funciones adjuntas de cada uno de los casos posibles de las represen-

taciones homogéneas regulares simples.

Para cada representación regular simple podemos definir una matriz de Cartan

simetrizable y su correspondiente simetrizador, ver Sección 3.4. Para las matrices de

Cartan correspondientes a las representaciones M(1) y M(2), definimos unas nuevas

relaciones “torcidas” que difieren a las relaciones [6]. Esos dos son los únicos casos

con relaciones diferentes, en el resto de los casos tomamos las relaciones de [6], ver

71
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Observación 3.4.1.

Finalmente, definimos las álgebras canónicas generalizadas en términos de carcajes

con relaciones. Para esto, mezclamos la definición de álgebras canónicas de Ringel [12]

con las ideas usadas en [6] (para definir H(C, D, Ω)).

3.1. La definición de Ringel

En esta sección revisaremos la definición de álgebras canónicas dada por Ringel

en [12, §1], y la adaptaremos a nuestro caso particular.

Recordemos que k := C((ε)) es un campo cuasi-finito conmutativo. Las álgebras

de división que consideraremos serán k-álgebras de dimensión finita, todas ellas son

de la forma kn := k[ε
1
n ] para algún n ∈ Z>0. Tomaremos bimódulos para los cuales k

actúa centralmente. La categoŕıa de estos ka-kbbimódulos es equivalente a la categoŕıa

de ka ⊗k kb-módulos izquierdos.

Si X es un ka-kb-bimódulo, y σa es un automorfismo de ka, definimos el bimódulo

σaX con multiplicación izquierda definida como y ∗ x := σa(y)x para cualesquiera

x ∈ X, y ∈ ka y con multiplicación derecha la multiplicación usual de Xkb . Podemos

definir de forma similar Xσb como un ka-kb-bimódulo.

De hecho, por las observaciones hechas arriba, tenemos que la la categoŕıa de

k-K-bimódulos donde k actúa centralmente es equivalente a la categoŕıa de k ⊗k K-

módulos izquierdos.

Vale la pena recordar que ka⊗kkb es isomorfo a kmcm(a, b)×· · ·×kmcm(a, b) mcd(a, b)-

veces, como k-álgebras, ver Sección 2.1. Aśı, la categoŕıa de ka-kbbimódulos es semi-

simple con mcd(a, b)-isoclases de objetos simples.

Sean a, b ∈ Z>0 y X = aXb un ka-kb-bimódulo, tal que dim( kaX) dim(Xkb) = 4.

Entonces es fácil de ver que sólo dos casos son posibles:

1. ka = K, kb = k y X = K.
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2. ka = kb y X = ka ⊕ σaka, para algún a ∈ Z>0.

En nuestro trabajo sólo consideraremos el primer caso.

Denotamos por Φ al conjunto de las clases de isomorfismos de representaciones

regulares simples de X. Sea T : Φ → Z>0 una función definida por T (M) = 1 para

casi toda M ∈ Φ.

Sean M1, M2, · · · , Mt elementos de Φ no isomorfos por pares que satisfacen li :=

T (Mi) > 1. Consideremos Mi como una representación de X, con dimMi = (ni, 2ni)

y ϕi : K ⊗k k2ni → Kni un morfismo K-lineal. Sea kmi el anillo de endomorfismos

de la representación Mi, recordemos que mi = ni si Mi es homogéneo y mi = 2ni

si Mi no es homogéneo. Tenemos que k2ni es un k-kop
mi

-bimódulo, Kni es un K-kop
mi

-

bimódulo, entonces ϕi es un morfismo K-kop
mi

-lineal. Sea M+
i : V +

i → K ⊗k k2ni el

kernel del morfismo ϕi. Entonces V +
i también es un K-kop

mi
-bimódulo, y M+

i es un

morfismo K-kop
mi

-lineal. Como k2ni es un k-kop
mi

-bimódulo, U∗i := Homk(k
2ni , k) es un

kop
mi

-k-bimódulo, y podemos considerar la función adjunta M̃i : V +
i ⊗kmi U

∗
i → K de

M+
i , donde

(x⊗ y)⊗ f 7→ xf(y), para x⊗ y ∈ V +
i , f ∈ U∗i .

En la siguiente sección veremos que la función M̃ es suprayectiva para cualquier

M ∈ Φ. Siguiendo a Ringel, consideraremos la especie S = S(T ) que es representada

por el carcaj decorado en la Figura 3.1. Sea T el álgebra tensorial de S. Sea R el

ideal de T el cual es generado por los elementos de la forma

v ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
li−2

⊗u−
∑
r∈J

vr ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
l1−2

⊗ur

con v ∈ V +
i , u ∈ U∗i , J un conjunto finito y los elementos vr ∈ V +

1 , ur ∈ U∗1 , tales que

M̃i(v ⊗ u) =
∑
r∈J

M̃1(vr ⊗ ur).

Los generadores de R son elementos de

(V +
i ⊗ kmi ⊗ · · · ⊗ kmi ⊗ U∗i )⊕ (V +

1 ⊗ km1 ⊗ · · · ⊗ km1 ⊗ U∗1 ).
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11 12 · · · 1l1−1

21 22 · · · 2l2−1

kK

t1 t2 · · · tlt−1

...
...

V +
1

km1 km1 km1

km2 km2 km2

kmt kmt kmt

V +
2

V +
t

U∗1

U∗2

U∗t

Figura 3.1: “Carcaj decorado” de un álgebra canónica

La álgebra canónica de tipo T (sobre K) es, por definición, C = C(T ) = T /R.

Observación 3.1.1. Notemos que las relaciones dependen de las clases de isomorf́ıa

de los simples regulares, mientras que las especies dependen escencialmente de las

dimensiones de los simples regulares.

3.2. Funciones adjuntas.

Ahora, queremos describir las álgebras canónicas asociadas a la especie de tipo

(1, 4) sobre el campo k = C((ε)). Siguiendo a Ringel [12] la principal tarea para este

fin es describir, para el morfismo ϕM ∈ Hom(K⊗U, V ) de una representación regular

M con anillo de endomorfismo D, la función adjunta M̃ : V + ⊗D U∗ → K donde

U∗ := Homk(U, k) y M+ : V + → K⊗U es el kernel de M . Recordemos que en nuestro

caso particular tenemos que D ∼= km para algún m = n ó 2n, U ∼= k2n y V ∼= Kn para

algún n ∈ Z>0, ver §1.7. Como mencionamos en la sección anterior, por construcción

V + es un K-Dop-bimódulo y U∗ es un Dop-k-bimódulo. Dado que D es isomorfo a

km y este es un anillo conmutativo tenemos que Dop = D. Como mencionamos en
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la Observación 2.5.7, cualquier representación regular simple es isomorfa a una que

tiene alguna de las siguientes formas:

1. M(1) es la representación definida por la matriz [1 ε
1
2 ].

2. M(2) es la representación definida por la matriz [id2 |α2ε
1
4 − i id2 ε

3
4 ].

3. M
(j)
n (s) es la representación cuya matriz es [idn |R(j)

n (s)], y tal que φn(R
(j)
n (s))

es genérico. Recordemos que φn(R
(j)
n (s)) = −iν

2
2−ν1ν3
ν21−ν23ε

. Con

R(j)
n (s) = α(ν1)ε

1
4 + α(ν2)ε

1
2 + α(ν3)ε

3
4 ,

la forma de R
(j)
n (s) está descrita en el Cuadro 2.1, con s ∈ kn.

Entonces tenemos tres casos y el último de ellos tiene cinco subcasos.

M n D U∗ V + B una base de V + ⊗D U∗

M(1) 1 k2 k2 Kσ {β′0 ⊗ e1}

M(2) 2 K K Kσ ×Kσ2 {β′0 ⊗ e1, β
′
1 ⊗ e1}

M
(r)
n (s) n ≡ 1(mod 2) kn kn × kn k4n {β′j ⊗ ei} 0≤j≤n−1,

i∈{1, 2}

M
(r)
n (s) n ≡ 2(mod 4) kn kn × kn k2n × k2n {β′j, l ⊗ ei} l∈{0,1}, i∈{1, 2},

0≤j≤n−2
2

M
(r)
n (s) n ≡ 0(mod 4) kn kn × kn kn × kn × kn × kn {β′j, l ⊗ ei} 0≤l≤3, i∈{1, 2},

0≤j≤n−4
4

Cuadro 3.1: Configuración para la definición de la función adjunta de una represen-

tación regular simple en la Proposición 3.2.1. Abusando de la notación denotaremos

al 1, en los casos que M ∼= M(1) o M(2), como e1.

Proposición 3.2.1. Sea M una representación regular simple de Λ. Entonces los

siguientes casos cubren todas las posibles funciones adjuntas.

1. Si M es isomorfa a M(1), entonces la función adjunta M̃(1) esta definida por

β0 ⊗ 1 7→ ε
1
2 , donde β′0 := ε

1
2 ⊗ ẽ1 − 1⊗ ẽ2.
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2. Si M es isomorfa a M(2), entonces la función adjunta M̃(2) esta definida por

β′0 ⊗ 1 7→ ε
−1
2 y β′1 ⊗ 1 7→ −ε

−1
2 ,

donde β′j := β0 + (i)j+1ε
1
4β1, con

β0 := −iε
−1
2 ⊗ ẽ1 + (1 + i)ε

−1
4 ⊗ ẽ2 − 1⊗ ẽ3 y

β1 := (1− i)ε
−3
4 ⊗ ẽ1 + iε

−1
2 ⊗ ẽ2 − 1⊗ ẽ4.

3. Si M es isomorfa a M
(j)
n (s) cuya matriz es [idn |R(j)

n (s)], donde R
(j)
n (s) es como

en el Cuadro 2.1, para alguna s =
∑n−1

j=0 sjε
j
n ∈ kn. En los siguientes cinco

subcasos consideraremos

β0 :=
n∑
i=0

(
3∑
j=1

νj n−iε
j
4

)
⊗ ẽi − 1⊗ ẽ2n

y βl = β0 ∗ ε
l
n para 1 ≤ l ≤ n − 1. Para estos casos la función adjunta de M

aparece en el Cuadro 3.2.

Demostración. Verificaremos nuestras fórmulas caso por caso, de acuerdo a la clasi-

ficación de las representaciones regulares simples en el Teorema 2.5.4:

1. Sea ϕM(1)
: K⊗k2 → K la representación definida por 1⊗ ẽ1 7→ 1 y 1⊗ ẽ2 7→ ε

1
2 .

Tenemos que

D =


 a εb

b a

 , a+ bε
1
2

 |a, b ∈ k
 ∼= k2.

Recordemos que U∗ ∼= k2 y la multiplicación que lo hace D-módulo izquierdo

es a εb

b a

 , a+ bε
1
2

∗[ x y
]

=
[
x y

] a εb

b a

 =
[
ax+ by εay + bx

]
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M M̃ β′j, l’s

M
(1)
n (s)

y

n ≡ 1 (mod 2)

β′j, 0 ⊗ e1 7→

 sn−3
2
−jε

1
2 0 ≤ j ≤ n−3

2

s3n−1
2
−jε

3
2 + δn−1, je

πi
4 ε

3
4

n+1
2
≤ j ≤ n− 1.

β′j, 0 ⊗ e2 7→ −δn−1, j

β′j, 0 = β′j

M
(2)
n (s)

y

n ≡ 1 (mod 2)

β′j, 0 ⊗ e1 7→ δ0, n−(j+1)e
3πi
4 ε

1
4 + sn−(j+1)ε

1
2

β′j, 0 ⊗ e2 7→ −δn−1, j

β′j, 0 = β′j

M
(1)
n (s)

y

n ≡ 2 (mod 4)

β′j, l ⊗ e1 7→

(
sn−(j+1)+(−1)lδn−2

2 , j

)
ε
1
4 +(−1)lsn

2−(j+1)
ε
3
4
ε

2

β′j, l ⊗ e2 7→
(−δn−2

2 j
)l+1ε

−1
2

2

1
2

(
βj + (−1)lε

−1
2 βn+2j

2

)
0 ≤ j ≤ n−2

2
, l ∈ {0, 1}

M
(2)
n (s)

y

n ≡ 2 (mod 4)

β′j, l ⊗ e1 7→


(1−i)

(
sn
2−(2+j)ε

1
2 +(−1)lsn−(2+j)ε

)
2

0 ≤ j ≤ n−4
2

(1−i)(sn−1ε
3
2 +(−1)lsn−2

2
ε)+(i+(−1)l)ε

1
4

2
j = n−2

2

β′j, l ⊗ e2 7→
(−δn−2

2 j
)l+1ε

−1
2

2

1
2

(
βj + (−1)lε

−1
2 βn+2j

2

)
0 ≤ j ≤ n−2

2
, l ∈ {0, 1}

M
(1)
n (s)

y

n ≡ 0 (mod 4)

β′j, l ⊗ e1 7→ 1
4

[(∑3
r=0 i

lrsn(4−r)
4
−(j+1)

ε
1−r
4

)
+ δn−4

4
, ji

2l(1− i)
]

β′j, l ⊗ e2 7→
i6−lδn−4

4 j
ε
−3
4

4

1
4

(
βj + ilε

−1
4 βn

4
+j + i2lε

−1
2 βn

2
+j + i3lε

−3
4 β 3n

4
+j

)
0 ≤ j ≤ n−4

4
, 0 ≤ l ≤ 3

Cuadro 3.2: Función adjunta de una representación homogénea regular simple. Aqúı δi, j es la delta de Kronecker.
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Aśı es fácil ver que U∗ ∼= k2 como D-k-bimódulo, con la asignación e1 7→ ε
1
2 y

e2 7→ 1.

Claramente, V + es generado por β′0 := ε
1
2 ⊗ ẽ1 − 1 ⊗ ẽ2, como un K−módulo.

Note que β′0 ∗ (a + bε
1
2 ) = (a − bε 1

2 )β′0, entonces V + ∼= Kσ. Uno puede checar

que B := {β′0 ⊗ 1} es una K−base de V + ⊗ U∗. Aśı M̃(1) : V + ⊗ U∗ → K es la

función adjunta y esta definida por β′0 ⊗ 1 7→ −1.

2. Sea ϕM(2)
: K⊗k4 → K2 la representación regular simple definida como arriba.

Se pude ver que M(2) es isomorfa a la representación definida por 1⊗ ẽ1 7→ e1,

1⊗ ẽ2 7→ e2, 1⊗ ẽ3 7→ (−iε−1
2 , (1+ i)ε

−1
4 ) y 1⊗ ẽ4 7→ ((1− i)ε−3

4 , iε
−1
2 ). Tenemos

que D es
 3∑

j=0

xjα
j
4,

 x0 + (1− i)x1ε
1
4 − ix2ε

1
2 x1 + (1− i)x2ε

1
4 − ix3ε

1
2

εx3 + ix1ε
1
2 + (1 + i)x2ε

3
4 x0 + ix2ε

1
2 + (1 + i)x3ε

3
4

 |xj ∈ k


aśı D ∼= K. Entonces U∗ ∼= K como un D-k-bimódulo. Definamos

β0 := −iε
−1
2 ⊗ ẽ1 + (1 + i)ε

−1
4 ⊗ ẽ2 − 1⊗ ẽ3 y

β1 := (1− i)ε
−3
4 ⊗ ẽ1 + iε

−1
2 ⊗ ẽ2 − 1⊗ ẽ4,

entonces V + es generado por β′0 := β0 + iε
1
4β1 y β′1 := β0 − ε

1
4β1, como un

K−módulo. Dado que β′j ∗ ε
1
4 = ij+1ε

1
4 ∗ β′j tenemos que V + ∼= Kσ ×Kσ2

.

Es fácil de ver que B := {β′0 ⊗ 1, β′1 ⊗ 1} es una K−base de V + ⊗ U∗.

Aśı M̃(2) : V + ⊗ U∗ → K es la función adjunta definida por

β′0 ⊗ 1 7→ ε
−1
2 y β′1 ⊗ 1 7→ −ε

−1
2 .

3. Sea M
(j)
n (s) la representación cuya matriz es [idn |R(j)

n (s)], tal que φn(R
(j)
n (s))

es genérico. Con R
(j)
n (s) = α(ν1)ε

1
4 +α(ν2)ε

1
2 +α(ν3)ε

3
4 como en el Cuadro 2.1,

donde s =
∑n−1

j=0 sj ∈ kn. Dado que

D =


 α(ν) 0

0 α(ν)

 , α(ν)

 |ν ∈ kn
 ∼= kn,
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tenemos que U∗ ∼= kn × kn como un D-k-bimódulo.

Recordemos que νi =
∑n−1

j=0 νijε
j
n ∈ kn, definimos

aj := ν1 jε
1
4 + ν2 jε

1
2 + ν3 jε

3
4 ∈ K

para 0 ≤ j ≤ n− 1, y βl = β0 ∗ ε
l
n for 1 ≤ l ≤ n− 1, donde β0 es

β0 :=
n∑
i=1

an−i ⊗ ẽi − 1⊗ ẽ2n.

Ahora vamos a distinguir varios subcasos de a cuerdo a la paridad de n modulo

4.

a) Sea n ≡ 1(mod 2). Se puede ver que V + es generado por {β0, β1, · · · , βn−1},

como un K−módulo, más aún V + ∼= k4n (ver Lema 2.4.1). Ahora, para

tener una notación homogénea denotaremos β′j,0 := βj.

Después de algunas cuentas, se puede mostrar que

B = {β′j,0 ⊗ ei|0 ≤ j ≤ n− 1, i ∈ {1, 2}}

es una K−base de V + ⊗D U∗. Aśı M̃ : V + ⊗D U∗ → K esta definido por

β′j,0 ⊗ e1 7→ an−(j+1)

β′j,0 ⊗ e2 7→ −δn−1 j.

Más precisamente, tenemos que:

Si M = M
(1)
n (s), entonces

β′j, 0 ⊗ e1 7→

 sn−3
2
−jε

1
2 0 ≤ j ≤ n−3

2

s3n−1
2
−jε

3
2 + δn−1 je

πi
4 ε

3
4

n−1
2
≤ j ≤ n− 1.

Si M = M
(2)
n (s), entonces β′j, 0 ⊗ e1 7→ δ0n−(j+1)e

3πi
4 ε

1
4 + sn−(j+1)ε

1
2 .
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b) Sea n ≡ 2(mod 4). Para 0 ≤ j ≤ n−2
2

y l ∈ {0, 1} definimos los elementos

β′j, l := 1
2

(
βj + (−1)lε

−1
2 βn+2j

2

)
en V +. Dado que

βj =

 β′j, 0 + β′j, 1 para 0 ≤ j ≤ n−2
2

ε
1
2 (β′j−n

2
, 0 − β′j−n

2
, 1) para n

2
≤ j ≤ n− 1

se tiene que V + es generado por {β′j, l|0 ≤ j ≤ n−2
2
, l ∈ {0, 1}}, como un

K−módulo. Con un razonamiento parecido al Lema 2.4.1, tenemos que

V + ∼= k2n× k2n, con β′j, l 7→ ε
j
n el+1. Más aún, de nuestra definición de βj’s,

para 0 ≤ j ≤ n−4
2

tenemos que β′j, l ∗ ε
1
n = β′j+1, l y β′n−2

2
, l
∗ ε 1

n = εβ′0,l

entonces V + ∼= k2n × k2n como K-kn-bimodulos.

Es fácil comprobar que

B :=

{
β′j, l ⊗ ei|0 ≤ j ≤ n− 2

2
, l ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2}

}
es una K−base de V + ⊗D U∗. Aśı M̃ : V + ⊗D U∗ → K es la función

adjunta definida por

β′j, l ⊗ e1 7→
an−(j+1) + (−1)lan

2
−(j+1)ε

−1
2

2

β′j, l ⊗ e2 7→
(−δn−2

2
j)
l+1ε

−1
2

2
.

Más precisamente, tenemos que:

Si M = M
(1)
n (s), entonces

β′j, l ⊗ e1 7→

(
sn−(j+1) + (−1)lδn−2

2
, j

)
ε

1
4 + (−1)lsn

2
−(j+1)

ε
3
4

ε

2

Si M = M
(2)
n (s), entonces

β′j, l ⊗ e1 7→


(1−i)

(
sn
2−(2+j)ε

1
2 +(−1)lsn−(2+j)ε

)
2

0 ≤ j ≤ n−4
2

(1−i)(sn−1ε
3
2 +(−1)lsn−2

2
ε)+(i+(−1)l)ε

1
4

2
j = n−2

2
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c) Sea n ≡ 0(mod 4). Para 0 ≤ j ≤ n−4
4

definimos los elementos

βj,l :=
1

4

(
βj + ilε

−1
4 βn

4
+j + i2lε

−1
2 βn

2
+j + i3lε

−3
4 β 3n

4
+j

)
,

con 0 ≤ l ≤ 3. Al igual que antes es fácil ver que

βj = ε
r
4

3∑
l=0

i(4−l)rβ′j− rn
4
, l

para rn
4
≤ j ≤ (r+1)n

4
− 1, con 0 ≤ r ≤ 3, aśı tenemos que V + es generado

por {β′j, l|0 ≤ j ≤ n−4
4
, 0 ≤ l ≤ 3}, como un K−módulo. Se sigue que

V + ∼= kn × kn × kn × kn, donde β′j, l 7→ ε
j
n el+1. Más aún, nuevamente por

la definición de los βj’s tenemos que el isomorfismo de K-kn-bimódulos.

Uno puede verificar que

B :=

{
β′j, l ⊗ ei|0 ≤ j ≤ n− 4

4
, 0 ≤ l ≤ 3, i ∈ {1, 2}

}
es una K−base de V + ⊗D U∗. En este caso la única opción para M es

M
(1)
n (s), aśı M̃ : V + ⊗D U∗ → K, es la función adjunta definida por

β′j, l ⊗ e1 7→
1

4

[(
3∑
r=0

ilrsn(4−r)
4
−(j+1)

ε
1−r
4

)
+ δn−4

4
, ji

2l(1− i)

]

β′j, l ⊗ e2 7→
i6−lδn−4

4
jε
−3
4

4
.

Ejemplo 3.2.2. 1. Consideremos la representación regular R
(1)
3 (1). Ya vimos que

en este caso φ3(R
(1)
3 (1)) = ε

1
3 , aśı que M := M

(1)
3 (1) es una representación

regular simple.

Tenemos que

β0, 0 = ε
1
2 ⊗ ẽ1 + 0⊗ ẽ2 + e

πi
4 ε

3
4 ⊗ ẽ3 − 1⊗ ẽ6,

β1, 0 = 0⊗ ẽ1 + e
πi
4 ε

3
4 ⊗ ẽ2 + ε

3
2 ⊗ ẽ3 − 1⊗ ẽ5,

β2, 0 = e
πi
4 ε

3
4 ⊗ ẽ1 + ε

3
2 ⊗ ẽ2 + 0⊗ ẽ3 − 1⊗ ẽ4,
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Dado que el isomorfismo entre U∗ = k6 y k3 × k3 esta dado por

ẽj 7→ ε
j−1
3 e1 si 1 ≤ j ≤ 3 y ẽj 7→ ε

j−4
3 e2 si 4 ≤ j ≤ 6,

tenemos que la función adjunta actúa de la siguiente manera sobre β0, 0 ⊗ e1:

M̃(β0, 0 ⊗ e1) = M̃([ε
1
2 ⊗ ẽ1 + 0⊗ ẽ2 + e

πi
4 ε

3
4 ⊗ ẽ3 − 1⊗ ẽ6]⊗ e1)

= ε
1
2 (ẽ1ẽ1) + 0(ẽ1ẽ2) + e

πi
4 ε

3
4 (ẽ1ẽ3)− 1(ẽ1ẽ6)

= ε
1
2 (1) + 0(0) + e

πi
4 ε

3
4 (0)− 1(0)

= ε
1
2

del mismo modo

M̃(β0, 0 ⊗ e1) = ε
1
2 M̃(β1, 0 ⊗ e1) = 0 M̃(β2, 0 ⊗ e1) = e

πi
4 ε

3
4

M̃(β0, 0 ⊗ e2) = 0 M̃(β1, 0 ⊗ e2) = 0 M̃(β2, 0 ⊗ e2) = −1.

Se puede verificar que estas asignaciones son las mismas que estan en el Cuadro

3.2, tomando s := s0 + s1ε
1
3 + s2ε

2
3 = 1 es decir s0 = 1 y s1 = 0 = s2.

Dado que el isomorfismo entre V + y k12 esta dado por βj, 0 7→ ε
j
3 tenemos que

la función adjunta de M
(1)
3 (1) es M̃ : k12 ⊗ k2

3 → K definida por

1⊗ e1 7→ ε
1
2 , ε

1
3 ⊗ e1 7→ 0, ε

2
3 ⊗ e1 7→ e

πi
4 ε

3
4 ,

1⊗ e2 7→ 0, ε
1
3 ⊗ e2 7→ 0, ε

2
3 ⊗ e2 7→ −1.

2. Tomemos la representación regular R
(1)
2 (1 − ε

1
2 ), ya hemos visto antes que

φ2(R
(1)
2 (1 − ε

1
2 )) es genérico (ver Ejemplo 2.5.8), aśı M := M

(1)
2 (1 − ε

1
2 ) es

una representación regular simple.

Tenemos que

β0 = −ε
1
4 ⊗ ẽ1 + (ε

1
4 + ε

3
4 )⊗ ẽ2 − 1⊗ ẽ4

β1 = (ε
1
4 + ε

3
4 )⊗ ẽ1 − ε

5
4 ⊗ ẽ2 − 1⊗ ẽ3
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se sigue que

β′0, 0 =
1

2
(β0 + (−1)0ε

−1
2 β1)

=
1

2

(
ε

3
4

ε
⊗ ẽ1 + ε

1
4 ⊗ ẽ2 −

ε
1
2

ε
⊗ ẽ3 − 1⊗ ẽ4

)
y

β′0, 1 =
1

2
(β0 + (−1)1ε

−1
2 β1)

=
1

2

([
−2ε

1
4 +

ε
3
4

ε

]
⊗ ẽ1 +

[
ε

1
4 + 2ε

3
4

]
+⊗ẽ2 +

ε
1
2

ε
⊗ ẽ3 − 1⊗ ẽ4

)
Al igual que en en el ejemplo anterior podemos ver que:

M̃(β0, 0 ⊗ e1) = ε
3
4

2ε
M̃(β0, 1 ⊗ e1) = −ε 1

4 + ε
3
4

2ε

M̃(β0, 0 ⊗ e2) = − ε
1
2

2ε
M̃(β1, 0 ⊗ e2) = ε

1
2

2ε
.

Dado que s = 1 − ε
1
2 , tenemos que s0 = 1 y s1 = −1 y se puede verificar

fácilmente que son las asignaciones correspondientes a nuestro Cuadro 3.2

3.3. Las álgebras canónicas de Λ de tipo (1, 4) sobre

C((ε))

Usando lo que aprendimos en la sección anterior daremos una visión más precisa

de como son las álgebras canónicas de Λ.

Sean t ≥ 1 y l := (l1, l2, · · · , lt) con lj ≥ 2. Consideremos M1, M2, · · · , Mt una

familia de representaciones regulares simples las cuales no son isomorfas por pares.

Recordemos que Mj es isomorfa a M(1), M(2) ó M(R) (Teorema 2.5.4).

Siguiendo a Ringel [12] tomaremos la especie que esta determinada por el carcaj

decorado en la Figura 3.1. Sea T el álgebra tensorial de nuestra especie. Para x =

v ⊗ u ∈ Bj definimos x̄ ∈ T como x := v ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
lj−2

⊗u, donde Bj es la base de

V +
j ⊗Dj U∗j presentada en el Cuadro 3.1.
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Sin perdida de generalidad podemos suponer que existe un elemento x0 ∈ B1 tal

que codeg(M̃1(x0)) = mı́n{M̃j(x)|x ∈ Bj, 1 ≤ j ≤ t}. Recordemos que Im(M̃j) = K

para toda 1 ≤ j ≤ t. Sea R el ideal de T generado por los elementos de la forma

v ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ u−
∑
r

vr ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ ur

con v ∈ V +
j , u ∈ U∗j y vr ∈ V +

1 , ur ∈ U∗1 , tales que M̃j(v ⊗ u) =
∑

r M̃1(vr ⊗ ur).

Tenemos dos casos:

1. Si codeg(M̃1(x0)) ≥ 0, podemos asumir que M̃1(x0) = −1. Para todo x ∈ Bj,

tenemos

M̃1(−M̃j(x) ∗ x0) = −M̃j(x) ∗ M̃1(x0) = −M̃j(x) ∗ −1 = M̃j(x).

Dado que Bj es una base de V +
j ⊗Dj U∗j se sigue que R es generado por:

{x+ M̃j(x)x0|x ∈ Bj, 1 ≤ j ≤ t}.

2. Si codeg(M̃1(x0)) < 0, tenemos que M̃1(x0)−1 ∈ C[[ε
1
4 ]], más aún para todo

x ∈ Bj 1 ≤ j ≤ t, tenemos que M̃j(x)M̃1(x0)−1 ∈ C[[ε
1
4 ]] . Al igual que en

el caso anterior podemos ver que M̃1(M̃j(x)M̃1(x0)−1 ∗ x0) = M̃j(x), aśı R es

generado por:

{x− M̃j(x)M̃1(x0)−1x0|x ∈ Bj, 1 ≤ j ≤ t}.

Por lo tanto R esta completamente definido por {Mj}1≤j≤t. Entonces podemos de-

notar la álgebra canónica T /R como C(l, {Mj}1≤j≤t).

Ejemplo 3.3.1. 1. Sean M1 := M(1) y M2 := M
(1)
3 (1) representaciones regulares

simples y l = (2, 3). Usando el Cuadro 3.1 tenemos que el carcaj decorado es

Por otro lado, es fácil ver que M̃1 : Kσ⊗k2 k2 → K esta definida por 1⊗1 7→ −1,

y vimos en el Ejemplo 3.2.2 que

M̃2(1⊗ e1) = ε
1
2 M̃2(ε

1
3 ⊗ e1) = 0 M̃2(ε

2
3 ⊗ e1) = e

πi
4 ε

3
4

M̃2(1⊗ e2) = 0 M̃2(ε
1
3 ⊗ e2) = 0 M̃2(ε

2
3 ⊗ e2) = −1.
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k2

K

k3 k3

k
Kσ k2

k3

k3

k3k12

entonces R es generado por el conjunto 1⊗ 1⊗ e1 + ε
1
2 (1⊗ 1), ε

2
3 ⊗ 1⊗ e1 + e

πi
4 (1⊗ 1), ε

2
3 ⊗ 1⊗ e2 − (1⊗ 1),

1⊗ 1⊗ e2, ε
1
3 ⊗ 1⊗ e1, ε

1
3 ⊗ 1⊗ e2


Se puede verificar fácilmente que C((2, 3), {M1,M2}) es isomorfo a

K Kσ k12 k12 K

0 k2 0 0 k2

0 0 k3 k3 k2
3

0 0 0 k3 k2
3

0 0 0 0 k


con las relaciones:

E12E25 = −E15,

E13e1E35 = E14e1E45 = −ε
1
2E12E25,

ε
2
3E13e1E35 = ε

2
3E14e1E45 = −e

πi
4 ε

3
4E12E25,

ε
2
3E13e2E35 = ε

2
3E14e2E45 = E12E25,

E13e2E35 = E14e2E45 = 0,

ε
1
3E13e1E35 = ε

1
3E14e1E45 = 0,

ε
1
3E13e2E35 = ε

1
3E14e2E45 = 0.

2. Sean M1 := M(2) y M2 := M
(1)
2 (1 − ε

1
2 ) representaciones regulares simples y

l = (3, 3). Se sigue que el carcaj modulado es
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k2 k2

K

K K

k
K

K

Kσ

Kσ2

k2

k2

K

K

k2

Se pude verificar fácilmente que M̃1 : (Kσ ×Kσ2
)⊗K K → K esta definida por

e1 ⊗ 1 7→ −ε−1
2 y e2 ⊗ 1 7→ ε

−1
2 y vimos en el Ejemplo 3.2.2 que

M̃2(e1 ⊗ e1) = −ε 1
4 + ε

3
4

2ε
M̃2(e2 ⊗ e1) = ε

3
4

2ε

M̃2(e1 ⊗ e2) = ε
1
2

2ε
M̃2(e2⊗ e2) = − ε

1
2

2ε
.

aśı el ideal R es generado por el conjunto
e1 ⊗ 1⊗ e1 − ( ε

1
4

2
− ε 3

4 )(e2 ⊗ 1⊗ 1), e2 ⊗ 1⊗ e1 + ( ε
1
4

2
)(e2 ⊗ 1⊗ 1),

e1 ⊗ 1⊗ e2 + (1
2
)(e2 ⊗ 1⊗ 1), e2 ⊗ 1⊗ e2 − (1

2
)(e2 ⊗ 1⊗ 1)


⋃

{
e1 ⊗ 1⊗ 1 +

(
ε

1
4

2

)
(e2 ⊗ 1⊗ 1)

}
.

Por otro lado, uno puede ver que C((3, 3), {M1, M2}) es isomorfo a



K Kσ ×Kσ2
Kσ ×Kσ2

K2 K2 K

0 K K 0 0 K

0 0 K 0 0 K

0 0 0 k2 k2 k2
2

0 0 0 0 k2 k2
2

0 0 0 0 0 k


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con las siguientes relaciones:

e2E12E26 =
ε

1
2

ε
E16,

e2E13E36 = = e2E12E26,

e1E12E26 = e1E13E36 = −e2E12E26,

e1E14e1E46 = e1E15e1E56 =

(
−ε

1
4 +

ε
3
4

2ε

)
e2E12E26,

e2E14e1E46 = e2E15e1E56 =
ε

3
4

2ε
e2E12E26,

e1E14e2E46 = e1E15e2E56 =
ε

1
2

2ε
e2E12E26,

e2E14e2E46 = e2E15e2E56 = −ε
1
2

2ε
e2E12E26.

3.4. Álgebras H̃tw(l, P ).

Sean t ≥ 1, l := (l1, · · · , lt) ∈ Zt≥2 y P := {ρ1, · · · , ρt} ⊂ Spec(k[x])∪̇{1, 2}. Dado

que para cada ρj ∈ P , se cumple que ρj esta en Spec(k[x]) ó {1, 2}, aśı en cualquier

caso existe una representación regular simple Mj.

Ahora, podemos definir las siguientes matrices de Cartan simetrizables C(l, P ) ∈

Matm×m(Z) con simetrizador D(l, P ) = diag(c1, · · · , cm), con m =
∑t

j=1 lj − (t − 2),

sujetas a las siguientes condiciones:

Existen I1, · · · , It ⊆ {1, 2, · · · ,m}, tales que

1. |Ij| = lj + 1,
⋃t
j=1 Ij = {1, 2, · · · ,m} y Ii ∩ Ij = {1, m} para i 6= j.

2. Para cada j ∈ {1, 2, · · · , t} tenemos CIj = C(1 2), C(2 4) ó C(n) en Mat(lj+1)×(lj+1)(Z),

ifMj
∼= M(1), M(2) ó es una representación regular simple D̃4-homogénea (M

(i)
n (s))
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con

C(1 2) =



2 −1 0

−2 2 −1

0 −1 2 ·

· · ·

· · ·

· · −1 0

−1 2 −1

0 −2 2



y D(1 2) = diag(4, 2, · · · , 2, 1),

C(2 4) =



2 −2 0

−2 2 −1

0 −1 2 ·

· · ·

· · ·

· · −1 0

−1 2 −1

0 −4 2



y D(2 4) = diag(4, 4, · · · , 4, 1),

C(n) =



2 −n 0

−4 2 −1

0 −1 2 ·

· · ·

· · ·

· · −1 0

−1 2 −2

0 −2n 2



y D(n) = diag(4, n, · · · , n, 1).

(Recordemos que CJ es la matriz que se obtiene de C al borrar tanto los ren-

glones como las columnas que no están indizadas por J).
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Ahora sea I := {I1, · · · , It}, con Ij como antes. Podemos ver Ij como {j1, j2, · · · , jlj+1},

con j1 = 1, jlj+1 = m y ji < ji+1 para toda i ∈ {1, · · · , lj} y j ∈ {1, · · · , t}. Definimos

ΩI como

ΩI = {(ji, ji+1)|1 ≤ j ≤ t, 1 ≤ i ≤ lj}.

Observación 3.4.1. Sean C(l, P ), D(l, P ), I y ΩI como arriba. Al igual que en [6],

podemos definir las siguientes relaciones

ε2aαab = −αabεb Si a = j1 y CIj = C(1, 2),

εaα
(g)
ab = (−i)gα(g)

ab εb Si a = j1 y CIj = C(2, 4),

εfbaa α
(g)
ab = α

(g)
ab ε

fab
b en cualquier otro caso, (donde fab = −cab/mcd(−cab,−cba)).

De estas relaciones se puede ver, con ayuda del Cuadro 3.3, que cada camino de

m a 1 es de la forma εrj1p
(j)
g l i, con r ∈ Z≥0. Donde

p
(j)
g l i = α

(g)
j1 j2

εlj2αj2 j3 · · ·αjlj−1 jlj
α

(i)
jlj jlj+1

.

Ejemplo 3.4.2. Consideremos t = 2, l = {2, 3} y P = {1, ρ2 = x3 − ε}, se sigue

que las representaciones regulares que tenemos son M1 = M(1) y M2 = M
(1)
3 (1).

Aśı tenemos que m = 5. Ahora para escoger nuestra matriz de Cartan simetrizable

podemos elegir, sin perdida de generalidad, los conjuntos:

I1 = {1, 2, 5}

I2 = {1, 3, 4, 5}.
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CIj j-ésimo camino g l i

C(1 2)
j1 j2 · · · jlj jlj+1

1 0 1

C(2 4)

j1 j2 · · · jlj jlj+1
1 ≤ g ≤ 2 0 1

C(n) y n ≡ 1(mod 2)
j1 j2 · · · jlj jlj+1

1 ≤ g ≤ n 0 1 ≤ i ≤ 2

C(n) y n ≡ 2(mod 4)
j1 j2 · · · jlj jlj+1

1 ≤ g ≤ n
2

0 ≤ l ≤ 1 1 ≤ i ≤ 2

C(n) y n ≡ 0(mod 4)

j1 j2 · · · jlj jlj+1

1 ≤ g ≤ n
4

0 ≤ l ≤ 3 1 ≤ i ≤ 2

Cuadro 3.3: Sea αji ji+1
: ji → ji+1 una flecha para 1 ≤ i ≤ lj, podemos ver que

cada camino de m a 1 es de la forma εrj1p
(j)
g l i, con r ∈ Z≥0. Donde p

(j)
g l i es igual a

α
(g)
j1 j2

εlj2αj2 j3 · · ·αjlj−1 jlj
α

(i)
jlj jlj+1

.

Dado que M1 = M(1) y M2 = M
(1)
3 (1), se sigue que

CI1 = C(1 2) =


2 −1 0

−2 2 −1

0 −2 2

 y D(1 2) = diag(4, 2, 1),

CI2 = C3 =


2 −3 0 0

−4 2 −1 0

0 −1 2 −2

0 0 −6 2

 y D3 = diag(4, 3, 3, 1),
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aśı

C(l, P ) =



2 −1 −3 0 0

−2 2 0 0 −1

−4 0 2 −1 0

0 0 −1 2 −2

0 −2 0 −6 2


y D(l, P ) = diag(4, 2, 3, 3, 1).

Finalmente el correspondiente carcaj es

2

1

3 4

5

ε2

ε1 ε5

ε3 ε4

α12 α25

α34

α
(1)
45

α
(2)
45

α13

Por otro lado, tenemos que h : C[[ε
1
4 ]]→ C[[ε1]] es una función definida por ε

1
4 7→ ε1.

Sin perdida de generalidad podemos asumir que existe β′g0+1 l0
⊗ ei0 ∈ B1 tal que

codeg(M̃1(β′g0+1 l0
⊗ ei0)) = mı́n{codeg(M̃j(x))|x ∈ Bj, 1 ≤ j ≤ t}.

Sea P el ideal generado por:

1. Si codeg(M̃1(β′g0+1 l0
⊗ ei0))) ≥ 0,

{p(1)
g0 l0 i0

+ h(M̃j(β
′
g−1 l ⊗ ei))p

(j)
g l i|β

′
g−1 l ⊗ ei ∈ Bj, 1 ≤ j ≤ t}.

2. Si codeg(M̃1(β′g0+1 l0
⊗ ei0))) < 0,

{p(1)
g0 l0 i0

− h(M̃j(β
′
g−1 l ⊗ ei)M̃−1

j (β′g0+1 l0
⊗ ei0))p

(j)
g l i|β

′
g−1 l ⊗ ei ∈ Bj, 1 ≤ j ≤ t}.
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Ahora, para estos C(l, P ), D(l, P ), I y ΩI queremos definir un álgebra H como

en [6], sin embargo en nuestro caso debemos considerar en algunos casos bimodulos

“torcidos” para poder producir las relaciones impuestas por las funciones adjuntas.

Para cada a ∈ {1, 2, · · · ,m} establecemos Ha := C[εa]/(ε
ca
a ) un anillo de polinomios

truncado. Si (a, b) ∈ ΩI definimos los Ha-Hb-bimodulos ćıclicos aH
tw
b como sigue:

aH
tw
b =



(αab)/(ε
2
aαab + αabεb) Si a = j1 y CIj = C(1, 2),

(α
(1)
ab , α

(2)
ab )/(εaα

(g)
ab − (−i)gα(g)

ab εb) si a = j1 y CIj = C(2, 4),

(α
(g)
ab |1 ≤ g ≤ gab)/(ε

fba
a α

(g)
ab − α

(g)
ab ε

fab
b ) en cualquier otro caso.

Entonces definimos

S :=
∏

1≤a≤m

Ha and Btw :=
⊕

(a,b)∈ΩI

aH
tw
b .

Note que Btw es naturalmente un S-S-bimodulo. Aśı podemos definir el álgebra

tensorial

Htw(l, P ) := Htw
C (C(l, P ), D(l, P ),ΩI) := TS(Btw)/P .

Ejemplo 3.4.3. Siguiendo con el Ejemplo 3.4.2, tenemos que:

H1 = C(ε1)/(ε41), H2 = C(ε2)/(ε22), H3 = C(ε3)/(ε33),

H4 = C(ε4)/(ε34) y H5 = C(ε5)/(ε5).

Además, tenemos que las aH
tw
b ’s son:

1H
tw
2 = (α12)/(ε21α12 + α12ε2),

2H
tw
5 = (α25)/(ε22α25 − α25ε5),

1H
tw
3 = (α13)/(ε41α13 − α13ε

3
3),

3H
tw
4 = (α34)/(ε3α34 − α34ε4),

4H
tw
5 = (α

(1)
45 , α

(2)
45 )/(ε34α

(1)
45 − α

(1)
45 ε5, ε

3
4α

(2)
45 − α

(2)
45 ε5),
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y P es generado por el conjunto: α13ε
2
3α34α

(2)
45 − α12α25, α13α34α

(1)
45 + ε21α12α25, α13ε

2
3α34α

(1)
45 + e

πi
4 ε31α12α25,

α13α34α
(2)
45 , α13ε3α34α

(1)
45 , α13ε

2
3α34α

(1)
45


Por otro lado, para cada 1 ≤ a ≤ m tomamos εa = ε

1
ca . En particular, la extensión

de campos k ⊆ kca tiene grado ca. Definimos S̃ :=
∏

1≤a≤m kca y para todo (a, b) ∈ ΩI :

aH̃
tw
b :=


Kσ Si a = j1 y CIj = C(1, 2),

Kσ ×Kσ2
si a = j1 y CIj = C(2, 4),

kgablab
en otro caso,

con lab = mcm(ca, cb). En particular aH̃
tw
b es un kca-kcb-bimodulo para (a, b) ∈ ΩI .

Finalmente, el álgebra tensorial

H̃tw(l, P ) := H̃tw
k (C,D,ΩI) := TS̃

 ⊕
(a,b)∈ΩI

aH̃b

 /P ′.

Donde P ′ es generado por:

1. Si codeg(M̃1(β′g0+1 l0
⊗ ei0))) ≥ 0,

{β′g0+1 l0
⊗ ei0 + M̃j(β

′
g−1 l ⊗ ei)β′g−1 l ⊗ ei|β

′
g l ⊗ ei ∈ Bj, 1 ≤ j ≤ t}.

2. Si codeg(M̃1(β′g0+1 l0
⊗ ei0))) < 0,

{β′g0+1 l0
⊗ ei0−M̃j(β

′
g−1 l⊗ei)M̃−1

j (β′g0+1 l0
⊗ei0)β′g−1 l ⊗ ei|β

′
g l⊗ei ∈ Bj, 1 ≤ j ≤ t}.

Recordemos que si v ⊗ u ∈ Bj entonces v ⊗ u = v ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
lj−2

⊗u.

Teorema 3.4.4. Sean l := (l1, · · · , lt) ∈ Zt≥2 y M1, M2, · · · ,Mt representacio-

nes regulares simples las cuales no son isomorfas dos a dos. Entonces existe P ⊂

Spec[k]∪̇{1, 2} tal que

H̃tw(l, P ) = C(l, {Mj}1≤j≤t).
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Demostración. Por el Teorema 2.5.4, tenemos para 1 ≤ j ≤ t que Mj
∼= M(1), M(2)

ó M
(i)
nj (sj) para algun nj ∈ Z>0 y sj ∈ knj . Entonces podemos escoger ρj ∈ P , como

sigue:

ρj =


1 Si Mj

∼= M(1),

2 si Mj
∼= M(2),∏nj−1

i=0 (x− σinj(sj)) si Mj
∼= M

(i)
nj (sj).

Y este es el P que estábamos buscando.
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