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Resumen

Se presenta un estudio tedrico de las propiedades electrénicas y Opticas de bicapas de
fosforeno rotadas que presentan la formacion de superredes aproximadas conocidas como
patrones de moiré. El Hamiltoniano que describe a los eletrones y huecos en la vecindad del
punto [' de la zona de Brillouin se modelo con base en una aproximacion continua para el
potencial de superred de la superestructura. Dicho modelo se parametriz6 a partir de calculos
de primeros principios para las energias de las bandas de conduccién y valencia para distintos
apilamientos presentes a lo largo de la supercelda de moiré. La diagonalizacién numérica
de este Hamiltoniano permitié identificar dos regimenes a distintos rangos del angulo de
rotacion entre las capas: un régimen de Hubbard a dngulos 6 < 2.5°, en donde los electrones
de conduccién y valencia se organizan en un arreglo de estados localizados de tipo punto
cudntico; y un régimen de Tomonaga-Luttinger para # > 3°, en donde los estados forman
arreglos de estados cuasi-unidimensionales.

El modelo desarrollado se extendid para describir la formacién de excitones en bicapas
rotadas de fosforeno, suplementado por un método semi-analitico de solucién para el proble-
ma de movimiento relativo electron-hueco con interaccion electrostatica apantallada, el cual
explota la simetria rotacional discreta de la superred. Se estudiaron las propiedades Opticas de
la superestructura mediante el cdlculo del espectro excitonico a distintos dngulos de rotacion,
revelando dos regimenes analogos al caso de los portadores de carga: para # < 4° se obtiene
un arreglo de estados excitonicos localizados, y para # > 4° un arreglo de estados exciténicos
unidimensionales. Se predice que esta reduccion dimensional de los estados de baja energia
es observable mediante técnicas Opticas, y se describen sus signaturas en el espectro de
absorcidn de la bicapa rotada de fosforeno.
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Capitulo 1

Introduccion

La importancia del aislamiento de una monocapa de grafeno [1] no solo ha sido la prueba
de la existencia de cristales bidimensionales (2D) termodindmicamente estables, sino que
también abri6é un camino hacia la exploracién de toda una familia de materiales laminares
con potenciales aplicaciones en multiples dreas tecnoldgicas. Dentro de las multiples propie-
dades de interés del grafeno, la que mas destaca es la alta movilidad de los electrones en el
material, viajando miles de distancias interatomicas sin dispersion [2]. Esto posicion6 rapi-
damente al grafeno como un material facilmente exfoliable en el que se puede explorar nueva
fisica de bajas dimensionalidades. Uno de los aspectos que limita severamente las posibles
aplicaciones del grafeno en la electrénica es su falta de brecha de energia, lo cual ha motivado
multiples métodos de funcionalizacion para generarla, los cuales desafortunadamente son un
detrimento de sus propiedades de transporte [3]. Como alternativa, se han estudiado otros
semiconductores 2D con una brecha intrinseca, como lo son los dicalcogenuros de metales
de transicién (TMDs!). La alta respuesta dptica en el rango del visible [4] y la potencial apli-
cacion como transistores de efecto campo [5] de los TMDs ha direccionado la exploracion
de semiconductores 2D hacia la busqueda de materiales con alta movilidad de portadores de
carga y una brecha de energia sintonizable. Uno de los candidatos prometedores para lograr
esto es el fosforo negro, o fosforeno, que presenta una brecha estrecha de 0.3 eV en su forma
en bulto y 1.5-2 eV como monocapa, ademds de mostrar propiedades altamente anisotrépicas
en el plano [6,7]. El aislamiento de este material y el control de la brecha de energia a
través del nimero de capas establecieron nuevos alcances experimentales de los cristales 2D,
propiciando nuevos estudios de transporte en estos sistemas [7].

Mientras que los materiales 2D ya exhiben propiedades tnicas, la posibilidad de apilar-
los artificialmente en una secuencia controlada extiende las posibilidades de exploracién de
nuevos fenémenos [8]. En particular, dos monocapas se pueden apilar con dngulo de rotacion
relativo entre las dos orientaciones cristalograficas, que da lugar a una nueva periodicidad
aproximada, conocida como patrén de moiré. Estas superredes han demostrado tener un
impacto profundo en la estructura electronica y atomica del material, dando lugar a la for-
macion de minibandas y propiedades topoldgicas no-triviales. Dentro de las bicapas rotadas

ITMD corresponde a las siglas en inglés Transition Metal Dichalcogenide



mas estudiadas se encuentran las de grafeno, en donde se ha observado superconductividad
no-convencional [9], fendmenos magnéticos [10, 11] y fases aislantes de Mott [12] cuando la
rotacion relativa corresponde a los llamados angulos magicos. Por otra parte, para las bicapas
rotadas de TMDs se han estudiado efectos como el confinamiento de excitones [13, 14], fisica
de Hubbard [15] y reconstruccion atomica [16]. Detras de estos fendmenos se encuentra la
formacion de bandas ultraplanas que promueven efectos de fuerte correlacion electrdnica,
las cuales son resultado del acoplamiento introducido por los patrones de moiré de larga
periodicidad.

El estudio de las superredes de moiré en bicapas rotadas de materiales de van der Waals
se ha orientado mayoritariamente a redes con una zona de Brillouin (ZB) hexagonal (como
el grafeno y los TMDs). En contraste, la fisica de moiré relacionada a redes con diversas
geometrias sigue siendo en gran parte inexplorada. Trabajos recientes han propuesto vias
para realizar ingenieria de bandas en bicapas rotadas a partir de redes de Bravais genéricas,
en los que se plantea la posibilidad de un aplanamiento de bandas anisotrépico [17]. Esto
se ha confirmado experimentalmente para WTe, [18], y teéricamente pare GeSe [19,20] y
fosforeno [21-23], en donde la ZB rectangular de los materiales da lugar a la formacion de
bandas planas unidimensionales.

Una de las principales limitantes en el estudio de las bicapas rotadas de materiales 2D
es que la formacion de bandas planas tiene lugar a dngulos de rotacién muy pequefios, para
los cuales la celda unitaria de la superred de moiré contiene un gran nimero de dtomos,
incrementando severamente el costo computacional de los cédlculos de primeros principios.
Una alternativa para superar esto es la formulaciéon de modelos efectivos, que capturan los
elementos de simetria de los sistemas constituyentes y a su vez describen los efectos del
patrén de moiré.

Esta tesis tiene como objetivo la descripcion de las propiedades electrénicas y 6pticas de
las bicapas de fosforeno rotadas con patrones de moiré de larga periodicidad a través de un
modelo efectivo para la hibridacion entre capas. La organizacion de contenido es la siguiente:

= En el Capitulo 2 se presenta un panorama general y revision de literatura de las
propiedades del fosforeno.

= El Capitulo 3 muestra una breve introduccién al estudio de excitones en materiales
2D y su importancia en la descripcion de las propiedades Opticas. Se implementa un
método semi-analitico para la obtencion de energias de enlace y funciones de onda de
excitones en monocapas de fosforeno.

= En el Capitulo 4 se presenta la formulacién de un Hamiltoniano efectivo para la
hibridacién electrénica en bicapas de fosforeno rotadas. Se exploran los efectos del
patron de moiré en estos materiales para distintos regimenes de dngulos de rotacion
entre capas a través del calculo de la estructura de minibandas. Se muestra ademas
una caracterizacion cuantitativa del cruce entre las distintas fases de dimensionalidad
electronica encontradas.

= El Capitulo 5 trata el problema de excitones en superredes de moiré formadas en las
bicapas de fosforeno rotadas. Se calcula la estructura de bandas excitonica para distintos
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angulos de rotacion. Se presenta el espectro de absorcion y de fotoluminiscencia, a partir
de los cuales se identifican los regimenes de confinamiento debidos a la superred.

= Finalmente, en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones.






Capitulo 2

Fosforeno

Similar al grafito, el fosforo negro es un material en capas con atomos fuertemente
enlazados en el plano, mientras que las capas adyacentes interactian débilmente entre si a
través de fuerzas de van der Waals. Sin embargo, a diferencia del grafito, donde se tienen
orbitales hibridizados sp? formados con los tres primeros vecinos de cada dtomo, en el fosforo
negro los 4tomos cuentan con cinco electrones de valencia (3s?3p®) disponibles para enlaces.
Cada 4tomo de fésforo se enlaza a tres 4tomos vecinos a través de orbitales hibridizados sp?,
haciendo que los 4tomos de fésforo formen una red de panal corrugada (Fig. 2.1(a-c)).

La monocapa de fésforo negro, conocida como fosforeno, tiene una estructura ortorrombi-
ca, lo cual, en conjunto con el corrugamiento caracteristico, resulta en una fuerte anisotropia
estructural. Esto se refleja en una variedad de propiedades eléctricas y Opticas anisotrépicas
en el plano del material [24]. Los vectores primitivos de la red bidimensional estan dados por
a; = a,(1,0) y ag = a,(0,1), con a, = 3.296 A y a, = 4.590 A [25]. Los vectores base
de la red reciproca son G, = 3—:(1, 0)y Ge = 2—2(0, 1), lo cual resulta en una zona de Bri-
llouin (ZB) rectangular. En la Fig. 2.1(d) se etiquetan los puntos de alta simetria I" = (0, 0),
X = %Gl, Y = %GQ yS = %(Gl + G3). En analogia con el grafeno, a la direccién x se le
conoce como zigzag y a la direccién y como armchair.

2.1. Estructura electronica

A diferencia de otros semiconductores bidimensionales como los TMDs, que presentan
una transiciéon de brecha de energia indirecta a directa en el limite monocapa, el fosforo
negro es un material que exhibe una brecha directa en el punto I' en su forma en bulto, pocas
capas y en monocapa, variando desde ~ 0.3 eV (bulto) hasta ~ 2 eV (monocapa) [27]. La
comparacion de la estructura de bandas de la monocapa, bicapa y tricapa (Fig. 2.2) revela una
reduccidn progresiva de la brecha con respecto al nimero de capas n de acuerdo a la expresion
Fpg = Ae P"/n® + D, donde A = 1.71 eV, B = 0.17, C = 0.73, y D = 0.4 eV [28].
Utilizando esta expresion, en el limite del caso en bulto n — oo se tiene que Egg — 0.4 €V,
muy cercano al valor conocido de 0.3 eV para el fosforo negro [29]. Cabe destacar que, para
el fosforeno, la banda de valencia de mayor energia es casi plana en la direcciéon X, con una

5



6 2.1. ESTRUCTURA ELECTRONICA

AGZ

G

Figura 2.1: (a) Vista superior y (b,c) vista lateral de la estructura cristalina de la monocapa
de fosforeno. Se muestran los vectores primitivos de la red a; y as. (d) Zona de Brillouin
rectangular incluyendo los puntos de alta simetria I', X, Y, S y los vectores de la red reciproca
G y Gs. Paneles (a)-(c) reproducidos con permiso de [26].

masa efectiva de m,, , = 1.61mg [30] (con m( la masa del electron libre), por lo que existe
la posibilidad de que el mdximo esté ligeramente desviado del punto I', pero probablemente
este desplazamiento sea tan pequefio que no se pueda medir a temperatura ambiente [31,32].

La evolucion de la brecha de energia es de particular interés debido a que el fosforo negro
es el material 2D en el cual esta cantidad varia mas drasticamente con el nimero de capas.
El acoplamiento intercapa juega un papel central en la evolucién de la brecha de energia
electronica. A partir de calculos de teoria del funcional de la densidad (DFT?), es posible
identificar la densidad de carga diferencial para sistema de varias capas, en donde se muestra
explicitamente un comportamiento tipo covalente en la region intercapa y una reduccién de
carga entre dtomos de la misma capa [33]. Este fendmeno se debe a la formacién de enlaces
covalentes de cada dtomo con sus tres primeros vecinos en el plano, dejando un par de
electrones apuntando en la direccion perpendicular. La fuerza de van der Waals es tan intensa
que atrae las capas de fosforeno lo suficientemente cerca para que los pares de electrones de
cada atomo se hibridicen entre si, mostrando un par de estados de enlace (bonding) y anti-
enlace (anti-bonding). Esta fuerte hibridacion electrénica intercapa es uno de los aspectos
distintivos del fésforo negro en comparacion con otros materiales 2D.

Ademads de la hibridacion intercapa, la brecha electronica en el fésforo negro de pocas
capas también es afectada por pardmetros adicionales como la distancia y el orden de api-
lamiento entre capas. Existen al menos cuatro tipos de apilamiento, los cuales se etiquetan
como AA, HA, BA y HH (Fig. 2.3). La caracterizacion de los apilamientos se realiza a través
de un vector de desplazamiento r(, que representa la posicion relativa entre dos dtomos de
referencia en cada capa. El fosforo negro con apilamiento HA es la configuracion més estable,
reduciendo la energia de cohesion con respecto a AA, BA y HH por 0.075 eV, 0.133 eV y

IDFT corresponde a las siglas en inglés Density Functional Theory.
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Figura 2.2: Estructura de bandas y primera zona de Brillouin (recuadros) para fésforo negro
en capas (n = 1,2,3) y en bulto, obtenidas a partir de calculos GW (lineas claras) y de
amarre fuerte (lineas oscuras). Figura reproducida con permiso de [28].

0.069 eV, respectivamente [25].

2.2. Propiedades de simetria

El analisis de simetria es de gran importancia para la descripcion de los eigenestados
del Hamiltoniano del material. El fosforeno tiene las mismas propiedades de simetria en el
plano que el fésforo negro en bulto, cuyo grupo espacial es ortorrombico centrado en la base.
Este grupo espacial es no-simérfico y es isomorfo al grupo puntual D5, [32,34]. Los ocho
elementos son: rotacién pura con respecto al eje X, Cs,; inversion espacial Z; reflexién con
respecto al plano yz, 0,.; dos rotaciones con respecto a y y z seguidas de una traslacion
T relacionada al vector r, = %(ax, ay), TCyy y TCy,; y dos reflexiones con respecto a los
planos zy y zx seguidas de la traslacion 7, 7o, y 70 ... Ya que el grupo Dy, es abeliano (sus
elementos conmutan), cada elemento forma una clase y sus representaciones irreducibles
(RIs) son unidimensionales. En la Tabla 2.1 se muestra la tabla de caracteres del grupo Dy,.

De la teoria de grupos [34], se tiene que el punto I' de la ZB hereda el grupo de simetria
del cristal, por lo que los estados electrénicos en este punto se pueden clasificar de acuerdo
a las RIs de Dy, segin sus propiedades de transformacién ante las operaciones de simetria.
Los estados que pertenecen a la misma RI se pueden relacionar entre si a través de las
operaciones de simetria, por lo que tienen la misma energia. Debido a que las RlIs de Do,
son unidimensionales, los estados en el punto I' son no-degenerados y se pueden elegir como
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Figura 2.3: Esquema con los tipos de apilamiento en las bicapas de fosforeno ilustrados a
partir del desplazamiento relativo de dos celdas unitarias. Se muestra con flechas color verde

el vector ry que caracteriza la posicion relativa de dos atomos de referencia.

Tabla 2.1: Tabla de caracteres del grupo D-;, que describe las propiedades de las bandas
electronicas del fosforeno en el punto I' [32].

Doy | E Co 7Co 7C% I T04 0y TOuy
Ag +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
By, | +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1
By | +1 -1  +1 -1 +1 -1 -1 +1
Bs, | +1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 -1
A, | +1 +1  +1 +1 -1 -1 -1 -1
By, | +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 +1
By, | +1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 -1
Bs, | +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1

eigenestados de los elementos de Dyj,. Calculos DFT muestran que la banda de conduccion
de menor energia (c) y la banda de valencia de mayor energia (v) se transforman de acuerdo
a las RIs By, y Bs,, respectivamente. Las siguientes bandas de conduccién () y valencia
(v") se transforman de acuerdo a Bs, y A,, respectivamente [32].

2.3. Propiedades opticas

Como se ha discutido hasta el momento, la corrugacion de la estructura cristalina en el
fosforeno en la direccién armchair tiene importantes efectos en multiples propiedades del
material, siendo una de ellas la variacion de las propiedades Opticas con respecto a los dos ejes
cristalograficos. El efecto caracteristico en el espectro Optico del fosforeno es el dicroismo
lineal para energias cercanas a la brecha de energia, lo cual representa una diferencia en
la absorcién de luz con polarizacion lineal en X en contraste con la luz con polarizacién
en y [35]. Para comprender este fendmeno es necesario tomar en cuenta que la cantidad
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que caracteriza la fuerza de oscilador para la transiciones interbanda inducidas por luz con
polarizacién lineal a lo largo de un vector G es el elemento de matriz <1/) f‘ pu|1/)i>, donde
1; y 1y son estados de Bloch en el punto I' y p,, = p - u es la proyeccién del operador de
momento. Ya que <z/1 ¥ | Pu ‘ ¢i> es un escalar, es invariante ante las transformaciones del grupo
Dsy,, 0 equivalentemente, se transforma de acuerdo a la representacion totalmente simétrica
Ay. De acuerdo a teorfa de grupos, para que esto suceda el producto directo de las RIs que
conforman el elemento de matriz, I'(¢)f) ® ['(p,) @ I'(¢);), debe contener la RI A, [36].
Para las transiciones de la bandas de valencia a la banda de conduccién de menor energia
se tiene I'(¢;) = Bs, y I'(¢y) = B4, mientras que para luz polarizada a lo largo del eje y
se tiene I'(p,) = Ba,, tal que By, ® Boy, ® B3, = A, por lo que esta transicion Gptica estd
permitida. Por otra parte, para la luz polarizada a lo largo de x la Rl es I'(p,) = B3, donde
B, ® Bs, ® B3y = By, por lo tanto esta transicion es prohibida por argumentos de simetria.
La transicién de menor energia permitida para la luz con polarizacion lineal x es entre las
bandas v y ¢/, cuya separacion de energia es ~ 5 eV, que corresponde al régimen ultravioleta.
Esta alta sensibilidad del espectro de absorcidon a la orientacion del campo eléctrico posiciona
al fosforeno como un candidato ideal para ser un polarimetro fotoconductor a frecuencias del
infrarrojo cercano [37].

Adicionalmente a la absorcion dependiente de la polarizacidn, el espectro de absorcion
del fésforo negro varia dristicamente con el nimero de capas y con el dopaje. Como se
discuti6é anteriormente, la brecha de energia disminuye al aumentar el grosor de la muestra
y, naturalmente, el espectro de absorcion se recorre a energias menores hasta eventualmente
alcanzar 0.3 eV (muestra en bulto). Otra caracteristica que se observa en la absorcion es el
aumento en el nimero de picos al incrementar el nimero de capas. Esto se asocia al aumento
de subbandas de valencia y conduccidn, introduciendo nuevas transiciones en el régimen de
bajas energias en la vecindad del punto I" [38].

2.4. Bicapa de fosforeno rotada

Cuando dos monocapas de un material 2D se apilan con un pequefio desalineamiento,
como lo es un dngulo de rotacién entre si, se rompe la simetria traslacional discreta de los
constituyentes y se genera una nueva periodicidad aproximada en la superestructura resultante.
Al disefio geométrico de esta nueva periodicidad se le conoce como patron de moiré, el cual
tiene asociada una escala de longitud mucho mayor a los pardmetros de red de los materiales
que la componen. La descripcion apropiada de estos patrones es de gran relevancia ya que
tiene efectos importantes en las propiedades electrénicas, Opticas y térmicas del sistema.

La rotacién de un material 2D con respecto a otro produce un efecto andlogo al fenémeno
de batimiento (o pulsacién), en donde dos ondas con frecuencias distintas interfieren en un
punto del espacio, produciendo una interferencia alternante constructiva o destructiva cuya
frecuencia es igual al valor absoluto de la diferencia de las frecuencias originales. Asi, el
patron de moiré 2D resulta de la interferencia entre las periodicidades individuales de las dos
capas. Para ciertos dngulos particulares se obtiene una simetria traslacional exacta, con una
periodicidad mayor a la de los cristales individuales. Este caso se le conoce como un angulo
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g1

mZ7ZB

Figura 2.4: (a) Esquema del patrén de moiré en la bicapa de fosforeno rotada con un dngulo
6. Se ilustra la supercelda de moiré y se identifican las cuatro regiones de alta simetria. (b)
Rotacién concéntrica de las zonas de Brillouin con sus vectores principales G; y G.. Se
muestra la construccion de la zona de Brillouin relacionada a la supercelda de moiré (mZB)
y se etiquetan sus puntos de alta simetria v, , s y y.

conmensurable, y la simetria particular define la supercelda de moiré conmensurable. En el
caso opuesto en el que no emerge una simetria traslacional exacta, se dice que el sistema es
inconmensurable.

A través del dngulo de rotacion, el desplazamiento local entre las celdas unitarias de
cada monocapa varia a lo largo del espacio, lo cual es equivalente a una modulacién del
apilamiento local en diferentes puntos del plano. La eleccion del eje de rotacion es equivalente
a elegir un desplazamiento relativo particular de referencia entre capas. Para un sistema
conmensurable, solo un conjunto finito de apilamientos locales ocurren, mientras que para
un sistema inconmensurable, todos los apilamientos posibles estin presentes [39] y cada uno
tiene una correspondencia particular con un punto en el espacio. Los apilamientos que tienen
asociado un grupo de simetria puntual frecuentemente corresponden a puntos criticos en la
estructura electrénica y se les conoce como puntos de alta simetria. La caracterizacion de los
apilamientos presentes, incluyendo a los puntos de alta simetria, se realiza a través del vector
ro (ver Fig. 2.3) y una distancia intercapa local d(r(). En la Fig. 2.4(a) se muestra el patrén
de moiré formado en la bicapa de fosforeno rotada, en donde se identifican los puntos de alta
simetria identificados como los apilamientos discutidos en la Seccién 2.1. Los valores de r
en los cuatro puntos de alta simetria se incluyen en la Fig. 2.3.

Aln en el caso de un sistema inconmensurable, existe una escala de longitud de moiré
bien definida para las bicapas rotadas. Para determinar esta cantidad primero es necesario
describir la geometria del patron de moiré en espacio reciproco para un angulo de rotacion
arbitrario 6. Considere a la monocapa inferior (superior) rotada por —6/2 (6/2) y descrita
por los vectores de la red reciproca G, (G;). En términos de los vectores reciprocos G; de
las monocapas sin rotar, se tiene

G, =R_9Gi, G, =Ry;Gy, 2.1)
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Figura 2.5: Magnitudes de los dos vectores de la superred de moiré en funcion del dngulo
de rotacién ¢ para la bicapa de fosforeno rotada.

donde R, representa una rotacion antihoraria por un dngulo ¢ con respecto al eje z. Los
vectores de la red reciproca asociada al patrén de moiré g, se escriben directamente como

~ ~

g =G -G (22)

1

Esta construccién se ilustra en la Fig. 2.4(b). Para dngulos de rotacién 6 suficientemente
pequeios se tiene

[ cos (g) F sen (g) Gigs Giz F 5 G
Reso2Gi = <:I: sen (2)  cos (1) ~ 226, 1 G 2.3)
por lo que
g ~0 (‘5"7?/) , (2.4)
o bien,
g, ~ 0z x G;. (2.5
Los vectores base de moiré son
21 27
g1~ ea_y’ 8o = —Qa—x (2.6)
x Y

En la Fig. 2.4(c) se muestra la zona de Brilloiun de moiré (mZB) deﬁnida por los vectores
(2.6). Para encontrar los vectores primitivos de la superred de moiré a se utiliza la definicién
all . g g; = 2md; ;, resultando en

12\/[ ~ —a,0'x. 2.7)

M pg-lg
a; ~a0y, a y

En la Fig. 2.4(a) se ilustra la supercelda de moiré (mSC) definida por los vectores (2.7).
Es importante destacar que, en general, la red asociada al patrén de moiré no es la misma
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a la red cristalogréfica de las dos capas que componen al sistema. La red cristalografica
esta definida en términos de una simetria traslacional perfecta que solo se conserva en los
angulos conmensurables. En cambio, los vectores de la superred de moiré (2.7) siempre
estdn definidos. Mas atin, cuando la periodicidad en cada direccién satisface |a}| > |a|,
es natural esperar que sea la periodicidad de moiré la que determine las propiedades fisicas
del sistema a bajas energias, en lugar de las periodicidades cristalograficas. En la Fig. 2.5 se
muestra la magnitud de los dos vectores de red de moiré en funcién del dngulo de rotacién 6.

Para patrones de moiré inconmensurables de larga periodicidad (f < 1), el apilamiento
atomico varia lentamente a lo largo de la supercelda de moiré, en donde es posible aplicar la
llamada aproximacion continua para describir las propiedades electronicas de bajas energias.
La aproximacion consiste en tratar a ro como un campo vectorial dependiente de la posicion
r en el plano. En este caso, esta funcion se puede aproximar por

ro(r) = 6z x r. (2.8)

Para modelar las bicapas rotadas se buscard interpolar los distintos pardmetros dependientes
de r( a partir de valores conocidos en un nimero finito de apilamientos atomicos.



Capitulo 3

Excitones en fosforeno

La brecha de energia en semiconductores puede ser determinada experimentalmente por
distintos métodos, entre los cuales estan los métodos eléctricos y los 6pticos. Por una parte,
los métodos eléctricos caracterizan la energia necesaria para introducir por tunelamiento un
electrén a la banda de conduccion y un hueco a la banda de valencia, lo cual esta asociado a la
energia de excitacion individual de las cuasiparticulas. Por otro lado, en los experimentos de
absorcion de luz, los fotones crean simultdneamente un par electrén-hueco, los cuales pueden
formar un estado ligado a través de la interaccion electrostética. La brecha de energia medida
por experimentos Opticos corresponde entonces a la suma entre la brecha de cuasiparticla y
la energia de enlace del estado ligado. A esta cuasiparticula compuesta por un par electron-
hueco ligado se le denomina excitén. Particularmente, los excitones con grandes energias
de enlace (~ 0.1 — 1 eV) son tipicos en los semiconductores 2D, incluyendo a los TMDs,
hBN y al fosforeno [40-42]. Este incremento en las energias de enlace se debe al hecho de
que, a diferencia de los semiconductores en bulto, la interaccion electrostatica electron-hueco
experimenta un apantallamiento mucho menor, el cual estd asociado inicamente al vacio o al
medio dieléctrico que rodea al material. Este escenario se ilustra en la Fig. 3.1(a). Estas altas
energias de enlace se manifiestan en un fuerte contraste entre la brecha de energia eléctrica
y la 6ptica, ademds de mostrar un aumento en la amplitud relativa de las lineas de absorcion
debidas a los excitones en comparacion con las excitaciones individuales de cuasiparticula
(Fig. 3.1(b)). Note que, para los excitones 2D, el rol de la susceptibilidad eléctrica en el plano
solo tiene relevancia a distancias cortas, que es cuando existe mayor densidad de lineas de
campo en el material. Cuando se incrementa la distancia electrén-hueco, la mayor parte de la
interaccion sucede a través del medio que rodea al material, por lo que se espera que en este
caso se recupere la interaccion de Coulomb. A continuacion se presentard una descripcion
detallada de la interaccion electrostatica electron-hueco en materiales 2D y del cédlculo de
energias de enlace de excitones en fosforeno.

13
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r'y
Brecha de
Exciton energia 3D

- Brecha de
Exciton  energia 2D

A e

Absorcién éptica

Energia

Figura 3.1: (a) Diagrama del exciton para semiconductores en bulto y 2D. Se ilustran
los cambios en el ambiente dieléctrico a través de las lineas de campo. (b) Ilustracion del
impacto de la dimensionalidad en las propiedades excitonicas y Opticas. Se omiten los estados
excitados del excitén por claridad. Figura reproducida con permiso de [43].

3.1. Interaccion efectiva entre portadores de carga en se-
miconductores 2D

La modificacion del ambiente dieléctrico, en conjunto con la reduccién de la dimensio-
nalidad, resulta en una modificacion de la interaccion electrostética entre portadores de carga
en estructuras de van der Waals. La construccién del potencial de interaccion corresponde a
la presentada en la Ref. [44], en donde se considera un sistema de N capas paralelas, cada
una con una susceptibilidad eléctrica en el plano x; y posicion en z dada por d;. Supongase
que el sistema estd inmerso en un medio con tensor dieléctrico

E|| 0 0
e=[0 ¢ 0], (3.1)
0 0 gl

donde ¢ y £, son las constantes dieléctricas en el plano zy y en la direccion z, respectiva-
mente. Considerando una densidad de carga de prueba en la j-ésima capa,

pi(r, z) = p;(r)o(z — dj), (3.2)

la ley de Gauss establece la siguiente ecuacion para el potencial electrostatico ¢(r, z) [45]

N
p;i(r)d(z —d;) = (% )= > k(024 8)(r, di)]o(z — dp),  (3.3)
/=1
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en donde se asume convencion de suma para el primer término del lado derecho. Tomando
la transformada de Fourier tridimensional,

N
. 1 )
—ikd; _ _— —ikd
pi(@e™ = —(e)¢” +e1k”)d(a k) + ¢° ;1 reg(q, de)e™ . (3.4)
Ya que
00 etkz efa\z|

dk = 3.5
/_OO a? + k2 2a ' (3-5)

al tomar la transformada de Fourier inversa exclusivamente sobre la variable k en (3.4), se
obtiene

~ N
- 7 IS5 ali—d
pil@)e 1 = —qpa, 2) + ¢ ) reo(a de)e™ ", (3.6)
=1

en donde se han definido Jj = Ve Jeid;yé= VELE[- Evaluando la ecuacion anterior para
cada capa (z = d;) resulta en

i—d: € gldi—d
pi(a)e =q(%+ﬁiq>¢(q, di)+ ) resla e 3T)
0£i

que se traduce en la ecuacién matricial

N
=Y Mi(a)di(a), (3.8)
/=1
donde | o
pi(a) = p;(q)e %l (3.92)
be(q) = ¢(q, dy), (3.9b)
y
_ Jals g, =i

Resolviendo el sistema (3.8) para los potenciales resulta en un conjunto de ecuaciones de
la forma ¢4(q) = p;(q)Vje(q), donde V;,(q) son los componentes de Fourier de la interaccién
entre portadores en las capas j y £. En el caso particular en que solo se tiene una monocapa
localizada en d = 0 con susceptibilidad eléctrica en el plano k, la interaccién en espacio de
momentos €S

2m
Vie(q) = —— 311
() gq(1+1.q) G
donde se ha definido la distancia de apantallamiento . = 27x/E. El potencial Vi (q)

entre portadores en el plano del material se identifica como el potencial de Coulomb con
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una constante dieléctrica dependiente de q dada por (q) = &(1 + r.q). Aplicando una
transformada de Fourier 2D a espacio real, se obtiene

o [ d? o 1 [~ d S
Vi) = [ o [T [T apeimess
5 (2m)2 q(1 +7rvq) 27E )y 1471.q )
1 [  J
:T/ dq O(QT) )
€ Jo 1+ 1.
donde Jy(r) es la funcion de Bessel. Resolviendo la dltima integral se llega a la expresion
del potencial en espacio real

Vie(r) = 2; [HO(TL) - Yo(})] (3.13)

donde Hy(r) es la funcién de Struve y Yy(r) es la funcién de Bessel de segunda clase.
Al resultado (3.13) se le conoce como potencial de Rytova-Keldysh, el cual fue obtenido
originalmente para describir la interaccion electrostatica entre portadores de carga en peliculas
delgadas [46,47]. La distancia de apantallamiento r, separa los dos regimenes del potencial:
para r > r,, el potencial de Rytova-Keldysh toma la forma del potencial de Coulomb
~ 1/ér, mientras que a distancias cortas r < r, adquiere un comportamiento logaritmico
~ E% In(r,/r) [48], lo cual es consistente con el escenario planteado a través de la Fig. 3.1(a).

(3.12)

3.2. Ecuacion de Wannier

Para la descripcion de las propiedades electronicas de baja energia en el fosforeno es
posible tratar a los electrones y huecos de forma efectiva como cuasiparticulas libres con
masas efectivas anisotropicas determinadas por la dispersién en la vecindad del punto I'.
Al incluir la interaccion electrostética electrén-hueco descrita por (3.13), el Hamiltoniano
exciténico es

h? 1 0?2 1 2
=75 Vic([re — ral), 3.14
' 2 &= (ma,:p da2 + Moy 83/3) + Vi (Jre — 1) (3.14)

donde m. ./, y My .y sON las masas efectivas para los electrones y huecos, respectivamente.
Introduciendo las coordenadas del centro de masa y de movimiento relativo

(3.15)

Me xTe Mpy T me e m
R = (X7 Y) = ( : + h, h 7yy + h7yyh>, r=r, rh,

M, ’ M,

donde M, = me z/y + My /y, €l Hamiltoniano (3.14) plantea la ecuacion de Schrodinger
estacionaria

2 0? h 0?2

{_ 20, 022 241, Oy?

donde fiz/y = Meg/yMp )y /M, /y €s la masa reducida. Se ha omitido la parte del Hamilto-
niano asociada al centro de masa debido a que esta energia permanece como una constante

N mm]w(r) _ By(r), (3.16)
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de movimiento. A (3.16) se le conoce como la ecuacion de Wannier [49] y es la primera
aproximacion al problema excitonico, la cual captura la naturaleza hidrogenoide del sistema.
Desde esta perspectiva, la red cristalina en la que estd inmerso el par electrén-hueco se apro-
xima por un medio cuasi-macroscépico polarizable, lo cual estd justificado para excitones
con radio de Bohr ap mucho mayor a los parametros de red a, y a,. A estas cuasiparticulas
se les denomina excitones de Wannier-Mott [50].

Las energias de enlace obtenidas a partir de la ecuacion (3.16) dependen de tres cantidades
que estan presentes en el potencial de interaccion: las masas efectivas de los electrones y
huecos, la susceptibilidad eléctrica en el plano y el tensor dieléctrico del medio que rodea
al material. Naturalmente, la interaccion electron-hueco en este sistema también adquiere
un cardcter anisotrépico a través de las polarizabilidades en las direcciones X y y, K Y Ky.
De acuerdo a la Ref. [51], k, = 3.97 A y x, = 4.20 A para el fosforeno. Ya que estos
valores son muy similares, se puede aproximar la susceptilidad como isotrépica a través
del promedio k = (k, + k,)/2 sin modificar sustancialmente las energias de enlace. En
esta aproximacion, la cual se utilizara en lo siguiente, los efectos anisotrépicos del modelo
provienen exclusivamente de la diferencia en las masas efectivas alo largode X y y.

3.3. Eigenestados excitonicos

Para la solucion del problema de eigenvalores (3.16) se han empleado multiples métodos,
cubriendo desde ansatz variacionales [43, 52, 53] hasta enfoques completamente numéricos.
A continuacion se describe un método introducido por Griffin y Wheeler que consiste en
expresar las eigenfunciones del Hamiltoniano en términos de una base finita apropiada que
permite diagonalizar el problema numéricamente [54]. Este método ha permitido evaluar
satisfactoriamente energias de enlace y funciones de onda de excitones en semiconductores
2D [26,55-57]. En analogia con la solucién analitica del &tomo de hidrégeno 2D, se expresan
las eigenfunciones en términos de las funciones base

eime

Gim(r,0) = r""'e‘ﬂﬂ”ﬁ, (3.17)

donde r = (7, ) se ha escrito en coordenadas polares y m € Z es el nimero cuantico
magnético. Dado que el andlisis asintdtico para la ecuacion hidrogenoide es idéntico para
el potencial de Coulomb y para el potencial de Rytova-Keldysh, para » — oo se tiene
Y(r) ~ e P,y parar — 0 resulta ¥(r) ~ 7™l El conjunto de valores 3; considerados, que
describen la extension de cada funcion base, se elige de tal manera que se cubran los posibles
valores del radio de Bohr del exciton. Para lograr esto se propone la distribucion logaritmica

B; = et (3.18)

donden = (N — 1)~ !'In(By/B1) y By < 1« < B; . Esta eleccién permite incluir un mayor
numero de funciones que decaen ripidamente antes de la distancia de apantallamiento, que
es donde se espera que el problema planteado por el potencial de Rytova-Keldysh difiera
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en mayor medida con la solucién conocida del atomo de hidrégeno. El tercer elemento de
las funciones base (3.17) corresponde a las eigenfunciones de la proyeccién en el eje z del
operador de momento angular, L,. Dado que el sistema no presenta simetria angular en el
plano, m no es un buen nimero cudntico. En cambio, el Hamiltoniano tiene una simetria
rotacional C5, por lo que se tiene un acoplamiento entre funciones base cuyos nimeros m
y m’ satisfacen (m — m’) méd 2 = 0. Los nimeros cudnticos apropiados son entonces
m =m mod 2 = 0, 1. La solucién aproximada se escribe como una superposicion finita de
funciones,

N
Yn(r,©) =D D ajmbim(r, @), (3.19)

m j=1
en donde la suma esta restringida a los valores de m que satisfacen m = m mod 2. Utilizando
la solucién propuesta (3.19) en (3.16) se obtiene el problema de eigenvalores generalizado

[H;, — ESi| A =0, (3.20)

donde H;, es el kernel del Hamiltoniano, cuyos elementos de matriz son

Hj5™ = Kjy + Kygy + Vii™ (3.21)
donde
B 86(r)
KMf__ZZ/dT%Mﬂ 507
(1 1
= — 2 |:{§(m2 — ’m‘)é‘mfm/‘g + Z—lm(]m| — 1)((5m/7m+2 — (Sm’,m2)}
L(|m| + [m]) 1 1
x (ﬁj + Bj,>\m\+|m’| 93~ 5(2|m| + 1>6m,m’ - Z<2|m| - 1)5\m—m’\,2
1 ByT(Im| + m'| +1) (1 1
+ §m<5m/7m72 - 5m/’m+2)} (ﬁ] _|_ /8]/>‘m‘+‘m/|+1 + §§m,m/ + Zd|m_m/"2
ST (Im| + ']+ 2)
(B, + BT |
(3.22a)
mm’ h2 2 % 82(25 i'm! (I‘)
KWf:—ZE dT%(ﬂ—jﬁr—
h? 1 1
= — 2—Iuy |:{ - 5(’[’)’1,2 — |m|)5‘mfm/‘,2 - Zm(|m| — 1)(5m/7m+2 — 5m’,m—2)}
L(lm| + [m])

1 1
+{_§®mhﬁwmw+zmmrﬁﬁmww

By L(|m| + |m/| + 1) 1 1
’ . ) |m|+|m/ |+1 + —§m7m/ - _5\m—m’\,2
(ﬁ] + B]/)‘ ] 2 4

(B; + o)l

1
- §m(5m’,m—2 - 5m’,m+2)}
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2 /
j,l“(|m| + |m/| + 2)}7 (3.22b)

(B, + By i is2

2 o0
VI =G e dp r?miTte=Bit80r | ) - Yo .
23 ’ 2€T* 0 T* r*

e [ T(2lm|+3) 3 3 1
- B(1jml+ 2 | +22, 25—
ér? {(ﬁj + By )2mi+3? 2( Il 2 Il 2" (B + 53”)27’3)

2
(=T |+ 10l + L 4153~ 4+ 6,052 |,
(3.22¢)

:5m,m’

3
27
1

con I'(z) la funcién gammayy ,Fy(ay, ..., ap; b1, ..., by; x) funciones hipergeométricas genera-
lizadas. La matriz S;; corresponde al kernel de traslape, cuyos elementos son

S’ = / d*r ¢ (T) o (1)
s I'(2|m| + 2)
(B 4 By )AmiF2

(3.23)

También se definieron los vectores columna A ;, compuestos por los coeficientes {a;, }.

La solucién del problema (3.20) se logra al definir un rango de valores m para cada
m, 1.6. —Mpax < M < Mpax, ¥ para cada m se definen N funciones para construir las
representaciones matriciales. La convergencia de los niveles de menor energia en el espectro
excitonico se logra al considerar valores suficientemente grandes de m . Y /V. Se encontro
buena convergencia en los 5 primeros niveles con m,,x = 10y N = 30. Las masas efectivas
consideradas fueron m. , = 1.12mg, me, = 0.46mg, my, , = 1.61mgyy my,, = 0.23m, [30],
donde m, es la masa del electrén libre, mientras que para la distancia de apantallamiento se
utilizé r, = 25 A (valor en vacio) [58]. Para considerar el efecto del ambiente dieléctrico en
el que se encuentra la monocapa se toma el promedio de € del medio inferior y superior de la
monocapa. Los casos considerados fueron los de la monocapa en vacio (¢ = €, = 1), sobre
un sustrato de SiO, (¢ = €, = 3.8 [44]) y encapsuladaen hBN (¢ = 6.9, = 3.7[59,60]).

EnlaFig. 3.2 se muestran los espectros excitonicos para una monocapa de fosforeno en los
tres ambientes dieléctricos descritos. El espectro se etiqueta en analogia con los eigenestados
hidrogenoides, asociando las letras codigo sy p a m = 0y m = 1, respectivamente. Las
energias de enlace obtenidas son 839 meV para el caso de vacio, 466 meV sobre SiO, y 233
meV para el encapsulamiento en hBN. Note que, debido a la reduccion de apantallamiento,
la interaccién electrostatica permite mayores energias de enlace en vacio, mientras que en el
caso de hBN el ambiente dieléctrico no solo reduce sustancialmente las energias de enlace,
sino tambi€n aumenta la separacion relativa entre el estado base y el resto de niveles.

Enla Fig. 3.3 se muestra el médulo al cuadrado de las funciones de onda correspondientes
a los estados 1s, 2p, 2s y 3p para fosforeno encapsulado en hBN. La anisotropia en las
masas se manifiesta como una elongacién de los estados en la direccion y. Se calcularon
adicionalmente las cantidades L, = \/(x2) y L, = +/(y?) para el excitén de menor energia
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Vacio Si0, hBN
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Figura 3.2: Niveles de energia de excitones calculados para fosforeno en tres distintos
ambientes dieléctricos: en vacio, sobre SiO, y encapsulado en hBN.

1s 2p 2s 3p
Max.
50
0
=50
0
=50 0 50 =50 0 50 =50 0 50 =50 0 50
z[A] z [A] z [A] z [A]

Figura 3.3: Densidad de probabilidad (médulo cuadrado de la funcién de onda) para los 4
primeros niveles de energia de excitones en fosforeno encapsulado en hBN.

y[A]

en cada escenario, lo cual permite caracterizar su extension espacial. Las expresiones se
pueden obtener directamente de la expansion (3.19),

i(m’—m)0

N
"o (3. ] e
(%), = at agns | d2rr?cos® @l le= BB
Jgm=) o

m,m/ j,j'=1

N
) 1 1 L(|m| + |m'| + 4)
= Z Z Ay At (ﬁém’m' + Zélm_mq’z) (B; + By )Imi+Im’I+47

m,m/ j,j'=1

(3.24)

6i(m’fm)a

N
<y2>ls = Z Z a;maj,m, /d27’ 7’2 Sen2 0r|m|+|m/|€*(5j+ﬁj/)r o
1

1 oal—
m,m’ 3, =
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Tabla 3.1: Valores calculados para L, = /(22)15y L, = y/(y?)1s através de la eigenfuncion
del estado base del exciton.

L,[A] L,[A]
Vacio 4.16 7.00
Sobre Si0, | 4.71 8.07
En hBN 5.76 10.12

N
B . 1 1 C(|lm| + |m/| +4)
= E E ajmaj/m/ <§5’m,m’ — Zémm/72> (6] i ﬂj/)|m|+‘m/‘+4 . (325)

m,m’ j,j'=1
Los valores obtenidos se muestran en la Tabla 3.1. En concordancia conla Fig. 3.3, L, < L,,
y contrario a las energias de enlace, se muestra una aumento de L, y L, al aumentar el
apantallamiento dieléctrico.
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3.3. EIGENESTADOS EXCITONICOS




Capitulo 4

Modelo efectivo para la bicapa de
fosforeno rotada

La exploracion de la estructuras de materiales 2D que forman patrones de moiré requiere
la formulacién de una teoria capaz de realizar predicciones precisas y robustas. Dentro de los
métodos de mayor precision se encuentran los que mantienen una perspectiva atomista, los
cuales incluyen a los calculos DFT [21,61-64] y los Hamiltonianos de amarre fuerte [65,66],
que describen exclusivamente propiedades de patrones de moiré conmensurables. Estas for-
mas de abordar al sistema permiten incluir naturalmente la escala de longitud pequefia de las
celdas unitarias y la escala de longitud grande del patrén de moiré. Sin embargo, este nivel
de detalle se refleja en un alto costo computacional, ya que este escala rapidamente al incre-
mentar el nimero de 4&tomos y el volumen de la celda unitaria, siendo un reto la descripcion
de los patrones de larga periodicidad (¢ < 1). Una alternativa computacionalmente menos
demandante son los llamados modelos continuos [67-70], los cuales integran la escala de
longitud atémica y capturan inicamente la fisica emergente de la escala de longitud de moiré.

La aproximacion continua busca calcular la estructura electronica de la bicapa rotada en
una base de estados de Bloch de ambas capas. Debido al angulo de rotacion, los estados de
Bloch de una capa se acoplan a estados en la capa opuesta con distintos vectores de onda. Los
estados se acoplan entre si de acuerdo a la condicion de dispersion de Bragg establecida por
el patron de moiré, i.e. cuando dos estados difieren por un vector de la red reciproca de moiré.
Esto lleva a la formacion de una red uniforme de acoplamientos generada por un conjunto de
estados de Bloch relacionados a un punto en la ZB. Esta técnica es particularmente apropiada
cuando los estados de las monocapas son altamente dispersivos en la region de interés del
espacio reciproco, tal que los estados de Bloch asociados a vectores de onda mayores se
incorporan en la teoria de baja energia de forma perturbativa. La red de momentos se puede
truncar eficientemente después de encontrar convergencia en la region de interés del espectro,
permitiendo hacer célculos simultdneamente rapidos y precisos.

En esta seccién se formulard un modelo continuo para las propiedades electronicas
de la bicapa de fosforeno rotada en la vecindad del punto I'. Este modelo considera la
hibridacion intercapa entre los estados de las monocapas asociadas a las mismas bandas
(conduccion-conduccidn y valencia-valencia), mientras que el acoplamiento intercapa con-

23
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Figura 4.1: Esquema de acoplamiento entre bandas para la bicapa de fosforeno. Se muestra
con lineas azules el acoplamiento intercapa y con lineas moradas las correcciones perturba-
tivas de tunelamiento virtual.

duccidn-valencia se trata como una correccion perturbativa de segundo orden debido a la
gran diferencia de energia asociada a la brecha de energia (~ 2 eV). El Hamiltoniano para
cada banda toma la forma

o= () ).

donde los indices o« = ¢, v etiquetan las bandas de conduccién y valencia, mientras que by ¢
la monocapa inferior y superior, respectivamente. Este Hamiltoniano de hibridacién depende
explicitamente del apilamiento entre capas a través del vector de desplazamiento en el plano
ro. El término de acoplamiento intercapa 7'(ry) corresponde a los elementos de matriz

To(ro) = o(a, k| Heg(ro)|a. k), 4.2)

donde |a, k), son los estados de Bloch de la banda «, vector de onda k y capa A = b, t. El
Hamiltoniano microscépico efectivo del sistema H.g se formulara en la siguiente seccion. Se
ha omitido el indice de espin debido a que la presencia simultdnea de simetria de inversion
espacial y simetria ante inversion temporal en el punto I' garantizan la degeneracion con
respecto a este nimero cudntico. Por otra parte, las energias de cada monocapa ) (rg) son
eXMry) =0 + Ao k| V5 e, k), + 5 (o). 4.3)
En este caso 8&0) es la energia de referencia de los estados de la banda o de cada monocapa
en el punto I, V5 es el potencial debido a la presencia de la capa opuesta a A que acopla
estados de la misma capa y de (o) es un término de correccion relacionado al tunelamiento
virtual de los electrones de la banda « en la capa A a la bandas 3 # « en la capa opuesta ).
En el modelo que se presenta a continuacion, para o = v se considera J = ¢, mientras que
para o = ¢ se toman 3 = v, ¢, siendo ¢’ la segunda banda de conduccién de menor energia
en las monocapas (Fig. 4.1).
De la misma forma que los modelos de amarre fuerte semi-empiricos, el modelo continuo
que se plantea parte de cdlculos DFT de celdas unitarias perfectamente alineadas. Conociendo
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la estructura de bandas para distintos apilamientos locales es posible aproximar el acopla-
miento de los estados de Bloch T'(r() y los términos adicionales en (4.3) a lo largo de la
supercelda de moiré a través del estudio de las brechas de energia y del desdoblamiento de
bandas. Asi, es posible extraer las componentes de Fourier de los acoplamientos intracapa e
intercapa, permitiendo aplicar estos directamente en una base de eigenestados del momento.

4.1. Hibridacion electronica en bicapas de fosforeno

Para derivar el Hamiltoniano efectivo H.g que describe la hibridacion intercapa en bicapas
de fosforeno rotadas se sigue la técnica establecida por Ferreira et al. [71] y Magorrian et
al. [72], en la cual se considera el acoplamiento entre estados de dos capas con un apilamiento
caracterizado por r y se asume que el potencial de la bicapa se puede escribir como la suma de
los potenciales de las monocapas constituyentes, V,(r, z) + V;(r, z). Los estados electrénicos
satisfacen la ecuacion HyV = EW, donde

p?

Hy = Q_m() + Vi(r, 2) + Vi(r, 2). 4.4)

En este Hamiltoniano, p = —ih(V,, 0.) es el operador de momento 3D y my es la masa
de electrén libre. Se asume que para cada capa A se tiene una posicion centrada en (r, 2)).
En términos de r, se tiene r;/, = %1 /2, mientras que para la coordenada z se considera el
origen en el punto medio entre las capas, i.e. 2, = Fd(ro)/2, con d la distancia intercapa
dependiente del apilamiento.

La hibridacién de estados en cada punto de la zona de Brillouin se puede describir de
forma independiente. Entonces, para el valle en el punto I' se emplea una base de Kohn-
Luttinger [73] para expandir el estado W,

) = 3" (Aak oK), + Bax oK), ). 4.5)

a,k

donde los estados de Bloch electronicos |a, k), satisfacen

p2
|:_ + VA:| |Oé, k>)\ = ea(k) |O'/7 k>)\ ) (46)

2m0

con ¢, (k) la dispersion de la banda. Los elementos de matriz de Hy; entre dos estados base
correspondientes a la misma capa estan dados por

2
oKl 1), =0 ]| B a1, k),

= OaaOicwcalk) + 2(a’ K |V5|a k),

4.7)
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mientras que los elementos de matriz entre estados en capas opuestas son

p p’
(o |l k), = (o' K| | 24 Vit 5P

p?

Vb o k), — ol K| 5o K),
2

= [ew (K) 4+ ca(k)]¢ (o, K| a, k), — (!, k'|2p—m0‘a, k),

= [ew () + o] S502 — KL

(4.8)

en donde se han definido los elementos de matriz de traslape y de energia cinética intercapa
como
Spe = (o K| a, k), , (4.92)

2
Koo = (o, k’\Qp—%|a, k), (4.9b)

respectivamente. Entonces, sustituyendo la forma general del eigenestado W en la ecuacién
de Schrodinger se llega al siguiente problema de eigenvalores generalizado

Hy¥ = E(1 +S)¥, (4.10)

donde S corresponde unicamente al traslape de estados de Bloch en capas distintas. El
eigenvector ¥ se ha escrito como vector columna con los coeficientes de la expansion

U = ng‘i) . 4.11)

Para reducir (4.10) a un problema de eigenvalores convencional se introduce la transfor-
macién unitaria U = (1 + S)~'/? y se define ¥ = U/~' . Sustituyendo ¥ = UV’ en (4.10)
y multiplicando por /! por la izquierda se tiene

U THGU)Y' = EU (1 +SUW'. (4.12)

Ya que S es una matriz hermitiana, ¢/ también lo es, por lo que U -1 — Yt = U, entonces
U1+ S)U = 1. Asi, definiendo

Heg =UTHyU (4.13)

se obtiene
Hs¥' = BV (4.14)

Dado que los estados de Bloch |a, k), decaen exponencialmente en la direccion z, se
espera que los elementos de la matriz S sean mucho menores a la unidad, por lo que es
posible expandir I/ a primer orden en S, i.e. (1 +S)"/2 ~ 1 — %S, tal que

Hos ~ (1 _ %S) Hy <1 - %s) ~ Hy— %{5, Hul 4+ 0(S2). (415
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A primer orden en S, los elementos de matriz de H.¢ entre estados de la misma capa son
Ao K |Heg|a k), = (o’ K|V5|a, k), (4.16)
y entre estados de capas distintas

/

1 ,
(o K |Heg|a k), = 3 [car(K') + ea(k)] Spp — K. (4.17)

Para la formulacién explicita de los elementos de matriz en (4.17) se hard uso de las
funciones de onda asociadas a cada monocapa en espacio real. Del teorema de Bloch, se tiene
que YA (r, 2) = (1, 2| a, k), = [ (r, 2)e’™ =™ donde f(r, z) tiene la misma periodicidad
en el plano que el cristal y presenta un decaimiento exponencial con respecto a |z — z,|. Dada
la periodicidad de las funciones f, es posible expresarlas utilizando los vectores G de la red
reciproca

1 .
FA(r, 2) = 7 D ud(k+ G, z)e G, (4.18)
G

en donde S es la superficie de la muestra y el decaimiento exponencial en z estd implicito en
los coeficientes u)\. Las funciones de onda se escriben entonces como

1 A
e 2) = <= Dl + G, e, (4.19)
G

Los elementos de matriz de traslape intercapa toman la forma

o — / dPrdz i (v, 2)Yl, (1, 2)

S Z /dQTdZUt* k,—f-G/,Z)@_i(k,""G/)'(r re) (k—|— G Z) i(k+G)-(r—rp)

G,G’

:g 3 ei(k’+G/>~rte—i<k+G>~rb[ / e ] / dzui (K + G, 2)ul(k + G, 2)

G,G'

= Z Oiey G ac € BTG To /dz ulr(k + G, 2)ul (k + G, 2),
GG/

(4.20)
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y los de energia cinética

2

oo p
se= | d?rdzw%kw )t (r,)

T 2m 52 /dQTdZ“ 1K 4 G, 2)e K G (T2 4 92)ob (K + G, 2)efleHG) o)
0

G,G’
h? —i(K'+G')-(r—r
:_ZmOSZ/dZszu J(K + G z)e i KHG) (rore)
G,G’
% [_ |k—|—G|2ub (k—l—G,z) 32 b(k+G 2)] i(k+G)-(r—ry)
2 k 2 i /
_ 27:” |: ‘ —|—G’ Z /dQTdZU k/—f-G/ ) —i(K'+G")-(r—ry) (k—I—G Z) i(k+G)-(r—rp)
0 G.G’
_‘_% Z ei(k’+G’)-rtei(k+G)-rb{ /dQT ei(k+Gk’G/).r} /dzu (k/ + G/ )822,“[(;(1(_'_ G,Z):|
G,G’
h? o0
:_2_%{ k + G|? +Z5k+ck'+G'€(k+G) { "k + G, 2)0.ul(k + G, 2) .

G,G’

- /dz 0.0t (k + G, 2)] [O.u (k + G, 2)] H

2
h—[|k+G|QS§‘f§ Y Skrerrae T /dz (0.4l (k+ G, 2)] [0.ul(k + G, z)}}
0

2m
G,G'

(4.21)

Mas atn, se trunca la serie de Fourier de los vectores G sobre sus términos dominantes, que
aqui se asumira que son las tres primeras estrellas de Bragg

21 2
Go=0, Gu = iaxv G =+— a ¥, Guiz==%(Gi—Gy) 422)

Gi4 = :l:(Gl —|— G’Q), G':tg, = :|:2G'1, G’:tﬁ = :|:2G2

También, ya que la region de interés es la vecindad del punto I', entonces k| < |G|, de
forma que es posible aproximar

5k+G,k’+G’ ~ 5k,k’5G,G’a (4.23)

y asumiendo que las funciones u varfan lentamente con el vector de onda, u)\(k + G, z) ~

u) (G, 2), se llega a la siguiente simplificacion:

6
S & B Z giGnrogaa (4.242)

n=—6
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RN , ,
KEe ~ fpoa— 3 im0 <|Gn|253n0‘ - Df;,f“), (4.24b)

2m
0 n=—6

en donde se han definido

Soe = /dzugf(Gn/7z)ul;(Gn,z), (4.25a)
Doo = / dz [0.ul) (G, 2)] [0:0 (G, 2)]. (4.25b)

4.1.1. Constricciones de simetria

Como se discuti6 en la Seccion 2.2, los estados de Bloch en el punto I' de la monocapa
de fosforeno 1), estdn descritos por el grupo puntual D,,, por lo que sus propiedades
de transformacion estdn descritas por una de las RIs. Mas atn, ya que Dy, es un grupo
abeliano, las propiedades de transformacién de los estados ante las operaciones del grupo
son particularmente simples. Sea G un elemento del grupo, entonces

Gao(r, 2) = d(La, G))o(r, 2), (4.26)

donde ¢(I,,G) es el caracter de la RI I, que describe a la banda « bajo la operacién G.
Tomando la expresion para los coeficientes .\ de la expansién de Fourier de los estados,

ua (G, 2) = %/dzr e TP a0(r, 2), (4.27)

y la operacién G = 7C,, se tiene por (4.26) que

2 —zGr TC?Z)thO( Z)
talG2) =75 / - (1 7Cor)

= d*r e 7T oo (Cotr7ir, 2); v =7'r=r—r,
(I, TCQZ VS / ’

(1 7C. \/_/dzl O o (ColY 2) T = Gl
s 2z

—iGrr
d2 zC{zlGi‘ N f‘,Z
[chCQz \/_/ d} 0( )
——e_ZGrT U (C_lG 2)
G(In, 7Cy,) 22 770
(4.28)
o bien, .
Ua(—G, 2) = (1, 7C2 )" ua (G, 2). (4.29)

Andlogamente, para las operaciones 7Cy,,, Cy, € Z se tienen las relaciones

Ua(0,.G, —2) = ¢(1n, TCy)e' S uy (G, 2), (4.30a)
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Ua(02:G, —2) = ¢(1y, O )un (G, 2), (4.30b)
Uo(—G, —2) = ¢(La, D)ua(G, 2). (4.30c)

Las ecuaciones (4.29) y (4.30) imponen constricciones entre los distintos coeficientes de
Fourier de las funciones base. En particular, para la banda de valencia de mayor energia en
las monocapas se tiene que [, = Bs,. Considerando

Gy v, =Gy v =27, Guz 1. =0,

4.31)
Giy v, = Gys 1 = Gig - 1 = £27,
tal que
. -1 =1,2
e , (4.32)
41, n=3456

y de la Tabla de caracteres 2.1, se tienen las siguientes relaciones para los coeficientes de los
estados de valencia

uy(0,2) = —uy(0,2) = u,(0,2) =0 (4.33a)
u’U(Gila Z) = Uv(_Gih Z) = uv<_Gil7 —Z) = Uv(Gil, —2) (4.33b)
Uy (G2, 2) = Up(—Ga2, 2) = Uy(Gaz, —2) = Up(— G2, —2) (4.33¢)

Uy (Gas, 2) = —Uy(—Gus, 2) = —Uy(—Gis, —2) = Up(Gag, —2) = Uy(— Gz, —2)
(4.33d)
UU<G:|:472) - _u’u(_G:I:47 Z) - _U/U(_G:I:?)a _Z) - _U/U(G:t3)z) (4336)
Uy(Gas, 2) = —Uy(—Gas, —2) = up(—Gas,—2) = u,(Gs,2) =0 (4.33f)
Uy (Gag, 2) = —Uy(= G, 2) = =y (G, —2) = Up(—Gag, —2) (4.33g)

De igual manera, a la banda de conduccion de menor energia le corresponde la RI I, = By,
por lo que se tiene

ue(0, 2) = —u.(0, —2) (4.34a)

Ue(G1,2) = ue(—G1, —2) = —u(—Gy,—2) = u(G1,2)=0 (4.34b)
Ue(Ga, 2) = —uc(—Ga, 2) = Uc(Ga, —2) = —u(—Ga, —2) (4.34¢)

Ue(Gs, 2) = Ue(—G3, 2) = —ue(— Gy, —2) = —u(Gy, —2) = —u(—G3,—2) (4.34d)
Ue(Gy,y 2) = Ue(—Gy, 2) = —u(—G3, —2) = u(Gs, 2) (4.34e)

Ue(Gs, 2) = uc(—Gs, 2) = —u(—Gs, —2) = —u(Gs, —2) (4.34f)

uc(Ge, 2) = uc(—Ge, 2) = —uc(Ge, —2) = —uc(—Gg, —2). (4.34g)

Una consecuencia inmediata de las restricciones (4.33) y (4.34) es

«

S = /dzufj(Gn,z)uZé(Gn,z) = /dzuta’f(—Gn,z)ub (=G, 2) = 8%, (4.35)
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lo cual se cumple también para K7 = K®;"_, . Entonces, por (4.17) y (4.24), los elementos
de matriz intercapa se escriben como

6
Ti(ro) = (., T|Heg|er, T'), = > 7 cos(Gy, - 1), (4.36)
n=0

donde

(4.37)

n,n

1 R?|Go,|? R Dy
t) = 2{—[%(1”) +ea(D)] - Gal }So"a + =

2 2m0 mo

Ademds, de las ecuaciones (4.33a), (4.33f) y (4.34b) se tiene t\”) = ) = ¢!V = 0, mientras
que por (4.33d), (4.33¢), (4.34d) y (4.34e) se obtiene ¢ = t$ para e = ¢, v.

Un andlisis similar permite escribir los elementos de matriz intracapa debidos a la pre-
sencia de la capa opuesta como (Apéndice A)

v(a, T|Vi]ey, F>b =0 — véo) sen(Go -1o) + > 0™ cos(G,, - 1p), (4.38a)

M- 1M-

{a, TV, T), = 0@ + ol sen(Gy - 1o) + 3 0l cos(G,, - o), (4.38b)

3
Il
w

tal que 0¥ = oV Finalmente, se incorporan las correcciones de2 (r) debidas al tunelamiento

virtual intercapa entre la banda « y las bandas 5 mas préximas. A través de la particién de
Lowdin [74], se proyectan las bandas  hasta segundo orden en teoria de perturbaciones
(Apéndice B), obteniendo

6
0’ (rg) = 0el (ro) = w® + Zw&”) cos(Gy, - 1g), (4.39)

n=1

conwt =0y w® = w’. Combinando (4.38) y (4.39) con (4.3) resulta en

6
elb(rg) = @ F 6@ sen(Gy - o) + Z ™ cos(G,, - 1p), (4.40a)

n=1
e = L™ 0B =0, B =W (4.40b)

La determinacién de los parametros {t&n)}, {5&")} y ¢ completan la formulacién del
Hamiltoniano dependiente del apilamiento (4.1). A pesar de que estos pardmetros tienen un
origen microscopico y se pueden estimar, la estrategia en este trabajo consiste en ajustarlos
directamente a cdlculos computacionales de primeros principios. Dichos cédlculos ofrecen
aproximaciones sofisticadas a los potenciales V), los cuales serdan heredadas por el modelo
continuo.

Los coeficientes en (4.36) y (4.40) se ajustaron para reproducir las dos subbandas de
conduccién y de valencia de menor y mayor energia, respectivamente, obtenidas a partir de
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d=38A
% 250 - =
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Figura 4.2: Subbandas de conduccién (panel izquierdo) y de valencia (panel derecho) en el
punto I para distintos apilamientos a lo largo de la supercelda de moiré y con una distancia
intercapa fija de d = 3.8 A. Se indica con triangulos los valores obtenidos con célculos DFT
y con lineas sélidas el ajuste del modelo continuo efectivo (4.1).

célculos DFT con correccion tipo tijera a la brecha de energia. Mientras los calculos DFT
describen correctamente la topologia de las estructura de bandas, estos fallan al reproducir la
brecha de energia experimental. Para corregir este problema se emplea el llamado operador
tijera, que consiste en una traslacion rigida de todas las bandas de conduccién para ajustar
la brecha de energia. Siguiendo estudios previos en semiconductores [75-77] y valores
reportados para bicapas de fosforeno con apilamiento HA [78], se sumé el término 6 E.; =
1.31 eV a todas las bandas de conduccion para reproducir la brecha reportada.

El ajuste se realizo con respecto a 13 configuraciones distintas de ry uniformemente
distribuidas a lo largo de la trayectoria AA-HH-BA-HA para una distancia intercapa d fija.
En la Fig. 4.2 se muestra el ajuste del modelo (4.1) a calculos DFT a una distancia intercapa
d = 3.8 A. Con el objetivo de incluir la dependencia de los pardmetros de acoplamiento
con respecto a la distancia intercapa d, se repitié el ajuste para d = 3.6 y 3.7 A, para
posteriormente realizar un ajuste de la forma A(d) = Aye~%9=%) para cada pardmetro,
tomando dy = 3.49 A como una distancia de referencia. Esto permite capturar el hecho de
que en el limite d — oo el modelo describe dos monocapas independientes descritas por las

e . % 0 ., . .
energias de dispersion e La energia de referencia de cada banda se escribe como

el = MO 4 Ge,(d), (4.41)
donde se tienen las energias de referencia extraidas de DFT )¢ = —5.012 eV y M€ =
eMC 4 §E. = —3.702 eV. Los valores de los pardmetros ajustados dependientes de la

distancia intercapa d se muestran en la Tabla 4.1. Ademas de las constricciones de simetria,
se obtuvo qb((f) =P =t =P =0a partir del ajuste a calculos DFT.
4.2. Hamiltoniano continuo para la superred de moiré

Como se discutio en la Seccion 2.4, la aproximacion continua consiste en promover I
a un campo vectorial dependiente de la posicion en el plano r. Para incorporar esto en el
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Tabla 4.1: Parametros del modelo efectivo y de la interpolacién para la distancia intercapa

d. Cada valor A del modelo se ajusté a los cdlculos DFT como A(d) = A, a(d—do)

A AgleVl ¢q[A'1] A AgleV] ¢q[AT'] [A]
O 0384 061 |0 0753 037 |d -0016
@ 0185 137 | &P 0094 117 | d5 -0.124
@ 0003 272 | &P 0011 111 | di 0.088
) 0013 250 | £ 0058 149 |d5 0.088
W 0.023 111 |6 -0209 000 |d¢ -0.072
)
)

0266 134 | P 0068 089 |d¢ -0.150
@ 0010 290 | &Y 0136 208 |di -0.021
© 002 225 2 -0.062

modelo es necesario considerar la relajacion intercapa como una funcion del apilamiento, lo
cual se logra partiendo de calculos DFT para la distancia d en las 13 configuraciones de r e
interpolando a través de la siguiente serie de Fourier

d(rg) = do + Z »cos(Gy, - 1g) + di sen(Gy, - ro)]. (4.42)

En la Fig. 4.3(a) se muestra la comparacion de los datos extraidos de cédlculos DFT con el
ajuste (4.42). Se encontrd buena concordancia en el ajuste al truncar la serie en N = 4. Los
parametros se muestran en la Tabla 4.1. De esta forma, todos los pardmetros del sistema
cuentan con la dependencia de r(. Note que, dado que para dngulos de rotacion entre capas
0 < lesvalidory ~ 6z x r, por (2.5) se tiene

Gn-roan-(Qixr):(ané’i)-r%—gn-r. (4.43)

Sustituyendo (4.43) en (4.42), se obtiene la distancia intercapa en funcion de r, la cual se
muestra para # = 2° en la Fig. 4.3(b). La dependencia espacial de los parametros A del
modelo resulta

A(r) = Ay el =do]

~ Ay exp{ —q Z ° cos(g — disen(g,, - r)] }

A través de esta sustitucion, el Hamiltoniano (4.1) depende ahora explicitamente de la variable
espacial en el plano r y de los vectores g,, de la red reciproca asociada al patron moir€.

(4.44)

4.2.1. Potencial de norma efectivo

En la aproximacion de angulos pequenos considerada, se tiene una separacion de escalas
entre la variacion del apilamiento atdmico y la periodicidad del patron de moiré. Este hecho
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Figura 4.3: (a) Distancia intercapa d en funcién del apilamiento. Los valores de DFT se
muestran con tridngulos y el ajuste (4.42) con lineas sélidas. (b) Distancia intercapa en
funcién de r para la bicapa de fosforeno rotada con un dngulo de # = 2°. El color blanco
corresponde a la distancia intercapa de referencia dy = 3.49 A. Se indica la supercelda de
moiré y se etiquetan las regiones de alta simetria.

permite concebir a la posiciéon r como un parametro adiabdtico que modula la energia de
los electrones y huecos en el punto I en distintas regiones de la bicapa de fosforeno rotada.
En particular, este punto de vista permite interpretar los eigenvalores F,(r) de H,(r) como
potenciales de norma efectivos para los portadores de carga en el material. La modulacién
espacial del borde las bandas de conduccién y de valencia se expresa como

Eyjelr) = £4/0(r) £ [T,0(x)]- (4.45)

Las energias (4.45) representan el potencial de moiré que experimentan los portadores de
baja energia y se muestran en la Fig. 4.4 para 6 = 2°.

Los huecos en el perfil de potencial E,(r) tienden a concentrarse en las regiones rojas
de la Fig. 4.4(a). En este caso existe un miximo global del potencial en las regiones con
apilamiento HH y un méximo local en el apilamiento HA. Por otra parte, los electrones
tienden a localizarse en los minimos de E.(r), que son las regiones azules en la Fig. 4.4(b).
Estas zonas corresponden a la vecindad del apilamiento HH. El comportamiento que se
espera obtener de los estados resultantes de la diagonalizacion del Hamiltoniano (4.1) es que,
para angulos # suficientemente pequeios, los pozos del perfil de potencial sean capaces de
localizar a los portadores de carga. A medida que se aumente 6, se reducira la capacidad de
confinamiento al disminuir la dimensién de los pozos, hasta eventualmente obtener estados
que se extienden en el material.

4.3. Minibandas de moiré

Para la diagonalizacién del Hamiltoniano (4.1) primero es necesario destacar su estructura
en términos de series de Fourier con los vectores g, de la red reciproca de moiré, lo cual
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Figura 4.4: Perfil de potencial de moiré para estados de (a) valencia y (b) conduccién en
bicapa de fosforeno rotada por 6 = 2°.

garantiza que, en una base de ondas planas caracterizadas por un vector de onda k, el
acoplamiento esta restringido a estados cuyos vectores de onda difieren por un vector g. Asi,
para obtener la estructura de bandas de bajas energias se emplea un esquema de doblado
de bandas [79]: considere un vector k en la mZB, entonces el conjunto de ondas planas
conectadas a través de H,(r) se escribe como

1 i(k+gn) T

(rldhns = —= (e . ) : (4.462)
1 0

1ok = (piwetonre) (4.460)

donde g,,, = mg, + ng, y m,n € 7Z. Aproximando las exponenciales en (4.44) a segundo
orden en serie de Taylor y reescribiendo las funciones trigonométricas en su representacion
exponencial se tiene

1 o 4
A(r) =~ Ao{l — qz [d cos(g,, - r) — disen(g, - )] + % Z [d2d?, cos(g,, - 1) cos(g,, - T)

n=1 n,m=1

— 2d5d?, cos(g,, - r)sen(g,, - T) + dide, sen(g, - r)sen(g,, - )] }

4
i g ) (o)

[dfzdvsn (ei(gn+gm)~r + ei8n=8m) T cilgmten)r e—i(gn+gm)~r>

_|_
® |
M- .

n,m=1

+ 2id® d?, (ei(gn+gm)~r — eH8n—8m)T | cilgmten)T _ e—i(gn+gm)~r)
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iy, ( HentBm) T _ gHEnBm)Y _ B tEa)r e‘i(gn+gm)’r>] }
4
gz [ d; +id?})e ignT | (ds — ,L'dtrll)e—ign-r]
4
+ % Z [(ds ds + 2Zd5 da _ dada ) (8, T8m) T (dzdfn _ Qdeld?n + dngn)ei(gnfgm).r
(dsds + 22d5da + dada ) (8m—8n)" (dsds . 22dsda _ dada ) i(g, tg,)T ] }7

por lo que, en esta aproximacion, la serie de Fourier de tunelamiento (4.36) es

6
1 4 4
Tu(r) =3 3 1) gonld(e)—dol (ezgn-r 4 efzgn-r>

6 4

m=1

4
ay s 1S . 18 a % — T
+§ Z [(dmd4+22dmd€ d dz)( (ntgm+8e)T | pi(Brm+8e—8n) )

m,l=1

+ (d® d5 — 2id® d2 + d° d2) (e (8m—8etgn)T | ei(gm—gz—gn)r)

+ (dfndz + Qidfndg + d;‘;d?) (ei(ge—ngrgn)-r + ei(ge—gm—gn)~r>

o (i — 2id df — didg) (" nEn 8T o o iEn e | }

Los elementos de matriz del Hamiltoniano entre dos ondas planas (4.46) en capas distintas
resultan

(55| Hal07s), = < 05| Tal6%),

4
o dn s a
~ Z 7 {6gijzgrs+gn + 5gij7grsfgn 3 Z |: d + Zd )(5gz] 8rs T8 1T8m
n=0
+ 5gij»grsfgn+gm) + (dfn - id?ﬂ)<5gij7grs+gn7gm + 5gij7grsfgn7gm)

9 4
qn S S - JS a a a
+ g z |:<dmd€ + 22dmd€ - dmdf)(5gij7gr5+gn+gm+gl + 5gij7grs_gn+gm+g£)

ml=1
+ (dfndz - Qdendg + dgld?)(dgij7grs+gn+gm_g£ + 5gij7grs_gn+gm_g2)



CAPITULO 4. MODELO EFECTIVO 37

+ (dp,dj + 2id;, dy + i, d7) (Og, g, +e, g +e: T 08,800 —80—gm-ter)

+ (dfnd; - Zldfnd? - d?nd(;)<5gijvgrs+gn7gmfgé + 5gij’grsfgn7gm7g€):| }
(4.47)

Note que en esta expresion se tiene explicitamente la condicion de dispersion de Bragg esta-
blecida por la cuasi-periodicidad del patréon de moiré, en donde se puede tener conservacion
de momento g;; = g,, 0 una diferencia dada por un vector g,, de la red reciproca, que en
este caso se trunca hasta la sexta estrella de Bragg. De forma similar, los elementos de matriz
entre dos ondas planas en la misma capa son

M5 Halor) s =2(S5]ealor),

(4.48)
= 52(0)(k + gz‘j)égij,gm + /\<¢; ‘563|¢71f5>)\7

donde el primer término es la energia del estado en la monocapa A y el segundo término
A< fj|5sg\é ‘ gb}fs> , tiene la misma estructura que (4.47) con los parametros del panel central en
la Tabla 4.1. En la energia de estado se incorpora la energia de referencia (4.41) y la energia
cinética en la vecindad de I" para la capa correspondiente, en la cual se incluye el angulo 6 a
través de una rotacion pasiva de la relacion de dispersion. En la Fig. 4.5(a) se muestran las
curvas isoenergéticas de la dispersion de cada monocapa. Explicitamente

B?|(Rz0/29) - X|? n B |(R+0/2q) - ¥|?
2Maz 2mq,y

Eb/t (0)((]) = gMC + 56(0) +

a ; (4.49)
donde las masas efectivas consideradas son idénticas a las utilizadas en la Seccion 3.3, que
son me , = 1.12mg, m., = 0.46mg, m, , = 1.61mgy y m,,, = 0.23my [30].

El método consiste en proyectar todas las energias de particula libre al punto k dentro de
la mZB relacionado a través de un vector g, (Fig. 4.5(b)). En este esquema, tnicamente
estdn acoplados los estados que coinciden verticalmente a través de los términos (4.47) y
(4.48). El mapeo toma la forma

Camn(k) = 2O (k +g,,). (4.50)
Asi, para cada punto k se tienen estados de conduccion y valencia etiquetados a partir del
indice de capa \ y la subbanda proyectada (m, n). Para resolver el problema de eigenvalores
establecido por el Hamiltoniano (4.1) en cada punto k es necesario truncar los valores
maximos de m y n y buscar convergencia de las bandas de menor energia en la mZB. Se
encontrd que al considerar —12 < m,n < 12 se obtiene convergencia de las primeras 10
bandas de conduccidn y valencia para dngulos de rotacion tan pequeios como 6 = 1°. Note
que esto implica la diagonalizacién de matrices que involucran un total de 1250 estados para
cada k € mZB, lo cual es necesario debido las grandes masas de electrones y huecos en la
direccién x de la monocapa de fosforeno, que se manifiesta en una gran cantidad de subbandas
proyectadas en la region de baja energia. Los eigenvectores resultantes de la diagonalizacion
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Figura 4.5: (a) Esquema de la curvas isoenergéticas en la relaciéon de dispersién de la
monocapa inferior (color azul) y de la monocapa superior (color rojo). (b) Proyeccién de las
bandas a la mZB a través de los vectores de la red reciproca de moiré g. Los estados que
cionciden verticalmente estan acoplados por el Hamiltoniano efectivo de la superred.

son superposiciones de estados de particula libre con vectores de onda k + mg, + ng,, que
son funciones periddicas con la modulacién espacial del patrén moiré. Esto es equivalente al
surgimiento de estados tipo onda de Bloch en un sélido. Los eigenvalores correspondientes
representan la estructura de minibandas de los estados de conduccion y valencia en la vecindad
del punto I".

4.3.1. Resultados

En la Fig. 4.6 se presenta el espectro de minibandas de baja energia para § = 1°y 4°. Para
6 = 1°, se observa una serie de minibandas planas, las cuales, dado que la velocidad de grupo
de los paquetes de onda electrénicos estd dada por v, (k) = %VkEa(k), corresponden a
estados con velocidad de grupo nula. Este hecho se puede verificar al graficar el modulo
al cuadrado de las funciones de onda de cada banda plana promediada en toda la mZB, lo
cual se muestra en la Fig. 4.7 para los primeros 4 estados de conduccion y de valencia.
Para los eigenestados de conduccidn, las primeras dos bandas son completamente planas y
aparecen como un arreglo periddico de estados localizados en la vecindad de las regiones
con apilamiento HH, mientras que el tercer y cuarto estado presentan un ancho de banda
y estan deslocalizados en la direccién y. Los estados de valencia graficados son de bandas
completamente planas, en donde se tiene una localizacion alternante entre las regiones HA
y HH. Para comprender este comportamiento se analizan los perfiles de potencial de moiré
de la Fig. 4.4, en donde es posible inferir que los estados confinados son los modos de
un oscilador arménico elongado en la direccién y. Las funciones de menor energia de
conduccién y valencia son estados tipo s, mientras que las siguientes funciones los estados
tipo p, ligeramente rotados. Note que para los eigenestados de valencia se tienen los estados
tipo s duplicados en dos regiones distintas, lo cual se debe a la competencia de los dos puntos
de confinamiento en el potencial de moiré (Fig. 4.4(a)). La verificacion experimental de estos
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Figura 4.6: Estructura de minibandas de moiré para bicapas de fosforeno rotadas por (a)
6 = 1°y (b) § = 4°. En ambos casos se presentan las bandas de conduccién (panel superior)
y de valencia (panel inferior) obtenidas de la diagonalizacién directa del Hamiltoniano
continuo en el esquema de doblado de bandas a los largo de la trayectoria de alta simetria
yxsy7y (ver Fig. 2.4(c)).

resultados se puede lograr a través de mediciones de microscopia de efecto tinel (STM?!), con
la cual es posible medir la densidad de estados local de 1a muestra, o a través experimentos
opticos, como se discutird en el Capitulo 5.

Para la bicapa rotada con # = 4° se obtiene un régimen electrénico distinto. Los estados
de conduccién y valencia adquieren un ancho de banda finito, pero el caricter dispersivo
aparece exclusivamente en la direccidon y (segmentos ¥z y Sy), permaneciendo planas en
la direccién x (segmentos TS y 7). Esto se debe a la anisotropia en la dispersion de las
monocapas, fuertemente amplificada por el patron de moiré. En la Fig. 4.8 se muestra que
estas minibandas corresponden a estados cuasi-unidimensionales en la mSC que se propagan
en la direccidon y. Las minibandas de conduccién se propagan a lo largo de las regiones que
conectan los apilamientos BA y HA, como sugiere el perfil de potencial de moiré. Para el
caso de los estados de valencia se observa que se tienen estados de minima energia casi
degenerados, esto como producto de los canales de propagacion presentes en el potencial. La
de mas alta energia se propaga a lo largo del segmento HH-BA y la siguiente a lo largo de
AA-HA.

ISTM corresponde a las siglas en inglés Scanning Tunneling Microscopy.
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Figura 4.7: Distribucién espacial de los primeros 4 eigenestados de (a) conduccién y (b)
valencia para § = 1°. Cada panel corresponde al modulo al cuadrado de la funcién de onda
promediada en toda la mZB. Se ilustra la region correspondiente a la mSC y se etiqueta la la
region del apilamiento en la que se localiza cada estado.

Como se ha discutido, los angulos de rotacion entre capas § = 1° y ¢ = 4° son re-
presentativos de dos regimenes electronicos distintos, por lo que se espera que al aumentar
gradualmente el angulo entre capas se llegue del régimen de estados localizados a estados
cuasi-1D. La transicidn entre regimenes se describié brevemente en la Seccién 4.2.1, en don-
de el aumento de # implica una reduccion gradual de la dimension espacial de los pozos de
confinamiento del potencial de moiré, hasta eventualmente perder su capacidad de localizar
a los estados de menor energia y formar estados confinados en una dimension. Al considerar
interacciones en el régimen de dngulos pequenos, la degeneracion de espin en los estados de
conduccién y valencia sugiere la realizacion de un modelo de Hubbard SU(2), al igual que
ocurre con las bicapas de dicalcogenuros de metales de transicién rotadas [15,72, 80, 81].
Por lo tanto, a este régimen se le asigna el nombre de régimen de Hubbard. Por otra parte,
las interacciones en el régimen de dngulos grandes inducen un comportamiento de liquidos
de Tomonaga-Luttinger acoplados [82—84], por lo que se referird a este como régimen de
Tomonaga-Luttinger.

4.3.2. Cruce entre regimenes de dimensionalidad

Ya que el modelo continuo desarrollado es valido mientras se cumpla la condicién de
angulos pequefios (/ < 6°), es posible establecer cuantitativamente el cruce entre el régimen
de Hubbard y el régimen de Tomonaga-Luttinger. Como primer indicador, se consider6 el
ancho de banda del estado de conduccion de menor energia y el estado de valencia de mayor
energia. Ya que los estados localizados estdn caracterizados por bandas planas, se utilizara
una resolucion experimental tipica de 10 meV para definir el umbral de ancho de banda para
el cruce a una banda dispersiva. En la Fig. 4.9(a) se muestra el ancho de banda de conduccién



CAPITULO 4. MODELO EFECTIVO 41

Conduccién Valencia
Max.

-40 0 40 80 -40 0 40 80 -40 0 40 80 -40 0 40 80

o o o o

z [A] z [A] z [A] x [A]

Figura 4.8: Distribucién espacial de los primeros dos eigenestados de conduccion (izquierda)
y valencia (derecha) para § = 4°. Se muestra el médulo al cuadrado de la funcién de onda
promediado en toda la mZB. Todas las minibandas corresponden a estados cuasi-1D que se
propagan en la direccién y.

y valencia para distintos valores de  entre 1° y 5°. El cruce entre regimenes para la banda de
conduccién ocurre para § = 2.85°, mientras que para la banda de valencia ocurre en § = 2.6°.

Un segundo indicador se puede construir directamente de la distribucién espacial de los
estados, en donde se observa que los estados localizados ocupan progresivamente la region
entre sitios de confinamiento. A partir de este hecho, se define el coeficiente de deslocalizacion

W}(rinter) |2

Rloc = —
|9 (T max) |

, 4.51)

endonde |¢)(r)|? es el modulo cuadrado de la funcién de onda en el punto r promediada en toda
la mZB. La posicién r,,, corresponde a los sitios de localizacion en el régimen de Hubbard,
mientras que Tipter = Tmax + %allw representa el punto medio con respecto al siguiente sitio
de confinamiento en la direccién y. Es facil notar que, en el régimen en Hubbard, R),. = 0,
mientras que para una minibanda completamente deslocalizada 1), = 1. Para definir el cruce
entre regimenes en términos del coeficiente de deslocalizacion se establecié el umbral como
una diferencia de un orden de magnitud entre | (Cinter)|? ¥ |¢(Tmax)|?, €s decir, Ry = 0.1.
En la Fig. 4.9(b) se muestra R),. en funcién de 6. Los cruces encontrados corresponden a
6 = 2.5° y 6 = 3° para las minibandas de conduccién y valencia, respectivamente. Los dos
indicadores considerados muestran que el rango de dngulos de transicion entre regimenes de
dimensionalidad electrénica estd dado por 2.5° < 6 < 3°.
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Figura 4.9: (a) Ancho de banda para la banda de conduccién de menor energia y la banda de
valencia de mayor energia y (b) coeficiente de deslocalizacién Ry, a lo largo de la direccion
y en funcién del dngulo de rotacion 6 entre capas. En ambas graficas se muestra con linea
punteada el umbral de transicion entre regimenes.



Capitulo 5

Excitones de moiré en bicapas de
fosforeno rotadas

Como se discutié en la Capitulo 3, gran parte del interés en los sistemas basados en
fosforeno se debe a sus propiedades Opticas, la cuales son dictadas por las transiciones di-
rectas en el punto [' y dominadas por la formacion de excitones 2D. Dado que para la bicapa
de fosforeno se mantiene la presencia de una brecha directa, la energia de las excitaciones
permaneceré descrita por la brecha de energia y las energias de enlace de los excitones. A
diferencia del caso de una monocapa, en donde el sistema electréon-hueco necesariamente se
encuentra confinado a una sola capa, la bicapa cuenta con cuatro configuraciones espaciales
distintas para los excitones: dos en las que el par electron-hueco estdn en la misma capa,
conocidos como excitones intracapa (X), y dos en las que el electrén y el hueco se localizan
en capas distintas, llamados excitones intercapa (IX). En la Fig. 5.1 se muestran las configu-
raciones de excitones descritas. Naturalmente, en ausencia de acoplamiento intercapa, los Xs
y los IXs son objetos independientes. Sin embargo, al introducir los efectos de hibridacion
entre bandas, los estados resultantes son una mezcla de los dos tipos de excitones, por lo que
reciben el nombre de excitones hibridizados (hX) [13,79].

El escenario que se busca estudiar es el de excitones en patrones de moiré de larga
periodicidad presentes en las bicapas de fosforeno rotadas. Para dngulos de rotacién 6§ < 1,
es posible establecer una diferencia de escala de longitud entre la dimension de los excitones
y la periodicidad de la superred (ap < a). En este caso es posible considerar a los excitones
como particulas puntuales localizadas en su centro de masa. Dentro de esta aproximacion,
los efectos de moiré se manifestardn tnicamente en los estados del centro de masa de los
excitones hibridizados [56,70].

5.1. Hamiltoniano de moiré excitéonico
Para describir a los excitones en bicapas de fosforeno rotadas, cuyas propiedades electroni-

cas se modelan a través del Hamiltoniano continuo del Capitulo 4, es necesario realizar un
cambio de la base de estados de conduccion y valencia en cada capa a los estados excitonicos

43
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A=b A=t

Figura 5.1: Esquema con las configuraciones de excitones (a) intracapa e (b) intercapa,
ilustrando la energia del estado que considera la brecha de energia y la energia de enlace e.
Las lineas onduladas indican la interaccion electrostatica electron-hueco.

con centro de masa (CM) libre. Mientras que, en ausencia de hibridacién intercapa, el vector
de onda Q) asociado al movimiento del CM es un buen nimero cuantico, al introducir los
efectos del acoplamiento intra- e intercapa se obtiene nuevamente un acoplamiento entre es-
tados cuya diferencia de momento satisface la condicion de dispersion de Bragg establecida
por el patrén de moiré. Los estados X e IXs posibles estdn dados en segunda cuantizacion
por (Apéndice C)

|X)\( nm — \/— ZXnm k [q> Q])Cv/\ (kh[qv Q]) |Q> ) (513.)

IXX(Q)) i = fZYnm < (ke[a, Q))con (knla, Q) [€2), (5.1b)

donde X, denota el estado intracapa en la capa \ e IX? es el estado intercapa con hueco en A
y electrén en \. En estas expresiones CL , (k) crea un electrén en labanda o = ¢, v delacapa A
con vector de onda k; q es el vector de onda asociado al movimiento relativo electrén-hueco,
y los vectores de onda del electrén k. y del hueco kj, se expresan en términos de esta cantidad
y de Q; Xom (@) y f/nm(q) representan la transformada de Fourier de las funciones de onda
de movimiento relativo electron-hueco con nimeros cudnticos (n,m); |€2) es el estado base
neutro del sistema con todos los estados de valencia ocupados y los estados de conduccién
vacios; y S es la superficie de la muestra.

Para la construccion del Hamiltoniano exciténico es necesario calcular sus elementos de
matriz utilizando los estados (5.1). La formulacion explicita de estas expresiones requiere
reescribir el Hamiltoniano (4.1) en segunda cuantizacion, que toma la forma

H= Z Z ngvkk/cl)\ ear(K') + Z Z akk/cab k)cor (k') + Hee ], (5.2)

a=c,v A=b,t k k'’ a=c,v k,k’

en donde se han abreviado los elementos de matriz £} ,,, = ,\<gz§k|53‘¢k/> VY Tapae =
b<qbk |Ta }qbk/ > . cuyas expresiones estdn dadas por (4.47) y (4.48), respectivamente. Considere
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el elemento de matriz entre un excitén X con vector de onda Q) y un excitén IX con vector de
onda Q'

1 N N
o Xo(Q) | H[IX,(Q')) 10 = S D> X @) Yo (4) Toac

kk' q,9’

x (el (kn)ean (el () (K )cly (KL eun(Ih) [ 2)(5.3)
1 . ~ ,
- 3 Z Z Xom (Q)Yn’m’ (q )Tc,kk' 51<',k'e 5ke,k5kh,k;1-

k' q,9’

Resolviendo las ecuaciones planteadas por las deltas de Kronecker, se llega a las siguientes
igualdades para cada componente

Meg / ’ Met / ’
=k — —= =k, — —= k. =k —
qc¢ ¢ MC QCa dc ¢ MC an ¢ ¢+ Qg QQ
con ¢ = x,y. Entonces,
mﬁ<Xb(Q) |H|IX2(Q,)>n/m/

1 ~ m -
=< _ Xom (kc — Qc) Yo (k' - —=Q ) T ki O’ k@' —
S Z MC ¢ MC ¢ +Q'-Q

kK
TCQQ’Z/ o o . ( Me¢ , Mot ) 1
= d*r d*r"exp |4 ke — —=Q« C—ZZ ke — Q¢+ ———Q¢ )¢
S k (=x,y MC =z y MC

X X () Yo (1)

TC:QQ’ 2, 12,/ . Meg : Mg A1\ 4
=209 [iraren| —i Y0 G0+ Y (- Tar)c

(=z,y ¢'=a'y

x [Zeik‘””] X (1) Yo (1)
k

X (1) Yo (1),

=T.qq /dQT exp [Z > %(Qc — Q)¢

¢=z,y

(5.4)

Dado que el término T} o es distinto de cero tnicamente cuando Q y Q' satisfacen la
condicion de dispersion de Bragg asociada al patrén de moiré, entonces la escala de longitud
del término Q' — Q corresponde al inverso de la periodicidad de la superred. De esta forma,
considerando la separacidn de escalas entre la dimension de los excitones y lamSC, es posible
tomar la aproximacién envolvente sobre el término exponencial, obteniendo

wn (Xo(Q)HIXHQ)),, =~ T, qq / &P X (0) Yo (v) = Toqo I (5.5)
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en donde se ha definido la integral de traslape intercapa
= / A1 X7 () Yy (1), (5.6)

Siguiendo un procedimiento analogo, el resto de elementos de matriz entre excitones X e [X
resulta

o (Xe(Q)HIXNQ)) &~ Toqa I, (5.72)
wn(Xe(QH[IXHQ)) -, = wa Xp(Q)H[IXUQ)) , ., ~ T, qqlia”. (5.7b)

Por otra parte, bajo las mismas aproximaciones, los elementos de matriz entre excitones X,
en la misma configuracion espacial son

i {(Xp(Q) |H|Xb(Ql)>n/m/
= é D> X (@)X (d)ef e (2]l (kn) e (ko) el () can (k) el (ki) en (1) [2)

a=c,v kk' q,q'

1 % ¥ I ! 1,/ /
DS K@) K () (e — =)D K ke K)o ki K

kX' q,9’
1 o Meg % Me g b b
=3 > Xom (kc ~ L Qc) X (k/c - VCQ/C (Corac — Eona) Okt @—Q
Y

~ [(82 © _ 82(0))(5QQ/ +0e.qq — 9Er.qq] /d2fr X (0) Xy (1)

= [£0)(Q)dqq + dcrqq — cnqa] Toa”,

(5.8)
con la definicion del traslape entre funciones intracapa
Jrm' = / d*r X7 (1) X (1), (5.9)
y la energia de excitacidn electron-hueco en la vecindad del punto I'
), (@) =2t - 40
—§E. + 58((:0) _ 5520) + h2’(Ri0/2Q) ‘f<,2 + h2’(RiG/2Q) 'S’P ex, (5.10)

2M, 2M,

la cual se ha expresado en términos del momento del CM y se ha reemplazado la energia
cinética del movimiento relativo por la energia ex del estado ligado electron-hueco intracapa.
De igual manera, los elementos de matriz del resto de excitones con la misma configuracion
son

(XU Q) H|XA(Q)), = [EX)(Q)dqq + dccaqq — dcvqar] i, (5.11a)
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a(IXAQ)H|IXNQ)),, , = [EX(Q)dqq + dccqq — devaa ] LT, (5.11b)
donde
L = / d*r Y, (£) Yo (r), (5.12)

£0(Q) =20 _ 2O

Q2 h*Q? (5.13)
= 0B+ 0e® — W 4 — = =
¢ + 0, €y +2Mm+2My+€IX’

con €rx la energia de enlace de los excitones intercapa. Los elementos de matriz descritos
permiten la diagonalizacién del Hamiltoniano (4.1) en la base de excitones.

5.1.1. Problema de movimiento relativo

El célculo de los elementos de matriz descritos permite el cdlculo de la estructura de ban-
das excitonicas para la bicapa de fosforeno rotada. Sin embargo, las expresiones involucran el
espectro de energia y las eigenfunciones de los excitones en sus dos configuraciones espacia-
les (X e IX), lo cual requiere la solucion del problema de movimiento relativo electrén-hueco
en ambos casos. A diferencia del problema estudiado en el Capitulo 3, los potenciales de
interaccion entre portadores de carga corresponden a un sistema de dos capas con susceptibi-
lidad eléctrica en el plano « y separadas una distancia d, los cuales se obtienen de la ecuacion
matricial (3.8). Las ecuaciones planteadas son

ér,.qte 1 £q

pi(g)e™ = 61(q) + = (1 + 7.q)da(a), (5.14a)
2m 2T
= = 2 —qi
£q Eryq-e
=—+r —_— , .14b
pi(@) = o (14 7.q)¢u(q) + ———¢1(q) (5.14b)
cuyas soluciones para ¢, y ¢, son
2 147 - qroe~24

== - , 5.15a
¢1(q) 24 (L1 rog)? — r2qre-id p1(q) ( )

2m e—ad
P2(q) = — - p1(q). (5.15b)
2 (1t rg — rige i MY
La interaccion resultante V entre portadores en la misma capa y la interaccién intercapa VW
tienen las siguientes componentes de Fourier

2 1+4rg— qr*e*QqJ
£ (1+1.q)% — r2gPe~2d

V(q) (5.16a)
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W(q) = 2m el
VT (g — g2

Las expresiones anteriores no tienen una forma analitica cerrada al aplicar una transforma-
da de Fourier al espacio real, por lo que se trabajardn en espacio reciproco los términos
relacionados a los potenciales.

Para la solucion de la ecuacion de Wannier (3.16) con las interacciones (5.16) se aplicara
el método de diagonalizacion directa descrito en el Capitulo 3, en el cual se expresa la
funcion de onda de la forma (3.19). Los elementos de matriz asociados a la energia cinética
anisotropica permanecen idénticos, cuyas expresiones son (3.22a) y (3.22b), mientras que
los elementos de matriz de la energia potencial son

(5.16b)

Uj'?f”/ =0/ / dr r2|m|+1e_(6j+ﬁj/)TU(r)

5 0 (5.17)

:—g: d*r [ (r)U(r),

en donde U es cualquiera de los potenciales (5.16) y se ha definido f;7, (r) = r2lmle=(Bi+8r,
Escribiendo ambas funciones en la integral en términos de sus componentes de Fourier,

]-T?/(T) :/ d q 6iq.r Z‘L’(Q)7 U(’I") :/(;qu>2ei<31-rU(q)7

(2m)?
con
o) = [ e
:/ drrfii(r) /dgp g iareosy
0
= 27T/0 drrfii(r)Jo(qr)
2m 3 ) L
= o 5j,)2lml+2r(2|m’ +2)Fy | |m| + 1, |m| + 3 L—q(B;+ By) %),
(5.18)
se obtiene
’ 1 d2q / d2q/ . ,
U™ = m/(q')U(q)/d2r gilata’)r
Jj 2 2 /3
2 ) (2m) (2m) (5.19)

= # /OOO dqqf;;(—)U(q).

La funcién dentro de la integral tiene un buen comportamiento en todo el dominio, por lo
que es posible evaluar numéricamente los elementos de matriz.

Note que, dada la dependencia de los potenciales con respecto a la distancia intercapa d,
se tiene un espectro de energia y funciones de onda excitonicas dependientes de la posicion en
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Figura 5.2: Magnitud de energias de enlace en funcién del apilamiento de excitones (a)
intracapa e (b) intercapa para una bicapa de fosforeno encapsulada en hBN. Las energias
calculadas a partir del método de diagonalizacion directa se muestran con tridngulos y el
ajuste (5.21) con lineas solidas.

el patrén de moiré. La estrategia adoptada es la misma que se describi6 en la formulacion del
Hamiltoniano continuo, que consiste en explotar la separacion de escalas entre la dimension
de los excitones y la superred. En esta aproximacion, es posible resolver el problema de
eigenvalores generalizado para las 13 distancias intercapa representativas mostradas en la
Fig. 4.3(a) e interpolar las cantidades de interés.

Se encontr6 convergencia en los primeros 10 niveles de energia de los excitones X e IX
al considerar nuevamente m,,,x = 10 y un total de N = 30 funciones para cada valor del
numero cuantico m. En la Fig. 5.2 se muestran las energias de enlace de los excitones X e IX
para los 13 distintos apilamientos representativos. El ambiente dieléctrico considerado fue el
de una bicapa de fosforeno encapsulada en hBN. Naturalmente, dada la separacion espacial de
los portados de carga, las energias de enlace de los excitones IX son menores que las obtenidas
para excitones X. Se observa que la modulacidon de las energias del caso IX muestra un perfil
opuesto a la distancia intercapa d (Fig. 4.3(a)), esto debido a que el aumento de la separacion
entre capas se refleja en una disminucion en la fuerza de la interaccion electrostatica electron-
hueco. En los excitones X se presenta el comportamiento contrario, cuyo perfil tiene la misma
forma que d. Esto se debe a que la disminucién en la distancia intercapa se traduce en un
mayor apantallamiento entre portadores en la misma capa, reduciendo la energia de enlace.

Al igual que en el estudio de excitones en monocapas, se caracterizo la extension espacial
alo largo de los ejes X y y a través del calculo de las cantidades L, = +/(x2) y L, = /(y?)
para el exciton de menor energia. En la Fig. 5.3 se muestran los resultados para los excitones X
e IX, calculados a partir de las expresiones (3.24) y (3.25). Se destaca el hecho de que, a pesar
de que L, y L, muestran un perfil de variacion, su fluctuacion es relativamente baja. Para los
excitones X, la variacién de L, y L, corresponde a =0.03 A y £0.05 A, respectivamente,
mientras que para excitones IX se tiene £0.2 A y £0.3 A. Por esto es posible inferir que
los excitones mantienen una estructura espacial aproximadamente constante en la mSC. La
magnitud de las energias de enlace de los excitones X se refleja en una menor dimensién
en comparacion con los excitones IX. Asi, la condicion de separacion de escalas entre los
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Figura 5.3: Longitudes caracteristicas L, = +/(22)1, (eje izquierdo) y L, = /(y?)1s (eje
derecho) en funcion del apilamiento para excitones (a) intracapa e (b) intercapa a lo largo de
la mSC en la bicapa de fosforeno rotada encapsulada en hBN.

excitones y la mSC es determinada por las dimensiones de IX (comparar con Fig. 2.5).

Finalmente, el espectro de energia para excitones X muestra que el espaciamiento entre
los estados 1s y los estados 25 y 2p es ~ 150 meV y ~ 125 meV, respectivamente. Por otra
parte, para los excitones IX las diferencias de energia son ~ 60 meV y ~ 40 meV. Debido
a esta separacion de energia, para dngulos de rotacidn pequeiios el traslape entre el exciton
de menor energia y los estados excitados es despreciable. Por esta razon, para la discusion
de las propiedades excitonicas de baja energia se restringird la discusion a los estados 1s. En
este caso, JiJ = L1y = 1, mientras que I} = I(ry) depende del apilamiento. A partir de
dos eigenfunciones de la forma (3.19), cuyos coeficientes se denotan por {a;,,,} y {bjm }, las
integrales (5.6) resultan

N
=32 3 b [ 16,000, (0)

m,m' j,j'=1

=, T(2|m| +2)
:Z Z &jmbj’m (ﬁj +ﬁj/)2|m|+2'

m j,j'=1

(5.20)

5.1.2. Estructura de bandas

Para incorporar al modelo la variacién espacial de las energias de enlace, se propone una
interpolacion analoga a la introducida para la distancia intercapa d(r), i.e.

4
e(r) = e+ > [65,c08(Goy x0) + € sen(Gy - 1)) (5:21)

n=1

Los parametros de ajuste se muestran en la Tabla 5.1 y se grafican en comparacién con
las energias calculadas en la Fig. 5.2. Este perfil de potencial adicional acopla estados de
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Tabla 5.1: Parametros de la interpolacion (5.21) para la energia de enlace (meV) de los
excitones X e IX.

€x X €1x €1x
0.030 0.157 | -0.072 0.142
0.714 0.800 | -1.189 -1.336
-0.466 -0.047 | 0.757 0.268
-0477 0296 | 0.809 -0.267

e = —209.302 ™ = _107.833

A WD =3

excitones de la forma

4
X 1 s - a s - q
<Xb(Q)‘€X’Xb<QI>> = 6((3 )5QQ’ + 5 Z {(EX,n +1€% ,)0Q,q +g. T (X — ZEX,n)5Q7QI*gn}
n=1

_ X
—QQ”
(5.22)

y de igual manera para el resto de configuraciones. En cambio, al calcular I(ry) a lo largo de
la mSC, se obtienen valores entre 0.8923 y 0.9082, que generan fluctuaciones despreciables
al multiplicar a los términos de tunelamiento 7. Por lo tanto, se considerara el promedio de
los 13 valores calculados I = 0.9014 en los elementos de matriz (5.5) y (5.7). Esto resulta
en el siguiente Hamiltoniano:

& 0 T. -T,
0 & -T, T.
H= - X

T. —-T, & 0 |’

-7, T. 0 &x

(5.23)

con el ordenamiento de base {|X,),|X;),|IX}),|IX})} y los términos de tunelamiento
renormalizados T, = IT, . Los términos diagonales corresponden a los elementos de matriz

(C/’QQ/ = 8(0)(Q)5QQ’ + 6€C,QQ’ — 55U,QQ’ + EQQ/. (524)

El estado base resultante de la diagonalizacion de la matriz (5.23) en el punto I' de la ZB
respresenta un potencial de norma efectivo para los excitones. En la Fig. 5.4 se muestra
el perfil de potencial de moiré para # = 1°. Se espera que, para angulos suficientemente
pequenos, se obtengan estados confinados en las regiones azules del potencial (regiones de
apilamiento HH), y a medida que aumenta 6, se llegue a un régimen de estados que se
propagan en una dimensién, de forma andloga al caso de los portadores de carga, discutido
en la Seccién 4.3.1.

Para la diagonalizacion de (5.23) se emplea de nuevo un esquema de doblado de bandas,
en donde se proyectan todos los estados con vector de onda Q' del CM a un vector Q en la
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Figura 5.4: Perfil de potencial de moiré para los excitones de baja energia en una bicapa de
fosforeno rotada por 6 = 1°.

mZB a través de la relacion Q' = Q + ug, +rvg, = Q s €ON i, v € 7. Para cada vector
Q € mZB existe entonces un problema de eigenvalores definido en términos de excitones
caracterizados por los indices (u, ). La solucién en cada punto resulta en un conjunto de n
eigenestados, los cuales se interpretan como excitones hibridizados:

hX(Q)), = > [AZV(Q)IXb(QW» + B, (Q)IX:(Qu) + € (Q)IX,(Q,,))
o (5.25)

+ D, (Q)IX;(Q,)) |-

Para cuantificar el nivel de hibridizacion de los estados, se introduce la cantidad

1,(Q) =Y I (QF + D (QF = 4L QP = IBLQF]. (526

I”L7V

tal que II = +1 corresponde a un estado puramente intercapay II = —1 aun estado puramente
intracapa. Para el caso —0.5 < II < 0.5 se tienen excitones fuertemente hibridizados.

La estructura de bandas exciténicas para bicapas de fosforeno rotadas se muestra en la
Fig. 5.5, mostrando los casos # = 1°y # = 5°. Las dispersiones se grafican a lo largo de
la trayectoria de alta simetria 7xsy7y en la mZB rectangular (ver Fig. 2.4(c)). A 6 = 1°,
se obtienen multiples minibandas excitonicas completamente planas, que indica que los
excitones tienen velocidades de grupo nulas y que el salto entre superceldas de moiré vecinas
estd completamente suprimido. Estas bandas se interpretan como estados cero-dimensionales
localizados por el potencial de moiré andlogos a un arreglo de puntos cuanticos. En la Fig.
5.6(a) se muestra el médulo cuadrado de la funcién de onda de los excitones hX para las 4
primeras minibandas. La region de localizacién de los estados corresponde a los minimos del
potencial (Fig. 5.4). Note que, para este dngulo de rotacion, la profundidad y dimensién de los
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Figura 5.5: Estructura de minibandas de excitones en bicapas de fosforeno rotadas por (a)
6 = 1°y (b) & = 5° encapsuladas en hBN. El cédigo de colores en las bandas corresponde al
coeficiente de hibridizacion (5.26).

pozos de potencial son tales que producen 8 estados localizados. Finalmente, la polarizacion
IT de las bandas muestra un comportamiento constante en la mZB dentro del rango de energias
de interés, indicando la formacion de excitones fuertemente hibridizados con IT ~ —0.064.

Para # = 5°, se obtienen minibandas que adquieren un caracter dispersivo en la direccion
y, permaneciendo planas en la direcciéon x. Como es de esperarse de los resultados para
estados de electrones y huecos del Capitulo 4, también existe un régimen en el que los
excitones forman arreglos de estados cuasi-1D. En la Fig. 5.6(b) se muestra el médulo
cuadrado de la funcién de onda de las primeras dos minibandas promediadas en la mZB. Los
estados unidimensionales conectan las regiones de alta siemtria HH y BA. La hibridacion de
los estados se mantiene en un régimen de excitones fuertemene hibridizados con IT ~ —0.074.
Se obtuvo un ligera disminucién de este coeficiente en comparacion con el caso § = 1°, que
es la tendencia esperada ya que un menor nimero de minibandas en la region de baja energia
implica un menor acoplamiento entre excitones X e IX. El aumento de # incrementa la
participacion de los excitones X en los estados de menor energia.

Para delimitar los regimenes de dimensionaliadad de los excitones en la bicapa de fos-
foreno rotada, se calcul6 la evolucién del ancho de banda del estado de menor energia en
funcién de 6 (Fig. 5.7). Tomando como umbral de transicidén un ancho de banda de 10 meV
para distinguir el régimen de excitones localizados a estados cuasi-1D, se obtuvo que el
angulo en el que se cruza este limite es 6 = 4°.

5.1.3. Efectos de un campo eléctrico

Una de las vias para modificar la estructura de bandas excitonicas y sintonizar las propie-
dades del material es a través de un campo electrico fuera del plano E = F.z. En presencia
de un campo eléctrico, los excitones experimentan un corrimiento de energia proporcional
a su momento dipolar eléctrico proyectado en la direcciéon del campo. Ya que Unicamente
los excitones IX tienen un momento dipolar permanente ¢, = Fed(ry) (— para IX, y +
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Figura 5.6: Distribucién espacial (modulo al cuadrado de la funcién de onda promediada en
la mZB) de los primeros eigenestados excitonicos en la bicapa de fosforeno rotada por (a)
6 = 1°y (b) & = 5°. Para § = 1° se presentan los cuatro estados de menor energia y para
6 = 5° los dos primeros.

para IX?), solo estos tendrdn una contribucién adicional dependiente del apilamiento en su
energia. Considerando la interpolacion (4.42) para distancia intercapa, la modulacion de
energia AFE, = —(,E, es

4
AFE.(rg) = :i:eEZ{do + Z [de cos(G,, - o) + dt sen(G,, - ro)] }, (5.27)

n=1

desplazando a energias mayores a los excitones IX} y a energfas menores a los excitones
IXf . Esta contribucién adicional entra en los términos diagonales &Erx en (5.23) a través del
acoplamiento

, Iy . .
(IXH(Q)|AE.|IX)(Q)) = + eEz{dgaQ,Q/ +3 > (s +ide)dqqrrg, + (d — ids)dg.q—g,] }
n=1

EAE%QQ' 5
(5.28)

y con signo opuesto para los términos IX".

5.2. Resonancias opticas de moiré

Lamodulacion del momento del CM de los excitones tiene un impacto directo en las firmas
Opticas de las bicapas de fosforeno. Los procesos que involucran la interaccion de excitones
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Ancho de banda [meV]

Figura 5.7: Ancho de banda del estado exciténico hX de menor energia en funcién del angulo
de rotacion entre capas 6. Se muestra con linea punteada el umbral de transicién (10 meV)
entre regimenes de dimensionalidad del movimiento del CM.

con la luz se tratardn a través de un Hamiltoniano que caracteriza las transiciones interbanda
en el punto I' de las monocapas inducidas por el campo de radiacion. Este Hamiltoniano de
interaccion luz-materia estd dado en segunda cuantizacién por (Apéndice D)

Hin =523 8;;?0 [l (k + &) )em (K)a(€) + Heel, (5.29)
KA €

donde H.c. denota el hermitico conjugado. En esta expresion, v, esta dado por el elemento de
matriz del momento p,, entre los estados de conduccion y valencia evaluados en el punto I' de
la ZB; el operador a'(£€) crea un fotén con vector de onda € = & | +& 1, el cual se separa en sus
componentes paralela y perpendicular al plano, respectivamente; y V = SL, con L la altura
de la cavidad dptica en la que estd inmersa la bicapa. Es importante destacar que, debido a
la separacion espacial de los portadores de carga en los excitones IX, se tiene reduccion en
la probabilidad de transicion Optica dipolar de estas cuasiparticulas, resultando despreciable
en comparacion con la de su contraparte intracapa X. Por lo tanto, en el Hamiltoniano (5.29)
solo se considera la creacion y recombinacidn de pares electron-hueco en la misma capa, lo
cual es equivalente a tomar Unicamente la interaccion de la luz con los excitones X.

5.2.1. Absorcion optica

La estimacion de la tasa de absorcion de fotones en la bicapa de fosforeno rotada se realiza
a través de la regla de oro de Fermi

2 |
T, = %;KHHLM‘ZH%(Ef ~ Ey), (5.30)

la cual caracteriza la probabilidad de transicién por unidad de tiempo de un estado inicial |i)
a un continuo de estados finales |f). El uso de esta expresion para calcular la absorcion de
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fotones en semiconductores es cuestionable debido a que el estado final no es un continuo
sino un estado discreto, es decir, un exciton. La validez de este método se restringe al llamado
régimen de acoplamiento débil, en donde se introduce el ancho de linea Lorentziano

B/
(Ey — Ei)* + 6%
con (3 un ensanchamiento fenomenoldgico originado de las impurezas y desorden del sistema,

el cual debe satisfacer } < f ] Hiwm ‘z> ‘ <& [ [85]. La tasa de decaimiento de un estado de un solo
fotén |€) = a'(€) |2) en todos los estados de excitones hibridizados posibles es entonces

— 2 B/m
r(¢) = ;Q;HZBXR: WX Q) e hr e O3

(S(Ef—EZ) —

donde E,(Q) es la energia de la n-ésima minibanda en el vector de onda Q. Considere los
siguientes elementos de matriz

1 e, 87T7ic~
(XA(Q)| Hinlg) = S;ZCZZ (@)

X <Q‘cv/\qkhk);\;>\<k Jely (k + §))eu (k) ©[)
- 18 eich Zq:kg;;:' Sﬂhc (@¢e 0. Xd - Mc “Qckc ¢, c§q<+ s Qake
Lo e / i [z] X0
— e [PEEX 0,

(5.32)

donde el término 6Q75H garantiza la conservacion del momento en el plano del proceso.
Entonces, sustituyendo en (5.31) y realizando la simplificacién algebraica correspondiente,
se obtiene

167r2'y§
F(&) = hLE helX DD

QeEmZB n

2

Z )+ B (Q)] 56“,Q+ug1+z/g2
v (5.33)

p/m
(En(Q) — heg)? 4 57
Dado que el vector de onda de los fotones que esta en resonancia con los estados excitonicos

hX corresponde al infrarrojo-visible (~ 0.01 nm~') y es despreciable en comparacién con
la escala de vectores de onda de la mZB (~ 1 nm™!), se tiene que las transiciones ocurren

X
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Figura 5.8: (a) Espectro de absorcién calculado en funcién del dngulo ¢ para la bicapa de
fosforeno rotada encapsulada en hBN. (b) Energia de la primera linea de absorcién en funcién
de . Se muestra el ajuste lineal para el régimen 6 < 4° (color rojo) y para el régimen 6 > 4°
(color azul).

esencialmente para las componentes X con Q,, = 0, que es equivalente a Q = 0y
i = v = 0. En esta aproximacion, se tiene que tnicamente los estados en el punto 7 de la
mZB con proyeccion no-nula al estado X con momento cero son dpticamente activos, i.e.

p/m
(En(0) — he€)? + 7

1671'2’)/5 e?

PO~ 5z 7 X O X AR(0) + Bio@)f

(5.34)

El nimero total de fotones absorbidos se obtiene multiplicando esta expresion por el nimero
de estados de fotones en un rango infinitesimal de energia (e, € + de), que es equivalente al
nimero de fotones con vector de onda cuya magnitud esté en el intervalo (¢/hc, (¢ + de) /hc).
Dado que el elemento de volumen en espacio reciproco 4m&2d¢ contiene SL/(2m)? estados
de fotones, el nimero de fotones resulta [SL/(272h3c?)|e%de. La tasa de absorcién por unidad
de area es

_ 8yjede e?

A = T XO) 3 [ A3(0) + B0 o T

(En(0) —€)? + 5%

(5.35)

En un arreglo experimental, el diferencial de energia de se identifica como la resolucién del
detector, a la cual se le da un valor tipico de 1 meV.

Dado que se busca explorar los efectos de la periodicidad del patréon de moiré en las
propiedades Opticas de la bicapa, en la Fig. 5.8(a) se muestra el espectro de absorcion
calculado a partir de (5.35) cuando se varia de forma continua el angulo de rotacion entre
capas. Se asumi6 un ancho de linea de 3 = 5 meV y se consider6 v, = 5.323 eV-A [58]. Se
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obtiene un gran nimero de resonancias, el cual disminuye al aumentar . Para entender este
fenémeno de moiré, es necesario hacer referencia a la conservacion de momento modificada,
impuesta por la superred. Mientras que en semiconductores convencionales tinicamente los
excitones con un momento del CM aproximadamente cero interactian con la luz, en presencia
de una nueva periodicidad, la reflexiéon de Bragg puede dispersar los estados con momento
distinto de cero al cono de luz [86]. Como resultado, todos los estados de excitones en
el centro de la mZB adquieren una fuerza de oscilador. Esto se puede apreciar como una
redistribucion de la linea espectral original en mdltiples picos. La reduccién del nimero de
picos al aumentar # es consecuencia de la disminucién de subbandas en la regién de baja
energia. Esta fuerza de oscilador permanece constante y se distribuye progresivamente entre
menos estados.

El entendimiento de la evolucién de las lineas espectrales en funcién de 6 requiere hacer
referencia a las dos fases de confinamiento espacial de los excitones en la bicapa de fosforeno
rotada. En el régimen de angulos pequefios (@ < 4°), la energia de las primeras lineas de
absorcién muestran una dependencia ~ 6 (lineal), que corresponde a estados localizados
por el potencial de moiré [87]. Al aumentar el angulo de rotacion se reduce la longitud de
confinamiento, lo cual aumenta la separacion de energia entre los estados en los pozos de
moiré. Cuando los estados del CM se acercan a la frontera con los estados deslocalizados 1D,
las energfas de las resonancias de moiré muestran una dependencia ~ 6=/, Note que, en la
vecindad de § = 4°, 1a primera resonancia de moiré muestra una transicién de comportamiento
lineal a una extincién con dependencia /2, indicando un cambio en la dimensionalidad de
los estados de baja energia. Esto también se puede distinguir en la primera linea de absorcion,
en donde existe un cambio de pendiente (Fig. 5.8(b)) debido a que la energia de punto cero
de confinamiento pasa de tener una dependencia en X y ¥ a depender tnicamente en x. Este
resultado esta en concordancia con la transicion identificada a partir de la evolucion del ancho
de banda.

Finalmente, un aspecto de particular interés en los excitones fuertemente hibridizados
es la sintonizacién de sus energias de absorcidn a través de un campo eléctrico fuera del
plano. Mientras que las componentes X se acoplan a los fotones, el momento dipolar fuera
del plano de las componentes IX permite modificar la energia a través de un mecanismo
andlogo al efecto Stark descrito en la Seccidén 5.1.3. Incorporando los términos (5.28) en
los elementos de matriz del Hamiltoniano, se obtiene la Fig. 5.9(a,b) donde se muestran los
resultados del espectro de absorcion en funcidn de la magnitud del campo FE, para = 1°y
6 = 5°. A bajas energias en § = 1°, se observa un gran nimero de lineas que se desplazan a
menores energias de forma uniforme sin perder su peso espectral. Experimentalmente, esto
se observaria como una linea ensanchada susceptible al campo externo. Por otra parte, como
resultado de la reduccion del acoplamiento entre bandas, en § = 5° se tiene Unicamente
un par de resonancias que reducen su energia. En ambos casos se identifican una serie de
lineas de absorcion en la vecindad de ~ 2 eV que muestran un fuerte caricter intracapa, y
por lo tanto conservando su energia ante el campo eléctrico aplicado y con una amplitud
contrastante con el resto de las resonancias.
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Figura 5.9: Espectro de absorciéon como funcién de un campo eléctrico fuera del plano con
magnitud £, para bicapas de fosforeno rotadas por (a) # = 1° y (b) § = 5° encapsuladas en
hBN. (c¢) Fotoluminiscencia a temperatura ambiente (293 K) en la bicapa de fosforeno para
distintos angulos de rotacion.

5.2.2. Fotoluminiscencia

Como proceso complementario a la absorcion de fotones, se presenta una estimacion de
la intensidad de fotoluminiscencia de la bicapa. Se asume una poblacion térmica fotoexcitada
de excitones descrita por la distribucién de Boltzmann

nB(€7 T) — 6_(€_€gnd)/k]3’j—‘7

(5.36)

donde €4nq €s el minimo global de la estructura de bandas de excitones. Se evalia la tasa de
recombinacion del n-ésimo estado exciténico hibridizado hX con vector de onda del CM Q
utilizando la regla de oro de Fermi en su forma termodinamica

Tu(Q) = 27 S| (&] [ hX(Q), s (Bu(Q). T) (het ~ Bu(Q), (537)
3

en donde se suma sobre todos los estados finales de un solo fotén. A partir de los elementos
de matriz (5.32) y con la aproximacion en la que tnicamente los excitones X con momento
cero se recombinan para emitir radiacion, se llega a

N 16%273 e?

L(Q) & — = | X ()| A5o(Q) + B (Q) s (En(Q). T)

3 eV E - B@)
£l V Q2 +£J_

(5.38)
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Tomando el limite continuo sobre la suma de vectores de onda &,

LaQ) = 0 X(0)* | A3y (Q) + Bio(Q) (@), )
< [ (hey/Q+ & — Ei(Q))
o 2 N
C16m2 2 (X0 [ AR(Q) + Bp(@neBa@. ) O
R ke VIEL(Q)? = (heQ)?
16775 ¢ | X(0)[ "] A5 (0) + Bo(0) "5 (£.,(0), T)
h  he E,(0) '

La intensidad de fotoluminiscencia (fotones por unidad de tiempo por unidad de 4rea) se
obtiene integrando sobre los vectores de onda QQ dentro del cono de luz definido por la delta
de Dirac en (5.37), resultando

[ oy L[
s, - [ ani@ - [ aar@) o
A E(

0) 62 2| yn mn 2

732 %|X<O)‘ ‘Aoo(o) + Boo((m nB (En(O))

La fotoluminiscencia en funcién de la energia se grafica multiplicando la intensidad co-
rrespondiente a cada estado por una distribucién Lorentziana centrada su energia £, (0),
obteniendo la expresion

ST, 6/
I(e) = zn: CRORr Y (5.41)

La evaluacién del espectro de fotoluminiscencia para distintos dngulos de rotacion entre
capas se presenta en la Fig. 5.9(c). Para § = 1° es posible identificar la activacién de dos
minibandas resultantes del doblado de bandas a la mZB, las cuales se extinguen ridpidamente
con el incremento de 6. A partir de § = 3°, la separacion entre subbandas proyectadas al
punto v de la mZB resulta en una tnica linea de emisidn, la cual aumenta progresivamente
debido a la reduccién del acoplamiento y la acumulacién del peso espectral.
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Conclusiones

Se han presentado Hamiltonianos efectivos para los estados elestronicos y excitonicos
de baja energia emergentes en bicapas de fosforeno rotadas (f < 1), y generalizables para
otras bicapas semiconductoras bidimensionales que exhiben patrones de moiré de larga
periodicidad. Estos modelos se basan en una aproximacion continua al potencial de superred
de la bicapa rotada, e incluyen detalles microscopicos tales como la variacion espacial de las
energias de conduccion y de valencia, y la relajacion de la distancia intercapa a lo largo del
de la supercelda. Mediante la diagonalizacion numérica de los Hamiltonianos en un esquema
de doblado de bandas, se encontraron dos regimenes fisicos cualitativamente distintos para
los estados electronicos y excitonicos, como funcion de la rotacion entre capas. A dngulos
pequenos (f < 2.5° para portadores de carga y ¢ < 4° para excitones), los estados de
baja energia se distribuyen en la superred como un arreglo periddico de estados localizados
por pozos de confinamiento del potencial de moiré. Estos estados indican la realizacion
de modelos fermionicos y bosonicos de Hubbard SU(2) en una red rectangular de escala
mesoscopica. Para dngulos relativamente grandes (/ > 3° para portadores de cargay 6 > 4°
para excitones) se predice un régimen cualitativamente distinto, en el cudl los estados de
baja energia se organizan en arreglos de cuasi-unidimensionales, estableciendo una posible
plataforma para la exploracion de liquidos de Luttinger en materiales de moiré. Los resultados
obtenidos estdn en buena concordancia con calculos de primeros principios de gran escala
reportados recientemente [21-23].

Se estudiaron las propiedades Opticas de las bicapas de fosforeno rotadas a través de la
descripcion del espectro de energia y los eigenestados descritos por el modelo efectivo para
excitones. Se predice que los estados excitonicos de moiré emergentes en bicapas de fosforeno
rotadas corresponden a excitones fuertemente hibridizados, los cuales son pticamente activos
a través de su componente intracapa, y altamente susceptibles a campos eléctricos fuera del
plano por su componente intercapa. El cdlculo del espectro de absorcién en funcién del &ngulo
de rotaciéon muestra dos tipos de resonancias de moiré: las que muestran una dependencia
lineal ( ~ #), que corresponden a excitones localizados por el potencial, y las que varian como
6~1/2, que describen excitones que se propagan en el plano del material. Estos resultados
sugieren que la reduccion dimensional de los estados excitonicos con el régimen de rotacion
es observable en el espectro de absorcion de la superestructura, incluyendo a los experimentos
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Opticos como una via para explorar los regimenes de dimensionalidad de los electrones y
huecos en bicapas rotadas de semiconductores anisotropicos.



Apéndice A

Elementos de matriz del potencial
cristalino

Se desarrollardan los elementos de matriz entre estados de Bloch de la misma capa A
acoplados a través del potencial V5 de la capa opuesta presentes en (4.16). Ya que el potencial
tiene una estructura periddica, se puede expandir en términos de los vectores G de la forma

1 .
Vit —15,2) = —= » Vi(G,2)e @), (A.1)
>
y a través de las expresiones (4.19) y la relacion ry = —r), los elementos de matriz son

>\<O‘,7k,|v)\‘avk>>\:# > /dQszuﬁf*(G',z)e‘i(k'ﬁLG’)‘(r—U)

G,G',G"
x VS\(G//, Z)eiG’“(r-l—r)\)ug((_}7 Z)ei(k+G)~(r—rA)
1 : ’ / "
= Z ! +G+G k=G)rx [/dz ud (G, 2)Vi(G”, 2)u) (G, 2)
G,G',G"

NPl AR WA .
X/d2T€Z(G k'-G'+k+G)r

1 S / "
S Z Ow qrqr_ge € TETETEGm
\/g G,G,,G”
X /dzug‘/*(G’,z)ui(G,z)V/\(GH,z).

(A.2)

Se consideran vectores k y k” en la vecindad del punto I', tal que la conservacién de momento
se simplifica a

Ok—K.G'-G"-G ~ Ok k0G ,G"+G (A.3)
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de forma que los Unicos elementos de matriz distintos de cero son

]. ; " /
Ao k| Vs|a, k), = NG Z b grypge (@ TETEIT /dzuéT(G',z)ug(G,z)V;(G”,z).
G‘,G/,GN

(A.4)

En este punto, se aproximan las funciones de Bloch y el potencial considerando inicamente
sus primeras tres estrellas de vectores de Bragg. También, se considerard inicamente el caso
a = o ya que las transiciones interbanda intracapa estan fuertemente suprimidas por la
magnitud de la brecha de energia. Se analizara (A.4) dividiendo sus distintas contribuciones:
cuando G = G'=G" =00 G = G’ # 0 con G” = 0, se obtiene

[v;(”]a,k:/dzu (0, 2)u}(0, 2)V;(0, 2) + Z/dzu s 2)UN (G, 2)V5(0, 2),

In|=1

(AS)

que es independiente del apilamiento. Como siguiente caso, se considera G = 0 con G” =
G #0,yG' =0con G" = —G # 0, que resulta en

V(1 =2 Z /dz Re {u’\* ny 2)UN (0, 2)e? G “} Vi(Ga, 2), (A.6)

In|=1

en donde se han utilizado las condiciones V5 (—G, z) = V' (G, z), que es requerimiento para
que el potencial seareal, y Co, V5 (G, z) = V5(—G, 2) = V5(G, z), proveniente de la simetria
del cristal. Simplificando (A.6) y utilizando las constricciones de simetria (4.34), se obtiene
para las bandas de conduccion

[V/—\(l)]c,k :4/dz{ [—Reu) (G, 2)Imu (0, 2) + Imu (Go, 2)Reu) (0, 2)] V5(Ga, 2) sen (2Gy - 1))

[Reu (Gs, 2)Reu (0, 2) + Imu (G, 2)Imu (0, 2)] VA(Gs, 2) [ cos (2G5 - 1)
+ cos (2G4 - 1))] + [Reu)(Gs, z)Reu) (0, 2) + Imu) (Gs, 2)Imu) (0, z)]
x V3(Gs, 2) cos (2Gs - 1)) + [Reu) (G, 2)Reup (0, 2)
+ Tmu (G, 2)Imul(0, 2)] V(G 2) cos (2Gi 1) |
(A7)

en donde se han utilizado las identidades de simetria 0., V5 (G, z) = V5(G, 2), que resulta en
Vi(Guy, 2) = V5(Gs, 2). En cambio, para las bandas de valencia esta contribucion se cancela

debido a 1) (0, z) = 0.
Finalmente, se considera el caso G’ = G” + G con G, G', G” # 0, obteniendo

Vi ok = Z / dzu) (G, 2)up (G, 2)V3 (G — G, 2)e¥ (GG (A8)

nn—
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En este caso se va a restringir a las combinaciones de (n, n’) tales que G, — G,, pertenezca a
una de las tres primeras estrellas de Bragg, ya que de lo contrario el término V5 (G, — G, 2)
es despreciable. Las combinaciones de (n, n) cumplen esta condicién, pero generan combina-
ciones independientes del apilamiento que se pueden agrupar en [V/—\(O)]a,k. Las combinaciones
posibles restantes se muestran en la Tabla A.1.

Con la Tabla A.1 y las constricciones (4.34), se obtiene para las bandas de conduccién

[VX@)]C,k :/dz{ — 4Im [ui\*((;,67 2)u (G, z)} Vi(Gy) sen (2G; - 1)
+ 4Re [u)* (G, 2)up (Gs, 2) + up* (Gs)uy (Gs)] V3(Gs) [ cos (2Gs3 - 1))
+ 08 (2G4 - 1) | + 4|u) (Gs, 2)[PV5(Gs5) cos (2G5 - 1) + 2[2[u)(Gs, 2)[?
— (G, 2)P] VA(Gi) cos (2Gis - 1) |,
(A.9)

mientras que para las bandas de valencia se tiene

[V;\(Q)]v,k :/dz{ — 4 (2Im [u)*(G1, 2)uy(Gs, 2)] + Im [u)*(Ge, 2)uy(Ga, 2)])
x V5(Ga, 2) sen (2Gs - 1)) + 2(Re[u)* (G, 2)u} (Go, 2)]
— Re [u)*(Ge, 2)u) (Gs3, 2)]) V5(G3, 2) [cos (2Gs - 1)) + cos (2G4 - T))]
+2 (Jupy* (G, 2) |2 + 2|u)*(Gs, 2)|°) Va(Gs, 2) cos (2G5 - 1))
+ 2 (Juy*(Ga, 2)|* = 2up*(Gs, 2)[*) Vi(Ge, 2) cos (2Gg - r,\)}.

(A.10)
Las ecuaciones (A.5), (A.7), (A.9) y (A.10) se pueden resumir como
6
Mo k| Vil k) =00 4+ 0@ sen (2G5 - 1)) + Z 0™ cos (2G,, - 1)), (A.11)

n=3

con vl = o).
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Tabla A.1: Combinaciones (n’, n) que contribuyen en (A.8).

(n',n)

(_1’ 1)7 (_47 3)7
(_374)
(_27 2)7 <_47 _3)7

Gn/ - G'n, = _G5

(3,4)

Gn/ - Gn - —G6

(n',n)

~~

NP

~— —

(27 _1)7

(17_2)

(573)7
(67 _3)7

3a _6)a
—3,-5)

~—

Gn’ - Gn = G4

~—

(37 _4)
(2,-2),(4,3),
(=3,—4)

(17 _1)7 (47 _3)7

Gy —G,=G;

Gy — G, =Gg




Apéndice B

Correcciones de tunelamiento virtual y
particion de Lowdin

A continuacién se presentaran expresiones para los elementos de matriz entre estados de
Bloch en capas opuestas |, ')\ y |3,T')5. Para o = v se considerard 8 = ¢, en donde, a
partir de las relaciones (4.33) y (4.34), se tiene en (4.252)

Sev :/dzui*(Gn,z)uZ(Gn,z) = —/dzui*(—Gn,z)ug(—Gn, z) = =8, .. (B.1)

y de igual manera para (4.25b). Entonces, se obtiene

T, (ro) = (c,T|H

Z t sen ), (B.2a)

T;,(ro) = +(v,T|H.

T, = —17 (o), (B.2b)

con la definicion

2 2 -2 M Ba
(n) — o 1 h |Gn| Ba ih Dnn
tp! = 204 = r o) ———— ¢S — B.3
= 2i{ S o)+ eatm)] - et ks 20 ®3)
Por las constricciones de simetria se tiene ademds &) = 0 y 3 = % Por otra parte, para
« = ¢ se considera 5 = v, ¢/, obteniendo
6
T5.(ro) = t<ﬁ, F|Hef[‘|c, F>b = Z tgz) sen(Gy, - rp), (B.4a)
n=2
T5(ro) = (¢, T|Hee| 8, 1), = —T.(ro), (B.4b)
con t(ﬁi) =0y t(ﬁ —thc) Para ambos valores de 8 = v, ¢ se mantiene la misma forma

debido a que estdn descritos por la misma RI Bs,.
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El Hamiltoniano que involucra las tres bandas en ambas capas toma la forma

g 0 TC O ch 0 TCC/

c

T & —T: 0 -T. 0

Cv

0 -7 e T 0 0

6X6 __ cv v v

Ha =17 0 1 2 0o o] ®-5)
0 —Tw 0 0 £ T,
™, 0 0 0 T &

~

con el ordenamiento de base {|c)y, |¢)¢, |V)p, [V), | )b, | )¢}. Se ha escrito la energia de la
monocapa en el punto I' de la banda ¢ como €Y, y el término de tunelamiento 7,.. Se busca
obtener un Hamiltoniano efectivo para las bandas de conduccién y valencia a través de una
correccion perturbativa utilizando la particion de Lowdin [74, 88]. El Hamiltoniano efectivo
cuenta con las siguiente

2 1 . 1 1

Hyy = 5 > HMHWLO — T | (B.6)

'y—c’/ «a Y B Y

para «, 5 = ¢, v. Esto resulta en
€ (c) - lzciii Tc 0 ch
o Ce 9

HY = T: -y T, 0 (B.7)

O _ch 610) Tv

T 0 T: &9

Repitiendo el mismo procedimiento para obtener un Hamiltoniano sin acoplamiento entre las
bandas de conduccién y valencia hasta segundo orden en teoria de perturbaciones, se obtiene

0_ ITul? | |Tef?
€ — 20 20 + loc_uio Tc
¢ o " Ec c v (B 83)
ot T 0 _ 1Tl | TP ) '
¢ €~ 52/_52/ + e9—e9
TC’U 2
g0 |0 |0 T,
Vo | Y g (B.8b)
eff ~ T* 0 |TUC‘2 ’ :
v 51) - 58—5%
en donde se ha aproximado
2
0 0 |TCC" 0 0
€y —Ect 5 & — Ec (B.9)
gcl - gc
Note que, expandiendo el término |7,,|* se obtiene
6
2 n)p(n') *
|Te|” = E tgv)t((m) sen(Gy, - ro) sen(G, - ro)
n,n'=2
(B.10)

6
:% Z tﬁ%ﬁ’;‘/)*{ cos [(Gn —Gy) - ro} — COS [(Gn +Gy) - I‘o] }

n,n'=2
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Considerando unicamente las contribuciones relacionadas a las tres primeras estrellas de

Bragg, se tiene

T2 = [t 2 + 20D + K9] + | -

— +3)4(2)

Ccv “cv

] cos(Gy - rp) + [t@)t( ) 4 ¢ (6)(2)x

+(2)4(3)

Cv “cv

— +3)4(2) %

CU “cv

— o)

Ccv “cv Cv “cv

] cos(Gy - 1)

_ [t(3)t( ) 4 4(6)43 )} cos(Gy - 19) — [t(ss)t( ) 4 4(6)43 )} cos(Gy - o)

Ccv “cv Ccv C’U

+ 2|t£i)|2 cos(Gs - 1g) —

= (LD + 21 + 1S

Q)t 6)

Ccv “cv

+ 2Relt ] cos(Gs -

— 2]t£v |2 cos(Gs - 1g) —

CcCv “cv Ccv C’U

2P+ 2018 cos(Gs - o)

— 4Re [tg B ] cos(Gy - rp)
o) — 2Re[tPtO*] [ cos(Gy - 1) + cos(Gy - 1)]
(B.11)

tcv |2 + 2|tcv | i| COS<G6 ' I'())-

Se tiene que |7, |* presenta una expresion idéntica al intercambiar v — ¢’ en (B.11).
Estos resultados se resumen en el Hamiltoniano efectivo para cada banda o = ¢, v

g% + Jeq(rp)

T\ (ro)

e = (2™ o oty (512
con las definiciones .
dea(rg) = wl® + Z w™ cos(G,, - 1), (B.13)
n=1
y la restriccion wt = w.
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Apéndice C
Estados excitonicos

La construccion del estado excitonico en segunda cuantizacion se describird explicita-
mente para los excitones intracapa X, mientras que los estados intercapa IX se obtienen por
analogia directa. Considere el siguiente estado en la capa A

X,) = / Prodrn U(re, ta) el (1) pon(1n) [2) .

donde ¢, (r) son los operadores de campo electronicos para la banda o = ¢, v en la capa
Ay en la posicién r. ¥(r., r) es la funcién de onda en espacio real del par electron-hueco.
Expandiendo en términos de los eigenestados en la vecindad del punto I

1 ik
Par(r) = —= e Tean(k), (C.2)
5 2
y sustituyendo en (C.1), se obtiene

1 .
|X)\> = g Z /d2’f‘ed27“h €_l(ke're_kh'rh)\11<re, I‘h)Ci/\(ke)Cw\(kh) ’Q) . (C.3)

ke 7kh,

Considerando las coordenadas del CM y de movimiento relativo (3.15), con los vectores de
onda correspondientes

Q= k. —kp, (C4a)
mvzkex+mczkhx mvykey+mcykhy)
4= (¢o,qy) = ( — —, — |, (C.4b)
v M, M,
se llega a la relacion
ke-re—kh-rh:q-r—i-Q-R. (CS)

Asumiendo estados de particula libre para el movimiento del CM, la funcion de onda se
escribe como ¥ (r, R) = S1/2'@Rq)(r), por lo que el estado excitdnico resulta

X,(Q)) = % Z / Pre @), (kg Q) en (kela, Q1) (), (C6)
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donde
mc,x mc,
ke[qu Q] = (Q:B + EQQN Qy + Fj@y)a (C.7a)
m m
k Y _ Moy 5 ) _
h[qa Q] (Qx Mx Qza Qy My Qy) (C 7b)
Identificando la transformada de Fourier de la funcion de onda de movimiento relativo
P(q) = / d*r e TY(r), (C.8)
se llega a la expresion
1 -
X\(Q) = —= > d(a)ely (kela, Q) con (knla, Q) [€2). (C.9)
q

Andlogamente, el estado del excitéon IX es

XA(Q)) = % Z Bl (e, Q) e (knla, Q) 1) (C.10)



Apéndice D
Hamiltoniano de interaccion luz-materia

En esta seccion se presenta una construccion del Hamiltoniano relacionado a las transi-
ciones interbanda propiciadas por fotones.

D.1. Cuantizacion del campo electromagnético

Se partird del hecho de que los modos normales de cualquier campo clasico pueden
concebirse como una superposicion de osciladores armonicos [89]. En el caso de un campo
libre, el campo electromagnético esta completamente determinado por el potencial vectorial
A(r,t) en una norma dada. Considerando la norma de Coulomb, se tiene

10A
E — —— = (D.1a)
B=VxA, (D.1b)
V-A=0, (D.1c)
1 02A
VA = R (D.1d)

Asumiendo condiciones de frontera periddicas para A dentro de una caja de lados L y
volumen V = £3, el potencial se puede expresar en términos de las funciones base

1
uk,\(r, t) = W

elkradle,  A=1,2, (D.2)

con

2
ke = WT”C ne €Z, (=ux,y,z (D.3)

En la expresidn anterior se tiene que wy satisface la relacion de dispersion wy, = kc, y se
ha tomado en cuenta la polarizacion del campo a través de los vectores unitarios €y, de tal
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manera que {€y1, €x2, k/k} forma una base ortonormal derecha. Ya que A es puramente real,
su expansion resulta

1 . 4
A(r,t) = NG Z (AkAe“k'r*“kt) + A;;Ae*f(k'r*%”) €xn, (D.4)
k,\

donde Ay, son coeficientes complejos. Por otro lado, el Hamiltoniano del sistema cuenta con
las contribuciones del campo eléctrico y magnético,

_ 1 3 2 2
H_g/dr(uan +|B| ) (D.5)

Sustituyendo las relaciones (D.1) y la expresion (D.4), se obtiene

1 1

H= /d3 < + k2)|A]2 /di”mk\Ay?
87 42
LT )

en donde se ha denotado la parte real e imaginaria de los coeficientes como A, y Af,,
respectivamente. Absorbiendo la dependencia temporal en los coeficientes de la forma
A (t) = Agne ™xt, se obtiene que la dependencia temporal de la parte real e imagina-
ria es

(D.6)

AR = AL AL = — AR (D.7)
De (D.6) y (D.7),

(9H Wk
L LY D.8
aAE)\ ’7TC2 kX ( a)
o0H Wk
R Y T D.8b
9AL, ~ Traiv (D-8b)

se identifica a A, y Al,, salvo una constante, como variables conjugadas. Definiendo las
cantidades

Qk)\ = \/—Al}j)n Pk)\ = \/—AII()M (Dg)
se reescribe el Hamiltoniano como
1
H=3%" (Ph+uiol). (D.10)
k,\
y se satisfacen las relaciones
Qir = P, P = —wi Qi (D.11a)
oH . OH )
= Qi (D.11b)

=P
Q1 X 9P
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La cuantizacion se introduce al imponer la condicién de conmutacion sobre las variables
conjugadas,
[Qix, P] = ih (D.12)

e introduciendo los operadores bosénicos a(;) (k),

Qo = 5[0 +a®], B =i/ B0 - 0] ®13)

se llega al Hamiltoniano de oscilador arménico

1

H = Z ﬁwk [ag(k)a,\(k) + §:| > [(1)\(1{), CLL (k/)] = 5k,k’6)\,)\’- (D14)
k,A

Reexpresando (D.4) en términos de los nuevos operadores bosénicos resulta

1 [2mhe? T | ,
- i(kr—wit) —i(k-r—wyt) T
A(r,t) 5 kg)\ o [e ay(k) +e a)\(k)] €k (D.15)

D.2. Transiciones interbanda

Para describir la interaccion de los electrones en un cristal con un campo electromagnético
se emplea el llamado acoplamiento minimo a través del cambio

(&
p — p—l—EA

en el Hamiltoniano, obteniendo

H=—(p+-A) +V()=—|p*+(p- A+ A -p) + A% +V(r), (D.16)
2myo c 2my c c2

donde V (r) es el potencial periédico debido a los iones en el sélido y my es la masa del
electrén. Note que, en la norma de Coulomb,

(V-A)p=p(V-A)+A- Vi = (A-V)y

D.17
= p-A=A-p, ( )
por lo que

H = Hy+ H', (D.18)

en donde se han definido )
Hy=2 1V, (D.19a)

Qmo

2

H=-—"(Ap+-—A2~ —(A p) (D.19b)

moc 2mc? moc
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En la dltima expresion se ha despreciado el término cuadratico en A que estd relacionado
con la respuesta no-lineal al campo externo. Para introducir el campo cuantizado, se escribe
el Hamiltoniano en términos de los operadores de campo electrénicos ¥(r),

. /d3r Ul(r)(A-p)¥(r). (D.20)

mocC

H =

Las eigenfunciones de H, corresponden a estados de Bloch caracterizados por un vector
de onda k en la primera zona de Brillouin (ZB) y un indice de banda n. Expandiendo los
operadores de campo en términos de los estados de Bloch

=) up(r)e™ el (k), (D.21)

keZB

donde ¢! (k) crea un electrén en la banda n con vector K y t,(r) = i (r + R) es una
funcién con la misma periodicidad del cristal, con R un vector de la red. Se analizard el
Hamiltoniano relacionado a la transicion de una banda m a una banda n, el cual esta dado
por

mocz/ &1 [uiae ()™ (1) (A ) [uae ()X e ()] ©22)

kk’

Sustituyendo el potencial vectorial cuantizado (D.15)

Hy = Y e { | [ et aiudone p () ) | el €)en ()

kk' &

n [ / & e—i&ru;k(r)e—ik'rp(umk/(r)e“‘“‘“)]cL(k)ai(ﬁ)cm(k’)}
:?ZZ 217;22 €or” {[/ dr T (1)p (e (1))

e [ dzmuk%k>-ru:;k<r>umkf<r>] e (K)ar (€)em ()

T [ [ et R (x)p (e )

I [ e (0 1) e 0 (€)eni) |

(D.23)

Dada la periodicidad de las funciones u(r), se tiene

/ Br ez’(k’igfk)-ru;k(r> mk’ Z/ d37“€ (K +£—K)- r+R) ( —l—R) ( mk’(r+R))
R3 CU
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— Zei(k’ié—k)'R {/ d*r KTy (0)P (U (1))
~ CU

:Nék,k’:tg/ d37’UZk(r)P(UmkﬂF£(r))
CU
=bkw+e(n, k|p|m, k F £), (D.24)

donde N denota el nimero de celdas unitarias (CU) en el cristal. Por otra parte, se considera
la aproximacién de onda larga, en donde £~! es mucho mayor a la escala de longitud en la
que varian las eigenfunciones de H, de manera que

/ B eﬂg.r<uzk(r)eﬁk.r> (umkl(r)eikf.r> ~ / P (uzk(r)e,ik.r> (umk,(r)eikf.r>

:5n,m5k,k’ .
(D.25)

Sustituyendo (D.24) y (D.25) en (D.23)

=YY s e {[(n Klplm =€) + el () O ~ ©)us(e)

k £

+ [ (n,K[p[m, K+ €) + b el (K)em (k + E)al (€) }.
(D.26)

Ya que en este caso son de interés las transiciones Opticas entre la banda de conduccién
y de valencia en la vecindad del punto I' de la zona de Brillouin, el Hamiltoniano de
interaccion luz-materia estd compuesto por dos contribuciones: Hyy = H., + H,.. Mas
aun, no se tomardn en cuenta los procesos que crean estados en la banda de conduccion
(valencia) y simultdneamente excitan (relajan) el campo de fotones, ya que estos procesos no
conservan la energia. Aproximando el elemento de matriz del momento al valor en el punto
I, {n,k|p|m,k + &) ~ (n,T'|p|m,T), se obtiene

HLM =

e 2 2 SSZCGMC,F}p\m[ci<k+£>cv<k>ax<£>+ci<k>cc<k+s>a§<s>].
k &)\

(D.27)
Finalmente, en la convencién utilizada, la monocapa de fosforeno solo absorbe la luz con
polarizacion lineal a lo largo del eje y, por lo que, definiendo

hi
Yp = 2_mo<c’ T|py|v.T), (D.28)

el Hamiltoniano del sistema resulta

Hin = ‘”pzz T [l e ()ax(€) + cl(Kenll + al ()] (D29)
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