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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de Relatividad General de Einstein predice la existencia de agujeros negros. Un agujero
negro es una region del espaciotiempo que esta causalmente desconectada del resto del Universo.
La frontera entre un agujero negro y el resto del Universo se llama el horizonte de eventos, donde
la velocidad de escape en su interior es mayor que la velocidad de la luz (en el vacio). Aunque los
agujeros negros no son objetos tangibles, como por ejemplo una esfera, algunas de sus propiedades
pueden ser analogas con conceptos termodindmicos, como temperatura y entropia. En particular,
Stephen Hawking en 1971, describié como el area del horizonte de eventos de un agujero negro
siempre crece (dadas las condiciones adecuadas)® lo cual es andlogo a la Segunda Ley de la Ter-
modinamica, mientras que en 1974 Hawking demostré que la entropia de un agujero negro es un
cuarto del drea de su horizonte de eventos (en unidades naturales). A la descripcion anterior se le

llama la férmula o entropia de Bekenstein-Hawking.

En general, la entropia de un sistema termodindmico que tiene a la energia libre de Gibbs G como
funcién de estado esta dada por S = —J;G, donde T es la temperatura. Para un sistema gravita-
cional, la energia libre de Gibbs se calcula a través del producto de la temperatura por la acciéon
Euclidea total, la cual se puede descomponer en la accién de bulto y en términos contribuyentes
en la frontera. Ambos métodos de calcular la entropia son equivalentes, como se demuestra por
ejemplo en [2, 3]. Debido a lo anterior, ya sea si se calcula la entropia de un agujero negro con la

férmula de Bekenstein-Hawking o con la accién Euclidea, el resultado debe ser el mismo. Sin em-

!Teorema 12.2.6 de [1]



bargo, al momento de poner esto en practica en el sistema estudiado en [4], se encontrd que éste
no era el caso. En dicho articulo, se trabaja con un plasma de quarks y gluones en presencia de un
campo magnético junto con un operador escalar de dimensiéon A = 2, el cual debido a la correspon-
dencia AdS/CFT es equivalente a trabajar en un fondo asintéticamente Anti-deSitter (AdS) cinco
dimensional que describe una D3-brana negra magnética con un campo escalar presente. Lo que se
propone en esta tesis, es que el método numérico que se usa para calcular la entropia depende de
cémo se trabaje con la accién Euclidea y basta con sélo considerar el campo magnético para obser-
var lo anterior. En particular, con las ecuaciones de campo de Einstein, se puede simplificar la accién
de bulto en un término de frontera. La energia libre resultante de esta consideracién no involucra
integracion (en constraste con [4]) y la entropia derivada de ella es numéricamente equivalente a
la entropia de Bekenstein-Hawking. Es decir, la falta de equivalencia entre ambas entropias que se
observo en este fondo probablemente se debe a error numérico. Se deben aplicar las conclusiones

de esta tesis en dicho fondo para asegurarse que ésa es la raiz de la discrepancia.

Como el objetivo de este trabajo es calcular la entropia del plasma de Yang-Mills Supersimétrico en
el espaciotiempo de Minkowski cuatrodimensional (4" = 4 SYM) a través de la teoria gravitacional
dual (que es una brana negra AdSs), se expondrdn conceptos gravtiacionales y cudnticos para
poder entender el origen y la l6gica detras de las matematicas que se usaran a lo largo del cédlculo
anteriormente mencionado. El segundo capitulo se enfoca en conceptos relevantes de Relatividad
General, el tercer capitulo se enfoca en propiedades de agujeros negros con analogia a conceptos
termodindmicos (como temperatura y entropia) y la correspondencia AdS/CFT y el cuarto capitulo
se enfoca en los calculos necesarios para obtener la entropia de interés. Debido a que el tema de
la correspondencia AdS/CFT es amplio y matematicamente complejo, la exposiciéon que se ofrece
en este trabajo es de cardcter divulgativo, sin embargo en la seccidn correspondiente se citan las
referencias en las cuales fuertemente me basé en caso de que se quiera revisar con mas detalle el

aspecto formal. Trabajaremos con unidades naturales ¢ = i = kg = 1 a lo largo de esta tesis.

Por ultimo, durante la realizacién de los cdlculos pertinentes a la entropia anteriormente menciona-
da se publicé el articulo [5] en el cual uno de sus objetivos coincide con el nuestro. Concretamente,
en este articulo se presenta una modificacién al término logaritmico que usualmente se emplea
para regularizar la accién gravitacional [6]. Lo que se encontré en este trabajo es que la entropia

deducida de la energia libre propuesta en dicho articulo no es numéricamente equivalente a la de
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Bekenstein-Hawking; sin embargo, la modificacién anteriormente mencionada en los términos de
frontera si resulta en una entropia equivalente. En otras palabras, la energia libre que se propone
en el articulo no es la que se deduce de los términos de frontera modificados. En el apéndice, se

expondra la posible raiz de esta discrepancia y cdmo ésta se arregla.






Capitulo 2

Conceptos de Relatividad General

Como se menciond en la introduccidn, el fondo geométrico con el que se trabajard es una brana
negra AdS; la cual tiene un horizonte de eventos y es asintéticamente AdS. Para definir cuando
un espaciotiempo es asintéticamente AdS, se necesita exponer el universo estatico de Einstein.
También, se expondrd el agujero negro de Schwarzschild para introducir el concepto de horizonte
de eventos al igual que su diagrama de Penrose para ilustrar su estructura causal. Adicionalmente,
debido a que la energia libre de Gibbs en un sistema gravitacional estd relacionada con la accién
de éste, se expondra la accion de Einstein-Hilbert con constante cosmoldgica y término de materia
(que conforma la accién de bulto) junto con el término de Gibbons-Hawking, que es un término de
frontera cuya funcion es obtener la dindmica que describe la Relatividad General aunque se tengan
contribuciones en la frontera en la accién de bulto. Por tltimo, se expondrd la brana negra AdSs ya

que es el fondo geométrico con el que se trabajara en el capitulo 4.

2.1. Universo estatico de Einstein.

Sea  una funcién suave y estrictamente positiva. Si la métrica g, estd relacionada con la métrica
g a través de g, = Q2g,;, entonces g,;, nace de una transformacion conforme con Q siendo el
factor conforme. Usualmente, a la métrica g,;, se le llama métrica no fisica o métrica conforme,
mientras que a g,;, se le llama métrica fisica. Un aspecto crucial de las transformaciones conformes

es que g, vV &5 tienen la misma estructura causal.
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La métrica que describe al universo estatico de Einstein resulta de un difeomorfismo conforme con

el espaciotiempo de Minkowski. En coordenadas esféricas, la métrica de Minkowski esta dada por

ds?, =—dt?+dr? +r?dQ?, te(—00,00), r€(0,00), 6 € (0,7), ¢ €(0,27). (2.1)
Cabe remarcar que estrictamente hablando, la ecuacién anterior describe el elemento de linea del
espaciotiempo de Minkowski y no a su métrica. Sin embargo, la métrica (de cualquier espaciotiem-
po) se puede obtener a través del elemento de linea, por lo que es comun referirse al elemento
de linea con “métrica”. Ahora bien, seanu =t+ryv =t—r, asi t y r al igual que sus diferen-
ciales estan dadas por t = %(u +v), r= %(u— v), dt = %(du +dv)ydr = %(du— dv). También
u,v € (—oo, 00). Haciendo este cambio de variable en la métrica de Minkowski obtenemos que

1
ds%m = —dudv + Z(u —v)2dQ2. (2.2)

Definiendo a U = arctan(u) y V = arctan(v), tenemos que u = tan(U), v = tan(V), du = sec?(U)dU

ydv =sec?(V)dV;conU,V € (—r/2,n/2). Substituyendo en la ecuacién anterior llegamos a
1
dsli,]I = —sec?(U)sec?(V)dUdV + Z(tan(U) —tan V)?dQ?
1
= (sec(U)sec(V)?( —dUdV + Z sin?(U — V)da?). (2.3)

Por ultimo, introduciendoa T = U+ V yR = U —V se tiene que U = %(T +R),V = %(T —R),
dU = %(dT +dR)ydV = %(dT—dR); conR e (0,m)y|T| < m—R. Asi, se obtiene

dsg; = % sec’(U) sec’(V)(—dT? + dR? + sin®(R)dQ?) (2.4)
1 .
= (c0s(T) 1 cos )2 (—dT? + dR? + sin?(R)dQ?), 2.5)

donde la ultima ecuacion se dedujé a través de la identidad
1
cos(U)cos(V) = E(COS(U +V)+cos(U—V)). (2.6)

Es directo ver que para el caso general en n dimensiones, la transformacion conforme entre una

métrica d5? y la métrica de Minkowski est4 dada por

1
2 _
dsyy = (cos(T) + cos(R))?

=: 0 2ds?. (2.8)

(—dT? +dR? + sin®(R)dQ2_,) 2.7)
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Ala métrica ds? se le llama espaciotiempo estdtico de Einstein y tiene la topologia de R x S" 1.

azul «r = cte

violeta <t = cte

Figura 2.1: Diagrama conforme del espaciotiempo de Minkowski en el espaciotiempo estatico de Einstein, donde cada

punto representa una esfera (n — 2)-dimensional.

Notemos que el espaciotiempo de Minkowski esta conformalmente relacionado a una seccidn res-

tringida (o compactificada) del espaciotiempo estatico de Einstein, no a todo el espaciotiempo.

2.2. Espaciotiempo Anti-deSitter (AdS)

El espaciotiempo AdS resulta de pedir que la métrica sea maximalmente simétrica con curvatura
(constante) negativa. En general, un espaciotiempo maximalmente simétrico cumple las siguientes

propiedades [7]:
m El escalar de curvatura R es constante.

= El tensor de Ricci es proporcional a la métrica, R,;, = %Rgab, donde n es la dimensién del

espaciotiempo en cuestion.
= El tensor de Riemann estd dado por Ryp.q = %(gacgbd — 8ad&he)-

Si substituimos estas condiciones en el tensor de Einstein obtenemos

1 2—n
Gap :=Rgp — ERgab = TRgab- (2.9)
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De la ecuacién anterior podemos concluir que, basandonos en las ecuaciones de campo de Einstein

en el vacio R,j, — %Rgab + Agqp =0, la constante cosmoldgica en AdS,, es

R, (2.10)

la cual es negativa para n > 2 ya que R < 0. El espaciotiempo n-dimensional AdS,, se puede repre-
sentar como un hiperboloide encajado en un espaciotiempo plano (n + 1)-dimensional R~ 2 con

métrica
n+1 )
gap = —(AX")* —(dX?) + > J(dx'), (2.11)
i=3

bajo la siguiente ecuacién local

gapXXP =—12, (2.12)

donde L es el radio AdS o radio de curvatura. Introduciendo las coordenadas (t, 7, ¢1, ©a, ..., Pn—3),

AdS,, se puede parametrizar como
X' = Lsin(t/L)cosh(r/L), X?> = Lcos(t/L)cosh(r/L), X = Lsinh(r/L)f; (2.13)

donde 11 es el vector normal a la esfera (n — 2)-dimensional, t € (0,27L), r € (0,00), ¢; € (0,7)

coni=1,..,n—3y ¢,_, €(0,27). Substituyendo en (2.11), la métrica AdS,, esta dada por

dsidsn = —(cos(t/L)cosh(r/L)dt + sin(t/L)sinh(r/L)dr)?
— (—sin(t/L) cosh(r/L)dt + cos(t /L) sinh(r/L)dr)? + cosh?(r/L)dr?
+ 12 sinhz(r/L)del_2

_ 2 2 2, 72 h2 2
= —cosh”(r/L)dt* +dr” + L"sinh*(r/L)dQ; _,. (2.149)

Haciendo el cambio de variable p =r/L, T = t/L, la ecuacién anterior se transforma en
dsygg = L*(—cosh?(p)d7? +dp? +sinh?(p)dQ?_,), (2.15)

con p € (0,00) y 7 €(0,27).
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]Rnfl,Z

Figura 2.2: Representacién de AdS, como un hiperboloide en R™ 12,

Asi, (2.15) cubre al hiperboloide sélo una vez y (7, p, ¢1, ¢3, ..., Yn_o) son coordenadas globales de

AdS,,. Notemos que alrededor de p ~ 0, (2.15) toma la forma

dsidsn ~ L2 (—dt? +dp? + pZdﬂi_z), (2.16)

lo cual indica que AdS,, tiene la topologia R"! x S!, donde S! representa curvas temporales ce-
rradas (ya que 7 € (0,27)). Para tener un espaciotiempo causal, extendemos el rango de 7 a
T € (—00, 00), lo cual abre la circunferencia S! y obtenemos una cobertura universal de AdS,, sin
curvas temporales cerradas. Ahora, si introducimos a la coordenada tan(R) = sinh(p) tenemos que

sec?(R)dR = cosh(p)dp con R € (0, t/2). Asi, (2.15) se transforma en

ds?.. = LZ( — (1 +sinh?(p))dz? + Se(:AridRz + tan?(R)dQ? )
AdS, P 1+ sinh?(p) n—2
= L%sec?(R)(—d7? + dR? + sinz(R)del_z), (2.17)

donde se usé la identidad cosh?(p)—sinh?(p) = 1. Es decir, AdS,, estd conformalmente relacionado
con una seccién del espaciotiempo estatico de Einstein, en particular se mapea a una mitad de la

seccién en la cual el espaciotiempo de Minkowski se mapea (en dicho caso, R € (0, 1)).
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AdS,

SR

Figura 2.3: Diagrama conforme del espaciotiempo AdS, en una mitad del espaciotiempo estatico de Einstein con res-
pecto a la seccién a la cual el espaciotiempo de Minkowski se mapea, donde cada punto representa una esfera (n —2)-

dimensional excepto en la frontera izquierda, los cuales son puntos en el origen espacial.

En general, si un espaciotiempo se mapea conformalmente a una mitad compactificada del espa-
ciotiempo estatico de Einstein (con respecto a la que se mapea el espaciotiempo de Minkowski), se

dice que dicho espaciotiempo es asintdticamente AdS.

Por tltimo, con las coordenadas (u, t,x) (con u € (0, 00) y x € R*2), AdS,, se puede parametrizar

como
1
x'= 2—(1 +u?(L2 +||x]|? — t2)), (2.18)
u
X2 = Lut, (2.19)
Xi=Lux!, (i=3,..,n), (2.20)
1
X = Z(l —u2(L? —||Ix|)? + t2)), (2.21)

que al substituirlas en (2.11) obtenemos

2 2 du® 2 2 2
dsigs, =17\ 7 +u (—dt® +||dx[[*) . (2.22)

A las coordenadas (u, t,x) se les llama coordenadas de Poincaré. También es comun trabajar con

las coordenadas (z,t,x) donde z = 1/u = dz/z = —du/u con z € (0, 00). Substituyendo en la

14



ecuacion anterior

1.2
dsidsn = 2_2(_dt2 +dz? + ||dx|]?). (2.23)
A través de esta representacion, es directo deducir que

n—1
Rgp =— 12 8ab- (2.24)
Por lo que usando la segunda propiedad que cumple un espacio maximalmente simétrico, para

AdS,, se obtiene
-1
__nn-1

__(=1(n-2)

12 L2 (2.25)

2.3. Agujeros negros

Un agujero negro es una regioén del espaciotiempo que esta causalmente desconectada del resto.
Usualmente, la primera vez que uno se encuentra con el concepto de agujero negro es a través de
la métrica de Schwarzschild, la cual es solucion de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio
con simetria esférica. En coordenadas de Schwarzschild (t,r, 0, ¢), t € (—oo,00), r € (0,00), 6 €

(0, )y ¢ €(0,27), esta métrica esta descrita por

-1
2GM 2GM
ds? = _(1 — )dtz + (1 — ) dr? + r2d02. (2.26)
r r
Parar — oo
ds? >~ —de? +dr? + r2dQ?, (2.27)

por lo que la métrica de Schwarzschild es asintdticamente plana. Notemos que esta métrica no
depende de t y que el campo vectorial £#J, = J, cumple &, V&) = 0, por lo que la métrica
de Schwarzschild también es estatica' [1]. Es directo ver que tenemos dos singularidades, una en
r = 2GM y otra en r = 0. Sin embargo, es importante distinguir entre singularidades fisicas y
singularidades coordenadas. En particular, una singularidad coordenada es una consecuencia del
sistema coordenado con el cual se decidi6 describir al espaciotiempo en cuestién, mientras que una

singularidad fisica es independiente del sistema coordenado que se use. Es decir, es posible quitar

La ecuacién & 1« V& = 0 se puede interpretar como la existencia de una hipersuperficie espacial que es normal al

campo vectorial 7.
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una singularidad coordenada bajo un cambio de coordenadas adecuado. En el caso de la métrica

de Schwarzschild, la singularidad en r = 2GM desaparece bajo el cambio de variable

1
r.=r+26Mln| — —1|=dr,= ———dr, (2.28)
2GM 1—-2GM/r
1
u=t—r*$du=dt—dr*=dt—TGM/rdr, UE(—O0,00), (2.29)
1
v=t+r,=2dv=dt+dr,=dt + ————dr, ve(—00,00), (2.30)
1—2GM/r
que transforma a la métrica en
2GM
ds? = —(1 - )du2 —2dudr + r?dQ?, (2.31)
r
= —(1 — ﬂ)dvz + 2dvdr + rzdﬂz, (2.32)
r
2GM
= —(1 - G—)dudv + r2dn2. (2.33)
r

El sistema de coordenadas (u, r, 8, ) son las coordenadas salientes de Eddington-Finkelstein mien-
tras que (v,r, 8, ¢) son las coordenadas entrantes de Eddington-Finkelstein. Notemos que en cual-
quiera de los dos sistemas coordenados, la métrica es invertible en r = 2GM ya que? det([ guvl) =
—r*sin?(0), lo cual sélo se anula en r = 0. Es decir, r = 2GM es una singularidad coordenada.
Ahora, para explorar el significado fisico de r = 2GM, fijémonos en las coordenadas entrantes; en
particular, en geodésicas nulas radiales (es decir dsé =0, d6 = 0, dp = 0) cuyas tangentes nos

dan informacién acerca de la inclinaciéon de los conos de luz pertinentes. Para dichas geodésicas

dv 2

—_— = 2.34
dr 1—-2GM/r ( )

Para r > 2GM, la pendiente de nuestras geodésicas nulas es positiva, para r = 2GM su pendiente
se indetermina y para r < 2GM su pendiente es negativa. Es decir, para r < 2GM, los conos de luz

futuros estan completamente orientados en direccidon de r decreciente.

*[g,] es la representacién matricial de la métrica g,, dada una base vectorial {3,}.
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£ o qb v = cte

r = 2GM

Figura 2.4: Diagrama espaciotemporal de los conos de luz de la métrica de Schwarzschild en coordenadas entrantes de

Eddington-Finkelstein. En r = 2GM, el cono de luz futuro esta orientado completamente en direccién de r decreciente.

Es decir, r = 2GM representa una regién en la que el destino de cualquier trayectoria causal®
entrante es r = 0. No hay forma de obtener informacién sobre lo que se encuentra en r < 2GM para
observadores fuera de esta region y por tanto, la regién r < 2GM esta desconectada causalmente
del resto del Universo descrito por la métrica de Schwarzschild. Por esta razon, a rj, := 2GM se
le llama radio en el horizonte mientras que la region que engloba esta constriccion es el horizonte
de eventos. El interior del horizonte de eventos es un agujero negro con parametro de masa M y
con una singularidad en r = 0. Cabe notar que, como la métrica de Schwarzschild es una solucién
de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, la “masa” con la que estamos asociando al
agujero negro no es el concepto de masa con el que se trabaja usualmente (el cual mide la inercia
que posee cierta cantidad de materia). Mas bien, esta “masa” es la que un observador asintotico
asignaria a esta region del espaciotiempo (r < 2GM) sin conocimiento previo de qué es lo que

genera la geometria en dicha region. A lo anterior se le conoce como masa ADM, lo cual se puede

consultar con més detalle en [1].

Andlogamente a como se compactifico al espaciotiempo de Minkowski en la figura 2.1, el espacio-

3Una trayectoria causal es aquélla con vector tangente temporal o nulo.
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tiempo de Schwarzschild también se puede compactificar a través de las transformaciones

IZGM (r t)/4GM (2.35)
, ZGM (r+t)/4GM (236)

junto con
~ U
U = arctan (‘/ﬁ), (237)
. \%4
V = arctan (Jﬁ)’ (2.38)

j+

V.

azul «r = cte
violeta <t = cte

Figura 2.5: Diagrama conforme del espaciotiempo de Schwarzschild.

Para los propésitos de esta discusién, sélo nos enfocaremos en las regiones I y II. Ahora, i* es la
regién en la que todas las geodésicas temporales terminan y empiezan respectivamente, .9* es la
regién en la que todas las geodésicas nulas terminan y empiezan respctivamente, mientras que i’
es la regidén en que todas las geodésicas espaciales terminan y empiezan. Notemos que I representa
la region asintéticamente plana del espaciotiempo de Schwarzschild (como se describe en (2.27))
mientras que II representa el agujero negro ya que una vez que se cruza r = 2GM, todas las
geodésicas causales terminan en r =0, no en .#" o i*. El siguiente diagrama enfatiza la diferencia

entre los diagramas conformes del espaciotiempo de Minkowski (el cual no tiene un agujero negro)

con el espaciotiempo de Schwarzschild
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Figura 2.6: Diferencia entre el espaciotiempo de Schwarzschild y el espaciotiempo de Minkowski. Los subindices S y M

representan Schwarzschild y Minkowski respectivamente.

Como podemos ver, en ausencia de un agujero negro (que estd representado por el espaciotiempo
de Minkowski) todas las geodésicas causales terminan en i&l o} ﬂgjﬂ, que son regiones accesibles
a cualquier observador o geodésica nula respectivamente que se encuentre en ese espaciotiempo.
En el caso del espaciotiempo de Schwarzschild, hay una region critica descrita por r = 2GM (el
horizonte de eventos) que completamente separa a observadores que se encuentren ya sea en la
regién I o en la regién II. Observadores que se encuentren en la region I se pueden comunicar entre
si, pero no con observadores dentro de la regién Il y viceversa. Es importante notar que la definiciéon
formal de un agujero negro sélo se puede dar en espaciotiempos que cumplan ciertas condiciones

asintéticas, lo cual se explica con detalle en [1].

El espaciotiempo de Schwarzschild es especial, ya que el teorema de Birkoff garantiza que esta
métrica es la tinica solucidn a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio con simetria esférica.
Es decir, la region exterior de cualquier espaciotiempo que sea esféricamente simétrico esta dada por
la métrica de Schwarzschild la cual sélo tiene un parametro que es la masa del objeto de interés,
teniendo en mente que la regidn exterior a este objeto es vacia. Esto implica que se puede usar
la métrica de Schwarzschild no sélo para estudiar agujeros negros (presentes en espaciotiempos

estaticos y asintoticamente planos), sino cualquier objeto que sea esféricamente simétrico. Hay una
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conjetura que se extiende a espaciotiempos estacionarios* y asintéticamente planos, la cual es la
conjetura de no pelo. Esta conjetura afirma que la métrica de Kerr-Newman es la tinica soluciéon
a las ecuaciones de campo de Einstein para una métrica estacionaria con carga eléctrica. Es decir,
esta conjetura extiende el teorema de Birkoff para objetos rotantes y con carga eléctrica. Los objetos
que describe la métrica de Kerr-Newman sdlo tienen tres parametros, su masa, su spin y su carga
eléctrica, lo cual implica que el caso mas general de un agujero negro esta descrito por esta métrica

(si la conjetura de no pelo es cierta).

2.4. Accion de Einstein-Hilbert

El principio de minima accién afirma que si se usa el principio variacional en un sistema dinamico,
uno obtiene las ecuaciones de movimiento de dicho sistema. En el caso de Relatividad General,
las ecuaciones de movimiento estan dadas por las ecuaciones de campo de Einstein cuya variable
dindmica es la métrica g,; que describe al espaciotiempo que se estd estudiando. La versidn mas

general de estas ecuaciones es
1
Rab_ERgab +Agab =87TGTab, (239)

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci (o escalar de curvatura), A es la constante
cosmoldgica y T, es el tensor de energia-momento. La constante de proporcién del lado derecho
de la igualdad de las ecuaciones de campo puede cambiar dependiendo de las convenciones que se
estén usando. Bajo el principio de minima accidn, estas ecuaciones deben de poder ser deducidas

a través de la minimizacién de una accién. En general, la accién se define como
S = /gy/ |gld"x, (2.40)
M

donde ¢ es la densidad Lagrangiana de nuestro sistema. Para el caso de Relatividad General, la

minimizacion de la accién

1
Senlg®®, ¢1= / (ﬁ(R—zA) +2M)\/Ed"x (2.41)
M

*Un espaciotiempo estacionario es uno que posee un campo de Killing £% temporal. En cambio, un campo de Killing

es una isometria de la métrica y cumple la ecuacién 2V, &, = 0.
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respecto de g% resulta en (2.39), donde %), es la densidad Lagrangiana asociada al campo de
materia ¢ presente en nuestro sistema. La accidn anterior es la acciéon de Einstein-Hilbert con
constante cosmolégica y un término de materia®. Para comprobar esto, imponemos la constriccién
0Skn/6g., = 0 para encontrar las ecuaciones de movimiento pertinentes a la métrica g,; que

extremiza a Sgy. Asi,

0= SSEH(gab: ¢)

. 6((ga”Rab—2Amg|)5 . 5(2M¢|g|)5 " 5(2M¢|g|)5 . o
— e — B R ——— . .
/ 167G 5 gab & sgb % 5¢ ¢ |dix. (2.42)
Por lo que se obtienen las ecuaciones de movimiento
5((g%Rqp —20)/T81) 5(2uv1gl)
=-161G———, (2.43)
5gab 5gab
—6($M lgl) 0 2.44
55 —0. (2.44)
El tensor de energia momento se define como
2 6(2uvigh
Tap :=— Seab (2.45)
Vgl g
de tal forma que (2.43) es
5((g% Ry —2A)/
((§*"Rap )Vlgh _ 87GT.,. (2.46)

Vglogab

Para la parte izquierda de la igualdad, usando la regla de Leibniz se tiene
5(("*Rap —20)v/1g1) = Rap /18158 + 8% 1/1gI6R 0 + (R—20)5/Igl. 2.47)
Debido a que g,,g"° = 6, y006, =
88ab = —8ac8ha08". (2.48)
Para una matriz M no singular, la siguiente identidad se cumple
In(det(M)) = Tr(In(M)). (2.49)

Variando la identidad anterior tenemos

1 _ -1
= (M)5(det(M)) = Tr(M~'6M). (2.50)

5La accién de Einstein-Hilbert solamente es la contribucién del escalar de Ricci.
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Si ahora substituimos a g = det([g,,]) en la ecuacién anterior,

68=88"680 =—88"°80c&ba08 = 884,68 (2.51)

Asi, considerando que |g| = —g,

lgl=— 5g= 284508 ——\/Igg 5g°. (2.52)
2\/E 2¢_ « @

Con lo anterior, (2.47) se transforma en

1
5((gabRab - ZA)\/E) = (Rab - ERgab + Agab)\/g6gab + gab |g|5Rab' (253)

Se puede demostrar que el tiltimo término es de frontera por el Teorema de Stokes ya que g*?SRj, =
Vv® [1, 9]. Si la variedad con la que trabajamos no tiene frontera o si las contribuciones en
la frontera se anulan, este término se ignora. Por lo tanto, substituyendo la ecuacién anterior en

(2.46) resulta en las ecuaciones de movimiento
1
Rab_ERgab +Agab :SﬂGTab, (254)

que son las ecuaciones de campo de Einstein, es decir, la accion de Einstein-Hilbert (con constante
cosmoldgica y un término de materia) es la accién apropiada para la Relatividad General si quere-
mos que la dindmica de esta teoria esté descrita por el principio de minima accién. Debido a que
la deduccidén anterior es cierta solo si se considera que las contribuciones en la frontera de nuestra
variedad (o espaciotiempo) son nulas, ¢qué pasa en el caso opuesto? Para que la dindmica en el ca-
so opuesto sea la misma, es necesario incluir otro término en la accién de Einstein-Hilbert, llamado
término de Gibbons-Hawking, cuya variacion es la misma que la del término omitido, de tal forma
que las ecuaciones de campo de Einstein son las ecuaciones de movimiento independientemente

de las condiciones de frontera.

2.5. Término de Gibbons-Hawking

Sea (., g,p) una variedad arbitraria n-dimensional con coordenadas x® equipada con una mé-

trica g,;. Si imponemos una constriccion sobre una de nuestras coordenadas f(x') = 0 con x' €

{x!,...,x"}, esto resulta en una hipersuperficie (2, y,;) (n — 1)-dimensional con métrica inducida

Yab = 8ab — €ENgMNp, (2'55)
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donde n? es el vector normal a la hipersuperficie en cuestién y € = g,,n?n® = +1 dependiendo de
si n? es espacial o temporal respectivamente. Notemos que (%, y,) esta encajada en (4, g,3)- El

tensor de curvatura extrinseca de X estd dado por
Kop =714 Ve, (2.56)
mientras que su traza es
_ sab _ . b a __ b b a _ a 1 b a
K=g"Ky, =7, Vpn"=(0, —nyn’)Vyn* =V, n— 5" Vi(ngn®). (2.57)
Recordemos que la divergencia covariante de un vector v¢ es

Vvt = L361( |g|va). (2.58)

Vgl

Substituyendo lo anterior en (2.57) y considerando que n,n® = £1 resulta en

K= Laa( gln?)- (2.59)

Vgl

La curvatura extrinseca (ya sea el tensor o el escalar) nos da informacién acerca de la curvatura
de nuestra hipersuperficie si ésta se mide desde la variedad original en la cual esta encajada (en
nuestro caso (., g,p)). Para que esta propiedad coincida en ambas ¥ y ./, es necesario proyectar
las cantidades pertinentes con la métrica inducida, lo cual resulta en el producto de y ab en la ecua-
cion (2.56). En particular, si p,q € X tal que estan conectados por una geodésica y transportamos
paralelamente a n%(q) de q a p, K,;, mide el error de coincidencia que se tiene con n(p) al final

del transporte paralelo de n“(q).

(M: gab)

(Z‘; yab)r Kab; K

Figura 2.7: Diagrama que ilustra la nocién de curvatura extrinseca de la hipersuperficie (¥, y,;) encajada en (., g,3)-
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La relevancia de la curvatura extrinseca es su presencia en el término de Gibbons-Hawking, el

cual se necesita anadir a la accién de Einstein-Hilbert para que, a través del principio variacional,

se obtengan las ecuaciones de campo de Einstein a partir de la accién independientemente de la
frontera de la variedad con la cual se trabaje. Este término es
1 n—1

—— [ eK+/|yld" x, (2.60)

M= grG
oM

teniendo en mente que la ecuacién anterior se evaltia en la frontera correspondiente. En particular,

si consideramos la presencia de la frontera de nuestro espaciotiempo, la variacién de la accion de

Einstein-Hilbert resulta en®

— 1 ab n
55EH—@/5(g Rap |g|)C1 X,
M

= | ((Rav - %Rgab)5g“” +g%6Ryp )1/ Igld"x. 2.61)

. / .z . ab _ a a _ ,bcsta ab sc
Como se menciond en la seccién anterior, g*”6R,;, = V,v“, donde v* = g”*6T . —g?”oT _ [9].

Por el Teorema de Stokes
/VGV“\/ |gld"x = / evingy/|yld" 1x. (2.62)
M oM

Asi, tenemos que 6Sgy se simplifica a [9]

1 1 1 —
OSpy = ﬁ/(Rab—ERgab)5g“b\/|g|d”x—ﬁ eyn°V 5gp4/1yld"ix.  (2.63)

M o
Veamos ahora que la variacién del término de Gibbons-Hawking coincide con el segundo término

de la ecuacion anterior. Expandiendo la traza de la curvatura extrinseca

K =V, n"
=g"’Vyn,
= (y* + enn®)v,n,
=y, n, + %enbvb(nana)

=y (8yn, — T, n,). (2.64)

6Aqui no es necesario incluir la constante cosmoldgica o considerar la presencia de materia.
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Por lo que su variacién esta dada por
5K =—y51¢  n,
1
= —EYabnchd(Vﬁgbd +V568ad = Vab8ab)
1 ab_,c
= EY n‘vV.0gqp, (2.65)

ya que en la frontera, solo influyen las derivadas direccionales a lo largo de su vector normal, es

decir n?. Asi, obtenemos

1
553% = —7'[ Tl V 5gab\/ |‘)/ dn 1 (266)

oM
y por tanto

_ 1 1 ab n
0Spn+ 0S5 4 = @/(Rab - ERgab)‘Sg Vigld"x. (2.67)
M
Es decir, la inclusion del término de Gibbons-Hawking resulta en la dindmica descrita por las ecua-

ciones de campo de Einstein atin en espaciotiempos con contribuciones en la frontera.

2.6. Brana negra AdS;

En coordenadas de Poincaré (t,r,x), donde t € (—00, 00), r € (0, 00) y x € R?; la métrica de una

brana negra AdSs estd dada por [8, 10]
-1 4
12 r r r
2 _ _h 2, | _ _h 2 2
ds® = rz(l r4) dr +L2( (1 r4)dt + ||dx|| ), (2.68)
donde ry, es el radio en el horizonte. Notemos que conforme r — co
L? r?
ds? ~ —2er + —(—de? + [|dx|?), (2.69)
r L2

que es la métrica (2.22) con el cambio de variable r = L%u, por lo que (2.68) es asintéticamente

AdS. La singularidad en r = r, se puede quitar con un cambio de coordenadas adecuado. Este

es
2 (1- L2 L2 AN
r,=—In ﬂ + — arctan L =>dr,=— 1—=2) dr (2.70)
4ry, 1+r/r, 2ry, T r2 ré
2 o\
u=t—r, :>du—dt——2(1——4) dr, ue€(—o0,00), (2.71)
r r
12 ri T
v=t+r, :'dv—dt+—2(1——4) dr, ve(—o0,00), (2.72)
r r
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el cual transforma a la métrica en

)du —2dudr + —||dx||2 (2.73)

&

N

Il

|
hlw
N N
~
p—l
wlw
ENJ SN

)dv + 2dvdr + —||c1x||2 (2.74)

&

N

Il

|
hlﬁ
N [\S]
~
p—l
ﬁlw
ENJ SN

&
N
|
~
N
/\\
|1
4==‘4>

)dudv + —||dx||2 (2.75)

Andlogamente a la métrica de Schwarzschild, en el sistema coordenado (v, r,x), las tangentes de

geodésicas nulas radiales estdn dadas por

2 AL
dv _ 2L (1——’1) . (2.76)

ar 2 r4

Recordemos que (2.76) nos describe la inclinacién de los conos de luz en funcién de r. En particu-
lar, dv/dr es positiva cuando r > ry, se indetermina cuando r = r;, y es negativa cuando r < ry;
por lo que se tiene el mismo comportamiento que se muestra en la figura 2.4, la tinica diferencia
siendo que ry, es el radio en el horizonte en este caso (en vez de r = 2GM). Es decir, una vez que
se cruza r = ry, el destino de cualquier trayectoria causal entrante es r = 0 y, nuevamente, r = 1y,
representa un horizonte de eventos, de ahi su nombre. A diferencia de la métrica de Schwarzschild
cuyo horizonte de eventos es esférico, para una brana negra AdSs su horizonte de eventos se ex-
tiende indefinidamente a lo largo de las direcciones (x, y,z) € R3; por esta razén se le denomina

“brana negra” en vez de “agujero negro”.

Ahora bien, la métrica de la brana negra AdS; también se puede compactificar con los cambios de

variable

U=—e 12", (2.77)
Zrh

V=e?, (2.78)

U = arctan(U), (2.79)

V = arctan(V), (2.80)

lo cual resulta en el siguiente diagrama conforme [8].
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¥ — 00

Figura 2.8: Diagrama conforme de una brana negra AdS;.

Sélo nos enfocaremos en las regiones I y II. La region I representa la regién exterior a la brana
negra, mientras que la regién II representa a la brana negra, ya que el destino de toda trayectoria
causal que cruza r = rj, es r = 0. En contraste con la figura 2.5, en este caso I se mapea a una mitad
con respecto a la que se mapea I en la métrica de Schwarzschild, que es la regién asintéticamente
plana de dicha métrica. Lo anterior sirve como verificacién adicional que (2.68) es asintéticamente
AdS en I ya que ésta se mapea a una mitad compactificada del universo estatico de Einstein con

respecto a la que se mapea el espaciotiempo de Minkowski.

La relevancia de la brana negra AdSs; es que la correspondencia AdS/CFT identifica la termodina-
mica de la teoria supersimétrica de Yang-Mills con cuatro supersimetrias en el espaciotiempo de
Minkowski A4 = 4 SYM a temperatura finita con la termodinamica de este fondo geométrico, el

cual es generado por una D3-brana negra.
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Capitulo 3

Termodinamica de agujeros negros y la

correspondencia AdS/CFT

En este capitulo se introduce la rotacién de Wick que nos permite obtener la accién Euclidea total
del sistema, y por tanto la energia libre de Gibbs. También se expone la temperatura de Hawking
para un agujero negro al igual que la derivacion de la entropia de Bekenstein-Hawking para la
métrica de Schwarzschild, aunque este resultado también es vdlido para métricas mds generales
[2, 11]. Asi, se obtienen las cantidades principales pertinentes al objetivo de este trabajo, el cual es
comparar la entropia derivada de la energia libre de Gibbs con la entropia de Beenstein-Hawking.
Por ultimo, se expondra (de manera divulgativa) la correspondencia AdS/CFT, que es lo que nos
permite estudiar la termodindamica del plasma de quarks y gluones a través de las propiedades

termodindmicas de un agujero negro AdSs.

3.1. Rotacion de Wick

En Relatividad General, las variedades con las que se trabajan se equipan con métricas Lorentzianas,
i.e. en n dimensiones, estas métricas tienen un eigenvalor negativo y n — 1 eigenvalores positivos.
Una rotacién de Wick consiste en hacer el cambio de variable t — it =: ty a la coordenada re-
lacionada al eigenvalor negativo. La consecuencia fisica de esta transformacion es que la métrica

Lorentziana que describe a una variedad pseudo-Riemanniana pasa a ser una métrica Euclidea que
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describe a una variedad Riemanniana. Sin embargo, debemos de tener en mente que ya no pode-
mos interpretar a it como una coordenada temporal; después de la rotacion, la coordenada t es

una coordenada espacial en nuestra variedad Riemanniana.
Ahora, sea Z(f) la funcién de particién de un sistema cudntico con temperatura T = 1/ y con
Hamiltoniano H. Definimos a Z(f3) como

Z(B) :=Tre PH =Z(n|e‘ﬁH|n), (3.1

n

donde {|n)} es una base del espacio de Hilbert correspondiente. Para extender esta definicién a una

teoria cudntica de campos (con temperatura distinta de 0), la funcién de particién es [8]

2p)= [ 79e, (3.2)
donde ¢ y Sg son respectivamente el campo y la accién Euclidea (resultante de la accidén de Wick)
relacionados a nuestra teoria y

apoc [ 1] dete.® (3.3)

t;<t<tpxeRn-1
es la densidad de todas las configuraciones posibles de ¢ en el espacio fase con un tiempo inicial t; y
un tiempo final t;. La integral de caminos’ en (3.2) se restringe a las configuraciones con condicién
periddica ¢(t,x) = ¢ (t + f,x). Es decir, la integral de caminos de una teoria de campos cudntica
en una variedad localmente Euclidea n-dimensional con la topologia de un cilindro S! x R"! con
circunferencia 3 se puede ver como el promedio térmico de un sistema cuantico estadistico en n—1
dimensiones espaciales [10, 8]. Esto se traduce a
tg+f

1

tg
3.2. Temperatura y entropia de agujeros negros

En un contexto clasico, es imposible que los agujeros negros tengan temperatura ya que ningtin tipo
de energia puede emanar del horizonte de eventos, esto incluye radiacion térmica. Adicionalmente,

la métrica de Schwarzschild es una solucién de las ecuaciones de campo en el vacio, por lo que no

!Una integral de caminos es la contribucién total de 2¢, es decir, su integral en el espacio fase.
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tiene sentido hablar de algtn tipo de materia presente en este espaciotiempo ya que T,;, = 0. Sin
embargo, este ultimo aspecto es clave, ya que la descripcién es distinta en un contexto cuantico.
Cuanticamente, el Universo estd poblado por campos, y lo que pensamos como particulas son ex-
citaciones de los campos correspondientes. Debido al principio de incertidumbre de Heisenberg,
aun en el vacio tenemos presencia de particulas, llamadas particulas virtuales, que son excitaciones
aleatorias de estos campos cudnticos, similarmente a las ondulaciones presentes en el mar debido a
las contribuciones aleatorias de las corrientes de aire encima de su superficie. La energia del vacio
es el promedio de todas estas perturbaciones y se puede demostrar que esta energia es distinta de
cero. Experimentalmente, la energia del vacio no nula se puede observar con el efecto Casimir [12].
La radiacién de Hawking es una consecuencia de considerar la presencia de particulas virtuales cer-
ca del horizonte, pues su analisis lleva a concluir la existencia de radiacién térmica proveniente de

éste, lo cual se interpreta como la temperatura del agujero negro [10, 8]2.

Aunque la temperatura relacionada a la radiacion de Hawking se puede calcular con teoria cudntica
de campos en espaciotiempos curvos, ésta también se puede deducir con un tratamiento gravitacio-
nal considerando el formalismo detrds de una rotaciéon de Wick. Usaremos la funcion de particion

gravitacional con temperatura T = 1/ y con una rotaciéon de Wick, la cual estd expresada por

Z(B)= / Dgqpe t8ar], (3.5)

donde la integral de caminos se realiza sobre todas las variedades Riemannianas que satisfacen
condiciones asintéticas adecuadas junto con condiciones asintéticas periddicas en tg. Usando la
aproximacion de punto silla, la integral de caminos en (3.5) se puede expresar como

*

Z(B)~e ", (3.6)

donde &* representa la accidn clasica de la cual se obtienen las métricas pertinentes al aplicar el
principio de minima accién. Lo anterior implica que podemos usar la accién de Einstein-Hilbert
(en este caso, podemos considerar solamente al escalar de Ricci) junto con el término de Gibbons-
Hawking como #* teniendo en mente la rotaciéon de Wick, i.e.

1

1
y*z——/R,/_d” ——— [ K/ygd™ x, 3.7
167G SEC X T onG TEC X 3.7)

M

on

“También se tiene una interpretacién geométrica de la temperatura de un agujero negro, aunque esta interpretaciéon

viene de una analogia con la Primera Ley de la Termodindmica, como se puede revisar en el capitulo 12.5 de [1].
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donde 0. es la frontera relacionada a la hipersuperficie dada por la constriccién r = R = cte (no
confundir con el escalar de Ricci). Ahora, cuando trabajamos con el ensamble gran canénico en me-

canica estadistica, tenemos que la entropia y la energia libre de Gibbs estan dadas respectivamente

por [13]
_ _L0l(z) o
S=In(Z)—p 2P =p ap I, (3.8)
G=—TIn(Z)=TZ*. (3.9

Como lo mencionamos en la seccidn anterior, después de una rotacion de Wick, la variedad con la
que trabajamos tiene la topologia S' x R"™! en donde la dimensién “temporal” se compactifica en
una circunferencia. Supongamos que la familia de métricas solucién de la accion de Einstein-Hilbert

al aplicar el principio de minima accién es

ds? = f(r)dtf: + g(r)tdr? + ds? (3.10)

n—2

Supongamos también que f y g se anulan a primer orden en ry,, pero no en sus derivadas evaluadas

enry,y dsﬁ_2 no es singular en r,. Las expansiones de f y g alrededor de r, son

f)=f'(rp)(r—rp)+ 0(r —ry)%, (3.11)

g(r) =g (r)(r—ry) + 0(r —ry)>. (3.12)

Substituyendo lo anterior en (3.10) da

1
d82 2f’(rh)(r—rh)dt§+ mdr2+dsﬁ_2, (3.13)
que tras definir
4(r —ry)
2 _
= m’ (3.14)

1
p= EVf/(rh)g/(rh)tE (3.15)
y hacer el cambio de variable en (3.13), obtenemos en el plano (p, )
ds? =dp? + p2de?. (3.16)

De la ecuacién anterior podemos interpretar a (p, ) como coordenadas polares. Si ¢ no tiene

periodo 27 (es decir ¢ € (0,27 —§)), en p = 0 tendremos una singularidad cénica.
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Singularidad cénica

p=0

Variedad Euclidiana suave

p=0

Figura 3.1: Si ¢ no es periddica, conforme p — 0 se tiene una singularidad cénica en p. En cambio, si ¢ es periddica,

se tiene una variedad Euclidea suave bien definida alrededor de p = 0.

Por lo que sélo se tendra una variedad Euclidea suave si se puede hacer una identificaciéon periddica
de ¢. En consecuencia, el punto descrito por (p, ¢) también estd desrito por (p, ¢ + 27). Esta

periodicidad se refleja en ty al substituir lo anterior en (3.15) lo cual da

4m
Vg )

Como se mencion6 en la seccién anterior, después de hacer una rotacién de Wick, la integral de

caminos se restringe a configuraciones con periodiciad ty — tz+f y como 8 = 1/T, la temperatura

de Hawking Ty esta dada por

vV f(ry)g ()

1 = V) (3.18)
En particular, si f(r) = g(r)
1, = Lol (3.19)
4mn

Para la métrica de Schwarzschild, tenemos que f'(r,) = 2GM/ r,%. Considerando que r, = 2GM y
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substituyendo |f’(r;,)| en la ecuacién anterior se obtiene

1
"~ 8nGM’

Ty (3.20)

Ahora, para calcular la entropia de un agujero negro, supongamos que tenemos . *[ggb] como
referencia para regularizar el valor de &*[ g,; ] tal que ambas métricas tengan el mismo comporta-
miento asintético. También, supondremos que estamos trabajando en el vacio, por lo que R,;, = 0.
Asi, por (3.7) se tiene
1 _
Pl =181 =5z [ (KvTe-Ko/rDa . (3.21)

816G
oM

Si ademas consideramos que nuestra métrica es esféricamente simétrica, entonces la métrica exte-
rior al horizonte estd descrita por la métrica de Schwarzschild por el Teorema de Birkoff. La métrica

Yqp de la hipersuperficie dada por la constriccién r = ry = cte estd dada por

Yurdx#dx” = (g, —n,n,)dx dx”

2GM
=—(1— G )dt2+r2dﬂz, (3.22)
r

donde n® es el vector normal a la hipersuperficie anteriormente mencionada. Como la métrica de

Schwarzschild es diagonal, éste estd dado por

n#g, = o —\1-2Y5, (3.23)
v/ 8ur(8,)4(8,)” r

Yre=\1- ZGerzsin(Q). (3.24)
Y 2o 2GM
K= ) sin(Q)ar(r sin(6)\| 1 . )

2r—3GM

También,

Asi, por (2.59)

- : (3.25)
r2y/1—2GM/r
Considerando que [ dt; =8
3 4
Kyye| d'x= ?(2’”0—3GM)~ (3.26)
r=rg
oM
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Como la métrica de Schwarzschild es asintdticamente plana, se considera que ggb es la métrica de
Minkowski. Notemos que (3.22) y (2.1) no coinciden sélo en la parte temporal cuando se tiene
la constriccién r = ry = cte, y por tanto, los perimetros de las circunferencias “temporales” re-
sultantes de la rotacion de Wick deben coincidir en ambas métricas para que se tenga el mismo

comportamiento asintético, es decir,

1/T 1/T,

/\/YEM’ _dtg = / \/Yg” B
r=ro > =
0 0

2GM 1
— =—. (3.27)

o 0

1
dty &= —
r=ro T

Luego, para (2.1), el vector normal a la hipersuperficie definida por la constriccién r = ry = cte es

n*9, = d,, lo cual resulta en

o0 ___ -~ P
K = Sm(e)a (r?sin(0)) = (3.28)

Juntando lo anterior con 1/}/% =r?sin(0) y la condicién dada por (3.27) se obtiene

_8 2GM
/KO\/ ‘ mo 1— , (3.29)

r=ro ro
oM

y por tanto, asintéticamente

M 1

11111 (5” (gap]— " [gab])_ZT 16nGT2’ (3.30)

donde la tltima igualdad resulta de substituir el valor que se obtiene para M de (3.20). La entropia

de la métrica de Schwarzschild esta dada substituyendo lo anterior en (3.8), lo cual da

1A
16nGT2 4G’

Donde, de nuevo, se usé (3.20), A, = [ /86008 pplr=r,d0dy = 4nr§ y 1, = 2GM. La proporcio-

Spu = (3.31)

nalidad directa entre la entropia y el area superficial del horizonte de eventos es la entropia (o
férmula) de Bekenstein-Hawking. La derivacién de la entropia de Bekenstein-Hawking también se
puede dar en contextos mds generales sin tener que acudir a la métrica de Schwarzschild como se

expone en [11].

3.3. Correspondencia AdS/CFT

La correspondencia AdS/CFT describe una dualidad entre la teoria de cuerdas en AdS,, x S™ con

3

teorias de campo conformes” en n— 1 dimensiones. Hay muchas dualidades que describe la corres-

3Las teorfas de campo conformes son aquéllas que se mantienen invariantes bajo transformaciones conformes.
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pondencia, nosotros nos enfocaremos en la dualidad que se tiene entre la teoria de cuerdas tipo
IIB en AdS: x S° con la teoria A4 = 4 Yang-Mills Supersimétrica (4 = 4 SYM) en el espaciotiempo
de Minkowski cuatro-dimensional. El cardcter de esta seccidn sera en mayor parte divulgativo, por
lo que omitiré cierto detalle matemadtico a lo largo de la exposicidn; sin embargo mi discusion esta

basada en lo que se expone en [3, 8, 10, 14, 15, 16].

Aunque lo que consideramos como particulas fundamentales son en realidad excitaciones de sus
campos cudnticos correspondientes, la dimensioén asociada a una particula es O, es decir, conside-
ramos que dichas particulas fundamentales son puntuales. Una cuerda es una extension de esta
idea, y propone que estas particulas fundamentales son en realidad objetos de una dimensién con
longitud y tensién*. Debido a que las cuerdas son objetos unidimensionales, hay dos formas en las
que se pueden presentar, abiertas o cerradas. A diferencia de una particula puntual que traza una
linea de mundo conforme el tiempo pasa, una cuerda traza una hoja de mundo X con signatura
Lorentziana; si la cuerda es abierta, la hoja de mundo tiene la topologia de R? mientras que si la
cuerda es cerrada, la hoja de mundo tiene la topologia de R x S!. Estas hojas de mundo se encajan
en un espaciotiempo objetivo, que usualmente es el espaciotiempo de Minkowski en n dimensio-
nes. Estos encajes estan dados por las funciones X" (7, o), donde 7 y o son algunas coordenadas
temporal y espacial relaciondas a la hoja de mundo respectivamente.

x® x3

N N

|
|
X0 T G
|
|
|
|

Figura 3.2: Hojas de mundo para una cuerda abierta (izquierda) y una cuerda cerrada (derecha) encajadas en el espa-

ciotiempo de Minkowski cuatro-dimensional.

“La tensién de una cuerda es la densidad de masa por unidad de longitud.
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La dindmica de las cuerdas se deduce de la accién de Polyakov

1

Sp=—
P 4ml2

/ h** 3. xM 3, XN nyn+/ Ihld%o, (3.32)
by
donde h; es la métrica de la hoja de mundo de la cuerda correspondiente y £, es la longitud de la

cuerda. La ecuacién de movimiento pertinente a la dindmica de las cuerdas es la ecuaciéon de onda

(32—33)xM =o, (3.33)

con condiciones de frontera

g,
0, XM5X,, 0° =0 (3.34)

Para cuerdas cerradas, o, = 27 y las funciones de encaje cumplen las condiciones de frontera

XM(7,0)=xM(7,2m), 3,XM(1,0)=3,XM(7,2m), (3.35)

Debido a esta identificacion periddica, (3.34) se cumple automaticamente. Para cuerdas abiertas,
oy = 7 (por convencién) de tal forma que o = 0 describe una punta de la cuerda y o = 7 la
otra. Las cuerdas abiertas pueden cumplir dos condiciones de frontera: las condiciones de fron-
tera de Neumann o las condiciones de frontera de Dirichlet. Las condiciones de Neumann son
3,XM(7,5) = 0, donde & representa cualquiera de las dos puntas, y obligan que & sea libre de
moverse a la velocidad de la luz. Las condiciones de Dirichlet son 6X™ (7, &) = 0 las cuales fijana &
en una posicién constante del espaciotiempo. Estas condiciones se pueden considerar independien-
temente en cada coordenada. En particular, si consideramos una cuerda con una punta libre y una
punta fija, en una punta podemos escoger p + 1 direcciones en las que se cumplan condiciones de
Neumann en p dimensiones espaciales y de tiempo®, mientras que en la punta restante se tendrdn
n—p—1 direcciones en las que se cumplen condiciones de Dirichlet; para que el momento se con-
serve, la punta con condiciones de Dirichlet esté sujeta a una hipersuperficie (p + 1)-dimensional.
Estas hipersuperficies se llaman Dp-branas, donde p representa la dimensién espacial de la hiper-
superficie en cuestion. Para que se tenga una descripcion completa de la dindmica de las cuerdas
pertinentes a la teoria de cuerdas, es necesario que esta teoria incluya a las Dp-branas como ob-

jetos propios de ella con su propia dindmica. Notemos que si tenemos dos cuerdas abiertas con

SEn nuestro caso sélo hay una dimensién temporal.
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ambos pares de puntas sujetas a condiciones de Dirichlet en una Dp-brana y hacemos que las pun-
tas de ambas cuerdas colisionen de tal forma que formen una curva cerrada simple, se tendrd una
cuerda cerrada que emana de la Dp-brana; es decir, las Dp-branas pueden ser fuentes de cuerdas

cerradas.

|
2N

Dp —brana

Figura 3.3: Dos cuerdas estan sujetas a condiciones de frontera de Dirichlet. La cuerda izquierda tiene ambos fines sujetos

mientras que la cuerda derecha sélo tiene un fin sujeto.

P
L] —
-

Dp —brana Dp —brana

Figura 3.4: Dos cuerdas abiertas sujetas a condiciones de Dirichlet colisionan para formar una cuerda cerrada que emana

de la Dp-brana correspondiente.

Andlogamente a como las cuerdas tienen tensidn, las Dp-branas también tienen tension, simple-
mente se generaliza a una densidad de masa por unidad de hipervolumen p-dimensional. También
es posible que las Dp-branas tengan carga cuya fuente es una forma (p + 1)-dimensional. Hay dos

tipos de teorias de cuerdas que contienen Dp-branas:
= Teoria de cuerdas tipo IIA, la cual tiene Dp-branas estables con dimensién p par.
= Teoria de cuerdas tipo IIB, la cual tiene Dp-branas estables con dimensién p impar.

Una implicacién inmediata de lo anterior es que existen Dp-branas inestables en teorias de cuerdas

tipo II, las cuales son de dimensién impar y par para teorias tipo IIA y tipo IIB respectivamen-

38



te.

La perspectiva en la cual hemos descrito a las Dp-branas es que éstas son hipersuperficies p-
dimensionales en las cuales los extremos de las cuerdas abiertas pueden estar fijas. Como el trata-
miento en cuerdas se hace en el contexto de perturbaciones pequefias, esta perspectiva es util si la
constante de acoplamiento en la teoria para ambas cuerdas abiertas y cerradas es pequefia, i.e. si
g, < 1. Se puede demostrar que en el limite de bajas energias (E < 1/, con £, siendo la longitud
de la cuerda) la dindmica de las cuerdas abiertas estd descrita por una teoria de norma supersimé-
trica que reside en el volumen de mundo de las Dp-branas. En el caso de N, Dp-branas coincidentes,
el grupo de norma se reduce al grupo unitario especial SU(N,). Asi, la constante de acoplamiento

efectiva es g,N. y esta perspectiva para describir a las Dp-branas es ttil para g.N. < 1.

Sin embargo, como las Dp-branas también son fuentes de cuerdas cerradas, éstas se pueden enten-
der a través de la perspectiva de estos objetos. En ella, las Dp-branas son soluciones en el limite
de bajas energias (extremales) de teorfa de supercuerdas®, i.e. son soluciones de Supergravedad’
y se pueden considerar como fuentes de un campo gravitacional que curvan al espaciotiempo de
fondo. La longitud caracteristica de escala L debe ser larga para que la curvatura anteriormente
mencionada sea débil (ya que R ~ 1/L?) y para poder asegurar la validez de la aproximacién de
Supergravedad. En el caso de N, Dp-branas coincidentes, L*#/ E;‘ o< g,N,, por lo que esta perspectiva

es util para g,N, > 1.

En el caso p = 3, en la perspectiva de cuerdas abiertas, la teoria de norma que reside en el volumen
de mundo de las D3-branas y describe la dindmica de cuerdas abiertas es A" = 4 SYM, la cual es una
teorfa de campos de Yang-Mills® con cuatro supersimetrias en cuatro dimensiones con invariancia
conforme; las cuerdas cerradas presentes en este sistema estan descritas por Supergravedad tipo
IIB en el espaciotiempo de Minkowski 10-dimensional. En cambio, en la perspectiva de cuerdas
cerradas, el fondo consiste en dos regiones: “La garganta” o “regiéon de garganta” de la D3-brana y

una regidn asintdticamente plana. La dindmica de las cuerdas cerradas en la regién asintticamente

%La teorfa de supercuerdas combina los principios de teorfa de cuerdas con los de Supersimetria. La Supersimetria
propone que las ecuaciones a las cuales particulas bosdnicas estan sujetas y las ecuaciones a las cuales particulas fer-
mionicas estan sujetas son equivalentes. Recordemos que las particulas que son mediadoras de fuerzas son bosénicas

mientras que las particulas de materia que estan sujetas a dichas fuerzas son fermidnicas.
"La Supergravedad es una teorfa de campos que combina los principios de Relatividad General y Supersimetria.
8Una teorfa de Yang-Mills es una teoria de norma basada en el grupo unitario espacial SU(N).
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plana estd descrita por Supergravedad tipo IIB en un espaciotiempo de Minkowski 10-dimensional,
mientras que en la garganta las cuerdas cerradas estan descritas por Supergravedad tipo IIB en un
fondo convergente a AdSs x S°, lo cual a su vez es una solucién de teoria de supercuerdas tipo

IIB.
En resumen, tenemos que

= Perspectiva de cuerdas abiertas: A& = 4 SYM en el espaciotiempo de Minkowski cuatro-

dimensional y Supergravedad tipo IIB en R%!.

» Perspectiva de cuerdas cerradas: Supergravedad tipo IIB en AdSs x S° y Supergravedad tipo
5

[IB en R%!

La correspondencia AdS/CFT conjetura que la teoria A& = 4 SYM con grupo de norma SU(N,)
y constante de acoplamiento gy, es dual a Supergravedad tipo IIB con longitud de cuerda £, y
constante de acoplamiento g, en un fondo convergente a AdSs x S° con radio de curvatura L. Los
pardmetros libres de la teoria cudntica de campos conforme, gyy; ¥ N,, estdn relacionados con los

parametros libres de la teoria de cuerdas g, y L/{, a través de
g%M =2ng,, 2g§MNC = L4/€j. (3.36)
Adicionalmente, la correspondencia AdS/CFT conjetura que [3]

Z j=4 sym = Zds,> (3.37)

donde Z es la funcion de particion de la teoria correspondiente. En el limite N, > 1, basta con usar
la accidn clésica gravitacional en el lado derecho de la igualdad de la ecuacién anterior, que por la

aproximacion de punto silla, la funcién de particion gravitacional estd dada por (3.6)
Z y—g spu(N. > 1) =75, (3.38)

donde Sy, es la accién Euclidea de la teoria gravitacional. Por dltimo, la correspondencia AdS/CFT
se ha logrado generalizar en diversas formas, y una de las primeras fue la inclusién del caso con
temperatura distinta de cero. En particular, el estado de plasma de A4 = 4 SYM es una buena
aproximacion al estado de un plasma de quarks y gluones [15]; la termodindmica de esta teoria se
identifica con la termodindmica de una D3-brana negra cuyo fondo, después de un truncamiento

dimensional [17, 18], es asint6ticamente AdSs y tiene un horizonte de eventos presente, es decir,
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una brana negra AdSs. La D3-brana negra es resultante de tener una concentraciéon N, > 1 de
D3-branas. La temperatura del lado gravitacional es la temperatura de Hawking, mientras que la
entropia se puede derivar ya sea a través de la entropia de Bekenstein-Hawking o a través del
método Euclideo, que involucra usar la energia libre de Gibbs (como se muestra en (3.9)). En
el capitulo siguiente, calculamos estas propiedades fisicas en la teoria gravitacional en el vacio
y con un campo magnético homogéneo tangente a una de las direcciones de las D3-branas, y se
comparan ambos métodos de derivar la entropia para los dos casos. Es importante recalcar que
estos cdlculos se realizan en el limite de bajas energias de la teoria de cuerdas tipo IIB, lo cual
implica que nos podemos enfocar solamente en el aspecto gravitacional, sin tener que recurrir a

calculos que involucren la longitud finita de la cuerda.

J/
\

~

f\15 N, D3 - branas

~L_

>

Q.

wn
A

X

95

a

N

]R9+l

\

Y
/

Correspondencia AdS /CFT
2ngs = gim

AR

1> T

q q tj
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N = 4SYM, SU(N,) de la D3 —brana

Figura 3.5: Ilustracién de la correspondencia AdS/CFT.
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Capitulo 4

Termodinamica de la D3-brana negra

magnética

4.1. Soluciones asintéticas y cerca del horizonte

La métrica de fondo de la D3-brana negra magnética tiene un horizonte de eventos y es asintdti-
camente AdS; x M, donde M es una variedad compacta que depende de una 1-forma A, tal que
si A, = 0, entonces Mg = S°. F = dA es dual al campo de Maxwell al que esta sujeto el plasma
de quarks y gluones. La solucién 10-dimensional de la D3-brana negra magnética se puede trun-
car a cinco dimensiones de tal forma que la accion efectiva es la accién de Einstein-Maxwell con

constante cosmoldgica negativa [17, 18]

1 12
S [g%°, A ]= /R+——L2F Fo |4/|g|d%x, 1
//t[g a] 167Gs ( 12 ab |g| X 4.1)
M

donde L es el radio de curvatura relacionado a AdSs, G5 = (7t/ 2)L3NC_ 2 [3]y N, es el ntimero
de D3-branas coincidentes que resulta en una D3-brana negra. A la accion anterior también se le
denomina accién de bulto. Las ecuaciones de movimiento resultantes de la variacién de la acciéon

de bulto respecto de g% y A, son las ecuaciones de campo de Einstein y las ecuaciones de Maxwell
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respectivamente

Rab - ERgab - ﬁgab =2L Tab: (4.2)

vV, F% =0, (4.3)
donde el tensor de energia-omento electromgnético es
c 1 cd
Top = Fach - ZFCdF &ab- (4.4)

Usando coordenadas de Poincaré, proponemos como ansatz la siguiente métrica y tensor de Fara-

day
2 o, 1 2 2 2 2
ds= = dr“ 4+ —=(—U(r)dt* + V(r)(dx* + dy*) + W(r)dz*), (4.5)
U(r) L2
F = Bdx Ady, (4.6)

tal que confome r — 00, la métrica es asintéticamente AdSs
2

L 2
ds? = “2dr? + 2 (—de? + dx? + dy? + da?), 4.7)

en concordancia con (2.22) haciendo el cambio de vairbale r = L?u. La presencia del horizonte de

eventos se refleja en la condicién U(ry,) = 0, donde r = ry, es el radio en el horizonte, se considerara

que r € (r, 00) Ahora bien, la traza del tensor de energia-momento electromagnético es

1
T= —ZFabFab, (4.8)

donde la doble contraccidn del tensor de Faraday esta dada por

2B214
F,Fe = R (4.9)
También, la traza de (4.2) resulta en el escalar de Ricci
20 1
R=—75+ §L2FabF“b. (4.10)

Substituyendo (4.10) en (4.2) da una forma alternativa de expresar a las ecuaciones de campo de

Einstein

4 1
Rab + ﬁgab = 2LZ(Tab - ngab): (4-11)
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las cuales dan el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para las funciones métricas U(r), V(r)

y W(r)

3V2U'W’ + W(—8B2LE + 6VU'V’' + 6V2(—8+U")) =0, (4.12)
16B2L8W —48V2W + 6VWU'V’ + 3UV(V'W’ +2WV") =0, (4.13)
8W2(6V2+B2L8) —6VWW/(VU’' + UV') +3UV2W"2 —6UV2WW"” =0, (4.14)
AW (B2LE —6V2)+ VU WV + VW' )+ UV (VW' + WV') = 0. (4.15)

Las ecuaciones (4.12)-(4.14) son ecuaciones dinamicas para las funciones métricas, mientras que
la ecuacidn (4.15) es una constriccién. Debido a que se obtendran cantidades evaluadas en r =1,
y en r — 090, las expansiones de las funciones métricas alrededor del horizonte al igual que sus
expansiones asintticas serdn ttiles. Para obtener el comportamiento de las funciones métricas

U, V, W cerca de ry, se expanden en series de Taylor alrededor de dicho radio

U(r) = D Upplr =), (4.16)
n=0

V()= D Vol — )", (4.17)
n=0

W(r)= > Wyu(r— )", (4.18)
n=0

y se substituyen recursivamente en las ecuaciones (4.12)-(4.14) de tal forma que las ecuaciones di-
ferenciales se satisfagan a cada orden. Lo anterior resulta en un sistema de ecuaciones lineales que
podemos resolver para obtener el valor de los coeficientes de expansién a primer orden. Una vez
resuelto el sistema, substituimos las constantes anteriores en nuestras expansiones, substituimos de
nuevo en nuestro sistema de ecuaciones diferenciales y resolvemos el nuevo sistema de ecuaciones
lineales en términos de las constantes de orden mayor al anterior y asi sucesivamente. Este algorit-

mo se sigue hasta que se llegue al orden que uno desee. En nuestro caso, nosotros expandiremos
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hasta segundo orden. Esto resulta en

5B2L8 5 3
U(r)=Up(r—rp)+ 32 —2|(r=r)*+0(r—ry,)°, (4.19)
0,h
2718 2
g B2L8 -3V,
V)= Vo= 55—y (=)
1,hY0,h
278 2 2718 4
g (B2L® — 9V )B2L® + 18V,
5 3’2 3 Oh (r— )2+ 0(r — 1), (4.20)
1,h "0,h
4 (B* L +6V2 )Wy 4
W(F)ZWo,h‘i'g 0 Vz’ (r—ry)
LhYohn
4716 4
4 (5B*L® + 36V YW,
+§ R on (r—r)*+0(r—ry)’. (4.21)
1,h "0,h

Ahora, para la expansién asintética se expanden las funciones métricas en series de potencias con

coeficientes constantes y logaritmicos

7 6
U= D Urpoo™™ >+ D Uspoo, In(r/L)r">, (4.22)
n=—00 n=—00
7 6
V()= D Vinoo" S+ D Vepoo, In(r/L)r" >, (4.23)
n=—00 n=—oo
7 6
W)= D Wrnoo" P+ D Wep oo, In(r/L)r" >, (4.24)
n=—o00 n=—oo

y seguimos un procedimiento analogo a la expansién alrededor del horizonte. En nuestro caso,
expandiremos hasta orden 1/r? e imponemos la condicién de frontera (4.7). Asi, obtenemos las

siguientes expansiones asintéticas.
2

Ul 1 2 1
_ .2 1, 4528
U(r)=r“+Ujcor + 4 +_r2(U4’°° 3B L ln(r/L))+0’(r3), (4.25)
U3 1, 1 1 1
9 1,00 L 1,28
Vvir)y=r +U1’Oor+—4 +—r2( 2W4,OO+BB L ln(r/L))+ﬁ(r3), (4.26)
Ul 1 2 1
W(r)=r’4+Uj oor + L +—(W4oo——BZL81n(r/L))+0' — . (4.27)
’ rz\n 3 r3

4.2. Energia libre de Gibbs y entropia

4.2.1. Accién de bulto y término de Gibbons-Hawking

La energia libre de Gibbs para un sistema gravitacional estd dada por el producto de la temperatura

por la accién Euclidea total. La accién Euclidea se obtiene al hacer una rotacion de Wick t — it enla
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accidén de bulto, al igual que en el término de Gibbons-Hawking, junto con la adicién de términos de
frontera en caso de que sea necesario eliminar divergencias en esta region. Después de la rotacion

de Wick, la métrica Euclidea y la accién de bulto Euclidea son respectivamente

1
ds% = U(r)dr2 + E(U(r)dt% + V(r)(dx? +dy?) + W(r)dz?), (4.28)
Sp =— L / R+2 _p2p yFb | /gedx. (4.29)
o 167Gs L2 a4
M

La accion de bulto se puede simplificar a través de las ecuaciones de campo de Einstein. En particu-
lar, usando (4.9) y (4.10) en la ecuacién (4.12) (que es la componente temporal de las ecuaciones

de campo) se obtiene

8B%L8 6U'V/ 3U'W’

— 48— + + +6U" =0
V2 1% w
20 1 12 1(Uvv uUw’
— S+ PP F + = — LPF, FO + + +U" =0
L2 3 L2 2\ v 2W
12 1(U V’ U W/
R+ —= —L%*F, FP=—— +U” (4.30)
L2 L2
Substituyendo a (4.30) en (4.29) da
U v’ U W’
Sg / +U” |[VVWdx
= 167rL5G5
M
V.
= —3/(U V«/W)
16mL5GsT
Th
Vs
—— _(U'VVW 4.31
167‘EL5G5 ( ) ( )

Th

donde & es un radio de corte, V53 = [ dxdydz es el volumen de integracién sobre las direcciones

tangenciales a las D3-branasy 1/T = [ dtg.

El término de Gibbons-Hawking Euclideo se obtiene haciendo una rotacién de Wick en (2.60)

1
SEa/ﬂ:_BTCGS /K’\/E

oM

gd“x, (4.32)

r=

donde 7,4, es la métrica Euclidea inducida en la hipersuperficie definida por el radio de corte
r = & — oo dada por (2.55). Como (4.5) es diagonal, el vector normal a nuestra hipersuperficie
esta dado por

ntg, = = 6=YY5. (4.33)

VEm@ @)y T L
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Substituyendo a n® en (2.59)

1P 1(VT '
_VJWE(TVW)
11 (U’VJW
CLVYW\ 24T

Asi, el término de Gibbons-Hawking Euclideo es

+ ﬁ(vm)) (4.34)

_ 1 / ! 4
SEE)M ——m / (U V\/W-i— 2U(V\/W) ) r:gd X. (4.35)
oM
Sumando lo anterior con la accién de bulto Euclidea da
VS / /
Sg 48y =——>——(U'VVW| +2U(VvVW : 4.36
Fa " “Fou 16TrL5G5T( r=ry ( ) r=§) (4.36)

4.2.2. Términos de frontera

La evaluacién de la accién en capa de masa debe ser finito, por lo que necesitamos regularizar a
(4.29) y a (4.32) en caso de que su suma diverja. Lo anterior se realiza analizando el comporta-
miento asintético de la accidén de bulto Euclidea y el término de Gibbons-Hawking Euclideo. En
particular, substituimos las expansiones (4.25)-(4.27) en (4.29) y (4.32), y vemos cudles son los

términos dominantes en la frontera. Estos son

1 1 2013 1 5r4
——— [ Rygpd®x ~ / d /d4 = /— d*x, 4.37
167IG5/ SEC X = TonG. ) 15 ) “ T 16nGs ) 15 =" 4.37)
M oM oM
1 12 1 12r3 1 3rt
_ 12 sa / d /d4 —_ /_ d*x, (438
tonGs ) 12V T gne, | 5 ) YT T 6re, ) e Lt e 439
M oM oM
1 1 2B2%L3
L2F,, F /grd®x ~ / d /d“
16nG5/ T T R B
M oM
= 2B2L3In(r/L d*x, 4.39
167'cG5/ n(r/L)] _ d'x (4.39)
oM
1 8rt
— 2K dtx ~— /— d*x. 4.40
16TEG5/ AL I Tl Bl W (4.40)
oM

Asi, para que el comportamiento asintdtico de (4.36) sea finito, se le resta a esta ecuacion la suma

de los términos anteriores. Dicha suma es

4
L / o 2B2131n(r/L)
167Gs L5

oM

E<i4x. (4.41)

r=
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Sin embargo, los términos de frontera deben de estar expresados en términos de cantidades cova-

riantes. Notemos que conforme r — co

4 274
r 2B“L
VTE ™ & FabFab ~ Y (4.42)
r

donde en las ecuaciones anteriores se volvieron a usar las expansiones (4.25)-(4.27). Por tanto,

substituyendo lo anterior en (4.41), los términos de frontera son

1 6
Spog=—— = —L3F ,FIn(r/L) | /7%
bnd 167Gs /(L ab n(r/ )) YE
oM

gd4x. (4.43)

También podemos afiadir un término asintéticamente finito en nuestros términos de frontera sin

que la accién de bulto ni el término de Gibbons-Hawking se vean afectados. En particular,
lim F,,F° /v = 2b2,
r—o0

cuya contribucion es finita, por lo que los términos de frontera se pueden modificar a

1
Spnd = Sbnd — TorGe / Conl®FopFOP 7| d'x, (4.44)
5

oM

donde C,, se le denomina constante de esquema. Asi, la contribuciéon mas general de los términos

de frontera es

1 6

Sbud = g / (— —L3F , F*In(r/L) — cschL?’Fa,,F“b),/—yE‘ d*x. (4.45)
ﬂ'GS L r=§&

oM

El efecto de afiadir esta constante de esquema es fijar un esquema de renormalizacién en la teoria

de norma, de ahi el nombre.

4.2.3. CasoB=0

En el vacio, las ecuaciones de movimiento (4.12)-(4.14) son

VUW +2W(U'V' +V(-8+U")) =0, (4.46)
48VW —6WU'V' —=3U(V'W' +2W V") =0, (4.47)
48VW2 —6WW/(VU' + UV +3UVW"2 —6UVWW” = 0. (4.48)
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Como ansatz, proponemos las familias de soluciones

(rp+c1)?

U(r) = 21— 1 .
() =(r+c) ( o ) (4.49)
V(r) =co(r +¢1)?, (4.50)
W(r) =c3(r +c1)?%; (4.51)

con ¢y, €9, €3 = cte y ¢; se mide en unidades de r,. Notemos que U(r) = 0. Luego,

U/(r)= 2((r+cl)4+(rh+cl)4) U//(r)=2 1— S(rh+c].)4 (4 52)

(r+c¢)3 ’ (r+c)* '
V/(r) =2cy(r +¢y), V'(r) = 2c,, (4.53)
W/(r)=2c5(r +¢1), W(r) = 2cs. (4.54)

Substituimos las ecuaciones anteriores en (4.46)-(4.48) para comprobar que nuestro ansatz cumple

las ecuaciones de campo.

= Ecuacion (4.46):

4eyes((r + c1)4 +(r, + c1)4

—(r*+ r,f +4c,(r3 + r,?) + 6cf(r2 + rﬁ) + 4c§’(r +r)+ ZC;‘)) =0, (4.55)

por la expansién binomial a orden 4.

= Ecuacion (4.47):

24cyc5(2(r + c1)4 —((r+ c1)4 + (ry, + c1)4) —(r+ <:1)4 + (r, + c1)4) =0. (4.56)

m Ecuacion (4.48):

12c2c§(4((r+c1)6—(r+c1)6)+(r+c1)2((r+c1)4—(rh+c1)4—(r+c1)4+(rh+c1)4)) =0. (4.57)

Por tanto, las ecuaciones (4.49)-(4.51) si son soluciones de las ecuaciones de movimiento en el
vacio. Notemos que (2.68) coincide con las ecuaciones (4.49) —(4.51) con¢c; =0y ¢y =c3 =1,

por lo que (2.68) también es una solucién de las ecuaciones de movimiento (4.12)-(4.14). Ahora,
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las expansiones de estas funciones alrededor de r}, son

U(r) =4(r + c)(r—r) =2(r —rp)* + 0(r — )’ (4.58)
V(r)=cy(ry, + cl)2 +2¢y(rp +c)(r—rp) +co(r— rh)z, (4.59)
W(r)=c3(ry+ cl)2 + 2¢3(ry, +c)(r—ry) +c3(r— rh)z. (4.60)

Mientras que sus expansiones asintéticas son

+cp)? 1
U(r)=r2+201r+cf—w+ﬁ(—), (4.61)
r r3

2 2 1
V(r)=cyr +2c1c2r+c1c2+6’(—3), (4.62)

r

2 2 1
W(r)=csr +2c1c3r+c1c3+0’(—3). (4.63)

r

Para que nuestras funciones métricas describan a la D3-brana negra en el vacio, necesitamos que
la métrica (4.5) sea asintéticamente AdS (como se describe en la ecuacién (4.7)), por lo que es

necesario normalizar a las funciones V(r) y W(r) por

Y0 ey - Y0, (4.64)
C2 C3

v(r)—

de tal forma que los términos dominantes de sus expansiones asintéticas ahora si coinciden con
(4.26) y (4.27). Cabe recalcar que estas normalizaciones no afectan a las ecuaciones de movimiento
(4.46)-(4.48), ya que son invariantes bajo reescalamientos independientes de V(r) y W(r). Se debe
de tener en mente que estas normalizaciones también afectan las expansiones de estas funciones

alrededor de ry,.

En este caso, sOlo se tiene un término de frontera,

1 6
Sppg=—— [ — d*x. 4.65
bd = T66G- / Lmrzg x (4.65)
oM
La accién Euclidea total es
St:=38g, + Sk, , + Spnd- (4.66)

Por (3.9), la energia libre de Gibbs estd dada por G = T Sy. Asi, substituyendo en (4.66) la expansén

de (4.36) alrededor de r — 00 y r =y, en el primer y segundo término respectivamente, al igual
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que la expansion de (4.65) alrededor de r — oo, da como resultado la siguiente energia libre de

Gibbs por unidad de volumen ¥ := G/V;

1

9 = —T6nI%G. ————— (U1 Vo s/ Won +3Us 0 ). (4.67)

De las ecuaciones (4.58)-(4.61), los coeficientes de expansion Uy, Von, Wop ¥ Us oo Se pueden
expresar en unidades de ry,. En particular, estos son U, , = 13, ﬁl,h’ (Vo Wop) = r;%(vo,h’wo,h) y

Us 00 = 11104 00 Explicitamente,

2 4
~ C ~ ~ C ~ c
U1h=4(1+—1), v0h=w0h=(1+—1),U4oo:—(1+—1). (4.68)
: A , Y , Y

Como c; se da en términos de rp,, las constantes anteriores no dependen de ry,. Asi, (4.67) se trans-

forma en .
ry L _ .
Y =————\U;,V, Wy + 3U. . 4.69
167'cL5G5( 1hVonV Won 4,00) (4.69)

Por (3.19), la temperatura de nuestra D3-brana negra es

_ UG _ Ui _ Urhrh

= = . 4.70
4nL2  4Anl?2  4nL2 ( )
!La entropia por unidad de volumen s est4 dada por s = —3; %, que por la ecuacién anterior también
se puede calcular con s = —dr/dT - 3,9 = —4nL2/Ul’h * 0y, 9. Asi, por (4.69)
v \/W +3U, 4.71)
Uth3G5( 1,hY0,h 0,h 400)
Notemos que de (4.68) se obtiene la relacién
- 1. - =
U4,OO = _Z Ul’hVO’h \/ Wo’h. (4.72)
Substituyendo la ecuacién anterior en (4.71) da
3 2,273
- - 32NC T . p
s=—>-V, Won = ——=—VonvV Won 4.73
4L3G5 0,h 0,h U3 0,h 0,h ( )

Lh
donde en la dltima igualdad se substituyé (4.70) y G5 = (7t/ Z)LBNC_Z. Por otro lado, la entropia de
Bekenstein-Hawking por unidad de volumen es

Ap

TR 4.74
4V3Gs ( )

SBH =

!De aqui en adelante, los conceptos de temperatura y r, son intercambiables debido a (4.70).
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donde el area del horizonte esta dada por

1 V3’”i?~ -
A== [ VVW|  &x=—Von/Won 4.75
v [ VW] =Wy (4.75)
V3
por lo que sgy; es
3 2,273
e /= 32N2mT®
sgp= ——V Won=——>5—"V Wo.ns 4.76
BH = 756, VoV Won R 0.hV Won (4.76)

Por tanto, para la D3-brana negra, la entropia derivada de la energia libre de Gibbs y la entropia

de Bekenstein-Hawking son iguales.

4.2.4. CasoB#0

Para generar una soluciéon numérica del sistema de ecuaciones diferenciales (4.12)-(4.14) se usa-
ron las expansiones (4.19)-(4.21), en las cuales se fijaron algunos valores para los coeficientes de
expansion pertinentes y usar las expresiones resultantes como datos iniciales para las funciones
métricas en r = 1, + €, con € K ry, y después integrar numéricamente hasta la frontera r — oo.
Lo anterior se hizo para 32 valores distintos de rj,. Generalmente, el comportamiento asintdtico de
estas funciones es

U(r) — 12, V(r) = cyr?, W(r) — c3r?; 4.77)

con ¢y, c3 = cte. Andlogamente al caso anterior, para que la métrica (4.5) sea asintéticamente AdS,
se necesitan normalizar las funciones V(r) y W(r) para que la métrica sea asintéticamente AdS.
Sin embargo, notemos que (4.12)-(4.14) son invariantes bajo reescalamientos simultaneos de V (r)
v B, o bajo reescalamientos independientes de W (r); para que las ecuaciones de movimiento sigan

siendo vélidas con la normalizacién de V(r), también se debe de reescalar a B por el mismo factor

b=—, (4.78)

que en consecuencia, es el campo magnético de fondo de nuestra D3-brana negra. Por construccion,
estd la imposicidon de que b se mantenga constante, aunque también se realizé lo anterior para el
caso en que b/T? permanece constante. A lo largo del anélisis, usaremos Up=6y Wy, =3, en

concordancia con las expansiones cerca del horizonte que se exponen en [4].

Las funciones métricas resultantes de la soluciéon numérica de las ecuaciones de movimiento (4.12)-

(4.15) tienen el siguiente comportamiento.
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Gréficas de las funciones métricas con r € (ry,10r,) y T € {3/2n,9/4mn,3/n,15/47,9/2n} bajo la condicién b =
3.9734..

Ui Vi)
120 120
100 1007
80 80
60 - 60
407 40 -
20 20
2 4 6 ) B 0 7 I 2 4 ) 6 T ) 10
Figura 4.1: U(r)/r% vs. r. Figura 4.2: Vi(r)/r? vs. r.
Wi
1207
100 -
80
60
40
wl
2 4 6 ) 8 10

Figura 4.3: Wi(r)/r? vs. r.
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Graéficas de las funciones métricas para T € {3/27,9/4m,3/n,15/47,9/21} y b =3.9734..

Vi
1.0
3.5 |

3.0

20 40

60 80 100" 20 10 60 80 1007

Figura 4.4: U,(r)/r? vs. r. Figura 4.5: V(r)/r? vs. r.

|

20 40

r
60 80 100

Figura 4.6: W,(r)/r? vs. r.

Aunque dichas funciones se graficaron para cinco temperaturas de fondo, se tiene un comporta-

miento analogo para las 27 temperaturas restantes. Conforme r — oo, U(r)/r?, V(r)/r?yW(r)/r?

tienden a 1, lo cual confirma que (4.5) es asintéticamente AdS y nuestro ansatz fue adecuado.

Como (4.36) también es valida para este caso, ahora s6lo debemos de considerar la contribuciéon

total de los términos de frontera dada por (4.45) en la accién Euclidea total. Haciendo una ex-

pansién andloga al caso anterior, obtenemos que la energia libre de Gibbs por unidad de volumen

es

1 218
W(Ul,hvo’h,/ WO,h + 3U4,oo + 2Cschb L ) (4.79)
ry Uih Vor | Won N 3Us00 N 2C,,b?L8
16mL5Gs \ 1y, r}? r}% r;l‘ r}‘:
i
A+B+C), 4.80
LSGS( ) (4.80)
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donde

1 UipVou | Won

= Lh 70k | 0k 4.81
167 1y, r}f rﬁ ( )
3U.

= (4.82)
167'5rh
2C,.. b%L8

C.= Zsch” — — (4.83)
167’[T’h

En el caso vacio, ¢4 no depende implicitamente de la temperatura y la tinica dependencia que se
tiene de este parametro es T%; en particular, los coeficientes de expansién dados por (4.68) no
dependen de r;, (que es el Unico pardmetro libre en dicho caso). Lo anterior implica que ¥ no
presenta inhomogeneidades de ningun tipo y confirma la invariancia bajo reescalamientos de esa
teoria. En cambio, cuando se considera la combinacién adimensional de los parametros libres en
este caso, que es b/T? = cte, no se tiene el mismo comportamiento. Basandonos en la siguiente

figura

)

2

=

S — L5GsA
g ol A )

g — L°GsB
2

E — L3Gs5C
O

Th

Figura 4.7: Términos en unidades de r;, de ¢ vs. r, con C,, = 10 y la condicién b/T? = 17.4295.

podemos ver que el coeficiente de expansién Uy oo/ r;l’f tiene una dependencia en la temperatura?
mientras que A y C sélo dependen de b/T?, ya que éstas son constantes bajo esta condicién. Por

tanto, el coeficiente de expansion Uy o, / r;' rompe la invariancia bajo reescalamientos cuando b # 0

Zpor la condicién b/T? = cte, también se puede decir que depende del campo magnético.

56



debido a que éste no sélo depende de la condicién b/T? = cte. Sin embargo, este comportamiento
anémalo se arregla con la adicién del término logaritmico que acompafia a U, o, en la expansién
asintética de U(r) en (4.25) (evaluado en ry,). Lo anterior se puede observar en la siguiente grafica

al igual que la dependencia del coeficiente de expansién U; o, /74 €n b/ T2

(=]
— T
|

Uy

00

I
—
T

1

"h
P r
U o 2b2 18 hl(%)

4 9.4
Y 3 Y

I
V)
T

I

Coeficientes de Uj(r - o)

Figura 4.8: Coeficientes adimensionales de la expansién asintética de U(r) contra r, con b/T? = 17.4295 y C,, = 10.

Por tanto, bajo la condicién b/T?, Us oo/ r;f depende logaritmicamente de la temperatura.

Ahora bien, el cdlculo de la entropia de la D3-brana negra magnética se hizo de cuatro maneras.

La primera es con la entropia de Bekenstein-Hawking

1
SBH = 4LTG5VO’h \/ WO,h' (484)

La segunda, tercera y cuarta es con la siguiente derivada

L?( 0%,
5= T ( ) , (4.85)
Ul,h arh b

donde i € {1,2,3} etiqueta las entropias deducidas de las energifas libres de Gibbs con las que se
trabajaron, la derivada anterior se realizé numéricamente. ¥; es la energia libre que se describe en

(4.79). %, es una forma alternativa de expresar a (4.79). En particular, la ecuaciéon de movimiento
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(4.12) se puede escribir de la siguiente forma

4p%L8 UV UW
—8—— + + +U" =0,
3 V2 1% 2W

f(szS 6)_U’V’ u'w’

e+ U (4.86)

Por (4.30), la accién de bulto Euclidea se puede escribir como

1 4(p2L8
Sp = = +6 | /ged®
B 16nL265/3( V2 ) 8uc X
M

£

V. b2L8

— m/g(w +6)V1/Wdr. (4.87)
5

Th

Luego, expandimos el término de Gibbons-Hawking junto con los términos de frontera en r — 00

apoyandonos de las expansiones (4.25)-(4.27)

SBnd = Sk, , + Sbnd

1 6
/ (— 2K+~ = L3F,,F% In(r/L) — CschL?'FabFab)m

— d*x
167Gy
oM

r=¢

V3

4
= 4 3 2 2 3 2:8
- 16anG5T(‘25 —AU1,008% =3U} 087 — U7 o€ — S b*L0In(E /1)

1 1 1
+ 2sz8(5 — Sch) — gUf,oo —Up oo+ 6’(;))

£
V3 / 3 2 2 3 4b2L8
= 8r>+ 12U r<+oe6u r+U + dr
167L5GsT ( Leo Loot T Tloo T 3,

Th

V3

4
_ 4 3 2 2, 173 4.2:8
167IL5G5T(2rh +4U1,007} +3U1,oorh + Ul,oorh + 3b L®In(ry,/L)

1 1
—ZbZLS(g—CSCh)+§Uf,oo +U4,oo). (4.88)
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Juntando lo anterior con (4.86) resulta en la siguiente energia libre de Gibbs

¢

b2L8
%= 16nL5G5/( ( )V‘/W

— | 8r3 + 12U, o 12+ 6U% _r+U3 _+ 4b°L° dr
1’00 ].,OO ].,OO 3r

— 4
2 .2 773 28
 167L5Gs (Zr +4Usc0my +3U ool t Ul oo n t §b L®In(r,/L)

1 1
_2yﬁ{§_ m)+§Uﬁw+UMw) (4.89)
La energia libre de Gibbs restante es la que se propone en el articulo [5]

1

Gy =
7 16mL5Gs

1
(Ul,hvo,h VWon +3Us 00 — b2 LEIn(bLY/r7) — (2csch +3 ln(z))szS), (4.90)

que se deduce a partir de la ecuacion (4.36) junto con los términos de frontera

1 6 1
Sbnd = m / (Z + ZLBFabFab l1‘1(1'41:‘abpab) + CscthFabFab)m‘ d4x; (4.91)
oM

los cuales difieren de (4.45) en el término logaritmico. En dicho articulo, se afirma que los términos
de frontera anteriores dan la equivalencia entre s3 y sgy. Aunque éste es el caso, %; no es resultante
de considerar (4.91), y en consecuencia no se tiene una igualdad (al menos numérica) entre s3 y
spy- Es decir, cuando se expande adecuadamente (4.36) y (4.91), la energia libre resultante no es
(4.90). En el apéndice A se expone lo que, en mi opinién, fue el error en el célculo del articulo

anteriormente mencionado.

Asi, tenemos las siguientes graficas de las cuatro entropias.
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Graficas de sy, S1, Sy ¥ S5 con b =3.9734y C,, = 10.

600 ® L7 Gjspy
— 13Gss
100 — L Gssy
— L Gssy
200

T
1 2 3 4

Figura 4.9: Comportamiento general de L3Ggs

vs. T.

o L?Gyspn
— LG
L Gs

— L3Gssy

Figura 4.11: L3Gss vs. T a temperaturas bajas.

L3 Gy s

o L3Cyspy
— 3Gy
G

— L¥Gsss

T
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Figura 4.10: L3Gss vs. T a temperaturas muy ba-

jas.

o L¥Gyspy
— [Gys
— LGy,

— L*Gssy

Figura 4.12: L3Gss vs. T a temperaturas altas.

En general, s; es la mds cercana a sgp; en todos los rangos de temperatura que se graficaron. A muy
bajas temperaturas, s, no es tan cercana a Spy, mientras que s3 tiene un error numeérico suficiente-
mente grande (con respecto a sg) para no estar presente en la grafica 4.10. A bajas temperaturas,
ambas s; y s, son idénticas a sgy, y conforme aumenta la temperatura el error de s; disminuye. A
temperaturas altas, el error mas alto es el de s,. Por tanto, %; es la que ofrece el mejor resultado
y, al menos numéricamente, confirma que s; = sgy. Lo anterior sugiere que transformar la accién
de bulto en un término de frontera, como se muestra en (4.31), reduce el error numérico y no se
tienen los problemas presentes con s, en los diferentes rangos de temperatura. En particular, lo que
esta influyendo en su error es la integracion numérica que se realiza en (4.89), ya que en esencia
es la Unica diferencia respecto a computacion numérica que se tiene con (4.79). Para s3, lo que yo
sospecho que estd ocurriendo es que el término —b*L3(In(bL?) — In(r?/L?)) presente en ¥, estd
aumentando el error numérico a bajas temperaturas, ya que su derivada respecto de r, es 2b2L8/ry,,

cuya contribucién es significante para r;, < 1 pero despreciable para r;, > 1.
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Por dltimo, como ¥; y %, son iguales, el célculo semianalitico de la entropia resultante de estas
energias libres también debe ser el mismo. Sin embargo, como todo el analisis anterior es numeérico,
el error del método que se emplee para estudiar a la entropia depende de la expresiéon que se use.
Antes de hacer dichos cdlculos, cabe remarcar que las funciones métricas en unidades de ri% son

funciones de b/T?; esto se puede observar en las siguientes graficas.

Graficas de las funciones métricas en unidades de r? con r € (ry,10r,), T € {3/21,9/4n,3/n,15/4m,9/2n} y b/T? =

17.4295.

Ui @) Vi)
2 2
i i

120 120

100 100

60 60

10 10

20 20
2 1 6 8 10 1, 2 A 6 3 10 n
Figura 4.13: Gréfica de (r/ry,, U(r)/r}). Figura 4.14: Gréfica de (r/r,, V(r)/r}).

W)
120

100

2 4 6 8 10 1,

Figura 4.15: Gréfica de (r/r,, W(r)/r?).

Se tienen graficas andlogas para el resto de las 27 temperaturas. Graficamente, las funciones métri-
cas en unidades de r,f coinciden® siempre y cuando se cumpla la condicién b/T? = cte, por lo que
s6lo dependen de este parametro. Lo anterior se puede verificar contrastando las mismas gréficas,

pero sometidas a la condiciéon b = cte.

3En las gréficas 4.13, 4.14 y 4.15, hay cinco curvas presentes; sin embargo, éstas estdn encima de cada una.

61



Gréficas de las funciones métricas en unidades de rﬁ conr € (ry,10r,), T € {3/2n,9/4n,3/7,15/4n,9/2n} y b =

3.9734.

Ui )

Vi)
2
b
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i

120 120
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80 80
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10 40

20 20

2 4 6 8 0 2 1 6 8 10

Figura 4.16: Gréfica de (r/ry, U(r)/rf). Figura 4.17: Gréfica de (r/ry, V(r)/rf).

2 4 6 8 0

Figura 4.18: Gréfica de (r/ry, W(r)/r}f).

En este caso, se tiene una grafica distinta para cada T, lo cual es diferente a lo que se tiene en las
graficas 4.13-4.15. Ahora bien, basandonos en las graficas 4.7 y 4.8, las siguientes definiciones sélo

dependen de* b/T?,

bL* U
f(_z) = (4.92)
rh n
bL* U 2b%L8
g(r—z) = :,:O —5 r4 ln(rh/L), (493)
h h h

(4.94)

Otro resultado que se usard en el célculo de s, es el siguiente. Sea f(x,t) : R — R continua,

“Dependencia en b/T? también es dependencia en bL*/r?> debido a (4.70).
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entonces

h(x) h(x)
%( / f(x, t)dt) = / o, f (x,t)de +f(x,h(x))% —f(x,g(x))j—i, (4.95)
g(x) 2(x)

Primero se calculard s,. Ahora, ¥, se puede expresar como

167L>Gs Yy = I, + 11, + I3, (4.96)
donde
3 3
4( b%L8
I, = 3\ 7z +6 |VV/Wdr =: a(r)dr, (4.97)
Tn Tn
9
3 2 2 3 4b>L°
[Iy=— [ | 8r° + 12U o1+ 6U; ( ;7 + Uy oo + 3 dr, (4.98)
; g r

Th
4
1, = —(2r,j +4Uy oty +3U; o1 + U3 o T + §b2L8 In(ry,/L)
278 1 1 4
—2b°L 5— sch | T gUl’oo + U4,<>o , (4.99)

recordando que r = & — 00 es la constriccién que define a nuestra hipersuperficie en la frontera.

Sea 7 :=r/ry. Haciendo este cambio de variable en (4.97) obtenemos

&/
4( b2L® 3 —
L=rm [ | o5 16 |VP)y W(r,F)dF
1

3 V(T‘hl':)
&/ry
. [ a8 V() | W)
=Ty 2 4 —~2+6 2 , —dr
3 ry V(ry#) ri ry
&/ () &/ pLA
:r;;/ sl I r;}/a(—z,?)df, (4.100)
n T
1 1

donde en la dltima ecuacién se usé que las funciones métricas adimensionales dependen de b/T?.

Asi, haciendo uso de (4.95) y de

d(bL*/r? 4
d _dLYn) d _ 2btt d ’ 4.101)
dry dry  d(b/ry) ry d(bL4/r})

se obtiene
&/ry &y

I 4 4 4
) =4r§/x bi,f d?—2bL4rh/A’ bi,f dF —Er22 bi,i , (4.102)
Brh b T‘I% I”I% T‘ﬁ n

1 1
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donde ()’ es derivar respecto de bL*/ ri%. En términos de a, esta derivada es

&y &y
(22) - s on [t
— | = (rp,P)d7F + 1y, 0y, a(ryF)df — =a(&).

Brh b

Con el cambio de variable 7, y usando (4.92), I, se transforma en
&/ 4
4 =3 2= 3 bL -
[y =—r; 873 +12f 2 + 6 2F + f3 + 3\ 7 : dr.
r

i
1 h
Por lo que su derivada es

&y
a1l L4
(_2) :—4r,f/(8 +12f P2+ 6f%F + 3 + (bz ) :)df
ary b 1 3 r r

&/rn
4

+2bL%ry, / (12(?2+ff+1f )f +8bL )d~
J 4 3r2F

"h

4b2L8)

5(8§4<muimg2+6uing+uiw+ 38

Ty
Con (4.92) y (4.93), 111, pasa a ser
1 1
1, = —r;‘(z +4f +3f2+f3+ §f4 + g) + 2b2L8(§ — Sch—ln(rh/L)).

Asi,

111 1
( 2) :—4r§(2+4f+3f2+f3+§f4+g)
b

3 rh
2b%L8
Th )

+2bL4rh((4+6f +3f2+%f3)f’+g')—

Por tanto

3 3
L U Y

U8 4b2L8
4nL8T(a(&j)— (853 +12U; 0082 +6U; &+ U7 o, + 3
256m°T3 1
++(2+4f+3f2+f3+—f4+g)

Ulh 8

87Tb ﬁlhbz

4+6f +3f%+ ‘+g |+ —=——.

(oo g)re)e o
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&/
+87be / (A’(bﬁ ) (12(1’ +fr+ f )f +8bL4))d
Ul,h 1 T U

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

400, 4G 2567372 " bL4 4(bL*\1
Lh %2=——f7—— / A = 7 | = 87 +12f 72+ 6f%F + 3 + = | |aF
ih / r2 3 r}f T

=t

(4.108)



El célculo de s; es menos elaborado. Por (4.93) y (4.94), %, se puede escribir como

16mL>Gs%; = —r; (h +3g) — 2b*L8(Cyy, + In(r,/L)), (4.109)
de tal forma que s; es
403 4G 256m3T3 8mhT Uy 4b?
L s =222 (h+3g)— S22 (W +3g") + —— (4.110)
L3 Ufh Lh nT

Comparando directamente la ecuacién anterior con (4.108), lo mas resaltante es que no se tienen
términos que involucran integracién numeérica en s;. Esto reduce considerablemente el error numé-
rico y probablemente es la razon principal de por qué en las graficas 4.10 y 4.12, s, se aleja de sgy.
Adicionalmente, el tinico término comun entre s; y s, €S ﬁl,h b%/2nT; sin embargo, el pentltimo y
antepenultimo término en ambas entropias coinciden en los factores —8bh T/ f]l,h y 256373/ Uih
respectivamente, mientras que los factores restantes difieren debido al uso de (4.36) en s; y al uso
de (4.87)-(4.88) en s,. Independientemente de cual sea la relevancia de la diferencia anterior en
el error numérico de s,, el hecho de que s; sea en esencia idéntica (numéricamente) a sgp; sugiere
que conviene usar %, para obtener resultados consistentes con la entropia de Bekenstein-Hawking
y que, en extension, conviene transformar a la accién de bulto en un término de frontera y no

involucrar integraciéon numérica.
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Capitulo 5

Discusion y conclusiones

El resultado principal del andlisis anterior es que la manera en la que se computa a la entropia
influye en su precision numérica con respecto a sgy; ¥ que éste se reduce considerablemente cuando
se transforma a la accién de bulto en un término de frontera como se muestra (4.31). La razén por
la cual en el fondo con el que se trabaja en [4] no se encontré la equivalencia entre la entropia
derivada de la energia libre de Gibbs y la entropia de Bekenstein-Hawking es debido a que en
dicho articulo se trabaja con una expresion analoga a (4.89). Aparte, en dicho fondo también se
considera un campo escalar, el cual es sensible a la integracidn correspondiente. Obviamente, para
que la conclusion anterior se pueda aplicar para este fondo se debe transformar la accién de bulto

en [4] en un término de frontera y ver si se obtiene una equivalencia con sg.

En el caso vacio, se puede comprobar analiticamente que la entropia derivada de la energia libre
de Gibbs y la entropia de Bekenstein-Hawking son iguales. También, en dicho caso la energia libre
de Gibbs y la entropia sélo dependen de T*y de T3 respectivamente, mientras que los coeficientes
de expansion expresados en unidades de r;, son constantes respecto a la temperatura y por tanto,
no presentan inhomogeneidades respecto a reescalamientos de r;, (ya que T o< ry,). También, si se
hacen las substituciones correspondientes de r, en términos de T y de G5 en términos del radio de
curvatura L en la energia libre de Gibbs al igual que en la entropia, no se tendran contribuciones
de L, por lo que estas cantidades son independientes de dicho parametro. En cambio, en presen-
cia de un campo magnético, bajo la combinacién adimensional b/T?, se tiene una dependencia

logaritmica en la temperatura en el coeficiente de expansion Uy o/ r}‘l‘ .
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También, en el capitulo 4, todos los conceptos usados son de origen gravitacional. Mds que nada,
el uso que se tiene de la correspondencia AdS/CFT en este trabajo es de cardcter motivacional, ya
que lo que se estd estudiando es un plasma de quark y gluones el cual se puede aproximar por la
teoria A =4 SYM en el espaciotiempo de Minkowski con temperatura finita, que es equivalente a
estudiar una D3-brana negra asintéticamente AdSs con un campo magnético constante de fondo.
Sin embargo, se debe de tener en mente que todos los resultados obtenidos del capitulo anterior
también son propiedades de la teoria cudntica dual junto con la consideracidn del truncamiento

realizado en (4.5) en su parte esferoidal.

Por ultimo, como se puede ver en el apéndice, los términos de frontera que se proponen en [ 5] resul-
ta en una energia libre cuya entropia es numéricamente equivalente a sgy;. Sin embargo, la energia
libre de dicho articulo no es la correcta y es la razén por la cual se tiene una discrepancia entre
S3 Y sp- Una vez que se usa la energia libre resultante de los términos de frontera anteriormente

mencionados, las entropias coinciden y es consistente con la entropia derivada de (4.79).

En conclusidn, para que no se tenga la discrepancia que motivd la realizacion de este trabajo,
conviene tratar de usar las ecuaciones de movimiento para reducir a la accién de bulto en un
término de frontera y, por ende no tener que recurrir a integracién numérica para calcular las
propiedades de interés. Es probable que en extensidn, esto también aplique a otros fondos (como
el que se presenta en [4]); sin embargo, se debe de aplicar el andlisis expuesto en esta tesis para

comprobar lo anterior.
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Apéndice A
Correccion de s3

A.1. Términos de frontera

De nuevo, los términos de frontera que se proponen en [5] son

1 6 1

Sbnd = 7oA / -+ _LBFabFab 1l‘l(l'4l;'ab1:'ab) + C'scthFabFab v YE‘ d*x. (A.1)
167tGs L 4 r=&

oM

Vamos a demostrar que los términos de frontera en (4.45) es igual que la ecuacién anterior salvo por
una redefinicion en la constante de esquema que es independiente de la temperatura. La ecuacion

(4.45) es

6
Spnd = 167TG5/ T L3F,F? In(r/L) — Cyy L FabF“b)r‘

6 _
16HG5 / (Z+ L3Fg, F*® In((r/L) 4)—cschL3FabF“b)m _gd‘*x
oM
/ 0 1 SFpF In(2b2L8 /r*) — sch+11n(2b2L4) LPFpF® | 75| d*x
167TG5 L 4 4 r=¢
_ 1 / 8 13k pFIn(L4F,, FOP) + C*, L3F , FOP | /75| d*x, (A.2)
1671tGs L 4 ¢ a sch™ “a r=¢

donde en la tltima igualdad se usé que V(r — 00) =~ r2 y se defini6 Cop = —(Cyen+1/4-In(2b%LH)).
Por lo que se llegan a los mismos términos de frontera que (4.91) salvo por una redefinicién de la

constante de esquema. Sin embargo, como ésta no depende de la temperatura, no va a influir en
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el célculo de s5. Por tanto, en teoria no se deberia de tener una diferencia entre s; y s3 en las
graficas 4.9-4.12, aunque claramente la hay. En la préxima seccion expondré la raiz posible de esta

discrepancia.

A.2. Energia libre de Gibbs y entropia

La energia libre de Gibbs resultante de considerar (4.36) y (4.91) es

1

1
* 278 2 218
Gy = S(Ul’hVO’M/WO’h+3U4’OO—b L8In(bL )—(2csch+—2 ln(z))b L ) (A.3)

La diferencia entre la ecuacién anterior y (4.90) es el término logaritmico, en el cual no estd presente
el factor L2/ rf. Como la entropia estd dada por (4.85), la presencia de este factor va a influir en
la derivada, dando la discrepancia anteriormente mencionada. Como se mencion6 en el capitulo
4, la derivada relacionada a este factor influye para r;, < 1, que explica la falla en la equivalencia
numérica entre s3 y s; a bajas temperaturas. Cuando se realiza la derivada numérica de (A.3) dada
por (4.85), se tiene

83”81
1.0

0.5

0.0 T

-0.5

-1.0

Figura A.1:s3—s; vs. T.

Es decir, la entropia resultante de (A.3) coincide numéricamente con s;. Como s; es equivalente
a spy, lo mas probable es que es el factor de L2/ rﬁ en el término logaritmico es la causa de la

discrepancia entre s; y Spyy-
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