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1 Introduccion

1.1. Presentacion

El trabajo se ordena naturalmente de la siguiente manera. En este primer capitulo,
se enfatiza la importancia del ajedrez como juego, deporte, y prototipo de estudio de
la inteligencia artificial.

Posteriormente se plantea explorar el juego ciencia utilizando herramientas teéricas
para analizar estadisticamente entropias y densidad de ocupacion de casillas por dife-
rentes piezas del juego de ajedrez utilizando una base de datos muy extensa recopilada
a lo largo de la historia. En el segundo capitulo se presentan los conceptos y ecuacio-
nes que permiten dicho analisis estadistico, asi como los conceptos necesarios para la
correspondiente construccion de atractores extranos, llamados asi por lo intrincado
de las trayectorias complejas que surgen en su estudio.

El tercer capitulo describe el tratamiento de la base de datos que abarca mas de
191,000 partidas de ajedrez realizadas por humanos y 100,000 partidas de ajedrez
realizadas por computadora analizadas en su notacion algebraica. Las propiedades
de las partidas tal como el nivel y el resultado de victoria o empate, y el objeto de
estudio exige realizar una metodologia correlaciona]E], puesto que las variables no son
directamente manipulables, ya que no podemos medir la inteligencia, ni la victoria
(ganador, perdedor, empate); posteriormente se presentan los pasos realizados para
la construccion del atractor que describe el comportamiento evolutivo de la entropia.
Debido a que la diferencia entre los jugadores analizados (a nivel ajedrecistico) es
pequena, en el cuarto capitulo se expone el anélisis de los resultados obtenidos para
la etapa final del juego tanto para los jugadores humanos como los generados por
computador.

El quinto capitulo discute las ventajas del estudio del nuevo atractor basado en el
analisis de la diferencia de entropia del ajedrez jugada a jugada.

Finalmente en el sexto y ultimo capitulo se describen las propuestas para futuras
investigaciones que son fruto del analisis y nuevos planteamientos que generd esta
tesis.

1Lopez y Judrez (2004) |1] establecen que con este método se mide la relacion entre variables
mediante el coeficiente de correlacion, que describe el grado en que dos variables varian de modo
concomitante.
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Figura 1.1: Para el nivel de Elo 1000-1200 se muestra tres diferencias de entropia < Sypa >
diferencias de entropia entre blancas y negras segtn el resultado del juego [3]. Cada resultado
comienza su grafica a partir de la jugada inicial ¢ = 0. Los tiempos enteros T=0,1,2,...
corresponden a jugadas blancas, y los fraccionarios T=0.5,1.5,2.5,... corresponden a jugadas
negras

1.2. Antecedentes

En mi tesis de licenciatura titulada “Entropia y analisis estadistico de ajedrez por
niveles de juego” [2] se establece el marco tedrico de esta tesis al plantear una entropia
en términos de la movilidad de las piezas en el ajedrez. Los resultados obtenidos
muestran una fuerte correlacion entre la evaluacion estadistica de las partidas y los
niveles de juego, asi como también una fuerte concordancia entre el promedio de la
evolucion de la entropia y los diferentes resultados de la partida.

En un articulo del afio 2022 [3] encontramos que en general la diferencia de entropias
entre piezas blancas y negras es crucial en el resultado final de la partida. En resumen:

= Los jugadores ganadores tienen, en promedio, una mayor entropia desde el juego
medio hasta el final de la partida, a comparacion de los jugadores perdedores
cuya entropia se ve reducida sensiblemente en el mismo periodo.

= Los jugadores que empatan tienen, en promedio, una entropia similar a lo largo
de toda la partida.

Este resultado se muestra por ejemplo en la figura para jugadores de bajo nivel
ajedrecistico como funcion del tiempo o jugadas. Para el caso particular de la entro-
pia S;pa que definiré aqui posteriormente. La diferencia de entropias entre ambos
contendientes planteo la posibilidad de describir los comportamientos evolutivos de
cada resultado.

1.3. Objetivos

Para etapas, nivel de juego y resultados de las partidas se realiza lo siguiente.

= A partir del calculo de las entropias de una base de datos construir el atractores
extranos que describen comportamientos estadisticos de partidas de ajedrez.
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= Utilizando la misma base de datos que en mi tesis de licenciatura se calcula
para cada pieza las entropias de ocupacion en cuatro “marcos concéntricos ™.

= Se construyen partidas aleatorias de ajedrez utilizando un método Monte Carlo
para realizar los mismos anélisis mencionados arriba. A esa base de partidas
las he denominado "azarosas”~ porque la probabilidad de realizar una jugada
es equiprobableﬂ para todas las posibles jugadas, lo cual es juego carente de
estrategia.

1.4. Importancia del ajedrez en el contexto cientifico

El ajedrez es una actividad practicamente universal en el contexto humano, de-

bido a su difusién y considerado un deporte por el Comité Olimpico Internacional
como menciona Garcia |4]. El analisis del llamado juego ciencia historicamente ha
sido de enorme importancia en varios campos del conocimiento y del deporte, como
una competencia intelectual. El ajedrez ha sido estudiado desde el punto de vista de
la psicologia del aprendizaje, de la estrategia militar y la inteligencia artificial.
Hesse (2010) [5] hace mencion de viejos poemas del autor indio Bana por el 630 d.C.
los cuales describen al protoajedrez charatunga ’el juego del ejercito en cuatro par-
tes’, recordando asi su origen como prototipo de la guerra, y el estudioso del ajedrez
Uvencio Blanco Hernandez (2021) [6] menciona que el ajedrez es una metafora bélica;
porque su naturaleza gira en torno a estrategias, tacticas, maniobras y mucho trabajo
psicoldgico; con el tinico objetivo de derrotar al adversario. Ambos autores hacen hin-
capié en el peso que tienen las estrategias dentro del ajedrez, que en esencia también
radica la importancia de este juego dentro de la ciencia pues sabemos que una estra-
tegia consiste en establecer objetivos para determinar las acciones que alcancen esos
objetivos a fin de coordinar y administrar los recursos para ejecutar dichas acciones
y finalmente evaluar los riesgos y los beneficios de las decisiones que se toman en
funcion de los objetivos. A la ciencia le interesa mucho este aspecto de la toma de
decisiones.
A pesar de ser uno de los juegos mas estudiados [7], en este trabajo se presenta un
estudio original muy completo utilizando herramientas de programacién, matemati-
cas estadisticas y conceptos de la fisica, que describen cuantitativamente la evolucion
de una partida a partir de la reconstruccion del atractor que le corresponde.

1.5. Planteamiento del problema

El ajedrez por su peculiar construcciéon puede generar un gran ntimero de parti-
das totalmente distintas, tantas como lo establecié6 Shannon en su propia publicacion
para el ajedrez cuyo ntimero estimo en 10'?° [8]. Tanto la tesis previa como el articulo
del propio autor reducen el universo de estas partidas a unos cuantos patrones. Sin

2Significa que en todos los casos la probabilidad es la misma.
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embargo, solamente muestran un comportamiento recurrente dentro de las partidas
de ajedrez que son evaluadas por la entropia Sypa [2] y por la entropia equiprobable
Seq |3]; pero no proporcionan el criterio para describir una partida ganadora o empa-
tada.

Impulsado por el trabajo realizado en la licenciatura y extension de dicho trabajo,
en esta tesis se aborda el reto de realizar un analisis més exhaustivo y obtener el
criterio de victoria usando la construccion de atractores como método para obtener la
evolucion del sistema en términos de la diferencia de entropias entre bandos contrin-
cantes esto con el fin de terminar con el analisis previo que consideraba la presencia
de ciertos patrones que corresponden a una partida ganada o empatada, y dar lugar
a un analisis probabilistico que es cuantitativo.

Para ello se invirtieron dos anos en la investigacion y recopilacion de la base de datos
con mas de 191 mil partidas realizados por humanos y un total de 100 mil partidas
artificiales aleatorias generadas por cdédigo en una computadora, a esa base de parti-
das las he denominado "azarosas”~ porque la probabilidad de realizar una jugada es
equiprobable. También se invirtié en el tratamiento de las partidas para su uso, en el
desarrollo de los algoritmos que determinan la evolucién de la entropia a lo largo de
la partida, y en los algoritmos que construyen el atractor. Este trabajo y su delacion
requirié aproximadamente 10,000 horas de cémputo.



2 Marco tedrico

2.1. Definiciones importantes.

Al realizar un anéalisis estadistico del ajedrez es importante que estén definidas las
variables del objeto de estudio, en este caso particular las caracteristicas intrinsecas
del ajedrez son abstraidas en conceptos simples que permitiran realizar el analisis esta-
distico. Aqui se hace hincapié en las siguientes definiciones, que pueden no concordar
con el “argot” ajedrecistico convencional.

s Turno. Orden en el que ocurren las intervenciones de los jugadores.

= Movimiento. Acto en que el jugador en turno altera el tablero mediante un
cambio valido de posiciones en las piezas.

» Tiempo. Debido a la naturaleza secuencial de las series de mediciones que
deseamos trabajar se define como el movimiento realizado por algtn bandoE]

= Movilidad. Entiéndase como el total de casillas dominadas por un jugador o

bando.

» Elo [9]. Ross (2007) [10] menciona al sistema de puntuacion Elo como un mé-
todo matematico, basado en calculo estadistico, para calcular la fuerza relativa
de los jugadores en el deporte.

» Notacion Algebraica. En el pequeno libro publicado por del Castillo (1993)
[11] se aclara que éste es un sistema de notacion ideado por Stamma cuyos
conceptos bésicos son los siguientes.

1. Las columnas se identifican de izquierda a derecha con una letra (de a a
h).

2. Las filas se identifican con ntimero (del 1 al 8) partiendo de la linea base
de blancas. Asi cada casilla es identificada por una letra y un nimero.

3. Los movimientos y capturas se identifican por la casilla de origen y llegada.

!Esta definicién tiene por objetivo hacer mas facil la representacion grafica de los resultados.
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4. Cuando es una pieza la que juega, se antepone la inicial correspondiente
(en maytscula) a los signos del movimiento; si es un peén el que mueve se
indican exclusivamente las casillas.

2.2. Entropia del ajedrez

En los apartados siguientes se definen tres entropias para el ajedrez. En general
la entropia mide desorden y se debe entender en la teoria de la informacién, como
menciona Gallager [12] que la entropia tiene la interpretacion intuitiva de ser una
medida de la incertidumbre asociada con elementos de un ensamble estadistico.

Es importante tomar en cuenta la definicién formal que ofrece Shannon sobre “infor-
macion” segiun Ayres (1994) [13], quien menciona que la desinformacion aumenta la
incertidumbre y la informacion es la disminucién de la incertidumbre. Cabe
aclarar que en los valores de entropia en la seccion de resultados de este trabajo co-
rresponde explicitamente a la incertidumbre de cada bando respecto al ensamble de
sus movimientos legales. Posteriormente para obtener la serie temporal que utilizare-
mos para reconstruir el “atractor extrano” se calcula la diferencia entre la entropia de
las piezas blancas (S?) menos la entropia de las piezas negras (S”) para cada jugada

SD =58 - gV (2.1)

, veremos que la utilidad de esta diferencia es importante para determinar ventajas
en el juego.

2.2.1. Entropia por densidad de ocupacion.

Marcos concéntricos.

El tablero lo dividimos en cuatro zonas que se asemejan a marcos concéntricos
como en la figura [2.1
Para cada partida y para cada pieza se realizé un histograma de su ocupacién en cada
marco por etapa, nivel y resultado del juego. Las piezas se identifican por su inicial
en inglés (rey: K=KING, dama: Q=QUEEN, peon: P=PAWN, alfil: B=BISHOP,
caballo: N=KNIGHT, torre: R=ROOK). Las etapas de juego fueron consideradas de
la manera siguiente.

» Apertura (se considerd desde el inicio hasta el quinceavo movimientoED
= Medio juego (del movimiento 15 al 30 de cada jugador)
» Final (desde el movimiento 30 en adelante)

» Total (desde el movimiento 1 hasta la finalizacion de la partida)

La definicion del comienzo de medio juego aparentemente es bastante arbitraria, pero
nos da una idea general de la transicion de la apertura (cuando se mueven las piezas
de su posicion inicial) hacia situaciones mas agresivas que se dan en el medio juego.

2Este limite es una convenciéon que corresponder a los resultados estadisticos obtenidos.
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Figura 2.1: Division de las zonas especificas: Marco central “M1” casillas ocupadas por peo-
nes, Marco central externo “M2"senialado por los caballos, Marco periférico interior “M3”
ocupado por los alfiles, Marco exterior “M4” ocupado por las torres.

Densidad de ocupacion.

Al estar definidos los marcos M1, M2, M3 y M4, cada uno compuesto por un
respectivo conjunto de casillas, se obtiene la densidad de movimientos de cada pieza
(p) mediante la siguiente ecuacion.

M?P
D = — 2.2
=7 (2:2)

Donde M? es el namero de movimientos de la pieza p en el marco concéntrico i, y A;
es el numero de casillas del marco concéntrico i. Ay =4, Ay =12, A3 = 20, A, = 28.

Definiciéon de entropia .5),.

Para cada pieza tenemos un total de cuatro densidades, por ello se define una
probabilidad de que la pieza este ocupando una casilla en alguno de los cuatro marcos
definidos

D?
pPr=_" 2.3
=T (23)

donde T, = Z?Zl D? es la suma de las densidades para la pieza p y la suma de estas
probabilidades es igual a la unidad

4
=1 (2.4)
=1

Asi pues, haciendo uso de la entropia de Shannon para este caso, defino la entropia
para marcos concéntricos en funciéon de la densidad de ocupacion.

S = =3 PP (25)

i=1
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2.2.2. Entropia equiprobable S,

En mi articulo de 2022 [3| definimos para cualquier posicion de ajedrez legal una
entropia de casilla atacada S;pa para piezas negras o blancas en términos de la
probabilidad de ocupacion de casillas p; = m; /M, donde m; es el namero de todos los
movimientos posibles para la casilla i (libre u ocupado por una pieza del contrario) y
M es la movilidad total definida como la suma de todos los movimientos posibles.

64

Sipa = — ZPiLn(pi) (2.6)

=1

Asi, cada cuadro atacado contribuye a la entropia de acuerdo con su concentraciéon
de “potencia de fuego” recibida. Ademés se definié6 una entropia equiprobable més
simple S, en términos de probabilidades iguales p, = 1/M

Se - - ZpeLn(pe) (27>

esta entropia siempre produce que S,—S;pa > 0. En promedio, la diferencia S.—S;pa
es muy grande en la fase de apertura. Una de las principales causas de la reduccion
de S;pa durante un juego es la pérdida material, que es un proceso irreversible.
Segtn el resultado del juego, las diferencias en < S;p4 > entre ganadores, empates
y pérdidas son mayores para los jugadores amateur que para los jugadores de élite,
tanto en el medio juego como en el final. Estadisticamente, los jugadores Elite exhiben
dispersiones maés estrechas en S;p4 (figura [2.2.3]).

2.2.3. Entropia S;py

Un objetivo de mi tesis de licenciatura [2] fue encontrar comportamientos estadis-
ticos particulares relacionados con el nivel de juego, etapa y resultado al desarrollar
programas que analicen partidas de ajedrez, y determinen su entropia turno a turno
(véanse figuras a. La entropia que se defini6 es una interpretacion de la entro-
pia de Shannon en el contexto del juego del ajedrez (ecuacion en esta definicion
las unidades de entropia son los naiﬂ p; es la probabilidad de que la casilla 7 sea
ocupada, es decir, las probabilidades del evento se obtienen de la evaluacion:

Numero de casos favorables para ocupar la casilla i

Pi = (2.8)

Numero de movimientos validos posibles
La evaluacion de la partida mediante la entropia permite caracterizar comportamien-
tos, de forma estadistica, para los distintos niveles de juego. En general muestra que es
en el medio juego (del quinceavo movimiento hasta la treintava jugada) donde comien-
za el cambio de comportamiento que discrimina los distintos resultados de la partida,
es decir, en el medio juego, estadisticamente, ocurre la distincion del resultado de la
partida.

3La unidad natural de informacion (nat) que est basada en el logaritmo natural y en las potencias
del ntimero e.
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Figura 2.2: Jugadores Elite, entropias < S, > y < Sypa > en lineas continuas, con los
valores de varianza correspondientes en color borroso. Se puede apreciar que la entropia
promedio < S, > es cota superior para la entropia promedio < Syp4 >

El cambio en el comportamiento de la apertura, se debe principalmente a la per-
dida de entropia, en el caso de los jugadores de elite y amateur, es debido al conflicto
existente en contra de su oponente, llevando a cabo estrategias de oposicién, que to-
man la forma de capturas y la eliminacion de formaciones con piezas (o estructuras).
La perdida de incertidumbre (disminucion de entropia) implica una mayor certidum-
bre de su movilidad, es decir, el jugador es mas facil de localizar en el tablero, lo
cual, idealmente, permite ser aprovechado por el oponente para lograr sus objetivos
y capturar al rey contrario.

Para los jugadores azarosos (figura , la competencia no existe, ya que no se
enfrentan a estrategias de oposicion, ni desarrollan alguna, por ello tienen un proceso
de decaimiento de la incertidumbre (entropia) lento, ya que el estado aleatorio de los
movimientos eventualmente realizara las jugadas de capturas o fractura de estructu-
ras.

El analisis mostro que la entropia localiza los niveles de juego, se afirma que, esta-
disticamente, la entropia caracteriza el nivel jerarquico del juego, para los jugadores
del ajedrez y se encuentra en correlacion con el Elo del jugador (véase figura [2.3]).

Ademas de las propiedades generales, también se muestran caracteristicas parti-
culares para los jugadores que ganan (figura|2.4)), pues alcanza su méaximo de entropia
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Evolucién de la entropia, todos los resultados por nivel.
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Figura 2.3: Evolucion de la entropia promedio, por nivel de juego. Se observan bandas del
color caracteristico de cada nivel de juego, el aglutinamiento del color permite localizan el
comportamiento del nivel en ciertos valores de entropia.

de forma tardia a comparacion de su oponente (ﬁgura, se afirma que la entropia
en funcién de la movilidad caracteriza apropiadamente el triunfo de los jugadores, los
resultados de la partida estan jerarquizados por la entropia y el grado de victoria pa-
ra el resultado (ganador, empate, perdedor, en ese orden de mayor a menor jerarquia).

La gran ventaja de la evaluacion de la partida, por medio de la entropia, es la
economia computacional, puesto que los motores de ajedrez usan muchas variables
para determinar aproximadamente el valor que ofrecen como evaluaciéon posicional,
en cambio, el calculo de la entropia solo depende de una variable: la movilidad.
Por otra parte, el analisis permite identificar las jugadas clave, ademas determina la
contribucion que produce la jugada para la resolucion del problema (véase el ejemplo
en el apéndice . Otra de sus ventajas es que no depende de una unidad no
fraccionaria como lo es el peon. La desventaja mas notoria es que para el nuevo
método es necesario realiza célculos extra para determinar la ventaja.

Para la construccion de atractores se utilizo exclusivamente esta entropia S;pa, ya
que es mas fina en el calculo de la entropia pues como podemos observar en la figura
existen zonas de juego donde los valores de entropia no cambian sensiblemente de
una jugada a otra imposibilitando la capacidad de analisis. Por otro lado la varianza
en los resultados es menor y por tanto més preciso.
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Evolucién de la entropia, resultados para jugadores ganadores.
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Figura 2.4: Evolucién de la entropia promedio para los jugadores ganadores, por nivel de
juego. Se observa que los ganadores mantienen el valor inicial de la entropia a lo largo de
la partida, es decir, que mantienen su incertidumbre en valores mayores a los del inicio del
juego, indicando que no se permiten tener mayor certidumbre en su movilidad, por lo tanto,
la desinformacion promedio es definida positiva, durante toda la partida.

2.3. Atractores

Considerando las caracteristicas del problema es importante el uso de herramientas
teoricas para lograr vincular la evoluciéon de la entropia con el resultado final de
victoria, y en particular se opta por la construcciéon del atractor a partir de una serie
temporal de mediciones simples como lo es distribucién espacial dentro de un tablero
de ajedrez, a partir de la notacion algebraica y la evaluacion de la entropia jugada a
jugada.

Ruelle (1981) [14] define que un atractor A es un conjunto en el espacio de fases que
satisface las siguientes caracteristicas.

1. A es un conjunto invariante, es decir, cualquier trayectoria que principia en A
permanece permanentemente en A.

2. Las trayectorias que parten de un conjunto de condiciones iniciales acortan su
distancia con respecto al conjunto A. Supongamos existe un conjunto U, de
volumen no nulo, que contiene a A, tal que si la condicion inicial z(0) € U,
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Evolucién de la entropia, resultados para jugadores perdedores.
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Figura 2.5: Evolucién de la entropia promedio para los jugadores perdedores, por nivel de
juego. Al contrario de los ganadores, se observa que la entropia de los jugadores amateur
alcanza valores inferiores al valor inicial, por ende el cambio de incertidumbre promedio es
negativa hacia el final de la partida, lo cual indica que hay mayor certidumbre de su mo-
vilidad, es decir, se puede determinar con mayor probabilidad cuales seran los movimientos
siguientes, propiciando que se encuentren mejor localizadas las piezas, provocando que sea
facil atacar y dar captura, en especial al rey, lo que es equivalente a proporcionar informacién

entonces

lim d A)=0 2.9

i d(z(r), A) (2.9)
donde d es la medida de distancia, t es el parametro que secuencia la trayectoria
que en este caso es x(t). Es decir, A atrae hacia si todas las trayectorias sufi-
cientemente cercanas a ¢l. El conjunto U que satisface esta propiedad se llama
base del atractor.

3. A es compacto. Esto implica que existe una coleccién finita de conjuntos abiertos
que contienen completamente al atractor.

4. A es minimal o irreductible, es decir, no existe ningin subconjunto propio de A
que satisface las condiciones anteriores.

5. Estabilidad bajo pequenas perturbaciones. Esta propiedad es importante debido
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Evolucién de la entropia, resultados para jugadores empatados B.
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Figura 2.6: Evolucién de la entropia promedio para los jugadores empatados con piezas blan-
cas, por nivel de juego. Muestra un comportamiento acorde a los anteriores, sin embargo,
se observa una caracteristica prominente para la apertura, periodo durante el cual se mani-
fiestan zigzagueos entre crestas y valles, donde las crestas coinciden con el turno de piezas
blancas y los valles coinciden con el turno de las piezas negras, esto en términos de la des-
informacién implican que durante el turno de las piezas blancas, estas realizan una jugada
que aumenta su incertidumbre obteniendo un desempefio favorable (ventaja), y durante el
turno del oponente aumenta la informacion, es decir, la incertidumbre se ve reducida por la
oposicion

a que los experimentos siempre estan sujetos a perturbacioneﬁ y los calculos
informaticos a errores por redondeo.

Los atractores tienen la propiedad de describir la evoluciéon de un sistema a partir de
sus condiciones iniciales, lo cual favorece mucho a nuestros objetivos y por ello resulta
ser el mejor modelo para ello.

Debido a que contamos con una serie temporal de mediciones fiables de la entropia (o
diferencia de incertidumbres) entre oponentes se opt6 por el teorema de Takens para
construir el atractor. Si existe algiin otro método para construir un atractor a partir
de las mismos recursos se desconoce completamente.

4En el sentido de ser ajeno al comportamiento observado.
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Evolucién de la entropia, jugadores azarosos.
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Figura 2.7: Evolucién de la entropia promedio para los jugadores azarosos. Muestra una
jerarquizacion de los resultados con respecto a la entropia y en correlaciéon con el resultado
de victoria, es decir, los perdedores poseen valores de entropia bajos, posteriormente los
empates mantienen valores de entropia mayores a los perdedores, y finalmente los ganadores
destacan con una entropia superior a los jugadores que empatan y por ende a los jugadores
que pierden.

2.4. Teorema de Takens.

Siendo que desconocemos si el ajedrez se encuentra descrito por un sistema de
ecuaciones diferenciales con n variables, y ya que tinicamente somos capaces de obte-
ner medidas discretas en el tiempo sobre la evolucion temporal de una de sus variables
que en este caso es la diferencia de entropia SD entre las entropias muestreadas ju-
gada a jugada entre los bandos de piezas blancas y piezas negras. Con esta diferencia
SD que podemos suponer la primera variable, podemos tomar un muestreo de valores
de la forma

so=SD(t),s1 =SD(t+7),82=SD(t + 27), s, = SD(t + k7), ... (2.10)

que es una serie temporal reconstruida a partir de la serie originalmente muestreada
(SD(t)) y tomada a intervalos de longitud 7. A partir de los valores s; se construyen
los llamados vectores con retardo de dimensiéon 2d + 1, definidos como

Yj = (855 Sj—1, -+ Sj-2d) (2.11)
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donde d corresponde usualmente a la dimension del atractor del sistema. Por ejem-
plo, si el atractor es un estado particular, es decir, un punto en el espacio de fases,
entonces d=0; si el atractor es un conjunto de estados que forman una curva en el
espacio de fases, entonces d=1. En dimensiones superiores los atractores pueden tener
estructuras extranas dandoles asi su nombre de atractores extranos.

Takens en su articulo de 1981 [15] demostré que para un sistema S D(t)E] que evolu-
ciona en una variedad d-dimensional M, la dindmica de las soluciones se puede seguir
fielmente tomando copias con retraso de tiempo k de una funcién h: M — R

h(SD(£)), h(SD(t + 7)), ..., h(SD(t + k) (2.12)

, con k > 2d. Mas formalmente, mostré que para tal h, la aplicacion M — RFF!
dado por

SD(t) —s (h(SD()), h(SD(t + 7)), ..., A(SD(t + k7)) (2.13)

es un difeomorfismd® Esto nos dice que las trayectorias que siguen los estados en el
espacio de fase, es equivalente (homeomorfa) a la trayectoria seguida por los vectores
de retardo en el espacio 2d 4+ 1-dimensional. Por ello, la dindmica del sistema y su
comportamiento se pueden describir analizando la reconstruccion del atractor de una
de las variables del sistema.

Esto asegura que, bajo ciertas condiciones del sistema, resulta posible reconstruir
la dinamica del sistema original completo a partir de mediciones de algunas de las
variables involucradas y, de esta forma, conocer la evoluciéon del mismo.

Debido a que cada movimiento dentro del tablero tienen una secuencia temporal y
logica estricta, es posible crear una serie temporal de evaluaciones que proporcionan
escalares que seran posibles de manipular para reconstruir el atractor siguiendo el
teorema de Takens y sus condiciones.

2.5. Espacio fase.

Jesen menciona que el espacio fase representa todas las posibles ejecuciones del
sistema bajo consideracion y puede usarse para verificar, es decir, probar en el sentido
matematico de la palabra, que el sistema posee una determinada propiedad formal-
mente especificada. [16]

El espacio de fases es una representacion de un sistema dinamico. Consiste de un espa-
cio que tiene las dimensiones necesarias para especificar el estado del sistema original.
Cada eje coordenado de este espacio representa una de las variables que componen
el sistema. El espacio de fases representa, el conjunto de posibles estados en los que
puede estar el sistema modelado.

En este espacio, los puntos que se obtienen de la serie temporal proporciona una des-
cripcion del estado del sistema a lo largo del tiempo. La érbita de un estado particular

5En términos de nuestras propias variables.

SHomeomorfismo diferenciable: En topologia, un homeomorfismo diferenciable es una funcién de
un espacio topologico a otro, que cumple con ser una funcién biyectiva continua y cuya inversa es
continua, ambas funciones diferenciables.
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vendré representada por una curva o trayectoria en este espacio. Esta representacion
del sistema permite realizar una descripcién cualitativa de la evolucién temporal del
modelo que se esta estudiando.

2.6. Informaciéon mutua.

Puesto que la reconstruccion del atractor requiere de la serie temporal de los
valores medidos y ademas de su serie con retraso, resulta fundamental la nocién de
informacion entre mediciones. Es Shannon quien establece la informacion mutua [12]
entre dos mediciones ai y bj extraidas de los conjuntos A y B de posibles mediciones.
La informacién mutua entre la medicién a; extraida de un conjunto A = {a;} y
la medicion b; extraida de un conjunto B = {b;} es la cantidad aprendida por la
medicion de a; sobre la medicion de b;. En bits es

Pap(a;, b))

Pala)Palby), (2.14)

10%2[

donde Pap(a,b) es la densidad de probabilidad conjunta para las mediciones A y
B que dan como resultado los valores a y b. P4(a) y Pg(b) son las densidades de
probabilidad individuales para las medidas de A y de B. En un sistema determinista
se evaliia estas "probabilidades"mediante un histograma de las variaciones de a; o b;
vistas en sus medidas.

Si la mediciéon de un valor de A que da como resultado a; es completamente inde-
pendiente de la medicién de un valor de b; en B, entonces Pyp(a,b) se factoriza en
Pag(a,b) = Ps(a)Pg(b) y la informaciéon mutua, es cero, como debe ser. El promedio
de todas las mediciones de esta estadistica de informacion, denominada informacion
mutua promedio entre las mediciones A y las mediciones B, es

PAB(aiu bj)

I Z Pap(a;, b)) 10g2[m

a;,bj;

] (2.15)

Esta cantidad es estrictamente una idea tedrica, que conecta dos conjuntos de medidas
entre si y establece un criterio para su dependencia mutua basado en la nocién de
conexion de informacion entre ellos.

Las mediciones s(t) en el tiempo ¢ estan conectadas de manera tedrica a las mediciones
s(t + 7) en el tiempo t + 7. Asi que el conjunto de medidas A son los valores del
observable s(n), y para las medidas B, los valores de s(n+7). Entonces la informacion
mutua promedio entre estas dos mediciones, es decir, la cantidad (en bits) aprendida
por las mediciones de s(n) a través de las mediciones de s(n + 7) es

I(r)= Y P(s(n),s(n+7))log,| Pfiéi?))lf(i?n—i——lj—?))] (2.16)

s(n),s(n+7)

Cuando 7 se vuelve grande, el comportamiento cadtico de la senal hace que las medi-
das s(n) y s(n + 7) se vuelvan independientes en un sentido practico, y I(7) tendera
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a cero.
Fraser |17,/18] sugiri6 que se use la funcion I(7) como una especie de funcion de au-
tocorrelacion no lineal para determinar cuando los valores de s(n) y s(n + 7) son
lo suficientemente independientes entre si para ser ttiles como coordenadas en un
vector de retardo de tiempo, pero no tan independientes como para no tener ninguna
conexion entre si.

Abarbanel sugiere [19] tomar el 7 donde ocurre el primer minimo de la informacion
mutua promedio /(7) como el valor para usar en la reconstruccion del espacio de fase
con el tiempo de retardo.

2.7. Porcentaje de falsos vecinos cercanos (FNN).

El algoritmo de los falsos vecinos cercanos (FNN por sus siglas en inglés) se pre-
senta como un método para determinar la dimension del vector de regresion adecuado
para recrear la dindmica de los sistemas no lineales.

Segun Rhodes y Morari 1997 [20], la idea detras el algoritmo FNN es de naturaleza
geométrica. Si hay suficiente informaciéon en el vector de regresiéon para predecir la
salida futura, entonces los vectores de regresiéon cercanos también tendréan futuras
salidas que estan cerca. Si no hay suficientes términos presente en el vector regresor
para recrear la dinamica del sistema, entonces habra algunas vecindades en el espa-
cio regresor que tienen salidas en un amplio rango de futuros productos asociados.
Entonces las trayectorias que estan cerca en el espacio de regresion con salidas muy
diferentes pueden considerarse como falsos vecinos, ya que estan cerca en el espacio
de regresion solo debido a la proyeccion en un espacio con una dimension demasiado
pequena para representan la dinamica del sistema.

Para datos sin ruido, el nimero de vecinos falsos se reducira a cero cuando la dimen-
sion del vector de regresion sea lo suficientemente grande como para permitir una
prediccion precisa de las salidas futuras. Para determinar si los vecinos son verdade-
ros o falso, se debe definir una prueba para determinar si los vecinos tienen salidas
futuras que estan “muy separadas’.

Para este propoésito, una prueba de razén determina si la distancia entre las salidas
futuras es significativamente mayor que la distancia entre los vectores de regresion. Si
el distancia entre salidas futuras es “grande” cuando se divide por la distancia entre
dos puntos que son “vecinos mas cercanos’ en el espacio del regresor, entonces el los
vecinos se consideran falsos.

|s(l + (k+1)1) — SNN(j + (k+ 1)7)|
Wl k) — g0 1k (2.17)

Donde R es un valor umbral elegido previamente. Abarbanel [19] establece que en la
practica para un gran numero de sistemas el valor del umbral necesario para definir
a un falso vecino es al rededor de 15 o menos.
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2.8. Método Monte Carlo equiprobable en el ajedrez

El ajedrez es un juego de informacion perfecta pues en todos los turnos los juga-

dores pueden acceder a toda la informacion disponible de los demas jugadores. Para
este tipo de juegos se puede construir un arbol de estados que contiene todos los
resultados posibles, y bastaria asignar un valor de victoria o pérdida a las posibles
ramas que parten del estado inicial para encontrar una estrategia con la mejor jugada
posible.
El problema es que el tamano del drbol de jugadas o estados puede ser tan grande
que tanto la construccion como la bisqueda dentro del arbol se vuelven imprécticos.
Abramson en 1987 [21] desarrollo la técnica de Monte Carlo Tree Search (Busqueda
en Arboles con Monte Carlo) que consiste en el siguiente algoritmo.

1. Se generan un gran numero de simulaciones aleatorias desde la posicion del
tablero para la que se desea encontrar el mejor movimiento siguiente mediante
su evaluacion.

2. Se almacenan las estadisticas para cada movimiento posible a partir de este
estado inicial y

3. Se devuelve el movimiento con los mejores resultados.

Desde entonces ha sido aplicado a multitud de juegos, y usado también para resolver
problemas de busqueda en problemas de planificacién y de toma de decisiones.

En mi proceso de Monte Carlo no hay ninguna estrategia para capturar piezas o el
rey enemigo pues todas las jugadas son equiprobables, ya que en vez de desarrollar
las evaluaciones de todas las posibles ramas del drbol, se seleccionaba un movimiento
al azar por turno (la seleccion era equiprobable, sin ningtn tipo de evaluacion de por
medio) con los cuales se generaba una partida con movimientos al azar. La imple-
mentacion de este tipo de jugadores permite comparar la evoluciéon de un sistema
comandado por una inteligencia contra un sistema que “‘careciera de inteligencia”’, a
estos “jugadores” se les llamo azarosos.
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La falta de limitaciones propias de la mediciéon debido a que se esta analizando
un juego con informaciéon perfecta y ademas la rigurosidad técnica en las notaciones
de una partida de ajedrez presenta la gran ventaja de carecer de algtin tipo de error
de calculo, salvo por el redondeo de los sistemas computacionales que en principio
pueden volverse despreciables.

3.1. Base de datos

3.1.1. Densidad de ocupacion.

El primer analisis sobre la densidad de ocupacién por zonas del tablero se realizo
con una base de datos original de mi tesis de licenciatura |2|, la distribucion de las
mismas se describe en la tabla [3.1]

Elo Victoria Blancas | Victoria negras | Empate

Computador 450 510 950
1000-1200 599 558 320
1200-1300 263 233 173
1300-1400 377 275 224
1400-1500 431 402 329
1500-1600 767 627 589
Elite 2138 1401 3274

Tabla 3.1: Niimero de partidas por nivel y resultado de victoria. Los jugadores de Elite son
aquellos que cuyo Elo >1800

3.1.2. Jugadores humanos

Primero se establece la base de datos, la cual comprende un extenso compendio de
partidas de ajedrez. Las partidas se obtuvieron de ChessBasdl el basto compendio
permitié seleccionar resultados de victoria, ademas de poseer un Elo definido.

Dicha base de datos esta dividida en primera instancia por el nivel de juego, este nivel
se toma de referencia al Elo que poseen ambos jugadores al momento de realizar la

thttps:/ /es.chessbase.com/

19
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partida.

Por simplicidad se determino que las partidas sean realizadas entre jugadores que no
tengan una diferencia mayor a 100 puntos de Elo, esto con el afdan de obtener parti-
das con un nivel de competencia semejante, y ademas que se encuentren en intervalos
ordenados de 100 puntos en 100 puntos desde los 1901 puntos hasta los 2800 puntos
de Elo, es decir, intervalos de (1901-2000), (2001-2100),...,(2701-2800). La razon de
tomar este intervalo especifico de Elo es debido a que en estos puntajes ya se considera
un nivel avanzado en el juego del ajedrez incluso llamados “grandes maestros”, quie-
nes en principio tienen nociones y estudios profundos del juego; es verdad que existen
jugadores con un Elo superior a los 2800, pero rara vez se enfrentan dos jugadores con
semejantes Elo, por lo que son pocas las partidas las que se pueden considerar y se
opto por mantener los niveles con un alto nimero de partidas. También es verdad que
existen motores de ajedrez, software dedicado o machine learning que ha alcanzado
niveles de Elo superiores a la mayoria de los humanos, sin embargo se opto por no
considerarse pues se trata de un tipo diferente de jugador que ameritaria un estudio
propio.

En segunda instancia, a la base de datos existente se le adiciono un criterio adicional
y es el resultado final de la partida. Si la partida resulto favorable para las piezas
blancas (1-0), para las piezas negras (0-1), o si es un juego en tablasﬂ (1/2—-1/2).
Finalmente, existen partidas marcadas como vencedoras sin que estas tengan un ja-
que mate como movimiento final, ya que esto se determina a veces por convenio de
los jugadores o por el fallo de los jueces del torneo. La base de partidas concluyé con
la disposicion observada en el cuadro [3.2]

Nivel Victoria | # Partidas | Nivel Victoria | # Partidas
1901-2000 Blancas 938 | 2401-2500 Blancas 9995
Negras 683 Negras 10000
Empate 690 Empate 10000
2001-2100 Blancas 2829 | 2501-2600 Blancas 11587
Negras 2368 Negras 7359
Empate 2530 Empate 25601
2101-2200 Blancas 5855 | 2601-2700 Blancas 3946
Negras 4645 Negras 2284
Empate 5395 Empate 8127
2201-2300 Blancas 11930 | 2701-2800 Blancas 692
Negras 9347 Negras 397
Empate 12322 Empate 1502
2301-2400 Blancas 13150
Negras 9594
Empate 17803

Tabla 3.2: Base de datos de partidas de ajedrez utilizada para el anélisis.

2Empate cuando ninguno de los dos jugadores ha conseguido imponerse. |22]
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3.1.3. Jugadores artificiales de Monte Carlo equiprobable

Los jugadores azarosos tienen la cualidad de desarrollar partidas que en principio
serian inexploradas por jugadores humanos pues los movimientos son seleccionados
cuasi-aleatoriamente por la computadora, y con la suficiente libertad podria desarro-
llar partidas de miles de movimientos. Ya que estas partidas en principio también
se encuentran dentro del atractor que se desarrolla, es importante conocer si esto es
verdad y como se distinguen sus partidas de las partidas realizadas por jugadores
humanos.

La base de datos de los jugadores azarosos generados por computadora comprende
un total de cien mil partidas las cuales se puede observar su distribucion en la (3.3}
de la cual se observa que la razéon de obtener una partida victoriosa es de cerca del

15.6 %.

Simulacion Monte Carlo

Victoria | Partidas

Blancas 7875
Negras 7703
Empates 84422

Tabla 3.3: Distribucién de las partidas en la base de datos de jugadores azarosos

3.2. Resultados densidad de ocupacion.

En principio el algoritmo se encarga de obtener la frecuencia de ocupacion para
cada pieza dentro de toda la base de datos. El algoritmo es el siguiente.

1. Se selecciona una partida cualquiera y se inicializan las posiciones en las posi-
ciones iniciales del tablero.

2. Cada movimiento lleva el registro de la pieza movida y la casilla de ocupacion.

3. Se contabiliza y guarda la frecuencia de ocupaciéon tomando en cuenta el nivel,
resultado, bando, etapa del juego, pieza y a que marco corresponde la ocupacion
(M1,M2,M3,M4)

4. Se itera para toda la base de datos.

5. Al terminar con todas las partidas se calcula la densidad de ocupacion siguiendo
la ecuacion [2.2] para posteriormente realizar el calculo de la probabilidad y la
entropia.

Los resultados se presentan en un condensado de los céalculos que culminan con las
representaciones graficas de la entropia para cada pieza, nivel y resultado de la partida.
Finalmente se realiza el analisis de los resultados.
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3.3. Evolucién de la entropia.

En el trabajo previo se desarrolld6 un programa cuyo algoritmo permite obtener,
una partida a la vez, la movilidad de ambos bandos para cada turno, posteriormente
se obtiene el calculo de la entropia S;ps de ambos jugadores en el mismo turno
(el codigo de este algoritmo se puede encontrar en el apéndice y se obtiene la
diferencia de las entropias jugada a jugada

SD(t) = Sjpa(t) = Sipa(t) (3.1)

donde S%, ,(t) corresponde a la entropia de las piezas blancas al tiempo ¢, y S, 4(t)
es la entropia de las piezas negras al tiempo ¢, estas diferencias SD(t) que son tomadas
al tiempo t (plyﬁ) son almacenadas en memoria para su posterior uso, los datos estan
etiquetados por orden en el ‘tiempo’ (o ply) en el que ocurrio, y las diferencias de
entropia a lo largo de cada partida esta perfectamente identificada dentro de esta
nueva base de datos, debe ser asi pues este conjunto de diferencias a lo largo de la
cada partida resulta ser la serie temporal de dicha partida y de donde se obtendra la
reconstruccion del atractor.

3.4. Construccion del atractor.

3.4.1. Obtenciéon del tiempo de retraso con informacién mu-
tua.

Siguiendo el Teorema de Takens, es necesario construir los vectores de regresion o
la serie de retraso, y para ello se requiere la obtencion del tiempo de retraso éptimo
como se explico en el capitulo anterior.

El algoritmo para evaluar la informacion mutua (el codigo usado se encuentra en el
apéndice y obtener el tiempo de retraso 7 adecuado es el que sigue:

1. Iniciar con la serie de valores muestreados s(n).
2. Seleccionar una 7 (se inicia en cero).

3. Se obtiene la probabilidad relacionada a las mediciones originales mediante la
frecuencia de apariciéon en un histograma.

4. Haciendo uso de la 7 seleccionada, se construye la serie de retraso s(n + 7), y
al igual que con la serie original, se obtiene la probabilidad de esta nueva serie
mediante un histograma.

5. Se obtiene la probabilidad conjunta de ambas series mediante un histograma
bidimensional.

3Cada ply es un movimiento de un bando, por tanto una jugada entera, por ejemplo 1.e4 eb esta
compuesta por dos plies. Se usa principalmente en el ajedrez entre computadorashttps://chess24.
com/es/informate/glosario/ply| [23|
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6. Se introducen los valores obtenidos en la expresiéon de informaciéon mutua y se
evalua si el resultante es un minimo.

7. Se continua el algoritmo iterando sobre valores de 7 mayores hasta encontrar el
primer minimo.

8. Se almacena en memoria el valor de 7 del primer minimo de la informacion
mutua.

A partir de este algoritmo se obtiene que el valor de 7 no es tnico para todo el
universo de partidas que fueron analizadas, pues los valores distan desde 7 = 1 hasta
7 = 84. Por simplicidad, los datos ya almacenados de las series originales se volvieron
a etiquetar bajo la cantidad de 7 que le corresponde a cada partida tras ser analizada
por el método de informacién mutua.

Posteriormente al obtener esta nueva base de datos bajo el valor de 7 se procede a
crear el vector de regresion a partir de la serie temporal original de cada partida con
su correspondiente retraso 7.

3.4.2. Determinacion de la dimensiéon de los atractores.

Después de obtener la base de datos con la serie original y la nueva serie de
retraso, se procede a obtener una estimaciéon de la dimension del atractor a partir de
la evaluacion de la vecindad de cada punto o vector nuevo generado a partir de la serie
original y la creaciéon de nuevos vectores de regresion que tienen una dimension que va
en aumento con la finalidad de obtener la estimacion de si los vecinos mas cercanos al
vector de inicio se encuentran también en una vecindad cercana a este vector original
en su version de regresion en una dimension superior, esto con la finalidad de evitar los
efectos geométricos de la proyeccion, es decir, reducir el porcentaje de falsos vecinos
a Cero.

El algoritmo FNN (el codigo usado se encuentra en el apéndice es el que
sigue:

1. Formar el conjunto de regresores

wr(t) = [y (), o yn (1)) (3:2)

que esta relacionado con los vectores estado y(t) de datos obtenidos de las series
de tiempo con una dimension de retraso k.

y(t) = [s(t),s(t+7),...,s(t + k7)] (3.3)

2. Para un estado (vector) y(1), identificar el punto mas cercano (en sentido eucli-
diano) en el espacio de regresion. Es decir, encontrar otro regresor 3™V (j) en el
conjunto de datos tal que la distancia d se minimice.

d = [ly(1) =y (5)ll2 (34)
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Cabe senalar que los tiempos [ y j no estdn necesariamente cerca uno del otro.
Segun Fredkin y Rice (1995), si k y j siempre estan cerca uno del otro, el
tiempo de muestreo puede ser demasiado pequeno y puede haber problemas
para estimar con precision la dimension del vector de regresion [24].

3. Determinar si la expresion [2.7] es verdadera o falso

’3(1 + (/{Z + 1)7’) — SNN(j + (k + 1)7_)‘
ly(l + k7) — yNN (G + k1) <R (3.5)

Si la expresion |3 es verdadera, entonces los vecinos son registrados como verda-
deros vecinos. Si la expresion no se satisface, entonces son falsos vecinos. Este
valor umbral se consider6 en R=15 como lo aconseja la literatura.

4. Continuar el algoritmo para todos los tiempos k en el conjunto de datos. Calcule
el porcentaje de puntos en el conjunto de datos que tienen falsos vecinos més
cercanos.

5. Continuar con el algoritmo para aumentar la dimensiéon d hasta que el porcentaje
de falsos vecinos més cercanos cae a cero. Si el porcentaje de falsos vecinos es
grande, entonces el vector regresor debe extenderse para incluir entradas més
retrasadas.

A lo largo de los calculos se obtuvo el resultado de que no todas las partidas poseian
la misma dimension, lo cual aumento una etiqueta mas a la base de datos ya existente,
pues ahora también se considera la dimensién de esta, a pesar de que en apariencia
esta dimension al ser siempre mayor que 3, y en virtud del teorema de Takens, solo
son posibles visualizar la proyeccion del atractor en el espacio tridimensional.

3.4.3. Analisis probabilistico de los atractores.

Finalmente, después de haber considerado tanto la cantidad de retraso 7 como la
dimension d para realizar los graficos de la serie temporal de diferencias de entropia
entre contrincantes para cada partida, se procedi6é a realizar el analisis de los graficos
resultantes, que en primera instancia proporcionaron una vista general de la forma
del atractor.

Cada partida resulto en una linea en el espacio fase (tridimensional), el ensamble de
lineas muestra la forma del atractor, sin embargo, debido a sus peculiaridades so-
meras requirieron de un posterior tratamiento para la visualizaciéon de la secuencia
del camino que toma la partida y con especial énfasis de hacia donde se dirige en su
estado final cuando termina la partida.

Puesto que es de interés y objetivo la correlacion con el resultado final de las partidas,
se opto por considerar los tltimos diez estados de cada partida, pues contiene el final
y un breve vistazo de la secuencia de atraccion que aunque no es el objetivo también
es de interés para futuros trabajos. La recurrencia en los pasos secuenciales exigieron
de un tercer tratamiento para conocer el conjunto de puntos con los que finaliza toda
partida dentro del propio atractor.



3.4. CONSTRUCCION DEL ATRACTOR. 25

El resultado exigié de un nuevo analisis, en este caso espectral sobre la densidad de
puntos dentro del conjunto definido por estos estados finales. Los resultados fueron
evaluados por un sondeo en donde se dividié en 500 cuadrantes todo el espacio com-
prendido por “la cuenca de atraccién” en los cuales se tomaron en cuenta cada estado
final que se encontrara dentro de un cuadrante y se realizé el conteo de frecuencias de
los estados de cada final que se encontraban dentro de dicho cuadrante posteriormente
se normaliz6 con respecto a los estados finales por cuadrante y dando como resultado
la probabilidad de obtener un resultado de victoria o empate de las partidas, el algo-
ritmo se utilizé para desarrollar un mapa de color con respecto al resultado de mayor
probabilidad por cuadrante.

3.4.4. Comparacién de resultados entre jugadores humanos y
de Monte Carlo artificiales

De los resultados obtenidos para la zona de estados finales o “cuenca de atraccion”
se le asigna una probabilidad para cada resultado posible del ajedrez que a su vez
permite mapear las zonas de mayor probabilidad de ocurrir una victoria o un empate.
La enorme ventaja que se posee al presentar dos tipos de jugadores (humanos y de
simulaciéon Monte Carlo) radica en la ausencia de estrategia por parte de uno de ellos
y asi poder observar la influencia de la estrategia para el mapeo probabilistico de
victoria.
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4 Resultados

4.1. Densidad de ocupacion y entropia.

Al finalizar el conteo de frecuencias de la ocupacién por zona en marcos centrales,
se realizo el grafico de las distintas distribuciones de esta densidad, para cada marco
concéntrico, nivel, resultado, bando, pieza y etapa. Al ser un total de 144 graficas
solo para la densidad, y 24 para la entropia se opto por presentar inicamente para el
caso de la etapa total (desde el inicio hasta el final de las partidas), los demés casos
se encuentran en el apéndice [C]
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Figura 4.1: Distribucién de la entropia por densidad de ocupacién para cada pieza, caso de
victoria de blancas.

Los resultados presentes en las figuras [4.1] [4.2] muestran un hecho interesante
pues en todos los resultados de la partida tanto con piezas blancas como con piezas
negras se obtiene que el rey es aquel que posee mayor entropia, esto es debido a la
distribucion peculiar de su densidad de ocupaciéon por zona, pues el rey exhibe en todas
las configuraciones una distribucion homogénea para cada uno de los marcos (véase
figura , y siendo que la ecuacion se encuentra acotada por Sy = —Ln(FPF)
para el caso en el que P, es equiprobable, es decir, P} = 3 Zj‘zl PP = 1 para cualquier

probabilidad j. Entonces el rey al distribuir su densidad de ocupacién de una forma
casi homogénea para cada zona, se obtiene que su entropia se acerca a la cota superior

27
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Figura 4.2: Distribucién de la entropia por densidad de ocupacién para cada pieza, caso de
victoria de negras.

Sy = —Ln(}l) = 1.3863. Que el rey sea la pieza con mayor entropia dentro de toda
la partida indica que es la pieza con la menor certidumbre en su localizacion, esto
corresponde con la naturaleza del juego pues es de interés que el rey sea dificil de
localizar, de lo contrario los oponentes podrian llegar a capturarlo con mayor facilidad.
Asi como es notable en las figuras [£.1] se aprecia que la entropia de las piezas
es muy similar entre resultados de la partida y bandos muestra que la ocupacion en el
tablero no es relevante para estas dos condiciones por lo que el analisis por ocupaciéon
de zonas es irrelevante para el objetivo de vincular la entropia con el resultado de
la partida. Pese a esto resulta muy instructivo sobre la tendencia de ocupacion de
las piezas, la entropia nos dice la incertidumbre de hallar a una pieza en una cierta
zona, y la distribucién de la densidad nos permite conocer cuales son las zonas més
relevantes para cada pieza, que ademas en conjuncién con un analisis por etapas es
posible comprender que piezas son mas influyentes para cada etapa del juego y en
este sentido el analisis es méas fructifero en un contexto ajedrecistico.

4.2. Construccion del Atractor.

4.2.1. Jugadores humanos.

Comenzamos el analisis con la obtencién de un histograma sobre todos los valores
de 7 obtenidos en la totalidad de las partidas presentes en la base de datos, ver
la figura La diversidad de valores nos indica que el minimo de la informacion
mutua depende enteramente de la serie temporal de las mediciones, es decir, depende
completamente de la partida y como se realiz6 de lo contrario si se tratarse de un solo
tiempo de retardo entonces este resultado seria evidencia de que depende unicamente
de las caracteristicas propias del ajedrez, como el cambio de turnos, sin embargo se
puede apreciar que la mayoria se encuentra entre 1 y 5 “turnos” o ply que es el lapso
de tiempo definido para nuestro problema y es proporcional al retardo.
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Figura 4.3: Distribucién de la entropia por densidad de ocupacién para cada pieza, caso de
empate.

Al igual que con los tiempos de retraso, los calculos de la dimensién del atractor
comprenden un rango de valores cuya distribucion puede observarse en la figura [4.6]
Este resultado amerita un estudio posterior, que excede los objetivos de esta tesis, pues
es interesante que un problema que es aparentemente el mismo, tenga la propiedad
de encontrarse en diferentes dimensiones, la literatura encontrada [19] relaciona a los
atractores analizados con una sola dimension, por ejemplo el atractor de Lorenz tiene
una dimension 3 o un circuito no lineal con histéresis cuya dimensiéon de incrustacion
es b, pero justamente ambos casos tienen s6lo una dimension.

La presencia de esta gama de valores se tomo en cuenta al construir el atractor, dando
como resultado un compendio de graficas que pueden ser observadas en el apéndice
DI

Las combinaciones entre niveles y resultados es considerablemente larga y con el fin de
evitar una alboroto en la lectura de esta tesis al introducir todas estas combinaciones
de las partidas al mismo tiempo se resuelve por mostrar de aqui en adelante solo el
nivel de juego con Elo entre (2301-2400), pues al ser el nivel con més partidas en la base
de datos permitira observar con mayor claridad al atractor y sus caracteristicas. En la
figura [4.7 se muestran los tres posibles resultados de una partida, la imagen muestra
las trayectorias de todas las partidas en una sola gréfica, permitiendo asi observar la
forma del atractor (al igual que se observa que en todos los niveles, apéndice @, debido
al ensamble se muestra que la forma del atractor es “estrellada”. La perspectiva no lo
hace tan notorio pero al comparar las tres situaciones de la figura[d.7se nota que en los
casos ganadores las trayectorias “huyen” del signo contrario al asignado en la diferencia
SD, es decir, los ganadores con piezas blancas describen trayectorias mayormente
concentradas en los extremos positivos de la primera coordenada de retraso SD(t+7)
(caso [4.74). En el otro caso (las partidas ganadas por negras) se acumulan en el
extremo negativo de la primera coordenada de retraso SD(t + 7) (en el caso lo
cual muestra una tendencia de las trayectorias por mantenerse en zonas. Sin embargo,
las trayectorias que empatan parecen abarcar todo el volumen del atractor, figura4.10]|
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Figura 4.4: Distribucién de valores para la densidad de ocupacion del rey.

El radio de este atractor se encuentra acotado por la diferencia entre los logaritmos
naturales de los movimientos de ambos jugadores, como se demuestra en mi articulo
del 2022

Sipa=—Y_piLn(p;) < Ln(M) (4.1)

i=1

donde M es el nimero total de movimientos legales del bando. Si consideramos el
caso extremo en el que una partida nos puede proporcionar la mayor cantidad de
movimientos, y si un bando logra capturar todas las piezas del contrincante excepto
el rey (para evitar el fin del juego) y ademas logra conservar todas sus piezas y maés
aun, logra promover todos sus peones a damas, entonces la disposicion de piezas y
movimientos queda segin la tabla [f.I] Una cuenta sencilla sobre los movimientos

Tipo de Maximo de Piezas disponibles

pieza movimientos posibles | Piezas bando 1 | Piezas bando 2
K(REY) 8 1 1
Q(DAMA) 28 9 0
R(TORRE) 14 2 0
B(ALFIL) 14 2 0
N(CABALLO) 8 2 0

Tabla 4.1: Escenario extremo de méaximo nimero de movimientos.

posibles en cada bando (Tabla nos lleva que en el caso del primer bando, de
tener la suerte de organizar las piezas sobre el tablero de tal forma que logre tener
el maximo numero de movimientos (M; = 332) pero que son disminuidos por los 16
escaques ocupados por las 16 piezas del bando 1, entonces maximo tendria un total de
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Figura 4.5: Distribucion de valores del tiempo de retraso 7 en toda la base de datos. Puede
apreciarse en la parte derecha un zoom a la distribucién y sabiendo que la base de datos
comprende un poco mas de 191000 partidas, se concluye que la mayoria de los tiempos de
retraso 7 comprenden desde el 1 hasta el 5, los deméas valores son casos aislados que en su
mayoria son tnicas las partidas que poseen un retraso diferente.

M; = 316. En el caso del bando 2 el méaximo ntimero de movimientos realizados por
un rey es 8, sin embargo, al buscar el nimero maximo de esta diferencia es necesario
considerar el niimero minimo de movimientos que puede realizar el rey en este caso
es M, = 3 al estar en una esquina del tablero. Bajo estas consideraciones obtenemos
que

Ry =5 — 8P < Ln(My) — Ln(M,) ~ 5.755 — 1.098 = 4.657 (4.2)

Por tanto, y ante el escenario més extremo que se puede plantear dentro de un tablero
normal de ajedrez, el radio del atractor se encuentra siempre acotado Ry < 4.657. En
la practica esta cota es una cantidad menor (no mayor a R4 < 4.0), pues las partidas
“comunes” del ajedrez no llegan a estos extremos, pero el resultado nos garantiza que
cualquier estado de un sistema (partida) analizado se encuentra dentro del atractor.
La figura en si misma no proporciona informacién, para remediarlo se realizo el
mismo modelado pero ahora considerando una secuencia de color sencilla de seguir,
los colores marcan la secuencia al iniciar con un claro amarillo hasta el oscuro ber-
mellon, véase la figura [1.11] La figura muestra una tendencia en la evolucion
de la diferencia de entropias, la cual procede a recorrer el atractor en una secuencia
temporal facil de seguir pues el orden cromatico de cada estado en la partida genera
cimulos de mismos colores que muestran una estructura que marca la evolucion del
sistema, y dirigirse finalmente hacia el plano “ecuatorial” como lo muestran el color
mas oscuro. La figura al igual que en el caso anterior muestra una tendencia
al recorrer el atractor en una secuencia temporal, el orden cromético de cada estado
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Figura 4.6: Distribucién de valores de la dimensién d en toda la base de datos.
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Figura 4.7: Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2301-2400. Imagen creada por el ensamble
de las trayectorias de las partidas.

en la partida genera cimulos de mismos colores que muestran una estructura que
marca la evolucion del sistema y dirigirse finalmente hacia el plano “ecuatorial” co-
mo lo muestran el color mas oscuro con la clara diferencia que se conglomera en la
esquina opuesta al mostrado en el caso de ganadores con piezas blancas (figura 77).
Finalmente en la figura [4.13] a diferencia con los casos anteriores que se trataban de
partidas ganadoras podemos apreciar que la secuencia de color se reparte usando todo
el volumen del atractor, sin embargo al igual que en los casos anteriores se muestra el
orden cromético en ctiimulos de mismos colores y dirigirse finalmente hacia el plano
“ecuatorial”. Aparentemente en la figura los estados finales de cada partida se
encuentra en una vecindad cercana con el eje SD(t + 27) = 0. Haciendo la distribu-
cion de la componente SD(t + 27) para todos los estados finales dentro de la base de
datos que puede verse en la figura [4.15] se concluye que efectivamente la distribucion
muestra que se trata de una zona con un grosor considerable (de 0.4 de anchura) y
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Figura 4.8: Reconstruccién del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso ganan blancas.

cerca de SD(t+ 27) = 0. Es notable este echo pues nos confirma la existencia de una
“cuenca de atraccion” y no solo eso, las figuras en [4.14) muestran que los resultados
tienen sus propias zonas especificas del ensamble de estados finales que forman. Las
zonas muestran que los resultados con victoria de piezas negras tienden a acumularse
en tercer cuadrante de la gréfica (véase la figura que corresponden a la parte
negativa de la coordenada SD(t) y SD(t + 7), los resultados con victoria de piezas
blancas se acumulan hacia el primer cuadrante de la grafica (véase la figura ,
opuesto a las negras, en la parte positiva de la coordenada SD(t) y SD(t+7) y final-
mente el resultado de empate aparentemente toma cualquier valor del cimulo final
véase la figura .

Este aparente abarcamiento de toda la zona final por parte de las partidas que con-
cluyen en empate alenté a realizar un analisis sobre dicho ctimulo para determinar el
grado de acumulacién sobre la zona para cada resultado y determinar las diferencias
entre partidas con victoria y partidas con empate, esto mediante la densidad de puntos
por zona en el atractor, véase las figuras [£.19] [4.20] [£.21] Tomando en cuenta todas
las partidas en la base de datos y estando identificados los resultados de las mismas y
a que zonas de la cuenca de atraccion tenian su estado terminal, se procedié con un
algoritmo que determino la probabilidad de cada resultado por cuadrante sobre todo
el atractor, los céalculos que toman la forma de un mapa de color para la cuenca de
atraccion muestra la probabilidad de obtener el resultado de victoria al terminar la
partida en una zona especifica de la cuenca de atraccion, es decir, si el estado final de
la partida termina en las coordenadas (0,0,0) existe una mayor probabilidad de que
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Figura 4.9: Reconstruccion del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso ganan negras.

la partida tenga un resultado de empate y en menor probabilidad de que se trate de
una victoria de negras o de blancasg4.2?2)

4.2.2. Jugador Azaroso

Al igual que la base de datos anterior, se construyeron los atractores para la
base de datos de partidas generadas por jugadores azarosos, los cuales carecen de
cualquier tipo de estrategia, sin embargo, asi como los famosos monos infinitos de
Shakespeare, si se realizan el nimero suficiente de simulaciones con un tiempo infinito
eventualmente las partidas generadas aleatoriamente daran como resultado partidas
que tengan como resultado una victoria de alguno de los dos bandos, lo cual nos
permite observar su evolucién dentro del atractor ya mostrado. En el caso de las
figuras presentes en [4.23]se puede observar que hay una mayor dispersion en los colores
presentes en los casos de victoria, aunque se observan zonas de estados finales muy
marcadas y que se encuentran en la misma “cuenca de atracciéon” antes mostrada.
En el caso de los empates los ciimulos de color estdn mas marcados y esto puede
deberse a la enorme cantidad de partidas para este caso. Como antes, solo nos interesa
observar las disposiciones de los estados finales en la “cuenca de atracciéon” para
determinar las zonas de mayor probabilidad. En el caso de las partidas que alcanzaron
especificamente el estado de jaque mate que le otorgo la victoria a las piezas blancas,
se puede observar en la figura [£.24] que los estados finales se acumulan en la zona mas
externa del atractor y coincide con la zona observada previamente donde finalizan
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Figura 4.10: Construccion del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso empate.

las partidas que ganan con blancas. En el caso de las partidas con jaque mate que le
otorgo la victoria a las piezas negras, se puede observar en la figura[£.25] el mismo caso
(pero opuesto en la localizacion) para el caso que ganan blancas, los estados finales
se acumulan en la zona mas externa del atractor en el tercer cuadrante que coincide
con los valores negativos. Finalemente en el caso de las partidas que empataron, se
puede observar en la figura una mayor dispersion en los datos a comparacion de
los casos previos donde las partidas son realizadas por jugadores humanos los cuales
ya poseen una estrategia, distinguiéndose asi al crear una distribucién mas localizada
al delimitar “rayos” o brazos de la estrella y concentrandose mayormente en el centro
para el caso de empates y en los brazos pata los casos de victoria. Este resultado
resulta importante pues muestra las diferencias entre los ensambles generados por dos
diferentes tipos de jugadores y como la estrategia es determinante para generar las
condiciones de una mayor riqueza de partidas que alcancen estados finales distintos.
Ademas la concentracion de zonas de victorias en los extremos indica que la zona de
mayor probabilidad de victoria (véase figura es cuando menos muy especifica
para las condiciones de estos jugadores azarosos que a diferencia de los humanos no
pueden acceder a otras zonas de la “cuenca de atraccion”.
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SD(t+271)

Figura 4.11: Reconstruccion del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso ganan blancas,

en escala de colores calidos.
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SD(t+271)

Figura 4.12: Reconstruccion del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso ganan negras,

en escala de colores calidos.
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SD(t+2T1)

Figura 4.13: Reconstruccion del atractor para el nivel de Elo (2301-2400) de empates, en

escala de colores calidos.

sD(t+27)
sD(t+27)

sD(t+27)

(a) Ganan Blancas (b) Ganan Negras

Figura 4.14: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2301-2400.
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Figura 4.15: Distribucion de los estados finales en el eje SD(t+27).Se aprecia que la mayoria
de los puntos se encuentran en una vecindad cercana al cero, con un radio no mayor ar = 0.3.
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Figura 4.16: Vista “aerea” del atractor siguiendo la convenciéon de color para la densidad de
puntos en el ctimulo final del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso ganan blancas.
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Figura 4.17: Vista “aerea” del atractor siguiendo la convencién de color para la densidad de
puntos en el camulo final del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso ganan negras.
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Figura 4.18: Vista “aerea” del atractor siguiendo la convenciéon de color para la densidad de

puntos en el camulo final del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso empates.
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Figura 4.19: Vista “aerea” del atractor con mapa de color para la densidad de puntos en el
cumulo final del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso ganan blancas.



4.2. CONSTRUCCION DEL ATRACTOR.

SD(t+T1)

0.14

0.12

- 0.10

- 0.08

- 0.06

'+ 0.04

0.02

0.00

S3|eUl] SOpPLBISa 2p epezi|ewlou pepisuag

43

Figura 4.20: Vista “aerea” del atractor con mapa de color para la densidad de puntos en el

cumulo final del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso ganan negras.
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Figura 4.21: Vista “aerea” del atractor con mapa de color para la densidad de puntos en el
cumulo final del atractor para el nivel de Elo (2301-2400), caso empates.
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Figura 4.22: Mapa de color para las zonas con mayor probabilidad por resultado. Las zonas
muestran que resultado tiene mayor probabilidad por cuadrante del atractor considerando
toda la base de datos. Las zonas cuya mayor probabilidad de resultar en empate (E) se
encuentran en color bermellén, las zonas cuya mayor probabilidad es una victoria por parte
de negras (N) esta en color verde y finalmente las zonas cuya mayor probabilidad es una
victoria de blancas (B) esta marcada en color azul més claro.
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(a) Ganan Blancas (b) Ganan Negras

Figura 4.23: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la
progresion de color pasando de los colores claros a los mas oscuros a medida que avanzan
los movimientos realizados, caso de partidas generadas por jugadores azarosos.
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Figura 4.24: Vista “aerea” del atractor siguiendo la convencién de color para la densidad de
puntos en el cimulo final del atractor para el caso Azaroso con victoria de blancas.
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sD(t)

Figura 4.25: Vista “aerea” del atractor siguiendo la convencién de color para la densidad de
puntos en el cimulo final del atractor para el caso Azaroso con victoria de negras.
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SD(t+T1)
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Figura 4.26: Vista “aerea” del atractor siguiendo la convenciéon de color para la densidad de
puntos en el camulo final del atractor para el caso Azaroso con empates.
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Figura 4.27: Mapa de color para las zonas con mayor probabilidad por resultado. Las zonas
muestran que resultado tiene mayor probabilidad por cuadrante del atractor para el caso
Azaroso. Las zonas cuya mayor probabilidad de resultar en empate (E) se encuentran en
color bermellén, las zonas cuya mayor probabilidad es una victoria por parte de negras (N)
esta en color verde y finalmente las zonas cuya mayor probabilidad es una victoria de blancas
(B) esta marcada en color azul més claro.
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5 Discusién y conclusiones

5.1. Densidad de ocupacién.

A continuacioén se listan las conclusiones generales que se obtuvieron del compor-
tamiento de densidad de ocupacion.

» La densidad de movimientos por marco del tablero cambia conforme evoluciona
la partida, y es muy similar entre niveles en cada fase del juego por separado es
decir no se distingue un jugador malo de uno bueno, excepto en azaroso.

» Considerando las piezas y su disposicion en el tablero, la densidad es mayor en
los marcos centrales.

= Para cada pieza se obtiene un patréon de densidad especifico para toda la partida
que no es alterado por el bando o nivel pero si en algunos casos por el resultado
de victoria.

= La evolucion de la densidad para cada pieza hace evidente que cada una de ellas
tiene un papel importante en una u otra fase de la partida, el caso més notorio
es el de el rey, por su valor absoluto, y el de la torre, que inicia obstruida por
las demas piezas.

La homogeneidad entre niveles revela que el posicionamiento de las piezas no es factor
para determinar el nivel del jugador. Esto se hace evidente al comparar el grupo de
jugadores aleatorio con los demas, pues este puede realizar las mismas jugadas validas
y llegar a posiciones idénticas, que puede tomarse como corolario del teorema del mono
infinito y las obras de Shakespeare. Por lo tanto, el posicionamiento de una pieza,
distinto en cada marco y similar para todos los niveles, muestra que hasta cierto
punto no es necesario un entendimiento atin de los principios méas basicos del juego
tal como "no exponer el rey en la apertura", para distribuir los movimientos de la
pieza en el tablero de juego. Con ello se concluye que la adquisicién de un mayor
nivel de juego requiere mas que saber las reglas del juego y posicionar las piezas en
"buenas casillas".

La entropia de las piezas es muy similar entre resultados de la partida y bandos
muestra que la ocupaciéon en el tablero no es relevante para estas dos condiciones por
lo que el anélisis por ocupacién de zonas es irrelevante para el objetivo de vincular la
entropia con el resultado de la partida. Pese a esto resulta muy instructivo sobre la
tendencia de ocupacion de las piezas, la entropia nos dice la incertidumbre de hallar
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a una pieza en una cierta zona, el caso mas relevante es el del rey pues muestra
que de todas las piezas es aquella que posee la mayor incertidumbre en el juego, que
corresponde con el principio basico de no exponer al rey.

El hecho de que esta entropia basada en la densidad de ocupacién no sea relevante
para el resultado de una partida da muestra de que la victoria no depende de la
disposicion de las piezas y es donde toma relevancia la entropia S;pa pues esta esta
basada en las opciones que tienen los bandos a lo largo de la partida.

5.2. Atractores

Los sistemas dindmicos en el mundo fisico tienden a surgir de sistemas disipativos.
La disipacién en este caso surge por la captura de piezas que se relaciona con la pérdi-
da de material. La disipacion y la fuerza impulsora tienden a equilibrarse, eliminando
los transitorios iniciales y asentando el sistema en su comportamiento tipico. El sub-
conjunto del espacio de fase del sistema dindmico correspondiente al comportamiento
tipico es el atractor. La importancia de los atractores en los sistemas complejos radi-
ca en la propiedad de describir la evolucion de los estados de un sistema, partiendo
de condiciones especificas, en este caso, el atractor da muestra de este hecho al con-
glomerar los estados finales en una zona especifica y que esta en correlaciéon con la
probabilidad de obtener algtin resultado final de la partida, debe ser una correlacion
pues no es posible cuantificar el grado de victoria de una partida, es una cualidad y
por tanto difusa. Bajo estas condiciones es natural preguntarse si jse ha resuelto el
ajedrez? jes ahora el ajedrez trivial? y la respuesta a ambas preguntas es no, puesto
que el atractor solo proporciona una probabilidad de obtener la victoria, el sentido
de tener la nocién de cuales son estas zonas de mayor probabilidad es encontrar la
correlacion entre la diferencia de entropias y los resultados de partida. La finalidad
de implementar el analisis del atractor es otorgar una probabilidad de victoria a un
sistema o partida debido a la evolucion de la diferencia de entropia y la posicion de
su estado final en ciertas zonas de la cuenca de atraccion. El conocimiento de estas
zonas de mayor probabilidad de victoria solamente puede proporciona una estrategia
basada en el principio de la diferencia de entropias, dicha estrategia consistiria en de-
sarrollar un algoritmo que determine un arbol de decisiones que tenga como objetivo
un estado final que posea una zona de mayor probabilidad de encontrar el resultado
deseado. Las posibilidades de optimizar dicho algoritmo son buenas puesto que el al-
goritmo desarrollado que se obtuvo evaltia en promedio un total de 565 movimientos
por segundo, esto usando un computador de 11va generacion Intel core i7 con memo-
ria ram de 16gb en un lenguaje de programaciéon costoso computacionalmente como
lo es Python. La ventaja frente a otros proyectos de ajedrez radica en la simpleza de
sus evaluaciones pues, a diferencia de los demés, este solo depende de una variable
que se traduce en una mayor economia de los recursos de computo.
Ahora, jen qué radica la importancia de este estudio? ;como impacta en nuestra vida
el conocer la existencia del atractor del ajedrez? ciertamente méas de lo que aparenta;
los estudiosos del ajedrez se alegraran de que el universo de partidas habidas y por
haber se encuentra contenido en un atractor con radio no mayor a 4.7, la molestia
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de los fanaticos del juego que se nieguen a perder el encanto estético; y sobre todo
llamemos a la entropia por su nombre, pues segiin Shannon estamos ante la medi-
da de la incertidumbre ya que hemos abandonado la estética de las piezas por las
posibilidades que nos brindan sus naturalezas, en esencia lo que se ha mostrado con
ambas tesis es que es posible describir la evoluciéon de una partida de ajedrez con la
simple medida de la incertidumbre de las opciones que genera cada jugador para su
juego y el ganador usualmente es aquel que logra generar una mayor incertidumbre
en sus jugadas lo que evita ser predecible y ademas también es importante que el
contrincante se vuelva predecible al mismo tiempo, es decir, que tenga una menor in-
certidumbre en sus opciones a fin de que sea sencillo determinar sus jugadas y dar la
estocada final. La construccion del atractor trajo consigo una ventana de oportunidad
para desarrollar con mayor profundidad las caracteristicas propias de los atractores,
en particular la nocién de condiciones iniciales pues los resultados obtenidos con res-
pecto a las victorias me permiten hacer una conjetura o hipotesis: -existe un conjunto
de condiciones iniciales que llevan las trayectorias evolutivas a las zonas de mayor
probabilidad, y estas condiciones iniciales se alcanzan en el medio juego-.

Esta conjetura de que las condiciones iniciales se alcanzan en el medio juego parte
de los resultados de mi tesis de licenciatura pues es precisamente en esta zona donde
empieza el proceso de decaimiento de la entropia para ambos jugadores, debido prin-
cipalmente a las capturas y distribucion de las piezas restantes. También se especula
concienzudamente del juego medio pues en la apertura o inicio del juego esencialmen-
te todas las partidas son iguales al comenzar del mismo arreglo inicial y ntimero de
piezas, dando como candidato méas viable al juego medio. La busqueda de estas con-
diciones iniciales requieren de un trabajo méas exhaustivo que excede a los objetivos
planteados inicialmente en la tesis y al plan de trabajo, pero que se busca realizar.
La implementacion de diferentes tipos de jugadores nos permitioé observar las diferen-
cias entre las dinamicas de cada jugador, siendo relevante la carencia de algtn tipo de
estrategia por parte de los jugadores generados por Monte Carlo (también conocidos
como “azarosos”) pues la simple presencia de una estrategia cambia sensiblemente los
estados finales de la “cuenca de atraccion” y con especial relevancia en términos de
la probabilidad de obtener una victoria, por lo cual se muestra claramente la impor-
tancia de la estrategia. El que los jugadores humanos y los azarosos tengan un mapa
de probabilidad diferente pone de manifiesto que los jugadores azarosos tienen mayor
libertad de explorar situaciones que una estrategia restringiria tal como exponer al
rey. Estas restricciones son parte de las estrategias que implementan los jugadores
humanos que estudian el juego y que muestran los efectos de una estrategia sobre la
cuenca de atraccion. Esta situacion me hace recordar una frase de Anna Karenina

“Todas las familias felices son iguales; cada familia infeliz es infeliz a su manera”.
—Leo Tolstoy

Es decir, que solo hay una forma de hacer las cosas bien, y miles de peculiares formas
de hacerlo mal.
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6 Propuestas para futuras investiga-
ciones

Las caracteristicas propias de los atractores tienen como consecuencia el plantear
la posibilidad de hallar el conjunto de condiciones iniciales que se dirijan a la cuenca
de atraccion hacia una zona que tenga por caracteristica una probabilidad mayor a un
resultado deseado, idealmente victorioso. Corroborar la conjetura de que el conjunto
de condiciones iniciales se alcanza en la zona de medio juego. Optimizar dicho algo-
ritmo para obtener la ventaja frente a otros proyectos de ajedrez y evaluarlos frente
a motores de ajedrez sofisticados que tienen una inversion de recursos superior y que
a diferencia de estos el mio solo depende de una sola variable que se traduce en una
mayor economia de los recursos de computo.

Concretamente se propone desarrollar un algoritmo que se encargue de
encontrar la ruta dentro del drbol de decisiones del ajedrez que mos lleve
al conjunto de condiciones iniciales permitiendo ast alcanzar las zonas de
mayor probabilidad de victoria.

A demaés ha resultado productivo el definir entropias a partir de propiedades del
sistema por lo que seria una propuesta el definir mas entropias, extender el anélisis
de densidad de ocupacion para realizarlo por casillas.

Y finalmente extender o generalizar la entropia S;p4 para realizar analisis sobre jue-
gos parecidos y maniobras militares.
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A Complementos

Partida Karpov-Unziker 1974 (1-0)
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Figura A.1: Evolucion de la entropia a lo largo de la partida Karpov-Unzicker (1-0). Se
senialan algunos puntos de interés, la diferencia entre los valores de ventaja obtenida en
la jugada previa y la actual, son de particular interés. El primer punto (1), corresponde
a la jugada 30.f4, la evaluacion de la posicién resulta en ventaja a favor de las piezas
blancas, el comportamiento de la entropia de Karpov muestra un aumento en la entropia, a
diferencia de la entropia de Unzicker que obtiene una reduccion, es decir, las piezas negras
son constrenidas. Un andlisis ajedrecistico seniala que Karpov busca la apertura de columnas
para propiciar la penetracion de sus piezas, aprovechando que ningun caballo enemigo puede
acudir a e5 de momento. En el segundo punto (2), que corresponde al movimiento 35...(Qe8,
Unziker desarrolla con su jugada un aumento de su entropia, para Karpov no hay cambios en
su entropia, por lo cual resulta ser una buena jugada para Unzicker, pero aun mantiene una
gran diferencia. EFmpieza un replieque por parte de las negras, que posteriormente las dejaran
sin jugadas itiles. Finalmente el tercer punto (3) muestra la jugada 41.Bxf7+ jaque al rey
negro, muestra un aumento en la ventaja de Karpov, sin embargo, la diferencia con la ventaja
del movimiento anterior, es muy pequena, el comportamiento de su entropia muestra que la
Unziker alcanza un minimo para esta partida, fenémeno esperado para el jaque que sufren
las negras; de igual forma, el cambio en la entropia para Karpov no aumenta demasiado, sin
embargo, le otorgan la clara ventaja.
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B Codigos

B.1. Entropia S;pu

import chess
import numpy as np

def S(casillas) :#Entropia S de Shanon
S=0
T=len(casillas)*1.0#’casillas’ se refiere a todos los movimientos
for casilla in set(casillas):
i = casillas.count(casilla) #Adiciona la palabra nueva
S+=-1.0*(i/T)*math.log(i/T) #formula de Shannon
return S

def Escaque (movimiento ,WoB) :#del lenguaje algebraico obtiene el
escaque
if ’-’ not in str(movimiento) :#no enroque
return [c for ¢ in TALG if ¢ in str(movimiento) [1:]]
else:#enroque
ccw=[’f1’,%g1’]
ccb=[’£8",7g8"]
clw=[’c1’,°d1’]
clb=[’c8’,°d8"]
if ’0-0-0’ in movimiento:
return [clb,clw] [WoB]
if ’0-0’ in movimiento:
return [ccb,ccw] [WoB]

def Movilidad(board) :#obtiene la movilidad del bando
casillas=[]
for movimiento in board.legal_moves:
casillas+=Escaque (movimiento ,board. turn)
return casillas

def Analysis_S(board) :#Entropia S_JDA
return S(Movilidad (board))

def Opponent (board):#obtiene el tablero del oponente que no esta en
turno
fen=str(board.fen) .split ("’>") [1].split ()
turn=[’w’,’b’] [board. turn]
return fen[0]+’ ’+turn+’ ’+’ ’.join(fen[2:])
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def analisis(game) :#requiere un str de la partida para su analisis
Sw,Sb,SWA,SBA,Adv,t=[1,[1,01,01,[1,I[]
board=chess.Board ()
tiempo=-1
for jugada in game.split():
tiempo+=1
if ’.’ in jugada:
jugada=jugada.split(’.’) [1]
board.push_san(jugada)
if board.turn:
Sw.append (Analysis_S (board))
Sb.append (Analysis_S (chess.Board (Opponent (board))))
if not board.turn:
Sw.append (Analysis_S(chess.Board(Opponent (board))))
Sb.append (Analysis_S (board))
SWA . append (np.trapz (Sw,x=t.append (tiempo)))
SBA . append (np.trapz(Sb,x=t.append (tiempo)))
Adv.append (SWA[-1]-SBA[-11)
return Sw,Sb,SWA,SBA,np.diff (Sw) ,np.diff (Sb) ,Adv
#el analisis devuelve la entropia, el area de entropia,
#la derivada de la entropia y la diferencia entre areas

B.2. Atractores

import numpy as np
from math import dist

#evaluacion de la informacion mutua para determinar el retraso
def 1n2(x, minval=0.0000000001) :#logaritmo sin error en cero
return np.log2(x.clip(min=minval))

def mutua_info(serie):#informacion mutua de la serie
testigo=1000000
for tau in range(0, len(serie)-1,1):
p_-Xx, b_x = np.histogram( serie[:-tau], bins=100)
serie_delayed = np.roll(serie, -tau)[:-taul#serie retrasada
p_xdelayed, b_delayed = np.histogram( serie_delayed, bins=100)
p_joint, bl, b2 = np.histogram2d( seriel[:-taul, serie_delayed,
bins=100)
# calculo de la informacion mutua para el retraso tauxstep
a = 1n2( np.divide( p_joint, p_x * p_xdelayed ) )
mi = np.nansum( np.sum( p_joint * a, axis=0 ), axis=0)
if mi < testigo:#guarda el valor de tau
testigo=mi
if mi > testigo:#determina el primer minimo de tau
return tau-1
return ’out’#si no hay minimo declara que sale de la lista

#crea los vectores de dimension d a partir de la serie original
def Vectord(serie,punto,d,tau):

vector=[]

if d==0:
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return [serie[punto]]
for di in range(d):
vector.append(serie[punto + (di*tau)])
return vector

#crea el vector regresor
def VectoresD(serie, d, tau):
ls=len(serie)
if dxtau < 1ls:
lsdt=1s-(d*tau)
VectorRegresor=[]
for punto in range(lsdt+1):
VectorRegresor.append(Vectord (serie,punto,d,tau))
return VectorRegresor
else:
return O

5 #encuenctra al vecino cercano de un vector v seleccionado

def DNN(VR, v):
Rd=10000
NN=10000
for vj in range(len(VR)):
if not vj == v:
DVRV=dist (VR[v],VR[vj]l)
if DVRV<RA:
Rd=DVRV
NN=vj
return NN, abs (Rd)

def DifFuturoS(serie,dplus,tau,v,NN):
ls=len(serie) -1
if (v + (dplus*tau))<=1ls and (NN + (dplus*tau))<=1ls:
resultado=abs(serie[v + (dplus*tau)]-serie[NN + (dplus*tau)l)
return resultado
else:
return ’out’

5 #obtiene todas las razones entre los vecinos y sus dimensiones

superiores
def RNN(serie, d, tau):
Razones=[]
VR=VectoresD(serie, d, tau)
if VR:
for v in range(len(VR)):
NN ,Rd=DNN(VR, wv)
Rdplus=DifFuturoS (serie,d+1,tau,v,NN)
if Rdplus==’out’:
continue
if Rd==0 and Rdplus==0:
Razones.append (0)
if Rd==0 and not Rdplus==0:
Razones.append (10000)
if not Rd==0:
Razones.append (Rdplus/Rd)
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return Razones
else:

print (2 **x*x*x’)

return []

if Razones:

return len([x for x in Razones if

#evaluacion de la dimension de encaje
tau, umbral):

def DimensionAttr (serie,

[25)

for d in range (10):
if FNN(RNN(serie,
return d

d,

tau) ,umbral)

APENDICE B. CODIGOS

; #obtiene el numero de falsos vecinos cercanos a partir de un umbral
7 def FNN(Razones ,umbral):

x>umbrall)



C Densidad de ocupacion

Las figuras que se muestran a continuacion corresponden a los resultados de den-
sidad que se obtuvo del anélisis de marcos concéntricos. Para todas las figuras se
mantiene el mismo orden: en primera fila se encuentran los resultados correspondien-
tes a las piezas blancas, en segunda fila se encuentran los resultados de piezas negras
y para cada columna corresponde a los contendientes enfrentados, es decir, en la pri-
mera columna (a la izquierda) los ganadores son las piezas blancas, por lo tanto en
la segunda fila se encontraran a los perdedores con piezas negras, del mismo modo
pero con los bandos invertidos sera para la segunda columna (al centro), y la tercera
columna (a la derecha) corresponde a los empates. La escala se mantiene igual para
un mismo tipo de pieza, es decir, la escala es la misma para el rey en la apertura, me-
dio juego, final o total de partida, sin embargo, no corresponde a la escala de alguna
otra pieza, esto con la finalidad de una facil inspecciéon de su evolucién y una mejor
apreciacion de los valores.
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Figura C.1: Distribuciéon de valores para la densidad de ocupaciéon del rey. La distribucion
de la densidad de ocupaciéon es homogénea entre marcos.
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Figura C.2: Distribuciéon de valores para la densidad de ocupaciéon de dama. La distribucion
de la densidad de ocupacién muestra que hay una predilecciéon por los marcos centrales y es
en estas zonas donde la dama tiene mayor movilidad.
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Figura C.3: Distribucién de valores para la densidad de ocupacién de torres. La distribuciéon
de la densidad de ocupacién muestra que al contrario de la dama la torre tiene predilecciéon
por el marco externo y en igualdad de condiciones para los tres marcos centrales restantes.
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Figura C.4: Distribucion de valores para la densidad de ocupacion de alfiles. La distribuciéon
de la densidad de ocupacion es similar a la dama con la notoriedad de una mayor predileccion
por el marco central 2, que esta en la cencania de las diagonales mayores donde tiene su
mayor movilidad.
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Figura C.5: Distribuciéon de valores para la densidad de ocupaciéon de caballos. La dis-
tribuciéon de la densidad de ocupacién es concentrada en los primeros marcos centrales,
concordando con su estatus de pieza central.
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Figura C.6: Distribucion de valores para la densidad de ocupacién de peones. La distribuciéon
de la densidad de ocupacion es similar a caballos pues muestra una preferencia por los marcos
centrales y muy poco por los marcos més externos, esto también da muestra de la poca
incidencia en la ultima fila perteneciente al marco externo M4 donde los peones coronan.
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Figura C.7: Distribucién de valores para la densidad de ocupacion de alfiles en la etapa de
apertura. La distribucion de la densidad de ocupacién mantiene su comportamiento global
y tomando precerencia por el dominio de las zonas centrales.
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Figura C.8: Distribucion de valores para la densidad de ocupacién del rey en la etapa de
apertura. Poca frecuencia en las zonas centrales y mas en mantenerse en la zona externa.
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Figura C.9: Distribuciéon de valores para la densidad de ocupaciéon de caballos en la etapa
de apertura. Toman posiciones centrales muy marcadas.
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Figura C.10: Distribucién de valores para la densidad de ocupaciéon de peones en la etapa
de apertura. En mayor medida que los caballos, los peones toman posiciones centrales muy

marcadas y dominantes.
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Figura C.11: Distribucién de valores para la densidad de ocupacién de dama en la etapa de
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apertura. La dama de igual forma que los alfiles busca zonas centrales.
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Figura C.12: Distribucion de valores para la densidad de ocupacién de torre en la etapa de
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Figura C.14: Distribucién de valores para la densidad de ocupacién del rey en la etapa de
medio juego. Comienza a tomar posiciones hacia marcos mas centrales sin alejarce mucho
de la zona externa.
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Figura C.15: Distribucién de valores para la densidad de ocupaciéon de caballos en la etapa
de medio juego. Sigue manteniendo posiciones centrales predominantemente.
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Figura C.16: Distribucién de valores para la densidad de ocupacién de peones en la etapa
de medio juego. Comienza a reducirse su presencia en las jugadas pero mantiene preferencia
por zonas centrales.
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Figura C.17: Distribucién de valores para la densidad de ocupacién de dama en la etapa de
medio juego. La dama toma maés relevancia y busca un dominio de zonas centrales.
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Figura C.18: Distribucion de valores para la densidad de ocupacién de torre en la etapa de
medio juego. La torre toma mas relevancia y mantiene distancia de las zonas centrales.
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Figura C.19: Distribucién de valores para la densidad de ocupacién de alfiles en la etapa final
del juego. Disminuye la presencia de alfiles en los movimientos pero mantiene su predileccién
por zonas centrales.
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Figura C.20: Distribucién de valores para la densidad de ocupacion del rey en la etapa final
del juego. El rey toma mayor relevancia y comienza el transito a zonas centrales, en su
mayoria para buscar huir de posibles capturas.
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Figura C.21: Distribucién de valores para la densidad de ocupaciéon de caballos en la etapa
final del juego. Los caballos disminuyen su influencia pero se mantiene la predileccién por
la zona central.
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Figura C.22: Distribucién de valores para la densidad de ocupacion de peones en la etapa
final del juego. Se homogeneiza la densidad de ocupaciéon pues existe poca sobrevivencia de
peones y en su mayoria son casos aislados.
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Figura C.23: Distribucion de valores para la densidad de ocupacién de dama en la etapa final
del juego. La dama mantiene su relevancia del juego medio y busca igual que los alfiles las
zonas centrales. Los jugadores que pierden tienen una disminucién sensible de la densidad
de ocupacién de la dama.
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Figura C.24: Distribucion de valores para la densidad de ocupacion de torre en la etapa final
del juego. La torre homogeneiza su densidad de ocupacién lo que indica su constante cambio
de marco a otro en esta etapa del juego, su relevancia es la mayor en comparacion con las
otras piezas.
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Figura C.25: Apertura. Distribucién de la entropia por densidad de ocupacién para cada
pieza, caso de victoria de blancas. En esta etapa de juego resultan relevantes las piezas

P,N,B y Q, por otro lado las piezas R y K acttian en menor medida.

144 b b b b b Ly
12 -
1] -
0.8 -
- i L
n ] B
0.6 — —
B —&— Elite -
04 ] —m— Elo1500-1600 r
o Elo1400-1500 L
B —— Elo1300-1400 r
02 ] Elo1200-1300 r
] —— Elo1000-1200 L
R Azaroso N

LS o o o L e s e

P N B R Q K

(a) Victoria Negras. Piezas Blancas

SM

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Elite
Elo1500-1600
Elo1400-1500
Elo1300-1400
Elo1200-1300
Elo1000-1200
Azaroso

-

P N

B

R Q

K

(b) Victoria Negras. Piezas Negras

Figura C.26: Apertura. Distribucion de la entropia por densidad de ocupaciéon para cada
pieza, caso de victoria de negras. En esta etapa de juego resultan relevantes las piezas P,N,B
y Q, por otro lado las piezas R y K actian en menor medida.



[ O S AN A SRV A S AVAVANEN AR ATIN SR ATAIN ORI WA 14 b b v b
12 ] - 12 : -
] L 1 -
1 = ] L
- F 0.8 __ _—
& 0.8 . x ] r
g - 06 T —&— Elite C
E : r ® 7 | —=— Elo1500-1600 C
1| —e— Elite r i El01400-1500 F
0.6 - | —=— Elo1500-1600 B 1 | —&— Elo1300-1400 i
] Elo1400-1500 i 0.4 4 Elo1200-1300 C
|| —«— Elo1300-1400 L E —&— Elo1000-1200 o
0.4 Elo1200-1300 — b Azaroso C
1| —+— Elo1000-1200 L 0.2 1 r
- Azaroso r B F
02 T 04— T
P N B R Q K P N B R Q K

(a) Empate. Piezas Blancas

(b) Empate. Piezas Negras

Figura C.27: Apertura. Distribucién de la entropia por densidad de ocupacién para cada
pieza, caso de empate. En esta etapa de juego resultan relevantes las piezas P,N,B y Q, por
otro lado las piezas R y K acttian en menor medida.
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Figura C.28: Medio juego. Distribucion de la entropia por densidad de ocupacién para ca-
da pieza, caso de victoria de blancas. En esta etapa de juego comienza a equilibrarse la
participacion de todas las piezas.
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(b) Victoria Negras. Piezas Negras

Figura C.29: Medio juego. Distribucién de la entropia por densidad de ocupacién para ca-
da pieza, caso de victoria de negras. En esta etapa de juego comienza a equilibrarse la
participacién de todas las piezas.
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(b) Empate. Piezas Negras

Figura C.30: Medio juego. Distribucién de la entropia por densidad de ocupacién para cada
pieza, caso de empate. En esta etapa de juego comienza a equilibrarse la participacion de
todas las piezas.
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Figura C.31: Final. Distribuciéon de la entropia por densidad de ocupacién para cada pieza,
caso de victoria de blancas. En esta etapa de juego las piezas que pierden protagonismo son
N y B, las demés piezas mantienen una relevancia comparable entre si.
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Figura C.32: Final. Distribucién de la entropia por densidad de ocupacién para cada pieza,
caso de victoria de negras. En esta etapa de juego las piezas que pierden protagonismo son
N y B, las demés piezas mantienen una relevancia comparable entre si.
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Figura C.33: Final. Distribucién de la entropia por densidad de ocupacion para cada pieza,
caso de empate. En esta etapa de juego las piezas que pierden protagonismo son N y B, las
demés piezas mantienen una relevancia comparable entre si.
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Figura D.1: Atractor del ajedrez con nivel de Elo 1901-2000.
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Figura D.2: Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2001-2100.
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Figura D.3: Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2101-2200.
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Figura D.4: Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2201-2300.
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Figura D.5: Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2301-2400.
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Figura D.6: Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2401-2500.
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Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2501-2600.
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Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2601-2700.
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Figura D.9:
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Atractor del ajedrez con nivel de Elo 2701-2800.
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E Atractores. Visualizaciéon con apo-
yo cromatico
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Figura E.1: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los mas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 1901-2000.
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Figura E.2: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los méas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 2001-2100.
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(a) Ganan Blancas (b) Ganan Negras

Figura E.3: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los mas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 2101-2200.
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Figura E.4: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los mas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 2201-2300.
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Figura E.5: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los mas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 2301-2400.
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Figura E.6: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los mas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 2401-2500.
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Figura E.7: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los mas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 2501-2600.
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Figura E.8: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los mas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 2601-2700.
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Figura E.9: Atractor del ajedrez con apoyo visual del color, los movimientos siguen la pro-
gresion de color pasando de los colores claros a los méas oscuros a medida que avanzan los

movimientos realizados, nivel de Elo 2701-2800.



F  Atractores. Visualizacion estados fi-

nales
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Figura F.1: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 1901-2000.
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Figura F.2: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2001-2100.
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Figura F.3: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2101-2200.
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Figura F.4: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2201-2300.
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Figura F.5: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2301-2400.
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Figura F.6: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2401-2500.

sD(t+27)
sD(t+27)

sD(t+27)

o 12, o 12, 3
(a) Ganan Blancas (b) Ganan Negras (¢) Empate

Figura F.7: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2501-2600.
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Figura F.8: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2601-2700.
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Figura F.9: Atractor del ajedrez con apoyo visual del estado final de las partidas, nivel de

Elo 2701-2800.



G Atractores. Conjunto de estados fi-
nales
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Figura G.1: Conjunto de los estados finales de las partidas, nivel de Elo 1901-2000.
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Figura G.2: Conjunto de los estados finales de las partidas, nivel de Elo 2001-2100.
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Figura G.7: Conjunto de los estados finales de las partidas, nivel de Elo 2501-2600.

sD(t)

(a) Ganan Blancas

Figura G.8: Conjunto de los estados finales de las partidas, nivel de Elo 2601-2700.
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Figura G.9: Conjunto de los estados finales de las partidas, nivel de Elo 2701-2800.
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