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Resumen

En el contexto de la produccion de energia, los tokamaks son aparatos de con-
finamiento de plasmas mediante campos magnéticos con el objetivo de estudiar la
produccién de energia por reacciones de fusion nuclear.

El equilibrio de fuerzas en una columna de plasma en estos aparatos esta descrito
por una ecuacién diferencial parcial no lineal conocida como la ecuaciéon de Grad-
Shafranov (GS). Dicha ecuacion relaciona el flujo poloidal con el gradiente en la
presion y el campo magnético toroidal, siendo ambos funciéon del mismo flujo. La
naturaleza de esta ecuacion hace que su resolucion se haga en general mediante la
implementaciéon de soluciones numéricas.

Por otro lado, las soluciones analiticas resultan ttiles para el estudio del equilibrio
y, posteriormente, analisis de la estabilidad de dichos equilibrios. Este ultimo tipo de
soluciones consiste en proponer perfiles de presion y de campo magnético toroidal,
que permitan reducir la ecuacién a una lineal. Sin embargo, sus soluciones no son

necesariamente realistas o son demasiado complejas [I] [2].

En este trabajo se estudian soluciones analiticas a la ecuacion GS propuestas por
Guazzotto y Freidberg [3] a partir de series de funciones de senos y cosenos para el
flujo poloidal. Estas permiten analizar propiedades més realistas en un tokamak, co-
mo lo son, los perfiles de corriente y presion, dados los parametros de la frontera del
plasma, asi como las contribuciones por corriente de Bootstrap. Su implementacion

numérica, cortesia del mismo Guazzotto, esta hecha en MATLAB.
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RESUMEN IV

El objetivo principal de este trabajo es obtener la forma de los campos toroidal
y poloidal asi como el perfil del factor de seguridad para la configuracion geométri-
ca de la columna de plasma con tres conjuntos realistas de pardmetros relevantes a
tokamaks modernos. Se observa que varfan las figuras de mérito al cambiar las confi-
guraciones de la frontera de la columna del plasma, es decir, la razéon de aspecto, la

elongacion y la triangularidad.

Posteriormente, se estudiaran soluciones de equilibrio para configuraciones de plas-
ma con triangularidad negativa. Se ha observado en [4][5][6] que algunos dispositivos
como el el TCV y el DIII-D pueden mejorar sus cualidades de confinamiento con es-
te parametro.En particular, se calculan los equilibrios estimados numéricamente por
Junhyuk Song y Carlos Paz-Soldan en [7] con el codigo ECOM [8] por medio del
codigo de Guazzotto y se comparan ambas soluciones analiticas y numéricas. Una vez
encontradas las soluciones a la misma situaciéon se complementa el anélisis hecho por

Song, calculando las figuras de mérito del plasma.

Objetivos especificos.

= Calcular las funciones de flujo poloidal usando la soluciéon de equilibrio propues-
ta por Guazzoto y Freidberg [3]. para tres conjuntos realistas de parametros

relevantes.

= Obtener las figuras de mérito para cada tokamak propuesto, en particular las
que no han sido exhibidas en [3]| a saber: cociente entre la presion de plasma y

de campo magnético, factor de seguridad promedio e inductancia interna.

= Observar que cambian las figuras de mérito al agregar contribuciones realistas a
la frontera: corriente y gradiente de presion en la frontera del plasma y corriente

de Bootstrap, como se hace en [9].

= Estudiar soluciones de equilibrio para configuraciones de plasma con triangula-

ridad negativa.
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Capitulo 1

Introduccion

La energia... esa bonita palabra que esta implicita en todas las cosas y que es
inevitable pensar o mencionar cuando se habla del futuro de la civilizacién como en
los cuentos de Issac Asimov. Actualmente, la obtencién de energia se realiza, ma-
yoritariamente, a partir de combustibles fosiles, finitos y cuya utilizacién esta tan
relacionada con la liberaciéon de C'O,, contribuyendo al cambio climatico.

Una pequena parte de la energia se obtiene de energias renovables, como las antenas
edlicas o celdas solares. Obtener energia de esta forma parece conveniente desde el
punto ecologico pero la cantidad de energia necesaria para la poblacion dificilmente
puede basarse solamente en esta solucion.

Las cosas se complican a un maés si miramos a futuro. Para el 2050 la necesidad de

energia eléctrica habra crecido por un factor de 3 [10].

Coémo buen sonador no quiero dejar la posibilidad de en algin momento la huma-
nidad tenga la capacidad de continuar, a gran escala, la exploraciéon espacial. Pero las
fuentes de energia mencionadas no parecen ser, ni de broma, ese santo grial que nos

lleve a las estrellas.
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1.1. El poder del Atomo

Desde el siglo pasado, con el descubrimiento de los componentes subatémicos y, a
su vez, la radiacion, surgio la idea de utilizar las grandes cantidades de energia que
mantienen a los nucleos unidos para producir energia.

Existen dos procesos distintos para producir energia nuclear. La Fision Nuclear y, su

contra-parte, la Fusion Nuclear.

La Fision Nuclear, reaccion que se utiliza actualmente en las centrales eléctricas nu-
cleares alrededor del mundo, consiste en dividir atomos de elementos pesados y poco
estables al bombardearlos con neutrones. La fragmentaciéon de ntucleos pesados en
nucleos mas ligeros libera una gran cantidad de energia de por medio.

El ejemplo més comun es el is6topo de Uranio, U-235, cuya facilidad para ser fisible
lo ha hecho el perfecto candidato para los reactores actuales.

Durante la fision, un atomo U-235 absorbe un neutrén de alguna fuente, convirtién-
dose en U-236 momentéaneamente, el cual, poco estable decae rapidamente (prin-
cipalmente) en los dtomos Ba-144 y Kr-89, liberando tres neutrones extra. Dichos
neutrones pueden ser absorbidos por otros atomos continuando la reacciéon en cade-

na, tal como se muestra en la figura (|1.1)).

Para hacer una idea de lo importante que se vuelto la fisién nuclear, se sabe que

141
@ 2
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Figura 1.1: Diagrama de Fision Nuclear de un isétopo 2*°U por un neutrén, en uno
de sus productos probables [11].
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al ano 2021 estaban en actividad aproximadamente 440 reactores de fisiéon nuclear,
los cuales constituyen aproximadamente el 5.6 % del suministro eléctrico mundial [12].
Para tener una nocién mas intuitiva, tan solo en Estados Unidos se estima que la ener-
gia nuclear genera 800 mil millones de kilovatios por hora cada ano; lo cual es més de
la mitad de la electricidad libre de emisiones, generada por ese pais. Esta alternativa

sustituye aproximadamente 470 millones de toneladas de carbon al ano [13].

La energia liberada en una reacciéon nuclear de este tipo esta relacionada con la
energia de amarre, caracteristica de cada atomo. Es decir, la energia que mantiene
unidos a los nucleones (protones y neutrones). A continuacion, en la figura se
muestra una grafica de las energias de amarre por nucleén , asi como una grafica de
la estabilidad de los niicleos.

En la parte izquierda de la figura , corresponde a la energia de amarre por
nicleon (a); en ella se observa que el elemento que posee menor energia de amarre
por nucleén es el hidrégeno, lo cual, implica que se requiere menor trabajo para ge-
nerar una reaccion nuclear con este tipo de 4tomos, ya sea separando los nucleones o
uniéndolos con nuevos nucleones para formar d&tomos mas pesados. Por otro lado, la
figura b) , representa la estabilidad de los ntucleos formados al anadir neutrones
y se compara contra el niimero de protones, esto quiere decir que se verifica la esta-
bilidad de los is6topos de cada elemento. El patréon oscuro dentro de la distribucién
gris representa a los isdtopos estables conocidos. Los isétopos en gris representan los
elementos inestables, es decir que decaen en otros elementos mas estables debido a
poseer demasiados neutrones o protones, de acuerdo con el lado del diagrama donde
se encuentre el elemento. Entre mas arriba de la figura (1.2]b) més susceptible es el

elemento a ser dividido por fisién liberando mayor cantidad de energia en relacion la

grafica (1.2/a).

Es por eso que el U-235, es un gran candidato a ser fisionable. De forma contraria si
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Figura 1.2: Informacion nuclear relevante para la fision [14].

uno buscara elementos que al unirlos con nucleones formaran elementos méas pesados,
liberando energia, se declinaria por atomos més ligeros como el hidrégeno.

La utilizacion de esta gran fuente de energia, la energia nuclear, es desafortunada-
mente también un peligro. Cémo Richard Feynman dijo: “To every man is given the
key to the gates of heaven. The same key opens the gates of hell. And so it is with

science."

1.2. El motor de las estrellas.

La fusién nuclear es un proceso més comiin en el universo. La fusion es el cora-
zon que enciende las estrellas. Proceso que propuso en 1920, Arthur Eddington [15].
Infortunada e irénicamente, la fusion es un proceso dificil de producir en la Tierra.

Y atun es improbable, que en pocos anos se llegue a las condiciones necesarias para
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obtener ganancia de energia para el suministro eléctrico.

A diferencia de la fision, la fusiéon nuclear consiste en unir nicleos ligeros con la
intencion de generar nucleos més pesados, liberando grandes cantidades de energia
en el proceso.

Para que este proceso suceda, se necesita romper la barrera de repulsién coulombiana
y lograr que los nucleones se re-combinen. Esto se traduce en darle a los protones la
suficiente energia cinética (temperatura) y contenerlos en un lugar cerrado para que
se acerquen tanto, que no les quede de otra opciéon méas que combinarse.

En el caso de las estrellas, la fuerza gravitacional hace que los &tomos estén tan cerca
unos de otros que suceda la fusion y se mantenga. Empezando con nicleos ligeros
(Hidrogeno) y escalando en los elementos de la tabla periddica hasta llegar al dtomo

més pesado y estable (Hierro), liberando radiacion en cada proceso.

Las temperaturas necesarias para que la fusion suceda son del orden de 10 - 20 Kev,
(ie 100 milliones °C) .

A estas temperaturas la estructura de la materia cambia; en los &tomos, los electrones
se disocian de los ntcleos (iones), y aparece un comportamiento colectivo debido a
la interaccion de las cargas eléctricas. Este tipo de gas es cuasineutral y se le conoce
como Plasma.

Se estima que el 99 % del universo observable esta en el estado de plasma [16]. Las
cualidades de los plasmas dependen principalmente de su temperatura, densidad de

particulas cargadas y las fuerzas externas a las cuales se les someta.

Para replicar en la Tierra el proceso de fusiéon nuclear es necesario contener a un

plasma el tiempo suficiente, bajo las condiciones ideales.

La reaccion de fusiéon mas comin, por conveniencia, es la uniéon de dos isétopos de

el atomo mas ligero (Hidrogeneo), Deuterio ?H (D)y Tritio 2H (T). El Deuterio tiene
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un neutréon extra y el Tritio dos, a diferencia del Hidrégeno que no posee neutrones.
La conveniencia de esta reacciéon es debido a que su energia de amarre por nucledn
es minima en el caso de los isdtopos del hidrogeno , observar figura , mientras
que la seccion transversal de colision es mayor a bajas temperaturas, relativamente,
comparada con otras reacciones.

A continuaciéon, se muestra una lista con las reacciones de fusiéon més favorables.

1. D+T - ‘He (3.5 MeV) +n (14.1 MeV)
2. D+D - T(1.01 MeV) +p (3.02 MeV) (50%)
> ‘He (0.82 MeV) +n (2.45 MeV) (50%)
3. D+°He -2 *He (3.6 MeV) + p (14.7 MeV)
T+T > *He+2n+11.3 MeV
5. ‘He+°He - ‘He+2p
He+ T > ‘He+p+n+12.1 MeV (51%)
-> ‘He (4.8 MeV) + D (9.5 MeV) (43%)
> *He (0.5 MeV) +n (1.9 MeV) + p (11.9 MeV) (6%)
7. D+°Li > 2 *He + 22.4 MeV
8 p+°Li -2 *He (1.7 MeV) +*He ( 2.3 MeV)
9. “‘He+°Li > 2*He +p +16.9 MeV
10. p+'"B > 3 *He + 8.7 MeV

En seguida, en la figura se exhibe la seccion transversal de colision de algunas
de esas reacciones.

Por otro lado si nos fijamos en la lista de reacciones, aquellas que liberan més energia
son D + %Li, D + T, 3H + SLi, etc. Pero la obtencién de los reactantes es relativa-
mente dificil en el caso del Li y ®H a comparacién de como lo es para el D y T. Esto
refuerza la eleccion de la combinacion de D con T y la hace la reaccion predilecta en

la mayoria de experimentos para estudiar la fusiéon nuclear.
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Figura 1.3: Grafica de secciones transversales en fusion de la energia cinética para
algunas reacciones de fusion [17].

1.3. Fusi6on como Reactor.

Una vez elegida la reaccion maés factible para obtener energia de fusion, Deuterio
con Tritio, existe un largo camino de problemas que resolver antes de llegar a tener
un reactor de fusion nuclear del cual se pueda obtener energia eléctrica .

Multiples experimentos y aparatos han sido desarrollados para aprender nuevos as-
pectos de la fusion nuclear desde distintos panoramas. Al dia de hoy se cuentan 74
apararatos de confinamiento magnético (tokamaks /stellarators/RFPs), 7 aparatos de
fusion por laser, y otras 31 alternativas conceptuales con el mismo objetivo, expandir

el conocimiento acerca de esta fuente de energia [1§].

Las condiciones para las cuales un plasma de fusiéon se puede considerar como una

fuente de energia, deben satisfacer un factor de ganancia @ > 1. Con Q = Poutput/ Pinput =
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Prysion/ Paus , €s decir, la energia obtenida de la fusion debe ser mayor a la energia
suministrada para que sucedan las reacciones. El caso més favorable es cuando el
plasma alcanza lo que se conoce cémo estado de ignicién, () — oo , esto significa
que los productos de las reacciones termonucleares D-T, particulas alfa *He, ocupan
la mayor cantidad de su energia, a través de la transferencia colisional, con lo cual
se pueden mantener nuevas reacciones de tal forma que no se requiere suministro
auxiliar. Es importante senalar que esta es una de las varias maneras en las cuales se
puede definir @); la cual se distingue por solo tomar en cuenta la energia suministrada
al plasma y se conoce como “() del plasma". Si se compara la energia obtenida por
fusiéon con la energia neta empleada para el complejo del experimento, se llega a otra
definicion de (), la cual vendria siendo una “() real.° conocida a veces como “() de
ingenieria". En lo posterior se utilizara () para referirse a la “() del plasma'".

Siendo el objetivo producir energia por fusiéon es necesario que la energia térmica
producida compense las perdidas de energia por radiacion (Bremsstahlung) y por
transporte de energia hacia el exterior, lo cual produce condiciones en la densidad
del plasma n., el tiempo de confinamiento 7g y la temperatura 7T'. Dichas condiciones

estan dadas por:
3kpT,

. 1.1)
<oV>Ea(Q+5) 1/2 (
SV2P@1D) _ oy,

NeTE =

Con kg la constante de Boltzman y < oV > la tasa de reacciones entre los reactivos.
Siendo C'z una constante relacionada con la perdida por Bremsstrahlung, es decir,
la radiacion que se genera al desacelerar de particulas cargadas.

En la ecuacion , si @@ = 1 se llega a la condicién minima para producir un plasma
de fusién, conocido como el criterio de Lawson [19).

Suponiendo un plasma de D-T en una proporciéon 50/50, a una temperatura de 15

keV, para satisfacer el criterio de Lawson se tiene:
netp = 1020 - m=3. (1.2)

Considerando que la seccion eficaz se modifica con la temperatura, la tasa de reac-

ciones también lo hace, de la forma < oV >= T2. La ecuacién (1.1)) se convierte en
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un triple producto

netgT, = 1.5 x 102 keV - s - m ™3, (1.3)

Esta relacion (1.3)) es una forma maés intuitiva para conocer las cualidades que debe
de satisfacer un plasma para cumplir @) = 1.
Al aventurarse un poco mas, se puede conocer los requerimientos necesarios que debe

de satisfacer un plasma para llegar a la ignicion () — oo
neteT, > 8.1 x 10%keV -5 -m™>. (1.4)

Este viene siendo el objetivo de todos los experimentos antes mencionados, hacer
llegar el tripe producto a ( = 1 con el sueno de un dia obtener la ignicién. Las
posibilidades son variadas, por ejemplo los métodos de confinamiento inercial (laser)
utilizan altisimas densidades de combustible por periodos de tiempo ultra breves (ns)

llegando a alcanzar temperaturas gigantescas.

Por otro lado, los métodos de confinamiento magnético utilizan densidades meno-
res, en comparacion al confinamiento inercial, del orden de n, = 10**m =3 y alcanzan
temperaturas ligeramente mayores ,entre 15-30 keV, pero apuestan por tiempos de
confinamiento méas prolongados (segundos). En la figura se representa este he-

cho.

Debido a que no hay material fisico que pueda resistir las temperaturas del plas-
ma, la opcién para el confinamiento no son paredes solidas. En su lugar es necesario
utilizar fuerzas con origen a distancia que interactten con las particulas cargadas, y
que a su vez puedan ser generadas desde una cierta distancia segura para el dispo-
sitivo, es decir, campos magnéticos. Los campos magnéticos utilizados para contener
al plasma son generados por arreglos de bobinas, en una configuraciéon toroidal, tipo

dona. En los dispositivos llamados Tokamak.

Estos dispositivos parecen ser la apuesta mas prometedora y avanzada, con sus pro-
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Figura 1.4: Diagrama de distintos tipos de plasmas de acuerdo con su temperatura y
densidad. Figura recopilada de [20].

pias desventajas para producir lo mas cercano a una estrella en la Tierra. Y al mismo

tiempo el gradiente mas grande de temperatura del universo [21].

1.3.1. CAamara Magnética Toroidal

El aparato de confinamiento magnético méas popular alrededor del mundo es el
Tokamak, del ruso cdmara magnética toroidal.
En este dispositivo, un campo eléctrico inducido en un trasformador central (solenoi-
de), arranca una corriente en la columna de plasma. Esto hace que las particulas en
el plasma generen trayectorias circulares alrededor del centro. Bobinas horizontales
(bobinas de campo vertical, también llamadas bobinas poloidales) generan lineas de
campo circulares verticales alrededor de la columna de plasma controlando la posicion
de la columna de plasma dentro del dispositivo. Mientras que las bobinas en forma de
"D"(Bobinas de campo toroidal) generan lineas de campo helicoidales que se tuercen

alrededor de la superficie de la dona. Estas lineas de campos mantienen al plasma

confinado en el vacio. Observar la figura (1.5]).
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Figura 1.5: Diagrama de un Tokamak. Flecha roja central corresponde a campo eléc-
trico del trasformador primario. Las flechas rojas en la columna de plasma representan
a la corriente, utilizando al plasma como transformador secundario . Flechas verdes,
campos magnéticos tanto poloidales (alrededor de la columna de plasma) y toroidales
(alrededor de la columna central); Flecha negras, campos helicoidales resultantes [22].

1.4. Confinamiento Magnético.

En presencia de un campo magnético, una particula cargada en movimiento va
a describir una trayectoria circular alrededor de una linea de campo magnética. La
dinamica de esta particula esta descrita por lo que se le conoce como la ecuaciéon de
fuerza de Lorentz,

d
Mgt = q(v x B), (1.5)

donde m es la masa de la particula, g su carga , v su velocidad, y B el campo magnético
al cual se somete. En presencia, a su vez, de un campo eléctrico la nueva dinamica
estara dada por una combinacion de ambas fuerzas

d
MV = q(E+v x B). (1.6)

Suponiendo un campo magnético constante (B = BZ) y un campo eléctrico ausente

en un sistema cartesiano (E = 0) , junto con una particula cargada en movimiento, a
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partir de la ecuacion ((1.5)) se pueden deducir las ecuaciones de movimiento:

2
. qB. qB
p= i, =— (L2 v, 1.7
! m Y ( m ) ! (1.7)
. _gB. ¢B\’
Uy = va = — (E) Vy. (18)

Lo cual, describe un movimiento armoénico simple con una frecuencia de oscilacion,

frecuencia de ciclotron:

9| B
= —. 1.9
L (19)
Cuyo radio, se conoce como el radio de Larmor y esta dado por
™muvgy
rp = —— 1.10
B 10

donde vy = ||7/]| es la magnitud de la velocidad de la particula.

Ahora bien, suponiendo que se afiade un campo eléctrico espacialmente uniforme
distinto de cero, en la direccion £ = FEy, v que la particula parte del reposo, la
trayectoria se vera afectada como lo indica la ecuacion(|1.6)), de donde el sistema de

ecuaciones de movimiento seran:

dv,

=0 1.11
dt Y ( )
dv, ¢
—=—F,+ 1.12
dt m T Welyg, ( )
dvy
—;; =0+ w.,. (1.13)

De la ecuacion ((1.12) y ([1.13)) se obtiene un nuevo movimiento descrito por

v, = vt (1.14)

4 E,
Uy = :i:ivoe“"ct — E, (115)
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siendo vy la velocidad inicial de la particula cargada.

Por simplicidad pensemos en un ion. Cuando el ion comienza a moverse, inicialmente
experimentara principalmente la fuerza eléctrica. A medida que se desarrolla una v,
positiva, el ion comienza a experimentar una fuerza magnética que acelera el ion en
la direccion & positiva. En seguida la trayectoria se vuelve curva a medida que el ion
vira en la direcciéon z mientras la v, positiva sigue aumentando y como consecuencia
se desarrolla una nueva fuerza magnética en direcciéon y negativa, esta fuerza mag-
nética contrarresta la fuerza eléctrica constante, causando eventualmente que el ion
desacelere en la direccion g. A continuacion la velocidad v, disminuye y finalmente se
invierte, de modo que que el ion comienza a dirigirse hacia y = 0. Esta movimiento
tiene a su vez un nueva fuerza magnética en direcciéon x negativa, por lo tanto, el ion
también desacelerara en la direccion 2, llegando maximo a una velocidad v, = v, = 0,
lo cual reinicia el proceso. Pero como la velocidad x nunca fue negativa, el resultado

de todo esto es que el ion hace un desplazamiento positivo neto en la direccion .

El movimiento resultante describe una trayectoria epicicloide con un diametro cam-
biante debido a las contribuciones que aceleran a la particula adicionando o restando

el movimiento dependiendo a la direccién con respecto del campo eléctrico. Observar

la figura (1.6]).

Para describir el cambio de la velocidad en una particula debido a

una fuerza perpendicular basta con relacionar el origen de las fuerzas en la ecuacion

(1.6)). Donde,
E+vxB=0. (1.16)

Tomando el producto cruz con B de ambos términos,

ExB=Bx (vxB)=vB>-B(v-B). (1.17)
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lon

B Electron

Figura 1.6: Trayectoria de una particula cargada positivamente en la presencia de un
campo eléctrico y magnético perpendiculares [23].

Considerando las componentes transversales, que son las que van a cambiar el movi-

miento,
_ExB

A esta velocidad se le conoce como velocidad de deriva debido a un campo eléctrico.
En este punto es importante observar que asi como se consideré una deriva en una
particula debido a un campo eléctrico, es decir una fuerza externa; se puede genera-
lizar la velocidad de deriva para cualquier fuerza con una componente perpendicular
al campo.

Este puede ser el caso de la fuerza gravitacional o de una fuerza centrifuga (deriva
de curvatura). Observar, que en el caso de estas dos ultimas fuerzas, la deriva resul-
tante depende de las componentes de la velocidad original de la particula. Otro tipo
de velocidad de deriva es la resultante por el gradiente de campo magnético, la cual
depende de la distribucion de las lineas de campo en una orbita. En la figura ((1.7)
se representa el diagrama de algunas velocidades de deriva asociadas a las fuerzas

mencionadas.

Al hablar de confinar particulas cargadas en trayectorias circulares por un campo
magnético aparecen estas velocidades de deriva, generando que las particulas busquen

escapar del confinamiento.
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B out oF eace

A A
B+ dB

-—)
g FaXB _nmoiR xB 1 Bx VB
TR R Ve SEZTN
ol e I & S - . . . .
(a) Deriva de Curvatura. {(b) Deriva de Gradiente de

campo magnético.

Figura 1.7: Diagramas de Fuerzas que originan las velocidades de deriva tanto para
la deriva de curvatura (a) y la deriva por gradiente de campo magnético(b) [24].

Entonces, ;Como un campo magnético puede contener a un plasma? Las particu-
las cargadas siguen las lineas de campo en pequenas 6rbitas de Larmor a excepcion
que aparezcan velocidades de deriva que alteren su trayectoria. La solucién mas facti-
ble es generar un campo magnético cuyas lineas de campo descansen sobre superficies
concéntricas, de tal forma , que se impida y contrarreste la generacion de derivas.
La configuracion méas adecuada es la de lineas toroidales que se enrosquen alrededor
del toro. Este es el principio de los aparatos de confinamiento magnético, Tokamaks,
RFP (reversed field pinch) y Stellerators. Se usan bobinas poloidales y toroidales, en
el caso del Tokamak y RFPs, y bobinas helicoidales en los Stellerators, para generar
el tranzado de las lineas de campo magnético que permita escapar la menor cantidad
de particulas. El diagrama de la figura muestra las bobinas poloidales que en
conjuncién con bobinas toroidales generan lineas de campo magnético trenzadas en el
caso de los Tokamaks; mientras que en los Stellerators, las bobinas helicoidales por si
solas generan lineas de campo torcidas. Una configuracion general toroidal de campo
se caracteriza por la relacion entre flujo de plasma en direccién poloidal y toroidal,
dicha relacion se expresa por el factor de sequridad q.

El factor g, que de forma implicita es la relacion entre las fuerza de los campos poloidal
y toroidal, resulta estar restricto por consideraciones de equilibrio, estabilidad y con-

finamiento de particulas. Esta cantidad representa uno de los principales parametros
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Figura 1.8: (Arriba) Diagramas de Bobinas poloidal en un Tokamak, (Abajo) Diagra-
mas de Bobinas helicoidales en un Stellerator. [25]

a considerar en un experimento.

1.5. Acerca de este trabajo.

Una vez ubicado en el contexto de la producciéon de energia con base en la fusion
nuclear controlada, en los capitulos posteriores se desarrollan los conceptos fisicos
necesarios para explorar las soluciones analiticas a distintos estados de equilibrio de
plasma en la configuracién de tokamak. Este trabajo estd basado en la propuesta de
soluciones de equilibrio realizada por Luca Guazzotto y Jeffrey P. Freidberg en [3] y



Capitulo 2

Marco Teoérico.

Existen diferentes aproximaciones para estudiar diversos fenémenos en plasmas.
Algunos fenémenos pueden ser estudiados desde ecuaciones macroscopicas conside-
rando al plasma como un sistema constituido por un solo fluido o varios fluidos, cada
uno con sus propias cualidades. En otros fendémenos es conveniente estudiar al plasma
desde un punto de vista macroscopico, usando fisica estadistica en lo que se conoce

que la Teorfa Cinética o Ecuacion de Vlasov.

En este trabajo se aborda el modelo del plasma desde lo que se conoce como teoria
magnetohidrodindmica ideal (MHD). Es decir, el plasma visto como un fluido hidrodi-
namico con conductividad infinita (resistividad cero) sujeto a fuerzas electromagnéticas|26].
Lo interesante de este modelo es, como se muestra en las siguientes secciones, que un
conjunto de ecuaciones permiten describir un sistema de forma macroscépica, hasta
llegar a elaborar condiciones de equilibrio para un plasma en confinamiento, asi como

condiciones de estabilidad.

2.1. Ecuaciones Magnetohidrodindmicas.

La primera observacion a considerar es suponer un plasma compuesto de iones y
electrones donde la diferencia de masa entre ambos, permite fijarse solamente en el

comportamiento de los iones, suponiendo que lo que se intenta describir es un fluido

17
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de iones y la densidad de particulas es aproximadamente la misma, n[27]. Mientras
que la intervencion de los electrones sera descrita por una ecuacién conocida como la
ley de Ohm generalizada. Por lo tanto, dicho fluido de iones posee una densidad de
masa:

p=nM+nm=n(M+m)~nM , (2.1)

una densidad de carga:

o= (n; —nee , (2.2)

una velocidad en el sistemas:

u = (n;Mu; + nomu,)/p ~ (Mu; + mu,)/M =~ w;, + (m/M)u, , (2.3)

y una densidad de corriente:

J =e(nu; — nou,) = ne(u; — ue) - (2.4)

Observar que los términos m/M son despreciables.
Ahora bien, algunas de las ecuaciones magnetohidrodindmicas pueden ser obtenidas
a partir de este punto considerando la ecuaciéon de continuidad: una ecuaciéon para

conservacion de masa, conservacion de carga y conservacion de momento

% +V-(pu))=0 Conservacion de masa. (2.5)
Oo .
o +V-J)=0 Conservacion de carga. (2.6)

De forma similar que en un fluido se puede llegar a una ecuacién de momento, en

magnetohidrodinamica al considerar el origen de fuerzas sobre el plasma se tiene:

du ou
ot

P =P ——I—u-Vu)=aE+J><B—Vp (2.7)

Donde en (2.7)), el primer término de lado derecho corresponde a la fuerza por un

campo eléctrico, el segundo a la fuerza de Lorentz y el tercero debido al gradiente de
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presion, de forma similar a un fluido.

A continuacion, podemos asociar una relaciéon adicional, con el sentido de completez
del sistema. Esta ultima expresién parte de las variables termodindmicas del siste-
ma para asociar la ecuacion de estado para la presion, la cual, juega el papel de la

ecuacion de conservacion de energia del sistema:

d
(L) =0 Ecuacién adiabética, (2.8)
dt \ p¥

donde v = (N +2)/(N) corresponde al coeficiente adiabético en donde N es el numero
de dimensiones del sistema.

Para finalizar el conjunto de ecuaciones basta con anadir, por el marco electromag-

nético de nuestro sistema, las ecuaciones de Maxwell:

V-B=0, (2.9)
E
VxB= ,qu + 60%_15 , (210)
0B
E=—— 2.11
VxB=-2 (211)
V-eE=0 . (2.12)

Una observaciéon pertinente es que la cuasi-neutralidad del plasma, o ~ 0, sugiere
que no hay fuerzas eléctricas, cE, actuando sobre el fluido [28]. Ademaés se pide como
condiciéon que el sistema a estudiar no tenga corriente de desplazamiento, de tal forma

que la ecuacion ([2.10]) se convierte en :

V x B = j0J (2.13)

Por otro lado, considerando que la masa es sustancialmente menor para los elec-
trones que para los iones, se puede obtener una ecuaciéon para el campo eléctrico

a partir de su ecuacion de movimiento ignorando la inercia. La siguiente expresion
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(2.14)rescata el comportamiento de los electrones

1 me du,
JxB—-Vp,)——
ene( % Pe) e dt

1
EftuxB=-J+ (2.14)
g

Lo que se conoce como la Ley de Ohm generalizada para un plasma. En el caso de
conductividad infinita, y despreciando los términos de radio finito de Larmor y otros

efectos como la inercia del electron,la ecuacion (2.14) se simplifica a:
E+uxB=0. (2.15)

Esta aproximacion se conoce como"Magnetohidrodinamica ideal". Bajo estas estas
condiciones las lineas de campo magnético dentro de un plasma ideal, seguirén liga-
das a su posicion en el plasma después de un movimiento arbitrario del plasma. Se

dice que las lineas de campo estan congeladas en el plasma[27].

Estas ecuaciones (12.5))-(2.15) conforman una caja de herramientas al tratar con un
fluido individual eléctricamente cargado y proveen una descripcion auto-consistente

al satisfacer las suposiciones consideradas a continuacion.

Suposiciones importantes.

= Kl plasma posee carga neutra y sus dimensiones son mucho mayores que el radio

el de Debye;

s La velocidades caracteristicas de los fenémenos a considerar son mucho menores

comparadas con la velocidad de la luz;

» Los gradientes de presion y densidad son paralelos entre si, de tal modo que no

aparecen fuerzas electromotrices o electrotérmicas;

= Las escalas de tiempo utilizadas son mayores a los periodos de ciclotréon tanto

para electrones como para iones [25].
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2.2. Equilibrio Magnetohidrodinamico.

Los principales roles del campo magnético en un aparato de confinamiento son
dos, balancear los gradientes de presion y reducir la pérdida tanto de energia como

de particulas.

La corriente inducida en el plasma por el solenoide central, genera una fuerza de
compresion, tipo "pinch"que balancea la presion del plasma dentro del toro.

Por si solas las fuerzas de expansion generadas por el anillo de corriente no estarian
en equilibrio debido a la repulsion alrededor del eje central [29]. Para poder ser so-
portado, el equilibrio debe estar auxiliado por bobinas rigidas externas, tal como lo

indica el teorema de virial [30].

Una configuracion se encuentra en equilibrio estatico segun la ecuacion (2.7) cuando

sucede para cada parte del sistema:
Vp=JxB . (2.16)

En una descarga en el plasma, el sistema pasa por un nimero infinito de pequenos
estados de equilibrio estatico.

Sustituyendo la ecuaciéon de Ampére en para J, se observa que existe un
balance en el equilibrio V(p + B?/2p0) = (B?/u)(B/B - VB/B); el cociente entre

los términos dentro del paréntesis es el parametro de mérito f3.

2.2.1. Equilibrio en un cilindro.

Un caso interesante antes de llegar a la configuracion toroidal es el equilibrio en
un cilindro simétrico azimutal con coordenadas (r, 6, z).

Dicho equilibrio, en primera aproximacion, esta descrito por la ecuacion (2.16)), que
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junto con la ley de Ampére (2.10) dan lugar al siguiente sistema de ecuaciones:

dp
JoB, — J,By = — 2.17
0 0= 9 (2.17)
dB,
- = Lo, 2.18
dr _ HoJo (2.18)
1 d(?“Bg)
- = tod: . 2.19
r dr Ho (2.19)
Sustituyendo Jp de (2.18) y J. de (2.19)) en la expresion (2.17)). Se llega a la relacion:
dp 1 (d (B?+ B} B2
==l — . 2.2
dr Ho (dr < 2 o r (220)

Por lo tanto de la ecuacion (2.20)), la presion de plasma puede ser balanceada por el
gradiente de ambas componentes magnéticas, o solamente por la componente angular

magnética dirigida hacia adentro.

Integrando la relacion ([2.20]) con respecto a r se llega a la relacion:

2 a B _ B2
<p>——/ r)rdr = 2+27r/ =t Zrdr
2400 o 2o (2.21)

1
:8:20&2[% 2uo(< B?>-B% _),

donde I, es la corriente de plasma de radio a rodeada por vacio. La relacion entre
la presion y la compresioén por "pinch", es decir, el efecto de la corriente axial I, se

mide por:
St? <p>

5p0l B ol z2

(2.22)

Mientras que el segundo término corresponde a la proporcion de la presion magnética

en el vacio comparado con el promedio B,.

La ecuacion ([2.22)), describe de forma burda el equilibrio entre las fuerzas que existen
en una configuracion cilindrica.

Experimentos que estudian este tipo de configuraciones son por ejemplo el Z-pinch y el



CAPITULO 2. MARCO TEORICO. 23

@-pinch [16]. En un Z-pinch una corriente longitudinal J = J,(r)é, dentro de un plas-
ma en un cilindro produce un campo magnético en la direccion poloidal B = By(r)éy,
con lo que el plasma siente una fuerza debido a J x B que balancea comprime a la
columna del mismo, balanceando la presiéon. Por otro lado, en un #-pinch un campo
magnético externo coaxial B = B, (r)é€, es pulsado de forma que induce una corriente
en direccion angular alrededor de la columna J = Jy(r)éy, esta corriente es opuesta a
la corriente que produjo el campo magnético; su interacciéon con el campo nuevamente
produce una fuerza J x B que confina al plasma. Observar la figura .

Una observacion interesante, es que la combinaciéon de ambos 6 y Z-pinch genera una
configuracion, parecida a un segmento de un Tokamak, que se conoce que un "Screw

pinch.° pinch de tornillo. Estos dispositivos, aunque prometedores en el confinamien-

Plasma

Figura 2.1: Diagramas de configuraciones de experimentos cilindricos. a)f-pinch y
b)Z-pinch [28].

to de plasmas poseen una fuerte desventaja que es la perdida de particulas en los
extremos del cilindro. Incluso intensificando el campo magnético en sus extremos, lo
cual reduce la secciéon transversal en los llamados espejos magnéticos no es suficiente

para lograr contener a las particulas satisfactoriamente [31].

2.3. Equilibrio de Plasma Toroidal.

Con la intencién de reducir la perdida de particulas, el siguiente paso intuitivo

es confinar el plasma en un cilindro doblado, que se cierre sobre si mismo, de forma
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axisimetrica a un eje fuera del cilindro. Esto nos lleva a considerar un nuevo sistema

coordenado (7,0, z) donde dz — rd6, la tran

sformaciéon de la columna cilindrica a un

Toro, tal como se muestra en la figura (2.2). Las coordenadas cilindricas son empleadas

para analizar el equilibrio 2-D general. De la

B
7P i
SN 13117

i gy
A

LT
i

forma mas general, se puede suponer un

b)

Figura 2.2: Coordenadas en sistemas toroidales:a) Coordenadas cilindricas (r,i,z) b)

seccion transversal de un tokamak en coordenadas toroidales(R,p,0) .

129].

par de campos vectoriales J y B ambos con una parte poloidal y otra toroidal. De tal

forma que J = Jpo + Jior Y B = Bpoi + Bior

Debido a la conservacion de la corriente y la ley de Gauss, respectivamente, se satisface

que tanto V - J = 0 como

A\VAR

Entonces, se puede proponer un vector pote

Donde A puede ser escrito como: A = A, e,

B =0.

ncial A tal que, VA = B.

+ Ase, + A.e., entonces B sera:

e, €,r e,
1
_ | o el d
B=VxA=—|2& 2 21 (2.23)
A, rA, A,
pero debido a la axisimetria de la configuracion se tiene que 88—‘2; = aa—f‘; = 0. Por lo
que B se reduce a:
0A 0A 0A 10
B=VxA=-—""e, £E_ =% —— (rAy) e, 2.24
x 8ze+(8z 8r)e‘p+7°8r(r ee (224)
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reescribiendo:
0A, O0A,
B = V X (A¢e¢) —+ (E — 87' ) o (225)
Definiendo las variables:
)= —rA,, (2.26)
0A, O0A,
F:=rB, = — 2.2
it ( 0z or ) ’ (2:27)
y renombrando :
1
Vo = ;ew (2.28)

donde ¥ (R, z) es lo que se conoce como la funcion de flujo poloidal mientras que ¢ es
la variable simétrica respecto a z como se ve en la figura (2.2)). A la funcion F(R, 2)
se le conoce como la funcion de flujo de corriente toroidal.

La ecuacion (?7) puede ser reescrita como:
B =Vy x Vi + FVo. (2.29)

Sustituyendo en la ley de Ampére , V x B = puoJ, se obtiene las siguientes relaciones:

,LL()J =V xB
=V x (Vo x Vi) + V x (FVyp) (2.30)
B 1 oY o
=V x {;ew X (Eer + 5@)] + VF x V.

Donde V¢ y V1) han sido expandidos a primer término de lado derecho de la igualdad.
El segundo término se utiliza la igualdad vectorial V x (Fv) = FV x v+ VF X v.

Renombrando v = V¢ implica que V x v = V x Vp = 0. Continuando con la
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expansion del primer término de la ecuacion (2.30)) se tiene:

od =V x 18—1/} _lﬁ_lbez +VF x Vo
Taz r Or

o (1o 9 [10¢
—{&(;E)‘FE(Ta)}e@—FVFXVQO

2 2
(la—¢—i8—¢+18¢>e¢+VFngp

rodz2  r20r rOr?

2 2
:(Qﬂ_lﬁé+ﬁﬁ

(2.31)

)V¢+VFXV@

Introduciendo el operador eliptico A* conocido como operador de Grad-Shafranov :

L0 19y 9%
A= o = o (2.32)

la densidad de corriente de la ecuacion (2.31) puede ser escrita como:
pod =V x B=AYVp+ VF x V. (2.33)

Esta expresion descompone la densidad de corriente en una corriente toroidal, A*)Vy
y una corriente poloidal, VF' x V. Por otro lado, la componente toroidal de la co-

rriente es paralela a V¢ y la componente poloidal es perpendicular a V¢ observando

que Vo - VF x Vp = 0.

Sustituyendo la ecuacion (2.29) y (2.33)) en la ecuacion de equilibrio([2.16|y asumiendo

por simplicidad o = 1, uno obtiene:

Vp=J x B
(2.34)
= (A"YVep+ VF x V) x (Vo x Vi + FV ).

Para poder seguir simplificando esta expresion es necesario mostrar que p = p(¢) y

F = F(v). Para p se tiene que calculando el producto interno con B con ambos lados
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de la ecuacion de equilibrio, ([2.16]), se tiene:
B-Vp=B-(Jx B)=0. (2.35)

Combinado ([2.16]) con la ecuacion (2.35) y utilizando que debido a la axisimetria

_ op op 9p _ P,
Vp = 35.e, + 5.€, con b = 0, se tiene:

B -Vp= (Vo xVy+ FVy)-Vp

= (Vp x Vi) - Vp (2,36
_ &wi>-Vp '
r

:e—j-(wxvp).

Dado que tanto Vi) como Vp son vectores perpendiculares a e, (debido a la axisi-
metria), esto implica que para que la ecuacion (2.36)) satisfaga la ecuacion (2.35)), se
tiene que cumplir:

VY xVp=0 = Vp|Ve. (2.37)

A su vez, esto significa que la presion es funciéon tnicamente del flujo poloidal, p =

p(v), y su gradiente se puede escribir como:

d
Vp = d—];vw. (2.38)

Para demostrar que F' es una funcién solo de ¢, se sigue un procedimiento similar al
seguido para p pero usando la densidad de corriente J. El producto interno de J con

ambos lados de la ecuacion de equilibrio, (2.16)), da:

J-Vp=J(JxB)=0. (2.39)
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p

op _
or -

.1: o dp ; .
Utilizando de nuevo que Vp = Ze, + gfe, con 0 0, se tiene:

J -Vp=(A"YVy+VF x V) -Vp

(2.40)

Dado que tanto VF' como Vp son vectores perpendiculares a e, (debido a la axi-
simetria), esto implica que para que la ecuacion (2.40|) satisfaga la ecuacion (2.39)),
tenemos que:

VExVp=0 = Vp|VF = VF|Vy. (2.41)

A su vez, esto significa que F es funcién tnicamente del flujo poloidal, F' = F(¢), y

su gradiente se puede escribir como:

dF
VE =30 (2.42)

Sustituyendo los gradientes obtenidos en la ecuacion (2.34]) se llega a :

d dF
=AYV x (Vo x Vi) + F ((Z—ZV@D X Vgo) x Vi (2.43)
A* F dF
= r_;/}eso X (e, x Vib) + r_Zd_w (Vi x e,) X e,.

Recordando que debido a la axisimetria, el gradiente del flujo poloidal, V), es perpen-
dicular a e, y que ||e,|| = 1, tenemos que e, x (e, x Vi) = (Vi) x e,) xe, = —V1.
Por lo tanto, la ecuacion [2.43] puede ser simplificada en:

dp A* FdF

A K T A (2.44)
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Lo que conduce directamente la relaciéon que caracteriza completamente al equilibrio

de plasma en un toro, expresion conocida que la ecuacion de Grad-Shafranov |32].
Ay =—r"— — F—. (2.45)

Se encuentra cominmente en la literatura utilizando p:

. dp 1dF?
A = —M0T2@ - 5@7 (2.46)
junto con
1 F
B=_- -
rVQﬁ X e, + " e,
1dF
r dy

(2.47)

1
Lod = Vi x e, + ;A*@/Jew

La ecuacion de Grad-Shafranov, 2.46es una ecuacion diferencial parcial no lineal,
cuyas soluciones son generalmente generadas numéricamente. Sin embargo, existen
ciertas consideraciones bajo las cuales la ecuacion puede ser estudiada de forma ana-
litica. Uno de estos casos es el de las soluciones a los perfiles de Solov’ev, para los
cuales los términos de las derivadas de presion y de F? se suponen constantes. Esto
lleva a resolver un problema mas sencillo de un sistema de ecuaciones con condicio-
nes explicitas. Pero el modelo cobra la factura al tener que suponer que la corriente
toroidal es casi constante y salta abruptamente a cero en la frontera del plasma con

vacio, lo cual esta muy lejos de la realidad experimental [28].

Existen otras aproximaciones analiticas a la ecuaciéon de Grad-Shafranov cuyas con-
sideraciones se aproximan desde distintos enfoques a la situaciéon experimental. En
particular en este trabajo se analizara en un capitulo posterior, los perfiles propuestos

por Luca Guazzotto y J.P. Freidberg, publicado en el Journal of Plasma Physics [3].
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z-axis

70

Figura 2.3: Coordenadas cilindricas extraido de [33].

Observaciones acerca de la funciéon de flujo poloidal.

La funciéon de flujo poloidal es una de las variables més importantes como se
puede observar en el desarrollo anterior y a partir de su estimacion se puede tener
conocimiento extra del plasma.

Su definiciéon se propone a partir de considerar una superficie S(r) con frontera
['(r) como se muestra en la figura (2.3)). La funcién de flujo magnético poloidal esté
relacionada con la integral de superficie por la cual atraviesa el campo magnético en

direccion poloidal (vertical) para un radio dado:

// 2)rdrdy = /rgz(r,z)dr. (2.48)
" or 0

Lo cual lleva a relacionar a la funciéon de flujo ¢ poloidal con el vector de potencial

magnético A en la ecuacion (2.24), donde se llega a que:
Y= —rA,. (2.49)

Otra observacion importante a partir de lo obtenido es que retomando la condicién
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de equilibrio 1} y realizando el producto interior con los vectores B y J:

B-Vp=0 (2.50)
J-Vp=0 . (2.51)

Esto quiere decir que la presion del plasma debe ser constante sobre las superficies de
campo. Es decir, que las superficies isobaricas coinciden con superficies magnéticas.
Dichas superficies se anidan alrededor de una linea de campo principal, a esta region
se le conoce como el eje magnético [33).

Adn mas, de la ecuacion (2.29)) se sigue que:
B-Vi=0 . (2.52)

Lo cual indica que las superficies magnéticas, y por ende las isobaricas, coinciden con

superficies constantes de la funcién de flujo poloidal.



Capitulo 3

Perfiles de equilibrio.

3.1. Algunos Perfiles.

La primera solucién analitica a la ecuacion de Grad-Shafranov se conoce como el
perfil de Solov’ev . En este tipo de solucién se propone que las funciones dp/dy y
F dF/di, en la ecuacion (2.45) sean constantes [34]. A pesar de que las soluciones
poseen muy buenas cualidades se alejan de la realidad debido a que las condiciones
fisicas reales poseen saltos en la corriente, tanto poloidal y toroidal, asi como la pre-
sion en la frontera de la columna del plasma, lo cual, no se puede lograr con este tipo
de soluciones.

Para conocer més acerca de este tipo de soluciones se recomienda [1], donde se explo-
ran las cualidades que deben satisfacer la eleccion de parametros, asi como el ntimero
de términos en serie de la solucion a la ecuaciéon homogénea, y como afectan estas

elecciones a los equilibrios obtenidos.

Otro tipo de soluciones a la ecuacién GS, se obtienen de considerar que las fun-
ciones dp/dip y F dF/di tienen un comportamiento lineal mas una constante. Esto
produce perfiles similares, con la diferencia de que las densidades de corriente, la pre-
sion y el gradiente de presion se van a cero en la frontera del plasma. Las soluciones
resultantes se aproximan a los resultados experimentales de mejor manera que los

perfiles de Solov’ev.

32
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Este tipo de soluciones son asociadas con las que involucran funciones de separacion
hipergeométricas no intuitivas, funciones de onda de Coulomb o funciones de Whit-
taker. La eleccion de constantes de separacion requiere de decisiones delicadas que
afectan demasiado la solucion. Es decir, que la complejidad y sensibilidad este tipo

de soluciones la hacen poco utiles [2].

Este capitulo esta dedicado al estudio las soluciones de equilibrio realizados por Luca
Guazzotto usando los perfiles de soluciéon en términos de series de funciones senos y
cosenos en [3], con la finalidad de, en un trabajo posterior, analizar la estabilidad de
estos equilibrios por medio del enfoque dado por Freidberg en [35]. A continuacion se
exponen los aspectos mas importantes del trabajo de Guazzotto.

En las secciones subsecuentes se muestran los estudios realizados usando este método,
primero con un anélisis de las soluciones y luego obteniendo, por medio de un cédigo
que implementa la solucion analitica, los campos, la presion, el factor de seguridad y

la corriente de tres dispositivos diferentes.

3.1.1. Soluciones en Senos y Cosenos.

Ecuaciones principales y condiciones de frontera.
Partiendo de la ecuacion de Grad-Shrafanov, [2.45] expresada de la forma:

o (10W\ 00 ,dp  1dF?
o (G )+ 5 = o — 55 31)

con VU, la funcién de flujo poloidal y p(V), F(¥) = B, funciones libres.

Suponiendo, por simplicidad, que las funciones p y F' son cuadraticas de la forma:
o\ 2
b0 =m () (3.2

0,
2B [ W \?
2 _ 2 2
F*(V) = R{B; 1+—BO (—%) , (3.3)
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donde W es el flujo poloidal en el eje magnético, Ry es el radio mayor, By corresponde
al campo toroidal en el vacio para r = Ry, pg es la presion en del eje y la fraccion
% es la proporcion diamagnética del campo toroidal en el eje, es decir, que tanto
repele nuestro plasma al campo magnético en el eje. Con el excepcion de Vg los
demés parametros son variables independientes de la solucién, mientras que ¥, es
una variable dependiente de la soluciéon. Por otro lado, para satisfacer condiciones mas
realistas se requiere especificar que los perfiles de la presion de plasma, el gradiente de

presion de plasma y la densidad de corriente toroidal se vayan a cero en el superficie

del plasma. Esto implica la primera condiciéon de frontera:
U(frontera) =0 (3.4)

Por lo tanto, la ecuacién GS se convierte en una ecuacion diferencial parcial lineal en

v
0 10¥ 82\11 2,&0]90 2 27“8305.8
r§<;8r)+822+( G r NG >\P_O (3:5)

)

Para resolver esta ecuacion, el procedimiento utilizado esta basado en separacion de
variables, primero se normalizan las coordenadas. La normalizacién queda definida

COINo:

U= Vgt 0<¢ <1
r=Ry(1+e2+22)? —1<z<1

z=ay -k <y<kK .

El parametro € = a/ Ry es el inverso de la razon de aspecto y « es la elongacion de la

columna de plasma.
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Conviene hacer los siguientes cambios:

R 2¢e
Ty <1
o? = 2{%&2 (Mopo + fi—csfg) >0
Y HoPo + ngg)/ (1+¢2) =0
Entonces, la ecuacion se convierte en:
(1+ éx)éﬂw + L o _ —a?(1+ évx)p  ( frontera ) =0 . (3.6)

0r2 1420y

La primera observacion es que la solucion trivial ¢» = 0 satisface a su vez la ecua-
cion y la condicién de frontera.
Por otro lado, el pardmetro o convierte al problema en un problema de eigenvalores
con « el eigenvalor por determinar. A su vez, a siendo positivo, asegura que no se
invierte la densidad de corriente toroidal. Y finalmente, debido a que como a o< 1/Wy,
el eigenvalor o determina el valor desconocido del flujo poloidal en el eje.
Para que v (eje magnético) = 1 se satisfaga, se utiliza que 9 es lineal por lo que un

cambio de escala de la funcién propia es suficiente.

El altimo parametro v esta determinado debido a que conocemos todas las varia-
bles de las que depende, y nos permite saber de forma rapida las condiciones de

fuerza de nuestro problema, es decir:

0 <0 < Umax,

v=20 Sistema Libre de fuerzas (py = 0),

v=1 By, =1(0B =0),

V = Umax = 1/é Inversion de corriente en r = Ry — a( altaf) . )

A continuacioén, se procede a resolver el sistema por separaciéon de variables. Supo-
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niendo ¢ compuesta por funciones:

= X, (2)Yaly) - (3.7)

Sustituyendo, se tienen las ecuaciones para X y Y,

% + 12V, =0,
(14 éx) e + (k2 + N22) X, = 0,

2 _ 2 _h}
k2 =a? ol

A =%

utilizando como constantes de separacion h2, y ya que o > 0 entonces A\? > 0. Ele-
gir la constantes de separaciéon depende de observar las soluciones con superficies de
flujo cerradas dentro del plasma. Si cada término en la expansién produce superficies
anidadas alrededor de x = 0, y = 0, entonces la suma de los términos se cerrara

alrededor de z = 0, y = 0. Y a su vez los términos convergeran a un valor respectivo.

Las soluciones para cada término son cerca del eje geométrico de la forma, ¢, =
co+ 17 + ey + c3x? + ey + - - - . Donde, debido al comportamiento que se espera, de
elipses anidadas alrededor del eje magnético, se puede asegurar que los términos cs, ¢4
deben tener misma signatura para asegurar superficies cerradas. Para que esto suceda,
se eligen las constantes de tal forma que h?2 > 0 y que su magnitud no exceda cierto
valor para que suceda k2 > 0, por lo que cada término de la suma producira superficies

de flujo cerradas cerca del eje. Las condiciones para la elecciéon de constantes son:

0<h2<h2,, hix = (14 %) q,
K2 > k2 >0, Fmie = @

max

La cantidad de términos a considerar depende de las soluciones. Las soluciones
pueden requerir 4 constantes de separaciéon y 7 o 12 términos en la suma si la confi-

guracion de interés es simétrica o asimétrica, debido a las restricciones en la frontera.
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Por lo tanto, de la ecuacion (3.8) se tienen dos soluciones, ambas regulares en el
dominio de interés. Aplicando del método de Frobenius se muestra que una solucién
se comporta como Cn(x) = ag+ para z pequenas. La otra solucién se comporta como

Sn(z) = bix + . Obtenemos asi las dos soluciones expandiendo :

X (@) = Cu(z) =, [dmxm c08 (kn) 4 bpz™ sin (k‘nm)} (39)
! Sp(z) =>] [dm:vm cos (kn) + bypx™ sin (knx)] . .

y
cos (h,y)
Yuly) =4 (3.10)
sin (h,y) .
Las soluciones X,,(z) son encontradas de considerar que la ecuacion (3.8)) tiene
un punto singular regular en z = —1/¢ (r = 0) y un punto singular irregular en

x =1 = 00. Pero, el régimen de interés —1 < x < 1 no incluye las singularidades.

Los m-ésimos coeficientes son proporcionales a €™, por lo que si |¢] < 1 por lo

que se puede asegurar la convergencia de las series.

Sustituimos cada expansion X, (z) y Y, (y)en (3.8). Esto conduce a dos tipos de

términos para cada tipo de expansion, cos(knz) y sin(knx).

Luego de establecer cada coeficiente en cero, se producen las relaciones de recur-
sion para los coeficientes.
Las relaciones de recursion son idénticas para ambas expansiones, aunque los coefi-
cientes iniciales distintos de cero son diferentes.

A continuacioén se presentan las relaciones recursivas para los coeficientes a,,, by, G, b

asi como la primera y segunda derivada analiticas que son necesarias para derivadas
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posterior :
Uy = _m(m;—l) [E(m — 1)(m — 2)am—1 + (N — €k2) am—3 \
+2(m — Dknbpm_1 + 28(m — 2)kybpm_s] , (3.11)
b = =iy [E(m = 1)(m = 2)b 1 + (N — €K2) by 5]
—2(m — V)kp@m_1 — 28(m — 2)knapm_o] ,

/

Cn(z) y Sp(z) pueden verse como funciones matemaéticas conocidas y pueden ser

calculadas de forma computacional de manera exacta,

Clz)= >, [(—kndmxm - ml;mxm_l) sin (k,z) + (kn?)ma:m + mdma:m_1> oS (kn:c)} ,
Sh(x)= >°, [(—k:ndmxm + mgmxm”) sin (k) + (/{:ni)mxm + mdmxmfl) cos (kn:v)} ,
C"(w) = —BEEC,(a),
Sa(x) = —Eatrg (g

(3.12)

La cantidad de términos, asi como de constantes de separacién en la serie para
¥(x,y) depende del niamero de restricciones del sistema. Partiendo de superficies ce-
rradas por construccion. Se puede pensar en condiciones que deberia satisfacer el flujo
poloidal en cuatro puntos especificos alrededor de la circunferencia: (i) el punto inte-
rior del plano medio , (ii) el punto exterior del plano medio , (iii) el punto maximo de
la seccion media superior y (iv) el punto maximo de la seccion media inferior. A estas
cuatro condiciones se les anaden otras 4 condiciones por la pendiente y otras 4 por
la curvatura del flujo para esos mismos puntos. Por lo tanto, se tiene 12 restricciones

en el sistema.

En particular, en este trabajo se consideran configuraciones simétricas respecto al
eje ecuatorial por simplicidad (Simetria arriba-abajo), lo cual reduce las soluciones a

los términos cos (h,y) en la serie Y,,(y), por su paridad , reduciendo asi, las constric-
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ciones de 12 a 9.

Ademas, debido a la misma paridad del cos (h,y) y Si(z) con k; = 0 es cero , las
restricciones de pendiente en los puntos medios internos y externos también se satis-
facen.

Esto reduce el nimero de restricciones de 9 a 7.

Por lo tanto, por construccién, basta considerar siete términos en la serie para
¥ (x,y) deberian ser suficientes para generar superficies anidadas en este tipo de mo-

delos.

3.1.2. Eleccién de constantes de separacion.

Es importante recalcar que cada constante de separaciéon conduce a dos términos
Cp(x) y Sn(z) en (3.9), por lo cual, para nuestro suposicion de 7 términos es conve-
niente optar por 4 constantes de separacion; lo cual significa 8 términos y hacer que
un término se anule. En el articulo se sugiere tomar h?, para hacer k% = 0, de acuerdo

con la construccion de Sy (z).
2\1/2
M =hpax=(1+)"a—k =0 . (3.13)

Con esta consideracion la solucion asi como su primera y segunda derivada son de la

forma.
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U(x,y) = ¢ cos (hy) Cy(x +z4:cos Cn(2) + 8n5n ()],

2
awgg’y) = ¢ cos (hy) C —i—ZCOS 2Y) [, C () + 5,50 ()],
8w((9.7;,y) —eyhy sin (hyy) Cy(x Zh sin (hyy) [caCr () + 509(2)]
PV _ o (huy) Yo ZCOS ) [eaCl) + 5,54()]
—8212(; Y 12 cos (ay) G () — ihi 008 (hny) [enCo () + 509 (2)] -

2

Por lo tanto, los coeficientes a determinar son w = [y, Co, S2, €3, S3, C4, S4].

La eleccion de las constantes h, es un tanto arbitraria debido a que, siendo estas
constante, determinan soluciones analiticas de la ecuacion de GS de razén de aspecto
parecido, con la misma elongaciéon y triangularidad, y valores similares para beta y
factor de seguridad.

La eleccién se lleva acabo con un algoritmo empirico que funciona en la mayoria de

configuraciones:
\
hy =(1+€)1/204 ki =0,
b = (%) 0420 k= (f)a (3.14)
hy = (8)"1+e) a0 k= (8,
h4 =0 k4:(l/

3.1.3. Modelo de Superficie

La forma de la superficie corresponde a una curva con forma de “D” con bordes

suaves. La cual en coordenadas rg, zg se encuentra parametrizada por un angulo 6
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donde 0 < 0 < 27, es decir, asocia cada punto con un angulo de la forma:

o s . _ s . . é + 2 s .
s —R0+acos<6’+5sm9> — x5(0) —cos<9+5sm0> S sin“(6 + dsin0), (3.15)
zg = aksinf — yg(0) = ksin 6.

donde, ¢ es el inverso de la razon de aspecto, a es el radio menor de la columna de
plasma, Ry el radio mayor, k corresponde a la elongaciéon , § es la triangularidad y

5 = sin~' 4. Los pardmetros referidos se muestran en la figura (3.1)).

I P

Figura 3.1: Diagrama de parametros geométricos para una seccion transversal donde
e es el inverso de la razon de aspecto, k elongacion , § triangularidad [35].

De tal forma que para un conjunto de valores especificos podemos obtener dis-
tintas geometrias en la figura se muestran tres tipos de curvas que se pueden
obtener de esta parametrizaciéon. Por lo tanto, los puntos de interés son:

El punto interior del plano medio § = w, xg = —1,ys = 0; el punto exterior del

plano medio § = 0, zg = 1,ys = 0; y punto maximo superior § = 7/2 jzg =
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a b c
£=0.5 k=1 6=0 €=0.5 k=17 6=0 £€=032 k=17 6=033
0.6 1.00
0.6 4
0.75
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0.2 4 4
0.25 02
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Figura 3.2: Diagrama de tres fronteras diferentes considerando los pardmetros (a)
Circunferencia (¢ = 0.5,k = 1,0 = 0), (b) una elipse (¢ = 0.5, = 1.7,0 = 0),(c)
seccion con forma de “D” (e = 0.33,x = 1.7, = 0.33) [1].

-5 —(g/2) (1 —6%) ,ys = k-

Mientras que las restricciones de pendiente y flujo son:

)
(a) ¥(—=1,0) =0 Superficie de flujo en 6 = 7,
b) ¥(1,0) =0 Superficie de fluj 6 =0,
(b) ¥(1,0) uperficie de flujo en (3.16)
(¢) ¥ (—zs,k) =0 Superficie de flujo en 6 = /2,
(d) ¢ (—zs, k) =0 Superficie de flujo en 6 = /2, )

donde z5 = §+(g/2) (1 — §?) es de nuevo la coordenada z del punto méaximo superior.

Las condiciones de curvatura requieren que se expandan los tres puntos criticos de la

forma :
$\2
re+ 1= —(1_‘2,(:2_5) y2 0=mn
g — 1~ —UHUE2 o §=0 (3.17)

yg—ﬁz—m(xs—l—xg)z 0=m/2 .

Lo cual, al expandir ¢ (x,y) en esos puntos, se convierte en condiciones para el flujo
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poloidal:
_ 20 2
(G (‘rS?yS) ~ w (xS + 1) + - 1/)(9(y21,0)y75 =0
2 2
U (w5,ys) ~ 25 (w5 — 1)+ ZHL0% =0 (3.18)
2 —I§,K €T xr 2 -5,k
Y (v,ys) ~ TUpen) st 4 WL (yo ) =0 §=0 .

Por lo tanto, de (3.17) y (3.18)) se llega las condiciones de curvatura:

—-1,0 1—e)(1-6)2 _
(e) zzpﬁyxy((—l,o)) =~ 6).%(2 E=-A f=m,
$\2
(f) 15;5((117,(%) _ <1+a)521+6) = A, =0, (3.19)
Yaa(—x5,8) K — _
(&) e = aeppa=m = A 0 =7/2

Asi se llega a 7 constricciones (a)-(g) en la funcion de flujo poloidal. A partir de ellas

se determina « y los coeficientes de expansion desconocidos.

3.1.4. Método de Soluciéon

Como se mencion6 antes las relaciones de recursion (3.11]) permiten descomponer
el problema en uno mas sencillo de ecuaciones algebraicas lineales homogéneas para

los coeficientes, donde :

(@) -u=0, (3.20)

siendo « el valor propio pero, que a su vez aparece en las constantes de separacion.
La solucioén de este tipo de problemas puede ser encontrada en referencias de métodos
numéricos en algebra lineal como [36] [37][38)].

Una vez fijadas las entradas geométricas ¢, k, d, v. Se establece el coeficiente c; = 1. Y
se procede a resolver el sistema lineal de seis ecuaciones conformado por las ecuaciones
de la (a) a la (f), para las seis incognitas ¢, c3, ¢4, So, S3, S4. La solucion encontrada

para el el eigenvalor a? sera correcta siempre y cuando se cumpla la siguiente ecuacion:

Q1 + Qoo + Q352 + Qucz + Q553 + Qsca + Q754 =0 . (3.21)
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Encontrar el punto donde se resuelve esta ecuacion se reduce a encontrar la
interseccion con el eje en cero. Ahora bien, se puede dar el caso de existir coeficientes
que hacen valores asintoticos en «, provocando que se vaya a infinito y regrese por
menos infinito, lo cual se puede interpretar como un cero en un codigo que busque
raices. Estos ceros por asintotas son resultados de tipo espuria. Para resolver este

defecto es conveniente definir:

Q1+ Q2co + Q382 + Qucz + Q553 + Qgcs + Q754 )2 =0 . (3.22)
Q1] + |Qa2ca| + Q52| + [Qucs| + [@ss3] + |Qsca| + |Qrs4]

E(a) = (

Esta funcién es simplemente una normalizacion de la ecuacion (3.21]), garantiza que
al realizar una corrida en distintos valores de «, el valor correcto sera aquel para el

cual E(a) tenga un minimo correspondiente a E(«) = 0 dada una cierta tolerancia.

El encontrar el valor de alpha se hace empiricamente mediante 'fuerza bruta’. Primero
se realiza un mapeo a escala fina sobre cien puntos para localizar un posible a méas
bajo correspondiente al minimo en E(«) con |E(a)| < Tol ~ 1072, A continuacion,
se utiliza una opcién de minimizacién de MATLAB para encontrar el « real con una

tolerancia dada.

En la figura (3.3) se muestra el caso de los valores de « para una configuracion
estandar de tokamak tipo ITER: ¢ = 0.32 , 0 = 033 , kK = 1.70, v = 1 . De forma
intuitiva el valor real de alfa, es aquel que da un minimo en la funciéon E(«). Empi-
ricamente, de ver la grafica podemos pensar que dicho valor esté dentro del intervalo

(1.9,2.1). Al agregar la funcion de minimizacion de MATLAB se obtiene:
a=2.0071 |

E(a) = 1.4917¢ — 15 .

Esto es importante debido a que un procedimiento anélogo se lleva a cabo en cada

uno de los casos tratados en la secciones posteriores para encontrar su respectivo valor
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Valores de a
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Figura 3.3: Grafica de Valores de alfa contra funciéon de tolerancia.

solucién « y dicho valor no necesariamente es el mismo.

Las soluciones numéricas generadas para estos as satisfacen la ecuacion de Grad-
Shafranov con el valor deseado de tolerancia. Dicha tolerancia esta relacionada con la
cantidad de términos en la expansion en serie de senos y cosenos. Para este trabajo se
utilizan, como ya se menciono 8 términos determinados, y se deja correr el algoritmo
para obtener los valores por recursion de otros 142 términos en dichas series, lo cual

toma un tiempo de 2 segundos en ser computados con un procesador Intel Core i5-

6200CPU a 2,3 GHz.

3.2. Resultados.

A continuacion, se presentan los perfiles de solucion con la propuesta de solucion
de Guazzotto y Friedberg en [3] en las configuraciones de tres experimentos actuales,

uno en construccion y dos actuales: ITER, ST40 y MAST-U para observar el com-
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portamiento de los equilibrios que se obtienen, figura (3.4)). Los parametros fueron

recopilados de www.tokamak.info [39]. Es importante notar que v = 1 esta relaciona-

ITER MAST-U ST40

€ 032  0.77 0.59
5 0.33  0.32 0.32
K 1.7 2.00 2.50
" 1 1 1
Ro[m] 6.2 0.8 0.4
Bo[T] 5.30  0.840 3.00
% 1 1 1

Tabla 3.1: Parametros de cada dispositivo de confinamiento. Parametros geométricos
(€,k,0), y (Ro, By) las variables fisicas de interés.

do con el valor de Sp. Ademas, se considera el caso gy = 1, la relacion entre el campo

poloidal y el toroidal en el eje magnético.

Con la intenciéon de conocer la soluciéon de Grad-Shafranov de cada configuracion
se utilizo un cédigo en MATLAB, cortesia del mismo Luca Guazzotto en su articulo
[2]. Es decir, para cada configuracion, el codigo resuelve el sistema de ecuaciones dado

por las condiciones a la frontera.

Una vez hallado cada equilibrio para una configuracion especifica, se utiliza la so-
luciéon 9 para encontrar los perfiles de los campos (poloidal y toroidal), el perfil de
la densidad de corriente, el perfil de presion y el perfil del factor de seguridad. Esta
corresponde a la principal contribucién realizada en este trabajo. Posteriormente, se

calculan las figuras de mérito del plasma.
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t{r, z) para ITER w({r,z) para MAST-U {r, z) para ST40

—
=%
o

05

04

03

02f

01

. . . . L . .
0.7 08 09 1 11 1.2 1.3 .
- r ¥

Figura 3.4: Soluciéon de Funciéon de flujo poloidal ITER, MAST-U y ST40.

3.3. Perfil de los Parametros de plasma.

3.3.1. Calculo de Campos.

En el trabajo de Guazzoto [3] se omite la obtencion del calculo del campo toroidal
y poloidal, asi como, el perfil del factor de seguridad, por lo cual, la principal contri-

bucién de este trabajo es el calculo de estos mismos.

Campo toroidal.

En primer lugar para la obtenciéon del perfil de campo toroidal, hay que recordar
que el campo magnético en funcion del flujo magnético poloidal esta descrito por la
relacion:

B=VVU xVp+ F(¥")Vp . (3.23)
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La funcion F(V) = rB, corresponde a la componente toroidal del campo, donde se

defini6é, en una seccién anterior, a

26B [ U \*
F2(0) = R?B? |1+ — [ —
( ) RO 0 + BO (\IIO)

Por lo tanto:

1 26B [ ¥ \?

Es decir, una vez encontrada la solucién para cada coordenada (r,z) basta tomar

z = 0 para asociar a cada 7 un B,(r) en el ecuador.

A continuacion, en la figura (3.5)), se muestra el perfil del campo toroidal en el ecuador

para los aparatos: ITER, MAST-U y ST40.

a Campo Magnético Toroidal b Campo Magnético Toroidal C u Campo Magnético Toroidal
8 4

75 35 7

7 3

0
06 07 08 09 1 11 12 13 14 02 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 0.4 06 08 1 12 14 16

Figura 3.5: Campo magnético toroidal para [a] ITER, [b]MAST-U y [c] ST40.

Campo Poloidal.

De forma analoga, para estimar el perfil del campo poloidal, de la ecuacion (3.23]).
Sabemos este esta dado por:

B,=VV x Vo . (3.24)

De la ecuacion (2.25) y (2.49)) se tiene que si W = Wy1), entonces:

Yo (a—we a—wez> : (3.25)

p:_R_%r oz ' or
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Es decir, de igual manera que para el caso toroidal, una vez encontrando la solucion
para cada coordenada (r,z) basta tomar z = 0 para asociar a cada r un B,(r) en
el ecuador, y asi calcular las derivadas respecto a 1. Los perfiles de campo poloidal

obtenidos para los tres dispositivos se muestran en la figura (3.6)).

a Campo Magnético Poloidal b Campo Magnético Poloidal C Campo Magneético Poloidal

15 v4 15

1 1

05 0.5

Figura 3.6: Campo magnético poloidal para [a] ITER, [b]MAST-U y [c] ST40.

Factor de seguridad q.

El factor de seguridad es un parametro que puede describir la estabilidad en una

columna de plasma en un tokamak a medida que se observa el centro de la columna,

rB,
RB, ’

q= (3.26)
Un factor de seguridad ¢(r) alto se considera "bueno"para la estabilidad, mientras
que bajo ¢ es "malo".

Los tokamaks tipicos operan con ¢ ~ 3 en la pared del plasma; el valor de ¢ es uno de
los criterios de diseno més importantes para tokamaks ya que dicta las condiciones

para el campo toroidal [25].

En la ecuacion (3.26]), se puede observar la necesidad de elegir convenientemente
una parametrizacion para r debido a que se corre el riesgo de dividir entre cero cuando
la B, = 0. Es necesario asegurar que r = 0 al mismo tiempo que B, = 0, es decir,

que el cociente BLP — 0 tiende a cero para que no haya problemas. En particular, para
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este trabajo, obtener informacion del factor de seguridad es necesario parametrizar
los elementos de tal forma que las contribuciones a la fraccién se hagan pequenas a

medida que nos acercamos a la singularidad B, = 0.

Por lo cual, se define el punto, 1 + A, en la coordenada radial r; en este punto
se localiza el eje magnético de la columna de plasma desplazado y es , a su vez, don-
de campo poloidal se anula. El desplazamiento A con respecto al eje geométrico del

aparato se denomina corrimiento de Shafranov [40)].
B,(1+A)=0 . (3.27)

Una vez conocido el desplazamiento A, se define una posicion relativa de un punto r

desde el eje magnético, p:
r—(1—A)

= 3.28
p x (3.28)
Por lo que, reescribiendo (3.26)) en términos de p tenemos:
pB,(r)
q(p) = : (3.29)
By(r)

Finalmente, el factor de seguridad en p, calculado desde el eje del toro, se muestra a

continuacion para los aparatos ITER, MAST-U y ST40. Observar figura (3.7).

o

a Factor q Factor q c Factor q

24 9 g 35
\
al\
22 \ \ 3 \
\
2 A T\ A
\ 25 \
i 6 \ \
\ h
16 & o 2 o
= & A = N
\ = i = L
14 \ 4 15
\. X N
12 3 \\ .
\\ 1 S
N >
1 2 % ~
= <L =9
.56 / 3 < 0.5 e

0.8 N = = | =
0.6 o o

06 07 0.8 09 1 1.1 12 13 14 02 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 04 06 08 1 12 14 16

Figura 3.7: Perfil del factor de seguridad para [a] ITER, [b]MAST-U y [c] ST40.
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Perfil de Presion.

De forma similar a la obtenciéon del campo magnético toroidal. En una seccion

anterior se defini6 la presion en funciéon de :

p(¥) = po (%)2

Por lo tanto, una vez hallada una solucién de equilibrio para una configuracion se

(3.30)

puede conocer el perfil de presiéon para un dispositivo. A continuacién, las gréficas

en la figura (3.8) muestran los perfiles de presion en ITER, MAST-U y ST40. Las

unidades resultantes en estos dispositivos son del orden de e’ |Pa).

a Presion b
1

C

09 \ 09

08 / \ 08
/

07 i 07 /

506 / \ 506 / \

=05 / =

\ Zos
0.4 \ 504 / \
/ \
03 / 03 / \
02

02 / \
01 ) 01 \
\, 7 \

5 06

=05

1

0.9

0.8

0.7

0.4

03

02

0.1

0 0
0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 13 1.4 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 14 16 1.8
T .

0
0.4 0.6 08

Figura 3.8: Perfiles de presion con respecto al radio en |a] ITER, [b]MAST-U y [

ST40.

Perfil de Corriente.

Una vez encontrada la solucion del equilibrio a la ecuaciéon de Grad-Shafranov; el

perfil de densidad de corriente toroidal esta determinado por la ecuacion :

d 2 dF?
—/L07“J¢ =AU = —/L07'2d—‘1£1 — %d_\lf (331)
Entonces:
AU
Jp = T (3.32)
donde recordando que
0 (10V 0%
AV =r—(-—— — .
"or (r 37’) * 022 (3:33)
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Por lo tanto, una vez encontrado el equilibrio basta con encontrar las derivadas de la
funcion de flujo poloidal para averiguar la forma de la densidad de corriente poloidal.
A continuacion, en la figura , se muestra el perfil de densidad de corriente para
los tokamaks:ITER, MAST-U y ST40. Las unidades resultantes en estos dispositivos

son del orden de e” [A/m?].

a

Densidad de Corriente

Densidad de Corriente

Densidad de Corriente

206
=05

Y04

09
0.8

07

0.3
0.2

/ \ 0.1 / \ 01 \

Figura 3.9: Perfiles de corriente con respecto al radio en [a] ITER, [b]MAST-U y [c]
ST40.

3.4. Figuras de Mérito.

Las expresiones de figuras de mérito necesarias para caracterizar la columna de

plasma en un tokamak como funcion de ¥ son definidas en esta seccion [3].

El primer parametro de interés debido a que a partir del se pueden calcular las demés

figuras de merito, es el factor de seguridad local. Recordando que

’ L B
- th—>oo fO %dl

o L B
lim;_ o fo dl

, (3.34)

es la relacion entre la magnitud de los campos magnéticos sobre un segmento de

campo linea de longitud L. Entonces de sustituir nuestra nuevas variables (3.8), se

(1)”@%(96%@3)”2(1_9
Bo 2 Jp \¥2 + pyi r

tiene

q(y) =

F@) [ dl - F(y)
21 /Lr2BP " RyBy (3:35)
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Una vez ubicado el eje de las soluciones para el flujo poloidal, de la ecuacion (3.35))

se calcula el de factor de seguridad en el eje:

F(4) (1)” ; L] 3.36
RoBy \ By T(lﬁmwyy)lﬂ P=1 ( |

Se hace especial énfasis en que se puede relacionar mediante esta ecuacion (3.36|) el

B

do = (\I] ‘IISD )1/2] -
RR¥* 77 —

factor qo con el valor de By = 2uopo/ Bg. Por consiguiente, con la intencién de hacer
mas sencillas las expresiones obtenidas se escriben las figuras de mérito en funcion de

Bo v a su vez se observa la relacion de 5y con qq

vela?
By = . 3.37
] T e (=) [ R =R 337
A continuacion se definen los parametros dominados figuras de mérito.
Presion de plasma en el eje:
B? >
po =P <— : 3.38
o= (52 (3.3%)
Diamagnetismo en el eje del plasma:
0B 50 (1 + 82) 1—v
— = . 3.39
BO 2 v ( )
Flujo magnético en el eje:
B RQ 1/2
U, = £bolty <@> . (3.40)
Q@ v
Beta toroidal promedio:
2110 Js¥? dz dy
= — = 3.41
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Beta poloidal promedio:

B = 200V _ 2h0tp)v ___Jstdedy (3.42)
(BE)y  uop+ (F?/RE = Bg) [r)y [ (%) ? de dy '

Corriente de Plasma Toroidal:

1/2 .
1
pol = po | J,dA = eByRy« @ +ver Ydx dy . 3.43
a v s

1+ éx

Inductancia interna normalizada por unidad de longitud:

2L; 2 9 4T fs <1;r:éxﬁ> P? dr dy
l; = 7 = PR By dr = — - 5 - (3.44)
« v
Holty  pg o Jv [fS (11-:_&6)1/](11, dy]
Factor de Seguridad g,:
2 2 1/2 2
_27raBO<1+/<)_7r5(1) 14+ k& (3.45)
& poRol 2 a \fo Js (iii?) pda dy ‘

Donde S hace referencia a la seccion transversal del plasma definida en la figura ((3.1]),
mientras que V' es sobre el volumen.

Por lo tanto, una vez conocida la solucién para cada equilibrio de ¥ se pueden cal-
cular las figuras de mérito que se muestran en la tabla para los tokamaks:ITER,
MAST-U y ST40.

Po 5B/B \IJO ﬂT BP ]plasma [A/mQ] lz g«
ITER 9.43849e+05 0 0.2456 0.1980 1 1.6239e+06 0.9237 3.2501
MAST-U 5.44577e+04 0 0.1500 0.0675 1 9.2572e+05 0.9661 6.7250
ST40 8.4107e+05 0 0.4700 0.1386 1 3.3846e+06 0.8254 5.5924

Tabla 3.2: Figuras de mérito resultantes para [TER, MAST-U y ST40.
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3.5. Regiones con Pedestales.

En la seccion anterior se suponen condiciones de frontera suaves para la presion,
el gradiente de presion y la densidad de corriente toroidal en la superficie del plasma;
esto significa que dichas funciones tienden a cero en el borde. Sin embargo, en algu-
nos tokamaks existen fenémenos de borde que producen corrientes localizadas en la

superficie del plasma.

En esta seccion se hace una generalizacion, de forma similar a la realizada por
Luca Guazzotto en [9], a las soluciones previas de equilibrio para poder abarcar casos
mas realistas con situaciones que se denominan “pedestales” en el borde del plasma.
Un pedestal se define como valor finito positivo diferente de cero en algin parametro
fisico del plasma. Especificamente, los pedestales utilizados se anaden a la funciéon de

presion, en el gradiente de presion y en la densidad de corriente toroidal.

Las soluciones expuestas en el capitulo anterior se obtuvieron de considerar rela-
ciones lineales respecto a 1 para las dos funciones libres, es decir, el gradiente de
presion 2 (w) y el gradiente de campo toroidal dr T dFW) Fn esta seccion se afiaden con-
tribuciones en la frontera, modificando las funciones libres por medio de constantes
que se definen, especificamente para este trabajo, como pedestales . Los pedestales se
consideran un incremento en alguna de las funciones, ya sea la presion, el gradiente
de presion o la densidad de corriente toroidal en el borde del plasma. Estas modifica-

ciones afectan principalmente el valor de algunas figuras de mérito de interés para la

fusién, asi como el desplazamiento de las superficies de flujo.

Las primeras dos constantes anadidas son para la presion y la corriente de Boostrap
localizadas ambas en el borde plasma. En particular, la aproximacion de pedestal pa-
ra este trabajo, da como resultado corrientes superficiales. Estas son perpendiculares
a la superficie del plasma cuando se trata del salto en la presion y paralelas en caso

de la corriente de Boostrap.
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Vale la pena recordar que la corriente de bootstrap es un efecto debido al gradiente
de presion en la columna del plasma, el cual genera una corriente dentro del plasma,

causada por colisiones entre las particulas [28)].

Las corrientes superficiales mencionadas dan lugar a dos variables independientes,
fp la contribucion fraccionaria del pedestal por presion y fp que representa la fraccion

de la corriente localizada en la region del borde por Boostrap.

Las ultimas contribuciones propuestas por Guazzotto son los pedestales de gra-

diente de presiéon y de densidad de corriente toroidal en el borde.

Su inclusién requiere una modificacion de las funciones p y F'F’, que en principio
lineales en 1, se les anade una contribucion en 1 tipo Solov’ev.
Esta modificacion deja a las soluciones atn analiticas para la funcion de flujo poloidal
pero su resoluciéon debe ser realizada por un nuevo proceso similar al de la seccién
anterior.
En general estos nuevos parametros son variables independientes y para simplificar el
analisis matematico se elige un valor especifico en el pedestal de gradiente de presion.
Por lo tanto, se conserva tnicamente la otra variable independiente extra, f;, la cual

representa el pedestal de densidad de corriente toroidal de borde.

La razon por la que las corrientes superficiales no modifican de forma directa las
superficies de flujo pero si los parametros de mérito y el desplazamiento de su centro,
es que ciertos parametros son definidos en términos de campos magnéticos externos

a la superficie, mientras que los campos internos definen las soluciones analiticas.
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A continuacién se derivan las condiciones que deben de satisfacer los campos
a través de la superficie para que se cumplan corrientes del tipo superficial, antes

mencionadas.

3.6. Contribuciones por efectos de Superficie.

Existen dos contribuciones principales a la lamina de corriente superficial.
La primera contribucion a la corriente superficial a tratar es un valor de presion finito
en el borde del plasma, lo cual genera un pedestal de presion. Si se analiza el equilibrio
a través de la superficie desde el modelo MHD debe existir una corriente superficial
perpendicular que balancee el salto en la presion. La direccion de esta corriente sera
perpendicular a ambos, la normal de la superficie y el campo magnético promedio a

través de la lamina de corriente.

El pedestal de presion puede ser modelado, modificando la funcion de presion p(v /1),

mientras que la funcién libre magnética F2(1)/1)y) permanece sin cambios,

fo+ (1= f) (3)

T (3.46)

p(W/ ) = po (@3)  p (/%) = o

Esta forma para la presion (3.46)), recupera py en el eje del plasma y nos regresa una

fraccion, valor finito, de esta cantidad en el borde del plasma con la variable f,.

Con esta modificacion la ecuacion de Grad-Shafranov normalizada permanece sin
cambios, ya que la derivada de una constante es cero; pero existe una modificacion

en la definicion de a y v:

(1+ 6?[])—2 - 22—¢ = —a?(1 + éva)y
R [Mopo (1—fp)+ ﬁiﬂ (3.47)
_ popo(1—fp)

popo(1=fp)+BodB/(1+€?)



CAPITULO 3. PERFILES DE EQUILIBRIO. 58

Por otro lado, la segunda contribucion importante a la corriente superficial fluye
perpendicular a la superficie y paralela al campo magnético promedio a través de la
superficie.

Tal como describe Guazzoto, esta corriente se relaciona con la corriente de Boostrap

localizada cerca del borde, la cual es descrita por Helander y Sigmar en [41]:

Jg - B . 1 dn 1dT
J = ~ —242eY?Rop | = — 4+ 0.054——| . 3.48
()= (2225 ) & oapet [ LS8 001 S (3.49

Es interesante notar que cerca del borde, la densidad y la temperatura poseen valores
finitos, lo cual produce una contribucién localizada a la corriente de bootstrap en
esa region. A continuacion se describe la contribucién de la corriente de bootstrap
como una fracciéon de la corriente en el plasma. Dicha componente puede ser medida
experimentalmente. Se expresa la corriente en la superficie en dos componentes, una
toroidal y una perpendicular a la superficie: K| = K, e, + K| pep. Centrandose en

K\, porque genera la corriente toroidal, se tienen:

Ijp = j{Kwle’

integrado sobre dlp, el diferencial de longitud de arco poloidal. A continuacion, si I
es la corriente toroidal del niicleo de plasma previamente calculada, la corriente total
que fluye en el plasma sera I=1+1 |- Asi se define la segunda contribucion a la
corriente del plasma tipo bootstrap en la superficie como:

Iy 1-1

= = e :1—
/B i

, (3.49)

~>
~psl ~

siendo fp otra variable de independiente para la solucion.
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3.6.1. Corrientes Superficiales.

A continuacion se hace un analisis de las corrientes superficiales partiendo de las
soluciones obtenidas para regiones sin efectos de borde de la seccion . De aqui se
asume que se conoce B, () y B,(8) , especificamente dentro de la corriente superficial.
En seguida, se le da valores a las nuevas dos contribuciones de presiéon y de corriente

de bootstrap, f, y f5-

Con estas modificaciones se calculan nuevamente los campos magnéticos afuera de
la lamina de corriente superficial, B%(Q) y Bp(0), con la intencion de tener una con-
diciéon de corriente autoconsistente.

El analisis de la corriente superficial comienza usando la ley de Ampére y el balan-

ce de presion a través de la superficie para derivar las expresiones para B@(H) y B p(0) .

Por un lado para el campo magnético toroidal, los pedestales dentro y fuera de la

superficie son de la forma

B,(8) = Bof—g) Campo Interno,

B,(8) = BOTI(%_QO) Campo Externo,

, (3.50)

donde destaca la inica nueva incognita By, este valor es de hecho el campo magnético
en el eje magnético para el vacio, mientras que By es una formulaciéon matemética
conveniente del campo magnético en la ausencia de corrientes superficiales.
La relacion entre los campos magnéticos, interno y externo, define la corriente poloidal
superficial:

Kp B, B, Ry Bo

— ¢ (Ap—1) 2 Ap

I S = —. 3.51
Ho BO BO BO T BO ( )

La variable Ap relaciona ambos campos magnéticos toroidales.

Mientras que la relacion entre los campos magnéticos poloidales, externo e interno,



CAPITULO 3. PERFILES DE EQUILIBRIO. 60

esta determinada por la condicién de balance de presion en la frontera

B2 ~ ~
HP‘FQ—“O”f t :0_>2HOpr0+B;2>+Bs2o:BIQ)+Bi' (3.52)

Reacomodando (3.52)) y sustituyendo (3.51)) se llega a

K, Bp Bp B} 2 2 Rj 2 Bp
v _ T _ - | =X 2 B — (AL —1) —= - — 3.53
e = o o= | G+ Cumn/ B - (05— 1) 2| - 3
sustituyendo By = 2uopo/ Be:
K, Bp Bp [B3 , RrR21Y? Bp
v _ £ 27 | Z£ — (A1 —1) —= - —. 3.54
Ho By By By [Bg ilr ( b ) 72 By ( )

Si se asume que se conoce Ap entonces la ecuacion (3.54) esta determinada y cumple

la condicién de balance.

Procedimiento

Por lo tanto, para hacer la evaluacion de la superficie de corriente satisfaciendo la

condicion de balance de presion (3.52)) se sigue el procedimiento:

1. Se calcula el equilibrio sin pedestal como en la seccion (3.1)), especificando la
geometria y v. Se evaltian los valores de B,(6)/Bo, 5o,1/By.

2. Se anaden los valores de pedestal en la presion y la corriente de Boostrap, f, y

fB, respectivamente.
3. Se hace una estimacion del valor Ag.
4. Se evalta Bp(0)/By de (3.54).

5. De la ecuacion (3.49) se estima el pedestal de la corriente de Boostrap para

comparar la semejanza que tenga con la variable anadida en el paso 2.
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6. El valor de Apg se itera hasta que el valor estimado de fp coincida con la variable

anadida en el paso 2.

7. Finalmente, se evalia B, (8)/B, de (3.51).

Este procedimiento conduce a las expresiones adecuadas para los campos que cumplan
la condicién que supone el balance de presién a través de la superficie de corriente.
Es importante notar que no se modificaron las soluciones previamente calculadas en
la seccion (3.1]). En su lugar , una vez obtenidas las soluciones se hace uso de las con-
diciones de balance entre una regién y otra para modificar los parametros calculados

en el post procesamiento.

En la siguiente secciéon se anade una contribuciéon finita a la densidad de corrien-

te en la region del borde la cual si modifica la soluciones de flujo poloidal.

3.7. Pedestal de Densidad de Corriente

Finalmente, se introduce un ultimo parametro libre f; correspondiente a la frac-
cién de la densidad de corriente que se ubica en el borde del plasma. Su anadidura

ayuda a encontrar soluciones analiticas simples pero como consecuencia modifica las
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expresiones p(¢/vo) y F(¢/¢),

p(\I’/\PO):po{fp—i—(l_fp) (%)2—1—141 (%) - (\1%)2

’ ) (3.55)
F2(U/W,) = R2B? {1 + 25 (%) + 24, (%) - (%)

Los dos parametros nuevos Ay, A, , estan relacionados con el parametro f; definido

en una ecuacion posterior.

Por lo tanto, las modificaciones, (3.55)), llevan a su vez a una ecuacién de Grad-
Shafranov modificada. Considerando las mismas cantidades normalizadas definidas
anteriormente: ¢ = V/Uy,r = Ryr'/? y z = ay. La nueva ecuacion de Grad-

Shrafranov queda reescrita como:

(1 —i—éx)a—d) + 1J:E 1’5 = _jtp(xa1/))a

Je(, {[Mopo 1_fP_A1)T+BQ< 2)]¢+[%A1r+373/12]},
r=14¢? +25m.

(3.56)

De aqui, eligiendo A;/A; de tal forma que la relacion entre el término 7 y el término
constante en el corchete ¢ sea igual a la misma relaciéon como en el corchete constante,
el resultado conducira a una solucion particular simple para 1. La condicion para la

igualdad es:
(1—-fp—A) A A 0B A4

(0B/By — A3) Ay > Byl— fp (3:57)
Entonces, la corriente toroidal se reduce a:
. 2 ByoB
Je(@, ) = \IJQ (Mopor + 1— fp ) 2(1—fp— A+ A, (3.58)

de donde se introduce la variable de entrada, f;. Debido a que, la densidad de

corriente no es una funciéon de flujo pura, la magnitud del pedestal varia alrededor de
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la superficie del plasma,

1= Jo(r, frontera ) ]'9(,(.9:,0)/7"1/2 B Ay N 2(1—fp) fs
T 0 axis ) ju(x, 1)/r2 T 2(1— fp— Ay) + A YT
(3.59)
Con este cambio la ecuacion (3.58) queda de la forma:
o 0) = e (1= fo) 4 BB - )6+ ) . (3.60)
J\ T, = \113(1+fj) HoPo P 0 J Jl - .

La condicion conduce a un término no homogéneo de la ecuacion de Grad-
Shrafranov, donde ) = —f;/ (1 — f;) = const es una soluciéon particular de la ecua-
cion de Grad-Shrafranov.

Sustituyendo las expresiones obtenidas, se llega a la nueva de la ecuacién de Grad-
Shafranov y se definen las nuevas constantes modificadas «, ¥ més una funciéon de flujo

desplazado ¢ ;(z,y) :

A N\ O2 2 . \
(1+ 8;1:)88;@ + 1J252 88;@ = —a?(1 + éva)ihy,
2 _ 2R3a® (1-f BydB
o? = 2 (142 [jopo (1 — fir) + 2222] o
v = topo(1=fp) '
popo(1—£p)+BodB/(1+€2)
_ J
wJ - w + 1;;{] . )

Esta ecuacion es similar a la ecuacion sin pedestal dada por (2.45)), con la diferencia

de que la restriccion del limite de la funcion de flujo. Se convierte en:

fa
1—f;

Y( superficie ) = 0 — ¢, ( superficie ) =

Condiciones de Frontera.

Debido a que ¢ and v difieren en una constante, la condiciones de pendiente (de-
rivada) y curvatura(segunda derivada) se mantienen idénticas al modelo sin corriente
de pedestal descrito en la secciéon anterior.

De acuerdo con Guazzotto, si el pedestal no es demasiado grande, no es importan-

te modificar las restricciones de curvatura, por lo que la soluciéon atun satisface la
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ecuacion exacta de Grad-Shafranov para el caso sin pedestal.

Procedimiento para la Solucioén.

Ya que la condicion de contorno en v (frontera) es ahora no-homogénea, la solu-

cion que se propone en [9] es una re-normalizacion en el eje de la forma:

U axis ) = - 1 -~ (3.62)

Una vez especificada la geometria de la configuracion y un valor de v, se puede locali-
1 2def Al 1 i destal, i dot Iment
zar un valor para o de forma anéloga al caso sin pedestal, ignorando temporalmente
la condicion de normalizaciéon en el eje. Debido a que la condiciéon de contorno en la
superficie no es homogénea, se puede encontrar una solucién no trivial, que satisfaga
(3.62) v a su vez, las 7 restricciones de frontera previas. En la columna de plasma

simétrica, las relaciones de restriccion ahora estan dadas por:

Ala)-u=v
u = [c1, Ca, Sg, C3, 83, C4, 54
v = [1p(frontera), 1 s (frontera), 1 s (frontera), 0,0,0,0] ¢ (frontera) = 1553'

(3.63)

Vale recordar, que el pardmetro « es una salida del analisis.

El valor de a se determina de forma analoga a la del caso sin pedestal. Donde el
conjunto de relaciones de restriccion no homogéneas 7 x 7 se resuelven para una «
dada, para luego iterar hasta que el error E(a) = 0 tenga un minimo para los valores

de « con una cierta tolerancia:

[ s eis) 10— g )
B = 110, i) [ 1 0= )]

(3.64)



CAPITULO 3. PERFILES DE EQUILIBRIO. 65

3.8. Resultados

A continuacion, se presentan las soluciones para la funcién de flujo poloidal, asi
como los perfiles en el ecuador de las propiedades del plasma calculados con las mo-

dificaciones por pedestal propuestos por Luca Guazzotto, para la configuracion de

ITER, MAST-U y ST40.

Como ya se mencion6 previamente, las nuevas contribuciones de pedestal por pre-
sion y corriente de Boostrap no modifican las soluciones de flujo poloidal. Pero la
contribuciéon de pedestal de corriente si lo hace, por este motivo aunque los diagra-
mas de seccién transversal parecen idénticos, no lo son. La comparacion cualitativa
de hecho se observa en la figura donde se superponen las superficies obtenidas
originalmente con las superficies obtenidas una vez agregado el pedestal. Se observa
que las superficies de flujo con pedestal tienden a ser un poco méas elongadas dentro
de la frontera del plasma.

Es importante notar que la comparacion es cualitativa porque los valores para la fun-
cién de flujo han sido normalizados debido a que no coinciden entre el caso con y
sin pedestal, atin asi la superposiciéon permite observar el cambio en la forma de las

soluciones.

Las modificaciones son notorias en el calculo de los perfiles en el ecuador para la
presion y corriente toroidal; asi como en el campo magnético poloidal y toroidal.

En las figuras siguientes se muestran los resultados para un caso general en el cual
se anade un pedestal de presion (fp = 0.2) , densidad de corriente (f; = 0.25) y de
corriente de bootstrap (fg = 0.35).

A partir de la funcion de flujo poloidal se obtienen los perfiles para el plasma:
Perfiles de presion en la figura , perfiles de corriente en la , perfiles de
campo magnético y poloidal en las figuras y (3.14)), finalmente los perfiles de
el factor q de seguridad en (|3.15)).

Como instruccion que facilite la visualizacion, en este trabajo, se acomodan los resul-
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Figura 3.10: Superposicion de las funciones de flujo poloidal para [a] ITER, [b|MAST-
Uy [¢] ST40.

tados en dos renglones, en el superior se presentan los resultados sin pedestal y en el

inferior los resultados con pedestal para los tres dispositivos tratados.

Tal como se espera, en las figuras (3.12)) y (3.11)), las funciones de presion y co-

rriente tienen un valor finito en el borde de cada dispositivo. Se genera un leve despla-
zamiento del eje magnético. En la figura (3.13]) no se observan cambios entre el campo
magnético toroidal sin y con pedestal. Mientras que en la figura se extienden
los valores alcanzados por el campo magnético poloidal conservando cualitativamente
el comportamiento de dicho campo.

Este par factores tiene como consecuencia que en la figura las graficas con
pedestal muestren un comportamiento similar a las que no poseen pedestal pero al-

canzando nuevos valores menores.
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Figura 3.11: Perfiles de presion para |a] ITER, [b]MAST-U y |c] ST40. Renglon 1,
resultados sin pedestal; Reglon 2, resultados con pedestal.

a_11 Densidad de Corriente b.l Densidad de Corriente c. 11 Densidad de Corriente
09 09 09
08 08 08
o7 o7 o7
506 506 206
i 05 Los S8
~ o4 ~ o4 ~ 04
03 03 03
0z 02 02
0.1 01 0.1
0 o 0
06 07 08 09 1 1 1z 13 14 02 04 06 08 1 12 14 16 18 04 08 08 1 12 14 16
, , ,
a-? Densidad de Corriente b? Densidad de Corriente C.? Densidad de Corriente
08 09 09
08 08 08
07 o7 o7
£ 06 506 .06
i 05 \i 05 “7 05
T o4 ~ o4
03 03 03
02 02 02
0.1 041 ’////’ 04
0 0 0
06 o7 08 09 1 1M 12 13 14 02 04 06 08 1 12 14 16 18 0.4 06 08 1 12 14 16

Figura 3.12: Perfiles de densidad de corriente para [a] ITER, [b]MAST-U y [c|] ST40.
Renglon 1, resultados sin pedestal; Reglon 2, resultados con pedestal.
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Figura 3.13: Perfiles de campo magnético toroidal para [a] ITER, [b]MAST-U y [c]
ST40. Renglon 1, resultados sin pedestal; Reglon 2, resultados con pedestal.
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Figura 3.14: Perfiles de campo magnético poloidal para |a] ITER, [b]MAST-U y [c]
ST40. Renglon 1, resultados sin pedestal; Reglon 2, resultados con pedestal.
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Figura 3.15: Perfiles de factor de seguridad q para [a] ITER, [b]MAST-U y [c| ST40.
Renglon 1, resultados sin pedestal; Reglon 2, resultados con pedestal.

3.9. Triangularidad Negativa.

Otro analisis interesante que se puede realizar con el cédigo de Luca Guazzotto
es el estudio de soluciones de equilibrio para configuraciones de plasma con triangu-

laridad negativa.

La triangularidad negativa es un factor interesante para mejorar algunas de las cua-
lidades en el confinamiento del plasma como se ha observado en algunos aparatos
modernos, el TCV y el DIII-D [4] [5][6].

En particular, en DIII-D se han obtenido mejores tiempos de confinamiento y mejor

beta del plasma [42][43].

Por este motivo es que estudiar la triangularidad negativa parece ser un tanto in-
dispensable en materia de fusién nuclear.
Una forma de hacerlo es como se realiza en el articulo Junhyuk Song y Carlos Paz-

Soldan en [7], donde, los autores utilizan configuraciones de equilibrio con triangula-
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ridad negativa para DIII-D obtenidas por el codigo para soluciones numéricas ECOM
[8]. Una vez obtenidos los equilibrios se estudia la estabilidad de estos ante elonga-

ciones transversales.

La estabilidad de la columna ante un modo normal especifico n=0, modos resisti-
vos de pared, o resistive-wall-modes (RWM), esta sujeta a los valores de beta poloidal
B, v de la inductancia interna [; que cambian con la elongacién. Las inestabilidades
de este tipo son més prominentes en el caso de triangularidad negativa que en el caso

contrario [7].

Complementando el anélisis hecho por Song y en forma de comparaciéon del equi-
librio encontrado por el cédigo ECOM; se puede encontrar un equilibrio similar con
el codigo de Luca Guazzotto y posteriormente analizar las figuras de merito de esta
solucion.

A continuacion, se muestran los parametros geométricos estudiados por Song del dis-

positivo DIII-D, tabla (3.3)).

€ o kv Rom] BoT] qo
DIII-D 034 +£04 13 1 1.7 2.0 1

Tabla 3.3: Parametros para comparacion triangularidad positiva y negativa para DIII-
D.

En la figura se muestran las secciones transversales del flujo poloidal com-
parando la triangularidad positiva y triangularidad negativa para un equilibrio tipo
DIII-D. En el primer renglén se encuentran las superficies calculadas por Song con el
codigo ECOM, mientras que en el segundo las superficies calculadas con las modifi-
caciones del codigo de Guazzotto. En la figura se observa una similitud entre
las superficies de flujo magnético para ambos casos de triangularidad, positiva y ne-
gativa; se observa un desplazamiento de Grad-Shranov mas pronunciado en el caso de

triangularidad negativa. Lo cual funge como verificacion cualitativa de ambos c6digos.

A continuacién, de forma anéloga al caso triangularidad positiva se obtuvieron los
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Figura 3.16: Perfiles de la funcion de flujo poloidal para DIII-D [a| Perfiles de trian-
gularidad positiva y negativa calculados por Song con el codigo ECOM [7], [b] v |c]
Perfiles de triangularidad positiva y negativa calculados con el método de Guazzotto.

perfiles para triangularidad negativa de la presion, figura ; la densidad de co-
rriente, figura ; el campo magnético poloidal y toroidal, figuras y ;
finalmente el factor de seguridad . Comparacion entre triangularidad positiva y
negativa para DIII-D. Es interesante observar que los perfiles, tanto de presiéon como
de densidad de corriente no poseen un cambio en la forma. La diferencia principal es
el desplazamiento del eje magnético.

Mientras que el campo magnético toroidal permanece sin cambios, como se observa
en la figura , existe una diferencia pronunciada en la forma del campo magné-
tico poloidal en cuanto a su comportamiento que luce més pronunciado en la figura

(3.20).
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Figura 3.17: Perfiles de presion para DIII-D con [a] triangularidad positiva [b| trian-
gularidad negativa.
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Figura 3.18: Perfiles de densidad de corriente para DIII-D con |a] triangularidad
positiva |b] triangularidad negativa.

Esto tiene como consecuencia un cambio en los valores que se obtienen para el factor

de seguridad ¢ entre el caso de triangularidad positiva y negativa, observar figura

(3-21).

Es interesante observar que el comportamiento que se espera para el factor de se-

guridad en un tokamak, es decir, una curva tipo convexa se asemeja méas al caso de

triangularidad positiva que en el caso de triangularidad negativa, al menos para este

trabajo. Lo cual deja una brecha importante entre la conveniencia de la triangularidad

negativa.
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Figura 3.19: Perfiles de campo magnético toroidal para DIII-D con [a] triangularidad
positiva |b| triangularidad negativa.
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Figura 3.20: Perfiles de campo magnético poloidal para DIII-D con [a] triangularidad
positiva [b| triangularidad negativa.
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Figura 3.21: Perfiles de factor de seguridad para DIII-D con [a] triangularidad positiva
[b] triangularidad negativa.
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Conclusiones

En este trabajo se estudi6 el comportamiento de un tipo de soluciones propuestas
por Luca Guazzotto y Jeffrey P. Freidberg en [3] a la ecuacion de Grad-Shafranov
que describe el equilibrio en un plasma. Se realiz6 el analisis de soluciones para tres
configuraciones de frontera correspondientes a experimentos reales: ITER, MAST-U
y ST40. Las soluciones de las propuestas hechas por Guazzoto consisten en funciones
libres no constantes y la soluciéon analitica en series de funciones de senos y cosenos.
Este tipo de soluciones, tal como se observo, permite recuperar informacion tutil pa-
ra los parametros de plasma en los dispositivos, a diferencia de soluciones analiticas
previas, como lo eran las funciones de Solov’ev [34]; informacion que parece, en cierta

medida, consistente con lo esperado de estos resultados en la literatura.

Las soluciones para la funcién de flujo poloidal se observan cabales con lo espera-
do, al menos en la region del plasma para los dispositivos presentados. Fuera de la
region del plasma, el dispositivo MAST-U presenta una ligera region con soluciones
de flujo poloidal abiertas, lo cual siguiere un problema con la elecciéon del parametro

de la solucién «.

Se hallaron de manera particular los perfiles de campo magnético (tanto poloi-

dal como toroidal), el factor de seguridad, presion y densidad de corriente que se
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obtienen con las soluciones de flujo poloidal propuestas por Guazzotto. Se hizo una
comparacion de estos resultados con los perfiles tipicos de la literatura, y se halloé que
los perfiles obtenidos coinciden en forma cualitativa con el comportamiento esperado,
con la excepcion de que el campo poloidal no se va a cero de forma uniforme en la
frontera del plasma; lo que tiene como consecuencia que el factor de seguridad no

coincida con una forma convexa tipica de los resultados experimentales.

Se concluye que las soluciones propuestas por Luca Guazzotto y el procedimien-
to realizado para obtener los parametros del plasma, pueden predecir los resultados
experimentales en un cierto rango de tolerancia. Se puede aplicar a una gama de
configuraciones, en particular, en este trabajo se estudiaron aquellos con frontera sin

diversor para los pardmetros geométricos independientes € ,x , d , 5,, Br.

De forma anédloga a lo realizado en [9] se anaden contribuciones superficiales, co-
mo lo son, regiones en la frontera con un salto en la presion, el gradiente de presion
y el gradiente de densidad de corriente. Estas modificaciones permiten predecir ain
mejor, los resultados experimentales.

De forma similar al caso sin pedestal, se estudiaron los perfiles de campo magnético
(tanto poloidal como toroidal), el factor de seguridad, presion y densidad de corriente.

Se realiz6 la comparacion entre ambos casos, con y sin pedestal.

Posteriormente, se estudiaron soluciones de equilibrio para configuraciones de plas-
ma con triangularidad negativa para el dispositivo DIII-D con el codigo de Guazzotto,
y se compararon con equilibrios numéricos calculados por Junhyuk Song y Carlos Paz
Soldan en [7] con el codigo ECOM. Se encontré una muy buena similitud entre las
soluciones de equilibrio obtenidas para los mismos parametros en los casos positivo y
negativo. Ademas, se complementa el anélisis hecho por Song al calcular las figuras

de mérito del plasma.
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El estudio de la triangularidad negativa es importante porque como se ha observado

en algunos experimentos, [4][5][6], parece optimizar el confinamiento.

El trabajo futuro consiste en dos etapas:

La primera parte seria, la adaptacion de otros parametros que hacen a las soluciones
de Luca Guazzotto més realistas como lo es, la condicién de flujo en la columna del
plasma; que cambia las soluciones a la ecuaciéon de Grad-Shafranov .

Y posteriormente, en la creaciéon de un codigo que estudie la estabilidad de las solu-
ciones de equilibrio de Luca Guazzotto.

El estudio de estabilidad para las soluciones encontradas es relevante porque podria
permitir ya no solo la descripciéon de un experimento, si no a su vez, dar las condiciones
necesarias para maximizar los parametros de interés en funciéon de la configuracion
de una columna de plasma en Tokamaks.

Continuar con este estudio permite establecer colaboraciéon con grupos de investiga-
cion afines con la intenciéon de acrecentar las herramientas y conocimientos importan-

tes en materia de la fusiéon nuclear.



Capitulo 5

Apéndices

Comparacién entre perfiles con y sin pedestal en la
frontera de plasma.

A continuacién, se muestran las figuras de los perfiles obtenidos para MAST-U y

ST40. Para los casos con y sin pedestal en la frontera de plasma.
En las figuras siguientes se muestran los resultados para un caso general en el cual
se anade un pedestal de presion (fp = 0.2) , densidad de corriente (f; = 0.25) y de

corriente de Bootstrap (fp = 0.35).

MAST-U

7
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w{r, z) para MAST-U
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Figura 5.1: Perfiles de la funcién de flujo poloidal para MAST-U con pedestales.
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Figura 5.2: Perfiles presion para MAST-U: [a] sin contribuciones de frontera y [b| con
pedestales.
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Figura 5.3: Perfiles de densidad de corriente para MAST-U: [a] sin contribuciones de
frontera y [b] con pedestales.
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Figura 5.4: Perfiles de campo magnético poloidal para MAST-U: [a] sin contribuciones
de frontera y [b] con pedestales.
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Figura 5.5: Perfiles de campo magnético toroidal para MAST-U: [a] sin contribuciones
de frontera y [b] con pedestales.
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a Factor g b Factor q
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Figura 5.6: Perfiles de factor de seguridad para MAST-U: [a] sin contribuciones de
frontera y [b| con pedestales.
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Figura 5.7: Perfiles de la funcién de flujo poloidal para ST40 con pedestales.
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Figura 5.8: Perfiles presion para ST40: [a] sin contribuciones de frontera y [b] con

pedestales.
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Figura 5.9: Perfiles de densidad de corriente para ST40: [a] sin contribuciones de

frontera y [b| con pedestales.
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Figura 5.10: Perfiles de campo magnético poloidal para ST40: |a] sin contribuciones

de frontera y [b] con pedestales.
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Figura 5.11: Perfiles de campo magnético toroidal para MAST-U: [a] sin contribucio-
nes de frontera y [b] con pedestales.
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Figura 5.12: Perfiles de factor de seguridad para ST40: [a] sin contribuciones de fron-
tera y [b] con pedestales.
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