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FACULTAD DE CIENCIAS.
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posible.

Le agradezco al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa (CONACYT) por el apoyo
económico brindado durante mi estancia en la maestŕıa. Dicho alivio económico me permi-
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realización de esta tesis. Gracias por siempre ayudarme con mis dudas, a corregir y entender el
origen de mis errores, y siempre presentar un compromiso muy grande con el desarrollo de la
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Resumen

En la presente tesis se investigó la estabilidad lineal de dos capas de fluidos newtonianos
acoplados térmicamente mediante una pared gruesa perpendicular a la gravedad que posee
grosor y conductividad térmica finitas. Se permitió la deformación de las superficies libres de
ambas capas de fluido y además se supuso que las condiciones de temperatura y presión a la
que se encuentran las atmósferas en contacto con las superficies libres son diferentes. Como
punto novedoso en éste tabajo se permitió teóricamente el deslizamiento del fluido que se en-
cuentra en contacto con la pared. Este deslizamiento se modeló haciendo uso de la condición de
deslizamiento de Navier para fronteras del tipo sólido-ĺıquido. Las ecuaciones gobernantes del
sistema aśı como las condiciones de frontera se adimensionalizan utilizando la aproximación de
lubricación y las variables se expanden de forma asintótica para poder obtener las ecuaciones
no lineales de evolución de la perturbación de la deformación superficial. Las mismas ecuaciones
se linealizan y posteriormente se resuelven aplicando modos normales.

Se encuentra que la estabilidad del sistema puede describirse únicamente con las ecuaciones
correspondientes a un número de Bond positivo, además de obtener una serie de inecuaciones
con las que se explica el comportamiento del sistema en función del número de Marangoni
escalado. El deslizamiento de las dos capas de ĺıquido sobre la superficie puede promover o
amortiguar el crecimiento de la perturbación según los valores que tomen Aq y d que son el
número de Marangoni escalado y el espesor relativo de las capas de ĺıquido respectivamente.
También se encuentra que en algunos casos las curvas de razón de crecimiento invierten su
orden cuando cambia el valor del parámetro de deslizamiento y dichas inversiones pueden darse
por separado o en conjunto en los modos estacionario y oscilatorio. Estas inversiones hacen que
para ciertos números de onda se tenga una mayor razón de crecimiento de la perturbación con
un mayor deslizamiento y que para otros valores del número de onda se tenga una mayor razón
de crecimiento con un deslizamiento menor.
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Nomenclatura

Aq número de Marangoni escalado con un número de Bond positivo
Aq1 número de Marangoni escalado con un número de Bond negativo

AqkqCO1,2
valor de Aq en el cual kqCO1,2

= 0

AqkqCO=kqCO2
valor de Aq en el cual kqCO = kqCO2

AqkqCO=kqCO1
valor de Aq en el cual kqCO = kqCO1

AqkqOmax
valor de Aq en el cual kqOmax = 0

Bi número de Biot del fluido 2
Bi1 número de Biot del fluido 1
Bo número de Bond
Cp capacidad caloŕıfica a presión constante
Cp1 capacidad caloŕıfica a presión constante del fluido 1
Cp2 capacidad caloŕıfica a presión constante del fluido 2
Cpw capacidad caloŕıfica a presión constante de la pared
d = d1/d2, espesor relativo del fluido 1
d1 espesor del fluido 1 en el estado básico
d2 espesor del fluido 2 en el estado básico
dw espesor relativo de la pared

dw espesor de la pared
den denominador
denL denominador lineal
F función impĺıcita de la superficie
g aceleración de la gravedad
g vector de aceleración de la gravedad
h = 1 +H posición adimensional de la superficie libre del fluido 2
h1 = d+H1 posición adimensional de la superficie libre del fluido 1
h′ posición de la superficie libre
h′
1 posición dimensional de la superficie libre del fluido 1

h′
2 posición dimensional de la superficie libre del fluido 2

H deformación de la superficie libre del fluido 2
H1 deformación de la superficie libre del fluido 1
Hc curvatura media
H ′ deformación de la superficie libre
k número de onda
kq número de onda escalado con un número de Bond positivo
kq1 número de onda escalado con un número de Bond negativo

kqmax número de onda correspondiente al máximo crecimiento para una
sola capa de fluido

kqCO número de onda cŕıtico (Γq = 0)
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kqCO1,2
números de onda cŕıticos oscilatorios

kqCS número de onda cŕıtico estacionario
kqS número de onda cŕıtico estacionario para una sola capa de fluido

kqOmax número de onda correspondiente al máximo crecimiento con flujo oscilatorio
kx número de onda en dirección x
ky número de onda en dirección y

k̂ vector unitario en dirección z
K conductividad térmica relativa del fluido 1
K1 conductividad térmica del fluido 1
K2 conductividad térmica del fluido 2
Kw conductividad térmica de la pared
K ′ conductividad térmica
Ma número de Marangoni
n̂′ vector normal a la superficie
n̂′
1 vector normal a la superficie libre del fluido 1

n̂′
2 vector normal a la superficie libre del fluido 2

n̂′
w vector normal a la pared

n̂′
w1 vector normal a la pared en contacto con el fluido 1

n̂′
w2 vector normal a la pared en contacto con el fluido 2
P presión adimensional del fluido 2
P0 presión en el estado básico del fluido 2
P1 presión adimensional del fluido 1
P10 presión en el estado básico del fluido 1
Pg presión del gas
Pl presión del ĺıquido
PL presión adimensional de la atmósfera en contacto con el fluido 1
PU presión adimensional de la atmósfera en contacto con el fluido 2
P ′ presión dimensional del medio continuo
P ′
1 presión dimensional del fluido 1

P ′
2 presión dimensional del fluido 2

P ′
L presión dimensional de la atmósfera en contacto con el fluido 1

P ′
U presión dimensional de la atmósfera en contacto con el fluido 2

Pr número de Prandtl
Qh coeficiente de transferencia de calor de la superficie libre
Qh1 coeficiente de transferencia de calor de la superficie libre del fluido 1
Qh2 coeficiente de transferencia de calor de la superficie libre del fluido 2
S número de tensión superficial escalado
t tiempo adimensional
t′ tiempo dimensional
T temperatura adimensional del fluido 2
T0 temperatura adimensional en el estado básico del fluido 1
T1 temperatura adimensional del fluido 1
T10 temperatura adimensional en el estado básico del fluido 2
T∞ temperatura de la atmósfera
Tw temperatura adimensional de la pared
Tw0 temperatura adimensional en el estado básico de la pared
TL temperatura dimensional de la atmósfera en contacto con el fluido 1
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TU temperatura dimensional de la atmósfera en contacto con el fluido 2
T ′ temperatura dimensional del medio continuo
T ′
1 temperatura dimensional del fluido 1

T1
′
b temperatura dimensional en el estado básico del fluido 1

T ′
2 temperatura dimensional del fluido 2

T2
′
b temperatura dimensional en el estado básico del fluido 2

T ′
w temperatura dimensional de la pared

Tw
′
b temperatura dimensional en el estado básico de la pared

T̂
′

vector tangente a la superficie

T̂
′(1)

primer vector tangente a la superficie

T̂
′(1)
1 primer vector tangente a la superficie libre del fluido 1

T̂
′(1)
2 primer vector tangente a la superficie libre del fluido 2

T̂
′(2)

segundo vector tangente a la superficie

T̂
′(2)
1 segundo vector tangente a la superficie libre del fluido 1

T̂
′(2)
2 segundo vector tangente a la superficie libre del fluido 2

T̂
′(1)
w 1 primer vector tangente a la pared en contacto con el fluido 1

T̂
′(1)
w 2 primer vector tangente a la pared en contacto con el fluido 2

T̂
′(2)
w 1 segundo vector tangente a la pared en contacto con el fluido 1

T̂
′(2)
w 2 segundo vector tangente a la pared en contacto con el fluido 2

T̂
′(j)

primer (j = 1) y segundo(j = 2) vector tangente a la superficie

T̂
′(j)
w primer (j = 1) y segundo(j = 2) vector tangente a la pared
u componente en x de la velocidad adimensional del fluido 2
u1 componente en x de la velocidad adimensional del fluido 1
v componente en y de la velocidad adimensional del fluido 2
v1 componente en y de la velocidad adimensional del fluido 1
v′ = (u′, v′, w′) vector de velocidad dimensional
v′
1 = (u′

1, v
′
1, w

′
1) vector de velocidad dimensional del fluido 1

v′
2 = (u′

2, v
′
2, w

′
2) vector de velocidad dimensional del fluido 2

w componente en z de la velocidad adimensional del fluido 2
w1 componente en z de la velocidad adimensional del fluido 1
x coordenada x adimensional
x′ coordenada x dimensional
y coordenada y adimensional
y′ coordenada y dimensional
z coordenada z adimensional
z′ coordenada z dimensional

Letras griegas

α disfusividad térmica relativa del fluido 1
α1 disfusividad térmica del fluido 1
α2 disfusividad térmica del fluido 2
β longitud de deslizamiento adimensional del fluido 2
β1 longitud de deslizamiento adimensional del fluido 1
β2 longitud de deslizamiento dimensional del fluido 2
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βT coeficiente de expansión térmica
β′
1 longitud de deslizamiento dimensional del fluido 1
γ tensión superficial relativa del fluido 1
γ1 tensión superficial del fluido 1
γ2 tensión superficial del fluido 2
γT tasa de variación térmica relativa de la tensión superficial del fluido 1
γ′ tensión superficial
Γ razón de crecimiento
Γq razón de crecimiento escalada con un número de Bond positivo
Γq1 razón de crecimiento escalada con un número de Bond negativo

Γqmax razón de crecimiento máxima paraa una sola capa de fluido
ΓqOmax razón de crecimiento máxima para flujo oscilatorio
∆T diferencia de temperatura entre las atmósferas
ε parámetro pequeño
ϵ coeficiente de deslizamiento
ϵ1 coeficiente de deslizamiento del fluido 1
ϵ2 coeficiente de deslizamiento del fluido 2
λ longitud de onda
µ viscosidad relativa del fluido 1
µ1 viscosidad del fluido 1
µ2 viscosidad del fluido 2
µ′ viscosidad
ρ densidad relativa del fluido 1
ρ1 densidad del fluido 1
ρ2 densidad del fluido 2
ρw densidad de la pared
ρ′ densidad
σ′

g tensor de esfuerzos totales del gas
σ′

l tensor de esfuerzos totales del ĺıquido
τ ′ tensor de esfuerzos viscosos
τ ′
1 tensor de esfuerzos viscosos del fluido 1

τ ′
2 tensor de esfuerzos viscosos del fluido 2

τ ′
l tensor de esfuerzos viscosos del ĺıquido

Φ función de disipación
χ conductividad relativa de la pared
ω frecuencia de oscilación
ωq frecuencia de oscilación escalada con un número de Bond positivo
ωq1 frecuencia de oscilación escalada con un número de Bond negativo
Ω = Γ + iω
Ωq = Γq + iωq

Ωq1 = Γq1 + iωq1
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el estudio de sistemas dinámicos la estabilidad se refiere a la capacidad del sistema para
amortiguar las perturbaciones. Una perturbación es una exitación en las entradas del siste-
ma tal que las salidas del mismo presenten una variación. En el enfoque clásico de la f́ısica
la estabilidad y la permanencia en el tiempo están impĺıcitas, pero no siempre se da el caso.
Entonces, si la solución a un sistema f́ısico no vaŕıa significativamente al modificar ligeramente
las condiciones iniciales o algún parámetro, se dice que la solución es estable. De otro modo se
dice que la solución es inestable.

Las ecuaciones de conservación de la mecánica de fluidos, para ciertos sistemas y ciertos
valores de los parámetros, aceptan soluciones estacionarias que se presentan en forma de pa-
trones de flujo [1]. Más en espećıfico, son de interés aquellos sistemas hidrodinámicos en los
que, ante cierta perturbación, se obtienen flujos convectivos en forma de patrones celulares.
En Chandrasekhar [1] (1961) y Charru [2] (2011) pueden verse ejemplos teóricos desarrollados
de lo antes mencionado. A los patrones celulares se les conoce como celdas convectivas. Aho-
ra, la convección trata con fluidos en movimiento en los cuales hay variaciones espaciales de
temperatura o de concentración qúımica. Cuando el sistema se encuentra fuera del equilibrio
térmodinámico se dice que surge una inestabilidad térmica [3]. El primer caso estudiado de
forma teórica fue la inestabilidad de Rayleigh-Bénard, que consiste en la formación de rollos
convectivos debidos a las variaciones de la densidad con la temperatura. Cabe mencionar que
el estudio teórico de dicha inestabilidad se hace considerando una capa de ĺıquido confinada
entre dos placas sólidas. Aśı, Lord Rayleigh seŕıa quien dejaŕıa el antecedente teórico sobre el
desarrollo de este tipo de inestabilidades.

Cuando una capa delgada de un ĺıquido con superficie libre y en reposo es calentada desde
el sustrato en que reside, surge una inestabilidad en la forma de celdas convectivas. A dicho
fenómeno se le conoce como la inestabilidad termocapilar de Bénard-Marangoni, aunque tam-
bién se le conoce solamente como inestabilidad de Marangoni o termocapilar. Este fenómeno
fue descubierto por H. Bénard en 1900 [2] en sus experimentos, en los que observó la aparición
de celdas hexagonales. Muchos años después se encontró que el mecanismo que indujo esa con-
vección no se deb́ıa a los efectos de flotación como supuso Rayleigh, donde las celdas son rollos
convectivos. Más adelante, Pearson [4], demostró que, en ausencia de gravedad, la convección
de Bénard se debe a gradientes de tensión superficial por la inhomogeneidad del campo de
temperatura en la superficie libre provocado por un gradiente de temperatura perpendicular a
la capa de ĺıquido. La termocapilaridad es vinculada también con el nombre del F́ısico italiano
nacido en el siglo diecinueve Carlo Marangoni, quien encontró que gradientes de tensión su-
perficial inducidos por gradientes de concentración superficiales en una solución acuosa tienen
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la posibilidad de crear desplazamiento del ĺıquido por esfuerzos superficiales, lo que se conoce
como efecto Marangoni [5].

Hay diversas situaciones en las que se pueden presentar capas delgadas de ĺıquido con super-
ficies libres sujetas a gradientes de temperatura. Desde las situaciones más interesantes a nivel
práctico, como en la industria, hasta en entornos cotidianos, como el hogar. Lo mencionado
anteriormente nos hace reflexionar sobre la importancia de su estudio y, por ende, del estudio
de su estabilidad estando sujetas a diversas condiciones de frontera. Además, se añade la vasta
lista de propiedades que pueda poseer el ĺıquido y el sustrato en cuestión. Es de nuestro interés,
en particular, el estudio de la inestabilidad termocapilar en sistemas que poseen una pared
interactuando con capas de ĺıquidos en los cuales se tienen una o hasta dos superficies libres.
En este tipo de sistemas se puede dar el fenómeno convectivo y poseen muchas aplicaciones de
interés cient́ıfico e ingenieril, como puede ser el crecimiento de cristales en un experimento de
fundición en microgravedad. Por ejemplo, en fundiciones con impurezas la convección puede
promover la formación de patrones regulares de impurezas, Hämäläinen [6] (1968). Algunos
arreglos de las impurezas pueden mantenerse hasta que el fundido se enfŕıa consiguiendo aśı se-
gregar las impurezas y conservar el patrón convectivo independiente de la estructura cristalina.
Además, la convección termocapilar puede encontrarse en la ingenieŕıa qúımica de pinturas, en
procesos de recubrimiento e incluso como consecuencia de un proceso de condensación en una
pared, por mencionar algunos casos.

Como se mencionó anteriormente, Pearson [4] (1958) fue el primero en estudiar formalmente
el fenómeno termocapilar. Cabe aclarar que para demostrar que el fenómeno convectivo puede
ser inducido por gradientes de tensión superficial consideró plana la entrecara que forma la
superficie libre. Además de que no incluyó los efectos debidos a la gravedad. Pearson encontró
que la estabilidad del sistema propuesto se encuentra condicionada al gradiente de temperatura
perpendicular a la capa de ĺıquido. Si la temperatura del sustrato es mayor a la de la atmósfera
se tiene que el sistema es inestable, mientras que en el caso contrario el sistema es estable. Por su
parte, en extensión al trabajo de Pearson, Berg y Acrivos [7] (1965) realizaron un análisis teórico
del mismo fenómeno pero tomando en cuenta la presencia de agentes surfactates. Encontraron
que el valor cŕıtico del número de Marangoni aumenta. Hay que mencionar que Pearson [4],
y Berg y Acrivos [7] utilizaron el principio de intercambio de estabilidades, con lo cual el
estado básico se supone estacionario y se excluyó la posibilidad de que la inestabilidad se
diera a partir de un modo oscilatorio. Años más tarde, Vidal y Acrivos [8] (1966) demostraron
anaĺıtica y numéricamente que la naturaleza de éste estado básico es estacionaria. McTaggart
[9] (1983) generalizó el análisis de Pearson para el caso en que la tensión superficial depende
no solamente de la temperatura sino que también depende de la composición. Consideró un
ambiente ingrávido y una superficie libre plana para su estudio. Encontró que cuando los
números de Marangoni térmicos y difusivos son positivos la temperatura y la concentración
tienen efecto desestabilizador sobre el sistema. Getachew y Rosenblat [10] (1985) fueron los
primeros en considerar una capa de fluido con propiedades viscoelasticas. Demostraron que para
valores de elasticidad pequeños la inestabilidad se presenta de forma estacionaria, mientras que
cuando la elasticidad incrementa el primer modo de inestabilidad en aparecer es el oscilatorio.
Encuentran que no siempre se da una transición hacia la inestabilidad oscilatoria pasando
antes por la estabilidad estacionaria. Entonces puede presentarse cualquiera de los modos de la
inestabilidad convectiva y depende fuertemente del tiempo de relajación.
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Scriven y Sternling [11] (1964) estudiaron los efectos de la tensión superficial promedio y la
viscosidad en la superficie para el fenómeno convectivo que Pearson introdujo. Ellos añadieron
un nuevo grado de libertad al problema planteado por Pearson [4], pues en este caso se permitió
que la superficie libre de la capa de ĺıquido se deforme con el fin de obtener un modelo más
realista. Encontraron que cuando el número de onda es nulo (superficie libre plana) el siste-
ma es siempre inestable. Además, al incrementar la tensión superficial promedio se tiene una
tendencia estabilizadora ante las longitudes de onda largas que aparecen cuando la superficie
libre se deforma elásticamente. Adicionalmente, encontraron que la viscosidad de la superficie
inhibe la inestabilidad estacionaria. Smith [12] (1966) extendió el análisis hecho por Scriven
y Sternling [11] incluyendo esta vez el efecto de ondas de gravedad. Obtuvo que el resulta-
do presentado en [11] no cambia con la inclusión de dichas ondas. Además, remarca que las
ondas superficiales son sólo importantes en números de onda muy pequeños y que en el caso
de ĺıquidos muy viscosos estas son dominantes. Sus resultados indican que los efectos de la
superficie deformable en la estabilidad del sistema se confina a perturbaciones de longitud de
onda muy grande. Takashima [13] (1981) incluyó por primera vez los efectos de la gravedad.
Demostró que cuando la superficie libre se encuentra por encima del sustrato la deformación
de la superficie libre sólo es importante para ĺıquidos muy viscosos. En el caso en que no hay
gradiente de temperatura el sistema es inestable siempre. Por su parte, la gravedad tiene un
efecto estabilizador cuando la superficie libre se encuentra por encima del sustrato y en el caso
contrario el efecto es desestabilizador. Takashima [14] (1981) también estudió el caso en que la
inestabilidad puede darse con puros movimientos oscilatorios. Encontró que el sistema se des-
estabiliza si la temperatura del sustrato es menor a la de la atmósfera, sin importar en que lado
esté la superficie libre. Kalitzova-Kurteva et al. [15] (1996) estudiaron el efecto de la variación
de viscosidad debida a cambios en la temperatura. En su publicación muestran resultados para
dos casos: pared conductora y pared aislante. Para la pared aislante encontraron que existen
dos modos en que la inestabilidad se hace presente. El primero es a corto alcance y se da por
gradientes de tensión superficial ligados a la variación térmica de la viscosidad. El segundo es
de largo alcance y es debido a las fuerzas resultantes de la deformación superficial. Encontraron
que para ĺıquidos con una viscosidad moderada la variación de ésta con la temperatura tiene
un efecto estabilizador, mientras que la deformación superficial tiene el efecto contario. Para
ĺıquidos altamente viscosos, tanto la variación de la viscosidad como la deformación superficial
tienen efecto desestabilizador. Para la pared aislante sólo aparece un modo de inestabilidad
cuando la superficie superior es térmicamente aislante. Tang et al. [16] (2008), investigaron la
influencia que tiene la curvatura de la superficie libre en la convección de Marangoni. Obtienen
el efecto de la relación de volumen de la capa ĺıquida sobre la convección cŕıtica de Marangoni
y la variación espacial de la estructura de convección en condiciones de gravedad cero en un
modelo bidimensional.

Como se ha visto, los modelos desarrollados se han intentado llevar siempre al siguiente
nivel de complejidad con el fin de que sean lo más realistas posible. Por ejemplo, en muchas de
las publicaciones antes descritas las fronteras se consideran como perfectamente conductoras
o perfectamente aislantes, aunque la realidad es otra. Tal y como menciona Dávalos-Orozco
en algunas de sus publicaciones [17, 18, 19, 20], pese a que muchos de los estudios teóricos no
incluyen los efectos de las propiedades térmicas del sustrato en que reside la capa de ĺıquido
éstas están siempre presentes en experimentos reales. Por lo dicho anteriormente muchos inves-
tigadores han publicado resultados teóricos en los que se toman en cuenta dichas propiedades.
Takashima [21] (1970) realizó la consideración del espesor y la conductividad de la pared para
el caso en que la superficie libre del fluido es plana. Yang [22] (1992) se concentró en el efecto
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del espesor y la conductividad de la pared, mostrando que esta última tiene un gran impacto
en la estabilidad del sistema. Él encontró que una pared con mayor conductividad tiende a
estabilizar el sistema. Cabe mencionar que éste último consideró una superficie libre plana,
además de incluir los efectos de la gravedad.

Cuando se tienen peĺıculas de fluido se entiende que existen dos superficies libres. En este
caso también se ha econtrado la posibilidad de presentar convección termocapilar. Oron et al.
[23] (1995) estudiaron la convección puramente termocapilar de una peĺıcula de ĺıquido con
superficies libres deformables y térmicamente aislantes en un entorno ingrávido. Aśı, demos-
traron que la inestabilidad estacionaria se da dependiendo de la tensión superficial que haya
en cada lado. En paticular si el lado expuesto a una menor temperatura posee una tensión su-
perficial menor que aquella del lado más caliente, se da la inestabilidad estacionaria. Además,
encontraron que al aumentar el valor del número de Prandtl y disminuir el valor de la tensión
superficial en el lado más fŕıo la inestabilidad oscilatoria tiende al estado estacionario. Fu et
al. [24] (2013) estudiaron la inestabilidad con cambios temporales y espaciales considerando
que las deformaciones superficiales podian ser sinuosas (ondas de las superficies libres en fase)
o varicosas (ondas de las superficies desfazadas). Encontraron que el número de Marangoni
no juega un papel relevante en ninguno de los modos y que un incremento en la viscosidad
del ĺıquido promueve la inestabilidad absoluta del sistema. Como menciona Fu et al. [24] este
tipo de peĺıculas ĺıquidas puede encontrarse en procesos de recubrimiento por pulverización,
impresión por inyección de tinta, motores diésel, motores de turbina de gas, motores de cohetes
ĺıquidos, quemadores de aceite, entre otros.

Continuando con los estudios realizados en sistemas con dos superficies libres, Catton y
Lienhard [25] (1984) estudiaron la convección natural de dos capas de fluidos separados por
una pared gruesa con conductividad térmica finita que es perpendicular a la gravedad. Esto
lo hacen para el caso en que la capa inferior está siendo calentada y la superior enfriada. Aśı,
encontraron que los ĺımites de estabilidad dependen de los espesores relativos y la conductividad
relativa. Años después, Lienhard y Catton [26] (1986) publicaron un art́ıculo estudiando la
transferencia de calor a través de una región con dos capas de ĺıquido. En este caso se calienta
la capa inferior y se enfŕıa la superior. Aqúı reportaron que existen casos en los que sólo una de
las capas de ĺıquido es inestable y otros en los que ambas capas de ĺıquido son inestables. En
el año 2017, Dávalos-Orozco [17] estudió la estabilidad estacionaria de dos capas de fluido con
superficies libres planas con una aproximación para números de Biot pequeños. Más adelante,
en el 2018 y 2019, publicaŕıa estudios teóricos del mismo sistema, pero con un mayor apego a lo
que seŕıa la realidad f́ısica. En ambas publicaciones [18, 19], se permitió que las superficies libres
presenten deformación. Dichos art́ıculos corresponden al caso ingrávido y al caso con gravedad,
respectivamente. Es de nuestro interés en particular la publicación realizada en 2019 [19]. En
ésta se obtienen las ecuaciones de evolución de la perturbación en las superficies libres utilizando
la aproximación de número de onda pequeño. Esta referencia muestra que los fenómenos que
ocurren en la estabilidad lineal del sistema pueden ser descritos con inecuaciones para un
parámetro escalado que contiene los efectos del número de Marangoni y el espesor relativo de
las capas de ĺıquido. Más recientemente, Dávalos-Orozco [20] (2021), estudió el efecto de una
pared vertical, por lo que en este caso se tiene un estado básico con una velocidad distinta de
cero. En el análisis lineal encuentra que la razón de crecimiento es independiente de los términos
asociados al efecto termocapilar cuando el espesor de ambas capas de ĺıquido es el mismo. Cabe
destacar que en estos estudios [18, 19, 20] se desarrollaron los casos lineal y no lineal, pero en
el presente trabajo es de particular interés el caso lineal.
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1.1. Fronteras con deslizamiento

El comportamiento de una frontera del tipo sólido-ĺıquido ha sido tema de discusión desde
hace muchos años, pues no se ha dado un modelo general que pueda explicar el comportamiento
en dicho tipo de frontera. De manera genérica la condición que suele asociarse a este tipo de
fronteras es la condición de no deslizamiento. Si bien la condición de no deslizamiento ha sido
demostrada experimentalmente a nivel macroscópico, ésta no puede demostrarse teóricamen-
te con consideraciones hidrodinámicas [27]. En realidad lo que puede suceder en una frontera
sólido-ĺıquido es más complejo. La frontera sólida (a nivel microscópico) debe estar llena de
imperfecciones superficiales, la forma, tamaño y qúımica de dichas imperfecciones podŕıa o no
favorecer el deslizamiento del fluido sobre la superficie. La idea de que una superficie pueda
generar una mayor resistencia debida a las asperesas es intuitiva, por otro lado, la idea de
que dichas imperfecciones promuevan un grado de deslizamiento no lo es. Por ejemplo, si la
superficie posee imperfecciones en forma de cavidades distribuidas de forma periódica (también
conocidas como poros [28], los cuales se encuentran a nivel microscópico o nanoscópico), dichas
cavidades pueden atrapar o contener una cierta cantidad de fluido y, por ende, disminuir la
fricción. Esto ocurre porque el área de contacto entre el fluido fuera de la cavidad y la pared se
reduce, pues hay partes que, al nivel de la pared, están en contacto con este fluido atrapado en
las cavidades. Cuando un ĺıquido viaja sobre una pared las cavidades pueden estar llenas con
el mismo ĺıquido. Dentro de la cavidad este ĺıquido rotará de forma que funcione como rodillo
para el fluido que viaja fuera de la cavidad. Lo anterior provoca un efecto de deslizamiento del
fluido sobre la superficie. También puede suceder que el fluido atrapado en las cavidades sea
distinto a aquel que viaja sobre la superficie y por tanto promover o impedir el deslizamiento
sobre la superficie. Aśı, si el fluido atrapado en los poros es un gas y un ĺıquido viaja sobre
éste podemos decir de forma intuitiva que habrá una reducción de la fricción. De esta manera
los poros funcionan de tal forma que la superficie repele ĺıquidos o sólidos externos a la misma
(hay una menor adherencia de estas part́ıculas a la superficie) [28].

Neto et al. [27] (2005) discuten detalladamente los métodos de estudio experimental para
las condiciones de frontera, aśı como los principales factores que pueden afectar el deslizamiento
sobre una superficie. Para poder estudiar el deslizamiento los experimentos deben de desarro-
llarse en una escala de longitud similar a la longitud de deslizamiento que se tiene, para ĺıquidos
newtonianos esto vaŕıa entre el orden de los nanómetros y los micrómetros. De otra manera, la
frontera aparenta no presentar deslizamiento. La condición de deslizamiento de Navier es actual-
mente la que se asocia de manera común con situaciones en las que se considera deslizamiento
en la frontera sólido-ĺıquido. En dicha condición, Navier introduce el concepto de longitud de
deslizamiento como una constante de proporcionalidad entre la velocidad y los esfuerzos tan-
gentes en la pared. La condición planteada por Navier no es un modelo que pueda describir en
su totalidad el fenómeno de deslizamiento de un ĺıquido sobre un sólido, pero ha sido de gran
ayuda en el entendimiento del como es que afecta en un flujo el que el fluido se deslice sobre un
sustrato. Además, la condición de deslizamiento suele suponerse en muchos casos con el fin de
evitar un comportamiento irreal, pues la inclusión de este efecto en la superficie elimina singu-
laridades que pueden aparecer si se utiliza la condición de no deslizamiento [27]. En la literatura
es posible encontrar estudios relativamente nuevos en los que dicha condición se utiliza para
describir el deslizamiento de fluidos en sistemas que son muy conocidos. Por ejemplo, Kaoullas
y Georgiou [29] (2013) estudian el deslizamiento de un flujo de Poiseuille. Mientras que Ven-
katesan y Ganesan [30] (2015) estudian el deslizamiento de gotas que impactan en una pared.
Ejemplos de aplicaciones en microfluidos son mostrados por Lauga, Brenner y Stone [31] (2007).
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La naturaleza siempre ha sido centro inagotable de maravillas ingenieriles. En particular
en la ingenieŕıa de superficies, pues vemos, por ejemplo, que hay peces más veloces que otros
(piel con menor arrastre) o que hay plantas con hojas que no se mojan por más que se les
eche agua (superficie superhidrofóbica). En particular nos son de interés las superficies en las
que se puede dar el fenómeno del deslizamiento y que se utilizan para reducir la adherencia
de distintas sustancias al sustrato. Los recubrimientos que resultan en superficies con mayor
deslizamiento que el ser humano ha llegado a manufacturar pueden clasificarse en tres tipos:
superhidrofóbicos, superoleofóbicos y omnifóbicos [28]. Los primeros se utilizan con ĺıquidos de
bajo peso molecular como pueden ser los fluidos newtonianos, los segundos son para ĺıquidos
con baja tensión superficial y los últimos, como su nombre indica, actúan como un repelente
a otras sustancias complejas como la sangre o el petróleo. Samaha y Gad-el-Hak [28] (2021)
muestran ejemplos de estos tipos de recubrimiento presentes en la naturaleza, además de las
metodologias de fabricación que se han desarrollado en torno a este tipo de superficies. En la
flora es posible encontrar las hojas de loto con su caracteŕıstico efecto superhidrofóbico y los
recubrimientos que presentan algunas especies de plantas carnivoras los cuales brindan pro-
piedades omnifóbicas. Por otro lado, en la fauna se observa que las patas de ciertos insectos
o reptiles, como los zancudos o los geckos, les brindan la capacidad de desplazarse sobre una
superficie de ĺıquido. Entre las técnicas de fabricación encontramos que para obtener superficies
superhidrofóbicas se buscan maneras de controlar las texturas para aśı incrementar el ángulo de
contacto hasta aquel que define la superhidrofobicidad (150° [28]). En el caso de las superficies
superoleofóbicas se busca, además del ángulo de contacto, generar sustratos con baja enerǵıa
superficial y una cierta curvatura en la microestructura de la superficie. Para las superficies
omnifóbicas se busca obtener una superficie con poros los cuales poseen infusiones de ĺıquidos
lubricantes que funcionan como repelentes de diferentes tipos de fluidos.

Burmasheva y Prosviryakov [32] (2019) muestran una solución exacta para convección de
Marangoni en una capa de fluido con una superficie libre plana añadiendo el efecto del desli-
zamiento en la frontera con la pared. Su solución es determinada haciendo uso de polinomios
de orden superior. Años más tarde, junto con Privalova [33] (2021), publicaron una nueva so-
lución para el caso estacionario utilizando campos de presión y temperatura tridimensionales
y un campo de velocidades dependiente de la coordenada transversal. Definieron tres tipos de
fronteras para la interacción sólido-ĺıquido, entre ellas dos corresponden a condiciones de desli-
zamiento. Además, presentan las soluciones para flujos inducidos por una cáıda de presión, por
efectos termogravitatorios y el efecto termocapilar. Demuestran que para ciertas relaciones de
los párametros del sistema se presentan puntos de estancamiento, que representan la presencia
de áreas de recirculación. En años más recientes, Sánchez-Barrera [34] (2022) estudió el efecto
que tiene el deslizamiento en la pared para una sola capa de ĺıquido con superficie libre de-
formable sobre una pared con espesor y conductividad finitas. Encuentra que el deslizamiento
puede o no favorecer a que se desarrolle la inestabilidad, por lo cual es un parámetro importante
en el control de la estabilidad del sistema.

En el presente trabajo se tiene como objetivo desarrollar el análisis teórico y numérico de
la estabilidad lineal de dos capas de fluidos newtonianos con superficies deformables acopladas
térmicamente mediante una pared de espesor y conductividad térmica finitos. Se extienden los
trabajos de Dávalos-Orozco [19] y Sanchéz-Barrera [34]. El sistema que se estudia es como aquel
dado en [19] con una frontera sólido-ĺıquido con deslizamiento, como la que se considera en [34].
Esta última se modela con la condición de deslizamiento de Navier. Se espera que el desliza-
miento promueva u obstaculice la aparición de inestabilidades dependiendo de las condiciones
en que se encuentre el sistema.
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Caṕıtulo 2

Desarrollo teórico

Un sistema f́ısico puede ser descrito a partir de las ecuaciones que gobiernan los fenómenos
f́ısicos que ocurren en el sistema y de sus condiciones de frontera, las cuales dictan el com-
portamiento del mismo. Estas ecuaciones gobernantes son ecuaciones diferenciales parciales y
pueden ser perturbadas en la ecuación de campo, las condiciones de frontera y la posición de
las mismas. Esto puede realizarse mediante la inclusión de un parámetro adimensional que sea
pequeño. Aqúı se inicia a partir de un estado hidrostático. Después, se perturba para buscar si
éste es estable o inestable.

A través de este caṕıtulo se da lugar al planteamiento y desarrollo del problema. Se dan las
ecuaciones gobernantes y las respectivas condiciones de frontera. Se realiza la adimensionaliza-
ción de dichas ecuaciones y condiciones de frontera. Finaliza con el desarrollo de las expansiones
asintóticas de las variables dependientes.

2.1. Planteamiento del problema

Se investigará anaĺıtica y numéricamente la inestabilidad termocapilar lineal de dos fluidos
newtonianos acoplados térmicamente mediante una pared ŕıgida e impermeable perpendicular a
la gravedad. Ambos fluidos presentan superficies libres deformables que forman una interfaz con
su respectiva atmósfera. Las temperaturas y presiones de las atmósferas son diferentes. Además,
se supone que en las entrecaras sólido-ĺıquido se tiene deslizamiento de las part́ıculas de fluido
sobre la pared. En la Fig. 2.1 se muestra un diagrama del sistema f́ısico a estudiar. Dicho sistema
será descrito en coordenadas cartesianas. Observamos que al ĺıquido de la parte superior se le
nombra como fluido 2 y aśı el espesor de esta capa en el estado básico (hidrostático) se nombra
como d2. Además, la superficie libre de esta capa está en contacto con una atmósfera que se
encuentra a una temperatura TU y una presión P ′

U . La pared posee un perfil de temperatura
T ′
w y tiene espesor dw. En el caso del ĺıquido inferior se le identifica como fluido 1, posee un

espesor d1 en el estado básico y la atmósfera en contacto con esta capa de fluido está a una
temperatura TL y una presión P ′

L.
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Figura 2.1: Esquema de dos capas de fluido que interaccionan térmicamente mediante una pared
ŕıgida.

A lo largo del presente trabajo se utilizarán las “primas” para identificar a las variables
dimensionales. Aśı, las variables independientes dimensionales del problema se representan como
x′, y′, z′ y t′. Las derivadas parciales respecto a éstas variables independientes serán indicadas
con sub́ındices.

2.2. Ecuaciones gobernantes

Las ecuaciones gobernantes para el comportamiento del sistema de interés son también
conocidas como ecuaciones de conservación o de balance. En el caso de los fluidos, estos han de
cumplir las ecuaciones de balance de masa, momento y enerǵıa en su forma diferencial. Para la
pared sólo debe cumplirse la ecuación de conservación de enerǵıa.

2.2.1. Conservación de masa

La ecuación de balance de masa en su forma diferencial es

ρ′t′ +∇′ · (ρ′v′) = 0, (2.1)

donde ρ′ es la densidad del fluido, v′ es el vector de velocidad y ∇′ = (∂x′ , ∂y′ , ∂z′) es el operador
nabla dimensional. Suponiendo un fluido incompresible, es decir, la densidad no vaŕıa ni espacial
ni temporalmente. Entonces, la ecuación de conservación de masa queda como

∇′ · v′ = 0. (2.2)

Aśı, podemos escribir la conservación de masa para el fluido 2 y el fluido 1 como se muestra
a continuación, respectivamente

∇′ · v′
2 = 0, (2.3)

∇′ · v′
1 = 0, (2.4)

donde v′
2 = (u′

2, v
′
2, w

′
2) y v′

1 = (u′
1, v

′
1, w

′
1) son, en este orden, los vectores de velocidad del

fluido 2 y 1.
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2.2.2. Conservación de momento

En este caso la ecuación de balance de momento lineal está dada por la primera ley del
movimiento de Cauchy con la gravedad como único término en las fuerzas de cuerpo. Además,
con el balance de momento angular, que está dado por la segunda ley del movimiento de
Cauchy, se establece la simetŕıa del tensor de esfuerzos. Para un fluido el tensor de esfuerzos
se descompone en una parte esférica y una parte deviatórica que a su vez son simétricas. En el
caso de un fluido newtoniano, la componente deviatórica es dada por la ecuación constitutiva
newtoniana para un fluido incompresible τ ′ = µ′ (∇′v′ + (∇′v′)T

)
; donde τ ′ es el tensor de

esfuerzos viscosos y µ′ la viscosidad del fluido. Entonces, la conservación de momentum se
enuncia como

ρ′ (v′
t′ + v′ ·∇′v′) = −∇′P ′ + µ′∇′2v′ − ρ′gk̂, (2.5)

donde P ′ es la presión, g es la magnitud de la aceleración gravitatoria, k̂ = (0, 0, 1) es el vector
unitario en dirección z′ y ∇′2 = ∂2

x′ + ∂2
y′ + ∂2

z′ es el operador laplaciano dimensional. Hay que
observar que la ecuación anterior, escrita en su forma tensorial, representa un sistema de tres
ecuaciones no lineales en derivadas parciales. Esta forma de las ecuaciones de conservación de
momento es también conocida como las ecuaciones de Navier-Stokes.

Esta ecuación se expresa para los fluidos 2 y 1 respectivamente como

ρ2 (v
′
2t′ + v′

2 ·∇′v′
2) = −∇′P ′

2 + µ2∇′2v′
2 − ρ2gk̂, (2.6)

ρ1 (v
′
1t′ + v′

1 ·∇′v′
1) = −∇′P ′

1 + µ1∇′2v′
1 − ρ1gk̂, (2.7)

donde ρ2, µ2 y P ′
2 son respectivamente la densidad, la viscosidad y la presión del fluido 2. Por

su parte, ρ1, µ1 y P ′
1 son la densidad, la viscosidad y la presión del fluido 1.

2.2.3. Conservación de la enerǵıa

La ecuación de conservación de la enerǵıa térmica suele representarse en términos de la
temperatura para la resolución de problemas de transferencia de calor. Ésta se enuncia como

ρ′Cp (T
′
t′ + v′ ·∇′T ′) = K ′∇′2T ′ + βTT

′ (P ′
t′ + v′ ·∇′P ′) + Φ, (2.8)

donde CP es la capacidad térmica del fluido a presión constante, T ′ es el perfil de temperatura
del fluido, K ′ es la conductividad térmica del fluido, βT es el coeficiente de expansión térmica
y Φ = τ ′ : ∇′v′ es la función de disipación.
El fluido de trabajo es incompresible (βT = 0) y, si además, se desprecian los efectos de la
disipación viscosa se tiene que

ρ′Cp (T
′
t′ + v′ ·∇′T ′) = K ′∇′2T ′. (2.9)

Es decir, solo tomamos los cambios temporales, por convección y por conducción del fluido.
Esta ecuación puede expresarse para los fluidos 2 y 1 respectivamente como

ρ2Cp2 (T
′
2t′ + v′

2 ·∇′T ′
2) = K2∇′2T ′

2, (2.10)

ρ1Cp1 (T
′
1t′ + v′

1 ·∇′T ′
1) = K1∇′2T ′

1, (2.11)

donde T ′
2, Cp2 yK2 son respectivamente la temperatura, la capacidad térmica a presión constan-

te y la conductividad del fluido 2. Por otro lado, T ′
1, Cp1 y K1 son la temperatura, la capacidad
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térmica a presión constante y la conductividad del fluido 1.

Por su parte, para la pared sólida se debe cumplir la ecuación de conservación de enerǵıa
tomando en cuenta que en ésta solo existen los cambios temporales de temperatura y de con-
ducción de calor. Entonces

ρwCpwT
′
wt′ = Kw∇′2T ′

w, (2.12)

donde T ′
w, ρw, Cpw y Kw son respectivamente la temperatura, la densidad, la capacidad térmica

a presión constante y la conductividad de la pared.

2.3. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera han de incluir las interacciones mecánicas y térmicas que tiene el
fluido con la pared y con la atmósfera. Estas se presentan mediante las condiciones de esfuerzos
y la condición de radiación para el caso de la superficie libre. Para el caso del ĺıquido en
contacto con el sustrato estas se presentan mediante la condición de deslizamiento, la condición
de impenetrabilidad y las condiciones de acoplamiento térmico. También se deben de cumplir
las condiciones cinemáticas de cada superficie libre. De estas útilmas se obtienen las ecuaciones
de evolución de la perturbación.

2.3.1. Condición cinemática de una superficie libre

El área de contacto entre dos fluidos inmisibles puede modelarse como una superficie suave
arbitraria, expresada en forma impĺıcita como F (x′, y′, z′, t′) = 0 [5]. Las part́ıculas de fluido
en la superficie libre se conservan en la misma superficie, es decir, que un tiempo ∆t′ después
la ecuación de la superficie se debe seguir cumpliendo. Esto es, F (x′, y′, z′, t′ +∆t′) = 0. Aśı, se
puede restar la ecuación original de la superficie a ésta ecuación que ocurre para un intervalo
de tiempo posterior, dividir entre ∆t′ y tomar el ĺımite cuando ∆t′ → 0. De esto se encuentra
que la derivada temporal de la superficie F debe ser igual a cero. Hay que notar que las
variables espaciales que determinan la posición de las part́ıculas en la superficie libre son a su
vez dependientes del tiempo, por lo que al tomar la derivada temporal se debe recurrir a la
regla de la cadena. De esto, se encuentra que

Ft′ + v′ ·∇′F = 0. (2.13)

Esto concuerda con la definición de superficie material. En nuestro caso la superficie libre
puede describirse como F (x′, y′, z′, t′) = z′ − h′(x′, y′, t′) = 0, donde h′ indica la posición de
la superficie libre. Si h′ = cte la superficie libre descrita por F es un plano paralelo al plano
cartesiano x′y′. Es aśı que haciendo a h′(x′, y′, t′) = cte + H ′(x′, y′, t′), donde H ′ representa
la deformación de la superficie libre, se permite que la superficie se deforme a partir de este
plano horizontal. Entonces, la condición cinemática de una superficie libre, tomando al vector
velocidad como v′ = (u′, v′, w′), es

h′
t′ + u′h′

x′ + v′h′
y′ − w′ = 0 en z′ = h′(x′, y′, t′). (2.14)

De esta forma, para los fluidos 2 y 1 respectivamente se tiene que las condiciones cinemáticas
de cada fluido son

h′
2t′ + u′

2h
′
2x′ + v′2h

′
2y′ − w′

2 = 0 en z′ = h′
2(x

′, y′, t′), (2.15)
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h′
1t′ + u′

1h
′
1x′ + v′1h

′
1y′ + w′

1 = 0 en z′ = −dw − h′
1(x

′, y′, t′), (2.16)

donde h′
2(x

′, y′, t′) y h′
1(x

′, y′, t′) son funciones que indican la variación en x′, y′ y t′ de la forma
de las superficies de los fluido 2 y 1 respectivamente.

2.3.2. Triedro asociado a la superficie libre

Es posible construir una base móvil de vectores en una superficie arbitraŕıa. Este triedro es
formado por un vector normal a la superficie y dos vectores tangentes a la misma. Esto último
se bosqueja en la Fig. 2.2 para una superficie libre que se encuentra en la parte superior de una
pared. El gradiente de la función implicita de una superficie resulta en un vector normal a la
misma. El vector normal unitario a una superficie libre arbitraria se calcula como el gradiente
de la función que define a la superficie entre el módulo de dicho gradiente.

x′

z′

y′

n̂′

T̂ ′(1)

T̂ ′(2)

z′ = h′
(x′, y′, t′)

Figura 2.2: Bosquejo de los vectores en una superficie libre de la forma z′ = h′(x′, y′, t′)

De forma general una superficie horizontal puede describirse en forma impĺıcita como z′ −
h′(x′, y′, t′) = 0, donde h′ indica la posición vertical en la que se encuentra la superficie libre
en un tiempo t. Calculando el gradiente y dividiendo entre la norma del vector resultante se
obtiene el vector normal unitario a la superficie. En el caso de estudio, la forma matemática
de cada superficie libre se define de tal manera que el vector normal tenga dirección hacia
la atmósfera de cada capa de fluido. La ecuación que describe a la superficie libre del fluido 2
puede escribirse como z′−h′

2(x
′, y′, t′) = 0 y para la superficie libre del fuido 1 puede describirse

con −z′ − dw − h′
1(x

′, y′, t′) = 0. Entonces, los vectores normales a las superficies del fluido 2 y
el fluido 1 son respectivamente

n̂′
2 =

1√
h′
2
2
x′ + h′

2
2
y′ + 1

(−h′
2x′ ,−h′

2y′ , 1), (2.17)

n̂′
1 =

1√
h′
1
2
x′ + h′

1
2
y′ + 1

(−h′
1x′ ,−h′

1y′ ,−1). (2.18)

El primer vector tangente unitario puede construirse de forma sencilla, pues una componente
del vector se propone unitaria, otra nula y otra variable. La única condición que este debe
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cumplir es que sea ortogonal al vector normal. Por lo tanto, los primeros vectores tangentes a
la superficies libres de los fluidos 2 y 1 respectivamente, son

T̂
′(1)
2 =

1√
h′
2
2
x′ + 1

(1, 0, h′
2x′), (2.19)

T̂
′(1)
1 =

1√
h′
1
2
x′ + 1

(1, 0,−h′
1x′). (2.20)

Para el segundo vector tangente resta únicamente realizar el producto vectorial entre los
vectores normal y el primer tangente. Entonces, los segundos vectores tangentes a las superficies
de los fluidos 2 y 1 respectivamente, son

T̂
′(2)
2 =

1√
h′
2
2
x′ + 1

√
h′
2
2
x′ + h′

2
2
y′ + 1

(−h′
2x′h

′
2y′ , h

′
2
2
x′ + 1, h′

2y′), (2.21)

T̂
′(2)
1 =

1√
h′
1
2
x′ + 1

√
h′
1
2
x′ + h′

1
2
y′ + 1

(h′
1x′h

′
1y′ ,−

(
h′
1
2
x′ + 1

)
, h′

1y′). (2.22)

2.3.3. Condiciones de esfuerzo en la entrecara de una superficie libre

Se supone una interfaz que se deforma a partir de la horizontal de forma arbitaria como
z′ = h′(x′, y′, t′) que posee un espesor infinitesimal, es decir, que no tiene masa. Entonces, en la
entrecara siempre ha de existir un balance de fuerzas en equilibrio. En la Fig. 2.3 se muestra
de forma esquemática al balance de fuerzas y los elementos diferenciales que se utilizan en el
mismo.

−n̂
′
· σ

′

l

n̂
′
· σ

′

g

Gas

Ĺıquido

T̂
′

T̂
′

n̂
′

T̂
′

T̂
′

T̂
′

T̂
′

dA

ds

dA

Figura 2.3: Bosquejos del balance de fuerzas y elemento diferencial de área, donde σ′
l y σ′

g son
los tensores de esfuerzos totales del ĺıquido y del gas respectivamente, n̂′ es un vector normal

unitario y T̂
′
es un vector tangente unitario.

Realizando una suma de fuerzas superficiales en un segmento diferencial de área dA de una
entrecara entre un ĺıquido a una presión Pl y un gas inviscido a una presión Pg, se llega a la
suma de dos integrales igualadas a cero [5]. Una integral es de área e incluye las fuerzas dadas
por la proyección del tensor de esfuerzos en la dirección normal (vector de esfuerzos) y la otra
es una integral de ĺınea que incluye las fuerzas de tensión superficial a lo largo de una curva
cerrada con diferencial de linea ds. Como se requiere una condición de frontera que sea válida
para todo diferencial de área se utiliza el teorema de Stokes y se engloban las integrales en una
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sola integral de superficie. Se llega a la conclusión de que el integrando ha de ser nulo. Entonces,
el balance de fuerzas en la entrecara de un ĺıquido y un gas queda

(Pg − Pl)n̂
′ + τ ′

l · n̂
′ = −(∇′ · n̂′)γ′n̂′ +∇′

||γ
′ en z′ = h′(x′, y′, t′), (2.23)

donde τ ′
l es el tensor de esfuerzos viscosos del ĺıquido, γ

′ es la tensión superficial entre el ĺıquido
y el gas, y ∇′

|| = ∇′ − n̂′(n̂′ ·∇′) es la proyección tangencial del operador nabla. Notamos que
en el primer término del lado derecho se relaciona con la curvatura media de la superficie Hc

como 2Hc = −(∇′ · n̂′). Además, cabe mencionar que debido a que hay una tensión superficial
se da un salto en los esfuerzos.

De la última ecuación se pueden extraer las condiciones de esfuerzos en la entrecara. Esto
se realiza proyectando la ecuación en las direcciones de los vectores que forman el triedro en la
superficie. Entonces, la condición de esfuerzos normales en la entrecara de un ĺıquido y un gas
es

(Pg − Pl) + n̂′ · τ ′
l · n̂

′ = −(∇′ · n̂′)γ′ en z′ = h′(x′, y′, t′). (2.24)

Por su parte, la condición de esfuerzos tangenciales queda como

T̂
′(j)

· τ ′
l · n̂

′ = T̂
′(j)

·∇′γ′ en z′ = h′(x′, y′, t′), (2.25)

donde T̂
′(j)

representa un vector tangente. En tres dimensiones se necesitan dos condiciones
tangenciales, entonces los primeros esfuerzos tangenciales son con j = 1 y para los segundos
esfuerzos tangenciales j = 2.

En el fenómeno de convección estudiado el movimiento convectivo se da por cambios de
tensión superficial debidos a gradientes de temperatura en la superficie libre. Entonces, γ′ =
γ′(T ′). Se puede aplicar la regla de la cadena en el lado derecho de la Ec. (2.25), quedando aśı

T̂
′(j)

· τ ′
l · n̂

′ = T̂
′(j)

· dγ
′

dT ′∇
′T ′ en z′ = h′(x′, y′, t′). (2.26)

Escribiendo la Ec. (2.24), junto con los vectores normales de las Ecs. (2.17) y (2.18), tenemos
que las condiciones de esfuerzos normales en las entrecaras para el fluido 2 y el fluido 1 son
respectivamente

(P ′
U − P ′

2) + n̂′
2 · τ ′

2 · n̂
′
2 = −(∇′ · n̂′

2)γ2 en z′ = h′
2(x

′, y′, t′), (2.27)

(P ′
L − P ′

1) + n̂′
1 · τ ′

1 · n̂
′
1 = −(∇′ · n̂′

1)γ1 en z′ = −dw − h′
1(x

′, y′, t′), (2.28)

con τ ′
2 = µ2

(
∇′v′

2 + (∇′v′
2)

T
)
y τ ′

1 = µ1

(
∇′v′

1 + (∇′v′
1)

T
)
.

Ahora, escribiendo la Ec. (2.26) junto con los vectores tangentes de las Ecs. (2.19) y (2.20),
se obtienen las condiciones de primeros esfuerzos tangenciales para el fluido 2 y el fluido 1
respectivamente como

T̂
′(1)
2 · τ ′

2 · n̂
′
2 = T̂

′(1)
2 · dγ2

dT ′∇
′T ′

2 en z′ = h′
2(x

′, y′, t′), (2.29)

T̂
′(1)
1 · τ ′

1 · n̂
′
1 = T̂

′(1)
1 · dγ1

dT ′∇
′T ′

1 en z′ = −dw − h′
1(x

′, y′, t′). (2.30)
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La Ec. (2.26) se vuelve a usar, pero esta vez utilizando los segundos vectores tangentes de
las Ecs. (2.21) y (2.22), para obtener la condición de los segundos esfuerzos tangenciales en la
entrecara de los fluidos 2 y 1 respectivamente como

T̂
′(2)
2 · τ ′

2 · n̂
′
2 = T̂

′(2)
2 · dγ2

dT ′∇
′T ′

2 en z′ = h′
2(x

′, y′, t′), (2.31)

T̂
′(2)
1 · τ ′

1 · n̂
′
1 = T̂

′(2)
1 · dγ1

dT ′∇
′T ′

1 en z′ = −dw − h′
1(x

′, y′, t′). (2.32)

2.3.4. Entre el fluido y la pared

En la frontera que corresponde a la superficie de contacto entre la pared y el fluido se aplicará
la condición de frontera referida como la condición de deslizamiento de Navier [30, 31, 35]. En
esta condición el deslizamiento se considera tangencial a la superficie en la que ocurre. Es
decir, se define el comportamiento que tienen las dos componentes tangenciales del vector de
velocidad en la pared. Por lo tanto, es necesaria una condición para la componente de velocidad
que va en dirección normal a la pared. La condición que dictará el comportamiento de dicha
componente de la velocidad es la condición de impenetrabilidad que define una frontera sólida
e impermeable. Aśı, en la frontera debe de cumplirse que

v′ · n̂′
w = 0, (2.33)

donde n̂′
w es el vector normal a la superficie sobre la cual se da el deslizamiento.

Aqúı suponemos que las part́ıculas de fluido que están en contacto con la pared no tienen
la misma velocidad que la pared, por lo que existe un deslizamiento del fluido a lo largo de la
frontera. Este movimiento relativo entre el fluido y la pared hace que la velocidad tangencial en
la pared sea distinta de cero. Además, dicha velocidad tangencial es directamente proporcional
a la componente tangencial de los esfuerzos viscosos. Es aśı que en la frontera ha de cumplirse
la siguiente igualdad [31, 36]

T̂
′(j)
w · τ ′ · n̂′

w =
1

ϵ
v′ · T̂

′(j)
w , (2.34)

donde T̂
′(j)
w representa a un vector tangente a la pared con j = 1: primer vector tangente y con

j = 2: segundo vector tangente. Además, ϵ es la constante de proporcionalidad. Esta constante
es conocida como coeficiente de deslizamento.

Hay que mencionar que n̂′
w, T̂

′(1)
w y T̂

′(2)
w son un conjunto de vectores que forman un sistema

derecho. Estos vectores pueden ser obtenidos de forma muy sencilla a partir de las triadas
calculadas en la Subsec. 2.3.2. Los vectores de dicha subsección se calcularon para una superficie
que se deforma de manera arbitraŕıa, Ecs. (2.17)-(2.22). Es aśı que haciendo a las deformaciones
h′
2 = d2 y h′

1 = d1 (en el estado básico las superficies libres, como las superficies de la pared, son
planas) se obtienen los vectores normal y tangentes a ambos lados de la pared. Los términos de
deformación superficial desaparecen de los vectores normal y tangentes porque las deformaciones
aparecen con derivadas parciales. Aśı, para la superficie de la pared en contacto con el fluido 2
los vectores son

n̂′
w2 = (0, 0, 1), (2.35)

T̂
′(1)
w 2 = (1, 0, 0), (2.36)

T̂
′(2)
w 2 = (0, 1, 0). (2.37)
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Por su parte, los vectores para la superficie en contacto con el fluido 1 quedan como

n̂′
w1 = (0, 0,−1), (2.38)

T̂
′(1)
w 1 = (1, 0, 0), (2.39)

T̂
′(2)
w 1 = (0,−1, 0). (2.40)

En ocasiones es común encontrar en la literatura a la Ec. (2.34) expresada con un signo
negativo en el miembro derecho de la igualdad [30, 37]. Esto se debe a la dirección en la que se
considera al vector normal. En nuestro caso el signo es positivo pues el vector normal va desde
la superficie mojada de la pared hacia la atmósfera correspondiente, mientras que en el caso en
que el signo es negativo el vector normal va en la dirección contraria, es decir, de la superficie
mojada de la pared hacia adentro de la pared.

Con todo lo anterior, se tiene que las condiciones de impenetrabilidad expresadas para los
fluidos 2 y 1 son respectivamente

w′
2 = 0 en z′ = 0, (2.41)

w′
1 = 0 en z′ = −dw. (2.42)

Por otro lado, las condiciones de deslizamiento correspondientes a las velocidades tangen-
ciales de los fluidos 2 y 1 son respectivamente

u′
2 = β2u

′
2z y v′2 = β2v

′
2z en z′ = 0, (2.43)

u′
1 = −β′

1u
′
1z y v′1 = −β′

1v
′
1z en z′ = −dw, (2.44)

donde β2 = µ2ϵ2 y β′
1 = µ1ϵ1 son las longitudes de deslizamiento dimensionales de los fluidos 2 y

1 sobre la pared. Nótese que el signo que está delante de las betas en las condiciones anteriores
depende del vector normal. Para llegar a las Ecs. (2.43) y (2.44) se utilizan respectivamente
las Ecs. (2.41) y (2.42), pues al expandir los esfuerzos viscosos en términos de las velocidades
quedan algunas derivadas parciales de la componente vertical, pero dichas derivadas son cero
porque en la pared se cumple la condición de impenetrabilidad.

2.3.5. Condiciones térmicas

En la entrecara formada por el ĺıquido y la atmósfera gaseosa ha de cumplirse la condición de
radiación. Ésta nos dice que en dicha entrecara el flujo de calor por conducción en la dirección
normal, dado por la ley de Fourier, y el flujo de calor por convección, dado por la ley de
enfriamiento de Newton, son iguales. Por lo tanto, esta condición se escribe como

−K ′n̂′ ·∇′T ′ = Qh(T
′ − T∞) en z′ = h′(x′, y′, t′), (2.45)

donde Qh es el coeficiente de transferencia de calor en la entrecara y T∞ es la temperatura de
la atmósfera gaseosa.

Esta última ecuación puede escribirse para los fluidos 2 y 1 respectivamente como

−K2n̂
′
2 ·∇′T ′

2 = Qh2(T
′
2 − TU) en z′ = h′

2(x
′, y′, t′), (2.46)

−K1n̂
′
1 ·∇′T ′

1 = Qh1(T
′
1 − TL) en z′ = −dw − h′

1(x
′, y′, t′), (2.47)
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donde Qh2 y Qh1 son los coeficientes de transferencia de calor en la superficie libre de los fluidos
2 y 1, respectivamente.

En la entrecara de un fluido y una pared debe cumplirse la igualdad térmica entre la tempe-
ratura del ĺıquido y la del sustrato. Además, el flujo de calor debe ser continuo en la entrecara.
Esto último escrito para los fluidos 2 y 1 respectivamente queda como

T ′
2 = T ′

w y K2T
′
2z′ = KwT

′
wz′ en z′ = 0, (2.48)

T ′
1 = T ′

w y K1T
′
1z′ = KwT

′
wz′ en z′ = −dw. (2.49)

2.3.6. Perfiles de temperatura en el estado básico

El estado básico, del cual parte el sistema f́ısico de interés, es el hidrostático. En éste los
vectores de velocidad son iguales al vector cero, las superficies libres de las capas de fluido son
planas de la forma z′ = cte y las variables dependientes son funciones unicamente de z′. Las
ecuaciones de conservación de enerǵıa para el fluido 2, la pared y el fluido 1, Ecs. (2.10), (2.12)
y (2.11) en el estado básico son respectivemente

T ′
2bz′z′ = 0, (2.50)

T ′
wbz′z′ = 0, (2.51)

T ′
1bz′z′ = 0, (2.52)

donde el sub́ındice b se utiliza para indicar que se está en el estado básico. Además, las condi-
ciones de frontera térmicas para el fluido 2, Ecs. (2.79) y (2.80), y para el fluido 1, Ecs. (2.96)
y (2.97), pueden ser escritas respectivamente en términos de los números adimensionales como

T ′
2bz′ = −Bi

d2
(T ′

2b − TU) en z′ = h′
2(x

′, y′, t′), (2.53)

T ′
2b = T ′

wb y T ′
2bz′ = χT ′

wbz′ en z′ = 0, (2.54)

T ′
1bz′ = −Bi1

d1
(T ′

1b − TL) en z′ = −dw − h′
1(x

′, y′, t′), (2.55)

T ′
1b = T ′

wb y T ′
1bz′ =

χ

K
T ′
wbz′ en z′ = −dw, (2.56)

donde Bi = (Qh2d2)/K2 es el número de Biot en la superficie libre del fluido 2, Bi1 =
(Qh1d1)/K1 es el número de Biot en la superficie libre del fluido 1, χ = Kw/K2 es la con-
ductividad relativa de la pared respecto al fluido 2 y K = K1/K2 es la conductividad relativa
del fluido 1 respecto al fluido 2. Las ecuaciones anteriores son respectivamente la condición de
la frontera libre del fluido 2, la condición entre el fluido 2 y la pared, la condición de la frontera
libre del fluido 1 y la condición entre el fluido 1 y la pared.

Integrando dos veces con respecto a z′ las Ecs. (2.50), (2.51) y (2.52) tenemos que los perfiles
de temperatura son respectivamente

T ′
2b = Az′ +B, (2.57)

T ′
wb = Awz

′ +Bw, (2.58)

T ′
1b = A1z

′ +B1. (2.59)

16



Los perfiles de temperatura son lineales respecto a z′. Aqúı, A, Aw y A1 representan las
pendientes de estos perfiles. Por su lado, B, Bw y B1 son las ordenadas al origen. Dichas pen-
dientes y ordenadas al origen son funciones de x′, y′ y t′.

Sustituyendo este resultado en las condiciones de frontera, Ecs. (2.53)-(2.56), se obtiene un
sistema de ecuaciones para los coeficientes. Este sistema queda respectivamente como

A = −Bi

d2
(Ah′

2 +B − TU), (2.60)

B = Bw y A = χAw, (2.61)

A1 = −Bi1
d1

(B1 − A1(dw + h′
1)− TL), (2.62)

(Aw − A1)dw = Bw −B1 y A1 =
χ

K
Aw. (2.63)

Se resuelve el sistema de ecuaciones y los perfiles de temperatura en el estado básico se
expresan como

T ′
2b =

(TL − TU)

den

[
1− Bi

d2
(z′ − h′

2)

]
+ TU , (2.64)

T ′
wb =

(TL − TU)

den

[
1− Bi

d2χ
(z′ − χh′

2)

]
+ TU , (2.65)

T ′
1b =

(TL − TU)

den

[
1− Bi

d2K

(
z′ + dw −K

(
dw
χ

+ h′
2

))]
+ TU , (2.66)

donde

den =
Bi

d2

(
h′
2 +

h′
1

K
+

dw
χ

)
+ 1 +

d1
d2K

Bi

Bi1
, (2.67)

actúa como el término de interacción entre las capas de ĺıquido y observamos que den =
den(x′, y′, t′).

2.4. Adimensionalización

Se supondrá la aproximación de lubricación en la que la deformación superficial tiene una
pendiente muy pequeña. Además, supone que la longitud de onda de la perturbación es muy
larga respecto al espesor de la capa de ĺıquido. Las distintas variables se adimensionalizan de
la siguiente forma: la coordenada z con d2, que es el espesor de la capa superior de fluido en el
estado básico; las coordenadas x e y con λ/2π = d2/ε, donde λ es la longitud de onda repre-
sentativa de la deformación superficial y ε es un número de onda adimensional muy pequeño
(ε = d2/(λ/2π)); el tiempo con (λ/2π)2/α2 = d22/(ε

2α2); la velocidad con α2/d2; la presión
con (α2µ2)/d

2
2 y la temperatura con ∆T = TL − TU . Aqúı α2 es la difusividad térmica del flui-

do 2. Todas las demás variables que poseen dimensiones de longitud se adimensionalizan con d2.

Una vez se aplique la adimensionalización las variables asociadas al fluido 2 no llevarán
sub́ındice numérico ni tendrán “primas”, mientras que las variables del fluido 1 llevarán sub́ındi-
ce 1, pero tampoco tendrán “primas”. Por su parte, las variables independientes se escriben en
su forma adimensional sin “primas” como x, y, z y t. Aśı mismo, ahora las derivadas parciales
adimensionales se indican con estos sub́ındices.
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2.4.1. Fluido 2

Se comienza con la adimensionalización de las ecuaciones y condiciones correspondientes al
fluido 2. La Ec. (2.3) correspondiente a la conservación de masa queda en su forma adimensional
como

εux + εvy + wz = 0. (2.68)

La Ec. (2.7), que define la conservación de momento del fluido 2, se expande y se adimen-
sionalizan las ecuaciones resultantes quedando aśı

1

Pr

(
ε2ut + εuux + εvuy + wuz

)
= −εPx + ε2uxx + ε2uyy + uzz, (2.69)

1

Pr

(
ε2vt + εuvx + εvvy + wvz

)
= −εPy + ε2vxx + ε2vyy + vzz, (2.70)

1

Pr

(
ε2wt + εuwx + εvwy + wwz

)
= −Pz + ε2wxx + ε2wyy + wzz −BoS, (2.71)

donde Pr = (µ2/ρ2)/α2 es el número de Prandtl del fluido 2, Bo = (ρ2gd
2
2)/(ε

2γ2) es el número
de Bond escalado del fluido 2, y S = (γ2d2ε

2)/(α2µ2) es el número de tensión superficial esca-
lado del fluido 2.

Ec. (2.10) describe la conservación de enerǵıa en el fluido 2, ésta misma ecuación se expande
y se escribe en forma adimensional como

ε2Tt + εuTx + εvTy + wTz = ε2Txx + ε2Tyy + Tzz. (2.72)

Por su parte, la condición cinemática para el fluido 2 dada en la Ec. (2.15) se escribe de
forma adimensional como

ε2ht + εuhx + εvhy − w = 0 en z = h(x, y, t). (2.73)

La condición de esfuerzos normales en la superficie libre del fluido 2 está dada por la Ec.
(2.27). Ésta se adimensionaliza quedando como

(PU − P ) +
2

N2

(
ε3(uxh

2
x + vyh

2
y) + ε3(uy + vx)hxhy − ε(vz + εwy)hy − ε(uz + εwx)hx + wz

)
=

S

N3

(
hxx(ε

2h2
y + 1) + hyy(ε

2h2
x + 1)− 2ε2hxhyhxy

)
en z = h(x, y, t), (2.74)

donde N =
√

ε2h2
x + ε2h2

y + 1.

La condición de primeros esfuerzos tangenciales del fluido 2, dada en la Ec. (2.29), en su
forma adimensional es

1

N

[
2ε(wz − εux)hx − ε2(uy + vx)hy + (uz + εwx)(1− ε2h2

x)− ε2(εwy + vz)hxhy

]
=

−Ma (εTx + εTzhx) en z = h(x, y, t), (2.75)

donde Ma = −(dγ2/dT )(∆Td2/α2µ2) es el número de Marangoni del fluido 2.
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La condición de los segundos esfuerzos tangenciales se da en la Ec. (2.31), por lo que al
adimensionalizar se tiene que

1

N
[ 2εhy(ε

3uxh
2
x − εvy(1 + ε2h2

x) + wz) + ε2(uy + vx)hx(ε
2h2

y − 1− ε2h2
x)− 2ε2(εwx + uz)hxhy

+(εwy+vz)(1+ε2h2
x−ε2h2

y) ] = −Ma

N

(
−ε3Txhxhy + εTy(ε

2h2
x + 1) + εTzhy

)
en z = h(x, y, t).

(2.76)
Ahora, la condición de impenetrabilidad, Ec. (2.41), en forma adimensional queda como

w = 0 en z = 0. (2.77)

La condición de deslizamiento, Ec. (2.43), en su forma adimensional se escribe como

u = βuz y v = βvz en z = 0, (2.78)

donde β = β2/d2 es la longitud de deslizamiento adimensional del fluido 2.

Para la condición de radiación de la superficie libre del fluido 2, Ec. (2.46), se tiene que se
expresa en forma adimensional como

1

N

(
ε2Txhx + ε2Tyhy − Tz

)
= BiT en z = h(x, y, t), (2.79)

donde la temperatura se define como T = (T ′
2 − TU)/(TL − TU) por la condición de radiación.

Las condiciones térmicas en la pared, Ec. (2.48), en forma adimensional quedan como

T = Tw y Tz = χTwz en z = 0. (2.80)

Por último, la temperatura en el estado básico para el fluido dos, Ec. (2.64), se adimensio-
naliza quedando como

T0 =
1

den
[1−Bi (z − h)] . (2.81)

El denominador den se reescribe en función de las variables y parámetros adimensionales
utilizados por Dávalos-Orozco en [18] y [19].

den = Bi

(
h+

h1

K
+

dw
χ

)
+ 1 +

d

K

Bi

Bi1
, (2.82)

donde d = d1/d2 es el el cociente de espesores en el estado básico.

2.4.2. Pared

La Ec. (2.12) corresponde a la conservación de enerǵıa de la pared. En forma adimensional
ésta se expresa como

ε2Twt =
χ

ρw
ρ2

Cpw

Cp2

(
ε2Twxx + ε2Twyy + Twzz

)
. (2.83)

Por su parte, la temperatura de la pared en el estado básico, Ec. (2.65), se escribe en su
forma adimensional como

Tw0 =
1

den

[
1− Bi

χ
(z − χh)

]
. (2.84)
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2.4.3. Fluido 1

Ahora, se continúa con la adimensionalización para las ecuaciones del fluido 1 y sus distintas
condiciones de frontera. La Ec. (2.4) (conservación de masa) en forma adimensional es

εu1x + εv1y + w1z = 0. (2.85)

La conservación de momento, Ec. (2.7), se expande y adimensionaliza quedando como

ρ

Pr

(
ε2u1t + εu1u1x + εv1u1y + w1u1z

)
= −εP1x + µ

(
ε2u1xx + ε2u1yy + u1zz

)
, (2.86)

ρ

Pr

(
ε2v1t + εu1v1x + εv1v1y + w1v1z

)
= −εP1y + µ

(
ε2v1xx + ε2v1yy + v1zz

)
, (2.87)

ρ

Pr

(
ε2w1t + εu1w1x + εv1w1y + w1w1z

)
= −P1z + µ

(
ε2w1xx + ε2w1yy + w1zz

)
− ρBoS, (2.88)

donde ρ = ρ1/ρ2 y µ = µ1/µ2 son respectivamente la densidad y la viscosidad relativas del
fluido 1 respecto al fluido 2.

La conservación de enerǵıa, Ec. (2.11), se expande y se escribe en forma adimensional como

ε2T1t + εu1T1x + εv1T1y + w1T1z = α
(
ε2T1xx + ε2T1yy + T1zz

)
, (2.89)

donde α = α1/α2 es la difusividad relativa del fluido 1 respecto del fluido 2.

La condición cinemática de una part́ıcula de fluido en la superficie libre del fluido 1, Ec.
(2.16), en forma adimensional queda

ε2h1t + εu1h1x + εv1h1y + w1 = 0 en z = −dw − h1(x, y, t). (2.90)

Por su parte, la condición de esfuerzos normales en la superficie libre, Ec. 2.28, en su forma
adimensional es

(PL − P1) +
2µ

N2
1

[ ε3(u1xh1
2
x + v1yh1

2
y) + ε3(u1y + v1x)h1xh1y

+ε(v1z + εw1y)h1y + ε(u1z + εw1x)h1x + w1z ] =

γS

N3
1

(
h1xx(ε

2h1
2
y + 1) + h1yy(ε

2h1
2
x + 1)− ε2h1xh1yh1xy

)
en z = −dw − h1(x, y, t), (2.91)

donde γ = γ1/γ2 es la tensión superficial relativa del fluido 1 respecto al fluido 2 y N1 =√
ε2h1

2
x + ε2h1

2
y + 1.
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Se adimensionaliza la condición de primeros esfuerzos tangenciales del fluido 1, Ec. (2.30),
quedando como

µ

N1

[
2ε(w1z − εu1x)h1x − ε2(u1y + v1x)h1y − (u1z + εw1x)(1− ε2h1

2
x) + ε2(εw1y + v1z)h1xh1y

]
= −γTMa (εT1x − εT1zh1x) en z = −dw − h1(x, y, t), (2.92)

donde γT = (dγ1/dT )/(dγ2/dT ) es el cociente de las tasas de variación de la tensión superficial
de cada fluido respecto a la temperatura.

Ahora, la condición de segundos esfuerzos tangenciales en la entrecara del fluido 1, Ec.
(2.32), se adimensionaliza como

µ

N1

[ − 2εh1y(ε
3u1xh1

2
x − εv1y(1 + ε2h1

2
x) + w1z)− ε2(u1y + v1x)h1x(ε

2h1
2
y − 1− ε2h1

2
x)

−2ε2(εw1x + u1z)h1xh1y + (εw1y + v1z)(1 + ε2h1
2
x − ε2h1

2
y) ] =

−γTMa

N1

(
ε3T1xh1xh1y − εT1y(ε

2h1
2
x + 1) + εT1zh1y

)
en z = −dw − h1(x, y, t). (2.93)

La condición de impenetrabilidad, dada en la Ec. (2.42), se escribe en su forma adimensional
como

w1 = 0 en z = −dw. (2.94)

Por otro lado, la condición de deslizamiento, Ec. (2.44), en su forma adimensional es

u1 = −β1u1z y v1 = −β1v1z en z = −dw, (2.95)

donde β1 = β′
1/d2 es la longitud de deslizamiento adimensional del fluido 1.

La condición de radiación en la superficie libre para el fluido 1, Ec. (2.47), en forma adi-
mensional queda

1

N1

(
−ε2T1xh1x +−ε2T1yh1y + T1z

)
=

Bi1
d

(T1 − 1) en z = −dw − h1(x, y, t), (2.96)

donde la temperatura se define como T1 = (T ′
1 − TU)/(TL − TU) a consecuencia de la condición

de radiación.

Las condiciones térmicas en la pared, Ec. (2.49), se escriben en su forma adimensional como

T1 = Tw y T1z =
χ

K
Twz en z = −dw. (2.97)

Por su parte, la temperatura en el estado básico para el fluido 1, Ec.(2.66), se escribe en
forma adimensional como

T10 =
1

den

[
1− Bi

K

(
z + dw −K

(
dw
χ

+ h

))]
. (2.98)

21



2.5. Expansiones asintóticas

Una expansión asintótica o expansión paramétrica, como suele nombrársele, de una función
es tal que satisface la o las ecuaciones en derivadas parciales en las cuales existe un parámetro
o número adimensional que ha de incluir una dimensión geométrica representativa del proble-
ma cuyo orden de magnitud sea mayor o menor respecto a las demás dimensiones asociadas.
En el caso de estudio, las variables dependientes pueden expandirse en forma asintótica con ε
como parámetro pequeño. Éste último es el número de onda adimensional con el que se adi-
mensionalizaron las ecuaciones y condiciones de frontera. Las expansiones utilizadas son como
aquellas usadas por Benney [38] (1966) y Oron et al. [39] (1997), también llamadas expansiones
asintóticas en series de potencias [40]. Es decir, las expansiones son de la forma

f(x, y, z, t, ε) = f0(x, y, z, t) + εf1(x, y, z, t) + ε2f2(x, y, z, t) + . . . , (2.99)

donde ε ≪ 1. El término con sub́ındice cero corresponde al estado sin perturbar, es decir, el
hidrostático. Para dicho estado algunas de las variables dependientes toman valor nulo (p. ej.
velocidad, esfuerzos). Entonces, las expansiones asintóticas para las variables dependientes del
fluido 2 son

u = ε (u21 + εu22 + . . . ) , (2.100)

v = ε (v21 + εv22 + . . . ) , (2.101)

w = ε2 (w2 + εw3 + . . . ) , (2.102)

P = P0 + εP1 + . . . , (2.103)

T = T0 + εT1 + . . . . (2.104)

Para la temperatura de la pared

Tw = Tw0 + εTw1 + . . . , (2.105)

y para el fluido 1

u1 = ε (u11 + εu12 + . . . ) , (2.106)

v1 = ε (v11 + εv12 + . . . ) , (2.107)

w1 = ε2 (w12 + εw13 + . . . ) , (2.108)

P1 = P10 + εP11 + . . . , (2.109)

T1 = T10 + εT11 + . . . . (2.110)

Para resolver el problema planteado para las expansiones asintóticas el procedimiento es
relativamente simple. Se sustituyen las expansiones en las ecuaciones y condiciones de frontera
adimensionalizadas y se procede a encontrar las ecuaciones y condiciones de frontera para cada
orden de magnitud del parámetro pequeño. Esto último se realiza identificando los términos,
antes y después del signo igual, que poseen un factor de ε con la misma potencia, es decir,
tienen el mismo orden de magnitud. De esta manera se comienza resolviendo para los menores
ordenes y se prosigue incrementando el orden. De esta forma se puede verificar que en el orden
cero (∼ O(ε0)) se tienen las ecuaciones de la hidrostática y que la componente vertical de la
velocidad de orden uno (∼ O(ε)) es cero para que se cumpla la conservación de masa.
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Caṕıtulo 3

Solución

En este caṕıtulo se resuelve el problema para el menor orden de magnitud de las expan-
siones asintóticas planteadas en la Sec. 2.5. De esta manera se obtienen las velocidades que se
sustituyen en la condición cinemática con el fin de obtener la ecuación de evolución no lineal
de la perturbación para cada capa de fluido. Éstas se linealizan para entender como evolucio-
na la deformación superficial. Las ecuaciones lineales se resuelven aplicando modos normales.
Posterior a esto se realiza un análisis teórico y numérico.

3.1. Soluciones al orden menor

Estas se refieren a la resolución de las ecuaciones gobernantes para aquellos términos de las
expansiones asintóticas en los que la potencia de ε sea la menor posible, es decir, se resuelve
para los primeros términos de las series obtenidas en el caṕıtulo anterior. Se calculan las dis-
tribuciones de presión de orden cero (∼ O(ε0)) en cada uno de los ĺıquidos. Concluye con el
cálculo de los perfiles de velocidad.

3.1.1. Distribuciones de presión

Para resolver las distribuciones de presión en los fluidos tenemos que al menor orden (∼
O(ε0)) las ecuaciones que nos dan este resultado son la conservación de momento en la dirección
vertical junto con la condición de esfuerzos normales en la superficie libre de cada capa de
ĺıquido. Primero para el fluido 2, la conservación de momento y la condición de esfuerzos
normales en la superficie libre, Ecs. (2.71) y (2.74) al menor orden (∼ O(ε0)), se escriben
respectivamente como

0 = −P0z −BoS, (3.1)

(PU − P0) = S (hxx + hyy) en z = h(x, y, t). (3.2)

Se integra la Ec. (3.1) respecto a z y se utiliza la condición expresada en la Ec. (3.2) para
obtener la constante de integración. Entonces, la presión de menor orden del fluido 2 es

P0 = PU −BoS (z − h)− S∇2
⊥h, (3.3)

donde ∇2
⊥ = ∂2

x+∂2
y . Para el fluido 1 las Ecs. (2.88) y (2.91), que corresponden a la conservación

de momento en z y la condición de esfuerzos normales en la superficie libre respectivamente, se
escriben para el menor orden (∼ O(ε0)) como

0 = −P10z − ρBoS, (3.4)
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(PL − P10) = γS
(
h1xx + h1yy

)
en z = −dw − h1(x, y, t). (3.5)

Se integra la Ec. (3.4) respecto a z y se utiliza la condición expresada en la Ec. (3.5) para
obtener la constante de integración. Entonces, la presión de menor orden para el fluido 1 es

P10 = PL − ρBoS (z + dw + h1)− γS∇2
⊥h1. (3.6)

Al igual que con los perfiles de temperatura, las distribuciones de presiones quedan igual a
aquellas calculadas por Dávalos-Orozco [18, 19], pues el caso hidrostático debe ser el mismo sin
importar las propiedades que pueda presentar el material de trabajo.

3.1.2. Perfil de velocidades

Fluido 2

Para el fluido 2 las ecuaciones de conservación de momento en x e y, Ecs. (2.69) y (2.70),
al menor orden (∼ O(ε)) se expresan como

−P0x + u21zz = 0, (3.7)

−P0y + v21zz = 0. (3.8)

Hay que notar que las derivadas parciales de P0, Ec. (3.3), respecto a x e y hacen que el
término resultante no sea dependiente de z. Integrando una vez respecto a z las ecuaciones
anteriores se obtiene

−P0xz + u21z = C1, (3.9)

−P0yz + v21z = C2. (3.10)

Las constantes de integración C1 y C2 se calculan a partir de las condiciones de primeros y
segundos esfuerzos tangenciales. Estas condiciones, Ecs. (2.75) y (2.76) al menor orden (∼ O(ε)),
quedan respectivamente como

u21z = −Ma (T0x + T0zhx) en z = h(x, y, t), (3.11)

v21z = −Ma
(
T0y + T0zhy

)
en z = h(x, y, t). (3.12)

En las condiciones anteriores el factor 1/N de los términos del lado izquierdo se expande
como serie binomial y se encuentra que éste debe ser igual a la unidad para que estos términos
conserven su orden (∼ O(ε)). Estas condidiones pueden desarrollarse con los resultados obte-
nidos anteriormente para T0 en el Ec. (2.81). Primero se realizan las derivadas parciales de T0

como

T0x =
∂

∂x

(
1

den

)
[1−Bi (z − h)] +

Bihx

den
, (3.13)

T0y =
∂

∂y

(
1

den

)
[1−Bi (z − h)] +

Bihy

den
, (3.14)

T0z = − Bi

den
. (3.15)

Ahora, se desarrollan los términos que están entre paréntesis del miembro derecho de las
Ecs. (3.11) y (3.12).

T0x + T0zhx =
∂

∂x

(
1

den

)
[1−Bi (z − h)] , (3.16)
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T0y + T0zhy =
∂

∂y

(
1

den

)
[1−Bi (z − h)] . (3.17)

Se sustituyen los resultados anteriores y se evalúa en z = h. Con esto las condiciones de las
Ecs. (3.11) y (3.12) se reescriben como

u21z = −Ma
∂

∂x

(
1

den

)
en z = h(x, y, t), (3.18)

v21z = −Ma
∂

∂y

(
1

den

)
en z = h(x, y, t). (3.19)

Entonces, aplicando las Ecs. (3.18) y (3.19) a las Ecs. (3.9) y (3.10), las contantes C1 y C2

quedan respectivamente como

C1 = −P0xh−Ma
∂

∂x

(
1

den

)
, (3.20)

C2 = −P0yh−Ma
∂

∂y

(
1

den

)
. (3.21)

La condición de deslizamiento para el fluido 2, Ec. (2.78), para las componentes de velocidad
de menor orden se expresa como

u21 = βu21z y v21 = βv21z en z = 0. (3.22)

Las derivadas parciales en z de las componentes horizontales de la velocidad pueden des-
pejarse facilmente de las Ecs. (3.10) y (3.11). Aśı, es posible reescribir la condición anterior
como

u21 = βC1 y v21 = βC2 en z = 0. (3.23)

Integrando una vez más las Ecs. (3.9) y (3.10) respecto a z se tienen dos nuevas constantes
de integración C3 y C4.

u21 = P0x

z2

2
+ C1z + C3, (3.24)

v21 = P0y

z2

2
+ C2z + C4. (3.25)

Aplicando la condición de deslizamiento se obtiene que dichas constantes son

C3 = βC1, (3.26)

C4 = βC2. (3.27)

Por lo tanto, las componentes horizontales de la velocidad del fluido 2 quedan como

u21 = P0x

z2

2
+ C1(z + β), (3.28)

v21 = P0y

z2

2
+ C2(z + β). (3.29)

Por su parte la componente en z de la velocidad del fluido 2 se calcula a partir de la
conservación de masa, Ec. (2.68), expresada al menor orden (∼ O(ε2)) como

w2z = −u21x − v21y. (3.30)

25



Las derivadas parciales de las velocidades de las Ecs. (3.28) y (3.29) respecto a x e y son
respectivamente

u21x = P0xx

z2

2
+ C1x(z + β), (3.31)

v21y = P0yy

z2

2
+ C2y(z + β). (3.32)

Sustituyendo esto último en la Ec. (3.30) se obtiene que

w2z = −∇2
⊥P0

z2

2
− (C1x + C2y)(z + β), (3.33)

donde las derivadas parciales de las constantes C1 y C2 son respectivamente

C1x = −(P0xxh+ P0xhx)−Ma
∂2

∂x2

(
1

den

)
, (3.34)

C2y = −(P0yyh+ P0yhy)−Ma
∂2

∂y2

(
1

den

)
. (3.35)

Estas derivadas no son funciones de z, por lo que la adición de las mismas tampoco depen-
derá de esta variable independiente adimensional. Sumando estas derivadas y desarrollando se
obtiene que

C1x + C2y = −∇⊥ · (h∇⊥P0)−Ma∇2
⊥

(
1

den

)
, (3.36)

donde ∇⊥ = (∂x, ∂y) es la componente horizontal del gradiente.

La condición de impenetrabilidad, Ec. (2.77), se expresa para el menor orden (∼ O(ε2))
como

w2 = 0 en z = 0. (3.37)

Integrando la Ec. (3.33) una vez respecto a z aparece una nueva constante de integración.
Esta constante, llámese C5, es cero, pues debe cumplirse la condición de impenetrabilidad, Ec.
(3.37). Entonces, la componente en z de la velocidad del fluido 2 queda como

w2 = −∇2
⊥P0

z3

6
− (C1x + C2y)

(
z2

2
+ βz

)
. (3.38)

Fluido 1

Para el fluido 1 las ecuaciones de conservación de momento en las direcciones x e y, Ecs.
(2.86) y (2.87), se escriben al menor orden (∼ O(ε)) como

−P10x + µu11zz = 0, (3.39)

−P10y + µv11zz = 0. (3.40)

Hay que observar que al tomar las derivadas parciales en x e y de la presión P10, Ec.
(3.6), este término pierde la dependencia con z. Por lo tanto, las ecuaciones pueden integrarse
facilmente respecto a z. Integrando una vez respecto a z las Ecs. (3.39) y (3.40) se obtiene
respectivamente que

−P10xz + µu11z = C11, (3.41)
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−P10yz + µv11z = C21. (3.42)

En las ecuaciones anteriores las constantes de integración C11 y C21 se calculan de las
condiciones de frontera de primeros y segundos esfuerzos tangenciales, Ecs. (2.92) y (2.93), que
al menor orden (∼ O(ε)) quedan expresadas como

µu11z = γTMa (T10x − T10zh1x) en z = −dw − h1(x, y, t), (3.43)

µv11z = γTMa
(
T10y − T10zh1y

)
en z = −dw − h1(x, y, t). (3.44)

En estas ecuaciones, en los términos de la izquierda, se puede realizar la expansión binomial
del factor 1/N1. Se encuentra que este factor se hace igual a uno para que el término de
la izquierda sea del orden correspondiente (∼ O(ε)). Estas condidiones pueden desarrollarse
con los resultados obtenidos anteriormente para T10 en la Ec. (2.98). Primero se realizan las
derivadas parciales de T10 como

T10x =
Bi

den2

[(
hx +

h1x

K

)(
Bi

K

(
z + dw −K

(
dw
χ

+ h

))
− 1

)
+ hxden

]
, (3.45)

T10y =
Bi

den2

[(
hy +

h1y

K

)(
Bi

K

(
z + dw −K

(
dw
χ

+ h

))
− 1

)
+ hyden

]
, (3.46)

T10z = − Bi

Kden
. (3.47)

Ahora, se desarrollan los términos que están entre paréntesis del miembro derecho de las
Ecs. (3.43) y (3.44).

T10x − T10zh1x =
Bi

den2

(
hx +

h1x

K

)[(
Bi

K

(
z + dw −K

(
dw
χ

+ h

))
− 1

)
+ den

]
, (3.48)

T10y − T10zh1y =
Bi

den2

(
hy +

h1y

K

)[(
Bi

K

(
z + dw −K

(
dw
χ

+ h

))
− 1

)
+ den

]
. (3.49)

En las condiciones que se pretenden expandir el valor de z está dado. Entonces, evaluando
los resultados anteriores en z = −dw − h1 y desarrollando se obtiene

T10x − T10zh1x =
d

K

Bi

Bi1

Bi

den2

(
hx +

h1x

K

)
=− d

K

Bi

Bi1

∂

∂x

(
1

den

)
,

(3.50)

T10y − T10zh1y =
d

K

Bi

Bi1

Bi

den2

(
hy +

h1y

K

)
=− d

K

Bi

Bi1

∂

∂y

(
1

den

)
.

(3.51)
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Estos últimos resultados se sustituyen respectivamente en las Ecs. (3.43) y (3.44), y se
despeja a la componente de la velocidad. Entonces, las condiciones quedan reescritas como

u11z = −γTMa

µ

d

K

Bi

Bi1

∂

∂x

(
1

den

)
en z = −dw − h1(x, y, t), (3.52)

v11z = −γTMa

µ

d

K

Bi

Bi1

∂

∂y

(
1

den

)
en z = −dw − h1(x, y, t). (3.53)

Por lo tanto, aplicando estas condiciones a las Ecs. (3.41) y (3.42) se obtiene que las cons-
tantes C11 y C21 son respectivamente

C11 = P10x(dw + h1)− γTMa
d

K

Bi

Bi1

∂

∂x

(
1

den

)
, (3.54)

C21 = P10y(dw + h1)− γTMa
d

K

Bi

Bi1

∂

∂y

(
1

den

)
. (3.55)

Integrando nuevamente respecto a z las Ecs. (3.41) y (3.42), y despejando las velocidades
se obtiene que

u11 =
1

µ

(
P10x

z2

2
+ C11z + C31

)
, (3.56)

v11 =
1

µ

(
P10y

z2

2
+ C21z + C41

)
. (3.57)

La condición de deslizamiento, Ec. (2.95), se expresa para el menor orden de las componentes
de velocidad como

u11 = −β1u11z y v11 = −β1v11z en z = −dw. (3.58)

Despejando las derivadas en z de las velocidades en las Ecs. (3.41) y (3.42), y evaluando en
la frontera se obtiene que la condición de deslizamiento puede reescribirse como

u11 = −β1

µ
(C11 − P10xdw) y v11 = −β1

µ

(
C21 − P10ydw

)
en z = −dw. (3.59)

Con esto es posible calcular las constantes C31 y C41. Éstas quedan respectivamente como

C31 = C11(dw − β1)− P10x

(
d2w
2

− β1dw

)
, (3.60)

C41 = C21(dw − β1)− P10y

(
d2w
2

− β1dw

)
. (3.61)

Las velocidades quedan entonces expresadas sólo en función de las constantes C11 y C21

como

u11 =
1

µ

(
P10x

2
(z2 − d2w + 2β1dw) + C11(z + dw − β1)

)
, (3.62)

v11 =
1

µ

(
P10y

2
(z2 − d2w + 2β1dw) + C21(z + dw − β1)

)
. (3.63)
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Ahora, utilizando la ecuación de conservación de masa, Ec. (2.85), al menor orden (∼ O(ε2))
se tiene que

w12z = −u11x − v11y, (3.64)

de donde, al derivar las Ecs. (3.62) y (3.63) respecto a x e y se tiene respectivamente que

u11x =
1

µ

(
P10xx

2
(z2 − d2w + 2β1dw) + C11x(z + dw − β1)

)
, (3.65)

v11y =
1

µ

(
P10yy

2
(z2 − d2w + 2β1dw) + C21y(z + dw − β1)

)
. (3.66)

Sustituyendo estas derivadas en la Ec. (3.64) se obtiene que

w12z = − 1

µ

(
1

2
(z2 − d2w + 2β1dw)∇2

⊥P10 + (C11x + C21y)(z + dw − β1)

)
. (3.67)

Las derivadas parciales de las constantes C11 y C21 son

C11x = P10xx(dw + h1) + P10xh1x − γTMa
d

K

Bi

Bi1

∂2

∂x2

(
1

den

)
, (3.68)

C21y = P10yy(dw + h1) + P10yh1y − γTMa
d

K

Bi

Bi1

∂2

∂y2

(
1

den

)
. (3.69)

Sumando estas derivadas se obtiene que

C11x + C21y = dw∇2
⊥P10 +∇⊥ · (h1∇⊥P10)− γTMa

d

K

Bi

Bi1
∇2

⊥

(
1

den

)
. (3.70)

Notar que esta suma de derivadas parciales de las constantes de integración no depende de z.

Se integra la Ec. (3.67) respecto a z. De esto se encuentra que

w12 = − 1

µ

(
1

2
(
z3

3
− d2wz + 2β1dwz)∇2

⊥P10 + (C11x + C21y)(
z2

2
+ dwz − β1z)

)
+ C51. (3.71)

La condición de impenetrabilidad, Ec. (2.94), se expresa al menor orden como

w12 = 0 en z = −dw. (3.72)

Con esta condición se puede calcular la constante de integración C51 que queda como

C51 =
1

µ

((
d3w
3

− β1d
2
w

)
∇2

⊥P10 − (C11x + C21y)

(
d2w
2

− β1dw

))
. (3.73)

Sustituyendo esta constante en la Ec. (3.71) se obtiene entonces que la componente en z del
fluido 1 al menor orden es

w12 = −(z + dw)

µ

((
1

6
(z + dw)(z − 2dw) + β1dw

)
∇2

⊥P10 +
1

2
(C11x + C21y)(z + dw − 2β1)

)
.

(3.74)
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3.2. Ecuaciones de evolución

3.2.1. Fluido 2

La condición cinemática de la superficie libre del fluido 2 al orden calculado queda como

ht + u21hx + v21hy − w2 = 0 en z = h(x, y, t). (3.75)

Se sustituyen las velocidades calculadas, Ecs. (3.28), (3.29) y (3.38), en la ecuación anterior,
recordando que el valor de z está dado. Aśı, se desarrolla dicha condición para obtener la
ecuación de evolución no lineal.

ht −∇⊥ ·
[(

h3

3
+ βh2

)
∇⊥P0

]
−Ma∇⊥ ·

[(
h2

2
+ βh

)
∇⊥

(
1

den

)]
= 0. (3.76)

Sustituyendo la presión P0, Ec. (3.3), y desarrollando se tiene que

ht +
S

3
∇⊥ ·

[(
h3 + 3βh2

) (
∇⊥

(
∇2

⊥h
)
−Bo∇⊥h

)]
− Ma

2
∇⊥ ·

[(
h2 + 2βh

)
∇⊥

(
1

den

)]
= 0.

(3.77)
Se puede observar que en el caso en que no existe deslizamiento en la pared (β = 0) se

recupera aquella ecuación dada por Dávalos-Orozco [19], recordando que en este último la defi-
nición del número de Marangoni es diferente. Además, la forma de la ecuación es la misma que
aquella calculada por Sánchez-Barrera [34], con la diferencia de que aqúı el den depende de h1

y d. Entonces, cuando h1 y d tienden a cero se recupera el caso estudiado en [34].

Linealización

La Ec. (3.77) se linealiza con el fin de entender como evoluciona la deformación superficial si
la misma es considerada como un espesor adimensional ( espesor en el estado básico) más una
función de deformación. De esta forma, primero se expanden las divergencias horizontales. Aśı,
podemos ver que términos formarán parte de la ecuación lineal. En esta expansión aparecen un
gradiente y un lapaciano horizontal del inverso de den, los cuales se desarrollan como

∇⊥

(
1

den

)
= − Bi

den2

(
∇⊥h+

1

k
∇⊥h1

)
, (3.78)

∇2
⊥

(
1

den

)
= − Bi

den2

(
∇2

⊥h+
1

k
∇2

⊥h1 −
2Bi

den
(∇⊥h ·∇⊥h+∇⊥h1 ·∇⊥h1 +

2

K
∇⊥h ·∇⊥h1)

)
.

(3.79)
Como se dijo anteriormente las deformaciones se describen como h(x, y, t) = 1 +H(x, y, t)

y h1(x, y, t) = d+H1(x, y, t). En general hay que notar que todos los productos escalares entre
gradientes de h y h1 son términos no lineales. En lo particular hay que observar que en los
términos en los que se sustituya h se tendrán binomios, de los cuales sólo los productos con el
espesor adimensional en el estado básico formarán términos lineales, pues los demás términos
son producto de funciones y sus derivadas (no lineales). Es asi que la ecuación lineal para la
evolución de la perturbación queda como

Ht +
S

3
(1 + 3β)

[
∇2

⊥(∇2
⊥H)−Bo∇2

⊥H
]
+

MaBi

2den2
L

(1 + 2β)

[
∇2

⊥H +
1

K
∇2

⊥H1

]
= 0, (3.80)
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donde

denL = Bi

(
1 +

d

K
+

dw
χ

)
+ 1 +

d

K

Bi

Bi1
, (3.81)

es el denominador lineal.

3.2.2. Fluido 1

La condición cinemática de la superficie libre del fluido 1 al orden calculado queda como

h1t + u11h1x + v11h1y + w12 = 0 en z = −dw − h1(x, y, t). (3.82)

Se sustituyen las velocidades calculadas, Ecs. (3.62), (3.63) y (3.74), en la ecuación anterior,
recordando que el valor de z está dado. Aśı, se obtiene que la ecuación de evolución no lineal es

h1t −
1

µ
∇⊥ ·

[(
h3
1

3
+ β1h

2
1

)
∇⊥P10

]
+

γTMa

µ

d

K

Bi

Bi1
∇⊥ ·

[(
h2
1

2
+ β1h1

)
∇⊥

(
1

den

)]
= 0.

(3.83)
Ahora, se sustituye la presión P10, Ec. (3.6), con lo cual la ecuación de evolución no lineal

queda

h1t +
S

3µ
∇⊥ ·

[(
h3
1 + 3β1h

2
1

) (
ρBo∇⊥h1 + γ∇⊥(∇2

⊥h1)
)]

+
γTMa

2µ

d

K

Bi

Bi1
∇⊥ ·

[(
h2
1 + 2β1h1

)
∇⊥

(
1

den

)]
= 0. (3.84)

En este caso se observa que cuando no hay deslizamiento (β1 = 0) no se obtiene precisamente
el mismo resultado que obtiene Dávalos-Orozco [19]. Esto se debe a un error de impresión, pues
falta una γ dividiendo al término que contiene al número de Bond. Las siguientes ecuaciones es-
critas en el mismo art́ıculo ya no presentan esta inconsistencia. Además de esto, Dávalos-Orozco
consideró que los fluidos 2 y 1 eran el mismo por lo que γ = 1, lo que hace que dicha factori-
zación no afecte en su estudio, pero de suponer que ambos fluidos son distintos dicho término
si posee relevancia en el problema y dicho factor de γ faltante debe considererse para el análisis.

Linealización

Ahora, al igual que con la ecuación para el fluido 2, la Ec. (3.84) se linealiza para entender
como es que evoluciona la perturbación si la deformación superficial del fluido inferior se define,
tal cual como se mencionó anteriormente, como h1(x, y, t) = d+H1(x, y, t). Entonces, después
de desarrollar las divergencias y de seguir un procedimiento análogo al caso de fluido 2, la
ecuación lineal para el fluido 1 queda como

H1t +
S

3µ

(
d3 + 3β1d

2
) [

ρBo∇2
⊥H1 + γ∇2

⊥(∇2
⊥H1)

]
−MaBi

2den2
L

γT
µ

d

K

Bi

Bi1

(
d2 + 2β1d

) [
∇2

⊥H +
1

K
∇2

⊥H1

]
= 0. (3.85)
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3.3. Modos normales

Como mencionan Gallaire y Brun [41] (2017), el análisis lineal de la estabilidad deben
distinguirse dos casos de estudio: el estudio de flujos base homogéneos; y el estudio de flujos
base no homogéneos. En particular, es de nuestro interés el primer caso. En los flujos base
homogéneos se considera una invarianza respecto a una o hasta dos direcciones coordenadas.
Mediante la introducción de la transformada de Fourier se incorporan las ondas generalizadas
que no son más que soluciones fundamentales. A estas soluciones se les llama modos normales.
En nuestro caso la estabilidad lineal se estudia aplicando modos normales a las Ecs. (3.80) y
(3.85). Es aśı que las deformaciones superficiales se suponen de la forma

H(x, y, t) = Aei(kxx+kyy)+Ωt, (3.86)

H1(x, y, t) = Bei(kxx+kyy)+Ωt, (3.87)

con Ω = Γ + iω (conocida como frecuencia temporal), donde Γ es la razón de crecimiento y
ω es la frecuencia de oscilación. A y B son constantes de proporcionalidad y kx y ky son los
números de onda en las direcciones horizontales. En este sentido, como se mencionó antes, se
está considerando una invarianza respecto a éstas direcciones. Además, como se considera que
los números de onda son reales y que la frecuencia temporal es compleja, se dice que se está
realizando un análisis temporal de la inestabilidad [41]. En el análisis de la estabilidad para los
modos normales se sabe que si Γ > 0 el flujo es inestable, mientras que si Γ < 0 es estable. Que
el flujo sea estacionario u oscilatorio está condicionado a ω. Si ω y Γ existen para un mismo
intervalo del número de onda se dice que el flujo es oscilatorio. Para los intervalos del número
de onda en que sólo existe Γ se dice que el flujo es estacionario.

Una vez se sustituyen las Ecs. (3.86) y (3.87) en las Ecs. (3.80) y (3.85) se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones homogéneo para los coeficientes A y B[

Ω

k2
+

S

3
(1 + 3β) (k2 +Bo)− MaBi

2den2
L

(1 + 2β)

]
A− 1

K

MaBi

2den2
L

(1 + 2β)B = 0, (3.88)

MaBi

2den2
L

γT
µ

d2

K

Bi

Bi1
(d+ 2β1)A

+

[
Ω

k2
+

Sd2

3µ
(d+ 3β1) (γk

2 − ρBo) +
MaBi

2den2
L

γT
µ

d2

K2

Bi

Bi1
(d+ 2β1)

]
B = 0, (3.89)

donde k2 = k2
x + k2

y. Cuando no hay deslizamiento (β = β1 = 0) se recupera el sistema dado
por Dávalos-Orozco en [19].
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3.4. Soluciones para los modos normales

3.4.1. Dos capas de ĺıquido

La condición para que la solución de los coeficientes A y B sea distinta de la trivial es que
el determinante del sistema formado por las Ecs. (3.88) y (3.89) sea nulo. Entonces, aplicando
esta condición se obtiene que[

Ω

k2
+

S

3
(1 + 3β) (k2 +Bo)− MaBi

2den2
L

(1 + 2β)

]
×[

Ω

k2
+

Sd2

3µ
(d+ 3β1) (γk

2 − ρBo) +
MaBi

2den2
L

γT
µ

d2

K2

Bi

Bi1
(d+ 2β1)

]
+

(
MaBi

2den2
L

)2
γT
µ

d2

K2

Bi

Bi1
(d+ 2β1) (1 + 2β) = 0. (3.90)

Este determinante igualado a cero nos da una ecuación cuadrática para Ω. Además, cuando
se hace β = β1 = 0 (caso sin deslizamiento) en la ecuación anterior, se encuentra la misma
expresión que obtiene Dávalos-Orozco en [19]. Para la solución de dicha ecuación se considera
que los fluidos que mojan ambas caras de la pared son el mismo y, por ende, tienen las mismas
propedades, es decir, α = γ = γT = µ = ρ = K = 1 y Bi1 = dBi. Además, a partir de este
punto se considera que las longitudes de deslizamiento de ambos fluidos son iguales β1 = β, lo
cual puede atribuirse a que se aplicó el mismo recubrimiento en ambos lados de la pared. Aśı,
se reduce el número de parámetros en el sistema y la Ec.(3.90) se reescribe como[

Ω

k2
+

S

3
(1 + 3β) (k2 +Bo)− MaBi

2den2
L

(1 + 2β)

]
×[

Ω

k2
+

Sd2

3
(d+ 3β) (k2 −Bo) +

MaBi

2den2
L

d (d+ 2β)

]
+

(
MaBi

2den2
L

)2

d (d+ 2β) (1 + 2β) = 0, (3.91)

con

denL = Bi

(
1 + d+

dw
χ

)
+ 1 + d. (3.92)

Se van a tener dos soluciones de la Ec. (3.91), una con Bo > 0 y otra para Bo < 0. Para
el caso en que el número de Bond es negativo se puede sustituir Bo = −|Bo|, esto último
sólo cambia el signo de los términos que incluyan el Bo. Con el fin de reducir el número de
parámetros Dávalos-Orozco [19] hace los siguientes escalamientos

Ωq =
3Ω

SBo2
= Γq + iωq, Aq =

3

SBo

MaBi

2den2
L

y k2
q =

k2

Bo
, (3.93)

Ωq1 =
3Ω

S|Bo|2
= Γq1 + iωq1, Aq1 =

3

S|Bo|
MaBi

2den2
L

y kq
2
1 =

k2

|Bo|
. (3.94)

Nótese que los escalamientos de la Ec. (3.93) corresponden al caso con Bo > 0, mientras
que los escalamientos de la Ec. (3.94) corresponden al caso con Bo < 0. A partir de este punto
sólo se mostrarán los cálculos para obtener Ωq que corresponde al caso con Bo > 0. Esto por-
que el procedimiento algebraico para obtener las soluciones de Ωq1 es completamente análogo.
Aśı, después de sustituir las definiciones de la Ec. (3.93) en la Ec. (3.91) y reducir términos
semejantes, se encuentra que
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[
Ωq

k2
q

+ (1 + 3β) (k2
q + 1)− Aq (1 + 2β)

]
×[

Ωq

k2
q

+ d2 (d+ 3β) (k2
q − 1) + Aqd (d+ 2β)

]
+A2

qd (d+ 2β) (1 + 2β) = 0. (3.95)

En el caso que Bo < 0 la ecuación que se obtiene difiere de la anterior en que cambia la
nomenclatura de las variables escaladas, pues se añade un sub́ındice 1. Además, cambia el signo
del número uno asociado en los paréntesis junto con las k2

q .

Observamos que la Ec. (3.95) está expresada de la forma(
Ωq

k2
q

+ a

)(
Ωq

k2
q

+ b

)
+ c = 0. (3.96)

Ésta es una ecuación cuadrática para Ωq, la cual puede resolverse de forma muy sencilla
aplicando la fórmula general. Aśı, las dos soluciones pueden escribirse como

Ωq =
k2
q

2

{
−(a+ b)±

√
(a− b)2 − 4c

}
, (3.97)

con

a+ b = −(d3 − 1 + 3β(d2 − 1)) + k2
q(d

3 + 1 + 3β(d2 + 1)) + Aq(d
2 − 1 + 2β(d− 1)), (3.98)

y

(a− b)2 − 4c =
[
d3 + 1 + 3β(d2 + 1)− k2

q(d
3 − 1 + 3β(d2 − 1))− Aq(d

2 + 1 + 2β(d+ 1))
]2

−4A2
qd (d+ 2β) (1 + 2β) . (3.99)

Se tienen tres posibilidades para la solución: (1) si el radicando es positivo se tienen dos
ráıces reales y no hay flujo oscilatorio (unicamente hay razón de crecimiento de la perturbación)
y, entonces, la perturbación crece o decrece en el tiempo; (2) si el radicando es nulo se tiene
una sola solución real y la perturbación crece o decrece en el tiempo; y (3) si el radicando es
negativo se tienen dos ráıces complejas, donde la parte imaginaria representa a la frecuencia de
oscilación de la perturbación. En este último caso si la parte real es positiva la oscilación crece
en el tiempo y si es negativa decrece en el tiempo.

Sustituyendo las Ecs. (3.98) y (3.99) en la Ec. (3.97) se tiene que las soluciones cuando
Bo > 0 son

Ωq =
k2
q

2

{
−
[
−(d3 − 1 + 3β(d2 − 1)) + k2

q(d
3 + 1 + 3β(d2 + 1)) + Aq(d

2 − 1 + 2β(d− 1))
]

±
√[

−(d3 + 1 + 3β(d2 + 1)) + k2
q(d

3 − 1 + 3β(d2 − 1)) + Aq(d2 + 1 + 2β(d+ 1))
]2

−4A2
qd (d+ 2β) (1 + 2β)

}
. (3.100)

De la ecuación anterior, a la solución con el signo positivo se identifica como la primera
solución, mientras que la solución con el signo negativo se identifica como la segunda solución.
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Ya sabemos que cuando Bo < 0 se tiene que sustituir Bo = −|Bo| en la Ec. (3.91), aplicar
los escalamientos de la Ec. (3.94) y desarrollar de forma análoga a la solución para Bo > 0
presentada arriba. Hay que observar que cuando se hace lo anterior sólo habrá un cambio de
signo en aquellos términos de la Ec. (3.100) (dentro de las llaves) que no están multiplicados
por k2

q o Aq. Aśı, las soluciones cuando Bo < 0 son

Ωq1 =
kq

2
1

2

{
−
[
d3 − 1 + 3β(d2 − 1) + kq

2
1(d

3 + 1 + 3β(d2 + 1)) + Aq1(d
2 − 1 + 2β(d− 1))

]
±
√[

d3 + 1 + 3β(d2 + 1) + kq
2
1(d

3 − 1 + 3β(d2 − 1)) + Aq1(d
2 + 1 + 2β(d+ 1))

]2
−4Aq

2
1d (d+ 2β) (1 + 2β)

}
. (3.101)

Si se hace β = 0 en las Ecs. (3.100) y (3.101), observamos que se recuperan aquellas ecua-
ciones dadas por Dávalos-Orozco en [19].

Hay que observar que los términos d3 − 1 + 3β(d2 − 1) y d2 − 1 + 2β(d − 1) se hacen cero
cuando d = 1 para cualquier valor de β. Si hay flujo oscilatorio y d = 1 el radicando de la Ec.
(3.100) pierde dependencia con el número de onda. Aśı, para la frecuencia de oscilación se tiene
que ωq ∼ k2

q . Es decir, la frecuencia de oscilación pierde un par de ráıces y presenta una forma
parabólica respecto al número de onda. Esta parábola tiene vértice en el origen y dominio en
todos los reales positivos. Entonces, cuando esto pasa todo el flujo es oscilatorio. Por otro lado,
también con d = 1, observamos que cuando hay flujo oscilatorio los efectos térmicos de Aq sobre
la razón de crecimiento desaparecen. En este sentido, la estabilidad del sistema no depende de
Aq. Además, esto también puede afectar la frecuencia de oscilación, como se verá más adelante.
Aqúı supondremos que beta sólo toma valores de cero a uno (0 < β < 1). También cabe men-
cionar que con d > 1 se tiene que d3 − 1 + 3β(d2 − 1) > d2 − 1 + 2β(d− 1), mientras que con
d < 1 se tiene que d3−1+3β(d2−1) < d2−1+2β(d−1) para todo el intervalo de valores de beta.

Como se mencionó antes sólo unos términos poseen un cambio de signo. Entonces, es de
nuestro interés saber si existen intervalos de los parámetros para los cuales ambas soluciones de
Omega sean equivalentes. En [19], Dávalos-Orozco, demostró que haciendo a d mayor o menor
a uno y variando el signo de Aq se tiene dicha equivalencia entre las soluciones. A diferencia
de [19], observamos que aqúı se tiene un cambio de signo en términos extras correspondientes
a los efectos del deslizamiento. Es aśı que el valor del deslizamiento es determinante en el
caso en que exista una equivalencia entre Ωq y Ωq1. En nuestro caso en particular la forma
de las equivalencias se simplifican en gran medida al considerar el mismo deslizamiento para
ambos fluidos, pero en el caso en que se considere β1 ̸= β hay que tener cuidado pues las
equivalencias comienzan a tener una fuerte dependencia con los valores de dichas longitudes
de deslizamiento. Cuando d < 1 (para todo β) se pueden realizar las siguientes sustituciones
d3 − 1 + 3β(d2 − 1) = −|d3 − 1 + 3β(d2 − 1)| y d2 − 1 + 2β(d− 1) = −|d2 − 1 + 2β(d− 1)|. De
esta manera, si se tiene el mismo deslizamiento en ambas caras de la pared, se recuperan las
equivalencias dadas en [19]. En ésta publicación, Dávalos-Orozco muestra dichas equivalencias
con triadas como

Ωq → Ωq1, Aq > 0 → Aq1 < 0, d > 1 → d < 1, (3.102)

Ωq → Ωq1, Aq > 0 → Aq1 < 0, d < 1 → d > 1, (3.103)

Ωq → Ωq1, Aq < 0 → Aq1 > 0, d > 1 → d < 1, (3.104)

Ωq → Ωq1, Aq < 0 → Aq1 > 0, d < 1 → d > 1. (3.105)
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Por tanto existe una equivalencia entre ambas formas al cambiar adecuadamente los valores
de d, tal y como lo demuestra [19]. Es aśı que las soluciones obtenidas para el caso Bo > 0, Ec.
(3.100), son suficientes para describir en su totalidad la estabilidad del sistema.

A manera de demostración la equivalencia dada en la Ec. (3.104) se muestra en las Ecs.
(3.100) y (3.101) como

Ωq =
k2
q

2

{
−
[
−(d3 − 1 + 3β(d2 − 1)) + k2

q(d
3 + 1 + 3β(d2 + 1))− |Aq|(d2 − 1 + 2β(d− 1))

]
±
√[

−(d3 + 1 + 3β(d2 + 1)) + k2
q(d

3 − 1 + 3β(d2 − 1))− |Aq|(d2 + 1 + 2β(d+ 1))
]2

−4|Aq|2d (d+ 2β) (1 + 2β)
}
, (3.106)

Ωq1 =
kq

2
1

2

{
−
[
−|d3 − 1 + 3β(d2 − 1)|+ kq

2
1(d

3 + 1 + 3β(d2 + 1))− Aq1|d
2 − 1 + 2β(d− 1)|

]
±
√[

−(d3 + 1 + 3β(d2 + 1)) + kq
2
1|d3 − 1 + 3β(d2 − 1)| − Aq1(d

2 + 1 + 2β(d+ 1))
]2

−4Aq
2
1d (d+ 2β) (1 + 2β)

}
. (3.107)

Cuando Aq es negativo se sustituye su definición utilizando barras de valor absoluto. Hay
que notar que en la Ec. (3.107) se aprovecha el hecho de que el conjunto de términos entre
corchetes (en el radicando) está al cuadrado y se factoriza un (−1)2 = 1, lo cual cambia el
signo de todos los términos dentro de los corchetes. Las demás triadas se comprueban de forma
análoga realizando los cálculos algebraicos.

Ahora, es posible calcular los números de onda cŕıticos. Para el caso estacionario la razón
de crecimiento debe ser cero, que es lo mismo a hacer Ωq = 0. Con el fin de facilitar los cálculos
para el número de onda cŕıtico estacionario, ésta última condición se sustituye en la Ec. (3.95)
y se resuelve para el número de onda, donde se renombra kq con kqCS. Después de realizar lo
anterior se obtiene que

k4
qCS

[
k4
qCS

+ Aq

(
d+ 2β

d2 + 3βd
− 1 + 2β

1 + 3β

)
k2
qCS

+ Aq

(
d+ 2β

d2 + 3βd
+

1 + 2β

1 + 3β

)
− 1

]
= 0. (3.108)

Se calculan las ráıces para k2
qCS

. Dos de las ráıces son cero, mientras que las otras dos ráıces
son

k2
qCS

=
1

2

{
−Aq

(
d+ 2β

d2 + 3βd
− 1 + 2β

1 + 3β

)

±

√
A2

q

(
d+ 2β

d2 + 3βd
− 1 + 2β

1 + 3β

)2

+ 4

(
1− Aq

(
d+ 2β

d2 + 3βd
+

1 + 2β

1 + 3β

))}
. (3.109)

k2
qCS

tiene que ser real, por lo que el radicando debe ser positivo. Se puede observar que
los efectos gravitatorios se hacen presentes unicamente en el término del radicando que tiene
el cuatro. Como se demuestra en [19] se multiplica la ecuación anterior por Bo y se simplifica,
por lo que sólo el término mencionado antes queda asociado al número de Bond que representa
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los efectos gravitatorios. Entonces, ha de existir un valor de Aq tal que la gravedad no tenga
influencia en el número de onda cŕıtico estacionario. Esto es, cuando:

1− Aq

(
d+ 2β

d2 + 3βd
+

1 + 2β

1 + 3β

)
= 0. (3.110)

En ausencia de deslizamiento, ambos resultados, Ecs. (3.109) y (3.110), se reducen a aque-
llos dados en [19].

El flujo oscilatorio se da siempre y cuando el radicando de la Ec. (3.100) sea negativo. El
inicio y final de las oscilaciones se obtienen de las ráıces del término con el radical de la Ec.
(3.100) igualando a cero el radicando. Cuando no hay frecuencia de oscilación una de las ráıces
es cero, mientras que las otras dos son

k2
qCO1,2

=
d3 + 1 + 3β(d2 + 1)− Aq

(√
d(d+ 2β)∓

√
1 + 2β

)2

d3 − 1 + 3β(d2 − 1)
. (3.111)

Podemos observar que la Ec. (3.111) geométricamente representa la ecuación de dos rectas
para k2

qCO1,2
respecto a Aq, donde la ordenada al origen de ambas rectas es la misma. Aśı,

analizando las pendientes de dichas rectas observamos que para d < 1 con Aq > 0 ambas pen-
dientes son positivas (con una ordenada al origen negativa) y kqCO1

< kqCO2
, pues la pendiente

de k2
qCO2

es mayor. Entonces, la primera ráız (signo negativo) representa el inicio del flujo os-
cilatorio y es el número de onda cŕıtico en el cual se combinan los dos modos de solución para
cambiar al flujo oscilatorio. Por su parte, la segunda ráız (signo positivo) representa el final del
flujo oscilatorio. Por lo tanto, se tiene que el flujo oscilatorio ocurre para kqCO1

< kq < kqCO2
.

En este caso los números de onda cŕıticos sólo existen para Aq > 0. Si d < 1 y para Aq < 0
observamos que k2

qCO1,2
se hacen negativos y por lo tanto en estas condiciones no existe flujo

oscilatorio. Ahora, si d > 1 y Aq > 0 el papel que juegan los números de onda cŕıticos kqCO1
y

kqCO2
se invierte, esto es que kqCO1

> kqCO2
. En este caso las pendientes de las rectas de k2

qCO1,2

respecto a Aq se hacen negativas (con una ordenada al origen positiva) y al ser más negativa la
pendiente de k2

qCO2
hace que éste número de onda cŕıtico tome valores menores a los de k2

qCO1
.

Aśı, en este caso kqCO2
es el punto cŕıtico correspondiente al inicio del flujo oscilatorio y es

donde se combinan las curvas estacionarias. Por otro lado, en kqCO1
termina el flujo oscilatorio.

En este sentido, si d > 1 y Aq > 0, el flujo oscilatorio existe para kqCO2
< kq < kqCO1

. Aqúı
se tiene la posibilidad de que no existan los números de onda cŕıticos k2

qCO1,2
, pues si Aq es

lo suficientemente grande puede hacer negativa la Ec. (3.111), lo cual implica un valor cŕıtico
complejo. Con d > 1 en Aq = 0 los números de onda cŕıticos k2

qCO1,2
son iguales y por lo tanto

no existe flujo oscilatorio. Cuando d > 1 y Aq < 0 se vuelve a tener que kqCO1
< kqCO2

. Se ob-
serva que para que la solución sea finita ha de cumplirse que d ̸= 1. Cuando d = 1 la Ec. (3.111)
es inválida y hay que recurrir a la Ec. (3.100) para calcular el valor cŕıtico en estas condiciones.
Además de esto, hay que notar que los cambios de signo debidos al término d2 − 1 + 2β(d− 1)
no afectan el signo del número de onda cŕıtico.

Con d < 1 el flujo oscilatorio puede empezar con un número de onda cercano a k2
qCO1

= 0,

mientras que si k2
qCO2

= 0 el flujo termina cuando el número de onda es muy pequeño, es decir,
no hay oscilaciones en el flujo. Entonces, existe un valor de Aq con el cual se cumple lo anterior
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y este se obtiene igualando a cero la Ec. (3.111), de lo que resulta

AqkqCO1,2
=

d3 + 1 + 3β(d2 + 1)(√
d(d+ 2β)∓

√
1 + 2β

)2 . (3.112)

El signo negativo en la ecuación anterior corresponde al valor de Aq tal que el flujo oscilato-
rio comience con un número de onda cercano a cero, mientras que el signo positivo corresponde
al valor de Aq tal que no haya flujo oscilatorio. Aqúı se cumple que AqkqCO1,2

> 0 para cualquier

valor de los parámetros. Se observa que el denominador de AqkqCO1
en la ecuación anterior ha

de ser distinto de cero para que la solución esté acotada. Si se trabaja algebraicamente dicha
condición para el denominador se obtiene que d ̸= 1. Nótese que aqúı si d = 1, entonces AqkqCO1

no existe, pues la primera ráız de la Ec. (3.111) deja de depender de Aq. También, para el caso
en que el fluido no desliza en las paredes las Ecs. (3.111) y (3.112) se reducen a las dadas en [19].
Hay que notar que AqkqCO1,2

son las abscisas al origen de las rectas que forman k2
qCO1,2

respecto

a Aq. En este sentido, cuando d < 1, kqCO1
empieza a existir para valores de Aq > AqkqCO1

. En

kqCO1
se combinan las curvas estacionarias para entrar al flujo oscilatorio, por lo que para dichos

valores se tiene tanto flujo estacionario como oscilatorio. Por su parte, kqCO2
existe para valores

de Aq > AqkqCO2
. Para estos valores de Aq se tiene únicamente flujo estacionario. Además, por

lo discutido anteriormente sobre las pendientes de k2
qCO1,2

y analizando el denominador de la

Ec. (3.112), sabemos que AqkqCO1
> AqkqCO2

. Aśı, para valores de AqkqCO2
< Aq < AqkqCO1

se tiene sólo flujo oscilatorio. Por su parte hay que ver que si d > 1 los papeles de AqkqCO2
y

AqkqCO1
no se invierten, como es el caso de los números de onda cŕıticos, pero se da un cambio

en la pendiente de las rectas de k2
qCO1,2

. Esto quiere decir que, bajo estas condiciones, kqCO1

existe para valores de Aq < AqkqCO1
y kqCO2

existe para valores de Aq < AqkqCO2
. Es decir, para

Aq < AqkqCO1
solamente se presenta flujo estacionario, mientras que con Aq < AqkqCO2

se tienen

ambos tipos de flujo.

Ahora, se desea obtener el número de onda cŕıtico para el cual la razón de crecimiento es
cero cuando se tiene flujo oscilatorio. Aśı, igualando a cero la parte que se encuentra fuera del
radical en la Ec. (3.100), se puede encontrar que una de las ráıces del número de onda cŕıtico
es cero y la otra es

k2
qCO

=
d3 − 1 + 3β(d2 − 1)− Aq(d

2 − 1 + 2β(d− 1))

d3 + 1 + 3β(d2 + 1)
. (3.113)

Aqúı el denominador nunca es nulo, por lo que este número de onda cŕıtico siempre está
acotado. Si β = 0 se recupera el número de onda cŕıtico dado en [19]. Hay que ver que, cuando
d > 1, este valor cŕıtico puede dejar de existir si Aq es lo suficientemente grande. Aqúı sucede
que cuando d = 1 el número de onda cŕıtico se confina alrededor de cero. k2

qCO
también forma

una recta respecto a Aq. En este caso la ordenada al origen es menor (en valor absoluto) a
aquella ordenada en la Ec. (3.111). En kqCO se da el cambio de signo en la razón de crecimiento
de la perturbación. Analizando la parte correspondiente a Γq en la Ec. (3.100) podemos obser-
var que para kq < kqCO se tiene Γq > 0 (flujo inestable), mientras que si kq > kqCO se tiene
Γq < 0 (flujo estable). Esto ocurre únicamente cuando hay flujo oscilatorio. Es decir, que kqCO

existe dentro del intervalo en que sucede la frecuencia de oscilación. De esta forma sabemos que
cuando d < 1 se tiene kqCO1

< kqCO < kqCO2
.
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Cuando d > 1 las rectas formadas entre k2
q y Aq de las Ecs. (3.111) y (3.113) se intersectan

entre śı. Estas intersecciones pueden obtenerse matemáticamente en función de Aq. Para Aq > 0,
el valor de Aq en el cual empieza a existir flujo oscilatorio inestable se da cuando kqCO = kqCO2

.
Entonces, igualando las Ecs. (3.111) (signo positivo) y (3.113), y despejando a Aq se obtiene el
valor de dicho parámetro que representa el inicio de las oscilaciones en estas condiciones. Aśı,

AqkqCO=kqCO2
= −4(d3 + 3βd2)(1 + 3β)÷

(
(d3 − 1 + 3β(d2 − 1))(d2 − 1 + 2β(d− 1))

−(d3 + 1 + 3β(d2 + 1))
(√

d2 + 2βd+
√
1 + 2β

)2 )
. (3.114)

De esta forma que el flujo oscilatorio inestable empieza a aparecer para Aq > AqkqCO=kqCO2
.

Por lo tanto, para valores menores se tiene exclusivamente flujo estacionario. Hay que men-
cionar que si se desarrolla el denominador de AqkqCO=kqCO2

se obtiene que dicho valor de Aq

siempre es positivo.

Cuando Aq < 0 el flujo oscilatorio inestable empieza a existir cuando kqCO = kqCO1
. Igua-

lando las Ecs. (3.111) (signo negativo) y (3.113), y despejando a Aq obtenemos

AqkqCO=kqCO1
= −4(d3 + 3βd2)(1 + 3β)÷

(
(d3 − 1 + 3β(d2 − 1))(d2 − 1 + 2β(d− 1))

−(d3 + 1 + 3β(d2 + 1))
(√

d2 + 2βd−
√
1 + 2β

)2 )
. (3.115)

Aqúı el flujo oscilatorio inestable empieza a aparecer para |Aq| > |AqkqCO=kqCO1
|. Para valo-

res menores (igual en valor absoluto), se tiene flujo estacionario. Cuando d = 1 la Ec. (3.115) es
inválida. Para todos los demás valores de d siempre se cumple que AqkqCO=kqCO1

< AqkqCO=kqCO1
,

pues se tiene que AqkqCO=kqCO1
es negativo para todos los valores de los parámetros.

La razón de crecimiento puede tener un máximo cuando hay flujo oscilatorio. Entonces el
máximo anaĺıtico puede ser calculado a partir de la parte que se encuentra fuera del radical en
la Ec. (3.100). Derivando dicho término con respecto a k2

q , igualando a cero y resolviendo para
k2
q se obtiene el número de onda correspondiente al máximo crecimiento para el flujo oscilatorio.

Este es

k2
qOmax

=
1

2

[
d3 − 1 + 3β (d2 − 1)− Aq(d

2 − 1 + 2β(d− 1))

d3 + 1 + 3β (d2 + 1)

]
. (3.116)

Hay que notar que la ecuación anterior nos permite establecer una relación entre el número
de onda que corresponde al máximo crecimiento y el número de onda correspondiente al creci-
miento nulo, ambos en presencia de flujo oscilatorio. Esto es k2

qCO
= 2k2

qOmax
. De esta forma,

el valor de Aq para el cual comienzan a existir kqCO y kqmax es el mismo. En el contexto de las
rectas de k2

q vs Aq, las abscisas al origen de dichas rectas son la misma.

Al sustituir el resultado de la Ec. (3.116) en los términos correspondientes a la razón de
crecimiento cuando hay flujo oscilatorio en la Ec. (3.100) se obtiene la razón de crecimiento
máxima, que es

ΓqOmax =
1

8 (d3 + 1 + 3β (d2 + 1))

[
d3 − 1 + 3β

(
d2 − 1

)
− Aq

(
d2 − 1 + 2β(d− 1)

)]2
. (3.117)
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Hay un valor de Aq para el cual todo el flujo oscilatorio es estable. Este valor de Aq se
obtiene al hacer la razón de máximo crecimiento igual a cero. Esto es:

AqkqOmax
=

d3 − 1 + 3β(d2 − 1)

d2 − 1 + 2β(d− 1)
. (3.118)

Cuando Aq tiende al valor presentado en la ecuación anterior, el número de onda corres-
pondiente al máximo crecimiento tiende a cero. Además, por lo mencionado anteriormente,
este valor también corresponde a aquel en el cual la Ec. (3.113) empieza a ocurrir y por tanto
representa la transición de flujo oscilatorio inestable a estable. Entonces, cuando se tiene que
d < 1 el flujo es inestable para Aq > AqkqOmax

. Por otro lado, cuando d > 1 el flujo es inestable

para Aq < AqkqOmax
. Para d = 1 la Ec. (3.118) es inválida. Para todos los demás valores de d se

cumple que AqkqCO2
< AqkqOmax

< AqkqCO1
para cualquier valor de los parámetros.

Nótese que los resultados se ponen en términos de Aq porque éste representa los efectos
del número de Marangoni. De esta manera es posible dar los intervalos de Aq en los cua-
les las dos soluciones presentan flujo estacionario u oscilatorio. Estos intervalos en los cuales
el sistema presenta o no convección en función de los valores de Aq fueron demostrados por
Dávalos-Orozco en [19] y en el presente trabajo dichas inecuaciones se siguen cumpliendo para
un mismo deslizamiento en ambas caras de la pared. Al incluir el deslizamiento no se está
afectando la dependencia de Ωq respecto a kq, pues el deslizamiento se hace presente como una
corrección a los coeficientes, pero la forma funcional de las diferentes Aq si cambia.

Es aśı que cuando d < 1 y Aq > 0 se tiene que

Aq < AqkqCO2
Sólo flujo estacionario, estable, (3.119)

AqkqCO2
< Aq < AqkqOmax

Sólo flujo oscilatorio, estable, (3.120)

AqkqOmax
< Aq < AqkqCO1

Sólo flujo oscilatorio, inestable, (3.121)

AqkqCO1
< Aq Flujos estacionario y oscilatorio, inestable. (3.122)

Cuando d > 1 y Aq > 0 se tiene

Aq < AqkqCO=kqCO2
Sólo flujo estacionario, inestable, (3.123)

AqkqCO=kqCO2
< Aq < AqkqCO2

Flujos estacionario y oscilatorio, inestable, (3.124)

AqkqCO2
< Aq < AqkqOmax

Sólo flujo oscilatorio, inestable, (3.125)

AqkqOmax
< Aq < AqkqCO1

Sólo flujo oscilatorio, estable, (3.126)

AqkqCO1
< Aq Sólo flujo estacionario, estable. (3.127)

Cuando d < 1 y Aq < 0 sólo existe flujo estacionario. Aqúı al igual que en [19] el segundo
modo de solución siempre es estable para cualquier beta. Además el número de onda cŕıtico
estacionario, Ec. (3.109), tiene un mı́nimo kqCS = 1 para toda d < 1 cuando Aq = 0.

Por último, cuando d > 1 y Aq < 0. De la Ec. (3.115) se tiene

|Aq| < |AqkqCO=kqCO1
| Sólo flujo estacionario, inestable, (3.128)

|Aq| > |AqkqCO=kqCO1
| Flujos estacionario y oscilatorio, inestable. (3.129)

40



En este último caso también se presenta un mı́nimo kqCS = 1 cuando Aq = 0 (para todo
d > 1).

Con estos resultados podemos continuar haciendo el análisis numérico. Este se realiza grafi-
cando la Ec. (3.100) respecto al número de onda definiendo valores fijos de los demás paráme-
tros. Más en espećıfico, se grafica la parte real e imaginaria de Ωq. Aśı, en las figuras podrán
mostrarse por separado a la razón de crecimiento (Γq = Re{Ωq}) y la frecuencia de oscilación
(ωq = Im{Ωq}). Por tanto en las figuras se presentan cuatro juegos de curvas, pues se tienen
dos soluciones, cada una con su respectiva razón de crecimiento y frecuencia de oscilación.
Para los parámetros se retomarán los valores de d y Aq que utilizó Dávalos-Orozco [19]. En
estos, Dávalos-Orozco demostró que dichos valores utilizados describen de forma correcta las
variaciones con d y Aq sobre el sistema sin deslizamiento. Entonces, es de entenderse que en el
presente trabajo nos apropiemos de dichos valores de d y Aq, y sobre ellos veamos el efecto que
tiene el incremento del deslizamiento en ambos lados de la pared. Los cambios de d se hacen
alrededor de uno, mientras que los de Aq son alrededor de cero. De esta forma, habremos de
graficar 4 casos: (1) d < 1 y Aq > 0; (2) d < 1 y Aq < 0; (3) d > 1 y Aq > 0; y (4) d > 1 y
Aq < 0. Se asignan valores de 0.1, 0.2 y 0.3 a β y se grafican respectivamente con lineas sólidas,
discontinuas y punteadas.

Para realizar las representaciones gráficas se utilizó la paqueteŕıa de software Wolfram
Mathematica 13.0 Student Edition. En todas las gráficas se utilizan números 1, 2 y 3 en ne-
gritas para indicar la solución a la cual corresponden las curvas. De esta manera 1 es la Γq

de la primera solución, 2 es la Γq de la segunda solución y 3 indica que la curva corresponde
a ωq de la primera solución. La frecuencia de oscilación de la segunda solución es negativa y
de igual magnitud que la de la primera solución. Esto se da por entendido y no se indican ni
grafican las curvas correspondientes a la frecuencia de oscilación del modo 2, ni ninguna curva
que corresponda a un estado estable (Γq < 0). También hay que tener en cuenta el dominio que
va a tomar el número de onda, pues en la aproximacón a número de onda pequeño se tiene que
0 < k < 0.5. En nuestro caso el número de onda está escalado con la ráız del número de Bond
y puede tomar valores mayores a 0.5. Al despejar el número de onda original se debe ajustar a
valores menores a 0.5 después de dar un valor de Bo.

En la Fig. 3.1 se muestran las gráficas correspondientes al caso d < 1 y Aq > 0. Las pri-
meras tres gráficas, Figs. 3.1a-3.1c, se hacen para un valor pequeño de d y haciendo pequeñas
variaciones de Aq. Las demás figuras, Figs. 3.1d-3.1f, se hacen para un valor de d más cercano
a la unidad con variaciones de Aq con un orden de magnitud mayor. Para la capa de ĺıquido en
la cara inferior de la pared cuando d incrementa se promueve la aparición de una inestabilidad
conocida como la inestabilidad de Rayleigh-Taylor (R-T). Esta inestabilidad se da debido a la
posición relativa entre el fluido 1 y su atmósfera (ver Fig. 2.1). Esto es, un fluido más denso (en
nuestro caso un ĺıquido) sobre uno menos denso (la atmósfera es gaseosa). Aśı, la perturbación
en la superficie libre del fluido 1 tiene tendencia a crecer (hay una mayor distorsión en la super-
ficie libre) confome se aumenta d, lo cual corresponde a incrementar la cantidad de ĺıquido en la
cara inferior de la pared. Aqúı observamos que los incrementos de la razón de crecimiento y de
la frecuencia de oscilación debidos a la inestabilidad R-T se amortiguan con el deslizamiento,
aunque la medida en que el deslizamiento mitiga la aparición de R-T disminuye al aumentar
del valor de d.

En las Figs. 3.1a-3.1e se tiene sólo flujo oscilatorio. La Fig. 3.1a cumple con la Ec. (3.119) y
sólo se presenta flujo oscilatorio estable para los tres valores de β. Las Figs. 3.1b-3.1d cumplen
con la Ec. (3.120) y presentan sólo convección oscilatoria para los valores de deslizamiento.
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Figura 3.1: Γq vs. kq. d < 1. Aq > 0. d = 0.1: Fig. 3.1a: Aq = 1.1, Fig. 3.1b: Aq = 1.3, Fig.
3.1c: Aq = 1.35. d = 0.7: Fig. 3.1d: Aq = 10, Fig. 3.1e: Aq = 20, Fig. 3.1f: Aq = 50. 1: Γq de la
primera solución, 2: Γq de la segunda solución, 3: ωq de la primera solución (la frecuencia de
oscilación de la segunda solución es negativa y de igual magnitud).
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En la Fig. 3.1e el caso con deslizamiento β = 0.1 presenta tanto convección estacionaria como
oscilatoria, pues cumple con la Ec. (3.122). Esto último no es visible en la Fig. 3.1e, por este
motivo en la Fig. 3.2a se presenta una ampliación donde se puede observar el comportamiento
antes descrito para dicho valor de deslizamiento. Por su parte, para los valores de beta de 0.2
y 0.3 se cumple la Ec. (3.121) y, por tanto, tiene sólo convección oscilatoria. En la Fig. 3.1f
se puede observar convección estacionaria y oscilatoria, esto porque dicha figura cumple con la
Ec. (3.122).

En [19] sólo dos figuras muestran únicamente flujo oscilatorio, para todas las demás existen
números de onda en los cuales hay convección estacionaria. En este sentido el deslizamiento
parece actuar como inhibidor del flujo estacionario. Además, notar que el aumento de la longitud
de deslizamiento tiende a estabilizar las curvas de Γq. Esto es claramente notable en la Fig. 3.1a
pues, a diferencia de [19], aqúı toda la convección oscilatoria es estable. Aparte, observamos
que las curvas con la beta más grande son aquellas que tienen la mayor frecuencia de oscilación
y la menor razón de crecimiento. Esto se mantiene en las Figs. 3.1b y 3.1c. En la Fig. 3.1d
observamos que la distancia entre las curvas oscilatorias inestables, para las distintas betas,
se acorta, haciendo aśı que las curvas de Γq > 0 se intersecten entre si. Después de dicha
intersección el orden de las curvas se invierte. Esto hace que las curvas con mayor longitud de
deslizamiento presenten un kqCO, Ec. (3.113), menor que aquellas con una menor longitud de
deslizamiento. En la Fig. 3.1f hay que notar que se tienen dos inversiones en el orden de las
curvas respecto a beta. Se presenta una inversión en cada modo de inestabilidad. Para la parte
correspondiente al flujo oscilatorio inestable la inversión del orden de las curvas se da como
aquella comentada anteriormente para la Fig. 3.1d. La sección de la Fig. 3.1f en la que hay
convección estacionaria posee una inversión para la primera solución antes de pasar al modo
oscilatorio. Esto se puede observar con mayor claridad en la Fig. 3.2b que es una ampliación de
ésta zona en la que hay flujo estacionario inestable. La inversión es tal que las curvas con mayor
deslizamiento pasan de tener una mayor razón de crecimiento a una menor que aquellas con un
deslizamiento más pequeño, las cuales después de la inversión poseen una razón de crecimiento
más grande. Aq > 0 representa f́ısicamente que la capa inferior está siendo calentada desde
su atmósfera y enfriada desde la pared. En este caso la capa superior se encuentra en una
configuración que es térmicamente inestable, mientras que la capa inferior se estabiliza y por
lo tanto se tiene la posibilidad de estabilizar R-T.
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Figura 3.2: Acercamientos. Fig. 3.2a: Acercamiento para la Fig. 3.1e, Fig. 3.2b:Acercamiento
para la Fig. 3.1f.
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En la Fig. 3.3 se muestran las curvas correspondientes al caso d < 1 y Aq < 0. Se consideran
tres casos en los que se mantiene un valor fijo de Aq < 0, mientras se vaŕıa d < 1. Aqúı, al
igual que [19], se presenta únicamente convección estacionaria para cualquier magnitud de |Aq|.
Esto se debe a que, bajo estas condiciones, el radicando de la Ec. (3.100) siempre es positivo
y como se comentó antes los números de onda cŕıticos de las Ecs. (3.111), (3.113) y (3.116) no
existen. Aqúı el punto cŕıtico en el cual el flujo deja de ser inestable está dado por kqCS, Ec.
(3.109). Sólo la primera solución es inestable. Antes de volverse estable el orden de las curvas se
invierte haciendo que, para betas mayores, el punto cŕıtico se presente a un menor número de
onda en comparación al caso de beta más pequeña. Además, observamos que en este caso los
incrementos de la longitud de deslizamiento implican un aumento en el máximo crecimiento.
Entonces, aqúı el aumento del deslizamiento promueve la aparición de la inestabilidad de R-T.
Aparte, se tiene que con Aq < 0, la capa inferior está siendo enfriada desde su atmósfera, lo
cual la desestabiliza en forma termocapilar.
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Figura 3.3: Γq vs. kq. d < 1. Aq < 0. Sólo convección estacionaria para cualquier magnitud de
|Aq|. Aq = −0.5: Fig. 3.3a: d = 0.1, Fig. 3.3b: d = 0.5, Fig. 3.3c: d = 0.7. 1: Γq de la primera
solución, 2: Γq de la segunda solución.
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Figura 3.4: Γq vs. kq. d > 1. Aq > 0. d = 1.1: Fig. 3.4a: Aq = 0.5, Fig. 3.4b: Aq = 0.525, Fig.
3.4c: Aq = 1. d = 2: Fig. 3.4d: Aq = 0.5, Fig. 3.4e: Aq = 0.7, Fig. 3.4f: Aq = 1.5. 1: Γq de la
primera solución, 2: Γq de la segunda solución, 3: ωq de la primera solución (la frecuencia de
oscilación de la segunda solución es negativa y de igual magnitud).
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En la Fig. 3.4 se presentan las curvas que corresponden al caso con d > 1 y Aq > 0. Las
tres primeras figuras se hacen para un valor de d poco mayor que uno, mientras que en las
otras se aumenta hasta un valor de 2, lo que incrementa considerablemente la posibilidad de
que se presente R-T. Como Aq es positivo aqúı también se presenta la posibilidad de estabilizar
R-T. En las Figs. 3.4a y 3.4b se observa un efecto desestabilizador por parte del deslizamiento,
pues la razón de crecimiento máxima de la curva estacionaria Γq > 0 correspondiente a la
primera solución incrementa con beta. Por otro lado, beta tiene un efecto estabilizador en la
segunda solución para las curvas estacionarias, esto se observa en la Fig. 3.4e. En las primeras
dos figuras (Figs. 3.4a y 3.4b) se cumple la Ec. (3.123) y como se observa sólo hay convección
estacionaria para todos los valores de deslizamiento. En la Fig. 3.4c se tiene únicamente flujo
oscilatorio, pues cumple con la Ec. (3.125) en los tres casos de beta. Durante todo el flujo
oscilatorio ambas soluciones presentan convección oscilatoria. Aqúı, aumentar beta conlleva un
incremento del máximo crecimiento de las curvas oscilatorias. Para la Fig. 3.4d se cumple la
Ec. (3.123) y se muestra solamente convección estacionaria para los diferentes deslizamientos.
La Fig. 3.4e cumple con la Ec. (3.124) y como se observa se tienen los dos modos de convección
(estacionario y oscilatorio). En este caso también hay un punto en el cual se invierte el orden de
las curvas para cada beta, pero este se encuentra únicamente en la zona correspondiente al flujo
oscilatorio. Además de esto en la figura se observa una inversión en las curvas correspondientes
a la frecuencia de oscilación de la primera solución. Esto provoca que antes de la inversión a
menor deslizamiento hay mayor frecuencia de oscilación, mientras que después de la inversión
a mayor deslizamiento se tienen mayores frecuencias de oscilación. Observamos que una vez se
combinaron los modos de solución, poco antes de que el flujo oscilatorio sea estable el orden
de las curvas cambia, aśı para mayores longitudes de deslizamiento se tienen valores menores
de kqOmax, aunque estos no cambian demasiado. Esto se puede apreciar mejor en la Fig. 3.5,
que corresponde a una ampliación de la Fig. 3.4e. Por último, la Fig. 3.4f cumple con la Ec.
(3.125), sólo se presenta convección oscilatoria y los cambios en beta influyen igual que como
se comentó con la Fig. 3.4c.
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Figura 3.5: Acercamiento a la Fig. 3.4e.
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Figura 3.6: Γq vs. kq. d > 1. Aq < 0. d = 1.5: Fig. 3.6a: Aq = −2, Fig. 3.6b: Aq = −10. d = 2:
Fig. 3.6c: Aq = −1, Fig. 3.6d: Aq = −4. 1: Γq de la primera solución, 2: Γq de la segunda
solución, 3: ωq de la primera solución (la frecuencia de oscilación de la segunda solución es
negativa y de igual magnitud).

En Fig. 3.6 se encuentran las gráficas correspondientes al caso con d > 1 y Aq < 0. Se
muestran cuatro gráficas, las primeras dos se hacen para d = 1.5 y las dos restantes para d = 2.
En la Fig. 3.6a sólo hay convección estacionaria, pues se cumple la Ec. (3.128). Observamos
que las curvas de la razón de crecimiento poseen inversiones en su orden. Aqúı, el incremento
de beta hace que crezca la razón de crecimiento para que después de invertirse los incrementos
en el deslizamiento estabilicen la perturbación, como en la Fig. 3.3. Esto sólo ocurre para la
primera solución. La segunda solución se estabiliza conforme se aumenta beta. Esto último
evita la aparición de flujo oscilatorio, pues el punto en que se combinan las dos soluciones para
cambiar al modo oscilatorio también se estabiliza. Esto se puede apreciar en la Fig. 3.6b, pues
para β = 0.1 se logra tener flujo estacionario y oscilatorio, cumpliendo con la Ec. (3.129). Esto
no sucede igual para β = 0.2 y β = 0.3, pues para estos valores de beta se cumple la Ec.
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(3.128), con lo que se tiene sólo flujo estacionario. En la Fig. 3.7a se muestra un acercamiento
a la zona en donde se presenta la convección oscilatoria, verificando que sólo para β = 0.1 se
presentan ambos modos de inestabilidad. En las Figs. 3.6c y 3.6d ocurre algo parecido a lo
que sucedió con las primeras dos figuras. En la Fig. 3.6c sólo hay convección estacionaria y se
presenta una inversión en el orden de las curvas como en la Fig. 3.6a. La Fig. 3.6d presenta
convección oscilatoria para dos valores de beta (β = 0.1 y β = 0.2) con lo cual cumplen con
la Ec. (3.129), mientras que para β = 0.3 se tiene sólo convección estacionaria y se cumple
la Ec. (3.128). La Fig. 3.7b muestra una ampliación de la Fig. 3.6d en la zona con las curvas
oscilatorias inestables. De esta forma se puede ver facilmente lo antes discutido. Aqúı las curvas
oscilatorias no presentan punto de inversión en su orden, como pasó en casos anteriores.
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Figura 3.7: Acercamientos. Fig. 3.7a: Acercamiento para la Fig. 3.6b, Fig. 3.7b:Acercamiento
para la Fig. 3.6d.

3.4.2. Una capa de ĺıquido

Con el objeto de entender cual es el efecto que puede causar el deslizamiento sobre la pared
se calcula el valor del máximo crecimiento para una sola capa de fluido en la parte superior de
la pared, Sánchez-Barrera [34] (2022). Podemos obtener la ecuación para una sola capa a partir
del sistema de ecuaciones resultante de aplicar los modos normales a las ecuaciones de evolución
linealizadas, Ecs. (3.88) y (3.89). Si sólo está la capa superior la Ec. (3.89) se convierte en una
identidad (0 = 0) y en la Ec. (3.88) se hace B = 0. De lo que obtiene que

Ω

k2
+

S

3
(1 + 3β) (k2 +Bo)− MaBi

2den2
L

(1 + 2β) = 0. (3.130)

Para reducir el número de parámetros podemos aplicar los escalamientos dados en la Ec.
(3.93). Además, vemos que no existe parte imaginaria en la solución, por lo que no hay frecuencia
de oscilación (ωq = 0) y sólo hay razón de crecimiento de la perturbación. Esto es

Γq = k2
q

[
Aq (1 + 2β)− (1 + 3β) (k2

q + 1)
]
. (3.131)

Como no hay frecuencia de oscilación todo el flujo que puede existir es estacionario. El
número de onda cŕıtico para el cual Ωq = Γq = 0 (situación marginal) nos indica la intersección
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de las curvas de Γq con el eje de las kq. Haciendo Γq igual a cero y resolviendo para el número
de onda se encuentra que una de las ráıces es cero, mientras que la otra es

k2
q S

= Aq
1 + 2β

1 + 3β
− 1, (3.132)

que es el numero de onda cŕıtico para el caso estacionario. Hay que observar que en el caso sin
deslizamiento si Aq = 1 entonces k2

q S
= 0.

Se cálcula facilmente el número de onda correspondiente al máximo crecimiento tomando la
derivada con respecto a k2

q de la Ec. (3.131), igualando a cero y resolviendo para k2
q , se obtiene

que

k2
qmax

=
1

2

(
Aq

1 + 2β

1 + 3β
− 1

)
. (3.133)

La razón de crecimiento máxima se obtiene sustituyendo k2
q por k2

qmax
en la Ec. (3.131). De

esto se tiene que

Γqmax = k2
qmax

[
Aq (1 + 2β)− (1 + 3β)

(
k2
qmax

+ 1
)]

. (3.134)

Aplicando la definición de k2
qmax

, Ec. (3.133), la razon de crecimiento máximo se reduce a

4
1 + 3β

(1 + 2β)2
Γqmax =

(
Aq −

1 + 3β

1 + 2β

)2

. (3.135)

Podemos observar que se tiene una parábola con respecto a Aq que tiene vértice en ((1 +
3β)/(1 + 2β), 0). Además de afectar la posición del vértice, el valor de β determina la concavi-
dad de la parábola. La longitud del lado recto de la parábola es 4(1 + 3β)/(1 + 2β)2. De aqúı
puede apreciarse que conforme aumenta la longitud de deslizamiento adimensional la longitud
del lado recto de la parábola tiende a cero. Como β > 0 se tiene una parábola concava hacia
arriba, por lo que la razón de crecimiento máxima es positiva y crece más rápido para el mismo
valor de Aq conforme β aumenta.

La Ec. (3.135) se grafica como se muestra en la Fig. 3.8. Se puede apreciar que el desliza-
miento efectivamente altera la longitud del lado recto de la parábola y desplaza en cierta medida
el vértice a la derecha de su posición original. Se observa que cuando no hay deslizamiento la
parábola tiene vertice en (1, 0), mientras qué en el caso en que el deslizamiento tiende a infinito
el vértice se encuentra en (1.5, 0). Por lo tanto, los valores de Aq posibles en los que Γqmax

puede ser cero están acotados al intervalo 1 ≥ Aq ≤ 1.5 para β > 0. La intersección con el eje
vertical se da en el punto (0, (1 + 3β)/4). Es decir, cuando Aq es nulo la razón de crecimiento
máxima toma valores que corresponden a (1+ 3β)/4. También, hay que notar que al aumentar
el valor de β se tiene interseciones entre las curvas, por lo cual hay valores de Aq para los cuales
la razón de crecimiento máxima para dos valores distintos de deslizamiento es la misma.
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Figura 3.8: Γqmax vs. Aq. Curvas para distintos valores de β, Sánchez-Barrera [34].

En la figura anterior hay que notar que moviendose del vértice a la derecha (aumentando
Aq) el orden de las curvas para los distintos valores de beta se invierte dos veces. Lo que nos
indica que hay valores mayores de beta para los cuales se tiene una razón de crecimiento máxima
menor. Esto, que es para una sola capa, podŕıa explicar las inversiones en las curvas calculadas
para el caso de dos capas acopladas.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

Se estudió la inestabilidad lineal de Benard-Marangoni en un sistema de dos capas delgadas
acopladas térmicamente mediante una pared sólida e impermeable con espersor y conducti-
vidad finitos. La orientación del sistema es tal que la pared es perpendicular a la gravedad.
Aśı, se tiene un sistema que en conjunto presenta dos superficies libres deformables. De es-
ta forma, debido a la configuración, se obtiene que para la capa de ĺıquido inferior se puede
presentar la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. Se consideró que las fronteras sólido-ĺıquido pre-
sentaban deslizamiento y se utilizó la condición de deslizamiento de Navier para modelar dicho
comportamiento. Las ecuaciones gobernantes del sistema y sus condiciones de frontera se adi-
mensionalizaron haciendo uso de los parámetros del fluido 2 y se escalaron con el parámetro
pequeño ε. Bajo la suposición de que el estado básico corresponde al hidrostático, se expan-
den las variables en series asintóticas y se resuelve para los primeros términos no nulos de las
mismas. Luego, aplicando los resultados encontrados a la condición cinemática de la superficie
libre, se derivaron las ecuaciones no lineales de evolución de la perturbación de la deformación
superficial para ambas capas de ĺıquido. Dichas ecuaciones se linealizan y se aplican modos
normales para su solución.

Al igual que en Dávalos-Orozco [19] (2019) aqúı fue posible reducir el número de paráme-
tros del sistema considerando que los ĺıquidos que están mojando las caras de la pared son el
mismo y que la longitud de deslizamiento que se presenta en ambas caras también es la misma.
Además, se realizó un escalamiento de los parámetros y variables haciendo uso del número de
Bond (Ecs. (3.93) y (3.94)). Los parámetros de los que dependió el sistema fueron Aq, d y β,
representando respectivamente los efectos del número de Marangoni, el espesor relativo de las
capas de fluido y la longitud de deslizamiento presente en las fronteras sólido-ĺıquido. Como en
[19] la estabilidad lineal fue descrita con una ecuación cuadrática para la razón de crecimiento
escalada Γq respecto al número de onda escalado kq. Se demostró que existe una equivalencia
entre los dos casos posibles para el número de Bond (positivo y negativo) al variar de forma
correcta los valores de d. En particular se recuperaron las equivalencias dadas en [19] y se en-
contró que se siguen cumpliendo para el intervalo considerado de los valores de deslizamiento
(0 < β < 1). De esta manera, se mostró que es suficiente tomar Bo > 0 para describir la
estabilidad del sistema completo.
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Las dos soluciones de la ecuación cuadrática para la razón de crecimiento se nombraron
como la primera solución (signo positivo Ec. (3.100)) y la segunda solución (signo negativo Ec.
(3.100)). Estas dos soluciones presentan simultáneamente un modo de inestabilidad oscilatoria
dependiendo de los valores en los parámetros. En el caso estacionario el comportamiento de
las soluciones es independiente y en casi todos los casos la segunda solución es estable, por lo
que no es de interés en este trabajo. Únicamente se analizaron numéricamente aquellos casos
en los que Γq > 0, todo lo correspondiente a un estado estable (Γq < 0) no fue de interés. De-
pendiendo de los valores de los demás parámetros el deslizamiento del ĺıquido sobre las paredes
puede tener un efecto estabilizador o desestabilizador sobre el sistema. El valor que tome Aq

es determinante en la aparición de los modos de inestabilidad estacionario y oscilatorio. Esto
se observó en las gráficas. Para que haya un cambio en las soluciones no basta únicamente con
cambiar el orden de magnitud del número de Marangoni escalado, sino que el valor que toma
Aq es el que fija el comportamiento del sistema. Los intervalos de valores de Aq para los cuales
se presentan los distintos modos de inestabilidad (Ecs. (3.119)-(3.129)) se derivaron de forma
anaĺıtica y estan dados en función de la longitud de deslizamiento adimensional y el espesor
relativo del fluido 1.

Se encontró que las curvas para las distintas betas poseen inversiones en su orden, por lo
que el aumento en la razón de crecimiento no siempre se da de forma proporcional con beta
sino que después del punto en que se da la inversión se puede tener una mayor razón de cre-
cimiento para valores menores de deslizamiento. Además, debido a esto último, el flujo puede
volverse estable para un número de onda cŕıtico mayor o menor dependiendo el valor de beta.
Los cambios en el orden de las curvas se dan tanto para el modo estacionario como para el
modo oscilatorio, pero el que se de o no la inversión en las curvas depende de los valores de d
y Aq. Aśı, encontramos casos en los que un sólo modo de inestabilidad o ambos presentan las
inversiones de orden respecto a β. El hecho de que se de un cambio en el orden de las curvas
se asocia a lo encontrado por Sánchez-Barrera en [34], pues, como se ve en la Subsec. 3.4.2, el
máximo crecimiento en el caso con una sola capa tiene este mismo comportamiento respecto a
cambios en el deslizamiento. Entonces, la adición del deslizamiento al problema planteado pue-
de verse como un parámetro de control que puede modular de distintas formas el crecimiento
de la perturbación en el sistema dado.

Una extensión al presente trabajo que resulta de interés cient́ıfico es el caso en que los
deslizamientos presentes en cada una de las fronteras sólido-ĺıquido sean diferentes. Esto podŕıa
atribuirse a que se aplicaron distintos recubrimientos en la pared en cuestión. Aqúı se podŕıa
tener que mientras uno de los deslizamientos estabiliza el otro desestabiliza o viceversa. Incluso
podŕıa darse el caso en que ambos deslizamientos estabilicen o desestabilicen el sistema. La
medida de la respuesta del sistema ante los cambios en cada uno de los deslizamientos debe
ser distinta. Esto incrementa la dificultad del análisis teórico y numérico. Es posible que aśı
se tenga un mayor control de la estabilidad del sistema, pudiendo aśı controlar el modo de
inestabilidad que es de interés y su magnitud respecto a la razón de crecimiento y el número
de onda.
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