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Introduccion

Los modelos matematicos han sido importantes en la tarea de explicar la variabili-
dad genética (diferencias en las secuencias de genes entre organismos individuales de una
especie) de seres vivos en distintas dreas de la ciencia. En el capitulo 1 se presentan los
modelos fundamentales en genética de poblaciones y herramientas como la dualidad y el
estudio de la genealogia de una muestra en una poblacién para comprender mejor estos
modelos. En este capitulo se busca dar un panorama general de los modelos fundamenta-
les en genética de poblaciones, el modelo de Wright-Fisher neutro y el modelo de Moran
neutro (nos referimos a un modelo como neutro cuando en el modelo no hay seleccién), se
describe su genealogia, definimos el proceso de frecuencia asociado a estos modelos neutros
y algunos resultados de cadenas de Markov para estos modelos. Posteriormente agregamos
los supuestos de seleccién y mutaciéon al modelo de Wright-Fisher y al modelo de Moran,
esto servird para comprender la construccién de los modelos de los siguientes capitulos.
En el capitulo 1 también se presenta el coalescente de Kingman y el A—coalescente.

La seleccién en modelos genéticos resulta importante ya que es un supuesto que se acerca
a la realidad de muchas poblaciones y también resulta interesante como este supuesto
cambia las propiedades matematicas de los procesos estocasticos a los cuales se les agre-
ga esta fuerza evolutiva. En el capitulo 2 presentamos un modelo que llamamos modelo
simple asimétrico, se construye el modelo en el mismo espiritu que el modelo de Moran,
descrito en el capitulo anterior. El modelo simple asimétrico describe la evolucién de una
poblacion en donde los individuos pueden tener méas de dos de descendientes, los indivi-
duos se reproducen uno a la vez, es decir no se permiten 2 o méas reproducciones al mismo
tiempo y es asimétrico en el sentido siguiente: la poblacién se divide en 2 tipos, los indivi-
duos con seleccion tendran un nimero aleatorio de hijos mayor al de los demas individuos
de la poblacion, es decir, la distribucion para la cantidad de hijos es distinta para cada tipo.

Los modelos en donde los individuos tienen un gran nimero de descendientes han sido
estudiados, por ejemplo, en [12] y [4]. Por otro lado, en [9] y en [5] se consideran pobla-
ciones con seleccion, en estos trabajos también se tiene la construcciéon de un proceso que
describe la genealogia de dichas poblaciones. Nuestro trabajo se inspira en los dos trabajos
anteriores, la construccién del proceso genealdgico de nuestro modelo de frecuencia simple
asimétrico sigue la idea de [5], sin embargo, la seleccion de nuestro modelo no radica en las
distintas tasas de reproduccion para individuos con seleccién y sin ella, sino en la distinta
distribucién del nimero de hijos que cada uno de los dos tipos tiene. En [5] se considera
un modelo multitipo, en el cual los individuos tienen un niimero aleatorio de posibles hijos
con la misma distribucién (r, la probabilidad de tener a posibles hijos) y dada esta proba-
bilidad, cada individuo tiene una nimero b de hijos viables (o que llegan a la madurez) con
probabilidad denotada por ;.. Ademas se describe la genealogia de dicha poblacién, al
suponer que el proceso que cuenta la cantidad de hijos de cada individuo tiene distribuciéon



estacionaria ¢ (para lo cual es necesario agregar mutacién al modelo) y al aplicar el gene-
rador de este proceso a funciones especiales se llega a un proceso de ancestria parecido al
nuestro, cuyas tasas de transicién se expresan en términos de la distribucién estacionaria
. En nuestro modelo no es necesario suponer una distribucién estacionaria (y por lo tanto
no es necesario agregar mutacién en el modelo) para obtener un proceso genealdgico dual
al proceso de frecuencia del modelo simple asimétrico. Ademaés, nuestro modelo se puede
generalizar, en el sentido que, el niimero de hijos que tiene cada tipo de individuo en la
poblacién puede ser una distribucién general para cada tipo (con ciertas consideraciones
que no mencionaremos en este trabajo), es por ello que nuestro modelo resulta novedoso.

En el capitulo 3 agregamos mutacién al modelo simple asimétrico. En ambos capitulos
se describe la genealogia de los modelos. En el capitulo 4 se presenta una recursién para
la probabilidad de tomar una muestra de una poblacién que evoluciona segtin el modelo
simple asimétrico con mutacion del capitulo 3 y finalmente presentamos graficas para la
probabilidad de fijacién de individuos con seleccién, esto con la construccién del modelo
simple asimétrico del capitulo 2 programado en el lenguaje R.



Capitulo 1

Genealogia de poblaciones neutras

Modelos fundamentales en genética de poblaciones son el modelo de Wright-Fisher y
el modelo de Moran que estudian la evoluciéon de una poblacién haploide, es decir, cada
individuo tiene exactamente un padre, la poblacién tiene tamano fijo y todos los individuos
tienen la misma posibilidad de reproducirse (poblacién neutra). La diferencia entre los dos
modelos es el tiempo, el cual es discreto para el primero y es continuo para el segundo.
Cuando el tamano de la poblacién y el tiempo (reescalado i.e medido en unidades del
tamano de la poblacién del modelo) tienden a infinito, obtenemos procesos de Markov
que son soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas, Esto nos permite usar la teoria
de difusiones para estudiar caracteristicas interesantes de la poblaciéon. La genealogia de
la difusién de Wright-Fisher es descrita por el coalescente de Kingman [8], una cadena
de Markov en las particiones de N, cuyas transiciones, llamadas coalescencias, suceden
segin un proceso Poisson de pardmetro 1. Supuestos como seleccién y mutacién pueden
ser agregados a los modelos neutros, dichas fuerzas evolutivas cambian la dinamica de la
poblacién, lo cual se refleja en la (EDE) ecuacion diferencial estocéstica correspondiente
al tomar el limite y al mismo tiempo reescalar el tiempo de dichos modelos.

En el modelo de Wright-Fisher de tamano N € N, en cada generacion g; € N la poblacién
se renueva por completo, de la siguiente forma: cada uno de los N individuos de la nueva
generacién [ + 1 elige de manera independiente un padre de la generacién anterior [ con la
misma probabilidad. La probabilidad de que dos individuos elijan exactamente el mismo
individuo de la generacién anterior como padre en una poblacién de tamano N es %, v que
tres individuos elijan exactamente el mismo individuo como padre el mismo padre es %,
etcétera. Por lo que la probabilidad de que j > 3 individuos elijan exactamente el mismo
individuo de la generacién anterior como padre es %, y cuando el tamafio de la poblaciéon
es muy grande (N — o0), la probabilidad de que j > 3 individuos tengan el mismo padre
en la generacién anterior es muy pequeiia, con lo cual estos modelos no permiten que un
individuo en un evento de reproduccién produzca més de dos hijos, esto serd importante
ya que en nuestro modelo mas importante, el modelo simple asimétrico del capitulo 2,
nos interesa modelar una poblacién que tiene un gran ntimero de descendientes, para asi
tener una poblacion cuya genealogia es descrita por procesos con miltiples coalescncias.
Suponer que en algunos eventos de reproduccién hay individuos que pueden tener una
reproduccion de mas de dos hijos, es una generalizaciéon a modelos como el de Wright-
Fisher y el modelo de Moran. El A-coalescente es un proceso que describe la genealogia
de poblaciones que tienen la caracteristica de tener multiples hijos en una reproduccién,
por lo que es una generalizacion al coalescente de Kingman. En el proceso genealégico de
una poblacién, consideramos una muestra de tamanio n de nuestra poblacién de un tamano



total de N individuos (o genes) y viajamos hacia atrés en el tiempo, buscando los ancestros
en comun de dicha muestra. Por ejemplo, en tiempo discreto, si en nuestra muestra de
tamano n tenemos dos individuos que son primos, entonces sus lineas ancestrales coalescen
dos generaciones atras, ya que no tienen los mismos padres pero si los mismos abuelos (por
parte de la madre, por ejemplo). Para poder reconstruir la genealogia de una poblacion,
es necesario saber las reglas con las que la poblacion se renueva, es decir, la forma en que
la descendencia toma lugar en la poblacién. Los modelos méas simples, son el modelo de
Wright-Fisher y el modelo de Moran, los cuales describen la evolucion de una poblacién
que cumple con los siguientes supuestos:

1) el tamaiio de la poblacién permanece constante en el tiempo,
2) todos los individuos tienen la misma probabilidad de ser elegidos como padre.

Ademas en el modelo de Moran el tiempo es continuo y las generaciones se pueden super-
poner en el tiempo, mientras que en el modelo de Wright-Fisher el tiempo es discreto y
en cada generacion la poblacién se renueva por completo. Ahora explicamos e ilustramos
estos modelos de manera més detallada.

1.1. Modelo de Wright-Fisher

En una poblacién de tamano fijo N y con individuos (o genes) x1,..., xy en la ge-
neraciéon [. Se construye la generaciéon [ + 1 de la siguiente forma: cada individuo de la
generacion [ + 1 elige como padre a un individuo x; de la generacién [ de manera indepen-
diente, uniformemente al azar y con reemplazo.
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Figura 1.1: Representacién grafica del modelo de Wright-Fisher con tamano de poblacién
6, los circulos en cada generacién representan los individuos, padre e hijo se conectan con
lineas que unen a un individuo con otro de la generacién anterior.

Definimos ahora la grafica de Wright-Fisher| para definir sobre ella el proceso de fre-
cuencia y el proceso de ancestria del modelo de Wright-Fisher neutro.



Definicién 1. Sea N € N fijo. Definimos el conjunto de vértices V = Z x [N] y sean
{Uw} ey una coleccion de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
(iid) con distribucion Uniforme en [ N]. Sea el conjunto de aristas E = {{(g,i), (g-1, U(gﬂ-))}},
v,w eV estan conectados si {v,w} € E. Definimos (V,E) como la grifica de Wright-Fisher
con N individuos por generacion.

A los subconjuntos de V' que coinciden en la primera coordenada les llamamos genera-
ciones y los denotamos por Gen(g), es decir, para cada g € Z, Gen(g) = {(g,i) e V|ie [N]} c
V.

Definicién 2. Sea g9 € Z, N e N y (V, E) la grdfica de Wright-Fisher con N individuos
por generacion. Consideramos una muestra de n € [N] individuos en la generacion gy a
la cual denotamos por S. Definimos el proceso de ancestria de S c Gen(gg) ¢V para cada
geZ* como

AgN’ 5) = | {v e Gen(go - ¢)|3 ueS tal que u conecta con v}|.

Denotamos al proceso de ancestria como (AgN’ S), gez").
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Figura 1.2: Representacion grafica del proceso de ancestria de Wright-Fisher.

Observaciones:
+ (N7 S) —
» Para cada g € Z*, A, € [|S]], donde [|S] ={1,2,...,|S|}.
= El proceso de ancestria es un proceso decreciente.
= El proceso de ancestria es un proceso de Markov.

Supongamos que tenemos una poblacién de tamanio N € N en la generacion gg y una
muestra S de tamafio n € [N] y quisiéramos calcular cuél es la probabilidad de que los n



individuos no tengan el mismo padre, es decir, que cada uno tenga un ancestro diferente
en la generacién gg — 1,

}P’[AgN’S)=n|AéN’S):n]=fI(N_(i_1)))

Ahora calculamos el caso en el que todos los individuos en S eligen el mismo padre. Una
vez que un individuo elige un padre de entre los N posibles, cada uno de los deméas n —1
individuos elige al mismo padre de forma independiente, con probabilidad %, entonces la
probabilidad de que todos los individuos en S elijan un mismo padre es

n—1
PLAY 9 = 1A 9 ) 2 (l) .
N
Entonces, la probabilidad de que dos individuos de S elijan el mismo padre es % y el

numero de parejas en S que pueden elegir el mismo padre es (Z), por lo tanto

PLAN ) = - 1]AN 9 2 ) :(”)-i(1—i-(”‘1)+o(i))
2/ N N 2 N2

() ool5)

es la probabilidad de que todos los individuos en S elijan un padre distinto excepto una
pareja.

Asi notamos que para j > 3 individuos del conjunto S, la probabilidad de que elijan

el mismo padre sera ﬁ = o(ﬁ), por lo tanto para j > 3 tenemos que }P’[AgN’ 5 -

n —j|A(()N’ 9 - n] = 0(%\,).

Decimos que i,j € [N] son g-equivalentes si (go,?) v (go,Jj) tienen un ancestro comiin
en la generacién gg — g, es decir, si existe v en la generaciéon ggp — g y un camino tal que
(go,%) conecta con v y otro camino (gg,j) conecta con v.

El N - S coalescente de Wright-Fisher es la coleccién de relaciones de equivalencia
inducida por la grafica de Wright-Fisher. El proceso de ancestria (AéN’ S), geZ") sele

conoce como el proceso de conteo en cada bloque o particion.

Definicién 3 (Proceso de frecuencia de Wright-Fisher neutro). Sea N € N fijo, (V, E)
la grifica de Wright-Fisher, x € [0,1] y ¢ € Gen(go) €V tal que |C| = x - N. Definimos el



proceso de frecuencia de Wright-Fisher neutro para cada g € Z* como

WV, 0 _ |[{veGen(go+g)| Jue( tal que v conecta con u}|
g - N )

Dado que en la generacion cero XéN) = [¢|, denotamos XéN) = XéN’ ) y al proceso de
frecuencia como (Xg(N), gez").

Observaciones:
= Para cada g € Z%, Xg(N) € [—%] c [0,1], es una cadena de Markov aperiédica.
» Los estados {0} y {1} son absorbentes.

= La probabilidad de transicién es
B = ylxg") = 2] = Po[X[™) = y] = B[Bin(N,2) = y - N]

= (]ifvy)xNy(l —z)N Ny,

1.2. Modelo de Moran

En una poblacién de tamano fijo N con individuos z1(t),..., xx(t) al tiempo ¢ € R.
Las reproducciones ocurren segin un proceso Poisson de pardmetro A = 1. En un evento
de reproduccion se eligen uniformemente al azar dos individuos, de los cuales uno muere
y es reemplazado por una copia del otro individuo.

Figura 1.3: Representacién grafica del modelo de Moran, en donde el tipo de cada individuo
se representa con un color. En cada evento de reproduccién representado por flechas, el
padre hereda su color al individuo al final de la flecha.

Definicién 4 (Proceso de frecuencia del modelo de Moran). En el modelo de Moran con
tamano de poblacion N y formada por dos tipos de individuos (tipo 1 y tipo 0), definimos
el proceso de frecuencia de individuos de tipo 0 del modelo de Moran neutro como

) _ 1<
Xt = 37 Z ]]-{individuo i es tipo 0}»
N =1

y lo denotamos como (X, t >0)



En cada evento de reproduccién participan dos individuos, uno vive y se reproduce y
el otro muere. Si la poblacion esta formada por dos tipos de individuos k individuos de
tipo 0 y (IV - k) individuos de tipo 1, se elige a un individuo de tipo 1 con probabilidad
% y se elige un individuo de tipo 0 con probabilidad % Los individuos en la poblacién
tienen reproducciones, que suceden a tasa 1, es decir, el tiempo entre una reproduccion
y la siguiente (de un individuo) tiene distribucién exponencial de pardmetro 1. Podemos
pensar que cada individuo de la poblacién tiene un reloj exponencial de pardmetro uno y
el que suena primero es el que se reproduce, es por esto que la tasa total de reproduccion
en la poblacién es N ya que min{exp;(1),...,expyx(1)} ~exp(N).

Para que el nimero de individuos de tipo 0 aumente y pase de k a k + 1, debe morir un
individuo de tipo 1 (se elige un individuo de entre los (N - k) que hay con probabilidad
NT_’“) y se debe reproducir un individuo de tipo 0 (hay & individuos de tipo 0), por lo tanto,

N-k .. , . ..
( N ). De manera similar el nimero de individuos de

la probabilidad de transicién es N %
tipo 1 aumenta en uno a tasa (N]_Vk) % El ntimero de individuos de tipo 0, equivalentemente
de tipo 1, en la poblacién cambia si los individuos elegidos en cada reproduccién son de
distinto tipo y si se eligen dos individuos del mismo tipo no hay ningtin cambio.

Las tasas de transicién del modelo de Moran neutro que cuenta el nimero de individuos

de tipo 0 son

(N-k)k
k+1 a tasa N
ka
k(N-k)
k-1 a tasa N

y las tasas de transicion del proceso de frecuencia de individuos de tipo 0 del modelo Moran
neutro, que llamamos proceso de frecuencia del modelo Moran neutro, cuando Xo = « son

i+l (N—i)i
) N atasa N
N a - (N=i)i
1— =1)1
N~ a tasa N

1.3. Modelo Look-Down

En una poblacién de tamano N con individuos (o genes) denotados por el vector
(z1(t),..., xn(t)) indicando que cada individuo ocupa un nivel (de 1 hasta N) en la
poblaciéon. Los eventos de reproduccién ocurren segin un proceso Poisson de pardmetro A =
1, en los cuales se elige uniformemente al azar un nivel (equivalentemente un individuo en
ese nivel), el j-ésimo por ejemplo, el cual copia el tipo del individuo elegido uniformemente
al azar de entre los individuos menores que él, {1,2,3,...,5-1}, i.e el padre siempre busca
en los niveles de abajo para elegir a su hijo.
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Figura 1.4: Representacién grafica del modelo Look-Down en donde el individuo j = 5 elige
entre los individuos {1,2,3,4} al 3 como padre.

1.4. Modelo de Cannings

En una poblacién de individuos haploides de tamaiio INV; en la generacién j. Denotamos
vf el ntimero de hijos del individuo ¢ en la generacién j, en el modelo de Cannings la
sucesiéon (v(j),j € Z) es una sucesién de variables aleatorias i.i.d con v(j) = (v{, . ,vg\,j)
y Zf-zjl vg = Nj;1. Cada v(j) es intercambiable, es decir, para cualquier permutacion o en
las permutaciones de N;

. g ,
(v{,...,vg\,j) = (vi(l),...,vi(Nj)).

El modelo de Wright-Fisher y el modelo de Moran son casos particulares de los modelos
de Cannings cuando N; = N para toda generacién j. Los individuos 1,2,..., N en la ge-
neracion j se reproducen para formar la siguiente generacién j + 1 y tienen una cantidad

Jj+1  j+1 7+1 .. . .z . .z j g 7
vy ,Uy ,...,vy  de hijos respectivamente y también se pide que la sucesion vy, vy, ..., vy
tenga la misma distribucién para toda generacién j (intercambiable) pues todos los indi-
viduos tienen la misma probabilidad de ser elegidos como padres, indicando que no hay

seleccion.

Definicion 5. Decimos que un proceso evolutivo es meutro si el proceso de frecuencia
correspondiente (X,,n >0) satisface que E[Xy41| Xy =] =1 Vie[0,1].

1.5. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Si consideramos los procesos de frecuencia, que indican la frecuencia en la poblacién
total de una muestra tomada al tiempo inicial del modelo de Wright-Fisher y del mo-
delo de Moran, ambos son cadenas de Markov, a tiempo discreto y a tiempo continuo
respectivamente. Ademas, en el limite, el proceso que describe su genealogia es el mismo.
Recordaremos la definicién de una cadena de Markov a tiempo continuo y de su generador,
yva que teniendo este dltimo podemos conocer cémo evoluciona un proceso de Markov en
el tiempo.

11



Definicién 6 (Cadena de Markov a tiempo continuo). Sea (X, t > 0) un proceso esto-
cdstico tal que para cada t € RY la variable aleatoria X; toma valores como sigue,

n
X=X, para S, <t<Spi1; Sp=0; Sn:ZUm para n>1,
e

con (X, n € Zy) una cadena de Markov con espacio de estados E finito o infinito, lla-
mada cadena incrustada o esqueleto, y cada U, dado X,-1 =1, es una variable aleatoria

exponencial de parametro v; > 0 y es condicionalmente independiente de todas las demds
Un y X

Proposiciéon 7. Sea (X¢, t > 0) una cadena de Markov a tiempo continuo. Entonces,
para todo tg < t1 < tg < -+ <ty < t, € RY y estados i, 7, k, ..., | € E tales que
P[Xy, , =1,X¢, ,=k,.. =1]>0, se cumple que

PXy, =71 Xt =0, Xe, 5 =k, Xy = 1] =P[ Xy, = j| Xt , =1].
Decimos que es homogénea st para todo s,t >0
P[Xtes = jIXs = 1] = P[X; = j[ Xo = i].
Denotamos por E,[X] a la esperanza condicional de X dado X =y

Definicién 8 (Generador de un proceso de Markov). [[6] Sea (X¢, t > 0) un proceso de
Markov a tiempo continuo, homogéneo y real valuado. Para una funcion f: R — R se

define
Eo[f(X¢) - f()]
t 7

Af(x) =l (L1)

si el limite existe. Y denotamos por Z(A) al conjunto de funciones para las cuales el limite
existe, al cual llamamos dominio de A, y al operador A el generador infinitesimal de (X4,
t>0).

La siguiente definicion servird para entender la relacion de dualidad que existe entre
el coalescente de Kingman y el proceso limite del proceso de frecuencia del modelo de
Wright-Fisher, este proceso limite se conoce como la difusiéon de Wright-Fisher, en este
trabajo no se pretende abordar el tema de difusiones de manera detallada.

Definicién 9 (Difusién unidimensional). Una difusién unidimensional (X, t > 0) es un
proceso de Markov con generador infinitesimal

Af(x >——02<x> F ()T (1.2)

Los coeficientes p(x) y o®(x) son llamados esperanza infinitesimal o deriva y varianza
infinitesimal, respectivamente.

Sea (X4, g € Z*) el proceso de frecuencia de Wright Fisher con tamafio de poblacién
N eNy Xy =z para algin x € [0, 1], sabemos que X( |X(N) i ~Bin(N, XéN)),

g+1

BN = 2] = (N2 =2,

12



y la varianza del proceso de frecuencia es

Var[X(N)

N 1 1
g+1 |X£§ ) =] = mNm(l—x) = Nm(l—x).

Por lo tanto

E[x(Y) - xMxM =z] =0,

N 1 1
Var[Xg(Hl) - XWX = 2] = 2 [No(1-2) - o) = Za(1 - ) vo(L).
Entonces su generador infinitesimal reescalando el tiempo por N es

d*f

@7 (1.3)

1
AN f (@) = 5 21 -z)+o(1)]

en donde el término o(1) depende de z pero converge a cero uniformemente en = y asi
cuando la poblacién tiende a infinito tenemos que el generador del proceso de Wright-
Fisher reescalado el tiempo por N converge uniformemente en x a el siguiente limite
1 d*f
lim AM f(z)=[z(1-2)] =5 =A 1.4

A AY f(2) = S [a(1-2)] -5 = Af(2), (1.4)
Al proceso (X, t > 0) cuyo generador es (|1.4) se le conoce como difusién de Wright-Fisher
(Xt, t> 0)

1.6. Coalescente de Kingman

La genealogia de una muestra de tamafio n en una poblacién puede ser descrita por
procesos en 73(”), las particiones de [n] = {1,2,3,...,n}. Los nlimeros que se encuentran
en la misma clase corresponden a los individuos tienen un ancestro en comun. Esto se
ilustra en la Figura
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{{1,2,3,4,5,6}}

{{1,2},{3,4,5,6}}

{{1.2}, {3, 4,5}, {6} }

{{1,2}, {3}, {4, 5}, {6} }

I“I {{1}. {2}, {3}, {4, 5}, {6} }

1 2 3 4 5 6 { {1}! {2}’ {3}1 {4}! {5}, {6}}

Figura 1.5: Representacion grafica de la genealogia de una muestra de 6 individuos.

Los n-coalescentes son procesos de Markov, (HE"], t > 0) con valores en P con tasas
de transicion, ¢¢, dadas por

1 si n se obtiene al coalescer dos clases de equivalencia de &,

Qe = (1.5)
0 en otro caso,

para toda £ y n e 124520

El coalescente de Kingman es un proceso de Markov en P, las particiones de N, tal
que restringido a P resulta ser un n-coalescente. El coalescente de Kingman describe la
genealogia de los procesos limite de los procesos de frecuencia del modelo de Wright-Fisher
y del modelo de Moran. El proceso |H£n]|, llamado el proceso de conteo de bloques, es el
proceso que indica el nimero de ancestros al tiempo ¢ del n-coalescente de Kingman. El
proceso (\Hgn]\,t >0) es una cadena de Markov con valores en N y tasas de transicién de
n a m dadas por

(Z) si m=n-1

Qum =3 —-(5) si m=n (1.6)

0 st en otro caso
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El proceso de conteo de bloques del coalescente de Kingman y la difusion de Wright-Fisher
(el proceso limite del modelo de Wright-Fisher) tienen generadores

AR (@) = () [f =1 = F(m)), neN

AVF f() = %a:(l ~2) (), ze[0,1]

respectivamente. El n-coalescente de Kingman comienza con el estado {{1},{2},{3},...,{n}}
y evoluciona con coalescencias binarias que suceden a tasa 1. El proceso (|H£n]|, t>0) es
decreciente, comienza en el estado NV |H([)n]| =n y pasa al estado n—1 después de un tiempo
exponencial de parametro (g), cuando son elegidos dos bloques del proceso (HE"], t>0)
para coalescer en uno solo. Cuando |H£n]| = 1 significa que hemos llegado al ancestro co-

mun de la muestra de n individuos. Los tiempos de salto del proceso (HE"J, t>0) cuando
TO[n] = 0 se definen como 7™ := nf {t > T}fhﬂt— # II;} y el tiempo que transcurre hasta
encontrar el ancestro comin de una muestra de tamano n denotado por TM RC A(n) se
define como

TMRCA(n) :=inf{ t>0 | 1" =1}

y para el n-coalescente de Kingman es

E[TMRCAn)] LS E[exp((k))]

Por lo anterior, cuando n — oo esperamos aproximadamente 2 unidades de tiempo para
encontrar el ancestro comun de la muestra. Se utiliza el término comes down from infinity
para describir la caracteristica muy particular de los coalescentes definidos en las parti-
ciones de N. Se dice que un proceso de coalescencia baja de infinito cuando después de

cualquier cantidad de tiempo ¢t > 0 el proceso (H,En], t > 0) tiene una cantidad finita de

bloques, es decir, |H£n]| < 0o. El n-coalescente de Kingman tiene esta propiedad. La prueba
del siguiente teorema puede ser consultado en la en la seccién 2.1.2 de [1].

Teorema 10. Sea E el evento que para todo t >0, |H£n]| < oo. Entonces P(E) = 1.

Tomando una muestra de tamafio n en una poblacién que evoluciona segin el modelo
de Cannings con tamano constante N, definimos ¢y como la probabilidad de que dos
individuos elegidos aleatoriamente y sin reemplazo tengan el mismo padre, es decir, cy =
>N, %(%:P = ”15\?:1) y el proceso de coalescencia que describe la genealogia de esta
muestra es el n-coalescente de Kingman. La demostraciéon del siguiente lema puede ser

consultada en [11].
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Lema 11 (Lema de Moéhle). Consideramos un modelo de Cannings definido por sucesiones

id.d. {(vi(t)N, teZ}. Si

Efvi(v1 —1)(v1 - 2)]
N2CN

— 0 cuando N — oo,

entonces cy — 0 y la genealogia converge al coalescente de Kingman.

1.7. Modelo de Wright-Fisher y modelo de Moran con se-
leccién

Hasta ahora hemos explicado modelos en donde los individuos son elegidos para par-
ticipar en los eventos de reproduccién de manera uniforme, es decir, sin selecciéon. A
continuacion presentamos el modelo de Wright-Fisher y el modelo de Moran con seleccion,
y con mutaciéon En modelos con seleccién, cobra sentido dividir a la poblaciéon en dos
tipos, pues ahora la diferencia no solo esta en la etiqueta de los individuos (tipo 0 y tipo
1) sino en su forma de evolucionar en el tiempo.

Definicién 12 (Modelo Wright-Fisher con seleccién). Sean s € (0,1), g € Z*, N € N,
N fijo y k € {1,2,..., N = 1}. En una poblacién de tamario N formada por k individuos
de tipo 0 y N-k de tipo 1, los individuos de la generacién g + 1 eligen padre de manera
independiente a los demds y con reemplazo, como sigue,

con probabilidad

~ (1-9)k

(1-s)k+(N-k)

elige un padre de tipo 0 y con probabilidad

bo

B (N -k)
T (1-8)k+(N-k)

b1

elige un padre de tipo 1. Los individuos de la generacion g+1 copian el tipo de su padre.

Ahora definimos el proceso de frecuencia asociado al modelo del Wright-Fisher con
seleccién.

Definicién 13 (Proceso de frecuencia de Wright-Fisher con seleccién). Sea V =Z x [N],
dado que conocemos los tipos de los individuos (g,i) € V Vi e [N] definimos

1

N
Xg)zN

Z 1{indim’duo i es tipo 0 en la generacidn g}
€[ N]

la frecuencia de individuos de tipo 0 en la generacion g en un modelo de Wright-Fisher con

seleccion. Llamamos al proceso (XESN), g € Z™) como el proceso de frecuencia de Wright-
Fisher con seleccion.
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Figura 1.6: Representacion grafica del modelo de Wright-Fisher con selecciéon. Un indivi-
duo con ventaja selectiva (naranja) es elegido con probabilidad m mientras que un

individuo que no la tiene (azul) es elegido con probabilidad NE;\?’%

Observaciones:
» Los estados {0} y {1} son absorbentes.

= Las probabilidades de transicién son

. 1-s)z
B =yl =) = B X () =y =B | Bin(N, S0 <y ),

N
es decir, Xéivl)|Xg(N) ~ %Bin(N, —(1:2()%%)) ).

g
Definicién 14 (Modelo de Moran con seleccién). Sea N € N fijo y s € [0,1]. En el modelo
de Moran con seleccion y tamano de poblacion constante N, consideramos dos tipos de
individuos, tipo 0 y tipo 1. Cada individuo, ya sea de tipo 1 o tipo 0 se reproduce en tiempos
aleatorios, los eventos de reproduccion suceden segin un proceso Poisson de pardmetro 1,
escogiendo al azar dos individuos de la poblacion de manera uniforme, un individuo muere
y el otro vive y se reproduce (teniendo un hijo como descendencia), ambos individuos
tienen la misma probabilidad de vivir y reproducirse o morir. Ademds cada individuo, ya
sea de tipo 1 o tipo 0 se reproduce en tiempos aleatorios, estos eventos de reproduccion
ocurren sequn un proceso Poisson de pardmetro s, en estas reproducciones se escoge a un
individuo de la poblacion uniformemente al azar, si los individuos son del mismo tipo no
sucede nada, de lo contrario el individuo de tipo 1 es el que siempre se reproduce y su hijo
reemplaza al individuo de tipo 0 que muere.

Las tasas de transicién de los individuos de tipo 1 modelo de Moran con selecciéon son

k+1 a tasa (N—k:)%hs(N—k:)%,
ka

(N-k)
k-1 a tasa kT.
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Las tasas de transicién de los individuos de tipo 0 en el modelo de Moran con seleccién
son

kE+1 a tasa (N—k:)%,
ka

k-1 a tasa k:( +s(N k)%

R

-

R

xR

00000

xO
xO

Figura 1.7: Representacion grafica del modelo de Moran con seleccién. Las flechas rojas

representan los eventos de reproducciéon “extra” que tienen los individuos con ventaja
selectiva (individuos azules).

Definicién 15 (Proceso de frecuencia del modelo de Moran con seleccion). En el modelo
de Moran con seleccion y tamano de poblacion N formada por dos tipos de individuos

(tipo 1 y tipo 0), definimos el proceso de frecuencia de individuos de tipo 0 del modelo de
Moran con seleccion como

(N) _
Xt - N Z IL{imlz'm'duo i es tipo 0 al tiempo t}+
i=1

Observaciones:

. (X(N) t>0) es una cadena de Markov a tiempo continuo en {0, - e ]%,, 1}

= Las tasas de transicion del proceso de frecuencia del modelo de Moran con seleccién

son
i+l i(N-1)
i N o tasa -
N a
% a tasa (N D s(N - )

1.8. Modelo de Wright-Fisher y modelo de Moran con mu-
tacion

Una mutacién se define como “un cambio al azar en en la secuencia del ADN”, en el
modelo de Wright-Fisher con mutaciones, consideraremos que ocurre una mutacién cuando
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un individuo cambia de tipo. Los individuos de tipo 0 cambian a tipo 1 con probabilidad
to,1 y los individuos de tipo 1 cambian a tipo 0 con probabilidad 1 .

Definicién 16 (El modelo de Wright-Fisher con mutaciones). Sean po1, pio € (0,1),
geZ*, NeN, N fijoy ke{l,2,....,N - 1}. En una poblacién de tamarno N formada por
k individuos de tipo 0 y N-k de tipo 1, los individuos de la generacion g se reproducen
al ser elegidos de manera independiente, uniformemente al azar y con reemplazo. Los
individuos de la generacién g+1 copian el tipo de su padre. Ademds con probabilidad piq 1)
los individuos de tipo 0 sufren una mutacion y cambia a tipo 1y con probabilidad p(; o)
los individuos de tipo 1 cambian de tipo 1 a tipo 0.

Definicién 17 (Proceso de frecuencia de Wright-Fisher con mutaciones). Sea V' = Zx[N],
dado que conocemos los tipos de los individuos (g,i) € V Vi e [N] definimos

1

N
Xg():N

Z l{individuo i es tipo 0 en la generacidn g}
€[ N]
la frecuencia de individuos de tipo 0 en la generacion g en un modelo de Wright-Fisher

con mutacion. Llamamos al proceso (XSSN), g € Z¥) como el proceso de frecuencia de
Wright-Fisher con mutaciones.

Figura 1.8: Representacién grafica del modelo de Wright-Fisher con mutaciones en donde al
construir una nueva generacién, los individuos pueden sufrir una mutacion, cambiandolos
de tipo (color).

Observaciones:

= Para cada g € Z*, Xg(N) € [iN] c [0,1], es una cadena de Markov irreducible si y solo
si f(o,1) Y H(1,0) son positivos y ya que el espacio de estados es finito, la cadena tiene
una unica distribucién estacionaria.

= Debido a las probabilidades positivas de cambiar de tipo 0 a tipo 1 a través de una
mutacién, no hay estados absorbentes.
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= La probabilidad de transicién es

PIX™Y =y x M = 2] =P [ XN = y] = P[Bin(N,2(1 - 1)) + (1 - 2)prr0y) =y - N,

es decir, Xéivl)|X_(§N) ~ %Bin(N, Xg(N)(l - /~L(0,1)) +(1- ngN)),ul,o).

Definicién 18 (Modelo de Moran con mutaciones). Sea N € N fijo y p10.1, p1,0 € [0,1]. En
el modelo de Moran con mutaciones y tamano de poblacion N, consideramos dos tipos de
individuos, tipo 0 y tipo 1. Cada individuo, sin importar su tipo, se reproduce en tiempos
aleatorios, dichos eventos de reproduccion ocurren sequn un proceso Poisson de pardmetro
A =1, escogiendo a un individuo de la poblacion uniformemente al azar, un individuo
se reproduce y el otro muere. Ademds cada individuo tiene una mutacion y cambia de
tipo, las mutaciones que tienen los individuos de tipo O suceden segun un proceso Poisson
de pardmetro po;1 y las mutaciones que tienen los individuos de tipo 1 suceden segin un
proceso Poisson de pardmetro pi g.

Definicién 19 (Proceso de frecuencia del modelo de Moran con mutaciones). En el modelo
de Moran con mutaciones y tamano de poblacion N formada por dos tipos de individuos

(tipo 1 y tipo 0), definimos el proceso de frecuencia de individuos de tipo 0 del modelo de
Moran con mutaciones como:

N
N 1
Xt( ) -y Z IL{i?’Ldividuo i es tipo 0 al tiempo t}-
Ni=1
Observaciones:
. (Xt(N),t >0) es una cadena de Markov a tiempo continuo en {0, %, %, ey 1}

» Las tasas de transicion del proceso de frecuencia del modelo de Moran con mutaciones
son

i+1 i(N-i) (N-1)
i N~ a tasa -~ +N/L17OT,
N

i-1 i(N—7) i

N a tasa -~ +NM011N'
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Figura 1.9: Representacion grafica del modelo de Moran con mutaciones. Los eventos de

mutacién y reproduccion se representan en la recta real, la linea de la parte superior que
representa el tiempo.

1.9. A-coalescente

Los procesos llamados A-coalescentes fueron introducidos en 1999 por Pitman [12] y
Sagitov[13] de forma independiente. Un A-coalescente es un proceso de Markov que toma
valores en las particiones de N, intercambiable con eventos de coalescencias simples, es
decir, no se permiten coalescencias simultaneas. A diferencia del coalescente de Kingman
las coalescencias pueden ser de mas de dos bloques o lineas ancestrales.

Kingman N-coalescent

Figura 1.10: Representacion grafica del coalescente de Kingman y del A-coalesscente.

Definicién 20 (A-coalescente). Sea A una medida no negativa en [0,1]. Un A- coalescente
es un proceso de Markov (II*°(t),t > 0) con espacio de estados Po, el conjunto de las
particiones de N, tal que para cada n la restriccion II™ := (II"(t),t > 0) de Il a [n] es
una cadena de Markov tal que k bloques, de un total de b € N bloques, coalescen a un bloque
a tasa

1 A
)\b’k:/() xk(l—x)bk%, con 2<k<b. (1.7)
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La tasa total a la que k lineas coalescen dado que hay b es
b (b
DY (k))\b,k7 (1.8)
k=2
Asi, las tasas de transicién de 11" estan dadas por

fol zF(1 - m)b_k$ st m se obtiene al coalescer k clases de equivalencia de &,

Qe =
0 en otro caso,
(1.9)
con &, neP™.

Ejemplo 21. Sea A = dyg(dx), en este caso la ecuacion es A\px =0 para toda k # 2 y
Mp2 = 1. Entonces el A coalescente correspondiente a esta medida A es el coalescente de
Kingman, donde cada par de bloques coalesce a tasa 1.

Ejemplo 22. Sea A =U(dx), la medida uniforme en (0,1). En este caso el A coalescente
correspondiente es conocido como el coalescente de Bolthausen-Sznitman con

—Nb - k)
bk:w’ngsb.
’ (b-1)!

Ejemplo 23. Sea 0 < a < 2. Si tenemos que A(dz) = Beta(2 - a, )

1
A(dx) = T 271 - 2) L.

(2-a)l'(a)
FEl coalescente es conocido como coalescente-Beta de pardmetro o.

Ejemplo 24. Sea A = §1(dx), en este caso nada pasa durante un tiempo exponencial de
media 1, hasta que todos los bloques coalescen en 1. El drbol de coalescencia es con forma
de estrella.

Ejemplo 25. Sea y € [0,1] fija y A = y?5,(dx) en este caso

Lo, _ b\ _ b -
Moo= [ a2y (o) = ()2 = () -

conocido como coalescente de Eldon- Wakely.

1.10. Construccién de Poisson

Presentamos ahora la construccion dada por J. Pitman en Coalescents with multiple
collisions (1999) [12].

Sea A una medida en (0, 1]. Consideramos una coleccién de puntos de un proceso de
Poisson puntual N en (0, 00) x {0,1} con intensidad dt x L(d¢), con

L:= f 2 2A(dz) Py,
(0,1]

& ={&; }i>1 una sucesion de variables aleatorias Bernoulli de pardmetro P,(&; = 1) = x para
toda 7 > 1. Si 7 es una particién de N en conjuntos unitarios, definimos IIjj la restriccién de
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7 a [n]. Sea (t,&1,&2,...) un punto del proceso N tal que Y7 & > 2, entonces el proceso
{II} }+>0 tiene un cambio de estado al tiempo ¢. Si II}" = { By, Ba, ..., By}, entonces II} se
obtiene de IT}" al unir aquellos B; (bloques) tales que & = 1. La transicién sucede si y solo
si Y11 & > 2, es decir, si hay 2 o méas bloques que participan (§; = 1), ya que la coalescencia
de un bloque consigo mismo no produce ningin cambio.

75":1 6
gsz 1 5
Eei 4
e ! 3
£ i
Fr 1
Y ) .
{{1,2}, {3,4,5,6}} {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} }

Figura 1.11: Evento de coalescencia.

1.11. Construccién paintbox

Sea Sy el espacio de las particiones del intervalo (0,1), si s € Sp, s es de la forma
s = (s0,81,...) con 81 2 s2 >--->0y ¥25s; =1, la sucesién (so,s1,...), nos permite
dividir al intervalo (0,1) en subintervalos de tamafno s;, el orden en que acomodamos
dichos subintervalos no es importante para esta construccién, ya que tomaremos variables
aleatrioas uniformemente distribuidas en (0, 1) independientes entre ellas e independientes
de la sucesién s, pero podemos pensar que los acomodamos de la siguiente forma (0, sg),
(50,80 +81), (S0 + 81,80+ 81 +82), etcétera. Podemos obtener una particiéon intercambiable
en este espacio de la siguiente manera. Sea s € Sy y Uy, Us,... v.a independientes con
distribucién uniforme en (0, 1) e independientes de s, para 0 < u < 1 definimos I(u) como
el indice i del subintervalo (sg+ s1+ -+ $;-1,80 + $1 +--- + 8;) al que pertenece u,

I(u)=inf{n |£(:)si>u}.
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Consideramos la particién aleatoria II con la relacién i ~ j si y solo si I(U;) = I(U;) >0 o si
i = j, es decir, dos indices distintos estan relacionados si sus variables aleatorias uniformes
correspondientes pertenecen al mismo subintervalo formado por la sucesiéon s. La parte
(0, s0) corresponde a los indices que estan relacionados con si mismos, es decir, son aquellos
bloques que solo tienen un elemento (conjuntos unitarios de la particién). La particién II
asi construida es una particién intercambiable ya que (Uy,...,Uy) d (Usrys -+ > Us(m));
para ¢ una permutacién de [n].

[ I I I I I L1

v

( 0000

Figura 1.12: La particién asociada a la division del (0, 1) en subintervalos que se muestra en
la figura es I|p7; = ({1}, {2, 3}, {4}, {5},{6},{7}), los indices 4 y 6 son conjuntos unitarios
ya que las variables aleatorias u4 y ug pertenecen al subintervalo (0, sq).

Usando esta construccion de particiones intercambiables, construimos el A—coalescente
como sigue. Consideramos una coleccién contable de puntos de un proceso de Poisson pun-
tual N en (0, 00)x(0,1)N con intensidad dtxz~2A(dz) x 132, Us, con U; variables aleatorias
uniformes en (0,1) independientes e idénticamente distribuidas y A una medida finita en
[0,1] con A({0}) = 0. Si 7 es una particién de N, definimos II la restriccién de 7 a [n]. El
proceso {II7};, tiene saltos en los tiempos ¢ > 0 tales que en (¢,z,U;,Us,...) punto del
proceso N se toma s, € Sy como s, = (1-xz,x) y por lo tanto la divisién del intervalo (0, 1)
es (0,1-x)u(1-=z,1). Para alguno de estos tiempos ¢ si I} = {Bj, Bs, ..., By}, entonces
IT} se obtiene de II} al unir aquellos B; (bloques) tales que U; pertenece al intervalo
(1 -x,1). Los bloques cuyas variables aleatorias U; pertenecen al intervalo (0,1 - x) no
tienen ningin cambio. La transicion sucede si y solo si hay mas de 2 variables aleatorias
que pertenecen al intervalo (1-xz,1). Después de cada evento de coalescencia, el indice de
los bloques corresponde al indice mas pequeno que pertenece a dicho bloque después de
la coalescencia, es decir, si By = {1} y By = {9} coalescen al tiempo ¢, entonces al tiempo
t* Bj es el bloque By = {1,10}.

1.12. Dualidad

En esta seccion presentamos la definiciéon de dualidad entre dos procesos de Markov
respecto a una funcién de dualidad y presentamos un ejemplo de dualidad de momentos,
cuando la funcién de dualidad es H(x,n) = 2", esta dualidad es cldsica en el campo de
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genética de poblaciones. Esta técnica de dualidad nos permite relacionar dos procesos
estocasticos, uno que describe la evolucién de cierta poblaciéon y otro que representa la
genealogia de una muestra tomada de dicha poblacion. La existencia del proceso dual
para un proceso de Markov dado y un estudio detallado de la teoria de dualidad puede
ser encontrado en [I4]. La siguiente definicién se encuentra en [14] pagina 61.

Definicién 26 (Procesos H-duales). Sean X = (X, t>0) y Z = (Z;, t >0) dos procesos
de Markov con espacio de estados S1 y Sa respectivamente y H : E x F' - R una funcion
acotada y medible. Decimos que X y Z son duales con respecto a la funcion Ho H-duales
st para cada x € S1, z€ Sy yt>0, se cumple que

E.[H (X, 2)] =E,[H(x, Z)].

La siguiente proposicién resulta 1til cuando se quiere demostrar que dos procesos son
duales respecto a una funcién H utilizando los generadores de dichos procesos.

Proposicién 27. Sean (X, t 20) y (Z, t > 0) dos procesos de Markov con generadores
AX y AZ sea H : ExF — R una funcién continua y acotada. Si H(x,-), PLH (x,-) € D(A?)
VeeFE, t>0y H(-2), QH(-2) e D(AX) Vze F, t>0, y si

AYH (- 2)(2) = AZH (2,-)(2) VexeE,VzeF,
entonces (X¢, t>0) y (Z;, t >0) son duales con respecto a H.

Ejemplo 28. Sean (X, t > 0) la difusion de Wright—Fisher y (Zy, t > 0) el proceso de
conteo de bloques del coalescente de Kingman, estos procesos son momento duales.

Demostracion. Sea Aj el generador infinitesimal de (X, t > 0) y H : [0,1] x N - [0,1],
definida como H(z,n) = 2". Como H(z,n) y E[z?] son polinomios en z y H(X,n) y
E[Z] son acotadas en n, por la Proposicién basta probar que para toda x € [0,1] y
para toda n € N, se cumple que

A1H(x,n) = AsH(x,n).

z(1-x)dH(x,n)

A1H(z,n) = 2 dr2
=x(1- I)M$R_2
2
_ (Z)(H(:r,n— 1) - H(z,n))
= AsH(z,n).
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1.12.1. El modelo de Eldon-Wakeley

El modelo, presentado por Bjarki Eldon y John Wakeley en 2006 [4], en donde un
individuo elegido uniformemente al azar puede tener miiltiples descendientes en un evento
de reproduccién con cierta probabilidad (p) y solo un descendiente con otra cierta proba-
bilidad (1-p), en el modelo las generaciones se superponen, por lo que puede considerarse
como una generalizacién del modelo de Moran. La genealogia de este modelo es descrita
por un proceso de coaliciones multiples no simultaneas, es decir, un caso particular del
proceso presentado por Pitman(1999)[12] y Sagitov )1999)[13].

Definicién 29 (El modelo de Eldon-Wakeley). Sea N € N y sea U una variable aleatoria
con distribucion Py en {0,1,...,N}. En una poblacién de tamatio constante N, ocurren
reproducciones segun un proceso Poisson de pardmetro 1, en las cuales se elige un indivi-
duo uniformemente al azar para reproducirse. El individuo elegido tiene U — 1 nimero de
descendientes y €l vive, mientras que N — (U - 1) individuos elegidos al azar mueren para
dar lugar a los nuevos U — 1 individuos y asi mantener una poblacion constante.

Un ejemplo es cuando Py(u) =1-psiu=2y Py(u) =p siu=|Nv], para v e [0,1]
fija.

Definicién 30 (El proceso de frecuencia de Eldon-Wakeley). Sea N € N y sean x y
z €[0,1]. Consideramos una poblacion que evoluciona segin el modelo de Eldon- Wakeley
con U = z. La poblacion tiene dos tipos de individuos, al tiempo inicial hay Nx individuos
de tipo 0 y N(1 - x) individuos de tipo 1. Definimos el proceso de frecuencia de Eldon-
Wakeley de individuos de tipo 0 como

M=

v _ 1
Xt = N IL{el individuo i es tipo 0 al tiempo t}+
%

1l
—_

denotado como (Xy,t>0).
Las tasas de transicion del proceso de frecuencia de Eldon-Wakeley son
x+y(l-z) atasa x,
x—-yx atasa (1-uxz).

por lo tanto su generador es

A f(x) =x[f(x(1-y)+y) - f(@) ]+ A -2)[f((1-y)) - f(@)],

y si consideramos la funcién f,(x) = 2", se tiene que el generador para f,(z) es
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A f() = 2[fu(z(1-y) +y) = fu(2) ]+ (L= 2)[fn(z(1 - y)) = fu(2)]
= w[(w(l —y)+y)" -2+ (1-2)[(2(1-y))" - 2"]

a1y - ] (-1 -))" - "]

oty o [ (- - -0 [y -t

0 b=0
= b;) Z (L =y)" [ =™ ] (L= 2)[(2(1 - y))" — 2]
:b; ,

n)yb(l _ y)n—b[l_n—b+1 _ xn+1:| + ($n+1 _ xn)[l _ (1 _ y)n]
(1= et = e (1) o =0 (@ -2 L (1))

con @™ el generador del coalescente de Eldon-Wakely del ejemplo

1.13. Beta coalescentes.

En esta seccion consideramos la familia de coalescentes de un pardmetro, llamada
Beta-coalescentes. Sea 0 < a < 2. Si consideramos que A(dx) = Beta(2 — a, o), entonces

1

IR RON

1—04(1 _ l‘)a_ldl',

el coalescente asociado es conocido como Beta-coalescente de parametro «. El proceso de
conteo de bloques (N¢,t < 0) del Beta(2 — «, a)-coalescente tiene tasas de transicién del
estado n € {2,3,...} al estado k€ {1,...,n -1}, dadas por

Ink = (kf 1) fol 2PN - )P A (de)

3

! :En—k:—a(l _ l‘)k+a_2d$

1
(k— 1)F(2—a)F(a)
( n )F(n—k—a+1)f‘(k+a—1)
k-1 I'2-a)l'(a)'(n)
- I(n-k-a+1)I'(k+a-1)
"I - ) (@)D (B)(n—k+2)

y tasa total g, = ZZ;% gnk ¥ la cadena de saltos del proceso (N¢, t < 0) es p,p = %-

Un proceso de Galton-Watson es una cadena de Markov que indica el ntimero total de
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individuos que hay en una poblacién en la n-ésima generacién cuando los individuos en la
generacién anterior tienen una cantidad aleatoria de hijos, todos con la misma distribuciéon
y de manera independiente. Sea F'=(py, k € Z,) la distribucién de progenie. Denotamos
por Z, el tamano de la poblacion al tiempo n > 0. El proceso de Galton-Watson tiene
probabilidades de transicion

P[Zni1 = jlZn = m] = (F™™) (),

es decir, la convolucién de m v.a iid con distribucién F' evaluada en j. La genealogia del
proceso analogo con espacio de estados continuo y tiempo continuo (CSBPs) puede ser
descrita por la familia de Beta-coalescentes, Bertoin y Le Gall usaron CSBPs para estudiar
las propiedades a pequena escala de dichos coalescentes en [2]. Los CSBPs (Z, t>0) estan
caracterizados por la propiedad de ramificacién siguiente:

si pt(x,-) es la probabilidad de transiciéon de Z cuando Zj = x, entonces V,y € R*

pe(x+y,-) =pi(z,-) *pe(y,-),

es decir, la distribucién del proceso comenzando en x+y es la misma que la suma (indepen-
diente) del proceso comenzando en x y del proceso comenzando en y. En [I0] se muestra
que un CSBP estd caracterizado por una funcién 9 : [0,00) - R llamada mecanismo de
ramificacion. La funcién v es el exponente de Laplace de un proceso de Lévy con saltos no
negativos, es decir, existe una medida v en (0,00) tal que [, (1 A :c2) v(dx) < oo, a € R,
b>0y g>0 tales que

U(a) =ag+bg+ [ (e =1+ galp) v(do).

Consideramos A una medida finita en [0,1) y (Z;, t > 0) un -CSBP con mecanismo de
ramificacion

W)= [ (€ 1) A (da),
0
El siguiente resultado puede ser encontrado en [1I] en el capitulo 4 seccién 4.3.1.

Teorema 31. El A-coalescente baja de infinito (comes down from infinity) si y sélo si Z
se extingue en un tiempo finito, es decir,

© dg _
Ty

Si es ast, se define v(t) tal que va) % =t. Entonces cuando t - 0

Ny

oy !

casi sequramente en LP para cada p > 1.
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Capitulo 2

El proceso de frecuencia simple
asimétrico

En una poblacién en la cual ocurren reproducciones no simultaneas, en donde el indi-
viduo que se reproduce produce multiples sucesores, consideramos dos tipos de individuo
cuyo numero de hijos depende del tipo. Los individuos se etiquetan como tipo (=) y ti-
po (+), el ntimero de hijos que tienen el individuo que se reproduce es decidido por una
sucesién de N — 1 variables aleatoria uniformes en [0,1] asignadas a cada uno de los
individuos de la poblacién, exceptuando al individuo que se reproduce. Los individuos
de tipo (+) se reproducen y sus hijos reemplazan a aquellos individuos de la poblacién
cuya variable aleatoria uniforme correspondiente resulta estar en el intervalo [0,y + 2],
mientras que los individuos de tipo (=) se reproducen y sus hijos reemplazan a aque-
llos individuos de la poblacién cuya variable aleatoria uniforme correspondiente pertenece
al intervalo [0,y]. Las reproducciones de los individuos suceden segiin un proceso Pois-
son de parametro 1. Para la construccion del proceso consideramos un proceso Poisson
puntual. En cada evento de reproduccién se tiene una muestra de N — 1 variables alea-
torias uniformes en [0,1], i.e. uy,ug, ..., uny-1, quienes determinan la participaciéon de
los individuos en la reproduccién. Si el individuo que se reproduce es tipo (=) la po-
blaciéon aumenta una cantidad Z,ﬁ{l L{o<ui<y}nfel individuo i es tipo (+)} de individuos de tipo
(=) y si el individuo que se reproduce es de tipo (+) la poblacién aumenta una cantidad

N-1 T .
2im1 IL{0<ui<y+z}ﬁ{el individuo 4 es tipo (=)} de individuos de tipo (+)

2.1. Construccion

Fijamos N e Ny z,y,2z € [0,1] con y + z < 1. Consideramos una poblacién con N € N
individuos, que al tiempo inicial ¢y estd formada por una fraccién de x individuos de
tipo (=) y (1 - ) individuos de tipo (+), un individuo elegido uniformemente al azar se
reproduce y produce

1) Zf\iil 1{0<u;<yy nmero de hijos, si el individuo que se reproduce es tipo (=) y

2) Zﬁ[l 1{0<u;<y+>} Mimero de hijos, si el individuo que se reproduce es tipo (+)
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2.2. Definicion

Definicién 32 (El modelo simple asimétrico). Sean N € N y y,z € [0,1] fijos con
y+z2<1. Sea {(Ug)je[N—l]}ieN una sucesion de variables aleatorias iid con distribucion
uniforme en [0,1]. Sea (Wy)i<o un proceso Poisson puntual en RY x [0,1]V7! de inten-
sidad dt x Hj]\iil dUij. Consideramos una poblacion con N € N individuos, para Wt(iN) =
(ti,u},...,ugN - 1)) y con una poblacion conformada por Nz individuos de tipo (-)(y
N(1-z) individuos de tipo (+)) al tiempo t;. Al tiempo t; ocurre la i-ésima reproduccion,
en la cual un individuo elegido uniformemente al azar, denotado por J; se reproduce. Si J;
es tipo (=) produce YN Locub <y numero de hijos del mismo tipo los cuales reemplazan
a individuos de la poblacion. Si J; es tipo (+) produce Z/]yﬁl ]l{o<u§<y+z} numero de hijos
del mismo tipo los cuales reemplazan a individuos de la poblacion.

El modelo de frecuencia simple asimétrico

P
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Figura 2.1: Representacién grafica del modelo asimétrico simple. En el primer evento en
donde se toma una muestra de 6 variables aleatorias uniformes en [0, 1], los individuos cuya
v.a correspondiente pertenece al intervalo [0,y] se unen al individuo que se reproduce con
una linea negra mientras que los individuos cuya v.a correspondiente pertenece al intervalo
(y,y+z] se unen con lineas grises punteadas, estas lineas solo serén utilizadas si el individuo
que se reproduce es tipo (+). Los individuos cuya v.a uniforme correspondiente pertenece
al intervalo (y + z,1] no tienen ningiin cambio y no se representan en la figura.

La seleccion de los individuos de tipo (+) les permite tener mayor probabilidad de
tener hijos que los individuos de tipo (-).
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Definicién 33 (El proceso de frecuencia asimétrico). Sean N € N, y y, z € [0,1] fijos con
y+ 2z < 1. Definimos el proceso de frecuencia del modelo simple asimétrico como

N
(N) _
Xt = N Z ]]-{individuo i es tipo (-) al tiempo t}-
i=1

denotado como (Xt(N), t>0).

Las transiciones del proceso de frecuencia simple asimétrico denotado por (Xt(N) ,t>0)
cuando Xt(_N) =i/N son

i N—i i
; ~ ti=1 lu,<y a tasa R
— a
N N—i

i 1 «Ni
NN Zi:l 1Uj<y+z a tasa ( N )7

Las transiciones del proceso limite del proceso de frecuencia simple asimétrico denotado
por (X, t >0) cuando X =z son

x+(l-x)y atasa x,
xa (2.1)
z(l-y-2) atasa (1-x).

Teorema 34. El proceso de frecuencia simple asimétrico (Xt(N), t > 0) converge en el
sentido de los generadores al proceso (X, t >0) con tasas de transicion dadas por .

Demostracion. Sea f € C%([0,1]) y = € [0,1], entonces el generador del proceso de fre-
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cuencia simple asimétrico aplicado a f cumple que

oM f(x) = E[f(X(N)) - fa)x ) = 2]

N(1-z) Nz
=2E f(fv+— Z 1y,<y) = f(w)]+(1—x)E[f(w—%Z}ﬂw@m)-f(w)]
i N(1-z) N(1-z) 2
=z (:v)+f(w)N ( Z 11U<y) +0($)—f(w)]

2

Nx Nz
+(1-2)E [f(x) - f'(2)y ; Lu<ys + f7 (%) 53 (Z; ﬂUi<y+z) +o(xz) - f(l“)]

1 N(1-z) 2
:x[f(x)+f’(x)N(N(1—az))IP[U1<y]+f”( ) 3Nz l( Z 11U<y)]—f(:c)]
-

+(1- x>[f<x> /(@) (N)PLUY <y 21+ 1 (@) 515 [( 10 —f(:v)]

=1

+20(#)

N(1-z) 2
—x[f(:c)+f(x)(1 :L')y+f"(:v)2N2 [( Z; ﬂUi<y)]+o(ﬁ)—f(w)

2
+(1-2) [f(w) fl@z(y+2)+ f(x) —E[(Z ]1U<y+z) ]+0(#)—f(96)]

=z [f(@)+ f(@)A-z)y+o(x) - f(x) ]+ (1-2) [f(2) - f'(2)z(y +2) + o(5) - f(2)]
—— a[f(e+ (L-2)y) - f(@)) + - 2)[f(z -2y +2)) - f(2)).

N—

en donde los términos 0(%) dependen de x, pero convergen uniformemente a 0 en z. [

2.3. El proceso de ancestria del modelo simple asimétrico

La construccién de la genealogia de una muestra tomada de una poblacién en donde
se considera seleccién fue presentado por Neuhauser y Krone (1995) en [9], conocida como
la Gréafica de Ancestria con Seleccién (The Ancestral Selection Graph ASG), en la cual se
sigue la ancestria de una muestra, tomada de una poblacién con dos tipos de individuos,
Ay y As, la ventaja del individuo tipo 2 se debe a la tasa de reproduccién, la cual es mayor
que la tasa de reproduccién de individuos de tipo 1 (A2 > A1). El proceso genealégico de
dicha poblacién resulta ser un proceso de coalescencia y ramificacion. La estrategia que
utilizamos para seguir las lineas ancestrales de una muestra en una poblacién descrita por
el modelo simple asimétrico sigue la misma idea que en [9].

El procedimiento que se utiliza es: al tiempo ty (en el presente) se toma una muestra
de tamano n, a tasa 1 sucede un evento de coalescencia o un evento de ramificacién. En
cada evento tendremos una sucesion de tamano N de variables aleatorias uniformes en
[0, 1] independientes, cada una de estas variables correspondientes a cada individuo de la
poblacién, incluyendo a los individuos de la muestra de tamano n < M, y se elige a un
individuo al azar, el cual corresponderia al individuo que se reprodujo en dicho evento.
Seguiremos el linaje de los individuos en la muestra, la linea ancestral de los individuos
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cuya variable aleatoria U; se encuentra en el intervalo (y,y + z] siempre se seguird hacia
atrés en el tiempo, se une con la linea del individuo que se eligié para reproducirse y
también se sigue la linea de ancestria de este individuo elegido para reproducirse. La
linea ancestral de los individuos en la muestra cuya variable aleatoria uniforme pertenece
al intervalo [0,y] coalesce (y se deja de seguir) con la linea ancestral del individuo que
se eligi6é para reproducirse y se sigue la linea de ancestria de este ultimo individuo. Las
lineas ancestrales de los individuos cuya variable aleatoria pertenece al intervalo (y + z,1]
permanecen sin ningin cambio.

Un evento que llamamos coalescencia sucede cuando: las lineas ancestrales de los individuos
en la muestra se unen a la linea ancestral de su padre, esto es cuando hay uno o maés
individuos con variable aleatoria uniforme en el intervalo [0,y] en la muestra. Ocurre un
evento de ramificacion cuando: las variables aleatorias correspondientes a los individuos de
la muestra no pertenecen al intervalo [0,y], hay al menos una variable aleatoria uniforme
que pertenece el intervalo (y,y + z] y el individuo que se eligié para reproducirse no
pertenece a la muestra. Si conocemos la configuracién de la poblacién, es decir, el nimero
de individuos de tipo (=) y el nimero de individuos de tipo (+) (o equivalentemente la
frecuencia de individuos de tipo (4) en la poblacién), para algiin tiempo ¢ en el pasado
podemos conocer la configuraciéon de la muestra en el presente. Después de el primer
evento, ya sea de coalescencia o de ramificacién, nos referiremos a las lineas ancestrales de
la muestra como ancestros potenciales, es decir, las lineas amarillas en la figura [2.2]
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Figura 2.2: Representacion grafica de la genealogia de una muestra de 4 individuos (circulos
amarillos) para una poblacién que evoluciona segin el modelo asimétrico simple. Las lineas
amarillas representan los ancestros potenciales.

Definicién 35 (El proceso de ancestria simple asimétrico). Sean N,n e N y y,z € [0,1]
fijos con y + z < 1. Sean {(U})je(n]}ien una sucesion de variables aleatorias iid con dis-
tribucion uniforme en [0,1] y (Bi)ie[n] una sucesion de variables aleatorias con B; =

i1 Liicyy (distribucion binomial (n,IF’[UZ.j <y])). Sea (Zt(N))tSO el proceso de ancestria

(conteo de bloques o lineas) y supongamos que Z(gN) =n. Si Zt(N) = 3, entonces a tasa 1
se elige un individuo uniformemente al azar, denotado por J;, para ser el ancestro que se
reprodujo. En el i—ésimo evento que ocurre al tiempo t; se tiene que:

1) (evento de coalescencia) el i—ésimo evento es de coalescencia si B; >0, entonces las
lineas ancestrales de los individuos de la muestra tales que UZ.] <y coalescen con la
linea ancestral de J;,

2) (evento de ramificacion) el i—ésimo evento es de ramificacion st B; = 0, el individuo
Ji no pertenece a los ancestros potenciales y Uf <y +z para al menos un individuo
k en los ancestros potenciales, entonces el nimero de lineas ancestrales aumenta en
1, sigutendo también la linea del individuo J;—ésimo.

Las transiciones del proceso de ancestria simple asimétrico cuando cuando Zt(, ) - n
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son n—1+1 a tasa (N_n)[(?)yi(l_y)n—i]’

na{ n-i a tasa n[(T)y'(1-y)" "1,

n+1 atasa (N-n)[(1-y)"-(1-y-2)"]

Las transiciones del proceso limite del proceso de ancestria simple asimétrico (Z;,t > 0)
cuando Z,- =n son

n-i+1 a tasa (7)Y (1-y)" ],

n+1 atasa [(1-y)"-(1-y-2)"]

2.4. Dualidad de los procesos asimétricos

Proposiciéon 36. El proceso limite del proceso de frecuencia simple asimétrico (X, t > 0)
y el proceso limite del proceso de ancestria simple asimétrico (Z, t > 0) son momento
duales.

Demostracion. Sea f, :[0,1] x N - [0, 1] definida como f,(x,n) = 2". Aplicando el gene-
rador del proceso (X¢, t > 0) a la funcién f, se tiene que

GX (@) = 2 fa(x(L-y) +y) = fu(@)]+ = 2) [ fu(z(l -y - 2)) = fa(2)]

zf(z(1-y)+y)" -2"]+ (1 -2)[(z(1 -y -2))" —2"]

zf(z(1-y)+y)" —2"]+ (1 -2)[(2(1 -y -2))" - 2"]
+(1-2)[(z(1-y))" - 2"]

- (1 -2)[(z(1-y))" - 2"]

(7)y'@ - e (=) -y =) 2" (L= ) (o1 ) - 7]

M=

Il
[\V)

)

M=

S
I
\V)

(?)yz(l - y)nii[xniﬂl —z"]+[(1-y)"-(1-y- Z)n][:c"“ —z")

M=

(7)s' =0 Ui @) = @)+ (A=) = (1= = 2 Vs () = fu(0)]

Yo fo(@) + [(L-9)" = 1=y = 2)" [ fasn(z) = fal2)]
an(x)a

2

S
U

L

con &%y el generador del proceso de frecuencia de Eldon-Wakeley @ el generador
del proceso limite del proceso de frecuencia simple asimétrico (X3, t >0) y ¢4 Z el generador
del proceso limite del proceso de ancestria simple asimétrico (Z;, t > 0). O
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Capitulo 3

El modelo simple asimétrico con
mutaciones

Agregamos mutaciones al proceso simple asimétrico de la definicién Los individuos
de la poblacién tienen eventos de mutacién que ocurren segin un proceso Poisson de
pardmetro A = 1, cambiando su tipo. Con probabilidad u,y un individuo de tipo (-)
cambian a tipo (+) y con probabilidad u(_y un individuo de tipo (+) cambia a tipo (-).

3.1. Construccion

Fijamos N € Ny u(,),uy,y,z € [0,1] con y + z < 1. Consideramos una poblacién
con N € N individuos, formada por dos tipos de individuos con distintas posibilidades de
participar en cada evento de reproduccion, un individuo elegido uniformemente al azar
decide reproducirse y produce

1) ngl 140<u;<y) numero de hijos, si el individuo que se reproduce es tipo (=) y
2) YN 1 {0<u;<y+=} Mimero de hijos, si el individuo que se reproduce es tipo (+)

3) Ademas los individuos de la poblacién tienen eventos de mutacién que ocurren segin
un proceso Poisson de pardmetro A = 1. Un individuo que tiene una mutacién y es
de tipo (+) cambia a tipo () con probabilidad u_y y si el individuo que tiene una
mutacién es de tipo (-), con probabilidad u(,) cambia a tipo (+).

3.2. Definicion

Definicién 37 (El modelo simple asimétrico con mutaciones). Sea N € N, y sean U4
uy, Y, y 2 €[0,1] fijos, con y+z<1. Sean {(Ugj)je[]v_u}ieN y {Vitien dos sucesiones de
variables aleatorias iid con distribucion uniforme en [0,1]. Sea (W;)i<o un proceso Poisson
puntual en R x [0, 1]N_1 de intensidad dt x I_Ij]\;l dUiJ un procesos Poisson puntual en
R* x[0,1] de intensidad dt x V;. Consideramos una poblacion con N € N individuos, a tasa
dt ocurre un evento de reproduccion. Para un punto wgiN) = (ti,ul-l, s ,uzN_l) de (Wi)i<o,
al tiempo t; ocurre la reproduccion i-ésima en la cual un individuo elegido uniformemente
al azar y denotado por J; se reproduce. Si J; es tipo (=) produce Z,ZCV;II ]l{o<uf<y} numero
de hijos del mismo tipo los cuales reemplazan a individuos de la poblacion. Si J; es tipo

36



(+) produce Zsz_ll ]l{o<u’.€<y+z} numero de hijos del mismo tipo los cuales reemplazan a
individuos de la poblacion.

Ademds, los individuos tienen mutaciones que los cambian de tipo. Para un punto
ws; = (85,v5) de (W)ico al tiempo s; ocurre la j-ésima mutacion y un individuo elegido
uniformemente al azar tiene una mutacion y cambia de tipo segun la siguiente regla. St
el individuo es tipo (+) la mutacion ocurre si vs; < u(_y. Si el individuo es tipo (=) la
mutacion ocurre si Us; < U(y)-

En la definicién anterior, las mutaciones que ocurren a tasa u(_) le ocurren a individuos
de tipo (+), y las mutaciones que ocurren a tasa wu,y son mutaciones que le ocurren a
individuos de tipo (=), y los cambia a tipo (+).

Decimos que las mutaciones ocurren “a tasa” () (equivalentemente “a tasa” u(_))
pensando en el siguiente hecho. Consideramos un proceso Poisson de pardmetro A =1y
una variable aleatoria U uniforme en [0, 1], las llegadas del proceso Poisson de pardmetro
A =1 seran ignoradas si U > u(,), por lo que las llegadas ocurrirdan cuando U < u(,) de
esta manera obtenemos un proceso Poisson de pardmetro A-wy =1-uy = ugy.

Definicién 38 (El proceso de frecuencia simple asimétrico con mutaciones). Sean N € N,
y y,z € [0,1] fijos con y+ z < 1. Definimos el proceso de frecuencia del modelo simple
asimétrico con mutaciones como el proceso que sigue la frecuencia de individuos de tipo
(=) en una poblacion que se reproduce segun la definicion es decir,

1
N

M=

(N) _
Xt = ]]-{individuo i es tipo (=) al tiempo t}-

1]
=

denotado como (Xt(N), t>0)

Las tasas de transicién del proceso de frecuencia simple asimétrico con mutaciones
N
(Xt( ), t>0) son

% +N T <y a tasa %’
i % - % YN ly,<y+= a tasa N]\Fia
—a
N L+d a tasa N(N]\;i)u(_)a
% - % a tasa N%Uu)’

Las transiciones del proceso de limite del proceso de frecuencia simple asimétrico con
mutaciones (X, t >0) son

z+y(l-z) atasa x,
xr—(y+z)r atasa (1-x),

T+ % atasa (1-z)u(y,

€T — a tasa TU(1),

z|-
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por lo que su generador infinitesimal es

20 f(2) =2l (a1 =) +3) - F(@)) + (L= 2)[f (1 =y =) - ()]
(= [F+ ) - 1@ |+ [ - ) - 1)

3.3. El proceso de ancestria asimétrico con mutaciones

El proceso que sigue la genealogia de una muestra de una poblacién que se reproduce
segtn la definicién [37} al igual que el proceso genealdgico de la seccién 2.3, es un proceso
de ramificacién y coalescencia, en donde, ocurren eventos de mutacion que se distribuyen
segin un proceso Poisson de pardmetro 1, un individuo elegido uniformemente al azar
entre la poblacién cambian de tipo, lo cual se notard al decidir los tipos de los individuos
para algin tiempo t > 0, pero no afecta la estructura de coalescencia y ramificacién del
proceso.

Definicién 39 (El proceso de ancestria simple asimétrico con mutaciones). Sean N,n €N,
Y, 2, uey)y Y uc-y € [0,1] fijos con y+z < 1. Sean {(U]) je(n1}ien una sucesion de variables
aleatorias iid con distribucion uniforme en [0,1] y (B;);e[n] una sucesion de variables
aleatorias con B; = Y7, H{Uij<y} (distribucion binomial (n,]P’[UZ.j <yl])). Sea (Zt(N))tSo el

proceso de ancestria (conteo de bloques o lineas) y supongamos que Z(()N) =n, entonces a
tasa 1 se elige un individuo uniformemente al azar entre los N individuos de la poblacion,
denotado por J;,para ser el ancestro que se reprodujo. En el i—ésimo evento que ocurre al
tiempo t; se tiene que:

1) (evento de coalescencia) el i—ésimo evento es de coalescencia si B; >0, entonces las
lineas ancestrales de los individuos de la muestra tales que Ui] <y coalescen con la
linea ancestral de J;,

2) (evento de ramificacion) el i—ésimo evento es de ramificacion st B; = 0, el individuo
Ji no pertenece a los ancestros potenciales y Uz-k <y +z para al menos un individuo
k en los ancestros potenciales, entonces el nimero de lineas ancestrales aumenta en
1, siguiendo también la linea del individuo J;—ésimo.

Ademds para t > 0 fijo, sequimos las reglas 1) y 2) del proceso obteniendo una estructura
de ancestria. En cada linea de ancestria de la estructura obtenida desde el tiempo 0 hasta
el tiempo t, colocamos puntos segin un proceso Poisson de pardmetro X = 1 (representados
grdficamente por tridngulos negros), los cuales indicardn las mutaciones.

En la definicién anterior, las mutaciones suceden sobre las lineas ancestrales y solo
al saber los tipos de los individuos podemos determinar si la mutacién ocurre o no. Si
una linea ancestral tiene un triangulo negro, entonces podemos determinar si dicha mu-
tacién ocurre o no cuando sabemos el tipo del individuo. Si el individuo que encuentra
una marca es tipo (-), entonces cambia a tipo (+) con probabilidad wu(,y, si el indivi-
duo que encuentra una marca es tipo (+), entonces cambia a tipo (=) con probabilidad
u(-y. Es por eso que la dinamica del proceso de ancestria simple asimétrico con mutaciones
y del proceso de ancestria asimétrico es esencialmente igual cuando no conocemos los tipos.
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El modelo de frecuencia simple asimétrico con mutacion
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Figura 3.1: Representacion grafica del proceso de frecuencia simple asimétrico con muta-
ciones.

Las transiciones del proceso de ancestria asimétrico con mutaciones cuando Zy = n son
n-i+1 atasa (N=-n)[(D)y' (1-9)" ],
nai n-—1 a tasa n[(?)yi(l—y)n_i_l]v
n+1 atasa (N-n)[(1-y)"-(1-y-2)"]

Las transiciones del proceso de ancestria asimétrico con mutaciones de una muestra de
n individuos de tipo (-) son:

n-i+1 atasa (N-n)[(7)y'(1-y)" 7],
naj n—i atasa  n[(7)y'(1-y)"" 1,

n-1 a tasa nu(-y,
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Figura 3.2: Representaciéon grafica de los eventos de coalescencia, ramificacion y mutacio-

nes.
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Capitulo 4

Recursiones

En este capitulo presentamos una recursién para el modelo asimétrico con mutaciones.
La recursion es calculada de manera similar que en [7] y en [9], en donde al tiempo inicial
top consideramos una muestra de una poblacién que se reproduce segin el modelo de
tamano n = nj +ny con n; individuos de tipo (+) y ng individuos de tipo (-), recorriendo
el linaje de dicha muestra, avanzamos hacia atras en el tiempo hasta el primer evento,
ya sea de ramificacién, coalescencia o mutacién, que ocurre al tiempo %1, al tiempo 7
tendremos una configuraciéon de la poblacion distinta a la que tenemos en presente, ya que
en el tiempo ¢; ocurre un evento aleatorio (de ramificacién, coalescencia o mutacion).
El objetivo de calcular estas recursiones es tener la probabilidad de tener una muestra en
la que todos los individuos sean de tipo (-), por lo que calcularemos

p(0,n) := P[{todos los individuos de una muestra con reemplazo de tamafio n son de tipo (-)}].

4.1. Recursion para el modelo asimétrico con mutaciones

La tasa de transicién a la cual la muestra de tamano n tiene una mutacién, coalescencia
de tamafio k o ramificacién son nu .y +nuy, Li-o (Z)yk(l —y)"Fy (Q-y)"-(1-y-2)"
respectivamente. Por lo que la tasa total es p, = nugy +nuy+ (1-y)" - (1-y-2)" +
P (Z)yk (1- y)”‘k, y asi la probabilidad de que el primer evento que ocurre antes de
Thoo (y* -y *

IJ‘7L ’
o finalmente es una mutacién de tipo (+) a tipo ( ) con

tomar la muestra (ni,n2) al tiempo t; sea una coalescenecia es
M

una

ramificacién

probabilidad =2 y es una mutacién de tipo (=) a tipo (+) con probabilidad (” . La
recursion que obtenemos para una muestra de tamano n con una configuracién (0 n) es

(0, n)——Z( )y (1—y)n7kp(0,n—k+1)+—[(1—y)”—(1—y—z)"]p(0,n+1)
Hn g=2 Hn

1
+ —nuyp(0,n-1)
Hn
(4.3)

como se vio6 en el capitulo anterior, son las transiciones del proceso de ancestria asimétrico
con mutaciones de una muestra de n individuos,
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n-k+1 atasa (DyF (1 -y)",

n+1 atasa (1-y)"-(1-y-2)"
n a

n-1 a tasa nu(_)

A a tasa nu(_y.

el estado A es un estado absorbente, en el proceso entra y no vuelve a salir, esto sucede
cuando a tasa u(_y todos los ancestros potenciales de la muestra (a lo mds n ancestros
potenciales) sufren una mutacién.

Fijamos y,z,u y v los pardmetros del modelo asimétrico con mutaciones [37| (en este caso
escribimos w := u(,) y v := u(_) para escribirlos en R) y fijando el valor de p(0,n) € [0,1],
para alguna n, obtenemos un sistema de ecuaciones de n—1 incoégnitas con n—1 ecuaciones
que podemos resolver para obtener p(0,1), p(0,2),...,p(0,n—1).

Ejemplo 40. Fijamos p(0,5) = 1 la probabilidad de obtener una muestra de tamanio 5
conformada dnicamente por individuos de tipo (=) en una poblacion que se reproduce
segin el modelo asimétrico con mutaciones, utilizamos la recursion[{.3 y escribimos p,, en
lugar de p(0,n) para obtener el siguiente sistema de ecuaciones

pr-pr=pa[(1-y)-(L-y-2)]+po-v

po-p2 =ps[(1-y)° = (L-y=2)"]+p1- 20+ A22)p1

pal[(1-9)° = (1 -y -2)°]+p2-3v+ Az a)p2 + A3 3)D1
pa-pa=ps[(L=y)* = (L—y—2)"]+ps-4v + Aa0)D3 + Aa3)P2 + A\(1,4)P1
ps =1

u3 - p3 =

con A k) = (Z)yk(l — )" y la siguiente representacion matricial

-m (1-y)-(1-y-2) 0 0
A2,2) +2v —ps (1-9y)? = (1-y-2)> 0
A(3,3) A(3,2) + 3V —pu3 (1-y)?-(1-y-2)*
A(4,4) A(4,3) Aa3) +4v —fi4

—Po-v

0

0

—ps[(1-9)* = (1 -y -2)"]

que resolvemos para este ejemplo con R y el comando solve() para valores y = 0,5, z = 0,2,
v=0,1 yu=0,1, obtenemos

> E <- cbind(c(-mu_n (1), lambda_nk (2,2)+2*v, lambda_nk(3,3), lambda_nk (4,4)),
c((1-y)-(1-y-2),-mu_n(2), lambda_nk (3,2)+3*v, Lambda_nk (4,3)),
c(0,(1-y) 2-(1-y-2)"2,-mu_n(3), lambda_nk (4,2)+4*v),
c(0,0,(1-y) 3-(1-y-2)73,-mu_n(4)))

vV o+ + +

E
[,17 [,2] [,3] [,4]
[1,] -0.4000 0.200 0.000 0.0000
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[2,] 0.4500 -0.810 0.160 0.0000

[3,]7 0.1250 0.675 -1.198 0.0980

[4,1] 0.0625 0.250 0.775 -1.5419

> b <= c(-p_0*v, 0, 0,-p_5x((1-y) 4-(1-y-2)4))
> b

[1] -0.1000 0.0000 0.0000 -0.0544

> solve(E, b)

[1] 0.3724209 0.2448419 0.1920780 0.1866186

Ahora mostramos algunos resultados de la recursion con distintos valores de los pardmetros
Y, Z,uyv.

y=0.6

(E, b)

395580 0.3186739 0.2620983 0.2319605

z2=0
v=0
u=0
solv
] o

1
1
1
e
4

N N O N

ve(E, b)
.3431170 0.2908227 0.3563543 0.5391867

(E, b)
616871 0.3850614 0.3470923 0.3178593

N S S )

(E, b)
22864957 0.14324786 0.11254601 0.09335087

(E, b)
707663 0.3466624 0.3387971 0.4680372

(E, b)
.5516542 0.4136844 0.3778588 0.4728188
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Observaciéon 1. Notamos que cuando incrementa el pardmetro z que distingue a indivi-
duos de tipo (+), es menos probable obtener individuos tipo (=) en la muestra pues hay
mas cantidad de individuos de tipo (+) en la poblacion. En el dltimo ejemplo aun cuando
2z =0,9 con el parametro de mutacion a tipo (=) de u-y = 0,4 la probabilidad de que la
muestra esté formada por individuos tipo (-).

Ejemplo 41. Fijamos p(0,11) = 1 la probabilidad de obtener una muestra de tamaro 11
conformada unicamente por individuos de tipo (=) utilizamos la recursiénpam obtener
el sigutente sistema de ecuaciones

propr=p2[(1-y) - (1-y-2)]+po-v

p2-p2=p3[(1-y)° = (1-y—2)"]+p1- 20+ A\22)p1

ps-p3=pal(1-y)° = (1 -y —2)*1+p2- 30+ Az.9)P2 + A(3,3)P1
pa-pa=ps[(1=y)* = (L—y—2)"]+ps-4v + Aa2)P3 + Aa3)P2 + A(a,4)P1

155 = p[(1=4)° = (1 =y = 2)°] + pa- 50+ A\(5.2)P1 + A\(5,3)P3 + A\(5,4)P2 + A\(5,5)P1
pi6-p6 = pr[(1=y)° = (1 =y = 2)°T+p5 - 60+ A5 2)D5 + A\(6,3)P1 + A(6.4)P3 + \(6,5)D2

+ A(6,6)P1

pr-pr=ps[(L-y) = (L=y=2)"]+p6-Tv+ A72)P6 + A(7,3)P5 + A(7,4)P4 + A(7,5)P3
+ A(7,6)P2 + A\(7,1)P1

ps-ps = po[(1-9)® = (L—y —2)°] + pr-8v + A(5.2)P7 + A(3,3)P6 + A(8.4)P5 + A(3,5)P4
+A(8,6)P3 + A8,7)P2 + A(88)P1

p19 - po = p1o[(1=9)” = (L =y = 2)°] + ps - 90 + A(9.2)Ps + A(9.3)P7 + A(9.4)P6 + A(9.5)D5
+ A(9,6)PaA(9,7)P3 T A(9,8)P2 T A\(9,9)P1

10 - pro = pra[(1 - 3/)10 -(1-y- 2)10] +py - 100 + >\(10,2)p9 + )\(10,3)]98 + >\(10,4)p7 + )\(10,5)176
+ A(10,6)P5 + A(10,7)P1 + A(10,8)P3 + A(10,9)P2 + A(10,10)P1
pi1=1

que resolvemos con el comando solve() en R para distintos valores de los parametros y, z,u

vV Vv VvV
O & & 8w
Il
~ QO O © O

[1] 0.4395482 0.3186445 0.2618281 0.2232154 0.1934744 0.1694696 0.1496369
[8] 0.1329995 0.1188790 0.1068088

vV v Vv VvV
O & & N
Il
~ QO O OO

ve(E, b)
[1] 0.151348222 0.035130962 0.010992862 0.004246914 0.002004075 0.001371326
[7] 0.001984249 0.005929293 0.026040283 0.145497109
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> y=0.9
> z=0.1
> v=0.1
> u=0.1
> solve(E, b)

[1] 0.4616871 0.3850614 0.3470922 0.3178199 0.2929314 0.2712305 0.2521104
[8] 0.2351494 0.2200195 0.2064557

> y=0.9
> z=0.1
> v=0.1
> 4=0.3
> solve(E, b)

[1] 0.7273230 0.6366152 0.5791088 0.5338000 0.4952623 0.4614568 0.4313621
[8] 0.4043449 0.3799537 0.3578390

VIRVIRVIRVIRY
v e e N w
2333
W~ ©

ve(E, b)
[1] 0.3734927/, 0.20615618 0.13104004 0.08911536 0.06297484 0.04561996
[7] 0.03372454 0.02603273 0.02690532 0.09464426

4.2. Probabilidad de fijacion del modelo simple asimétrico

Para el modelo de simple asimétrico de la definicion [32] consideramos el algoritmo des-
crito en la construccién 3,1. Con una poblaciéon de n = 10 individuos y con una frecuencia
inicial de individuos de tipo (+) igual a zg = %, los individuos son representados por ceros
y unos para individuos tipo (-) e individuos tipo (+) respectivamente. Tomaremos una
muestra de N variables aleatorias uniformes, una para cada individuo, se elige el individuo
que se reproduce, es decir el que heredard su tipo. Aquellos individuos tipo (=) (o cero)
cuyas variables aleatorias sean menor que el valor fijo y participan, al igual que aquellos
individuos tipo (+) cuyas variables aleatorias uniformes correspondientes en la muestra
sean menores que y + z, todos los individuos que participan copian el tipo del individuo
elegido como padre, ya sea tipo (+) o tipo (-). Esto se repite hasta que la poblacién este
conformada por individuos de un solo tipo, es decir cuando uno de los dos tipos se fija.
Tomamos una poblacién de N = 10 individuos con frecuencia inicial zg = % realizamos el
algoritmo 1000 veces hasta que se fija un tipo, en el algoritmo tipo (+) es tipo 1 y tipo
(-) es tipo 0, el promedio de veces que se fija el tipo 1 en 1000 realizaciones del algoritmo
se muestra en las siguientes graficas con distintos valores de y y z.
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Probabilidad de fijacion de individuos tipo (+)
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Figura 4.1: Probabilidad de fijaciéon de individuos tipo (+) fijando z, cuando z = 0 no hay
ventaja en la participacion de individuos tipo (+), ambos tipos tienen la misma probabi-
lidad de fijacién. Cuando z > 0 la probabilidad de fijarse en la poblacién es mayor.
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Figura 4.2: Probabilidad de fijacién de individuos tipo (+) fijando y, cuando y = 0,2 la
probabilidad de fijacién es mayor en comparacién con y = 0,5 y y = 0,7. Fijando y, la
probabilidad de fijacién de individuos tipo (+) aumenta cuando el pardmetro z aumenta.

4.2.1. Algoritmo del modelo simple asimétrico

El algoritmo con el que se obtienen las graficas de la seccién anterior sigue tal cual
la construccién de la seccién 2,1. En una poblacion de tamafio M = 10 y con frecuencia
inicial x = % (i.e configuracién inicial ny = 5 y no = 5) mientras la poblacién no se fije, es
decir mientras la poblacién no sean todos unos o todos ceros, tomaremos una muestra de
M variables aleatorias uniformes en (0,1), (Uy,Us,...,Uip), el individuo en la posicién
J, con J el indice tal que Uy = min{Uy,Us,...,Uip}, hereda su tipo a los individuos
que cuyas variables aleatorias uniformes correspondientes pertenecen al intervalo [0,y] si
el individuo en la posiciéon J es 0 o hereda su tipo a los individuos que cuyas variables
aleatorias uniformes correspondientes pertenecen al intervalo [0,y + 2] si el individuo en la
posicién J es 1. Este proceso se detiene hasta que el vector poblacién (pob en el algoritmo)
es una sucesion de 10 ceros o una sucesion de 10 unos, en este caso el algoritmo imprime

un uno cuando se fija el 1 y un 0 cuando se fija el tipo 0. Realizamos este procedimiento

1000 veces y tomamos 2imere de IR Ll para las graficas de la seccién anterior.
FIX1_10=function(y,z){

N=10

x=1/2

pob=rep (1,N*x)
pob=c(pob,rep (0,N*(1-x)))
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}

TYPE=sample (pob,N,replace = F)

##print (TYPE)

tim=c ()

TYPE_new=c ()

HHEHHAHRAHHHHARAH AR BR B R RS AR B R AR RS HHH

while (length(unique (TYPE_new))!=1 ) {#while each individual
#has different type

}

#e_clock=rexp(1,1) #TIME OF REPRODUCTION
UI=runif (N,0,1) #DECISION VARIABLES
J=which.min(UI) #individual who reproduces
UI_Y=which ((UI<y)|(UI==y)) #the individuals who do #
participate
UI_Z=which ((y<UI)&((UI<y+z)|(UI==y+z))) #the individuals who
#do participate if their father is a type +
UI _NO=which(UI>y+z) #individuals who do not participate
UI_YZ=which ((UI<y+z)|(UI==y+z)) #all the individuals
#who want to participate
if (length (UI_YZ)!=0){#if there are individuals
#who want participate
if (TYPE[J]==1){#if the individual is of type 1
#tim=c(e_clock,tim)
TYPE _new=TYPE
TYPE _new [UI_Y[which(TYPE[UI_Y]==0)]1]=1
telse if ((TYPE[J]==0)&(length(UI_Y)!=0)){#if the individual
#is of type O
#tim=c(e_clock,tim)
TYPE _new=TYPE
TYPE _new [UI_Y[which (TYPE[UI_Y]==1)]1]=0
TYPE _new[UI_Z[which(TYPE[UI _Z]==1)]11=0
}else{TYPE_new=TYPE}
}else{TYPE_new=TYPE}
#print (TYPE _new)

return (TYPE _new[1])
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Conclusion

El modelo de frecuencia simple asimétrico presentado en este trabajo resulta impor-
tante ya que se puede generalizar. Aqui consideramos la distribuciéon del niimero de hijos
como una distribucién Bin(N —1,y) y Bin(N -1,y + z) con y y z fijos en (0,1), para
individuos tipo (=) y tipo (+) respectivamente. Esta idea se generaliza al considerar que,
en cada punto de proceso un Poisson que indica los tiempos de reproduccion, los pardme-
tros (Y7 para el nimero de hijos de individuos de tipo (=) y Y2 para el nimero de hijos de
individuos de tipo (+)) tienen una distribucién dada por una medida A1 (dy;) y A2(dys),
y asi tener un proceso estocastico cuyo generador sea de la forma

1 1
Q) =a [ [f(x+(1=a)y) - f@)]dhi(y) +(1-2) [ [f(2(1-y)) - F(@)]dAa(y).

Y pensar que, asi como el modelo de Eldon-Wakeley es un caso particular de los procesos de
coalescencia miltiple (A—coalescentes) cuando A(dz) = 220,(dx), el modelo de frecuencia
simple asimétrico aqui presentado sea un caso particular de procesos genealégicos mas
generales.
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