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Prefacio

Este trabajo supone que la lectora o el lector ha cursado satisfactoriamente los cursos de
Andlisis Matematico I y Topologia I como se imparten en la Facultad de Ciencias de la UNAM.
De ser el caso, se puede omitir todo el Capitulo 1. Sin embargo, dado que soy alguien que
le agradan las cosas auto contenidas; enunciaré algunos resultados, con referencias, que nos
ayudardn a la argumentacion de algunas pruebas.

Este trabajo busca, ademads, presentar teorias mas complejas a aquellos estudiantes que
buscan un “vistazo” de lo que se puede esperar de cursos posteriores a Topologia I. Lo anterior
manteniendo todas nuestras herramientas y procesos lo mas “simple” posible.

Durante el desarrollo de este trabajo surge la nocion de contractibilidad: un espacio to-
poldgico es contrictil si todo el espacio puede ser llevado continuamente hasta un punto fijo
del espacio. Para lograr lo anterior, es necesario dar un breve (y simple) repaso sobre la Teoria
de Homotopia. Existen muchas consecuencias de que un espacio sea contrictil, exhibir dichas
consecuencias no es el objetivo de esta tesis.

Sumado a lo anterior, tenemos a la teoria de hiperespacios. No podemos hablar de ellos sin
tener presente dos cosas: un espacio topoldgico y una condicion. Existen muchos hiperespa-
cios y cada uno es “generado” tanto por la condicién dada como por el espacio topolégico. Un
ejemplo de condicidn seria fijarnos en los subconjuntos cerrados o en los que tengan cierta can-
tidad de componentes conexas. Para crearlos, necesitamos fijarnos en todos los subconjuntos
del espacio que cumplan con la condicion, esos subconjuntos serdn considerados como puntos
en su respectivo hiperespacio. La topologia que les daremos también requiere de un respectivo
analisis.

Estos dos conceptos son el eje principal de este trabajo y de su principal objetivo: dar una
funcién que contrae al hiperespacio S.(X) cuando X es una dendrita. Para ello, vamos a tener
que comprender en profundidad cuestiones tales como la homotopia entre dos funciones; la
métrica convexa; la no inclusion de curvas cerradas simples; el concepto de cercania entre dos
conjuntos y la teorfa de los hiperespacios y su relacion con su “espacio base”. Cuestiones que,
al menos para mi, juegan con la intuicién.

Recientemente, platicando con el Dr. Alejando Illanes, me hizo saber de la existencia del
articulo Hyperspaces of countable compacta [1]; en el cual se generaliza el trabajo mostrado
aqui: se demuestra que si un continuo es un retracto absoluto, entonces el hiperespacio de su-
cesiones convergentes no triviales es contractil. Sin embargo, las herramientas que se emplean
en dicho articulo son poco intuitivas. En comparacion, la prueba que se da (para el caso de
dendritas) en este trabajo es muy intuitiva y artesanal.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a presentar a todos aquellos simbolos que resultan basicos y funda-
mentales a la hora de comprender tanto el lenguaje usado como aquello a lo que nos referimos.

1.1. Notacion

1.- Dados X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X, A, int(A) y Fr(A) denotan la
cerradura, el interior y la frontera de A en X, respectivamente.

2.- |A] indica la cantidad de elementos que hay en el conjunto A.

3.- Sean X un conjunto y z € X. Entonces la funcién C; : X — X, donde para toda x € X se
tiene que C;(x) = z es la funcion constante z en X.

4.- A = B indica que los espacios topoldgicos A y B son homeomorfos.
5.- A =; B indica que los espacios métricos A y B son isométricos.
6.- dg denotara a la métrica usual de R.

7.- SiX y Z son conjuntos con una topologia asociada a cada uno, entonces dichas topologias
serdn denotadas como Ty y Tz respectivamente.

8.- % representa una base que genera a la topologia T.

9.- . representa una subbase que genera a la base Z.

1.2. Definiciones, teoremas y proposiciones esenciales

Definicion 1.2.1. Sean X un espacio topoldgico y E, F subconjuntos de X. Decimos que E'y F
estdn mutuamente separados si ENF = ENF = 0.

Definicion 1.2.2. Sean X un espacio topolégicoy p,q € X distintos. Decimos que z € X separa
apyagqenX siexisten A, B mutuamente separados tales que p € A, g€ By X \ {z} =AUB.

Definicion 1.2.3. Diremos que un espacio topoldgico X es conexo si no puede expresarse como
la unién de dos subconjuntos no vacios de X que estén mutuamente separados. De lo contrario,
diremos que es disconexo.
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Definicion 1.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico, acotado y no vacio. Para cualesquierax € X y
£>0, definimos a

1.- B¢(x) como la bola de radio € centrada en x con la métrica d y, de no existir confusion
con la métrica que se estd usando, solamente escribiremos B, (x);

2- aCe(x)={ye X :d(y,x) < €} como la la bola cerrada de radio €y centro x;

3.- adidmy(X) como el didmetro de X usando la métrica d. De no existir confusion, escribi-
remos didm(X).

4.- Para cualesquiera A, B subconjuntos no vacios de X, el nimero d(A,B) = inf{d(a,b) :
a €Ayb e B} esladistancia entre Ay B.

Teorema 1.2.5. [4, Proposition 4.1.1, p.250] Sean X un espacio métrico y A un subconjunto
de X. Entonces x € A si y s6lo si existe una sucesioén {x, }_, en A tal que h’_r>n Xp = X.
n—soo

Corolario 1.2.6. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. Entonces A es cerrado
si'y sélo si para toda sucesién {x,}>_, en A tal que lim x, = x, tenemos que x € A.
n—oo

Demostracion. El Corolario 1.2.6 se sigue del Teorema 1.2.5. ]

Lema 1.2.7 (de la subbase de Alexander). [4, Problems 3.12.2, p.221] Sean (X, T) un espacio
topolégico y . una subbase para T. Si para toda cubierta %/ de X formada con elementos de
N
S existen N € Ny Uy,...,Uy € % tales que X C |J Uj;, entonces X es compacto.
i=1
Lema 1.2.8. Sean X y Y espacios topoldgicos primero numerables y f : X — Y una funcién.

Si para toda sucesion {x,} , en X tal que lim x, = x, con x € X, existe una subsucesion
n—soo

{xn, oy de {x, }5_, tal que 11’_r>n f(xy,) = f(x), entonces f es continua.
m—soo

Demostracion. Sean C un subconjunto cerrado de Y y x € f~1(C). Por el Teorema 1.2.5,
existe {x,}’_, unasucesién en f ~1(C) tal que 1im x, = x. Por hipétesis, existe una subsucesién
n—soo

{xn, oy de {x,}5_, tal que 1im f(x,, ) = f(x). Como para toda m € IN, se tiene que f(x,,,) €
Mm—soco

C tenemos, por el Corolario 1.2.6, que f(x) € C; es decir, x € f~!(C). Por lo tanto, f~1(C) C
7).

Concluimos que f~!(C) es un subconjunto cerrado de X. Asf, f es continua. [l

Teorema 1.2.9 (lema del pegado). [9, Teorema 18.3, p.123] Sea X = AUB, donde A y B son
subconjuntos cerrados en X. Sean f: A — Y y g : B— Y continuas. Si f(x) = g(x) para cada
x € ANB, entonces f y g se combinan para dar una funcién continua 4 : X — Y, definida
mediante h(x) = f(x) six €A,y h(x) = g(x) six € B.

Teorema 1.2.10 (de la flor). [4, Corollary 6.1.10, p.354] Sea X un espacio topoldgico. Si X =

U Xq donde para todo & € Q se tiene que Xy es un subconjunto conexode X y (| Xy # 0,
(1119 aeQ
entonces X es conexo.
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Hiperespacios contractiles

Un hiperespacio es un lugar generado por un espacio topoldgico: sus elementos son sub-
conjuntos del espacio. Mds adelante definirimos algunos y veremos la topologia que se les da
a dichos hiperspacios.

En este capitulo veremos algunas condiciones para que ciertos hiperespacios sean contracti-
les, como es que se contraen, como proponer funciones que nos ayuden en esto y, en qué cosas
nos debemos fijar al momento de contraerlos. Todo esto nos servird para familiarizarnos con
los dos temas mas importantes de esta tesis: contractibilidad e hiperespacios.

2.1. Teoria de hiperespacios

La topologia conjuntista estudia, entre otras cosas, las propiedades de los subconjuntos de
un espacio topoldgico X y su relacion con éste: determina cudndo y como los subconjuntos
heredan propiedades de X y también si las propiedades de los mismos se extienden a X. Los
subconjuntos son dtiles, sin embargo, no es frecuente en los cursos bésicos de Topologia su
estudio como puntos de un espacio “mas” grande. Esta seccion estd dedicada a una pequeiia
parte de dicho estudio, la teoria de hiperespacios.

Consideremos (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Si quisiéramos definir
una distancia en la potencia de X con base en d, tendriamos que asignar una distancia positiva
entre A y A (si fuesen distintos), lo cual parece contraintuitivo pues los puntos de A y A estin
arbitrariamente cercanos. Otro inconveniente es interpretar (o dar una convencion) a la distancia
entre A y 0 con la métrica d. Para evitar estos inconvenientes s6lo consideramos subconjuntos
cerrados y no vacios.

Definicion 2.1.1. Sean X un espacio topolégico y n € IN. Definimos a los siguientes conjuntos:

(1) CL(X)={A C X : A es cerrado y no vacio} (de esta forma ya no nos preocupa pensar en
la diferencia entre A y A pues son iguales y, tampoco, sobre qué significa estar cerca del
0);

(2) K(X)={A € CL(X) : A es compacto};
(3) KC(X)={A € K(X):Aesconexo};

4) Fy(X)={A€CL(X):1<|A] <n};

oo

(5) F(X)= U F(X);

i=1
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(6) KCy(X) = {A € K(X) : A tiene a lo mds n componentes conexas }.

Observacion 2.1.2. Si X es un espacio topolégico compacto y 7>, entonces CL(X) = K(X).

2.1.1. Topologia de Vietoris

Definicion 2.1.3. Sean (X,T) un espacio topoldgico y una coleccion finita de subconjuntos
Ay,...,A, de X. Definimos al Vietérico (A1, ...,A,) como el conjunto

n
{B €ECL(X):BC UA;yparatodai€{l,...,n} ,BNA; 750)}.
=1

1=

Figura2.1: B€ (Ay,...,A,) yC,D & (A1, ...,Ap)

Note que si B,E € (Ay,...,A,) es porque estdn cerca uno del otro en funcion de (A, ...,A,).

Lema 2.1.4. Sean X un espacio topolégico, Uy,...,U, y Vi,...,V, subconjuntos de X. Con-
n m

sideremos % = (Uy,...,Up)y ¥V = (V1,...,Vy). Definimos V= J V, U= J U;y # = (ViN
=1 =1

u,.,V,nU,u,NV,..,U,NV).Entonces # =% NY.

1=

1=

Demostracion. Veamos las dos contenciones.

n m

C SeaBe# .EntoncesBC (|J (V;NU))U(U (UiNV))=VNU CV. Ademas, para toda

1= i=1
i€{l,..,n}, BN(ViNU) # 0. Lo cual implica que, BNV; # 0. Por lo tanto, B € 7.
Andlogamente se prueba que B € % . Por lo tanto, B€ ¥V N .

D SeaB € ¥ N% .Entonces paracadai € {1,...,n},BNV; # 0. Como B C U, tenemos que
BNV, = (BNU)NV; =BN(V;NU) # 0. Analogamente, para cada i € {1,...,m}, BN

(UiNV) # 0. Por hipétesis, BC (U Vi)NU yBC (Y U;))NV. Asi, BC | (
i=1 i=1

1

LnJVi)ﬂU>U
=1

m
<( U Ui) ﬂV) . Por lo anterior, B € #'.
i=1
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Consideremos a X un espacio topoldgico y a U,V dos subconjuntos. Vamos a interpretar a
los siguientes Vietdricos: el primero es (U) que se puede pensar como el conjunto de todos los
subconjuntos cerrados de X tales que se quedan contenidos en U; el segundo es (X,V) que se

puede pensar como el conjunto de todos los subconjuntos cerrados de X tales que intersecan a
V.

Observacion 2.1.5. Dados U,V subconjuntos de X tenemos, por el Lema 2.1.4, que
= (U)N{V)={UnV);
(X, U)N(X,V)=(X,U,V),
= (UYN(X,V)=(U,UNV).
Proposicion 2.1.6. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Entonces el conjunto
% ={(U,...,Uy) :neNyparatodai€ {1,...,n},U; € T}
es una base para una topologia en el hiperespacio CL(X).

Demostracion. Veamos que % cumple las dos condiciones que se necesitan para que sea base
de una topologia (ver [9, p.88]). Verifiquemos (1). Sea A € CL(X). Consideremos (X) € A.
Por la Definicién 2.1.3, A € (X). Ahora, verifiquemos (2). Dados %,V € ByAc U NY,
consideramos # = N¥ .Porel Lema2.1.4, % ¢ . Ademas, Ac W CUNY.

Hemos mostrado que el conjunto 4 es una base para una topologia en el hiperespacio
CL(X). O

Proposicion 2.1.7. Dado (X, T) un espacio topoldgico, el siguiente conjunto
S ={{U):Uet}U{(X,V):V et}
es una subbase que genera la base % en la Proposicién 2.1.6.

Demostracion. Demostremos que %4 = 4, donde % es la base generada por ..
n

Tomemos (Uy,...,U,) € Ay afirmamos que (Uj,...,U,) = (N (X,U;)) N ((Lnj Uy)).
i=1 i=1

n n
Sea A € (Uy,...,Uy). Entonces A C |J Uj, lo cual implica que A € (|J U;). Ahora, para
i=1 i=1

n
cadai € {l,....,n}, ANU; # 0; es decir, A € (X,U;). Asi, A € () (X,U;). Por lo anterior, A €

i=1
(

n n n
i

=

(X,U))N((U U;)) y de esta forma, (Uy,...,U,) € (N (X, U))N (U Uy)).

1 i=1 i=1 i=1

Sea B € ((n] (X, Un)N ((Lnj U;)). Entonces, para toda i € {1,...,n}, B € (X,U;), es decir,
i=1 i=1

n
U;), BC | U;. Por lo tanto, B € (Uy,...,U,). Esto
1 i=1

BNU; # 0. Ademas, dado que B €

i

I C =

n n

nos dice que (U, ...,U,) 2 (N (X,U;)) N ({U Uj)). Con esto concluimos la prueba de nuestra

i=1 i=1
afirmacion y, asi,  C % .
Verifiquemos la contencion restante. Sea 7 € % . Entonces existenn € Ny .4, ..., My, €

n

S tales que % = () ;. Consideremos J = {i € {1,...,n} : existe U un abierto tal que .#; =
i=1

(U)}. Siie{l,...,n}\J, entonces existe V; un abierto tal que .#; = (X,V;). Asi, % =

5
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N(U;) N (X,Vi). Por la Observacion 2.1.5, tenemos que () (U;) = ([ U;); también que
ieJ i¢J ieJ ieJ

NX,Vi) =(X,Vi,...,Vp)donde m = |{1,....n}\J|y (N U) N (X, V1,....V) = (N U;, VI N
i¢J ieJ icJ
NUi,....,.Va NN Uj). Asi, % € A. Por lo tanto, B = AB.». Il
icJ icJ

Definicion 2.1.8. La topologia de Vietoris, denotada por Viet, es aquella que genera la subbase
& de la Proposicion 2.1.7 y, de no indicarse lo contrario, serd la topologia asociada a CL(X).

Asi, (CL(X),Viet) es ahora un hiperspacio.

Teorema 2.1.9. Sea X un espacio topoldgico 77. Entonces X es compacto si y s6lo si CL(X) es
compacto.

Demostracion. Veamos ambas implicaciones.

= Mostremos que CL(X) es compacto. Sea % una cubierta abierta de CL(X) formada por
elementos de .7, esto es,

U ={(Us): € A}U{(X,V5): B € A}.

= Caso 1 {Vg: B € A} es una cubierta abierta de X.

Como X compacto, tenemos que existenn € Ny f3y,..., B, € A tales que {Vlg1 s Vﬁn} es
una cubierta abierta finita de X.

Consideremos ¥ = {(X,Vp,), ..., (X, V3 ) }. Notemos que ¥ es un subconjunto finito de
7 . Veamos que 7 es una cubierta de CL(X). Sean A € CL(X) y p € A. Entonces existe
j€{l,...,n} tal que p € V. Por lo tanto, A € (X, V).

Asi, hemos encontrado una subcubierta finita de % .

n Caso?2 {Vﬁ : B € A} no es una cubierta abierta de X, esto es, X SZ U Vg.

Bea
Definimosa S =X\ VB' Tenemos que S es un subconjunto cerrado y no vacio de X,
BeA
es decir, § € CL(X). Ademas, como S =X\ U V=N (X\ VB)’ obtenemos que, para
BeA BeA

toda B € A, S ¢ (X,Vg). Como % es cubierta, existe ap € A tal que S € (Uy,); lo que
nos dice que S C Ug,.

Notemos que X \ Ug, es compactoy que X \Uq, CX\S= U V. Entonces existenn € IN
BeA

n
y B1,-.., Bn € A tales que X \ Uy, € U V.. Definimos ¥ = { (Uq,), (X, Vp,), .-, (X, Vp,) }-
i=1
Notemos que 7" es un subconjunto finito de % .

Veamos que 7 es una cubierta de CL(X). SeaA € CL(X). SiA C Ug,, entonces A € (Ug,).
SiA € Ug,, entonces existe p € A\ Uq, € X \ U, Asi, existe j € {1,...,n} tal que p € Vg ,
porello A € (X, Vﬁj>. Hemos encontrado una subcubierta finita de % .

En ambos casos encontramos una subcubierta finita de % . Por el Lema 1.2.7, CL(X) es
compacto.

<= Mostremos que X es compacto. Sea % = {Vg : B € A} una cubierta abierta de X. Con-
sideremos 7" = {(X,Vp) : B € A}. Notemos que todos los elementos de #* son subcon-
juntos abiertos de CL(X).
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Veamos que 7 es una cubierta de CL(X). Sea A € CL(X). Tomemos p € A. Como % es
una cubierta de X, existe By € A tal que p € V. De modo que A € (X, V). Por lo tanto,
¥ es una cubierta de CL(X).

Ahora, como CL(X) es compacto, existen n € N y By,..., B, € A tales que CL(X) =

n

U (X, Vp,). Consideremos #" = {Vp,, ..., Vg, }. Notemos que % es un subconjunto finito
i=1

eU.
Veamos que % es una cubierta de X. Seax € X. Como X es Tj, {x} € CL(X). Entonces
existe j € {1,...,n} tal que {x} € (X, V). De donde obtenemos que x € V.. Por lo tanto,
# es una cubierta abierta de X. Con lo que concluimos que X es compacto.

]

2.1.2. Meétrica de Hausdorff

Para construir la métrica de Hausdorff es necesario tener un espacio métrico y acotado.
Ahora, para todo espacio métrico (X,d) existe una métrica acotada y equivalente a d (ver [4,
Theorem 4.1.4, p.250]). Asi, pediremos que el espacio métrico sea acotado.

Definicion 2.1.10. Sea (X,d) un espacio métrico y acotado.

1.- Dadas 0 <€ y A € CL(X), definimos a la nube con centro en A 'y de radio € como
Ne(A) = U Be(a).

acA

2.- Dados A,B € CL(X), definimos a E(A,B) ={€>0: A C N¢(B) y BC N¢(A)}.

3.- Definimos a la métrica de Hausdorff como la funciéon H : CL(X) x CL(X) — [0, o) tal
que H(A,B) =infE(A,B).

Observacion 2.1.11. Como X es acotado, para cualesquiera A,B € CL(X) el conjunto E(A,B) #
0; ya que, si definimos € = didm(X )+ 1, entonces € € E(A,B). Luego, como E(A,B) estd aco-
tado inferiormente por 0, podemos calcular el infimo. Asi, H(A,B) = infE(A,B) > 0y, con
ello, H estd bien definida.

Teorema 2.1.12. Sea (X,d) un espacio métrico y acotado. Entonces la funciéon H : CL(X) X
CL(X) — [0,00) es una métrica en el hiperespacio CL(X).

Demostracion. Sean A,By C € CL(X). Entonces se satisfacen los siguientes puntos que defi-
nen a una métrica (ver [3, p.3]):

1.- H(A,B) =0siysdlosiA =B.

= Supongamos que H(A,B) =0=1infE(A,B). Sea {&,};;_, una sucesion en E (A, B) tal que
lim &, = 0. Tomemos a € A y n € N. Como A C Ng, (B), existe b, € B tal que d(a,b,)

n—yoo

<&,. Hemos construido una sucesion {b,};, ; en B que cumple 0 < lim d(a,b,) <
n—soo

lim g, = 0. Por lo tanto, d(a, lim b,) = 0; es decir, lim b, = a. Como B es cerrado,

n—voo n—soo n—voo

tenemos que a € B. Por lo tanto A C B.

Andlogamente podemos probar que B C A.
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<= Supongamos que A = B. Entonces, para todo n € N, A C N, (B) y BC Ni(A). Lo que
nos dice que, paratodan € IN, 0 < infE(A,B) < % Por lo tanto, H(A,B) = 0.

2.- H(A,B) = infE(A,B) = infE(B,A) = H(B,A).

3.- H(A,B) < H(A,C)+H(C,B).

Sean a € A, {rn};_; y {ta};r_, sucesiones en E(A,C) y E(C,B) respectivamente tales
que lim r, = infE(A,C) y lim t, = infE(C,B). Dada n € IN, tenemos que A C N,, (C) y
n—oo n—oo

C C N,,(B), asi, existen c € C 'y b € B tales que d(a,c)<rn y d(c,b)<t,. Como d(a,b) <
d(a,c)+d(c,b) tenemos que d(a,b) <r,+1t,. Asi, A C N, 1 (B). Similarmente se tiene
que BC N, 4+ (A). Por lo tanto, para todan € N, r, +1, € E(A,B).

Como H(A,B) = infE(A,B) < r, +1,, tenemos, aplicando limites en ambos lados, que
H(A,B) < infE(A,C) +nfE(C,B) = H(A,C) + H(C,B).

Se concluye que H es una métrica en CL(X). O

Lema 2.1.13. Sean (X,d) un espacio métrico y compacto; €>0 y A,B € CL(X). Entonces
H(A.B)<gesiys6losi BC Neg(A)y A C Neg(B).

Demostracion. Supongamos que H(A, B)<ée. Entonces € no es cota inferior de E(A,B). Asi,
existe § € E(A,B) tal que H(A,B) < §<¢. Por definicion, B C Ng(A) y A C Ng(B). Por lo
tanto, B C Ng(A) y A C Ng(B).

Supongamos que B C Ng(A) y A C N¢(B). La idea de la demostracién es la siguiente:
debemos encontrar 6 >0 tal que <€y 8 € E(A,B).

Como B C N¢(A), tenemos que BN (X \ Ng(A)) = 0. Notemos que ambos conjuntos son
cerrados, compactos y no vacios; asi que d(B,X \ N¢(A)) = r>0. Definimos a 6; = € — 3.
Notemos que 6;<¢, por ello N5 (A) C Ne(A). Supongamos que existe by € B tal que by ¢
N5, (A). Como by € Ne(A) y by ¢ Ns,(A), tenemos que d(bo, X \ Ne(A))<d(B,X \ Ne(A)) =
min{d(b,x) :b € By x € X \ N¢(A)}; una contradiccién. Por lo tanto, B C N, (A).

Analogamente, si definimos &, = € — w, podemos probar que A C N, (B). Defini-

mos 6 = max{d;, &, }. Porlo anterior, d € E(A,B). Ademds, §<¢. Por lo tanto, H(A,B)<e. [

Observacion 2.1.14. Si (X,d) es un espacio métrico y compacto 'y A,B € CL(X), entonces el
conjunto E(A,B) no es cerrado.

Notemos que H(A,B) € E(A,B). Supongamos que H(A,B) € E(A, B). Podemos argumentar
como en el regreso del Lema 2.1.13 para generar una contradiccion. Por lo tanto, H(A,B) ¢
E(A,B) y E(A,B) no es cerrado.

Lema 2.1.15. Sean (X,d) un espacio métrico y acotado y €>0. Si A, B,C y D son subconjuntos
cerrados no vacios de X tales que H(A,B)<ey H(C,D)<g, entonces H(AUC,BUD)<E.

Demostracion. Sea x € AUC. Si x € A, entonces existe b € B tal que x € B¢(b) C N¢(B) C
Ne(BUD). Si x € C, entonces existe d € D tal que x € Be(d) C Ng(D) C Ne(BUD). Asi,
AUC C N¢(BUD).

La contencion BUD C N (AUU) se obtiene de manera andloga. Por lo tanto, H(AUC,BU
D)<e. O

Teorema 2.1.16. Sea (X,d) un espacio métrico y compacto. Entonces (CL(X),Viet) es metri-
zable. De hecho, Viet = 7y donde 7y denota la topologia inducida por la métrica H.

8
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Demostracion. Verifiquemos por doble contencién que Vier = 1. Para ello, basta con mostrar
la inclusion de los subbdsicos; es decir, dado U un abierto de X debemos ver (U),(X,U) € 1.
Similarmente, dados A € CL(X) y £>0, debemos ver que BY (A) € Viet.

Primero veamos que Viet C ty. Sea U un abierto de X. Si U = X, entonces, por definicion,
(U) =CL(X). Asi, (U) € ty. Si U = 0, entonces, por definicién, (U) = 0. Asi, (U) € CL(X).
Ahora, si U es un subconjunto propio y no vacio de X, entonces tomemos A € (U). Notemos
que A y X \ U son subconjuntos cerrados, no vacios, compactos y ajenos de X; consideremos

=d(A,X\U)=1inf{d(a,x) :a€AyxecX\U}.Por construccién, € >0. Ahora, demostremos
que BH(A) C (U). Sea B € BH(A). Por definicién, B C N¢(A). No es dificil notar que Ng(A) C
U. Asi, B € (U). Por lo tanto, B (A) C (U); asi que A estd en el interior de (U) con respecto a
7. Concluimos que (U) € ty.

Ahora, tomemos U un abierto de X. Demostremos que (X,U) € ty. Si U = 0, entonces
(X,U) =0, el cual es un elemento de ty. Si U # 0, tomemos A € (X,U). Como ANU # 0,
existe p € ANU. Ademas, existe 6>0 tal que Bg’ (p) C U. Ahora, demostremos que B[g (A) C
(X,U). Sea B € B (A). Como A C Ni(B), existe b € B tal que d(b, p)<8; es decir, b € B(p).
Por lo tanto, BNU # 0; en otras palabras, B € (X,U). Hemos demostrado que B (A) C (X, U).
Por lo anterior, A estd en el interior de (X,U) con respecto a Ty. Concluimos que (X,U) € 1y.

Ahora, demostremos que 7y C Viet. Sean A € CL(X) y €>0. Consideremos el bésico
B (A). Definamos % = {Be( ):a € A}. Como A es compacto y % es una cubierta abier-

tade A, existenn € Ny ay,...,a, € A tales que A C U Be(a,) Asi, A € <B§(a1),...,B§(an)).
i=1

Ahora, demostremos que (B%(al), e ,Bﬁ(an» CBH(A).SeaB e <B%(a1), e ,Bﬁ(an)> Enton-

ces B C UBs(a,) CNs( ). Sea a € A. Entonces existe j € {1,...,n} talqueaeB%( a;j). Por
i

construccion, BN Be (a;) # 0; entonces existe b € BN Be (a;). Finalmente, d(a,b) < d(a,a;)+
d(aj,b)<%. Por lo tanto, a € Be(D); asi que A C Ne(B). Por lo anterior, B € BH(A). Como
(Bg (ay),... ,Be (a,) C B¥(A), tenemos que A esté en el interior de B (A) con respecto a Viet.

Por lo tanto, B (A) € Viet.
Dadas las contenciones anteriores, concluimos que Viet = 1y. ]

Consideremos a X un espacio métrico y compacto. Sea {A, }>_, una sucesién en (K(X),H)
convergente a A € K(X). La definicién de convergencia en el espacio métrico (K(X),H) no
nos permite observar el comportamiento (a veces muy sutil) de cada uno de los elementos de
los conjuntos A, en X; sin embargo, su simpleza serd de utilidad. Por ello, buscamos “ver” la
convergencia de {A,};_; en X a través de los elementos de cada A,.

Lema 2.1.17. Sean (X,d) un espacio métrico y compacto y {A,}, _, una sucesién en K(X) tal
que converge a A € K(X). Entonces a € A si y sélo si existe {a,};_, una sucesién en X tal que
paratodan€ N, a, €A,y h_r>nan =a.

n—o0

Demostracion. Por la Observacion 2.1.2 y el Teorema 2.1.16, podemos usar la métrica de
Hausdorff en K(X); es decir, la convergencia serd la de un espacio métrico.

<= Supongamos que a ¢ A. Como A es compacto y {a} es cerrado, d(a,A) = r>0. Notemos
que N:(A) N B4 (a) = 0. Consideremos a Blg (A). Como limA, =AYy h’_r>n a, = a, existe
3 n—oo n—o0
N € N tales que sin > N, entonces A, C N7 (A) y ay € B4 (a); esto es una contradiccién.
3
Por lo tanto, a € A.
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= Nuestro objetivo es construir una sucesién {a, }r_, en X convergente a a € A tal que, para
todan € N, a, € A,. Sea Bi(A). Como lgm A, = A, existe M € IN, tal que H(Ay,A)<1.

n—oo
Definimos para toda n € N, r, = H(A,Ap+,). Consideremos Bfl L1 (A). Como Apr4n €

Berl (A)ya€A,existe aytn, € Ay+n tal que d(a,apn)<rn + %

n

Sea £>0. Como limr, =0y lim % =0, existe N € IN tal que si n > N, entonces r, <5 y
n—oo n—oo

%<§. Asi, paratodan > N, d(a,apn)<rn+ %<8. Por lo anterior, }f_rgaMM —a.

Dadai€ {1,...,M}, A; € K(X); asi que A; # 0, tomemos a; € A;.

(o]
n=1

Hemos construido una sucesion {a, }>"_, en X tal que, para todan € N, a, € A,. Y por

como la construimos, lim a,, = a.
n—oo

]

2.2. Breve teoria de homotopia

Definicion 2.2.1. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es conexo por trayectorias si
para cualesquiera par de puntos x,y € X existe una funcién continua « : [0,1] — X tal que

a(0)=xya(l)=y.

Definicion 2.2.2. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es conexo por arcos si para
cualesquiera par de puntos distintos x,y € X existe un encaje (un homeomorfismo cuando res-
tringimos el codominio a su imagen) & : [0, 1] — X tal que a(0) =xy a(1) =y. A a([0,1]) le
llamaremos un arco que va de x a y. En algunas ocasiones este arco serd denotado por xy.

La caracteristica principal de un arco (Oc ([o, 1])) es la no auto interseccion; es decir, o es
inyectiva. Para las trayectorias, lo anterior es algo que puede no ocurrir.

X X

Figura 2.2: A la izquierda, una trayectoria; a la derecha, un arco

Definicion 2.2.3. Sean X, Y espacios topoldgicos y f,g: X — Y funciones continuas. Decimos
que f es homotdpica a g si existe una funcién continua H : X x [0,1] — Y tal que para toda
x € X se cumple que H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x).

A H se le llama una homotopia entre [y g.

Definicion 2.2.4. Un espacio topoldgico X es contrdctil si 'y sélo si la identidad Idy : X — X
es homotdpica a la funcién constante Cy para algin x € X.

Observacion 2.2.5. Dada la Definicion 2.2.4, tenemos que el espacio topoldgico X es contrdctil
si y sdlo si existen xog € X y una funcion continua H : X x [0,1] — X tales que para todo x € X
se cumple que H(x,0) =xy H(x,1) = xo.

10
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La teoria de homotopia es realmente interesante: con ella podemos dar una introduccion a
la topologia algebraica mediante grupos fundamentales. No es menos la teoria de la contracti-
bilidad; encontrar formas de llevar continuamente un espacio a un punto o probar que esto no
es posible es un problema dificil.

2.3. Algunas contracciones conocidas de hiperespacios

Ahora que ya tenemos la nocién de hiperspacio y de contractibilidad podemos juntarlas.
Estd seccion estd dedicada a la contraccion de los hiperespacios definidos anteriormente: como
proponer la contraccion y en qué nos debemos fijar. Al final de esta seccion responderemos una
pregunta que surge del proceso de contraccidn.

Proposicion 2.3.1. [9, Ejercicios 6, p.194] Sean X un espacio topoldgico compacto y ¥ un
espacio topolégico 7>. Si f : X — Y es continua, entonces f es cerrada.

Teorema 2.3.2. Sean (X,T) un espacio topolégico compacto y 7> y n € IN. Si X es contractil,
entonces CL(X) es contrictil. Ademads, los subhiperespacios KC(X), F,(X),F(X) y KC,(X) de
CL(X) también lo son.

Demostracion. Comenzaremos probando que CL(X) es contractil y después, nos enfocaremos
a cada uno de los otros hiperespacios. Como X es contrictil, existen p € X y una funcién conti-
nua H : X x [0,1] — X tales que, para todax € X, H(x,0) =xy H(x,1) = p. Observemos que,
como H tiene dominio compacto y 7> y codominio 7>, tenemos, por la Proposicién 2.3.1, que
H es cerrada. También, si A € CL(X), entonces, para todo ¢ € [0, 1], A x {t} es un subconjunto
cerrado de X x [0, 1]. Por lo tanto, H(A x {t}) € CL(X).

Definimos A : CL(X) x [0,1] — CL(X) como A(A,t) = H(A x {t}). Veamos que A es con-
tinua. Para esto probaremos las siguientes dos afirmaciones.

Afirmacién 1 Si U es un subconjunto abierto de X, entonces A~ ((U)) es un subconjunto abierto de
CL(X) x [0,1].
Sea (A,t) € A~ ((U)). Entonces, A (A,t) = H(A x {t}) CU;es decir, Ax {t} CH '(U).
Dada a € A, (a,t) € H'(U) y, como H~!(U) es un subconjunto abierto de X x [0,1],
existen un subconjunto abierto V, de X y un subconjunto abierto I, de [0, 1] tales que
(a,t) € Vyx I, CH Y (U). Como {V, : a € A} es una cubierta abierta de A y A es com-

n n
pacto, existenn € Ny ay,...,a, € Atales que A C |J V,,. Consideremos % = (|J V,,) x
=1 i=1

1=

n
N I, Notemos que (A,t) € Z y que % es un subconjunto abierto de CL(X) x [0, 1].
i=1

n
Ahora, probemos que % C A~!({U)). Tomemos (B,s) € % . Entonces BC |J V,, y s €
i=1

n

N I,;- Dada b € B, existe j € {1,...,n} tal que b € V. Asi, (b,s) € Vo; x I, CH ' (U);
i=1
esto es, H(b,s) € U. Por lo anterior, A(B,s) = H(B x {t}) C U, es decir, A(B,s) € (U).
Lo que nos dice que (B,s) € A~ ({U)). Por lo tanto, % C A~'({U)).

Tenemos que % es un subconjunto abierto de CL(X) x [0, 1] tal que (A4,¢) € % C A~ ((U)),
con lo que obtenemos que A~ ((U)) es un subconjunto abierto de CL(X) x [0, 1]. Esto
concluye la prueba de la Afirmacion 1.

11
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Afirmacién 2 Si U es un subconjunto abierto de X, entonces A ~!({(X,U)) es un subconjunto abierto de
CL(X) x [0,1].
Sea (A,t) € A~ ({X,U)). Entonces A (A,t) = H(A x {t}) € (X,U); es decir, H(A x {t})N
U # 0. Tomemos ag € A tal que H(ag,t) € U, por ello (ag,t) € H~1(U). Como H~1(U)
es un subconjunto abierto de X x [0, 1], existen un subconjunto abierto V,, de X y un
subconjunto abierto I,, de [0,1] tales que (ag,t) € Vi X loy € H~'(U). Consideremos
U = (X,Vyy) X Ia,. Notemos que (A,1) € % y que 7 es un subconjunto abierto CL(X) x
[0,1]. Ahora, probemos que % C A~!'((X,U)). Sea (B,s) € % . Entonces B € (X,V,,)
y s € Iy,; esto es, BNV,, # 0. Tomemos by € BNV,,. Entonces (bg,s) € Va, X I, C
H~'(U). Lo que nos dice que H(bg,s) € U. Por lo tanto, H(B x {s}) NU # 0; es decir,
A(B,s) = H(B x {s}) € (X,U). Lo que nos dice que (B,s) € A~({(X,U)). Por lo tanto,
w CATN((X,U)).

Tenemos que % es un subconjunto abierto de CL(X) x [0,1] tal que (A,r) C % C
A~1((X,U)). Con esto obtenemos que A~ ((X,U)) es un subconjunto abierto de CL(X) x
[0, 1]. Esto finaliza la prueba de la Afirmacion 2.

De las Afirmaciones 1y 2 se sigue que A es continua.

Ademds, paratoda A € CL(X), H(Ax {0}) =Ay H(A x {1}) = {p}. Por la Observacién
2.2.5, CL(X) es contractil. Estas tltimas igualdades nos servirdn para demostrar la contractibi-
lidad de los subhiperespacios reduciendo su prueba a exhibir que la respectiva restriccion de A
estd bien definida.

Demostremos que KC(X) es contractil. Sea (A,7) € KC(X) x [0, 1]. Como A es un subcon-
junto conexo y compacto de X, tenemos que A X {t} es un subconjunto conexo y compacto
de X x [0,1]. Asi, H(A x {t}) € KC(X). Por la Observacion 2.1.2, KC(X) C K(X) = CL(X).
Definimos 7L|KC )x[0,1] - KC(X) x [0,1] = KC(X) como A |xc(x)x[o,1](A,1) = A(A,1). Por lo
tanto, A |xc(x)x[o,1] € una funcién continua. Por la Observac1on 2.2.5, KC(X) es contractil.

Lo siguiente es demostrar que F,(X) es contractil. Sea (A,t) € F,(X) x [0,1]. Asi, A =
{ai,...,an} con m < n. Notemos que H(A x {t}) = {H(ay,t),...,H(an,t)}. Lo anterior nos
dice que H(A x {t}) € F,(X). Consideremos 4|z, x)x[0,1] : Fa(X) x [0,1] — F,(X) definida
como A|g (x)x[0,1](A;1) = A(A,1). Por lo tanto, |, x)x[o,1] €s una funcién continua. Por la
Observacion 2.2.5, F,(X) es contréctil.

Ahora, demostremos que F(X) es contractil. Sea (A,7) € F(X) x [0,1]. Entonces exis-
te m € N tal que A € F,,(X); es decir, A = {x,...,x,} con 1 < r < m. Ademas, H(A X
{t}) = {H(xl,t),...,H(x,,t)}. Lo anterior nos dice que H(A x {t}) € F(X). Consideremos
AMrxyxo) : F(X) x [0,1] — F(X) definida como A|p(x)x[0,1](A,1) = A(A,1). Por lo tanto,

AMlrix F(x)x[0,1] €S una funcién continua. Por la Observacién 2.2.5, F/(X) es contractil.
Finalmente, demostremos que KC,(X) es contractil. Sea (A,7) € KC,(X) x [0, 1]. Por defi-
nicion A = LmJ C; donde Cy,...,C,, son componentes conexas de A con m < n. No es dificil notar
i=1
que H(A x {t}) = EnJ H(C; x {t}). Como para toda i € {1,...,m}, C; x {t} es un subconjunto
=1

=
conexo y compacto de X x [0, 1], tenemos que H(C; x {t}) € KC(X). Asi, H(A x {t}) tiene
a lo mds, m componentes conexas; es decir, H(A x {t}) E KC,(X). Por la Observacion 2.1.2,

KCy(X) C K(X) = CL(X). Consideremos A k¢, x)x[0,1] : KCa(X) x [0,1] — KC,(X) definida
como A|xc, (x)x[0,1(A,7) = A(A,1). Por lo tanto, \KC” )x[0,1] €S una funcién continua. Por la
Observacion 2.2.5, KC,(X) es contrictil. O

En la demostracion anterior s6lo basté con verificar que la restriccion de A estuviese bien
definida. Entonces ;es cierto el Teorema 2.3.2 para cualquier subhiperespacio? Concretamente:

12
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sea X un espacio topolégico compacto y 7>. Si X es contrictil, entonces para todo subhiperes-
pacio Q de CL(X) tenemos que € es contréctil mediante la funcién A |, 0,1 donde la funcién
A :CL(X) x [0,1] — CL(X) se define en el Teorema 2.3.2.

Supongamos verdadero el razonamiento. Sea X = D' = {(x,y) € R?: || (x,y) ||< 1}. Cla-
ramente X es compacto y T». Definimos H : X x [0,1] — X como H((x,y),t) = (1 —1)(x,y) +
1(0,0). Como H es continua y, para toda (x,y) € X, H((x,y),0) = (x,y) y H((x,y),1) = (0,0),
tenemos que X es contrictil.

Por el Teorema 2.3.2, CL(X) es contractil. Como X es T, tenemos que X ~ F} (X ). Ademas,
existe un subhiperespacio Q de Fj(X) tal que Q ~ S'. Por nuestra suposicioén, la funcién
A laxjoy: €% [0,1] — Q definida como A [q,(o,1) ({x},7) = A({x},t) contrae a Q al punto
{(0,0)}. Notemos que A |g|p,1) no estd bien definida. Ademds, como Q =~ S!, S! es contractil
al punto (0,0); una contradiccion. Por lo tanto, nuestro razonamiento, aunque deseable, es fal-
SO.

Definicion 2.3.3. Sean X y Y dos espacios topoldgicos tales que ¥ C X. Decimos que Y es
contrdctil en X si existen x € X y una funcién continua G : Y x [0, 1] — X tales que, para toda
y €Y, se cumple que G(y,0) =yy G(y,1) = x.
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Figura 2.3: S! es contractil en D!

Corolario 2.3.4. Sea X un espacio topoldgico compacto y 7>. Si X es contrictil, entonces para
todo subhiperespacio Q de CL(X) se cumple que Q es contrictil en CL(X).

Demostracion. La demostracion se deduce del Teorema 2.3.2 y de la Definicion 2.3.3.
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Capitulo 3

El hiperespacio S.(X)

Este capitulo y los siguientes estdn basados en el articulo: The hyperspace of sequences
of a dendrite is contractible, escrito por A. Illanes [6]. Estudiaremos este nuevo hiperespacio
introducido por primera vez por S. Garcia-Ferreira y Y. F. Ortiz-Castillo en [5].

Vamos a trabajar con continuos, en particular con dendroides y dendritas que definiremos
a continuacion. Ademads, veremos las implicaciones que tiene el hecho de que toda dendrita
posea una métrica convexa, y como influye tener una métrica con estas caracteristicas en el
hiperespacio a estudiar.

Definicion 3.0.1. La sucesion armdnica con limite es el subespacio de R igual a {0, 1, %, %, .
y lo denotaremos por €. También, denotamos como 1im €2 al 0.

Definicion 3.0.2. Sea X un espacio topoldgico T». El hiperespacio de las sucesiones conver-
gentes no triviales, denotado por S.(X), esta definido como

S(X)={ACX:A=Q}.
Note que S.(X) C K(X). Este hiperespacio serd considerado con la topologia de Vietoris.

Supongamos que X es un espacio topoldgico contractil y T ¢esto implica que S.(X) sea
contréctil? Una solucidn general para esta dltima pregunta parece ser muy dificil. Entonces, da-
das las hipétesis del Teorema 2.3.2 jrestringir A a S.(X) x [0, 1] hace que S.(X) sea contractil?
No, pues A |s, (x)x[0,1](S; 1) & Sc(X). A partir de este momento, nos dedicaremos a probar que,
si X es una dendrita, entonces S.(X) es contractil.

Definicion 3.0.3. Un espacio topoldgico X es un continuo si es compacto, conexo, métrico y
tiene al menos dos elementos.

Definicion 3.0.4. Sea X un continuo. Si ademds X es conexo por trayectorias y cumple que
para cualesquiera A,B € KC(X), AN B es conexo, entonces decimos que X es un dendroide.

Definicion 3.0.5. Un continuo X es una dendrita si es un dendroide localmente conexo.

Teorema 3.0.6. [11, Theorem 10.2, p.166] Un continuo X es una dendrita si y s6lo si para
cualesquiera par de puntos de X se tiene que estdn separados en X por un tercer punto de X.

Corolario 3.0.7. Si X es una dendritay p,q € X, entonces el arco que va de p a g es tnico.
Demostracion. El Corolario 3.0.7 se sigue del Teorema 3.0.6. [

Lema 3.0.8. Sean X es una dendrita, A € KC(X) y p,q € A. Entonces pg C A.

Demostracion. Por la Definicién 3.0.5, X es un dendroide. Notemos que pg € KC(X). Enton-
ces pqMA es un conexo; en particular es un subconjunto conexo de pg que contiene a py a q.
Asi, pgNA = pg. Como pgNA C A, concluimos que pg C A. O
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3.1. METRICA CONVEXA

3.1. Meétrica convexa

Definiciéon 3.1.1. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos. Una isometria es una funcién f :
X — Y tal que, para cualesquiera zj, z, € X, se tiene que dx (z1,22) = dy (f(z1),f(22)).

Note que una isometria es una funcién continua, inyectiva y no necesariamente suprayec-
tiva (por ejemplo, g : ([0,1],D) — ([0,2],D) dada por g(r) = r). Ademds, si restringimos el
codominio a su imagen, entonces X =; f(X).

Definicion 3.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que d es una métrica convexa si para
cualesquiera x,y € X existe una isometria f : [0,d(x,y)] — X tal que f(0) =xy f(d(x,y)) = y.

Teorema 3.1.3. Sean X y Y espacios métricos. Si f : X — Y es una isometria suprayectiva,
entonces f es una funcion abierta.

Demostracién. Dado que f es una isometria, f~! : ¥ — X también lo es. Por ello f~! es una
funcién continua. Lo anterior nos dice que f es abierta. [

Teorema 3.1.4. Sean (X,dy) y (Y,dy) dos espacios métricos. Si f: X — Y es una funcién
continua y D es un subconjunto denso de X tal que f |p: D — Y es una isometria, entonces f
es una isometria.

Demostracién. Sean x,y € X. Entonces existen {x,}>_, y {y,};_, sucesiones en D tales que

lim x, =xy lim y, =y. Como f es continua, dx (x,y) = dx (lim x,, lim y,) = lim dx (x,,y,) =
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

r}l,_g}lodY(f(xn)af(yn)) = dY(r}i_r)Eof(xn)anli_r)Eof(yn)) = dY(f(x)7f(y))'

Por lo tanto, f es una isometria. ]

Teorema 3.1.5. Sean X, Y espacios métricos y D un subconjunto compactode X.Si f: X — Y
es una funcion continua y f(D) es un subconjunto denso de Y, entonces f es suprayectiva.

Demostracion. Note que, como f es continua y D es compacto, f(D) = f(D). Por lo tanto

Y = f(D)=f(D) C f(X) CY.Lo que nos dice que f es suprayectiva. O
Teorema 3.1.6. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Entonces d es una métrica convexa
si y s6lo si para cualesquiera x,y € X, existe z € X tal que d(x,z) =d(y,z) = @.

Demostracion. Demostremos ambas implicaciones.

<= Primero, dados dos puntos x,y € X vamos a construir recursivamente un subconjunto M
de X, el cual serd isométrico a un subconjunto denso de [0,d(x,y)].
Sean x,y € X. Definimos my =x, m; =yy mi € X como un punto medio entre x y y; es
decir, d(mo,m%) = w = d(ml,m%).
Supongamos que paran € N y para toda k € {0,...,2"}, m k ha sido definido.

Sea k € {0,...,2""1}. Si existe p € N tal que k = 2p, entonces m_

on+1
{0,...,2"}. Es decir, m_i _ ya estd definido. Si k es impar, entonces k — 1 y k+ 1 son

:mzin con p €

on+1
pares, es decir, m -1y m x11 yaestan definidos. Definimos am i como un punto medio
on+l on+1 on+1
d(m 1 kel )
. + +
entre m s—1 y m s ; es decir, d(m i1 ,m i« )= —F—52—=d(m1 ,m i )
on+1 on+1 on+1 on+l on+1 on+1

Consideremos M = {mi eX:neNyke{0, ...,2"}}. Veamos las siguientes propie-
2)’!
dades de M.
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CAPITULO 3. EL HIPERESPACIO S¢(X)

Propiedad 1 Dadosn e Ny k€ {0,...,2"— 1}, d(m i ,mis1) = d(;,;y).
—_— 2}1 2"

Haremos la prueba por induccién. Es claro que, si n = 1, la afirmacién se cumple.
Supongamos la afirmacion cierta para n y probémosla para n+ 1.

Seak e {0,...,2""! —1}. Siexiste p € IN tal que k = 2p, entonces k+2esparyk+

2K 2L Ast,m = mp ymies = =My con p € {0,.. — 1}. Por hipdtesis
on+1 o n+1
de induccion, d (m p,Mm p+1) = d(zn ) y, como m i1 es punto medio entre m_; 'y
oy Tl ot T
d d(x
M2, tenemos que d(m_x_,min ) = %( (;cny)) = 2(”“). Si k es impar, entonces

on+1 n+T on+1

k—1yk+1sonparesyk+1< 2" porellom i =mp ym i1 =mps1 donde

2n+1 an on+1 o

k—1=2pype{0,...,2" —1}. Por hipétesis de induccion, d(m 2 mp+|) = d(z—,;y)

y, como m_ _ es punto medio entre m «—1_ y m i11 , tenemos que d (m kMgl ) =
on+1 on+1 on+1 IH—l on+1

1 (d(x,y)) _ dxy)

2\Ton ) T it

Por lo tanto, la Propiedad 1 es vélida para todo n € IN.

Notemos que, dadosn € Ny k € {O,...,2”},d(x,m2%) < kd( ) debido a que d(x, my, )<
d(x,m21 )+ +d(m mk)
2

Propiedad 2 Dados n € N, k € {0, 1,...,2" =1} y p € {0,...,2" —k}. d(m g ;i) = pd(ry)

Afirmamos que para toda r € {0,...,2"}, d(m ., y) = d(x,y) — rd( Y|
Dado que d(x,y) < d(x,m ) +d(m,y). d(x,y) —d(my,,y) < d(x,m ) < 42,
Despejando tenemos que d(mr.y) > d(x,y) — ( Y) . Ahora, como d( mz.y) <

d(mg megi) 4o d(mp,y) = Zg0) tenemos que d(mz.y) =d(x,y) —
rd( )

. Esto concluye nuestra afirmacion.

Por la Propiedad 1, sucede que d(m oMty ) < @. Usando la desigualdad del
tridngulo, d(m%,y) < d(mz%,ml?inp)—i—d(mk%p,y). Entonces d(mzin,y) —d(mk;Tp,y) <
d(m%’m@%)' Por nuestra afirmacién, d(x,y) — w — (d(x,y) — W@%) =

d(mi,y) —d(mk+,,,y) <d(my ,misp); es decir, pdg,f’” <d(m ,misp). Por lo tan-
2n on P on

to, d(mk mk+p) pdén Y.

Ahora, consideremos f : (M,d) — ([0,d(x,y)],dr) como f(z) = d(x,z). Exhibamos que f
es una isometria si restringimos su dominio a M. Sean m kg € M. Supongamos sin perder
generalidad que n < r. Tenemos los siguientes casos.

Caso 1 g < k. Notemos que My =M. Definimos p = (2"7"k) — q. Como g < k < 2" "k,
tenemos que 0 < 2" "k —gq; es de01r 0 < p. Como m EM, k<2 Asi, 2"k <2y,
con ello, 2" "k — q < 2" — g. Por lo tanto, p € {0, .. 2’—q}

Pd( y) _ (27"K)—q)d(xy) _ 2 "k)d(xy)

Por la Propiedad 2, d(mi , mm) = d(m 2 Matp )= 5 = 5

@zﬂn@)—ﬂ ) = dr(flmyn). fmy)

Hemos mostrado que d(m%,mw) = dR(f(mM),f(mz%)).
2r 2r

27‘
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3.1. METRICA CONVEXA

Caso 2 k<gq. Notemos que mr—n, =m - Supongamos que 2" ~"k>2". Entonces 25 k=1, es de-
2r
CII, 55 k ~1; una contradiccién. Por lo tanto, 2" "k < 2",

Si g<2" "k, entonces existe p € IN tal que g+ p = 2"~""k. Demostremos que p € {1,...,2" —
q}. Como g<2" "k, pasa que 0<p; es decir, 1 < p. Como m & eEM, k<2 Entonces

2" e L2y 2"k — g < 2" — q. De esta forma, p € {1,.. —q}g{() 2" —q}.

pd(w) ((2’*"k)—q)d(x7y) QT"K)d(xy)

Por la Propiedad 2,d(m21,m2r7nk) :d(mzi,mm) =5 = 5 = 5
T " iy

d(x,
) = (o)~ flmg) = d(Fmar-n). fmg)).
Si 2" "k<q, entonces existe p € IN tal que 2"~ "k + p = q. Demostremos que p € {1,...,2" —
2"k}, Como 2" "k<gq, pasaque 2" "k < g — 1; esto es, 1 < p. Como mg, € M,qg<2".
Entonces ¢ — 2"k < 2" —2"7"k. De esta forma, p € {1,...,2" = 2"k} C {0,...,2" —
2"k}

Por la Propiedad 2, d(mM,mzir) = d(My—ng,Myr—niy,) = pdley) _ (q=(27R)d(xy) _
bl bl -

2r 2r
Mgt = B = flmg) — flmayon) = dr(f(myn). fmy)).

Hemos mostrado que d(m%,mw) = dR(f(mzr—nk),f(mzir)).
2 e

Por lo tanto, f es una isometria en M.

Como M es un subconjunto denso de M tenemos que, por el Teorema 3.1.4, f es una iso-
metria.

Nuestro pentltimo paso consiste en exhibir que f(M) es un subconjunto denso de [0,d(x,y)].

Sean b € [0,d(x,y)] y €>0. Entonces existe N € IN tal que ( )<8 Como b € [0,d(x,y)] =

[0, (2N)} U...u [w,d(x,y) , existe k € {O,...,ZN—I}tal que b € [ g]f, ), (kﬂz)f\f( ’y)].

Definimos by = kdéN’ ). Por la Propiedad 2, by = f(mZLN) = d(x,mZLN) = kdg,f,’y); es decir,
by € f(M) C £(M).

Ahora, dg(b,by) < (kﬂz),‘vl(x’y) - kdg,’y) = d(;(,y) <é&. Lo que nos dice que by € B¢ (b), es decir,
Be(b) N f(M) # 0. Asi, f(M) es un subconjunto denso de [0,d(x,y)].

Finalmente, como X es compacto, M es compacto Por el Teorema 3.1.5, f es suprayec-
tlva Sea f~!:[0,d(x,y)] = f(M) — X. Entonces f~! es una isometria tal que f~'(0) =xy
- (d (x,y)) = y. Por lo tanto, ocurre la Definicion 3.1.2; es decir, d es una métrica convexa.

= Sean x,y € X. Por hipétesis existe una isometria f : [0,d(x,y)] — X tal que f(0) =xy
fld(x,y)) =y
Veamos que existe z € X tal que d(x,z) = d(y,z) = d)  Definimos z = f(@).

Entonces d(x,z) = dr(f~'(x),f'(2)) = dr (O, d%’”) ) Anélogamente, d(y,z) =
_ _ d
dr(f~ ), 1 (@) = dr (d(xy), 252 ) = 2520
Por lo tanto, ambas proposiciones son equivalentes. ]

Teorema 3.1.7. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X admite una métrica conve-
Xa.

Demostracion. La demostracion se encuentra en los articulos de R. Bing [2] y de E. E. Moise
[8]. O
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CAPITULO 3. EL HIPERESPACIO S¢(X)

Teorema 3.1.8. Sean (X,E) un continuo y E una métrica convexa. Entonces la funcién <} :
X X X — [0,00) definida como {(x,y) = dﬁ;’(y}g) es también una métrica convexa. Ademds,
didmy (X) = L.

Demostracion. Sean x,y € X, como E es convexa, existe z € X tal que E(x,z) = E(y,z) =
E( y) E(xz) _ 1 _E(xy) E(y,) _ 1 Elx ,y) _
- Por lo tanto, <>(x Z) diam(X) — 2 didm(X) 2<>(X y) y <>(y’ ) dizm(X) — 2diam(X)
§<>(X7Y)'
Por el Teorema 3.1.6, <> es una métrica convexa. O]

Observacion 3.1.9. Por la Definicion 3.0.5, toda dendrita es un continuo localmente conexo.
Ast, por el Teorema 3.1.7, toda dendrita admite una métrica convexa. A partir de aqui, todas
nuestras dendritas tendrdn dicha métrica convexa y, cuando necesitemos que nuestro espacio
tenga didmetro igual a uno, usaremos la métrica <.

Lema 3.1.10. Sea (X, E) un continuo con E una métrica convexa. Entonces para cualesquiera
x € Xy >0, B¢(x) es conexa por trayectorias.

Demostracion. Sean x € X, €>0y y € Be(x).

Por hipétesis, existe una isometria¥: ([0, E(x,y)],dg) — (X,E) talque ¥(0) =xy Y(E(x,y)) =
y. Notemos que si ¢ € [0,E(x,y)], entonces t<€ y, ademds, t = dg(0,7) = E(¥(0),¥(r)) =
E(x,¥(t)). Lo anterior nos dice que ¥(¢) € B¢ (x); asi, ¥([0,E(x,y)]) C Be(x).

Definimos o : [0, 1] — Be(x) como a(t) = W(E(x,y)t). Asi, a(0) =¥Y(0) =xy a(l) =
Y(E(x,y)) =y. Como o es continua tenemos, por la Definicion 2.2.1, que B¢(x) es conexa por
trayectorias. [

Lema 3.1.11. Sea (X,E) un continuo con una métrica convexa E. Entonces para cada par de
puntos distintos x,y € X, se tiene que W([0, E(x,y)] =; [0,E(x,y)] donde ¥ es una isometria tal
que ¥Y(0) =xy W(E(x,y)) = y. Por lo anterior, W([0, E(x,y)] es un arco con puntos extremos x

yy.

Demostracion. Por hipétesis, existe una isometria W : ([0, E(x,y)],dg) — X tal que ¥(0) =

y Y(E(x,y)) = y. Consideremos f : ¥([0,E(x,y)]) — [0,E(x,y)] como f(z) = ¥~!(z). Como
Y es una isometria, f también y por como definimos a f, f es un homeomorfismo; es decir,
W([O,E(X,y)] i [O,E(x,y)]. u

Lema 3.1.12. Sean (X,E) un continuo con una métrica convexa E y x,y € X. Entonces para
toda z € W([0,E(x,y)], se tiene que E(x,z) + E(z,y) = E(x,y) donde ¥ : ([0,E(x,y)],dg) —
(X,E) es una isometria que existe tal que ¥(0) =xy Y(E(x,y)) = y.

Demostracion. Sea z € W([0,E(x,y)]). Entonces W~ (z) [0,E(x,y)]. Notemos que E(x,y) =
YD)+ (E(x,y) =Y~ 1(2)) =dr(0,¥71(2)) +dr(Y~1(2),E(x,y)). Como ¥ es una isometria,
E(x,y) = dr(0,¥Y~'(2)) +dr (Y~ (2), E(x,y)) = E(x,2) + E(z,). O

Teorema 3.1.13. Sea (X, E) un continuo con una métrica convexa E. Entonces para toda a € X
y €>0, B¢(a) = C¢(a) donde C¢(a) se definié en la Definicion 1.2.4.

Demostracion. Demostraremos por doble contencion.
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3.2. LA FUNCION K

Sea y € C¢(a). Entonces E(a,y) < €. Si E(a,y)<g, entonces y € Bg(a) C Be(a). Si
E(a,y) = €, entonces, por hipétesis, existe una isometria ¥ : ([0,E(a,y)],dr) — (X,E)
tal que Y(0) =a y Y(E(a,y)) = y. Tomemos x € Y([0,E(a,y)]) \ {y}. Por el Lema
3.1.12, E(a,x) + E(x,y) = E(a,y), entonces E(a,x) = € — E(x,y)<€. Asi, ¥([0,1]) \
{} € Be(a).

Como V¥ es continua, Y([0, E(a,y)]) =¥Y([0,E(a,y)) CY([0,E(a,y))) =Y([0,1]) \ {y} C
Be(a).

U

Sea y € B¢(a). Entonces existe {y,}

n=1

N

una sucesion en Bg(a) tal que h’_r>n yn = y. Co-
n—roo
mo E es continua, 1i_r>n E(yn,a) = E(y,a). Ademds, como para toda n € IN, E(y,,a)<¢;
n—oo

tenemos que E(y,a) = h;m E(yn,a) < €. Por lo tanto, y € C¢(a).
n—co

Concluimos que Bg(a) = Ce(a).

Figura 3.1: La diferencia entre un bola abierta, su cerradura y la bola cerrada.

3.2. Lafuncion K

Sea X un espacio topolégico. Recordemos que K (X) = {A € CL(X) : A es compacto } don-
de CL(X) ={A C X : A es cerrado y no vacio}.

Definicion 3.2.1. Sea (X,d) un continuo. Definimos a K : K(X) x [0,00) — K(X) como sigue:
K(A,t) ={x € X : existe a € A tal que d(x,a) <1}.

Notemos que K(A,7) = |J Ci(a). Asi, podemos interpretar a K(A,#) como “inflar” a A con un
acA
“radio” de tamafio 7. También, para toda A € K(X), K(A,0) = U Co(a) = U {a} =A.
acA acA

Lema 3.2.2. La funcién K : K(X) x [0,00) — K(X) estd bien definida.

Demostracion. Sea (A1) € K(X) x [0,e0). Como A es un subconjunto no vacio de K(A,?),
K(A,t) # 0. Para ver que K(A,r) es compacto, basta ver que K(A,7) es un subconjunto cerrado
de X.
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CAPITULO 3. EL HIPERESPACIO S¢ (X)

Sea {r,};_, una sucesion en K(A,t) tal que r}grolo rn = r. Notemos que para toda n € IN,
existe a, € A tal que d(ry,a,) <t. Como A es compacto, existe {a,, };. ,; una subsucesién
de {a,};_, tal que kh_r)g ap, = a para alguna a € A. Dicha subsucesién define {r,, };>_, una
subsucesién de {r,}_, tal que d(r,,,a,,) <t. Como d es continua, kh’_rgd(rnk,ank) =d(r,a).
Ademds, d(r,a) = I}f_r)rgod(rnk,ank) < t. Por lo tanto, r € K(A,t) y, por el Corolario 1.2.6, K(A,1)

es cerrado.
Concluimos que K(A,t) € K(X); por tanto K estd bien definida. O

Observacion 3.2.3. Sea X un continuo. Entonces, para todo (a,t) € X x [0,00), C;(a) = K({a},t).

Lema 3.2.4. Sea (X, E) una dendrita con E una métrica convexa. Entonces para todo L € K(X)
y cualesquiera 1,1, > 0, se tiene que K(K(L,t),t1) = K(L,t; +1).

Demostracion. Consideremos A = K(K(L,t;),t;) y B= K(L,t; +1,). Procedamos demostran-
do ambas contenciones.

C Sea a € A. Entonces existe x € K(L,1;) tal que E(a,x) <11y, como x € K(L,1,), existe
q € Ltal que E(x,q) <t;. Como E(a,q) < E(a,x) +E(x,q) <t +1t,a € B.

DO Sea b € B. Entonces existe g € L tal que E(b,q) <t;+1,. Si E(b,q) < t, entonces b €
K(L,t) CK(K(L,ty),t1) =A. Sit,<E(b,q), entonces, por hipdtesis, existe una isometria
Y:[0,E(q,b)] — X tal que ¥(0) = qy Y(E(q,b)) = b. Por el Lema 3.1.11, tenemos que
Y([0,E(b,q)]) =i [0,E(b,q)]. Por lo anterior, existe x € W([0,E(b,q)]) tal que E(x,q) =
f, asique x € K(L,1;). Por el Lema 3.1.12, E(b,q) = E(b,x) + E(x,q). Como E(b,q) <
t1 + 1, tenemos que E(b,x) < 1. Asi, b € A.

Por lo tanto, A = B. ]

Figura 3.2: Inflar y volver a inflar

Teorema 3.2.5. Sea (X,d) un continuo. Entonces las siguientes son equivalentes:

(1) K es una funcién continua.

(2) Para cualesquierar>0y a € X, B;(a) = Cy(a).
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3)

Para cualesquierat>0y A € K(X), K(A,1) = N;(A).

Demostracion. Demostremos que (1) = (2). Sean a € X y +>0. Tomemos {7,};"_, una
sucesion en [0,0) tal que lim 7, =y, para toda n € IN, 0<z,<t. Como K es continua, tenemos
n—roo

que lim K({a},t,) = K({a},t). Ahora, exhibamos que C;(a) = B;(a) por doble contencién.
n—soo

-

2

Por la Observacién 3.2.3, C;(a) = K({a},t). Seax € C;(a) = lim K({a},t,). Por el Lema
n—>oo

2.1.17, existe {x,};_, una sucesién en X tal que para toda n € N, x, € K({a},t,) y
lim x, = x. Notemos que, para toda n € IN, K({a},t,) C B;(a); asi que x, € B;(a). Asi,

n—oo

por el Teorema 1.2.5, x € B;(a).

Seay € B;(a). Por el Teorema 1.2.5, existe {y, };_, una sucesion en B, (a) tal que lim y, =
n—soo
y. Como d es continua, H_r)n d(yn,a) =d(y,a). Ademds, como paratodan € IN, d(y,,a)<t,
n—oo
tenemos que d(y,a) = 11’_r>n d(yn,a) <t. Asi, y € G(a).
n—oo

Por lo tanto, B;(a) = C(a).

Ahora, demostremos que (2) = (3). Lo haremos por doble contencién.

-

U

Como para toda a € A, B;(a) C N;(A), tenemos que C;(a) = B;(a) C N;(A). Dado que

K(A,1) = U Ci(a), se sigue que K(A,1) C N;(A).
acA

Es claro que N;(A) C K(A,t). Por el Lema 3.2.2, N;(A) C K(A,1) = K(A,1).
Por lo tanto, K(A,7) = N,(A).

Finalmente, demostremos que (3) = (1). Como X es un continuo, por el Teorema 2.1.16,
sabemos que (CL(X),Viet) = (CL(X),H). Ademads, por la Observacion 2.1.2, K(X) = CL(X).
Para ver que la preimagen de los subbésicos de CL(X) son subconjuntos abiertos; verifiquemos
las siguientes dos afirmaciones:

Afirmacion 1

Sea U un subconjunto abierto propio de X. Veamos que K~ ((U)) = {(A,1) € CL(X) x
[0,00) : K(A,t) C U} es un subconjunto abierto de K(X) x [0, o).

Sea (A,t) € K~'((U)). Vamos a exhibir un abierto M tal que (A,z) € M C K~'((U)).
Para ello, analicemos los siguientes casos.

Con el fin de construir dicho abierto, mostremos que no ocurre que d(A,X \U) < t.
Supongamos que si ocurre. Como A y X \ U son subconjuntos compactos de X, existen
acAyxeX\U talesqued(A,X\U)=d(a,x),lo que nos dice que x € K(A,1)N(X\U);
una contradiccién. Por lo tanto, d(A,X \ U)>t.

Consideremos a s = 24X\~  Notemos que d(A,X \U) = 3s+t. Ademds, ob-
servemos que B (A) x [0,z +5) es un subconjunto abierto de K(X) x [0,c0) tal que
(A,t) € BE(A) x [0, +5).

Sea (B,r) € B(A) x [0,¢ +5). Supongamos que existe ¢ € K(B,r) N (X \ U). Entonces
existe b € B tal que d(gq,b) < ry existe p € A tal que d(p,b)<s. Tenemos que

d(A,X\U) <d(p,q) <d(p,b)+d(b,q)<s+r<s+t+s=t+2s<d(A,X\U);
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Afirmacion 2

una contradiccién. Por lo tanto, K(B,r) C U. Ast, BE (A) x [0, +s5) C K~ 1((U)).
[0,

Hemos demostrado que K~!((U)) es un subconjunto abierto de K(X) x
cluye la prueba de la Afirmacién 1.

o). Esto con-

Sea V un abierto de X. Entonces K~ ((X,V)) = {(A,t) € CL(X) x [0,%0) : K(A,t) NV #
0} es un subconjunto abierto de K(X) x [0, ).

Sea (A,t) € K~'({X,V)). Nuevamente, vamos a exhibir un abierto M tal que (A,t) € M C
K~1((X,V)). Para ello, analicemos los siguientes casos.

Caso 1 >0. Como K(A,t)NV #0y K(A,t) = N;(A), podemos tomar z € VNN, (A).
Entonces existe p € N;(A) V. Como p € N,;(A), existe a € A tal que d(p,a)<t. Dado
que {p} y A son subconjuntos compactos, existe x € A tal que d(p,A) = d(p,x) =r.
Note que r < d(p,a)<t. Definimos s = 5°>0. Como 25+ r = ¢, tenemos que s + r<f.
Observemos que B (A) x (s +r,%0) es un subconjunto abierto de K(X) x [0,0) tal que

(A1) € BI(4) x (s +r.00).

Sea (B,q) € BH(A) x (s+r,0). Como x € A, existe b € B tal que d(x,b)<s. Entonces
d(b,p) < d(b,x)+d(x,p)<s+r<q. Por lo tanto, p € Ny(B) C K(B,q); es decir, p €
VNK(B,r). Asi, (B,r) € K~1({(X,V)).

Concluimos que B (A) x (s +r,00) C K~ 1({X,V)).

Caso 2 r = 0. Tomemos z € V NA. Entonces existe £>0 tal que B¢(z) C V. Obser-
vemos que B (A) x [0,%) es un subconjunto abierto de K(X) x [0,0) tal que (A,t) €
B{ (A) x [0,c0).

Sea (B,q) € BH(A) x [0,%). Como z € A, existe b € B tal que d(z,b)<€; es decir, b €
Be(z). Asi, b € VN K(B,q). Por lo tanto, (B,q) € K~ '((X,V)). Asi, BH(A) x [0,e0) C
KX, V).

En ambos casos hemos demostrado que K1 ((X,V)) es un subconjunto abierto de K (X) x
[0,0). Esto finaliza la prueba de la Afirmacion 2.

Por las Afirmaciones 1y 2 se sigue que K es una funcién continua. [

Corolario 3.2.6. Si X es un continuo con una métrica convexa, entonces la funciéon K es con-
tinua. En particular, K es una funcion continua cuando X es una dendrita.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.13, para cualesquiera a € X y t>0, B;(a) = C;(a). Por ello
se satisface 2 del Teorema 3.2.5 y, asi, K es continua.

]

Teorema 3.2.7. Sean (X,<>) una dendrita y A € K(X). Entonces:

)
2)
3)

K(A)1) =X;
sit € [0, 1], entonces cada componente conexa de K (A, ) interseca a A;

si r>0, entonces K (A, ) tiene un nimero finito de componentes conexas.

Demostracion. Para demostrar (1), notemos que, como diam(X) =1, K(A,1)= U Ci(a) =X.
acA

Ahora, demostremos (2). Sean D una componente conexa de K(A,r) y p € D. Entonces existe
a € A tal que {(p,a) < t. Por hipétesis existe una isometria ¥ : [0, {(p,a)] — X tal que W(0) =
py ¥Y($(p,a)) = a. Tomemos z € W([0,$(p,a)]). Por el Lema 3.1.12, $(p,a) = O(p,z) +
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O(z,a). Entonces {(z,a) < $(p,a) <t. Asi, z € K(A,t); entonces Y([0, O(p,a)]) C K(A,1).
Ademis, Y([0,$(p,a)]) N D # 0. Como Y([0,$(p,a)]) es un subconjunto conexo de K(A,t),
Y([0,$(p,a)]) € D. Por lo tanto, DNA # 0.

Finalmente, probemos (3). Sea D una componente conexa de K(A,1). Por (2), existe a €

AND. Dado que A es compacto, existenr € Ny ay,...,a, € A tales que A C U By (a;); entonces

existe j € {1,...,r} tal que a € B;(a;). Por el Lema 3.1.10, para cada i € {1 . r}, B(ai) es
conexa. Notemos que B;(a;) € K(A,t) y Bi(a;) N D # 0, entonces B;(aj) C Dy, asi, aj € D.

Mostramos que cada componente conexa de K(A,?) tiene un punto aj. Como {aj,...,a,}
es un conjunto finito, K(A,¢) tiene una cantidad finita de componentes conexas.

3.3. La funcion puerta

Observacion 3.3.1. Sea (X,E) una dendrita con E una métrica convexa. Entonces para cua-
lesquiera p,q € X se tiene que pq =Y ([0,E(p,q)]) donde ¥ es una isometria que existe tal
Y(0)=pyV¥Y(E(p,q)) = q. Lo anterior se debe al Corolario 3.0.7.

Teorema 3.3.2. Sean (X, <)) una dendrita, A un subcontinuo de X y p € X. Entonces existe un
punto ¢(p,A) € A tal que:

(1) po(p,A)NA={o(p,A)},

(2) sig € A, entonces 6(p,A) € pq,

3) &(p,o(p,A)) =min{(p,a):acA}.

Demostracion. Sea a € A. Tomemos « : [0,1] — pa una funcion continua tal que si p # a,

entonces & es un homeomorfismo tal que a(0) = py a(1) =ay, si p = a, entonces « es la fun-

cién constante que s6lo toma el Valor p. Ahora, como 1 € a~'(A) y &~ !(A) es un subconjunto

cerrado de [0, 1], existe tp = mina~! (A). Definimos &(p,A) = a(to). Note que o(p,A) € A.
Primero demostraremos (1) y (2) para los siguientes dos casos.

Caso 1 tp = 0. Entonces p = a(ty) = 6(p,A). Asi, po(p,A)NA = {p} NA = {p}; es decir, se
satisface (1). Ademas, si g € A, entonces o (p,A) € pq. Por lo anterior, se satisface (2).

Caso 2 1#p>0. Entonces «([0,7)]) es un arco con extremos p y o(p,A); es decir, po(p,A) =
a.(]0,10]). Por lo anterior, po(p,A) NA = a(]0,7)) NA = {a(t) }; es decir, se satisface
(1).

Ahora, demostremos (2). Sea g € A. Como X es una dendrita y los conjuntos pq y
po(p,A) UA son subcontinuos de X, tenemos que pg N (po(p,A) UA) es un subcon-
tinuo del arco pq que contiene a p y g. Por lo anterior, pgN (pco(p,A) UA) =

Dado que pgN po(p,A) y pgNA son dos cerrados no vacios cuya unién es pqg y pq es
un subconjunto conexo, tenemos que

0 # (pgNpo(p,A))N(pgNA) = pgNpc(p,A)NA = pgn{c(p,A)}.
Por lo tanto, 6(p,A) € pg; es decir, se satisface (2).
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Finalmente, sin importar el valor de (g, probemos (3). Sea a € A. Entonces existe una iso-
metria ¥ : [0,O(p,a)] — X tal que Y(0) = p y Y({$(p,a)) = a. Por la Observacién 3.3.1,
Y([0,$(p,a)]) = pa. Por (2), 6(p,A) € pa. Entonces existe so € [0, (p,a)] tal que W(so) =
o(p,A). Como V¥ es una isometria, {>(p,0(p,A)) = so < {(p,a). Lo anterior nos dice que
O(p,o(p,A)) =min{{(p,a) :a € A} = G(p,A).

Por lo tanto, se satisface (3). L]

Observacion 3.3.3. El punto 6(p,A) es tnico. De existir otro punto ay distinto en A, que
satisfaga (1), (2) y (3) del Teorema 3.3.2, entonces habria dos subcontinuos cuya interseccion
es disconexa (a saber, Ay po(p,A) U pay).

Teorema 3.3.4. Sean (X, <) una dendrita, A un subcontinuo de X y p € X. Entonces la funcién
04 : X — A definida como o4 (p) = 6(p,A), es continua.

Demostracion. La funcién f : X — [0, 1] definida como f(p) = {(p,A) es continua (ver [4,
Theorem 4.1.10, p.254]). Por (3) del Teorema 3.3.2, {(p,A) = $(p,0(p,A)). Por la Observa-
cién 3.3.3, dicha distancia tnicamente se alcanza en 6 (p,A).

Por el Lema 1.2.8, podemos demostrar la continuidad de 64 mediante subsucesiones. Sea

{x,}:_, una sucesion en X tal que nlgrolo x, = x. Consideremos la sucesion {oy(x,)};_,. Co-

mo A es compacto, existe una subsucesion {04 (xp, )} de {oa(xs)};r; que cumple que
lim o4 (xp, ) = a para algin a € A. Lo anterior también define una subsucesién {x, }
m—oo

m=1

de {x,};_,. Como f es continua, 11’_r>n f(xn,) = f( h’_r)n Xn,,) = O 11’_r>n Xn,,,A) = $(x,A). Pe-
m-—oo m—soo m—>oo
ro lim f(x,,) = lim $(x,,,A) = Hm $(x,,, 04(xn,)) = O(x,a). Asi, $(x,a) = O(x,A) =
m—yoo m—»o0 M—>o00
& (x,04(x)). Por la unicidad de o4(x), tenemos que G4 (x) = a. Por lo tanto, h’_r)n o4 (xy, ) =

04 (x). Por lo tanto, o4 es una funcién continua. O

Definicion 3.3.5. Sean (X, <>) una dendrita, A un subcontinuode X y p € X. A 0 le llamaremos
la funcion puerta de A. Al punto 6(p,A), le llamaremos la puerta de A para p.

Notemos que dado p € X y A € KC(X), el punto 6(p,A) se puede pensar como aquel punto
por el cual se debe “pasar” forzosamente si se quiere llegar desde p a cualquier otro punto de
A. Como si de una puerta se tratase, de ah{ el nombre para o (p,A).

A partir de aqui, fijaremos un punto py € X. Dicho punto sera fijo por lo que resta de
este trabajo.

Lema 3.3.6. Sea (X,<>) una dendrita. Si (S,7) € S.(X) x (0,1] y p,po € X, entonces para
cada componente conexa D de K(S,t) N pop existe un subconjunto finito J de S tal que D =

K(J,t) N pop.

Demostracion. Si K(S,¢) N pop = 0, entonces todo se sigue por vacuidad. Si K(S,7) N pop # 0,
entonces, dada D una componente conexa de K (S,7) N\ pop, definimosaR={g € S: K({q},t)N
D # 0}. Veamos que R es no vacio. Sea j € D, como D C K(S,t)Npop C K(S,?) existey € S
tal que {(j,y) <t.Porello, j € K({y},t)ND; asi que y € R.

Afirmacién 1 K(R,t)Npop = D.

Sea g € R. Como D C pq, tenemos que K({q},?) N pop # 0. Por la Observacion 3.2.3,
K({q},t) es un subcontinuo de X. Como X es una dendrita, K({g},#) N pop es conexo. Ya
que K({g},1) CK(S,t), tenemos que K({g},7) N pop C K(S,t) N pop. Por definicién, 0 #
K({q},t)ND =K({q},t) N DN pop. Por tanto K({g},7) N pop es conexo, estd contenido
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en K(S,7) N pop e intersecta a la componente conexa D. De modo que K({q},t) N pop C
D. Eso prueba que K(R,t) N pop C D.
Dadax € D C K(S,t) N pop, existe g € S tal que x € K({q},) N pop. De modo que g € R

y x € K(R,t) N pop. Por tanto D C K(R,t) N pop. Esto termina la prueba de la Afirmacion
1.

En el caso en que R sea finito, la prueba del Lema termina haciendo J = R. Supongamos
que R es infinito.

Afirmacién 2 R es un subconjunto compacto de S.

Sea {wn} ~_; una sucesion en R tal que hm N Wy, = Wo con wo € X . Demostremos que wgy €
R.Por (1) del Teorema 3.2.7, 11_r>n K({wn} ) K({wo},t). Supongamos que K({wp},1)N
n—oo

D = 0. Entonces K({wp},#) € (X \ D). Como D es compacto, (X \ D) es abierto en K(X).
De manera que existe N € N tal que K({wy},t) € (X \ D) para toda n > N. En particular
K({wn},t) € (X\D); asi que K({wn},t) C X\ D, lo cual es una contradiccion. Por tanto
K({wo},t)ND # 0y wo € R. Por el Corolario 1.2.6, R es cerrado. Como X es compacto,
R es compacto. Esto concluye la prueba de la Afirmacién 2.

Con el fin de no saturar la notacién, consideremos la funcién g : R — D definida como
8 = OD|p- Por el Teorema 3.3.4, g es continua.

Dada x € Im(g), por la Afirmacién 2, g~'({x}) es compacto; asi que podemos elegir un
punto h(x) € g~ ({x}) tal que $(x,h(x)) = O(x,g7 ' ({x})) = min{O(x,q) 1 g € g7 ({x})}
(podemos pensar a h(x) como uno de los “primeros usuarios” de la puerta o (x,D)). Esta asig-
nacién define una funcién & : Im(g) — R. Notemos que g(h(x)) = x. Esto implica que h es
inyectiva.

@

® ,» :

o
0000 -
o0e -
YT
ceeo -

h(g) ¢

Olg.hig)) <t

q=g9(z)
Figura 3.3: Para ilustrar mejor la idea

Afirmacién 3 Para cada x € Im(g), K({h(x)},¢) N pop = K(g~' ({x}),t) N pop. Esta igualdad es la que
nos permite reducir el nimero de puntos necesarios para obtener K(R,¢) N pop.

D Seayc K(g~'({x}),t)N pop. Entonces existe g € g~ ({x}) tal que {(y,q) < t. Asi,
y € K({q},t) ﬂpop. Como g € R tenemos, por la Afirmacién 1, que y € D.
Como ¢ € g~ '({x}), g(h(x)) = x = g(q). Por (2) del Teorema 3.3.2, x € h(x)y N
gy- Por el Lema 3.1.12, $(h(x),y) = O (h(x),x) + O(x,y) < O(g,%) +O(x,y) =
O(g,y) < t. Porlo tanto, y € K({h(x)},t) N pop.
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C Como {h(x)} C g~ '(x), tenemos que K({h(x)},) € K(g~'(x),?). Por lo anterior,
pasa que K ({A(x)},1) N pop C K(g~' (x),1) N pop.

Por lo tanto, son iguales. Asi, terminamos la prueba de la Afirmacién 3.

Afirmacién 4 Si Im(h) es un subconjunto cerrado de R, entonces K(R,t) N pop = K(Im(h),t) N pop.

Por la Afirmacién 3, U{K({h(x)},t) N pop : x € Im(g)} = U{K (g~ '({x}),t) Npop: x €
Im(g)}. No es dificil notar que R = U{g~'(x) : x € Im(g)}; asi que K(R,t) N pop =
U{K (™" ({x}),0)npop :x € Im(g)} = U{K({h(x) },0) Npop : x € Im(g) } = K (Im(h),1) N
pop- Esto concluye la prueba de la Afirmacion 4.

Si Im(h) es finito, entonces es un conjunto cerrado. Hacemos J = Im(h). Y, por las Afirma-
ciones 3y 1, D = K(J,t) N pop. En este caso terminamos la prueba del Lema.

Si Im(h) es un conjunto infinito, entonces R es un subconjunto compacto e infinito de S
(Afirmacion 2); asi que tiene que tener un punto de acumulacién que no puede ser otro que
el limite de S. Denotemos sy = limS y go = g(so). Ademds, como el dominio de % es Im(g),
tenemos que /m(g) es un conjunto infinito; a saber, Im(g) = {qo0,91,92,...} donde g; # g;
si y solo si i # j. Como h es inyectiva, tenemos que h(q;) # h(q;). Notemos que Im(h) =
{h(q0),h(q1),h(q2),...}. Yaque Im(h) es un subconjunto infinito de S, I}1’_r)r°1oh(qn) = s9. Ahora,

lim g, = lim g(h(qn)) = g(1im h(gx)) = &(s0) = go-
Para mostrar que sy € D, supongamos que so ¢ D. Definimos M = C,,(so) donde w =

<>(S°’ ) >0. Notemos que M es un subcontinuo de X y que M N D = (0. Dado que hm h(qn) = 50,

existe N € IN tal que si n > N, entonces h(gy) € B,(so). Por el Lema 3.0.8, h(qn)so C M. Como
s08(s0) es el arco que va de sg a su puerta g(sg), tenemos que (M Usog(so)) ND = {g(so)}. Asi,
paratodan > N, sucede que (gn)g(s0) C h(gn)soUsog(so). Ademas, h(q,)g(so) ND ={g(s0)}
implica que go = g(so) = g(h(gn)) = qn. Esto contradice la eleccién de los puntos g,. Por lo
tanto, so € D; asi que g(so) = so (la puerta es él mismo). Entonces so = h(g(so)) = h(so). De
manera que so € Im(h). Por tanto Im(h) es un subconjunto de S que tiene a so. Entonces Im(h)
es cerrado.

En particular so = go, asi que h(so) = h(qo)-

Sean € NU{0}. Como g(h(gn)) = gn y gn € pop, tenemos que la puerta por la que A(g,)
entra a pop es gn. Ya que K({h(gn)},t) es un subcontinuo de X, K({h(q,)},t) N pop es un
subcontinuo, de hecho, un subarco, de pop. Supongamos que los extremos de este arco son a,
y by, con a, més cercano a pg y b, a p (ver figura 3.4). Podemos decir ain mads, por el Lema
3.1.11, ¥([0,$(po, p)]) =i [0, (po, p)] donde W : [0, (po, p)] — X es una isometria tal que

Y(0) = po y ¥({(po,p)) = p. Como para toda n € N, g, € pop, definimos Q, = ¥~ 1(g,).
Definimos

A, =mix{0,0, — (t —O(h(qn),qn)) }y
B, = min{<{(po, p),0n + (1 — O (h(gn),qn)) }-

También, a, = Y(A,) y b, =¥Y(B,).
Por construccion,

O (po,an) = O (po, K({h(gn) },1) N pop) y (P, ba) = (p, K({A(gn) },1) N pop)-
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qn
& O- @ O, ®
Po an bn P
Wy
[ O O O @
0 An Qn Bn & (po,p)

Figura 3.4: En este caso, A, # 0y B, # {(po,p)

Afirmacién 5 Paratodan € NU{0}, W([A,,Bn]) = K({h(gn)},) N pop.

C Como A, < Oy < By, tenemos que a,b, = ayq, U gnb,. Dado que K({h(g,)},t) Npop €
KC(X) tenemos, por el Lema 3.0.8, que a,q, C K({h(gn)},t) N popy gnbn C K({h(gn)},t)N
pop- Por lo tanto, W([A,,B,]) € K({h(gx)},t) N pop.

U

Sea y € K({h(gn)},t) N pop. Por definicion de a,, d(pg,an) < d(po,y). Como V¥ es
una isometria, dg(0,A,) < dg(0,Y) donde ¥(Y) = y. Por lo anterior, A, < Y. Similar-
mente tenemos que Y < B,. Por lo anterior Y € [A,,B,]. Asi, y € Y([A,,B,]); esto es,
K({h(gn)},t) N pop € ¥([An, By)).

Por lo tanto, son conjuntos iguales. Esto concluye la prueba de la Afirmacion 5.

Afirmaciéon 6 lim a, =agpy lim b, = b.
n—oo n—oo

Primero demostremos que lim a,, = ag. Dada la isometria W, basta con probar que lim A, =
n—soo n—soo

Ay para los siguientes casos.
Caso 1 Paratodan € N, A, = O, — (t —(h(gn),qn))- Como lim g, = lim h(g,) = qo,
n—oo n—oo
tenemos que lim Q, = Qp. Asi, lim A, = lim (Q, — (t — $(gn, h(qn)))) = Qo —t. Si
n—yoo n—yoo n—oo

Ag = Qp — t, terminamos. Si no, entonces Ag = 0. Como para toda n € IN, 0 < A,, te-
nemos que 1i_r>n 0< 11’_r>n On — (t — O (h(gn),qn)); es decir, 0 < Qg —t < Ag. Por lo tanto,
n—yoo n—oco

lim A, =0 = Ay.

n—oo

Caso 2 Paratodan € IN, A, = 0. Entonces Q,, — (t — $(h(gn),gn)) < 0. Ahora, como
h’_r}n qn = 11’_r>n h(gn) = qo, tenemos Qg —t < 0. Como Ag = max{0,Qp — 1}, tenemos que
n—>oo n—>o0
Ag=0=limA,.

n—oo

Caso 3 Existen dos subsucesiones de {A,}’_;: una constante de valor O y la otra

con términos igual a Q, — (t — $(h(gn),qn)- En este caso, como ambas subsucesiones

conforman a la sucesién {A,}_; y porque los limites de ambas subsucesiones son el
mismo, sucede que lim A, = Ayp.
n—yoo

Similarmente se prueba que h’_r}n b, = by. Esto concluye la prueba de la Afirmacién 6.
n—oo

27



CAPITULO 3. EL HIPERESPACIO S¢ (X)

Dado que K (Im(h),t) N\ pop = U{K({h(gn)},t) N pop :n € NU{0}}, por las Afirmaciones
1y 4, D=U{K{h(gn)},t) N pop : n € NU{0}}. Notemos que a,b, = Y([An,By]). Por la
Afirmacién 5, D = J{anb, : n € NU{0}}.

Como nh_r>r010 gn = qo, existe Ny € IN tal que si n > Ny, entonces g, € [ag,bo|.

Probemos la existencia de ny,ny, N € NU{0} tales que N > Ny y, paracadan > N, a,, b, C
an, b, Uag,boUay,,by,.

Si existe n1 > Ny tal que 0 < ay,, <ap, entonces, como nlgl{)lo an = ayp, existe N, € IN tal que
Ny, = Ny y, si n > N, entonces a,, < a,. Si para toda n € N, ap < a,, definimos ny =0y
N, = Ny.

Hemos demostrado la existencia de N, > Ny y n1 € IN tales que sin > N, entonces a,, < ay.
Ademas, debido a que n; > Ny, se tiene g, € apbg. Asi, ag < by,.

{an} n=z Na

o ' | )

M N B >

anl aNa Qo

Figura 3.5: La interpretacion de los indices ny y N,,.

Analogamente, existen N, > Ny y np € IN tales que si n > N, entonces b, < by,,. Ademds,
debido a que ny > Ny, se tiene que g, € apby. Asi, a,, < by.

Una vez construidos dichos indices, tenemos un caso donde B, <A,,. Esto dejaria un seg-
mento de ay,, b,, sin cubrir. Por ello debemos unir el segmento apbg. En cualquier otro caso,
podemos prescindir del segmento agby.

La construccion anterior nos garantiza que ay, bp, = a,, by, Uaobg U a,,by,,. Definimos N =
méax{N,,Np}. Sin > N, entonces a,b, C an by, UaoboUan,by, .

Definimos a L = {0,1,2,..., N} U{n;,n2} y hacemos J = {h(q,) : n € L}. Entonces

D =U{apb,:n e NU{O}} = U{anbn:ne L} = U{K({h(qn)},t)Npop:nelL} =
K(J,t) N pop.

]

Definicion 3.3.7. Dado A un subconjunto cerrado de (RR,dg) con m componentes conexas
Cy,...,Cy, definimos a

m
A(A) = ¥ didm(C;).
i=1
Lema 3.3.8. Sean ¢>0, 6>0 y A,B € K([0,¢]) tales que A tiene m componentes conexas
Ci,...,Cn, y B tiene k componentes conexas Dj,...,Dy; ademds H(A,B)<d y dgr(C;,Cj) >
40 si i # j donde dg es la métrica usual de R y H es la métrica de Hausdorff. Entonces
IA(A) — A(B)|<4ko.

Demostracion. Sean A,B € K([0,e]) como se indicaron. Entonces para toda i € {1,...,m} de-
finimos C; = [a;, b;] con a;,b; € [0,e]. Supongamos que a;<ar< ...<dy. Como dr(C;,Cit1) =
dr(bi,a;+1) = 46, tenemos que b; +48 < a;11. Asi, (a; —0,b1 +90), ..., (am — 6,b,, + O) son
m conjuntos ajenos dos a dos.

(ai—67b,~+6).

Demostremos que |J Bs(a) =
acA i

3

1
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C Seay e |J Bs(a). Entonces existe x € A tal que y € Bg(x). Como A = U Ci, existe j €
acA

{1,...,m} tal que x € [a},bj]. Por lo tanto, Bs(x) C (a;—0,b;j+6) C Lnj( —03,bi+9).

D Seaze U( —&8,b;+ 6). Entonces existe j € {1,...,m} talque z € (aj— 8,b;+0). Asi,
i=1
aj—6<zyz<bj+ 0. Ahora, analicemos los siguientes casos.

Casol z—0<aj o bj<z+ 6. Si z— 6<aj, entonces a; — §<z<a;+ §; es decir,

z€ Bg(a;j) € U Bg(a). Andlogamente se ve que si b;j<z+ 8, entonces z € Bs(b;).
acA

Caso2z—0 >ajyb;>z+0.Entonces, z € Bs(z) C [aj,bj]. Asiz € |J Bs(a).
acA

En ambos casos, concluimos que z € |J Bg(a). Por lo tanto, ambos conjuntos son iguales.
acA

m
Por hipétesis, B C Ng(A) = U Bs(a) = U (a;—6,b;+ ),y como A C Ng(B), todo con-

i=1
junto de la forma (a; — 8,b;+ ) 1ntersecta a B. De manera que B tiene al menos /m componentes

conexas. De manera que m < k. Asf, dado i € {1,...,m} sean {Di, ... } C(aj—96,bj+9)
las componentes conexas de B contenidas en (a; — 6,b; + 6) donde para toda je{l,...r(i)},
Dl =|q, J] Podemos suponer que ¢{ <cb<...<c! )"

D]l_ Dé Dr[l} 3 \
€°__ —
a;—§ b; + 0
D! D! D’ J
1 2 3 r(j)=4 \

Tl
O
O
O

Y

Figura 3.6: Las distintas componentes de B.

Sean i € {1,...,m} y 1 < j<r(i). Si ocurre que e + 6<C]+1
0). Notemos que, para ninguna n € {1,... ,m}, puede suceder que c:l(n) = e’:(n) =

0, elegimos u € (e;. -
0 c]Jrl
b, + 6. Por ello, c]+1<b + 8; es decir, u<c]Jrl
a; <e + 0<u. Por lo tanto, u € (a;,b;) C A. Notemos que ej- y C;-_H son los puntos de B mas

cercanos a u. Asi, dr(u, B)>5 Por lo anterior, u ¢ N5(B); en otras palabras, H(A,B)>6; una
contradiccién. Por lo tanto, ¢ it —0< e+ 0.

d<b;. Analogamente a; — 5<e§.; es decir,
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w=8 4+ 5
| / | k'
™ v

C

a; —¢ ef ¢y b +0
e +¢) Cji+1”’(5

A v N

C |i AP ~

a—§ € Gj+1 b; +0

Figura 3.7: El caso verdadero y el falso

Ahora notemos que c1 y é (i) SON los puntos de B mds cercanos a a; y b; respectivamente.

Si suponemos que a; < ¢l — 8, entonces & < cl al = dg(c',a;). Ast, dr(c,a;) £ §; es decir,
a; ¢ Bs(c!). Lo anterior nos dice que A ¢ Ng(B o<a;.

; una contradiccion. Por lo tanto, c1
Analogamente b.<e v T 0 (ya tenemos la certeza de cubrir a A). De esta forma se cumple que

—§<a; < bi<e; + 6. 3.1)
(i) r(i) ; morli)
Notemos que ¢’ ()—c1 121 (e —c ) jZl didm(D5). Por lo tanto, A(B) = i§1 jgl (ef—c) <
L (e = €h)-
7m}Y.]€{l77r(l>}’ [ Ja J]C(al 67bi+

Observemos que para cualesquiera i € {1,.
0). Asi, a; — 6<c e} i<b; + 8. Entonces a; —
—8<c < r(l.)<b, + 5. Por lo tanto, e, ;) —c¢{<(b; +8) — (a;

§<cl < el <eh <. el <bi+ 8 es decir,
—9). De esta manera,

< ¥ (hi—ai+28) = ¥ bi—ai+ ¥, 28 = MA) +2m8 < MA) + 2k8.
=1 i—1

i=1

Por lo tanto, A(B) < A(A) 4+ 2k0<A(A) 4 4k0; asi que
3.2)

A(B) — MA)<4ks.

Por la desigualdad (3.1),
MA) = ¥ b;— a,<z( o+ —(c —5)—2m5—|—):( )
i=1 i=1

i=

Notemos que
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Para el siguiente paso, recordemos que dados i € {1,....m} y j € {1,...,r(i)}, se tiene que

i

. m
¢’ —€; < 26 (ver Figura 3.7). Notemos que Y. r(i) = k. Al ordenar los términos tenemos
i=1

~
N
=
~
—~
-
=
|
—

AA)<2md+ Y (

1

g
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|
<k
+
g

(cj1—€)))

I
_
~.
I
—
_

~
—
~.
=
~
—
~.
~
—_

I

[\

3
o7}
+
s
G

|

QN
+
= 5

Il
—_—
~
I
—
~.
I
—
~
I
—
~~
9
.~
_l’_
Q
~
~—

\
PN
=
|
—_

. i m r(l)—l
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I
[\
3
%
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=

(B) +

N
Il
—_
~
Il
—
-
I
—_
~
Il
—_

— 2mS 4 AB)+ Y (26(r(i) — 1)) <2m + A(B)+ Y. (26r(i)).

i=1

M=

N
I
—_

Por lo tanto, A(A)<2mé8 + A(B) + 26k < A(B) +4k0; es decir, A(A) — A(B)<4kd.
Usando esto ultimo y la desigualdad (3.2) concluimos que |[A(A) — A(B)|<4k$.

3.4. Punto de propagacion

Definicion 3.4.1. Sean (S,7) € S.(X) x (0,1] y po € X el punto que fijamos al inicio del capitu-

lo. Entonces por (3) del Teorema 3.2.7, podemos ver a K(S,7) como la unién finita de sus
m(S,r)

componentes conexas. A saber K(S,1) = | D;(S,?).

i=1

Definimos L : S.(X) x (0,1] — F(X) = D F,(X) como
n=1

L(S7t) = {G(p()?Dl(Sal))? e G(p()aDm(SJ)(Sat))}'
La notacién 6(pg,D;(S,t)) se definié en la Definicién 3.3.5.
Proposicion 3.4.2. La funcion L no necesariamente es continua.

Demostraciéon. Demos un contraejemplo. Sea (R?,W) con W la métrica usual de R2. Defini-
mos A = {(x,y) € R?:y=0,[x| < 3} y B= {(x,y) € R? : x = 0,0 < y < 5}. Consideremos
a X = AUB. Notemos que X es un subespacio arcoconexo, localmente conexo y compacto de
R?; es decir, X es un continuo localmente conexo.

Definimos <) : X X X — [0,00) como

W(u,v), si u,y€Aou,veEB,
<>(u,v): B R
W(u,0)+W(0,v), si (ucAyveB)o(veAyucB).

De las tres propiedades que definen una métrica (ver [3, p.3]) solamente probaremos la des-
igualdad del tridngulo (las otras 2 son claras). Para esto tomemos u,v,z € X. Si u,v,z € A, la
desigualdad del tridngulo se sigue de que W es una métrica. El caso donde u,v,z € B se re-
suelve de manera idéntica. Si u,v € A y z € B, en este caso W (u,v) < W (u,0) + W (0,v). Asi,
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W (u,v) < W(u,0) +2W (0,z) + W (0,v). Por lo anterior, <>(u,v) < <(u,z) + <(z,v). El caso
donde z € Ay u,v € B se resuelve de manera andloga. Si u € A,v € By z € A, entonces, por
construccién W (u,0) < W (u,z) +W (0,z). Por lo anterior, $(u,v) < (u,z) + (z,v). El caso
donde v € A,u € By z € B se resuelve de manera andloga.

Hemos demostrado que <) es una métrica.

Por construccidn, didm(X) = 1. No es dificil ver que X es una dendrita.

Afirmacion 1 <} es una métrica convexa en X.

Sean u,v € X. Veamos los siguientes casos.

Casol u,v € A ou,v€B. Siu,yvéeA, entonces u = (u1,0) y v= (v{,0). Proponemos a z =

(“1321,0) como su punto medio. Notemos que {)(u,z) = O(g’v) = $(nz). Siu,v € B,
procedemos de manera andloga.

Caso 2 Sin pérdida de generalidad u = (u;,0) € Ay v=(0,v2) € B.

2 - —
O(;’v). También, $(v,z) =W (v,z) = (Vﬁz‘u") = W(”’O);W(O’V) = )

Votuy |
2

Caso 2.2 |u;|>v,. Entonces |uj|— (‘"1|2+v2> >0. Si u; > 0, entonces definimos z =

(Ml - (W) ,0) . Entonces {(u,z) = <|“1 ;"2)2 =

También, (v,2) = W (v,0) + W (0,2) = va + |us — ('”"2”2)‘ b 06) gimilar-

|ur|+v2

. W(u,6)+W(6,v) o O(u,v).

2 -2

mente se hace la prueba en el caso en que u <0, considerando z = (u1 + ('”"%) 0.

Por el Teorema 3.1.6, <> es una métrica convexa. Terminamos la prueba de la Afirmacién 1.

Definimos h : Q — A como h(t) = (t — 3,0) donde Q se definié en la Definicién 3.0.1.
Notemos que 4 esta bien definida, es inyectiva y es continua.

Afirmacién 2 Im(h) € S.(X).
Definimos M : Q — Im(h) como M(t) = h(t). Claramente M es suprayectiva. Asi, M
es una biyeccioén continua. No es dificil notar que M es una isometria y, con ello, M

es un isomorfismo. Por el Teorema 3.1.3, M es abierta. Por lo tanto, Im(h) =; Q. Asi,
Im(h) € S.(X). Esto concluye la prueba de la Afirmacién 2.
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;) (X, %)
040=(0)
M(3)=(-50)
Oooo—0Q O O
M) = —% 0) M(%) = (0,0) MQ@) = G,o)

Figura 3.8: El contraejemplo

Afirmacién 3 La funcidén L no necesariamente es continua.

Fijemos el punto go = (0, 7). Para toda n € IN definimos #, = }l — # Ast, lim 7, =1=1.

Consideremos Im(h) = S. Como la funcién K es continua, 1’ n K (S, ) = (S 0)-

Dada n € IN. Definimos A, = B<> (M (0)) UBO( M(3))UB ( (3)). Vamos a argumentar
que M(0)M ( ) € A, Notemos que g 1> L 3 +n Como % —% = 1 , si despejamos tenemos que
% - Slﬂ> L A51,4>tn>8. Por lo tanto, M(O)M( ) C A,

Hemos cubierto a M ([0, %]) con tres abiertos. La construccion que hicimos nos ase-
gura que A, NBY(M(1)) =0 y que Fr(A,) = {(0,1 — ), (3 — g5.,0)}. Ademis,
N, (S) = AnUBg(M(l)). Usando el Teorema 3.2.5, tenemos que K(S,t,) = N; (S) =

A UBY (M(1)) = A, UBE (M(1)) = A, UCY (M(1)).
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¢ () e

i 3
Gtaeo)
et P 5" \ 4 78+n
[\ § ) ' '
0o —0— o 0—6—0
M(0) \ / M(Z) W, M(g) W \ M(1)
(Z_8+n'0)

Figura 3.9: Un resumen de la idea principal

Dado que A, N Cfn> (M(1)) =0, tenemos que K(S,1,) tiene dos componentes conexas; es
decir, m(S,t,) = 2. Por lo tanto,

L(S,t2) = {0(q0,An), 0(q0, Gy (M(1)))} = {(0,§ — g15), (4 + &5, 0)}-

Notemos que {L(S,#,)};_; es una sucesién convergente en CL(X). Ademds, para toda

neN, L(S,t,) € K(X). Por el Lema 2.1.17, (0, 3),(3,0) € lim L(S,,). Notemos que
n—roo
K(S,to) s6lo tiene una componente conexa. Entonces, L(S,#y) = {(0, 1)} # li_r>n L(S,t,).
n—roo
Por lo tanto, L no necesariamente es una funcién continua. Esto concluye la demostracién
de la Afirmacién 3.
O
Proposicion 3.4.3. Sean (X,<>) una dendrita y py € X. Entonces
() [L(S,2)| = m(S,1);
@) L(S.1) = {pk:
(3) SiO<s<r<1 entonces |L(S,t)| < |L(S,s)].
Demostracion. Demostremos (1). Dado que K (S,) tiene m(S,t) componentes, basta ver que si
tomamos distintos j,k € {1,...,m(S,t)}, entonces ¢; = 6(po,D;(S,t)) # 6(po,Dk(S,1)) = g«.
Supongamos que existen j,k € {1,...,m(S,7)} tales que q; = gx. Asi, gj € D;j(S,1) y qx €
Dy (S,1). Lo anterior implica que D;(S,t) N Dy(S,t) # 0; al ser componentes conexas tenemos
que son iguales, contradiciendo el hecho que K(S,) tiene m(S,t) componentes. Por lo tanto, si
J # k entonces g # qx; es decir, |L(S,1)| = m(S,?).
Demostremos (2). Por (1) del Teorema 3.2.7, K(S,1) = D(S,1) = X. Como pg € X, es
claro que {po} = {&(po, D1 (S, 1))} = L(S, 1).
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Demostremos (3). Como s<t, K(S,s) C K(S,t). Sea Dy(S,t) una componente conexa de
K(S,1). Por (2) del Teorema 3.2.7, SN D;(S,t) # 0. Asi, Dp(S,t) NK(S,s) # 0. Lo anterior nos

dice que K(S,s) interseca a cada componente conexa de K(S,1).
m(S,s)
Seaa € K(S,s) = U Di(S,s). Entonces existe un indice i € {1,...,m(S,s)} tal que a €
i=1

m(S,t)
D;(S,s). Como K(S,s) C K(S,t) = U Dy(S,1), existe un indice j € {1,...,m(S,t)} tal que
k=1

a € D;(S,t). Por lo tanto, D;(S,s) C D;(S,t).
Concluimos que cada D;(S,) contiene al menos una componente conexa de K(S,s). Por lo
anterior, m(S,1) < m(S,s); es decir, |L(S,t)| < |L(S,s)]. O

Observacion 3.4.4. Sean (X, ) una dendrita, (S,t) € Sc(X) x (0,1] y po € X. Paratodo p € X,
los conjuntos Dy (S,t) N\ pop, -, Ds,1) (S,2) N pop pueden ser vacios o un arco o un unitario. Lo
anterior debido a que la interseccion de dos subcontinuos en un dendroide es un subcontinuo.

Definicion 3.4.5. Sean (X, <>) una dendrita, (S,7) € S¢(X) x (0,1] y po,p € X. Definimos a la
Presencia de K(S,t) en el arco pop como el nimero

m(S,r)
%(Sat)(p): ;1 dlém(D,(S,t)ﬂpOp)

1=

Observacion 3.4.6. Sean (X, <) una dendrita, (S,t) € Sc(X) % (0,1] y po, p € X. Notemos que
m(S.t)
cada D;(S,1) N pop € pop- As, didm(Di(S,2) N pop) < $(po, p). Como U Di(S,1) N pop <

i=1
pop Y, si i # j, entonces (D;(S,t) N pop) N (D;(S,t) N pop) = 0, tenemos que x(S,t)(p) <
O(po, p)- Por lo tanto, 0 < $(po, p) — x(S,1)(p)- Definimos J = & (po, p) — X (S:1)(p).

Por la Observacion 3.3.1, pop = ¥Y([0,$(po,p)]) donde ¥ : [0,$(po, p)] — X es la iso-
metria que existe tal que Y(0) = po y Y((po, p)) = p- Notemos que J < {$(po, p); es decir,
J € [0,$(po, p)]. Por lo tanto, existe un tnico punto en pop al cual llamaremos Punto de
propagacion y lo denotaremos B (p) tal que Y(J) = B(p). Ademds, (po,B(p)) = dr(0,J) =

J—0=<(po, p) — x(S,1)(p).
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Capitulo 4

Las funciones auxiliares

En este capitulo definiremos una contraccién de S.(X). Antes de comenzar, vamos a ex-
plicar el movimiento que se hard. Usualmente una contraccion se define comenzando en la
identidad y terminando en alguna funcién constante, pero lo explicaremos al revés.

Al inicio del Capitulo 3, fijamos un punto pg de X. Dicho punto nos ayuda a generar una
sucesion armoénica Sy. Para llevar a Sy a S € S.(X), seguiremos el siguiente procedimiento:
la funcién G, es una homotecia de Sy con centro en pg y de razén menor a uno; es decir, G,
“reducird” a Sy hasta llevarlo a { po }. La funcién G selecciona y genera puntos (de propagacion)
que van desde {po} a S. La funcién G3 une a Sy los puntos que genera G al mismo tiempo que
aplica la homotecia Gy; comenzando en SoU{po} y terminando en { po} US. Con esto, estamos
a “mitad” del recorrido. La funcién G; unird a S los puntos que genera G comenzando en
SU{po} y terminando en SUS = S. Asi, llegaremos a S partiendo desde Sy. En resumen tenemos
dos movimientos y cada uno tiene dos componentes: el primero es G3 y sus componentes son
la homotecia y los puntos de propagacion; el segundo es G; y sus componentes son Sy los
puntos de propagacion.

En las péaginas siguientes notara que, en realidad, vamos a hacer el movimiento contrario;
es decir, iremos de cualquier punto S € S.(X) a So. Esto tiene que ver directamente con la
contraccion, pues el primer movimiento es G y el ultimo G3. Cada seccion de este capitulo
estd dedicada a una funcién (G, Gy, G, G3 y §), vale mucho la pena detenerse a ver e interpretar
(cosa que haremos) los detalles de cada funcion.

4.1. Lafuncion G

Definicion 4.1.1. Sea (X, <) una dendrita. Definimos la primera funcién auxiliar G : S.(X) x
[0,1] = F(X)US como
{B(p):peL(S,t)}, si >0,

S, si t=0.

Donde B(p) y L(S,t) fueron definidos en la Observacion 3.4.6 y la Definicion 3.4.1, respecti-
vamente.
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4.1. LA FUNCION G
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Figura 4.1: La propagacion de los puntos

Notemos que esta funcion sélo selecciona puntos por los cuales nos moveremos en S¢(X).
Si fijamos S y movemos a ¢ desde O hasta que 1, entonces veremos, en X, que los puntos
G(S,t) se propagan en X hasta “converger” a pg. Es por esto que a G(S,¢) le llamamos puntos
de propagacion. Por (3) de la Proposicion 3.4.3, mientras mds cerca estemos de 1, entonces
G(S,t) tendrd menos puntos.

Nuestro objetivo es demostrar que G es una funcidn continua, para hacerlo necesitamos
mostrar los siguientes resultados.

Lema 4.1.2. Sean (X,<>) una dendritay €>0. Si p € X y {x,}; es una sucesién en X tal que
11’_r>n X, = x, entonces existe N € IN tal que si n > N, entonces px, C pxUCe¢(x).
n—roco

Demostracion. Como lim x, = x, existe N € N tal que si n > N, entonces x;,, € C¢(x). De
n—oo

manera que px, N (pxUCg(x)) es un subcontinuo de px, que tiene a p y a x,. De modo que

pxp N (pxUCe(x)) = px,. Por tanto px, C pxUCe(x). O

Proposiciéon 4.1.3. Sean (X,<>) una dendrita, {x,}’_, una sucesién en X tal que lim x, = x
n—yco

Y {(Sn,tx)};r_, una sucesion en S.(X) x [0,1] tales que 11’_r>n (Snstn) = (S,1) € Se(X) x [0,1].
n—roo

Entonces r}l_rgo X(Sm,n)(xn) = x(s’,)(x).
Demostracion. Analicemos dos casos.

Caso 1 K(S,r)Npox C {x}.

Sea £>0. Como x € C¢(x), existe N € N tal que si n > N, se cumple que x, € Ce(x).
Supongamos que, para una cantidad infinita de indices mayores o iguales a N, sucede que
K(Sn,t,) N (pox\ Be(x)) # 0; es decir, hay puntos que se quedan fuera del abierto. Dichos
indices los denotaremos como {mj,my, ... }. Tomemos zy, € K(Sm,,tm;) N (pox \ Be(x)).
De esta manera {z,, }*, es una sucesién en pox \ B¢ (x). Como pox \ Be(x) es compacto

(oo}

podemos suponer que la sucesion {z, };-; converge a un punto z; es decir, limz,,, =
i—o0

z. Por construccion, z € pox \ Be(x) y, por el Lema 2.1.17, tenemos que z € K(S,7) N
(pox \ Be(x)) = 0; una contradiccién. Por lo tanto, K(Sy,,) N (pox \ Be(x)) # 0 sélo
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CAPITULO 4. LAS FUNCIONES AUXILIARES

para una cantidad finita de indices mayores o iguales a N, digamos {N,N|,N,,...,Ni}.
Tomamos el maximo y lo llamamos W. Por el Lema 4.1.2, existe M € IN tal que sin > M,
entonces pox, C poxUCg(x). Consideremos T'=max{W + 1, M }. Concluimos que, sin >
T, entonces K(S,,t,) N pox C Be(x) C Ce(x). Ademas, existen a,,b, € K(Sp,t,) N poxn
tales que K(Sy,t,) N poxn C a,by,.

— "1 —0 ®
pO an bn xTL

S

Figura 4.2: K(S,,t,) N poxn C anby

Como pox, C poxUCe(x), tenemos que K(Sy,t;) N poxn S K(Sn,tn) N (poxUCe(x)) C
Ce(x). Como < es convexa, X, s,)(xn) < $(an,bn) < 2€. Ya podemos concluir que
lim $(an,b,) = 0. Por lo tanto, lf_r>n X(Snn) (Xn) = 0.Y, asf, 1i_r>n (S tn) Xn) = X(s,0) (%)

n—oo

Caso 2 K(S,7) N pox no estd contenido en {x}.
Sea £>0. Fijamos 8y>0 tal que

(i) 4d<e;
(ii) &< A5p0;
(iii) K(S,1) 0 (pox \ K({x},0)) = (K(S,1) N pox) \ K ({x}, &) # 0.

Definimos wy = 6 (po, K ({x},0)). Por (2) del Teorema 3.3.2, wy € pox. Como 0< 8y =
& (x,wp), tenemos que x # wo. Si O(po, wo) = 0, entonces $(x, pg) = < (x,wp) = &. Por
(ii), <>(p0,x)<m una contradiccion. Por lo tanto, wy ¢ {pg,x}.

Como wy € K({x},), tenemos que pox\ K({x}, ) < powo. Por (iii), @ # K(S,t) N

m(S,t)
powo. Por (3) del Teorema 3.2.7, K(S,t) = | D;(S,?) donde paratodai€ {1,...,m(S,t)},
=1

=
D;(S,t) es una componente conexa de K(S,¢). Por la Observacién 3.4.4, tenemos que
D;(S,t) N powop es, o bien un conjunto vacio, un conjunto unitario o un arco de powy, en
cualquier caso D;(S,t) N powy es un subconjunto cerrado y conexo de X.

Afirmacién 1 Sea i € {1,...,m(S,t)}. Si D;i(S,t) N powo # 0, entonces D;(S,t) N powo es una
componente conexa de K(S,7) N powo.
Como cada D;(S,t) N powo es un subconjunto cerrado y conexo de K(S,¢) N powo,
basta con ver que son ajenos dos a dos y que son conjuntos conexos maximales (en
el sentido de la contencidn).
Sean i,j € {1,...m(S,t)} distintas. Entonces @ = (D;(S,z) N D;(S,t)) N powo =
(Di(S,t) N powo) N (D;(S,t) N powo); asi que son ajenos.
Sea i€ {1,...,m(S,r)} tal que D;(S,t) N powo # @ . Supongamos que existe C C
K(S,t) N powo conexo tal que D;(S,t) N powy € C. Notemos que C C K(S,t) =
m(S,t
(U )Dj(S,t). Como CN D;(S,t) # 0 tenemos que C C D;(S,¢). Finalmente, co-
j=1
mo C C powy, tenemos que C = C N powy C D;(S,1) N powp. Por lo tanto, C =
Dj(S,t) N powo; de manera que D;(S,t) N powp es un conexo maximal. Concluimos
que D;(S,1) N powo es una componente conexa de K(S,7) N powo.
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4.1. LA FUNCION G

Hemos demostrado la Afirmacion 1.

Si m indica el nimero de componentes que tiene K(S,7) N powy, entonces, por la Afir-
macién 1, m < m(S,t). Podemos suponer que las primeras m componentes de K(S,¢)
m
intersectan a powo. No es dificil probar que K(S,t) N powo = U (Di(S,1) N powy).
i=1
Por el Lema 3.3.6, para cada i € {1,...,m} existe J; C S finito tal que D;(S,t) N powo =
K(Ji,t) N powo. A su vez, existe R; C S tal que J; C R; donde R; = {qg € S: K({gq},)N
(D;i(S,t) N powg) # @}. Por lo tanto, para todo p € J;, K({p},t) N powy # 0.
No es dificil notar que, si tomamos i # j, entonces R; N R; = 0. Por lo anterior, Ji,...,Jn

J| > m. Ademas,

m

son conjuntos no vacios y ajenos dos a dos. Definimos J = |J J;. Asi,
i=1

J es un subconjunto compacto de S tal que K(S,t) Npowo = K(J,t) N powy.

Sea 6>0 tal que
85<min{{<>(Dl(S7t) mpOW()?Dj(Svt) ﬂPOWO) i % ]} U{ﬁa@(po,w())a%}}

Dado que 1im (S,,t,) = (S,#) y lim x, = x, existe N € N tal que si n > N, entonces
n—soo n—soo

H(S,,S)<d, |ty —t|<d y {(x,,x)<d. Sea n > N. Entonces para cada u € J C S, existe
z € S, tal que {(z,u)<d. Fijamos un punto v(u) € S, tal que (u,v(u))<5. Definimos
w(u) = o(v(u),powo).

Afirmacioén 2 Para cualesquiera u € J y n > N tenemos que
(a) si K({v(u)},t,) N powo # 0, entonces
H(K({u},t) N powo, K({v(u)},t,) N powo)<28;
(b) si K({v(u)},t,) N powo = 0, entonces
K({u},r) 0 powo € Nos({w(u)}) € K({w(u)},26).

Daday € K({v(u)} ), tenemos que & (u,y) < & (1, v(1)) + O (v(u),¥) < O, (1)) +
thn<tp+ 0. Como n > N, ocurre que |t, —t|<d. Por lo tanto,

O(u,y)<t+26. 4.1

Similarmente, para cada punto x € K({u},t), tenemos que {(v(u),x)<t, +29.

Demostremos (a). Definimos w = o (u, powp). Como u € J, tenemos que K ({u},7)N
powo # 0; asi que existe y; € powy tal que (y1,u) < t. Por (2) del Teorema 3.3.2,
w € uyj. Concluimos que {(u,w) < $(u,yp) <t.

K([U(u)}, tn) n PoWo

| PoWo

4

Figura 4.3: La idea del caso (a)
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Dada y € K({v(u)},t,) N powo, por la desigualdad (4.1) tenemos que (u,y)<t +
24. Ademads, como X es una dendrita, uy = uw Uwy. Si pasa que {(u,y) < t, en-
tonces y € K({u},t) N powo. Por lo tanto, y € Nos(K({u},t) N powo).

Si {$(u,y)>t, entonces podemos tomar el punto yg € uy tal que {(u,yo) = t. Por
el Lema 3.1.12, {(u,yo) + & (vo,y) = $(u,y) <t +28. Entonces, {(yo,y)<26. Co-
mo (u,w) <t = <H(u,yp), tenemos que yg € yw. Por el Lema 3.0.8, yw C powy.
Entonces yog € K({u},t) N powo y cumple que <>(y,y9)<26. De modo que y €
Nos(K({u},1) N powo).

Concluimos que K({v(u)},t,) N powo C Nog(K({u},t) N powo)-

Procediendo de manera andloga, teniendo en cuenta que para todo x € K({u},7) N
powo, se tiene que {(v(u),x)<t, + 29, podemos probar que K({u},r) N powy C
Nas(K({v(u)},1x) N powo).

v(u)
K({v(w)}, t,) N powy 3?0 K({u},t) N powy
w(u) ‘ | PoWo
X4 X

Figura 4.4: La idea del caso andlogo para demostrar (a)

Demostremos (b). Como K ({v(u)},t,) N powo = @ y por (3) del Teorema 3.3.2,
tenemos que {(v(u), w(u))>t,.

Dada z € K({u},t) N powo, ya hemos visto que »(v(u),z)<t, +20. Como w(u) €
v(u)z y por el Lema 3.1.12, tenemos que (v(u),z) = O (v(u),w(u)) + S (w(u), z).
Entonces $(v(u),z) —O(w(u),z)>t,. Asi, 1, +26>O(v(u),2) >, + O (w(u), z). Por
lo tanto, {(w(u),z)<20; por tanto K ({u},t) Npowo C Nos({w(u)}) CK({w(u)},29).
Esto concluye la prueba de la Afirmacién 2.

Sean e = {(po,wo) y u € J. Definimos A = K(S,¢) N powo y

(@) si K({v(u)},t,) N powo # 0, definimos B(u) = K({v(u) },,) N powo;
(D) si K({v(u)},t,) N powo = 0, definimos B(u) = {w(u)}.

Consideremos B = J{B(u) : u € J}. Asi, B C powo. Notemos que cada B(u) es un con-
junto conexo. Por lo tanto, si k es el nimero de componentes conexas de B, entonces
k<|J|

Afirmacién 3 H(A,B)<26.
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Por la Afirmacién 2 y por como definimos a B, tenemos que

(a) si B(u) = K({v(u) },t,) N powo, entonces H(B(u),K({u},t) N powo)<28;

(b) si B(u) ={w(u)}, entonces K ({u},t) N powo C Nps(B(u)) C K({w(u)},29).
Esta dltima nos dice que, para toda z € K({u},t) N powo, tenemos que O (w(u),z)<286.
Asi, B(u) C Nog(K({u},t) N powo). Es por ello que en ambos casos se cumple que
H(B(u),K({u},t) N powo)<248. Por lo tanto,

H(U{B(u) : uEJ},U{K({u},t)ﬂpowo:uEJ}) <20.



4.1. LA FUNCION G

Hemos demostrado la Afirmacion 3.

Sea n > N. Entonces x, € Bg(x) C K({x},8) ya que §<d. Al inicio de este Caso 2,
elegimos & tal que 46p<&. Por lo tanto, (x,,x)<26<28<5.

Como v(u) € S, para toda u € J, tenemos que B C {K(S,,t,) N powo } U{w(u) : u € J}.
Al ser J finito, A({w(u) : u € J}) = 0. Por el Lema 3.0.8, wox, C Cg,(x) y por (ii),
Po & Cs, (x). Entonces powo C pox,. Asi, K(Sy,1,) N powo € K(Su,tn) N poxy,. Por lo tanto,
A(B) < MK (Sn,tn) N powo) < AK(Sn,1n) N poxn) = X(Sn,zn)(xn)-

Ahora, pox = powo |Jwox. Asi,
K(S,t) N pox = K(S,1) N (powo Uwox) = (K(S,1) N powo) U(K(S,1) Nwox).

Por lo tanto, A(K(S,7) N pox) = A(K(S,1) N powo) +A(K(S,t) Nwox).

Un posible escenario es que una componente de K (S,7) N powo comparta un elemento con
K(S,1) Nwox. No pueden compartir otro elemento distinto a {wy} ya que no se pueden
intersecar (encimar). De esta manera no estamos sumando dos veces un mismo segmento.

K(S,t) N pow, K(S,t) nwyx

Po X

Figura 4.5: Estamos sumando diametros de componentes, puede que en el total (pox) sea una
tnica componente que dividimos en dos, pero <) es convexa y sumar los didmetros por separa-
dos es lo mismo que sumar el didmetro original.

Observemos que xs)(x) = A(K(S,2) N pox) y que A(A) = A(K(S,7) N powo). Entonces,
A(s.1)(X) = AA) +A(K(S,1) Nwox) < A(A) + $(wo,x) = A(A) + .

Por la Observacion 3.4.4 tenemos que A, B € K([0,¢]). Como 80 =4(26)<{{(D;(S,t)N
powo,D;(S,t) N powo),i # j}, tenemos, por la Afirmacién 3 y el Lema 3.3.8, que |A(A) —
A(B)|<4k(28) < 4]J|(26). De esta manera, A(A)<8|J|0 + A(B). Por lo tanto, A(A) +
So<A(B) +8|J]8 + 80 < X(s,,4,) (Xn) + 8[J|8 + .

Ahora recordemos dos cosas:
(@) 86<ﬁ; es decir, 8|7[6<5 y
(ii) 409 <€; es decir, o< §.
Por lo tanto, 8J]6 + 8y<§ + § <e. Concluimos que y(s ) (x) — €<X(s, 1) (*n)-

Vamos a demostrar que existe M € IN tal que sin > M, entonces Xs, 1) (Xn) — E<X(s,)(X)-
Supongamos que K(S,t) N pox tiene kg componentes conexas. Poco después de la Afir-
macién 1, supusimos que las m primeras componentes de K(S,¢) intersectan a powo,
como powy C pox y K(S,t) N powo tiene m componentes conexas, tenemos que m < k.
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Definimos D = K(S,t) \ D(S,?),...,Dun(S,t). Por (3) del Teorema 3.2.7, K(S,¢) tiene
una cantidad finita de componentes. Por ello D es igual a una cantidad finita de compactos
y cerrados; es decir, D es cerrado y compacto.

Como m<% y 6<%, podemos pedir que 5o<m.
Sea 6;>0 tal que 8, <y y K(powo,201) D = 0. Como 11’_I>n (Snstn) = (S,1) y h’_r)n Xp =X,
n—roo n—oo

existe M € IN tal que si n > M, entonces H (S,,S) <0y, |t, —t|<d1 y & (xn,x)<d;. Notemos
que {(x,wp) = 8. Sin = M, entonces (x,, wp) < O (xn,x) + O (x, wo) <81 + 8p<28p.

Afirmacién 4 Sin > M, entonces K(S,,t,) N powo C Nas, (K(S,1) N powo).

42

Sea v € K(Sy,1,) N powo. Entonces existe g € S, tal que {(v,q) < 1,. Dado que
H(S,,S)<0;, existe p € S tal que (g, p)<0;. De esta manera {(v,p) < $(v,q) +
&g, p)<ty+ 01. Como |t, —t|< 1, tenemos que 1, <01 +1. Por lo tanto, (v, p)<t+
2.

Si (v, p) <t, entonces v € K(S,7) N powo. Por lo tanto, v € N5, (K(S,t) N powo).

Si $(v, p)>t, entonces existe un unico wy € vp tal que $(wy,p) =1, Asi, wy €
K(S,t). Porel Lema 3.1.12, $(v, p) = $(v,wr) + O (wi, p). Como (v, p) <t +26,
tenemos que (v, wy)<20;. Dado que v € powy, sucede que w; € K(powo,28; ). Por
como elegimos a 0;, tenemos que K(powo,26;) ND = 0. Asi, w; € K(S,t)\D =
Di(S,t)U...UDy(S,t). Sin perder generalidad, supongamos que w; € D{(S,?). Si
w1 € powo, entonces wy € K(S,¢) N powp. Como (v, w;)<23d;, tenemos que v €
N5, (K(S,t) N powo). Si w1 & powo, entonces definimos wy = o(wy, powo). Sea
7€ D (S,t)N powp. Como v,z € powy tenemos, por (2) del Teorema 3.3.2, que w, €
wizy wp € wiv. Como X es una dendrita y D (S,7) y wiz son subcontinuos de X,
tenemos que wizMN D (S,7) es un subcontinuo de X. En particular es un subconjunto
conexo que contiene a w; y a z; entonces w1z D (S,7) = wiz. De esta manera,
wy € Di(S,t) CK(S,t). Como w; ¢ powo, entonces wy # wy y, dado que wy € wyv,
tenemos que {(wi,v) = O(wi,wa) + O(wa,v). Ast, $(v,wa)<O(v,w)<28;. Por
lo anterior, v € Nys, (K(S,t) N powp).

Hemos mostrado que K(Sy,t,) N powo € Ny, (K(S,1) N powo). Terminamos la prue-
ba de la Afirmacion 4.

Sea n > M. Entonces x, € K({x},61) C K({x},8). Como wy = c(po,K({x},d)), te-
nemos que x,,wo € K({x}, ). Cuando definimos a M, probamos que {>(Wg,Xn)<20.
Como wg € poxu, poxn = powo Uwox,. Entonces K(S,,1,) N pox, = K(Sp,t,) N (powo U
woxn) = (K(Sn, 1) N powo) U (K(Sn, 1) Nwox,) € (K(Sk, 1) N powo) Uwox,. Usando la
Afirmacion 4, obtenemos que K(S,,2,) N poxn, € Nag, (K(S,1) N powo) Uwoxy.

m

No es dificil demostrar que Ny, (K(S,1) Npowo) = U Nas, (Di(S,) N powo). No podemos
i=1

asegurar que cada N5, (D;(S,t) N powo) sea una componente conexa: puede que estas nu-

m
bes se toquen. Por el parrafo anterior, K(Sy,2,) N pox, € U Nas, (Di(S,) N powo) Uwoxy.
i=1

m m
Ast, A(K (Sn, 1) N poxa) < 7\((_U1N251 (Di(S,1)Npowo)) Uwoxa) < L didm(Nys, (D;(S,1)0
i= i=

powo)) + & (wo,x,). Notemos que se da la igualdad si cada nube es una componente co-
nexa y wox, = {wp}; la desigualdad si las condiciones anteriores no se cumplen.



4.1. LA FUNCION G

Es claro que didm(N,5, (D;(S,t) N powo)) < 281 +didm(D;(S,t) N powo) +26;1. Ademas,
al inicio del Caso 2 vimos que wy ¢ { po,x}; asi que powo & pox. Por lo tanto, X(S,) (wp) <
X(S.1) (x).

Finalmente,

X (St (Xn) < 4mSy + .)7:1 didm(D;(S,t) N powo) + & (Wo, Xn) <4m81 + X(s,1) (x) + 2.

Como m < kg, 01<0y y 0p< , tenemos que

E
s
X (Spt) (Xn) <Aoo 4280 + X5y (%) <X(5,0) () + €.

Sean > max{N,M}. Entonces [Xs, 1) (Xn) — X(s,1) (x)|<€. Por lo tanto, h;m X(Sntn) Xn) =
X(s.0)(%)-

]

Proposicion 4.1.4. Sean (X, E) una dendrita y £>0. Si x,y € X son tales que y € Bg(x), enton-
ces H(pox, poy)<€.

Demostracion. Consideremos p = 6(po,Ce(x)). Por (2) del Teorema 3.3.2, p € pox. Como X
es una dendrita, poy = pop U py. Dado que py C Be¢(x) U{p}, tenemos que

oy = popUpy C popUBe(x) = pox UBg(x) C Ne(pox).

La contencion pox C Ne(poy) la obtenemos de manera analoga. Por lo tanto, H (pox, poy) <€.
O

Proposicion 4.1.5. Sea (X,<>) una dendrita. Si S € S.(X), entonces
(1) paratodar>0, G(S,t) € F(X);

() G(S7 1) = {p()};

(3) sit>0, entonces G(S,t) = {B(q) : g € K(S,t)} donde B(g) se defini6 en la Observacién
3.4.6.

Demostracion. Demostremos (1). Por la Defincién 3.4.1, L(S,t) € F,5,)(X). Ademds, para
cada p € L(S,1) existe un tnico B(p) € pop. Por lo tanto, [{B(p) : p € L(S,1)}| < m(S,t) ya
que sdlo hay m(S,¢) arcos. Concluimos que G(S,1) € Fyy(s,)(X) C F(X).

Ahora, demostremos (2). Como G(S,1) ={B(p) : p€ L(S,1)} ={B(p) : p € {po}}, basta
con ver quién es B(po). En la Observacion 3.4.6 justificamos la existencia del punto 8 (po) €
popo = {po}. Asi que B(po) = po. Por lo tanto, G(S,1) = {po}.

Finalmente, demostremos (3). Verifiquemos por doble contencion.

C Por definicién L(S,t) = {0(po, D1(S,1)), -+, 6(P0; Dp(s,)(S;1)) }. Si g € L(S,1), entonces
q € K(S,1); entonces L(S,t) C K(S,t). Por lo tanto, G(S,7) = {B(p) : p € L(S,t)} C
{B(p): peK(S,1)}.
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D Sea g € K(S,t). Vamos a demostrar que $(g) = B(p) para algin p € L(S,t). Entonces

existe j € {1,...,m(S,t)} tal que g € D;(S,t). Consideremos p = & (pg,D;(S,1)). Asi,
p € L(S,t). Por (2) del Teorema 3.3.2, p € poq. Ademas, pog = pop U pq. Notemos que
D;(S,t) es un subcontinuo de X que contiene a p y a g. Asi que pg C D(S,t). Finalmente,
como D;(S,t) N pog = pg, tenemos que didm(D;(S,t) N pog) = O (p,q).

Siie{l,...,m(S,1)} es tal que i # j, entonces D;(S,t) N pg = 0, ya que D;(S,t) es
una componente conexa. Por lo tanto, D;(S,7) N pog = Di(S,t) N (popUpq) = (Di(S,t) N
pop)U0. Ademads, notemos que (D;(S,t) N pop) U (D;(S,t) N\ pq) = pq.
m(S,t)
Notemos que ¥(s)(q) = L didm(D;(S,1) N pog) = <>(p,q)+.§.diém(Di(S,t)ﬂpoq) =
i= i#j
O(p,q) + %diém(Di(S ,t) N pop). Por lo anterior, x5 (q) = $(p,q) + X(s,)(p). Por el
1

j
Lema 3.1.12, $(po,q) = &(po,p) + $(p,q). Despejando y sustituyendo tenemos que

X(s.) (@) = (P, q) —<(Pos p) + X5 (p)- Porlo tanto, $(po, p) — X5 () = O (po,q) —
X(s.)(q); por tanto &(po, B(p)) = (o, B(q))-

Como pop C poq y B(p) € pop, tenemos que B(p) € pog. Como B(g) es el Gnico punto

en el arco poq que satistace (po, B(q)) = O (Po,q) — X(s,)(q) tenemos que B(p) = B(g).
Finalmente, como p € L(S,t), sucede que B(p) = B(g) € G(S,t). Por lo tanto, {B(q) :

q € K(S,1)} CG(S,1).
[

Teorema 4.1.6. Sea (X, <>) una dendrita. Entonces la funcién G es continua.

Demostracion. Por el Lema 1.2.8, podemos demostrar la continuidad de G mediante subsu-
cesiones. Sea {(Sy,1,)},_; una sucesion en S¢(X) x [0, 1] tal que li_r>n (Sy,tn) = (S,t). Notemos
Nn—yo0

que, para cada n € N, se tiene que G(S,,#,) € K(X). Como X es una dendrita y por el Teo-
rema 2.1.9, K(X) es compacto. Asi, {G(Ss,t,)};_; tiene una subsucesion convergente, para
no saturar la notacion supondremos que la subsucesion es la sucesion misma. Veamos que
r}glgo G(Sy,t,) = G(S,1), para esto consideremos los siguientes casos.

Caso 1 t>0. En este caso, podemos suponer que, para toda n € IN, #,>0; es decir, quitamos los

términos que son iguales a 0. Por (3) de la Proposicion 4.1.5, tenemos que G(S,t) =

{B(p):p€K(S,t)}.

Afirmacion 1 Sea {g,};;_, una sucesién en X tal que lim ¢, = q y ¢, € K(Sp,,) paratodan € IN.
n—oo

44

Supongamos que h’_r>n B(gn) = x. Entonces (g) = x.
n—roo

Sea £>0. Por hipoétesis existe M € IN tal que si n > M, ocurre que g, € Be(q). Por
la Proposicién 4.1.4, tenemos que H (pogn, pog)<€. Por tanto, lgll Pogdn = Pog-
n—roo

Por la Proposicién 4.1.3, ocurre que ,P_EL X(Snin)(Gn) = X(s,1)(q)- Por la definicién
de B(qn), (P, B(gn)) = G(P0:qn) = X(5,4,)(qn)> sucede que 1im & (po, B(gn)) =
lim G (po,gn) — lim %s,,,)(4n) = C(P0;9) = X(s.) (@) = G (po, B(q)).

Finalmente, para toda n € IN, tenemos que B(g,) € pogn. Entonces, por el Lema
2.1.17, se cumple que nh_r&ﬁ(qn) € poq. Como <>(po,’1li_r>rgo[3(qn)) =(po,B(q)) y

B(4) € pog; ocurre que lim B(g.) = B(q)-

Hemos demostrado la Afirmacidn 1.
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Ahora probaremos que h’_r>n G(Sn,tn) = G(S,1).
n—oo

N

Sea x € 11’_r>n G(Su,tn). Por el Lema 2.1.17, existe {x,};_; una sucesiéon en X tal que
n—roco

lim x, = x y x, € G(Sp,1,) para toda n € IN. Por lo tanto, existe g, € K(S,,1,) tal que

n—oo

B(gn) = xn.

Como X es compacto, {g,};_, contiene una subsucesion convergente {g, }_; a un

punto ¢ € X. Por el Lema 2.1.17, g € lim K(S,,,,t,,) = im K(S,,t,) = K(S,?). Por la
m—roo n—>o0

Afirmacion 1, B(g) = x. Asi, x € G(S,1).

U

Sea B(g) € G(S,t), donde g € K(S,). Como K es continua tenemos, por el Lema 2.1.17,
que existe {g, },_, una sucesion en X tal que hm N Gn =q Y qn € K(Sy,1).

[e]

Como X es compacto, {B(gn)};r_, contiene una subsucesion convergente {B(qy,,)}r_,
a un punto x € X. Por la Afirmacién 1, (g) = x. Finalmente, por el Lema 2.1.17, ocurre
que B(q) = li_r>n G(Snm7tnm) = lgn G(S}’Htl’l)

m-—oo Nn—-oo

Hemos probado que, en este caso, usando el Lema 1.2.8, G es continua.

Caso 2 = 0. Con el objetivo de probar que G es continua, usaremos el Lema 1.2.8. Considere-
mos dos subsucesiones de {z,}>_,. Si existe una subsucesién {z,, }*_, tal que, para toda
m € N, se tiene que t,, = 0, entonces lim G(S,,,0) = lim S, = lim S, =S = G(S,0).
. I’lﬁ’l*}oo m-—yoo n—yoo
Por lo anterior, en este caso, G es continua.

Ahora, si existe una subsucesion {#, }* , tal que, para toda r € IN, se tiene que #,,>0,
entonces consideremos £>0y xo = lim S. Tomemos 8>0 tal que do<5 y S\ K({xo}, )
sea un subconjunto finito y no vacio de X. Consideremos S\ K({xo}, ) = {x1,...,xx }-

Asi, K({x0},80) NS = {Xtr1,%k12,-.. - Es posible encontrar >0 tal que d< (lfil) y
que los conjuntos K({x;},20),...,K({xx},26) y K({x0}, 8 + 20) sean ajenos entre si.

Como h’_r)n (Suytn) = (S,1) y 11’_r>n K(Sn,t,) = K(S,t), podemos encontrar R € IN tal que si
n—ro0 n—oco
r > R entonces |t,, —0|<8; H(S,,,S)<0 y H(K(Sy,,t,,),K(S,1))<$.

Afirmacién 2 Sir >Ry p € K(S,,,t,,.), entonces {(B(p), p)<e.

Sean r > Ry p € K(Sy,,t,,). Entonces existe u € S, tal que {(p,u) < ty,. Co-
mo H(K(Sp,,t,),S)<d, existe w € S tal que (u,w)<3d. Asi, O(p,w) < <>( u)+

& (u,w)<t,, + 0<26. Por lo tanto, p € K(S,26); por tanto K (S, ,1,,) C K(S, 25).
Como K(S,26) C K({x1},28)U...UK({x¢},20) UK({x0}, 0 +28) tenemos que
K(Sn,,tn,) N pop © (K({x1},26) N pop)U... U (K ({xi},28) N pop) U (K ({xo}, 6o+
28) N pop). Ast, X(s,, 1) (P) <46 : 48 +2(8)+28) = 4k +28)+48 =4(k+

veces

1)0 +28y. Dado que 3<4(k+1 y 8<%, concluimos que xs, ;. )(P) < 3%<€.

<
Por la definicién de B(p), O(po,B(p)) = <(Po,P) — X(s,, 1) (P) > (0, P) —
Como B(p) € pop tenemos, por el Lema 3.1.12, que {(po,p) = O(po,B(p))
O

E
_F
B(p),p) -

&O(B(p), p). Sustituyendo tenemos que > (po, B(p))><(po, B(p)) +
€; por tanto $(B(p), p)<e.
Esto concluye la prueba de la Afirmacién 2.

Sea B(q) € G(Sy,,ts,) donde g € K(Sy,,t,,) (ver Proposicion 4.1.5 (3)). Por la Afirma-
cién 2, B(q) € K(K(Sn,,tn,),€). Notemos que, por el Lema 3.2.4, K(K(Sp,,t,,),€) =
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K(S,,,€+1ty,). Como H(K(Sy,,t,),S)<d, tenemos que K(S,,,,,) C K(S,8). Por lo tan-
to, K(Sy, tn, +€) C K(S,0 + €). Finalmente, como §<&<5<¢, tenemos que B(g) €
K(S,0+¢€) CK(S,2¢€) C N3¢(S). Por lo tanto, G(Sy,,tn,) C N3g(S).

Sea g € S. Como H(K(S,,,t,,),S)<0, existe p € K(S,,,,,) tal que {>(g, p)<S. Notemos
que 6<¢. Por la Afirmacién 2, $(B(p), p)<ée. Lo anterior nos dice que (g, B(p)) <
$(gq,p) +<O(p, B(p))<2e. Por (3) de la Proposicién 4.1.5, B(p) € G(S,,, 1, ). Entonces
q € K(G(Sn,,1n,),2¢). Por lo tanto, S C K(G(Sy, ,tn,),2€) C N3g(G(Sn, ,tn,))-

Hemos mostrado que si r > R, entonces H(G(S,,,t,.),S)<3¢; por tanto lim G(Sy, ty,) =
r—>o00

G(S,0) = S. Por lo anterior, en este caso, G es continua.

De ambos casos concluimos que G es continua. ]

4.2. La funcion G,

Definicion 4.2.1. Sea (X, <>) una dendrita. Definimos la segunda funcién auxiliar Gy : S.(X) X
[0,1] = S¢(X) como:
G1(S,t) =G(S,t)US.

Una vez seleccionados los puntos de propagacién G(S,¢) debemos comenzar a movernos
en el hiperespacio S.(X). Ese es precisamente el trabajo de G;. Facilmente uno podria creer
que ésta es la funcién que nos permite contraer a todo S.(X), pero no es asi: el punto al cual
llegamos (G (S, 1)) depende totalmente del punto de partida (G (S,0)).

o @G.(S 1)

J 6:(50@
O

Figura 4.6: Distintas trayectorias en S.(X)

Observacion 4.2.2. Sean (X,{) una dendrita y (S,t) € S¢(X) x [0,1]. Entonces G{(S,t) €
K(X).

Lo anterior se debe a que sit =0, entonces G1(S,0) =S € K(X). Ademds, si t>0, tenemos,
por (1) de la Proposicion 4.1.5, que G(S,t) € F(X); es decir, G(S,t) € K(X). Por lo tanto,
G1(S,1) € K(X).

Observacion 4.2.3. Sea S € S.(X). Como G(S,0) =S, tenemos que G1(S,0) = G(S,0)US=S.
Ademds, por (2) de la Proposicion 4.1.5, G| (S,1) = G(S,1)US = {po} US.

Proposicion 4.2.4. Sea (X,<) una dendrita. Si (S,7) € S.(X) x [0, 1], entonces G(S,t) €
Se(X).
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Demostracion. Siz = 0, entonces G;(S,0) = G(S,0)US =S € S.(X). Por ello consideremos
t>0. Por (1) de la Proposicién 4.1.5, G(S,7) € F(X). Definimos k =| G(S,7)\ S |y G(S,1) \ S =
{xl, ...,xk}.

Como S € S.(X), existe @ : Q — S un homeomorfismo. Sean so = @ (0) y, para toda n € N,
sn = @ (1). Definimos F : Q — G (S,) como sigue:

(
: 1 1
X, si ne{l,....o .ot h

F(n)= ¢ so, si n=0,

\ (D(%), si ne{ﬁll,ﬂ%,...,ﬁ,...}.

No es dificil notar que F estd bien definida y que es biyectiva. Veamos que F es continua.

Por el Lema 1.2.8, podemos demostrar la continuidad de F mediante subsucesiones. Sea
{za};;_, unasucesi6én en & convergente a un punto z € Q. Como G (S,) es compacto, { F(z,) }_,
contiene una subsucesion convergente {F (z,,,)};r_; aun punto y € G;(S,). Demostremos que

F(z) =y. Siz # 0, entonces {z,, },_, se vuelve constante de valor z. Asi, lim F(z,,) = F(z).
m—oo

Como G|(S,t) es Tr, F(z) = y. Si z =0, entonces existe un momento M € N a partir del cual
los términos son mayores o iguales a k%l Entonces lim F(z,,) = lim ®(z,,) = ©(z), pues
m—oo m—oo
® es continua. Como Gy (S,t) es T, F(z) = y.
Hemos demostrado que liin F(z,,) = F(z). Por lo tanto, F es continua.
m—>oo
Veamos que F es un homeomorfismo. Notemos que Q es compacto y que G (S,¢) es 1. Por

la Proposicién 2.3.1, F es cerrada. Asi, F es un homeomorfismo. Concluimos que G(S,t) €
Se(X). ]

Proposicion 4.2.5. Sea (X,<>) una dendrita. Entonces G| es continua.

Demostracion. Sean {(S,,%,)},_, una sucesién en S.(X) x [0,1] tal que nlgl(}o (Sn,tn) = (S,1)
y €>0. Como G es continua, ,}5‘; G(Sy,ty) = G(S,t). Entonces existe N € N tal que si n >
N, se cumple que H(S,,S)<e y H(G(Sy,t,),G(S,t))<e. Por el Lema 2.1.15, H(G(S,,t,) U
Su,G(S,t)US) = H(G(Sn,tn),G1(S,t))<e. Por lo tanto, r}l’_r}goGl(Sn,tn) = G1(S,1); es decir,
G| es continua. O]

4.3. La funcion G,

Desde la mitad del Capitulo 3, hemos estado considerando un punto fijo pg en X, sin em-
bargo, es hasta este momento cuando podemos apreciar el papel que va a desempeiiar.

Sea (X, <) una dendrita y fijamos un punto go € X \ { po }. Definimos ey = <>(po,qo0). Como
> es convexa, existe una isometria ¥ : [0, e9] — X tal que W(0) = po y ¥(eo) = qo. Por el Lema
3.1.11, ¥([0,e0]) =i [0,ep]. Como X es una dendrita, pogo = ¥([0, eo)).

Sea n € IN. Consideremos p, = ‘P(%eo). Asi, p, € poqo. Definimos Sy = {po, p1,p2,---}-
Por lo tanto, lim Sy = py.

Como Sy = Q, tenemos que Sy € S.(X). Con esto en mente ya podemos definir a G».

Definicion 4.3.1. Sean (X, <) una dendrita y g9 € X \ {po}. Definimos a la tercera funcién
auxiliar G, : poqo % [0,1] — X como G, (p,t) =W (t{(po, p)). Podemos pensar a G, como la
funcién que “encoje” subarcos de poqo.
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Observacion 4.3.2. Notemos que > y ¥ son funciones continuas (pues <y es una métrica y por
la Definicion 3.1.1). Ademads, la funcion que toma valores en (R,dr) y los multiplica, también
es continua. Asi, Gy es continua al ser la composicion de tres funciones continuas.

4.4. La funcion G;

Definicion 4.4.1. Sea (X,<>) una dendrita. Definimos la tltima funcion auxiliar Gz : S;(X) X
[0,1] = S¢(X) como:

G3(S,1) = G(S,1)UGa(So x {1}).

La busqueda por hacer que cada trayectoria G (S x [0, 1]) termine en el mismo elemento,
nos hace primero definir dicho elemento. Lo definimos en la seccion pasada, lo llamamos S.
Notemos que G3 hace el “ultimo” movimiento: va a concluir lo que empez6 G partiendo desde
donde lo dejo; es decir, G (S,1) = {po} US = G3(S,0).

@ cG1)
O

© G (So X {t})
@® ;
O Qo000 @)
Po qo
o o W
0 .
©
O
O 2 %
0 t 1

Figura 4.7: El movimiento visto en X se puede expresar de la siguiente forma: vamos a tomar
los puntos de propagacién (G(S,t)) y, en s = 0, vamos a unirles {po}; en # = 1, vamos a unirles
a todo Sp.

Observacion 4.4.2. Sean (X,<) una dendrita y (S,t) € S¢(X) x [0,1]. Entonces G3(S,t) €
K(X). Partiendo del hecho de que G»(So x {t}) € K(X), tenemos que la argumentacion es
similar a la de la Observacion 4.2.2.

Proposicion 4.4.3. Sean (X,<>) una dendritay (S,7) € S.(X) x [0, 1]. Entonces:
(1) G3(S,1) € S¢(X);
(2) G3(S,0) ={po}US;
(3) G3(S,1) = So.

Demostracion. Demostremos (1). Consideremos los siguientes casos.
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Caso 1 t>0. Como G»(So x {t}) = So = Q y G(S,1) es finito, podemos proceder de manera
andloga a la prueba vista en la Proposicién 4.2.4 para concluir que G3(S,t) € S.(X).

Caso 2 t =0. En este caso G3(S,7) = G(S,0) U{po} = SU{po}. Procediendo de manera andloga
a la prueba vista en la Proposicién 4.2.4 concluimos que G3(S,t) € S¢(X).

Demostremos (2). Basta notar que G3(S,0) = G(S,0) UG2(So x {0}) =SU{po}.
Demostremos (3). Basta notar que G3(S,1) = G(S,1)UG2(So x {1}) = {po} USo = So.
[

Proposicion 4.4.4. Sea (X,<>) una dendrita. Entonces G3 es continua.
Demostracion. Sean {(S,,%,)},_, una sucesién en S.(X) x [0,1] tal que lgn (Sn,tn) = (S,1)
n—>oo
y €>0. Como G es continua, lim G(S,,t,) = G(S,t). No es dificil probar que lim G,(Sp x
n—oo n—soo0

{ta}) = Ga2(So x {t}). Asi, existe N € IN tal que si n > N, entonces H(G(S,,t,),G(S,t))<€y

H(G2(So X {ta}),G2(So x {t}))<e€. Por el Lema 2.1.15, H(G(S,,t,) UG2(So x {tn}),G(S,t)U

G2(So x {t})) = H(G3(Sn, ), G3(S,1))<&. Por lo tanto, h;m G3(Sn,tn) = G3(8,1); es decir, G3
Nn—>o0

es continua. ]

4.5. Contraccion
Definicion 4.5.1. Sea (X, <) una dendrita. Definimos a § : S.(X) x [0,1] — S;(X) como:

G1(S,21), si t€10,5],
§(8,1) =
Gs(S,2t—1), si te[5,1].

Es claro que si t = %, entonces §(S,3) = Gi(S,1) = {po} US = G3(5,0). Ademds, por el
Teorema 1.2.9, § es continua.
Para concluir este trabajo, demostremos las siguientes propiedades de 5.
1 .-3(8,0) = Ids x)(S) = S.
Basta notar que §(S,0) = G(5,2(0)) = G(S5,0) = G(S,0)US = S.

2 -3F(S,1) =Cs,(So) = So.
Basta notar que §(S,1) = G3(S,2(1) — 1) = G3(S,1) = G(S, 1) UG (So x {1}) = {po} U
So = So.

Por la Observacion 2.2.5, concluimos que S.(X) es contractil.
A continuacion, veremos un esquema llamado “El Arbol” en donde se puede observar cada
movimiento que compone a 5. Asi como un breve resumen de todos los movimientos que hizo.
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Figura 4.8: El Arbol. Aqui podemos observar distintos movimientos que conforman a la contraccién: comenzamos con el conjunto S al cual
le uniremos los puntos de propagacion (G(S ,t)) hasta que lleguen a ser un tnico punto ({ po}). Cuando t es més grande que % el conjunto S
“desaparece” y toma su lugar el conjunto G»(Sp x {r}). Ademads, los puntos de propagacién se vuelven a “reiniciar”; es decir, hardn el mismo
comportamiento del inicio y lo haran mientras G, (Sp x {t}) se “alarga” lo suficiente para convertirse en Sp.
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