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Introduccion

Actualmente, las estructuras basicas para el estudio del algebra homolégica son las categorias abe-
lianas, las categorias exactas y las categorias trianguladas, cuya base comun son las categorias aditivas.
De las tres primeras, las que han sido més extensamente estudiadas en la literatura son las categorias
abelianas| Il Il |, cuya investigacién produjo a mediados de los afios sesenta el Teorema
de Inmersion de Freyd-Mitchell, que afirma que toda categoria abeliana pequena puede ser sumergida en
una subcategorfa plena de una categoria de médulos sobre un anillo' a través de un funtor fiel, pleno y
exacto. Como consecuencia, muchos resultados de algebra homoldgica validos para subcategorias plenas
de la categoria Mod(R) de médulos sobre un anillo pueden ser demostrados para categorias abelianas
mediante una inmersion. En particular, esto incluye a los resultados de la forma “p implica ¢”, donde
p es una proposicion categoérica sobre un diagrama finito y ¢ afirma que existen un nimero finito de
morfismos adicionales entre objetos del diagrama que hacen verificar alguna proposiciéon categorica para
el diagrama extendido| , VL.7.3].

Existen varias nociones de categoria exacta. La primera surgi6 en 1962 cuando Puppe| ] de-
terminé cudles propiedades de la categoria Mod(R) eran necesarias para poder hablar sobre sucesiones
exactas y dio una definiciéon intrinseca de un tipo de categorias no aditivas que cumplian tales propie-
dades. Posteriormente, Mitchell| | estudié las propiedades homoldgicas de este tipo de categorias
y las llam¢é categorias exactas. Dado que una categoria es abeliana si, y soélo si, es exacta en el sentido
de Puppe y aditiva, las categorias exactas definidas por Puppe dotan a las categorias aditivas de la
estructura necesaria para que puedan formar categorias abelianas; sin embargo, tienen algunas deficien-
cias. En 1972, Quillen| ] dio una definicién diferente de categoria exacta, la cual es extrinseca en
el sentido de que, dada una categoria aditiva, es necesario especificar una clase de “sucesiones exactas
cortas distinguidas” en ella, conocida como estructura exacta, para poder formar una categoria exacta.
La definiciéon dada por Quillen tiene varias virtudes; en particular, es auto dual, por lo que podemos
argumentar usando dualidad, ademas de que muchos resultados bésicos del algebra homoldgica tales
como el Lema del Cinco y el Tercer Teorema de Isomorfismo de Noether se siguen directamente de sus
axiomas. En el presente trabajo, nos enfocaremos en esta segunda nociéon de categoria exacta por lo que,
de ahora en adelante, diremos simplemente categoria eracta para referirnos a una categoria exacta en el
sentido de Quillen.

Las propiedades homoldgicas de una categoria abeliana </ también pueden ser estudiadas a través
de una categoria derivada D(47) donde, si la categoria abeliana tiene suficientes proyectivos o suficientes
inyectivos, se puede aproximar a un objeto de ./ mediante construcciones que involucran a sus reso-
luciones proyectivas e inyectivas de una forma reminiscente a cémo una funcién diferenciable se puede
aproximar en un punto mediante sus derivadas en algiin punto cercano. La categoria derivada D()
y la categoria homotdpica de complejos K (o), necesaria para construir la primera, resultan ser aditi-
vas, mas no necesariamente abelianas. Sin embargo, contienen una estructura tutil dada por una clase

'En el presente trabajo, usaremos la palabra anillo para referirnos a un anillo asociativo con unidad a menos que se
especifique lo contrario.
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de diagramas, conocidos como tridngulos distinguidos, que fungen un rol analogo al de las sucesiones
exactas cortas en las categorias abelianas| |. En 1963, Verdier| | axiomatizé esta estructura en
su tesis doctoral, bajo la direcciéon de Grothendieck, desarrollando asi la nocién de categoria triangulada.

Muchos resultados de naturaleza homoldgica son validos tanto en categorias exactas como en cate-
gorias trianguladas. Sin embargo, el proceso para transferir algunos de estos resultados de un tipo de
categoria a otra no es trivial, y la adaptacion de algunas pruebas suele ser dificil. En 2019, Nakaoka y
Palu| | introdujeron una generalizacién simultanea de las categorias exactas y las categorias trian-
guladas, y mostraron que con ella se pueden resolver las principales dificultades encontradas durante el
proceso de transferencia de resultados entre estas categorias, principalmente para aquellos relacionados
con pares de cotorsion. Obtuvieron esta generalizacion axiomatizando aquellas propiedades de los bi-
funtores aditivos Ext! en categorfas exactas y categorias trianguladas que son relevantes para el estudio
de pares de cotorsion, y la llamaron categoria extriangulada.

El presente trabajo se divide en seis capitulos, incluyendo un apéndice. En el Capitulo 0 se da una
introduccion a la teoria de categorias, limitada a presentar aquellas nociones generales que seran utiliza-
das en el contexto del algebra homoldgica durante el desarrollo principal del texto. La estructuracion de
este capitulo esta hecha de tal forma que refleje el orden en el cual dichas nociones generales de teoria de
categorias son requeridas durante los capitulos posteriores. Por ende, este capitulo sirve como referencia
para los siguientes. Quienes tengan experiencia previa con el lenguaje categérico podran empezar a leer
a partir del Capitulo 1 si asi lo desean; en caso contrario, se recomienda leer las secciones 0.1 a 0.5 antes
de iniciar la lectura del Capitulo 1. Posteriormente, para ambos casos, se sugiere consultar el Capitulo
(0 siempre que se considere necesario durante el resto de la lectura.

El Capitulo 1 se enfoca en presentar las categorias aditivas, dado que son el punto de partida comin
para las categorias trianguladas, exactas y extrianguladas, asi como para las abelianas. Su extension
se limita a los temas y resultados méas relevantes para el desarrollo de los capitulos siguientes, por lo
que el tratamiento no es exhaustivo. El capitulo inicia definiendo las categorias con objeto cero —de las
cuales las categorias aditivas son un caso particular—, asi como el nicleo y el contcleo, y mostrando
algunas equivalencias entre estas nociones y varias de las construcciones presentadas en el Capitulo 0.
Después, se discuten otros tipos de categorias previos a la construccion de categoria aditiva. Luego, se
definen las nociones de categoria aditiva, funtor aditivo e ideal de una categoria aditiva, asi como su
categoria cociente asociada. Finalmente, se demuestran algunos resultados sobre bifuntores aditivos que
seran ampliamente utilizados durante el Capitulo 4.

En el Capitulo 2 se estudian las categorias exactas. Al inicio, se expone y discute la definicién de
categoria exacta, que incluye la nociéon de “sucesién exacta corta” en este tipo de categoria dada por
una clase particular de pares nicleo-contcleo. Después, se demuestran algunas propiedades fundamen-
tales en este tipo de estructuras, incluyendo algunos resultados bien conocidos en el area del algebra
homolodgica, como el Tercer Teorema de Isomorfismo de Noether. El capitulo termina con la definicion
del bifuntor aditivo Ext' en categorfas exactas —el cual serd retomado posteriormente en el Capitulo 4
para mostrar la relacion entre las categorias exactas y las categorias extrianguladas— y de los pares de
cotorsién correspondientes a dicho bifuntor.

El Capitulo 3 tiene como funcién introducir las categorias trianguladas. Al inicio, se definen las
nociones de funtor de traslacién sobre una categoria aditiva y la categoria de tridngulos asociada, asi
como los axiomas que debe cumplir una clase especial de tridngulos, llamados “triangulos distingui-
dos” —cuyas propiedades se asemejan de varias maneras a las sucesiones exactas cortas en categorias
abelianas—, para poder formar una categoria triangulada. Después, se demuestran algunas propiedades



fundamentales de categorias trianguladas, incluyendo algunos resultados que tienen analogos directos
en categorias extrianguladas. Finalmente, se definen los pares de cotorsion en categorias trianguladas,
utilizando un bifuntor aditivo Ext' apropiado.

En el Capitulo 4 se estudian las categorias extrianguladas. El capitulo inicia discutiendo una conexién
entre las categorias exactas y las trianguladas, dada por las categorias de Frobenius y sus categorias es-
tables asociadas, cuya utilidad motiva la idea de categoria extriangulada. Posteriormente, se definen las
categorias extrianguladas, se demuestran algunos resultados bésicos relacionados con ellas, y se explora
su relacion con las categorias exactas y las categorias trianguladas, lo cual incluye ejemplos de catego-
rias extrianguladas que las distinguen de las dos anteriores. Al final, se demuestran algunos resultados
bésicos para objetos proyectivos e inyectivos en categorias extrianguladas, y se presentan los pares de
cotorsion en este contexto.

Finalmente, el Apéndice A contiene algunos resultados sobre categorias abelianas, acotados en fun-
cion de su necesidad para el desarrollo de los Capitulos 3 y 4. La primera seccion del apéndice presenta
algunas nociones generales de la teoria de categorias que, en el contexto del presente trabajo, sélo
conciernen a las categorias abelianas. Las siguientes secciones sirven para construir progresivamente la
definicion de categoria Puppe-exacta, donde se definen las nociones de “sucesion exacta” y “sucesion
exacta corta”. En las tltimas secciones, se definen las categorias abelianas y se demuestran algunas de sus
propiedades fundamentales, varias de las cuales pueden ser utilizadas para trazar analogias con algunos
de los resultados expuestos en los Capitulos 2, 3 y 4.

Los contenidos de los Capitulos 0 y 1, asi como los del Apéndice A, se basaron en las notas del curso
de Homologia Relativa en Categorias Abelianas que impartié el Dr. Octavio Mendoza Hernandez en el
Programa de Posgrado en Ciencias Matematicas de la Universidad Nacional Auténoma de México en
el ano 2021. Asi mismo, los contenidos del Capitulo 3 fueron basados en notas del curso de Categorias
Trianguladas que impartié el Dr. Octavio en el mismo Programa el ano siguiente. Por ultimo, los con-
tenidos de los Capitulos 2 y 4 se basaron principalmente en los articulos de Biihler| ] v Nakaoka
y Palu| |, respectivamente.
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Capitulo 0

Algunas nociones generales de la teoria de
categorias

El lenguaje de la teoria de categorias es de gran utilidad para estudiar el algebra homolégica de ma-
nera general y eficiente. En este capitulo, presentaremos los conceptos de teoria de categorias necesarios
para la comprensién de los capitulos posteriores, que forman el cuerpo principal del texto. Unicamente
las secciones 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5 son prerrequisitos para leer el Capitulo 1.

0.1. Definicion de categoria
Definicién 0.1.1 Una categoria € se compone de:
e una clase de objetos Obj(%€) de €,
e una clase de morfismos Mor(%) de €,
e una correspondencia parcialmente definida
o : Mor(%) x Mor(%¢) — Mor(%),
que satisfacen las siguientes propiedades:

(C1) la clase de morfismos esta determinada como sigue

Mor (%) = U Homy (A, B),
(A,B)eObj(¥)?

donde Homy (A, B) es una clase para cualquier par (A, B) de objetos en %;
(C2) para cualesquiera pares (A, B), (C, D) de objetos en €, se tiene que

Homg (A, B) = Homy(C,D) # @ — A=C AN B=D;
(C3) para cada terna (A, B, C) de objetos en €, la correspondencia parcial
o : Mor(%) x Mor(%) — Mor(%),
se restringe a una funcién bien definida
o : Homy (B, C) x Homyg (A, B) — Homg (A, C), (f,g) — fog:=o(f,g)

llamada usualmente “composiciéon de morfismos” y que satisface las siguientes propiedades.

11



12 Capitulo 0. Algunas nociones generales de la teoria de categorias

(i) Asociatividad: para cualesquiera f € Homy (A, B),g € Homy(B,C) y h € Homg(C, D),
ho(gof)=(hog)of.
(ii) Existencia de identidades: para todo X € Obj(%), existe 1x € Homg (X, X) tal que
lxof=f AN golx=yg.

para cualesquiera f € Homy (A, X) v g € Homy (X, B).

Cada morfismo f € Homg (A, B) se suele representar como f : A — B o bien como A ENY:! ; en tal caso,
A =: Dom(f) es el dominio de f y B =: Codom(f) es el codominio de f. Frecuentemente escribiremos
gf en lugar de g o f. Para cualesquiera A, B € Obj(%), se suele denotar a Home (A, B) como €(A, B);
en particular, definimos End¢(A) := Homg (A, A).

Definicién 0.1.2 Una categoria % es:
(a) pequena si las clases Obj(%’) y Mor(%) son conjuntos;
(b) localmente pequena si Homy (A, B) es un conjunto para cualesquiera A, B € Obj(%).

Ejemplo 0.1.3 Algunos ejemplos de categorias incluyen:

(1) Sets, donde Obj(Sets) es la clase de todos los conjuntos, Mor(Sets) es la clase de todas las funciones
entre conjuntos y la composicién de morfismos es la composicion de funciones;

(2) Top, donde Obj(Top) es la clase de todos los espacios topoldgicos, Mor(Top) es la clase de todas
las funciones continuas entre espacios topoldgicos y la composicion de morfismos es la composicion
de funciones;

(3) Vectg, donde K es un campo, Obj(Vecty) es la clase de todos los espacios vectoriales sobre K,
Mor(Vect ) es la clase de todas las transformaciones lineales compatibles con K y la composicién
de morfismos es la composiciéon de funciones;

(4) Grp, donde Obj(Grp) es la clase de todos los grupos, Mor(Grp) es la clase de todos los homomor-
fismos de grupos y la composiciéon de morfismos es la composicion de funciones;

(5) Ab, donde Obj(Ab) es la clase de todos los grupos abelianos, Mor(Ab) es la clase de todos los
homomorfismos de grupos abelianos y la composiciéon de morfismos es la composicion de funciones;

(6) Mod(R), donde R es un anillo (asociativo con unidad), Obj(Mod(R)) es la clase de todos los R-
moédulos, Mor(Mod(R)) es la clase de todos los homomorfismos de R-mddulos y la composicién
de morfismos es la composiciéon de funciones;

(7) si M es un monoide, podemos verlo como una categoria pequena .# con un solo objeto arbitrario
(i.e., Obj(A) = {x}) tal que Mor(.#) = M y la composicién de morfismos es el producto en M.

En particular, tenemos que Vect = Mod(K) y Ab = Mod(Z). De esta forma, la categoria de médulos
sobre un anillo se puede considerar como una generalizaciéon simultanea de la categoria de espacios
vectoriales y la categoria de grupos abelianos.

Definicién 0.1.4 Sean € y " categorias. Decimos que " es una subcategoria de € si se satisfacen las
siguientes condiciones.
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SC1) Obj(%") C Obj(%).

(SC1)
(SC2) Homg (A, B) C Homg (A, B) para cualesquiera A, B € Obj(%”).

(SC3) La composiciéon de morfismos en &, restringida a ¢”, coincide con la composiciéon en ¢”.
(SC4)

SC4) Para todo A € Obj(¥¢”), si 1y y 14 son identidades en ¢” y €, respectivamente, entonces 1, = 14.

Sea ¢’ una subcategoria de €. En caso de que la inclusién en (SC2) sea una igualdad, diremos que %"
es una subcategoria plena de €, y lo denotaremos por ¢’ C €.

Ejemplo 0.1.5
(1) Vectg, Ab y Mod(R) son subcategorias de Sets.

(2) Si R es un subanillo de un campo K, entonces podemos considerar a Vectx como subcategoria de
Mod(R) mediante la restriccion de escalares. Similarmente, si R es un subanillo de Z, podemos
considerar a Ab como subcategoria de Mod(R). Més generalmente, si R es un subanillo de 5,
podemos considerar a Mod(S) como subcategoria de Mod(R).

(3) Ab es una subcategoria plena de Grp.

(4) Sean ¥ una categoria y X una clase de objetos de €. Entonces, se puede considerar a X como una
subcategoria plena de %, simplemente definiendo Obj(X) := X y Homy(X,Y) := Homg (X, Y)
para cualesquiera X,Y € X.

0.2. Morfismos especiales

Definicién 0.2.1 Sea A 5 B un morfismo en una categoria €. Decimos que:

(a) f es un monomorfismo si, para cualesquiera g, h € Mor (%),
fg=fh = g=nh.
(b) f es un monomorfismo escindible si existe un morfismo B % A en % tal que
9f =1a.
(c) f esun epimorfismo si, para cualesquiera g, h € Mor(%),
gf =hf = g=nh.
(d) f es un epimorfismo escindible si existe un morfismo B % A en % tal que
fg=1p.
(e) f esun isomorfismo si existe un morfismo B 2y Aen € tal que
9f=1a N fg=15.

Observacién 0.2.2 Sea % una categoria.
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(1) Sea A 5 Be Mor(%). Si existen g,¢9" € Homy (B, A) tales que gf = 14y fg' = 1p, entonces
¢’ = ¢g. En particular, f es un isomorfismo.

En efecto: Por la asociatividad en la composicién de morfismos, tenemos que

g =1agd
=(9f)9
=9(fd)
=gls
=gq.
En particular, se sigue que el morfismo inverso de f es tnico, y se denota por f~'. Més atin, por

simetria, f~! también es un isomorfismo en %.

(2) La composicién de monomorfismos (epimorfismos) es un monomorfismo (epimorfismo).

En efecto: Sean A, B,C € Obj(¥) v A EN B, B % C morfismos en €.

Supongamos que [y g son monomorfismos y que existen X € Obj(%) y h,h’ € Homy (X, A) tales
que (gf)h = (gf)h'. Entonces

(9f)h = (gf)h" = g(fh) = g(fI)
= fh=fK (g es monomorfismo)

— h="FH, (f es monomorfismo)

por lo que A 9, ¢ es un monomorfismo.

Ahora, supongamos que f y g son epimorfismos y que existen Y € Obj(%) y 7,7 € Homg(C,Y)
tales que j(gf) = j'(gf). Entonces

i(9f) =i'(af) = Ga)f = (I'9)f
— jg=74'g (f es epimorfismo)
— j=7, (g es epimorfismo)

por lo que A Yy O s un epimorfismo.

(3) La composicién de isomorfismos es un isomorfismo.

—1 -1
En efecto: Sean A & B y B % C isomorfismos en €. Entonces, existen morfismos B EA AC 1
Ben € tales que f71f =14, ff ' =1 =g 'gy gg' = 1c. Luego, se sigue que el morfismo

C % A es tal que
(g Ngf =g "9)f
—

- 1A7

(H(f g ) =g(ff g™
=99
= 107

por lo que gf es un isomorfismo y (gf)~' = f~lg7L.
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(4)

Todo monomorfismo (epimorfismo) escindible es un monomorfismo (epimorfismo).

En efecto: Sea A i> B un morfismo en %.

Supongamos que f es un monomorfismo escindible. Entonces existe un morfismo B % A en €
tal que gf = 14. Supongamos que existen D € Obj(¥€) y j,7' € Homg (D, A) tales que fj = fj'.
Entonces

fi=1fi" = 9(f3) =9(fi)
= (9f)i = (9f)’
= 1aj =145
= j=7,
por lo que f es un monomorfismo.

Ahora, supongamos que f es un epimorfismo escindible. Entonces existe un morfismo B % A en €
tal que fg = 1p. Supongamos que existen C' € Obj(€) y h,h’ € Homg (B, C) tales que hf = h'f.
Entonces
hf=hf = (hf)g=(Nf)g
= h(fg)=1N(f9g)
— hlp =Hh'1p
= h="HW,

por lo que f es un epimorfismo.

Si gf es un monomorfismo (epimorfismo), entonces f es un monomorfismo (g es un epimorfismo).

En efecto: Sean X L Y,Y <% Z morfismos en €.

Supongamos que gf es un monomorfismo. Si W € Obj(%) y h,h’ € Homg (W, X) son tales que
fh = fh', entonces

fh=fn" = g(fh) = g(fI)

— (9f)h = (g /)
= h=~H, (gf es un monomorfismo)

por lo que f es un monomorfismo.

Ahora, supongamos que ¢gf es un epimorfismo. Si W € Obj(%¢) y h,h’ € Homy(Z, W) son tales
que hg = h'g, entonces

hg="h'g = (hg)f=(Ng)f
= h(gf) =N (gf)
= h="H, (g9f es un epimorfismo)

por lo que g es un epimorfismo.

Si f es un isomorfismo, entonces es un monomorfismo y un epimorfismo.

En efecto: Se sigue de (3) pues, por definicién, todo isomorfismo es un monomorfismo escindible y
un epimorfismo escindible.



16 Capitulo 0. Algunas nociones generales de la teoria de categorias

(7) f es un isomorfismo si, y sélo si, f es un monomorfismo escindible y un epimorfismo escindible.

En efecto: Por definicién de isomorfismo, basta ver que si f es un monomorfismo escindible y

un epimorfismo escindible entonces es un isomorfismo. Supongamos que A Iy Ben € es un
monomorfismo escindible y un epimorfismo escindible. Entonces, existen morfismos ¢,¢9' : B — A
en ¢ tales que gf =1,y fg = 1p. Luego,

9f =1a <= (9f)d = lag
= g(fg)=¢
< glg=¢
= g=4d,
de donde se sigue que f es un isomorfismo.
(8) Si f es un monomorfismo (epimorfismo) escindible y un epimorfismo (monomorfismo), entonces f

es un isomorfismo.

En efecto: Supongamos que A 7 B un monomorfismo escindible y un epimorfismo. Entonces, por
ser un monomorfismo escindible, existe B % A en € tal que gf = 14. Por la existencia de la
identidad 1g en % y la asociatividad de la composicién de morfismos, tenemos que

Ipf = fla
= f(gf)
=(fo)f

Luego, como f es un epimorfismo, se sigue que fg = 1p, por lo que f es un isomorfismo.

Ahora, supongamos que A Iy B es un epimorfismo escindible y un monomorfismo. Entonces,
por ser un epimorfismo escindible, existe B % A en ¥ tal que fg = 1p. Por la existencia de la
identidad 14 en ¥ y la asociatividad de la composicién de morfismos, tenemos que

fla=1pf
= (fg)f
= f(gf)-

Luego, como f es un monomorfismo, se sigue que gf = 14, por lo que f es un isomorfismo.

Las flechas <, —», = se utilizan para denotar monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos, res-
pectivamente.

Definicién 0.2.3 Sean % una categoria y A Iy B un morfismo en .

(a) Una retraccion de f es un morfismo B = A en ¢ tal que rf = 14.

(b) Una seccién de f es un morfismo B = A en € tal que fs = 1p.

Observacion 0.2.4 Toda retraccion es un epimorfismo escindible y, similarmente, toda secciéon es un
monomorfismo escindible. Por ende, hablar de una retraccién o una seccién sin hacer referencia expli-
cita a un morfismo es equivalente a hablar de epimorfismos escindibles y monomorfismos escindibles,
respectivamente.

Definicién 0.2.5 Sea % una categoria. Dos objetos X, Y € Obj(%) son isomorfos, denotado por X ~ Y,
si existe un isomorfismo en Home (X, Y") o bien en Homy (Y, X).
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Observacion 0.2.6 La relacion de isomorfismo es una relacion de equivalencia en la clase de objetos
de una categoria. Mas atin, esta nociéon general de isomorfismo coincide con las nociones usuales de iso-
morfismo en las categorias Vecty, Grp, Ab y Mod(R), y con la nocién de homeomorfismo en la categoria
Top; en Sets, dos objetos son isomorfos si tienen la misma cardinalidad. Usualmente, esta relacion se
denota por ~.

Demostraremos la primera afirmacion: La reflexividad se sigue de observar que todo morfismo identidad
es un isomorfismo que se tiene a si mismo como inverso, la simetria se sigue de la definicién de isomorfismo
y la transitividad se sigue del inciso (3) de la Observacién 0.2.2.

0.3. Funtores

Definicién 0.3.1 Sean € y & categorias. Una correspondencia F' : € — & es un funtor covariante si
satisface las siguientes condiciones:

(F1) Si A € Obj(¥), entonces F(A) € Obj(2).

(F2) Si A 5 Be Mor (%), entonces F(A) SN F(B) € Mor(2).

(F3) Si AL B,B% C € Mox(%), entonces F(gf) = F(g)F().
(F4) F(14) = 1p(a) para todo A € Obj(%).

En otras palabras, un funtor covariante es una correspondencia entre dos categorias que preserva la
composicion de morfismos y las identidades. Una correspondencia F' : € — Z es un funtor contravariante
si, en vez de las condiciones (F2) y (F3), se satisfacen las siguientes condiciones:

(FCNT2) Si A s B € Mor(¥%), entonces F(B) s F(A) € Mor(2).

(FCNT3) Si AL B, B % C € Mor(%), entonces F(gf) = F(f)F(g).

Por ende, un funtor contravariante es una correspondencia entre dos categorias que invierte la compo-
sicion de morfismos y preserva las identidades.

Observacién 0.3.2

(1) Los funtores preservan isomorfismos.

En efecto: Supongamos que F': € — 2 es un funtor covariante. Sea A Iy B un isomorfismo en
% . Entonces, existe f~! € Homg (B, A) tal que f~'f =14y ff~' = 1p. Luego,

F(fHF(f)=F('f)
= F(1a)

—1
por lo que F(A) ), F(B) tiene a F(B) SN F(A) como inverso. El caso contravariante es

analogo.
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(2) La restriccién de un funtor a cualquier subcategoria de su dominio es un funtor de la misma
varianza.

(3) Sean F': ¢ — Py G : 9 — & funtores. Si definimos la composicion GF : € — & como
(GF)() = G(F(),

entonces la composicion de funtores GF' es un funtor covariante si F' y G tienen la misma varianza,
y un funtor contravariante si F' y G tienen varianza distinta.

Ejemplo 0.3.3 Sean % una categoria y ¢’ una subcategoria de % .
(1) El funtor identidad 14 : € — €, (X L v) = (X L v).

(2) El funtor inclusiéon vy : €' — €, (X ER Y) > (X ER Y), es decir, tgr = lg |4
(3) El funtor Hom-covariante, si € es localmente pequenia. Sea A € Obj(%). Entonces,

Home (Avf)

Homg (A, —) : € — Sets, (X £ V) = (Homy (4, X) Home (A4,Y)),

donde Homy (A, f)(a) :== f o a para cualquier a € Homg (A, X).

(4) El funtor Hom-contravariante, si € es localmente pequenia. Sea A € Obj(%’). Entonces,

Home (f,A)

Home (—, A) : € — Sets, (X £ V) i (Homy (Y, A) Homy (X, A)),
donde Homy (f, A)(B) := o f para cualquier 5 € Homg (Y, A).
Observaciéon 0.3.4

(1) Podemos considerar a la categoria Cat, donde Obj(Cat) es la clase de todas las categorias, Mor(Cat)
es la clase de todos los funtores covariantes y la composicion de morfismos es la composicion de
funtores descrita en el inciso (3) de la Observacién 0.3.2. Un funtor covariante F' : € — 2 es un
isomorfismo si existe un funtor covariante G : 4 — % tal que GF =1¢ y FG = 14.

(2) Por el inciso (3) de la Observacién 0.3.2, no es posible formar una categoria cuyos objetos sean
categorias y cuyos morfismos sean funtores contravariantes.

Definicién 0.3.5
a) Un isomorfismo de categorias es un funtor covariante que es un isomorfismo en Cat.

(b) Un endomorfismo es un funtor covariante de una categoria en si misma.
(¢) Un automorfismo es un endomorfismo que es un isomorfismo de categorias.

(d) Un funtor contravariante F' : € — & es un anti-isomorfismo si existe un funtor contravariante
G: 9 — € tal que

GF =1y A FG=1,.

Nota En todo lo que sigue, supondremos que los funtores son covariantes, a menos que se especifique
lo contrario explicitamente.
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Definicién 0.3.6 Para un funtor F': € — &, con ¥ localmente pequena, decimos que:
(a) F es fiel si, para cualesquiera X,Y € Obj(%),
F :Homy(X,Y) — Homgy(FX, FY)
es un monomorfismo en Sets.
(b) F es pleno si, para cualesquiera X,Y € Obj(%),
F :Homy(X,Y) - Homgy(FX, FY)
es un epimorfismo en Sets.

(¢) F es denso si, para todo C' € Obj(%), existe D € Obj(Z) tal que F(C) ~ D en 9.

Diagramas

Definicién 0.3.7 Sea % una categoria.
(a) Un diagrama en € es un conjunto D formado por objetos y morfismos en % tal que
{Dom(f), Codom(f)} C D
para todo f € D N Mor(%).

(b) Sea D un diagrama en €. Un camino v en D es una composicién finita de morfismos en D, y su
longitud es el nimero de flechas que lo componen.

(c) Un diagrama D en € es conmutativo si, para cualesquiera caminos vy 0 en D tales que Dom(7y) =
Dom(¢) y Codom(7y) = Codom(d), se tiene que 7 = 9.

Frecuentemente representaremos a un diagrama D en % como un grafo dirigido con vértices D N
Obj(€¢) y flechas D N Mor(%).

Ejemplo 0.3.8 Sea ¥ una categoria.
(1) Para el diagrama D en % representado por el grafo dirigido

f

—

los morfismos f y g en % son los tnicos caminos. Note que D es conmutativo si f = g.

(2) Para el diagrama en ¢

f1

X3
S
X14>X2 X4
X57
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los caminos posibles son:

= fla f27 f37 f4 y f57 de longitud 17
» fof1, fafr, fafo ¥ fsfa, de longitud 2;
» fsfofiy fsfafi, de longitud 3.

Note que el diagrama anterior es conmutativo si, y sélo si, f3fo = f5f1.
(3) Cualquier diagrama sin caminos es conmutativo, por vacuidad.

(4) Sean Z una categoria, F': € — & un funtor y D un diagrama en ¢". Aplicando el funtor F' a cada
objeto y morfismo en D obtenemos el diagrama F(D) en 2.

Los diagramas nos ayudan a mantener un registro de como se relacionan distintos morfismos en una
categoria a través de sus dominios y codominios. En particular, por (C3), nos muestran cudles de los
morfismos representados son componibles. Més atn, los diagramas conmutativos nos permiten visualizar
sistemas de ecuaciones entre morfismos de una categoria de manera sencilla.

Nota En diagramas, es comtin denotar a los morfismos identidad con flechas de igualdad, es decir,

X —— X envezde X —*5 X.

Ademas, comtinmente se utilizan las flechas , y —— para denotar monomorfis-
mos, epimorfismos e isomorfismos, respectivamente, asi como flechas punteadas para denotar la existencia
del morfismo correspondiente.

Definicién 0.3.9 Sean % una categoria y A ER C,B % C € Mor(%). Decimos que el morfismo f se
factoriza a través de g, si existe A I Be Mor(%) tal que f = gf’; diagramaticamente,

f y / | (0.3.1)

B

En tal caso, decimos que g y f’ son factores de f, que gf’ es una factorizacion de f,y que el factor f’
hace conmutar el diagrama (0.3.1). Si f" es el Gnico morfismo con esta propiedad, lo denotamos como

A ! C.

B

Definicién 0.3.10 Una propiedad universal es una afirmacién de la existencia de una factorizacion tal
que el factor existente es el tinico que hace conmutar cierto diagrama. En tal caso, decimos que dicha
factorizacion es la unica que hace conmutar ese diagrama.

Una gran cantidad de conceptos categéricos importantes se definen en términos de propiedades
universales, como veremos en las seccion 0.5.
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Categoria cociente y categoria producto

Definicién 0.3.11 Sean % una categoria localmente pequena y = una relacién en Mor(%’). Decimos
que = es una relacion de congruencia en Mor(%) si, para cualesquiera X,Y € Obj(%), al restringir
= en cada Homg(X,Y) se obtiene una relacién de equivalencia en el conjunto Homy (X, Y), la cual
denotaremos por ~xy, que respeta la composicién de morfismos; es decir, si fi, fo € Homg(X,Y) y
g1, 92 € Homg (Y, Z) son tales que fi ~xy foy g1 ~y.z go, entonces g1 fi ~x.z gaf2. Si = es una relacién
de congruencia en Mor (%), definimos a la categoria cociente €/ = por

Obj(%/ =) := Obj(%),
Homg )~ (X,Y) := Homy(X,Y)/ ~xy V X,Y € Obj(¥),

con la composiciéon de morfismos inducida por la composicién en €. Al funtor F' : € — €/ = que
manda a cada morfismo en su clase de equivalencia se le conoce como funtor cociente. Se dice que el
funtor cociente desciende a los morfismos en € a sus clases de equivalencia en €/ =.

Definiciéon 0.3.12 Sean ¢ y %' categorias. Definimos a la categoria producto €' x € por
Obj(¢" x ) := Obj(%") x Obj(¥),
Homgr o (X, W), (Y, Z)) 1= Home (X,Y) x Homg (W, Z2) ¥ (X, W), (Y, Z) € Obj(€" x %),
con la composicion de morfismos definida entrada a entrada.
Definicién 0.3.13 Un bifuntor es un funtor cuyo dominio es una categoria producto.

Ejemplo 0.3.14 Sea ¢ una categoria localmente pequefia. Entonces, tenemos' el bifuntor Hom

Hom(f°P,g)

Hom(—, ) : € x € — Sets, (X owy 4 Z) ~ (Homg(X,Y) Homq (W, Z)),

donde Hom(f°P, g)(«) := g o a o f para cualquier &« € Homg(X,Y). En particular, para cualquier
A € Obj(¥), tenemos que Hom(14°?,—) : € — Sets y Hom(—,14) : €°° — Sets son funtores; el
primero coincide con el funtor Hom-covariante Home (A, —) : € — Sets introducido en el Ejemplo 0.3.3.

0.4. Dualidad

Categoria opuesta

Definicién 0.4.1 Sea % una categoria. La categoria opuesta €°P de € se define como sigue:
e Obj(€°P) := Obj(?¥).
e Homyor (B, A) := Homy (A, B).

e La composicion o : Mor(€°P) x Mor(€°P) — Mor(%°P) es “la opuesta” a la composicion o :
Mor (%) x Mor(%) — Mor(%), es decir, f o g :=go f.

Nota Sea f : A — B un morfismo en %. Para distinguirlo del mismo morfismo f € €°P, es conveniente
denotar a este tltimo por f°? : B — A. Con dicha notacién, la composicién de

¢ p L 4

Ver la Definicién 0.4.1 al inicio de la siguiente seccion.
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en °P se escribe como sigue:
Jo7 g = (g o ).

Para simplificar atin méas lo anterior, escribimos

FPg™ = (9f)
Observacién 0.4.2 Sean % una categoria y €°P su categoria opuesta.

(1) Existe un funtor contravariante dado por la correspondencia

Dy : € — €°P,
X=X,

ALy B B IS A

conocido como funtor de dualidad.

(2) Note que (¢°P)°® = %. Por lo tanto, las composiciones de los funtores Dy : € — €°P y Dyop :
¢ — of satisfacen
D(gopDCg = 1%4 y D%chop — 1cgop.

Es decir, Dy : € — €°P es un anti-isomorfismo de categorias.
(3) Sea F': € — 2 un funtor de cualquier varianza. Entonces, las composiciones de funtores

Fop ::FODCgop:%OP%.@,
FP:=DgoF :6 — 9P,

son funtores de varianza opuesta a F'. Notamos que (Fp)? = (F'P)p =: FgP : €°P — Z°P es un funtor
con la misma varianza que F'.

Principio de dualidad

Definicién 0.4.3 Una proposicion categorica es una afirmacién que involucra conceptos categoricos,
tales como morfismos, funtores, diagramas, etcétera, y es una proposicion en el sentido 16gico; es decir,
se puede determinar sin ambigiiedad si es exclusivamente verdadera o falsa.

Recordemos que una proposicion logica puede estar compuesta de otras proposiciones logicas uni-
das por operadores légicos. En particular, una proposicién categérica en una categoria € puede estar
compuesta de otras proposiciones categéricas en ¥ mas “elementales”. En este sentido, si P es una
proposicion categérica en €, entonces entenderemos el “aplicar el funtor de dualidad Dy a P” como
aplicarlo a todas las proposiciones “elementales” de P donde tenga sentido hacerlo, sin modificar los
operadores logicos que las unen, y denotaremos a la proposicion categoérica resultante, cometiendo un
abuso de notacion, por Dy (P). Al procedimiento para obtener Dy (P) se le conoce informalmente como
“darle vuelta a las flechas”.

Definicién 0.4.4 Sean % una categoria y P una proposicion categoérica en €.

(a) La proposicién categérica P es aquella que se obtiene al escribir la proposicién P en términos de
conceptos (morfismos, funtores, diagramas, etcétera) en la categoria €°P.

(b) La proposicién dual de P se define como P* := Dyop(P).
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(c) P es auto dual si P* = P.

Observacién 0.4.5 Sean ¢ una categoria y P una proposiciéon categérica en €. Entonces, (P*)* = P.

En efecto: Se sigue de notar que
(Dgon(P)) en €°° <= Dg(P) en €7,
y luego aplicar Dy op a la proposicion categorica bicondicional anterior.

Ejemplo 0.4.6 Sean ¥ una categoria y P la proposicién categérica “f es un monomorfismo”, con
f € Mor(%). Entonces, P es la proposicién categérica “f°P es un monomorfismo”, con f°P € Mor(%€°P).
Para obtener la proposiciéon dual P*, partimos de P, que podemos reescribir como

fopgop _ fophop — gop — hoP
Aplicando el funtor Dgopr a la proposicién anterior, obtenemos
gf =hf = g=nh,

lo que equivale a la proposicion categérica “ f es un epimorfismo”, con f € Mor(%). Por lo tanto, “f es un
epimorfismo” es la proposicion dual de “f es un monomorfismo”. Més ain, andlogamente, se puede ver
que “f es un monomorfismo” es la proposicién dual de “f es un epimorfismo”, verificAndose (P*)* = P.

El hecho de que una proposicion categérica P se verifique en una categoria ¢ no implica que P*
se verifique en %. Esto se debe a que algunas proposiciones categoricas pueden involucrar conceptos
que, para ser definidos, requieran que en una categoria se cumplan condiciones adicionales que a priori
no necesariamente deben cumplirse en su categoria opuesta. Esto significa que la dualizabilidad de
proposiciones categoricas depende del contexto en que se esté trabajando. Para hacer mas precisa esta
idea, introducimos los siguientes conceptos.

Definicién 0.4.7

(a) Un universo 4 es una coleccién de categorias.

(b) Un universo U es dualizante si €°P € 4 para toda € € 4.

Ejemplo 0.4.8
(1) El universo de todas las categorias es dualizante.
(2) El universo de las categorias de médulos sobre un anillo no es dualizante”.

Definicién 0.4.9 Sea 4 un universo dualizante. Una proposicién categérica P es dualizable en il si se
verifica en todas las categorias de il

Observacién 0.4.10 (Principio de dualidad) Sea 4 un universo dualizante. Entonces, para toda pro-
posicion categérica P dualizable en 4, se tiene que P* es dualizable en 4.

En efecto: Sean % € U y P una proposicion categorica dualizable en 4. Entonces, P se verifica en €
y, en particular, P se verifica en €°P. Aplicando el funtor de dualidad Dge» a P, obtenemos que P* se
verifica en €.

2Se puede demostrar que, para una familia arbitraria de médulos no triviales en una categoria de médulos sobre un
anillo, el morfismo canénico entre su coproducto y su producto es un monomorfismo mas no un epimorfismo. Por ende, si
R # 0, suponer que Mod(R)°P es equivalente a una categoria de médulos sobre un anillo lleva a una contradiccién.
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El principio de dualidad nos dice que, para cualquier resultado que se pueda demostrar en las ca-
tegorias de un universo dualizante, se sigue que existe un resultado dual valido para las categorias del
mismo universo. Este principio reduce algunas demostraciones a observar que ya se ha demostrado un
resultado dual en una categoria que pertenece a un universo dualizante; sin embargo, sélo le da validez
a la demostracién en categorias del mismo universo.

Proposicion 0.4.11 Sea 4 un universo dado por las categorias que cumplen ciertos axiomas adicionales
{A;}ier, con [ finito. Entonces, si {4;}ier = {A,;%}jer, €l universo U es dualizante.

Demostracion. Supongamos que {A;}ier = {A;*}jer. Sea € € il Entonces, los axiomas {A;*},cr se
cumplen en €, por lo que €°P verifica los axiomas

{D¢(A;")}jer = { Dy (Deeor (4;))}
= {Aj}jer,
lo que implica que €°P € 4. n

Mas adelante, utilizaremos la caracterizaciéon de los universos dualizantes dada por la Proposicion
0.4.11 para observar que los universos formados, respectivamente, por las categorias aditivas, exactas,
trianguladas, extrianguladas y abelianas son dualizantes. Esto nos permitird argumentar en dichos con-
textos utilizando el principio de dualidad.

Subobjetos y objetos cociente

Definicién 0.4.12 Sean ¢ una categoria y X <> A un monomorfismo en €. Entonces, decimos que X
es un subobjeto de A, via «, y que « es una inclusiéon de X en A; denotamos esta relacion por X C A.
Si f: A — B es un morfismo en €, decimos que la composicién f |x:= fa: X — B es la restriccion de
fen X via a.

Definicién 0.4.13 Sean % una categoria y A € Obj(%). La categoria de subobjetos de A, denotada por
Mong (—, A), se define como sigue:

e Obj(Mong(—,A)) := {a € Mor(%) | « es un monomorfismo y Codom(«) = A}.
e Dados X <5 Ay Y g A, se define
Mong(—, A)(«, 8) := {h € Homx(X,Y) | Bh = a}.

Es decir, a 25 8 € Mong(—, A)(av, B) si h € Homg(X,Y) y hace conmutar el siguiente diagrama

e La composicién en Mong(—, A) es la inducida de €.

Observacién 0.4.14 Sean % una categoria y A € Obj(%).
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(1) Para cualesquiera o, € Mong(—, A), la clase Mong(—, A)(«, 5) tiene a lo sumo un elemento y,
en caso de que exista, es un monomorfismo en % .

(2) Mong(—, A)(a, B) # @ y Mong(—, A)(B,a) # & si, y sblo si, a ~  en Mong(—, A).

En efecto: Sean a 2 B, Zs o en Mong (—, A). Dado que 3 LN By 1g = lpom(), por (1), se tiene
que hj = 1. Andlogamente, se ve que jh = 1,.

(3) La relacion < en la clase Obj(Mong(—, A)) dada por
a<f <= Mong(—,A)(a,p) #2
es una relacién de preorden en Obj(Mong(—, A)).

(4) Sea Mong(—, A) := Obj(Mong(—, A))/ ~. Dado que por (2) tenemos que a < Sy 3 < a si, y sélo
si, @ ~ B3, entonces el preorden < en Obj(Mong(—, A)) induce un orden parcial en Mong(—, A)
dado por

[2] <[y] <= z <.

Definicién 0.4.15 Sean % una categoria y A By X un epimorfismo en 4. Entonces, decimos que X es
un objeto cociente de A via f3.

Definicién 0.4.16 Sean % una categoriay A € Obj(%). La categoria de objetos cociente de A, denotada
por Epi, (A, —), se define como sigue:

e Obj(Epiy(A, —)) :={a € Mor(%¢) | a es un epimorfismo y Dom(«) = A}.
e Dados A —*» X y ALy , se define
Epiy(A, —)(o, B) := {h € Homy(X,Y) | ha = §}.

Es decir, a 2 3 € Epig (A, —)(a, B) si h € Homg(X,Y') y hace conmutar el siguiente diagrama

e La composicién en Epiy (A, —) es la inducida de €.
Observacién 0.4.17 Sean % una categoria y A € Obj(%).

(1) Para cualesquiera «, 5 € Epiy (A, —), la clase Epiy (A, —)(a, 8) tiene a lo sumo un elemento y, en
caso de que exista, es un epimorfismo en €.

(2) Epiy(A, —)(a, ) # @ vy Epig(A, —)(8,a) # @ si, y s6lo si, @ ~  en Epigy(A, —).
(3) La relacion < en la clase Obj(Epiy, (A, —)) dada por
a < f <= Epig(4,-)(5,a) # 2

es una relacién de preorden en Obj(Epi, (A, —)). Notemos que, en el diagrama conmutativo
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X

A o ode,a<B,

>
o~

Y,

se tiene que h es un epimorfismo (i.e., que Y “cubre” a X, via h), y en este sentido es que
interpretamos la desigualdad o < 3.

(4) Sea Epiy (A, —) := Obj(Epiy (A, —))/ ~. Dado que por (2) tenemos que a < 8y 3 < a si, y sélo
si, a =~ f3, entonces el preorden < en Obj(Epig(—, A)) induce un orden parcial en Epig(—, A) dado
por

[2] < [y] <= z <.

(5) Las categorias Mong (—, A) y Epige, (A, —) son anti-isomorfas.

0.5. Limites y colimites

Muchas de las construcciones categoricas que estudiaremos posteriormente como los objetos finales,
igualadores, productos fibrados y productos, son ejemplos de limites. Asi mismo, los objetos iniciales,
coigualadores, sumas fibradas y coproductos, que son construcciones duales a las mencionadas anterior-
mente, son ejemplos de colimites. Tanto los limites como los colimites tienen la bondad de ser tinicos
hasta isomorfismos en una categoria apropiada. Por lo tanto, en vez de demostrar dicha unicidad hasta
isomorfismos para cada una de las construcciones mencionadas anteriormente, demostraremos que esto
es valido en general para limites y colimites, y mas adelante nos limitaremos a hacer observaciones
cuando una construccién sea un limite o un colimite.

Las definiciones de limite y colimite son muy abstractas, por lo que se recomienda a quienes no
conozcan ya ejemplos de ellos que empiecen esta seccidon por leer los que aparecen a continuacion,
mismos que fueron mencionados en el parrafo anterior, y que vuelvan a estas definiciones cuantas veces
sea necesario para ir construyendo un panorama general.

Definiciéon 0.5.1 Sea F : € — 2 un funtor. Un cono de F es un par (D, 1), donde D € Obj(Z) y ¢
es una familia {D LENy (X)} xeobj#) de morfismos en Z tales que, para cualesquiera X,Y € Obj(%)

y X Lye Mor(%), se tiene que F(f)ix = ¢y; diagramaticamente, el cono (D, 1) se puede ver como
el siguiente diagrama conmutativo

vx
nxf//

Observacién 0.5.2 El término “cono” es una mnemotecnia que hace referencia a los diagramas conmu-
tativos (0.5.1) que representan su definicion, pues podemos imaginar que cada uno de dichos diagramas
es una rebanada de un cono que tiene en el borde de la base a todos los objetos de la categoria F(%).

D
(0.5.1)

Yy
N Y X,Y € Obj(%), X & Y € Mor(%).
R

E(f

Definicién 0.5.3 Sean F' : € — 2 un funtor y (D,),(D’,¢’) conos de F. Un morfismo de conos
a: (D) — (D',¢') es un morfismo D = D’ en 2 que hace conmutar el siguiente diagrama
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D a D’
m % V X € Obj(%).
Fx)

Observaciéon 0.5.4 Sea F' : € — 2 un funtor. Las clases de conos de F'y de morfismos de conos de
F', junto con la composicion de morfismos inducida de &, forman una categoria llamada la categoria de
conos de F', que denotamos por Cone(F).

Definicién 0.5.5 Sea F' : € — 2 un funtor. Un cono universal de F' es un cono de F' a través del cual
se factorizan todos los conos de F' de forma unica. Es decir, un cono (U, ¢) de F' es un cono universal
de F' si para cualquier cono (D, %)) de F existe un tinico morfismo de conos (D, 1) % (U, ¢). A un cono
universal de F' también se le conoce como un limite del funtor F', y la propiedad descrita anteriormente
se conoce como la propiedad universal del limite del funtor F.

Observacion 0.5.6 Sea F': ¥ — & un funtor. Entonces los limites de F', si existen, son tinicos hasta
isomorfismos en la categoria de conos de F'.
En efecto: Sean (U, ¢) y (U’, ¢') limites de F'. Dado que son conos universales y, en particular, conos

de F, por la propiedad universal del limite de F' existen morfismos tnicos U’ % U, U 2 U en 2 tales
que, para cualquier X € Obj(%), el siguiente diagrama conmuta

U 5 ' UL
©
0.5.2
<z>'x\ o (05.2)
F(X)

Ahora, del diagrama conmutativo (0.5.2) tenemos que los siguientes diagramas conmutan para cualquier
X € Obj(¥),

U’ L U’

U 7 U
% ( )A ¢X\,‘ A
F(X

F(X)

Por otro lado, los siguientes diagramas conmutan para cualquier X € Obj(%),
U v U U = U
I SN
F(X) F(X)

Por ende, de la propiedad universal del limite de F' se sigue que ¢¢' = 1y y ¢'¢ = 1y. Por lo tanto,
concluimos que los limites de F' son tnicos hasta isomorfismos en la categoria de conos de F'.

Definicién 0.5.7 Sea F' : € — 2 un funtor. Un cocono de F' es un par (¢, D), donde D € Obj(Z) y ¢
es una familia {F(X) X, D} xcobj(#) de morfismos en Z tales que, para cualesquiera X,Y € Obj(%¢) y

!/

xLye Mor (%), se tiene que 1y F(f) = 1x; diagramaticamente, el cocono (¢, D) se puede ver como
el siguiente diagrama conmutativo

F(X) — s F(y)
N A Y X,Y € Obj(%), X L YV € Mox(%). (0.5.3)
D
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Observacién 0.5.8 El diagrama (0.5.3) puede obtenerse invirtiendo las flechas del diagrama (0.5.1),
reordenando los elementos, y reetiquetando a los objetos arbitrarios X y Y. Similarmente, si invertimos
las flechas del diagrama (0.5.3), reordenamos los objetos y reetiquetamos a X y a Y, podemos obtener
el diagrama (0.5.1). Esto muestra que las nociones de cono y cocono son duales entre si. Es decir, que si

F:% — 2 es un funtor, D es un objeto en Z y ¢ es una familia {D ¥x, F(X)}xcobje) de morfismos
en ¥, entonces
(D, ) es un cono de F' <= (¢°P, D) es un cocono de F),

donde ¢°P = {F(X) vx D} xconj(%)-

Definicién 0.5.9 Sean F': € — 2 un funtor y (¢, D), (¢', D) coconos de F. Un morfismo de coconos
B :(,D) — (¢, D) es un morfismo D 5D en que hace conmutar el siguiente diagrama

F(X)
y % vV X € Obj(%).
D 3 D'

Observaciéon 0.5.10 Sea F': € — Z un funtor. Las clases de coconos de F' y de morfismos de coconos
de F', junto con la composicion de morfismos inducida de &, forman una categoria llamada la categoria
de coconos de F', que denotamos por CoCone(F).

Definicién 0.5.11 Sea F' : € — & un funtor. Un cocono universal de F' es un cocono de F' a través del
cual se factorizan todos los coconos de F' de forma tnica. Es decir, un cocono (¢, U) de F es un cocono
universal si para cualquier cocono (1, D) de F existe un tinico morfismo de coconos (¢, U) 2 (1, D). A
un cocono universal de F' también se le conoce como un colimite del funtor F', y la propiedad descrita
anteriormente se conoce como la propiedad universal del colimite del funtor F'.

Observacién 0.5.12 Sea F' : ¥ — 2 un funtor. Entonces los colimites de F', si existen, son unicos
hasta isomorfismos en la categoria de coconos de F.

En efecto: Sean (¢,U) y (¢',U’) colimites de F'. Dado que son coconos universales y, en particular,

coconos de F, por la propiedad universal del colimite de F' existen morfismos tnicos U = U’, U’ <5 U
en 7 tales que, para cualquier X € Obj(%), el siguiente diagrama conmuta

F(X)
y \qs'x (0.5.4)
U, 5 U
@

Ahora, del diagrama conmutativo (0.5.4) tenemos que los siguientes diagramas conmutan para cualquier
X € Obj(¥),

F(X) F(X)

N N
U U U’ U

/ /

@' o

Por otro lado, los siguientes diagramas conmutan para cualquier X € Obj(%),
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1y 1y
Por ende, de la propiedad universal del colimite de F se sigue que ©'¢ = 1y v @@’ = 1. Por lo tanto,

concluimos que los colimites de F' son tnicos hasta isomorfismos en la categoria de coconos de F'.

Objetos finales, objetos iniciales y objetos cero

Nota Dado un conjunto Z, denotaremos por |Z| al cardinal de dicho conjunto.

Definicién 0.5.13 Sea % una categoria. Un objeto F' en % es un objeto final si
|Homy (X, F)| =1
para todo X € Obj(%).

Observacién 0.5.14 Los objetos finales en una categoria %, si existen, son tnicos hasta isomorfismos

en €.

En efecto: Sean F, F’ objetos finales en una categoria . Entonces, tenemos que

|Homg (F', F)| = 1 = [Homy (F, F')|, (0.5.5)
Homy (F, F)| = 1 = |Homg (F', F')|. (0.5.6)

Por (0.5.5), existen h € Homg(F,F') y j € Homg(F', F). Por axiomas de categoria, tenemos que
jh € Homg(F, F),hj € Homg(F', F'),1p € Homg(F, F) v 1 € Homg(F', F'). Por (0.5.6), se sigue
que jh =1p y hj = 15, por lo que F ~ F".

Definicién 0.5.15 Sea % una categoria. Un objeto I en € es un objeto inicial si
|[Homy (I, X)| =1
para todo X € Obj(%).
Observaciéon 0.5.16
(1) Los objetos iniciales en una categoria ¢, si existen, son unicos hasta isomorfismos en %'
En efecto: Sean I, I’ objetos iniciales en una categoria 4. Entonces, tenemos que

= 1= |Homg(I', I)],
=1 = [Homg(I', I')|.

Por (0.5.7), existen f € Homy(I,I') y g € Homg(I',I). Por axiomas de categoria, tenemos que
gf € Homg (I, 1), fg € Homg(I',1'),1; € Homg (I, 1) y 1y € Homg(I',I’). Por (0.5.8), se sigue
que gf =1;y fg=1p, porlo que I ~I'.

(2) Las nociones de objeto final e inicial son duales entre si. Es decir, si € es una categoria y X es un
objeto en €, entonces

X es un objeto final en ¥ <= X es un objeto inicial en €°P.
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Definicién 0.5.17 Sea % una categoria. Un objeto 0 en % es un objeto cero si es un objeto final e
inicial, es decir, si

|Home (X, 0)| = 1 = [Homg (0, X)|
para todo X € Obj(¥%).

Observacién 0.5.18

(1) Los objetos cero en una categoria %, si existen, son tnicos hasta isomorfismos en %.

(2) La nocién de objeto cero es auto dual. Es decir, si € es una categoria y X es un objeto en %,
entonces
X es un objeto cero en ¥ <= X es un objeto cero en € °P.

Igualadores y coigualadores

Definicién 0.5.19 Sean «a, 5 : A — B morfismos en una categoria 4. Un morfismo I % A en € es un
igualador para el par (a, () si las siguientes condiciones se satisfacen.

(I1) pr = cu.

(I2) Propiedad universal del igualador: para todo morfismo X I Aen € tal que Bf = af, existe un

finico morfismo X L5 I tal que ¢f’ = f; diagraméticamente,

X
3vf lf
[— 5 A=—2B

Observacién 0.5.20 Sean «, 5 : A — B en una categoria % .

(1) Si I = A es un igualador de («, 3), entonces ¢ € Mong(—, A).
(2) SiIT= Ay T < A son igualadores de (o, [3), entonces ¢ ~ ' en Mong(—, A).

(3) En virtud de (1) y (2), y en caso de que (o, §) admita un igualador, denotaremos por Equ(a, 3) <
A a la eleccién de uno de ellos, siguiendo la notacién preponderante derivada del término equalizer
en inglés.

Definicién 0.5.21 Sean «, 3 : A — B morfismos en una categoria . Un morfismo B % C en % es un
coigualador para el par («, 3) si las siguientes condiciones se satisfacen.

(CI1) vp = va.

(CI2) Propiedad universal del coigualador: para todo morfismo B 1y en € tal que fB = fa, existe un

finico morfismo C' L5 Y tal que f'v = f; diagramaticamente,

A== B C

B
|
=

YL
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Observacién 0.5.22 Sean «, 5 : A — B en una categoria €.
(1) Si v — C es un coigualador de (o, 3), entonces v € Epi, (B, —).
(2) SiB=»CyB “y C' son coigualadores de («, ), entonces v ~ v/ en Epig (B, —).
(3) En virtud de (1) y (2), v en caso de que (a, 3) admita un coigualador, denotaremos por B =

CoEq(a, B) a la eleccién de uno de ellos.

Productos fibrados, sumas fibradas y cuadrados bicartesianos

Definicién 0.5.23 Sean A; =5 Ay A, 22 A morfismos en una categoria €. Un producto fibrado o
pull-back para el diagrama A4; =5 A <2 A, es un diagrama conmutativo en €

P%AQ

6{ PB laz

A1T>A

que satisface la siguiente propiedad universal: para cualesquiera morfismos P’ ﬂ> Ay, P EQ—) Ay en €
tales que auf8, = a1 3], se tiene que existe un tinico morfismo P’ % P en € tal que Biy = B, y By = B;
diagramaticamente,

Observacion 0.5.24 Los productos fibrados, si existen, son tinicos hasta isomorfismos.

En efecto: Sean A; 25 Ay Ay 2% A morfismos en una categoria 4. Supongamos que los siguientes
diagramas conmutativos en % son productos fibrados para el diagrama A; <5 A <2 A,

P 4> AQ P, A2
/Bll PB laz ﬂl PB JQQ
Al —— A Ay —— A

Por la propiedad universal de los productos fibrados, existen morfismos tnicos P - P/, P’ 2 P en €
tales que el siguiente diagrama conmuta

aq
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Més atin, de la unicidad en la propiedad universal del producto fibrado se sigue que v’y = 1p y v = 1p/,
por lo que P ~ P'.

Corolario 0.5.25 Sean % una categoria y el diagrama conmutativo en &

P%AQ

ﬁll PB laz

Al T A
un producto fibrado. Entonces, se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si ag es un monomorfismo, entonces 3, también lo es.

(b) Si a; es un isomorfismo, entonces 5 también lo es.

Demostracion.

(a) Supongamos que «; es un monomorfismo y que existen X € Obj(€¢) y 7,7 : X — P € Mor(%¥)
tales que fay = [o7y'. Como por hipdtesis a1 51 = anfs, tenemos que

a1y = azfay
= 042527/
= 041517/-

Dado que a4 es un monomorfismo, se sigue que Sy = 17. Por lo tanto, v y 7/ son tales que el
siguiente diagrama conmuta

B2y’

R

5{ PB JOQ

AlT)A.

Por la propiedad universal del producto fibrado se sigue que v = /. Por lo tanto, S es un
monomorfismo. Observemos que por simetria se sigue que, si as es un monomorfismo, entonces [,
también lo es.

(b) Supongamos que a; es un isomorfismo. Observemos que el siguiente diagrama en % conmuta

1a
Ay 2

P *> A2
-1
o2 e?) ﬁll PB Jag

A1T>A.
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Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un tnico morfismo A, % P tal que 1y =
&flag y (27 = 14,. Luego, tenemos que
B2y B2 = 14,/
= 0o
= BZva

BiyB2 = ai tazfs
=ai'ai B
=145
=5
= bilp.

De la unicidad en la propiedad universal del producto fibrado se sigue que v8; = 1p, de donde
concluimos que (3 es un isomorfismo.

]

Proposicién 0.5.26 Sean % una categoria y consideremos un diagrama en &
P2 B +2-Q

A b

A B I

f 2

tal que ambos cuadrados son productos fibrados. Si 6; y 7, son monomorfismos en € y existe A 2 I tal
que f = o1, entonces existe P =% () tal que asoq = g v el siguiente diagrama es un producto fibrado

P2 Q

T

AT>[.

Demostracion. Supongamos que 61 ¥ 7, son monomorfismos en € y que existe A 25 I tal que f = Yo7;.
Entonces, tenemos que el siguiente diagrama en 4 conmuta

P2 B <2 Q

,3{ Jel Jo (0.5.9)

A B I.

f 72

En particular, observemos que v9(7181) = 61g. Reordenando el diagrama 0.5.9, obtenemos el diagrama
conmutativo en ¢
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Dado que el cuadrado conmutativo es un producto fibrado por hipoétesis, de la propiedad universal del
producto fibrado se sigue que existe un tinico morfismo P <% Q tal que asa; = g v fcry = v181. Veamos
que el diagrama conmutativo dado por la segunda igualdad

P50

f

AT>I

es un producto fibrado para A 25 T & Q. En efecto, sean P’ € Obj(%) y P’ 25 A, P' £ Q morfismos
en € tales que 101 = 5. Entonces, como .0y = 015, tenemos que

fo1=rme
= Y2029

= 91042902,

por lo que tenemos el diagrama conmutativo en ¢

P g ! (O.5.10)
1 BIJ(
1

B
g
B

—
—
f

Como el cuadrado del diagrama 0.5.10 es un producto fibrado, existe P’ % P en € tal que gp = asps
y B1p = ¢1. Ahora, como 7, es un monomorfismo y el diagrama en €

Q" B

o o

I ——
72

es un producto fibrado, se sigue de la Proposicion 0.5.25 que ap también es un monomorfismo. Por ende,
de agpy = g = apanp se sigue que py = aayp, por lo que el diagrama en ¢

ay Q

—
71

A

P
BlJ J{ez

A I
conmuta. Como 6, y  son monomorfismos, entonces por el inciso (2) de la Observacion 0.2.2 sabemos
que 020 es un monomorfismo. Por lo tanto, si existe P’ 25 P en € tal que any’ = ¢s y 1y’ = ¢,
entonces tenemos que Ay’ = B¢, de donde se sigue que ¢’ = . ]

Definicién 0.5.27 Sea % una categoria. Decimos que % es una categoria con productos fibrados si para
cualquier diagrama A; =5 A &2 A, en € existe el producto fibrado correspondiente.

Definicién 0.5.28 Sean A 2% A, y A 23 A, morfismos en una categoria 4. Una suma fibrada o
push-out para el diagrama A; <~ A 2% A, es un diagrama conmutativo en €
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que satisface la siguiente propiedad universal: para cualesquiera morfismos A; B—1> S’ As 6—2> S"en €
tales que fla; = [han, se tiene que existe un unico morfismo S 2 S8 tal que Y6 = By By =

ALAQ

a{ PO LBQ

AIT)S

diagramaticamente,

ALAQ

a{ PO |

Al — S
B1

Observacién 0.5.29

(1)

Las sumas fibradas, si existen, son tnicas hasta isomorfismos.

En efecto: Sean A %5 A; y A %% A, morfismos en una categoria 4. Supongamos que los siguientes

diagramas conmutativos en % son sumas fibradas para el diagrama A; <~ A 2% A,

A L AQ A L A2
all PO Jﬁz all PO L@é
Al T) S Al T S/.

/
Por la propiedad universal de las sumas fibradas, existen morfismos tnicos S = S’, 5" = S en €

tales que el siguiente diagrama conmuta

ALAQ

o

A1

Més atn, de la unicidad en la propiedad universal de la suma fibrada se sigue que v’y = 1g y

vy = lg/, por lo que S ~ 5’

Las nociones de producto fibrado y suma fibrada son duales entre si. Es decir, si ¢ es una categoria
<%t Qo . . .. .
y Ay — A, Ay — A son morfismos en %, entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

X 2 a4,
(i) 5{ lw es un producto fibrado para el diagrama A; =% A &2 A, en €.

A1T>A
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«1°P
A%Al

(i) QZOPJ/ lﬁlop es una suma fibrada para el diagrama A; & A 22T Ay en GOP.

A, 5 X

Corolario 0.5.30 Sean % una categoria y el diagrama conmutativo en ¢

ALAZ

a{ PO J@

AITS

una suma fibrada. Entonces, se cumplen las siguientes condiciones.
(a) Si a; es un epimorfismo, entonces (3, también lo es.

(b) Si ; es un isomorfismo, entonces (5 también lo es.

Demostracion.

(a) Supongamos que a; es un epimorfismo y que existen X € Obj(%) y 7,7 : S — X € Mor(%) tales
que P2 = v/ B2. Como por hipbtesis S1a; = Paag, tenemos que

Yo = By
= 7/52Oé2
= 7’51041~

Dado que aq es un epimorfismo, se sigue que v8; = +/f1. Por lo tanto, v y 4/ son tales que el
siguiente diagrama conmuta

ALAQ

alj PO jm

151

Por la propiedad universal de la suma fibrada se sigue que v = +/. Por lo tanto, S5 es un epimor-
fismo. Observemos que por simetria se sigue que, si ap es un epimorfismo, entonces (3; también lo
es.

(b) Supongamos que oy es un isomorfismo. Observemos que el siguiente diagrama en ¢ conmuta

ALAQ

A ro N\

AlT)S

1\4 As.

Qg
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Por la propiedad universal de la suma fibrada, existe un tnico morfismo S % A; tal que 758, =
042041_1 y Y52 = 14,. Luego, tenemos que

Bay P2 = Bala,
= ﬁ2
= 15/,

BoyBr = Brozay!
= Pragag
= Bila,
=50
= 150

De la unicidad en la propiedad universal del producto fibrado se sigue que 1y = 1lg, de donde
concluimos que [ es un isomorfismo.

[]

Definicién 0.5.31 Sea % una categoria. Decimos que € es una categoria con sumas fibradas si para
. . aq a2 . .
cualquier diagrama A; «— A — A, en ¥ existe la suma fibrada correspondiente.

Definicién 0.5.32 Un cuadrado bicartesiano en una categoria % es un diagrama conmutativo en ¢

A—5 B

| BC s

tal que es un producto fibrado y una suma fibrada.

Observacién 0.5.33 La nocién de cuadrado bicartesiano es auto dual.

En efecto: Se sigue del inciso (2) de la Observacion 0.5.29.

Productos y coproductos

Definicién 0.5.34 Sean ¢ una categoria y {A;};c; una familia de objetos en €. Un producto en € para
{A;}ier es un objeto P € Obj(%) junto con una familia {P ™% A;}ic; de morfismos en € tales que se
satisfacen la siguiente propiedad universal: para cualesquiera @ € Obj(%) v {Q <% A;}ier en €, existe
un tunico morfismo Q@ = P en ¥ tal que m;oc = a; para todo i € I; diagraméaticamente,

Q El' o N P
x % Viel.
Aj
Observacién 0.5.35 Sean % una categoria, {A;}ic; una familia de objetos en € y {P ™% A;}icr un

producto para {A;}ic;.

(1) Si{P N Ai}ier y P € Obj(%) son otro producto para {A;}ics, entonces existe A : P = P’ en €
tal que ™\ = m; para todo i € I; diagramaticamente,



38

(4)

Capitulo 0. Algunas nociones generales de la teoria de categorias

P A » P!
R % Viel.
A;

En efecto: Por la propiedad universal del producto, existen P A pr y P’ £ P tales que el siguiente
diagrama conmuta

p—2-p —t.p

E\\Jﬂ/4{ Viel.

A

Luego, para todo @ € I se tienen los siguientes diagramas conmutativos

P pA P

P Ap P
2 AZ 1

A

De la unicidad en la propiedad universal del producto se sigue que puA =1p y A = 1pr.

En vista de (1), y en caso de que exista, denotaremos por {[I,c; A; —» A;}ier a la elecciéon de un
producto en € para {A;}ic;. En tal caso, el morfismo [[;c; A; Ty A; se conoce como la i-ésima
proyeccién natural de [[;c; en A;.

Sean € localmente pequefia e I un conjunto. Una familia {4 2% A;}ie; en € es un producto para
{A;}ier si, y sblo si, para todo B € Obj(%), el morfismo candnico en Sets
¢p : Homg (B, A) — HHOHM(37 Ai), B (piB)ier
iel

es un isomorfismo en Sets.

Si I = @, entonces P es un objeto final en %". Reciprocamente, cualquier objeto final en € es un
producto en ¥ para una familia vacia de objetos en %.

Proposicién 0.5.36 Sean % una categoria, Ay, Ay € Obj(%) tales que existe un producto A; [T Ay en
€,y el diagrama

P%AQ
ml Jw (0.5.11)

A1T1>A.

en . Por la propiedad universal del producto, podemos considerar un morfismo P LN A TT Ay tal que
hace conmutar los triangulos superiores izquierdos del siguiente diagrama en ¢

\/

AL TT Ay (0.5.12)

s

Ay

-

a1

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
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(a) El diagrama (0.5.11) es un producto fibrado en %
(b) B = Equ(asms, a1mi).

Demostracion.
(a)=-(b) Por hipdtesis, tenemos que el cuadrado del diagrama (0.5.12) conmuta. Por ende,

(041771)5 = 041(715)
= a1
= a0
= ay(maf3)
= (ama) 5.

Ahora, sea X 2 AT Ay en € tal que aymd = agmed. Entonces, como el diagrama (0.5.11) es un

producto fibrado, por la propiedad universal del producto fibrado tenemos que existe X 9% Pen % tal
que (20 = med y 510 = m6. Luego, como

m(B0) = (m18)0
= 61‘9

:7T15,

mo(B0) = (m23)0
= [0

- 7]—257

de la propiedad universal del producto, se sigue que 56 = §. Supongamos que existe X Y Pen € tal
que 60" = §. Entonces, para i € {1,2}, tenemos que

@'9/ = (mﬂ)Q
= mi(B0')

= 7'('1'5

y, de la propiedad universal del producto fibrado, se sigue que ¢ = 6.

(b)=-(a) Observemos que

ol = omof3
= aymf (8 = Equ(aim, agm))

= 05151-

Sean X 2 Ay X LEN Ay en € tales que andy = aidy. Por la propiedad universal del producto, existe
x4 A1 1T Az en € tal que m0 = 01 y md = d5. Ahora, como

(@171'1)5 = CYl(Wl(S)
= 01151
= 042(52
= OéQ(']TQ(S)

= ((1/271'2)5



40 Capitulo 0. Algunas nociones generales de la teoria de categorias

y 8 = Equ(aymy, agms), por la propiedad universal del ecualizador, existe X Y Pen ¥ tal que Sy = 9.
Mas aun, para ¢ € {1,2}, tenemos que

Bt = mifv
= 7Ti(5

Supongamos que existe X Yy Pen € tal que f' = 6;, para i € {1,2}. Dado que, para ¢ € {1,2},
tenemos que

mi(BY) = (mB)Y
= B’
— 6,

= 7T7;5,

de la propiedad universal del producto se sigue que ¢’ = §. Finalmente, por la propiedad universal del
ecualizador, tenemos que v’ = . O

Definicién 0.5.37 Sea ¥ una categoria. Decimos que € es una categoria con productos finitos si para
cualquier familia {A;};c; de objetos en € con [ finito existe el producto correspondiente.

Definicién 0.5.38 Sean % una categoria y {A;}ic; una familia de objetos en €. Un coproducto en €
para {A;}ie; es un objeto C' en € junto con una familia {A4; 2% C}ie; de morfismos en € tales que

satisfacen la siguiente propiedad universal: para cualesquiera B € Obj(%) y {A4; LN B}ier en €, existe

un tnico morfismo C' 2 B en € tal que Su; = B; para todo i € I; diagramaticamente,

A,
i Bi
/ \ Viel.
C 9s » B

Observacién 0.5.39 Sean % una categoria, {A;};c; una familia de objetos en €, C € Obj(%) y
{4; LN C'}ier un coproducto en € para {A; }ier.

(1) Si{A; XN C'}ier y C' € Obj(€) son otro coproducto en € para { A; }icr, entonces existe § : ' = C
en ¢ tal que Oy, = p; para todo @ € I; diagramaticamente,

’M;\ % Viel.

En efecto: Por la propiedad universal del coproducto, existen C’ % c y C & O tales que el
siguiente diagrama en conmuta

k’ﬁ / Viel.
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Luego, para todo i € I, se tienen los siguientes diagramas conmutativos

O, 24 Cl

C ov C.
N N
A,

A

De la unicidad en la propiedad universal del coproducto se sigue que v6 = 1o v v = 1¢.

(2) En vista de (1), y en caso de que exista, denotaremos por {A4; £ [[,c; Ai}ier a la eleccién de un
coproducto en € para {A;};c;. En tal caso, el morfismo A; M [1;cr Ai se conoce como la i-ésima
inclusién natural de A; en [[;c; A;.

(3) Sean % localmente pequena e I un conjunto. Una familia {4; =% B}ic; v B € Obj(%) son un
coproducto de {A;}icr si, y sélo si, para todo H € Obj(%), el morfismo canénico en Sets

Yy Homg (B, H) — HHom‘f(Aia H), B = (Bvi)ier

i€l

es un isomorfismo en Sets. En particular,

Vi Horrw(HAi,H) = [] Homy (A;, H)

i€l i€l
en Sets para todo H € Obj(%).

(4) Si I = @, entonces C' es un objeto inicial en . Reciprocamente, cualquier objeto inicial en € es
un coproducto en € para una familia vacia de objetos en €.

(5) Las nociones de producto y coproducto son duales entre si. Es decir, si € es una categoria, {4; }ics
es una familia de objetos en €, P es un objeto en €’ y 7 es una familia {P ™ A;};c; de morfismos
en %, entonces

P y 7 son un producto en € para {A;}ie; <= Py 7° son un coproducto en €°P para {4, }icr,
donde 7P = { 4; o, Plicr.

Proposicién 0.5.40 Sean ¢ una categorfa, {A4; £% [T;c; As}ier un coproducto en €, C € Obj(%) y
{A; 2% C}ier una familia de morfismos en %. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) C'y {A; 2 C}icr son un coproducto de {A;}ier.
(b) Existe un isomorfismo ¢ : [[;c; A; = C tal que pu; = v; para todo i € I.

Demostracion. Si I = &, entonces por el inciso (1) de la Observacién 0.5.16 y el inciso (4) de la Obser-
vacién 0.5.39 se sigue que (a) y (b) son equivalentes, por lo que podemos suponer que I # &.

(a) = (b) Supongamos que C' y {A; =% C}ic; son un coproducto de {4;};c;. Entonces, por la
propiedad universal del coproducto, se sigue que existe un tinico morfismo C ¥, [;er Ai tal que Yv; = p;
para cada i € I. Como por hipétesis [T;c; A; v {A; 25 1Tics Ai }ier también son un coproducto de {A;}ier,
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entonces existe un tnico morfismo [[,c; A4; % C tal que ppu; = v; para cada i € I. Observemos que, para
cada ¢ € I,

(1) i = (pps)
=Yy
= M
- 1Hi€[ Aibtis

(e = o(Yry)
= Pl

= 1CV2"

De la unicidad en la propiedad universal del coproducto, se sigue que ¥¢ = 1H~ A Y Y = 1¢. Por
1€

ende, existe ¢ : [[,e; Ai = C tal que pu; = v; para cada i € I.

(b) = (a) Supongamos que existe ¢ : [1,c; A; — C tal que pu; = v;, para cada i € I. Sean B €
Obj(¥) v {A; X B}icr una familia de morfismos en . Como por hipétesis [[;c; As v {Ai 25 [Lier AsVier
son un coproducto de {A;}ier, entonces existe un tnico morfismo [[;c; A; 5 B tal que Bu; = [B; para

—1
cada ¢ € I. Observemos que ' 5%, B es un morfismo en % tal que, para cada i € I,

(B i = (Be™ ") (o)

= B¢ o)

= B

= ;.
M4s atin, de la unicidad de la propiedad universal del coproducto, se sigue que B¢ ! es el tinico morfismo
de C a B que cumple lo anterior. Por ende, C'y {A4; 2 C}ier son un coproducto de {4;}ic;. O]

Proposicién 0.5.41 Sean % una categorfa, {I[;c; A; = A;}ic; un producto en €,C € Obj(¥) y
{C LiN A, }ier una familia de morfismos en 4. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) C'y {C 25 A;}icr son un producto de {A4;}icr.
(b) Existe un isomorfismo ¢ : C' = [[,c; A; tal que mp = p; para todo i € 1.

Demostracion. Haremos esta demostracion utilizando el principio de dualidad. Observemos que, por el
inciso (5) de la Observacién 0.5.39, tenemos que {A; LN [Ticr Ai}tier es un coproducto en €°P.

(a)=(b) Supongamos que C'y {C % A;}ic; son un producto de {A;};c; en €. Entonces, por duali-

dad, tenemos que C'y {A4; LI C'}ier son un coproducto de {A;}ie; en €°P. Aplicando la Proposicion
0.5.40, tenemos que existe un isomorfismo ¢ : [T.c; A; = C tal que ¢°Pm;°P = p;°P para todo i € I.
Luego, tenemos que

P = pP Vicl = D(gop(goopﬂ.iop) = D%op(piop) Vicl]

— D(gop(ﬂ—iop)D%?op(gOOp) = chop (pl'Op) VZ - [
= me=p; Viel,
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donde ¢ : C' = [[,e; A; es un isomorfismo por el inciso (1) de la Observacién 0.3.2.

(b)=-(a) Supongamos que existe un isomorfismo ¢ : C' = [[;c; A; tal que m;p = p; para todo i € 1.
Observemos que

me=p Vi€l = Dg(mp)=Dy(p;) Viel
= Dg(p)Dg(mi) = Dg(pi) i €1
- QOOpﬂ'Z'Op = piop Vie I,

donde ¢° : [,c; A; = C es un isomorfismo por el inciso (1) de la Observacién 0.3.2. Aplicando la

Proposicién 0.5.40, tenemos que C'y {A; — LI C’}Ze [ son un coproducto de {A;}ic; en €°P. Por el inciso
(5) de la Observacién 0.5.39, se sigue que C' 'y {C' 25 A;}ic; son un producto de {A;}ic; en €. O

Definicién 0.5.42 Sean ¢ una categoria localmente pequenia y A = [1;c; Aj, B = [l;e; Bi en €, con I
y J conjuntos. Denotaremos por Maty, ;(A, B) al conjunto de matrices «, de orden I x J, con entradas
la];; € Homg(A;, B;). Para o, f € Mat (A, B), definimos

a=p8 < lai;=[Bli; V(ij)elx]

Proposicion 0.5.43 Sean %" una categoria localmente pequenia y A = [I;c; A;, B = [l;er Bi en €, con
I y J conjuntos. Entonces, la correspondencia

Y =¢BA": HOIIl(g(A, B) — Mat[XJ<A,B),
dada por [¢(f)];; := mf fui para todo (i,7) € I X J, es un isomorfismo en Sets.

Demostracion. Primero, veamos que ¢ es inyectiva. Sean f,g € Homg (A, B) tales que ¢(f) = ¢(9g).
Para cada ¢ € I, tenemos que, para todo j € J,

(Bﬂ% WU)
)i

Luego, por la propiedad universal del coproducto, tenemos que
P f=nPg Viel
de la unicidad en la propiedad universal del producto, se sigue que f = g.

Ahora, veamos que ¢ es suprayectiva. Sea o € Mat;« (A, B). Para cada j € J fijo, se tiene la familia
de morfismos {A lodi, — B;}ier. Luego, por la propiedad universal del producto, para cada j € J, existe
un morfismo A, —> B en € tal que P f; = [a];; para todo i € I. Ademds, por la propiedad universal

del coproducto, existe un morfismo A Iy Ben € tal que f ,uJA = f; para todo ¢ € I. Diagraméticamente,
tenemos que

B

Jf VY (i,j) eI xJ.
B

%

A
M;ﬁ

<.

A



44 Capitulo 0. Algunas nociones generales de la teoria de categorias

Por lo tanto, [¢(f)]i; = nP fui = [a];; para todo (i,7) € I x J, por lo que ¢(f) = o O

Definicién 0.5.44 Sea % una categoria. Decimos que % es una categoria con coproductos finitos si para
cualquier familia {A,;};c; de objetos en €, con [ finito, existe el coproducto correspondiente.

Definicién 0.5.45 Sea % una categoria localmente pequena con productos y coproductos finitos. Para
cada A € Obj(%), se definen los morfismos:

(a) Diagonal Ay : A — AT[A, con p(Ayu) = (E)’

(b) Codiagonal V4 : AJTA — A, con ©(V4) :=(1a1a).

0.6. Transformaciones naturales

Definicién 0.6.1 Sean F,G : ¢ — 2 funtores. Un morfismo de funtores o transformacion natural

n: F — G es una familia de morfismos 7 := {F(C) %% G(C)}ceonjw) en 2 tal que, para todo

morfismo X &V en ¢, se tiene que G(f) onx = ny o F'(f); diagramaticamente,

F(X) = G(X)

F(f)l lcm

FY) —— G(Y).

Yy

La transformacion natural n : ' — G se suele denotar también como sigue

Denotaremos por [€, 2] a la clase de todos los funtores® de € en 9. Para F,G € [, 2], se denota por
Nats o(F,G) a la clase de las transformaciones naturales de I en G.

Observacién 0.6.2 Sean ¢ y Z categorias, F,G, H € [€, %], n € Natiy o(F,G) y p € Natyg 4(G, H).
(1) La familia de morfismos 1y : F' — F', dada por
(1p)c :==1pey ¥V C € Obj(%),
es una transformacion natural.
(2) Si definimos la composicién pn : F — H como
(pn)c == pconc V C € Obj(¥),

entonces la composicion de transformaciones naturales pn es una transformacion natural. Mas atn,
dado que por definicion la composicion de morfismos en una categoria es asociativa, se sigue que
la composicion de transformaciones naturales también lo es.

3Recordamos que, al utilizar la palabra funtor, suponemos que se trata de un funtor covariante, a menos que se
especifique lo contrario explicitamente.
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(3) Podemos considerar a la categoria de funtores de ¢ en &, denotada por 2%, donde Obj(Z2%) es la
clase de todos los funtores de ¢ en 2, Mor(27?) es la clase de todas las transformaciones naturales
entre funtores de € en 2, la composicién de transformaciones naturales se define como en (2) y las
identidades, como en (1). En particular, del inciso (3) de la Observacién 0.4.2 se sigue que 2%
es la categoria de funtores contravariantes de ¢ en Z.

(4) Supongamos que F(C) ™% G(C) es un isomorfismo en 2, para todo C' € Obj(%). Entonces la
familia de morfismos ! : G — F, dada por

(n e =nc' ¥V C € Obj(%),

<z / ’ -1 -1 . ~

es una transformacién natural. Méas atn, n='n = lp y np~ = lg, porloque n : FF — Gy
n~': G = F son isomorfismos en 2%. Por ende, a las transformaciones naturales de este tipo se
les conoce como isomorfismos naturales.

Equivalencia de categorias

Dado que, en general, las categorias estan compuestas de clases de objetos y de morfismos, la relacién
de isomorfismo entre categorias suele ser demasiado restrictiva, pues exige una correspondencia estricta
entre las clases de objetos de ambas categorias. Los isomorfismos naturales nos ayudan a definir otra
relacién de equivalencia entre categorias menos restrictiva, que permite a ambas categorias tener un
numero arbitrario de “copias isomorfas” de un mismo objeto, llamada equivalencia de categorias. La idea
intuitiva de esta nocién es que, si dos categorias son equivalentes, una de ellas puede ser “deformada”
en la otra anadiendo o removiendo la cantidad de “copias isomorfas de objetos” necesarias para hacer
que las categorias sean isomorfas, en analogia con la equivalencia homotopica de espacios topologicos.

Definicién 0.6.3 Sean ¢ y Z categorias.

(a) Un funtor F' : € — 2 es una equivalencia de categorias si existe un funtor G : ¥4 — € tal
que GF ~ 14 y FG ~ 14. En tal caso, decimos que las categorias € y & son equivalentes, y lo
denotamos por ¢ = 9.

(b) Un funtor contravariante F' : € — 2 es una dualidad de categorias si existe un funtor contrava-
riante G : ¥ — € tal que GF ~ 14 y FG ~ 14. En tal caso, decimos que las categorias ¢ y 4
son duales una de la otra.

Ejemplo 0.6.4 Para cualquier categoria %, el funtor de dualidad Dy : € — %°P es una dualidad de
categorias, con los isomorfismos naturales dados por las transformaciones naturales identidad. Por esta
razon, la categoria opuesta €°P de € también se conoce como la categoria dual de €.

A continuacién, veremos una caracterizacion tutil de las equivalencias de categorias.

Proposicién 0.6.5 Sea F': ¥ — % un funtor. Entonces, F' es una equivalencia de categorias si, y s6lo
si, F' es fiel, pleno y denso.

Demostracion. (=) Supongamos que F' es una equivalencia. Entonces, por definicion, existe G : 2 — €
tal que FG ~ 19 y GF ~ 14. Por ende, existen transformaciones naturales n: GF' — 1y, p: FG — 14
dadas por las familias de isomorfismos 7 := {nc : GF(C) = 14(C)}ceovjir) ¥ p = {pp : FG(D) =
15(D)} peovj(2) tales que para todo C' = C’ € Mor (%) y D 5 pe Mor(2) tenemos que (lg(@))ne =
ne(GF (@) y (12(8))pp = po (FG(5)).
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Sean X,Y € Obj(%) y Z € Obj(Z). Supongamos que existen f, g € Homy(X,Y') tales que F(f) =
F(g). Entonces, GF(f) = GF(g). Observemos que

fnx = (e (f))nx
=y (GF(f))
=nv(GF(g))
= (1¢(9))nx
= gnx-.

Por ende, fnxny’ = gnxny', lo que implica que f = g. Por lo tanto, F es fiel. Mds atin, por la simetria
de la definicion de equivalencia se sigue que G es fiel.

Sea h € Homgy (F(X), F(Y)). Entonces G(h) € Homg(GF(X),GF(Y)), por lo que v := ny (G(h))ny' €
Homg (X, Y). Observemos que (14(7))nx = ny (GF(v)) implica que (14(7y)) = ny (GF(v))nx". Por ende,

ny (G(h))nx" =y (GF(7))nx".

Aplicando 7y' por la izquierda y nx por la derecha a la ecuacién anterior, obtenemos
G(h) = GF(y).

Como G es fiel, entonces h = F(7); es decir, existe v € Homg (X, Y') tal que F(y) = h. Por ende, F es
pleno.

Por tltimo, observemos que pz : FG(Z) = 14(Z), por lo que F(G(Z)) ~ Z. Dado que G(Z) €
Obj(¥), se sigue que F' es denso.

(<) Supongamos que F' es fiel, pleno y denso. Sea D S e Mor(2). Entonces, como F' es den-
so, existen C,C" € € tales que F(C) ~ D y F(C') ~ D'. Llamemos a estos isomorfismos ¢2 y ¢5,
respectivamente. Entonces, (05 )~ 8¢E € Homgy(F(C), F(C")). Como F es pleno, existe un morfismo
C % C'en € tal que F(a) = (p5) "' BpB. Mas atin, como F es fiel, dicha o € Mor (%) es tinica. Por lo
tanto, existe una correspondencia biunivoca entre los morfismos de € y 2.

Siguiendo la discusion anterior, sea G : 2 — € dado por G(D LN D) =C = (', es decir, G(D LN D")
es el inico morfismo en € tal que F(G(B3)) = (p2) 7 BpE. Veamos que G es un funtor. En efecto, si

D' =Dy = 1p, entonces (p8) ' Bpe = (&) "lppe = (&) '8 = 1) ¥, como Flo = lp()
porque F' es un funtor, se sigue que G(1p) = 1¢ = lg(p).

Ahora, sean D 2N D', D 22 D" morfismos en 2. Entonces, existen C 2% O/, 0" 2 C" en €
tales que G(D N D)=C " C'yGD N D") = C" 2% (", es decir, que cumplen las igualdades
F(ay) = (98) 18108 v Flag) = (9EBr) " BapE. Observemos que

(p8) ' Babrpl = ((08r) ' Pavlr ) ((92) ' 818
= F(az)F(a1)

= F(aay). (pues F' es un funtor)

Por lo tanto, G(521) = sy = G(f2)G(51), de donde concluimos que G es un funtor.

Notemos que, como @2 : F(C) = D y G(C) = D, entonces pZ : FG(B) = D. Por lo tanto,
definiendo pp := pZ para cada D € Obj(2), tenemos una familia de isomorfismos {pp : FG(D) =
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15(D)} peobj(z)- Por construccion de G, para todo D 5 D' se tiene que F(G(B)) = pp Bpp- Asi, el
siguiente diagrama conmuta
FG(D) —22—

FG(B)J JB

FG(D') — D'

Pp’

Entonces, p es una transformacion natural tal que pp es un isomorfismo para cada D € Obj(Z). Por
ende, tenemos que p : FG — 14 es un isomorfismo natural, por lo que FG ~ 145 en 27.

~

Ahora, como F(C) € Obj(2) para cada C' € Obj(%), tenemos un isomorfismo prc) : FG(F(C)) =
F(C) en 2. Como F es un funtor fiel y pleno, existe un tnico GF(C) *% C tal que F(nc) = pr(c).

Definimos 1 = {GF(C) 2% C}oeconjw). Veamos que 7 : GF — 1y es una transformacién natural.

Sea C' = C’ un morfismo en 4. Entonces, F(C) o), F(C") es un morfismo en & y por ser p una

transformacién natural, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

FG(F(0)) ™2 F(0)
FG(F(a))J{ JF(a)
FG(F(C") G F(C).

Del diagrama anterior se sigue que F(a)ppcy = prc)FG(F(a)). Por ende, tenemos que

Flanc) = F(a)F(nc)
= F(Q)PF(C)
= prenFG(F(a))
= F(ne ) FG(F(a))
= F(noGF(a)).

Luego, como F' es un funtor fiel, se sigue que anc = noGF(«). Por ende, n : GF — 14 es una
—1
., . , . Prc
transformacion natural. Mas atn, como ppcy es un isomorfismo, tenemos un morfismo F(C) =

F(GF(C)) y, por ser F pleno, existe un morfismo C' 2% GF(C) tal que F(uc) = p}%c). Notemos que

F(nepe) = F(ne)F(uc) = proyprey = Lre) = F(lo);
Fucne) = F(ue)F(ne) = prioypre) = Lrare) = F(lare))-

Dado que F' es un funtor fiel, se tiene que ncuc = 1o y prene = lare), por lo que n¢ es un isomorfismo
para cada C' € Obj(%). Por ende, 7 es un isomorfismo natural, por lo que GF ~ 14 en €%. m

Proposicién 0.6.6 Sean ¢ una categoria localmente pequenia y A, B € Obj(%’). Entonces, h : A ~ B
en € si, y sélo si, Homg(—, h) : Homg(—, A) ~ Homy(—, B) en Sets?.

Demostracion.
h . .
(=) Supongamos que A — B es un isomorfismo en ¢". Dado que los funtores preservan isomorfismos,

trivialmente se verifica que el siguiente diagrama en % conmuta para cualquier X Iy e Mor (%)

Homg (Y, A)" P Homy (v, B)
Home (f,A)J JHomf (f,B)
Home (X, A), —— }iom(g(X, B),

m« (B,h
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por lo que Homg(—, H) : Homy(—, A) — Homeg(—, B) es un isomorfismo natural.

(<) Supongamos que Homg(—, A) Tome (=), Homg(—, B) es un isomorfismo natural en Sets?.
Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en Sets
Homey (B A)Homg thomgg B, B)
HOmcg(lB,A)J J{Hom%(leB)
Homy (B AL -G hyomg(B,B).
Dado que Homg (B, h) es un isomorfismo en Sets y, por tanto, una biyeccién, existe i’ € Homg (B, A)
tal que Homeg (B, h)(h') = hh' = 1p. Por el inciso (4) de la Observacién 0.2.2, tenemos que h es un
epimorfismo en %, lo que implica que Hom¢(h, A) : Homg (B, A) — Homy (A, A) es un epimorfismo en

Sets, por lo que existe h” € Homg¢ (B, A) tal que Homy(h, A)(R") = h"h = 14. Luego, del inciso (1) de
la Observacion 0.2.2, se sigue que A L B es un isomorfismo en €. O

El Lema de Yoneda

Teorema 0.6.7 (Lema de Yoneda) Sean % una categoria localmente pequena y F : €°° — Sets, G :
% — Sets funtores. Entonces, para cualquier A € Obj(%), tenemos las biyecciones

v : Natgop gets)(Hom(—, A), F) = F(A),
T 7a(1la);

y : Nat(g sets)(Hom(A, —), G) = G(A),
n = na(la);

donde Hom(—, —) : €°? x € — Sets es el bifuntor Hom.

Demostracion. Sean : Hom(—, A) — F una transformacién natural. Dado que 14 : Hom(A, A) — F(A)
es un morfismo en Sets, tenemos que v(n) = na(la) € F(A), por lo que v estd bien definida.

Por definicién de transformacién natural, para cada B € Obj(¢°?) y f°° € Homgoer(A, B) tenemos
el diagrama conmutativo

Hom(A, A) —— F(A)
Hom( fOP,A)J( F(foP)
Hom(B, A) —_— F(B)
en Sets, de donde se sigue que
E(f)na(la) = npHom(f", A)(14)

= np(f°"1a)
= anOP’

es decir,
nef" = F(f*)na(la). (0.6.1)
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Analogamente, si p : Hom(—, A) — F es otra transformacion natural, tenemos que pp f° = F(fP)ua(la).
Entonces, tenemos que

v(n) =v(p) = na(la) = pa(la)
— F(foP)nA<1A) = F(fOp)/LA(lA) W f0p € Hom(gop(A, B)
= nef?" = upf” V f°° € Homger (A, B)
= 1NBY = UBY V g € Homg (B, A)
= B = I'B V B € Obj(%)
= N =W,

por lo que v es inyectiva.
Ahora, sea x € F(A). Para todo B € Obj(%), definimos una funcién
ng : Hom(B, A) = F(B), g — (F(g))(x),

la cual es un morfismo en Sets. Veamos que 7 := {Hom(—, A)(B) % F(B)}pecobj() s una transfor-

L, . . hoP :
macion natural, es decir que, para cualquier morfismo B — C' en P, el diagrama en Sets

Hom(B, A) —2~ F(B)
Hom(hop,A)J JF(hOP) (0.6.2)
Hom(C,A) —— F(C)

nc

conmuta. En efecto, sea B M ce Mor(%°P). Entonces, para todo f € Hom(B, A), tenemos que

)(z) (F es un funtor)

se sigue que v es suprayectiva.

Por otro lado, sea 7 : Hom(A, —) — F una transformacién natural. Dado que 74 : Hom(A, A) —
F(A) es un morfismo en Sets, tenemos que y(7) = 74(14) € F(A), por lo que y esta bien definida.

Por definiciéon de transformacion natural, para cada B € Obj(¢) y f € Hom(A, B) tenemos el
diagrama conmutativo
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Hom(A, A) —2— F(A)
Hom(A,f)l lF(f)
Hom(A, B) —— F(B)
en Sets, de donde se sigue que
F(f)Ta(1a) = TpHom(A, f)(14)
=75(f14)
=18/,
es decir,
Taf = F(f)Ta(14). (0.6.3)
Analogamente, si ¢ : Hom(A, —) — F es otra transformacién natural, entonces ogf = F(f)oa(1la).
Luego,
y(1) =ylo) = 7a(la) = 0a(la)
= F(f)ra(1a) = F(f)oa(la) V f € Hom(A, B)

— 7f =oBf V f € Hom(A, B)
— Tp = 0p \V/BGObJ((g)
— T =0.

Ahora, sea x € F(A). Para todo B € Obj(%’), definimos una funcién
7p : Hom(A, B) = F(B), [ (F(f))(z),

la cual es un morfismo en Sets. Veamos que 7 := {Hom(A4, —)(B) =% F(B)}peoj(#) es una transforma-

cién natural, es decir que, para cualquier morfismo B 2 C' en €, el diagrama en Sets
Hom(A, B) —2— F(B)
Hom(A,g)l lF(g) (0.6.4)
Hom(A,C) —— F(C),

conmuta. En efecto, sea B % C € Mor(%). Entonces, para todo f € Hom(A, B), tenemos que

(F'(9)me)(f) = F(9)(T8(f))
= F(g)(F(f)(x))
= (F(g/))(x)
= 10(9f)
= (rcHom(A, g))(f),

por lo que el diagrama (0.6.4) conmuta. Finalmente, vemos que

y(7) = 1a(14)
= L (2)
0

Observacién 0.6.8 En la demostracién del Teorema 0.6.7 (Lema de Yoneda), la ecuaciéon (0.6.3) nos
dice que la acciéon de 7 sobre un elemento f € Hom(A, B) arbitrario estda totalmente determinada

por el elemento 74(14) € F(A). Conversamente, el elemento 74(14) € F(A) genera una transformacién
natural de Hom(—, A) a F.



Capitulo 1

Categorias aditivas

Las categorias aditivas son el punto de partida comun de las estructuras basicas mas importantes en
la actualidad para el estudio del algebra homoldgica: las categorias abelianas, las categorias exactas y las
categorias trianguladas. Para llegar a la construccion de categoria aditiva, comenzaremos estudiando las
categorias con objeto cero y luego dotaremos a las clases de morfismos entre objetos de estas categorias
con algunas estructuras algebraicas basicas.

1.1. Categorias con objeto cero

Definicién 1.1.1 Sea % una categoria. Decimos que € es una categoria con objeto cero si existe un

. f : : ,
objeto cero 0 en €. En tal caso, un morfismo X = Y en & es un morfismo cero si se factoriza a través
del objeto cero; diagramaticamente,

Observacién 1.1.2 Sean % una categoria con objeto cero y 0 € Obj(%’) un objeto cero en €.

(1) Dado que, por el inciso (2) de la Observacién 0.5.18, sabemos que la nocién de objeto cero es auto
dual, se sigue que el universo de las categorias con objeto cero es dualizante.

(2) Para cualesquiera X,Y € Obj(%), existe un tinico morfismo cero en Home (X, Y), el cual se denota
por Oxy o bien por 0.

En efecto: Sean 0’ otro objeto cero en € y el diagrama en ¢

XVO/%Y.
N, A

Veamos que dicho diagrama conmuta. Dado que [Homg (0, 0)| = 1 = |[Hom (0', V)], existe 0 25 0
en ¢ tal que fh = B'. Andlogamente, se tiene que ha/ = «a, pues |Homy (X, 0) = 1. Por lo tanto,

B'a’ = fha = Pa.

o1
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(3) Sea A € Obj(¥) tal que 14 = 04 4. Entonces A es un objeto cero en €.

En efecto: Puesto que 0 € Obj(%) es un objeto cero en %, tenemos que |Homy (A, 0)| = [Homg (0, A)| =
1 = |Hom(0,0)|. Sean v y 3 los tinicos morfismos en Homg (A, 0) y Homg¢ (0, A), respectivamente.
Por hipétesis, tenemos que fa = 04 4 = 14. Por otro lado, como a5 € Homy(0,0), se sigue que
Ba = 1g. Por ende, a : A = 0y 3:0 = A. Observemos entonces que, para cada X € Obj(%),
tenemos que las funciones @ : Homg (X, A) — Homg(X,0) y 8 : Homg (A, X) — Homy (0, X)
dadas por @(f) = af, 3(g) = g8 son biyectivas. Por lo tanto, [Home (X, A)| = 1 = |[Homy (A, X)|
para todo X € Obj(%), de donde concluimos que A es un objeto cero en €.

Lema 1.1.3 Sean % una categoria con objeto cero y

PLAQ

L]

A —— 0

un diagrama en %. Entonces, el diagrama anterior es un producto fibrado si, y sélo si, P = A; [[ A3 con
proyecciones naturales vy, vs.

Demostracion. (=) Supongamos que el diagrama en ¢

PLAQ

N

A1—>0

es un producto fibrado. Sean @ € Obj(%) vy Q 5 A;,Q =2 A, € Mor(%). Entonces, tenemos el

siguiente diagrama conmutativo en ¢
Q ,Kl

PLAQ

ol

A1*>O.

Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un tnico morfismo Q - P tal que v,y = oy
para i € {1,2}. Por lo tanto, P y {o; : P — A;}ic(1,2) son un producto en ¢ para {A;, Ay}, es decir,
P = A, [1As y vy, vy son proyecciones naturales.

(<) Sea P = A; I Az con proyecciones naturales vy, va. Observemos que el siguiente diagrama en ¢
es conmutativo
P—=5 A

J J (1.1.1)

A1*>0.

Por la propiedad universal del producto, tenemos que para todo P’ € Obj(%¢) y P’ ZN A, P LN Aoy

existe un tnico morfismo P’ 25 P tal que v15 = P1 y vof = [o. En particular, § es el inico morfismo
que hace conmutar el siguiente diagrama en ¢
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P —=5 A

L]

A14>0.

Por lo tanto, concluimos que el diagrama conmutativo (1.1.1) es un producto fibrado en % O]
Dualmente, se tiene el siguiente Lema.
Lema 1.1.4 Sean % una categoria con objeto cero y

0 —— A

A1T>C

un diagrama en % . Entonces el diagrama anterior es una suma fibrada si, y sélo si, C' = A; [[Cs con
inclusiones naturales uq, us.

Demostracion. Se sigue de aplicar el principio de dualidad al Lema 1.1.3, lo cual es valido por el inciso

(1) de la Observacién 1.1.2. ]
Definicién 1.1.5 Sea € una categoria con objeto cero. Para cada familia {A;};c; de objetos en € se
54,
define la familia de morfismos 64 := {Ai =y Aj}(‘ yere €0 ¢ dada por
Z?J

0 sii#j
A
61,] '_{

14, sii=j.

Observacién 1.1.6 Sean % una categoria con objeto cero y {A;}ic; una familia de objetos en % tales
que tiene un producto {[l;c; A; =% A;}ic; en €. Entonces, para cualquier I # @, existe una tnica

familia de morfismos {A; &% [T;e; A Jier tales que i, = 5;3 para cualesquiera i,j € I.

§A.
En efecto: Para cada ¢ € I, consideramos la familia {Ai % Aj} o Luego, por la propiedad universal
J
del producto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Bl
» Tlier As

A
;\\ //g/ Vijeld
T

. . . . i

Para cada i € I, la igualdad m;u; = 14, implica que el morfismo A; — [];c; 4; es un monomorfismo
escindible y, en particular, un monomorfismo, el cual es conocido como la i-ésima inclusion natural de
A; en el producto [];c; A;.

Observacién 1.1.7 Sean % una categoria con objeto cero y {A;};c; una familia de objetos en € tales
que tiene un coproducto {A; £5 [T;c; Ai}ier en F.
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(1) Para cualquier I # @, existe una tnica familia de morfismos {[[;c; 4; = A;}ic; en € tales que

iy = 5;‘}]- para cualesquiera i, 5 € I.

En efecto: Se sigue de aplicar el principio de dualidad a la Observacion 1.1.6.

T . .«
En tal caso, el morfismo J] A; — A; se conoce como la i-ésima proyeccién natural de [,c; A; en
A;. Dado que m;p; = 14,, se tiene que p; es un monomorfismo escindible y m; es un epimorfismo
escindible para cada i € I.

(2) En general, la familia {[[,c; A; =% A;}ics obtenida en (1) no tiene por qué ser un producto de
{Aitier-

Proposiciéon 1.1.8 Sean % una categoria con objeto cero, {M;}?_; una familia finita de objetos en €
y M un producto o un coproducto de {M;}" ; en €. Si M ~ 0, entonces M; ~ 0 para cada i € [1,n].

Demostracion. Supongamos que M ~ 0. Sean M =5 M; y M; £ M para i € [1,n] las proyecciones e
inclusiones naturales, respectivamente. Por el inciso (1) de la Observacion 0.5.18, tenemos que m; = 0
para cada i € I. De la Observacién 1.1.6, o bien, del inciso (1) de la Observacion 1.1.7, se sigue que
1y, = mp; = 0 para cada @ € I. Finalmente, del inciso (3) de la Observacién 1.1.2, concluimos que
M; ~ 0 para cada i € [1,n]. O

Objetos proyectivos e inyectivos

Definicién 1.1.9 Sea ¥ una categoria. Un objeto P en % es proyectivo si para todo diagrama en € de
la forma

P
|+
XﬁY

se tiene que f se factoriza a través de g; esto es,

_ P
SR Jf (1.1.2)
K

Denotaremos por Proj(%) a la clase de todos los objetos proyectivos en ¢, siguiendo la notacién pre-
ponderante derivada del término projective en inglés.

Lema 1.1.10 Sean % una categoria y P <% @ un monomorfismo escindible en €, con Q proyectivo.
Entonces, P es proyectivo.

Demostracion. Sea @) 5, P tal que fa = 1p. Consideremos un diagrama en % de la forma

P

K

X—g»Y.

Como @ € Proj(%), tenemos el siguiente diagrama conmutativo en ¢
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O
Jm
o

3

—
~

> <
>~<

Veamos que el diagrama en %

o

«—
~

~<

N\

conmuta. En efecto,

9(f'a) = (9f)a
= (fB)a
= f(Ba)
= f1P

[]

Proposiciéon 1.1.11 Sean % una categoria con objeto cero y {P;}ie; una familia de objetos en € tal
que existe el coproducto [[;c; P; en €. Entonces,

[1 2 € Proj(¢) < P, € Proj(¥) Viel.

el

Demostracion. Sean {P; LN [L;er Pi}icr las inclusiones naturales y {[I;e; P —= Pi}ics las proyecciones
naturales vistas en las Observaciones (0.5.39 y 1.1.7, respectivamente.

(=) Sea i € I. Dado que mu; = 1p y Ilie; P, € Proj(€), por el Lema 1.1.10 tenemos que
P, € Proj(%).

(<) Consideremos un diagrama en € de la forma

Hiel Pz

K
X —Y.

9

Luego, para cada i € I, de P; € Proj(%) se sigue que

P e P

3 fi lf

X —— Y.

Ahora, considerando la familia {F; NS tier v usando la propiedad universal del coproducto, tenemos
que el siguiente diagrama conmuta
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Luego, como para cualquier ¢ € I tenemos que

(gf i = g(f i)

=9/

= f:ula
de la propiedad universal del producto se sigue que gf’ = f. Por ende, concluimos que [[;c; P; €
Proj(%). O

Definicién 1.1.12 Una categoria € tiene suficientes proyectivos si para cualquier X € Obj(%) existe
un epimorfismo P — X, con P € Proj(%).

Definicién 1.1.13 Sea ¥ una categoria. Un objeto Q en € es inyectivo si para todo diagrama en € de
la forma

X2,y

Jl
Q

se tiene que f se factoriza a través de g; esto es,

X cL>
fl 3 p (1.1.3)
Q.

Denotaremos por Inj(%¢’) a la clase de todos los objetos inyectivos en €, siguiendo la notacién prepon-
derante derivada del término injective en inglés.

Observacién 1.1.14 Si invertimos el sentido de las flechas en el diagrama (1.1.2) y reemplazamos el
epimorfismo por un monomorfismo —su nocién dual—, obtenemos el diagrama (1.1.3). Haciendo el
proceso andlogo con el diagrama (1.1.3), se obtiene el diagrama (1.1.2). Esto muestra que las nociones
de objeto proyectivo y objeto inyectivo son duales entre si. Es decir, que si € es una categoria y @) es
un objeto en %, entonces

Q € Proj(¥¢) < Q € Inj(¢°").

En vista de la Observacion anterior, las demostraciones de los siguientes dos resultados se siguen de
aplicar el principio de dualidad al Lema 1.1.10 y la Proposicién 1.1.11, respectivamente.

Lema 1.1.15 Sean ¥ una categoria y Ly M un epimorfismo escindible en %, con () inyectivo.
Entonces M es inyectivo.

Proposiciéon 1.1.16 Sean % una categoria con objeto cero y {Q;}ic; una familia de objetos en € tal
que existe el producto [[;c; @i en €. Entonces,

[[Qi € mj(¥) <= Q; e mj(¥) Viel

el

Definicién 1.1.17 Una categoria € tiene suficientes inyectivos si para cualquier X € Obj(%) existe un
monomorfismo X — @, con @ € Inj(%).
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Biproductos

Definicién 1.1.18 Sean % una categoria localmente pequenia con objeto cero y {A;};c; una familia de
objetos en %, con I un conjunto, tal que existe un coproducto [[;c; A; en €. Decimos que [];c; A; es un

biproducto en € para { A, }icr si existe un producto [T;c; A; en € y el morfismo [[;c; A; 2 [Tier Ai, dado
por la matriz

1A- si :]
5 ’L":: 5‘4 = N
CONELS {0 i

es un isomorfismo. Denotaremos por
DA
i€l
a un biproducto en € para {4, };cr, en caso de que exista.

Observacién 1.1.19 Sea % una categoria localmente pequena con objeto cero. El biproducto en € de
una familia vacia de objetos en %, si existe, es un objeto cero en % . Reciprocamente, cualquier objeto
cero en % es un biproducto en % para una familia vacia de objetos en % .

En efecto: Se sigue del inciso (4) de las Observaciones 0.5.35 y 0.5.39.

Ejemplo 1.1.20 En la categoria Mod(R), para cualquier familia finita {M;} ; de R-mddulos, la suma
directa finita @} ; M; es un biproducto (finito) en Mod(R) para {M;}?_,. En particular, esto es valido
para las categorias Vecty y Ab.

Proposiciéon 1.1.21 Para una categoria ¢ localmente pequena con objeto cero, A = [[;c; A; y B =
[I,cr Ai en €, con I un conjunto, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) 6: A= Ben?.

B
(b) {Ai LI B} ., ©s un coproducto.

i

A
(c) {A o Ai} , € un producto.

i€

Demostracion. Podemos suponer que [ # &.
(a) = (b) Por hipdtesis, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en ¢

A%B

“ﬂ W Vijel (1.1.4)
Ahora, para cada j € I fijo, tenemos que
ml () = 00y =P (uy) Vi€l
por la propiedad universal del producto, se sigue que

5,ufzp,f Vijel.

Luego, como § es un isomorfismo, de la Proposicién 0.5.40 se sigue (b).
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(b) = (a) Por la Proposicién 0.5.40, existe un morfismo A : A = B en € tal que A\u* = pu? para
cada 7 € I. Observemos que, para cualesquiera i, j € I, tenemos que

[(8)]iy = 07
=y
= 7riB)\u34

= le(W]is,

por lo que () = p(A). Luego, por la Proposicion 0.5.43, tenemos que § = A, de donde se sigue (a).

(a) = (c¢) Nuevamente, por hipdtesis, tenemos el diagrama conmutativo (1.1.4) en . Para cada
7 € I fijo, tenemos que
(7P0)u =05 = (w1 )it Vi€l

por la propiedad universal del coproducto, es sigue que

as=nt Vel

3 7

A
. o e y . ;i
Luego, como 0 es un isomorfismo, por la Proposicion 0.5.41, concluimos que {A — Ai}'e[ €s un pro-
1
ducto en €.

A
(¢) = (a) Supongamos que {A — Ai} , es un producto en €. Por la Proposicién 0.5.41, existe

ic
k: A Ben % tal que 78k = ! para todo i € I. Veamos que k = § para lo cual, por la Proposicién

1.8.11, basta demostrar que ¢(k) = ¢(0). Sean i,j € I, entonces

[‘P("ﬂ)]m’ = W?’W?
=y
A
— 51.0,
= [p(6)]i;-

Por lo tanto, 6 : A = B en €. O

Ntcleos y conticleos

Definicién 1.1.22 Sean % una categoria con objeto ceroy A I B un morfismo en €. Un nicleo de f
es un morfismo K = A en € que satisface las siguientes condiciones.

(Ntcl) fr=0.

(Ntc2) Propiedad universal del nicleo: para todo morfismo X 2 A en € tal que fg = 0, existe un tnico

morfismo X £+ K tal que g = k¢'; diagraméticamente,

X
a g'_-,..-- Jg
K— sA-1,p

Un seudonicleo de f es un morfismo que cumple con las condiciones anteriores, exceptuando la unicidad
en (Nuc2).
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Observacién 1.1.23 Sean ¢ una categorfa con objeto cero 0 € Obj(%¢) y K = A un niicleo de
f:A— Ben%.

(1) k € Obj(Mong(—, A)) v es tnico hasta isomorfismos en Mong (—, A).
En efecto: Se sigue del inciso (b) de 1.1.28 y el inciso (1) de 0.5.22.
(2) En vista de (1), y en caso de que f admita un niicleo, denotaremos por

Ker(f) 2% A

a la eleccién de uno de ellos, siguiendo la notaciéon preponderante derivada del término kernel en

inglés, i.e.,
f kg
Ker(A = B) := (Ker(f) — A).

(3) Por el inciso (c) de 1.1.28 y dado que 0 — B es un monomorfismo, se tiene que Ker(f) ~ f~*(0)
en Mong (0, A).

(4) Ker(f) ~ 0 en Mong(—, A) si f es un monomorfismo.

En efecto: Dado que fu = 0, se tiene que el siguiente diagrama conmuta

K—*,A-1.p

OO,A]\
Ox.0 0o,
0

Ahora, como fiu = 0gp = fOxa y f es un monomorfismo, se sigue que Kk = O 4, por lo que los
siguientes diagramas conmutan

NZOK’A NZOK,A

Ke——""" v A Ke——""" v A.
o, o ™
0 0

Por lo tanto, K ~ 0 en Mong(—, A).

Lema 1.1.24 Sean ¢ una categoria con objeto cero y A % B By C en € tales que existen Ker(a) y
Ker(fBa). Entonces,

(a) Ker(a) C Ker(fa).
(b) Si 8 es un monomorfismo, entonces Ker(a) ~ Ker(fa) en Mong(—, A).

Demostracion. Dado que existen Ker(a) y Ker(fa), tenemos el siguiente diagrama conmutativo en 6

Ker(a) B
YA/ a
AN

Ker(Ba)
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(a) Dado que

(5@)]{3& = ﬁ(aka)
::/30

por la propiedad universal del niicleo se sigue que existe Ker(«) LN Ker(fa) tal que kgat = kq.
Por ende, k, < kga, por lo que Ker(a) C Ker(Sa).

(b) Supongamos que § es un monomorfismo. Entonces, de
Blaksa) = (Ba)kga
=0
= p0,
se sigue que akg, = 0. Luego, por la propiedad universal del nticleo tenemos que existe Ker(8a) —

Ker(a) tal que kor = kgo. Por ende, kgo < ko y, como k, < kg,, se sigue del inciso (2) de la
Observacién 0.4.14 que k, =~ kg, en Mong(—, A).

[]

Proposicién 1.1.25 Sean % una categoria con objeto cero y consideremos el diagrama conmutativo en

¢

Ker(ay) ", p P A,

H o]

Ker(ay) Ay A,

kay az

donde el cuadrado derecho es un producto fibrado y 7 es el morfismo inducido del producto fibrado y
los morfismos K <= A; y Ker(a) > A,. Entonces, v ~ Ker(8;) en Mong (—, P).

Demostracion. Veamos que 7 es un nucleo de 5. Por construccion de v, se sigue que Soy = 0. Ahora,
supongamos que existe X - P en € tal que B,v = 0. Dado que

a1(B1v) = (a1 fr)v
= (a2
2(52”)

=«
:0,

de la propiedad universal del nicleo se sigue que existe X v, Ker(aq) tal que hace conmutar el siguiente

diagrama en €

o
K

X
0l B2
Ker(ay) P Ay

|
| l»

Ker(ay) Ay

a2

B

a2
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Observemos que

B1v = ko, v

= 51('71/)7
Bav =0

= [a(70).

Entonces, por la propiedad universal del producto fibrado, tenemos que v = yv'. Finalmente, como k,, =
f17 es un monomorfismo, por el inciso (5) de la Observacion 0.2.2, tenemos que 7y es un monomorfismo,
de donde se sigue que v’ es el inico morfismo en % tal que v = yv'. O]

Proposiciéon 1.1.26 Sean % una categoria con objeto cero y consideremos el diagrama en %

A’LA

[

B’ B B".

agi=ka, a2

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Existe A’ B’ en € tal que
a4
yl lal (1.1.5)
B" —— B

es un producto fibrado en %

(b) B ~ Ker(aszai) en Mong(—, A).

Demostracion.
(a)=-(b) Veamos que 3 es un nicleo de A =% B”. Observemos que

azo ff = azony
= Kay,0i27y
=0.

Sea X % Aen € tal que (azaq)f = az(a10) = 0. Como ay = Ker(ag), por la propiedad universal del
nucleo, existe X Y B en € tal que a1 = a1 6. Luego, por la propiedad universal del producto fibrado
(1.1.5), se sigue que existe X Y A en € tal que hace conmutar el siguiente diagrama
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Ahora, por el inciso (1) de la Observacion 1.1.23, sabemos que ay es un monomorfismo. Por el Corolario
0.5.25, se sigue que  es un monomorfismo. Por ende, 8" es el iinico morfismo en % tal que 50’ = 6.

(b)=(a) Tenemos que az(a18) = (aza;)B = 0. Como ay = Ker(as), se sigue que existe A’ 5 B’
en € tal que hace conmutar el diagrama (1.1.5). Sean X LN A X %, B’ en € tales que a6 = asbs.
Observemos que

(Oéqu)@l = 043(06181)
= az(aabh)
= (azaz)0s

= 0. (o = Ker(as))

Luego, como 3 = Ker(azay ), por la propiedad universal del nicleo, existe un tnico morfismo X LNyY
en ¢ tal que 80 = 0;. Mas atn, como por el inciso (1) de la Observacién 1.1.23 sabemos que as es un
monomorfismo, de

by = a6y
= a1(B0)
= (1 8)0
= (a27)0
= az(70)

se sigue que 0y = 76, por lo que el siguiente diagrama en % conmuta

[]

Lema 1.1.27 Sean % una categoria con objeto cero y A;, Ay € Obj(%) tales que existe A; [] Az en €.
Entonces, las inclusiones y proyecciones naturales

Alﬁl—)AlnAQgAg y AQ&AlnAQEI—)Al
satisfacen que py ~ Ker(my) v pe ~ Ker(m;) en Mong (—, A [T As).

Demostracion. Por el inciso (1) de la Observacion 1.1.7, tenemos que mopu; = 55‘71 = 0y que p; es un

monomorfismo. Ahora, sea X LN A TT A, tal que moh = 0. Consideremos h' := mh : X — Ay
X

/lh

A S AT A, " 4y,
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Aseguramos que h = uh'. En efecto, tenemos que

7T1h = ]’L,
= 14,1
= mmh,
7T2h =0
= 7r2,u1h’.

Por la propiedad universal del producto, se obtiene que h = b/, y la unicidad de b’ se sigue de que pi;
es un monomorfismo. La demostraciéon de ps ~ Ker(m;) es andloga. O

Lema 1.1.28 Sean % una categorfa con objeto cero y K = A L Ben¥. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) K es un nucleo de f.
!

(b) k es un igualador de A = B.
0

(c) El diagrama en €

PR
o+ o

1

es un producto fibrado.

Demostracion.
(a)=>(b) Sea k un nucleo de f. Entonces fx = 0. Como Ox = 0, se sigue que fx = Ox. Supongamos
que existe un morfismo X % A en € tal que fg = 0g. Entonces, fg = 0. Por la propiedad universal del

nicleo, existe un tnico morfismo X <+ K tal que g = kg'. Por ende, ¢ es tal que el siguiente diagrama
conmuta

KT>A$B.

De la unicidad en la propiedad universal del nicleo, se sigue que ¢’ es el tinico morfismo en € que hace

!
conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto, x es un igualador de A = B.
0

f
(b)=(c) Sea k un igualador de A =% B. Entonces, fx = 0k. Como Ok = 0, tenemos el siguiente
0

diagrama conmutativo en ¢

|

Do

(1.1.6)

3
«—

!
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Veamos que este diagrama es un producto fibrado para A I B o, Supongamos que existen morfismos
P AP P20 en € tales que ff1 = 08;. Como el codominio de 35 es 0, se sigue que [y = 0. Luego,
fB1 =0 = 0py, por lo que el morfismo P P A es tal que fB; = 0B;. Por la propiedad universal del

igualador, existe un tinico morfismo P I K tal que kf" = ;. Méas atn, como 0f = 0, tenemos que [’
hace conmutar el siguiente diagrama en ¢

P

—

K
|
A

De la unicidad en la propiedad universal del igualador, se sigue que f’ es el tinico morfismo en 4 que
hace conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto, (1.1.6) es un producto fibrado.

W+—o

f

(c)=(a) Sea el diagrama en €

=

R

By
«—

:

un producto fibrado. En particular, el diagrama anterior es conmutativo, por lo que fx = 0. Supongamos
que existe un morfismo X % A en € tal que fg = 0. Entonces, el morfismo ¢ es tal que el siguiente
diagrama conmuta

I

!

Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un tnico morfismo X <+ K tal que g = k¢'. Por
ende, ¢’ hace conmutar el siguiente diagrama

X
+ gl,"". Jg
L

K A—1 B

De la unicidad en la propiedad universal del producto fibrado, se sigue que ¢’ es el tinico morfismo en
% que hace conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto, x es un nicleo de f. O]

Definicién 1.1.29 Sean % una categoria con objeto ceroy A Iy B un morfismo en €. Un condicleo de
f es un morfismo B & C en € que satisface las siguientes condiciones.

(CoNtcl) pf =0.
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(CoNtic2) Propiedad universal del conticleo: para todo morfismo B % X en € tal que gf = 0, existe un

tinico morfismo C' £+ X tal que ¢ = ¢'p; diagraméticamente,

Un seudoconiicleo de f es un morfismo que cumple con las condiciones anteriores, exceptuando la unicidad
en (CoNtc2).

Lema 1.1.30 Sean % una categoria con objeto cero y Aj, Ay € Obj(%) tales que existe A; [ Ay en ¥
Entonces, las inclusiones y proyecciones naturales

A1#—1>A1HAQW—2>A2 y AQH—Z>A1HA27T%1A1
satisfacen que m; ~ CoKer(us) y my =~ CoKer(p;) en Epig(A; [T As, —).
Observacién 1.1.31 Sean % una categoria con objeto cero y A 7 B un morfismo en €.

(1) B % C es un conticleo de f en € si, y sélo si, C 2" B es un ndcleo de B £ A en €. Es
decir, el conticleo es el concepto dual del niicleo en categorias con objeto cero. El conticleo de f (si
existe) es tnico hasta isomorfismos en Epi, (B, —).

(2) En vista de (1), y en caso de que f admita un conicleo, denotaremos por
B 5 CoKer(f)
a la eleccion de uno de ellos, i.e.,
CoKer(A EN B) := (B L CoKer(f)).

Note que
(B <L CoKer(f) = (Ker(f‘)p) AN B)Op,

por lo que CoKer(f) = (Ker(fOP))op.

Proposicién 1.1.32 Sean % una categoria con objeto cero y A < B en € tal que existen Ker(a) y
CoKer(Ker(«)). Entonces,

Ker(a) ~ Ker(CoKer(Ker(a)) en Mong(—, A).

Demostracion. Sea p := ¢, : A — CoKer(k,). Dado que ak, =0y p = ¢, existe un inico morfismo
CoKer(ky) & B en € tal que o = gp. Entonces, tenemos el diagrama conmutativo en &

Ker(a) <2 A . B,

/ _--"vq

X CoKer(/@)
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por lo que basta ver que k, es un ntucleo de p. En efecto, tenemos que pk, = ¢, = 0. Sea X S Aen®
tal que pf = 0. Luego, tenemos que

af = qpl
=0
y, como k, = Ker(«), existe un tnico X 7, Ker(a) en € tal que 6 = k,0'. O

Observacién 1.1.33 Sean % una categoria con objeto cero y A L Ben .

(1) Ker(B — 0) = (B -2 B).

En efecto: B -2 B es tal que Opolp = 0. Sea X 2 B un morfismo en € tal que Opoh = 0.
Entonces, X L B es tal que h = 1gh trivialmente. Supongamos que X M. B es un morfismo en

% tal que h = 1gh’. Entonces h = b/, por lo que h es tnico. Por lo tanto, B 15, B es un nicleo de
0p.0, es decir, Ker(B — O) = (B 15, B).

(2) Si f es un epimorfismo, entonces CoKer(A ER B) = (B —0).

En efecto: Supongamos que f es un epimorfismo. Claramente, 0po € Home(B,0) es tal que
Opof =040. Sea B 2y X un morfismo en € tal que gf = 04 x. Entonces, tenemos que

0x,09f = 0x,004,x
=040 (0 es un objeto final en %)

=0gof.

Como f es un epimorfismo, se sigue que Oxog = 0po. Mas ain, por ser 0 un objeto final en ¢,
Ox,0 € Home (X, 0) es el inico morfismo en € con esta propiedad.

1.2. Categorias semiaditivas
Definicién 1.2.1 Una categoria € se dice que es semiaditiva si satisface las siguientes condiciones:

(SA1) € es una categoria localmente pequena con objeto cero;

(SA2) para cualesquiera A, B € Obj(%), Homy (A, B) tiene estructura de monoide abeliano (HOmcg(A, B),

+, e, B), donde el elemento neutro e4 g es el morfismo cero en €.
(SA3) la composicion de morfismos en € es bilineal, es decir,
Ya+B)=ya+v8 AN (a+pB)n=an+ by,
cada vez que dichas composiciones tengan sentido.

Observaciéon 1.2.2 El universo de las categorias semiaditivas es dualizante.

En efecto: Sea € una categoria semiaditiva. Entonces, existe un objeto cero 0 en % vy, por el inciso
(2) de la Observacion 0.5.18, tenemos que 0 es un objeto cero en €°P.
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Ahora, sean A, B € Obj(%°P). Definimos la suma entre elementos f°P, g°° € Homger (B, A) como

fPHg™ = (f+9)

Luego, ya que Homg (A, B) tiene estructura de monoide abeliano, para cualesquiera f°P, ¢°P h°P €
Homgop (B, A), tenemos que

(fP+97) +h = (f +9)" + h®
<f+g +h)
(f+ g+h)
[
fo

+(g+h)P
P + (90p+h0p),

fP+eXp=(f+ean)™

fPHg” = +9)”
=(g+ )"
= gOp + f0p7

por lo que Homgon (B, A) tiene estructura de monoide abeliano.

Por 1ltimo, dado que la composicién de morfismos en % es bilineal, también lo es en P, pues

T]Op(OéOp + 501)) — T]Op(Oé + B)OP
= ((a+8)m)"
= (am + Bn)®

= (an)* + (Bn)**
— nOpaOp + nOp/BOp,

(@ + B%P)yP = (a + B)Py™

= (7e) + (v6)*"
= @°PA°P 4 [OP~OP

cada vez que dichas composiciones tengan sentido. De lo anterior, concluimos que, si ¢ es una categoria
semiaditiva, entonces €°P también lo es, por lo que el universo de las categorias semiaditivas es dua-
lizante. Por lo tanto, cualquier resultado valido para categorias semiaditivas tendra un resultado dual
valido para el mismo tipo de categorias.

e _o2s . . i , T
Proposicién 1.2.3 Para una familia finita {A; = A}, de morfismos en una categoria semiaditiva &,
las siguientes condiciones son equivalentes.
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(a) Ay {A; &5 A}?_| son un coproducto en & para {A;}7,.

(b) Existe una familia {A = A;}7, de morfismos en € tales que Y1) pm; = 14 y mp; = 67 para
cualesquiera i,j € {1,2,...,n}.
Demostracion.
(a) = (b) Por el inciso (3) de la Observacién 0.5.35, existe una familia {4 ™% A;}?_, de morfismos
en ¢ tales que m;p; = 5{}1. para cualesquiera i,j € {1,2,...,n}. Para cada j € {1,2,...,n}, se tiene que

( > /Lm) i =Y (i)
=1 =1

I
M=

A
1407
1

.
Il

(exy =0xy VYV X,Y € Obj(%¥))

Il
=

J
AH-

I
—_

Por la propiedad universal del coproducto, se sigue que >.7" | pu;m; = 14.

A

(b) = (a) Sea {m; : A — A;}}.; una familia de morfismos en € tales que Y7L p;m; = 14y mipt; = 67

para cualesquiera i,j € {1,2,...,n}. Dada una familia {A; LN B}, en €, definimos f := >7_; fiu;.

Veamos que el diagrama
A
2
A; f
N
B

conmuta para cada ¢ € I. Sea i € I. Entonces, tenemos que

j=1
= 035

j=1
= fi. (exy =0xy V X,Y € Obj(¥))

Ahora, supongamos que A T, Bes tal que f'u; = f; para todo ¢ € I. Luego,
=114
=f ( Z Mﬂz’)
i=1

(f pa)mi

fiﬂ'i

M= 114-

N
Il
—_

Il
T
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O

o e s 1 . Ty ’ . o .
Proposicién 1.2.4 Para una familia finita {A — A;}?; de morfismos en una categoria semiaditiva &,
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Ay {A T A}, son un producto en € para {A4;}7" .

(b) Existe {A4; £ A}?, en € tal que S0, juym; = 14 y miptj = 6% para todo i, € [1,n].

Demostracion. Por la Observacion 1.2.2, sabemos que el universo de las categorias semiaditivas es dua-
lizante; es decir, si € es una categoria semiaditiva, entonces €°P también lo es. Aplicando la Proposicién

P
1.2.3 a la familia de morfismos {A; — A}, en €°P, tenemos las siguientes condiciones equivalentes.
P
(c) Ay {A; — A}, son un coproducto en €°° para {A4;}!" ;.

op
(d) Existe {4 £ A;}7, en €°P tal que X7, Pu® =1,y it = 67 para todo 4, j € [1,n).

)

Luego, aplicando el funtor Dger a la proposicién categérica (c) < (d), tenemos que las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) Ay {A ™ A;}", son un producto en € para {A4;}7,.

(b) Existe {A; LN A}? L en € tal que Y0 pum =14y mipy = 5{3 para todo 7,75 € [1,n].

Teorema 1.2.5 En una categoria semiaditiva, todo coproducto finito es un biproducto finito.

Demostracion. Sean € una categoria semiaditiva y {A;};c; una familia de objetos en %, con I finito,
tal que existe el coproducto [[;c; A; en €.

Supongamos que I = &. Entonces, por el inciso (4) de la Observacién 0.5.39 tenemos que A := [I;c; A;
es un objeto inicial en €. Ademés, por vacuidad, todo objeto final en % es un producto de {4;}¢, por
lo que basta ver que A es un objeto final en €. Sea X € Obj(%). Entonces, para todo f € Homy (X, A),
tenemos que

f=1af
=04af
=0x.4

= €X,A,

por lo que [Homg (X, A)| = 1. Por ende, A es un objeto final en €.

Supongamos que I # @. Sea {A; £ A}icr un coproducto para {A;};c; en €. Entonces, por la
Proposicién 1.2.3, existe una familia de morfismos {4 ™% A;}ic; tal que ;e puim = 14y Till; = 5;‘3
para cualesquiera i,j € [1,n]. Por 1.2.4, tenemos que A y {A ™ A;};c; son un producto en ¢ para
{A;}ier. Luego, por la Proposicién 1.1.21, concluimos que A es un biproducto. O

Corolario 1.2.6 En una categoria semiaditiva, todo producto finito es un biproducto finito.

Demostracion. Se sigue de la Observacion 1.2.2, pues basta aplicar el principio de dualidad al Teorema
1.2.5. O
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Nota Dado que, por el Teorema 1.2.5 y el Corolario 1.2.6, sabemos que en las categorias semiaditivas
no existe distincion entre las nociones de producto, coproducto y biproducto cuando estos son finitos,
denotaremos a todos los productos finitos y coproductos finitos en categorias semiaditivas empleando la
notacion de biproducto.

Proposicién 1.2.7 Sean ¢ una categoria semiaditiva y A = @' A;, B = @;_, Bj en €, con my n
enteros positivos. Entonces Mat,,x,(A, B) es un monoide abeliano, con la suma dada por

[a+ B)ij = [a]ij + [8li; en Homg (A, B;) VY (i,7) € [1,n] x [1,m]
y neutro aditivo [0]; = 04, p, para cualquier (i, 7) € [1,n] x [1,m].

Demostracion. Seani € [1,n]y j € [1,m]. Por ser ¢ una categoria semiaditiva, tenemos que Homg (A;, A;)
tiene estructura de monoide abeliano. Entonces, dado que la suma en Home(A;, B;) es asociativa, se
tiene que

De esto se sigue que (o + () +v = a+ (5 +7), es decir, la suma es asociativa en Mat,,«,(A, B).

Ahora bien, como la suma en Homy (A;, B;) es conmutativa, tenemos que
la + By = odij + [Blij = [Bli; + [a]i; = [B+ oy,
por lo que o + 3 = B + a. Por ende, la suma en Mat,,y, (A, B) es conmutativa.

Finalmente, como [0];; es el neutro aditivo de Homg (A;, B;), tenemos que [a + 0];; = [a;; + [0);; =
[a];;. De esto se sigue que a + 0 = «, por lo que 0 es un neutro aditivo en Mat,,, (A, B).

Por lo tanto, Mat,,«,, (A, B) tiene estructura de monoide abeliano. O

Proposicion 1.2.8 Sean ¢ una categoria semiaditiva y A = @;_; A;, B = @], B; en ¢, con m y n
enteros positivos. Entonces, la funcién ¢p 4 : Homg (A, B) — Mat,,«,(A, B) de la Proposicién 0.5.43 es
un isomorfismo de monoides abelianos, cuyo inverso es

ppale) =" pllal; .
1,7

Demostracion. Sean f, g € Homg (A, B). Entonces, para cualesquiera i € {1,2,...,n},j € {1,2,...,m},
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tenemos que

[ep.alf +9))ij =7l (f +9)u
=m0 fug + gy
= [pp,a(f)lij + [¥B.a(9)li;
= [eB,a(f) + vB,a(9)]i;

[05,4(0a,8)]i; = 7 0a,15

- OAj,Bi
= [0]iy,

de donde se sigue que pp a(f+9) = vpa(f) +¢84(9) ¥ ¢5.4(045) = 0. Ahora, definimos
¥ Mat,xn (A, B) — Hom%(A B)

aHZuz ali .

Entonces, para todo f € Homg (A, B), tenemos que

Y(pp,alf ZMZ ep,A(f)igm
- Z:uz Bf/'L]
= 1Bf1A
=/,
de donde se sigue que Yppa = lHom,(4,B)- Por otro lado, sea o € Mat,, (A, B). Entonces, para

cualesquiera k € {1,2,...,n},l € {1,2,...,m}, tenemos que
Zd
= Zﬂk pi it

= [SOB,A(@ZJ( Nk

por lo que ¢p a(¥(a)) = a, de donde se sigue que Yp A = Inmat,.n(4,8)- COMO Y4 p es un morfismo
de monoides abelianos, se sigue que ¢ también lo es, de donde concluimos que ¢p 4 : Homg (A, B) —
Mat,,xn (A, B) es un isomorfismo de monoides abelianos. O

Proposicién 1.2.9 Sean %" una categorfa semiaditiva y A = @j_; A;, B = @]-, B;,C = @2:1 C} en
%, con m,n y k enteros positivos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cualesquiera f € Homg (A, B), g € Homg (B, C), se tiene que
vc.a(gf) = ecs(9)epalf)-

(b) @a,a(la) = 14, donde [14];; := 6;; para cualesquiera i,j € [1,n].
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Demostracion.
(a) Para todo (k,7) € [1,1] x [1,n], tenemos que
[oc.algf)ki = 75 glpfu;

=7, g(Z [ )fm
i(?ﬁ? g ) (7P ful)

<.
I
—

Ms

[oc.B(9)]kjlpB.A(f)])

—_

= [vc.s(9)eB.alf)]ki;
de donde se sigue que pca(9f) = vc.5(9)ep.a(f).

.

—

b) Para cualesquiera ¢, 7 € |1, n], tenemos que
(b) q ,J € [1,n], q
A
[HA]M = 5i,j
= ﬂflAuJA
= [@A,A(lA)]i,j;
por ende, @4 4(1a) = 14.
O]

Lema 1.2.10 Sea % una categoria semiaditiva tal que, para todo M € Obj(%), existe M @ M. Entonces,
para A, B € Obj(%) y «a, 8 € Homg (A, B), la suma a +  en Homg (A, B) esta dada por cualquiera de
las siguientes composiciones de morfismos en €

(a) A 2% apa @P B

ol

(b) B® B Y5 B:;
(cx 0) o
(c) A 24 Y ADA-~— BB -2 B.
Demostracion. Se sigue directamente de la multiplicacién de matrices'. O]

Teorema 1.2.11 Sea % una categoria con objeto cero tal que, para todo M € Obj(%’), existen bipro-
ductos de la forma M @ M en €. Entonces, para cualesquiera A, B € Obj(%’), existe una tinica manera
de definir una estructura de monoide abeliano en Homg (A, B) de manera tal que € sea una categoria
semiaditiva.

Demostracion. Sean A, B € Obj(%¢). Para a, € Homy(A, B), definimos a + 8 y o x 3 como las
siguientes composiciones de morfismos

a+Bi=A2% apalel p

ax@::A(ﬁB@BV—%B.

Veremos ahora que (Homg (A, B),+,04 ) es un monoide abeliano y que la composicién de morfismos
es bilineal con respecto a la suma definida anteriormente. Haremos la demostracién por pasos:

1Yer la Definicién 0.5.45.
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(i) a4+ 0=a =0+ «a para todo « € Hom¢ (A, B).

Consideremos el diagrama en &

A /A
B 0 Aga 109 B.

A A

(1.2.1)

Por la Proposicién 0.5.43, tenemos que (a0)u; =a = (0a)ug y («0)pus = (0a ). En particular,
se tiene que

(a0)ps=(om)pu; A (0a)u;=(mo)u; Vie{l,2}.
Por la propiedad universal del coproducto, se sigue que (a0) = am y (0a) = am. Luego,

a+0=_(a0)Ay
= amA
=aly
=«
= amAyh
=(0a)Ay
=0+ a.

(i) (a4 5)°° = a° x [° para cualesquiera «, f € Homg (A, B).

Sean «, § € Homg (A, B). Entonces, tenemos que

(o + )P = ((a9)A4)"
— A?Llpa /BOP
=Va(gr)

= Q% x 3.

(i) ax0=a=0x a.
Por (ii) y (i), tenemos que
a x 0(aP 4 0°P)P
- ()
=a
= (0 + a°P)°P

=0xa.
(iv) v(a+ B) = ya + vB para cualesquiera «, f € Homg (A, B),y € Homg (B, C).
Sean «, f € Homy (A, B) y v € Homg (B, C). Luego,

Y(a+B)=7(a8)Ay
= (ra8)A4 (Proposicién 1.2.9 (a))
= ya + 8.
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(v x B)p = ap X [Bp para cualesquiera «, 5 € Homg (A, B), p € Homg (C, A).
Sean «, f € Homy (A, B) y p € Homy(C, A). Por (ii) y (iv), tenemos que

((ax B)p)™ = p™(a x B)
= p?(a® + B%)
_ opaer 1 e gon
= (ap)® + (Bp)*®

= (ap x Bp)*,

de donde se sigue que (a x B)p = ap x SBp.
Para {6;}!_, C Homy (A, B), se tiene que (6 + 63) x (0a + 04) = (01 X 02) + (63 x 6,).

Consideremos el morfismo dado por la matriz

Y= (g; gi) :A@A%B@B.
Veamos que
VB(’l?bAA) = (91 +¢93) X (92 + 94)

Para ello, primero verificaremos que

VA = ({53 ) A~ BB

(62 04)A4

para lo cual, debido a la Proposicién 0.5.43, basta ver que

aP(WAL) = (00 6:)A 4 N TP (WAL = (62 60)A . (1.2.2)
En efecto, por la definiciéon de v, tenemos que
= Wl )
=T wﬂz )
92 = 7T2B¢M]13a
04 = W2B¢M237

por ende, TP = (61 65) : A@ A — By w1y = (62 6:), de donde se siguen (1.2.2). Luego, tenemos
que
Vs(Aa) = V({5530
= Vs (fh)
= (01 + 05) x (02 + 04).
Ahora, veamos que Vp))Ay = (61 x 63) + (03 x 64). En efecto, dado que ¢;; = 7rB1/J,uJ para

cualesquiera 4, j € {1,2}, tenemos que (¢°);; = ¥7% = (uf')PY°P(xf)°P para i,j € {1,2}, por lo

que
5P 93P )

,¢0P = (gép eép .
Observemos que
(Vet)Aa)” = AP (Apy)®
(
= Va([¥rVy)
= A4 (P Ap)
= (07" +05°) x (65" + 057),
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por lo que, de (ii), se sigue que

(Vi)Aa = (0 +05%) x (65> +657)) ™
= (0P + 057)° + (657 + 03F)
= (91 X 92) + (63 X 94)

Por ende, de Ag(1¥)V 4) = (Ap1)V 4, concluimos que
(91 -+ 93) X ((92 + 94) = (91 X 62) + (93 X 94)

(vii) o+ f = a X 8 para cualesquiera «, § € Homg (A, B).

Por (iii), (vi) y (i), tenemos que

Por (i), sabemos que existe un elemento identidad de la suma en Homg¢ (A, B). Ademés, para cua-
lesquiera «, 3,7 € Homg (A, B), tenemos que

(a+8)+7=(axpB)+(0x7) (por (i), (vii) y (iii))
= (ax0)+ (8 x7) (por (vi))
=a+(B+7), (por (vii) y (iii))

a+f=(0xa)+(8x0) (por (iii))
=(0+5) x (a+0) (por (vi))
=(0+8)+ (a+0) (por (vii))
=B+a,

por lo que la suma en Home (A, B) es asociativa y conmutativa, de donde se sigue que (Homy (A, B), +,04 5)
es un monoide abeliano. La bilinealidad de la composicién de morfismos con respecto a la suma se sigue
de (iv), (v) y (vii). Por ende, € es una categoria semiaditiva; la unicidad se sigue del Lema 1.2.10. [

Teorema 1.2.12 Para una categoria &, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) ¥ es una categoria semiaditiva con coproductos finitos.

(b) € es una categoria localmente pequena con objeto cero, coproductos finitos y tiene biproductos
de la forma M @ M en € para todo M € Obj(%).

(c) € es localmente pequena y tiene biproductos finitos.

Demostracion. La implicacién (¢) = (b) se sigue trivialmente de la definicion de biproducto, mientras
que las implicaciones (b) = (a) y (a) = (c) se siguen de los Teoremas 1.2.11 y 1.2.5, respectivamente. [
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1.3. Categorias preaditivas y Z-categorias

Definicién 1.3.1 Una categoria € se dice que es preaditiva si satisface las siguientes condiciones:

(PA1) % es una categoria localmente pequena con objeto cero;
(PA2) para cualesquiera A, B € Obj(%), Hom¢ (A, B) tiene estructura de grupo abeliano;

(PA3) la composicién de morfismos en % es bilineal.

Una categorfa localmente pequena que sélo satisface las condiciones (PA2) y (PA3) se conoce como
Z-categoria.

Observacién 1.3.2 Sea % una Z-categoria.

(1) Para cada X,Y € Obj(%¥), denotemos por exy al neutro aditivo de Homy (X, Y'). Entonces, para
ZLXEX—’%Yi)Wen%,setieneque

gexy = exw Y €X,Yf =E€zy-

En efecto: gexy = glexy + exy) = gexy + ezy en Home (X, W); por lo tanto, gexy = exw.
Analogamente, exy f =ezy.
(2) Todo objeto inicial o final en € es un objeto cero en %.

En efecto: Supongamos que I es un objeto inicial en . Sean X € Obj(%¥) v f € Homg (X, ).
Luego,

1
f=4Lf=ersrf S ex,1-

Por ende, Homy (X, I) = {ex s} para todo X € Obj(%), es decir, I es un objeto final en ¢, por lo
que es un objeto cero.

Por otro lado, supongamos que I’ es un objeto final en €. Sean Y € Obj(%) v g € Homy (I',Y).
Luego,

g=gly =gerp =epy.
Por lo tanto, Hom¢(I",Y) = {ey y} para todo Y € Obj(%), es decir I’ es un objeto inicial en €,
por lo que es un objeto cero.

(3) €°P es una Z-categoria. Es decir, el universo de las Z-categorias es dualizante.

En efecto: Se sigue de la conmutatividad de la operacién de un grupo abeliano, por lo que el grupo
opuesto de un grupo abeliano es abeliano, y de las series de equivalencias

’Y(Oé‘Fﬁ) :’)/Oz—l—fyﬁ — (’7(01+5))Op: (’VOé—F'Yﬁ)OP
— (a+ B)PyP = (ya)° + (vB)°P
— (aop + Bop)fyop _ OCOP"}/OP 4 /Bop’_yop’

(a+ B =an+ By < ((a+Bn)" = (an+ Bn)™
= nP(a+ 3)% = (an)™ + (6n)*
— HOP(O[OP + /BOP) — T]OpOéOp + HOPBOP‘
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(4) La categoria producto de dos Z-categorias es una Z-categoria. En particular, por (3), €°P x € es
una Z-categoria.

En efecto: Se sigue de que todo producto de dos grupos abelianos es un grupo abeliano, con la
operacion de suma definida entrada a entrada, y de que la composicién de morfismos en ¢ x €”
también estd definida entrada a entrada, por lo que la bilinealidad en & x %"’ se induce de la
bilinealidad en € y ¢”.

Observacién 1.3.3 Sea % una categoria preaditiva.

(1) € es semiaditiva.

En efecto: Basta mostrar que 04 5 = e4 p para cualesquiera A, B € Obj(%), lo cual se obtiene del
inciso (1) de la Observacién 1.3.2 como sigue

Oap =e€aB044 =e€apB.
(2) € tiene nucleos si, y solo si, € tiene igualadores.
En efecto: Basta revisar que para cualesquiera «, 5 : A — B, Ker(a — ) = Equ(«, 5).

(3) Para todo @ € Hom¢ (A, B), @ es un monomorfismo si, y sélo si, Ker(a) = 0.

Proposicién 1.3.4 Sea ¢ una categoria preaditiva. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen
(a) Para A; By Ay AZS Ay en € tales que m i = 1y, se tiene lo siguiente.
(al) pym es idempotente en Endg(A).
(a2) Existe el nicleo de 14 — pymy y Ker(A Jazim, A) (A1 LS A) en Mong(—, A).

. , 1a— u1ﬂ'1 T .
—_— 1 9 - .
(a3) Existe el contcleo de 14 — pym y CoKer (A A) (A — Al) en Epi (A, —)

(b) Sea 6% = 6 € Endy(A) tal que existen Ker(A A) (Al A) N Ker(A o A) <A2 12,

A). Entonces, A = Ay [[ Ag, con puq, us como inclusiones naturales.

Demostracion.
(a) Sean A; By Ay AT Ay en € tales que mipq = 1a,

(al) (mm)* = 7T1(M17T1)M1 = T1f4-

(a2) Tenemos A; X A —™ Immy g Primero, observemos que (1 — pym)py = pg — pa(mipg) = 0.
Ahora, sea X Iy Aen € tal que (1 — pyma)f = 0. Entonces, f = uy(mf), por lo que f se
factoriza a través de py, y dicha factorizacion es Unica, pues pp es un monomorfismo.

(a3) Dual a (a2).

or la Proposicién 1.2.3 y el inciso e la Observacién para ver que {A4; &% 5 —

b) Por la P icién 1.2.3 y el inci de la Ob 1.3.3, A A Ay B A
es un coproducto de {A;, Ay} en €, basta con verificar que existen A =5 A; y A 2 A, en € tales
que T p; = 07 . para cualesquiera i,j € {1,2} y 14 = pum + poma.
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En efecto, dado que (14 —0)0 =60 — 0> =0y u; = Ker(14 — 6), tenemos que existe A =% A; en
€ tal que 0 = pymy. Ahora, como (14 — 0)u; = 0, entonces p; = Ouy. Luego, dado que g es un
monomorfismo, de la serie de equivalencias

paT i = Opy
= ,LLI
= :u111417

se sigue que iy = lga,. Similarmente, como #(14 — ) = 0y pus = Ker(6), tenemos que existe
A D Ay en € tal que 14 — 0 = pams, lo que implica que 14 = pym + poms. Luego, dado que s
es un monomorfismo, de la serie de equivalencias

pamopiy = (1a — 0)pg

= pg — Ops
frg Iu2
= M21A27
se sigue que mafy = 14,.
Por otro lado, tenemos que
T =l

= 1 (a2 + p1172)
= M1 oTo + T [41 Ty

= T peTo + 71,

lo que implica que mmeme = 0. Como 7y es un epimorfismo y Omy = 0, se sigue que mypus = 0.
Analogamente, se comprueba que mopu; = 0.

]

1.4. Categorias aditivas
Definicién 1.4.1 Una categoria aditiva <7 es una Z-categoria con coproductos finitos.
Teorema 1.4.2 Una categoria &7 es aditiva si, y sélo si, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) o es una categoria localmente pequena con objeto cero.
(b) . tiene coproductos finitos y productos finitos.

(c) Para toda familia finita {A;}"_; de objetos en 27, el morfismo

14, 0 0\ §
0 0 1An i=1 =1

es un isomorfismo en .

(d) Para todo A € Obj(«7), existe Sy € End,(A) tal que V4 <1A ¥

0 SA) A4 = 0, es decir, tal que el

siguiente diagrama conmuta
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Demostracion.

(=) Como 7 tiene coproductos finitos, por el inciso (4) de la Observacién 0.5.39 y el inciso (2)
de la Observacién 1.3.2; se sigue que &/ es una categoria con objeto cero. Mas aun, por el inciso (3),
concluimos que &/ es semiaditiva. Luego, por el Teorema 1.2.5 y la Proposicion 1.1.21 se obtienen las
condiciones (b) y (c), respectivamente.

Sean A € Obj(«/) y o € End,(A). Por el inciso (c¢) del Lema 1.2.10, tenemos que

1
1A+05_VA<64 2>AA

Luego, como End(A) es un grupo abeliano, basta tomar S, := —14 para obtener (d).

(<) Por las condiciones (a), (b) y (c), tenemos que 47 es una categoria con objeto cero y biproductos
finitos. Por el Teorema 1.2.11 y el Lema 1.2.10, tenemos que &7 es semiaditiva y que, para cualesquiera
A, B € Obj(«7),Hom (A, B) tiene estructura de monoide abeliano dado por

Luego, por la condicién (d), tenemos que existe Sy € End,(A) tal que 14 + S4 = 0. Por lo tanto, para
todo o € Hom,, (A, B), se tiene que

a+aSA:a(1A+SA) :OJO:O,
por lo que —a = Sy € Hom (A, B), de donde se sigue que Hom,, (A, B) es un grupo abeliano. ]
Ejemplo 1.4.3 Mod(R) es una categoria aditiva.

Observaciéon 1.4.4 Sean % una categoria y o7 una categoria aditiva.

(1) El universo de las categorias semiaditivas con coproductos finitos es dualizante.
En efecto: Se sigue de la Observacion 1.2.2 y de notar que la condicién (c) del Teorema 1.2.12 es
auto dual.

(2) El universo de las categorias aditivas es dualizante.

En efecto: Se sigue de observar que las condiciones (a), (b), (¢) y (d) del Teorema 1.4.2 son auto
duales.

Definicién 1.4.5 Sean & una categoria aditiva, y € Obj(47) una clase de objetos en &7 y & C Mor(.«/)
una clase de morfismos en .«7. Entonces,

(a) x es cerrada por isomorfismos en of si para cada isomorfismo X ~ W en o7, con X € y, se tiene
que W € y;
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(b) x es cerrada por sumas directas finitas en o7 si para cualesquiera A, B €  se tiene que el biproducto
A B en & esta en .

(c) x es cerrada por sumandos directos en <7 si para cada biproducto X =Y @ Z en o7, con X € x,
se tiene que Y, Z € ;

(d) @ es cerrada por composiciones si, para cualesquiera f,g € ® tales que existe fg € Mor(</), se
tiene que fg € P.

Definicién 1.4.6 Sea ./ una categoria aditiva. Una subcategoria aditiva de o/ es una subcategoria <7’
de &7 tal que &/’ es una categoria aditiva y todo coproducto finito en &7’ es un coproducto en .

Observacién 1.4.7 Sean 7 una categoria aditiva y </’ una subcategoria aditiva de .o7. Si Obj(2/’) es
cerrada por sumandos directos en 7, entonces es cerrada por isomorfismos en 7.

En efecto: Sea ¢ : X = W en &, con X € Obj(&). Dado que &/’ tiene coproductos finitos, en
particular existe un coproducto vacio en &’, el cual es un objeto cero 0 en /. Notando que W 0 €

Obj(«) junto con los morfismos ¢~ y 0y x es un biproducto en &7 para X, concluimos que W €
Obj(«").

1.5. Funtores aditivos

Definicién 1.5.1 Sean ¢ y & Z-categorias. Decimos que:

(a) un funtor covariante F' : € — Z es aditivo si F' : Homg(X,Y) — Homg(F(X), F(Y)) es un
morfismo en Ab para cualesquiera X, Y € Obj(%);

(b) un funtor contravariante G : € — Z es aditivo si G : Homg(X,Y) — Homg(G(Y), G(X)) es un
morfismo en Ab para cualesquiera X, Y € Obj(%).

Observacién 1.5.2

(1) La composicion de funtores aditivos es un funtor aditivo.

(2) Sean € y & Z-categorias. Entonces, tenemos la siguiente serie de equivalencias

F € — 2 es aditivo <= FP =DgoF :% — 2° es aditivo
< F,, = FoDgop : € = Z es aditivo
= IV =DgoFoDgo: 6% — P es aditivo,

independientemente de la varianza del funtor F : 4 — 2.

En efecto: Se sigue de que el funtor de dualidad entre Z-categorias sea un funtor aditivo y de (1).

(3) Sean €,%¢" y 9 Z-categorias, y H : €' X € — 2 un bifuntor. Entonces, el bifuntor H es aditivo
si, y sélo si, los funtores H(X',—) : € — Py H(—,X) : €' — 2 son aditivos para cualesquiera
X" € Obj(¢") y H € Obj(?%).

Ejemplo 1.5.3 Sean ¢ una Z-categoria y X € Obj(%).
(1) El funtor Hom-covariante Home (X, —) : € — Ab es aditivo.

(2) El funtor Hom-contravariante Homg(—, X') : € — Ab es aditivo.
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(3) El bifuntor Hom Hom(—, —) : €°° x € — Ab es aditivo”.

Lema 1.5.4 Los funtores aditivos entre categorias preaditivas mandan objetos cero en su dominio en
objetos cero en su codominio.

Demostracion. Sean F' : 4 — & un funtor aditivo, con € y Z categorias preaditivas, y 0 € Obj(%) un
objeto cero en €. Como F' : Endg(0) — Endy(F(0)) es un morfismo de grupos abelianos y Endg (0) =
{1y = 0o}, se tiene que 1p@) = F(1g) = Op(0),r(0)- Por el inciso (3) de la Observacién 1.1.2, se sigue
que F(0) es un objeto cero en 2. O

Observaciéon 1.5.5 El Lema 1.5.4 es similar a como, en topologia algebraica, cualquier funciéon punteada
manda al punto distinguido de su dominio en el punto distinguido de su contradominio. Recordando
que todas las categorias preaditivas son categorias con objeto cero, puede que esta similitud sea la razén
por la cual algunas fuentes le dan a las categorias con objeto cero el nombre de categorias punteadas.

Definicién 1.5.6 Sean o7 y A categorias aditivas. Decimos que:

(a) Un funtor covariante F' : o — 2 preserva coproductos finitos en &/ si para todo coproducto
{A; & @,c; Aiticr en o7, con I finito, se tiene que F(@ic; As) = @icr F(A) v {F(Al) o),

Dicr F(Ai)}'el es un coproducto en 4.

(b) Un funtor contravariante G : &/ — % manda productos finitos en o/ en coproductos finitos en A
si el funtor Gop = G 0 D gop + &/°P — 9B preserva coproductos finitos en .o7°P.

Lema 1.5.7 Sean &/ y # categorias aditivas, X = @, X; y Y = @] Yy en &, F : & — Z un
funtor que preserva coproductos finitos en & y @ € Mat,,«,(X,Y). Consideremos @ := 37, . p) [y, 7 €
Hom, (X,Y). Entonces

[oryex (F@)); = F([adiy) Vi, J.

Es decir,la matriz asociada a F'(a) € Homg(F X, F'Y'), se obtiene de «, aplicando F' a cada elemento de
dicha matriz.

Demostracion. Sea (i,7) € [1,n] x [1,m]. Por la Proposicién 1.2.8 tenemos que

lpry.rx (F(@))]ij = |¢ryrx <F<;“z/[a]t’rwf>> .
= [orves (X (Fm) )| (F s aditivo)
= (,DFY,FX<tZ (F(ME>F<[O‘]”)F(W§)>>] .
_ -SDFY,FX<ZM5Y [F(a)]mﬂfxﬂ N (F preserva coproductos)
= :QPFY,FX (@;%/,FX(F<Q)))]Z»J-
= [F(a)]i
= F([a]i)-

2Ver el inciso (4) de la Observacién 1.3.2.
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Teorema 1.5.8 Sea F': .o/ — % un funtor entre categorias aditivas. Entonces, F' es aditivo si, y s6lo
si, F' preserva coproductos finitos en 7.

Demostracion. (=) Sean A € Obj(e?) v {A; 2% Alics, con I finito, tal que A = @;c; A; con {p;}ier
como inclusiones naturales.

Supongamos que I = &. Entonces, por la Observacion 1.1.19, tenemos que A es un objeto cero en 7.
Luego, del Lema 1.5.4 se sigue que F'(A) es un objeto cero en 4, y por la misma Observacién anterior,
tenemos que F'(A) es un coproducto en 4.

Supongamos ahora que I # &. Podemos suponer que I = {1,2,...,n}. Por la Proposicién 1.2.3, existe
una familia de morfismos {A = A;}7; en « tales que mu; = 0,5 para cualesquiera i,j € [1,n] x [1,n]

y Yoy i = 14. Luego, por ser ' un funtor aditivo, se tiene que

F(m)F(u) =60 vy SO F(u)F(m) = 1pay.
=1

Por ende, de la Proposicién 1.2.3 se sigue que F(A) = @}, F(A;) con inclusiones naturales {F (A;) Pl
F(A)} .
(<) Sean X,Y € Obj(«) vy «, 5 € Hom(X,Y). Por el Lema 1.2.10, tenemos que
Fla+8)=F(X “5Y)
_ (X ) y @y Lo, Y)
<§Eg§) (Lrvy Lr(v))
= F(X) —"5 F(Y @y) 225 F(y) (Lema 1.5.7)
= F(a) + F(B)
[

Corolario 1.5.9 Sea G : o — % un funtor contravariante entre categorias aditivas. Entonces, G es
aditivo si, y sélo si, G manda productos finitos en &7 en coproductos finitos en .

Demostracion. Por el inciso (2) de la Observacién 1.5.2 se tiene que G es aditivo si, y sélo si, G,, es
aditivo. Ahora, como G,, = G o D 40p €s un funtor covariante, por el Teorema 1.5.8 tenemos que G, es
aditivo si, y sélo si, G, preserva coproductos en .&/°?. De esto se sigue que G sea aditivo es equivalente
a que G,, preserve coproductos finitos en 27°?. Dado que la nocién dual de coproducto es producto,

concluimos que G es aditivo si, y solo si, G manda productos finitos en &/ en coproductos finitos en
B. ]

Ideales de categorias aditivas

Definicién 1.5.10 Sea &7 una categoria aditiva. Un ideal de <7 es una clase de morfismos en .o/

J = U J(X,Y),

(X,Y)€Obj(a)2

con J(X,Y) C Hom(X,Y), tal que satisface las siguientes condiciones.
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(1)
(12)

Para cualesquiera X,Y € Obj(«/), J(X,Y) es un subgrupo abeliano de Hom,, (X, Y).

Para cualesquiera morfismos componibles W % X Ly 2 Zenw , st f € J(X,Y), entonces
Bfae JW,Z).

En caso de que J sea un ideal de <7, lo denotaremos por J < 7.

Observacién 1.5.11 Sean o/ una categoria aditiva y J un ideal de o7

(1)

Para cualesquiera X, Y € Obj(</), tenemos la relacién de equivalencia ~x y en Hom, (X,Y) dada
por
foxyg <= f—ge JX)Y),

la cual nos define una relaciéon de congruencia = en . Por ende, podemos considerar la categoria
cociente’ &7/ =. Dado que esta relacién de congruencia estd caracterizada por el ideal J, la
categoria cociente anterior se conoce como la categoria cociente de </ sobre J, y se denota por
o/ | J. Explicitamente,

Obj(«//J) := Obj(«/),
Hom, ,;(X,Y) := Homy(X,Y)/J(X,Y) V X,Y € Obj(<//J).
(9+7(V.2))(f + J(X.Y)) = gf + J(X, Z) V f € Hom, ,,(X,Y), g € Hom, (Y, Z).

El funtor cociente
g — ]

(XLY)H(XMY)

es pleno, denso y aditivo. En particular, la categoria cociente o7 /J es aditiva.

En efecto: La plenitud y aditividad de 7 se siguen de que, por definicién, 7; actiia sobre cada
grupo abeliano Hom,,(X,Y") como el epimorfismo candnico al grupo cociente Hom,,,;(X,Y’), que
es un morfismo de grupos abelianos suprayectivo. La densidad de 7; es trivial, pues el funtor
cociente fija objetos. Luego, por la funtorialidad y aditividad de m;, tenemos que la composicién
de morfismos en o/ /J es blilineal. Mas atn, de la existencia de coproductos finitos en &7 y la
caracterizacién de coproductos finitos dada por el inciso (b) de la Proposicion 1.2.3; se sigue que
</ | J tiene coproductos finitos.

Sea y € Obj(«/) una clase de objetos cerrada por sumas directas finitas en /. Entonces, la

coleccion de todos los morfismos que se pueden factorizar a través de algin objeto en x es un ideal
de o

En efecto: Sean X,Y € Obj(«/) y J(X,Y) C Homy(X,Y) el conjunto de todos los morfismos de
X enY factorizables a través de algtin objeto en x. Supongamos que los morfismos fi, fo € J(X,Y)
se pueden factorizar a través de Ji, Jo € Obj(x), respectivamente. Entonces, tenemos los siguientes
diagramas conmutativos en .o/

X —2" Y. X —" Y

I 4 i o " i

J1 JQ

3Ver la Definicién 0.3.11.
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Por ende, tenemos que

i+ (=f)=H-f
= Jiir = i

(j1 —J (;é)

con X —32)> J®Sy JiPHJ —=Y en &/. Como Y es cerrada por sumas directas finitas,
se sigue que J; @ Jo € Obj(x), por lo que f; — fo € J(X,Y). Esto implica que J(X,Y) es un
subgrupo abeliano de Hom,, (X, Y).

Ahora, sean W & X Ly 2 7 morfismos componibles en o/, con f € J(X,Y). Entonces,
tenemos el diagrama conmutativo en &7

W X

con J € Obj(x), de donde se sigue que el diagrama en o7

W pla Z

k Bj’

J

conmuta, i.e., que ffa € J(W, 7).

En vista de (3), para una subcategoria plena xy C 7 cerrada por sumas directas finitas, denotare-
mos por (x) al ideal de todos los morfismos que se factorizan a través de algin objeto en x, y por
o [x = /(x) a la categoria cociente asociada a dicho ideal.

Bifuntores aditivos, bimédulos generalizados y matrices asociadas

Definicién 1.5.12 Sean ¥ una Z-categoria, E : €°° x ¥ — Ab un bifuntor aditivo y A, A", C,C" €
Obj(%). Definimos las correspondencias

Homg (A, A') x E(C, A) — E(C, A,
(a,0) = a-6:=E(C,a)(9),

E(C, A) x Homy(C',C) — E(C', A),
(0,¢) = d-c:=E(c®, A)(9).

Proposiciéon 1.5.13 Sean € una Z-categoria y E : €°°P x € — Ab un bifuntor aditivo. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a)
(b)

a-(61—|—52):a-(51—|—a-(52 VCLEHOHI%?(A,A/), 51,526E(C,A>.
(a1 +a1)-d=a1-0+ay-0 Vap,ay € Homg(A,A'), § € E(C, A).
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ly-0=9 VoeE(CA).

(d'a)-0=a"-(a-6) VaecHomyg(A A"),a € Homy(A', A"),0 € E(C, A).
(014 03) - c=0d1-c+02-¢c Ve Homg(C',C), 61,00 € E(C, A).
d-(ar+e)=0-c1+0-ca Yey,00 € Homy(C,O), § € E(C, A).

d-le =06 VIeE(C A).

d-(cc)=(d-¢)- V¥V ceHomg(C,C),d € Homg(C”,C"),6 € E(C, A).
a-(0-¢)=(a-0)-¢ VaeHomg(A A), ce Homg(C',C),0 € E(C,A).
0-0=0=6-0 ViecE(CA).

Demostracion. Por el inciso (3) de la Observacion 1.5.2 sabemos que, para cualquier X € Obj(%), los
funtores Hom(X,—) : ¥ — Ab,Hom(—, X) : ¥ — Ab,E(X,—) : € — Ab y E(—,X) : ¥ — Ab son
aditivos.

(a) Sean a € Homg (A, A") y 01,0, € E(C, A). Entonces,

a - (51 + 52) = E(C, a)(51 + 52)
=E(C,a)(61) + E(C,a)(ds)
=a-0;+a-ds.

(b) Sean aj,as € Homy (A, A’) y 6 € E(C, A). Entonces,

(CLl -+ CLQ) c0 = E(C, ay + CLQ)((S)
=E(C,a1)(d) + E(C, az)(9)
=a;-0+asy-0.

(c) Sea 6 € E(C, A). Entonces,

146 = E(C,14)(5)
= lg(c,4)0
= 0.

(d) Sean a € Homy (A, A'),a’ € Homy(A', A”) y 6 € E(C, A). Entonces,

(d'a-8) =E(da,C)(0)

(e) Analogo a (a).
(f) Andlogo a (b).

(g) Andlogo a (c).
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(h) Anélogo a (d).

(i) Observemos que

(j) Se sigue de que los morfismos de grupos fijan a los elementos neutros.

]

Observacién 1.5.14 Recordemos que, en el inciso (7) del Ejemplo 0.1.3, vimos que podemos pensar
a un monoide como una categoria con un solo objeto. De forma similar, los incisos (a) a (i) de la
Proposicién 1.5.13 nos dicen que podemos interpretar a un bifuntor aditivo sobre una Z-categoria con
un solo objeto como un bimoédulo. Mas generalmente, esta Proposicion nos dice que un bifuntor aditivo
E: % x € — Ab, con ¥ una Z-categoria, puede ser considerado como un bimddulo sobre los anillos
generalizados Mor(€°P) y Mor (%), cuyos productos estan parcialmente definidos, en general.

A continuacién, generalizaremos la Definicion 0.5.42, de matrices asociadas al bifuntor aditivo Hom,
a cualquier bifuntor aditivo y demostraremos un resultado andlogo a la Proposicion 0.5.43 para estas
nuevas matrices. Para lograr esto, necesitaremos restringirnos al uso de biproductos finitos, por lo que

consideraremos categorias aditivas, cuyos productos son Z-categorias®.

Definicién 1.5.15 Sean &/ una categoria aditiva, E : &/°? x &/ — Ab un bifuntor aditivo y C' =
i1 Cj, A=@Z, Aj en &/, con m y n enteros positivos. Denotaremos por Matgxn(C, A) al conjunto

de matrices «, de orden m x n, con entradas [a];; € E(C}, A;). Para a, 8 € Mat,, ., (C, A), definimos

o = 6 — [Oé]@j = [B]i,j v (Z,]) c [1,m] X [177’L]

Llamaremos E-matrices a los elementos de Mat® (C, A). Notamos que” Mat!Hom (C, A) = Mat,,«,(C, A),

mXn mXn
por lo que podemos llamar Hom-matrices a los elementos de Mat,,,(C, A).

Observaciéon 1.5.16 Sean o/ una categoria aditiva, E : &/ x &/ — Ab un bifuntor aditivo y
C =@, ,0;,A=@" A en &, con m y n enteros positivos. Entonces, el conjunto de E-matrices
Mat? ... (C, A) tiene estructura de grupo abeliano, inducida de la de E(C, A), con la operacién de suma

de matrices usual y el elemento neutro formado por la matriz cuya entrada [0]; ; es el elemento neutro
del grupo abeliano E(C}, A4;).

Proposicién 1.5.17 Sean &/ una categoria aditiva, E : &/°? x &/ — Ab un bifuntor aditivo y C' =
@D, Cj, A=@%; A; en &/, con m y n enteros positivos. Entonces, la correspondencia

" = @ . : E(C, A) — Mat,,

mxn

(C, A),

dada por [®*()];; := m* - § - u§ para todo (i, ) € [1,m] x [1,n], es un isomorfismo en Ab.

4Ver el inciso (4) de la Observacién 1.3.2.
5Ver la Definicién 0.5.42.
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Demostracién. De los incisos (a) y (e) de la Proposicién 1.5.13, se sigue que ®F es un morfismo de

grupos abelianos.

Sean 41,0, € E(C, A) tales que ®*(4;) = ®(d,). Entonces, tenemos que

A .
i

T (Sllu]C:TF;A(SQ,U/]C

para todo (i,7) € [1,m] x [1,n]. Luego, de la Proposicién 1.5.13, se sigue que

ZZM?'(W?'51'MJC)'7TJC:ZZM;A (7 - 6 M]C) WJC
i=1j5=1 i=1j5=1
U
Sod (i) 6y (u§my) = D03 (w6 - (S )
i=1j5=1 i=1j5=1
U
(Sutat) - (usns) = (Lutat) - Ssns
i=1 j=1 i=1 j=1
a2
1A 51 1C:1A (52 10
I
51 - 627

por lo que ® es inyectiva.

E

Por otro lado, sea a € Mat,, .,

(Proposicién 1.2.3)

(C, A). Entonces, tenemos que [af;; € E(C}, A;) para todo (i,7) €

[1,m] x [1,n]. Consideremos ¢ := (X7, u) - [a]i - (5= 7TJC) € E(C, A). Por la Proposicién 1.5.13, para

todo (¢, j") € [1,m] x [1,n], tenemos que

I
/N /:]\
<
/N
INNgE
=
<Th
~
~__—
£
&
VR
VR
<.
g
S~
=
= Q
~

Zﬂf}ﬂfl) [aliy - (Zfﬂf)
i=1 j=1
- (Zéﬁ,z [O‘]Z}j : (Z@%’)
i=1 j=1
=33 (67 - [y - 05;)
=1 7=

(bilinealidad en <)

(Proposicién 1.2.4)

de donde se sigue que ® es suprayectiva. Por lo tanto, ®* es un isomorfismo de grupos abelianos. [

Corolario 1.5.18 Sea ./ una categoria aditiva. Entonces, la correspondencia ¢ de la Proposicion 0.5.43

es un isomorfismo en Ab.
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Demostracion. Se sigue de aplicar la Proposicién 1.5.17 al bifuntor aditivo Hom. O

Por ltimo, veremos que el producto de Hom-matrices con E-matrices, que definiremos a continua-
cién, es compatible con las acciones de bimédulo vistas en la Proposicion 1.5.13.

Definicién 1.5.19 Sean &/ una categoria aditiva, E : &/°? x &/ — Ab un bifuntor aditivo, C' =
i1 05 A=@L, A en o/, con m y n enteros positivos, y § € E(C, A).

(a) Si A’ = @j_, A}, con pun entero positivo, y a € Hom (A, A’), definimos el producto ¢ 41,4(a) @ (0)
con entradas

m

o a(@)@F ¢ (0)]kg = D_leaa(@)]ri - [@5c(0)]iy V¥ (k,5) € [1,p] x [1,n].

i=1

(b) SiC" = j_, C}, con q un entero positivo, y ¢ € Hom,, (C’, C'), definimos el producto @120(5)900,0/(0)
con entradas

Vi o0poc @ i= NPy lece @l ¥ 0.0 € 0l x 1.d)

Notamos que, en ambos casos, el producto de una Hom-matriz con una E-matriz da como resultado una
E-matriz.

Proposiciéon 1.5.20 Sean &/ una categoria aditiva, E : &/°? x &/ — Ab un bifuntor aditivo, C' =
7105, A = @ A en &/, con m y n enteros positivos y 6 € E(C, A). Entonces, se satisfacen las
siguientes condiciones.

() B%0(a-) = paal@@56(0) VA = @B, A en /.0 € Homyy (A, A').
(b) QDE,C,((S cc) = @Ep(d)gpqc/(c) V' =@L,Clen o, ce€ Homy,(C',C).
Demostracion.

(a) Sean A/ =Pl_,en o ya € Homd(A, A’). Entonces, para todo (k, j) € [1,p] x [1,n], tenemos que

[(PE’,C(CL : 5)]k,y = 7Tk (a-0) -
= ( ) 5 - HJ] (Proposicién 1.5.13(d))
= <7r la(Zuf‘wf‘)) - ,ujo (Proposicién 1.2.3)
i=1
= (Z - ’aul T ) 5 - MJ (b1hneahdad en d)
i=1

¥ apin Z) J- [L] (Proposicién 1.5.13(b))

ﬂ,’f,agf) (w5 ) (Proposicién 1.5.13(d))

(b) Andlogo a (a).



Capitulo 2

Categorias exactas

Las categorias exactas’ se componen de una categoria aditiva y una clase de cierto tipo de sucesiones
de morfismos —cuya definicién involucra las nociones categéricas de ntcleo y conticleo— que verifica
una serie de axiomas descritos a continuacion; en tal caso, dichas sucesiones juegan un rol andlogo al de
las sucesiones exactas cortas” en las categorias abelianas®, por lo que reciben el mismo nombre.

2.1. Definiciéon de categoria exacta

La definicién de categoria exacta que presentamos a continuacién es debida a Yoneda| , §2].
Una axiomatizacién minimal estd dada por Keller| , Appendix A].

Definicién 2.1.1 Sea o7 una categoria aditiva.

(a) Dos morfismos componibles A’ 5 A £ A” forman un par nicleo-coniicleo (i,p) en o sii es el
nucleo de p y p es el contucleo de .

(b) Dos pares ntcleo-conticleo (i1, p1), (42, p2) son isomorfos si existen isomorfismos f, gy h en &7 tales
que el diagrama

/ i1 P1 "

S

Ay —— Ay Al

12 b2

conmuta.
Definicién 2.1.2 Sean o7 una categoria aditiva y & una clase de pares nucleo-conticleo en 7.

(a) Un monomorfismo admisible es un morfismo i para el cual existe un morfismo p tal que (i, p) € &.
Denotaremos a los monomorfismos admisibles en diagramas como .

(b) Dualmente, un epimorfismo admisible es un morfismo p para el cual existe un morfismo i tal que
(1,p) € &. Denotaremos a los epimorfismos admisibles en diagramas como —».

'Recordamos que utilizamos el término categoria exacta para referirnos a una categoria exacta en el sentido de Quillen,
como se mencioné en la Introduccion.

2Ver la Definicién A.4.2.

3En particular, toda categoria abeliana puede ser vista como una categoria exacta, por lo que podemos considerar a
estas ultimas como una generalizacion de las primeras.

89
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Definicién 2.1.3 Sea &/ una categoria aditiva. Una clase & de pares nicleo-conticleo es una estructura
exacta sobre &7 si es cerrada por isomorfismos y satisface los siguientes axiomas.

(E0) Los morfismos identidad en .7 son monomorfismos admisibles.

(E0)* Los morfismos identidad en .27 son epimorfismos admisibles.

(E1) La clase de monomorfismos admisibles es cerrada por composiciones.
(E1)* La clase de epimorfismos admisibles es cerrada por composiciones.

(E2) La suma fibrada de un monomorfismo admisible a lo largo de un morfismo arbitrario existe y
produce un monomorfismo admisible.

(E2)* El producto fibrado de un epimorfismo admisible a lo largo de un morfismo arbitrario existe y
produce un epimorfismo admisible.

Los axiomas (E2) y (E2)* se sintetizan en los diagramas

A—— B A y B’
l PO B y B PB J
A » B’ A—— B

respectivamente.

Definicién 2.1.4 Una categoria exacta es un par (7, &) donde o7 es una categoria aditiva y & es una
estructura exacta sobre 7. Los elementos de & son llamados sucesiones exactas cortas.

Observacién 2.1.5

(1) La definicién anterior de categoria exacta es extrinseca, pues se debe especificar una clase particular
de sucesiones exactas cortas —la estructura exacta— para obtener una categoria exacta.

(2) El universo de las categorias exactas es dualizante.
En efecto: Se sigue del inciso (2) de la Observacion 1.4.4 y de que, por la Definicién 2.1.3, & es

una estructura exacta sobre 7 si, y sélo si, &°P es una estructura exacta sobre .o7°P

(3) Sean .o/ una categoria aditiva y 0 un objeto cero en o/. Entonces, para cualquier A € Obj(</),
tenemos los pares nicleo-contcleo (14,040) ¥ (0p.4, 14). En particular, tenemos que (1o, 1p) forma
un par nucleo-contcleo.

En efecto: Se sigue de la Observacion 1.1.33 y un resultado dual.

(4) Los isomorfismos son monomorfismos admisibles y epimorfismos admisibles.

f . . .
En efecto: Sea A = B un isomorfismo en una categoria exacta. Entonces, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo
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donde el segundo renglén es un sucesion exacta por (3) y (E0). Dado que la clase de sucesiones
exactas cortas es cerrada por isomorfismos, se sigue que f es un monomorfismo admisible. Mas
aun, de (2) y el principio de dualidad, se sigue que f es un epimorfismo admisible.

Los axiomas anteriores son redundantes y pueden simplificarse. Por ejemplo, en vez de suponer
(E0) y (EO0)*, supongamos que el elemento identidad 1, del objeto cero de &7 es un epimorfismo
admisible. Entonces, para todo A € Obj(«) tenemos el siguiente diagrama conmutativo en &/

§

Sean P € Obj(«/) y 1 : P — 0,05 : P — A tales que 195, = 052. Entonces, 2 : P — A es el

unico morfismo en &7 tal que el siguiente diagrama en &/ conmuta

1a
—

A
l (2.1.1)
0.

—
1o

P B2
j?;\\\\
Tatg
B1 l l
0 — 0.

Por lo tanto, el diagrama conmutativo (2.1.1) es un producto fibrado. Por (E2)*, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en .o/

A1y A
| pB | vacobw)
OT»O

de donde se sigue (E0)*. Luego, como 1y es un nicleo de si mismo, entonces también es un
monomorfismo admisible. Dualmente, se puede verificar que el diagrama en .o/

1o

0—0
o
ATA

es una suma fibrada para todo A € Obj(&7). Luego, por (E2), se sigue (E0). Notemos que, puesto
que 1g es conticleo de si mismo, si inicialmente hubiéramos supuesto que 15 es un monomorfismo
admisible habriamos llegado a las mismas conclusiones de manera dual.

Mas atin, Keller| , Appendix A| demostré que es posible prescindir de alguno de los axiomas
(E1) o (E1)*, asi como reemplazar (E2) por el siguiente axioma:

(E2’) Para todo f € Hom, (A, B) y para todo epimorfismo admisible p € Hom,, (B’, B) existen
f' € Hom(A’, B) y un epimorfismo admisible p’ : A" — A tales que fp’ = pf’; diagraméati-
camente,
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Al f! » B’
14 p
A 7) B.

Esto es una consecuencia directa de la Proposicién 2.2.12. Alternativamente, podemos reemplazar
a (E2)* por el axioma dual de (E2’).

(6) Es posible derivar los axiomas de categoria exacta dados por Quillen] , §2] a partir de los
axiomas presentados en (2.1.4), como se muestra en | |.

(7) Keller| | utiliza los términos conflacion, inflacion y deflacidn en vez de sucesion exacta corta,
monomorfismo admisible y epimorfismo admisible, respectivamente. Los primeros tres términos
seran rescatados en el Capitulo 4 en el contexto de las categorias extrianguladas; sin embargo, en
este capitulo nos apegaremos a la terminologia utilizada en la definicién 2.1.4 por considerarla més
descriptiva en el contexto de las categorias exactas.

2.2. Propiedades fundamentales de categorias exactas

1
Lema 2.2.1 Sean (<7, &) una categoria exacta y A, B € Obj(«/). Entonces, A % A@B ~% By
0

1 01 .
A~ A@ B —» B son sucesiones exactas cortas.

Demostracion. Por el Lema 1.1.4, tenemos la siguiente suma fibrada en o/

0 —— B

[ po 8
Ar—— AD® B,
0

donde las flechas de arriba y de la izquierda son monomorfismos admisibles por (E2)*, pues 0 — B 12 B

y0— A 145 A son sucesiones exactas cortas, mientras que las flechas de abajo y de la derecha son
monomorfismos admisibles por (E2). Como por los Lemas 1.1.27 y 1.1.30 los morfismos § y 10 forman
un par nucleo-conticleo y, por definicién, & es cerrada por isomorfismos, se sigue que (§,10) € &. La

demostraciéon de que ($,01) € & es andloga. O

Proposicion 2.2.2 La clase de sucesiones exactas cortas sobre una categoria exacta es cerrada por
sumas directas.

Demostracion. Sean (<7, &) una categoria exactay A" — A — A" B’ — B — B’ sucesiones exactas
cortas. Observemos que, para todo C' € Obj(/), la sucesién

A/@CHA@C—»A”

es exacta, pues el segundo morfismo es un epimorfismo admisible por ser la composicién de los epimor-
fismos admisibles (10): A@C — Ay A — A” mientras que el primer morfismo es un monomorfismo
admisible por ser un nicleo del segundo morfismo. Similarmente, tenemos los monomorfismos admisibles
APB —APB y AP B — AP B. Por (E1), se sigue que su composiciéon A'@ B’ — AP B es un

monomorfismo admisible. Finalmente, dado que

A/@B,HA@B_»A”@B”
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es un par nucleo contcleo, se sigue que la suma directa de las sucesiones exactas cortas A" — A — A”
y B" — B — B” es una sucesion exacta corta. m

Lema 2.2.3 Sean (&7, &) una categoria exacta y consideremos la suma fibrada

A" B

o PO |

A/ — B/.
7
Entonces, se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Sip: B — C esun contcleo de i, entonces el morfismo tnico p' : B' — C' tal que p'b=py p'i' =0
es un conucleo de 7'.

(b) Sip': B’ — C es un contcleo de i, entonces p = p'b es un contcleo de i.
Demostracion.

(a) Sea p : B — C un contcleo de i. Por la propiedad universal de la suma fibrada, existe un
tnico morfismo p’ : B" — C tal que p'b = p y p'i’ = 0; en particular, por el inciso (5) de la
Observacién 0.2.2, de la primera ecuacién se sigue que p’ es un epimorfismo. Supongamos que
existe un morfismo ¢ : B’ — X en .« tal que gi’ = 0. Entonces, gbi = gi'a = 0 y, por la propiedad
universal del contcleo, existe un tinico morfismo ¢’ : C' — X tal que gb = ¢'p. Observemos que

gb=g'p
=g'p'd
=g’
=0
=gt

por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo en .o

Luego, por la propiedad universal de la suma fibrada, se sigue que ¢'p’ = g. Mdas ain, como p’ es
un epimorfismo, ¢’ es el inico morfismo tal que ¢'p’ = g. Por ende, p’ es un contcleo de 7'

(b) Sea p' : B" — C' un contcleo de i’ y consideremos p = p’b. Observemos que pi = p'bi = p'i'a = 0.
Supongamos que existe un morfismo g : B — X tal que gi = 0. Por la propiedad universal de la
suma fibrada, existe un tnico morfismo v : B" — X tal que vb = g y vi’ = 0. Entonces, por la
propiedad universal del contucleo, existe un tinico morfismo ¢’ : C' — X tal que ¢'p’ = ~. Por ende,
gp = ¢'p'b = vb = g. De la unicidad en la propiedad universal del conicleo, se sigue que ¢’ es
unico. Por lo tanto, p es un contcleo de 1.
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O

Proposicién 2.2.4 Sean (<7, &) una categoria exacta y
A—-5 B
fl J P (2.2.1)
A —— B
1
un diagrama conmutativo en .«7. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El diagrama (2.2.1) es una suma fibrada.

(b) El diagrama en 7

fl lf/ H (2.2.2)
Al B C

es conmutativo y tiene renglones exactos.

(1)

(c) A5 B@A Y7 B es una sucesién exacta corta.
(d) El diagrama (2.2.1) es bicartesiano, i.e., un producto fibrado y una suma fibrada.

Demostracion.
(a) = (b) Se sigue del Lema 2.2.3.

(b) = (c) Por (E2)*, existe un producto fibrado en o7/

!

D Y% B

qV PB lp

B/ 4/» C
p

Aplicando el principio de dualidad al Lema 2.2.3, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en .o/

cuyos renglones y columnas son sucesiones exactas cortas. Por la conmutatividad del diagrama (2.2.2),

tenemos que

B
/|
B/

QW

L

/

P
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es un cuadrado conmutativo en .«7. Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un tnico
morfismo B % D tal que ¢k = 1g y gk = f'. Como ¢'(1p — kq') = 0, por la propiedad universal del
ntcleo, existe un tnico morfismo D L A tal que 7'l = 1p — k¢'. Dado que

Jlk = (1p — kq)k

=k — kg'k
=k — 13k
:O’

§'l5" = (1p — kq')j’
=j —kd'j’
=
y 7' es un monomorfismo, se sigue que [k = 0y [j’ = 1. Observemos que
(k1)(7) = kg + 41
= 1p, (pues j'l =1p — kq')

(1en = 7)

(15 0
N0 1y
= 1B@A’7

por lo que B A’ %7 D es un isomorfismo en 7. Més aun, de

ilj = qj'lj
=q(lp —kq')j
=qj — (ak)(q'j)
= —f
= _Z.,f7
se sigue que [j = — f, pues 7' es un monomorfismo, por lo que
() = (akai")
=q(*7),

/ . ’ . . . .
Dado que (kj')y (qz ) son inversos entre si, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en .o/

(1)

A pga U,

J»
| Oflen |
B,

A , D
j

q
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)

de donde se sigue que A —> BHA — (
isomorfismos.

f 7’ ) L4
B’ es una sucesion exacta corta, pues & es cerrada por

(1)

(¢) = (d) Supongamos que la sucesién corta A —> B@ A’ ey

B’ es exacta. Como (f i) es
un contcleo de (_if), tenemos que
(ri)(f)=0= fi-if=0
= fli=iFf,
por lo que el diagrama (2.2.1) conmuta. Sean S” € Obj(«/) y A’ A, S B %, ' morfismos en o tales

que 41 = (1 f. Entonces, (85 8 )(_if) = 0 y, por la propiedad universal del comicleo, existe un tinico

morfismo B@ A’ 25 §' en o tal que h(f )= (858), e, hf = B,y hi’ = B]. Por ende, el diagrama
(2.2.1) es una suma fibrada. Anédlogamente, usando la propiedad universal del nicleo para (_if> se
prueba que el diagrama (2.2.1) es un producto fibrado, de donde se sigue que es bicartesiano.

(d) = (a) Trivial. O

Observacién 2.2.5 El inciso (c¢) de la Proposicion 2.2.4 equivale a que la sucesién

sea exacta corta. Mas aun, estos pares ntcleo-conticleo son isomorfos.

A Al g

En efecto: Se sigue del diagrama conmutativo en <7

A M Boa Y p
| zl@-%) H
A%B@A’ B’

(7)

donde el morfismo (0 ,1> :B@A — B@ A’ es un isomorfismo por ser una involucién.

Proposicion 2.2.6 El producto fibrado de un monomorfismo admisible a lo largo de un epimorfismo
admisible produce un monomorfismo admisible.

Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo

AL, p_,C
i PB i H (2.2.3)
Ar— B —

donde €’ es un epimorfismo admisible por (E2)*, p es un contcleo de i y, por ende, un epimorfismo
admisible, y pe es un epimorfismo admisible por (E1)*. Por el inciso (1) de la Observacion 1.1.23 y
el Corolario 0.5.25, tenemos que i’ es un monomorfismo. Para ver que es un monomorfismo admisible,
basta ver que i’ es un nicleo de pe. Observemos del diagrama (2.2.3) que pei’ = pie’ = 0. Supongamos
que existe un morfismo ¢ : X — B’ tal que peg = 0. Como 7 es un ntcleo de p, existe un tinico morfismo
f: X — Atal que eg = if. Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un inico morfismo
fle X = A tal que e f' = fyif =g. Mas atin, como 7' es un monomorfismo, f’ es el tinico morfismo
tal que i’ f' = ¢g. Por ende, ¢ es un nicleo de pe. O
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Proposiciéon 2.2.7 La suma fibrada de un epimorfismo admisible a lo largo de un monomorfismo
admisible produce un epimorfismo admisible.

Demostracion. Se sigue de aplicar el principio de dualidad a la Proposicion 2.2.6. O

Proposicién 2.2.8 (Axioma oscuro) Sean (.27, &) una categoria exacta e i : A — B un morfismo en .o/
que admite un contcleo. Si existe un morfismo j : B — C en & tal que la composicion ji : A — C' es
un monomorfismo admisible, entonces ¢ es un monomorfismo admisible.

Demostracion. Sea k : B — D un contcleo de ¢. Supongamos que existe un morfismo j : B — C' en
o/ tal que ji : A — C es un monomorfismo admisible. Entonces, por (E2) tenemos la siguiente suma
fibrada en of

A2 ¢
| ro |

De la Proposicion 2.2.4, la Observacion 2.2.5 y la cerradura de & por isomorfismos, se sigue que
(J?) : A — C@ B es un monomorfismo admisible. Observemos que (100 ;};) CHB —» COHB es

K2
un isomorfismo por lo que, por el inciso (3) de la Observacion 2.1.5, en particular es un monomorfismo

admisible. Por (E1), se sigue que (?) = (100 1_; ) (JZ) es un monomorfismo admisible. Dado que (100 ,2)

es un contcleo de (Q>, es un epimorfismo admisible. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

T
en o/

A—— CHB — CHD.
DI T
i 0k
Puesto que el cuadrado del lado derecho es un producto fibrado, por (E2)* se sigue que k es un epimor-

fismo admisible y que 7 es un nucleo de k, de donde se sigue que ¢ es un monomorfismo admisible.  []

Observacién 2.2.9 La afirmacién de la Proposicion 2.2.8, asi como su afirmacién dual, estan dadas

por el axioma c¢) en la definicién de Quillen de categoria exacta | , §2]. Previamente, se habia
demostrado que es una consecuencia de los axiomas debidos a Yoneda| ]. El axioma c) fue bautizado
por Thomason como el “axioma obscuro” en | |, v su redundancia fue luego redescubierta por
Keller| |, a quien se debe la demostracién anterior.

Corolario 2.2.10 Sean (i,p) y (¢, p") pares de morfismos componibles. Si la suma directa (z @i, pDyp )
es una sucesion exacta corta, entonces (i,p) y (7, p’) son sucesiones exactas cortas.

Demostracion. Dado que p es contcleo de ¢ y
i=(8)i=(7)(b).

de la Proposicién 2.2.8 se sigue que i es un monomorfismo admisible, por lo que (i, p) es una sucesién
exacta corta. El otro resultado se obtiene de forma analoga. O

Corolario 2.2.11 Supongamos que el diagrama

A’>L>B’

| vo |

A>T>B
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es una suma fibrada. Entonces a es un monomorfismo admisible.

Demostracion. Por (E1), de la hipdtesis se sigue que fa : A’ — B es un monomorfismo admisible. Sea
b : B — B” un conucleo de b. Entonces, por el inciso (b) del Lema 2.2.3, tenemos que @’ := ' f es un
contcleo de a. Por ende, el resultado se sigue de la Proposicion 2.2.8. O

A continuacién, demostraremos algunos lemas ampliamente conocidos en el contexto de las categorias
abelianas que también son validos para categorias exactas. Las demostraciones se basaran en la siguiente
observacion:

Proposiciéon 2.2.12 Sea (<7, &) una categoria exacta. Entonces todo morfismo entre dos sucesiones
exactas cortas A’ — B’ — C"y A — B — C se factoriza a través de una sucesién exacta corta
A — D — (' de tal forma que los dos cuadrados marcados con BC en el siguiente diagrama conmutativo

A f B g C

e b
Ar——m D —— ('
T e |
A 7 B ——C

son bicartesianos.

Demostracion. Consideremos el morfismo entre sucesiones exactas
A f' B’ g C’

QJ Jb J (2.2.4)

Ar—— B —» C.

Sean D € Obj(«/)y A D, B’ Y. De Mor(«7) tales que el diagrama

A’>L>B’

| po |y

Ar—— D
es una suma fibrada en .&7. Por la propiedad universal de la suma fibrada, existe un tnico morfismo
e: D — C' en o tal que el = ¢ y em = 0, asi como un tnico morfismo D Y B tal que V'V =by
b"m = f. Dado que ¢’ es un conticleo de f’, por el inciso (a) del Lema 2.2.3 se sigue que e es un contcleo de
m. Como por el diagrama (2.2.4) tenemos que gfa = cg'f' = gbf’, por la propiedad universal de la suma
fibrada existe un tnico morfismo D % C tal que ym = gf y W = c¢¢’ = gb. Ya que ym = gf = gb"m y
v = cg’ = cell, se sigue que gb” = v = ce, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo en <7

PIESEEY : e Ao

10 b ]

A Dt (2.2.5)
|k

Ar— B — C.

Mas aun, por la propiedad universal de la suma fibrada se sigue que el cuadrado inferior derecho del
diagrama (2.2.5) es una suma fibrada, por lo que el resultado se sigue de la Proposicién 2.2.4. O
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Corolario 2.2.13 Consideremos un morfismo de sucesiones exactas cortas

A B c'
L
A B C.

Si a y ¢ son isomorfismos (o monomorfismos admisibles, o epimorfismos admisibles), entonces b también
lo es.

Demostracion. Consideremos el diagrama

AL g o

| oo ||
Ar—— D —= ' (2.2.6)
| v B |
Ar—— B —— C,

donde b = bV, obtenido como en la Proposicién 2.2.12.

Supongamos que a y ¢ son isomorfismos. Entonces por los Corolarios 0.5.25 y 0.5.30 tenemos que b’
y 0" son isomorfismos, respectivamente, de donde se sigue que b es un isomorfismo.

Supongamos que a y ¢ son monomorfismos admisibles. Entonces, por (E2) se sigue que O’ es un
monomorfismo admisible, mientras que del diagrama (2.2.6) y la Proposicion 2.2.6 se sigue que b” es un
monomorfismo admisible. Luego, por (E1), tenemos que b es un monomorfismo admisible.

Supongamos que a y ¢ son epimorfismos admisibles. Entonces, por (E2)* se sigue que b” es un
epimorfismo admisible, mientras que del diagrama (2.2.6) y la Proposicién 2.2.7 se sigue que b’ es un
epimorfismo admisible. Luego, por (E1)*, tenemos que b es un epimorfismo admisible. ]

Lema 2.2.14 (Tercer Teorema de Isomorfismo de Noether) Consideremos el diagrama

A B X
|l
A C Y
|
J ===17

en una categoria exacta (&7, &), donde los primeros dos renglones y la columna de en medio son sucesiones
exactas cortas, y el cuadrado es conmutativo. Entonces, el diagrama anterior se puede completar por
una columna exacta X — Y — Z, de tal forma que el diagrama completado conmute, de manera tnica.
Mas atn, el cuadrado superior derecho del diagrama completado es bicartesiano.

Demostracion. Observemos que, por hipétesis, la composicion A — C' — Y es nula y es igual a A —
B — C — Y. Ademads, como la sucesion A — B — X es exacta corta, por la propiedad universal
del conticleo existe un tnico morfismo de X — Y que hace conmutar el diagrama. Por otro lado, dado
que la composicion B — C — Z es nula, se sigue que A — B — C — Z también lo es. Luego,
como la sucesion A — C' — Y es exacta corta, por la propiedad universal del conticleo existe un tinico
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morfismo Y — Z que hace conmutar el diagrama. Finalmente, de la Proposicién 2.2.4 y el inciso (2)
de la Observaciéon 2.1.5 se sigue que el cuadrado superior derecho es bicartesiano. Notemos que, por el
inciso (1) de la Observacién 1.1.23; escribiendo a X, Y y Z como los objetos cociente correspondientes,
hemos demostrado que

(C/A)/(BJA) ~ C/B.
O

Corolario 2.2.15 (Lema 3 x 3) Consideremos el diagrama conmutativo en una categoria exacta (&7, &)

o Lp L

A

At B9 . ¢ (2.2.7)
“l lb, lc,
A// B// C//
f// g/l ?

donde las columnas son sucesiones exactas cortas y, adicionalmente, se cumple una de las siguientes
condiciones:

(a) el renglén de en medio y alguno de los renglones exteriores son sucesiones exactas cortas;
(b) los renglones exteriores son sucesiones exactas cortas 'y gf = 0.
Entonces, todos los renglones del diagrama anterior son sucesiones exactas cortas.
Demostracion.

(a) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los primeros dos renglones son sucesiones exactas
cortas, pues el otro caso se sigue por dualidad. Aplicando la Proposicién 2.2.12 a los primeros dos
renglones, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

PURSEENY : e Ao
|Loee [
A — D Y (2.2.8)
| ol |
Ar—— B — C,

donde ji = b. Observemos que los morfismos ¢ y 7 son monomorfismos admisibles por el axioma
(E2) y la Proposicién 2.2.6, respectivamente. Por el Lema 2.2.3, el morfismo i’ : D — A” determi-
nado por i'i = 0 y i'f = @’ es un conticleo de 7, y el morfismo j' : B — C" dado por j' = /g = ¢"b'
es un conucleo de j. Ahora, tenemos el diagrama

i D 4 A

B/
R
Bl

- B b’ B (229)

1l

C// O/I,
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donde sabemos que los cuadrados superior izquierdo e inferior derecho son conmutativos. Del
diagrama conmutativo (2.2.8), se obtiene

(f')i=0=Hb=@W5)i A W =Vf=fd=("F
que, junto con
(f'ia=(f1Df =0 A (gifla=f'aa=0=bbf = Wji)f

nos da el diagrama conmutativo

fllal

Por la propiedad universal de la suma fibrada, se sigue que f”i’ = b'j. Por ende, el diagrama (2.2.9)
es conmutativo, por lo que podemos aplicarle el Lema 2.2.14 (Tercer Teorema de Isomorfismo de

1" 11
Noether) y concluir que la sucesién A” I B L 0" es exacta corta.

(b) Supongamos que los renglones exteriores son sucesiones exactas cortas y gf = 0. Como las colum-
nas también son sucesiones exactas cortas, por (E2), existe una suma fibrada en 7

B —— '

donde j es un epimorfismo admisible por la Proposicion 2.2.7. Aplicando el Lema 2.2.3, tenemos
el siguiente diagrama en .o/ con sucesiones exactas cortas en sus renglones y columnas

At Lo
| [ po [k
A/ > 5 > B ﬁ D
b’ 74
¥ ¥
B// B//

donde el contcleo k' de k estéa determinado por £'j = by K’k = 0, mientras que i = bf’ es el ntcleo
del epimorfismo admisible j. Dado que por hipdtesis gb = c¢’, por la propiedad universal de la

suma fibrada, existe un tinico morfismo D s O tal que d'k =cy dj=g. Ademés, como
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y 7 es un epimorfismo, entonces ¢’d’ = ¢"k’, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

en o/
C/ C/
3| J¢
D_d o (2.2.10)

Ty

B" - CW,
g

cuyas columnas son exactas. Ahora, aplicando el principio de dualidad a la Proposicién 2.2.4, el
cuadrado inferior del diagrama conmutativo (2.2.10) es un producto fibrado lo cual, por (E2)*,
implica que d es un epimorfismo admisible. Mas ain, de (E1)*, se sigue que g = d’j también es
un epimorfismo admisible. Dado que el renglén inferior del diagrama (2.2.7) es exacto, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en .o

A" f\
d

D4,

£ ki PB ld

B/I - Cl/ .
g

Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un tnico morfismo A” L D en o tal que
K'd= f" vy dd=0; en particular, d es un nicleo de d’. Entonces, tenemos que
k/(da/) — f”a/
= Vf
=K' (f),

d'(da")y =0

=gf
=d'(jf),

por lo que el diagrama en .o

A" D — C

conmuta. Finalmente, por la Proposicién dual a 2.2.4, tenemos que el cuadrado inferior izquierdo
del diagrama anterior es bicartesiano y, por la Proposicién 2.2.6, se sigue que f es un nicleo de g,

por lo que la sucesién A Iy B4 O es exacta corta.

O
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2.3. El bifuntor aditivo Ext' en categorias exactas

Definicién 2.3.1 Sean (7, &) una categoria exacta y A, C' € Obj(«).

(a) Sea E%d, £)(C; A) la clase de todas las sucesiones exactas cortas en (<7, &) de la forma A — E — C,
las cuales llamamos extensiones. Consideremos la relaciéon ~ en E%@ﬁ £ (C, A) dada por

(A—E—-»C)~(A— FE - ()

si existe un diagrama conmutativo en o/ de la forma

A

E
|l
b

A C,

la cual es una relacién de equivalencia en E%ﬂ’ £ (C, A) (ver el Corolario 2.2.13). Definimos
EXt%,Q/,g)(Cy A) = E%ﬂ,@(C, A)/ =,
y denotamos a la clase de equivalencia de una extensiéon € € E({Q{’ £ (C, A) por [e].

(b) Sean ¢ € E%_ﬂy(g)(C, A) la extension dada por A — E — Cy C EN C' A" 2 A en /. Entonces,
por los axiomas (E2) y (E2)*, tenemos los diagramas conmutativos en 7

A——s F E » C'
9| PO . PB |y
A » B E— C.

Maés atn, por la Proposicién 2.2.4 y su dual, tenemos que el diagrama en .o/

A—— F » C'
| e
A E C
1| o H
A y B — C

v

es conmutativo y tiene renglones exactos. Definimos a las sucesiones exactas cortas del primer y
tercer renglon como € - f y g - €, respectivamente, obteniendo asi las correspondencias

E%ﬂ,@@)(f, A): E@,@@)(C» A) — E%ﬂ,@@)(ol, A),
erre-f;

Bl 5(C.9) : Bl 5(C A) = Bl 0(C, A,

e g-e.
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(c) Dado que las correspondencias definidas en el inciso (b) son compatibles con la relacién de equi-
valencia ~ del inciso (a), definimos las correspondencias inducidas

Ext(y o) (f; A) : Ext(y 0)(C, A) = Ext(, £(C", A),
e} = [e- f;

Ext(, 6 (C,g) : Ext({, ¢(C, A) = Ext(, ¢(C, A"),
[e] = lg - <]
Observacién 2.3.2 Las correspondencias del inciso (¢) de la Definicién 2.3.1 definen acciones a derecha
y a izquierda, respectivamente. Mas aun, estas acciones son compatibles. Notamos que estas acciones

son analogas a las de los funtores Hom-contravariante Hom, (—, A) y Hom-covariante Hom,, (C, —),
respectivamente.

Definicién 2.3.3 Sean (&7, &) una categoria exacta, A,C € Obj(&/) y €,&’ € E%m@@)(c, A) las exten-

siones dadas por A —*— B LNy vy A2 F il
de Baer

C' , respectivamente. Definimos la suma

le] + €] == {VA : (5@6’) : Ao} € Ext(,, 5 (C, A),

donde e @’ € Ext%ﬂﬂ)(CEB C,A@ A) (ver la Proposicién 2.2.2) y A, V4 son los morfismos diagonal
y codiagonal de la Definicion 0.5.45.

Lema 2.3.4 Sean (&, &) una categoria exacta y A,C' € Obj(/). Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) La suma de Baer define una estructura de grupo abeliano en Ext%m £(C; A), con el elemento neutro
dado por
1
() 1)

A—— APpC —— C.

(b) Para cualesquiera C ENYol JA' % A en o7, tenemos que las correspondencias
Ext%mg)(f, A) : Ext(, 0(C, A) = Ext(, ¢ (C, A'),
Ext%mg)(C, g): Ext%%’g)(C’, A) — Ext%%’g)(C',A)
son morfismos de grupos abelianos.

Observacion 2.3.5 Del Lema 2.3.4 se sigue que Ext%ﬂ’éa)(—, —) : AP x o/ — Ab es un bifuntor aditivo.
Definicién 2.3.6 | , Definition 5.1] Sea (7, &) una categoria exacta. Para S C Obj(</), definimos
S+ :={V € Obj(«) | Ext(, (S, V) = 0 para todo S € S},
1S = {U € Obj(&) | Ext%%@@)(U, S) = 0 para todo S € S}.

Un par de cotorsién (U, V) en (&, &) es un par (U, V) de subcategorias plenas de o7 tal que U =1V y
U+ = V. Un par de cotorsién (U, V) es completo si cumple las siguientes condiciones®.

(a) Para cualquier C' € Obj(&7), existe una sucesién exacta corta V¢ — U — C tal que U® €
uveev.

(b) Para cualquier C' € Obj(</), existe una sucesion exacta corta C' — Vo — Up tal que Ug € U, Vi €
V.

4Se puede demostrar que esta definicién de par de cotorsién completo es equivalente a que U y V sean subcategorias
plenas de &, cerradas por sumandos directos en <7, y cumplan las condiciones Ext%gﬁ &)U, V) =0, (a) y (b).
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Categorias trianguladas

Las categorias trianguladas estan compuestas de forma similar a las categorias exactas; sin embargo,
en este caso, la definicion de las sucesiones de morfismos involucran a un endofuntor de cierto tipo, y
los axiomas que verifica la clase de dichas sucesiones son significativamente diferentes.

3.1. Definiciéon de categoria triangulada

Definicién 3.1.1 Sea &7 una categoria aditiva. Un funtor de traslaciéon es un automorfismo aditivo’
T : o = o . Escribiremos T"(X) = X|[n] para cualesquiera X € Obj(«),n € Z. Un tridngulo en < es
un diagrama

X—=Y—>Z7Z-T(X),

Z
X Y.

Un morfismo de triangulos es una terna (f, g,h) € Morg(ﬂf ) que hace conmutar el siguiente diagrama
en of

el cual denotamos también por

X Y Z T(X)
I
X’ Y’ 7' T(X').

Observacién 3.1.2 Sean o una categoria aditiva y T': &/ — o/ un funtor de traslacion. Las clases de
triangulos en &/ y de morfismos de triangulos en &7, junto con la composicion de morfismos inducida
de o/ componente a componente, forman una categoria llamada la categoria de tridngulos asociada
al par (<7, T), que denotamos por 7 (7, T). En particular, un morfismo de tridngulos (u,v,w) es un
isomorfismo de triangulos si, y s6lo si, u,v y w son isomorfismos en 7.

En efecto: Sea 7 := F (o, T),yseana = (A, A", A" a,d',d"), 5 = (B,B',B",b,,b"),v= (C,C",C",

e,d ), 0 =(D,D' D" d,d, d") objetosen T y « US55 B, 5 9.6'.97) v,y (K R), § morfismos en .

'En algunas fuentes de la literatura, se define un funtor de traslacién de forma més general como una autoequivalencia
aditiva de categorias.
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(C1) Dado que & es una categoria, tenemos que Hom, (A, B), Hom,(A’, B"') y Hom, (A", B”) son
clases, por lo que Hom(«, §) € Hom (A, B) x Hom, (A, B') x Hom, (A", B”) es una clase.

(C2) Se sigue de la construccién de 7.

(C3) Por definicién de morfismo en .7, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en .o/

1

A" A A T(A)

f f[ Jf” lT(f)

B b B a’ A" b T(B) (3.1.1)
g g/J J(g// J/T(g
s O s O — - T(C)

De los dos cuadrados conmutativos del lado izquierdo y la asociatividad de la composicién de
morfismos en &7 tenemos que c¢(gf) = (¢'f')a. Andlogamente, de los dos cuadrados conmutativos
del centro se sigue que ¢(¢'f") = (¢"f")a’. Por los dos cuadrados conmutativos de la derecha,
tenemos que

g ") = (T(9T(f))a" = T(gf)a"

11 el
por lo que « Lot 19" 17, ~ es un morfismo en 7. Por ende, la composicién de morfismos en 7

esté bien definida.

(i) Observemos que

((h 0 W) (g, 0, g))(f, £ ") = (hg, W g B'g")(f, £, F)

((ho)t. (W), ('g") ")

(h(gf ), W (g f) h”(g”f”)) (&7 es una categoria)
= (h, W, K")(gf, 9 d" ")

= (bW W) (9.9, 9") (£, £ F1)),s

por lo que la composicién de morfismos en 7 es asociativa.

(ii) Observemos que el diagrama en o/

B—tsp Y%, p Y, 7B

15{ 13[ JlB” J{T(lB)

B B —— B" —— T(B)
b b b

conmuta trivialmente, pues 1g,1p/, 17 y lpp) son morfismos identidad en o7, y T(1p) =

17y por ser T' un funtor. Por ende, tenemos el morfismo 3 M) £ en 7. Ahora, del
diagrama (3.1.1), se sigue que f € Hom (A, B), f' € Hom,,(A’, B"), f” € Hom (A", B"), g €
Homy (B, C),¢ € Homy(B',C") y ¢" € Hom(B",C"). Como 1p,15 y 1p» son morfismos
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identidad en o, entonces

(I, 1, 1) (f, f'o f") = (A fi 1 f 10 f7)
=(f, f 1),

(9,9,9") (g, 1p, 1) = (g1, g'1p, ¢"1p")
=(9.9.9"),

por lo que (1p,1p/, 1p/) es el morfismo identidad del objeto 5 en 7.

De lo anterior, se sigue que .7 es una categoria. Ahora demostraremos la segunda parte. Sean

n = (E,E E" ecée)u= (MMM mm,m") € Obj(T)yn L), i € Mor(7). Entonces,

tenemos el siguiente diagrama conmutativo en o7

< B —< 5 F <, T(E)

E
fl gl lh JT(f) (3.1.2)
M M M" — T(M).

m m/

(=) Si (f,g,h) es un isomorfismo en .7, entonces existe (f’,¢’,h’) € Mor(«/)? tal que el diagrama
en o/

M =" M " M7 T(M)

1 b

E— E —— E' —— T(E)

conmuta y

(f' 9 W) (f,9,0) = (f'f.g'9,W'h)
= (1p, 1, 1pn),

(fr9,0)(f, g 0') = (ff' g9 hI)

— (1M7 1M’; ]-M”>a

de donde se sigue que f'f = 1g, ff' =1y, 9 = 15,99 = 1y, Wh = 1gn y hh = 1. Por ende, f,g y
h son isomorfismos en .o7.

(<) Supongamos que f,g y h son isomorfismos en /. Entonces, existen f' € Homy (M, E), g €
Hom, (M’ E') y h' € Hom,(M", E") tales que f'f = 1g, ff' = 1m,9'9g = 1,99 = Lap, h = 1gn y
hh' = 1pm. Dado que por hipétesis el diagrama (3.1.2) conmuta, se sigue que

mf =ge <= mff = gef
<~ m=gef
— gm=ggef
— gdm=cf,
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m'g=he < m/gg = he'¢’
<~ m' = he'g
<~ h'm' =h'he'g
@ h/m/ — elg/’

m"h =T(f)e" < m"hh' =T(f)e"l

= = TN

= T(f)m" =T(f)T(f)e"

= T(f)m" =T(f "I

= T(f)m" =T(1g)e"W

— (f’)m = €”h/ (T(1g) = 1rm))

Por ende, el siguiente diagrama en &/ conmuta

M =" M M T(M)

f’J gi Jh' [z

E—— E —— B —— T(E),

Es decir, tenemos que pu AN 1 es un morfismo en 7 tal que
(f', 9", 0)(f.9.h) = (f'f.q'g, WD)
= (1E7 1E’7 1E”)a

(fr9,0)(f, g 1) = (ff' g9 hI)
= (Lng, Lagr, 1agn),

de donde se sigue que 7 M 4 es un isomorfismo en 7.

Definicién 3.1.3 Una categoria pretriangulada es una terna (&7, T,A), donde &/ es una categoria
aditiva, T : &/ — &/ es un funtor de traslacién y A es una clase de objetos en 7 (&7, T), llamados
triangulos distinguidos en <7, que es cerrada por isomorfismos en 7 (o, T) y satisface los siguientes
axiomas.

(TR1a) Para cualquier X € Obj(</), tenemos que

1x
es un triangulo distinguido.

(TR1b) Para cualquier morfismo X Ly en o , existe un triangulo distinguido
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Z
1]
X 7 Y.
(TR2) Si el tridngulo
Z
w v (3.1.3)
1]
X m Y
es distinguido, entonces el triangulo
T(X)
—T(u) w (3.1.4)
1]
Y - Z
también lo es.
(TR3) Si
X Y Z T(X)
fl QJ JT(U) (3.1.5)
X' Y’ A4 T(X")

es un diagrama donde los renglones son triangulos distinguidos y el cuadrado es conmutativo,
entonces existe h : Z — Z' en Mor(«7) tal que (f, g, h) es un morfismo de tridngulos distinguidos.

Una categoria pretriangulada (o7, T, A) es triangulada si ademés satisface el siguiente axioma.

(TR4) Para cualesquiera X = Y.Y = Z € Mor(#), el diagrama con tridngulos distinguidos en sus
renglones (que podemos formar por (TR1b))

X sy 7z " T(X)
X -2,z -ty F LX)
1] Jre
Y —— 7 —— X — 5 T(Y)

puede ser completado al diagrama conmutativo
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X sy 7 " T(X)
|
X -2,z kt ,y ¥ ,7(X)
{1
Y —— Z — X’ —— T(Y)
b
T(2") == T(2"),

donde la tercera columna es un triangulo distinguido.

Observacién 3.1.4

(1) El axioma (TR1b) se conoce como el axioma de completacion de morfismos a tridngulos distingui-
dos.

(2) El axioma (TR2) se conoce como el axioma de rotacion de triangulos distinguidos, pues podemos
interpretarlo como el que toda “rotaciéon” de un tridangulo distinguido en el sentido negativo da

como resultado otro tridngulo distinguido?, como se puede apreciar comparando los diagramas
(3.2.3) y (3.2.4).

(3) El axioma (TR3) se puede parafrasear afirmando que cualquier cuadrado conmutativo entre tridn-
gulos distinguidos como en (3.1.5) puede ser completado a un morfismo de tridngulos distinguidos.

(4) El axioma (TR4) se conoce como el axioma del octaedro, pues se puede escribir como el siguiente
diagrama

Y/

R

w

k‘l

4

2Mss adelante veremos que este axioma es equivalente a pedir que toda “rotacién” de un tridngulo distinguido en
el sentido positivo dé como resultado otro tridngulo distinguido, pues ambas afirmaciones se implican entre si (ver la
Proposicién 3.2.4 y Observacién 3.2.5).

Z,
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donde las caras del octaedro con una sola flecha — representan triangulos distinguidos, y las caras
con dos flechas — o bien ninguna representan triangulos conmutativos. Otra forma a menudo mas
titil de ver al axioma (TR4) es afirmando que, para cualesquiera morfismos X = Y)Y = Y en 7,
el diagrama en .o/

| o

X o Z— Y —— o T(X)
j g JTW (3.1.6)
X e X T(Y)
7 jm)j'

T(Y) <o T(Z)

conmuta, donde los dos renglones y las dos columnas con cuatro objetos son tridangulos distinguidos.

3.2. Propiedades fundamentales de categorias trianguladas

Lema 3.2.1 Para una categoria pretriangulada (&7, T, A) yn = (X, Y, Z, u,v,w),n = (X", Y, Z" v, v/,
w') € A, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si existen morfismos g : Y — Y’ y h: Z — Z' en & tales que hv = v'g, entonces existe un
morfismo f: X — X’ en & tal que (f,g,h) : 7 — 1’ es un morfismo en 7 (o7, T).

(b) Si existen morfismos f: X — X'y h:Z — Z' en & tales que T(f)w = w'h, entonces existe un
morfismo g : Y — Y’ en & tal que (f,g,h) : 7 — 1’ es un morfismo en .7 (o7, T).

Demostracion.

(a) Supongamos que existen g: Y —Y'y h: Z — Z' en & tales que hv = v'g. Entonces, tenemos el
diagrama en .o/

X 'y ' 7", T(X)

gJ{ ih (3.2.1)

X/ u/ Y/ ,U/ Z, 'UJ/ T(X/)7

donde el cuadrado conmuta. Aplicando (TR2) a cada tridngulo distinguido, tenemos el diagrama
conmutativo en .o/

—T(u)

Y~ Z " T(X) T(Y)

ay s

Y’ z' T(X') (Y.

—
v’ w’ ~T(u")

Luego, por (TR3), existe ¢t € Hom, (T'(X),T(X")) tal que el siguiente diagrama en </ conmuta

Y Uz v px)
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Dado que T es un automorfismo, en particular es una equivalencia de categorias. Por la Pro-
posicion 0.6.5, sabemos T que es fiel, pleno y denso. En particular, el que T sea pleno impli-
ca que T : Homg (X, X’) — Homy(7T'(X),T(X’)) es un epimorfismo en Sets. Por ende, existe
f € Hom, (X, X') tal que T'(f) = t, por lo que el diagrama en </

Yy ¥ 7 v, Tx) —

gl "l |7 [ (3.2.2)

Y 7! T(X') — T(Y)

conmuta. En particular,
~TW)T(f) =TW)(=T(w) = ~T@'f) = —T(vu)
= T(u'f) =T(vu)
= u'f =u. (T es fiel)

Luego, de los cuadrados conmutativos al centro de los diagramas (3.2.1) y (3.2.2) se sigue que el
diagrama en &/

conmuta. Por ende, (f,g,h):n— 1 es un morfismo en 7 (<7, T).
(b) Es anélogo a (a), aplicando (TR2) dos veces a cada triangulo distinguido en vez de una.
O

Definicion 3.2.2 Sean (&7, T, A) una categoria pretriangulada y % una categoria abeliana. Un funtor

aditivo covariante (respectivamente, contravariante) F' : &/ — % es cohomoldgico si para todo X -

Y = Z = T(X) € A setiene que la sucesion F(X) KON F(Y) o, F(Z) (respectivamente, F(Z) ),
F(Y) o, F(X)) es exacta’ en .

Teorema 3.2.3 Para una categoria pretriangulada (<7, T, A), las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Si X %Y = Z = T(X) es un tridngulo distinguido, entonces vu = 0 y wv = 0.
(b) Para todo A € Obj(<7), los funtores Hom,, (A, —), Hom,(—, A) : &/ — Ab son cohomolégicos.

(c) Para todo 7 RELCON n' € Mor(7), con n,n € A se tiene que si f y g son isomorfismos en 7,

entonces h es un isomorfismo en <.
Demostracion.

(a) Por (TR2) y (TRla), tenemos los triangulos distinguidos ¥ % Z % TX —2% TY y Z 1z,
Z — 0 — TZ, respectivamente, con los cuales podemos formar el diagrama en ./ con cuadrado
conmutativo

3Ver la Definicién A.4.2 en el Apéndice A.
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Y Y 7 % TX — TY
| I
Z Z 0 TZ.

1z

Por (TR3), tenemos que existe un morfismo h : TX — 0 en o/ que hace conmutar el siguiente
diagrama en .o/

—Tu TY

J{lz h J/Tv

Z Z 0 TZ,

de donde se sigue que 0 = Tv(=Tu) = =T (vu), lo que implica que T'(vu) = 0. Como T es un
automorfismo, en particular, 7! es un funtor aditivo. Luego, del Lema 1.5.4, se sigue que

vu =TT (vu))

—77(0)
=0.

(b) Sean A € Obj(/) yn=X 5Y = Z 5 T(X) € A.

Hom ¢/ (A,u) Hom g (A,v)
_— _—

Veamos que la sucesion Hom,, (A, X) Hom, (A,Y) Hom,, (M, Z) es exacta

en Ab. En efecto, observemos que

Hom,, (A, v)Hom, (A, u) = Hom, (A, vu)
= Hom, (A, 0) (por el inciso (a))

de donde se sigue que Im (HOHI%(A, u)) C Ker(Homﬂ(A, v)) Ahora, sea ¢ € Ker(Homﬂ(A, v))
Entonces, ¢ € Homy(A,Y) y vp = 0. Por (TR1a), tenemos que o« = (A, A,0,14,0,0) es un
tridngulo distinguido. Aplicando (TR2) a a y a 7, tenemos el diagrama en o/

A 0 T(A) 29 7(A)
1] o
Y g Z s T(X) = T(Y),

donde el cuadrado es conmutativo y los renglones son tridngulos distinguidos. Por (TR3), tenemos

que existe T'(A) LN T(X) en & tal que hace conmutar el siguiente diagrama en <7

A 0 T(A) 1Y ()
s{ J v lT(sO)
Y Z s T(X) = T(Y)
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Dado que T es un automorfismo, tenemos que g := T~ !(¢)) : A — X € Mor(«) es tal que
T(g) = 4. Luego,

T(p)( = 14) = -T(w)p <= —T(p) = -T(u)T(g)
= T(p) =T(ug)

= T (T(p)) =T (T(ug))
< ¢ =ug = Homy(4,u)(g),

de donde se sigue que Ker (Homd(A, u)) - Im(Hom%(A, v)) Por ende,

Im (Hom% (A, u)) = Ker (Homd(A, v)) .

La verificacion de que Hom,, (Z, A) Hom (v, 4), Hom, (Y, A) Homy (v 4), Hom, (X, A) es exacta en
Ab es andloga a la anterior, aplicando (TR2) tres veces a n y dos veces a . Como 1 € A es
arbitrario, concluimos que los funtores Hom,, (A, —), Hom,(—, A) : &/ — Ab son cohomolégicos.
Seann = (X,Y, Z,u,v,w),n = (X", Y Z' v vV w)€eAyn Lrgh), n' € Mor(7) tal que f y g son
isomorfismos en .&7. Entonces, dado que los funtores preservan isomorfismos, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en &7

donde los renglones son tridngulos distinguidos. Por (TR2) y el inciso (b), aplicando Hom, (7', —)
tenemos que

A2 X) ——s A(2Y) — (2, Z) —— (2", T(X)) —— (2, T(Y))
,Qf(Z’,f)J{Z ,Q{(Z/,Q)JKZ J,%(Z’,h) ZLQ%(Z’,T(f)) ZLQK(Z’,T(Q))
A2 X" —— A2 —— (2,2 —— (2, T(X)) —— (2, T(Y"))

es un diagrama conmutativo exacto en Ab. Dado que Ab es una categoria abeliana, por el Lema
A.6.14 (Lema del 5) se tiene que Hom,(Z', h) : Hom (Z', Z) = Hom(Z', Z') en Ab. En parti-
cular, existe ¢ € Hom,, (Z', Z) tal que h¢ = 1. Andlogamente, aplicando Hom (—, Z’) tenemos
que existe ¢’ € Hom (Z', Z) tal que ¢'h = 1. Dado que

¢ =1y
= ¢'he
=1z¢
=9,

concluimos que h es un isomorfismo en 7.
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Proposicién 3.2.4 Sean (<7, T, A) una categoria pretriangulada y n = (X, Y, Z, u,v,w) € 7. Entonces,

X 5Y 5 Z 5 T(X) es un tridngulo distinguido si, y sélo si, Y = Z = T(X) ciON T(Y) es un

triangulo distinguido.

Demostracion.

(=) Esto es el axioma (TR2).

(<) Supongamos que Y = Z = T(X) KION T(Y) es un tridngulo distinguido. Dado que n € .7,
en particular tenemos que X = Y € Mor(&). Por (TR1b), podemos completar el morfismo u en
un tridngulo distinguido n' = (X,Y’, Z' u,v’,w’). Aplicando (TR2) tres veces a n y a 7/, tenemos el
diagrama en .o/

—T(u) —T(v) —T(w)
— —

(X) T(Yy) T(2) —— T*(X)

T(X
H
T L{ T(HY) T(Z') — THX),

) = TO) =

donde el cuadrado es conmutativo y los renglones son triangulos distinguidos. Por (TR3), existe T(Z) <
T(Z') € Mor(</) tal que el diagrama en o/

7(x) % vy 2 rz) Y rr(x)
| | : |
T(X) ——TY) —— T(Z") —— T*(X'),

—T(u) —T(v") —T(w')

conmuta. Mas atin, por el inciso (c¢) del Teorema 3.2.3, tenemos que h : T(Z) = T(Z') en o/ . Observemos
que
h(=Tw)=-TW) < —hT(v)=T(v)
< T HhT()) =T HT[)) (T es automorfismo)
— T 'hw="1,

donde T—!(h) es un isomorfismo, puesto que los funtores preservan isomorfismos. Por ende, el diagrama

en o/

X 45y 57 "5 T(X)
| e
X u Y v’ Z/ w’ T(X)7

conmuta. Por la Observacién 3.1.2, tenemos que los tridngulos 1 y 1’ son isomorfos en .7. Como n' € A
v la clase de tridngulos distinguidos es cerrada por isomorfismos, tenemos que X - Y = Z % T(X) es
un triangulo distinguido. O]

Observacién 3.2.5

(1) El axioma (TR2) puede ser reemplazado por el siguiente axioma:
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(TR2’) Si el tridngulo

Z
w v (3.2.3)
1]
X _ Y

es distinguido, entonces el tridngulo
Y
Y ¢ 3.2.4
/AKR\\ (3.24)
~1
T (Z) 7T_1(w) X

En efecto: Notemos que (TR2’) equivale a la implicacién contraria de la Proposicion 3.2.4, que
fue demostrada utilizando (TR2). De forma andloga, es posible demostrar que (TR2’) implica a
(TR2). Esta equivalencia entre (TR2) y (TR2’) es la razén por la cual, en algunos textos de la
literatura, la afirmacién de la Proposicién 3.2.4 se declara como axioma en vez de (TR2) o (TR2’).

también lo es.

Para una categoria pretriangulada (&7, T, A), las correspondencias
R: 7, T)— T(,T),

X5y 5 Z57X) = (Y325 1rx) 2 7y,
(f.9.h) = (9,0, T(f)),

R 7(o.T) — T (,T),

(XB3YSZ35TX)= (TH2) —=XBY 5 2)
(f,9,h) = (T (h), f,9)

son funtores, e inversos entre si. Mas aun, una vez establecida la equivalencia de la Proposicién
3.2.4, tenemos que
R(A) = A = R(A),

es decir, que los automorfismos Ry R~ mandan tridngulos distinguidos en tridngulos distinguidos.
El funtor R rota tridngulos distinguidos en el sentido negativo de (TR2), mientras que R™! los
rota en el sentido positivo de (TR2’).

Proposicién 3.2.6 Sean (<7, T, A) una categoria pretrianguladay n = (X,Y, Z, u,v,w) € A. Entonces,
se cumplen las siguientes condiciones.

(a)
(b)

u es un seudonucleo de v.

w es un seudoconucleo de w.

(c¢) v es un seudonucleo de w y un seudocontcleo de u.

Demostracion.
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(a)

Por el inciso (a) del Teorema 3.2.3, tenemos que vu = 0. Supongamos que existe un morfismo

M %Y en & tal que va = 0. Por (TR1a), sabemos que M My M = 0 — T(M) es un tridngulo
distinguido. Entonces, tenemos el diagrama en .o/

M M M 0 T(M)
X ——Y —— 72— TX),

donde el cuadrado conmuta y los renglones son tridngulos distinguidos. Por el inciso (b) del Lema
3.2.1, existe M Yy X en o tal que el diagrama en .o/

M M M 0 T(M)
ul al l |7
X u Y v Z w T<X) Y

conmuta, de donde se sigue que o = uu’.

Nuevamente, por el inciso (a) del Teorema 3.2.3, tenemos que wv = 0. Supongamos que existe un

morfismo Y 2 M en o tal que v = 0. Entonces, por (TR1a) tenemos el diagrama en .o/

donde el cuadrado conmuta y los renglones son tridngulos distinguidos. Por el inciso (b) del Lema
3.2.1, el diagrama anterior puede ser completado a un morfismo de triangulos distinguidos.

Por la Observaciéon 3.2.5, tenemos que

—1(u T Y(w
T'(u) T (w)

Rin)=Y 5 Z 5 T(X) TY) v R*'(n)=T"2) —=>X3Y 5 7

son tridngulos distinguidos en (&7, T, A). Por ende, el resultado se sigue de aplicar (a) a R(n) y
(b) a R7! ().

]

Proposicién 3.2.7 Sean (&7, T, A) una categoria pretriangulada y (f,g,h) : n — pen (&7, T), con
n, u € A. Si dos de los tres morfismos f, g y h son isomorfismos en o7, entonces el tercero también lo es.

Demostracion. Si f y g son isomorfismos, se sigue del inciso (c) del Teorema 3.2.3.

Si g y h son isomorfismos, por la Observacién 3.2.5 tenemos que R((f,g, h)) = (g, f,T(f)) es un

morfismo de tridangulos distinguidos que cumple las condiciones del inciso (¢) del Teorema 3.2.3, por lo
que T'(f) es un isomorfismo. Como 7T es un automorfismo, tenemos que f = T~1(T(f)). En particular,
como los funtores preservan isomorfismos, se sigue que f es un isomorfismo.

El caso restante se demuestra de forma andloga al caso anterior utilizando el funtor R O]
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Lema 3.2.8 Sea (&7, T, A) una categorfa pretriangulada. Si X =Y = Z = T(X) € A, entonces se
tienen los siguientes triangulos distinguidos:

X5Y B Z25%7(X), X BYSZ57TX), X5Y =% 2 2% T(X).

Demostracion. Se sigue de observar que los siguientes diagramas en .o/ conmutan

X oy Y7 ", T(X)

I

X —Y —— 7 — T(X),

X oy Y7 " T(X)
N N S

X ——Y — Z —— T(X),

LY U Z - T(X)

X
l—lx —1YJ J—lz HT(—IX)

X ——Y — Z — T(X),
donde T'(—1x) = =T'(1x) = —1lp(x) por ser T' un funtor aditivo y —1x, -1y, =1z y —1lp(x) son isomor-
fismos —pues son sus propios inversos—, y aplicar la Observacién 3.1.2 junto con el hecho de que A es
cerrado por isomorfismos. O

Categoria triangulada opuesta

Proposicién 3.2.9 Sean (&7, T, A) una categorfa pretriangulada (respectivamente, triangulada), T(fop)
= (T1(f))°® y A definida como sigue:

Xy B 220 TX eA = 25y S5 X IS TZeA.
Entonces, («7°, T, A) es una categoria pretriangulada (respectivamente, triangulada).

Demostracion. Supongamos que (o, T, A) es una categoria pretriangulada. Sean n = (E"E' E, ()P,
e, T((e")P)), p = (M", M', M, (m')°", m*, T((m")°?)) € Obj(F (°?,T)).

Como el universo de las categorias aditivas es dualizante, sabemos que &7°P es una categoria aditiva.
Notemos que T'= D, T D op : &/ — o7°P. Dado que T es un automorfismo aditivo, se sigue que 7
también lo es. Ya que DD oo = 1400 ¥ D yoo Doy = 1., los funtores de dualidad son isomorfismos. Por
la aditividad de 7, tenemos que Hom (X,Y) y Homyop(Y, X) tienen la misma estructura de grupo
abeliano para cualesquiera X,Y € Obj(«/) = Obj(2/°P), de donde se sigue que los funtores de dualidad
son aditivos. Por ende, T : @7°P — o/°P es un automorfismo aditivo.

Sea X € Obj(e/°P) = Obj(/). Como (<7, T, A) es una categoria pretriangulada, por (TR1a) tenemos

que X X X -0 — T(X) € A. Ahora, de la Proposicién 1.3 se sigue que T71(0) — X X5 X 5 0€eA.
Dado que Ty T~ son aditivos, preservan coproductos finitos. Como un objeto cero en &7 es un copro-

ducto vacio, tenemos que 0 = T(0) y T-'(0) = 0, por lo que 0 — X X o T(0) € A. Luego, de la
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definicién de A se sigue que X LN QRN BN T(0) € A.
Supongamos que 7 ~ p en .7 (7P, T), con u € A. Entonces, por la Observacién 3.1.2, sabemos que

existen isomorfismos h°, g°P, f°P en &7°P tales que el siguiente diagrama en .&/°P conmuta

(e)°P T((e")°P)

E" E —5 E T(E")
hopJ(z gOPJ(Z ZlfOp ZlT(hOP)
M'" —— M ——— M_ T(M™).

(m/)°P moP = ()P

Observemos que

foPe® =mPgP = ef = gm,
gOp(6/>0p — (m/)ophop <:> 6/g — m/h,
T(h*P)YT (")) = T((m")P) f <= T(h*(")?) = (T~ (m"))>® P
= T((¢"h)P) = fT~(m")
> T(T7("h)) = T(fT~"(m"))
— 'h=T(f)m"

de donde obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en .o/
M =" M MY T(M)

B

E—— B —— B —— T(E),

Maés ain, como f°P, g°P y h°P son isomorfismos en .o7°P, se sigue que f, g y h son isomorfismos en .«7. Por
la Observacion 3.1.2, tenemos que (f, g, h) es un isomorfismo en .7 (47, T'). Luego, como por hipétesis
i € A, entonces (M, M', M", m,m',m") € A. Como (&, A, T) es una categoria pretriangulada, A es
cerrada por isomorfismos, de donde se sigue que (E, E', E" e,e’,¢") € A, lo que implica que n € A.

Sea X L5 Y en a7ov. Entonces, tenemos el morfismo Y Iy X en 7. Como (o7, T,A) es una categoria
pretriangulada, de (TR1b) se sigue que existe Y Lxaz5 (Y) € Ay, por la Proposiciéon 1.3, tene-
—1/_
mos el tridngulo distinguido 771(Z) 9y 4y X % Z € A. Definiendo 2’ := T-YZ), tenemos que
)

7 2y Lox oo T(Z'") € A, de donde se sigue que existe X 7y TEDT), g 1) T(X) € A.

e/

Supongamos que 7 € A. Entonces, tenemos que E % E' < E” LN T(E) € A. Como (&, T,A) es

una categorfa pretriangulada, de la Proposicion 1.3 se sigue que T~ (E”) _—()> ESE S E A
-1 e e el

y, por el Lema 3.2.8, tenemos que T~ (E") K Ny N -t 5 € A. Luego, observando que

T-Y(E") T(E"), pues los funtores de dualidad fijan objetos, por definicién de A tenemos que

) o e°P E T((e")° ) s R —T((e) ), T(E/) c A

Supongamos que 7,4 € Ay que existen E” LN M" E' I M en o tales que g°P(e')P =
(m/)°PheP. Entonces, (E, E',E" e e’ "), (M, M, M" m,m';m") € Ay eg=hm'. Como (o, T,A) es
una categoria pretriangulada, del inciso (b) del Lema 3.2.1 se sigue que existe M L B en o tal que el
siguiente diagrama en &/ conmuta
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M —" M " M T(M)

-~
Q
«——
«—
>
«—
=
=

E E' E" T(E).

e / "

Luego, dado que

gm =ef <= mPg? = f°pe°p
T(f)ym" =€"h <= THT(f)m") =T ("h)
= fT(m")=T" ( T~ (h)
= (T (m"))fP = (T~ (h))™ (T ("))
= T((m"))f* = T(h®)T((e")P),

hoP goP fop

se sigue que F IV M en o/°P es tal que  —2 =2 1/ es un morfismo de tridngulos en .7 (a7 P T)

Ahora, supongamos adicionalmente que (&7, T, A) cumple el axioma (TR4). Sean X AN Y)Y AN
Z € Mor(&7°P). Como hemos visto que («7°P,T') A) es una categoria pretriangulada, por (TR1b) pode-
mos formar el diagrama conmutativo en .o/ °P

u®P

X Y A T(X)
X I e @ e
“J H [7m) (3.2.5)
Y —7 72— X o T(Y)
hOPl [
T(2") —= T(Z),

cuyos primero tres renglones son elementos de A. Del diagrama (3.2.5), obtenemos el diagrama conmu-
tativo en &7

X s Z Y T(X')
Y/ k Z uv X T(kl) T(YI> (3.2.6>
Z ——Y X ——= 1(Z),

cuyos renglones son elementos de A. Més atn, tenemos que

hoe = T(i°) (r")°"

= (T (@)™ ()™
= (T (i)™

por lo que h = r'T~1(i). Dado que T es un funtor, se sigue que T?(h) = T%(r')T(i) por lo que, aplicando
(TR2) a los renglones del diagrama (3.2.6), tenemos que el diagrama en o/
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z vy T pxry Y peg)

z o x T ey WL iy

1 [
!

Y = X w5 T(2) —5 T(Y)

—T?(h)l JT? ()

T2(X') —— T(X')

conmuta, y sus renglones son elementos de A. Luego, por (TR4), existen 7(X") ER YY", T(Y") N
T(Z') en o tales que el diagrama en .o/

Zz vy T pixry I peg)
LT
Z X T(Y") 7(2)
I , [
!
Y = X 5 T(2) — T(Y)
—T?(h) T2(r')
T?(X') == T*(X")
conmuta y su tercer renglén estd en A. Definiendo g := T-YG'), f := T '(f’), tenemos que v =
(T(X"), T(Y"),T(Z"),T(9),T(f),—T?(h)) € A. Aplicando la Proposicién 1.3 tres veces a v, se sigue que

S Ny EAUN T(X') estd en A. Del Lema 3.2.8, tenemos que X’ % v’ ENy/ AN T(X') es un

elemento de A, por lo que 2’ ERR LN ' N T(Z') es elemento de A. Més atin, dado que
Tw)(=T(k) = -T()f <= ~T(vk)=-T@)f
vk =T (f")

kOPyOP = fOPOP
T@") = fT(K)
i’ =

(i) = (k)P P,

T(r)=T(k)T(g)
r=kg

op _ 0P L.0P
r _gk )

T(9)T(r") = T(K)u
T(gr') =Tk )u
gr' = KT (u)

(T/)Ongp — T(uop) (k,/)op7

LTI 08¢ 100 19
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se sigue que el diagrama en .o/ °P

u°P 1P

X Y A4 T(X)
N ke ()T 7(X)
J H gor [ 7w
Y —57 2 —5 X — o T(Y)
hop lf(iop)
T(2') == T(2)),
conmuta, donde su tercera columna es un elemento de A. O

Observacion 3.2.10 En vista de la Proposicion 3.2.9, definimos la categoria opuesta de una categoria
triangulada (<, T, A) como (&7, T, A)P := (/P T, A).

Lema 3.2.11 Sean (7, T, A) una categorfa pretriangulada y n: X =Y = Z = T(X) € A. Entonces,
para cada ¢ € Z, el triangulo

)'T" (u)

n(i) :Ti(X) (-1 (=1)'T"(v)

(=17 (w)

() T'(2) TN X)

es distinguido.

Demostracion. Se sigue de observar que %) = € A por hipétesis y que, para j > 0, al aplicar (TR2) a
nY) y la implicacién contraria de la Proposicion 1.3 a n{=7), tres veces cada una, se obtiene que nU+1) € A
y n~U*t) € A, respectivamente. O

Teorema 3.2.12 Sean (&7, T, A) una categoria pretriangulada, % una categoria abeliana y F': o/ — &
un funtor cohomoldgico. Para cada i € Z, considere el funtor F' := F oT" : o/ — 9. Entonces, para
cada (XY, Z,u,v,w) € A, se tiene la sucesion exacta larga en Z:

(a) Caso covariante:

s Fi(x) 2 piyy 20 pizy 20 piexy

(b) Caso contravariante:

Fifl(

o Pi(z) B piyy B0 gy 2 iy

Demostracion. Sean n = (X,Y, Z,u,v,w) € A e i € Z. Entonces, por el Lema 3.2.11, sabemos que
(i)
n'" e A.

(a) Supongamos que F' es covariante. Sea i € Z. Como F' es cohomoldgico, tenemos que la sucesién

F((=1)"T*(u)) F((=1)iT(v)

) FTZ(Z) F((fl)sz(w))

FT'(X) FT'(Y) FT™H(X) (3.2.7)

es exacta en #. Mas aun, como F' es aditivo, se sigue que

F((=1)'T'(u) = (=1)'F(T"(u)) = (-1)'F'(u).
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Andlogamente, tenemos que F((—1)'T"(v)) = (=1)"F'(v) y F((=1)"T"(w)) = (—1)"F*(w). Dado
que, para cualquier morfismo « en una categoria abeliana, tenemos que

Im(a) ~ Im(—a) y Ker(a) ~ Ker(—a)
como subobjetos, entonces

(i (w)) ~ Tn((~ 1) Fi(u))
~ Ker((—1)"F"(v)) (por (3.2.7))

~ Ker(F*(v)),

por lo que la sucesién de (a) es exacta en F*(Y). Andlogamente, se demuestra que la sucesién de
(a) es exacta en F*(Z). Més atin, aplicando (TR2) a ® y usando que F es cohomoldgico, por un
procedimiento similar se sigue que la sucesiéon de (a) es exacta en F**(X). Como esto es vélido
para todo ¢ € Z, concluimos que la sucesion larga de (a) es exacta en A.

(b) Anélogo al caso anterior.

]

Proposicién 3.2.13 Sean (&, T,A) una categoria pretriangulada y X — Y = Z = T(X) € A.
Entonces Z ~ 0 en 7 si, y s6lo si, X = Y es un isomorfismo en 4.

Demostracion.
(=) Supongamos que Z ~ 0 en /. Por (TR1a) y (TR3), tenemos que el diagrama en &7

X —“ Y Y 7 " T(X)

R B

Y Y 0 T(Y)

1y

conmuta, donde sus renglones son tridngulos distinguidos. Como Z =~ 0 y 0 es un objeto final en o7,
tenemos que a es un isomorfismo en 7. Luego, de la Proposicién 3.2.7, se sigue que X = Y es un
isomorfismo en 7.

(<) Supongamos que X — Y es un isomorfismo en /. Entonces, existe u=! : Y = X tal que
ulu = 1x y uu™! = ly. Por (TR1a), (TR3) y el inciso (c) del Teorema 3.2.3, tenemos el diagrama
conmutativo en &/

de donde se sigue que Z ~ 0 en 7. O

Proposicién 3.2.14 Sean (&7, T, A) una categoria pretriangulada y n = (X, Y, Z,u,v,w),n = (X', Y’,
Z' v v w') € A Entonces

NP = (XPX.YPY . 27 uPu, v P, wPuw)

es un triangulo distinguido.
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Demostracion. Por (TR1b), podemos completar el morfismo X @ X’ @ Y@Y' en & a un tridn-
gulo distinguido y = (X@® X, YRY' Liud®u',m,n) € A. Luego, por (TR3), tenemos el diagrama
conmutativo en &7

X u Yy —% 7 — % (X)
OIS (ON [(8)
XEBX’ Uygy —m L "= T(X@X)
(4] T< ) (%)
X - —— 7' ——— T(X'),
de donde se sigue que el diagrama en .o/
x@x Y (i) vy -2 (87) 287 @ T(X @ X'
H H J(f,f’) H (3.2.8)
XOX —Y®Y L T(X & X')

w0 m n
(5)

conmuta. Sea M € Obj(«/). Por el Teorema 3.2.12, se tienen las sucesiones exactas en Ab

o (M, X) L8 (M y ) LY o, 7y LY v, T (x0)) LT v, T (YY),
(M, X"y LD r o, Yy LY v, 20y L v, (X)) LY o (M (YY)

que denotamos por 7 y 17/, respectivamente. Por la Proposicién A.6.2, tenemos que 71 1/ es una sucesion
exacta en Ab. Similarmente, aplicando el Teorema 3.2.12 a x, tenemos la sucesién exacta en Ab

o (M, L) “ o (M, T(X @ X)) m o (MT(Y @Y,

(M XX = o (MY Y’) L
la cual denotamos por . Aplicando el funtor Hom-covariante <7 (M, —) al diagrama (3.2.8), obtenemos
el diagrama

I (MXDX) — o (MYDY) — (M, 202) — Z(MT(XDX')) — o (M,T(Y DY)

H H Jsraus | |

gf(MJ(@X’) - ,QZ(M,YGBY’) - S A (ML) ——— M(M,T(XEBX’)) - ﬂ(M,T(YEBY’)),

en Ab, el cual es conmutativo y tiene renglones exactos pues, dado que el funtor .o/ (M, —) es aditivo,
del Teorema 1.5.8 se sigue que el primer renglén del diagrama es isomorfo a 7 1/. Luego, por el inciso

(c) del Lema A.6.14 (Lema del 5), tenemos que <7 (M, h) : JZf(M, Z@Z’) = o/ (M, L) en Ab. Dado
que lo anterior vale para cualquier M € Obj(«), de la Proposicién 0.6.6 se sigue que h: ZP 72" = L
en /. Luego, por la Observacion 3.1.2, tenemos que (1x gy x 1y gy ) 1 n @7 = xen I(,T), con

x € A. Dado que A es cerrada por isomorfismos, concluimos que n@n’ € A. n
Corolario 3.2.15 Sea (7,7, A) una categoria pretriangulada. Entonces, para cualesquiera X, 7 €
Obj(«7), se tiene que
1
XMX@ZMZ&T(X)

es un triangulo distinguido.
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Demostracion. Sean X,Z € Obj(«/). Por (TRla) y el inciso (c) del Teorema 3.2.4, tenemos a los
triangulos distinguidos n = (X, X,0,1x,0,0) y ¢ = (0,7, 7,0,14,0). Luego, de la Proposicién 3.2.15,
se sigue que

n@u=x 2P% yqpyz 19 7 0 1y

1
:X&LX@ZﬁingwmA.
O

Definicién 3.2.16 Sea (<7, T, A) una categoria pretriangulada. Un tridngulo distinguido (X, Y, Z, u, v, w)
es escindible si existe un isomorfismo X\ : Y = X [[ Z tal que el siguiente diagrama en .o/ conmuta
u Y v

X z
o
X X®Z——

DI

Proposicién 3.2.17 Para un tridngulo distinguido n = (X, Y, Z, u, v, w) en una categoria pretriangulada
(«7,T,A), las siguientes condiciones son equivalentes.

al w =

(a)
(b) u es un monomorfismo escindible.
(¢) v es un epimorfismo escindible.

)

(d) n es escindible.

(e) Existe X P Z 2 Y € Mor(«) tal que el diagrama en .«

O
o xez Y 7
H b
X Y Z.

conmuta.
Demostracion. Sea n' = (X,XEBZ, Z,1xP0,08 1Z,0) € A, por el Corolario 3.2.15.

(a)=-(b) Supongamos que w = 0. Entonces, tenemos el diagrama conmutativo en o7

X sy s 7 2= T(X)
SV S

donde los renglones son triangulos distinguidos por hipétesis y por (TR1a). Por el inciso (a) del Lema

3.2.1, existe Y Y X e Mor (/) tal que hace conmutar el diagrama
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X sy s 7 2= T(X)
I
X 4= X 0 T(X),

de donde se sigue que v'u = 1x.

(b)=(c) Supongamos que u es un monomorfismo escindible. Entonces, existe Y Y X e Mor (/) tal
que u'u = 1x. Por (TR1a) y (TR3), existe Z Loe Mor (/) tal que el diagrama en &7

X sy % 7 T(X)
.
X —— X 0 T(X)

conmuta. Luego, del cuadrado conmutativo de la derecha, ademas de (TRla) y la Proposicién 3.2.4,
tenemos que el diagrama en .o/

0 7z 2.7 0
| H |
X——Y — 27— T(X),

donde los dos renglones son tridangulos distinguidos, el cuadrado conmuta, y se utilizé6 que 7'(0) = 0

por el Lema 1.5.4. Por el inciso (b) del Lema 3.2.1 existe Z Ny e Mor(.«7) tal que hace conmutar el
diagrama

0 7 2.z 0
[ |
X Y

u v w

de donde se sigue que vv' = 1.

(¢)=(d) Supongamos que v es un epimorfismo escindible. Entonces, existe Z Y e Mor (/) tal
que vv’ = 1. Dado que por el inciso (a) del Teorema 3.2.3 sabemos que vu = 0, se sigue que el diagrama

en o/
(5) 1)

X ——Xp7Z —> 7
O
X - Y - Z

conmuta. Sea A := (w o). Aplicando (TR2) a n y 7/, tenemos el diagrama en </

0

Z o T(X) —= T(XD2Z)

(01)

XPZ
|
Y

—T(u)

7z T(X)

v w
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donde los renglones son tridngulos distinguidos. Por (TR3), el diagrama anterior puede ser comple-
tado a un morfismo de tridngulos distinguidos. Luego, por la Proposicion 3.2.4, tenemos el diagrama
conmutativo en ./

(8)

X xaz Y 7z 0 px)
R
X —— Y ——— 7 — T(X),

donde los renglones son triangulos distinguidos. De la Proposicién 3.2.7, se sigue que A es un isomorfismo
en & .

(d)=(e) Trivial.

(e)=(a) Supongamos que existe X @ Z Xy e Mor (/) tal que el diagrama en o7

() o)

X —Xp7s —— 7
T
X - Y - Z.

conmuta. Aplicando (TR2) a n y 1/, tenemos el diagrama en </

(01) _T(é)
Xez 7 5 T(X) —> T(XD2)
L s
Y s Z o T(X) — 5 T(Y),

donde los renglones son triangulos distinguidos. Por (TR3), el diagrama anterior puede ser completado
a un morfismo de triangulos distinguidos, de donde se sigue que w = 0. O

Corolario 3.2.18 Para una categoria pretriangulada (<7, T, A), las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Todo monomorfismo en .o es escindible.
(b) Todo epimorfismo en .o es escindible.

(c) Si o es abeliana, entonces 7 es semisimple; es decir, Exti{(X ,Y') = 0 para cualesquiera X,Y €
Obj().

Demostracion.

(a) Sea X Ly e Mor () un monomorfismo. Por (TR1b), f puede ser completado a un tridngulo
—1(y
distinguido (X,Y, Z, f,g,w) y, por la Proposicién 3.2.4, tenemos que T~1(2) T xLys g
es un tridngulo distinguido. Del inciso (a) del Teorema 3.2.3, se sigue que

f(=T7'(w)) =0= fo,

lo que implica que —T~!(w) = 0, pues f es un monomorfismo. Luego, de la Proposicién 3.2.17 se
sigue que f es un monomorfismo escindible.
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(b) Por la Observacion 3.2.9, se sigue de aplicar el principio de dualidad al inciso (a).
(c) Se sigue de (a) y (b).
]

Proposicién 3.2.19 La clase de triangulos distinguidos en una categoria pretriangulada es cerrada por
sumandos directos.

Demostracion. Sean (o7, T, A) una categoria pretrianguladay n = (X, Y, Z,u,v,w),n = (X', Y/, W'/,
v w') en I tales que n@n = (XEBX’,YEBY’,ZEBZ’,uEBu’,vEBv’,wEBw’) es un tridngulo dis-

tinguido. Por (TR1b), podemos completar al morfismo X - Y en & en un tridngulo distinguido
(X,Y, E ,u,a,b), por lo que tenemos el diagrama en 7

X u Y a E b T(X)
IO (1
XOX —=YQY —— 787 —— T(X®X),

(5) o) ()

donde los renglones son tridngulos distinguidos y el cuadrado es conmutativo. Por (TR3), existe un

morfismo (%) en o/ que completa el diagrama anterior y lo hace conmutar. En particular, como
T(X @X’) =T(X)PT(X') por el Teorema 1.5.8, obtenemos el diagrama conmutativo en &7

X u Y a b

E
A

X Y

u v w

T(X)
H (3.2.9)
T(X).

Sea M € Obj(«7). Dado que n@n’ € A, por los Teoremas 3.2.12 y 1.5.8, tenemos la sucesién exacta
en Ab

,;z%(M, X EBX’) — ﬂ(M, Y ® Y’) — ,Q/(M, 7@ Z’) — d(M, T(X) @T(X’)) — ;z%(M, T(Y) GBT(Y’)).

Ahora, como el funtor Hom-covariante o7 (M, —) es aditivo, se sigue que la sucesién

o (M) o (M, T
—

o (M, X) LMY, (MY (M, 7) LY (v, (X)) LYY o (M, T(Y))

es exacta en Ab. Luego, por el Teorema 3.2.12 y el diagrama conmutativo 3.2.9, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en Ab

A(M,X) —— A(MY) —— o (M,E) —— of(M,T(X)) — of (M, T(Y))

H H Jorate | H

A(M,X) —— d(MY) —— (M, Z) —— (M, T(X)) — o (M,T(Y)).

Luego, por el Lema A.G.14 (Lema del 5) en Ab, se sigue que &7 (M, «) : &/ (M,E) = o (M, Z) y, de
la Proposicién 0.6.6, tenemos que « : F = Z en &/. Finalmente, del diagrama (3.2.9), la Observacién
3.1.2 y el hecho de que A sea cerrada por isomorfismos, concluimos que n € A. O

Proposicién 3.2.20 Sean (&7, T, A) una categoria pretriangulada y n = (X, Y, Z,u,v,w),n = (X', Y”,
Z' ' v w') € A. Entonces, para el diagrama en 7
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X’ Y’ A T(X),
las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) v'gu=0.
(b) Existe f: X — X' en &/ tal que gu = u'f.
(c) Existe h: Z — Z' en &7 tal que hv ='g.
(d) Existe f: X - X'y h:Z — Z'en & tal que (f,g,h) :n—n en T (o, A).

Més aun, si Hom,, (X, T7'Z’) = 0 y las condiciones anteriores se satisfacen, entonces el morfismo f en
(b) (respectivamente, h en (c)) es tnico.

Demostracion.
(a)=-(b) Se sigue de la Proposicién 3.2.6.

(b)=-(c) Se sigue el axioma (TR3).
(¢)=(d) Se sigue del inciso (b) del Lema 3.2.1.
(d)=-(a) Se sigue del inciso (a) del Teorema 3.2.3.

Ahora, supongamos que las condiciones anteriores se satisfacen y, adicionalmente, que Hom,, (X,
T=1(Z")) = 0. Por el inciso (b) del Teorema 3.2.3, sabemos que los funtores Hom,, (X, —) y Hom, (—, Z’)
son cohomolégicos. Aplicando la Proposicién 1.3 a n y Hom,, (X, —) al tridngulo distinguido resultante,
obtenemos la sucesién exacta

Hom . (X,u')
EE——

Hom,, (X, T74(Z")) — Hom (X, X') Hom,, (X,Y”)

en Ab. Dado que Hom, (X, T~ (Z)) = 0, se sigue que Hom,, (X, ') es un monomorfismo, lo que implica

que v es un monomorfismo. Por ende, si existen X ER XX Iy X' en of tales que gu = u'f = u'f’,
entonces f = f'.

Analogamente, aplicando (TR2) a n y Hom,(—, Z’) al tridngulo distinguido resultante, obtenemos
la sucesion

Hom o (v,2)
_—

Hom, (T(X),Z') — Homy (Y, Z') Hom, (Z, Z"),

la cual es exacta en Ab. Como T es un automorfismo aditivo, se sigue que 7' : Hom,, (T(X), Z’) ~
Hom, (X, T~1(Z")) = 0, por lo que Hom,, (v, Z’) es un monomorfismo, de donde se sigue que v es un

epimorfismo. Por ende, si existen Z LN AN Mo 7' en of tales que v'g = hv = h'v, entonces h =h'. [

Corolario 3.2.21 Sean (%¢,7T,A) una categoria pretriangulada y 7 un tridngulo distinguido dado por
el diagrama

Z
X . Y
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tal que Homg (X, T71(Z)) = 0. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si el triangulo 7" dado por el diagrama

pertenece a A, entonces existe un tnico morfismo g : Z — Z' en € tal que (1x,1y,g):n — 7' en

T (€,A).
b)) SiXHY 57 N T(X) es un triangulo distinguido, entonces w = w'.

Demostracion.

a) Se sigue directamente de la Proposiciéon 3.2.20, del inciso (¢) del Teorema 3.2.3 y de la Observacion
g y

3.1.2

(b) Se sigue del inciso (a), pues necesariamente g = 1.

3.3. El bifuntor aditivo Ext! en categorias trianguladas

Definicién 3.3.1 Para una categoria triangulada (<7, T, A), definimos el bifuntor
EXt%,Qf,T,A)(_a _) = Hom(_a _[1])7
donde Hom(—, —) es el bifuntor Hom con dominio en &P X <.

Observacién 3.3.2 Sea (&7, T, A) una categoria triangulada. Entonces, el bifuntor Ext%dyT, A=, —)es
aditivo.

En efecto: Se sigue del inciso (3) de la Observacion 1.5.2.

Definicién 3.3.3 | , Definition 1.1] Sea (<7, T, A) una categoria triangulada. Un par de cotorsion
(completo) (U, V) en (o, T,A) es un par (U,V) de subcategorias aditivas plenas de o, cerradas por
sumandos directos en &7, tal que cumple las siguientes condiciones.

(a) Ext(yqa)U,V)=0.

(b) Para cualquier C' € Obj(&), existe un tridngulo distinguido U — C — V[1] — U[1] tal que
Uel,VeVv.

Observacién 3.3.4 Sean (<7, T,A) una categoria triangulada y (U, V) un par de cotorsién completo
en (o, T,A). Entonces, para cualquier C' € Obj(«/), tenemos un tridngulo distinguido U — C' —
VI[1] = U]1], con U € U,V € V. En particular, aplicando la Proposicién 3.2.4, obtenemos el tridngulo
distinguido

V—-U-—C-—V[].
Por otro lado, podemos considerar a C[1] € Obj(&7), tomar un tridngulo distinguido U’ — C[1] —
V'[1] = U'[1], con U" € U, V' € V, y aplicar la Proposicién 3.2.4 dos veces para obtener el triangulo
distinguido

C -V =U —=C[1].

De esta forma, obtenemos sucesiones andlogas a las que aparecen en la Definicion 2.3.6.



Capitulo 4

Categorias extrianguladas

Al inicio de este capitulo motivaremos el estudio de las categorias extrianguladas, empezando por
observar una importante conexion entre las categorias exactas y las categorias trianguladas, dada por
las categorias de Frobenius —que son un tipo particular de categoria exacta— y sus categorias estables
asociadas —las cuales admiten una estructura de categoria triangulada. Posteriormente, daremos la
definicién de categoria extriangulada introducida por Nakaoka y Palu| |, demostraremos algunas
de sus propiedades fundamentales, mostraremos cémo las categorias extrianguladas se relacionan con
las categorias exactas y las categorias trianguladas, y estudiaremos sus pares de cotorsion.

4.1. Categorias de Frobenius y categorias estables asociadas

Definicién 4.1.1 Sea (&7, &) una categoria exacta.

(a) Definimos a los objetos &-proyectivos en o/ y decimos que &/ tiene suficientes &-proyectivos
siguiendo las Definiciones 1.1.9 y 1.1.12, considerando epimorfismos admisibles en vez de soélo
epimorfismos, y denotamos a la clase de objetos &-proyectivos en &/ por Projs(<7). En particu-
lar, notamos que Proj(«/) C Proje(</), pues todo epimorfismo admisible es, en particular, un
epimorfismo.

(b) Definimos a los objetos & -inyectivos en <7 y decimos que & tiene suficientes & -inyectivos siguiendo
las Definiciones 1.1.13 y 1.1.17, considerando monomorfismos admisibles en vez de s6lo monomor-
fismos, y denotamos a la clase de objetos &-inyectivos en &/ por Inj(<7). En particular, notamos
que Inj(«/) C Inj, (o), pues todo monomorfismo admisible es, en particular, un monomorfismo.

(c) Un objeto A en & es & -proyectivo-inyectivo si A € Projg(«7) N1Injg (7).
Definicién 4.1.2

(a) Una categoria de Frobenius es una categoria exacta (&7, &) que tiene suficientes &-proyectivos y
&-inyectivos, tal que Proj, (o) = Inj, ().

(b) Sea (7, &) una categoria de Frobenius. La categoria estable o asociada a (<7, &) es aquella cuyos
objetos son los mismos que los de 7, y en donde todos los morfismos en &/ que se factorizan a
través de un objeto en Proj.(.«7) se identifican con el morfismo cero en &7 .

Observacién 4.1.3 Sean &/ es una categoria de Frobenius y J la clase de todos los morfismos en o7
que se pueden factorizar a través de un objeto proyectivo-inyectivo. Entonces, J es un ideal de o7 y la
categoria cociente 7 /J = 4.

En efecto: Se sigue del inciso (3) la Observacion 1.5.11 y de la Proposicién 1.1.11.

131
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Proposiciéon 4.1.4 La categoria estable asociada a una categoria de Frobenius tiene estructura de
categoria triangulada.

Demostracion. Los detalles se pueden consultar en | , Chapter 2]. O

Existen muchos resultados de naturaleza homoldgica que son validos tanto para categorias exactas
como para categorias trianguladas, después de haber sido debidamente adaptados a cada contexto, y las
categorias de Frobenius y sus categorias estables asociadas nos permiten tender un puente entre ellas
con el cual a menudo podemos transferir resultados de un contexto a otro. La estrategia usual para
pasar de un resultado valido para categorias trianguladas a un resultado que sea valido en categorias
exactas es la siguiente:

(1) Especificar el resultado en el caso de categorias estables asociadas a categorias de Frobenius.

(2) Levantar todas las definiciones y afirmaciones de la categoria estable asociada a la categoria de
Frobenius.

(3) Adaptar la demostracion para que sea valida para cualquier categoria exacta, con las suposiciones
adecuadas.

Por otro lado, es posible que un resultado valido para categorias exactas tenga un resultado analogo
para categorias trianguladas, que se pueda demostrar con ayuda del siguiente procedimiento:

(1) Especificar el resultado en el caso de una categoria de Frobenius.
(2) Descender todas las definiciones y afirmaciones a su categoria estable asociada.

(3) Adaptar la demostracion para que sea valida para cualquier categoria triangulada, con las suposi-
ciones adecuadas.

A pesar de que, en ambos casos, el paso (2) no es trivial, usualmente la principal dificultad se encuentra
en el paso (3). Esta misma dificultad es removida mediante el uso de las categorias extrianguladas como
consecuencia de los primeros resultados obtenidos en la seccién 4.4.

4.2. Definicién de categoria extriangulada

Una revision cuidadosa de las definiciones de pares de cotorsion en categorias exactas y trianguladas,
dadas por las Definiciones 2.3.6 y 3.3.3, respectivamente, revela que para definir un par de cotorsion
en una categoria es necesario que exista un bifuntor Ext! con caracteristicas apropiadas. Las categorias
extrianguladas se obtienen al extraer aquellas propiedades de los funtores Ext' en categorias categorias
exactas y trianguladas que parecen relevantes desde el punto de vista de los pares de cotorsion. De esta
manera, podemos definir una nociéon de par de cotorsién en una categoria extriangulada que generalice
aquellas nociones en categorias exactas y categorias trianguladas.

[E-extensiones

Definicién 4.2.1 | , Definition 2.1] Sean ./ una categoria aditiva y E : &/°? x &/ — Ab un
bifuntor aditivo. Para cualesquiera A,C' € Obj(«7), una E-eztension es un elemento 6 € E(C, A). Por

ende, formalmente, una E-extension es una terna (A,d,C). En particular, decimos que el elemento
0 € E(C, A) es la E-extension escindible.
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Definicién 4.2.2 | , Definition 2.3] Sean (A, §,C) y (A',§,C") E-extensiones. Un par de morfismos
a € Hom (A, A’) y ¢ € Hom(C,C") es un morfismo de E-extensiones si satisface la igualdad a-60 = §'-¢,
y lo denotamos por (a,c) : 6 — 4.

Observacién 4.2.3 | , Remark 2.4] Sean o/ una categoria aditiva y E : &7°P x &/ — Ab un bifuntor
aditivo.

(1) Las E-extensiones y los morfismos de E-extensiones forman la categoria E-Ext(</) de E-extensiones
de o7, donde la composicién de morfismos y los morfismos identidad se inducen de 7.

(2) Sean (A4, d,C) una E-extensién y A, C" € Obj(«/). Entonces, cualquier morfismo a € Hom,, (A, A")
induce el morfismo de E-extensiones

(a,1¢): 6 = a- 6,
y cualquier morfismo ¢ € Hom,, (C’, C) induce el morfismo de E-extensiones

(1a,¢) :6-c—0.

Observacion 4.2.4 | , Definition 2.6] Sean (A, 6, C), (4,8, C") E-extensiones y C % C' @ C” L
C' A& AP A I A un coproducto v un producto en &, respectivamente. Dado que E es un
bifuntor aditivo, por el Teorema 1.5.8 tenemos que

E(CEC, AP A) ~E(C, A)PE(C, A)PE(C, A) PE(C', A).

Sea d P € E(CPHC’', AP A’) el elemento correspondiente a (4,0, 0,d") segin el isomorfismo anterior.
Si A= A"y C = (', entonces, por la Proposicién 1.5.20, tenemos que

Pac(Va- 06 Ac) = SOA,A@A(VA)(I)A@A,C@C(5@5/)800@0,0

=(n)(83)(1)

=0+

donde A¢ : C =+ CPHCyVy: AP A — A son los morfismos diagonal y codiagonal.

Realizacion de E-extensiones

Definicién 4.2.5 | , Definition 2.7] Sean .o/ una categoria aditiva y A, C' € Obj(&7). Dos sucesiones

de morfismos A & B 4 Cy A 2o B Y O en o son equivalentes si existe un isomorfismo b €
Hom,, (B, B’) tal que el siguiente diagrama conmuta

B/

Claramente, esta es una relacién de equivalencia. Denotamos a la clase de equivalencia de A % B % C
por [A % B ().

1Yer la Definicién 0.5.45.
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Definicién 4.2.6 | , Definition 2.8] Sea ./ una categoria aditiva.

(4)

(a) Para cualesquiera A,C € Obj(</), denotamos 0 = [A — A C o, .

/

(b) Para cualesquiera dos clases de secuencias de morfismos [A = B % C] y [A/ Z B % '],
denotamos

A5 BL @A DB L) =apa L5 spp 2% o).

Definicién 4.2.7 | , Definition 2.9] Sean 47 una categoria aditiva y E : &7°P x &/ — Ab un bifuntor
aditivo. Una realizacion de E es una correspondencia s que asocia a cada E-extensién ¢ € E(C, A) una
clase de equivalencia 5(6) = [A & B % (] tal que se cumple la condicién siguiente.

(i) Sean § € E(C,A),§' € E(C’, A") E-extensiones, con 5(0) = [A = B %L C]y s(&') = [A N

B’ %5 (). Entonces, para cualquier morfismo de E-extensiones (a,c) € Homg gy () (9, 0"), existe
un morfismo b € Hom,, (B, B") que hace conmutar el siguiente diagrama

l lb l (4.2.1)

En este caso, decimos que la sucesién de morfismos A % B % C realiza a § y que la terna (a, b, ¢) realiza
al morfismo de E-extensiones (a,c). Claramente, la condicién (1) no depende de los representantes de
las clases de equivalencias.

Definicién 4.2.8 | , Definition 2.10] Sean ./ una categoria aditiva, E : &7°P? x &/ — Ab un bifuntor
aditivo. Una realizacion s de E es aditiva si cumple las siguientes condiciones.

(i) Para cualesquiera A, C' € Obj(«), la E-extensién escindible 0 € E(C, A) satisface (0) = 0.
(ii) Para cualesquiera E-extensiones § = (A,0,C)y ¢ = (A’, ', C"), se tiene que 5(5 ® (5’) =5(0) P s(d).

Observacién 4.2.9 | , Remark 2.11] Sean &/ una categoria aditiva, E : &/°? x &/ — Ab un bifuntor
aditivo y s una realizacién aditiva de [E.

(1) Para cualesquiera A,C € Obj(</), si la E-extensiéon escindible 0 € E(C, A) es realizada por
A% B O, entonces existen una retraccién r € Hom,, (B, A) de x y una secciéon s € Hom,,(C, B)
de y tales que se tiene el isomorfismo (;) B S ADC.

(2) Para cualquier f € Hom, (A, B), la sucesién

A—><1f> ApsiL B

realiza a la E-extensién escindible 0 € E(B, A).
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Categoria extriangulada

Definicién 4.2.10 | , Definition 2.12] Una categoria pre-eztriangulada es una terna (<7, E, s), donde
o/ es una categoria aditiva, tal que satisface los siguientes axiomas.

(ET1) E: &/°P x &/ — Ab es un bifuntor aditivo.
(ET2) s es una realizacion aditiva de E.

(ET3) Sean 6 € E(C,A) y & € E(C’, A’) E-extensiones realizadas como s(6) = [A & B 4 C]y
5(0") = [A 5By C"]. Entonces, para todo diagrama conmutativo en ./

al lb (4.2.2)

existe un morfismo de E-extensiones (a,c) : § — ¢ realizado por (a, b, ¢).

(ET3)* Sean 6 € E(C,A) y ¢ € E(C',A’) E-extensiones realizadas como s5(6) = [A & B %4 C]y
5(0") = [A B Y C"]. Entonces, para todo diagrama conmutativo en </

existe un morfismo de E-extensiones (a,c) : § — ¢ realizado por (a, b, ¢).

En este caso, diremos que el par (E,s) es una pretriangulacion externa de <. Una categoria pre-
extriangulada (7, E, s) es eztriangulada si ademas satisface los siguientes axiomas.

(ET4) Sean (A,d,D) y (B,d, F) E-extensiones realizadas por A ENS RN y B3 C LN F, respectiva-
mente. Entonces existen E € Obj(47), un diagrama conmutativo en &7

AL, L ,p

I R ¢

A . C - E (4.2.3)
N

!

y una E-extensiéon 0” € E(FE, A) realizada por A oo My B tales que se satisfacen las siguientes
condiciones:

(i) D% E S Frealizaa f/- 8,
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(ii) 0" -d =9,
(iii) f-0" =0 -e.
De (iii), se sigue que (f,e) : 8" — ¢’ es un morfismo de E-extensiones realizado por

(flce): [Ab ot p > BSCSp

(ET4)* Sean (D, d,B) y (F,d',C) E-extensiones realizadas por D atp y F LNy 3N C, respectiva-
mente. Entonces existen F € Obj(47), un diagrama conmutativo en &7

DY, F _°,F

|

D— A—— B
h g
C =——C

y una E-extensién 0” € E(C, F) realizada por E Mo AL O tales que se satisfacen las siguientes
condiciones:

(i) DS E S Frealizaad- ¢,
(ii) e- 8" =0,
(iii) 6" - g=d- 0.
De (iii), se sigue que (d,g) : 06 — §” es un morfismo de E-extensiones realizado por

d1c,9): (DL AL B S [EYS AL O

En este caso, diremos que el par (E,s) es una triangulacion externa de <7 .
Observacion 4.2.11 El universo de las categorias extrianguladas es dualizante.

Los ejemplos principales de categorias extrianguladas apareceran durante el desarrollo de las siguien-
tes secciones.

4.3. Terminologia en categorias extrianguladas

A continuacién, introducimos terminologia proveniente de categorias exactas y categorias triangula-
das para poder argumentar en el contexto de las categorias extrianguladas utilizando términos que nos
resultan familiares. Recordamos que, a pesar de que en el Capitulo 2 decidimos utilizar los términos
sucesion exacta corta, monomorfismo admisible y epimorfismo admisible por considerarlos més descrip-
tivos en el contexto de categorias exactas, para referirse a estas nociones también se utilizan los términos
conflacion, inflacién y deflacion, respectivamente.

Definicién 4.3.1 | , Definitions 2.19 & 2.15] Sea (<7, E, s) una terna que satisface (ET1) y (ET2).

(a) Un E-tridngulo es un par (A % B % C,6), donde la sucesién de morfismos A = B % C realiza a
d € E(C, A), y lo denotamos por
AL By (4.3.1)

Notamos que esto no necesariamente implica que ¢ sea un morfismo en 2/ con dominio C'.
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e 5 o ' 5 . iy
(b) Sean A & B L ¢ = y A 5 B L ¢ “-s E-tridngulos. Un morfismo de E-tridngulos es
una terna (a, b, c) que realiza al morfismo de E-extensiones (a,c) : 6 — ¢’ como en (4.2.1), y lo
denotamos por

(¢) Una conflacion es una sucesion A = B % C que realiza a alguna E-extensién § € E(C, A).
(d) Una inflacion es un morfismo f en &/ que admite una conflacién A ENY; 3G
(e) Una deflacion es un morfismo f en o/ que admite una conflacion K — A 4 B.

Observacién 4.3.2 | , Remark 2.16]
Usando esta nueva terminologia’, podemos parafrasear lo siguiente:

e la condicién (i) de la Definicion 4.2.7 afirma que cualquier morfismo de E-extensiones puede ser
realizado por un morfismo de E-triangulos;

e ¢l axioma (ET3) afirma que cualquier cuadrado conmutativo entre E-tridngulos como en (4.2.2)
puede completarse en un morfismo de E-tridngulos —lo cual es anédlogo al axioma (TR3) de cate-
gorias trianguladas, que afirma que cualquier cuadrado conmutativo entre triangulos distinguidos
como en (3.1.5) puede completarse en un morfismo de tridngulos distinguidos;

e ¢l axioma (ET4) afirma que, para cualesquiera inflaciones A ENY: .B % C, el diagrama en o7

AL op I pidd

|l
A h O W E **37;*}
g’l e
F | e— F
| |
5! i 35///:f/_ 5!
N ~

conmuta, con f-¢”" = ¢ - e, donde los dos renglones y las dos columnas con tres objetos son
E-tridngulos. Esto es andlogo al axioma (TR4) de categorias trianguladas, como se puede ver
comparandolo con el diagrama (3.1.6) de la Observaciéon 3.1.4.

Adicionalmente, de los axiomas (ET4) y (ET4)* se sigue que las clases de inflaciones y deflaciones son ce-
rradas por composiciones, respectivamente. Estas implicaciones son andlogas a los axiomas (E1) y (E1)*
de las categorias exactas, que afirman que tanto los monomorfismos admisibles como los epimorfismos
admisibles son cerrados por composiciones.

2En articulos més recientes, se ha sugerido el uso de los términos s-tridngulo, s-conflacién, s-inflacién y s-deflacién, dado
que un bifuntor adivito E puede tener mas de una realizacién aditiva; sin embargo, en el presente trabajo, nos apegaremos
a la terminologia utilizada en el articulo original de Nakaoka y Palu] ].
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Definiciéon 4.3.3 | , Definition 2.17] Sean (<7,E,s) una categoria extriangulada y D C &/ una
subcategoria plena y aditiva, cerrada por isomorfismos. D es cerrada por extensiones si para cualquier
conflacion A — B — C tal que A,C € D se tiene que B € D.

Observacién 4.3.4 | , Remark 2.18] Sean (7, E,s) una categoria extriangulada y % una subca-
tegoria aditiva plena de &7 cerrada por isomorfismos en &7 y extensiones. Si definimos a E |4 como la
restriccion de E a AP x By a s |4 como la restriccion de s a E |4, entonces (B, E |p,5 |5) es una
categoria extriangulada.

4.4. Propiedades fundamentales de categorias extrianguladas

En esta seccion, veremos como se le puede asociar una sucesion exacta a cada E-triangulo en una
categoria extriangulada, lo cual es similar a lo que sucede con los tridngulos distinguidos en categorias
trianguladas. Ademads, demostraremos varios resultados andlogos al axioma del octaedro (TR4) de cate-
gorias trianguladas validos en categorias extrianguladas, y mostraremos como se relacionan las categorias
extrianguladas con las categorias exactas y las categorias trianguladas.

Sucesion exacta asociada

Sea (&7, E, s) una categoria extriangulada. El objetivo de esta seccién es asociar, a cada E-triangulo

x y 6 . .
A= B = (C --» | sucesiones exactas de transformaciones naturales

oy

HOm{d(—7A) M} Hom’d(_’ B) M Homtd(—, C) N ]E(_’ A) E(—,x)

E(-, B) 2= E(-,C),

E(z°P

Hom,, (C, —) 2<%, Hom,, (B, —) 2222, Hom,, (4, —) & E(C, —) 2427 g(B, —) 2227 B4, )

con &; y 6% como se definen a continuacién.

Definicién 4.4.1 | , Definition 3.1] Sean ./ una categoria aditiva y E : &/°? x &/ — Ab un
bifuntor aditivo. Por el Lema de Yoneda (Teorema 0.6.7), cualquier E-extension 6 € E(C, A) induce
transformaciones naturales d; : Hom,(—,C) — E(—, A) y 6 : Homy (A4, —) — E(C,—). Para cada

X € Obj(«), los morfismos (d;)x v 0% estéan dados por
(a) (04)x : Homy(X,C) — E(X,A), f— - f;
(b) 6% : Hom,/ (A, X) = E(C, X),g— g - 0.
Abreviaremos (8;)x (f) v 0% (f) como &;f v dtg, respectivamente, cuando esto no lleve a confusiones.

Observacién 4.4.2 | , Remark 3.4] Consideremos qué significa que las sucesiones previas de trans-
formaciones naturales sean exactas. En | , Lema 2.13.3] se demuestra que si &/ es una categoria
aditiva pequena y Z es una categoria abeliana, entonces la clase de funtores aditivos de &7 en % es
una subcategoria abeliana de %, la cual denotaremos por Mod(.27). Més atn, se puede demostrar que,
para cualesquiera F, G, H € Mod (&), se tiene que

0= F %G5 H - 0es exacta en Mod(<)

I

0— F(X) = G(X) 2, H(X) — 0 es exacta en Ab V X € Obj(«).



4.4. Propiedades fundamentales de categorias extrianguladas 139

Sin embargo, una categoria aditiva no tiene por qué ser pequenia en general —aunque por definiciéon sea
localmente pequefia—, por lo que el criterio anterior no siempre es estrictamente aplicable en categorias
extrianguladas. Una vez aclarado este detalle técnico e inspirandonos en la discusiéon previa, durante el
resto de esta seccion diremos que una sucesiéon en Mod(.«7) es exacta utilizando el criterio anterior, atin
cuando .27 no sea pequena.

Lema 4.4.3 | , Lemma 3.2] Sea (<7, E, s) una categoria pre-extriangulada. Entonces, para cualquier

E-triangulo A & B 4 C IR , se cumplen las siguientes condiciones.
(a) yzr =0.
(b) -6 (= &) = 0.
(¢) 6-y (=) = 0.

Demostracion.

(a) Por (ET2), tenemos que la conflacién A 24 A = 0 realiza a 0 € E(0, A), por lo que tenemos el
diagrama conmutativo

1a

A A 0
L E
A——B——>C

en /. Luego, por el axioma (ET3), existe un morfismo de E-extensiones (a,c) : 0 — ¢ y, en
particular, ¢ hace conmutar el siguiente diagrama en .o/

1a

At g 0
J
A—sB—C

Por ende, yx = 0. Observemos que esto es similar a como se aplica el axioma (TR3) en el inciso
(a) de la Proposicién 3.2.3.

(b) Similarmente, la conflaciéon B 15 B — Orealizaa 0 € E(0, B), por lo que tenemos el diagrama
conmutativo en .o/

A—=sB-sC
|
B B 0

1B

Por (ET3), existe un morfismo de E-extensiones (z,c’) : § — 0, por lo que ¢ es tal que el diagrama

en of
A—*-B21sC
| e
B B 0

1B
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conmuta, y ademads -9 = 0-¢’. Dado que 0 es un objeto final en .27, entonces ¢ = 0, y obtenemos
el morfismo de E-extensiones (x,0) : § — 0. Por definicién de morfismo de E-extensiones y el inciso
(j) de la Proposicién 1.5.13, se sigue que

Sfr=x-6
=0-d
= 0.
(c) Se sigue de aplicar el principio de dualidad a (b).
[
Proposicién 4.4.4 | , Proposition 3.3] Sea (<7, E,s) una terna que satisface (ET1) y (ET2). En-

tonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) («7,E,s) es una categoria pre-extriangulada.

. ./ g . .
(2) Para cualquier E-tridngulo A = B % C -~» | las sucesiones de transformaciones naturales

Hom o (—,z)

(2-i) Hom, (—, A) Hom,, (—, B) 227 Hom (=, 0) 2% E(—, A) 222 B(—, B),

(2-ii) Hom, (€, —) 2<%, Hom (B, —) 22227, mom,, 4, -) & E(C, —) 22 B(B, -)
son exactas en Mod(&/°P) y Mod (<), en el sentido de la Observacién 4.4.2.

Demostracion.
(1) = (2) Supongamos que (7, E,s) satisface (ET3) y (ET3)*. Demostraremos la exactitud de la
sucesion (2-ii), pues la de (2-1) se puede demostrar de forma dual.

La exactitud en Hom(B, X), para todo X € Obj(«/), se demuestra de forma anédloga al caso de
categorfas trianguladas®.

Por el inciso (2) del Lema 4.4.3, tenemos que 0% (Im(Hom(z, X))) = 0, de donde se sigue que
Im(Hom(z, X)) C Ker(6%). Ahora, sea a € Hom(A, X) tal que 6% (a) = a- 8§ = 0. Entonces, se sigue que
(a,0) : 6 — 0 es un morfismo de E-extensiones. Dado que s realiza a E, existe b € Hom(B, X) tal que
se tiene el siguiente morfismo de E-tridngulos

A—=2,sB-—Y,(C--0
|

X X 0 - >

1x a-6=0

(=n
—

En particular, tenemos que a = bz = Hom(z, X)(b), por lo que Ker(6%) C Im(Hom(z, X)).
Sea ALy X en o7 Luego,

E(y?, X) (5% (/)

(Lema 4.4.3(c))
: (Proposicién 1.5.13(j))

I
= N
e}

3Ver el inciso (b) del Teorema 3.2.3.
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por lo que Im(8%) C Ker(E(y°?, X)). Veamos ahora que Ker(E(y°?, X)) C Im(6%). Sea 6 € E(C, X)
una [E-extensién tal que E(y°?, X)(d) = 6 -y = 0. Por (ET2), podemos realizar a § y 6 - y como los

., 0 - )
E-triangulos X Ly %o, vy X5 758 AN , respectivamente. Entonces, el morfismo de
E-extensiones (1x,y) : 6 -y — 0 puede ser realizado por el diagrama conmutativo en o7

X ",z <c,p-,

|l b

X ——= Y — C o

para algiun ¢’ € Hom(Z,Y"). Dado que la E-extensién -y es escindible, por el inciso (1) de la Observacién
4.2.9, se sigue que e tiene una seccién s. Aplicando (ET3)* al diagrama conmutativo en o

obtenemos un morfismo a € Hom(A, X), con el cual podemos formar el morfismo de E-extensiones
(a,1¢) : & — 0. En particular, esto implica que § = a - § = d%a, por lo que Ker(E(y, X)) C Im(&%).

(2)=(1) Supongamos que, para cualquier E-tridngulo A % B % C IR , las sucesiones (2-i) y (2-ii)
son exactas en Mod(&7°P) y Mod (<), respectivamente. Demostraremos que esto implica a (ET3), pues
la demostraciéon de que implica a (ET3)* es dual.

Seany A % B4 C 2 y A N T N N E-tridngulos arbitrarios. Supongamos que el
diagrama en .o/

A—*,pB YO

o s

A B’ C’

T Y

conmuta. Por el Teorema 0.6.7 (Lema de Yoneda), sabemos que E(—,z)d; = 0 equivale a z - § = 0.

Andlogamente, tenemos que 6"-y" = 0. Por la exactitud de la sucesion Hom(C, C”) % E(C, A" Hex),
E(C, B') y la igualdad
E(C,2')(a-d§) =2+ (a-9)

= (2'a) - 8 (Proposicién 1.5.13(d))

= (bx)-¢

=b-(z-0)

=b-0

=0, (Proposicién 1.5.13(j))

existe ¢ € Hom(C,(C") tal que a -0 = (0')y¢ = ¢’ - ¢. Por ende, (a,c¢') : § — ¢’ es un morfismo de
E-extensiones. Supongamos que (a, c’) es realizado por el diagrama conmutativo en 7

ik

A B o —
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Hom(y,B’) Hom(z,B’)
_— _—

Entonces, por la exactitud de Hom(C, B') Hom(B, B') Hom(A, B') y la igualdad

(b—0)x=bxr—bx
=2'a—2'a

=0,

!l

se sigue que existe ¢ € Hom(C, B’) tal que ¢y = b—1¥'. Por ende, definiendo ¢ := ¢ +4/c”, tenemos que

cy=cy+ycy
— y/bl + (y/b _ ylb/)
=y'b,

51.025.(0/_'_3//0//)

=0+ () (Proposicién 1.5.13(f))
=§-d4+ -y (Proposicién 1.5.13(h))
=4 (Proposicién 4.4.3)
=a-0.

Por ende, (<7, E, s) satisface (ET3). O

Los siguientes dos corolarios se siguen directamente de la Proposiciéon 4.4.4.

Corolario 4.4.5 | , Corollary 3.5] Sean (47, E,s) una categoria pre-extriangulada y

A= B Y020

L

Al B C' - >

/ /

T y &

un morfismo de E-tridngulos arbitrario. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) a se factoriza a través de z.
(b) a-6=9-c=0.
(c) c se factoriza a través de /.
En particular, considerando el caso trivial 6 = §" y (a,b,¢) = (14, 15, 1¢), obtenemos que
x tiene una retraccion <= ¢ se escinde <= y tiene una seccion.

Corolario 4.4.6 | , Corollary 3.6] Sea («,E,s) una categoria pre-extriangulada. Entonces, para
cualquier morfismo de E-tridngulos (a, b, ¢), se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si a y c son isomorfismos en & o, equivalentemente, si (a,c) es un isomorfismo en E-Ext(/),
entonces b es un isomorfismo en .o7.

(b) Si ay bson isomorfismos en 7, entonces ¢ también lo es.

(c¢) Siby cson isomorfismos en &7, entonces a también lo es.
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Proposicién 4.4.7 | , Proposition 3.7] Sean (<7, E, s) una categoria pre-extrianguladay A % B %

5 . o :
C' --» un E-tridngulo arbitrario. Si @ € Hom (A, A") y ¢ € Hom,(C’, C') son isomorfismos, entonces
Az g ey, o
es un E-triangulo.

Demostracion. Sea s(a-0-c) = [A 2B Y C”} Observemos que

(a-0-c)-ct=(a-9)(cc) (Proposicién 1.5.13(h))
=a-0- 10
=a-9, (Proposicién 1.5.13(g))

por lo que (a,¢™') : § = a-J - c es un morfismo de E-extensiones. Sea (a,b,c!) un morfismo de
E-tridangulos

l l” lc_l (4.4.1)

Al B o g—

que realiza a (a,c™1). Dado que por hipdtesis a es un isomorfismo, del Corolario 4.4.6 se sigue que b es
un isomorfismo. Luego, de (4.4.1) obtenemos el diagrama conmutativo en &/

B/
por lo que [A' 22— B’ <, ' =[A 2 B Y C”] =s(a-0-c). O
El siguiente resultado establece relaciones entre conflaciones que realizan a una misma E-extension.

Corolario 4.4.8 | , Corollary 3.8] Sean (7,E,s) una categorfa pre-extriangulada y A % B %

5 . o . - -
C' --» un E-tridngulo arbitrario. Entonces, para cualquier ¢’ € E(C, A), las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) 5(8) = s(&).

(b) ¢’ = a- ¢ para algiin automorfismo a € Hom,, (A, A) tal que za = z.

(c) ' =4 - ¢ para algin automorfismo ¢ € Hom, (C, C) tal que cy = y.
)

(d) ¢’ = a-d - c para algunos automorfismos a € Hom (A, A),c € Hom,(C,C) tales que za = = y
cy =y.
Demostracion. La implicacién (d) = (a) se sigue de la Proposicién 4.4.7, las implicaciones (a) = (b) y

(a) = (c) se siguen del Corolario 4.4.6, y las implicaciones (b) = (d) y (¢) = (d) son triviales. O

Definicién 4.4.9 | , Definition 3.9] Sean (&7,E,s) una categoria pre-extriangulada y A s Ben
.
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(a) Si f es una inflacién, para cualquier conflacion arbitraria A ENY: Y| , denotamos al objeto C'
por Cone(f).

(b) Si f es una deflacién, para cualquier conflacién arbitraria K — A ENY , denotamos al objeto K

por CoCone(f).
Observacién 4.4.10 | , Remark 3.10] Sea (&, E, s) una categoria pre-extriangulada.

(1) Para toda inflacién f € Hom, (A, B), Cone(f) es tinico hasta isomorfismos en 7.

5 / 5
En efecto: Sean f una inflacion y A EN; JENTG RN VA EN ; TN o N [E-tridangulos. Entonces,
por (ET3), existe ¢ € Hom,, (C, C") tal que el siguiente diagrama conmuta

Por el Corolario 4.4.6, ¢ es un isomorfismo en .27 Por ende, Cone(f) es tinico hasta isomorfismos

en .

Remarcamos que, dado que f € Homg (A, B) es una inflacién, la notacién Cone(f) no debe ser
confundida con aquella utilizada en la seccién 0.5 para denotar a la categoria de conos sobre un
funtor, pues denotamos a los funtores con letras maytsculas.

(2) Para toda deflacion f € Hom (A, B), CoCone(f) es tinico hasta isomorfismos en 7.
En efecto: La demostracién es dual a la de (1).

Similarmente, remarcamos que, dado que f € Hom,, (A, B) es una deflacién, la notacion CoCone( f)
no debe ser confundida con aquella utilizada en la seccién 0.5 para denotar a la categoria de coconos
sobre un funtor, pues denotamos a los funtores con letras maytsculas.

Proposicién 4.4.11 | , Proposition 3.11] Sean (&/,E,s) una categoria pre-extriangulada, A =
B% s m E-tridngulo y X € Obj(</). Entonces, se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si (o, E,s) satisface (ET4), entonces E(X, A) RGN E(X, B) EXy), E(X,C) es exacta en Ab.

(b) Si (&, E,s) satisface (ET4)*, entonces E(C, X) B X), E(B, X) B ), E(A, X) es exacta en
Ab.
Demostracion.
(a) Observemos que
E(X,y)E(X,z) = E(X, yz) (E es un funtor)
=E(X,0) (Lema 4.4.3)
=0, (E es aditivo)

de donde se sigue que Im(E(X,x)) C Ker(E(X,y)). Ahora, sea § € E(X, B) una E-extensién

arbitraria, realizada por el E-tridngulo B Ly % x s Por (ET4), existen E € Obj(«),0" €
E(E, A) y un diagrama conmutativo en &/
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A—=sB-YsC
| s
A——Y —— E
gl k
X —X

que cumple las siguientes condiciones

s(0-y)=[C%ES X,
s(0)=[AL Y L p,
-0 =0-e.

Supongamos que E(X,y)(f#) = y - 0 = 0. Entonces, y - 6 es una E-extension escindible y, por la
Observacion 4.2.9; se sigue que e tiene una seccién s € Hom(X, E). Luego, tenemos que ' - s €
E(X, A) es tal que

E(X,z)(0 -s)=x-(0-s)

=(x-0)-s (Proposicion 1.5.13(i))
=(0-e)-s

=0-(es) (Proposicién 1.5.13(h))
=0-1x

=0, (Proposicién 1.5.13(g))

de donde concluimos que Ker(E(X,y)) C Im(E(X, x)).
(b) Dual a (a).
[l

Corolario 4.4.12 | , Corollary 3.12] Sea (<7, E, s) una categoria extriangulada tal que Mod(.«/) o,
equivalentemente, Mod(/°P) es localmente pequefia. Entonces, para cualquier E-tridngulo A = B N

s . .
C --», las sucesiones de transformaciones naturales

Hom,y (—, A) 22225 Hom,, (—, B) 222259, gom, (—,0) % E(—, A) 222 B(—, B) 2% 5— ¢

Hom,, (C, —) 2% tom (B, —) 222¢C Hom,, (4, —) & B0, —) 22 5B, —) 29U g4, ),

son exactas en Mod(&7°P) y Mod (), respectivamente.

Demostracion. Se sigue directamente de las Proposiciones 4.4.4 y 4.4.11. H

Octaedros trasladados

Como se mencioné en la Observaciéon 4.3.2; el axioma (ET4) es andlogo al axioma del octaedro
(TR4) de categorias trianguladas. En esta seccién, veremos otros resultados de categorias extrianguladas
andlogos a (TRA4).
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5

Lema 4.4.13 | , Lemma 3.14] Sean («7,E,s) una categoria extriangulada y A EN; JEA ) JRCIN
/ J b

BL oL F - A NI Ey ~*» E-tridngulos tales que h = gf. Entonces, existen morfismos

do, eg en of tales que el diagrama en o/

AL, T .p
I A
A C s By (4.4.2)
1
Fe—F

conmuta, y se satisfacen las siguientes condiciones:

e
(i) D Dop o s esun E-tridngulo,

(i) &, - o = 0y,
(iii) f -8, =4, - co.

Demostracion. Por (ET4), existen £ € Obj(«/), un diagrama conmutativo (4.2.3) en «/, y un E-

. h % 5" . - -
triangulo A = C — E --» , tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

/_é'g -7
(YDLESF 2%, esun E-tridngulo,
(i) ¢"-d = oy,
(iii") f-6" =5, e

Por el inciso (1) de la Observacién 4.4.10, tenemos el morfismo de E-tridngulos

Aot g
I
A h O ho EO ***6;;*> s

con u un isomorfismo. En particular, tenemos que 6" = 6, - v. Definiendo dy := ud y ¢y := eu™?, la

conmutatividad del diagrama (4.4.2) se sigue de la del diagrama (4.2.3). Ademds, dado que u es un

isomorfismo, tenemos que

D% By Fl=[D%ES F.
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Luego, de (i) se sigue (i), mientras que por (ii’) y (iii’) tenemos que
dp=109"-d
= 0p, - (ud) (Proposicién 1.5.13(h))
= 0p, - do,

bgre=f-0" < o,-e= [ (0 u)

= d,-e=(f- (5h) (Proposicién 1.5.13(i))
= (59'6)' T =((f- 5h) u)-u!
(6 eu™) = (f0p) - uu’ (Proposicién 1.5.13(h))
— (9 - 60) (f - 0n) - 1Eo
(04 -€0) = (f - 0n) (Proposicién 1.5.13(g))
O
Proposicion 4.4.14 | , Proposition 3.15] Sean (<7, E, s) una categoria extriangulada y C' € Obj(.</).

Entonces, la siguiente proposicién y su proposicion dual se verifican en (o7, E, s):

. ., s s . .
Para cualesquiera E-tridngulos A; =% By 25 C -=» | Ay, 2 B, & C 25 | existe un diagrama
conmutativo en &7

Ay —— A,
A, 25 N 25 B, (4.4.3)
|-l
Ay B, C,

tal que se satisfacen las condiciones

(i) 5(61 1) = [A1 = N =5 By,

(i) s(62-y1) = [A2 25 N = By,
(iii) ny - 01 +ng-de = 0.

Demostracion. Dado que s es una realizacion aditiva de E, tenemos que

s(0:D5) = [ D4 22 B @B 22 e
Sean A; # AP A, :4,‘72 Ay un biproducto en &' y v = (61 P d2) - A, con s(v) = [Al P A, EN
N L C’] Por el inciso (b) de la Proposicién 1.5.20, tenemos que
@EleaAQ’C(V) = @El @Ag,C((él @52) . AC)
(I)El @AQ,C@C((SI %) 52)¢C@C,C(AC)
= (5 5)(1)
=(3).
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Dado que
(10)(2)=1-01+0-5,
= 01, (Proposicién 1.5.13(g) y (j))
(Ol)(?;) :051+152
= 527
de las Proposiciones 0.5.43 y 1.5.17, se sigue que

7T1'V:(51 VAN 7TQ'I/:62. (444)

Aplicando (ET4) a s(0) = [A; “5 A1 @ Ay ™ Ay v s(v)
B} € Obj(«), 6, € E(B}, A;) y un diagrama conmutativo en ./

[A1®A2 I N & C’}, obtenemos

Al L Al@AQ L) A2

]i Jxlz

Ay N B}

S s
C ———C

tales que s(my - ) = [Ay =2 By 2 C), 0y - 25 =0, 5(01) = [A1 25 N 25 B,y (1, 14) : 01 — v es un
morfismo de E-extensiones realizado por (1, 1y, y5), por lo que v - 35 = py - 6;. En particular, tenemos
que

[Ag ﬁ) B2 y—2> C] :5<§2> = [A2 I—2> B2 g C]
Por ende, existe un isomorfismo by € Hom,, (Ba, Bb) tal que bywy = 2 v y4bs = yo. Definiendo e, := by e},
de la Proposicion 4.4.7 se sigue que s(6; - by) = [A; =% N =% By, y obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo en &7

A ——— N ——— By
k lw
C C,

el cual, por la Proposicion 1.5.13, satisface

o1+ ya = (M- v) Yo
= (m1-v) - (Y- b2)
=1 (V- y) - b2)
=y - ((p1 - 01) - by)
= ((m1 - pa) - 01) - b
=14, -0 by
=01 - by,

de donde se sigue (i).
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Andlogamente, de 5(0) = [Ay 5 A, @ Ay ™ A y s(v) = [Al @A LN C’}, tenemos que el
diagrama en .o/

AQ L Al@Az L) Al

| |-

Jg N By

C ———C,

conmuta, de donde se sigue (ii).
Observemos que, de los dos diagramas conmutativos anteriores, tenemos que

€Ny = €e1jfh
= T1T1l

21'17

e1ng = €12
= XoMa 2

= :L‘27

yoe1 =k

= Y1€2,

por lo que el diagrama (4.4.4) conmuta. Mas ain, de (4.4.4), el Lema 4.4.3 y la Proposicién, 1.5.13,
tenemos que

ny 01 +ng -0 = (jur) - 01 + (juz) - 02
= (jp) - (M- v) + (Jpa) - (w2 - v)
=j-(mm)-v+j- (pam) v
=J - (pm + poma) - v

=7 la@a, v

=0.
Finalmente, por la Observacion 4.2.11 y el principio de dualidad, se sigue que la proposicion dual también
es valida en (7, E,s). O
Corolario 4.4.15 | , Corollary 3.16] Sean (<7, E, s) una categoria extriangulada, y z € Hom, (A, B),

f € Hom,, (A, D) morfismos arbitrarios. Entonces, si x es una inflacién, (g) € Hom, (A, D @ B) tam-
bién lo es. Méas atn, la proposicién dual para deflaciones también se cumple.

Demostracion. Por la Observacién 4.2.11 y el principio de dualidad, es suficiente demostrar la proposi-
cion para inflaciones.
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Sea A% B%C - un E-tridngulo. Supongamos que s(f -8) = [D % E <% C]. Por la Proposicién

4.4.14, obtenemos el diagrama conmutativo en &7

A=—==A
Dk mj\g l Bx 9y
H Je Jy (4.4.5)
D—E = C

compuesta de E-tridngulos que satisfacen m -6 + f -0 - k = 0. Dado que, por los incisos (i) y (j) de la
Proposiciéon 1.5.13, tenemos que

podemos suponer que M = D@ B,k = (é),l = (01). Sean p € Hom, (M, D),i € Hom, (B, M) tales

k i
que D - M : B es un biproducto en 7. Por la Proposicién 4.4.4, tenemos que la sucesién
Hom,, (B, M) Tomr (2, M), Hom,, (A, M) LN E(C, M) es exacta en Ab. Mas ain, por el Lema 4.4.3,
tenemos que 6*(m + kf) = (m + kf) - d = 0. Por ende, existe b € Hom,, (B, M) tal que bx = m + kf.

Modificando a A =% M < E con el automorfismo

(=1 pby (-1 0 ) ~
n-(o 1>—<0 1>(lM—k;pbl).M—>M,

—1
obtenemos una conflaciéon A ™ D@ B <*— E. Luego, dado que

pnm = —p(1y — kpbl)m
= pkpblm — pm
= pbx — pm
= pkf
=/

Inm = (15 — kpbl)m
=Im
—_= 3:7

se sigue que nm = (f) O

T

Proposicién 4.4.16 | , Proposition 3.17] Sea (<7, E, s) una categoria extriangulada. Entonces, para

’ é / d / 1)
cualesquiera E-triangulos D Lalscols AL BL RN E LB o™y tales que h'g = f',
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. .y 0 . .
existen un E-triangulo D LESE y un diagrama conmutativo en .o/

oAy N
L
e s O (4.4.6)

o
«—
Q

B

— F
tales que se satisfacen las condiciones

(i) d- 05 = 6,

(ii) f-0=24,,

(ii) 0-g' +67-h =0.

Demostracion. Por (ET4), existen E-triangulos D 9o g gt yC 5G5S F s tales que el
diagrama en .o/

D141

[
|

(4.4.7)

Q= Q

a

g

—
[}

"ij

F——
conmuta, con -6, =v,pu-b=40py d;-c= f-p. Del Lema 4.4.3 y la Proposicién 1.5.13, se sigue que

= f’ 59

= (hg) - é,
=h-(g- dg)
=h-0
= 0.

Por ende, hasta equivalencia, podemos suponer que G = C @ F,b = (6) y ¢ = (01). Entonces, por la
conmutatividad del diagrama (4.4.7), tenemos que a = (Z;) : B — G = C@F satisface ajg = [’ y
az = ¢'. Dado que b/ — a; € Hom (B, C) satisface (b —a1)g = f' — f' = 0, existe z € Hom,, (F, C) tal
que zg' = h' —ay. Sea 2/ = (]Z > Aplicando el resultado dual del Lema 4.4.13 al diagrama conmutativo

en o/

E F
T
D——B—=G -
B lu z)
C =—=C

on

|

1

|

|
N
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.y 0 .
obtenemos un E-tridngulo D L psr s tal que el diagrama en .o/

D4, F_—°¢,F
S
DB G (4.4.8)
h’l l(l z)
C ——C

conmuta, y se satisface 0 = -2/, d-pu = 8, - (1 2). Por la conmutatividad del diagrama (4.4.8), tenemos
que

9f = hd,
ah =7e (Z;)hz (_1Z)€
ath\ _ ([ —ze
= (an) = (=)
<— ash =-ev
< gh=e,

(1z)a=h <= (1 z)(gé)g:h/g
< a19+ zasg=h'g
<~ f'+2dg="Hg
= f+ (W —a)g="Nyg
— f' =Ny, (puesto que (b —ay)g = f' — f)

por lo que el diagrama (4.4.6) conmuta. Luego, por la Proposicién 1.5.13, tenemos que
d-,u:5h-(1 z) <~ (dﬂ)b:<5h<l z))b

= d (u-b)=8 ((1:)(}))
<:>d'(5f=(5h'10
<:>d‘(5f2(5h,

obteniéndose (i). Por otro lado, observemos que

(f-0)-c=f-((u-2)-c)

I
N

(Por el Lema 4.4.3)

I
>

Q
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Luego, como ¢ es un epimorfismo, tenemos que E(c, A) es inyectiva, de donde se sigue (ii). Finalmente,
tenemos que

0-g+0;-h'=(p-2") g+ (u-b)-n

= (2'g") + p- (OF)

= - (g +bh')

_ . (% %

=n- () + (%))

:u-@}) (pues zg' = h — ay)

g ,u -

=0.

O

Relacién con categorias exactas
Ejemplo 4.4.17 | , Example 2.13] Una categoria exacta con una restriccién adicional (relacionada

con “pequeniez”) puede ser vista como una categoria extriangulada, como se detalla a continuacion.

Sean (7, &) una categoria exacta y A,C € Obj(«/). Entonces, por el Lema del 3 (Corolario 2.2.13),
sabemos que para cualquier morfismo de sucesiones exactas cortas

A—*5s B Y5 C

[

A—s B —— C
x Yy

se tiene que b es un isomorfismo. Por ende, considerando la misma relacién de equivalencia que en
la Definicion 4.2.5, definimos a Extl(C’, A) como la coleccion de todas las clases de equivalencia de
sucesiones exactas cortas de la forma A>% B Z» C. En este caso, Ext!(C, A) es un conjunto cuando se
satisface alguna de las siguientes condiciones:

(i) &7 es equivalente a una categoria pequena;

(ii) < tiene suficientes proyectivos o suficientes inyectivos.

En caso de que Ext!(C, A) sea un conjunto para cualesquiera A, C' € Obj(.e7), obtenemos un bifuntor
aditivo Ext! : @7°? x o/ — Ab de manera andloga a como se hizo en la seccién 2.3 para la relacién
de equivalencia ~, verificindose asi (ET1). Resumimos esta construccién utilizando la notacion de
categorias extrianguladas como sigue.

e Para cualesquiera § = [A+% B 2 C] € Ext'(C,A) y C I ¢ A% Aen o, tenemos que el
diagrama en .o

A—— B » O
| e
A B C
1| o H
A » B —— C

v
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conmuta y tiene renglones exactos, de donde definimos

Ext'(f, A)(0) = f-d = [A— B - ],
Ext'(C,g)(0) =6-g=[A" — B - ().

e Para cualesquiera § = [A>> B % C,8 = [A B Yy C] € Ext!(C, A), la suma 6 + ¢’ estd dada
por la suma de Baer

Va- (06D7) - Ac,
en concordancia con la Observacién 4.2.4. En particular, el elemento neutro de Ext'(C, A) estd

1a
dado por 0= [A M Apc ) o .

Ahora, definiendo a la realizacién s(6) de 6 = [A>> B ¥ C] como ¢ mismo, (ET2) se satisface
trivialmente. Luego, (ET3) se sigue de la Proposicion 2.2.12 y la propiedad universal del conticleo; dual-
mente, (ET3)* se sigue de la Proposicién dual a 2.2.12 y la propiedad universal del niicleo. Finalmente,
(ET4) se sigue del Lema 2.2.14 y, dualmente, se obtiene (ET4)*.

Conversamente, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.18 | , Corollary 3.18] Sean (&7, E,s) una categoria extriangulada en la cual toda
inflacién es un monomorfismo y toda deflacién es un epimorfismo, y . la clase de conflaciones dadas
por los E-tridngulos. Entonces, («7,.%) es una categoria exacta.

., x Yy . .
Demostracion. Sea A — B = (' un elemento de .. De las sucesiones exactas obtenidas en la Propo-
sicion 4.4.4 y la hipétesis de que toda inflacién es un monomorfismo se sigue que = es un ntcleo de y.
Dualmente, tenemos que y es un conticleo de x. Por ende, los elementos de .¥ son pares nicleo-contcleo.

x/

x 4 Ny . . ! , ,
Sean A % B % C -5 un E-tridngulo arbitrario y A’ = B’ % €’ un par ntcleo-contcleo, y
supongamos que existen isomorfismos a € Hom, (A, A"),b € Hom, (B, B’),c € Hom,(C,C") tales que
za— c c~*asd
x'a = br y y'b = cy. Por la Proposicién 4.4.7, obtenemos un E-tridngulo A’ ELNY - BNy ey, :
Entonces, tenemos que s(0) = [A’ LNy N C' =4 2B Y C'], lo que implica que A’ B L
es un elemento de .. Por ende, .¥ es cerrada por isomorfismos.

Por (ET2) y (ET2)*, tenemos que A 4 A0y 0— A% Ason elementos de ., demostréndose
(F0) y (R0)"

De (ET4) y (ET4)* se siguen se siguen (E1) y (E1)*, como se mencioné en la Observacién 4.3.2.

5 . o . :
Sean A 5 B % C -=s un E-tridngulo arbitrario y A % A’ en 7. Por el Corolario 4.4.15, existe una
conflacion

A Q) BPA L B
Dado que dicha conflaciéon es un par nicleo-contcleo, se sigue que el diagrama en .o

A—> B
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es una suma fibrada. Mas ain, por el dual de la Proposiciéon 4.4.16, tenemos el diagrama conmutativo

en o/

A A
(=) (1) I
— BA — B

4 (b 2)
e
A B C,

T Yy

lo que muestra que 2’ es una inflaciéon, demostrandose (E2). Dualmente, se demuestra (E2)*. O

Relacion con categorias trianguladas

Consideremos una categoria triangulada (&, T, A) y el bifuntor aditivo E! := Ext%ﬂ{m ) Vvisto en la
seccién 3.3. Observemos que, en este caso, para 6 € E(C, A) = Hom,(C,T(A)) y A% A'.C" % C en
4/, se tiene que

a-6=T(a)d AN §-c=dc

El siguiente resultado demuestra que dar una triangulacion de o/ con el funtor de traslacion T es
equivalente a dar una E!-triangulacién de ..

Proposicién 4.4.19 | , Proposition 3.22] Para una categoria aditiva </ y un automorfismo aditivo
T: o = o, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sea (&, T,A) una categorfa triangulada. Si para cada § € E!(C, A) = Hom(C,T(A)), tomamos
un tridngulo distinguido
AL BSOS T(A)

y definimos 5(0) := [A & B % (], entonces (&7, E',5) es una categoria extriangulada.
(b) Supongamos que s es una E!-triangulacién externa de 7. Si definimos una clase A como
ALSBLHCLTA eA = s(0)=[45 B (),
entonces (<7, T, A) es una categoria triangulada.

Demostracion.

(a) (ET1) se sigue de la Observacion 3.3.2.

Sean A,C' € Obj(e/),6 € ENC,A)y AS B% C 5 TA), AS B Y ¢ 2 T(A) tridngulos
distinguidos. Entonces, del Lema 3.2.1 y el inciso (c) del Teorema 3.2.3, se sigue que el diagrama
en &/
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conmuta. Entonces, por la Definiciéon 4.2.5, tenemos que
() =[A5BL 0 =A% B %),

por lo que s esta bien definida. Luego, del Corolario 3.2.15 y la Proposicién 3.2.14, se sigue que s
es una realizacién aditiva de E!, verificindose (ET2).

(ET3) y (ET3)* se siguen directamente del Lema 3.2.1.

(ET4) se sigue del axioma del octaedro, y (ET4)* se sigue del mismo axioma y de la Proposicién
3.2.9.

Sean n = (E,E',E" e, e"),u = (M, M',M" m,m',m") € Obj(Z(«/,T)). Supongamos que
(f,g,h) :m~pen T(,T)y p € A. Entonces, s(m”) = [M :
siguiente diagrama conmutativo en .o/

L M =5 M"] y tenemos el

E—sFE 5 F —< T(E)

f} ng th ZJ(T(f) (4.4.9)

M —— M' —— M" — T(M),

Como f~' € Hom (M, E) y h € Hom,, (E", M"), de la Proposicién 4.4.7, se sigue que
5(f_1 . (m// . h,)) _ [E m_f) M h1m/ E”]~
Luego, de la conmutatividad del diagrama (4.4.9), se sigue que

Fo G B) = ("

:6’

y que el diagrama en o7

E/

2N

E 2lg E//

m %1771’

M/

conmuta, por lo que s(e”) = [E = FE’ LN E"], lo que implica que n € A. Por ende, A es cerrada
por isomorfismos.

Sea X € Obj(7). Por el inciso (2) de la Observacién 4.2.9, tenemos que

(8) (01)

X -5 X@Po 0

realiza a la E'-extension escindible 0 € E'(0, X). Como X @0 ~ X en &, tenemos el diagrama
conmutativo en &7
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1
X@X@o 0
|
X —— X 0

(4)

Por ende, §(0) = {X — X0 — O} =[X X o 0], de donde se sigue que X XX 50—
T(X) es un tridngulo distinguido, probandose (TR1a).

Para poder demostrar (TR1b), debemos primero demostrar (TR2). Sea A & B % C s un

E!-tridangulo arbitrario. Aplicando la Proposiciéon 4.4.14 a A — 0 — T(A) *s y 0, tenemos el
diagrama conmutativo en .o

A & B—Y s C
| .
0 M ——C
| J

T(A) == T(4),

() [0=M5Cl=0-5=0,
(ii) 6-e+1-¢ =0,
(iif) s(7(z)) =s(z-1) = [B 25 M < T(A)].

Por (i) y el inciso (1) de la Observacion 4.2.9, se sigue que e es un isomorfismo. De (ii), tenemos
que de + ¢ = 0 en Hom(M,T(A)), por lo que €’e™! = —§. Ahora, por (iii), tenemos que

s(T(z)) = [B ™ M < T(4)]
— B % M T(A)).

Luego, del diagrama conmutativo en &/

se sigue que 5(T(x)) =[B%C =5 T(A)], por lo que B % C =5 T(A) @, T(B) es un triangulo

distinguido, el cual es isomorfo a B % C % T (A) AN § (B). Por ende, (TR2) se verifica.
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Sea X £+ Y en 7. Entonces, f € Hom(X,Y) = E{(X,T~}(Y)). Como s es una El-triangulacién
de o7, tenemos que existe una clase de equivalencia tal que s(f) = [T~}(Y) = Z 5 x ], lo que

implica que T71(Y) & Z S x Ly pertenece a A. Aplicando (TR2) dos veces, se sigue que

x Ly 1, T(Z) —=> iGN T(X) es un tridngulo distinguido, probandose (TR1b).

Supongamos que 7, i € Ay que existen F ER M,E" 2 M’ en o tales que ge = mf. Entonces,

por (ET3), existe £ L M" en o tal que 7 ), p es un morfismo de E'-extensiones realizado

por (f, g, h). En particular, tenemos que 7 Lhgh), p € Mor(7 (7, T)), por lo que se verifica (TR3).

Hasta ahora, hemos visto que (o7, T, A) es una categoria pretriangulada. Sean X % Y,Y % Z €
Mor (7). Entonces, por (TR1b), podemos formar el diagrama conmutativo en .o/

/
X g Z ——— Y ——— T(X)
j |7
X/ | X/ T T(Y)’
J’ J{T(i)jl
!

cuyos primeros dos renglones, asi como su segunda columna, son triangulos distinguidos. Por ende,
tenemos que

40:X$Y$Z

s(i =Y 5 7L X,

s()=X %7 Ly

En particular, u y v son inflaciones y, de (ET4) y la Observacién 4.3.2, obtenemos el diagrama
conmutativo en &/

con u -k = j'-e, donde los dos renglones y las dos columnas son E!-tridngulos. Por lo tanto,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en .o/
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| ]
X —i Z - Y’ x T(X)
j e JT(U)
X' X' — T(Y),
J’ T(i)j’
T(Y) i T(2)

donde los dos renglones y las dos columnas son triangulos distinguidos, pues Z’ Loy g xr o,

es un E'-tridngulo, verificdindose as{ (TR4).

Objetos proyectivos e inyectivos

Definicién 4.4.20 | , Definitions 3.23 & 3.25] Sea (<7, E,s) una categoria extriangulada. Defini-
mos a los objetos E-proyectivos en o/ y decimos que &7 tiene suficientes E-proyectivos siguiendo las
Definiciones 1.1.9 y 1.1.12, considerando deflaciones en vez de epimorfismos, y denotamos a la clase de
objetos E-proyectivos en o/ por Projg(<7).

Proposicién 4.4.21 | , Proposition 3.24] Un objeto P en & es E-proyectivo si, y sdlo si, se satisface
que E(P, A) = 0 para cualquier A € Obj(«).

Demostracion. (=) Supongamos que P es E-proyectivo. Sean A € & y § € E(P, A), con 5(6) = [A =
M PJ. Dado que P es E-proyectivo, existe m € Hom, (P, M) tal que el siguiente diagrama en &7
conmuta

0 —— P ——P
s

Luego, por (ET3)*, se sigue que el triple (0,m, 1p) realiza al morfismo de E-tridngulos (0,1p) : 0 — 4.
En particular, tenemos que

d=10-1, (Proposicién 1.5.13(g))
=0-0. (Proposicién 1.5.13(j))
(<) Se sigue directamente de la sucesién exacta (2-ii) en la Proposicién 4.4.4. O

Ejemplo 4.4.22 | , Example 3.26]

(1) Sea («7,E,s) una categoria exacta que cumpla con alguna de las condiciones de “pequenez” del
Ejemplo 4.4.17 y que, por lo tanto, pueda ser vista como una categoria extriangulada. Entonces,
la Definicion 4.4.20 coincide con el inciso (a) de la Definicion 4.1.1. En particular, Proj(</) C
Projg ().
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(2) Sea («/,E' s) una categoria extriangulada, con E'(—, —) := Hom(—,—[1]) y [1] : & — & un
automorfismo aditivo, que puede ser vista como una categoria triangulada por el inciso (b) de
la Proposicién 4.4.19. Entonces, Projgi () consiste en todos los objetos cero en /. Més atn,
siempre tiene suficientes E!-proyectivos. Notemos que, en este caso, puede ocurrir que exista un
objeto P’ € Proj(«7) tal que P’ ¢ Projg: (<), lo cual sucede cuando &7 es semisimple y &7 # .

En efecto: Por la propiedad universal del objeto cero, se sigue que todo objeto cero en 7 es
E!-proyectivo. Por otro lado, sea P € Projg: (7). Entonces, por (TR1a) y la Proposicién 3.2.4,

1
tenemos que P[—1] — 0 — P 22 P € A, lo que implica que P[-1 - 0 - P -5 es un
E!-tridngulo. Como P es E!-proyectivo, existe un morfismo que hace conmutar el diagrama en .o/

P[—1] 0 P

por lo que 1p = 0. Por el inciso (3) de la Observacion 1.1.2, se sigue que P es un objeto cero en

/. En particular, la existencia del E'-tridngulo X[-1] — 0 — X X, para todo X € Obj(&/),
por (TRl1a) y la Proposicién 3.2.4, implica que (7, E, s) tiene suficientes E'-proyectivos.

Corolario 4.4.23 | , Corollary 3.27] Sea (47,E,s) una categoria extriangulada con suficientes E-
proyectivos. Entonces, para cualquier objeto C' € Obj(«/) y cualquier E-tridngulo A = P ol ,
con P € Proj(</), la sucesién

Hom,, (P, —) 227, Hom,, (A, —) &5 B(C, —) — 0

es exacta. En particular, tenemos un isomorfismo natural E(C, —) ~ CoKer(Hom (x, —)).
Demostracion. Se sigue directamente de las Proposiciones 4.4.4 y 4.4.21. m

Observacién 4.4.24 | , Remark 3.28] Sea (&7,E,s) una categoria extriangulada con suficientes

T

E-proyectivos. Sean ¢ % C' en o/ y A S P 5 C IR , A dp Yo’y par de E-triangulos
tales que P, P’ € Projg (7). Entonces, por la proyectividad de P y (ET3)*, obtenemos un morfismo de
E-tridngulos (g, c) : § — ¢ y, por ende, un morfismo de sucesiones exactas, como sigue

Hom g (z,—
—

A=, p_Y o 9, Hom,, (P, —) )Hom%(A,—) e, E(C,—) —— 0

ql lp J/C Homm/ (pv_)T THomd (qv_) TE(COP,—)

A P — " Hom%(P’,—)ﬂmﬂHom%(A’, -) — E(C',—) —— 0.

Por la Observacion 4.2.11, los resultados duales para objetos inyectivos en categorias extrianguladas
son validos.

Lema 4.4.25 | , Lemma 3.29] Sean (<7, E,s) una categorfa extriangulada, A % B % C s wn
E-tridngulo, i € Hom,, (A, I) con I € Injg(2/) y pc la proyeccion de C' @ I a C. Entonces, la E-extension
0 - po es realizada por un E-tridngulo de la forma

A BRI O -,

donde x; = (f) Y Yr = (ZI)-
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Demostracion. Por el Corolario 4.4.15, tenemos un E-tridngulo A 2% B I 4 D5 Porla Proposi-
cién dual a 4.4.16, obtenemos el diagrama conmutativo en o/

que satisface § - f = v. Dado que I € Injg(&7), se sigue que # = 0. Por ende, existe un isomorfismo
n:C@I = D tal que n(?) =cy fn=(19). Entonces, para pc = (10): C@ I — C, tenemos que el
diagrama en .o/

A-S, B o@r -t
oo oo
A—— B —5— C —soms

es un morfismo de E-tridngulos. Entonces, n~'d satisface que

pe(n'd)(9) =y(10)(9)

=Y,
por lo que es de la forma (%{ I). O

A continuacién, mostramos un ejemplo de una categoria extriangulada que no es exacta ni triangulada
en general.

Proposiciéon 4.4.26 | , Proposition 3.30] Sean (<, E,s) una categoria extriangulada y .# C o
una subcategoria aditiva plena de o/ cerrada por isomorfismos en 7. Si . C Projg () N Injg (<), en-
tonces la categoria cociente &7 /.# tiene una estructura de categoria extriangulada, inducida de la de .
En particular, a cada categoria extriangulada (27, E,s) podemos asociarle una categoria extriangulada

“reducida” &/’ := &/ /(Proj(«/) N Inj(«7)) que satisface Projg(«7’) N Injg(=7’) = 0.
Demostracion. Sea of = o |.F .

Dado que E(.#, /) = E(«/,.#) = 0, podemos definir un bifuntor aditivo E : 7™ x &/ — Ab dado
por

E(C, A)

E(c,a)

E(C,A) V A,C € Obj(«),
E(c,a) V a € Homy (A, A"),c € Hom,(C,C"),

donde @ y ¢ son las clases de correspondencia en 7 /.# correspondientes a a y ¢, respectivamente.

Para cualquier E-extensién 6 € E(C, A) = E(C, A), definimos
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donde 5(6) = [A 2% B %% C]. Veamos que § es una realizacién aditiva de E. Sea (@,¢) : 0 = (A,5,C) —
§ = (A’,¢,C") un morfismo de E-extensiones. Por definicién, esto equivale a que (a,c) : § — ¢’ sea un

morfismo de E-extensiones. Supongamos que §(0) = [A & B % ()], 5(0') = [A' % B U C'"]. Dado
que la condicion de la Definicién 4.2.7 no depende de los representantes de las clases de equivalencia de
suseciones en o7, podemos suponer que s(0) = [A = B % C],5(8') = [A’ % pY C']. Entonces, existe
un morfismo b € Hom,, (B, B') tal que (a,b,c) realiza a (a,c), de donde se sigue que (@, b, ) realiza a
(@,¢). Por otro lado, la igualdad § = 0 se satisface trivialmente, mientras que

5(0pd) =s(06p )

Ahora, supongamos que tenemos §(8) = [A 5 B % C],5(5') = [A’ KNy N C'l'ya € Hom (A4, A'),
b € Hom—(B, B') tales que 2/a = bZ. Entonces, nuevamente, podemos suponer que $(6) = [A = B N

0),s(8") = [A' > B' % €] Por @a = bz, existen I € Obj(.#),i € Hom (A, 1) y j € Hom, (I, B')
tales que x'a = bx + ji. Por el Lema 4.4.25, obtenemos el E-tridangulo

AL BPIY oI -,

el cual induce el isomorfismo de E-triangulos

>
H lﬁ l@ (4.4.10)
A B C - >

z Y 0

Por otro lado, dado que (<7, E, s) cumple el axioma (ET3), tenemos el siguiente morfismo de E-tridngulos.

H l(,, i l (4.4.11)
A B’ C - >

/ /

T y &

De los diagramas (4.4.10) y (4.4.11), obtenemos un morfismo de E-extensiones (a,cpc") : § — ¢’ tal
que (¢pc ')y = y’b. Dualmente, se demuestra (ET3)*.

7 77 5 = - 5 —
Sean AL B L D% y BY% ¢ % F “-» E-tridgngulos. Entonces, siguiendo los mismos argumen-
/ 6 ! 6/
tos de antes, podemos suponer que A ENY; JEINY ) BREN y B4 C % F “-5 son E-tridngulos. Entonces,
puesto que (&, E;s) cumple el axioma (ET4), obtenemos el diagrama conmutativo en &7

f/

A-L.B D
|
A——C—E
oL
F——F
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compuesto de conflaciones, que satisface s(f"-¢') = [D 4L ES FJ,0"-d=4¢y f-0"=4J"e Laimagen
de este diagrama en </ muestra que también se verifica (ET4) en (&, E,5). Dualmente, se demuestra
(ET4)*. O

Corolario 4.4.27 | , Corollary 3.32] Sean (<7, E,s) una categoria extriangulada y .# C & una
subcategoria aditiva plena de .o/ cerrada por isomorfismos en 7 tal que E(.#, %) =0. Si 2 C o/ es la
subcategoria plena de los objetos Z € Obj(«7) tales que E(Z,I) = E(I,Z) = 0 para todo I € Obj(.¥),
entonces % /.7 es una categoria extriangulada.

Demostracion. Se sigue de la Observaciéon 4.3.4 y la Proposiciéon 4.4.26. O]

Pares de cotorsion

Definicién 4.4.28 | , Definition 4.1] Sea (7, E, s) una categoria extriangulada. Un par de cotorsion
(completo) (U, V) en (</,E,s) es un par (U,V) de subcategorias aditivas plenas de o7, cerradas por
sumandos directos en 7, tal que cumple las siguientes condiciones.

(a) E(U, V) =0.
(b) Para cualquier C' € Obj(.«7), existe una conflacién V¢ — U® — C tal que UY e U, VC € V.
(c) Para cualquier C' € Obj(«7), existe una conflaciéon C' — Vo — Up tal que Us € U, Vi € V.

Definicién 4.4.29 | , Definition 4.2] Sean (&7, E,s) una categoria extriangulada y X, C &/ un
par de subcategorias plenas cerradas por isomorfismos. Definimos las subcategorias plenas Cone(X,))
y CoCone(X,)) de 7, las cuales son cerradas por isomorfismos, como sigue.

(i) C € Obj(«/) pertenece a Cone(X,)) si, y s6lo si, admite una conflacion X — Y — C con

XeX,Ye.
(ii) C € Obj(«f) pertenece a CoCone(X,)) si, y sélo si, admite una conflacion ¢ — X — Y con
XeX,Yel.
Observacién 4.4.30 | , Remarks 4.3, 4.4, 4.6 & 4.7]

Sean («7,E,s) una categoria extriangulada y U,V subcategorias plenas de <7 cerradas por isomor-
fismos.

(1) SilU y V son subcategorias aditivas de o7, entonces del axioma (ET2) se sigue que Cone(U, V) y
CoCone(U, V) también lo son.

(2) Si (U, V) es un par de cotorsién completo en (<7, E, s) entonces, por la Observacion 4.2.9, tenemos
que
Celd < EC,V)=0 AN CeV < EU,C)=0

para todo C' € Obj(«7). Més aun, por la Proposicién 4.4.11, se sigue que las subcategorias U y V
son cerradas por extensiones en .o .

(3) (U,V) es un par de cotorsién completo en (&7, E, s), si, y s6lo si, & = Cone(V,U) = CoCone(V,U).

(4) Si X C o es una subcategoria entonces, por el inciso (2) y la Proposicion 4.4.21, tenemos que
(X, .o7) es un par de cotorsiéon completo si, y sélo si, (Projg(«/),o/) es un par de cotorsion si, y
sOlo si &7 tiene suficientes E-proyectivos. Mas atn, se verifica una observacion andloga para objetos
[E-inyectivos.
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Corolario 4.4.31 | , Corollary 4.5] Sean (U, V) un par de cotorsién en una categoria extriangulada
(o ,E,s5) y C € Obj(«/). Si U € U y existe una secciéon C' — U o una retraccién U — C, entonces
C' € U, y similarmente para V.

Demostracion. Supongamos que U € U. Sean s € Homy(C,U) y r € Hom (U, C) tales que rs = 1¢.
Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de transformaciones naturales

E<U7 _)
IE(TOV' {(ST,_)
E(C. ) E(1¢°P,—)=1g(c,-) E(C, )

Luego, E(U,V) = 0 implica que E(C,V) = 0y, del inciso (2) de la Observacién 4.4.30, se sigue que
Cel. O



Apéndice A
Categorias abelianas

En este Apéndice, presentamos la definicién de categoria abeliana dada por Mitchell| | e inclui-
mos algunos resultados de categorias abelianas relevantes para el desarrollo del texto principal. Antes de
esto, definimos algunas nociones generales de teoria de categorias necesarias para definir las categorias
abelianas que no fueron incluidas en el Capitulo 0 y mostramos propiedades basicas de algunos tipos de
categorias previas a las Puppe-exactas, las cuales definen la estructura exacta de las categorias abelianas.

A.1. Intersecciones, uniones, imagenes y preimagenes

Definicién A.1.1 Sean % una categoria, A € Obj(¢) y {p; : Ai = A}ier una familia de subobjetos
de A. Una interseccion de dicha familia es un morfismo A’ £ A en € tal que satisface las siguientes
condiciones.

(I1) Para cada i € I, u se factoriza a través de p;; diagraméticamente,

Al a A

/ Viel
3 v; ” i

A;

(I2) Sea B % Aen¥. Si, para cada ¢ € I, 6 se factoriza a través de u;, entonces 6 se factoriza de
forma tnica a través de u; diagramaticamente

B 0 A B 4 A.

BN/ Hi N M

A; A’

Observacién A.1.2 Sea A’ % A la interseccién de una familia de subobjetos {pi : A — A}ics en una
categoria €.

(1) p € Mong(—,A) y u < p; para cada i € I.

«
En efecto: Sean X *% A —E 5 A tales que poy = pics. Veamos que oy = ap. Por ser y una
az

interseccion de {yu; : A; — A}ics, tenemos el diagrama conmutativo en €

165
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A a A

/ Viel.
vi i

A

Ahora, consideremos a X KNy Como, para cada 7 € I, se tiene que
pi(vion ) = (pivi)an
= Mal
= 9,

por (I2), se sigue que existe un tinico morfismo X - A’ que hace conmutar el siguiente diagrama
en ¢

Dado que pay; = 6 = pas, por la unicidad de 7 se sigue que a; = as, lo que implica que p es un
monomorfismo. En particular, para cada i € I, tenemos que p < p;, pues v; € Mong(—, A)(u, ;).

En vista de (1), si A” <5 A es otra interseccién de {u; : A; — Alics, entonces 4/ ~ p en
Mong (—, A).

En efecto: Por ser p/ una interseccion de {u; : A; — A}icr, de (I1), se sigue que el siguiente
diagrama en ¥ conmuta

v ,1 i

Ahora, por (1), sabemos que p/ € Mong(—, A). Luego, del diagrama anterior se sigue que p' < p.
Andlogamente, se obtiene que u < i’ y, por el inciso (2) de la Observacién 0.4.14, concluimos que
p' ~ puen Mong(—, A).

En vista de (2), y en caso de que exista, denotaremos por

N4 S A

i€l

a la eleccién de una intersecciéon de la familia {u; : A; — A}ier.
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(4) Supongamos que [ = &. Entonces, A 14, A es la interseccién de {pi : Ai — A}icr; esto es,

1€ED

En efecto: Sea I = ). Dado que A 4 A es un isomorfismo, entonces por el inciso (6) de la
Observaciéon 0.2.2, tenemos que 1,4 es un monomorfismo, por lo que A es un subobjeto de A, via
14. Dado que la familia de subobjetos {A; L A}lier es vacia, entonces u se factoriza a través de
cada p; por vacuidad. Sea B b Aen € tal que se factoriza a través de cada p; lo que, por vacuidad,
significa que # es un morfismo arbitrario. Como 146 = 6, entonces 6 se factoriza a través de 14
trivialmente. Mas atn, si B = A es tal que 140 =60, 0 = 140 = 0, por lo que la factorizacién de
0 a través de 14 es unica.

Proposicion A.1.3 Sean ¢ una categoria, A, B € Obj(%) tales que existe A[[Ben ¥y «a,5: A— B
en % . Por la propiedad universal del producto, podemos considerar #;,605 : A — A[[ B en % tales que
hacen conmutar los siguientes diagramas en ¢

(A.1.1)

En particular, de m#; = 14 = m6 y los incisos (6) y (5) de la Observacién 0.2.2; se sigue que 6; y 05
son monomorfismos. Las siguientes condiciones se verifican.

(a) Si el diagrama en €

2 Jel (A.1.2)

conmuta, entonces p; = Uoa.

(b) Las siguientes condiciones son equivalentes.

(b1) El diagrama en ¢

K —" A

p ng (A.1.3)
A — AJlB

conmuta y K2 4 [1 B es la interseccion de 6, y 05.
(b2) 1 = Equ(a, §).

Demostracion.
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(a) Supongamos que el diagrama (A.1.2) conmuta. De la conmutatividad de los diagramas (A.1.1), se
sigue que

p1 = lap
= (mb1)
= m1(0111)
= 71 (02/12)
= (m162) 2
= lapo
= H2.

(b) (b1)=-(b2) Por la Proposicién A.1.4, tenemos que el diagrama (A.1.3) es un producto fibrado en

% . Veamos que K £ A es un ecualizador de A % B . En efecto, tenemos que

B = mabap
= b1t
= Q.

Ahora, sea X - A en € tal que ay = B7. Dado que

[l
@ 9
> 5

= (ma262)7
= 7T2(027>7
por la propiedad universal del producto, se sigue que 01y = 57. Luego, como el diagrama (A.1.3)

es un producto fibrado, por la propiedad universal del producto fibrado, existe X - K en € tal
que hace conmutar el siguiente diagrama

(A.1.4)

Mas atin, como por el Corolario 0.5.25 tenemos que p es un monomorfismo, se sigue que 7 es el
tnico morfismo en % que hace conmutar el diagrama (A.1.4). En particular, 7 es el inico morfismo
en € tal que pvy = 7.
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(b2)=-(b1) Sea u = Equ(c, 3). Por la Proposicion A.1.4, es suficiente verificar que el cuadrado del

diagrama (A.1.3) es un producto fibrado en €. Sean X $ A tales que 0107 = Oa5. Dado

que

= 7T1(91M)>

Ta(Oapt) = (maba)
= Op
= ap (1 = Equ(a, 3))
= (mabh )
= Ta(0141),

de la propiedad universal del producto, se sigue que fou = 61 . Observemos que

ay = 1am
=mbioy
= m bz
=l
= Oy,

por lo que

Boy = Pay

= 7T2620[2

= 7T2(910z1

= Q.

Luego, de la propiedad universal del ecualizador, se sigue que existe un tnico morfismo X XK
en € tal que u\ = ay.

O
Proposicién A.1.4 Sean € una categoria, 4; < A <> Ay en € y
P2, 4,
ﬁll Jag
A —— A
pi=aafa

un diagrama conmutativo en €. Entonces, dicho cuadrado es un producto fibrado si, y sélo si, P ———=
A es la interseccion de ay y as.

Demostracion. (=) De la hip6tesis, se sigue que p se factoriza a través de ay y g, por lo que se verifica
(I1). Sea {n; : P' — A;}i—12 una familia de morfismos en % tal que § = aym = aqne. Entonces, por
la propiedad universal del producto fibrado, existe P’ -5 P en € tal que el siguiente diagrama en €
conmuta



170 Apéndice A. Categorias abelianas

Por ende,

pn = aaBan
= Qa2

=0.

Mas atin, como a; es un monomorfismo, por el Corolario 0.5.25 tenemos que f5 es un monomorfismo,
de donde sigue que 7 es el inico morfismo en % tal que un = 6.

(<) Sean P’ %5 A; en €, con i € {1,2}, tales que asny = a;7;. Consideremos a JZe2m, A Como
aane = oy, por la propiedad universal de la interseccién, tenemos que existe un morfismo P’ % P en
% tal que 6 = un. Dado que

042(5277) = (06252)77
= pn
=40

= Q2T)2

y ap es un monomorfismo, se sigue que [on = 1,. Analogamente, usando que a; es un monomorfismo,
se obtiene que (5117 = 7;. Finalmente, como por el inciso (1) de la Observacién A.1.2 sabemos que pu es
un monomorfismo, se sigue que 7 es el tinico morfismo en % tal que 6 = un. [

Definicién A.1.5 Sea % una categoria. ¥ es una categoria con intersecciones si, para cualquier A €
Obj(%) y cualquier familia {u; : A; < A};er de subobjetos de A, existe una interseccion p : ;e A; — A.
Si las intersecciones existen solo para conjuntos de indices finitos, decimos que € tiene intersecciones
finitas.

Teorema A.1.6 Sea ¥ una categoria con coproductos finitos. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) € tiene igualadores.
(b) ¥ tiene productos fibrados.

(c) ¥ tiene intersecciones finitas.

Demostracion. Las implicaciones (a) = (b), (b) = (c¢) y (¢) = (a) se siguen de las Proposiciones
0.5.36, A.1.4 y A.1.3, respectivamente. O]

A continuacién, presentamos la nocion dual de la interseccién, dado que sera usada mas adelante.

Definicién A.1.7 Sean % una categoria, A € Obj(¥) y {8 : A - Al},cr una familia de objetos

. . . . . 0 .
cociente de A. Una cointerseccion de dicha familia es un morfismo A — A’ en ¥ tal que satisface las
siguientes condiciones.
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(CI1) Para cada i € I, 0 se factoriza a través de cada (3;; diagramaticamente,

A o A

A
\ Viel.
Bi i

Al

)

(CI2) Sea A Ben €. Si, para cada i € I, u se factoriza a través de f;, entonces p se factoriza a través
de 6; diagramaticamente,

A a B A " B.

R ‘
\ Viel =— o
Bi 3 0 L

Al A

: : ., 9
En caso de que exista una cointerseccion para {3; : A — A};cr, la denotaremos por A — Nz, A;.

Definicién A.1.8 Consideremos el siguiente diagrama en una categoria &

A B’

b
A — B.

Decimos que u es llevado a h, via f, si existe A’ Iy B en € tal que hf' = fu; diagramaticamente,

A f! » B’

of [»

ATB.

Definicién A.1.9 Sean ¥ una categoria, A € Obj(¢) y {u; : A; — A},c; una familia de subobjetos

de A. Una unién de dicha familia es un subobjeto A’ <> A de A tal que las siguientes condiciones se
satisfacen.

(Ul) uy < wu para todo i € I.

(U2) Si A . Ben € es tal que cada u; es llevado, via f, a algiin subobjeto B’ L B, entonces u es
llevado a u, via f; diagramaticamente,

o

At g paratodoie I

u
Uz\[ 1

ATB

Observacién A.1.10 Sean ¢ una categorfa, A € Obj(¥) y A’ = A una unién de subobjetos {u; :
Ai — A}ie[ de A.
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(1) Sean B’ 4B y {fl : A; = B'}ier tales que puf! = fu; para todo ¢ € I. Entonces, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en &

. 1! o
A ——
Uy

~

I

AT)B'

En efecto: por (Ul), para cada i € I, existe 4; = A’ en € tal que uv; = u;. Luego, por (U2),
existe A’ 25 B’ en € tal que pf” = fu. Como para cada i € I tenemos que

wf"vi = fuv;
= nfi

y i es un monomorfismo, se sigue que f"v; = f! para cada i € I.

(2) Si X < A es tal que u; < v para cada i € I, entonces u < v.

En efecto: haciendo f :=14 y p:=v en (1), se tiene el diagrama conmutativo

por lo que u < v.

(3) Si A” < A es otra unién de {u; : A; — A}icr, entonces u >~ o/ en Mong(—, A).

En efecto: aplicando (2) a u y «/, se sigue que u < v y v’ < w. Luego, del inciso (2) de la
Observacion 0.4.14; tenemos que u ~ u' en Mong(—, A).

(4) En vista de (3), y en caso de que exista, denotaremos por
JA = A
el
a la eleccién de una unién de {u; : A; = A}ier.
Definicién A.1.11 Sea % una categoria. € es una categoria con uniones si, para cualquier A € Obj(%)

. .. . s u . . . ,
y cualquier familia {u; : A; — A}icr en €, existe la unién U;c; A; — A. Si las uniones existen sélo para
conjuntos de indices finitos, diremos que € tiene uniones finitas.

Definicién A.1.12 Sean % una categoria y A I Ben%. Una tmagen de f es un subobjeto I < Bde
B tal que satisface las siguientes condiciones.
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(Im1) Existe A I [ en € tal que f = pf’; diagramaticamente,

f/“‘,( /

I

(Im2) Si I <5 B es un subobjeto de B tal que existe A I 1 con f = Wf", entonces u < p;
diagraméticamente

I
fl/

!
X’J
A B - B.
~ A
I I

Observaciéon A.1.13 Sean ¥ una categoria, A L Benw y I < B una imagen de f en %.
(1) La composicién A o7 Ben (Im1) se dice que es una factorizacion de f a través de su imagen.

(2) Sea A L ' & B una factorizacién de f através de ' € Mong(—, B). Entonces, existe un tnico
morfismo I = I’ en € que hace conmutar el siguiente diagrama

]’l
f//

A X
A [ B.
.
I
En efecto, por (Im2), existe I = I’ en € tal que p = p'u. Luego, dado que
puf = pf'
=f
— lell
y i/ es un monomorfismo, tenemos que uf’' = f”.

(3) Si J <> B es otra imagen de f, entonces y ~ v en Mong(—, B).
En efecto, por (IM2), se tiene que p < vy v < u. Luego, del inciso (3) de la Observacién 0.4.14,
se sigue que p ~ v en Mong (—, B).

(4) En vista del inciso (3), y en caso de que exista, denotaremos por Im(f) <= B a la eleccién de una
imagen de f.

Proposicién A.1.14 Sea A Iy B un monomorfismo en una categoria €. Entonces, A Iy B es una
imagen de f, es decir, Im(f) ~ f en Mong(—, B).
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Demostracion. Observemos que A J Besun subobjeto de B y que 14 € Mor(%) tal que f = flu.

Supongamos que existen [’ & B y A IS5 I en € tales que f = ' f”. Entonces, tenemos el diagrama

conmutativo en €
2

A f B.

N

A

Por ende, A <£ B es una imagen de f y, del inciso (3) de la Observacién A.1.13, se sigue que Im(f) ~ f
en Mong(—, B). O

Definicién A.1.15 Sea % una categoria. € es balanceada si todo morfismo que es un monomorfismo y
un epimorfismo es un isomorfismo.

Proposiciéon A.1.16 Sean % una categoria balanceada y A Iy Ben € tal que existe Im(f) en €. Si
ALy T Bes tal que pnf’ = f, entonces <% B es una imagen de f.

Demostracién. Sean A Ly T <5 B tal que uf'=fy A EAN Im(f) < B una factorizacién de f a través
de su imagen. Entonces, por el inciso (2) de la Proposicién A.1.13, tenemos que existe Im(f) = I en €
tal que hacer conmutar el diagrama en &

I
A / AUX B.
NI (f)/

Luego, del inciso (5) de la Observaciéon 0.2.2; se sigue que u es un monomorfismo y un epimorfismo.
Como % es balanceada, u es un isomorfismo, de donde concluimos que p ~ v en Mong(—, B). O

Definicién A.1.17 Sea € una categoria. € es una categoria con imdgenes si todo morfismo A I Ben

% tiene una imagen [ X Ben¥. Si, ademas, el morfismo A I T tal que f = uf’ es un epimorfismo,
se dice que € tiene imdgenes epimorficas.

Definicién A.1.18 Sean % una categoria y A Iy Ben . Una coimagen de f es un objeto cociente
A 2» J de A tal que satisface las siguientes condiciones.

(Colml) Existe J . Ben % tal que f = f'p; diagramaticamente,

(Colm2) Si A L J' es un objeto cociente de A tal que existe .J’ 2 B con f = f"p, entonces p < p;
diagramaticamente
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N
N A ~

Definicién A.1.19 Sea ¥ una categoria. € es una categoria con coimdagenes si todo morfismo A ENY:)
en € tiene una coimagen A 2» J en €.

Qg

Definicién A.1.20 Sea A £ B un morfismo en una categoria €. La imagen inversa por f de B’ — B
es el producto fibrado en &

B/
-
B

?

P2,
o
A

donde el objeto P suele denotarse por f~!(B’).

—
f

A.2. Categorias con nticleos y conuicleos

Definicién A.2.1 Sea ¥ una categoria con objeto cero. Entonces, € es una categoria con nicleos si
cada morfismo en % tiene un ntcleo.

Definicién A.2.2 Sean % una categoria con nicleos, A € Obj(%) y 51 3, B € Epig (A, —). Entonces,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en ¢

Ker(5) B

XA V |

AN
By

Como Poks, = (051)ks, = 0, por la propiedad universal del niicleo, existe un tnico morfismo de Ker (/)
a Ker(f2) en €, que denotamos por Ker(6d), tal que el siguiente diagrama en 4 conmuta

Ker(82)

Ker(5)
3 Ker(6) \ /
/ \

Ker (B2)

De esta manera, definimos la correspondencia
Ker : Epiy (A, —) — Mong(—, A)
Ke
(51 % 52) (Ker(ﬁl)

I‘

% Ker(fr)).
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Observacién A.2.3 Sean ¥ una categoria con nicleos y A € Obj(%).
(1) Ker : Epiy(A, —) — Mong(—, A) es un funtor.

(2) La correspondencia Ker : Obj(Epiy, (A, —)) — Obj(Mong(—, A)) invierte el preorden. Es decir, si
B1, B2 € Epiy (A, —) son tales que 51 < (s, entonces Ker(fs) < Ker (/).

Definiciéon A.2.4 Sea % una categoria con objeto cero. Entonces, € es una categoria con conicleos si
cada morfismo en % tiene un contucleo.

Definicién A.2.5 Sean ¢ una categoria con conticleos, A € Obj(%) v oy - as € Mong(—, A).
Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en &

CoKer(ay)

\/
/\

CoKer(ay).

Como ¢u,0p = Coy(ey) = 0, por la propiedad universal del conticleo, existe un tnico morfismo de
CoKer(ay) a CoKer(ay) en €, que denotamos por CoKer(7), tal que el siguiente diagrama en ¢’ conmuta

CoKer(ay)
/ 3! CoKer(v)
CoKer(ag)

De esta manera, definimos la correspondencia

CoKer : Mong(—, A) — Epig (A, —)

(al ui 042) > (CoKer(al) GoKery), CoKer(az))

Observacién A.2.6 Sean % una categoria con conticleos y A € Obj(%).

(1) CoKer : Mong(—, A) — Epiy (A, —) es un funtor.

(2) La correspondencia CoKer : Obj(Mong(—, A)) — Obj(Epi,(A, —)) invierte el preorden. Es decir,
si g, ap € Mong (—, A) son tales que ay < ap, entonces CoKer(ay) < CoKer(a).

A.3. Categorias normales y conormales

Definicién A.3.1 Una categoria € es normal si tiene objeto cero y cada monomorfismo en € es nicleo
de algin morfismo en %. Dualmente, una categoria € es conormal si €°P es normal.

Proposiciéon A.3.2 Sea ¥ una categoria normal con niicleos. Entonces, € tiene imagenes inversas e
intersecciones finitas.
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Demostracién. Sean A L5 B y B’ <% B en %. Dado que € es normal, existe B < (' tal que p = Ker(a)
y, como € tiene nicleos, existe Ker(af). Luego, de

0= (af)kas
= a(fkay)

y la propiedad universal del nicleo, se sigue que existe Ker(a.f) L B’ tal que el siguiente diagrama en
% conmuta

Ker(af) i, 4 o

oo ]

B’ B C.

uw a

Luego, por la Proposicién 1.1.26, el cuadrado izquierdo del diagrama anterior es un producto fibrado,
por lo que f~Y(B') = Ker(af).

Sea {A; £ A};e; una familia finita de subobjetos de A. Por el inciso (4) de la Observacién A.1.2
sabemos que, para [ = &, existe N;c; A;. Supongamos que |I| =n € N—{0}. Por induccién, es suficiente
mostrar la existencia de A; N Ay para {4 NN A, Ay L2 A}. Ahora, dado que existen iméagenes inversas,
se tiene el producto fibrado en &

prt(Ar) — Ay

| [

AQ‘Q—1>A

Luego, por la Proposicién A.1.4, se tiene que A; N Ay ~ 15" (A1) en Mong(—, A). ]

Proposiciéon A.3.3 Sean % una categoria con nicleos y conticleos, y A € Obj(%). Entonces, para los
funtores
Mong (—, A) 2% Epi (A, —) =% Mong(—, A),

se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) KerCoKer > lyion,(—,4) si € es normal.
(b) CoKerKer ~ 1g,;_(a,—) si € es conormal.
Demostracion.

(a) Sea € normal. Entonces, para cada A’ <> A en €, existe A Jo B en € tal que a = Ker(f,).
Luego, por la Proposicion 1.1.32, se tiene el siguiente diagrama conmutativo en ¢

Al - - A —* CoKer(a)
o (A.3.1)

o' =k,

o

3! N
A

Ker(CoKer(a)),

donde @ es un isomorfismo en Mong (—, A). Veamos que
Nt Inong (—,4) — KerCoKer,

con 1), ‘= @, es un isomorfismo natural. Por el inciso (4) de la Observacién 0.6.2, basta ver que n

L h .
es una transformacién natural. En efecto, sea a3 — a en Mong (—, A). Entonces, por el diagrama
(A.3.1), tenemos el siguiente diagrama conmutativo en &
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Ker o CoKer(a;)

Al o CoKer(ay)
x Cay

h A CoKer(h) h:=KeroCoKer(h)
/ Ca2

A, o CoKer(az).

Ker o CoKer(as)

De la Definicién A.2.2, tenemos que h es el tinico morfismo en € tal que abh = o). Dado que

ay(@h(art)) = (ahas)(h(@n) ™)
= Oézh(a1>71
= Oél(al)_l

/
= 0[1’
por unicidad, se sigue que

h = axh(a;) ™
- nazhn;f'

h - : :
Por ende, para todo a; = ay en Mong(—, A), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

h
aq (8%

nall Jnaz

Ker o CoKer(a;) Ker o CoKer(as).

_—
KeroCoKer(h)

(b) Sea & conormal. Entonces, para cada A =% A’ en €, existe B Jos A tal que a = CoKer(f,).
Luego, por la Proposiciéon dual a 1.1.32, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en &

Ker(«) A = A,

3
m NE' @ (A‘3‘2>

CoKer o Ker(«)
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donde @ es un isomorfismo en Epi, (A, —). Veamos que
1 : 1gpi,(a,—) — CoKer o Ker,

con 1, := @, es un isomorfismo natural, para lo cual basta ver que es una transformacion natural.

En efecto, sea oy 2 s en Epi, (A, —). Entonces, por el diagrama (A.3.2), tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en ¢

CoKer o Ker(ay)

h:=CoKeroKer(h)

h A/
\

CoKer o Ker(ay)

De la Definicién A.2.5, tenemos que h es el tinico morfismo en € tal que of, = ha/;. Dado que
(@h(a)™)a) = @h((ar')ay)
= aghal
= Q09
g 0/27
por unicidad, se sigue que
h = axh(a;)
= TNas hn;}-
Por ende, para todo h : a; — a3 en Epi, (A, —), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

h
aq (8%

nall Jnag

CoKer o Ker(ay) CoKer o Ker(as).

_—
CoKeroKer(h)

]

. s ; , . f .
Proposiciéon A.3.4 Para una categoria %, con ntucleos y contcleos, y A = B en %, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Existe un tnico morfismo A EN Ker(CoKer(f)) tal que k., f = f; diagraméticamente,

A- ! B —“ CoKer(f).
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(b) Si € es normal, entonces Im(f) ~ Ker(CoKer(f)) en Mong(—, B).

Demostracion.

(a) Dado que ¢;f = 0, por la propiedad universal del nicleo, se tiene que existe un tnico morfismo

Al Ker(cs) en € tal que k, f = f.

ke
(b) Sea € normal. Veamos que Ker(cy) —y B es el menor subobjeto de B a través del cual se factoriza

f. En efecto, por (a), sabemos que f se factoriza a través de k... Sean A B B3 Ben € tales
que 78 = f. Luego, tenemos el diagrama en €

NN

CoKer(7).

Luego, por el inciso (a) de la Proposicién A.3.3, tenemos que Ker(cy) ~ Ker(CoKer(y)) =~ v en
Mong (—, B), por lo que v es un nicleo de ¢,. Ahora, como ¢, f = ¢, = 0, por la propiedad
del conticleo tenemos que existe CoKer(f) -5 CoKer(7) en € tal que hace conmutar el siguiente
diagrama en ¢

CoKer(f)
e
B n
COK;r(v).

Por otro lado, como ¢ k., = ncgke, = 0y v es un nicleo de ¢y, por la propiedad universal del

nicleo tenemos que existe Ker(cy) Ly B' en € tal que el siguiente diagrama en ¢ conmuta

ke
Por ende, k., <7y, asi, Ker(cy) % B es una imagen de A ENY:}

[]

Proposicién A.3.5 Sea ¥ una categoria normal, con nucleos y contcleos. Entonces, € es balanceada.
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Demostracién. Sea A L3 B un monomorfismo y epimorfismo en % . Por la Observacion 1.1.33, tenemos
que

CoKer(ALB) =(B—0) y Ker(B—0)= (Bl—B> ),

de donde se sigue que Ker(CoKer(f)) = ( 2, B). Luego, f es un monomorfismo, por el inciso (a)
de la Proposicion A.3.3, tenemos que Ker(CoKer(f)) ~ f en Mong(—, B). Por ende, Ker(CoKer(f)) ~
(B 1z, B) en Mong (—, B) y, por el inciso (2) de la Observacion 0.4.14, existe un isomorfismo ¢ : B = A
en € tal que ft = 1p, por lo que f = 15t~! =¢~!. Por lo tanto, f es un isomorfismo.

U

A.4. Categorias Puppe-exactas

Definicién A.4.1 Una categoria ¢ es Puppe-ezacta si es normal, conormal, tiene niicleos y contcleos,
y todo A = B en % admite una factorizacion canoénica a través de su imagen como sigue

A f B.
I

Definicién A.4.2 Sea % una categoria Puppe-exacta. Una sucesion de morfismos en € es un diagrama
& en € de la forma

%Mz—lﬂMngz—H%

Una sucesion & en € es exacta en M; si
Im(fi—1) ~ Ker(f;) en Mong(—, M;).

Una sucesion € en € es exacta si es exacta en M; para toda i. Una sucesion exacta corta en € es una
sucesion exacta de la forma
f1 f2
0— M; = My = Ms; — 0.

Proposicién A.4.3 Sea % una categoria Puppe-exacta. Entonces, las siguientes condiciones se satisfa-
cen.

(a) € es balanceada y tiene imagenes. Mas aun, Im(f) ~ Ker(CoKer(f)) para todo f € Mor(%).

(b) Para A I, B en €, consideremos el diagrama en ¢
A ! B
1

Entonces, Ker(f) ~ k,, CoKer(f) ~ ¢, y Im(f) ~ v.

kq

Ker(q) “ 5 CoKer(v).

Demostracion.

(a) Por la Proposiciéon A.3.5, se sigue que € es balanceada. Mds atin, por el inciso (b) de la Proposicién
A.3.4, tenemos que ¢ tiene imagenes y Im(f) ~ Ker(CoKer(f)) para todo f € Mor(%).
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(b) Por el inciso (a) y la Proposicién A.1.16, se sigue que Im(f) ~ v en Mong(—, B). Como v es un
monomorfismo, tenemos que

Ker(f) = Ker(vq)
~ Ker(q) (Lema 1.1.24(b))
— ky.

Por otro lado, como ¢ es un epimorfismo, tenemos que

CoKer(f) = CoKer(vq)
~ CoKer(v) (dual del Lema 1.1.24(b))

= Cy.

Observacion A.4.4 Sea ¢ una categoria.

(1) Si ¥ tiene igualadores, es normal y conormal, y tiene niicleos y contcleos, entonces es Puppe-
exacta.

En efecto: La existencia de factorizaciones candnicas se sigue de los incisos (a) y (c¢) de la Propo-
sicion A.3.4.

(2) El universo de las categorias Puppe-exactas es dualizante.

(3) Supongamos que € es Puppe-exacta. Entonces; & tiene coimédgenes. Més atin, en la factorizaciéon
canénica de A L B

N A

I

se tiene que Colm(f) ~ ¢ en Epig, (A, —).

En efecto: como ¢ es un epimorfismo, tenemos que

Colm(f) ~ CoKer(Ker(f)) (dual de la Proposicion A.3.4(b))
~ CoKer(k,) (Proposicién A.4.3(b))
~ CoKer(Ker(q))
~ q. (Proposicién A.3.3(b))

Proposiciéon A.4.5 Sea % una categoria Puppe-exacta. Entonces, las siguientes condiciones se satisfa-
cen.

(a) A 1o B % C es exacta en € si, y sélo si, A 7 B &7 es exacta en €.
(by 0 = A I, B es exacta en € si, y sélo si, f es un monomorfismo en €.

(c) A Iy B = 0 es exacta en & si, y s6lo si, f es un epimorfismo en €.
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(d) 0— A Iy B = 0 es exacta en € si, y s6lo si, f es un isomorfismo en %'

Demostracion.
(a) Por el inciso (2) de la Observacién A.4.4, basta probar una implicacion.

(=) Supongamos que A Iy B4 O es exacta en €. Consideremos la descomposicién candnica

A ! B : C
I J
Observemos que
CoKer(f) ~ CoKer(v) (Proposicién A.4.3(b))
~ CoKer(Im(f)) (Proposicién A.4.3(b))
~ CoKer(Ker(g))
~ Colm(g) (dual de la Proposicion A.3.4(b))

Por ende,

Ker(f°P) = CoKer(f)®
~ Colm(g)°? (dual de la Proposicién A.3.4(b))
= Im(gop)’

op op
de donde se sigue que A I B € es exacta en €.

(b) (=) Supongamos que 0 — A I, B es exacta en . Entonces, Im(0 — A) ~ Ker (A ER B). Como

0 — A es un monomorfismo, por la Proposicion A.1.14, se tiene que Im(0 — A) ~ (0 — A).
Consideremos la factorizacion canoénica de f

A f B.
Im(f)

Luego, tenemos que

q ~ Colm(f) (Observacién A.4.4(3))
~ CoKer(Ker(f)) (dual de la Proposicién A.3.4(b))
~ CoKer(0 — A)
~ (A A)

en Epiy(A,—). Por ende, ¢ es un isomorfismo. Como f = wvgq, de los incisos (6) y (2) de la
Observacion 0.2.2, se sigue que f es un monomorfismo.

(<) Sea A 4, B un monomorfismo en €. Por el inciso (1) de la Observacién 1.1.23, tenemos que
0 — A es un monomorfismo en . Luego, por la Proposicién A.1.14, tenemos que Im(0 — A) ~
(0 — A) en Mong(—, A), por lo que basta ver que Ker(A ER B) ~ (0 — A) en Mong(—, A), para
lo cual utilizaremos el inciso (1) de la Observacién 1.1.23. Claramente, f0 = 0. Sea X % A tal que

fg=0.Como fg=0= fOy f es un monomorfismo, se sigue que g = 0. Luego, si existe X LNy}
tal que el diagrama en %
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conmuta, por el inciso (2) de la Observacién 1.1.2) tenemos que ¢’ = 0 es el inico morfismo tal
que g = 0g,ag’.

(c) Por (a), se sigue de aplicar el principio de dualidad a (b).

(d) Observemos que

0— AL B—0esexactaen € <= f es un monomorfismo y un epimorfismo ((b) ¥ (c))

<= f es un isomorfismo (Proposicién A.3.5)

O

Corolario A.4.6 Sea ¥ una categoria Puppe-exacta. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) La descomposicién canénica de A Sy Ben®
YA ! B
1

Ker(q) “ 5 CoKer(v)

induce las sucesiones exactas en 4

0 — Ker(f) LN/ Colm(f) — 0,
0 — Im(f) = B =% CoKer(f) — 0.
(b) Dado un monomorfismo A . Ben ¢, se tiene la sucesion exacta en €
0-ALB < CoKer(f) — 0.
En tal caso, frecuentemente escribiremos B/A en vez de CoKer(f).
(c) Dado un epimorfismo A <4, Ben %, se tiene la sucesién exacta en €

O—>Ker(f)£q—>Ai>B—>0.

Demostracion.
/ . . -
(a) Sea A= B en . Consideremos su descomposicién candnica

kq

A ! B — CoKer(v).

N A

Im(f)

Ker(q)
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Como k, es un monomorfismo, por la Proposicién A.1.14, tenemos que Im(k,) ~ k, = Ker(q) en
Mong (—, A). Ademads, como ¢ es un epimorfismo, tenemos la siguiente sucesién exacta en €

0 — Ker(f) LINGER Colm(f) — 0.

Ahora, como v es un monomorfismo, nuevamente por la Proposicién A.1.14, tenemos que v ~ Im(v)
en Mong(—, B). Luego, por la Proposicién A.4.3, tenemos que

Im(v) ~v
~ Im(f)
~ Ker(CoKer(f))
~ Ker(c,).

Como ¢, es un epimorfismo, se sigue que la sucesion
0 — Im(f) = B = CoKer(v) — 0
es exacta en .

! .
Sea A < B un monomorfismo en %. Entonces, podemos descomponer a f canénicamente como

kq

A ! B —%— CoKer(f).

N

A

Ker(q)

Luego, del inciso (a), se sigue que la sucesion

0—>Ai>Bi”—>CoKer(f)—>O
es exacta en €.

f . -
Sea A =» B un epimorfismo en % . Entonces, podemos descomponer a f canénicamente como

kq

A ! B — CoKer(v).

N A

B

Ker(f)

Luego, del inciso (a), se sigue que la sucesion

0—>Ker(f)k—q>Ai>B—>O

es exacta en ¥
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Lema A.4.7 Sean % una categoria Puppe-exacta y

0 A2, ,¢ 0
b (A4.1)
0 A’ B2, 0

un diagrama en % con renglones exactos. Entonces, existe un morfismo A Iy A en € tal que ya = af’
si, y sélo si, existe C' L C tal que §'y = gf3. Més ain, dado uno de ellos, el otro queda determinado de
forma tnica.

Demostracion. (=) Supongamos que existe A Iy A en € tal que ya = o f. Observemos que

B ~ CoKer(Ker(f)) (Proposicién A.3.3(b))
~ CoKer(Im(a))
~ CoKer(«) (Proposicién A.1.14)

y, andlogamente, 3’ ~ CoKer(a/). En particular, tenemos que f'a/ = 0, lo que implica que

(B'7)a = B (7a)
— B(a'f)
— (Fa)f
=0.

Como f ~ CoKer(a), por la propiedad universal del conticleo, existe un tnico morfismo C' % C’ en %
tal que ¢'8 = 3.

(<) Se sigue de aplicar el principio de dualidad al inciso anterior. ]

Proposicion A.4.8 Sean € una categoria Puppe-exacta, A € Obj(€) y {a; : A; = A}ie; una familia de
subobjetos de A. Si 6 b AJA" es la cointerseccion de la familia de objetos cociente {§; : A — A/A; }ier,
entonces [ = Ker(A Ly A/A’) es la unién de {«; : A; — A}icr; es decir,

N PA/A = A/ As

el el

Demostracion. Sea A %5 AJ/A" la cointerseccion de la familia {5; : A — A/A;}ie;. Entonces, pa-
ra cada i € I, existe v; : AJA; — AJA’ tal que 0 = v;f;. Por la Proposiciéon A.1.14, tenemos que
Ker(8;) ~ Im(«;) ~ a; para cada i € I, por lo que f;a; = 0, de donde se sigue que fo; = v;5;c; = 0.
Como p = Ker(#), por la propiedad universal del niicleo, existen morfismos A; LN Ker(f) en € tales
que ph; = a; para cada ¢ € I. Por ende, «; < p para cada i € [.

Sean A L B y B’ <% B morfismos en € tales que cada «; es llevado a n, via f. Entonces, existen
morfismos { f! : A; — B'}ier tales que nf! = fa; para cada ¢ € I. Dado que 7 es un monomorfismo, por
el inciso (b) del Corolario A.4.6, tenemos la sucesién exacta en €

0— B % B % CoKer(n) — 0.

Entonces, para cada i € I, se tiene el siguiente diagrama conmutativo en € con renglones exactos
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0 A =2 A—P A4 ——— 0
ol
0 B" —— B —— CoKer(n) —— 0.

Como € es Puppe-exacta, por el Lema A.4.7, para cada i € I, existe A/A; 2 CoKer(n) en € tal que
vif; = pf. Dado que 6 es la cointerseccion de la familia {f; : A — A/A;}ies, existe AJA" 2> CoKer(n) en
€ tal que v0 = pf. Observemos que 7 es tal que el siguiente diagrama en % conmuta y tiene renglones
exactos

0 — Ker(f) —— A 6 AJAN — 0

/ ny

0 B B CoKer(n) —— 0.

n p

Luego, como % es Puppe-exacta, por el Lema A.4.7, existe Ker(0) I B en € tal que fu=mnf". Porlo
tanto, u es llevado a n, via f. m

Lema A.4.9 Sean % una categoria Puppe-exacta y

0 0
At a
Y1 91 (A42)
0 B —— B—— B
Y2 02
/
0 C 7 C

un diagrama conmutativo en %, con renglones y columnas exactas. Entonces, la sucesion
0 AL 4220y pr
es exacta en €.

Demostracion. Por el inciso (b) de la Proposicion A.4.5, tenemos que a; y 1 son monomorfismos vy,
como ayy; = 01 f, del inciso (5) de la Observacién 0.2.2 se sigue que f es un monomorfismo. Luego, por
la Proposicién A.1.14, Im(f) ~ f, por lo que basta ver que f ~ Ker(asyb,;). Observemos que

(06291)f = 042(91f)
= Q071

= 0.
Ahora, sea X 2 Aen € tal que asf;p = 0. Entonces, como ag(6p) =0y

a; ~ Im(a) (Proposicién A.1.14)
~ Ker(ay),
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se sigue que existe X = B’ en ¢ tal que a;v = 6. Como 3 es un monomorfismo y

Bi1yev = Baav
= (9201,[[
=0
= /0,
se sigue que v = 0. Como 7; es un monomorfismo, por la Proposicién A.1.14, tenemos que v, =~

Im(v;) ~ Ker(7;). Luego, por la propiedad universal del niicleo, existe X <> A’ en % tal que yw = v.
Como 6; es un monomorfismo y

thfw = aymw

= 1V

= 91:“’7
se sigue que fw = p. Mas atin, dado que f es un monomorfismo, se sigue que w es el inico morfismo
en ¢ tal que fw = p. Por lo tanto, f es un nucleo de asf; y, del inciso (1) de la Observacién 1.1.23,
concluimos que f ~ Ker(asb, ). O

Lema A.4.10 Sean ¥ una categoria Puppe-exacta y

A
01
B *2,pB_-*2,p" 0
vzl 05 l@ (A.4.3)
! 1
Cl B1 ¢ B2 ¢ 0
0 0

un diagrama conmutativo en %, con renglones y columnas exactas. Entonces, la sucesion
az6y i P2 7
A—B" —(C" =0
es exacta en €.

Demostracion. Se sigue de aplicarle el principio de dualidad al Lema A.4.9, usando el inciso (a) del
Lema A.4.5. O

Proposiciéon A.4.11 Sean % una categoria Puppe-exacta y

0 0 0
A’ A A"
Y1 61 wl
0 B %, pB_-*,p" 0
Y2 02 w2
! 1
0 C o C gR C 0
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un diagrama conmutativo y exacto' en €. Entonces, existe una sucesién exacta 0 — A’ EN NN
en € tal que 01 f = a1y y Y19 = asfy. Mas aun, la sucesién

0— AL 4220 pr 22 o (A.4.4)
es exacta en €.

Demostracion. Por el Lema A 4.7, existen A’ ENY| y AL A" tales que 01 f = a1y y ¥1g = awb;. Luego,
por los Lemas A.4.9 y A.4.10, se tiene que la sucesion (A.4.4) es exacta en €. Entonces, tenemos que
Im(f) ~ Ker(ayb,)

~ Ker(¢rg)
~ Ker(g), (Proposicién 1.1.24)

por lo que sdlo falta ver que g es un epimorfismo para demostrar que la sucesién 0 — A’ ENy Ny N
es exacta en €. Consideremos a la factorizacién canénica de aqb;

A @261 B

N

Observemos que

Yy =~ Tm(e)y) (Proposicién A.1.14)
~ Ker(wg)

~ Im(agel)

en Mong (—, B") y, por el inciso (b) de la Proposicién A.4.3, tenemos que py ~ Im(ayf;) en Mong (—, B”),
de donde se sigue que 1; ~ py. Es decir, existe n : A” = I en € tal que hace conmutar el diagrama en

(2
A//

I
Luego, como ps es un monomorfismo, de
pang = P19
= 04291
= P201,

se sigue que ng = py, lo que implica que g = n~!p;. Como n~! es un isomorfismo y p; es un epimorfismo,
por los incisos (6) y (2) de la Observacién 0.2.2, concluimos que ¢ es un epimorfismo. O

Corolario A.4.12 Sean % una categoria Puppe-exacta y el diagrama en &

1Es decir, con renglones y columnas exactas.
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un producto fibrado. Entonces, dicho diagrama se puede completar al siguiente diagrama conmutativo
y exacto en €

0 0
0 A5, p o 0
B
0 A—s B0 C 0
P 0l
C// C//
0 0

Demostracion. Como «; es un monomorfismo, por los incisos (b) y (c¢) del Corolario A.4.6 tenemos las
sucesiones exactas en ¢

0002050 v 045 B2 020,

donde 7 = CoKer(ay) y 6 = Ker(ay), por lo que podemos considerar el siguiente diagrama en ¢

0 0 0
A B’ o
| b

0 A% . p_*, (¢ 0 (A.4.5)
| bk

0 0 O =—— " —— 0,
0 0 0

donde 7 := yay. Observemos que la primera columna y el segundo renglén del diagrama (A.4.5) son
exactos trivialmente. Dado que

Pl = vyanl

ambos cuadrados del diagrama (A.4.5) conmutan. Por el inciso (a) del Corolario 0.5.25, 5 es un mono-
morfismo y, como v y as son epimorfismos, por el inciso (2) de la Observacién 0.2.2; se sigue que 9 es
un epimorfismo. Por el diagrama en ¢
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cuyo cuadrado es un producto fibrado, tenemos que

Im(52) =~ B (Proposicion A.1.14)
~ Ker(Ker(y)az) (Proposicién 1.1.26)
= Ker(Ker(CoKer(ay))az)
~ Ker(Im(a;)az) (Proposicién A.1.14)
~ Ker(yaz)
~ Ker(v),

de donde se sigue que el diagrama (A.4.5) es conmutativo y exacto. Entonces, por la Proposicién A.4.11,
existe el siguiente diagrama conmutativo y exacto en €

0 0
0 AL B 2 0
b
0 A—— B —F—C 0
" v
C// C//
0 0
Finalmente, como a7 es un monomorfismo y ay A = anf2 = a3, se sigue que A = 4. n

Corolario A.4.13 Sean ¥ una categoria Puppe-exacta y A Sy B en %, Entonces, para cualquier
subobjeto B’ C B de B en %, se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en &

0 0

|

0 —— Ker(f) —— fY(B) —— Im(f)NB —— 0

0 —— Ker(f) A Im(f) — 0.
Im(f) _ _Im(f)
Im(f)NB’ Im(f)NB’

|

0 0
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Demostracion. Consideremos la descomposicion canoénica de f

A f B.

N
tmn(f)

Por las Proposiciones A.1.4 y A.3.2, obtenemos el diagrama conmutativo en €

FUB) B Im(f) N B

L]

A B «+——— Im(f).

Luego, por la Proposiciéon 0.5.26, tenemos que el diagrama en ¢

fYB) —— Im(f)N B’
l J (A.4.6)
A

—— Im(f)

es un producto fibrado. Finalmente, dado que por el inciso (b) de la Proposicion A.4.3 sabemos que
Ker(q) ~ Ker(f), el resultado se sigue de aplicar el Corolario A.4.12 al diagrama (A.4.6). O

Corolario A.4.14 Sean € una categoria Puppe-exacta y A; < Ay Ay < A en €. Entonces, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en €

0 0 0
04)141“142 AQ Ag/(AlﬂAg)%()
0 Ay - A AfA) —— 0

02

0 0 0

Demostracion. Por la Proposiciéon A.1.4, sabemos que el producto fibrado de a; y as es A; N As.
Ademas, por la Proposicién dual a A.1.4 y la Proposicién A.4.8, la suma fibrada de los cocientes 6; y
0y es A/(A; U Ay), por lo que basta aplicar el Corolario A.4.13. O

Proposiciéon A.4.15 Sea ¥ una categoria Puppe-exacta con coproductos finitos y biproductos de la
forma A@ A para todo A € Obj(%). Entonces, € es preaditiva.

Demostracion. Por el Teorema 1.2.12, sabemos que % tiene biproductos finitos y es semiaditiva. Veamos
que cada o € Homg (A, B) admite inverso aditivo. En efecto, para A = B en %, consideremos

_ (ta 0}
9._<a 1B>.A€BB—>A€BB.
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Sea kg = (]12) : Ker(f) — A@® B el nicleo de 0 en €. Dado que 0ky = 0, por la Proposicién 1.2.9,

tenemos que
( 0 ) _ 1A 0 kl _ kl
0 a 1) \ ko aky + ke )

Luego, por la Proposiciéon 0.5.43, tenemos que k; = 0y ak; + ko = 0, de donde se sigue que ky = 0.
Como ky es un monomorfismo, entonces Ker(6) = 0y, por el inciso (b) de la Proposicion A.4.5, 6 es un
monomorfismo. De manera andloga se obtiene que € es un epimorfismo. Como por el inciso (a) de la
Proposicién A.4.3 sabemos que % es balanceada, entonces # es un isomorfismo en €. Sea

T (Z 2) . APB— APB.

4 0\ .

(o )
. 1A 0 a b
\a 15/ \e d
- a b
\laa+c ab+d)’

se sigue que a = 14 y aa + ¢ = 0, es decir, que a + ¢ = 0. Por lo tanto, —a := c. 0

Entonces, de

Lema A.4.16 Sean ¥ una categoria Puppe-exacta y preaditivay 0 — A % B B ¢ = 0 una sucesién

exacta en € tal que existe C' = B en € con v = 1. Entonces, existe B 2 Aen € tal que da =14y
B = ATIC con inclusiones naturales 1 := «, s := 7y y proyecciones naturales m; := 9, my := (.

Demostracion. Consideremos 6 := 1 — v € Endy(B). Observemos que

0° = (15 —vB)(1p — VB)
=15l — 178 — 815 + (vB)
=1p—2v8+~(Bv)B

=1p =298 +p
=1p—pB
=40.

Ahora, dado que 7y = 1¢, del inciso (a2) de la Proposicién 1.3.4 tenemos que v ~ Ker(lB—yﬁ) = Kerd.
Ademads, como « y v son monomorfismos, del inciso (b) del Lema 1.1.24 se sigue que

Luego, por el inciso (b) de la Proposicion 1.3.4, tenemos que B = AI[C, con uy := a 'y g := 7y como
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inclusiones naturales. Sea ¢ := 7 y my las proyecciones naturales. Finalmente, de

mom; =0
= /BO[
= B/Lb

Taple = lo
= py
= Bpe,
y la propiedad universal del coproducto, se sigue que m = 3. ]
Proposicién A.4.17 Sean ¥ una categoria Puppe-exacta y preaditiva y 0 — A % B 5o 0,0 —
C 5 B 5 A — 0 sucesiones exactas en € tales que pa = 14 v By = 1c. Entonces, B = AJ[C, con
p1 =, g =y, m =~ pen Epig(B,—) y my = .
Demostracion. Por el Lema A.4.16, tenemos que B = A[[C, con p; = a, s = vy mo = . Luego, del
inciso (a3) de la Proposicién 1.3.4 y el dual del inciso (b) del Lema 1.1.24, tenemos que
m =~ CoKer(lg — puym)
= CoKer(uams)
~ CoKer(us)
= CoKer(y)
en Epi, (B, —). Ahora, de la exactitud de la segunda sucesion, tenemos que v ~ Ker(p). Por ende, del
inciso (b) de la Proposicién A.3.3, se sigue que
m =~ CoKer(Ker(p))
~ p.
]

Proposicién A.4.18 Sean % una categoria Puppe-exacta y A; — A i Ay en €. Entonces, si A =
A; 1T A con inclusiones naturales p; = ay ps = 3, tenemos que A1 N Ay =0 = A/(A; U As).

Demostracién. Sea A = A ][ Ay con inclusiones naturales A; 2= A Pl A,. Por el inciso (1) de la
Observacién 1.1.7, podemos suponer que A tiene proyecciones naturales A; <~ A = A,. Por el Lema
1.1.27, tenemos que 1 ~ Ker(ms) y pg ~ Ker(m) en Monrg(—, ATl AQ), porloque 0 — A; 25 A 2
0y0— Ay 25 AT A, — 0 son sucesiones exactas en €. Luego, por los Corolarios A.4.13 y A.4.14,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en &

0 0 0
00— AN A, Ay A Im(myp) — 0
B
0 Ay —2 5 A L A, 0
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Como mpy = la, v mape = ly,, tenemos que \; = Im(mpu;) = 14, para ¢ € {1,2}, por lo que
AlﬂAQZOZA/(AlLJAQ) D

A.5. Categorias abelianas

Definicién A.5.1 Una categoria € es abeliana si es aditiva y Puppe-exacta.
A continuacién, mostramos algunas caracterizaciones ttiles de las categorias abelianas.

Teorema A.5.2 Para una categoria %, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) € es abeliana.

(b) € es aditiva, tiene nicleos y contcleos y, para cada A J Ben %, el morfismo candnico inducido
f, en el diagrama conmutativo en &

Ker(f) ! A ! B l CoKer(f)
CoKer(kf)l ]Ker(Cf)
CoKer(Ker(f)) — Ker(CoKer(f)),

es un isomorfismo en €.
(¢) € es normal y conormal, y tiene nticleos, conticleos, productos finitos y coproductos finitos.
(d) % es normal y conormal, y tiene productos fibrados y sumas fibradas.

Demostracion.
(a)=(b) Sea A I Ben €. Por ser € Puppe-exacta, se tiene la factorizacién canoénica

A ! B
N /
I.
Por el inciso (3) de la Observacién A.4.4 y el dual del inciso (b) de la Proposicion A.3.4, tenemos

que ¢ ~ Colm(f) ~ CoKer(Ker(f)) en Epi, (A, —). Méds ain, de la Proposicién A.4.3, se sigue que
v~ Im(f) ~ Ker(CoKer(f)) en Mong(—, B), por lo que tenemos el diagrama en %

A ! B
\ /
CoKer(ky) ‘ I Ker(cy)
e e
e N
CoKer(Ker(f)) — Ker(CoKer(f)),

donde los triangulos laterales y el triangulo superior conmutan. Luego,
Ker(cy)ereoCoKer (k) = f = Ker(cy) fCoKer(ky) = Ker(cy)eieg = Ker(cy) f
(CoKer(ky) es un epimorfismo)
= c150=[  (Ker(cs) es un monomorfismo)

=—> f es un isomorfismo.
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(b)=(c) Dado que ¥ es aditiva, por el Teorema 1.4.2 se sigue que % tiene coproductos finitos
y productos finitos. Veamos que € es normal. Sea A <> B en €. Entonces, por el inciso (3) de la
Observacion 1.3.3,; se tiene que Ker(a) = 0, por lo que se tiene el diagrama conmutativo en &

0 = Ker(a) ko A - B o CoKer(a)
CoKer(k:a)l ]Ker(ca)
CoKer(a) —2— Ker(CoKer(a)).

En particular, a ~ Ker(c,) en Mong(—, B). Dualmente, se comprueba que % es conormal.

(¢)=(d) Por la Proposicién A.3.2; se tiene que % tiene intersecciones finitas y, como % tiene pro-
ductos finitos, se sigue del Teorema A.1.6 que ¥ tiene productos fibrados. Ahora, por hipétesis y por
dualidad, tenemos que €°P también satisface la condicion (c), de donde se sigue que €°P tiene productos
fibrados, lo que implica que % tiene sumas fibradas.

(d)=-(a) Nuevamente, por la hipdtesis y por dualidad, se sigue que €°P también satisface la condicién
(d). Luego, por el Lema 1.1.3 y el Lema dual a él, se sigue que % tiene igualadores y coigualadores.
En particular, por el Lema 1.1.28 y su Lema dual, obtenemos que % tiene ntcleos y conticleos. Luego,
por el inciso (1) de la Observacién A.4.4, concluimos que % es exacta. Finalmente, para ver que % es
aditiva, por la Proposicion A.4.15; es suficiente ver que % tiene biproductos de la forma A@ B para
cualesquiera A, B € Obj(%). En efecto, sean A, B € Obj(%). Tenemos que ver que

_(1a 0.
5 — (O 13) AT[B - AT B
es un isomorfismo en %. Consideremos la sucesién exacta en €

0K A][BS A[[B % K — o0,

donde 6; := Ker(d) y 0o := CoKer(d). Sean puq, ya, 71, mo las inclusiones y proyecciones naturales de
ATl B, y u, phy, w7l las de AT B. Por el resultado dual al Lema 1.1.27, tenemos las sucesiones exactas
en ¢

0 ASA[[B™®»B—-0 vy 0B A[[B™ A— 0.

Observemos que de

i = 1y

= ﬂ-i(s,ul’
mipe =0

= ﬂ'i(s,u%

y la propiedad universal del coproducto, se sigue que m; = 7}d. Ahora, como

7151 = 7715(51
= 10

=0

y p2 =~ Ker(m), por la propiedad universal del nticleo existe K L Ben ¥ tal que 01 = ust y, en
particular, K C B. Analogamente, se comprueba que K C A. Luego, por la Proposicién A.4.18, tenemos
que K € AN B = 0, de donde se sigue que K = 0. Dualmente, se demuestra que K’ = 0, de donde
concluimos que ¢ es un isomorfismo en % . O
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Observacion A.5.3 El universo de las categorias abelianas es dualizante.

En efecto: Se sigue de notar que cualquiera de los incisos (¢) o (d) del Teorema A.5.2 son auto duales.

A.6. Propiedades fundamentales de categorias abelianas

Lema A.6.1 Sean &/ una categoria abeliana y A ER A''B 2% B’ en o/. Entonces, Ker(f@g) ~
Ker(f) @ Ker(g) en Mon,, (—, A@ B).

Demostracion. Sean kg : Ker(f) — Ay k, : Ker(g) — B nicleos de f y g, respectivamente. Entonces,
YR = ( fry
(4) (%) = (o)
(8)

0.

Ahora, sea (?) X — AP B en & tal que (_{;)(?) = (. Entonces, tenemos que fh =0y gj = 0. Por

la propiedad universal del nucleo, existen morfismos tinicos X LN A X 7y B en o tales que h = ksh'y
J = Kqj', de donde se sigue que (?) = (ZJ; ) (?, ); mas aun, (2‘;) es el tnico morfismo que verifica esta

ecuacion. Por lo tanto, (Zf ) es un nucleo de (f ) y, por el inciso (1) de la Observacién 1.1.23, concluimos
que Ker(f) @ Ker(g) ~ Ker(f @ g) en Mon, (—, AP B). O

Proposicién A.6.2 Sean &/ una categoria abeliana y

sucesiones en &/ con el mismo nimero de morfismos. Si las sucesiones (A.6.1) y (A.6.2) son exactas en
M; y N;, respectivamente, entonces la sucesién en .o/

/] @Ni—l ]271—699171—} M; @Nz @) Mi+1 @Ni—i—l — ... (A63)

es exacta en M; @ N;. En particular, la suma directa de dos sucesiones exactas en ./ con el mismo
numero de morfismos es exacta en o7

Demostracion. Supongamos que las sucesiones (A.6.1) y (A.6.2) son exactas en M; y V;, respectivamen-
te. Observemos que

Im(fz-_l @gi_l) ~ Ker(CoKer(fl-_l @gi_ )) (A.3.4(b))
~ Ker(CoKer 1) P CoKer(g;— 1)) (dual del Lema A.6.1)
~ Ker (CoKer fic1 )@Ker(CoKer(gl 1)) (Lema A.6.1)
~ Im(f;—1) P Im(g;—1) (A.3.4(b))
er(f;) P Ker(g:)
er(f,- @gi), (Lema A.6.1)

por lo que la sucesién (A.6.3) es exacta en M; @ N;. O
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Definicién A.6.3 Sea F' : &/ — 2 un funtor entre categorias abelianas. Decimos que F es:

(a) exacto a izquierda si, para toda sucesién exacta 0 — M; — M2 Ms en of, se tiene que
0— F(M) —> £, F(My) —— ), F(Ms3) es exacta en %;

(b) ezacto a derecha si, para toda sucesién exacta M EiN My EEN M; — 0 en &, se tiene que
F(M;)) —> ( D F(M;) —= F(f2) F(Ms3) — 0 es exacta en %;

(c) exacto si es exacto a derecha y a izquierda.

Teorema A.6.4 Sea F : of — % entre categorias abelianas. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) F es exacto a izquierda.

(b) F preserva ntcleos.

(c) Para toda sucesién exacta 0 — K L L% M—<0en o/, se tiene que 0 — F(K) — F(L) 9,
F(M) es exacta en A.

Demostracion.

(a)=>(b) Sea X = Y un morfismo en .«7. Entonces, tenemos la sucesién exacta 0 — Ker(a) Foy X 2
Y

F(ka) (o)

Y en &/. Como F es exacto a izquierda, entonces la sucesion 0 — F(Ker(a)) F(X) —>

exacta en A. Por lo tanto, F'(k,) ~ Im(F'(k,)) ~ Ker(F,) en Mong(—, F(X)).

€S

(b)=(c) Sea 0 — K Iy L % M — 0 una sucesién exacta en <. Entonces, se sigue que
(0= K)~Ker(K 5 L) v (K5 L) ~Ker(L 2 M) (A.6.4)

Veamos que F(0) = 0. En efecto, como (0 N ) i Ker(O N 0) y F' preserva nucleos, tenemos que

(F o, p(o (0)) ~ Ker(F(0 ro, —2 F(0)) ~ (F(O) = F(0)). Por ende, 150) = 0y, del Lema 1.1.2, se
sigue que F(0) = 0. Ahora blen por la ecuacion A.6.4 y el hecho de que F' preserva nicleos, tenemos
que

(0= F(K)) = Ker(F(K) ™2 F(L)) vy (F() 2 F(L)) ~ Ker(F(L) 2% F(M)),

de donde se sigue que 0 — F/(K) £, F(L) o, F(M) es exacta en 4.

1"

(c)=(a) Sean 0 — M, By My 2 M, una sucesion exacta en o y Mo LN Im( f2) RLN Ms la

. Ny f2 :
factorizacion de M, ~—= M3 a través de su imagen. Entonces, tenemos las sucesiones exactas en .o/

0— M1 £> M2 f—2> Im(fg) — O,
0 — Im(fs) I, JYAEN CoKer(fy) — 0.

Aplicando F' a las sucesiones anteriores y usando la hipdtesis, tenemos las sucesiones exactas en %

0 = F(My) 29 pagy) 292 pim(fy)), (A.6.5)
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f2 ) (Cfg )

0 — F(Im(f) 22 ) 292 pCoKer(f,)). (A.6.6)

Por la ecuaciéon (A.6.5), tenemos que F'(f1) es un monomorfismo y que Im(F'(f1)) ~ Ker(F(f})) mientras
que, de la ecuacién (A.6.6), se sigue que F'(f) es un monomorfismo. Luego, por el inciso (b) del Lema
1.1.24, en Mong(—, F(Ms)) tenemos que

Ker(F(f2)) = Ker(F(f

2
~ Ker(F(f3))
~ Im(F(f1)).

Por lo tanto, 0 — F(M;) — £, F(M,) ), F(Ms3) es exacta en A. O

Teorema A.6.5 Sea F : of — % entre categorias abelianas. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) F es exacto a derecha.

(b) F preserva contcleos.

(c) Para toda sucesién exacta 0 — K 5L % M = 0en o, se tiene que F(K) ), F(L) —
F(M) — 0 es exacta en A.

Demostracion. Se sigue de aplicar el principio de dualidad al Teorema A.6.4. O

Corolario A.6.6 Para un funtor F' : &/ — 9 entre categorias abelianas, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) F es exacto si, y solo si, para cualquier sucesién exacta 0 — X Ly %7 50eno , se tiene que

0—>F(X)MF(Y)MF(Z)%Oesexactaen%’.

(b) Si F' es exacto, entonces es aditivo.
Demostracion.
(a) Se sigue del Teorema A.6.4 y la Proposicion A.6.5.

(b) Por la prueba del Teorema 1.5.8, es suficiente verificar que F (X @Y) = F(X)® F(Y) para

cualesquiera X,Y € Obj(<?). En efecto, sean X,Y € Obj(«/), X & X @YY &5 XPY las
inclusiones naturales y X @Y =5 X, X @Y 5 Y las proyecciones naturales. Luego, por el Lema
1.1.27, se tienen las sucesiones exactas en &7

0 XS5 XPY BY =0y 0Y EBXPY B X 0.

Dado que mpu; = 1x,mue = 1y v F' es exacto, se tienen las sucesiones exactas en %

F(p1)

O%F(X)—>F(X@Y) (m)F(Y) =0 vy O%F(Y)MF(XGBY) F(m)

— F(X) =0,

con F(m)F (i) = 1px) y F(m2)F(p2) = lpyy. Ahora, por la Proposicién A.4.17, se sigue que
F(X EBY) = F(X)® F(Y), con inclusiones naturales F'(u;) v F(us).
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Lema A.6.7 Sean «/ una categoria abeliana, A LB % Cen o, Ker(g) Y. B el nicleo de gy
N CoKer(f) el conticleo de f. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Im(f) ~ Ker(g) en Mon (—, B).
(b) CoKer(f) ~ Colm(g) en Epi_ (B, —).
(c) gf =0y csk, =0.
Demostracién. Sea A L Im(f) s B 1a factorizacién de A %> B a través de su imagen.

(a)=(b) Sea Im(f) ~ Ker(g) en Mon,,(—, B). Luego, en Epi_ (B, —), se tiene que

Colm(g) ~ CoKer(Ker(g)) (dual de A.3.4(b))
~ CoKer(Im(f))
~ CoKer(Ker(CoKer(f))) (A.3.4(b))
~ CoKer(f). (A.3.3(b))

(b)=(a) Sea CoKer(f) ~ Colm(g) en Epi (B, —). Luego, en Mon,, (—, B), se tiene que

Im(f) ~ Ker(CoKer(f)) (A.3.4(b))
~ Ker(Colm(g))
~ Ker(CoKer(Ker(g))) (dual de A.3.4(b))
~ Ker(g). (A.3.3(a))

(a)=(c) Dado que Im(f) ~ Ker(g), se tiene que gf” = 0. Luego,

9f=9("f)
= (gf")f
—0f
= 0.

Ahora, para probar que csk, = 0, es suficiente verificar que k;, ~ Ker(cy) en Mon (—, B). En efecto, de
(a) y el inciso (b) de la Proposicién A.3.4, se sigue que
Ker(cr) = Ker(CoKer(f))

~ Im(f)
~ Ker(g)
= k.

(c)=(a) Sean gf = 0y csk, = 0. Luego, por la propiedad universal del nicleo, tenemos que existe
un morfismo h que hace conmutar el siguiente diagrama en 7

A / B-Y%.(C

Ih %

Ker(g).

Mas atn, por la propiedad universal de la imagen, se sigue que existe un morfismo tal que el siguiente
diagrama en &/ conmuta
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Im(f)
A B
X o %
(9)

y, en particular, tenemos que f” < k,. Ahora, por la propiedad universal del contcleo y el inciso (b) de
la Proposicién A.3.4, tenemos que existen morfismos j y k tales que el siguiente diagrama en < conmuta

A ! B o CoKer(f)

\ f//
f/
kg

Im(f)

( .

.
B .

Kef(CoKer(f)) X Ker(g).

3

Por ende, se sigue que el morfismo k7 hace conmutar el diagrama en o/

A

Ker(g)
por lo que k, < f”. Por lo tanto, Ker(g) ~ Im(f) en Mong (—, B). O

Teorema A.6.8 Para un funtor aditivo F : &/ — 9 entre categorias abelianas, las siguientes condicio-
nes son equivalentes.

(a) F es fiel.
(b) Sea D un diagrama en 7. Si el diagrama F'D en % es conmutativo, entonces D es conmutativo.
(c) Sea D un diagrama en 7 de la forma
Alpso
Si F'D es exacto en %, entonces D es exacto en 7.

Demostracion.

(a)=-(b) Sean D un diagrama en & y -, d caminos en D tales que tengan los mismos puntos iniciales
y finales. Como F'D es conmutativo, entonces F(y) = F(6 y, por ser F fiel, se sigue que v = 9, por lo
que D conmuta.

(b)=(a) Sean X,Y € Obj(«/) y a, € Homy,(X,Y) tales que F(a) = F(/3). Consideremos un

«a F(a)
diagrama D en «f de la forma X %; Y . Dado que F(X) %ﬁ (Y) es conmutativo, se sigue
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que D es conmutativo y, asi, a = [3.

(c)=(a) Sean X,Y € Obj(«/) y @ € Hom(X,Y'). Como F es aditivo, basta ver que a # 0 implica
que F'(a)) # 0. Supongamos que a # 0. Sea D un diagrama en &7 de la forma X oy ey, Entonces,
Lrx) F(X) F(a)

el diagrama D no es exacto en 7 y, por hipétesis, se sigue que F'(X) —— F(Y) no es

exacto en 4. Ahora, dado que
= CoKer(lF(X))
= (F(x) % 0)

Clrx)

se sigue que ¢1, ., kra) = 0. Luego, por el inciso (c) del Lema A.6.7, la no exactitud de F'D implica que
Fla) = F(a)lpix) # 0.

(a)=(c) Sea D un diagrama en &7 de la forma A Iy B % C. Haremos una demostracién contrapo-
sitiva. Supongamos que D no es exacta en 7. Entonces, por el Lema A.6.7, tenemos que gf # 0 o bien
crky # 0. En el primer caso, dado que F' es fiel, entonces F'(g)F(f) # 0y, por el Lema A.6.7, se tiene
que F'D no es exacto en %. Supongamos que crky # 0. Como gk, = 0y ¢ f = 0, tenemos los siguientes
diagramas conmutativos en A

F(Ker(g)) FA) — p(By T CoKer(F(f)).
o JF(kg) F(cf)l ey
Ker(F(g)) R F(B) 5o F(C) F(CoKer(f))
F(g
Por ende, tenemos que
F(cpky) = F(er)F(ky)
= cp (ke
Si F'D fuera exacta en % entonces, por el Lema A.6.7, tendriamos que cp(pkp) = 0, lo que implica

que F(csk,) = 0, contradiciendo que F sea fiel y ¢rk, # 0. Por lo tanto, F'D no es exacto en 4. O

Corolario A.6.9 Para un funtor fiel y exacto F' : &/ — % entre categorias abelianas, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) F es aditivo y preserva ntcleos, conticleos y coproductos finitos en 7.

(b) Para cualquier diagrama D en 7, se tiene que el diagrama D en 7 es conmutativo si, y sélo si,
el diagrama F'D en % es conmutativo.

(c) Para cualquier diagrama D en 7 de la forma
Iy R NYe
se tiene que D es exacto en & si, y sélo si, F'D es exacto en .
Demostracion.

(a) Por el inciso (b) del Corolario A.6.6, se tiene que F' es aditivo. Luego, del Teorema 1.5.8, se sigue
que F' preserva coproductos finitos en 7. Ahora, como F es exacto, por el Teorema A.6.4 y la
Proposicién A.6.5, se sigue que F preserva niicleos y conticleos en 7.
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(b) Dado que F es aditivo, por el inciso (a), basta aplicar el inciso (b) del Teorema A.6.8.

(c) Sea D un diagrama en o/ de la forma A ENN: JENY61 Supongamos que D es exacto. Entonces,
Im(f) ~ Ker(g) en Mon, (—, B). Como F es exacto, por el inciso (a) sabemos que F' preserva
nicleos y conticleos. Por lo tanto, en Mong(—, F'B) se tiene que

Im(F(f)) ~ Ker(CoKer(F(f))) (por A.3.4(b))
~ Ker(F(CoKer(f)))
~ F(Ker(CoKer(f))
~ F(Im(f)) (por A.3.4(b))
~ F(Ker(g))
~ Ker(F(g)),

de donde se sigue que F'D es exacto en A. La implicacion contraria se sigue del inciso (c¢) del
Teorema A.G.8.

]

Definicién A.6.10 Sea 7 una categoria abeliana. Una subcategoria abeliana de o es una subcategoria
o' de o tal que o/’ es abeliana y el funtor de inclusion ¢y : &' — o, (X EN Y) — (X EN Y) es
exacto.

Proposicién A.6.11 Para una subcategoria plena </’ de una categoria abeliana 7, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) &' es una subcategoria abeliana de 7.

(b) o’ satisface las siguientes condiciones:

(b1) &’ tiene objeto cero.

(b2) Para toda familia {A4;}? , de objetos de .2’, existe un coproducto {u; : A; — A}, en o7’ el
cual también es un coproducto en 7.

(b3) 7’ tiene niicleos y todo niicleo en &7’ también es nicleo en 7.

(b4) &’ tiene conticleos y todo contcleo en o7’ también es conticleo en 7.

Demostracion.
(a)=-(b) Supongamos que &7’ es abeliana y que el funtor de inclusiéon ¢, : &' — o es exacto. Como
Lo es fiel y &7’ es abeliana, basta con aplicar el inciso (a) del Corolario A.6.9.

(b)=(a) Dado que /" es una subcategoria plena de 7, por (bl) y (b2), se sigue que &7’ es aditiva.

Maés atin, la plenitud de 7" implica que, para cualesquiera X, Y € Obj(«7’), si X I ¥ es un isomorfismo
en &/, entonces también lo es en 27’. Luego, por ser &7 abeliana, de (b3) y (b4) se sigue que se satisface
la condicién (b) del Teorema A.5.2, por lo que &7’ es abeliana. Finalmente, por (b3) y (b4), tenemos
que el funtor de inclusién v : @7' — & preserva nucleos y contcleos. Luego, por el Teorema A.G.4 y la
Proposicién A.6.5, se tiene que ¢ es exacto. O

Teorema A.6.12 Sean ./ una categoria abeliana y D un diagrama en . Entonces, existe una subca-
tegoria abeliana &/’ de o tal que @’ es una subcategoria plena y pequenia de &/ y D es un diagrama

en .



204 Apéndice A. Categorias abelianas

Demostracion. Para cada n € N, definiremos inductivamente una subcategoria plena o7, de & tal que
D sea un diagrama en .7, como sigue:

e o/ es la subcategoria plena de o7 cuyos objetos son aquellos que aparecen en la imagen de D.

e Dada .o,, definimos a 47,1 como sigue:

(i) 7,41 contiene a todos los objetos de 7,;

(i) Para cada A = B en 4, agregamos a ,,; los morfismos Ker(a) foy Ay B £ CoKer(«)
que existen en &7;

(iii) Para cualquier familia {A;};c; de objetos en o7, con [ finito, agregamos a 47,1 el coproducto
[Le; Ai que existe en <.

De este modo, tenemos que {4, },en es una cadena ascendente de subcategorias plenas y pequenas

de o tales que D es un diagrama en %. Luego, &' := U, cn 9, es una subcategoria plena y pequena
de 7 tal que D es un diagrama en .o/’. Més ain, dado que &7’ satisface las condiciones del inciso (b)
de la Proposicién A.G.11, se sigue que &7’ es abeliana. O]

Teorema A.6.13 (Teorema de Inmersion de Freyd-Mitchell) Sean <7 una categoria abeliana y 2/ una
subcategoria abeliana plena y pequena de 7. Entonces, existen un anillo R y un funtor fiel, pleno y
exacto

F: o' — Mod(R).
Demostracion. Los detalles se pueden consultar en | , Theorem 7.15]. O]

Lema A.6.14 (Lema del 5) Sean 7 una categoria abeliana y

A —o Ay o Ay o Ap — Ay

fll fzJ{ lf3 lfzx lfs (A.6.7)

Ay ——= Ay —— Ay o A A

Uy Ug Us Uy

un diagrama conmutativo en .7, donde los renglones son sucesiones exactas. Entonces,

(a) si fo v f4 son monomorfismos y f; es un epimorfismo, entonces f3 es un monomorfismo;

(b) si foy fi son epimorfismos y f5 es un monomorfismo, entonces f3 es un epimorfismo;

(c) si fo y fi son isomorfismos, fi es un epimorfismo y f5 es un monomorfismo, entonces f3 es un
isomorfismo.

Demostracion.

(a) Por el Teorema A.6.12, existe una subcategoria abeliana </’ de &7 plena, pequena y que contiene
al diagrama (A.6.7). Luego, por el Teorema de Inmersién de Freyd-Mitchell (A.6.13), existen un
anillo R y un funtor F' : &/’ — Mod(R) que es fiel, pleno y exacto. Mas ain, por el Corolario
A.6.9, tenemos que el diagrama (A.6.7) es conmutativo y tiene renglones exactos si, y solo si, el
diagrama obtenido al aplicarle F' a (A.6.7) es conmutativo y tiene renglones exactos exactos en
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Mod(R). Finalmente, como F' preserva monomorfismos y epimorfismos, entonces podemos suponer
que &/ = Mod(R), con R un anillo.

Supongamos que fy y f4 son monomorfismos y que f; es un epimorfismo. Sea x € Ker(f;). Como
uh fs = fyus, tenemos que fyus(x), porlo que usz(x) € Ker(fy). Ahora, como f4 es un monomorfismo,
se tiene que uz(x) = 0, por lo que x € Ker(uz). Como los renglones del diagrama son exactos,
tenemos que Ker(ug) = Im(uz), por lo que existe y € Ay tal que us(y) = z. Dado que us(y) =z y
fs(z) = 0, se tiene que ubfa(y) = fsua(y) = 0, por lo que fo(y) € Ker(u,). Nuevamente, como los
renglones del diagrama son exactos, entonces Ker(uj) = Im(u)), por lo que existe z € A} tal que
u)(2) = fa(y). Més atin, como f; es un epimorfismo, entonces existe w € A; tal que f;(w) = z. De
esto, se sigue que fo(y) = u) fi(w) = four(w) y, por ser fo un monomorfismo, que y = u;(w). Por
ende, tenemos que = = us(y) = uguy(w) y, como Ker(ug) = Im(uy), se obtiene que z = 0. Por lo
tanto, f3 es un monomorfismo.

(b) Se sigue de aplicar el principio de dualidad al inciso (a).

(c) Se sigue de (a) y (b).
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