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Introducción

Actualmente, las estructuras básicas para el estudio del álgebra homológica son las categorías abe-
lianas, las categorías exactas y las categorías trianguladas, cuya base común son las categorías aditivas.
De las tres primeras, las que han sido más extensamente estudiadas en la literatura son las categorías
abelianas[Fre64][Mit65][Pop73], cuya investigación produjo a mediados de los años sesenta el Teorema
de Inmersión de Freyd-Mitchell, que afirma que toda categoría abeliana pequeña puede ser sumergida en
una subcategoría plena de una categoría de módulos sobre un anillo1 a través de un funtor fiel, pleno y
exacto. Como consecuencia, muchos resultados de álgebra homológica válidos para subcategorías plenas
de la categoría Mod(R) de módulos sobre un anillo pueden ser demostrados para categorías abelianas
mediante una inmersión. En particular, esto incluye a los resultados de la forma “p implica q”, donde
p es una proposición categórica sobre un diagrama finito y q afirma que existen un número finito de
morfismos adicionales entre objetos del diagrama que hacen verificar alguna proposición categórica para
el diagrama extendido[Mit65, VI.7.3].

Existen varias nociones de categoría exacta. La primera surgió en 1962 cuando Puppe[Pup62] de-
terminó cuáles propiedades de la categoría Mod(R) eran necesarias para poder hablar sobre sucesiones
exactas y dio una definición intrínseca de un tipo de categorías no aditivas que cumplían tales propie-
dades. Posteriormente, Mitchell[Mit65] estudió las propiedades homológicas de este tipo de categorías
y las llamó categorías exactas. Dado que una categoría es abeliana si, y sólo si, es exacta en el sentido
de Puppe y aditiva, las categorías exactas definidas por Puppe dotan a las categorías aditivas de la
estructura necesaria para que puedan formar categorías abelianas; sin embargo, tienen algunas deficien-
cias. En 1972, Quillen[Qui72] dio una definición diferente de categoría exacta, la cual es extrínseca en
el sentido de que, dada una categoría aditiva, es necesario especificar una clase de “sucesiones exactas
cortas distinguidas” en ella, conocida como estructura exacta, para poder formar una categoría exacta.
La definición dada por Quillen tiene varias virtudes; en particular, es auto dual, por lo que podemos
argumentar usando dualidad, además de que muchos resultados básicos del álgebra homológica tales
como el Lema del Cinco y el Tercer Teorema de Isomorfismo de Noether se siguen directamente de sus
axiomas. En el presente trabajo, nos enfocaremos en esta segunda noción de categoría exacta por lo que,
de ahora en adelante, diremos simplemente categoría exacta para referirnos a una categoría exacta en el
sentido de Quillen.

Las propiedades homológicas de una categoría abeliana A también pueden ser estudiadas a través
de una categoría derivada D(A ) donde, si la categoría abeliana tiene suficientes proyectivos o suficientes
inyectivos, se puede aproximar a un objeto de A mediante construcciones que involucran a sus reso-
luciones proyectivas e inyectivas de una forma reminiscente a cómo una función diferenciable se puede
aproximar en un punto mediante sus derivadas en algún punto cercano. La categoría derivada D(A )
y la categoría homotópica de complejos K(A ), necesaria para construir la primera, resultan ser aditi-
vas, mas no necesariamente abelianas. Sin embargo, contienen una estructura útil dada por una clase

1En el presente trabajo, usaremos la palabra anillo para referirnos a un anillo asociativo con unidad a menos que se
especifique lo contrario.
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de diagramas, conocidos como triángulos distinguidos, que fungen un rol análogo al de las sucesiones
exactas cortas en las categorías abelianas[Flo13]. En 1963, Verdier[Ver96] axiomatizó esta estructura en
su tesis doctoral, bajo la dirección de Grothendieck, desarrollando así la noción de categoría triangulada.

Muchos resultados de naturaleza homológica son válidos tanto en categorías exactas como en cate-
gorías trianguladas. Sin embargo, el proceso para transferir algunos de estos resultados de un tipo de
categoría a otra no es trivial, y la adaptación de algunas pruebas suele ser difícil. En 2019, Nakaoka y
Palu[NP19] introdujeron una generalización simultánea de las categorías exactas y las categorías trian-
guladas, y mostraron que con ella se pueden resolver las principales dificultades encontradas durante el
proceso de transferencia de resultados entre estas categorías, principalmente para aquellos relacionados
con pares de cotorsión. Obtuvieron esta generalización axiomatizando aquellas propiedades de los bi-
funtores aditivos Ext1 en categorías exactas y categorías trianguladas que son relevantes para el estudio
de pares de cotorsión, y la llamaron categoría extriangulada.

El presente trabajo se divide en seis capítulos, incluyendo un apéndice. En el Capítulo 0 se da una
introducción a la teoría de categorías, limitada a presentar aquellas nociones generales que serán utiliza-
das en el contexto del álgebra homológica durante el desarrollo principal del texto. La estructuración de
este capítulo está hecha de tal forma que refleje el orden en el cual dichas nociones generales de teoría de
categorías son requeridas durante los capítulos posteriores. Por ende, este capítulo sirve como referencia
para los siguientes. Quienes tengan experiencia previa con el lenguaje categórico podrán empezar a leer
a partir del Capítulo 1 si así lo desean; en caso contrario, se recomienda leer las secciones 0.1 a 0.5 antes
de iniciar la lectura del Capítulo 1. Posteriormente, para ambos casos, se sugiere consultar el Capítulo
0 siempre que se considere necesario durante el resto de la lectura.

El Capítulo 1 se enfoca en presentar las categorías aditivas, dado que son el punto de partida común
para las categorías trianguladas, exactas y extrianguladas, así como para las abelianas. Su extensión
se limita a los temas y resultados más relevantes para el desarrollo de los capítulos siguientes, por lo
que el tratamiento no es exhaustivo. El capítulo inicia definiendo las categorías con objeto cero —de las
cuales las categorías aditivas son un caso particular—, así como el núcleo y el conúcleo, y mostrando
algunas equivalencias entre estas nociones y varias de las construcciones presentadas en el Capítulo 0.
Después, se discuten otros tipos de categorías previos a la construcción de categoría aditiva. Luego, se
definen las nociones de categoría aditiva, funtor aditivo e ideal de una categoría aditiva, así como su
categoría cociente asociada. Finalmente, se demuestran algunos resultados sobre bifuntores aditivos que
serán ampliamente utilizados durante el Capítulo 4.

En el Capítulo 2 se estudian las categorías exactas. Al inicio, se expone y discute la definición de
categoría exacta, que incluye la noción de “sucesión exacta corta” en este tipo de categoría dada por
una clase particular de pares núcleo-conúcleo. Después, se demuestran algunas propiedades fundamen-
tales en este tipo de estructuras, incluyendo algunos resultados bien conocidos en el área del álgebra
homológica, como el Tercer Teorema de Isomorfismo de Noether. El capítulo termina con la definición
del bifuntor aditivo Ext1 en categorías exactas —el cual será retomado posteriormente en el Capítulo 4
para mostrar la relación entre las categorías exactas y las categorías extrianguladas— y de los pares de
cotorsión correspondientes a dicho bifuntor.

El Capítulo 3 tiene como función introducir las categorías trianguladas. Al inicio, se definen las
nociones de funtor de traslación sobre una categoría aditiva y la categoría de triángulos asociada, así
como los axiomas que debe cumplir una clase especial de triángulos, llamados “triángulos distingui-
dos” —cuyas propiedades se asemejan de varias maneras a las sucesiones exactas cortas en categorías
abelianas—, para poder formar una categoría triangulada. Después, se demuestran algunas propiedades
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fundamentales de categorías trianguladas, incluyendo algunos resultados que tienen análogos directos
en categorías extrianguladas. Finalmente, se definen los pares de cotorsión en categorías trianguladas,
utilizando un bifuntor aditivo Ext1 apropiado.

En el Capítulo 4 se estudian las categorías extrianguladas. El capítulo inicia discutiendo una conexión
entre las categorías exactas y las trianguladas, dada por las categorías de Frobenius y sus categorías es-
tables asociadas, cuya utilidad motiva la idea de categoría extriangulada. Posteriormente, se definen las
categorías extrianguladas, se demuestran algunos resultados básicos relacionados con ellas, y se explora
su relación con las categorías exactas y las categorías trianguladas, lo cual incluye ejemplos de catego-
rías extrianguladas que las distinguen de las dos anteriores. Al final, se demuestran algunos resultados
básicos para objetos proyectivos e inyectivos en categorías extrianguladas, y se presentan los pares de
cotorsión en este contexto.

Finalmente, el Apéndice A contiene algunos resultados sobre categorías abelianas, acotados en fun-
ción de su necesidad para el desarrollo de los Capítulos 3 y 4. La primera sección del apéndice presenta
algunas nociones generales de la teoría de categorías que, en el contexto del presente trabajo, sólo
conciernen a las categorías abelianas. Las siguientes secciones sirven para construir progresivamente la
definición de categoría Puppe-exacta, donde se definen las nociones de “sucesión exacta” y “sucesión
exacta corta”. En las últimas secciones, se definen las categorías abelianas y se demuestran algunas de sus
propiedades fundamentales, varias de las cuales pueden ser utilizadas para trazar analogías con algunos
de los resultados expuestos en los Capítulos 2, 3 y 4.

Los contenidos de los Capítulos 0 y 1, así como los del Apéndice A, se basaron en las notas del curso
de Homología Relativa en Categorías Abelianas que impartió el Dr. Octavio Mendoza Hernández en el
Programa de Posgrado en Ciencias Matemáticas de la Universidad Nacional Autónoma de México en
el año 2021. Así mismo, los contenidos del Capítulo 3 fueron basados en notas del curso de Categorías
Trianguladas que impartió el Dr. Octavio en el mismo Programa el año siguiente. Por último, los con-
tenidos de los Capítulos 2 y 4 se basaron principalmente en los artículos de Bühler[Büh10] y Nakaoka
y Palu[NP19], respectivamente.
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Capítulo 0

Algunas nociones generales de la teoría de
categorías

El lenguaje de la teoría de categorías es de gran utilidad para estudiar el álgebra homológica de ma-
nera general y eficiente. En este capítulo, presentaremos los conceptos de teoría de categorías necesarios
para la comprensión de los capítulos posteriores, que forman el cuerpo principal del texto. Únicamente
las secciones 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5 son prerrequisitos para leer el Capítulo 1.

0.1. Definición de categoría
Definición 0.1.1 Una categoría C se compone de:

• una clase de objetos Obj(C ) de C ,

• una clase de morfismos Mor(C ) de C ,

• una correspondencia parcialmente definida

◦ : Mor(C )×Mor(C )→ Mor(C ),

que satisfacen las siguientes propiedades:

(C1) la clase de morfismos está determinada como sigue

Mor(C ) =
⋃

(A,B)∈Obj(C )2

HomC (A,B),

donde HomC (A,B) es una clase para cualquier par (A,B) de objetos en C ;
(C2) para cualesquiera pares (A,B), (C,D) de objetos en C , se tiene que

HomC (A,B) = HomC (C,D) ̸= ∅ =⇒ A = C ∧ B = D;

(C3) para cada terna (A,B,C) de objetos en C , la correspondencia parcial

◦ : Mor(C )×Mor(C )→ Mor(C ),

se restringe a una función bien definida

◦ : HomC (B,C)× HomC (A,B)→ HomC (A,C), (f, g) 7→ f ◦ g := ◦(f, g)

llamada usualmente “composición de morfismos” y que satisface las siguientes propiedades.

11



12 Capítulo 0. Algunas nociones generales de la teoría de categorías

(i) Asociatividad: para cualesquiera f ∈ HomC (A,B), g ∈ HomC (B,C) y h ∈ HomC (C,D),

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

(ii) Existencia de identidades: para todo X ∈ Obj(C ), existe 1X ∈ HomC (X,X) tal que

1X ◦ f = f ∧ g ◦ 1X = g.

para cualesquiera f ∈ HomC (A,X) y g ∈ HomC (X,B).

Cada morfismo f ∈ HomC (A,B) se suele representar como f : A→ B o bien como A f−→ B; en tal caso,
A =: Dom(f) es el dominio de f y B =: Codom(f) es el codominio de f . Frecuentemente escribiremos
gf en lugar de g ◦ f . Para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ), se suele denotar a HomC (A,B) como C (A,B);
en particular, definimos EndC (A) := HomC (A,A).

Definición 0.1.2 Una categoría C es:

(a) pequeña si las clases Obj(C ) y Mor(C ) son conjuntos;

(b) localmente pequeña si HomC (A,B) es un conjunto para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ).

Ejemplo 0.1.3 Algunos ejemplos de categorías incluyen:

(1) Sets, donde Obj(Sets) es la clase de todos los conjuntos, Mor(Sets) es la clase de todas las funciones
entre conjuntos y la composición de morfismos es la composición de funciones;

(2) Top, donde Obj(Top) es la clase de todos los espacios topológicos, Mor(Top) es la clase de todas
las funciones continuas entre espacios topológicos y la composición de morfismos es la composición
de funciones;

(3) VectK , donde K es un campo, Obj(VectK) es la clase de todos los espacios vectoriales sobre K,
Mor(VectK) es la clase de todas las transformaciones lineales compatibles con K y la composición
de morfismos es la composición de funciones;

(4) Grp, donde Obj(Grp) es la clase de todos los grupos, Mor(Grp) es la clase de todos los homomor-
fismos de grupos y la composición de morfismos es la composición de funciones;

(5) Ab, donde Obj(Ab) es la clase de todos los grupos abelianos, Mor(Ab) es la clase de todos los
homomorfismos de grupos abelianos y la composición de morfismos es la composición de funciones;

(6) Mod(R), donde R es un anillo (asociativo con unidad), Obj(Mod(R)) es la clase de todos los R-
módulos, Mor(Mod(R)) es la clase de todos los homomorfismos de R-módulos y la composición
de morfismos es la composición de funciones;

(7) si M es un monoide, podemos verlo como una categoría pequeña M con un solo objeto arbitrario
(i.e., Obj(M ) = {∗}) tal que Mor(M ) = M y la composición de morfismos es el producto en M .

En particular, tenemos que VectK = Mod(K) y Ab = Mod(Z). De esta forma, la categoría de módulos
sobre un anillo se puede considerar como una generalización simultánea de la categoría de espacios
vectoriales y la categoría de grupos abelianos.

Definición 0.1.4 Sean C y C ′ categorías. Decimos que C ′ es una subcategoría de C si se satisfacen las
siguientes condiciones.
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(SC1) Obj(C ′) ⊆ Obj(C ).

(SC2) HomC ′(A,B) ⊆ HomC (A,B) para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ′).

(SC3) La composición de morfismos en C , restringida a C ′, coincide con la composición en C ′.

(SC4) Para todo A ∈ Obj(C ′), si 1′
A y 1A son identidades en C ′ y C , respectivamente, entonces 1′

A = 1A.

Sea C ′ una subcategoría de C . En caso de que la inclusión en (SC2) sea una igualdad, diremos que C ′

es una subcategoría plena de C , y lo denotaremos por C ′ ⊆ C .

Ejemplo 0.1.5

(1) VectK ,Ab y Mod(R) son subcategorías de Sets.

(2) Si R es un subanillo de un campo K, entonces podemos considerar a VectK como subcategoría de
Mod(R) mediante la restricción de escalares. Similarmente, si R es un subanillo de Z, podemos
considerar a Ab como subcategoría de Mod(R). Más generalmente, si R es un subanillo de S,
podemos considerar a Mod(S) como subcategoría de Mod(R).

(3) Ab es una subcategoría plena de Grp.

(4) Sean C una categoría y X una clase de objetos de C . Entonces, se puede considerar a X como una
subcategoría plena de C , simplemente definiendo Obj(X ) := X y HomX (X, Y ) := HomC (X, Y )
para cualesquiera X, Y ∈ X .

0.2. Morfismos especiales

Definición 0.2.1 Sea A f−→ B un morfismo en una categoría C . Decimos que:

(a) f es un monomorfismo si, para cualesquiera g, h ∈ Mor(C ),

fg = fh =⇒ g = h.

(b) f es un monomorfismo escindible si existe un morfismo B g−→ A en C tal que

gf = 1A.

(c) f es un epimorfismo si, para cualesquiera g, h ∈ Mor(C ),

gf = hf =⇒ g = h.

(d) f es un epimorfismo escindible si existe un morfismo B g−→ A en C tal que

fg = 1B.

(e) f es un isomorfismo si existe un morfismo B g−→ A en C tal que

gf = 1A ∧ fg = 1B.

Observación 0.2.2 Sea C una categoría.
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(1) Sea A
f−→ B ∈ Mor(C ). Si existen g, g′ ∈ HomC (B,A) tales que gf = 1A y fg′ = 1B, entonces

g′ = g. En particular, f es un isomorfismo.
En efecto: Por la asociatividad en la composición de morfismos, tenemos que

g′ = 1Ag′

= (gf)g′

= g(fg′)
= g1B
= g.

En particular, se sigue que el morfismo inverso de f es único, y se denota por f−1. Más aún, por
simetría, f−1 también es un isomorfismo en C .

(2) La composición de monomorfismos (epimorfismos) es un monomorfismo (epimorfismo).

En efecto: Sean A,B,C ∈ Obj(C ) y A f−→ B,B
g−→ C morfismos en C .

Supongamos que f y g son monomorfismos y que existen X ∈ Obj(C ) y h, h′ ∈ HomC (X,A) tales
que (gf)h = (gf)h′. Entonces

(gf)h = (gf)h′ =⇒ g(fh) = g(fh′)
=⇒ fh = fh′ (g es monomorfismo)
=⇒ h = h′, (f es monomorfismo)

por lo que A gf−→ C es un monomorfismo.
Ahora, supongamos que f y g son epimorfismos y que existen Y ∈ Obj(C ) y j, j′ ∈ HomC (C, Y )
tales que j(gf) = j′(gf). Entonces

j(gf) = j′(gf) =⇒ (jg)f = (j′g)f
=⇒ jg = j′g (f es epimorfismo)
=⇒ j = j′, (g es epimorfismo)

por lo que A gf−→ C es un epimorfismo.

(3) La composición de isomorfismos es un isomorfismo.

En efecto: Sean A f−→ B y B g−→ C isomorfismos en C . Entonces, existen morfismos B f−1
−−→ A,C

g−1
−−→

B en C tales que f−1f = 1A, ff−1 = 1B = g−1g y gg−1 = 1C . Luego, se sigue que el morfismo
C

f−1g−1
−−−−→ A es tal que

(f−1g−1)gf = f−1(g−1g)f
= f−1f

= 1A,

(gf)(f−1g−1) = g(ff−1)g−1

= gg−1

= 1C ,

por lo que gf es un isomorfismo y (gf)−1 = f−1g−1.
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(4) Todo monomorfismo (epimorfismo) escindible es un monomorfismo (epimorfismo).

En efecto: Sea A f−→ B un morfismo en C .
Supongamos que f es un monomorfismo escindible. Entonces existe un morfismo B

g−→ A en C
tal que gf = 1A. Supongamos que existen D ∈ Obj(C ) y j, j′ ∈ HomC (D,A) tales que fj = fj′.
Entonces

fj = fj′ =⇒ g(fj) = g(fj′)
=⇒ (gf)j = (gf)j′

=⇒ 1Aj = 1Aj′

=⇒ j = j′,

por lo que f es un monomorfismo.
Ahora, supongamos que f es un epimorfismo escindible. Entonces existe un morfismo B g−→ A en C
tal que fg = 1B. Supongamos que existen C ∈ Obj(C ) y h, h′ ∈ HomC (B,C) tales que hf = h′f .
Entonces

hf = h′f =⇒ (hf)g = (h′f)g
=⇒ h(fg) = h′(fg)
=⇒ h1B = h′1B
=⇒ h = h′,

por lo que f es un epimorfismo.

(5) Si gf es un monomorfismo (epimorfismo), entonces f es un monomorfismo (g es un epimorfismo).

En efecto: Sean X
f−→ Y, Y

g−→ Z morfismos en C .
Supongamos que gf es un monomorfismo. Si W ∈ Obj(C ) y h, h′ ∈ HomC (W,X) son tales que
fh = fh′, entonces

fh = fh′ =⇒ g(fh) = g(fh′)
=⇒ (gf)h = (gf)h′

=⇒ h = h′, (gf es un monomorfismo)

por lo que f es un monomorfismo.
Ahora, supongamos que gf es un epimorfismo. Si W ∈ Obj(C ) y h, h′ ∈ HomC (Z,W ) son tales
que hg = h′g, entonces

hg = h′g =⇒ (hg)f = (h′g)f
=⇒ h(gf) = h′(gf)
=⇒ h = h′, (gf es un epimorfismo)

por lo que g es un epimorfismo.

(6) Si f es un isomorfismo, entonces es un monomorfismo y un epimorfismo.
En efecto: Se sigue de (3) pues, por definición, todo isomorfismo es un monomorfismo escindible y
un epimorfismo escindible.
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(7) f es un isomorfismo si, y sólo si, f es un monomorfismo escindible y un epimorfismo escindible.
En efecto: Por definición de isomorfismo, basta ver que si f es un monomorfismo escindible y
un epimorfismo escindible entonces es un isomorfismo. Supongamos que A

f−→ B en C es un
monomorfismo escindible y un epimorfismo escindible. Entonces, existen morfismos g, g′ : B → A
en C tales que gf = 1A y fg′ = 1B. Luego,

gf = 1A ⇐⇒ (gf)g′ = 1Ag′

⇐⇒ g(fg′) = g′

⇐⇒ g1B = g′

⇐⇒ g = g′,

de donde se sigue que f es un isomorfismo.

(8) Si f es un monomorfismo (epimorfismo) escindible y un epimorfismo (monomorfismo), entonces f
es un isomorfismo.
En efecto: Supongamos que A f−→ B un monomorfismo escindible y un epimorfismo. Entonces, por
ser un monomorfismo escindible, existe B g−→ A en C tal que gf = 1A. Por la existencia de la
identidad 1B en C y la asociatividad de la composición de morfismos, tenemos que

1Bf = f1A
= f(gf)
= (fg)f.

Luego, como f es un epimorfismo, se sigue que fg = 1B, por lo que f es un isomorfismo.

Ahora, supongamos que A
f−→ B es un epimorfismo escindible y un monomorfismo. Entonces,

por ser un epimorfismo escindible, existe B g−→ A en C tal que fg = 1B. Por la existencia de la
identidad 1A en C y la asociatividad de la composición de morfismos, tenemos que

f1A = 1Bf
= (fg)f
= f(gf).

Luego, como f es un monomorfismo, se sigue que gf = 1A, por lo que f es un isomorfismo.
Las flechas ↪→,↠,

∼−→ se utilizan para denotar monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos, res-
pectivamente.

Definición 0.2.3 Sean C una categoría y A f−→ B un morfismo en C .

(a) Una retracción de f es un morfismo B r−→ A en C tal que rf = 1A.

(b) Una sección de f es un morfismo B s−→ A en C tal que fs = 1B.

Observación 0.2.4 Toda retracción es un epimorfismo escindible y, similarmente, toda sección es un
monomorfismo escindible. Por ende, hablar de una retracción o una sección sin hacer referencia explí-
cita a un morfismo es equivalente a hablar de epimorfismos escindibles y monomorfismos escindibles,
respectivamente.

Definición 0.2.5 Sea C una categoría. Dos objetos X, Y ∈ Obj(C ) son isomorfos, denotado por X ≃ Y ,
si existe un isomorfismo en HomC (X, Y ) o bien en HomC (Y,X).
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Observación 0.2.6 La relación de isomorfismo es una relación de equivalencia en la clase de objetos
de una categoría. Más aún, esta noción general de isomorfismo coincide con las nociones usuales de iso-
morfismo en las categorías VectK ,Grp,Ab y Mod(R), y con la noción de homeomorfismo en la categoría
Top; en Sets, dos objetos son isomorfos si tienen la misma cardinalidad. Usualmente, esta relación se
denota por ≃.
Demostraremos la primera afirmación: La reflexividad se sigue de observar que todo morfismo identidad
es un isomorfismo que se tiene a sí mismo como inverso, la simetría se sigue de la definición de isomorfismo
y la transitividad se sigue del inciso (3) de la Observación 0.2.2.

0.3. Funtores
Definición 0.3.1 Sean C y D categorías. Una correspondencia F : C → D es un funtor covariante si
satisface las siguientes condiciones:

(F1) Si A ∈ Obj(C ), entonces F (A) ∈ Obj(D).

(F2) Si A f−→ B ∈ Mor(C ), entonces F (A) F (f)−−→ F (B) ∈ Mor(D).

(F3) Si A f−→ B,B
g−→ C ∈ Mor(C ), entonces F (gf) = F (g)F (f).

(F4) F (1A) = 1F (A) para todo A ∈ Obj(C ).

En otras palabras, un funtor covariante es una correspondencia entre dos categorías que preserva la
composición de morfismos y las identidades. Una correspondencia F : C → D es un funtor contravariante
si, en vez de las condiciones (F2) y (F3), se satisfacen las siguientes condiciones:

(FCNT2) Si A f−→ B ∈ Mor(C ), entonces F (B) F (f)−−→ F (A) ∈ Mor(D).

(FCNT3) Si A f−→ B,B
g−→ C ∈ Mor(C ), entonces F (gf) = F (f)F (g).

Por ende, un funtor contravariante es una correspondencia entre dos categorías que invierte la compo-
sición de morfismos y preserva las identidades.

Observación 0.3.2

(1) Los funtores preservan isomorfismos.

En efecto: Supongamos que F : C → D es un funtor covariante. Sea A f−→ B un isomorfismo en
C . Entonces, existe f−1 ∈ HomC (B,A) tal que f−1f = 1A y ff−1 = 1B. Luego,

F (f−1)F (f) = F (f−1f)
= F (1A)
= 1F (A),

F (f)F (f−1) = F (ff−1)
= F (1B)
= 1F (B),

por lo que F (A) F (f)−−→ F (B) tiene a F (B) F (f−1)−−−−→ F (A) como inverso. El caso contravariante es
análogo.
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(2) La restricción de un funtor a cualquier subcategoría de su dominio es un funtor de la misma
varianza.

(3) Sean F : C → D y G : D → E funtores. Si definimos la composición GF : C → E como

(GF )(·) := G(F (·)),

entonces la composición de funtores GF es un funtor covariante si F y G tienen la misma varianza,
y un funtor contravariante si F y G tienen varianza distinta.

Ejemplo 0.3.3 Sean C una categoría y C ′ una subcategoría de C .

(1) El funtor identidad 1C : C → C ,
(
X

f−→ Y
)
7→
(
X

f−→ Y
)
.

(2) El funtor inclusión ιC ′ : C ′ → C ,
(
X

f−→ Y
)
7→
(
X

f−→ Y
)
, es decir, ιC ′ = 1C |C ′ .

(3) El funtor Hom-covariante, si C es localmente pequeña. Sea A ∈ Obj(C ). Entonces,

HomC (A,−) : C → Sets,
(
X

f−→ Y
)
7→
(
HomC (A,X) HomC (A,f)−−−−−−→ HomC (A, Y )

)
,

donde HomC (A, f)(α) := f ◦ α para cualquier α ∈ HomC (A,X).

(4) El funtor Hom-contravariante, si C es localmente pequeña. Sea A ∈ Obj(C ). Entonces,

HomC (−, A) : C → Sets,
(
X

f−→ Y
)
7→
(
HomC (Y,A) HomC (f,A)−−−−−−→ HomC (X,A)

)
,

donde HomC (f, A)(β) := β ◦ f para cualquier β ∈ HomC (Y,A).

Observación 0.3.4

(1) Podemos considerar a la categoría Cat, donde Obj(Cat) es la clase de todas las categorías, Mor(Cat)
es la clase de todos los funtores covariantes y la composición de morfismos es la composición de
funtores descrita en el inciso (3) de la Observación 0.3.2. Un funtor covariante F : C → D es un
isomorfismo si existe un funtor covariante G : D → C tal que GF = 1C y FG = 1D .

(2) Por el inciso (3) de la Observación 0.3.2, no es posible formar una categoría cuyos objetos sean
categorías y cuyos morfismos sean funtores contravariantes.

Definición 0.3.5

(a) Un isomorfismo de categorías es un funtor covariante que es un isomorfismo en Cat.

(b) Un endomorfismo es un funtor covariante de una categoría en sí misma.

(c) Un automorfismo es un endomorfismo que es un isomorfismo de categorías.

(d) Un funtor contravariante F : C → D es un anti-isomorfismo si existe un funtor contravariante
G : D → C tal que

GF = 1C ∧ FG = 1D .

Nota En todo lo que sigue, supondremos que los funtores son covariantes, a menos que se especifique
lo contrario explícitamente.
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Definición 0.3.6 Para un funtor F : C → D , con D localmente pequeña, decimos que:

(a) F es fiel si, para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C ),

F : HomC (X, Y )→ HomD(FX,FY )

es un monomorfismo en Sets.

(b) F es pleno si, para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C ),

F : HomC (X, Y )→ HomD(FX,FY )

es un epimorfismo en Sets.

(c) F es denso si, para todo C ∈ Obj(C ), existe D ∈ Obj(D) tal que F (C) ≃ D en D .

Diagramas
Definición 0.3.7 Sea C una categoría.

(a) Un diagrama en C es un conjunto D formado por objetos y morfismos en C tal que

{Dom(f),Codom(f)} ⊆ D

para todo f ∈ D ∩Mor(C ).

(b) Sea D un diagrama en C . Un camino γ en D es una composición finita de morfismos en D, y su
longitud es el número de flechas que lo componen.

(c) Un diagrama D en C es conmutativo si, para cualesquiera caminos γ y δ en D tales que Dom(γ) =
Dom(δ) y Codom(γ) = Codom(δ), se tiene que γ = δ.

Frecuentemente representaremos a un diagrama D en C como un grafo dirigido con vértices D ∩
Obj(C ) y flechas D ∩Mor(C ).

Ejemplo 0.3.8 Sea C una categoría.

(1) Para el diagrama D en C representado por el grafo dirigido

X1 X2,
f

g

los morfismos f y g en C son los únicos caminos. Note que D es conmutativo si f = g.

(2) Para el diagrama en C

X3

X1 X2 X4

X5,

f3

f1

f2

f4 f5
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los caminos posibles son:

f1, f2, f3, f4 y f5, de longitud 1;
f2f1, f4f1, f3f2 y f5f4, de longitud 2;
f3f2f1 y f5f4f1, de longitud 3.

Note que el diagrama anterior es conmutativo si, y sólo si, f3f2 = f5f4.

(3) Cualquier diagrama sin caminos es conmutativo, por vacuidad.

(4) Sean D una categoría, F : C → D un funtor y D un diagrama en C . Aplicando el funtor F a cada
objeto y morfismo en D obtenemos el diagrama F (D) en D .

Los diagramas nos ayudan a mantener un registro de cómo se relacionan distintos morfismos en una
categoría a través de sus dominios y codominios. En particular, por (C3), nos muestran cuáles de los
morfismos representados son componibles. Más aún, los diagramas conmutativos nos permiten visualizar
sistemas de ecuaciones entre morfismos de una categoría de manera sencilla.

Nota En diagramas, es común denotar a los morfismos identidad con flechas de igualdad, es decir,

X X en vez de X X.
1X

Además, comúnmente se utilizan las flechas , y ∼ para denotar monomorfis-
mos, epimorfismos e isomorfismos, respectivamente, así como flechas punteadas para denotar la existencia
del morfismo correspondiente.

Definición 0.3.9 Sean C una categoría y A
f−→ C,B

g−→ C ∈ Mor(C ). Decimos que el morfismo f se
factoriza a través de g, si existe A f ′

−→ B ∈ Mor(C ) tal que f = gf ′; diagramáticamente,

A C.

B

f

f ′ g
(0.3.1)

En tal caso, decimos que g y f ′ son factores de f , que gf ′ es una factorización de f , y que el factor f ′

hace conmutar el diagrama (0.3.1). Si f ′ es el único morfismo con esta propiedad, lo denotamos como

A C.

B

f

∃! f ′ g

Definición 0.3.10 Una propiedad universal es una afirmación de la existencia de una factorización tal
que el factor existente es el único que hace conmutar cierto diagrama. En tal caso, decimos que dicha
factorización es la única que hace conmutar ese diagrama.

Una gran cantidad de conceptos categóricos importantes se definen en términos de propiedades
universales, como veremos en las sección 0.5.
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Categoría cociente y categoría producto
Definición 0.3.11 Sean C una categoría localmente pequeña y ∼= una relación en Mor(C ). Decimos
que ∼= es una relación de congruencia en Mor(C ) si, para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C ), al restringir
∼= en cada HomC (X, Y ) se obtiene una relación de equivalencia en el conjunto HomC (X, Y ), la cual
denotaremos por ≃X,Y , que respeta la composición de morfismos; es decir, si f1, f2 ∈ HomC (X, Y ) y
g1, g2 ∈ HomC (Y, Z) son tales que f1 ≃X,Y f2 y g1 ≃Y,Z g2, entonces g1f1 ≃X,Z g2f2. Si ∼= es una relación
de congruencia en Mor(C ), definimos a la categoría cociente C / ∼= por

Obj(C / ∼=) := Obj(C ),
HomC /∼=(X, Y ) := HomC (X, Y )/ ≃X,Y ∀ X, Y ∈ Obj(C ),

con la composición de morfismos inducida por la composición en C . Al funtor F : C → C / ∼= que
manda a cada morfismo en su clase de equivalencia se le conoce como funtor cociente. Se dice que el
funtor cociente desciende a los morfismos en C a sus clases de equivalencia en C / ∼=.

Definición 0.3.12 Sean C y C ′ categorías. Definimos a la categoría producto C ′ × C por

Obj(C ′ × C ) := Obj(C ′)×Obj(C ),
HomC ′×C

(
(X,W ), (Y, Z)

)
:= HomC ′(X, Y )× HomC (W,Z) ∀ (X,W ), (Y, Z) ∈ Obj(C ′ × C ),

con la composición de morfismos definida entrada a entrada.

Definición 0.3.13 Un bifuntor es un funtor cuyo dominio es una categoría producto.

Ejemplo 0.3.14 Sea C una categoría localmente pequeña. Entonces, tenemos1 el bifuntor Hom

Hom(−,−) : C op × C → Sets,
(
X

fop
−−→ W,Y

g−→ Z
)
7→
(
HomC (X, Y ) Hom(fop,g)−−−−−−→ HomC (W,Z)

)
,

donde Hom(f op, g)(α) := g ◦ α ◦ f para cualquier α ∈ HomC (X, Y ). En particular, para cualquier
A ∈ Obj(C ), tenemos que Hom(1Aop,−) : C → Sets y Hom(−, 1A) : C op → Sets son funtores; el
primero coincide con el funtor Hom-covariante HomC (A,−) : C → Sets introducido en el Ejemplo 0.3.3.

0.4. Dualidad

Categoría opuesta
Definición 0.4.1 Sea C una categoría. La categoría opuesta C op de C se define como sigue:

• Obj(C op) := Obj(C ).

• HomC op(B,A) := HomC (A,B).

• La composición ◦op : Mor(C op) × Mor(C op) → Mor(C op) es “la opuesta” a la composición ◦ :
Mor(C )×Mor(C )→ Mor(C ), es decir, f ◦op g := g ◦ f .

Nota Sea f : A→ B un morfismo en C . Para distinguirlo del mismo morfismo f ∈ C op, es conveniente
denotar a este último por f op : B → A. Con dicha notación, la composición de

C
gop
−−→ B

fop
−−→ A

1Ver la Definición 0.4.1 al inicio de la siguiente sección.
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en C op se escribe como sigue:
f op ◦op gop := (g ◦ f)op.

Para simplificar aún más lo anterior, escribimos

f opgop = (gf)op.

Observación 0.4.2 Sean C una categoría y C op su categoría opuesta.

(1) Existe un funtor contravariante dado por la correspondencia

DC : C → C op,

X 7→ X,

A
f−→ B 7→ B

fop
−−→ A,

conocido como funtor de dualidad.

(2) Note que (C op)op = C . Por lo tanto, las composiciones de los funtores DC : C → C op y DC op :
C op → A satisfacen

DC opDC = 1C y DCDC op = 1C op .

Es decir, DC : C → C op es un anti-isomorfismo de categorías.

(3) Sea F : C → D un funtor de cualquier varianza. Entonces, las composiciones de funtores

Fop := F ◦DC op : C op → D ,

F op := DD ◦ F : C → Dop,

son funtores de varianza opuesta a F . Notamos que (Fop)op = (F op)op =: F op
op : C op → Dop es un funtor

con la misma varianza que F .

Principio de dualidad
Definición 0.4.3 Una proposición categórica es una afirmación que involucra conceptos categóricos,
tales como morfismos, funtores, diagramas, etcétera, y es una proposición en el sentido lógico; es decir,
se puede determinar sin ambigüedad si es exclusivamente verdadera o falsa.

Recordemos que una proposición lógica puede estar compuesta de otras proposiciones lógicas uni-
das por operadores lógicos. En particular, una proposición categórica en una categoría C puede estar
compuesta de otras proposiciones categóricas en C más “elementales”. En este sentido, si P es una
proposición categórica en C , entonces entenderemos el “aplicar el funtor de dualidad DC a P” como
aplicarlo a todas las proposiciones “elementales” de P donde tenga sentido hacerlo, sin modificar los
operadores lógicos que las unen, y denotaremos a la proposición categórica resultante, cometiendo un
abuso de notación, por DC (P ). Al procedimiento para obtener DC (P ) se le conoce informalmente como
“darle vuelta a las flechas”.

Definición 0.4.4 Sean C una categoría y P una proposición categórica en C .

(a) La proposición categórica P es aquella que se obtiene al escribir la proposición P en términos de
conceptos (morfismos, funtores, diagramas, etcétera) en la categoría C op.

(b) La proposición dual de P se define como P ∗ := DC op(P ).
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(c) P es auto dual si P ∗ = P .

Observación 0.4.5 Sean C una categoría y P una proposición categórica en C . Entonces, (P ∗)∗ = P .
En efecto: Se sigue de notar que

(DC op(P )) en C op ⇐⇒ DC (P ) en C op,

y luego aplicar DC op a la proposición categórica bicondicional anterior.

Ejemplo 0.4.6 Sean C una categoría y P la proposición categórica “f es un monomorfismo”, con
f ∈ Mor(C ). Entonces, P es la proposición categórica “f op es un monomorfismo”, con f op ∈ Mor(C op).
Para obtener la proposición dual P ∗, partimos de P , que podemos reescribir como

f opgop = f ophop =⇒ gop = hop.

Aplicando el funtor DC op a la proposición anterior, obtenemos

gf = hf =⇒ g = h,

lo que equivale a la proposición categórica “f es un epimorfismo”, con f ∈ Mor(C ). Por lo tanto, “f es un
epimorfismo” es la proposición dual de “f es un monomorfismo”. Más aún, análogamente, se puede ver
que “f es un monomorfismo” es la proposición dual de “f es un epimorfismo”, verificándose (P ∗)∗ = P .

El hecho de que una proposición categórica P se verifique en una categoría C no implica que P ∗

se verifique en C . Esto se debe a que algunas proposiciones categóricas pueden involucrar conceptos
que, para ser definidos, requieran que en una categoría se cumplan condiciones adicionales que a priori
no necesariamente deben cumplirse en su categoría opuesta. Esto significa que la dualizabilidad de
proposiciones categóricas depende del contexto en que se esté trabajando. Para hacer más precisa esta
idea, introducimos los siguientes conceptos.

Definición 0.4.7

(a) Un universo U es una colección de categorías.

(b) Un universo U es dualizante si C op ∈ U para toda C ∈ U.

Ejemplo 0.4.8

(1) El universo de todas las categorías es dualizante.

(2) El universo de las categorías de módulos sobre un anillo no es dualizante2.

Definición 0.4.9 Sea U un universo dualizante. Una proposición categórica P es dualizable en U si se
verifica en todas las categorías de U.

Observación 0.4.10 (Principio de dualidad) Sea U un universo dualizante. Entonces, para toda pro-
posición categórica P dualizable en U, se tiene que P ∗ es dualizable en U.

En efecto: Sean C ∈ U y P una proposición categórica dualizable en U. Entonces, P se verifica en C
y, en particular, P se verifica en C op. Aplicando el funtor de dualidad DC op a P , obtenemos que P ∗ se
verifica en C .

2Se puede demostrar que, para una familia arbitraria de módulos no triviales en una categoría de módulos sobre un
anillo, el morfismo canónico entre su coproducto y su producto es un monomorfismo mas no un epimorfismo. Por ende, si
R ̸= 0, suponer que Mod(R)op es equivalente a una categoría de módulos sobre un anillo lleva a una contradicción.
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El principio de dualidad nos dice que, para cualquier resultado que se pueda demostrar en las ca-
tegorías de un universo dualizante, se sigue que existe un resultado dual válido para las categorías del
mismo universo. Este principio reduce algunas demostraciones a observar que ya se ha demostrado un
resultado dual en una categoría que pertenece a un universo dualizante; sin embargo, sólo le da validez
a la demostración en categorías del mismo universo.

Proposición 0.4.11 Sea U un universo dado por las categorías que cumplen ciertos axiomas adicionales
{Ai}i∈I , con I finito. Entonces, si {Ai}i∈I = {Aj∗}j∈I , el universo U es dualizante.

Demostración. Supongamos que {Ai}i∈I = {Aj∗}j∈I . Sea C ∈ U. Entonces, los axiomas {Aj∗}j∈I se
cumplen en C , por lo que C op verifica los axiomas

{DC (Aj∗)}j∈I = {DC (DC op(Aj))}
= {Aj}j∈I ,

lo que implica que C op ∈ U.

Más adelante, utilizaremos la caracterización de los universos dualizantes dada por la Proposición
0.4.11 para observar que los universos formados, respectivamente, por las categorías aditivas, exactas,
trianguladas, extrianguladas y abelianas son dualizantes. Esto nos permitirá argumentar en dichos con-
textos utilizando el principio de dualidad.

Subobjetos y objetos cociente
Definición 0.4.12 Sean C una categoría y X α

↪−→ A un monomorfismo en C . Entonces, decimos que X
es un subobjeto de A, vía α, y que α es una inclusión de X en A; denotamos esta relación por X ⊆ A.
Si f : A→ B es un morfismo en C , decimos que la composición f |X := fα : X → B es la restricción de
f en X vía α.

Definición 0.4.13 Sean C una categoría y A ∈ Obj(C ). La categoría de subobjetos de A, denotada por
MonC (−, A), se define como sigue:

• Obj(MonC (−, A)) := {α ∈ Mor(C ) | α es un monomorfismo y Codom(α) = A}.

• Dados X α
↪−→ A y Y β

↪−→ A, se define

MonC (−, A)(α, β) := {h ∈ HomC (X, Y ) | βh = α}.

Es decir, α h−→ β ∈ MonC (−, A)(α, β) si h ∈ HomC (X, Y ) y hace conmutar el siguiente diagrama

X

A.

Y

h

α

β

• La composición en MonC (−, A) es la inducida de C .

Observación 0.4.14 Sean C una categoría y A ∈ Obj(C ).
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(1) Para cualesquiera α, β ∈ MonC (−, A), la clase MonC (−, A)(α, β) tiene a lo sumo un elemento y,
en caso de que exista, es un monomorfismo en C .

(2) MonC (−, A)(α, β) ̸= ∅ y MonC (−, A)(β, α) ̸= ∅ si, y sólo si, α ≃ β en MonC (−, A).

En efecto: Sean α h−→ β, β
j−→ α en MonC (−, A). Dado que β hj−→ β y 1β = 1Dom(β), por (1), se tiene

que hj = 1β. Análogamente, se ve que jh = 1α.

(3) La relación ≤ en la clase Obj(MonC (−, A)) dada por

α ≤ β ⇐⇒ MonC (−, A)(α, β) ̸= ∅

es una relación de preorden en Obj(MonC (−, A)).

(4) Sea MonC (−, A) := Obj(MonC (−, A))/ ≃. Dado que por (2) tenemos que α ≤ β y β ≤ α si, y sólo
si, α ≃ β, entonces el preorden ≤ en Obj(MonC (−, A)) induce un orden parcial en MonC (−, A)
dado por

[x] ≤ [y] ⇐⇒ x ≤ y.

Definición 0.4.15 Sean C una categoría y A β−→→ X un epimorfismo en C . Entonces, decimos que X es
un objeto cociente de A vía β.

Definición 0.4.16 Sean C una categoría y A ∈ Obj(C ). La categoría de objetos cociente de A, denotada
por EpiC (A,−), se define como sigue:

• Obj(EpiC (A,−)) := {α ∈ Mor(C ) | α es un epimorfismo y Dom(α) = A}.

• Dados A Xα y A Y
β , se define

EpiC (A,−)(α, β) := {h ∈ HomC (X, Y ) | hα = β}.

Es decir, α h−→ β ∈ EpiC (A,−)(α, β) si h ∈ HomC (X, Y ) y hace conmutar el siguiente diagrama

X

A

Y.

h

α

β

• La composición en EpiC (A,−) es la inducida de C .

Observación 0.4.17 Sean C una categoría y A ∈ Obj(C ).

(1) Para cualesquiera α, β ∈ EpiC (A,−), la clase EpiC (A,−)(α, β) tiene a lo sumo un elemento y, en
caso de que exista, es un epimorfismo en C .

(2) EpiC (A,−)(α, β) ̸= ∅ y EpiC (A,−)(β, α) ̸= ∅ si, y sólo si, α ≃ β en EpiC (A,−).

(3) La relación ≤ en la clase Obj(EpiC (A,−)) dada por

α ≤ β ⇐⇒ EpiC (A,−)(β, α) ̸= ∅

es una relación de preorden en Obj(EpiC (A,−)). Notemos que, en el diagrama conmutativo
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X

A

Y,

α

β

h i.e., α ≤ β,

se tiene que h es un epimorfismo (i.e., que Y “cubre” a X, vía h), y en este sentido es que
interpretamos la desigualdad α ≤ β.

(4) Sea EpiC (A,−) := Obj(EpiC (A,−))/ ≃. Dado que por (2) tenemos que α ≤ β y β ≤ α si, y sólo
si, α ≃ β, entonces el preorden ≤ en Obj(EpiC (−, A)) induce un orden parcial en EpiC (−, A) dado
por

[x] ≤ [y] ⇐⇒ x ≤ y.

(5) Las categorías MonC (−, A) y EpiC op(A,−) son anti-isomorfas.

0.5. Límites y colímites
Muchas de las construcciones categóricas que estudiaremos posteriormente como los objetos finales,

igualadores, productos fibrados y productos, son ejemplos de límites. Así mismo, los objetos iniciales,
coigualadores, sumas fibradas y coproductos, que son construcciones duales a las mencionadas anterior-
mente, son ejemplos de colímites. Tanto los límites como los colímites tienen la bondad de ser únicos
hasta isomorfismos en una categoría apropiada. Por lo tanto, en vez de demostrar dicha unicidad hasta
isomorfismos para cada una de las construcciones mencionadas anteriormente, demostraremos que esto
es válido en general para límites y colímites, y más adelante nos limitaremos a hacer observaciones
cuando una construcción sea un límite o un colímite.

Las definiciones de límite y colímite son muy abstractas, por lo que se recomienda a quienes no
conozcan ya ejemplos de ellos que empiecen esta sección por leer los que aparecen a continuación,
mismos que fueron mencionados en el párrafo anterior, y que vuelvan a estas definiciones cuantas veces
sea necesario para ir construyendo un panorama general.

Definición 0.5.1 Sea F : C → D un funtor. Un cono de F es un par (D,ψ), donde D ∈ Obj(D) y ψ
es una familia {D ψX−−→ F (X)}X∈Obj(C ) de morfismos en D tales que, para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C )
y X f−→ Y ∈ Mor(C ), se tiene que F (f)ψX = ψY ; diagramáticamente, el cono (D,ψ) se puede ver como
el siguiente diagrama conmutativo

D

F (X) F (Y )

ψX ψY

∀ X, Y ∈ Obj(C ), X f−→ Y ∈ Mor(C ).
F (f)

(0.5.1)

Observación 0.5.2 El término “cono” es una mnemotecnia que hace referencia a los diagramas conmu-
tativos (0.5.1) que representan su definición, pues podemos imaginar que cada uno de dichos diagramas
es una rebanada de un cono que tiene en el borde de la base a todos los objetos de la categoría F (C ).

Definición 0.5.3 Sean F : C → D un funtor y (D,ψ), (D′, ψ′) conos de F . Un morfismo de conos
α : (D,ψ)→ (D′, ψ′) es un morfismo D α−→ D′ en D que hace conmutar el siguiente diagrama
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D D′

F (X)
ψX

α

ψ′
X

∀ X ∈ Obj(C ).

Observación 0.5.4 Sea F : C → D un funtor. Las clases de conos de F y de morfismos de conos de
F , junto con la composición de morfismos inducida de D , forman una categoría llamada la categoría de
conos de F , que denotamos por Cone(F ).

Definición 0.5.5 Sea F : C → D un funtor. Un cono universal de F es un cono de F a través del cual
se factorizan todos los conos de F de forma única. Es decir, un cono (U, ϕ) de F es un cono universal
de F si para cualquier cono (D,ψ) de F existe un único morfismo de conos (D,ψ) φ−→ (U, ϕ). A un cono
universal de F también se le conoce como un límite del funtor F , y la propiedad descrita anteriormente
se conoce como la propiedad universal del límite del funtor F .

Observación 0.5.6 Sea F : C → D un funtor. Entonces los límites de F , si existen, son únicos hasta
isomorfismos en la categoría de conos de F .

En efecto: Sean (U, ϕ) y (U ′, ϕ′) límites de F . Dado que son conos universales y, en particular, conos
de F , por la propiedad universal del límite de F existen morfismos únicos U ′ φ−→ U,U

φ′
−→ U ′ en D tales

que, para cualquier X ∈ Obj(C ), el siguiente diagrama conmuta

U ′ U.

F (X)

φ

ϕ′
X

ϕX

φ′

(0.5.2)

Ahora, del diagrama conmutativo (0.5.2) tenemos que los siguientes diagramas conmutan para cualquier
X ∈ Obj(C ),

U U U ′ U ′

F (X) F (X)

φφ′

ϕX ϕX ϕ′
X

φ′φ

ϕ′
X

Por otro lado, los siguientes diagramas conmutan para cualquier X ∈ Obj(C ),

U U U ′ U ′

F (X) F (X)

1U

ϕX ϕX ϕ′
X

1U′

ϕ′
X

Por ende, de la propiedad universal del límite de F se sigue que φφ′ = 1U y φ′φ = 1U ′ . Por lo tanto,
concluimos que los límites de F son únicos hasta isomorfismos en la categoría de conos de F .

Definición 0.5.7 Sea F : C → D un funtor. Un cocono de F es un par (ψ,D), donde D ∈ Obj(D) y ψ
es una familia {F (X) ψX−−→ D}X∈Obj(C ) de morfismos en D tales que, para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C ) y
X

f−→ Y ∈ Mor(C ), se tiene que ψY F (f) = ψX ; diagramáticamente, el cocono (ψ,D) se puede ver como
el siguiente diagrama conmutativo

F (X) F (Y )

D
ψX

F (f)

ψY ∀ X, Y ∈ Obj(C ), X f−→ Y ∈ Mor(C ).
(0.5.3)
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Observación 0.5.8 El diagrama (0.5.3) puede obtenerse invirtiendo las flechas del diagrama (0.5.1),
reordenando los elementos, y reetiquetando a los objetos arbitrarios X y Y . Similarmente, si invertimos
las flechas del diagrama (0.5.3), reordenamos los objetos y reetiquetamos a X y a Y , podemos obtener
el diagrama (0.5.1). Esto muestra que las nociones de cono y cocono son duales entre sí. Es decir, que si
F : C → D es un funtor, D es un objeto en D y ψ es una familia {D ψX−−→ F (X)}X∈Obj(C ) de morfismos
en D , entonces

(D,ψ) es un cono de F ⇐⇒ (ψop, D) es un cocono de F,

donde ψop = {F (X) ψX
op

−−−→ D}X∈Obj(C ).

Definición 0.5.9 Sean F : C → D un funtor y (ψ,D), (ψ′, D′) coconos de F . Un morfismo de coconos
β : (ψ,D)→ (ψ′, D′) es un morfismo D β−→ D′ en D que hace conmutar el siguiente diagrama

F (X)

D D′.

ψX
ψ′

X

β

∀ X ∈ Obj(C ).

Observación 0.5.10 Sea F : C → D un funtor. Las clases de coconos de F y de morfismos de coconos
de F , junto con la composición de morfismos inducida de D , forman una categoría llamada la categoría
de coconos de F , que denotamos por CoCone(F ).

Definición 0.5.11 Sea F : C → D un funtor. Un cocono universal de F es un cocono de F a través del
cual se factorizan todos los coconos de F de forma única. Es decir, un cocono (ϕ, U) de F es un cocono
universal si para cualquier cocono (ψ,D) de F existe un único morfismo de coconos (ϕ, U) φ−→ (ψ,D). A
un cocono universal de F también se le conoce como un colímite del funtor F , y la propiedad descrita
anteriormente se conoce como la propiedad universal del colímite del funtor F .

Observación 0.5.12 Sea F : C → D un funtor. Entonces los colímites de F , si existen, son únicos
hasta isomorfismos en la categoría de coconos de F .

En efecto: Sean (ϕ, U) y (ϕ′, U ′) colímites de F . Dado que son coconos universales y, en particular,
coconos de F , por la propiedad universal del colímite de F existen morfismos únicos U φ−→ U ′, U ′ φ′

−→ U
en D tales que, para cualquier X ∈ Obj(C ), el siguiente diagrama conmuta

F (X)

U U ′.

ϕX
ϕ′

X

φ

φ′

(0.5.4)

Ahora, del diagrama conmutativo (0.5.4) tenemos que los siguientes diagramas conmutan para cualquier
X ∈ Obj(C ),

F (X)

U U

ϕX ϕX

φ′φ

F (X)

U ′ U ′

ϕX ϕX

φφ′

Por otro lado, los siguientes diagramas conmutan para cualquier X ∈ Obj(C ),
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F (X)

U U

ϕX ϕX

1U

F (X)

U ′ U ′

ϕX ϕX

1U′

Por ende, de la propiedad universal del colímite de F se sigue que φ′φ = 1U y φφ′ = 1U ′ . Por lo tanto,
concluimos que los colímites de F son únicos hasta isomorfismos en la categoría de coconos de F .

Objetos finales, objetos iniciales y objetos cero
Nota Dado un conjunto Z, denotaremos por |Z| al cardinal de dicho conjunto.

Definición 0.5.13 Sea C una categoría. Un objeto F en C es un objeto final si

|HomC (X,F )| = 1

para todo X ∈ Obj(C ).

Observación 0.5.14 Los objetos finales en una categoría C , si existen, son únicos hasta isomorfismos
en C .

En efecto: Sean F, F ′ objetos finales en una categoría C . Entonces, tenemos que

|HomC (F ′, F )| = 1 = |HomC (F, F ′)|, (0.5.5)
|HomC (F, F )| = 1 = |HomC (F ′, F ′)|. (0.5.6)

Por (0.5.5), existen h ∈ HomC (F, F ′) y j ∈ HomC (F ′, F ). Por axiomas de categoría, tenemos que
jh ∈ HomC (F, F ), hj ∈ HomC (F ′, F ′), 1F ∈ HomC (F, F ) y 1F ′ ∈ HomC (F ′, F ′). Por (0.5.6), se sigue
que jh = 1F y hj = 1F ′ , por lo que F ≃ F ′.

Definición 0.5.15 Sea C una categoría. Un objeto I en C es un objeto inicial si

|HomC (I,X)| = 1

para todo X ∈ Obj(C ).

Observación 0.5.16

(1) Los objetos iniciales en una categoría C , si existen, son únicos hasta isomorfismos en C .

En efecto: Sean I, I ′ objetos iniciales en una categoría C . Entonces, tenemos que

|HomC (I, I ′)| = 1 = |HomC (I ′, I)|, (0.5.7)
|HomC (I, I)| = 1 = |HomC (I ′, I ′)|. (0.5.8)

Por (0.5.7), existen f ∈ HomC (I, I ′) y g ∈ HomC (I ′, I). Por axiomas de categoría, tenemos que
gf ∈ HomC (I, I), fg ∈ HomC (I ′, I ′), 1I ∈ HomC (I, I) y 1I′ ∈ HomC (I ′, I ′). Por (0.5.8), se sigue
que gf = 1I y fg = 1I′ , por lo que I ≃ I ′.

(2) Las nociones de objeto final e inicial son duales entre sí. Es decir, si C es una categoría y X es un
objeto en C , entonces

X es un objeto final en C ⇐⇒ X es un objeto inicial en C op.
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Definición 0.5.17 Sea C una categoría. Un objeto 0 en C es un objeto cero si es un objeto final e
inicial, es decir, si

|HomC (X, 0)| = 1 = |HomC (0, X)|

para todo X ∈ Obj(C ).

Observación 0.5.18

(1) Los objetos cero en una categoría C , si existen, son únicos hasta isomorfismos en C .

(2) La noción de objeto cero es auto dual. Es decir, si C es una categoría y X es un objeto en C ,
entonces

X es un objeto cero en C ⇐⇒ X es un objeto cero en C op.

Igualadores y coigualadores
Definición 0.5.19 Sean α, β : A→ B morfismos en una categoría C . Un morfismo I ι−→ A en C es un
igualador para el par (α, β) si las siguientes condiciones se satisfacen.

(I1) βι = αι.

(I2) Propiedad universal del igualador: para todo morfismo X f−→ A en C tal que βf = αf , existe un
único morfismo X f ′

−→ I tal que ιf ′ = f ; diagramáticamente,

X

I A B.

∃! f ′
f

ι

α

β

Observación 0.5.20 Sean α, β : A→ B en una categoría C .

(1) Si I ι−→ A es un igualador de (α, β), entonces ι ∈ MonC (−, A).

(2) Si I ι
↪−→ A y I ′ ι′

↪−→ A son igualadores de (α, β), entonces ι ≃ ι′ en MonC (−, A).

(3) En virtud de (1) y (2), y en caso de que (α, β) admita un igualador, denotaremos por Equ(α, β) ι
↪−→

A a la elección de uno de ellos, siguiendo la notación preponderante derivada del término equalizer
en inglés.

Definición 0.5.21 Sean α, β : A→ B morfismos en una categoría C . Un morfismo B ν−→ C en C es un
coigualador para el par (α, β) si las siguientes condiciones se satisfacen.

(CI1) νβ = να.

(CI2) Propiedad universal del coigualador: para todo morfismo B f−→ Y en C tal que fβ = fα, existe un
único morfismo C f ′

−→ Y tal que f ′ν = f ; diagramáticamente,

A B C.

Y

α

β
f

ν

∃! f ′
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Observación 0.5.22 Sean α, β : A→ B en una categoría C .

(1) Si ν → C es un coigualador de (α, β), entonces ν ∈ EpiC (B,−).

(2) Si B ν−→→ C y B ν′
−→→ C ′ son coigualadores de (α, β), entonces ν ≃ ν ′ en EpiC (B,−).

(3) En virtud de (1) y (2), y en caso de que (α, β) admita un coigualador, denotaremos por B ν−→→
CoEq(α, β) a la elección de uno de ellos.

Productos fibrados, sumas fibradas y cuadrados bicartesianos
Definición 0.5.23 Sean A1

α1−→ A y A2
α2−→ A morfismos en una categoría C . Un producto fibrado o

pull-back para el diagrama A1
α1−→ A

α2←− A2 es un diagrama conmutativo en C

P A2

A1 A

β1

β2

PB α2

α1

que satisface la siguiente propiedad universal: para cualesquiera morfismos P ′ β′
1−→ A1, P

′ β′
2−→ A2 en C

tales que α2β
′
2 = α1β

′
1, se tiene que existe un único morfismo P ′ γ−→ P en C tal que β1γ = β′

1 y β2γ = β′
2;

diagramáticamente,

P ′

P A2

A1 A.

β′
1

β′
2

∃! γ

β1

β2

PB α2

α1

Observación 0.5.24 Los productos fibrados, si existen, son únicos hasta isomorfismos.
En efecto: Sean A1

α1−→ A y A2
α2−→ A morfismos en una categoría C . Supongamos que los siguientes

diagramas conmutativos en C son productos fibrados para el diagrama A1
α1−→ A

α2←− A2

P A2 P ′ A2

A1 A A1 A.

β1

β2

PB α2 β′
1

β′
2

PB α2

α1 α1

Por la propiedad universal de los productos fibrados, existen morfismos únicos P γ−→ P ′, P ′ γ′
−→ P en C

tales que el siguiente diagrama conmuta

P ′

P A2

A1 A.

β′
1

β′
2

γ′

γ
β2

β1 α2

α1
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Más aún, de la unicidad en la propiedad universal del producto fibrado se sigue que γ′γ = 1P y γγ′ = 1P ′ ,
por lo que P ≃ P ′.

Corolario 0.5.25 Sean C una categoría y el diagrama conmutativo en C

P A2

A1 A

β1

β2

PB α2

α1

un producto fibrado. Entonces, se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si α1 es un monomorfismo, entonces β2 también lo es.

(b) Si α1 es un isomorfismo, entonces β2 también lo es.

Demostración.

(a) Supongamos que α1 es un monomorfismo y que existen X ∈ Obj(C ) y γ, γ′ : X → P ∈ Mor(C )
tales que β2γ = β2γ

′. Como por hipótesis α1β1 = α2β2, tenemos que

α1β1γ = α2β2γ

= α2β2γ
′

= α1β1γ
′.

Dado que α1 es un monomorfismo, se sigue que β1γ = β1γ
′. Por lo tanto, γ y γ′ son tales que el

siguiente diagrama conmuta

X

P A2

A1 A.

β1γ

β2γ′

γ

γ′

β2

β1 PB α2

α1

Por la propiedad universal del producto fibrado se sigue que γ = γ′. Por lo tanto, β2 es un
monomorfismo. Observemos que por simetría se sigue que, si α2 es un monomorfismo, entonces β1
también lo es.

(b) Supongamos que α1 es un isomorfismo. Observemos que el siguiente diagrama en C conmuta

A2

P A2

A1 A.

1A2

α−1
1 α2 β1

β2

PB α2

α1
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Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un único morfismo A2
γ−→ P tal que β1γ =

α−1
1 α2 y β2γ = 1A2 . Luego, tenemos que

β2γβ2 = 1A2β2

= β2

= β21P ,

β1γβ2 = α−1
1 α2β2

= α−1
1 α1β1

= 1A1β1

= β1

= β11P .

De la unicidad en la propiedad universal del producto fibrado se sigue que γβ2 = 1P , de donde
concluimos que β2 es un isomorfismo.

Proposición 0.5.26 Sean C una categoría y consideremos un diagrama en C

P B′ Q

A B I

g

β1 θ1

α2

θ2

f γ2

tal que ambos cuadrados son productos fibrados. Si θ1 y γ2 son monomorfismos en C y existe A γ1−→ I tal
que f = γ2γ1, entonces existe P α1−→ Q tal que α2α1 = g y el siguiente diagrama es un producto fibrado

P Q

A I.

β1

α1

θ2

γ1

Demostración. Supongamos que θ1 y γ2 son monomorfismos en C y que existe A γ1−→ I tal que f = γ2γ1.
Entonces, tenemos que el siguiente diagrama en C conmuta

P B′ Q

A B I.

g

β1 θ1

α2

θ2

f

γ1

γ2

(0.5.9)

En particular, observemos que γ2(γ1β1) = θ1g. Reordenando el diagrama 0.5.9, obtenemos el diagrama
conmutativo en C

P

Q B′

I B.

γ1β1

g

θ2

α2

θ1

γ2
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Dado que el cuadrado conmutativo es un producto fibrado por hipótesis, de la propiedad universal del
producto fibrado se sigue que existe un único morfismo P α1−→ Q tal que α2α1 = g y θ2α1 = γ1β1. Veamos
que el diagrama conmutativo dado por la segunda igualdad

P Q

A I

β1

α1

θ2

γ1

es un producto fibrado para A γ1−→ I
θ2←− Q. En efecto, sean P ′ ∈ Obj(C ) y P ′ φ1−→ A,P ′ φ2−→ Q morfismos

en C tales que γ1φ1 = θ2φ2. Entonces, como γ2θ2 = θ1α2, tenemos que

fφ1 = γ2γ1φ1

= γ2θ2φ2

= θ1α2φ2,

por lo que tenemos el diagrama conmutativo en C

P ′

P B′

I B.

α2φ2

φ1
β1

g

θ1

f

(0.5.10)

Como el cuadrado del diagrama 0.5.10 es un producto fibrado, existe P ′ φ−→ P en C tal que gφ = α2φ2
y β1φ = φ1. Ahora, como γ2 es un monomorfismo y el diagrama en C

Q B′

I B

θ2

α2

θ1

γ2

es un producto fibrado, se sigue de la Proposición 0.5.25 que α2 también es un monomorfismo. Por ende,
de α2φ2 = gφ = α2α1φ se sigue que φ2 = aα1φ, por lo que el diagrama en C

P ′

P Q

A I

φ

φ1

φ2

β1

α1

θ2

γ1

conmuta. Como θ2 y α1 son monomorfismos, entonces por el inciso (2) de la Observación 0.2.2 sabemos
que θ2α1 es un monomorfismo. Por lo tanto, si existe P ′ φ′

−→ P en C tal que α1φ
′ = φ2 y β1φ

′ = φ1,
entonces tenemos que θ2α1φ

′ = θ2α1φ, de donde se sigue que φ′ = φ.

Definición 0.5.27 Sea C una categoría. Decimos que C es una categoría con productos fibrados si para
cualquier diagrama A1

α1−→ A
α2←− A2 en C existe el producto fibrado correspondiente.

Definición 0.5.28 Sean A
α1−→ A1 y A

α2−→ A2 morfismos en una categoría C . Una suma fibrada o
push-out para el diagrama A1

α1←− A
α2−→ A2 es un diagrama conmutativo en C
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A A2

A1 S

α1

α2

β2

β1

PO

que satisface la siguiente propiedad universal: para cualesquiera morfismos A1
β′

1−→ S ′, A2
β′

2−→ S ′ en C
tales que β′

1α1 = β′
2α2, se tiene que existe un único morfismo S

γ−→ S ′ tal que γβ1 = β′
1 y γβ2 = β′

2;
diagramáticamente,

A A2

A1 S

S ′.

α1

α2

β2
β′

2

β1

β′
1

∃! γ

PO

Observación 0.5.29

(1) Las sumas fibradas, si existen, son únicas hasta isomorfismos.
En efecto: Sean A α1−→ A1 y A α2−→ A2 morfismos en una categoría C . Supongamos que los siguientes
diagramas conmutativos en C son sumas fibradas para el diagrama A1

α1←− A
α2−→ A2

A A2 A A2

A1 S A1 S ′.

α1

α2

β2 α1

α2

β′
2

β1

PO

β′
1

PO

Por la propiedad universal de las sumas fibradas, existen morfismos únicos S γ−→ S ′, S ′ γ′
−→ S en C

tales que el siguiente diagrama conmuta

A A2

A1 S

S ′.

α1

α2

β2
β′

2

β1

β′
1

γ

γ′

Más aún, de la unicidad en la propiedad universal de la suma fibrada se sigue que γ′γ = 1S y
γγ′ = 1S′ , por lo que S ≃ S ′.

(2) Las nociones de producto fibrado y suma fibrada son duales entre sí. Es decir, si C es una categoría
y A1

α1−→ A,A2
α2−→ A son morfismos en C , entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(i)
X A2

A1 A

β1

β2

α2

α1

es un producto fibrado para el diagrama A1
α1−→ A

α2←− A2 en C .
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(ii)
A A1

A2 X

α2op

α1op

β1op

β2op

es una suma fibrada para el diagrama A1
α1op
←−− A

α2op
−−→ A2 en C op.

Corolario 0.5.30 Sean C una categoría y el diagrama conmutativo en C

A A2

A1 S

α1

α2

PO β2

β1

una suma fibrada. Entonces, se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si α1 es un epimorfismo, entonces β2 también lo es.

(b) Si α1 es un isomorfismo, entonces β2 también lo es.

Demostración.

(a) Supongamos que α1 es un epimorfismo y que existen X ∈ Obj(C ) y γ, γ′ : S → X ∈ Mor(C ) tales
que γβ2 = γ′β2. Como por hipótesis β1α1 = β2α2, tenemos que

γβ1α1 = γβ2α2

= γ′β2α2

= γ′β1α1.

Dado que α1 es un epimorfismo, se sigue que γβ1 = γ′β1. Por lo tanto, γ y γ′ son tales que el
siguiente diagrama conmuta

A A2

A1 S

S ′.

α1

α2

β2
γβ2

β1

γβ1

γ

γ′

PO

Por la propiedad universal de la suma fibrada se sigue que γ = γ′. Por lo tanto, β2 es un epimor-
fismo. Observemos que por simetría se sigue que, si α2 es un epimorfismo, entonces β1 también lo
es.

(b) Supongamos que α1 es un isomorfismo. Observemos que el siguiente diagrama en C conmuta

A A2

A1 S

A2.

α1

α2

PO β2 1A2

β1

α2α
−1
1
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Por la propiedad universal de la suma fibrada, existe un único morfismo S γ−→ A1 tal que γβ1 =
α2α

−1
1 y γβ2 = 1A2 . Luego, tenemos que

β2γβ2 = β21A2

= β2

= 1Sβ2,

β2γβ1 = β2α2α
−1
1

= β1α1α
−1
1

= β11A1

= β1

= 1Sβ1.

De la unicidad en la propiedad universal del producto fibrado se sigue que β1γ = 1S, de donde
concluimos que β2 es un isomorfismo.

Definición 0.5.31 Sea C una categoría. Decimos que C es una categoría con sumas fibradas si para
cualquier diagrama A1

α1←− A
α2−→ A2 en C existe la suma fibrada correspondiente.

Definición 0.5.32 Un cuadrado bicartesiano en una categoría C es un diagrama conmutativo en C

A B

C D

α

γ β

δ

BC

tal que es un producto fibrado y una suma fibrada.

Observación 0.5.33 La noción de cuadrado bicartesiano es auto dual.
En efecto: Se sigue del inciso (2) de la Observación 0.5.29.

Productos y coproductos
Definición 0.5.34 Sean C una categoría y {Ai}i∈I una familia de objetos en C . Un producto en C para
{Ai}i∈I es un objeto P ∈ Obj(C ) junto con una familia {P πi−→ Ai}i∈I de morfismos en C tales que se
satisfacen la siguiente propiedad universal: para cualesquiera Q ∈ Obj(C ) y {Q αi−→ Ai}i∈I en C , existe
un único morfismo Q α−→ P en C tal que πiα = αi para todo i ∈ I; diagramáticamente,

Q P

Ai

αi

∃! α

πi ∀ i ∈ I.

Observación 0.5.35 Sean C una categoría, {Ai}i∈I una familia de objetos en C y {P πi−→ Ai}i∈I un
producto para {Ai}i∈I .

(1) Si {P ′ π′
i−→ Ai}i∈I y P ′ ∈ Obj(C ) son otro producto para {Ai}i∈I , entonces existe λ : P ∼−→ P ′ en C

tal que π′
iλ = πi para todo i ∈ I; diagramáticamente,
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P P ′

Ai

πi

λ
∼

π′
i

∀ i ∈ I.

En efecto: Por la propiedad universal del producto, existen P λ−→ P ′ y P ′ µ−→ P tales que el siguiente
diagrama conmuta

P P ′ P

Ai

πi

λ

π′
i

µ

πi ∀ i ∈ I.

Luego, para todo i ∈ I se tienen los siguientes diagramas conmutativos

P P P ′ P ′.

Ai Ai

πi

µλ

πi π′
i

λµ

π′
i

De la unicidad en la propiedad universal del producto se sigue que µλ = 1P y λµ = 1P ′ .

(2) En vista de (1), y en caso de que exista, denotaremos por {∏i∈I Ai
πi−→ Ai}i∈I a la elección de un

producto en C para {Ai}i∈I . En tal caso, el morfismo ∏i∈I Ai
πi−→ Ai se conoce como la i-ésima

proyección natural de ∏i∈I en Ai.

(3) Sean C localmente pequeña e I un conjunto. Una familia {A pi−→ Ai}i∈I en C es un producto para
{Ai}i∈I si, y sólo si, para todo B ∈ Obj(C ), el morfismo canónico en Sets

φB : HomC (B,A)→
∏
i∈I

HomC (B,Ai), β 7→ (piβ)i∈I

es un isomorfismo en Sets.

(4) Si I = ∅, entonces P es un objeto final en C . Recíprocamente, cualquier objeto final en C es un
producto en C para una familia vacía de objetos en C .

Proposición 0.5.36 Sean C una categoría, A1, A2 ∈ Obj(C ) tales que existe un producto A1
∏
A2 en

C , y el diagrama
P A2

A1 A.

β1

β2

α2

α1

(0.5.11)

en C . Por la propiedad universal del producto, podemos considerar un morfismo P β−→ A1
∏
A2 tal que

hace conmutar los triángulos superiores izquierdos del siguiente diagrama en C

P A2

A1
∏
A2

A1 A.

β1

β2

β

α2

π1

π2

α1

(0.5.12)

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
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(a) El diagrama (0.5.11) es un producto fibrado en C .

(b) β = Equ(α2π2, α1π1).

Demostración.
(a)⇒(b) Por hipótesis, tenemos que el cuadrado del diagrama (0.5.12) conmuta. Por ende,

(α1π1)β = α1(π1β)
= α1β1

= α2β2

= α2(π2β)
= (α2π2)β.

Ahora, sea X
δ−→ A1

∏
A2 en C tal que α1π1δ = α2π2δ. Entonces, como el diagrama (0.5.11) es un

producto fibrado, por la propiedad universal del producto fibrado tenemos que existe X θ−→ P en C tal
que β2θ = π2δ y β1θ = π1δ. Luego, como

π1(βθ) = (π1β)θ
= β1θ

= π1δ,

π2(βθ) = (π2β)θ
= β2θ

= π2δ,

de la propiedad universal del producto, se sigue que βθ = δ. Supongamos que existe X θ′
−→ P en C tal

que βθ′ = δ. Entonces, para i ∈ {1, 2}, tenemos que

βiθ
′ = (πiβ)θ
= πi(βθ′)
= πiδ

y, de la propiedad universal del producto fibrado, se sigue que θ′ = θ.

(b)⇒(a) Observemos que

α2β2 = α2π2β

= α1π1β (β = Equ(α1π1, α2π2))
= α1β1.

Sean X
δ1−→ A1 y X δ2−→ A2 en C tales que α2δ2 = α1δ1. Por la propiedad universal del producto, existe

X
δ−→ A1

∏
A2 en C tal que π1δ = δ1 y π2δ = δ2. Ahora, como

(α1π1)δ = α1(π1δ)
= α1δ1

= α2δ2

= α2(π2δ)
= (α2π2)δ
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y β = Equ(α1π1, α2π2), por la propiedad universal del ecualizador, existe X ψ−→ P en C tal que βψ = δ.
Más aún, para i ∈ {1, 2}, tenemos que

βiψ = πiβψ

= πiδ

= δi.

Supongamos que existe X ψ′
−→ P en C tal que βiψ′ = δi, para i ∈ {1, 2}. Dado que, para i ∈ {1, 2},

tenemos que

πi(βψ′) = (πiβ)ψ′

= βiψ
′

= δi

= πiδ,

de la propiedad universal del producto se sigue que βψ′ = δ. Finalmente, por la propiedad universal del
ecualizador, tenemos que ψ′ = ψ.

Definición 0.5.37 Sea C una categoría. Decimos que C es una categoría con productos finitos si para
cualquier familia {Ai}i∈I de objetos en C con I finito existe el producto correspondiente.

Definición 0.5.38 Sean C una categoría y {Ai}i∈I una familia de objetos en C . Un coproducto en C

para {Ai}i∈I es un objeto C en C junto con una familia {Ai
µi−→ C}i∈I de morfismos en C tales que

satisfacen la siguiente propiedad universal: para cualesquiera B ∈ Obj(C ) y {Ai
βi−→ B}i∈I en C , existe

un único morfismo C β−→ B en C tal que βµi = βi para todo i ∈ I; diagramáticamente,

Ai

C B

µi βi

∃! β

∀ i ∈ I.

Observación 0.5.39 Sean C una categoría, {Ai}i∈I una familia de objetos en C , C ∈ Obj(C ) y
{Ai

µi−→ C}i∈I un coproducto en C para {Ai}i∈I .

(1) Si {Ai
µ′

i−→ C ′}i∈I y C ′ ∈ Obj(C ) son otro coproducto en C para {Ai}i∈I , entonces existe θ : C ′ ∼−→ C
en C tal que θµ′

i = µi para todo i ∈ I; diagramáticamente,

C ′ C

Ai

θ
∼

µ′
i

µi ∀ i ∈ I.

En efecto: Por la propiedad universal del coproducto, existen C ′ θ−→ C y C
ν−→ C ′ tales que el

siguiente diagrama en conmuta

C ′ C C ′

Ai

θ ν

µ′
i

µi
µ′

i
∀ i ∈ I.
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Luego, para todo i ∈ I, se tienen los siguientes diagramas conmutativos

C ′ C ′ C C.

Ai Ai

νθ θν

µ′
i µ′

i
µi µi

De la unicidad en la propiedad universal del coproducto se sigue que νθ = 1C′ y θν = 1C .

(2) En vista de (1), y en caso de que exista, denotaremos por {Ai
µi−→ ∐

i∈I Ai}i∈I a la elección de un
coproducto en C para {Ai}i∈I . En tal caso, el morfismo Ai

µi−→ ∐
i∈I Ai se conoce como la i-ésima

inclusión natural de Ai en ∐i∈I Ai.

(3) Sean C localmente pequeña e I un conjunto. Una familia {Ai
νi−→ B}i∈I y B ∈ Obj(C ) son un

coproducto de {Ai}i∈I si, y sólo si, para todo H ∈ Obj(C ), el morfismo canónico en Sets

ψH : HomC (B,H)→
∏
i∈I

HomC (Ai, H), β 7→ (βνi)i∈I

es un isomorfismo en Sets. En particular,

ψH : HomC

(∐
i∈I
Ai, H

)
∼−→
∏
i∈I

HomC (Ai, H)

en Sets para todo H ∈ Obj(C ).

(4) Si I = ∅, entonces C es un objeto inicial en C . Recíprocamente, cualquier objeto inicial en C es
un coproducto en C para una familia vacía de objetos en C .

(5) Las nociones de producto y coproducto son duales entre sí. Es decir, si C es una categoría, {Ai}i∈I
es una familia de objetos en C , P es un objeto en C y π es una familia {P πi−→ Ai}i∈I de morfismos
en C , entonces

P y π son un producto en C para {Ai}i∈I ⇐⇒ P y πop son un coproducto en C op para {Ai}i∈I ,

donde πop = {Ai
πi

op
−−→ P}i∈I .

Proposición 0.5.40 Sean C una categoría, {Ai
µi−→ ∐

i∈I Ai}i∈I un coproducto en C , C ∈ Obj(C ) y
{Ai

νi−→ C}i∈I una familia de morfismos en C . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) C y {Ai
νi−→ C}i∈I son un coproducto de {Ai}i∈I .

(b) Existe un isomorfismo φ : ∐i∈I Ai
∼−→ C tal que φµi = νi para todo i ∈ I.

Demostración. Si I = ∅, entonces por el inciso (1) de la Observación 0.5.16 y el inciso (4) de la Obser-
vación 0.5.39 se sigue que (a) y (b) son equivalentes, por lo que podemos suponer que I ̸= ∅.

(a) ⇒ (b) Supongamos que C y {Ai
νi−→ C}i∈I son un coproducto de {Ai}i∈I . Entonces, por la

propiedad universal del coproducto, se sigue que existe un único morfismo C ψ−→ ∐
i∈I Ai tal que ψνi = µi

para cada i ∈ I. Como por hipótesis ∐i∈I Ai y {Ai
µi−→ ∐

i∈I Ai}i∈I también son un coproducto de {Ai}i∈I ,
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entonces existe un único morfismo ∐i∈I Ai
φ−→ C tal que φµi = νi para cada i ∈ I. Observemos que, para

cada i ∈ I,

(ψφ)µi = ψ(φµi)
= ψνi

= µi

= 1∐
i∈I

Ai
µi,

(φψ)νi = φ(ψνi)
= φµi

= νi

= 1Cνi.

De la unicidad en la propiedad universal del coproducto, se sigue que ψφ = 1∐
i∈I

Ai
y φψ = 1C . Por

ende, existe φ : ∐i∈I Ai
∼−→ C tal que φµi = νi para cada i ∈ I.

(b) ⇒ (a) Supongamos que existe φ : ∐i∈I Ai
∼−→ C tal que φµi = νi, para cada i ∈ I. Sean B ∈

Obj(C ) y {Ai
βi−→ B}i∈I una familia de morfismos en C . Como por hipótesis ∐i∈I Ai y {Ai

µi−→ ∐
i∈I Ai}i∈I

son un coproducto de {Ai}i∈I , entonces existe un único morfismo ∐i∈I Ai
β−→ B tal que βµi = βi para

cada i ∈ I. Observemos que C βφ−1
−−−→ B es un morfismo en C tal que, para cada i ∈ I,

(βφ−1)νi = (βφ−1)(φµi)
= β(φ−1φ)µi
= βµi

= βi.

Más aún, de la unicidad de la propiedad universal del coproducto, se sigue que βφ−1 es el único morfismo
de C a B que cumple lo anterior. Por ende, C y {Ai

νi−→ C}i∈I son un coproducto de {Ai}i∈I .

Proposición 0.5.41 Sean C una categoría, {∏i∈I Ai
πi−→ Ai}i∈I un producto en C , C ∈ Obj(C ) y

{C ρi−→ Ai}i∈I una familia de morfismos en C . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) C y {C ρi−→ Ai}i∈I son un producto de {Ai}i∈I .

(b) Existe un isomorfismo φ : C ∼−→ ∏
i∈I Ai tal que πiφ = ρi para todo i ∈ I.

Demostración. Haremos esta demostración utilizando el principio de dualidad. Observemos que, por el
inciso (5) de la Observación 0.5.39, tenemos que {Ai

πi
op
−−→ ∏

i∈I Ai}i∈I es un coproducto en C op.

(a)⇒(b) Supongamos que C y {C ρi−→ Ai}i∈I son un producto de {Ai}i∈I en C . Entonces, por duali-
dad, tenemos que C y {Ai

ρi
op
−−→ C}i∈I son un coproducto de {Ai}i∈I en C op. Aplicando la Proposición

0.5.40, tenemos que existe un isomorfismo φop : ∏i∈I Ai
∼−→ C tal que φopπi

op = ρi
op para todo i ∈ I.

Luego, tenemos que

φopπi
op = ρi

op ∀ i ∈ I =⇒ DC op(φopπi
op) = DC op(ρiop) ∀ i ∈ I

=⇒ DC op(πop
i )DC op(φop) = DC op(ρiop) ∀ i ∈ I

=⇒ πiφ = ρi ∀ i ∈ I,
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donde φ : C ∼−→ ∏
i∈I Ai es un isomorfismo por el inciso (1) de la Observación 0.3.2.

(b)⇒(a) Supongamos que existe un isomorfismo φ : C ∼−→ ∏
i∈I Ai tal que πiφ = ρi para todo i ∈ I.

Observemos que

πiφ = ρ ∀ i ∈ I =⇒ DC (πiφ) = DC (ρi) ∀ i ∈ I
=⇒ DC (φ)DC (πi) = DC (ρi) i ∈ I
=⇒ φopπi

op = ρi
op ∀ i ∈ I,

donde φop : ∏i∈I Ai
∼−→ C es un isomorfismo por el inciso (1) de la Observación 0.3.2. Aplicando la

Proposición 0.5.40, tenemos que C y {Ai
ρi

op
−−→ C}i∈I son un coproducto de {Ai}i∈I en C op. Por el inciso

(5) de la Observación 0.5.39, se sigue que C y {C ρi−→ Ai}i∈I son un producto de {Ai}i∈I en C .

Definición 0.5.42 Sean C una categoría localmente pequeña y A = ∐
j∈J Aj, B = ∏

i∈I Bi en C , con I
y J conjuntos. Denotaremos por MatI×J(A,B) al conjunto de matrices α, de orden I × J , con entradas
[α]i,j ∈ HomC (Aj, Bi). Para α, β ∈ MatI×J(A,B), definimos

α = β ⇐⇒ [α]i,j = [β]i,j ∀ (i, j) ∈ I × J.

Proposición 0.5.43 Sean C una categoría localmente pequeña y A = ∐
j∈J Aj, B = ∏

i∈I Bi en C , con
I y J conjuntos. Entonces, la correspondencia

φ = φB,A : HomC (A,B)→ MatI×J(A,B),

dada por [φ(f)]i,j := πBi fµ
A
j para todo (i, j) ∈ I × J , es un isomorfismo en Sets.

Demostración. Primero, veamos que φ es inyectiva. Sean f, g ∈ HomC (A,B) tales que φ(f) = φ(g).
Para cada i ∈ I, tenemos que, para todo j ∈ J ,

(πBi f)µAj = [φ(f)]i,j
= [φ(g)]i,j
= (πBi g)µAj .

Luego, por la propiedad universal del coproducto, tenemos que

πBi f = πBi g ∀ i ∈ I;

de la unicidad en la propiedad universal del producto, se sigue que f = g.

Ahora, veamos que φ es suprayectiva. Sea α ∈ MatI×J(A,B). Para cada j ∈ J fijo, se tiene la familia
de morfismos {Aj

[α]i,j−−−→ Bi}i∈I . Luego, por la propiedad universal del producto, para cada j ∈ J , existe
un morfismo Aj

fj−→ B en C tal que πBi fj = [α]i,j para todo i ∈ I. Además, por la propiedad universal
del coproducto, existe un morfismo A f−→ B en C tal que fµAj = fj para todo i ∈ I. Diagramáticamente,
tenemos que

A B

Aj Bi

f

πB
i

µA
j

fj

[α]i,j

∀ (i, j) ∈ I × J.
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Por lo tanto, [φ(f)]i,j = πBi fµ
A
j = [α]i,j para todo (i, j) ∈ I × J , por lo que φ(f) = α.

Definición 0.5.44 Sea C una categoría. Decimos que C es una categoría con coproductos finitos si para
cualquier familia {Ai}i∈I de objetos en C , con I finito, existe el coproducto correspondiente.

Definición 0.5.45 Sea C una categoría localmente pequeña con productos y coproductos finitos. Para
cada A ∈ Obj(C ), se definen los morfismos:

(a) Diagonal ∆A : A→ A
∏
A, con φ(∆A) :=

(
1A
1A

)
;

(b) Codiagonal ∇A : A∐A→ A, con φ(∇A) := ( 1A 1A ).

0.6. Transformaciones naturales
Definición 0.6.1 Sean F,G : C → D funtores. Un morfismo de funtores o transformación natural
η : F → G es una familia de morfismos η := {F (C) ηC−→ G(C)}C∈Obj(C ) en D tal que, para todo
morfismo X f−→ Y en C , se tiene que G(f) ◦ ηX = ηY ◦ F (f); diagramáticamente,

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y ).

F (f)

ηX

G(f)

ηY

La transformación natural η : F → G se suele denotar también como sigue

F

C D .

G

η

Denotaremos por [C ,D ] a la clase de todos los funtores3 de C en D . Para F,G ∈ [C ,D ], se denota por
Nat[C ,D ](F,G) a la clase de las transformaciones naturales de F en G.

Observación 0.6.2 Sean C y D categorías, F,G,H ∈ [C ,D ], η ∈ Nat[C ,D ](F,G) y ρ ∈ Nat[C ,D ](G,H).

(1) La familia de morfismos 1F : F → F , dada por

(1F )C := 1F (C) ∀ C ∈ Obj(C ),

es una transformación natural.

(2) Si definimos la composición ρη : F → H como

(ρη)C := ρC ◦ ηC ∀ C ∈ Obj(C ),

entonces la composición de transformaciones naturales ρη es una transformación natural. Más aún,
dado que por definición la composición de morfismos en una categoría es asociativa, se sigue que
la composición de transformaciones naturales también lo es.

3Recordamos que, al utilizar la palabra funtor, suponemos que se trata de un funtor covariante, a menos que se
especifique lo contrario explícitamente.
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(3) Podemos considerar a la categoría de funtores de C en D , denotada por DC , donde Obj(DC ) es la
clase de todos los funtores de C en D , Mor(DC ) es la clase de todas las transformaciones naturales
entre funtores de C en D , la composición de transformaciones naturales se define como en (2) y las
identidades, como en (1). En particular, del inciso (3) de la Observación 0.4.2 se sigue que DC op

es la categoría de funtores contravariantes de C en D .

(4) Supongamos que F (C) ηC−→ G(C) es un isomorfismo en D , para todo C ∈ Obj(C ). Entonces la
familia de morfismos η−1 : G→ F , dada por

(η−1)C := η−1
C ∀ C ∈ Obj(C ),

es una transformación natural. Más aún, η−1η = 1F y ηη−1 = 1G, por lo que η : F ∼−→ G y
η−1 : G ∼−→ F son isomorfismos en DC . Por ende, a las transformaciones naturales de este tipo se
les conoce como isomorfismos naturales.

Equivalencia de categorías
Dado que, en general, las categorías están compuestas de clases de objetos y de morfismos, la relación

de isomorfismo entre categorías suele ser demasiado restrictiva, pues exige una correspondencia estricta
entre las clases de objetos de ambas categorías. Los isomorfismos naturales nos ayudan a definir otra
relación de equivalencia entre categorías menos restrictiva, que permite a ambas categorías tener un
número arbitrario de “copias isomorfas” de un mismo objeto, llamada equivalencia de categorías. La idea
intuitiva de esta noción es que, si dos categorías son equivalentes, una de ellas puede ser “deformada”
en la otra añadiendo o removiendo la cantidad de “copias isomorfas de objetos” necesarias para hacer
que las categorías sean isomorfas, en analogía con la equivalencia homotópica de espacios topológicos.

Definición 0.6.3 Sean C y D categorías.

(a) Un funtor F : C → D es una equivalencia de categorías si existe un funtor G : D → C tal
que GF ≃ 1C y FG ≃ 1D . En tal caso, decimos que las categorías C y D son equivalentes, y lo
denotamos por C ∼= D .

(b) Un funtor contravariante F : C → D es una dualidad de categorías si existe un funtor contrava-
riante G : D → C tal que GF ≃ 1C y FG ≃ 1D . En tal caso, decimos que las categorías C y D
son duales una de la otra.

Ejemplo 0.6.4 Para cualquier categoría C , el funtor de dualidad DC : C → C op es una dualidad de
categorías, con los isomorfismos naturales dados por las transformaciones naturales identidad. Por esta
razón, la categoría opuesta C op de C también se conoce como la categoría dual de C .

A continuación, veremos una caracterización útil de las equivalencias de categorías.

Proposición 0.6.5 Sea F : C → D un funtor. Entonces, F es una equivalencia de categorías si, y sólo
si, F es fiel, pleno y denso.

Demostración. (⇒) Supongamos que F es una equivalencia. Entonces, por definición, existe G : D → C
tal que FG ≃ 1D y GF ≃ 1C . Por ende, existen transformaciones naturales η : GF → 1C , ρ : FG→ 1D

dadas por las familias de isomorfismos η := {ηC : GF (C) ∼−→ 1C (C)}C∈Obj(C ) y ρ = {ρD : FG(D) ∼−→
1D(D)}D∈Obj(D) tales que para todo C α−→ C ′ ∈ Mor(C ) y D β−→ D′ ∈ Mor(D) tenemos que (1C (α))ηC =
ηC′(GF (α)) y (1D(β))ρD = ρD′(FG(β)).
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Sean X, Y ∈ Obj(C ) y Z ∈ Obj(D). Supongamos que existen f, g ∈ HomC (X, Y ) tales que F (f) =
F (g). Entonces, GF (f) = GF (g). Observemos que

fηX = (1C (f))ηX
= ηY (GF (f))
= ηY (GF (g))
= (1C (g))ηX
= gηX .

Por ende, fηXη−1
X = gηXη

−1
X , lo que implica que f = g. Por lo tanto, F es fiel. Más aún, por la simetría

de la definición de equivalencia se sigue que G es fiel.

Sea h ∈ HomD(F (X), F (Y )). EntoncesG(h) ∈ HomC (GF (X), GF (Y )), por lo que γ := ηY (G(h))η−1
X ∈

HomC (X, Y ). Observemos que (1C (γ))ηX = ηY (GF (γ)) implica que (1C (γ)) = ηY (GF (γ))η−1
X . Por ende,

ηY (G(h))η−1
X = ηY (GF (γ))η−1

X .

Aplicando η−1
Y por la izquierda y ηX por la derecha a la ecuación anterior, obtenemos

G(h) = GF (γ).

Como G es fiel, entonces h = F (γ); es decir, existe γ ∈ HomC (X, Y ) tal que F (γ) = h. Por ende, F es
pleno.

Por último, observemos que ρZ : FG(Z) ∼−→ 1D(Z), por lo que F (G(Z)) ≃ Z. Dado que G(Z) ∈
Obj(C ), se sigue que F es denso.

(⇐) Supongamos que F es fiel, pleno y denso. Sea D β−→ D′ ∈ Mor(D). Entonces, como F es den-
so, existen C,C ′ ∈ C tales que F (C) ≃ D y F (C ′) ≃ D′. Llamemos a estos isomorfismos φDC y φD

′
C′ ,

respectivamente. Entonces, (φD′
C′ )−1βφDC ∈ HomD(F (C), F (C ′)). Como F es pleno, existe un morfismo

C
α−→ C ′ en C tal que F (α) = (φD′

C′ )−1βφDC . Más aún, como F es fiel, dicha α ∈ Mor(C ) es única. Por lo
tanto, existe una correspondencia biunívoca entre los morfismos de C y D .

Siguiendo la discusión anterior, seaG : D → C dado porG(D β−→ D′) = C
α−→ C ′, es decir,G(D β−→ D′)

es el único morfismo en C tal que F (G(β)) = (φD′
C′ )−1βφDC . Veamos que G es un funtor. En efecto, si

D′ = D y β = 1D, entonces (φD′
C′ )−1βφDC = (φDC )−11DφDC = (φDC )−1φDC = 1F (C) y, como F1C = 1F (C)

porque F es un funtor, se sigue que G(1D) = 1C = 1G(D).

Ahora, sean D
β1−→ D′, D′ β2−→ D′′ morfismos en D . Entonces, existen C

α1−→ C ′, C ′ α2−→ C ′′ en C

tales que G(D β1−→ D′) = C
α1−→ C ′ y G(D′ β2−→ D′′) = C ′ α2−→ C ′′, es decir, que cumplen las igualdades

F (α1) = (φD′
C′ )−1β1φ

D
C y F (α2) = (φD′′

C′′ )−1β2φ
D′
C′ . Observemos que

(φD′′

C′′ )−1β2β1φ
D
C =

(
(φD′′

C′′ )−1β2φ
D′

C′

)(
(φD′

C′ )−1β1φ
D
C

)
= F (α2)F (α1)
= F (α2α1). (pues F es un funtor)

Por lo tanto, G(β2β1) = α2α1 = G(β2)G(β1), de donde concluimos que G es un funtor.

Notemos que, como φDC : F (C) ∼−→ D y G(C) = D, entonces φDC : FG(B) ∼−→ D. Por lo tanto,
definiendo ρD := φDC para cada D ∈ Obj(D), tenemos una familia de isomorfismos {ρD : FG(D) ∼−→
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1D(D)}D∈Obj(D). Por construcción de G, para todo D
β−→ D′ se tiene que F (G(β)) = ρ−1

D′βρD. Así, el
siguiente diagrama conmuta

FG(D) D

FG(D′) D′.

ρD

FG(β) β

ρD′

Entonces, ρ es una transformación natural tal que ρD es un isomorfismo para cada D ∈ Obj(D). Por
ende, tenemos que ρ : FG→ 1D es un isomorfismo natural, por lo que FG ≃ 1D en DD .

Ahora, como F (C) ∈ Obj(D) para cada C ∈ Obj(C ), tenemos un isomorfismo ρF (C) : FG(F (C)) ∼−→
F (C) en D . Como F es un funtor fiel y pleno, existe un único GF (C) ηC−→ C tal que F (ηC) = ρF (C).

Definimos η := {GF (C) ηC−→ C}C∈Obj(C ). Veamos que η : GF → 1C es una transformación natural.
Sea C

α−→ C ′ un morfismo en C . Entonces, F (C) F (α)−−→ F (C ′) es un morfismo en D y por ser ρ una
transformación natural, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

FG(F (C)) F (C)

FG(F (C ′)) F (C ′).

ρF (C)

FG(F (α)) F (α)

ρF (C′)

Del diagrama anterior se sigue que F (α)ρF (C) = ρF (C′)FG(F (α)). Por ende, tenemos que

F (αηC) = F (α)F (ηC)
= F (α)ρF (C)

= ρF (C′)FG(F (α))
= F (ηC′)FG(F (α))
= F (ηC′GF (α)).

Luego, como F es un funtor fiel, se sigue que αηC = ηC′GF (α). Por ende, η : GF → 1C es una

transformación natural. Más aún, como ρF (C) es un isomorfismo, tenemos un morfismo F (C)
ρ−1

F (C)−−−→
F (GF (C)) y, por ser F pleno, existe un morfismo C µC−→ GF (C) tal que F (µC) = ρ−1

F (C). Notemos que

F (ηCµC) = F (ηC)F (µC) = ρF (C)ρ
−1
F (C) = 1F (C) = F (1C);

F (µCηC) = F (µC)F (ηC) = ρ−1
F (C)ρF (C) = 1FG(F (C)) = F (1GF (C)).

Dado que F es un funtor fiel, se tiene que ηCµC = 1C y µCηC = 1GF (C), por lo que ηC es un isomorfismo
para cada C ∈ Obj(C ). Por ende, η es un isomorfismo natural, por lo que GF ≃ 1C en C C .
Proposición 0.6.6 Sean C una categoría localmente pequeña y A,B ∈ Obj(C ). Entonces, h : A ≃ B
en C si, y sólo si, HomC (−, h) : HomC (−, A) ≃ HomC (−, B) en SetsC .
Demostración.

(⇒) Supongamos que A h−→ B es un isomorfismo en C . Dado que los funtores preservan isomorfismos,
trivialmente se verifica que el siguiente diagrama en C conmuta para cualquier X f−→ Y ∈ Mor(C )

HomC (Y,A) HomC (Y,B)

HomC (X,A) HomC (X,B),

HomC (f,A)

HomC (B,h)

HomC (f,B)

HomC (B,h)
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por lo que HomC (−, H) : HomC (−, A)→ HomC (−, B) es un isomorfismo natural.

(⇐) Supongamos que HomC (−, A) HomC (−,h)−−−−−−−→ HomC (−, B) es un isomorfismo natural en SetsC .
Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en Sets

HomC (B,A) HomC (B,B)

HomC (B,A) HomC (B,B).

HomC (1B ,A)

HomC (B,h)
∼

HomC (1B ,B)

∼
HomC (B,h)

Dado que HomC (B, h) es un isomorfismo en Sets y, por tanto, una biyección, existe h′ ∈ HomC (B,A)
tal que HomC (B, h)(h′) = hh′ = 1B. Por el inciso (4) de la Observación 0.2.2, tenemos que h es un
epimorfismo en C , lo que implica que HomC (h,A) : HomC (B,A)→ HomC (A,A) es un epimorfismo en
Sets, por lo que existe h′′ ∈ HomC (B,A) tal que HomC (h,A)(h′′) = h′′h = 1A. Luego, del inciso (1) de
la Observación 0.2.2, se sigue que A h−→ B es un isomorfismo en C .

El Lema de Yoneda
Teorema 0.6.7 (Lema de Yoneda) Sean C una categoría localmente pequeña y F : C op → Sets, G :
C → Sets funtores. Entonces, para cualquier A ∈ Obj(C ), tenemos las biyecciones

υ : Nat[C op,Sets](Hom(−, A), F )→ F (A),
τ 7→ τA(1A);

y : Nat[C ,Sets](Hom(A,−), G)→ G(A),
η 7→ ηA(1A);

donde Hom(−,−) : C op × C → Sets es el bifuntor Hom.

Demostración. Sea η : Hom(−, A)→ F una transformación natural. Dado que ηA : Hom(A,A)→ F (A)
es un morfismo en Sets, tenemos que υ(η) = ηA(1A) ∈ F (A), por lo que υ está bien definida.

Por definición de transformación natural, para cada B ∈ Obj(C op) y f op ∈ HomC op(A,B) tenemos
el diagrama conmutativo

Hom(A,A) F (A)

Hom(B,A) F (B)

Hom(fop,A)

ηA

F (fop)

ηB

en Sets, de donde se sigue que

F (f op)ηA(1A) = ηBHom(f op, A)(1A)
= ηB(f op1A)
= ηBf

op,

es decir,
ηBf

op = F (f op)ηA(1A). (0.6.1)
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Análogamente, si µ : Hom(−, A)→ F es otra transformación natural, tenemos que µBf op = F (f op)µA(1A).
Entonces, tenemos que

υ(η) = υ(µ) =⇒ ηA(1A) = µA(1A)
=⇒ F (f op)ηA(1A) = F (f op)µA(1A) ∀ f op ∈ HomC op(A,B)
=⇒ ηBf

op = µBf
op ∀ f op ∈ HomC op(A,B)

=⇒ ηBg = µBg ∀ g ∈ HomC (B,A)
=⇒ ηB = µB ∀ B ∈ Obj(C )
=⇒ η = µ,

por lo que υ es inyectiva.

Ahora, sea x ∈ F (A). Para todo B ∈ Obj(C ), definimos una función

ηB : Hom(B,A)→ F (B), g 7→ (F (g))(x),

la cual es un morfismo en Sets. Veamos que η := {Hom(−, A)(B) ηB−→ F (B)}B∈Obj(C ) es una transfor-
mación natural, es decir que, para cualquier morfismo B hop

−−→ C en C op, el diagrama en Sets

Hom(B,A) F (B)

Hom(C,A) F (C)

Hom(hop,A)

ηB

F (hop)

ηC

(0.6.2)

conmuta. En efecto, sea B hop
−−→ C ∈ Mor(C op). Entonces, para todo f ∈ Hom(B,A), tenemos que

(F (hop)ηB)(f) = F (hop)(ηB(f))
= F (hop)(F (f)(x))
= (F (hop)F (f))(x)
= (F (hopf))(x) (F es un funtor)
= ηC(hopf)
= (ηCHom(hop, A))(f),

por lo que el diagrama (0.6.2) conmuta. Finalmente, dado que

υ(η) = ηA(1A)
= (F (1A))(x)
= 1F (A)(x)
= x,

se sigue que υ es suprayectiva.

Por otro lado, sea τ : Hom(A,−) → F una transformación natural. Dado que τA : Hom(A,A) →
F (A) es un morfismo en Sets, tenemos que y(τ) = τA(1A) ∈ F (A), por lo que y está bien definida.

Por definición de transformación natural, para cada B ∈ Obj(C ) y f ∈ Hom(A,B) tenemos el
diagrama conmutativo
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Hom(A,A) F (A)

Hom(A,B) F (B)

Hom(A,f)

τA

F (f)

τB

en Sets, de donde se sigue que
F (f)τA(1A) = τBHom(A, f)(1A)

= τB(f1A)
= τBf,

es decir,
τBf = F (f)τA(1A). (0.6.3)

Análogamente, si σ : Hom(A,−) → F es otra transformación natural, entonces σBf = F (f)σA(1A).
Luego,

y(τ) = y(σ) =⇒ τA(1A) = σA(1A)
=⇒ F (f)τA(1A) = F (f)σA(1A) ∀ f ∈ Hom(A,B)
=⇒ τBf = σBf ∀ f ∈ Hom(A,B)
=⇒ τB = σB ∀ B ∈ Obj(C )
=⇒ τ = σ.

Ahora, sea x ∈ F (A). Para todo B ∈ Obj(C ), definimos una función
τB : Hom(A,B)→ F (B), f 7→ (F (f))(x),

la cual es un morfismo en Sets. Veamos que τ := {Hom(A,−)(B) τB−→ F (B)}B∈Obj(C ) es una transforma-
ción natural, es decir que, para cualquier morfismo B g−→ C en C , el diagrama en Sets

Hom(A,B) F (B)

Hom(A,C) F (C),

Hom(A,g)

τB

F (g)

τC

(0.6.4)

conmuta. En efecto, sea B g−→ C ∈ Mor(C ). Entonces, para todo f ∈ Hom(A,B), tenemos que
(F (g)τB)(f) = F (g)(τB(f))

= F (g)(F (f)(x))
= (F (gf))(x)
= τC(gf)
= (τCHom(A, g))(f),

por lo que el diagrama (0.6.4) conmuta. Finalmente, vemos que
y(τ) = τA(1A)

= 1F (A)(x)
= x.

Observación 0.6.8 En la demostración del Teorema 0.6.7 (Lema de Yoneda), la ecuación (0.6.3) nos
dice que la acción de τB sobre un elemento f ∈ Hom(A,B) arbitrario está totalmente determinada
por el elemento τA(1A) ∈ F (A). Conversamente, el elemento τA(1A) ∈ F (A) genera una transformación
natural de Hom(−, A) a F .



Capítulo 1

Categorías aditivas

Las categorías aditivas son el punto de partida común de las estructuras básicas más importantes en
la actualidad para el estudio del álgebra homológica: las categorías abelianas, las categorías exactas y las
categorías trianguladas. Para llegar a la construcción de categoría aditiva, comenzaremos estudiando las
categorías con objeto cero y luego dotaremos a las clases de morfismos entre objetos de estas categorías
con algunas estructuras algebraicas básicas.

1.1. Categorías con objeto cero
Definición 1.1.1 Sea C una categoría. Decimos que C es una categoría con objeto cero si existe un
objeto cero 0 en C . En tal caso, un morfismo X f−→ Y en C es un morfismo cero si se factoriza a través
del objeto cero; diagramáticamente,

X Y.

0

f

Observación 1.1.2 Sean C una categoría con objeto cero y 0 ∈ Obj(C ) un objeto cero en C .

(1) Dado que, por el inciso (2) de la Observación 0.5.18, sabemos que la noción de objeto cero es auto
dual, se sigue que el universo de las categorías con objeto cero es dualizante.

(2) Para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C ), existe un único morfismo cero en HomC (X, Y ), el cual se denota
por 0X,Y o bien por 0.
En efecto: Sean 0′ otro objeto cero en C y el diagrama en C

0′

X Y.

0

β′

α

α′

β

Veamos que dicho diagrama conmuta. Dado que |HomC (0′, 0)| = 1 = |HomC (0′, Y )|, existe 0′ h−→ 0
en C tal que βh = β′. Análogamente, se tiene que hα′ = α, pues |HomC (X, 0) = 1. Por lo tanto,
β′α′ = βhα′ = βα.

51
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(3) Sea A ∈ Obj(C ) tal que 1A = 0A,A. Entonces A es un objeto cero en C .
En efecto: Puesto que 0 ∈ Obj(C ) es un objeto cero en C , tenemos que |HomC (A, 0)| = |HomC (0, A)| =
1 = |HomC (0, 0)|. Sean α y β los únicos morfismos en HomC (A, 0) y HomC (0, A), respectivamente.
Por hipótesis, tenemos que βα = 0A,A = 1A. Por otro lado, como αβ ∈ HomC (0, 0), se sigue que
βα = 10. Por ende, α : A ∼−→ 0 y β : 0 ∼−→ A. Observemos entonces que, para cada X ∈ Obj(C ),
tenemos que las funciones α : HomC (X,A) → HomC (X, 0) y β : HomC (A,X) → HomC (0, X)
dadas por α(f) = αf, β(g) = gβ son biyectivas. Por lo tanto, |HomC (X,A)| = 1 = |HomC (A,X)|
para todo X ∈ Obj(C ), de donde concluimos que A es un objeto cero en C .

Lema 1.1.3 Sean C una categoría con objeto cero y

P A2

A1 0

v1

v2

un diagrama en C . Entonces, el diagrama anterior es un producto fibrado si, y sólo si, P = A1
∏
A2 con

proyecciones naturales v1, v2.

Demostración. (⇒) Supongamos que el diagrama en C

P A2

A1 0

v1

v2

es un producto fibrado. Sean Q ∈ Obj(C ) y Q
α1−→ A1, Q

α2−→ A2 ∈ Mor(C ). Entonces, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en C

Q

P A2

A1 0.

αi

α2

v1

v2

Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un único morfismo Q
γ−→ P tal que viγ = αi

para i ∈ {1, 2}. Por lo tanto, P y {αi : P → Ai}i∈{1,2} son un producto en C para {A1, A2}, es decir,
P = A1

∏
A2 y v1, v2 son proyecciones naturales.

(⇐) Sea P = A1
∏
A2 con proyecciones naturales v1, v2. Observemos que el siguiente diagrama en C

es conmutativo
P A2

A1 0.

v1

v2

(1.1.1)

Por la propiedad universal del producto, tenemos que para todo P ′ ∈ Obj(C ) y P ′ β1−→ A1, P
′ β2−→ A2

existe un único morfismo P ′ β−→ P tal que v1β = β1 y v2β = β2. En particular, β es el único morfismo
que hace conmutar el siguiente diagrama en C
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P ′

P A2

A1 0.

β1

β2

β

v1

v2

Por lo tanto, concluimos que el diagrama conmutativo (1.1.1) es un producto fibrado en C .

Dualmente, se tiene el siguiente Lema.

Lema 1.1.4 Sean C una categoría con objeto cero y

0 A2

A1 C

u2

u1

un diagrama en C . Entonces el diagrama anterior es una suma fibrada si, y sólo si, C = A1
∐
C2 con

inclusiones naturales u1, u2.

Demostración. Se sigue de aplicar el principio de dualidad al Lema 1.1.3, lo cual es válido por el inciso
(1) de la Observación 1.1.2.

Definición 1.1.5 Sea C una categoría con objeto cero. Para cada familia {Ai}i∈I de objetos en C se

define la familia de morfismos δA :=
{
Ai

δA
i,j−−→ Aj

}
(i,j)∈I2

en C dada por

δAi,j :=

0 si i ̸= j

1Ai
si i = j.

Observación 1.1.6 Sean C una categoría con objeto cero y {Ai}i∈I una familia de objetos en C tales
que tiene un producto {∏i∈I Ai

πi−→ Ai}i∈I en C . Entonces, para cualquier I ̸= ∅, existe una única
familia de morfismos {Ai

µi−→ ∏
i∈I Ai}i∈I tales que πiµj = δAi,j para cualesquiera i, j ∈ I.

En efecto: Para cada i ∈ I, consideramos la familia
{
Ai

δA
i,j−−→ Aj

}
j∈I

. Luego, por la propiedad universal
del producto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ai
∏
i∈I Ai

Ai

δA
i,j

∃! µi

πj
∀ j ∈ J.

Para cada i ∈ I, la igualdad πiµi = 1Ai
implica que el morfismo Ai

µi−→ ∏
i∈I Ai es un monomorfismo

escindible y, en particular, un monomorfismo, el cual es conocido como la i-ésima inclusión natural de
Ai en el producto ∏i∈I Ai.

Observación 1.1.7 Sean C una categoría con objeto cero y {Ai}i∈I una familia de objetos en C tales
que tiene un coproducto {Ai

µi−→ ∐
i∈I Ai}i∈I en C .
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(1) Para cualquier I ̸= ∅, existe una única familia de morfismos {∐i∈I Ai
πi−→ Ai}i∈I en C tales que

πiµj = δAi,j para cualesquiera i, j ∈ I.

En efecto: Se sigue de aplicar el principio de dualidad a la Observación 1.1.6.
En tal caso, el morfismo ∐Ai πi−→ Ai se conoce como la i-ésima proyección natural de ∐i∈I Ai en
Ai. Dado que πiµi = 1Ai

, se tiene que µi es un monomorfismo escindible y πi es un epimorfismo
escindible para cada i ∈ I.

(2) En general, la familia {∐i∈I Ai
πi−→ Ai}i∈I obtenida en (1) no tiene por qué ser un producto de

{Ai}i∈I .

Proposición 1.1.8 Sean C una categoría con objeto cero, {Mi}ni=1 una familia finita de objetos en C
y M un producto o un coproducto de {Mi}ni=1 en C . Si M ≃ 0, entonces Mi ≃ 0 para cada i ∈ [1, n].

Demostración. Supongamos que M ≃ 0. Sean M
πi−→ Mi y Mi

µi−→ M para i ∈ [1, n] las proyecciones e
inclusiones naturales, respectivamente. Por el inciso (1) de la Observación 0.5.18, tenemos que πi = 0
para cada i ∈ I. De la Observación 1.1.6, o bien, del inciso (1) de la Observación 1.1.7, se sigue que
1Mi

= πiµi = 0 para cada i ∈ I. Finalmente, del inciso (3) de la Observación 1.1.2, concluimos que
Mi ≃ 0 para cada i ∈ [1, n].

Objetos proyectivos e inyectivos
Definición 1.1.9 Sea C una categoría. Un objeto P en C es proyectivo si para todo diagrama en C de
la forma

P

X Y

f

g

se tiene que f se factoriza a través de g; esto es,

P

X Y.

f
∃ f ′

g

(1.1.2)

Denotaremos por Proj(C ) a la clase de todos los objetos proyectivos en C , siguiendo la notación pre-
ponderante derivada del término projective en inglés.

Lema 1.1.10 Sean C una categoría y P
α
↪−→ Q un monomorfismo escindible en C , con Q proyectivo.

Entonces, P es proyectivo.

Demostración. Sea Q β−→ P tal que βα = 1P . Consideremos un diagrama en C de la forma

P

X Y.

f

g

Como Q ∈ Proj(C ), tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C
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Q P

X Y.

∃ f ′

β

f

g

Veamos que el diagrama en C

P

X Y.

f
f ′α

g

conmuta. En efecto,

g(f ′α) = (gf ′)α
= (fβ)α
= f(βα)
= f1P
= f.

Proposición 1.1.11 Sean C una categoría con objeto cero y {Pi}i∈I una familia de objetos en C tal
que existe el coproducto ∐i∈I Pi en C . Entonces,∐

i∈I
Pi ∈ Proj(C ) ⇐⇒ Pi ∈ Proj(C ) ∀ i ∈ I.

Demostración. Sean {Pi
µi−→ ∐

i∈I Pi}i∈I las inclusiones naturales y {∐i∈I Pi
πi−→ Pi}i∈I las proyecciones

naturales vistas en las Observaciones 0.5.39 y 1.1.7, respectivamente.

(⇒) Sea i ∈ I. Dado que πiµi = 1Pi
y ∐

i∈I Pi ∈ Proj(C ), por el Lema 1.1.10 tenemos que
Pi ∈ Proj(C ).

(⇐) Consideremos un diagrama en C de la forma
∐
i∈I Pi

X Y.

f

g

Luego, para cada i ∈ I, de Pi ∈ Proj(C ) se sigue que

Pi
∐
i∈I Pi

X Y.

∃ fi

µi

f

g

Ahora, considerando la familia {Pi
fi−→ X}i∈I y usando la propiedad universal del coproducto, tenemos

que el siguiente diagrama conmuta
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Pi
∐
i∈I Pi

X

µi

fi ∃ f ′
∀ i ∈ I.

Luego, como para cualquier i ∈ I tenemos que

(gf ′)µi = g(f ′µi)
= gfi

= fµi,

de la propiedad universal del producto se sigue que gf ′ = f . Por ende, concluimos que ∐
i∈I Pi ∈

Proj(C ).

Definición 1.1.12 Una categoría C tiene suficientes proyectivos si para cualquier X ∈ Obj(C ) existe
un epimorfismo P ↠ X, con P ∈ Proj(C ).

Definición 1.1.13 Sea C una categoría. Un objeto Q en C es inyectivo si para todo diagrama en C de
la forma

X Y

Q

g

f

se tiene que f se factoriza a través de g; esto es,

X Y

Q.

f

g

∃ f ′
(1.1.3)

Denotaremos por Inj(C ) a la clase de todos los objetos inyectivos en C , siguiendo la notación prepon-
derante derivada del término injective en inglés.

Observación 1.1.14 Si invertimos el sentido de las flechas en el diagrama (1.1.2) y reemplazamos el
epimorfismo por un monomorfismo —su noción dual—, obtenemos el diagrama (1.1.3). Haciendo el
proceso análogo con el diagrama (1.1.3), se obtiene el diagrama (1.1.2). Esto muestra que las nociones
de objeto proyectivo y objeto inyectivo son duales entre sí. Es decir, que si C es una categoría y Q es
un objeto en C , entonces

Q ∈ Proj(C ) ⇐⇒ Q ∈ Inj(C op).

En vista de la Observación anterior, las demostraciones de los siguientes dos resultados se siguen de
aplicar el principio de dualidad al Lema 1.1.10 y la Proposición 1.1.11, respectivamente.

Lema 1.1.15 Sean C una categoría y Q
β−→→ M un epimorfismo escindible en C , con Q inyectivo.

Entonces M es inyectivo.

Proposición 1.1.16 Sean C una categoría con objeto cero y {Qi}i∈I una familia de objetos en C tal
que existe el producto ∏i∈I Qi en C . Entonces,∏

i∈I
Qi ∈ Inj(C ) ⇐⇒ Qi ∈ Inj(C ) ∀ i ∈ I.

Definición 1.1.17 Una categoría C tiene suficientes inyectivos si para cualquier X ∈ Obj(C ) existe un
monomorfismo X ↪→ Q, con Q ∈ Inj(C ).
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Biproductos

Definición 1.1.18 Sean C una categoría localmente pequeña con objeto cero y {Ai}i∈I una familia de
objetos en C , con I un conjunto, tal que existe un coproducto ∐i∈I Ai en C . Decimos que ∐i∈I Ai es un
biproducto en C para {Ai}i∈I si existe un producto ∏i∈I Ai en C y el morfismo ∐i∈I Ai

δ−→ ∏
i∈I Ai, dado

por la matriz

[φ(δ)]i,j := δAi,j =

1Ai
si i = j

0 si i ̸= j,

es un isomorfismo. Denotaremos por ⊕
i∈I

Ai

a un biproducto en C para {Ai}i∈I , en caso de que exista.

Observación 1.1.19 Sea C una categoría localmente pequeña con objeto cero. El biproducto en C de
una familia vacía de objetos en C , si existe, es un objeto cero en C . Recíprocamente, cualquier objeto
cero en C es un biproducto en C para una familia vacía de objetos en C .

En efecto: Se sigue del inciso (4) de las Observaciones 0.5.35 y 0.5.39.

Ejemplo 1.1.20 En la categoría Mod(R), para cualquier familia finita {Mi}ni=1 de R-módulos, la suma
directa finita ⊕n

i=1 Mi es un biproducto (finito) en Mod(R) para {Mi}ni=1. En particular, esto es válido
para las categorías VectK y Ab.

Proposición 1.1.21 Para una categoría C localmente pequeña con objeto cero, A = ∐
i∈I Ai y B =∏

i∈I Ai en C , con I un conjunto, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) δ : A ∼−→ B en C .

(b)
{
Ai

µB
i−→ B

}
i∈I

es un coproducto.

(c)
{
A

πA
i−→ Ai

}
i∈I

es un producto.

Demostración. Podemos suponer que I ̸= ∅.

(a)⇒ (b) Por hipótesis, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

A B

Aj Ai

δ
∼

πB
i

µA
j

δA
i,j

∀ i, j ∈ I. (1.1.4)

Ahora, para cada j ∈ I fijo, tenemos que

πBi (δµAj ) = δAi,j = πBi (µBj ) ∀ i ∈ I;

por la propiedad universal del producto, se sigue que

δµAj = µBj ∀ j ∈ I.

Luego, como δ es un isomorfismo, de la Proposición 0.5.40 se sigue (b).
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(b) ⇒ (a) Por la Proposición 0.5.40, existe un morfismo λ : A ∼−→ B en C tal que λµAi = µBi para
cada i ∈ I. Observemos que, para cualesquiera i, j ∈ I, tenemos que

[φ(δ)]i,j = δAi,j

= πBi µ
B
j

= πBi λµ
A
j

= [φ(λ)]i,j,

por lo que φ(δ) = φ(λ). Luego, por la Proposición 0.5.43, tenemos que δ = λ, de donde se sigue (a).

(a) ⇒ (c) Nuevamente, por hipótesis, tenemos el diagrama conmutativo (1.1.4) en C . Para cada
j ∈ I fijo, tenemos que

(πBi δ)µAj = δAi,j = (πAi )µAj ∀ i ∈ I;
por la propiedad universal del coproducto, es sigue que

πBi δ = πAi ∀ j ∈ I.

Luego, como δ es un isomorfismo, por la Proposición 0.5.41, concluimos que
{
A

πA
i−→ Ai

}
i∈I

es un pro-
ducto en C .

(c) ⇒ (a) Supongamos que
{
A

πA
i−→ Ai

}
i∈I

es un producto en C . Por la Proposición 0.5.41, existe
κ : A ∼−→ B en C tal que πBi κ = πAi para todo i ∈ I. Veamos que κ = δ para lo cual, por la Proposición
1.8.11, basta demostrar que φ(κ) = φ(δ). Sean i, j ∈ I, entonces

[φ(κ)]i,j = πBi κµ
A
j

= πAi µ
A
j

= δAi,j

= [φ(δ)]i,j.

Por lo tanto, δ : A ∼−→ B en C .

Núcleos y conúcleos

Definición 1.1.22 Sean C una categoría con objeto cero y A f−→ B un morfismo en C . Un núcleo de f
es un morfismo K κ−→ A en C que satisface las siguientes condiciones.

(Núc1) fκ = 0.

(Núc2) Propiedad universal del núcleo: para todo morfismo X g−→ A en C tal que fg = 0, existe un único
morfismo X g′

−→ K tal que g = κg′; diagramáticamente,

X

K A B.

∃! g′
g

κ

f

Un seudonúcleo de f es un morfismo que cumple con las condiciones anteriores, exceptuando la unicidad
en (Núc2).
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Observación 1.1.23 Sean C una categoría con objeto cero 0 ∈ Obj(C ) y K
κ−→ A un núcleo de

f : A→ B en C .

(1) κ ∈ Obj(MonC (−, A)) y es único hasta isomorfismos en MonC (−, A).
En efecto: Se sigue del inciso (b) de 1.1.28 y el inciso (1) de 0.5.22.

(2) En vista de (1), y en caso de que f admita un núcleo, denotaremos por

Ker(f) kf−→ A

a la elección de uno de ellos, siguiendo la notación preponderante derivada del término kernel en
inglés, i.e.,

Ker(A f−→ B) := (Ker(f) kf−→ A).

(3) Por el inciso (c) de 1.1.28 y dado que 0 → B es un monomorfismo, se tiene que Ker(f) ≃ f−1(0)
en MonC (0, A).

(4) Ker(f) ≃ 0 en MonC (−, A) si f es un monomorfismo.
En efecto: Dado que fµ = 0, se tiene que el siguiente diagrama conmuta

K A B.

0
0K,0

κ f

00,A
00,B

Ahora, como fµ = 0K,B = f0K,A y f es un monomorfismo, se sigue que κ = 0K,A, por lo que los
siguientes diagramas conmutan

K A K A.

0 0

κ=0K,A

0K,0

κ=0K,A

00,A 00,K 00,A

Por lo tanto, K ≃ 0 en MonC (−, A).

Lema 1.1.24 Sean C una categoría con objeto cero y A
α−→ B

β−→ C en C tales que existen Ker(α) y
Ker(βα). Entonces,

(a) Ker(α) ⊆ Ker(βα).

(b) Si β es un monomorfismo, entonces Ker(α) ≃ Ker(βα) en MonC (−, A).

Demostración. Dado que existen Ker(α) y Ker(βα), tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

Ker(α) B

A

Ker(βα) C.

kα

α

α

βαkβα
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(a) Dado que

(βα)kα = β(αkα)
= β0
= 0,

por la propiedad universal del núcleo se sigue que existe Ker(α) t−→ Ker(βα) tal que kβαt = kα.
Por ende, kα ≤ kβα, por lo que Ker(α) ⊆ Ker(βα).

(b) Supongamos que β es un monomorfismo. Entonces, de

β(αkβα) = (βα)kβα
= 0
= β0,

se sigue que αkβα = 0. Luego, por la propiedad universal del núcleo tenemos que existe Ker(βα) r−→
Ker(α) tal que kαr = kβα. Por ende, kβα ≤ kα y, como kα ≤ kβα, se sigue del inciso (2) de la
Observación 0.4.14 que kα ≃ kβα en MonC (−, A).

Proposición 1.1.25 Sean C una categoría con objeto cero y consideremos el diagrama conmutativo en
C

Ker(α1) P A2

Ker(α1) A1 A,

γ

β1

β2

α2

kα1
α2

donde el cuadrado derecho es un producto fibrado y γ es el morfismo inducido del producto fibrado y
los morfismos K α1

↪−→ A1 y Ker(α1) 0−→ A2. Entonces, γ ≃ Ker(β2) en MonC (−, P ).

Demostración. Veamos que γ es un núcleo de β2. Por construcción de γ, se sigue que β2γ = 0. Ahora,
supongamos que existe X v−→ P en C tal que β2v = 0. Dado que

α1(β1v) = (α1β1)v
= (α2β2)v
= α2(β2v)
= 0,

de la propiedad universal del núcleo se sigue que existe X v′
−→ Ker(α1) tal que hace conmutar el siguiente

diagrama en C

X

Ker(α1) P A2

Ker(α1) A1 A.

v′
v

γ

β1

β2

α2

kα1
α2
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Observemos que

β1v = kα1v
′

= β1(γv′),

β2v = 0
= β2(γv′).

Entonces, por la propiedad universal del producto fibrado, tenemos que v = γv′. Finalmente, como kα1 =
β1γ es un monomorfismo, por el inciso (5) de la Observación 0.2.2, tenemos que γ es un monomorfismo,
de donde se sigue que v′ es el único morfismo en C tal que v = γv′.

Proposición 1.1.26 Sean C una categoría con objeto cero y consideremos el diagrama en C

A′ A

B′ B B′′.

β

α1

α3:=kα2
α2

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Existe A′ γ−→ B′ en C tal que
A′ A

B′ B

γ

β

α1

α2

(1.1.5)

es un producto fibrado en C .

(b) β ≃ Ker(α3α1) en MonC (−, A).

Demostración.
(a)⇒(b) Veamos que β es un núcleo de A α3α1−−−→ B′′. Observemos que

α3α1β = α3α2γ

= kα2α2γ

= 0.

Sea X θ−→ A en C tal que (α3α1)θ = α3(α1θ) = 0. Como α2 = Ker(α3), por la propiedad universal del
núcleo, existe X ψ−→ B′ en C tal que α2ψ = α1θ. Luego, por la propiedad universal del producto fibrado
(1.1.5), se sigue que existe X θ′

−→ A′ en C tal que hace conmutar el siguiente diagrama

X

A′ A

B′ B.

ψ

θ′

θ

γ

β

α1

α2
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Ahora, por el inciso (1) de la Observación 1.1.23, sabemos que α2 es un monomorfismo. Por el Corolario
0.5.25, se sigue que β es un monomorfismo. Por ende, θ′ es el único morfismo en C tal que βθ′ = θ.

(b)⇒(a) Tenemos que α3(α1β) = (α3α1)β = 0. Como α2 = Ker(α3), se sigue que existe A′ γ−→ B′

en C tal que hace conmutar el diagrama (1.1.5). Sean X
θ1−→ A,X

θ2−→ B′ en C tales que α1θ1 = α2θ2.
Observemos que

(α3α1)θ1 = α3(α1θ1)
= α3(α2θ2)
= (α3α2)θ2

= 0. (α2 = Ker(α3))

Luego, como β = Ker(α3α1), por la propiedad universal del núcleo, existe un único morfismo X θ−→ A′

en C tal que βθ = θ1. Más aún, como por el inciso (1) de la Observación 1.1.23 sabemos que α2 es un
monomorfismo, de

α2θ2 = α1θ1

= α1(βθ)
= (α1β)θ
= (α2γ)θ
= α2(γθ)

se sigue que θ2 = γθ, por lo que el siguiente diagrama en C conmuta

X

A′ A

B′ B.

θ2

∃! θ

θ1

γ

β

α1

α2

Lema 1.1.27 Sean C una categoría con objeto cero y A1, A2 ∈ Obj(C ) tales que existe A1
∏
A2 en C .

Entonces, las inclusiones y proyecciones naturales

A1
µ1−→ A1

∏
A2

π2−→ A2 y A2
µ2−→ A1

∏
A2

π1−→ A1

satisfacen que µ1 ≃ Ker(π2) y µ2 ≃ Ker(π1) en MonC (−, A1
∏
A2).

Demostración. Por el inciso (1) de la Observación 1.1.7, tenemos que π2µ1 = δA2,1 = 0 y que µ1 es un
monomorfismo. Ahora, sea X h−→ A1

∏
A2 tal que π2h = 0. Consideremos h′ := π1h : X → A1

X

A1 A1
∏
A2 A2.

h′
h

µ1

π2
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Aseguramos que h = µ1h
′. En efecto, tenemos que

π1h = h′

= 1A1h
′

= π1µ1h
′,

π2h = 0
= π2µ1h

′.

Por la propiedad universal del producto, se obtiene que h = µ1h
′, y la unicidad de h′ se sigue de que µ1

es un monomorfismo. La demostración de µ2 ≃ Ker(π1) es análoga.

Lema 1.1.28 Sean C una categoría con objeto cero y K
κ−→ A

f−→ B en C . Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) κ es un núcleo de f .

(b) κ es un igualador de A
f

⇒
0
B.

(c) El diagrama en C

K 0

A B

κ

f

es un producto fibrado.

Demostración.
(a)⇒(b) Sea κ un núcleo de f . Entonces fκ = 0. Como 0κ = 0, se sigue que fκ = 0κ. Supongamos

que existe un morfismo X g−→ A en C tal que fg = 0g. Entonces, fg = 0. Por la propiedad universal del
núcleo, existe un único morfismo X g′

−→ K tal que g = κg′. Por ende, g′ es tal que el siguiente diagrama
conmuta

X

K A B.

g′
f

κ

f

0

De la unicidad en la propiedad universal del núcleo, se sigue que g′ es el único morfismo en C que hace
conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto, κ es un igualador de A

f

⇒
0
B.

(b)⇒(c) Sea κ un igualador de A
f

⇒
0
B. Entonces, fκ = 0κ. Como 0κ = 0, tenemos el siguiente

diagrama conmutativo en C

K 0

A B.

κ

f

(1.1.6)
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Veamos que este diagrama es un producto fibrado para A f−→ B ←− 0. Supongamos que existen morfismos
P

β1−→ A,P
β2−→ 0 en C tales que fβ1 = 0β2. Como el codominio de β2 es 0, se sigue que β2 = 0. Luego,

fβ1 = 0 = 0β1, por lo que el morfismo P
β1−→ A es tal que fβ1 = 0β1. Por la propiedad universal del

igualador, existe un único morfismo P f ′
−→ K tal que κf ′ = β1. Más aún, como 0f ′ = 0, tenemos que f ′

hace conmutar el siguiente diagrama en C

P

K 0

A B.

β1

f ′

κ

f

De la unicidad en la propiedad universal del igualador, se sigue que f ′ es el único morfismo en C que
hace conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto, (1.1.6) es un producto fibrado.

(c)⇒(a) Sea el diagrama en C

K 0

A B

κ

f

un producto fibrado. En particular, el diagrama anterior es conmutativo, por lo que fκ = 0. Supongamos
que existe un morfismo X

g−→ A en C tal que fg = 0. Entonces, el morfismo g es tal que el siguiente
diagrama conmuta

X

K 0

A B.

g
κ

f

Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un único morfismo X g′
−→ K tal que g = κg′. Por

ende, g′ hace conmutar el siguiente diagrama

X

K A B.

∃! g′
g

κ

f

De la unicidad en la propiedad universal del producto fibrado, se sigue que g′ es el único morfismo en
C que hace conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto, κ es un núcleo de f .

Definición 1.1.29 Sean C una categoría con objeto cero y A f−→ B un morfismo en C . Un conúcleo de
f es un morfismo B p−→ C en C que satisface las siguientes condiciones.

(CoNúc1) pf = 0.
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(CoNúc2) Propiedad universal del conúcleo: para todo morfismo B
g−→ X en C tal que gf = 0, existe un

único morfismo C g′
−→ X tal que g = g′p; diagramáticamente,

A B C.

X

f

g

p

∃! g′

Un seudoconúcleo de f es un morfismo que cumple con las condiciones anteriores, exceptuando la unicidad
en (CoNúc2).

Lema 1.1.30 Sean C una categoría con objeto cero y A1, A2 ∈ Obj(C ) tales que existe A1
∐
A2 en C .

Entonces, las inclusiones y proyecciones naturales

A1
µ1−→ A1

∏
A2

π2−→ A2 y A2
µ2−→ A1

∏
A2

π1−→ A1

satisfacen que π1 ≃ CoKer(µ2) y π2 ≃ CoKer(µ1) en EpiC (A1
∐
A2,−).

Observación 1.1.31 Sean C una categoría con objeto cero y A f−→ B un morfismo en C .

(1) B
p−→ C es un conúcleo de f en C si, y sólo si, C pop

−−→ B es un núcleo de B fop
−−→ A en C op. Es

decir, el conúcleo es el concepto dual del núcleo en categorías con objeto cero. El conúcleo de f (si
existe) es único hasta isomorfismos en EpiC (B,−).

(2) En vista de (1), y en caso de que f admita un conúcleo, denotaremos por

B
cf−→ CoKer(f)

a la elección de uno de ellos, i.e.,

CoKer(A f−→ B) := (B cf−→ CoKer(f)).

Note que
(B cf−→ CoKer(f) =

(
Ker(f op) κfop

−−→ B
)op

,

por lo que CoKer(f) =
(
Ker(f op)

)op
.

Proposición 1.1.32 Sean C una categoría con objeto cero y A
α−→ B en C tal que existen Ker(α) y

CoKer(Ker(α)). Entonces,

Ker(α) ≃ Ker(CoKer(Ker(α)) en MonC (−, A).

Demostración. Sea p := ckα : A → CoKer(kα). Dado que αkα = 0 y p = ckα , existe un único morfismo
CoKer(kα) q−→ B en C tal que α = qp. Entonces, tenemos el diagrama conmutativo en C

Ker(α) A B,

X CoKer(kα)

kα α

θ q
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por lo que basta ver que kα es un núcleo de p. En efecto, tenemos que pkα = ckα = 0. Sea X θ−→ A en C
tal que pθ = 0. Luego, tenemos que

αθ = qpθ

= q0
= 0

y, como kα = Ker(α), existe un único X θ′
−→ Ker(α) en C tal que θ = kαθ

′.

Observación 1.1.33 Sean C una categoría con objeto cero y A f−→ B en C .

(1) Ker(B → 0) =
(
B

1B−→ B
)
.

En efecto: B 1B−→ B es tal que 0B,01B = 0. Sea X
h−→ B un morfismo en C tal que 0B,0h = 0.

Entonces, X h−→ B es tal que h = 1Bh trivialmente. Supongamos que X h′
−→ B es un morfismo en

C tal que h = 1Bh′. Entonces h = h′, por lo que h es único. Por lo tanto, B 1B−→ B es un núcleo de
0B,0, es decir, Ker

(
B −→ 0

)
=
(
B

1B−→ B
)
.

(2) Si f es un epimorfismo, entonces CoKer
(
A

f−→ B
)

= (B → 0).
En efecto: Supongamos que f es un epimorfismo. Claramente, 0B,0 ∈ HomC (B, 0) es tal que
0B,0f = 0A,0. Sea B g−→ X un morfismo en C tal que gf = 0A,X . Entonces, tenemos que

0X,0gf = 0X,00A,X
= 0A,0 (0 es un objeto final en C )
= 0B,0f.

Como f es un epimorfismo, se sigue que 0X,0g = 0B,0. Más aún, por ser 0 un objeto final en C ,
0X,0 ∈ HomC (X, 0) es el único morfismo en C con esta propiedad.

1.2. Categorías semiaditivas
Definición 1.2.1 Una categoría C se dice que es semiaditiva si satisface las siguientes condiciones:

(SA1) C es una categoría localmente pequeña con objeto cero;

(SA2) para cualesquieraA,B ∈ Obj(C ),HomC (A,B) tiene estructura de monoide abeliano
(
HomC (A,B),

+, eA,B
)
, donde el elemento neutro eA,B es el morfismo cero en C .

(SA3) la composición de morfismos en C es bilineal, es decir,

γ(α + β) = γα + γβ ∧ (α + β)η = αη + βη,

cada vez que dichas composiciones tengan sentido.

Observación 1.2.2 El universo de las categorías semiaditivas es dualizante.
En efecto: Sea C una categoría semiaditiva. Entonces, existe un objeto cero 0 en C y, por el inciso

(2) de la Observación 0.5.18, tenemos que 0 es un objeto cero en C op.
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Ahora, sean A,B ∈ Obj(C op). Definimos la suma entre elementos f op, gop ∈ HomC op(B,A) como

f op + gop := (f + g)op.

Luego, ya que HomC (A,B) tiene estructura de monoide abeliano, para cualesquiera f op, gop, hop ∈
HomC op(B,A), tenemos que

(f op + gop) + hop = (f + g)op + hop

=
(
(f + g) + h

)op

=
(
f + (g + h)

)op

= f op + (g + h)op

= f op + (gop + hop),

f op + eop
A,B = (f + eA,B)op

= f op

= (eA,B + f)op

= eop
A,B + f op,

f op + gop = (f + g)op

= (g + f)op

= gop + f op,

por lo que HomC op(B,A) tiene estructura de monoide abeliano.

Por último, dado que la composición de morfismos en C es bilineal, también lo es en C op, pues

ηop(αop + βop) = ηop(α + β)op

=
(
(α + β)η

)op

= (αη + βη)op

= (αη)op + (βη)op

= ηopαop + ηopβop,

(αop + βop)γop = (α + β)opγop

=
(
γ(α + β)

)op

= (γα + γβ)op

= (γα)op + (γβ)op

= αopγop + βopγop

cada vez que dichas composiciones tengan sentido. De lo anterior, concluimos que, si C es una categoría
semiaditiva, entonces C op también lo es, por lo que el universo de las categorías semiaditivas es dua-
lizante. Por lo tanto, cualquier resultado válido para categorías semiaditivas tendrá un resultado dual
válido para el mismo tipo de categorías.

Proposición 1.2.3 Para una familia finita {Ai
µi−→ A}ni=1 de morfismos en una categoría semiaditiva C ,

las siguientes condiciones son equivalentes.



68 Capítulo 1. Categorías aditivas

(a) A y {Ai
µi−→ A}ni=1 son un coproducto en C para {Ai}ni=1.

(b) Existe una familia {A πi−→ Ai}ni=1 de morfismos en C tales que ∑n
i=1 µiπi = 1A y πiµj = δAi,j para

cualesquiera i, j ∈ {1, 2, ..., n}.
Demostración.

(a) ⇒ (b) Por el inciso (3) de la Observación 0.5.35, existe una familia {A πi−→ Ai}ni=1 de morfismos
en C tales que πiµj = δAi,j para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, ..., n}. Para cada j ∈ {1, 2, ..., n}, se tiene que(

n∑
i=1

µiπi

)
µj =

n∑
i=1

µi(πiµj)

=
n∑
i=1

µiδ
A
i,j

= µj (eX,Y = 0X,Y ∀ X, Y ∈ Obj(C ))
= 1Aµj.

Por la propiedad universal del coproducto, se sigue que ∑n
i=1 µiπi = 1A.

(b)⇒ (a) Sea {πi : A→ Ai}ni=1 una familia de morfismos en C tales que ∑n
i=1 µiπi = 1A y πiµj = δAi,j

para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, ..., n}. Dada una familia {Ai
fi−→ B}ni=1 en C , definimos f := ∑n

j=1 fjµj.
Veamos que el diagrama

A

Ai

B

f

µi

fi

conmuta para cada i ∈ I. Sea i ∈ I. Entonces, tenemos que

fµi =
(

n∑
j=1

fjπj

)
µi

=
n∑
j=1

fj(πjµi)

=
n∑
j=1

fjδ
A
i,j

= fi. (eX,Y = 0X,Y ∀ X, Y ∈ Obj(C ))

Ahora, supongamos que A f ′
−→ B es tal que f ′µi = fi para todo i ∈ I. Luego,

f ′ = f ′1A

= f ′
(

n∑
i=1

µiπi

)

=
n∑
i=1

(f ′µi)πi

=
n∑
i=1

fiπi

= f.
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Proposición 1.2.4 Para una familia finita {A πi−→ Ai}ni=1 de morfismos en una categoría semiaditiva C ,
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A y {A πi−→ Ai}ni=1 son un producto en C para {Ai}ni=1.

(b) Existe {Ai
µi−→ A}ni=1 en C tal que ∑n

i=1 µiπi = 1A y πiµj = δAi,j para todo i, j ∈ [1, n].

Demostración. Por la Observación 1.2.2, sabemos que el universo de las categorías semiaditivas es dua-
lizante; es decir, si C es una categoría semiaditiva, entonces C op también lo es. Aplicando la Proposición
1.2.3 a la familia de morfismos {Ai

πop
i−−→ A}ni=1 en C op, tenemos las siguientes condiciones equivalentes.

(c) A y {Ai
πop

i−−→ A}ni=1 son un coproducto en C op para {Ai}ni=1.

(d) Existe {A µop
i−−→ Ai}ni=1 en C op tal que ∑n

i=1 π
op
i µ

op
i = 1A y µop

i π
op
j = δAi,j para todo i, j ∈ [1, n].

Luego, aplicando el funtor DC op a la proposición categórica (c) ⇔ (d), tenemos que las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) A y {A πi−→ Ai}ni=1 son un producto en C para {Ai}ni=1.

(b) Existe {Ai
µi−→ A}ni=1 en C tal que ∑n

i=1 µiπi = 1A y πiµj = δAi,j para todo i, j ∈ [1, n].

Teorema 1.2.5 En una categoría semiaditiva, todo coproducto finito es un biproducto finito.

Demostración. Sean C una categoría semiaditiva y {Ai}i∈I una familia de objetos en C , con I finito,
tal que existe el coproducto ∐i∈I Ai en C .

Supongamos que I = ∅. Entonces, por el inciso (4) de la Observación 0.5.39 tenemos que A := ∐
i∈I Ai

es un objeto inicial en C . Además, por vacuidad, todo objeto final en C es un producto de {Ai}∈I , por
lo que basta ver que A es un objeto final en C . Sea X ∈ Obj(C ). Entonces, para todo f ∈ HomC (X,A),
tenemos que

f = 1Af
= 0A,Af
= 0X,A
= eX,A,

por lo que |HomC (X,A)| = 1. Por ende, A es un objeto final en C .

Supongamos que I ̸= ∅. Sea {Ai
µi−→ A}i∈I un coproducto para {Ai}i∈I en C . Entonces, por la

Proposición 1.2.3, existe una familia de morfismos {A πi−→ Ai}i∈I tal que ∑i∈J µiπi = 1A y πiµj = δAi,j
para cualesquiera i, j ∈ [1, n]. Por 1.2.4, tenemos que A y {A πi−→ Ai}i∈I son un producto en C para
{Ai}i∈I . Luego, por la Proposición 1.1.21, concluimos que A es un biproducto.

Corolario 1.2.6 En una categoría semiaditiva, todo producto finito es un biproducto finito.

Demostración. Se sigue de la Observación 1.2.2, pues basta aplicar el principio de dualidad al Teorema
1.2.5.
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Nota Dado que, por el Teorema 1.2.5 y el Corolario 1.2.6, sabemos que en las categorías semiaditivas
no existe distinción entre las nociones de producto, coproducto y biproducto cuando estos son finitos,
denotaremos a todos los productos finitos y coproductos finitos en categorías semiaditivas empleando la
notación de biproducto.

Proposición 1.2.7 Sean C una categoría semiaditiva y A = ⊕n
i=1 Ai, B = ⊕m

i=1 Bj en C , con m y n
enteros positivos. Entonces Matm×n(A,B) es un monoide abeliano, con la suma dada por

[α + β]ij := [α]ij + [β]ij en HomC (Aj, Bi) ∀ (i, j) ∈ [1, n]× [1,m]

y neutro aditivo [0]ij = 0Aj ,Bi
para cualquier (i, j) ∈ [1, n]× [1,m].

Demostración. Sean i ∈ [1, n] y j ∈ [1,m]. Por ser C una categoría semiaditiva, tenemos que HomC (Aj, Ai)
tiene estructura de monoide abeliano. Entonces, dado que la suma en HomC (Aj, Bi) es asociativa, se
tiene que

[(α + β) + γ]ij = [α + β]ij + [γ]ij
= ([α]ij + [β]ij) + [γ]ij
= [α]ij + ([β]ij + [γ]ij)
= [α]ij + [β + γ]ij
= [α + (β + γ)]ij.

De esto se sigue que (α + β) + γ = α + (β + γ), es decir, la suma es asociativa en Matm×n(A,B).

Ahora bien, como la suma en HomC (Aj, Bi) es conmutativa, tenemos que

[α + β]ij = [α]ij + [β]ij = [β]ij + [α]ij = [β + α]ij,

por lo que α + β = β + α. Por ende, la suma en Matm×n(A,B) es conmutativa.

Finalmente, como [0]ij es el neutro aditivo de HomC (Ai, Bj), tenemos que [α + 0]ij = [α]ij + [0]ij =
[α]ij. De esto se sigue que α + 0 = α, por lo que 0 es un neutro aditivo en Matm×n(A,B).

Por lo tanto, Matm×n(A,B) tiene estructura de monoide abeliano.

Proposición 1.2.8 Sean C una categoría semiaditiva y A = ⊕n
i=1 Ai, B = ⊕m

j=1 Bj en C , con m y n
enteros positivos. Entonces, la función φB,A : HomC (A,B)→ Matm×n(A,B) de la Proposición 0.5.43 es
un isomorfismo de monoides abelianos, cuyo inverso es

φ−1
B,A(α) =

∑
i,j

µBi [α]i,jπAj .

Demostración. Sean f, g ∈ HomC (A,B). Entonces, para cualesquiera i ∈ {1, 2, ..., n}, j ∈ {1, 2, ...,m},
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tenemos que

[φB,A(f + g)]i,j = πBi (f + g)µAj
= πBi fµ

A
j + πBi gµ

A
j

= [φB,A(f)]i,j + [φB,A(g)]i,j
= [φB,A(f) + φB,A(g)]i,j

y

[φB,A(0A,B)]i,j = πBi 0A,BµAj
= 0Aj ,Bi

= [0]i,j,

de donde se sigue que φB,A(f + g) = φB,A(f) + φB,A(g) y φB,A(0A,B) = 0. Ahora, definimos

ψ : Matm×n(A,B)→ HomC (A,B),
α 7→

∑
i,j

µBi [α]i,jπAj .

Entonces, para todo f ∈ HomC (A,B), tenemos que

ψ(φB,A(f)) =
∑
i,j

µBi [φB,A(f)]i,jπAj

=
∑
i,j

µBi (πBi fµAj )πAj

= 1Bf1A
= f,

de donde se sigue que ψφB,A = 1HomC (A,B). Por otro lado, sea α ∈ Matm×n(A,B). Entonces, para
cualesquiera k ∈ {1, 2, ..., n}, l ∈ {1, 2, ...,m}, tenemos que

[α]k,l =
∑
i,j

δBk,i[α]i,jδAj.l

=
∑
i,j

πBk µ
B
i [α]i,jπAj µAl

= [φB,A(ψ(α))]k,l,

por lo que φB,A(ψ(α)) = α, de donde se sigue que φB,Aψ = 1Matm×n(A,B). Como φA,B es un morfismo
de monoides abelianos, se sigue que ψ también lo es, de donde concluimos que φB,A : HomC (A,B) →
Matm×n(A,B) es un isomorfismo de monoides abelianos.

Proposición 1.2.9 Sean C una categoría semiaditiva y A = ⊕n
i=1 Ai, B = ⊕m

j=1 Bj, C = ⊕l
k=1 Ck en

C , con m,n y k enteros positivos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cualesquiera f ∈ HomC (A,B), g ∈ HomC (B,C), se tiene que

φC,A(gf) = φC,B(g)φB,A(f).

(b) φA,A(1A) = 1A, donde [1A]i,j := δAi,j para cualesquiera i, j ∈ [1, n].
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Demostración.

(a) Para todo (k, i) ∈ [1, l]× [1, n], tenemos que

[φC,A(gf)]k,i = πCk g1BfµAi

= πCk g

(
m∑
j=1

µBj π
B
j

)
fµAi

=
m∑
j=1

(πCk gµBj )(πBj fµAi )

=
m∑
j=1

[φC,B(g)]k,j[φB,A(f)]j,i

= [φC,B(g)φB,A(f)]k,i,

de donde se sigue que φC,A(gf) = φC,B(g)φB,A(f).

(b) Para cualesquiera i, j ∈ [1, n], tenemos que

[1A]i,j = δAi,j

= πAi 1AµAj
= [φA,A(1A)]i,j;

por ende, φA,A(1A) = 1A.

Lema 1.2.10 Sea C una categoría semiaditiva tal que, para todoM ∈ Obj(C ), existeM⊕
M . Entonces,

para A,B ∈ Obj(C ) y α, β ∈ HomC (A,B), la suma α + β en HomC (A,B) está dada por cualquiera de
las siguientes composiciones de morfismos en C :

(a) A
∆A−−→ A

⊕
A

(α β )−−−→ B;

(b) A

(
α
β

)
−−−→ B

⊕
B

∇B−−→ B;

(c) A
∆A−−→ A

⊕
A

(
α 0
0 β

)
−−−−→ B

⊕
B

∇B−−→ B.

Demostración. Se sigue directamente de la multiplicación de matrices1.
Teorema 1.2.11 Sea C una categoría con objeto cero tal que, para todo M ∈ Obj(C ), existen bipro-
ductos de la forma M⊕

M en C . Entonces, para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ), existe una única manera
de definir una estructura de monoide abeliano en HomC (A,B) de manera tal que C sea una categoría
semiaditiva.
Demostración. Sean A,B ∈ Obj(C ). Para α, β ∈ HomC (A,B), definimos α + β y α × β como las
siguientes composiciones de morfismos

α + β := A
∆A−−→ A

⊕
A

(α β )−−−→ B,

α× β := A

(
α
β

)
−−−→ B

⊕
B

∇B−−→ B.

Veremos ahora que (HomC (A,B),+, 0A,B) es un monoide abeliano y que la composición de morfismos
es bilineal con respecto a la suma definida anteriormente. Haremos la demostración por pasos:

1Ver la Definición 0.5.45.
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(i) α + 0 = α = 0 + α para todo α ∈ HomC (A,B).
Consideremos el diagrama en C

A A

B A
⊕
A B.

A A

α απ2

( 0 α )

π1

(α 0 )

α µ1 µ2 α

(1.2.1)

Por la Proposición 0.5.43, tenemos que ( α 0 )µ1 = α = ( 0 α )µ2 y ( α 0 )µ2 = ( 0 α )µ1. En particular,
se tiene que

( α 0 )µi = ( α π1 )µi ∧ ( 0 α )µi = ( π2 α )µi ∀ i ∈ {1, 2}.
Por la propiedad universal del coproducto, se sigue que ( α 0 ) = απ1 y ( 0 α ) = απ2. Luego,

α + 0 = ( α 0 )∆A

= απ1∆A

= α1A
= α

= απ2∆A

= ( 0 α )∆A

= 0 + α.

(ii) (α + β)op = αop × βop para cualesquiera α, β ∈ HomC (A,B).
Sean α, β ∈ HomC (A,B). Entonces, tenemos que

(α + β)op =
(
( α β )∆A

)op

= ∆op
A α β op

= ∇A

(
αop
βop

)
= αop × βop.

(iii) α× 0 = α = 0× α.
Por (ii) y (i), tenemos que

α× 0(αop + 0op)op

= (αop)op

= α

= (0op + αop)op

= 0× α.

(iv) γ(α + β) = γα + γβ para cualesquiera α, β ∈ HomC (A,B), γ ∈ HomC (B,C).
Sean α, β ∈ HomC (A,B) y γ ∈ HomC (B,C). Luego,

γ(α + β) = γ( α β )∆A

= ( γα γβ )∆A (Proposición 1.2.9 (a))
= γα + γβ.
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(v) (α× β)ρ = αρ× βρ para cualesquiera α, β ∈ HomC (A,B), ρ ∈ HomC (C,A).
Sean α, β ∈ HomC (A,B) y ρ ∈ HomC (C,A). Por (ii) y (iv), tenemos que(

(α× β)ρ
)op

= ρop(α× β)op

= ρop(αop + βop)
= ρopαop + ρopβop

= (αρ)op + (βρ)op

= (αρ× βρ)op,

de donde se sigue que (α× β)ρ = αρ× βρ.

(vi) Para {θi}4
i=1 ⊆ HomC (A,B), se tiene que (θ1 + θ3)× (θ2 + θ4) = (θ1 × θ2) + (θ3 × θ4).

Consideremos el morfismo dado por la matriz

ψ :=
(
θ1 θ3
θ2 θ4

)
: A

⊕
A→ B

⊕
B.

Veamos que
∇B(ψ∆A) = (θ1 + θ3)× (θ2 + θ4).

Para ello, primero verificaremos que

ψ∆A =
(

( θ1 θ3 )∆A

( θ2 θ4 )∆A

)
: A→ B

⊕
B

para lo cual, debido a la Proposición 0.5.43, basta ver que

πB1 (ψ∆A) = ( θ1 θ3 )∆A ∧ πB2 (ψ∆A) = ( θ2 θ4 )∆A. (1.2.2)

En efecto, por la definición de ψ, tenemos que

θ1 = πB1 ψµ
B
1 ,

θ3 = πB1 ψµ
A
2 ,

θ2 = πB2 ψµ
B
1 ,

θ4 = πB2 ψµ
B
2 ;

por ende, πB1 ψ = ( θ1 θ3 ) : A⊕A→ B y πB2 ψ = ( θ2 θ4 ), de donde se siguen (1.2.2). Luego, tenemos
que

∇B(ψ∆A) = ∇B

(
( θ1 θ3 )∆A

( θ2 θ4 )∆A

= ∇B

(
θ1+θ3
θ2+θ4

)
= (θ1 + θ3)× (θ2 + θ4).

Ahora, veamos que ∇Bψ)∆A = (θ1 × θ2) + (θ3 × θ4). En efecto, dado que ψi,j = πBi ψµ
A
j para

cualesquiera i, j ∈ {1, 2}, tenemos que (ψop)j,i = ψop
i,j = (µAj )opψop(πBi )op para i, j ∈ {1, 2}, por lo

que
ψop =

(
θop

1 θop
2

θop
3 θop

4

)
.

Observemos que (
(∇Bψ)∆A

)op
= ∆op

A (∆Bψ)op

= ∇A(ψop∇op
B )

= ∆A(ψop∆B)
= (θop

1 + θop
2 )× (θop

3 + θop
4 ),
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por lo que, de (ii), se sigue que

(∇Bψ)∆A =
(
(θop

1 + θop
2 )× (θop

3 + θop
4 )
)op

= (θop
1 + θop

2 )op + (θop
3 + θop

4 )op

= (θ1 × θ2) + (θ3 × θ4).

Por ende, de ∆B(ψ∇A) = (∆Bψ)∇A, concluimos que

(θ1 + θ3)× (θ2 + θ4) = (θ1 × θ2) + (θ3 × θ4).

(vii) α + β = α× β para cualesquiera α, β ∈ HomC (A,B).

Por (iii), (vi) y (i), tenemos que

α + β = (α× 0) + (0× β)
= (α + 0)× (0 + β)
= α× β.

Por (i), sabemos que existe un elemento identidad de la suma en HomC (A,B). Además, para cua-
lesquiera α, β, γ ∈ HomC (A,B), tenemos que

(α + β) + γ = (α× β) + (0× γ) (por (i), (vii) y (iii))
= (α× 0) + (β × γ) (por (vi))
= α + (β + γ), (por (vii) y (iii))

α + β = (0× α) + (β × 0) (por (iii))
= (0 + β)× (α + 0) (por (vi))
= (0 + β) + (α + 0) (por (vii))
= β + α,

por lo que la suma en HomC (A,B) es asociativa y conmutativa, de donde se sigue que (HomC (A,B),+, 0A,B)
es un monoide abeliano. La bilinealidad de la composición de morfismos con respecto a la suma se sigue
de (iv), (v) y (vii). Por ende, C es una categoría semiaditiva; la unicidad se sigue del Lema 1.2.10.

Teorema 1.2.12 Para una categoría C , las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) C es una categoría semiaditiva con coproductos finitos.

(b) C es una categoría localmente pequeña con objeto cero, coproductos finitos y tiene biproductos
de la forma M⊕

M en C para todo M ∈ Obj(C ).

(c) C es localmente pequeña y tiene biproductos finitos.

Demostración. La implicación (c) ⇒ (b) se sigue trivialmente de la definición de biproducto, mientras
que las implicaciones (b)⇒ (a) y (a)⇒ (c) se siguen de los Teoremas 1.2.11 y 1.2.5, respectivamente.
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1.3. Categorías preaditivas y Z-categorías
Definición 1.3.1 Una categoría C se dice que es preaditiva si satisface las siguientes condiciones:

(PA1) C es una categoría localmente pequeña con objeto cero;

(PA2) para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ), HomC (A,B) tiene estructura de grupo abeliano;

(PA3) la composición de morfismos en C es bilineal.

Una categoría localmente pequeña que sólo satisface las condiciones (PA2) y (PA3) se conoce como
Z-categoría.

Observación 1.3.2 Sea C una Z-categoría.

(1) Para cada X, Y ∈ Obj(C ), denotemos por eX,Y al neutro aditivo de HomC (X, Y ). Entonces, para
Z

f−→ X
eX,Y−−→ Y

g−→ W en C , se tiene que

geX,Y = eX,W y eX,Y f = eZ,Y .

En efecto: geX,Y = g(eX,Y + eX,Y ) = geX,Y + eZ,Y en HomC (X,W ); por lo tanto, geX,Y = eX,W .
Análogamente, eX,Y f = eZ,Y .

(2) Todo objeto inicial o final en C es un objeto cero en C .
En efecto: Supongamos que I es un objeto inicial en C . Sean X ∈ Obj(C ) y f ∈ HomC (X, I).
Luego,

f = 1If = eI,If
(1)= eX,I .

Por ende, HomC (X, I) = {eX,I} para todo X ∈ Obj(C ), es decir, I es un objeto final en C , por lo
que es un objeto cero.
Por otro lado, supongamos que I ′ es un objeto final en C . Sean Y ∈ Obj(C ) y g ∈ HomC (I ′, Y ).
Luego,

g = g1I′ = geI′,I′ = eI′,Y .

Por lo tanto, HomC (I ′, Y ) = {eI′,Y } para todo Y ∈ Obj(C ), es decir I ′ es un objeto inicial en C ,
por lo que es un objeto cero.

(3) C op es una Z-categoría. Es decir, el universo de las Z-categorías es dualizante.
En efecto: Se sigue de la conmutatividad de la operación de un grupo abeliano, por lo que el grupo
opuesto de un grupo abeliano es abeliano, y de las series de equivalencias

γ(α + β) = γα + γβ ⇐⇒
(
γ(α + β)

)op
= (γα + γβ)op

⇐⇒ (α + β)opγop = (γα)op + (γβ)op

⇐⇒ (αop + βop)γop = αopγop + βopγop,

(α + β)η = αη + βη ⇐⇒
(
(α + β)η

)op
= (αη + βη)op

⇐⇒ ηop(α + β)op = (αη)op + (βη)op

⇐⇒ ηop(αop + βop) = ηopαop + ηopβop.
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(4) La categoría producto de dos Z-categorías es una Z-categoría. En particular, por (3), C op × C es
una Z-categoría.
En efecto: Se sigue de que todo producto de dos grupos abelianos es un grupo abeliano, con la
operación de suma definida entrada a entrada, y de que la composición de morfismos en C × C ′

también está definida entrada a entrada, por lo que la bilinealidad en C × C ′ se induce de la
bilinealidad en C y C ′.

Observación 1.3.3 Sea C una categoría preaditiva.

(1) C es semiaditiva.
En efecto: Basta mostrar que 0A,B = eA,B para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ), lo cual se obtiene del
inciso (1) de la Observación 1.3.2 como sigue

0A,B = eA,B0A,A = eA,B.

(2) C tiene núcleos si, y sólo si, C tiene igualadores.
En efecto: Basta revisar que para cualesquiera α, β : A→ B, Ker(α− β) = Equ(α, β).

(3) Para todo α ∈ HomC (A,B), α es un monomorfismo si, y sólo si, Ker(α) = 0.

Proposición 1.3.4 Sea C una categoría preaditiva. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen

(a) Para A1
µ1−→ A y A π1−→ A1 en C tales que π1µ1 = 1A1 , se tiene lo siguiente.

(a1) µ1π1 es idempotente en EndC (A).

(a2) Existe el núcleo de 1A − µ1π1 y Ker
(
A

1A−µ1π1−−−−−→ A
)
≃
(
A1

µ1−→ A
)

en MonC (−, A).

(a3) Existe el conúcleo de 1A − µ1π1 y CoKer
(
A

1A−µ1π1−−−−−→ A
)
≃
(
A

π1−→ A1
)

en EpiC (A,−).

(b) Sea θ2 = θ ∈ EndC (A) tal que existen Ker
(
A

1A−θ−−−→ A
)

=
(
A1

µ1−→ A
)

y Ker
(
A

θ−→ A
)

=
(
A2

µ2−→
A
)
. Entonces, A = A1

∐
A2, con µ1, µ2 como inclusiones naturales.

Demostración.

(a) Sean A1
µ1−→ A y A π1−→ A1 en C tales que π1µ1 = 1A1 .

(a1) (π1µ1)2 = π1(µ1π1)µ1 = π1µ1.

(a2) Tenemos A1
µ1−→ A

1−µ1π1−−−−→ A. Primero, observemos que (1 − µ1π1)µ1 = µ1 − µ1(π1µ1) = 0.
Ahora, sea X

f−→ A en C tal que (1 − µ1π2)f = 0. Entonces, f = µ1(π1f), por lo que f se
factoriza a través de µ1, y dicha factorización es única, pues µ1 es un monomorfismo.

(a3) Dual a (a2).

(b) Por la Proposición 1.2.3 y el inciso (1) de la Observación 1.3.3, para ver que {A1
µ1−→ A,A2

µ2−→ A}
es un coproducto de {A1, A2} en C , basta con verificar que existen A π1−→ A1 y A π2−→ A2 en C tales
que π1µj = δAi,j para cualesquiera i, j ∈ {1, 2} y 1A = µ1π1 + µ2π2.
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En efecto, dado que (1A − θ)θ = θ − θ2 = 0 y µ1 = Ker(1A − θ), tenemos que existe A π1−→ A1 en
C tal que θ = µ1π1. Ahora, como (1A − θ)µ1 = 0, entonces µ1 = θµ1. Luego, dado que µ1 es un
monomorfismo, de la serie de equivalencias

µ1π1µ1 = θµ1

= µ1

= µ11A1 ,

se sigue que π1µ1 = 1A1 . Similarmente, como θ(1A − θ) = 0 y µ2 = Ker(θ), tenemos que existe
A

π2−→ A2 en C tal que 1A − θ = µ2π2, lo que implica que 1A = µ1π1 + µ2π2. Luego, dado que µ2
es un monomorfismo, de la serie de equivalencias

µ2π2µ2 = (1A − θ)µ2

= µ2 − θµ2

= µ2

= µ21A2 ,

se sigue que π2µ2 = 1A2 .
Por otro lado, tenemos que

π1 = π11A
= π1(µ2π2 + µ1π2)
= π1µ2π2 + π1µ1π1

= π1µ2π2 + π1,

lo que implica que π1π2π2 = 0. Como π2 es un epimorfismo y 0π2 = 0, se sigue que π1µ2 = 0.
Análogamente, se comprueba que π2µ1 = 0.

1.4. Categorías aditivas
Definición 1.4.1 Una categoría aditiva A es una Z-categoría con coproductos finitos.

Teorema 1.4.2 Una categoría A es aditiva si, y sólo si, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) A es una categoría localmente pequeña con objeto cero.

(b) A tiene coproductos finitos y productos finitos.

(c) Para toda familia finita {Ai}ni=1 de objetos en A , el morfismo

δ =


1A1 0 0
0 . . . 0
0 0 1An

 :
n∐
i=1

Ai →
n∏
i=1

Ai

es un isomorfismo en A .

(d) Para todo A ∈ Obj(A ), existe SA ∈ EndA (A) tal que ∇A

(
1A 0
0 SA

)
∆A = 0, es decir, tal que el

siguiente diagrama conmuta
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A
∐
A A

∐
A

A A.

(
1A
0

0
SA

)
∇A∆A

0

Demostración.
(⇒) Como A tiene coproductos finitos, por el inciso (4) de la Observación 0.5.39 y el inciso (2)

de la Observación 1.3.2, se sigue que A es una categoría con objeto cero. Más aún, por el inciso (3),
concluimos que A es semiaditiva. Luego, por el Teorema 1.2.5 y la Proposición 1.1.21 se obtienen las
condiciones (b) y (c), respectivamente.

Sean A ∈ Obj(A ) y α ∈ EndA (A). Por el inciso (c) del Lema 1.2.10, tenemos que

1A + α = ∇A

(
1A 0
0 α

)
∆A.

Luego, como EndA (A) es un grupo abeliano, basta tomar SA := −1A para obtener (d).

(⇐) Por las condiciones (a), (b) y (c), tenemos que A es una categoría con objeto cero y biproductos
finitos. Por el Teorema 1.2.11 y el Lema 1.2.10, tenemos que A es semiaditiva y que, para cualesquiera
A,B ∈ Obj(A ),HomA (A,B) tiene estructura de monoide abeliano dado por

α + β = ∇A

(
α 0
0 β

)
∆A.

Luego, por la condición (d), tenemos que existe SA ∈ EndA (A) tal que 1A + SA = 0. Por lo tanto, para
todo α ∈ HomA (A,B), se tiene que

α + αSA = α(1A + SA) = α0 = 0,

por lo que −α = αSA ∈ HomA (A,B), de donde se sigue que HomA (A,B) es un grupo abeliano.

Ejemplo 1.4.3 Mod(R) es una categoría aditiva.

Observación 1.4.4 Sean C una categoría y A una categoría aditiva.

(1) El universo de las categorías semiaditivas con coproductos finitos es dualizante.
En efecto: Se sigue de la Observación 1.2.2 y de notar que la condición (c) del Teorema 1.2.12 es
auto dual.

(2) El universo de las categorías aditivas es dualizante.
En efecto: Se sigue de observar que las condiciones (a), (b), (c) y (d) del Teorema 1.4.2 son auto
duales.

Definición 1.4.5 Sean A una categoría aditiva, χ ⊆ Obj(A ) una clase de objetos en A y Φ ⊆ Mor(A )
una clase de morfismos en A . Entonces,

(a) χ es cerrada por isomorfismos en A si para cada isomorfismo X ≃ W en A , con X ∈ χ, se tiene
que W ∈ χ;
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(b) χ es cerrada por sumas directas finitas en A si para cualesquieraA,B ∈ χ se tiene que el biproducto
A
⊕
B en A está en χ.

(c) χ es cerrada por sumandos directos en A si para cada biproducto X = Y
⊕
Z en A , con X ∈ χ,

se tiene que Y, Z ∈ χ;

(d) Φ es cerrada por composiciones si, para cualesquiera f, g ∈ Φ tales que existe fg ∈ Mor(A ), se
tiene que fg ∈ Φ.

Definición 1.4.6 Sea A una categoría aditiva. Una subcategoría aditiva de A es una subcategoría A ′

de A tal que A ′ es una categoría aditiva y todo coproducto finito en A ′ es un coproducto en A .

Observación 1.4.7 Sean A una categoría aditiva y A ′ una subcategoría aditiva de A . Si Obj(A ′) es
cerrada por sumandos directos en A , entonces es cerrada por isomorfismos en A .

En efecto: Sea φ : X ∼−→ W en A , con X ∈ Obj(A ′). Dado que A ′ tiene coproductos finitos, en
particular existe un coproducto vacío en A ′, el cual es un objeto cero 0 en A . Notando que W ⊕ 0 ∈
Obj(A ) junto con los morfismos φ−1 y 00,X es un biproducto en A para X, concluimos que W ∈
Obj(A ′).

1.5. Funtores aditivos
Definición 1.5.1 Sean C y D Z-categorías. Decimos que:

(a) un funtor covariante F : C → D es aditivo si F : HomC (X, Y ) → HomD(F (X), F (Y )) es un
morfismo en Ab para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C );

(b) un funtor contravariante G : C → D es aditivo si G : HomC (X, Y ) → HomD(G(Y ), G(X)) es un
morfismo en Ab para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C ).

Observación 1.5.2

(1) La composición de funtores aditivos es un funtor aditivo.

(2) Sean C y D Z-categorías. Entonces, tenemos la siguiente serie de equivalencias

F : C → D es aditivo ⇐⇒ F op = DD ◦ F : C → Dop es aditivo
⇐⇒ Fop = F ◦DC op : C op → D es aditivo
⇐⇒ F op

op = DD ◦ F ◦DC op : C op → Dop es aditivo,

independientemente de la varianza del funtor F : C → D .
En efecto: Se sigue de que el funtor de dualidad entre Z-categorías sea un funtor aditivo y de (1).

(3) Sean C ,C ′ y D Z-categorías, y H : C ′ × C → D un bifuntor. Entonces, el bifuntor H es aditivo
si, y sólo si, los funtores H(X ′,−) : C → D y H(−, X) : C ′ → D son aditivos para cualesquiera
X ′ ∈ Obj(C ′) y H ∈ Obj(C ).

Ejemplo 1.5.3 Sean C una Z-categoría y X ∈ Obj(C ).

(1) El funtor Hom-covariante HomC (X,−) : C → Ab es aditivo.

(2) El funtor Hom-contravariante HomC (−, X) : C → Ab es aditivo.
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(3) El bifuntor Hom Hom(−,−) : C op × C → Ab es aditivo2.

Lema 1.5.4 Los funtores aditivos entre categorías preaditivas mandan objetos cero en su dominio en
objetos cero en su codominio.

Demostración. Sean F : C → D un funtor aditivo, con C y D categorías preaditivas, y 0 ∈ Obj(C ) un
objeto cero en C . Como F : EndC (0)→ EndD(F (0)) es un morfismo de grupos abelianos y EndC (0) =
{10 = 00,0}, se tiene que 1F (0) = F (10) = 0F (0),F (0). Por el inciso (3) de la Observación 1.1.2, se sigue
que F (0) es un objeto cero en D .

Observación 1.5.5 El Lema 1.5.4 es similar a cómo, en topología algebraica, cualquier función punteada
manda al punto distinguido de su dominio en el punto distinguido de su contradominio. Recordando
que todas las categorías preaditivas son categorías con objeto cero, puede que esta similitud sea la razón
por la cual algunas fuentes le dan a las categorías con objeto cero el nombre de categorías punteadas.

Definición 1.5.6 Sean A y B categorías aditivas. Decimos que:

(a) Un funtor covariante F : A → B preserva coproductos finitos en A si para todo coproducto
{Ai

µi−→ ⊕
i∈I Ai}i∈I en A , con I finito, se tiene que F (⊕i∈I Ai) = ⊕

i∈I F (Ai) y
{
F (Ai)

F (µi)−−−→⊕
i∈I F (Ai)

}
i∈I

es un coproducto en B.

(b) Un funtor contravariante G : A → B manda productos finitos en A en coproductos finitos en B
si el funtor Gop = G ◦DA op : A op → B preserva coproductos finitos en A op.

Lema 1.5.7 Sean A y B categorías aditivas, X = ⊕n
i=1 Xi y Y = ⊕n

j=1 Yj en A , F : A → B un
funtor que preserva coproductos finitos en A y α ∈ Matm×n(X, Y ). Consideremos α := ∑

t,r µ
Y
t [α]t,rπXr ∈

HomA (X, Y ). Entonces
[φFY,FX(F (α))]i,j = F ([α]i,j) ∀i, j.

Es decir,la matriz asociada a F (α) ∈ HomB(FX,FY ), se obtiene de α, aplicando F a cada elemento de
dicha matriz.

Demostración. Sea (i, j) ∈ [1, n]× [1,m]. Por la Proposición 1.2.8, tenemos que

[φFY,FX(F (α))]i,j =
[
φFY,FX

(
F

(∑
t,r

µYt [α]t,rπXr
))]

i,j

=
[
φFY,FX

(∑
t,r

(
F
(
µYt [α]t,rπXr

)))]
i,j

(F es aditivo)

=
[
φFY,FX

(∑
t,r

(
F
(
µYt
)
F
(
[α]t,r

)
F
(
πXr
)))]

i,j

=
[
φFY,FX

(∑
t,r

µFYt [F (α)]t,rπFXr
)]

i,j

(F preserva coproductos)

=
[
φFY,FX

(
φ−1
FY,FX(F (α))

)]
i,j

= [F (α)]i,j
= F ([α]i,j).

2Ver el inciso (4) de la Observación 1.3.2.
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Teorema 1.5.8 Sea F : A → B un funtor entre categorías aditivas. Entonces, F es aditivo si, y sólo
si, F preserva coproductos finitos en A .

Demostración. (⇒) Sean A ∈ Obj(A ) y {Ai
µi−→ A}i∈I , con I finito, tal que A = ⊕

i∈I Ai con {µi}i∈I
como inclusiones naturales.

Supongamos que I = ∅. Entonces, por la Observación 1.1.19, tenemos que A es un objeto cero en A .
Luego, del Lema 1.5.4 se sigue que F (A) es un objeto cero en B, y por la misma Observación anterior,
tenemos que F (A) es un coproducto en B.

Supongamos ahora que I ̸= ∅. Podemos suponer que I = {1, 2, ..., n}. Por la Proposición 1.2.3, existe
una familia de morfismos {A πi−→ Ai}ni=1 en A tales que πiµj = δAi,j para cualesquiera i, j ∈ [1, n]× [1, n]
y ∑n

i=1 µiπi = 1A. Luego, por ser F un funtor aditivo, se tiene que

F (πi)F (µj) = δ
F (A)
i,j y

n∑
i=1

F (µi)F (πi) = 1F (A).

Por ende, de la Proposición 1.2.3 se sigue que F (A) = ⊕n
i=1 F (Ai) con inclusiones naturales

{
F (Ai)

F (µi)−−−→
F (A)

}n
i=1

.

(⇐) Sean X, Y ∈ Obj(A ) y α, β ∈ HomA (X, Y ). Por el Lema 1.2.10, tenemos que

F (α + β) = F
(
X

α+β−−→ Y
)

= F

(
X

(
α
β

)
−−−→ Y

⊕
Y

( 1Y 1Y )−−−−−→ Y

)

= F (X)

(
F (α)
F (β)

)
−−−−−→ F

(
Y
⊕

Y
) ( 1F (Y ) 1F (Y ) )−−−−−−−−→ F (Y ) (Lema 1.5.7)

= F (α) + F (β).

Corolario 1.5.9 Sea G : A → B un funtor contravariante entre categorías aditivas. Entonces, G es
aditivo si, y sólo si, G manda productos finitos en A en coproductos finitos en B.

Demostración. Por el inciso (2) de la Observación 1.5.2 se tiene que G es aditivo si, y sólo si, Gop es
aditivo. Ahora, como Gop = G ◦DAop es un funtor covariante, por el Teorema 1.5.8 tenemos que Gop es
aditivo si, y sólo si, Gop preserva coproductos en A op. De esto se sigue que G sea aditivo es equivalente
a que Gop preserve coproductos finitos en A op. Dado que la noción dual de coproducto es producto,
concluimos que G es aditivo si, y sólo si, G manda productos finitos en A en coproductos finitos en
B.

Ideales de categorías aditivas
Definición 1.5.10 Sea A una categoría aditiva. Un ideal de A es una clase de morfismos en A

J =
⋃

(X,Y )∈Obj(A )2

J(X, Y ),

con J(X, Y ) ⊆ HomA (X, Y ), tal que satisface las siguientes condiciones.
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(I1) Para cualesquiera X, Y ∈ Obj(A ), J(X, Y ) es un subgrupo abeliano de HomA (X, Y ).

(I2) Para cualesquiera morfismos componibles W α−→ X
f−→ Y

β−→ Z en A , si f ∈ J(X, Y ), entonces
βfα ∈ J(W,Z).

En caso de que J sea un ideal de A , lo denotaremos por J ⊴ A .

Observación 1.5.11 Sean A una categoría aditiva y J un ideal de A .

(1) Para cualesquiera X, Y ∈ Obj(A ), tenemos la relación de equivalencia ≃X,Y en HomA (X, Y ) dada
por

f ≃X,Y g ⇐⇒ f − g ∈ J(X, Y ),
la cual nos define una relación de congruencia ∼= en A . Por ende, podemos considerar la categoría
cociente3 A / ∼=. Dado que esta relación de congruencia está caracterizada por el ideal J , la
categoría cociente anterior se conoce como la categoría cociente de A sobre J , y se denota por
A /J . Explícitamente,

Obj(A /J) := Obj(A ),
HomA /J(X, Y ) := HomA (X, Y )/J(X, Y ) ∀ X, Y ∈ Obj(A /J).(

g + J(Y, Z)
)(
f + J(X, Y )

)
= gf + J(X,Z) ∀ f ∈ HomA /J(X, Y ), g ∈ HomA /J(Y, Z).

(2) El funtor cociente

πJ : A → A /J,(
X

f−→ Y
)
7→
(
X

f+J(X,Y )−−−−−−→ Y
)

es pleno, denso y aditivo. En particular, la categoría cociente A /J es aditiva.
En efecto: La plenitud y aditividad de πJ se siguen de que, por definición, πJ actúa sobre cada
grupo abeliano HomA (X, Y ) como el epimorfismo canónico al grupo cociente HomA /J(X, Y ), que
es un morfismo de grupos abelianos suprayectivo. La densidad de πJ es trivial, pues el funtor
cociente fija objetos. Luego, por la funtorialidad y aditividad de πJ , tenemos que la composición
de morfismos en A /J es blilineal. Más aún, de la existencia de coproductos finitos en A y la
caracterización de coproductos finitos dada por el inciso (b) de la Proposición 1.2.3, se sigue que
A /J tiene coproductos finitos.

(3) Sea χ ⊆ Obj(A ) una clase de objetos cerrada por sumas directas finitas en A . Entonces, la
colección de todos los morfismos que se pueden factorizar a través de algún objeto en χ es un ideal
de A .
En efecto: Sean X, Y ∈ Obj(A ) y J(X, Y ) ⊆ HomA (X, Y ) el conjunto de todos los morfismos de
X en Y factorizables a través de algún objeto en χ. Supongamos que los morfismos f1, f2 ∈ J(X, Y )
se pueden factorizar a través de J1, J2 ∈ Obj(χ), respectivamente. Entonces, tenemos los siguientes
diagramas conmutativos en A

X Y.

J1

j1

f1

j′
1

X Y

J2

j2

f2

j′
2

3Ver la Definición 0.3.11.
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Por ende, tenemos que

f1 + (−f2) = f1 − f2

= j′
1j1 − j′

2j2

= ( j′
1 −j′

2 )
(
j1
j2

)
,

con X
( j′

1 −j′
2 )−−−−−→ J1

⊕
J2 y J1

⊕
J2

(
j1
j2

)
−−−→ Y en A . Como χ es cerrada por sumas directas finitas,

se sigue que J1
⊕
J2 ∈ Obj(χ), por lo que f1 − f2 ∈ J(X, Y ). Esto implica que J(X, Y ) es un

subgrupo abeliano de HomA (X, Y ).

Ahora, sean W
α−→ X

f−→ Y
β−→ Z morfismos componibles en A , con f ∈ J(X, Y ). Entonces,

tenemos el diagrama conmutativo en A

W X Y Z,

J

α f

j

β

j′

con J ∈ Obj(χ), de donde se sigue que el diagrama en A

W Z

J
jα

βfα

βj′

conmuta, i.e., que βfα ∈ J(W,Z).

(4) En vista de (3), para una subcategoría plena χ ⊆ A cerrada por sumas directas finitas, denotare-
mos por ⟨χ⟩ al ideal de todos los morfismos que se factorizan a través de algún objeto en χ, y por
A /χ := A /⟨χ⟩ a la categoría cociente asociada a dicho ideal.

Bifuntores aditivos, bimódulos generalizados y matrices asociadas
Definición 1.5.12 Sean C una Z-categoría, E : C op × C → Ab un bifuntor aditivo y A,A′, C, C ′ ∈
Obj(C ). Definimos las correspondencias

HomC (A,A′)× E(C,A)→ E(C,A′),
(a, δ) 7→ a · δ := E(C, a)(δ),

E(C,A)× HomC (C ′, C)→ E(C ′, A),
(δ, c) 7→ δ · c := E(cop, A)(δ).

Proposición 1.5.13 Sean C una Z-categoría y E : C op × C → Ab un bifuntor aditivo. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) a · (δ1 + δ2) = a · δ1 + a · δ2 ∀ a ∈ HomC (A,A′), δ1, δ2 ∈ E(C,A).

(b) (a1 + a1) · δ = a1 · δ + a2 · δ ∀ a1, a2 ∈ HomC (A,A′), δ ∈ E(C,A).
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(c) 1A · δ = δ ∀ δ ∈ E(C,A).

(d) (a′a) · δ = a′ · (a · δ) ∀ a ∈ HomC (A,A′), a′ ∈ HomC (A′, A′′), δ ∈ E(C,A).

(e) (δ1 + δ2) · c = δ1 · c+ δ2 · c ∀ c ∈ HomC (C ′, C), δ1, δ2 ∈ E(C,A).

(f) δ · (c1 + c2) = δ · c1 + δ · c2 ∀ c1, c2 ∈ HomC (C ′, C), δ ∈ E(C,A).

(g) δ · 1C = δ ∀ δ ∈ E(C,A).

(h) δ · (cc′) = (δ · c) · c′ ∀ c ∈ HomC (C ′, C), c′ ∈ HomC (C ′′, C ′), δ ∈ E(C,A).

(i) a · (δ · c) = (a · δ) · c ∀ a ∈ HomC (A,A′), c ∈ HomC (C ′, C), δ ∈ E(C,A).

(j) 0 · δ = 0 = δ · 0 ∀ δ ∈ E(C,A).

Demostración. Por el inciso (3) de la Observación 1.5.2 sabemos que, para cualquier X ∈ Obj(C ), los
funtores Hom(X,−) : C → Ab,Hom(−, X) : C → Ab,E(X,−) : C → Ab y E(−, X) : C → Ab son
aditivos.

(a) Sean a ∈ HomC (A,A′) y δ1, δ2 ∈ E(C,A). Entonces,

a · (δ1 + δ2) = E(C, a)(δ1 + δ2)
= E(C, a)(δ1) + E(C, a)(δ2)
= a · δ1 + a · δ2.

(b) Sean a1, a2 ∈ HomC (A,A′) y δ ∈ E(C,A). Entonces,

(a1 + a2) · δ = E(C, a1 + a2)(δ)
= E(C, a1)(δ) + E(C, a2)(δ)
= a1 · δ + a2 · δ.

(c) Sea δ ∈ E(C,A). Entonces,

1A · δ = E(C, 1A)(δ)
= 1E(C,A)δ

= δ.

(d) Sean a ∈ HomC (A,A′), a′ ∈ HomC (A′, A′′) y δ ∈ E(C,A). Entonces,

(a′a · δ) = E(a′a, C)(δ)
= (E(a′, C)E(a, C))(δ)
= E(a′, C)(E(a, C)(δ))
= a′ · (a · δ).

(e) Análogo a (a).

(f) Análogo a (b).

(g) Análogo a (c).
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(h) Análogo a (d).

(i) Observemos que

a · (δ · c) = E(1C′
op, a)(δ · c)

= E(1C′
op, a)E(cop, 1A)(δ)

= E(cop, a)(δ)
= E(cop, 1A′)E(1Cop, a)(δ)
= E(cop, 1A′)(a · δ)
= (a · δ) · c.

(j) Se sigue de que los morfismos de grupos fijan a los elementos neutros.

Observación 1.5.14 Recordemos que, en el inciso (7) del Ejemplo 0.1.3, vimos que podemos pensar
a un monoide como una categoría con un solo objeto. De forma similar, los incisos (a) a (i) de la
Proposición 1.5.13 nos dicen que podemos interpretar a un bifuntor aditivo sobre una Z-categoría con
un solo objeto como un bimódulo. Más generalmente, esta Proposición nos dice que un bifuntor aditivo
E : C op × C → Ab, con C una Z-categoría, puede ser considerado como un bimódulo sobre los anillos
generalizados Mor(C op) y Mor(C ), cuyos productos están parcialmente definidos, en general.

A continuación, generalizaremos la Definición 0.5.42, de matrices asociadas al bifuntor aditivo Hom,
a cualquier bifuntor aditivo y demostraremos un resultado análogo a la Proposición 0.5.43 para estas
nuevas matrices. Para lograr esto, necesitaremos restringirnos al uso de biproductos finitos, por lo que
consideraremos categorías aditivas, cuyos productos son Z-categorías4.

Definición 1.5.15 Sean A una categoría aditiva, E : A op × A → Ab un bifuntor aditivo y C =⊕n
j=1 Cj, A = ⊕m

i=1 Ai en A , con m y n enteros positivos. Denotaremos por MatEm×n(C,A) al conjunto
de matrices α, de orden m× n, con entradas [α]i,j ∈ E(Cj, Ai). Para α, β ∈ MatEm×n(C,A), definimos

α = β ⇐⇒ [α]i,j = [β]i,j ∀ (i, j) ∈ [1,m]× [1, n].

Llamaremos E-matrices a los elementos de MatEm×n(C,A). Notamos que5 MatHom
m×n(C,A) = Matm×n(C,A),

por lo que podemos llamar Hom-matrices a los elementos de Matm×n(C,A).

Observación 1.5.16 Sean A una categoría aditiva, E : A op × A → Ab un bifuntor aditivo y
C = ⊕n

j=1 Cj, A = ⊕m
i=1 Ai en A , con m y n enteros positivos. Entonces, el conjunto de E-matrices

MatEm×n(C,A) tiene estructura de grupo abeliano, inducida de la de E(C,A), con la operación de suma
de matrices usual y el elemento neutro formado por la matriz cuya entrada [0]i,j es el elemento neutro
del grupo abeliano E(Cj, Ai).

Proposición 1.5.17 Sean A una categoría aditiva, E : A op × A → Ab un bifuntor aditivo y C =⊕n
j=1 Cj, A = ⊕m

i=1 Ai en A , con m y n enteros positivos. Entonces, la correspondencia

ΦE = ΦE
A,C : E(C,A)→ MatEm×n(C,A),

dada por [ΦE(δ)]i,j := πAi · δ · µCj para todo (i, j) ∈ [1,m]× [1, n], es un isomorfismo en Ab.
4Ver el inciso (4) de la Observación 1.3.2.
5Ver la Definición 0.5.42.
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Demostración. De los incisos (a) y (e) de la Proposición 1.5.13, se sigue que ΦE es un morfismo de
grupos abelianos.

Sean δ1, δ2 ∈ E(C,A) tales que ΦE(δ1) = ΦE(δ2). Entonces, tenemos que

πAi · δ1 · µCj = πAi · δ2 · µCj

para todo (i, j) ∈ [1,m]× [1, n]. Luego, de la Proposición 1.5.13, se sigue que
m∑
i=1

n∑
j=1

µAi · (πAi · δ1 · µCj ) · πCj =
m∑
i=1

n∑
j=1

µAi · (πAi · δ1 · µCj ) · πCj

⇓
m∑
i=1

n∑
j=1

(µAi πAi ) · δ1 · (µCj πCj ) =
m∑
i=1

n∑
j=1

(µAi πAi ) · δ2 · (µCj πCj )

⇓(
m∑
i=1

µAi π
A
i

)
· δ1 ·

(
n∑
j=1

µCj π
C
j

)
=
(

m∑
i=1

µAi π
A
i

)
· δ2 ·

(
n∑
j=1

µCj π
C
j

)
⇓

1A · δ1 · 1C = 1A · δ2 · 1C (Proposición 1.2.3)
⇓

δ1 = δ2,

por lo que ΦE es inyectiva.

Por otro lado, sea α ∈ MatEm×n(C,A). Entonces, tenemos que [α]i,j ∈ E(Cj, Ai) para todo (i, j) ∈
[1,m]× [1, n]. Consideremos δ := (∑m

i=1 µ
A
i ) · [α]i,j · (

∑n
j=1 π

C
j ) ∈ E(C,A). Por la Proposición 1.5.13, para

todo (i′, j′) ∈ [1,m]× [1, n], tenemos que

[ΦE(δ)]i′,j′ = πAi′ ·
((

m∑
i=1

µAi

)
· [α]i,j ·

(
n∑
j=1

πCj

))
· µCj′

=
(
πAi′

(
m∑
i=1

µAi

))
· [α]i,j ·

((
n∑
j=1

πCj

)
µCj′

)

=
(

m∑
i=1

πAi′ µ
A
i

)
· [α]i,j ·

(
n∑
j=1

πCj µ
C
j′

)
(bilinealidad en A )

=
(

m∑
i=1

δAi′,i

)
· [α]i,j ·

(
n∑
j=1

δCj,j′

)
(Proposición 1.2.4)

=
m∑
i=1

n∑
j=1

(
δAi′,i · [α]i,j · δCj,j′

)
= 1Ai′ · [α]i′,j′ · 1Cj′

= [α]i′,j′ ,

de donde se sigue que ΦE es suprayectiva. Por lo tanto, ΦE es un isomorfismo de grupos abelianos.

Corolario 1.5.18 Sea A una categoría aditiva. Entonces, la correspondencia φ de la Proposición 0.5.43
es un isomorfismo en Ab.
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Demostración. Se sigue de aplicar la Proposición 1.5.17 al bifuntor aditivo Hom.

Por último, veremos que el producto de Hom-matrices con E-matrices, que definiremos a continua-
ción, es compatible con las acciones de bimódulo vistas en la Proposición 1.5.13.

Definición 1.5.19 Sean A una categoría aditiva, E : A op × A → Ab un bifuntor aditivo, C =⊕n
j=1 Cj, A = ⊕m

i=1 Ai en A , con m y n enteros positivos, y δ ∈ E(C,A).

(a) SiA′ = ⊕p
k=1 A

′
k, con p un entero positivo, y a ∈ HomA (A,A′), definimos el producto φA′,A(a)ΦE

A,C(δ)
con entradas

[φA′,A(a)ΦE
A,C(δ)]k,j :=

m∑
i=1

[φA′,A(a)]k,i · [ΦE
A,C(δ)]i,j ∀ (k, j) ∈ [1, p]× [1, n].

(b) Si C ′ = ⊕q
l=1 C

′
l , con q un entero positivo, y c ∈ HomA (C ′, C), definimos el producto ΦE

A,C(δ)φC,C′(c)
con entradas

[ΦE
A,C(δ)φC,C′(c)]i,l :=

n∑
j=1

[ΦE
A,C(δ)]i,j · [φC,C′(c)]j,l ∀ (i, l) ∈ [1,m]× [1, q].

Notamos que, en ambos casos, el producto de una Hom-matriz con una E-matriz da como resultado una
E-matriz.

Proposición 1.5.20 Sean A una categoría aditiva, E : A op × A → Ab un bifuntor aditivo, C =⊕n
j=1 Cj, A = ⊕m

i=1 Ai en A , con m y n enteros positivos y δ ∈ E(C,A). Entonces, se satisfacen las
siguientes condiciones.

(a) ΦE
A′,C(a · δ) = φA′,A(a)ΦE

A,C(δ) ∀ A′ = ⊕p
k=1 A

′
k en A , a ∈ HomA (A,A′).

(b) ΦE
A,C′(δ · c) = ΦE

A,C(δ)φC,C′(c) ∀ C ′ = ⊕q
l=1 C

′
l en A , c ∈ HomA (C ′, C).

Demostración.

(a) Sean A′ = ⊕p
k=1 en A y a ∈ HomA (A,A′). Entonces, para todo (k, j) ∈ [1, p]× [1, n], tenemos que

[ΦE
A′,C(a · δ)]k,j = πA

′

k · (a · δ) · µCj
=
(
πA

′

k a
)
· δ · µCj (Proposición 1.5.13(d))

=
(
πA

′

k a

(
m∑
i=1

µAi π
A
i

))
· δ · µCj (Proposición 1.2.3)

=
(

m∑
i=1

πA
′

k aµ
A
i π

A
i

)
· δ · µCj (bilinealidad en A )

=
m∑
i=1

(
πA

′

k aµ
A
i π

A
i

)
· δ · µCj (Proposición 1.5.13(b))

=
m∑
i=1

(
πA

′

k aµ
A
i

)
· (πAi · δ · µCj ) (Proposición 1.5.13(d))

=
m∑
i=1

[φA′,A(a)]k,i · [ΦE
A,C(δ)]i,j

= [φA′,A(a)ΦE
A,C(δ)]k,j.

(b) Análogo a (a).
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Categorías exactas

Las categorías exactas1 se componen de una categoría aditiva y una clase de cierto tipo de sucesiones
de morfismos —cuya definición involucra las nociones categóricas de núcleo y conúcleo— que verifica
una serie de axiomas descritos a continuación; en tal caso, dichas sucesiones juegan un rol análogo al de
las sucesiones exactas cortas2 en las categorías abelianas3, por lo que reciben el mismo nombre.

2.1. Definición de categoría exacta
La definición de categoría exacta que presentamos a continuación es debida a Yoneda[Yon60, §2].

Una axiomatización minimal está dada por Keller[Kel90, Appendix A].

Definición 2.1.1 Sea A una categoría aditiva.

(a) Dos morfismos componibles A′ i−→ A
p−→ A′′ forman un par núcleo-conúcleo (i, p) en A si i es el

núcleo de p y p es el conúcleo de i.

(b) Dos pares núcleo-conúcleo (i1, p1), (i2, p2) son isomorfos si existen isomorfismos f, g y h en A tales
que el diagrama

A′
1 A1 A′′

1

A′
2 A2 A′′

2

∼

f

i1

∼

g

p1

h∼

i2 p2

conmuta.

Definición 2.1.2 Sean A una categoría aditiva y E una clase de pares núcleo-conúcleo en A .

(a) Un monomorfismo admisible es un morfismo i para el cual existe un morfismo p tal que (i, p) ∈ E .
Denotaremos a los monomorfismos admisibles en diagramas como ↣.

(b) Dualmente, un epimorfismo admisible es un morfismo p para el cual existe un morfismo i tal que
(i, p) ∈ E . Denotaremos a los epimorfismos admisibles en diagramas como ↠.

1Recordamos que utilizamos el término categoría exacta para referirnos a una categoría exacta en el sentido de Quillen,
como se mencionó en la Introducción.

2Ver la Definición A.4.2.
3En particular, toda categoría abeliana puede ser vista como una categoría exacta, por lo que podemos considerar a

estas últimas como una generalización de las primeras.

89



90 Capítulo 2. Categorías exactas

Definición 2.1.3 Sea A una categoría aditiva. Una clase E de pares núcleo-conúcleo es una estructura
exacta sobre A si es cerrada por isomorfismos y satisface los siguientes axiomas.

(E0) Los morfismos identidad en A son monomorfismos admisibles.

(E0)∗ Los morfismos identidad en A son epimorfismos admisibles.

(E1) La clase de monomorfismos admisibles es cerrada por composiciones.

(E1)∗ La clase de epimorfismos admisibles es cerrada por composiciones.

(E2) La suma fibrada de un monomorfismo admisible a lo largo de un morfismo arbitrario existe y
produce un monomorfismo admisible.

(E2)∗ El producto fibrado de un epimorfismo admisible a lo largo de un morfismo arbitrario existe y
produce un epimorfismo admisible.

Los axiomas (E2) y (E2)∗ se sintetizan en los diagramas

A B A′ B′

A′ B′ A B,

PO y PB

respectivamente.

Definición 2.1.4 Una categoría exacta es un par (A ,E ) donde A es una categoría aditiva y E es una
estructura exacta sobre A . Los elementos de E son llamados sucesiones exactas cortas.

Observación 2.1.5

(1) La definición anterior de categoría exacta es extrínseca, pues se debe especificar una clase particular
de sucesiones exactas cortas —la estructura exacta— para obtener una categoría exacta.

(2) El universo de las categorías exactas es dualizante.
En efecto: Se sigue del inciso (2) de la Observación 1.4.4 y de que, por la Definición 2.1.3, E es
una estructura exacta sobre A si, y sólo si, E op es una estructura exacta sobre A op

(3) Sean A una categoría aditiva y 0 un objeto cero en A . Entonces, para cualquier A ∈ Obj(A ),
tenemos los pares núcleo-conúcleo (1A, 0A,0) y (00,A, 1A). En particular, tenemos que (10, 10) forma
un par núcleo-conúcleo.
En efecto: Se sigue de la Observación 1.1.33 y un resultado dual.

(4) Los isomorfismos son monomorfismos admisibles y epimorfismos admisibles.

En efecto: Sea A
f−→ B un isomorfismo en una categoría exacta. Entonces, tenemos el siguiente

diagrama conmutativo

A B 0

A A 0,

f

∼

f−1∼

1A
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donde el segundo renglón es un sucesión exacta por (3) y (E0). Dado que la clase de sucesiones
exactas cortas es cerrada por isomorfismos, se sigue que f es un monomorfismo admisible. Más
aún, de (2) y el principio de dualidad, se sigue que f es un epimorfismo admisible.

(5) Los axiomas anteriores son redundantes y pueden simplificarse. Por ejemplo, en vez de suponer
(E0) y (E0)∗, supongamos que el elemento identidad 10 del objeto cero de A es un epimorfismo
admisible. Entonces, para todo A ∈ Obj(A ) tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

A A

0 0.

1A

10

(2.1.1)

Sean P ∈ Obj(A ) y β1 : P → 0, β2 : P → A tales que 10β1 = 0β2. Entonces, β2 : P → A es el
único morfismo en A tal que el siguiente diagrama en A conmuta

P

A A

0 0.

β1

β2

β2

1A

10

Por lo tanto, el diagrama conmutativo (2.1.1) es un producto fibrado. Por (E2)∗, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en A

A A

0 0
PB

1A

10

∀ A ∈ Obj(A ),

de donde se sigue (E0)∗. Luego, como 10 es un núcleo de sí mismo, entonces también es un
monomorfismo admisible. Dualmente, se puede verificar que el diagrama en A

0 0

A A

10

1A

es una suma fibrada para todo A ∈ Obj(A ). Luego, por (E2), se sigue (E0). Notemos que, puesto
que 10 es conúcleo de sí mismo, si inicialmente hubiéramos supuesto que 10 es un monomorfismo
admisible habríamos llegado a las mismas conclusiones de manera dual.
Más aún, Keller[Kel90, Appendix A] demostró que es posible prescindir de alguno de los axiomas
(E1) o (E1)∗, así como reemplazar (E2) por el siguiente axioma:

(E2’) Para todo f ∈ HomA (A,B) y para todo epimorfismo admisible p ∈ HomA (B′, B) existen
f ′ ∈ HomA (A′, B′) y un epimorfismo admisible p′ : A′ → A tales que fp′ = pf ′; diagramáti-
camente,
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A′ B′

A B.

f ′

p′ p

f

Esto es una consecuencia directa de la Proposición 2.2.12. Alternativamente, podemos reemplazar
a (E2)∗ por el axioma dual de (E2’).

(6) Es posible derivar los axiomas de categoría exacta dados por Quillen[Qui72, §2] a partir de los
axiomas presentados en (2.1.4), como se muestra en [Büh10].

(7) Keller[Kel90] utiliza los términos conflación, inflación y deflación en vez de sucesión exacta corta,
monomorfismo admisible y epimorfismo admisible, respectivamente. Los primeros tres términos
serán rescatados en el Capítulo 4 en el contexto de las categorías extrianguladas; sin embargo, en
este capítulo nos apegaremos a la terminología utilizada en la definición 2.1.4 por considerarla más
descriptiva en el contexto de las categorías exactas.

2.2. Propiedades fundamentales de categorías exactas

Lema 2.2.1 Sean (A ,E ) una categoría exacta y A,B ∈ Obj(A ). Entonces, A
1
0−→↣ A

⊕
B 1 0−−→→ B y

A
0
1−→↣ A

⊕
B 0 1−−→→ B son sucesiones exactas cortas.

Demostración. Por el Lema 1.1.4, tenemos la siguiente suma fibrada en A

0 B

A A
⊕
B,

0
1

1
0

PO

donde las flechas de arriba y de la izquierda son monomorfismos admisibles por (E2)∗, pues 0 ↣ B
1B−→→ B

y 0 ↣ A
1A−→→ A son sucesiones exactas cortas, mientras que las flechas de abajo y de la derecha son

monomorfismos admisibles por (E2). Como por los Lemas 1.1.27 y 1.1.30 los morfismos 1
0 y 1 0 forman

un par núcleo-conúcleo y, por definición, E es cerrada por isomorfismos, se sigue que ( 1
0 , 1 0 ) ∈ E . La

demostración de que ( 0
1 , 0 1 ) ∈ E es análoga.

Proposición 2.2.2 La clase de sucesiones exactas cortas sobre una categoría exacta es cerrada por
sumas directas.

Demostración. Sean (A ,E ) una categoría exacta y A′ ↣ A ↠ A′′, B′ ↣ B ↠ B′′ sucesiones exactas
cortas. Observemos que, para todo C ∈ Obj(A ), la sucesión

A′⊕C ↣ A
⊕

C ↠ A′′

es exacta, pues el segundo morfismo es un epimorfismo admisible por ser la composición de los epimor-
fismos admisibles ( 1 0 ) : A⊕C ↠ A y A ↠ A′′, mientras que el primer morfismo es un monomorfismo
admisible por ser un núcleo del segundo morfismo. Similarmente, tenemos los monomorfismos admisibles
A′⊕B′ ↣ A

⊕
B′ y A⊕B′ ↣ A

⊕
B. Por (E1), se sigue que su composición A′⊕B′ ↣ A

⊕
B es un

monomorfismo admisible. Finalmente, dado que

A′⊕B′ ↣ A
⊕

B ↠ A′′⊕B′′



2.2. Propiedades fundamentales de categorías exactas 93

es un par núcleo conúcleo, se sigue que la suma directa de las sucesiones exactas cortas A′ ↣ A ↠ A′′

y B′ ↣ B ↠ B′′ es una sucesión exacta corta.

Lema 2.2.3 Sean (A ,E ) una categoría exacta y consideremos la suma fibrada

A B

A′ B′.

a

i

b

i′

PO

Entonces, se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si p : B ↠ C es un conúcleo de i, entonces el morfismo único p′ : B′ → C tal que p′b = p y p′i′ = 0
es un conúcleo de i′.

(b) Si p′ : B′ ↠ C es un conúcleo de i′, entonces p = p′b es un conúcleo de i.

Demostración.

(a) Sea p : B ↠ C un conúcleo de i. Por la propiedad universal de la suma fibrada, existe un
único morfismo p′ : B′ → C tal que p′b = p y p′i′ = 0; en particular, por el inciso (5) de la
Observación 0.2.2, de la primera ecuación se sigue que p′ es un epimorfismo. Supongamos que
existe un morfismo g : B′ → X en A tal que gi′ = 0. Entonces, gbi = gi′a = 0 y, por la propiedad
universal del conúcleo, existe un único morfismo g′ : C → X tal que gb = g′p. Observemos que

gb = g′p

= g′p′b

= g′p′i

= 0
= gi′,

por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

A B

A′ B′

X.

a

i

b
gf ′

i′

gi′

g′p′

g

Luego, por la propiedad universal de la suma fibrada, se sigue que g′p′ = g. Más aún, como p′ es
un epimorfismo, g′ es el único morfismo tal que g′p′ = g. Por ende, p′ es un conúcleo de i′.

(b) Sea p′ : B′ ↠ C un conúcleo de i′ y consideremos p = p′b. Observemos que pi = p′bi = p′i′a = 0.
Supongamos que existe un morfismo g : B → X tal que gi = 0. Por la propiedad universal de la
suma fibrada, existe un único morfismo γ : B′ → X tal que γb = g y γi′ = 0. Entonces, por la
propiedad universal del conúcleo, existe un único morfismo g′ : C → X tal que g′p′ = γ. Por ende,
g′p = g′p′b = γb = g. De la unicidad en la propiedad universal del conúcleo, se sigue que g′ es
único. Por lo tanto, p es un conúcleo de i.
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Proposición 2.2.4 Sean (A ,E ) una categoría exacta y

A B

A′ B′

f

i

f ′

i′

(2.2.1)

un diagrama conmutativo en A . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El diagrama (2.2.1) es una suma fibrada.

(b) El diagrama en A

A B C

A′ B′ C

f

i

f ′

p

i′ p′

(2.2.2)

es conmutativo y tiene renglones exactos.

(c) A B
⊕
A′ B′

(
i

−f

)
( f ′ i′ ) es una sucesión exacta corta.

(d) El diagrama (2.2.1) es bicartesiano, i.e., un producto fibrado y una suma fibrada.

Demostración.
(a)⇒ (b) Se sigue del Lema 2.2.3.

(b)⇒ (c) Por (E2)∗, existe un producto fibrado en A

D B

B′ C.

q

q′

PB p

p′

Aplicando el principio de dualidad al Lema 2.2.3, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

A A

A′ D B

A′ B′ C,

j i

j′

q

q′

PB p

i′ p′

cuyos renglones y columnas son sucesiones exactas cortas. Por la conmutatividad del diagrama (2.2.2),
tenemos que

B B

B′ C

f ′ p

p′
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es un cuadrado conmutativo en A . Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un único
morfismo B k−→ D tal que q′k = 1B y qk = f ′. Como q′(1D − kq′) = 0, por la propiedad universal del
núcleo, existe un único morfismo D l−→ A′ tal que j′l = 1D − kq′. Dado que

j′lk = (1D − kq′)k
= k − kq′k

= k − 1Bk
= 0,

j′lj′ = (1D − kq′)j′

= j′ − kq′j′

= j′,

y j′ es un monomorfismo, se sigue que lk = 0 y lj′ = 1A′ . Observemos que

( k j′ )
(
q′

l

)
= kq′ + j′l

= 1D, (pues j′l = 1D − kq′)

(
q′

l

)
( k j′ ) =

(
q′k q′j′

lk lj′

)

=
(

1B 0
0 1A′

)
= 1B⊕A′ ,

por lo que B⊕A′ ( k j′ )−−−→ D es un isomorfismo en A . Más aún, de

i′lj = qj′lj

= q(1D − kq′)j
= qj − (qk)(q′j)
= −f ′i

= −i′f,

se sigue que lj = −f , pues i′ es un monomorfismo, por lo que

( f ′ i′ ) = ( qk qj′ )
= q( k j′ ),

(
i

−f

)
=
(
q′j
lj

)
=
(
q′

l

)
j.

Dado que ( k j′ ) y
(
q′

l

)
son inversos entre sí, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

A B
⊕
A′ B′

A D B′,

(
i

−f

)
(k j′)∼

(f ′ i′)

j

(
q′

l

)

∼

q
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de donde se sigue que A B
⊕
A′ B′

(
i

−f

)
( f ′ i′ ) es una sucesión exacta corta, pues E es cerrada por

isomorfismos.

(c)⇒ (d) Supongamos que la sucesión corta A B
⊕
A′ B′

(
i

−f

)
( f ′ i′ ) es exacta. Como ( f ′ i′ ) es

un conúcleo de
(

i
−f

)
, tenemos que

( f ′ i′ )
(

i
−f

)
= 0 =⇒ f ′i− i′f = 0

=⇒ f ′i = i′f,

por lo que el diagrama (2.2.1) conmuta. Sean S ′ ∈ Obj(A ) y A′ β′
1−→ S ′, B

β′
2−→ S ′ morfismos en A tales

que β′
2i = β′

1f . Entonces, ( β′
2 β′

1 )
(

i
−f

)
= 0 y, por la propiedad universal del conúcleo, existe un único

morfismo B⊕A′ h−→ S ′ en A tal que h( f ′ i′ ) = ( β′
2 β′

1 ), i.e., hf ′ = β′
2 y hi′ = β′

1. Por ende, el diagrama
(2.2.1) es una suma fibrada. Análogamente, usando la propiedad universal del núcleo para

(
i

−f

)
se

prueba que el diagrama (2.2.1) es un producto fibrado, de donde se sigue que es bicartesiano.

(d)⇒ (a) Trivial.
Observación 2.2.5 El inciso (c) de la Proposición 2.2.4 equivale a que la sucesión

A B
⊕
A′ B′

(
i
f

)
( f ′ −i′ )

sea exacta corta. Más aún, estos pares núcleo-conúcleo son isomorfos.
En efecto: Se sigue del diagrama conmutativo en A

A B
⊕
A′ B′

A B
⊕
A′ B′,

(
i

−f

)
(

1 0
0 −1

)

∼

( f ′ i′ )

(
i
f

)
( f ′ −i′ )

donde el morfismo
(

1 0
0 −1

)
: B⊕A′ → B

⊕
A′ es un isomorfismo por ser una involución.

Proposición 2.2.6 El producto fibrado de un monomorfismo admisible a lo largo de un epimorfismo
admisible produce un monomorfismo admisible.
Demostración. Consideremos el diagrama conmutativo

A′ B′ C

A B C,

PBe′

i′

e

pe

i p

(2.2.3)

donde e′ es un epimorfismo admisible por (E2)∗, p es un conúcleo de i y, por ende, un epimorfismo
admisible, y pe es un epimorfismo admisible por (E1)∗. Por el inciso (1) de la Observación 1.1.23 y
el Corolario 0.5.25, tenemos que i′ es un monomorfismo. Para ver que es un monomorfismo admisible,
basta ver que i′ es un núcleo de pe. Observemos del diagrama (2.2.3) que pei′ = pie′ = 0. Supongamos
que existe un morfismo g : X → B′ tal que peg = 0. Como i es un núcleo de p, existe un único morfismo
f : X → A tal que eg = if . Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un único morfismo
f ′ : X → A′ tal que e′f ′ = f y i′f ′ = g. Más aún, como i′ es un monomorfismo, f ′ es el único morfismo
tal que i′f ′ = g. Por ende, i′ es un núcleo de pe.
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Proposición 2.2.7 La suma fibrada de un epimorfismo admisible a lo largo de un monomorfismo
admisible produce un epimorfismo admisible.

Demostración. Se sigue de aplicar el principio de dualidad a la Proposición 2.2.6.

Proposición 2.2.8 (Axioma oscuro) Sean (A ,E ) una categoría exacta e i : A→ B un morfismo en A
que admite un conúcleo. Si existe un morfismo j : B → C en A tal que la composición ji : A ↣ C es
un monomorfismo admisible, entonces i es un monomorfismo admisible.

Demostración. Sea k : B → D un conúcleo de i. Supongamos que existe un morfismo j : B → C en
A tal que ji : A ↣ C es un monomorfismo admisible. Entonces, por (E2) tenemos la siguiente suma
fibrada en A

A C

B E.

i

ji

PO

De la Proposición 2.2.4, la Observación 2.2.5 y la cerradura de E por isomorfismos, se sigue que(
ji
i

)
: A ↣ C

⊕
B es un monomorfismo admisible. Observemos que

(
1C −j
0 1B

)
: C⊕B → C

⊕
B es

un isomorfismo por lo que, por el inciso (3) de la Observación 2.1.5, en particular es un monomorfismo
admisible. Por (E1), se sigue que

(
0
i

)
=
(

1C −j
0 1B

)(
ji
i

)
es un monomorfismo admisible. Dado que

(
1C 0
0 k

)
es un conúcleo de

(
0
i

)
, es un epimorfismo admisible. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

en A

A B D

A C
⊕
B C

⊕
D.

i (
1
0

) k (
1
0

)
(

0
i

) (
1C 0
0 k

)
PB

Puesto que el cuadrado del lado derecho es un producto fibrado, por (E2)∗ se sigue que k es un epimor-
fismo admisible y que i es un núcleo de k, de donde se sigue que i es un monomorfismo admisible.

Observación 2.2.9 La afirmación de la Proposición 2.2.8, así como su afirmación dual, están dadas
por el axioma c) en la definición de Quillen de categoría exacta [Qui72, §2]. Previamente, se había
demostrado que es una consecuencia de los axiomas debidos a Yoneda[Yon60]. El axioma c) fue bautizado
por Thomason como el “axioma obscuro” en [TT90], y su redundancia fue luego redescubierta por
Keller[Kel90], a quien se debe la demostración anterior.

Corolario 2.2.10 Sean (i, p) y (i′, p′) pares de morfismos componibles. Si la suma directa
(
i
⊕
i′, p

⊕
p′
)

es una sucesión exacta corta, entonces (i, p) y (i′, p′) son sucesiones exactas cortas.

Demostración. Dado que p es conúcleo de i y

i =
(

1
0

)
i =

(
i 0
0 i′

)(
1
0

)
,

de la Proposición 2.2.8 se sigue que i es un monomorfismo admisible, por lo que (i, p) es una sucesión
exacta corta. El otro resultado se obtiene de forma análoga.

Corolario 2.2.11 Supongamos que el diagrama

A′ B′

A B

a

f ′

b

f

PO
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es una suma fibrada. Entonces a es un monomorfismo admisible.
Demostración. Por (E1), de la hipótesis se sigue que fa : A′ → B es un monomorfismo admisible. Sea
b′ : B ↠ B′′ un conúcleo de b. Entonces, por el inciso (b) del Lema 2.2.3, tenemos que a′ := b′f es un
conúcleo de a. Por ende, el resultado se sigue de la Proposición 2.2.8.

A continuación, demostraremos algunos lemas ampliamente conocidos en el contexto de las categorías
abelianas que también son válidos para categorías exactas. Las demostraciones se basarán en la siguiente
observación:
Proposición 2.2.12 Sea (A ,E ) una categoría exacta. Entonces todo morfismo entre dos sucesiones
exactas cortas A′ ↣ B′ ↠ C ′ y A ↣ B ↠ C se factoriza a través de una sucesión exacta corta
A↣ D ↠ C ′ de tal forma que los dos cuadrados marcados con BC en el siguiente diagrama conmutativo

A′ B′ C ′

A D C ′

A B C

a BC

f ′

b′

g′

m

b′′

e

c

f g

BC

son bicartesianos.
Demostración. Consideremos el morfismo entre sucesiones exactas

A′ B′ C ′

A B C.

a

f ′

b

g′

c

f g

(2.2.4)

Sean D ∈ Obj(A ) y A m−→ D,B′ b′
−→ D ∈ Mor(A ) tales que el diagrama

A′ B′

A D

a

f ′

b′

m

PO

es una suma fibrada en A . Por la propiedad universal de la suma fibrada, existe un único morfismo
e : D → C ′ en A tal que eb′ = g′ y em = 0, así como un único morfismo D b′′

−→ B tal que b′′b′ = b y
b′′m = f . Dado que g′ es un conúcleo de f ′, por el inciso (a) del Lema 2.2.3 se sigue que e es un conúcleo de
m. Como por el diagrama (2.2.4) tenemos que gfa = cg′f ′ = gbf ′, por la propiedad universal de la suma
fibrada existe un único morfismo D γ−→ C tal que γm = gf y γb′ = cg′ = gb. Ya que γm = gf = gb′′m y
γb′ = cg′ = ceb′, se sigue que gb′′ = γ = ce, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

A′ B′ C ′

A D C ′

A B C.

a PO

f ′

b′

g′

m

b′′

e

c

f g

(2.2.5)

Más aún, por la propiedad universal de la suma fibrada se sigue que el cuadrado inferior derecho del
diagrama (2.2.5) es una suma fibrada, por lo que el resultado se sigue de la Proposición 2.2.4.
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Corolario 2.2.13 Consideremos un morfismo de sucesiones exactas cortas

A′ B′ C ′

A B C.

a b c

Si a y c son isomorfismos (o monomorfismos admisibles, o epimorfismos admisibles), entonces b también
lo es.

Demostración. Consideremos el diagrama

A′ B′ C ′

A D C ′

A B C,

a BC

f ′

b′

g′

m

b′′

e

c

f g

BC

(2.2.6)

donde b = b′′b′, obtenido como en la Proposición 2.2.12.

Supongamos que a y c son isomorfismos. Entonces por los Corolarios 0.5.25 y 0.5.30 tenemos que b′

y b′′ son isomorfismos, respectivamente, de donde se sigue que b es un isomorfismo.

Supongamos que a y c son monomorfismos admisibles. Entonces, por (E2) se sigue que b′ es un
monomorfismo admisible, mientras que del diagrama (2.2.6) y la Proposición 2.2.6 se sigue que b′′ es un
monomorfismo admisible. Luego, por (E1), tenemos que b es un monomorfismo admisible.

Supongamos que a y c son epimorfismos admisibles. Entonces, por (E2)∗ se sigue que b′′ es un
epimorfismo admisible, mientras que del diagrama (2.2.6) y la Proposición 2.2.7 se sigue que b′ es un
epimorfismo admisible. Luego, por (E1)∗, tenemos que b es un epimorfismo admisible.

Lema 2.2.14 (Tercer Teorema de Isomorfismo de Noether) Consideremos el diagrama

A B X

A C Y

Z Z

en una categoría exacta (A ,E ), donde los primeros dos renglones y la columna de en medio son sucesiones
exactas cortas, y el cuadrado es conmutativo. Entonces, el diagrama anterior se puede completar por
una columna exacta X ↣ Y ↠ Z, de tal forma que el diagrama completado conmute, de manera única.
Más aún, el cuadrado superior derecho del diagrama completado es bicartesiano.

Demostración. Observemos que, por hipótesis, la composición A ↣ C ↠ Y es nula y es igual a A ↣
B ↣ C ↠ Y . Además, como la sucesión A ↣ B ↠ X es exacta corta, por la propiedad universal
del conúcleo existe un único morfismo de X → Y que hace conmutar el diagrama. Por otro lado, dado
que la composición B ↣ C ↠ Z es nula, se sigue que A ↣ B ↣ C ↠ Z también lo es. Luego,
como la sucesión A ↣ C ↠ Y es exacta corta, por la propiedad universal del conúcleo existe un único
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morfismo Y → Z que hace conmutar el diagrama. Finalmente, de la Proposición 2.2.4 y el inciso (2)
de la Observación 2.1.5 se sigue que el cuadrado superior derecho es bicartesiano. Notemos que, por el
inciso (1) de la Observación 1.1.23, escribiendo a X, Y y Z como los objetos cociente correspondientes,
hemos demostrado que

(C/A)/(B/A) ≃ C/B.

Corolario 2.2.15 (Lema 3×3) Consideremos el diagrama conmutativo en una categoría exacta (A ,E )

A′ B′ C ′

A B C

A′′ B′′ C ′′,

a

f ′

b

g′

c

a′

f

b′

g

c′

f ′′ g′′

(2.2.7)

donde las columnas son sucesiones exactas cortas y, adicionalmente, se cumple una de las siguientes
condiciones:

(a) el renglón de en medio y alguno de los renglones exteriores son sucesiones exactas cortas;

(b) los renglones exteriores son sucesiones exactas cortas y gf = 0.

Entonces, todos los renglones del diagrama anterior son sucesiones exactas cortas.

Demostración.

(a) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los primeros dos renglones son sucesiones exactas
cortas, pues el otro caso se sigue por dualidad. Aplicando la Proposición 2.2.12 a los primeros dos
renglones, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

A′ B′ C ′

A D C ′

A B C,

a BC

f ′

i

g′

f
j

g

c

f g

BC

(2.2.8)

donde ji = b. Observemos que los morfismos i y j son monomorfismos admisibles por el axioma
(E2) y la Proposición 2.2.6, respectivamente. Por el Lema 2.2.3, el morfismo i′ : D → A′′ determi-
nado por i′i = 0 y i′f = a′ es un conúcleo de i, y el morfismo j′ : B ↠ C ′′ dado por j′ = c′g = g′′b′

es un conúcleo de j. Ahora, tenemos el diagrama

B′ D A′′

B′ B B′′

C ′′ C ′′,

i

j

i′

f ′′

b

j′

b′

g′′

(2.2.9)
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donde sabemos que los cuadrados superior izquierdo e inferior derecho son conmutativos. Del
diagrama conmutativo (2.2.8), se obtiene

(f ′′i′)i = 0 = b′b = (b′j)i ∧ (b′j)f = b′f = f ′′a′ = (f ′′i′)f

que, junto con

(f ′′i′f)a = (f ′′i′i)f ′ = 0 ∧ (g′jf)a = f ′′a′a = 0 = b′bf ′ = (b′ji)f ′

nos da el diagrama conmutativo

A′ B′

A D

B′′.

a

f ′

i
0

f

f ′′a′

BC

f ′′i′

b′j

Por la propiedad universal de la suma fibrada, se sigue que f ′′i′ = b′j. Por ende, el diagrama (2.2.9)
es conmutativo, por lo que podemos aplicarle el Lema 2.2.14 (Tercer Teorema de Isomorfismo de
Noether) y concluir que la sucesión A′′ f ′′

−→ B′′ g′′
−→ C ′′ es exacta corta.

(b) Supongamos que los renglones exteriores son sucesiones exactas cortas y gf = 0. Como las colum-
nas también son sucesiones exactas cortas, por (E2), existe una suma fibrada en A

B′ C ′

B D,

b

g′

PO k

j

donde j es un epimorfismo admisible por la Proposición 2.2.7. Aplicando el Lema 2.2.3, tenemos
el siguiente diagrama en A con sucesiones exactas cortas en sus renglones y columnas

A′ B′ C ′

A′ B D

B′′ B′′,

f ′

b

g′

PO k

i

b′
j

k′

donde el conúcleo k′ de k está determinado por k′j = b y k′k = 0, mientras que i = bf ′ es el núcleo
del epimorfismo admisible j. Dado que por hipótesis gb = cg′, por la propiedad universal de la
suma fibrada, existe un único morfismo D d′

−→ C tal que d′k = c y d′j = g. Además, como

c′d′j = c′g

= g′′b′

= g′′k′j
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y j es un epimorfismo, entonces c′d′ = g′′k′, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo
en A

C ′ C ′

D C

B′′ C ′′,

k c

k′

d′

c′

g′′

(2.2.10)

cuyas columnas son exactas. Ahora, aplicando el principio de dualidad a la Proposición 2.2.4, el
cuadrado inferior del diagrama conmutativo (2.2.10) es un producto fibrado lo cual, por (E2)∗,
implica que d es un epimorfismo admisible. Más aún, de (E1)∗, se sigue que g = d′j también es
un epimorfismo admisible. Dado que el renglón inferior del diagrama (2.2.7) es exacto, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en A

A′′

D C

B′′ C ′′.

f ′′

0

k′

d′

PB c′

g′′

Por la propiedad universal del producto fibrado, existe un único morfismo A′′ d−→ D en A tal que
k′d = f ′′ y d′d = 0; en particular, d es un núcleo de d′. Entonces, tenemos que

k′(da′) = f ′′a′

= b′f

= k′(jf),

d′(da′) = 0
= gf

= d′(jf),

por lo que el diagrama en A

A′ A′

A B C

A′′ D C

a i

a′

f

j

g

d d′

conmuta. Finalmente, por la Proposición dual a 2.2.4, tenemos que el cuadrado inferior izquierdo
del diagrama anterior es bicartesiano y, por la Proposición 2.2.6, se sigue que f es un núcleo de g,
por lo que la sucesión A

f−→ B
g−→ C es exacta corta.
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2.3. El bifuntor aditivo Ext1 en categorías exactas
Definición 2.3.1 Sean (A ,E ) una categoría exacta y A,C ∈ Obj(A ).

(a) Sea E1
(A ,E )(C,A) la clase de todas las sucesiones exactas cortas en (A ,E ) de la forma A↣ E ↠ C,

las cuales llamamos extensiones. Consideremos la relación ≃ en E1
(A ,E )(C,A) dada por

(A↣ E ↠ C) ≃ (A↣ E ′ ↠ C)

si existe un diagrama conmutativo en A de la forma

A E C

A E ′ C,

la cual es una relación de equivalencia en E1
(A ,E )(C,A) (ver el Corolario 2.2.13). Definimos

Ext1
(A ,E )(C,A) := E1

(A ,E )(C,A)/ ≃,

y denotamos a la clase de equivalencia de una extensión ε ∈ E1
(A ,E )(C,A) por [ε].

(b) Sean ε ∈ E1
(A ,E )(C,A) la extensión dada por A ↣ E ↠ C y C

f−→ C ′, A′ g−→ A, en A . Entonces,
por los axiomas (E2) y (E2)∗, tenemos los diagramas conmutativos en A

A E E ′ C ′

A′ E ′′ E C.

g PO y PB f

Más aún, por la Proposición 2.2.4 y su dual, tenemos que el diagrama en A

A E C ′

A E C

A′ E ′′ C

PB f

POg

es conmutativo y tiene renglones exactos. Definimos a las sucesiones exactas cortas del primer y
tercer renglón como ε · f y g · ε, respectivamente, obteniendo así las correspondencias

E1
(A ,E )(f, A) : E1

(A ,E )(C,A)→ E1
(A ,E )(C ′, A),

ε 7→ ε · f ;

E1
(A ,E )(C, g) : E1

(A ,E )(C,A)→ E1
(A ,E )(C,A′),

ε 7→ g · ε.
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(c) Dado que las correspondencias definidas en el inciso (b) son compatibles con la relación de equi-
valencia ≃ del inciso (a), definimos las correspondencias inducidas

Ext1
(A ,E )(f, A) : Ext1

(A ,E )(C,A)→ Ext1
(A ,E )(C ′, A),

[ε] 7→ [ε · f ];

Ext1
(A ,E )(C, g) : Ext1

(A ,E )(C,A)→ Ext1
(A ,E )(C,A′),

[ε] 7→ [g · ε].

Observación 2.3.2 Las correspondencias del inciso (c) de la Definición 2.3.1 definen acciones a derecha
y a izquierda, respectivamente. Más aún, estas acciones son compatibles. Notamos que estas acciones
son análogas a las de los funtores Hom-contravariante HomA (−, A) y Hom-covariante HomA (C,−),
respectivamente.
Definición 2.3.3 Sean (A ,E ) una categoría exacta, A,C ∈ Obj(A ) y ε, ε′ ∈ E1

(A ,E )(C,A) las exten-

siones dadas por A B Cα β y A E ′ Cα′ β′
, respectivamente. Definimos la suma

de Baer
[ε] + [ε′] :=

[
∇A ·

(
ε
⊕

ε′
)
·∆C

]
∈ Ext1

(A ,E )(C,A),
donde ε⊕ ε′ ∈ Ext1

(A ,E )(C
⊕
C,A

⊕
A) (ver la Proposición 2.2.2) y ∆C ,∇A son los morfismos diagonal

y codiagonal de la Definición 0.5.45.
Lema 2.3.4 Sean (A ,E ) una categoría exacta y A,C ∈ Obj(A ). Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) La suma de Baer define una estructura de grupo abeliano en Ext1
(A ,E )(C,A), con el elemento neutro

dado por

A A
⊕
C C.

(
1
0

)
( 0 1 )

(b) Para cualesquiera C f−→ C ′, A′ g−→ A en A , tenemos que las correspondencias
Ext1

(A ,E )(f, A) : Ext1
(A ,E )(C,A)→ Ext1

(A ,E )(C,A′),
Ext1

(A ,E )(C, g) : Ext1
(A ,E )(C,A)→ Ext1

(A ,E )(C ′, A)
son morfismos de grupos abelianos.

Observación 2.3.5 Del Lema 2.3.4 se sigue que Ext1
(A ,E )(−,−) : A op×A → Ab es un bifuntor aditivo.

Definición 2.3.6 [Šťo13, Definition 5.1] Sea (A ,E ) una categoría exacta. Para S ⊆ Obj(A ), definimos
S⊥ := {V ∈ Obj(A ) | Ext1

(A ,E )(S, V ) = 0 para todo S ∈ S},
⊥S := {U ∈ Obj(A ) | Ext1

(A ,E )(U, S) = 0 para todo S ∈ S}.

Un par de cotorsión (U ,V) en (A ,E ) es un par (U ,V) de subcategorías plenas de A tal que U = ⊥V y
U⊥ = V . Un par de cotorsión (U ,V) es completo si cumple las siguientes condiciones4.

(a) Para cualquier C ∈ Obj(A ), existe una sucesión exacta corta V C → UC → C tal que UC ∈
U , V C ∈ V .

(b) Para cualquier C ∈ Obj(A ), existe una sucesión exacta corta C → VC → UC tal que UC ∈ U , VC ∈
V .

4Se puede demostrar que esta definición de par de cotorsión completo es equivalente a que U y V sean subcategorías
plenas de A , cerradas por sumandos directos en A , y cumplan las condiciones Ext1

(A ,E )(U ,V) = 0, (a) y (b).



Capítulo 3

Categorías trianguladas

Las categorías trianguladas están compuestas de forma similar a las categorías exactas; sin embargo,
en este caso, la definición de las sucesiones de morfismos involucran a un endofuntor de cierto tipo, y
los axiomas que verifica la clase de dichas sucesiones son significativamente diferentes.

3.1. Definición de categoría triangulada
Definición 3.1.1 Sea A una categoría aditiva. Un funtor de traslación es un automorfismo aditivo1

T : A
∼−→ A . Escribiremos T n(X) = X[n] para cualesquiera X ∈ Obj(A ), n ∈ Z. Un triángulo en A es

un diagrama
X → Y → Z → T (X),

el cual denotamos también por

Z

X Y.

[1]

Un morfismo de triángulos es una terna (f, g, h) ∈ Mor3(A ) que hace conmutar el siguiente diagrama
en A

X Y Z T (X)

X ′ Y ′ Z ′ T (X ′).

f g h T (f)

Observación 3.1.2 Sean A una categoría aditiva y T : A → A un funtor de traslación. Las clases de
triángulos en A y de morfismos de triángulos en A , junto con la composición de morfismos inducida
de A componente a componente, forman una categoría llamada la categoría de triángulos asociada
al par (A , T ), que denotamos por T (A , T ). En particular, un morfismo de triángulos (u, v, w) es un
isomorfismo de triángulos si, y sólo si, u, v y w son isomorfismos en A .

En efecto: Sea T := T (A , T ), y sean α = (A,A′, A′′, a, a′, a′′), β = (B,B′, B′′, b, b′, b′′), γ = (C,C ′, C ′′,

c, c′, c′′), δ = (D,D′, D′′, d, d′, d′′) objetos en T y α (f,f ′,f ′′)−−−−−→ β, β
(g,g′,g′′)−−−−→ γ, γ

(h,h′,h′′)−−−−−→ δ morfismos en T .
1En algunas fuentes de la literatura, se define un funtor de traslación de forma más general como una autoequivalencia

aditiva de categorías.

105
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(C1) Dado que A es una categoría, tenemos que HomA (A,B),HomA (A′, B′) y HomA (A′′, B′′) son
clases, por lo que HomT (α, δ) ⊆ HomA (A,B)× HomA (A′, B′)× HomA (A′′, B′′) es una clase.

(C2) Se sigue de la construcción de T .

(C3) Por definición de morfismo en T , tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

A A′ A′′ T (A)

B B′ A′′ T (B)

C C ′ C ′′ T (C)

f

a

f ′

a′

f ′′

a′′

T (f)

g

b

g′

a′

g′′

b′′

T (g)

c c′ c′′

(3.1.1)

De los dos cuadrados conmutativos del lado izquierdo y la asociatividad de la composición de
morfismos en A tenemos que c(gf) = (g′f ′)a. Análogamente, de los dos cuadrados conmutativos
del centro se sigue que c′(g′f ′) = (g′′f ′′)a′. Por los dos cuadrados conmutativos de la derecha,
tenemos que

c′′(g′′f ′′) =
(
T (g)T (f)

)
a′′ = T (gf)a′′,

por lo que α (gf,g′f ′,g′′f ′′)−−−−−−−−→ γ es un morfismo en T . Por ende, la composición de morfismos en T
está bien definida.

(i) Observemos que
(
(h, h′, h′′)(g, g′, g′′)

)
(f, f ′, f ′′) = (hg, h′g′, h′′g′′)(f, f ′, f ′′)

=
(
(hg)f, (h′g′)f ′, (h′′g′′)f ′′

)
=
(
h(gf), h′(g′f ′), h′′(g′′f ′′)

)
(A es una categoría)

= (h, h′, h′′)(gf, g′f ′, g′′f ′′)
= (h, h′, h′′)

(
(g, g′, g′′)(f, f ′, f ′′)

)
,

por lo que la composición de morfismos en T es asociativa.

(ii) Observemos que el diagrama en A

B B′ B′′ T (B)

B B′ B′′ T (B)

1B

b

1B′

b′

1B′′

b′′

T (1B)

b b′ b′′

conmuta trivialmente, pues 1B, 1B′ , 1B′′ y 1T (B) son morfismos identidad en A , y T (1B) =
1T (B) por ser T un funtor. Por ende, tenemos el morfismo β (1U ,1V ,1W )−−−−−−→ β en T . Ahora, del
diagrama (3.1.1), se sigue que f ∈ HomA (A,B), f ′ ∈ HomA (A′, B′′), f ′′ ∈ HomA (A′′, B′′), g ∈
HomA (B,C), g′ ∈ HomA (B′, C ′) y g′′ ∈ HomA (B′′, C ′′). Como 1B, 1B′ y 1B′′ son morfismos
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identidad en A , entonces

(1B, 1B′ , 1B′′)(f, f ′, f ′′) = (1Bf, 1B′f ′, 1B′′f ′′)
= (f, f ′, f ′′),

(g, g′, g′′)(1B, 1B′ , 1B′′) = (g1B, g′1B′ , g′′1B′′)
= (g, g′, g′′),

por lo que (1B, 1B′ , 1B′′) es el morfismo identidad del objeto β en T .

De lo anterior, se sigue que T es una categoría. Ahora demostraremos la segunda parte. Sean
η = (E,E ′, E ′′, e, e′, e′′), µ = (M,M ′,M ′′,m,m′,m′′) ∈ Obj(T ) y η

(f,g,h)−−−→ µ ∈ Mor(T ). Entonces,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

E E ′ E ′′ T (E)

M M ′ M ′′ T (M).

f

e

g

e′

h

e′′

T (f)

m m′ m′′

(3.1.2)

(⇒) Si (f, g, h) es un isomorfismo en T , entonces existe (f ′, g′, h′) ∈ Mor(A )3 tal que el diagrama
en A

M M ′ M ′′ T (M)

E E ′ E ′′ T (E)

f ′

m

g′

m′

h′

m′′

T (f ′)

e e′ e′′

conmuta y

(f ′, g′, h′)(f, g, h) = (f ′f, g′g, h′h)
= (1E, 1E′ , 1E′′),

(f, g, h)(f ′, g′, h′) = (ff ′, gg′, hh′)
= (1M , 1M ′ , 1M ′′),

de donde se sigue que f ′f = 1E, ff ′ = 1M , g′g = 1E′ , gg′ = 1M ′ , h′h = 1E′′ y hh′ = 1M ′′ . Por ende, f, g y
h son isomorfismos en A .

(⇐) Supongamos que f, g y h son isomorfismos en A . Entonces, existen f ′ ∈ HomA (M,E), g′ ∈
HomA (M ′, E ′) y h′ ∈ HomA (M ′′, E ′′) tales que f ′f = 1E, ff ′ = 1M , g′g = 1E′ , gg′ = 1M ′ , h′h = 1E′′ y
hh′ = 1M ′′ . Dado que por hipótesis el diagrama (3.1.2) conmuta, se sigue que

mf = ge ⇐⇒ mff ′ = gef ′

⇐⇒ m = gef ′

⇐⇒ g′m = g′gef ′

⇐⇒ g′m = ef ′,
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m′g = he′ ⇐⇒ m′gg′ = he′g′

⇐⇒ m′ = he′g′

⇐⇒ h′m′ = h′he′g′

⇐⇒ h′m′ = e′g′,

m′′h = T (f)e′′ ⇐⇒ m′′hh′ = T (f)e′′h′

⇐⇒ m′′ = T (f)e′′h′

⇐⇒ T (f ′)m′′ = T (f ′)T (f)e′′h′

⇐⇒ T (f ′)m′′ = T (f ′f)e′′h′

⇐⇒ T (f ′)m′′ = T (1E)e′′h′

⇐⇒ T (f ′)m′′ = e′′h′. (T (1E) = 1T (E))

Por ende, el siguiente diagrama en A conmuta

M M ′ M ′′ T (M)

E E ′ E ′′ T (E).

f ′

m

g′

m′

h′

m′′

T (f ′)

e e′ e′′

Es decir, tenemos que µ (f ′,g′,h′)−−−−−→ η es un morfismo en T tal que

(f ′, g′, h′)(f, g, h) = (f ′f, g′g, h′h)
= (1E, 1E′ , 1E′′),

(f, g, h)(f ′, g′, h′) = (ff ′, gg′, hh′)
= (1M , 1M ′ , 1M ′′),

de donde se sigue que η (f,g,h)−−−→ µ es un isomorfismo en T .

Definición 3.1.3 Una categoría pretriangulada es una terna (A , T,∆), donde A es una categoría
aditiva, T : A → A es un funtor de traslación y ∆ es una clase de objetos en T (A , T ), llamados
triángulos distinguidos en A , que es cerrada por isomorfismos en T (A , T ) y satisface los siguientes
axiomas.

(TR1a) Para cualquier X ∈ Obj(A ), tenemos que

0

X X

[1]

1X

es un triángulo distinguido.

(TR1b) Para cualquier morfismo X f−→ Y en A , existe un triángulo distinguido
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Z

X Y.

[1]

f

(TR2) Si el triángulo
Z

X Y

[1]
w

u

v (3.1.3)

es distinguido, entonces el triángulo

T (X)

Y Z

[1]
−T (u)

v

w (3.1.4)

también lo es.

(TR3) Si
X Y Z T (X)

X ′ Y ′ Z ′ T (X ′)

f g T (u) (3.1.5)

es un diagrama donde los renglones son triángulos distinguidos y el cuadrado es conmutativo,
entonces existe h : Z → Z ′ en Mor(A ) tal que (f, g, h) es un morfismo de triángulos distinguidos.

Una categoría pretriangulada (A , T,∆) es triangulada si además satisface el siguiente axioma.

(TR4) Para cualesquiera X
u−→ Y, Y

v−→ Z ∈ Mor(A ), el diagrama con triángulos distinguidos en sus
renglones (que podemos formar por (TR1b))

X Y Z ′ T (X)

X Z Y ′ T (X)

Y Z X ′ T (Y )

u

v

i i′

u

vu k k′

T (u)

v r r′

puede ser completado al diagrama conmutativo
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X Y Z ′ T (X)

X Z Y ′ T (X)

Y Z X ′ T (Y )

T (Z ′) T (Z ′),

u

v

i i′

∃ f

u

vu k k′

∃ g T (u)

v j j′

h T (i)

donde la tercera columna es un triángulo distinguido.

Observación 3.1.4

(1) El axioma (TR1b) se conoce como el axioma de completación de morfismos a triángulos distingui-
dos.

(2) El axioma (TR2) se conoce como el axioma de rotación de triángulos distinguidos, pues podemos
interpretarlo como el que toda “rotación” de un triángulo distinguido en el sentido negativo da
como resultado otro triángulo distinguido2, como se puede apreciar comparando los diagramas
(3.2.3) y (3.2.4).

(3) El axioma (TR3) se puede parafrasear afirmando que cualquier cuadrado conmutativo entre trián-
gulos distinguidos como en (3.1.5) puede ser completado a un morfismo de triángulos distinguidos.

(4) El axioma (TR4) se conoce como el axioma del octaedro, pues se puede escribir como el siguiente
diagrama

Y ′

X ′ Z,

Z ′ X

Y

∃ g

h

j′

k

j

∃ f

i′

k′

u

vu

i

v

2Más adelante veremos que este axioma es equivalente a pedir que toda “rotación” de un triángulo distinguido en
el sentido positivo dé como resultado otro triángulo distinguido, pues ambas afirmaciones se implican entre sí (ver la
Proposición 3.2.4 y Observación 3.2.5).
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donde las caras del octaedro con una sola flecha 7→ representan triángulos distinguidos, y las caras
con dos flechas 7→ o bien ninguna representan triángulos conmutativos. Otra forma a menudo más
útil de ver al axioma (TR4) es afirmando que, para cualesquiera morfismos X u−→ Y, Y

v−→ Y en A ,
el diagrama en A

X Y Z ′ T (X)

X Z Y ′ T (X)

X ′ X ′ T (Y )

T (Y ) T (Z ′)

u

v

i

f

i′

vu

j

k

g

k′

T (u)

j′ T (i)j′
j′

T (i)

(3.1.6)

conmuta, donde los dos renglones y las dos columnas con cuatro objetos son triángulos distinguidos.

3.2. Propiedades fundamentales de categorías trianguladas
Lema 3.2.1 Para una categoría pretriangulada (A , T,∆) y η = (X, Y, Z, u, v, w), η′ = (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′,
w′) ∈ ∆, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si existen morfismos g : Y → Y ′ y h : Z → Z ′ en A tales que hv = v′g, entonces existe un
morfismo f : X → X ′ en A tal que (f, g, h) : η → η′ es un morfismo en T (A , T ).

(b) Si existen morfismos f : X → X ′ y h : Z → Z ′ en A tales que T (f)w = w′h, entonces existe un
morfismo g : Y → Y ′ en A tal que (f, g, h) : η → η′ es un morfismo en T (A , T ).

Demostración.

(a) Supongamos que existen g : Y → Y ′ y h : Z → Z ′ en A tales que hv = v′g. Entonces, tenemos el
diagrama en A

X Y Z T (X)

X ′ Y ′ Z ′ T (X ′),

u

g

v

h

w

u′ v′ w′

(3.2.1)

donde el cuadrado conmuta. Aplicando (TR2) a cada triángulo distinguido, tenemos el diagrama
conmutativo en A

Y Z T (X) T (Y )

Y ′ Z ′ T (X ′) T (Y ′).

g

v

h

w −T (u)

T (v)

v′ w′ −T (u′)

Luego, por (TR3), existe t ∈ HomA (T (X), T (X ′)) tal que el siguiente diagrama en A conmuta

Y Z T (X) T (Y )

Y ′ Z ′ T (X ′) T (Y ′).

g

v

h

w

t

−T (u)

T (v)

v′ w′ −T (u′)
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Dado que T es un automorfismo, en particular es una equivalencia de categorías. Por la Pro-
posición 0.6.5, sabemos T que es fiel, pleno y denso. En particular, el que T sea pleno impli-
ca que T : HomA (X,X ′) → HomA (T (X), T (X ′)) es un epimorfismo en Sets. Por ende, existe
f ∈ HomA (X,X ′) tal que T (f) = t, por lo que el diagrama en A

Y Z T (X) T (Y )

Y ′ Z ′ T (X ′) T (Y ′)

g

v

h

w

T (f)

−T (u)

T (v)

v′ w′ −T (u′)

(3.2.2)

conmuta. En particular,

−T (u′)T (f) = T (v)
(
− T (u)

)
=⇒ −T (u′f) = −T (vu)
=⇒ T (u′f) = T (vu)
=⇒ u′f = vu. (T es fiel)

Luego, de los cuadrados conmutativos al centro de los diagramas (3.2.1) y (3.2.2) se sigue que el
diagrama en A

X Y Z T (X)

X ′ Y ′ Z ′ T (X ′)

f

u

g

v

h

w

T (f)

u′ v′ w′

conmuta. Por ende, (f, g, h) : η → η′ es un morfismo en T (A , T ).

(b) Es análogo a (a), aplicando (TR2) dos veces a cada triángulo distinguido en vez de una.

Definición 3.2.2 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y B una categoría abeliana. Un funtor
aditivo covariante (respectivamente, contravariante) F : A → B es cohomológico si para todo X

u−→
Y

v−→ Z
w−→ T (X) ∈ ∆ se tiene que la sucesión F (X) F (u)−−→ F (Y ) F (v)−−→ F (Z)

(
respectivamente, F (Z) F (v)−−→

F (Y ) F (x)−−→ F (X)
)

es exacta3 en B.

Teorema 3.2.3 Para una categoría pretriangulada (A , T,∆), las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si X u−→ Y
v−→ Z

w−→ T (X) es un triángulo distinguido, entonces vu = 0 y wv = 0.

(b) Para todo A ∈ Obj(A ), los funtores HomA (A,−),HomA (−, A) : A → Ab son cohomológicos.

(c) Para todo η
(f,g,h)−−−→ η′ ∈ Mor(T ), con η, η′ ∈ ∆ se tiene que si f y g son isomorfismos en A ,

entonces h es un isomorfismo en A .

Demostración.

(a) Por (TR2) y (TR1a), tenemos los triángulos distinguidos Y v−→ Z
w−→ TX

−Tu−−→ TY y Z
1Z−→

Z → 0 → TZ, respectivamente, con los cuales podemos formar el diagrama en A con cuadrado
conmutativo

3Ver la Definición A.4.2 en el Apéndice A.
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Y Z TX TY

Z Z 0 TZ.

v

v

1Z

w −Tu

Tv

1Z

Por (TR3), tenemos que existe un morfismo h : TX → 0 en A que hace conmutar el siguiente
diagrama en A

Y Z TX TY

Z Z 0 TZ,

v

v

1Z

w

h

−Tu

Tv

1Z

de donde se sigue que 0 = Tv(−Tu) = −T (vu), lo que implica que T (vu) = 0. Como T es un
automorfismo, en particular, T−1 es un funtor aditivo. Luego, del Lema 1.5.4, se sigue que

vu = T−1(T (vu))
= T−1(0)
= 0.

(b) Sean A ∈ Obj(A ) y η = X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ T (X) ∈ ∆.

Veamos que la sucesión HomA (A,X) HomA (A,u)−−−−−−−→ HomA (A, Y ) HomA (A,v)−−−−−−−→ HomA (M,Z) es exacta
en Ab. En efecto, observemos que

HomA (A, v)HomA (A, u) = HomA (A, vu)
= HomA (A, 0) (por el inciso (a))
= 0,

de donde se sigue que Im
(
HomA (A, u)

)
⊆ Ker

(
HomA (A, v)

)
. Ahora, sea φ ∈ Ker

(
HomA (A, v)

)
.

Entonces, φ ∈ HomA (A, Y ) y vφ = 0. Por (TR1a), tenemos que α = (A,A, 0, 1A, 0, 0) es un
triángulo distinguido. Aplicando (TR2) a α y a η, tenemos el diagrama en A

A 0 T (A) T (A)

Y Z T (X) T (Y ),

φ

−1T (A)

T (φ)

v w −T (u)

donde el cuadrado es conmutativo y los renglones son triángulos distinguidos. Por (TR3), tenemos
que existe T (A) ψ−→ T (X) en A tal que hace conmutar el siguiente diagrama en A

A 0 T (A) T (A)

Y Z T (X) T (Y ).

φ ψ

−1T (A)

T (φ)

v w −T (u)
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Dado que T es un automorfismo, tenemos que g := T−1(ψ) : A → X ∈ Mor(A ) es tal que
T (g) = ψ. Luego,

T (φ)
(
− 1A

)
= −T (u)ψ ⇐⇒ −T (φ) = −T (u)T (g)

⇐⇒ T (φ) = T (ug)
⇐⇒ T−1

(
T (φ)

)
= T−1

(
T (ug)

)
⇐⇒ φ = ug = HomA (A, u)(g),

de donde se sigue que Ker
(
HomA (A, u)

)
⊆ Im

(
HomA (A, v)

)
. Por ende,

Im
(
HomA (A, u)

)
= Ker

(
HomA (A, v)

)
.

La verificación de que HomA (Z,A) HomA (v,A)−−−−−−−→ HomA (Y,A) HomA (u,A)−−−−−−−→ HomA (X,A) es exacta en
Ab es análoga a la anterior, aplicando (TR2) tres veces a η y dos veces a α. Como η ∈ ∆ es
arbitrario, concluimos que los funtores HomA (A,−),HomA (−, A) : A → Ab son cohomológicos.

(c) Sean η = (X, Y, Z, u, v, w), η′ = (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) ∈ ∆ y η (f,g,h)−−−→ η′ ∈ Mor(T ) tal que f y g son
isomorfismos en A . Entonces, dado que los funtores preservan isomorfismos, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en A

X Y Z T (X)

X ′ Y ′ Z ′ T (X ′),

∼f

u

∼g

v

h

w

T (f)∼

u′ v′ w′

donde los renglones son triángulos distinguidos. Por (TR2) y el inciso (b), aplicando HomA (Z ′,−)
tenemos que

A (Z ′, X) A (Z ′, Y ) A (Z ′, Z) A (Z ′, T (X)) A (Z ′, T (Y ))

A (Z ′, X ′) A (Z ′, Y ′) A (Z ′, Z ′) A (Z ′, T (X ′)) A (Z ′, T (Y ′))

∼A (Z′,f) ∼A (Z′,g) A (Z′,h) A (Z′,T (f))∼ A (Z′,T (g))∼

es un diagrama conmutativo exacto en Ab. Dado que Ab es una categoría abeliana, por el Lema
A.6.14 (Lema del 5) se tiene que HomA (Z ′, h) : HomA (Z ′, Z) ∼−→ HomA (Z ′, Z ′) en Ab. En parti-
cular, existe ϕ ∈ HomA (Z ′, Z) tal que hϕ = 1Z′ . Análogamente, aplicando HomA (−, Z ′) tenemos
que existe ϕ′ ∈ HomA (Z ′, Z) tal que ϕ′h = 1Z . Dado que

ϕ′ = ϕ′1Z′

= ϕ′hϕ

= 1Zϕ
= ϕ,

concluimos que h es un isomorfismo en A .
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Proposición 3.2.4 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y η = (X, Y, Z, u, v, w) ∈ T . Entonces,
X

u−→ Y
v−→ Z

w−→ T (X) es un triángulo distinguido si, y sólo si, Y v−→ Z
w−→ T (X) −T (u)−−−→ T (Y ) es un

triángulo distinguido.

Demostración.
(⇒) Esto es el axioma (TR2).

(⇐) Supongamos que Y v−→ Z
w−→ T (X) T (u)−−→ T (Y ) es un triángulo distinguido. Dado que η ∈ T ,

en particular tenemos que X
u−→ Y ∈ Mor(A ). Por (TR1b), podemos completar el morfismo u en

un triángulo distinguido η′ = (X, Y ′, Z ′, u, v′, w′). Aplicando (TR2) tres veces a η y a η′, tenemos el
diagrama en A

T (X) T (Y ) T (Z) T 2(X)

T (X) T (Y ) T (Z ′) T 2(X ′),

−T (u) −T (v) −T (w)

−T (u) −T (v′) −T (w′)

donde el cuadrado es conmutativo y los renglones son triángulos distinguidos. Por (TR3), existe T (Z) t−→
T (Z ′) ∈ Mor(A ) tal que el diagrama en A

T (X) T (Y ) T (Z) T 2(X)

T (X) T (Y ) T (Z ′) T 2(X ′),

−T (u) −T (v)

h

−T (w)

−T (u) −T (v′) −T (w′)

conmuta. Más aún, por el inciso (c) del Teorema 3.2.3, tenemos que h : T (Z) ∼−→ T (Z ′) en A . Observemos
que

h
(
− T (v)

)
= −T (v′) ⇐⇒ −hT (v) = T (v′)

⇐⇒ T−1(hT (v)) = T−1(T (v′)) (T es automorfismo)
⇐⇒ T−1(h)v = v′,

−T (w) = −T (w′)h ⇐⇒ T−1(T (w)) = T−1(T (w′)h)
⇐⇒ w = w′T−1(h),

donde T−1(h) es un isomorfismo, puesto que los funtores preservan isomorfismos. Por ende, el diagrama
en A

X Y Z T (X)

X Y Z ′ T (X),

u v

T−1(h)∼

w

u v′ w′

conmuta. Por la Observación 3.1.2, tenemos que los triángulos η y η′ son isomorfos en T . Como η′ ∈ ∆
y la clase de triángulos distinguidos es cerrada por isomorfismos, tenemos que X u−→ Y

v−→ Z
w−→ T (X) es

un triángulo distinguido.

Observación 3.2.5

(1) El axioma (TR2) puede ser reemplazado por el siguiente axioma:
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(TR2’) Si el triángulo
Z

X Y

[1]
w

u

v (3.2.3)

es distinguido, entonces el triángulo

Y

T−1(Z) X

[1]
v

−T−1(w)

u (3.2.4)

también lo es.

En efecto: Notemos que (TR2’) equivale a la implicación contraria de la Proposición 3.2.4, que
fue demostrada utilizando (TR2). De forma análoga, es posible demostrar que (TR2’) implica a
(TR2). Esta equivalencia entre (TR2) y (TR2’) es la razón por la cual, en algunos textos de la
literatura, la afirmación de la Proposición 3.2.4 se declara como axioma en vez de (TR2) o (TR2’).

(2) Para una categoría pretriangulada (A , T,∆), las correspondencias

R : T (A , T )→ T (A , T ),

(X u−→ Y
v−→ Z

w−→ T (X)) 7→ (Y v−→ Z
w−→ T (X) −T (u)−−−→ T (Y )),

(f, g, h) 7→ (g, h, T (f)),

R−1 : T (A , T )→ T (A , T ),

(X u−→ Y
v−→ Z

w−→ T (X)) 7→ (T−1(Z) −T−1(w)−−−−−→ X
u−→ Y

v−→ Z)
(f, g, h) 7→ (T−1(h), f, g)

son funtores, e inversos entre sí. Más aún, una vez establecida la equivalencia de la Proposición
3.2.4, tenemos que

R(∆) = ∆ = R−1(∆),
es decir, que los automorfismos R y R−1 mandan triángulos distinguidos en triángulos distinguidos.
El funtor R rota triángulos distinguidos en el sentido negativo de (TR2), mientras que R−1 los
rota en el sentido positivo de (TR2’).

Proposición 3.2.6 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y η = (X, Y, Z, u, v, w) ∈ ∆. Entonces,
se cumplen las siguientes condiciones.

(a) u es un seudonúcleo de v.

(b) w es un seudoconúcleo de w.

(c) v es un seudonúcleo de w y un seudoconúcleo de u.

Demostración.
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(a) Por el inciso (a) del Teorema 3.2.3, tenemos que vu = 0. Supongamos que existe un morfismo
M

α−→ Y en A tal que vα = 0. Por (TR1a), sabemos que M 1M−−→M → 0→ T (M) es un triángulo
distinguido. Entonces, tenemos el diagrama en A

M M 0 T (M)

X Y Z T (X),

1M

α

u v w

donde el cuadrado conmuta y los renglones son triángulos distinguidos. Por el inciso (b) del Lema
3.2.1, existe M u′

−→ X en A tal que el diagrama en A

M M 0 T (M)

X Y Z T (X),

u′

1M

α T (f)

u v w

conmuta, de donde se sigue que α = uu′.

(b) Nuevamente, por el inciso (a) del Teorema 3.2.3, tenemos que wv = 0. Supongamos que existe un
morfismo Y β−→M en A tal que βv = 0. Entonces, por (TR1a) tenemos el diagrama en A

X Y Z T (X)

M M 0 T (M),

u

β

v w

1M

donde el cuadrado conmuta y los renglones son triángulos distinguidos. Por el inciso (b) del Lema
3.2.1, el diagrama anterior puede ser completado a un morfismo de triángulos distinguidos.

(c) Por la Observación 3.2.5, tenemos que

R(η) = Y
v−→ Z

w−→ T (X) −T (u)−−−→ T (Y ) y R−1(η) = T−1(Z) −T−1(w)−−−−−→ X
u−→ Y

v−→ Z

son triángulos distinguidos en (A , T,∆). Por ende, el resultado se sigue de aplicar (a) a R(η) y
(b) a R−1(η).

Proposición 3.2.7 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y (f, g, h) : η → µ en T (A , T ), con
η, µ ∈ ∆. Si dos de los tres morfismos f, g y h son isomorfismos en A , entonces el tercero también lo es.

Demostración. Si f y g son isomorfismos, se sigue del inciso (c) del Teorema 3.2.3.

Si g y h son isomorfismos, por la Observación 3.2.5 tenemos que R
(
(f, g, h)

)
= (g, f, T (f)) es un

morfismo de triángulos distinguidos que cumple las condiciones del inciso (c) del Teorema 3.2.3, por lo
que T (f) es un isomorfismo. Como T es un automorfismo, tenemos que f = T−1(T (f)). En particular,
como los funtores preservan isomorfismos, se sigue que f es un isomorfismo.

El caso restante se demuestra de forma análoga al caso anterior utilizando el funtor R−1.
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Lema 3.2.8 Sea (A , T,∆) una categoría pretriangulada. Si X u−→ Y
v−→ Z

w−→ T (X) ∈ ∆, entonces se
tienen los siguientes triángulos distinguidos:

X
−u−→ Y

−v−→ Z
w−→ T (X), X −u−→ Y

v−→ Z
−w−−→ T (X), X u−→ Y

−v−→ Z
−w−−→ T (X).

Demostración. Se sigue de observar que los siguientes diagramas en A conmutan

X Y Z T (X)

X Y Z T (X),

X Y Z T (X)

X Y Z T (X),

X Y Z T (X)

X Y Z T (X),

u

−1Y

v w

−u −v w

−1X

u v

−1Z

w

T (−1X)

−u v −w

−1X

u

−1Y

v

−1Z

w

T (−1X)

u −v −w

donde T (−1X) = −T (1X) = −1T (X) por ser T un funtor aditivo y −1X ,−1Y ,−1Z y −1T (X) son isomor-
fismos —pues son sus propios inversos—, y aplicar la Observación 3.1.2 junto con el hecho de que ∆ es
cerrado por isomorfismos.

Categoría triangulada opuesta
Proposición 3.2.9 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada (respectivamente, triangulada), T̃ (f op)
:= (T−1(f))op y ∆̃ definida como sigue:

X
uop
−−→ Y

vop
−−→ Z

wop
−−→ T̃X ∈ ∆̃ ⇐⇒ Z

v−→ Y
u−→ X

Tw−−→ TZ ∈ ∆.

Entonces, (A op, T̃ , ∆̃) es una categoría pretriangulada (respectivamente, triangulada).

Demostración. Supongamos que (A , T,∆) es una categoría pretriangulada. Sean η = (E ′′, E ′, E, (e′)op,
eop, T̃ ((e′′)op)), µ = (M ′′,M ′,M, (m′)op,mop, T̃ ((m′′)op)) ∈ Obj(T (A op, T̃ )).

Como el universo de las categorías aditivas es dualizante, sabemos que A op es una categoría aditiva.
Notemos que T̃ = DA T

−1DA op : A op → A op. Dado que T es un automorfismo aditivo, se sigue que T−1

también lo es. Ya que DADA op = 1A op y DA opDA = 1A , los funtores de dualidad son isomorfismos. Por
la aditividad de A , tenemos que HomA (X, Y ) y HomA op(Y,X) tienen la misma estructura de grupo
abeliano para cualesquiera X, Y ∈ Obj(A ) = Obj(A op), de donde se sigue que los funtores de dualidad
son aditivos. Por ende, T̃ : A op → A op es un automorfismo aditivo.

SeaX ∈ Obj(A op) = Obj(A ). Como (A , T,∆) es una categoría pretriangulada, por (TR1a) tenemos
que X 1X−→ X → 0→ T (X) ∈ ∆. Ahora, de la Proposición 1.3 se sigue que T−1(0)→ X

1X−→ X → 0 ∈ ∆.
Dado que T y T−1 son aditivos, preservan coproductos finitos. Como un objeto cero en A es un copro-
ducto vacío, tenemos que 0 = T (0) y T−1(0) = 0, por lo que 0 → X

1X−→ X → T (0) ∈ ∆. Luego, de la
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definición de ∆̃ se sigue que X (1X)op

−−−−→ X → 0→ T̃ (0) ∈ ∆̃.

Supongamos que η ≃ µ en T (A op, T̃ ), con µ ∈ ∆̃. Entonces, por la Observación 3.1.2, sabemos que
existen isomorfismos hop, gop, f op en A op tales que el siguiente diagrama en A op conmuta

E ′′ E ′ E T̃ (E ′′)

M ′′ M ′ M T̃ (M ′′).

∼hop

(e′)op

∼gop

eop

fop∼

T̃ ((e′′)op)

T̃ (hop)∼

(m′)op mop
T̃ ((m′′)op)

Observemos que

f opeop = mopgop ⇐⇒ ef = gm,

gop(e′)op = (m′)ophop ⇐⇒ e′g = m′h,

T̃ (hop)T̃ ((e′′)op) = T̃ ((m′′)op)f op ⇐⇒ T̃ (hop(e′′)op) = (T−1(m′′))opf op

⇐⇒ T̃ ((e′′h)op) = fT−1(m′′)
⇐⇒ T (T−1(e′′h)) = T (fT−1(m′′))
⇐⇒ e′′h = T (f)m′′,

de donde obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

M M ′ M ′′ T (M)

E E ′ E ′′ T (E).

f

m

g

m′

h

m′′

T (f)

e e′ e′′

Más aún, como f op, gop y hop son isomorfismos en A op, se sigue que f, g y h son isomorfismos en A . Por
la Observación 3.1.2, tenemos que (f, g, h) es un isomorfismo en T (A , T ). Luego, como por hipótesis
µ ∈ ∆̃, entonces (M,M ′,M ′′,m,m′,m′′) ∈ ∆. Como (A ,∆, T ) es una categoría pretriangulada, ∆ es
cerrada por isomorfismos, de donde se sigue que (E,E ′, E ′′, e, e′, e′′) ∈ ∆, lo que implica que η ∈ ∆̃.

Sea X fop
−−→ Y en A op. Entonces, tenemos el morfismo Y f−→ X en A . Como (A , T,∆) es una categoría

pretriangulada, de (TR1b) se sigue que existe Y f−→ X
α−→ Z

β−→ T (Y ) ∈ ∆ y, por la Proposición 1.3, tene-
mos el triángulo distinguido T−1(Z) T−1(−β)−−−−−→ Y

f−→ X
α−→ Z ∈ ∆. Definiendo Z ′ := T−1(Z), tenemos que

Z ′ T−1(−β)−−−−−→ Y
f−→ X

α−→ T (Z ′) ∈ ∆, de donde se sigue que existe X fop
−−→ Y

T̃ ((−β)op)−−−−−−→ Z ′ T̃ (αop)−−−−→ T̃ (X) ∈ ∆̃.

Supongamos que η ∈ ∆̃. Entonces, tenemos que E e−→ E ′ e′
−→ E ′′ e′′

−→ T (E) ∈ ∆. Como (A , T,∆) es
una categoría pretriangulada, de la Proposición 1.3 se sigue que T−1(E ′′) −T−1(e′′)−−−−−→ E

e−→ E ′ e′
−→ E ′′ ∈ ∆

y, por el Lema 3.2.8, tenemos que T−1(E ′′) T−1(e′′)−−−−→ E
e−→ E ′ −e′

−−→ E ′′ ∈ ∆. Luego, observando que
T−1(E ′′) = T̃ (E ′′), pues los funtores de dualidad fijan objetos, por definición de ∆̃ tenemos que
E ′ eop
−−→ E

T̃ ((e′′)op)−−−−−→ E ′′ −T̃ ((e′)op)−−−−−−→ T (E ′) ∈ ∆̃.

Supongamos que η, µ ∈ ∆̃ y que existen E ′′ hop
−−→ M ′′, E ′ gop

−−→ M ′ en A op tales que gop(e′)op =
(m′)ophop. Entonces, (E,E ′, E ′′, e, e′, e′′), (M,M ′,M ′′,m,m′,m′′) ∈ ∆ y e′g = hm′. Como (A , T,∆) es
una categoría pretriangulada, del inciso (b) del Lema 3.2.1 se sigue que existe M f−→ E en A tal que el
siguiente diagrama en A conmuta
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M M ′ M ′′ T (M)

E E ′ E ′′ T (E).

f

m

g

m′

h

m′′

T (f)

e e′ e′′

Luego, dado que

gm = ef ⇐⇒ mopgop = f opeop,

T (f)m′′ = e′′h ⇐⇒ T−1(T (f)m′′) = T−1(e′′h)
⇐⇒ fT−1(m′′) = T−1(e′′)T−1(h)
⇐⇒ (T−1(m′′))opf op = (T−1(h))op(T−1(e′′))op

⇐⇒ T̃ ((m′′)op)f op = T̃ (hop)T̃ ((e′′)op),

se sigue que E fop
−−→M en A op es tal que η (hop,gop,fop)−−−−−−−→ µ es un morfismo de triángulos en T (A op, T̃ ).

Ahora, supongamos adicionalmente que (A , T,∆) cumple el axioma (TR4). Sean X
uop
−−→ Y, Y

vop
−−→

Z ∈ Mor(A op). Como hemos visto que (A op, T̃ , ∆̃) es una categoría pretriangulada, por (TR1b) pode-
mos formar el diagrama conmutativo en A op

X Y Z ′ T̃ (X)

X Z Y ′ T̃ (X)

Y Z X ′ T̃ (Y )

T̃ (Z ′) T̃ (Z ′),

uop

vop

iop (i′)op

uop

vopuop kop (k′)op

T̃ (uop)

vop rop

hop

(r′)op

T̃ (iop)

(3.2.5)

cuyos primero tres renglones son elementos de ∆̃. Del diagrama (3.2.5), obtenemos el diagrama conmu-
tativo en A

X ′ Z Y T (X ′)

Y ′ Z X T (Y ′)

Z ′ Y X T (Z ′),

r v

u

T (r′)

k

v

uv T (k′)

i u T (i′)

(3.2.6)

cuyos renglones son elementos de ∆. Más aún, tenemos que

hop = T̃ (iop)(r′)op

= (T−1(i))op(r′)op

= (r′T−1(i))op,

por lo que h = r′T−1(i). Dado que T es un funtor, se sigue que T 2(h) = T 2(r′)T (i) por lo que, aplicando
(TR2) a los renglones del diagrama (3.2.6), tenemos que el diagrama en A
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Z Y T (X ′) T (Z)

Z X T (Y ′) T (Z)

Y X T (Z ′) T (Y )

T 2(X ′) T 2(X ′)

v

uu

T (r′) −T (r)

v

uv T (k′) −T (k)

T (v)

u T (i′)

−T 2(h)

−T (i)

T 2(r′)

conmuta, y sus renglones son elementos de ∆. Luego, por (TR4), existen T (X ′) g′
−→ T (Y ′), T (Y ′) f ′

−→
T (Z ′) en A tales que el diagrama en A

Z Y T (X ′) T (Z)

Z X T (Y ′) T (Z)

Y X T (Z ′) T (Y )

T 2(X ′) T 2(X ′)

v

uu

T (r′)

g′

−T (r)

v

uv T (k′)

f ′

−T (k)

T (v)

u T (i′)

−T 2(h)

−T (i)

T 2(r′)

conmuta y su tercer renglón está en ∆. Definiendo g := T−1(G′), f := T−1(f ′), tenemos que ν =
(T (X ′), T (Y ′), T (Z ′), T (g), T (f),−T 2(h)) ∈ ∆. Aplicando la Proposición 1.3 tres veces a ν, se sigue que
X ′ −g−→ Y ′ −f−→ Z ′ T (h)−−→ T (X ′) está en ∆. Del Lema 3.2.8, tenemos que X ′ g−→ Y ′ f−→ Z ′ T (h)−−→ T (X ′) es un
elemento de ∆, por lo que Z ′ fop

−−→ Y ′ gop
−−→ X ′ hop

−−→ T̃ (Z ′) es elemento de ∆̃. Más aún, dado que

T (v)
(
− T (k)

)
= −T (i)f ′ ⇐⇒ −T (vk) = −T (i)f ′

⇐⇒ vk = iT−1(f ′)
⇐⇒ kopvop = f opiop,

T (i′) = f ′T (k′) ⇐⇒ T (i′) = T (f)T (k′)
⇐⇒ i′ = fk′

⇐⇒ (i′)op = (k′)opf op,

−T (r) = −T (k)g′ ⇐⇒ T (r) = T (k)T (g)
⇐⇒ r = kg

⇐⇒ rop = gopkop,

g′T (r′) = T (k′)u ⇐⇒ T (g)T (r′) = T (k′)u
⇐⇒ T (gr′) = T (k′)u
⇐⇒ gr′ = k′T−1(u)
⇐⇒ (r′)opgop = T̃ (uop)(k′)op,
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se sigue que el diagrama en A op

X Y Z ′ T̃ (X)

X Z Y ′ T̃ (X)

Y Z X ′ T̃ (Y )

T̃ (Z ′) T̃ (Z ′),

uop

vop

iop

fop

(i′)op

uop

vopuop kop

gop

(k′)op

T̃ (uop)

vop rop

hop

(r′)op

T̃ (iop)

conmuta, donde su tercera columna es un elemento de ∆̃.

Observación 3.2.10 En vista de la Proposición 3.2.9, definimos la categoría opuesta de una categoría
triangulada (A , T,∆) como (A , T,∆)op := (A op, T̃ , ∆̃).

Lema 3.2.11 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y η : X u−→ Y
v−→ Z

w−→ T (X) ∈ ∆. Entonces,
para cada i ∈ Z, el triángulo

η(i) : T i(X) (−1)iT i(u)−−−−−−→ T i(Y ) (−1)iT i(v)−−−−−−→ T i(Z) (−1)iT i(w)−−−−−−→ T i+1(X)

es distinguido.

Demostración. Se sigue de observar que η(0) = η ∈ ∆ por hipótesis y que, para j ≥ 0, al aplicar (TR2) a
η(j) y la implicación contraria de la Proposición 1.3 a η(−j), tres veces cada una, se obtiene que η(j+1) ∈ ∆
y η−(j+1) ∈ ∆, respectivamente.

Teorema 3.2.12 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada, B una categoría abeliana y F : A → B
un funtor cohomológico. Para cada i ∈ Z, considere el funtor F i := F ◦ T i : A → B. Entonces, para
cada (X, Y, Z, u, v, w) ∈ ∆, se tiene la sucesión exacta larga en B:

(a) Caso covariante:

· · · → F i(X) F i(u)−−−→ F i(Y ) F i(v)−−−→ F i(Z) F i(w)−−−→ F i+1(X)→ . . .

(b) Caso contravariante:

· · · → F i(Z) F i(v)−−−→ F i(Y ) F i(u)−−−→ F i(X) F i−1(w)−−−−−→ F i−1(Z)→ . . .

Demostración. Sean η = (X, Y, Z, u, v, w) ∈ ∆ e i ∈ Z. Entonces, por el Lema 3.2.11, sabemos que
η(i) ∈ ∆.

(a) Supongamos que F es covariante. Sea i ∈ Z. Como F es cohomológico, tenemos que la sucesión

FT i(X) F ((−1)iT i(u))−−−−−−−−→ FT i(Y ) F ((−1)iT i(v))−−−−−−−−→ FT i(Z) F ((−1)iT i(w))−−−−−−−−→ FT i+1(X) (3.2.7)

es exacta en B. Más aún, como F es aditivo, se sigue que

F ((−1)iT i(u)) = (−1)iF (T i(u)) = (−1)iF i(u).
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Análogamente, tenemos que F ((−1)iT i(v)) = (−1)iF i(v) y F ((−1)iT i(w)) = (−1)iF i(w). Dado
que, para cualquier morfismo α en una categoría abeliana, tenemos que

Im(α) ≃ Im(−α) y Ker(α) ≃ Ker(−α)

como subobjetos, entonces

Im(F i(u)) ≃ Im((−1)iF i(u))
≃ Ker((−1)iF i(v)) (por (3.2.7))
≃ Ker(F i(v)),

por lo que la sucesión de (a) es exacta en F i(Y ). Análogamente, se demuestra que la sucesión de
(a) es exacta en F i(Z). Más aún, aplicando (TR2) a η(i) y usando que F es cohomológico, por un
procedimiento similar se sigue que la sucesión de (a) es exacta en F i+1(X). Como esto es válido
para todo i ∈ Z, concluimos que la sucesión larga de (a) es exacta en B.

(b) Análogo al caso anterior.

Proposición 3.2.13 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ T (X) ∈ ∆.

Entonces Z ≃ 0 en A si, y sólo si, X u−→ Y es un isomorfismo en A .

Demostración.
(⇒) Supongamos que Z ≃ 0 en A . Por (TR1a) y (TR3), tenemos que el diagrama en A

X Y Z T (X)

Y Y 0 T (Y )

u

u v

α

w

T (u)

1Y

conmuta, donde sus renglones son triángulos distinguidos. Como Z ≃ 0 y 0 es un objeto final en A ,
tenemos que α es un isomorfismo en A . Luego, de la Proposición 3.2.7, se sigue que X u−→ Y es un
isomorfismo en A .

(⇐) Supongamos que X u−→ Y es un isomorfismo en A . Entonces, existe u−1 : Y ∼−→ X tal que
u−1u = 1X y uu−1 = 1Y . Por (TR1a), (TR3) y el inciso (c) del Teorema 3.2.3, tenemos el diagrama
conmutativo en A

X Y Z T (X)

X X 0 T (Y ),

u

∼u−1

v

β∼

w

T (u)

1X

de donde se sigue que Z ≃ 0 en A .

Proposición 3.2.14 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y η = (X, Y, Z, u, v, w), η′ = (X ′, Y ′,
Z ′, u′, v′, w′) ∈ ∆. Entonces

η
⊕

η′ :=
(
X
⊕

X ′, Y
⊕

Y ′, Z
⊕

Z ′, u
⊕

u′, v
⊕

v′, w
⊕

w′
)

es un triángulo distinguido.
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Demostración. Por (TR1b), podemos completar el morfismo X⊕
X ′ u

⊕
u′

−−−−→ Y
⊕
Y ′ en A a un trián-

gulo distinguido χ = (X⊕
X ′, Y

⊕
Y ′, L, u

⊕
u′,m, n) ∈ ∆. Luego, por (TR3), tenemos el diagrama

conmutativo en A

X Y Z (X)

X
⊕
X ′ Y

⊕
Y ′ L T (X⊕

X ′)

X Y ′ Z ′ T (X ′),

(
1
0

) u (
1
0

) v

f

w (
1
0

)(
u 0
0 u′

)
m n(

0
1

)
u′

(
0
1

)
v′

f ′

w′

(
0
1

)

de donde se sigue que el diagrama en A

X
⊕
X ′ Y

⊕
Y ′ Z

⊕
Z ′ T

(
X
⊕
X ′
)

X
⊕
X ′ Y

⊕
Y ′ L T

(
X
⊕
X ′
)

(
u 0
0 u′

) (
v 0
0 v′

)
(f,f ′)

(
w 0
0 w′

)

(
u 0
0 u′

) m n

(3.2.8)

conmuta. Sea M ∈ Obj(A ). Por el Teorema 3.2.12, se tienen las sucesiones exactas en Ab

A (M,X) A (M,u)−−−−→ A (M,Y ) A (M,v)−−−−→ A (M,Z) A (M,w)−−−−−→ A (M,T (X)) A (M,T (u))−−−−−−→ A (M,T (Y )),

A (M,X ′) A (M,u′)−−−−−→ A (M,Y ′) A (M,v′)−−−−−→ A (M,Z ′) A (M,w′)−−−−−→ A (M,T (X ′)) A (M,T (u′))−−−−−−−→ A (M,T (Y ′))

que denotamos por η y η′, respectivamente. Por la Proposición A.6.2, tenemos que η⊕ η′ es una sucesión
exacta en Ab. Similarmente, aplicando el Teorema 3.2.12 a χ, tenemos la sucesión exacta en Ab

A
(
M,X

⊕
X ′
)
−→ A

(
M,Y

⊕
Y ′
) A (M,m)−−−−−→ A (M,L) A (M,n)−−−−→ A

(
M,T

(
X
⊕
X ′
)) A

(
M,T

(
u
⊕

u′
))

−−−−−−−−−−−→ A
(
M,T

(
Y
⊕
Y ′
)
,

la cual denotamos por χ. Aplicando el funtor Hom-covariante A (M,−) al diagrama (3.2.8), obtenemos
el diagrama

A
(
M,X

⊕
X ′
)

A
(
M,Y

⊕
Y ′
)

A
(
M,Z

⊕
Z ′
)

A
(
M,T

(
X
⊕
X ′
))

A
(
M,T

(
Y
⊕
Y ′
))

A
(
M,X

⊕
X ′
)

A
(
M,Y

⊕
Y ′
)

A (M,L) A
(
M,T

(
X
⊕
X ′
))

A
(
M,T

(
Y
⊕
Y ′
))
,

A (M,h)

en Ab, el cual es conmutativo y tiene renglones exactos pues, dado que el funtor A (M,−) es aditivo,
del Teorema 1.5.8 se sigue que el primer renglón del diagrama es isomorfo a η⊕ η′. Luego, por el inciso
(c) del Lema A.6.14 (Lema del 5), tenemos que A (M,h) : A

(
M,Z

⊕
Z ′
) ∼−→ A (M,L) en Ab. Dado

que lo anterior vale para cualquier M ∈ Obj(A ), de la Proposición 0.6.6 se sigue que h : Z⊕Z ′ ∼−→ L
en A . Luego, por la Observación 3.1.2, tenemos que (1X⊕X′ , 1Y⊕Y ′ , h) : η⊕ η′ ∼−→ χ en T (A , T ), con
χ ∈ ∆. Dado que ∆ es cerrada por isomorfismos, concluimos que η⊕ η′ ∈ ∆.
Corolario 3.2.15 Sea (A , T,∆) una categoría pretriangulada. Entonces, para cualesquiera X,Z ∈
Obj(A ), se tiene que

X

(
1
0

)
−−−→ X

⊕
Z

( 0 1 )−−−→ Z
0−→ T (X)

es un triángulo distinguido.
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Demostración. Sean X,Z ∈ Obj(A ). Por (TR1a) y el inciso (c) del Teorema 3.2.4, tenemos a los
triángulos distinguidos η = (X,X, 0, 1X , 0, 0) y µ = (0, Z, Z, 0, 1Z , 0). Luego, de la Proposición 3.2.15,
se sigue que

η
⊕

µ = X
1X

⊕
0

−−−−→ X
⊕

Z
0
⊕

1Z−−−−→ Z
0−→ T (X)

= X

(
1
0

)
−−−→ X

⊕
Z

( 0 1 )−−−→ Z
0−→ T (X) ∈ ∆.

Definición 3.2.16 Sea (A , T,∆) una categoría pretriangulada. Un triángulo distinguido (X, Y, Z, u, v, w)
es escindible si existe un isomorfismo λ : Y ∼−→ X

∐
Z tal que el siguiente diagrama en A conmuta

X Y Z

X X
⊕
Z Z.

u

∼λ

v

(
1
0

)
( 0 1 )

Proposición 3.2.17 Para un triángulo distinguido η = (X, Y, Z, u, v, w) en una categoría pretriangulada
(A , T,∆), las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) w = 0.

(b) u es un monomorfismo escindible.

(c) v es un epimorfismo escindible.

(d) η es escindible.

(e) Existe X⊕
Z

λ−→ Y ∈ Mor(A ) tal que el diagrama en A

X X
⊕
Z Z

X Y Z.

(
1
0

)
λ

( 0 1 )

u v

conmuta.

Demostración. Sea η′ =
(
X,X

⊕
Z,Z, 1X

⊕ 0, 0⊕ 1Z , 0
)
∈ ∆, por el Corolario 3.2.15.

(a)⇒(b) Supongamos que w = 0. Entonces, tenemos el diagrama conmutativo en A

X Y Z T (X)

X X 0 T (X),

u v w=0

1X

donde los renglones son triángulos distinguidos por hipótesis y por (TR1a). Por el inciso (a) del Lema
3.2.1, existe Y u′

−→ X ∈ Mor(A ) tal que hace conmutar el diagrama
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X Y Z T (X)

X X 0 T (X),

u

u′

v w=0

1X

de donde se sigue que u′u = 1X .

(b)⇒(c) Supongamos que u es un monomorfismo escindible. Entonces, existe Y u′
−→ X ∈ Mor(A ) tal

que u′u = 1X . Por (TR1a) y (TR3), existe Z f−→ 0 ∈ Mor(A ) tal que el diagrama en A

X Y Z T (X)

X X 0 T (X)

u

u′

v w

1X

conmuta. Luego, del cuadrado conmutativo de la derecha, además de (TR1a) y la Proposición 3.2.4,
tenemos que el diagrama en A

0 Z Z 0

X Y Z T (X),

1Z

u v w

donde los dos renglones son triángulos distinguidos, el cuadrado conmuta, y se utilizó que T (0) = 0
por el Lema 1.5.4. Por el inciso (b) del Lema 3.2.1 existe Z v′

−→ Y ∈ Mor(A ) tal que hace conmutar el
diagrama

0 Z Z 0

X Y Z T (X),
v′

1Z

u v w

de donde se sigue que vv′ = 1Z .

(c)⇒(d) Supongamos que v es un epimorfismo escindible. Entonces, existe Z v′
−→ Y ∈ Mor(A ) tal

que vv′ = 1Z . Dado que por el inciso (a) del Teorema 3.2.3 sabemos que vu = 0, se sigue que el diagrama
en A

X X
⊕
Z Z

X Y Z

(
1
0

)
(u v′ )

( 0 1 )

u v

conmuta. Sea λ := ( u v′ ). Aplicando (TR2) a η y η′, tenemos el diagrama en A

X
⊕
Z Z T (X) T

(
X
⊕
Z
)

Y Z T (X) T (Y ),

λ

( 0 1 ) 0
−T
(

1
0

)
T (λ)

v w

−T (u)
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donde los renglones son triángulos distinguidos. Por (TR3), el diagrama anterior puede ser comple-
tado a un morfismo de triángulos distinguidos. Luego, por la Proposición 3.2.4, tenemos el diagrama
conmutativo en A

X X
⊕
Z Z T (X)

X Y Z T (X),

(
1
0

)
λ

( 0 1 ) 0

u v 0

donde los renglones son triángulos distinguidos. De la Proposición 3.2.7, se sigue que λ es un isomorfismo
en A .

(d)⇒(e) Trivial.

(e)⇒(a) Supongamos que existe X⊕
Z

λ−→ Y ∈ Mor(A ) tal que el diagrama en A

X X
⊕
Z Z

X Y Z.

(
1
0

)
λ

( 0 1 )

u v

conmuta. Aplicando (TR2) a η y η′, tenemos el diagrama en A

X
⊕
Z Z T (X) T

(
X
⊕
Z
)

Y Z T (X) T (Y ),

λ

( 0 1 ) 0
−T
(

1
0

)
T (λ)

v w

−T (u)

donde los renglones son triángulos distinguidos. Por (TR3), el diagrama anterior puede ser completado
a un morfismo de triángulos distinguidos, de donde se sigue que w = 0.

Corolario 3.2.18 Para una categoría pretriangulada (A , T,∆), las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Todo monomorfismo en A es escindible.

(b) Todo epimorfismo en A es escindible.

(c) Si A es abeliana, entonces A es semisimple; es decir, Ext1
A (X, Y ) = 0 para cualesquiera X, Y ∈

Obj(A ).

Demostración.

(a) Sea X
f−→ Y ∈ Mor(A ) un monomorfismo. Por (TR1b), f puede ser completado a un triángulo

distinguido (X, Y, Z, f, g, w) y, por la Proposición 3.2.4, tenemos que T−1(Z) T−1(w)−−−−→ X
f−→ Y

g−→ Z
es un triángulo distinguido. Del inciso (a) del Teorema 3.2.3, se sigue que

f
(
− T−1(w)

)
= 0 = f0,

lo que implica que −T−1(w) = 0, pues f es un monomorfismo. Luego, de la Proposición 3.2.17 se
sigue que f es un monomorfismo escindible.
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(b) Por la Observación 3.2.9, se sigue de aplicar el principio de dualidad al inciso (a).

(c) Se sigue de (a) y (b).

Proposición 3.2.19 La clase de triángulos distinguidos en una categoría pretriangulada es cerrada por
sumandos directos.

Demostración. Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y η = (X, Y, Z, u, v, w), η′ = (X ′, Y ′,W ′, u′,

v′, w′) en T tales que η
⊕
η′ =

(
X
⊕
X ′, Y

⊕
Y ′, Z

⊕
Z ′, u

⊕
u′, v

⊕
v′, w

⊕
w′
)

es un triángulo dis-
tinguido. Por (TR1b), podemos completar al morfismo X

u−→ Y en A en un triángulo distinguido
(X, Y,E, u, a, b), por lo que tenemos el diagrama en A

X Y E T (X)

X
⊕
X ′ Y

⊕
Y ′ Z

⊕
Z ′ T

(
X
⊕
X ′
)
,

(
1
0

) u (
1
0

) a b (
1
0

)
(
u 0
0 u′

) (
v 0
0 v′

) (
w 0
0 w′

)
donde los renglones son triángulos distinguidos y el cuadrado es conmutativo. Por (TR3), existe un
morfismo

(
α
β

)
en A que completa el diagrama anterior y lo hace conmutar. En particular, como

T
(
X
⊕
X ′
)

= T (X)⊕T (X ′) por el Teorema 1.5.8, obtenemos el diagrama conmutativo en A

X Y E T (X)

X Y Z T (X).

u a

α

b

u v w

(3.2.9)

Sea M ∈ Obj(A ). Dado que η⊕ η′ ∈ ∆, por los Teoremas 3.2.12 y 1.5.8, tenemos la sucesión exacta
en Ab

A
(
M,X

⊕
X ′
)
→ A

(
M,Y

⊕
Y ′
)
→ A

(
M,Z

⊕
Z ′
)
→ A

(
M,T (X)⊕T (X ′)

)
→ A

(
M,T (Y )⊕T (Y ′)

)
.

Ahora, como el funtor Hom-covariante A (M,−) es aditivo, se sigue que la sucesión

A (M,X) A (M,u)−−−−→ A (M,Y ) A (M,v)−−−−→ A (M,Z) A (M,w)−−−−−→ A (M,T (X)) A (M,T (u)−−−−−−→ A (M,T (Y ))

es exacta en Ab. Luego, por el Teorema 3.2.12 y el diagrama conmutativo 3.2.9, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en Ab

A (M,X) A (M,Y ) A (M,E) A (M,T (X)) A (M,T (Y ))

A (M,X) A (M,Y ) A (M,Z) A (M,T (X)) A (M,T (Y )).

A (M,α)

Luego, por el Lema A.6.14 (Lema del 5) en Ab, se sigue que A (M,α) : A (M,E) ∼−→ A (M,Z) y, de
la Proposición 0.6.6, tenemos que α : E ∼−→ Z en A . Finalmente, del diagrama (3.2.9), la Observación
3.1.2 y el hecho de que ∆ sea cerrada por isomorfismos, concluimos que η ∈ ∆.

Proposición 3.2.20 Sean (A , T,∆) una categoría pretriangulada y η = (X, Y, Z, u, v, w), η′ = (X ′, Y ′,
Z ′, u′, v′, w′) ∈ ∆. Entonces, para el diagrama en A
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X Y Z T (X)

X ′ Y ′ Z ′ T (X)′,

u

g

v w

u′ v′ w′

las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) v′gu = 0.

(b) Existe f : X → X ′ en A tal que gu = u′f .

(c) Existe h : Z → Z ′ en A tal que hv = v′g.

(d) Existe f : X → X ′ y h : Z → Z ′ en A tal que (f, g, h) : η → η′ en T (A ,∆).

Más aún, si HomA (X,T−1Z ′) = 0 y las condiciones anteriores se satisfacen, entonces el morfismo f en
(b) (respectivamente, h en (c)) es único.

Demostración.
(a)⇒(b) Se sigue de la Proposición 3.2.6.

(b)⇒(c) Se sigue el axioma (TR3).

(c)⇒(d) Se sigue del inciso (b) del Lema 3.2.1.

(d)⇒(a) Se sigue del inciso (a) del Teorema 3.2.3.

Ahora, supongamos que las condiciones anteriores se satisfacen y, adicionalmente, que HomA (X,
T−1(Z ′)) = 0. Por el inciso (b) del Teorema 3.2.3, sabemos que los funtores HomA (X,−) y HomA (−, Z ′)
son cohomológicos. Aplicando la Proposición 1.3 a η y HomA (X,−) al triángulo distinguido resultante,
obtenemos la sucesión exacta

HomA (X,T−1(Z ′))→ HomA (X,X ′) HomA (X,u′)−−−−−−−→ HomA (X, Y ′)

en Ab. Dado que HomA (X,T−1(Z)) = 0, se sigue que HomA (X, u′) es un monomorfismo, lo que implica
que u′ es un monomorfismo. Por ende, si existen X

f−→ X ′, X
f ′
−→ X ′ en A tales que gu = u′f = u′f ′,

entonces f = f ′.

Análogamente, aplicando (TR2) a η y HomA (−, Z ′) al triángulo distinguido resultante, obtenemos
la sucesión

HomA (T (X), Z ′)→ HomA (Y, Z ′) HomA (v,Z′)−−−−−−−→ HomA (Z,Z ′),
la cual es exacta en Ab. Como T es un automorfismo aditivo, se sigue que T−1 : HomA (T (X), Z ′) ≃
HomA (X,T−1(Z ′)) = 0, por lo que HomA (v, Z ′) es un monomorfismo, de donde se sigue que v es un
epimorfismo. Por ende, si existen Z h−→ Z ′, Z

h′
−→ Z ′ en A tales que v′g = hv = h′v, entonces h = h′.

Corolario 3.2.21 Sean (C , T,∆) una categoría pretriangulada y η un triángulo distinguido dado por
el diagrama

Z

X Y

w

u

v
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tal que HomC (X,T−1(Z)) = 0. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si el triángulo η′ dado por el diagrama

Z ′

X Y

w′

u

v′

pertenece a ∆, entonces existe un único morfismo g : Z → Z ′ en C tal que (1X , 1Y , g) : η ∼−→ η′ en
T (C ,∆).

(b) Si X u−→ Y
v−→ Z

w′
−→ T (X) es un triángulo distinguido, entonces w = w′.

Demostración.

(a) Se sigue directamente de la Proposición 3.2.20, del inciso (c) del Teorema 3.2.3 y de la Observación
3.1.2

(b) Se sigue del inciso (a), pues necesariamente g = 1Z .

3.3. El bifuntor aditivo Ext1 en categorías trianguladas
Definición 3.3.1 Para una categoría triangulada (A , T,∆), definimos el bifuntor

Ext1
(A ,T,∆)(−,−) := Hom(−,−[1]),

donde Hom(−,−) es el bifuntor Hom con dominio en A op ×A .
Observación 3.3.2 Sea (A , T,∆) una categoría triangulada. Entonces, el bifuntor Ext1

(A ,T,∆)(−,−) es
aditivo.

En efecto: Se sigue del inciso (3) de la Observación 1.5.2.
Definición 3.3.3 [Nak18, Definition 1.1] Sea (A , T,∆) una categoría triangulada. Un par de cotorsión
(completo) (U ,V) en (A , T,∆) es un par (U ,V) de subcategorías aditivas plenas de A , cerradas por
sumandos directos en A , tal que cumple las siguientes condiciones.

(a) Ext1
(A ,T,∆)(U ,V) = 0.

(b) Para cualquier C ∈ Obj(A ), existe un triángulo distinguido U → C → V [1] → U [1] tal que
U ∈ U , V ∈ V .

Observación 3.3.4 Sean (A , T,∆) una categoría triangulada y (U ,V) un par de cotorsión completo
en (A , T,∆). Entonces, para cualquier C ∈ Obj(A ), tenemos un triángulo distinguido U → C →
V [1] → U [1], con U ∈ U , V ∈ V . En particular, aplicando la Proposición 3.2.4, obtenemos el triángulo
distinguido

V → U → C → V [1].
Por otro lado, podemos considerar a C[1] ∈ Obj(A ), tomar un triángulo distinguido U ′ → C[1] →
V ′[1] → U ′[1], con U ′ ∈ U , V ′ ∈ V , y aplicar la Proposición 3.2.4 dos veces para obtener el triángulo
distinguido

C → V ′ → U ′ → C[1].
De esta forma, obtenemos sucesiones análogas a las que aparecen en la Definición 2.3.6.



Capítulo 4

Categorías extrianguladas

Al inicio de este capítulo motivaremos el estudio de las categorías extrianguladas, empezando por
observar una importante conexión entre las categorías exactas y las categorías trianguladas, dada por
las categorías de Frobenius —que son un tipo particular de categoría exacta— y sus categorías estables
asociadas —las cuales admiten una estructura de categoría triangulada. Posteriormente, daremos la
definición de categoría extriangulada introducida por Nakaoka y Palu[NP19], demostraremos algunas
de sus propiedades fundamentales, mostraremos cómo las categorías extrianguladas se relacionan con
las categorías exactas y las categorías trianguladas, y estudiaremos sus pares de cotorsión.

4.1. Categorías de Frobenius y categorías estables asociadas
Definición 4.1.1 Sea (A ,E ) una categoría exacta.

(a) Definimos a los objetos E -proyectivos en A y decimos que A tiene suficientes E -proyectivos
siguiendo las Definiciones 1.1.9 y 1.1.12, considerando epimorfismos admisibles en vez de sólo
epimorfismos, y denotamos a la clase de objetos E -proyectivos en A por ProjE (A ). En particu-
lar, notamos que Proj(A ) ⊆ ProjE (A ), pues todo epimorfismo admisible es, en particular, un
epimorfismo.

(b) Definimos a los objetos E -inyectivos en A y decimos que A tiene suficientes E -inyectivos siguiendo
las Definiciones 1.1.13 y 1.1.17, considerando monomorfismos admisibles en vez de sólo monomor-
fismos, y denotamos a la clase de objetos E -inyectivos en A por InjE (A ). En particular, notamos
que Inj(A ) ⊆ InjE (A ), pues todo monomorfismo admisible es, en particular, un monomorfismo.

(c) Un objeto A en A es E -proyectivo-inyectivo si A ∈ ProjE (A ) ∩ InjE (A ).

Definición 4.1.2

(a) Una categoría de Frobenius es una categoría exacta (A ,E ) que tiene suficientes E -proyectivos y
E -inyectivos, tal que ProjE (A ) = InjE (A ).

(b) Sea (A ,E ) una categoría de Frobenius. La categoría estable A asociada a (A ,E ) es aquella cuyos
objetos son los mismos que los de A , y en donde todos los morfismos en A que se factorizan a
través de un objeto en ProjE (A ) se identifican con el morfismo cero en A .

Observación 4.1.3 Sean A es una categoría de Frobenius y J la clase de todos los morfismos en A
que se pueden factorizar a través de un objeto proyectivo-inyectivo. Entonces, J es un ideal de A y la
categoría cociente A /J = A .

En efecto: Se sigue del inciso (3) la Observación 1.5.11 y de la Proposición 1.1.11.

131
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Proposición 4.1.4 La categoría estable asociada a una categoría de Frobenius tiene estructura de
categoría triangulada.

Demostración. Los detalles se pueden consultar en [Are17, Chapter 2].

Existen muchos resultados de naturaleza homológica que son válidos tanto para categorías exactas
como para categorías trianguladas, después de haber sido debidamente adaptados a cada contexto, y las
categorías de Frobenius y sus categorías estables asociadas nos permiten tender un puente entre ellas
con el cual a menudo podemos transferir resultados de un contexto a otro. La estrategia usual para
pasar de un resultado válido para categorías trianguladas a un resultado que sea válido en categorías
exactas es la siguiente:

(1) Especificar el resultado en el caso de categorías estables asociadas a categorías de Frobenius.

(2) Levantar todas las definiciones y afirmaciones de la categoría estable asociada a la categoría de
Frobenius.

(3) Adaptar la demostración para que sea válida para cualquier categoría exacta, con las suposiciones
adecuadas.

Por otro lado, es posible que un resultado válido para categorías exactas tenga un resultado análogo
para categorías trianguladas, que se pueda demostrar con ayuda del siguiente procedimiento:

(1) Especificar el resultado en el caso de una categoría de Frobenius.

(2) Descender todas las definiciones y afirmaciones a su categoría estable asociada.

(3) Adaptar la demostración para que sea válida para cualquier categoría triangulada, con las suposi-
ciones adecuadas.

A pesar de que, en ambos casos, el paso (2) no es trivial, usualmente la principal dificultad se encuentra
en el paso (3). Esta misma dificultad es removida mediante el uso de las categorías extrianguladas como
consecuencia de los primeros resultados obtenidos en la sección 4.4.

4.2. Definición de categoría extriangulada
Una revisión cuidadosa de las definiciones de pares de cotorsión en categorías exactas y trianguladas,

dadas por las Definiciones 2.3.6 y 3.3.3, respectivamente, revela que para definir un par de cotorsión
en una categoría es necesario que exista un bifuntor Ext1 con características apropiadas. Las categorías
extrianguladas se obtienen al extraer aquellas propiedades de los funtores Ext1 en categorías categorías
exactas y trianguladas que parecen relevantes desde el punto de vista de los pares de cotorsión. De esta
manera, podemos definir una noción de par de cotorsión en una categoría extriangulada que generalice
aquellas nociones en categorías exactas y categorías trianguladas.

E-extensiones
Definición 4.2.1 [NP19, Definition 2.1] Sean A una categoría aditiva y E : A op × A → Ab un
bifuntor aditivo. Para cualesquiera A,C ∈ Obj(A ), una E-extensión es un elemento δ ∈ E(C,A). Por
ende, formalmente, una E-extensión es una terna (A, δ, C). En particular, decimos que el elemento
0 ∈ E(C,A) es la E-extensión escindible.
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Definición 4.2.2 [NP19, Definition 2.3] Sean (A, δ, C) y (A′, δ′, C ′) E-extensiones. Un par de morfismos
a ∈ HomA (A,A′) y c ∈ HomA (C,C ′) es un morfismo de E-extensiones si satisface la igualdad a·δ = δ′ ·c,
y lo denotamos por (a, c) : δ → δ′.

Observación 4.2.3 [NP19, Remark 2.4] Sean A una categoría aditiva y E : A op×A → Ab un bifuntor
aditivo.

(1) Las E-extensiones y los morfismos de E-extensiones forman la categoría E-Ext(A ) de E-extensiones
de A , donde la composición de morfismos y los morfismos identidad se inducen de A .

(2) Sean (A, δ, C) una E-extensión y A′, C ′ ∈ Obj(A ). Entonces, cualquier morfismo a ∈ HomA (A,A′)
induce el morfismo de E-extensiones

(a, 1C) : δ → a · δ,

y cualquier morfismo c ∈ HomA (C ′, C) induce el morfismo de E-extensiones

(1A, c) : δ · c→ δ.

Observación 4.2.4 [NP19, Definition 2.6] Sean (A, δ, C), (A′, δ′, C ′) E-extensiones y C µC−→ C
⊕
C ′ µC′←−−

C ′, A
πA←− A

⊕
A′ πA′−−→ A′ un coproducto y un producto en A , respectivamente. Dado que E es un

bifuntor aditivo, por el Teorema 1.5.8 tenemos que

E
(
C
⊕

C ′, A
⊕

A′
)
≃ E(C,A)

⊕
E(C,A′)

⊕
E(C ′, A)

⊕
E(C ′, A′).

Sea δ⊕ δ′ ∈ E(C⊕C ′, A
⊕
A′) el elemento correspondiente a (δ, 0, 0, δ′) según el isomorfismo anterior.

Si A = A′ y C = C ′, entonces, por la Proposición 1.5.20, tenemos que

ΦA,C(∇A · δ
⊕

δ′ ·∆C) = φA,A
⊕

A(∇A)ΦA
⊕

A,C
⊕

C(δ
⊕

δ′)φC⊕C,C

= ( 1 1 )
(
δ 0
0 δ′

)(
1
1

)
= δ + δ′.

donde ∆C : C → C
⊕
C y ∇A : A⊕A→ A son los morfismos diagonal y codiagonal1.

Realización de E-extensiones
Definición 4.2.5 [NP19, Definition 2.7] Sean A una categoría aditiva y A,C ∈ Obj(A ). Dos sucesiones
de morfismos A x−→ B

y−→ C y A
x′
−→ B′ y′

−→ C en A son equivalentes si existe un isomorfismo b ∈
HomA (B,B′) tal que el siguiente diagrama conmuta

B

A C.

B′

y

b∼

x

x′ y′

Claramente, esta es una relación de equivalencia. Denotamos a la clase de equivalencia de A x−→ B
y−→ C

por [A x−→ B
y−→ C].

1Ver la Definición 0.5.45.
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Definición 4.2.6 [NP19, Definition 2.8] Sea A una categoría aditiva.

(a) Para cualesquiera A,C ∈ Obj(A ), denotamos 0 = [A

(
1
0

)
−−−→ A

⊕
C

( 0 1 )−−−→ C].

(b) Para cualesquiera dos clases de secuencias de morfismos [A x−→ B
y−→ C] y [A′ x′

−→ B′ y′
−→ C ′],

denotamos
[
A

x−→ B
y−→ C]

⊕
[A′ x′
−→ B′ y′

−→ C ′] = [A
⊕

A′ x
⊕

x′

−−−−→ B
⊕

B′ y
⊕

y′

−−−−→ C
⊕

C ′
]
.

Definición 4.2.7 [NP19, Definition 2.9] Sean A una categoría aditiva y E : A op×A → Ab un bifuntor
aditivo. Una realización de E es una correspondencia s que asocia a cada E-extensión δ ∈ E(C,A) una
clase de equivalencia s(δ) = [A x−→ B

y−→ C] tal que se cumple la condición siguiente.

(i) Sean δ ∈ E(C,A), δ′ ∈ E(C ′, A′) E-extensiones, con s(δ) = [A x−→ B
y−→ C] y s(δ′) = [A′ x′

−→
B′ y′
−→ C ′]. Entonces, para cualquier morfismo de E-extensiones (a, c) ∈ HomE-Ext(A )(δ, δ′), existe

un morfismo b ∈ HomA (B,B′) que hace conmutar el siguiente diagrama

A B C

A′ B′ C ′.

a

x

b

y

c

x′ y′

(4.2.1)

En este caso, decimos que la sucesión de morfismos A x−→ B
y−→ C realiza a δ y que la terna (a, b, c) realiza

al morfismo de E-extensiones (a, c). Claramente, la condición (1) no depende de los representantes de
las clases de equivalencias.

Definición 4.2.8 [NP19, Definition 2.10] Sean A una categoría aditiva, E : A op×A → Ab un bifuntor
aditivo. Una realización s de E es aditiva si cumple las siguientes condiciones.

(i) Para cualesquiera A,C ∈ Obj(A ), la E-extensión escindible 0 ∈ E(C,A) satisface s(0) = 0.

(ii) Para cualesquiera E-extensiones δ = (A, δ, C) y δ′ = (A′, δ′, C ′), se tiene que s
(
δ
⊕
δ′
)

= s(δ)⊕ s(δ′).

Observación 4.2.9 [NP19, Remark 2.11] Sean A una categoría aditiva, E : A op×A → Ab un bifuntor
aditivo y s una realización aditiva de E.

(1) Para cualesquiera A,C ∈ Obj(A ), si la E-extensión escindible 0 ∈ E(C,A) es realizada por
A

x−→ B
y−→ C, entonces existen una retracción r ∈ HomA (B,A) de x y una sección s ∈ HomA (C,B)

de y tales que se tiene el isomorfismo
(
r
y

)
: B ∼−→ A

⊕
C.

(2) Para cualquier f ∈ HomA (A,B), la sucesión

A

(
1

−f

)
−−−−→ A

⊕
B

( f 1 )−−−→ B

realiza a la E-extensión escindible 0 ∈ E(B,A).
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Categoría extriangulada
Definición 4.2.10 [NP19, Definition 2.12] Una categoría pre-extriangulada es una terna (A ,E, s), donde
A es una categoría aditiva, tal que satisface los siguientes axiomas.

(ET1) E : A op ×A → Ab es un bifuntor aditivo.

(ET2) s es una realización aditiva de E.

(ET3) Sean δ ∈ E(C,A) y δ′ ∈ E(C ′, A′) E-extensiones realizadas como s(δ) = [A x−→ B
y−→ C] y

s(δ′) = [A′ x′
−→ B′ y′

−→ C ′]. Entonces, para todo diagrama conmutativo en A

A B C

A′ B′ C ′

x

a

y

b

x′ y′

(4.2.2)

existe un morfismo de E-extensiones (a, c) : δ → δ′ realizado por (a, b, c).

(ET3)∗ Sean δ ∈ E(C,A) y δ′ ∈ E(C ′, A′) E-extensiones realizadas como s(δ) = [A x−→ B
y−→ C] y

s(δ′) = [A′ x′
−→ B′ y′

−→ C ′]. Entonces, para todo diagrama conmutativo en A

A B C

A′ B′ C ′

x y

b c

x′ y′

existe un morfismo de E-extensiones (a, c) : δ → δ′ realizado por (a, b, c).

En este caso, diremos que el par (E, s) es una pretriangulación externa de A . Una categoría pre-
extriangulada (A ,E, s) es extriangulada si además satisface los siguientes axiomas.

(ET4) Sean (A, δ,D) y (B, δ′, F ) E-extensiones realizadas por A f−→ B
f ′
−→ D y B g−→ C

g′
−→ F , respectiva-

mente. Entonces existen E ∈ Obj(A ), un diagrama conmutativo en A

A B D

A C E

F F

f

g

f ′

d

h

g′
h′

e

(4.2.3)

y una E-extensión δ′′ ∈ E(E,A) realizada por A h−→ C
h′
−→ E tales que se satisfacen las siguientes

condiciones:

(i) D
d−→ E

e−→ F realiza a f ′ · δ′,
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(ii) δ′′ · d = δ,
(iii) f · δ′′ = δ′ · e.

De (iii), se sigue que (f, e) : δ′′ → δ′ es un morfismo de E-extensiones realizado por

(f, 1C , e) : [A h−→ C
h′
−→ E]→ [B g−→ C

g′
−→ F ].

(ET4)∗ Sean (D, δ,B) y (F, δ′, C) E-extensiones realizadas por D f ′
−→ A

f−→ B y F g′
−→ B

g−→ C, respectiva-
mente. Entonces existen E ∈ Obj(A ), un diagrama conmutativo en A

D E F

D A B

C C

d

h′

e

g′

f ′

h

f

g

y una E-extensión δ′′ ∈ E(C,E) realizada por E h′
−→ A

h−→ C tales que se satisfacen las siguientes
condiciones:

(i) D
d−→ E

e−→ F realiza a δ · g′,
(ii) e · δ′′ = δ′,
(iii) δ′′ · g = d · δ.

De (iii), se sigue que (d, g) : δ → δ′′ es un morfismo de E-extensiones realizado por

(d, 1C , g) : [D f ′
−→ A

f−→ B]→ [E h′
−→ A

h−→ C].

En este caso, diremos que el par (E, s) es una triangulación externa de A .

Observación 4.2.11 El universo de las categorías extrianguladas es dualizante.

Los ejemplos principales de categorías extrianguladas aparecerán durante el desarrollo de las siguien-
tes secciones.

4.3. Terminología en categorías extrianguladas
A continuación, introducimos terminología proveniente de categorías exactas y categorías triangula-

das para poder argumentar en el contexto de las categorías extrianguladas utilizando términos que nos
resultan familiares. Recordamos que, a pesar de que en el Capítulo 2 decidimos utilizar los términos
sucesión exacta corta, monomorfismo admisible y epimorfismo admisible por considerarlos más descrip-
tivos en el contexto de categorías exactas, para referirse a estas nociones también se utilizan los términos
conflación, inflación y deflación, respectivamente.

Definición 4.3.1 [NP19, Definitions 2.19 & 2.15] Sea (A ,E, s) una terna que satisface (ET1) y (ET2).

(a) Un E-triángulo es un par (A x−→ B
y−→ C, δ), donde la sucesión de morfismos A x−→ B

y−→ C realiza a
δ ∈ E(C,A), y lo denotamos por

A
x−→ B

y−→ C
δ
99K . (4.3.1)

Notamos que esto no necesariamente implica que δ sea un morfismo en A con dominio C.
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(b) Sean A
x−→ B

y−→ C
δ
99K y A′ x′

−→ B′ y′
−→ C ′ δ′

99K E-triángulos. Un morfismo de E-triángulos es
una terna (a, b, c) que realiza al morfismo de E-extensiones (a, c) : δ → δ′ como en (4.2.1), y lo
denotamos por

A B C

A′ B′ C ′ .

a

x

b

y

c

δ

x′ y′ δ′

(c) Una conflación es una sucesión A
x−→ B

y−→ C que realiza a alguna E-extensión δ ∈ E(C,A).

(d) Una inflación es un morfismo f en A que admite una conflación A
f−→ B −→ C.

(e) Una deflación es un morfismo f en A que admite una conflación K −→ A
f−→ B.

Observación 4.3.2 [NP19, Remark 2.16]
Usando esta nueva terminología2, podemos parafrasear lo siguiente:

• la condición (i) de la Definición 4.2.7 afirma que cualquier morfismo de E-extensiones puede ser
realizado por un morfismo de E-triángulos;

• el axioma (ET3) afirma que cualquier cuadrado conmutativo entre E-triángulos como en (4.2.2)
puede completarse en un morfismo de E-triángulos —lo cual es análogo al axioma (TR3) de cate-
gorías trianguladas, que afirma que cualquier cuadrado conmutativo entre triángulos distinguidos
como en (3.1.5) puede completarse en un morfismo de triángulos distinguidos;

• el axioma (ET4) afirma que, para cualesquiera inflaciones A f−→ B,B
g−→ C, el diagrama en A

A B D

A C E

F F

f

g

f ′

d

δ=δ′′· d

h

g′
h′

e

δ′′

δ′ δ′′′=f ′· δ′

conmuta, con f · δ′′ = δ′ · e, donde los dos renglones y las dos columnas con tres objetos son
E-triángulos. Esto es análogo al axioma (TR4) de categorías trianguladas, como se puede ver
comparándolo con el diagrama (3.1.6) de la Observación 3.1.4.

Adicionalmente, de los axiomas (ET4) y (ET4)∗ se sigue que las clases de inflaciones y deflaciones son ce-
rradas por composiciones, respectivamente. Estas implicaciones son análogas a los axiomas (E1) y (E1)∗

de las categorías exactas, que afirman que tanto los monomorfismos admisibles como los epimorfismos
admisibles son cerrados por composiciones.

2En artículos más recientes, se ha sugerido el uso de los términos s-triángulo, s-conflación, s-inflación y s-deflación, dado
que un bifuntor adivito E puede tener más de una realización aditiva; sin embargo, en el presente trabajo, nos apegaremos
a la terminología utilizada en el artículo original de Nakaoka y Palu[NP19].
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Definición 4.3.3 [NP19, Definition 2.17] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada y D ⊆ A una
subcategoría plena y aditiva, cerrada por isomorfismos. D es cerrada por extensiones si para cualquier
conflación A→ B → C tal que A,C ∈ D se tiene que B ∈ D.

Observación 4.3.4 [NP19, Remark 2.18] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada y B una subca-
tegoría aditiva plena de A cerrada por isomorfismos en A y extensiones. Si definimos a E |B como la
restricción de E a Bop ×B y a s |B como la restricción de s a E |B, entonces (B,E |B, s |B) es una
categoría extriangulada.

4.4. Propiedades fundamentales de categorías extrianguladas
En esta sección, veremos cómo se le puede asociar una sucesión exacta a cada E-triángulo en una

categoría extriangulada, lo cual es similar a lo que sucede con los triángulos distinguidos en categorías
trianguladas. Además, demostraremos varios resultados análogos al axioma del octaedro (TR4) de cate-
gorías trianguladas válidos en categorías extrianguladas, y mostraremos cómo se relacionan las categorías
extrianguladas con las categorías exactas y las categorías trianguladas.

Sucesión exacta asociada
Sea (A ,E, s) una categoría extriangulada. El objetivo de esta sección es asociar, a cada E-triángulo

A
x−→ B

y−→ C
δ
99K , sucesiones exactas de transformaciones naturales

HomA (−, A) HomA (−,x)−−−−−−−→ HomA (−, B) HomA (−,y)−−−−−−−→ HomA (−, C) δ♯−→ E(−, A) E(−,x)−−−−→ E(−, B) E(−,y)−−−−→ E(−, C),

HomA (C,−) HomA (y,−)−−−−−−−→ HomA (B,−) HomA (x,−)−−−−−−−→ HomA (A,−) δ♯

−→ E(C,−) E(yop,−)−−−−−→ E(B,−) E(xop,−)−−−−−→ E(A,−)

con δ♯ y δ♯ como se definen a continuación.

Definición 4.4.1 [NP19, Definition 3.1] Sean A una categoría aditiva y E : A op × A → Ab un
bifuntor aditivo. Por el Lema de Yoneda (Teorema 0.6.7), cualquier E-extensión δ ∈ E(C,A) induce
transformaciones naturales δ♯ : HomA (−, C) → E(−, A) y δ♯ : HomA (A,−) → E(C,−). Para cada
X ∈ Obj(A ), los morfismos (δ♯)X y δ♯X están dados por

(a) (δ♯)X : HomA (X,C)→ E(X,A), f 7→ δ · f ;

(b) δ♯X : HomA (A,X)→ E(C,X), g 7→ g · δ.

Abreviaremos (δ♯)X(f) y δ♯X(f) como δ♯f y δ♯g, respectivamente, cuando esto no lleve a confusiones.

Observación 4.4.2 [NP19, Remark 3.4] Consideremos qué significa que las sucesiones previas de trans-
formaciones naturales sean exactas. En [San07, Lema 2.13.3] se demuestra que si A es una categoría
aditiva pequeña y B es una categoría abeliana, entonces la clase de funtores aditivos de A en B es
una subcategoría abeliana de BA , la cual denotaremos por Mod(A ). Más aún, se puede demostrar que,
para cualesquiera F,G,H ∈ Mod(A ), se tiene que

0→ F
α−→ G

β−→ H → 0 es exacta en Mod(A )~w�
0→ F (X) αX−−→ G(X) βX−→ H(X)→ 0 es exacta en Ab ∀ X ∈ Obj(A ).
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Sin embargo, una categoría aditiva no tiene por qué ser pequeña en general —aunque por definición sea
localmente pequeña—, por lo que el criterio anterior no siempre es estrictamente aplicable en categorías
extrianguladas. Una vez aclarado este detalle técnico e inspirándonos en la discusión previa, durante el
resto de esta sección diremos que una sucesión en Mod(A ) es exacta utilizando el criterio anterior, aún
cuando A no sea pequeña.

Lema 4.4.3 [NP19, Lemma 3.2] Sea (A ,E, s) una categoría pre-extriangulada. Entonces, para cualquier
E-triángulo A x−→ B

y−→ C
δ
99K , se cumplen las siguientes condiciones.

(a) yx = 0.

(b) x · δ (= δ♯x) = 0.

(c) δ · y (= δ♯y) = 0.

Demostración.

(a) Por (ET2), tenemos que la conflación A
1A−→ A → 0 realiza a 0 ∈ E(0, A), por lo que tenemos el

diagrama conmutativo

A A 0

A B C

1A

1A

x

x y

en A . Luego, por el axioma (ET3), existe un morfismo de E-extensiones (a, c) : 0 → δ y, en
particular, c hace conmutar el siguiente diagrama en A

A A 0

A B C.

1A

1A

x c

x y

Por ende, yx = 0. Observemos que esto es similar a cómo se aplica el axioma (TR3) en el inciso
(a) de la Proposición 3.2.3.

(b) Similarmente, la conflación B
1B−→ B → 0 realiza a 0 ∈ E(0, B), por lo que tenemos el diagrama

conmutativo en A

A B C

B B 0.

x

x

1B

y

1B

Por (ET3), existe un morfismo de E-extensiones (x, c′) : δ → 0, por lo que c′ es tal que el diagrama
en A

A B C

B B 0

x

x

1B

y

c′

1B
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conmuta, y además x · δ = 0 · c′. Dado que 0 es un objeto final en A , entonces c′ = 0, y obtenemos
el morfismo de E-extensiones (x, 0) : δ → 0. Por definición de morfismo de E-extensiones y el inciso
(j) de la Proposición 1.5.13, se sigue que

δ♯x = x · δ
= 0 · c′

= 0.

(c) Se sigue de aplicar el principio de dualidad a (b).

Proposición 4.4.4 [NP19, Proposition 3.3] Sea (A ,E, s) una terna que satisface (ET1) y (ET2). En-
tonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) (A ,E, s) es una categoría pre-extriangulada.

(2) Para cualquier E-triángulo A x−→ B
y−→ C

δ
99K , las sucesiones de transformaciones naturales

(2-i) HomA (−, A) HomA (−,x)−−−−−−−→ HomA (−, B) HomA (−,y)−−−−−−−→ HomA (−, C) δ♯−→ E(−, A) E(−,x)−−−−→ E(−, B),

(2-ii) HomA (C,−) HomA (y,−)−−−−−−−→ HomA (B,−) HomA (x,−)−−−−−−−→ HomA (A,−) δ♯

−→ E(C,−) E(y,−)−−−−→ E(B,−)

son exactas en Mod(A op) y Mod(A ), en el sentido de la Observación 4.4.2.

Demostración.
(1) ⇒ (2) Supongamos que (A ,E, s) satisface (ET3) y (ET3)∗. Demostraremos la exactitud de la

sucesión (2-ii), pues la de (2-i) se puede demostrar de forma dual.

La exactitud en Hom(B,X), para todo X ∈ Obj(A ), se demuestra de forma análoga al caso de
categorías trianguladas3.

Por el inciso (2) del Lema 4.4.3, tenemos que δ♯X(Im(Hom(x,X))) = 0, de donde se sigue que
Im(Hom(x,X)) ⊆ Ker(δ♯X). Ahora, sea a ∈ Hom(A,X) tal que δ♯X(a) = a · δ = 0. Entonces, se sigue que
(a, 0) : δ → 0 es un morfismo de E-extensiones. Dado que s realiza a E, existe b ∈ Hom(B,X) tal que
se tiene el siguiente morfismo de E-triángulos

A B C

X X 0 .

a

x

b

y δ

1X a·δ=0

En particular, tenemos que a = bx = Hom(x,X)(b), por lo que Ker(δ♯X) ⊆ Im(Hom(x,X)).

Sea A f−→ X en A . Luego,

E(yop, X)(δ♯X(f)) = f · (δ · y)
= f · 0 (Lema 4.4.3(c))
= 0, (Proposición 1.5.13(j))

3Ver el inciso (b) del Teorema 3.2.3.
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por lo que Im(δ♯X) ⊆ Ker(E(yop, X)). Veamos ahora que Ker(E(yop, X)) ⊆ Im(δ♯X). Sea θ ∈ E(C,X)
una E-extensión tal que E(yop, X)(θ) = θ · y = 0. Por (ET2), podemos realizar a θ y θ · y como los
E-triángulos X f−→ Y

g−→ C
θ
99K y X

m−→ Z
e−→ B

θ·y
999K , respectivamente. Entonces, el morfismo de

E-extensiones (1X , y) : θ · y → θ puede ser realizado por el diagrama conmutativo en A

X Z B

X Y C ,

m

e′

e

y

θ·y

f g θ

para algún e′ ∈ Hom(Z, Y ). Dado que la E-extensión θ ·y es escindible, por el inciso (1) de la Observación
4.2.9, se sigue que e tiene una sección s. Aplicando (ET3)∗ al diagrama conmutativo en A

A B C

X Y C,

x

e′s

y δ

f g θ

obtenemos un morfismo a ∈ Hom(A,X), con el cual podemos formar el morfismo de E-extensiones
(a, 1C) : δ → θ. En particular, esto implica que θ = a · δ = δ♯Xa, por lo que Ker(E(y,X)) ⊆ Im(δ♯X).

(2)⇒(1) Supongamos que, para cualquier E-triángulo A x−→ B
y−→ C

δ
99K , las sucesiones (2-i) y (2-ii)

son exactas en Mod(A op) y Mod(A ), respectivamente. Demostraremos que esto implica a (ET3), pues
la demostración de que implica a (ET3)∗ es dual.

Sean y A
x−→ B

y−→ C
δ
99K y A′ x′

−→ B′ y′
−→ C ′ δ′

99K E-triángulos arbitrarios. Supongamos que el
diagrama en A

A B C

A′ B′ C ′

a

x

b

y

x′ y′

conmuta. Por el Teorema 0.6.7 (Lema de Yoneda), sabemos que E(−, x)δ♯ = 0 equivale a x · δ = 0.

Análogamente, tenemos que δ′ ·y′ = 0. Por la exactitud de la sucesión Hom(C,C ′)
(δ′

♯)C

−−−→ E(C,A′) E(C,x′)−−−−→
E(C,B′) y la igualdad

E(C, x′)(a · δ) = x′ · (a · δ)
= (x′a) · δ (Proposición 1.5.13(d))
= (bx) · δ
= b · (x · δ)
= b · 0
= 0, (Proposición 1.5.13(j))

existe c′ ∈ Hom(C,C ′) tal que a · δ = (δ′)♯c′ = δ′ · c′. Por ende, (a, c′) : δ → δ′ es un morfismo de
E-extensiones. Supongamos que (a, c′) es realizado por el diagrama conmutativo en A

A B C

A′ B′ C ′ .

a

x

b′

y

c′

δ

x′ y′ δ′
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Entonces, por la exactitud de Hom(C,B′) Hom(y,B′)−−−−−−→ Hom(B,B′) Hom(x,B′)−−−−−−→ Hom(A,B′) y la igualdad

(b− b′)x = bx− b′x

= x′a− x′a

= 0,

se sigue que existe c′′ ∈ Hom(C,B′) tal que c′′y = b− b′. Por ende, definiendo c := c′ + y′c′′, tenemos que

cy = c′y + y′c′′y

= y′b′ + (y′b− y′b′)
= y′b,

δ′ · c = δ · (c′ + y′c′′)
= δ′ · c′ + δ′ · (y′c′′) (Proposición 1.5.13(f))
= δ′ · c′ + (δ′ · y′) · c′′ (Proposición 1.5.13(h))
= δ′ · c′ (Proposición 4.4.3)
= a · δ.

Por ende, (A ,E, s) satisface (ET3).

Los siguientes dos corolarios se siguen directamente de la Proposición 4.4.4.

Corolario 4.4.5 [NP19, Corollary 3.5] Sean (A ,E, s) una categoría pre-extriangulada y

A B C

A′ B′ C ′

a

x

b

y

c

δ

x′ y′ δ′

un morfismo de E-triángulos arbitrario. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) a se factoriza a través de x.

(b) a · δ = δ′ · c = 0.

(c) c se factoriza a través de y′.

En particular, considerando el caso trivial δ = δ′ y (a, b, c) = (1A, 1B, 1C), obtenemos que

x tiene una retracción ⇐⇒ δ se escinde ⇐⇒ y tiene una sección.

Corolario 4.4.6 [NP19, Corollary 3.6] Sea (A ,E, s) una categoría pre-extriangulada. Entonces, para
cualquier morfismo de E-triángulos (a, b, c), se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si a y c son isomorfismos en A o, equivalentemente, si (a, c) es un isomorfismo en E-Ext(A ),
entonces b es un isomorfismo en A .

(b) Si a y b son isomorfismos en A , entonces c también lo es.

(c) Si b y c son isomorfismos en A , entonces a también lo es.
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Proposición 4.4.7 [NP19, Proposition 3.7] Sean (A ,E, s) una categoría pre-extriangulada y A x−→ B
y−→

C
δ
99K un E-triángulo arbitrario. Si a ∈ HomA (A,A′) y c ∈ HomA (C ′, C) son isomorfismos, entonces

A′ xa−1
−−−→ B

c−1y−−→ C ′ a·δ·c
9999K

es un E-triángulo.

Demostración. Sea s(a · δ · c) = [A′ x′
−→ B′ y′

−→ C ′]. Observemos que

(a · δ · c) · c−1 = (a · δ) · (cc−1) (Proposición 1.5.13(h))
= a · δ · 1C
= a · δ, (Proposición 1.5.13(g))

por lo que (a, c−1) : δ → a · δ · c es un morfismo de E-extensiones. Sea (a, b, c−1) un morfismo de
E-triángulos

A B C

A′ B′ C ′

a

x

b

y

c−1

δ

x′ y′ a·δ·c

(4.4.1)

que realiza a (a, c−1). Dado que por hipótesis a es un isomorfismo, del Corolario 4.4.6 se sigue que b es
un isomorfismo. Luego, de (4.4.1) obtenemos el diagrama conmutativo en A

B

A′ C ′,

B′

b∼

c−1yxa−1

x′
y′

por lo que [A′ xa−1
−−−→ B′ c−1y−−→ C ′] = [A′ x′

−→ B′ y′
−→ C ′] = s(a · δ · c).

El siguiente resultado establece relaciones entre conflaciones que realizan a una misma E-extensión.

Corolario 4.4.8 [NP19, Corollary 3.8] Sean (A ,E, s) una categoría pre-extriangulada y A
x−→ B

y−→
C

δ
99K un E-triángulo arbitrario. Entonces, para cualquier δ′ ∈ E(C,A), las siguientes condiciones son

equivalentes.

(a) s(δ) = s(δ′).

(b) δ′ = a · δ para algún automorfismo a ∈ HomA (A,A) tal que xa = x.

(c) δ′ = δ · c para algún automorfismo c ∈ HomA (C,C) tal que cy = y.

(d) δ′ = a · δ · c para algunos automorfismos a ∈ HomA (A,A), c ∈ HomA (C,C) tales que xa = x y
cy = y.

Demostración. La implicación (d)⇒ (a) se sigue de la Proposición 4.4.7, las implicaciones (a)⇒ (b) y
(a)⇒ (c) se siguen del Corolario 4.4.6, y las implicaciones (b)⇒ (d) y (c)⇒ (d) son triviales.

Definición 4.4.9 [NP19, Definition 3.9] Sean (A ,E, s) una categoría pre-extriangulada y A
f−→ B en

A .
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(a) Si f es una inflación, para cualquier conflación arbitraria A
f−→ B −→ C, denotamos al objeto C

por Cone(f).

(b) Si f es una deflación, para cualquier conflación arbitraria K −→ A
f−→ B, denotamos al objeto K

por CoCone(f).

Observación 4.4.10 [NP19, Remark 3.10] Sea (A ,E, s) una categoría pre-extriangulada.

(1) Para toda inflación f ∈ HomA (A,B), Cone(f) es único hasta isomorfismos en A .

En efecto: Sean f una inflación y A
f−→ B

g−→ C
δ
99K , A

f−→ B
g′
−→ C ′ δ′

99K E-triángulos. Entonces,
por (ET3), existe c ∈ HomA (C,C ′) tal que el siguiente diagrama conmuta

A B C

A B C ′ .

f g

c

δ

f g′ δ′

Por el Corolario 4.4.6, c es un isomorfismo en A . Por ende, Cone(f) es único hasta isomorfismos
en A .
Remarcamos que, dado que f ∈ HomA (A,B) es una inflación, la notación Cone(f) no debe ser
confundida con aquella utilizada en la sección 0.5 para denotar a la categoría de conos sobre un
funtor, pues denotamos a los funtores con letras mayúsculas.

(2) Para toda deflación f ∈ HomA (A,B), CoCone(f) es único hasta isomorfismos en A .
En efecto: La demostración es dual a la de (1).
Similarmente, remarcamos que, dado que f ∈ HomA (A,B) es una deflación, la notación CoCone(f)
no debe ser confundida con aquella utilizada en la sección 0.5 para denotar a la categoría de coconos
sobre un funtor, pues denotamos a los funtores con letras mayúsculas.

Proposición 4.4.11 [NP19, Proposition 3.11] Sean (A ,E, s) una categoría pre-extriangulada, A x−→
B

y−→ C
δ
99K un E-triángulo y X ∈ Obj(A ). Entonces, se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si (A ,E, s) satisface (ET4), entonces E(X,A) E(X,x)−−−−→ E(X,B) E(X,y)−−−−→ E(X,C) es exacta en Ab.

(b) Si (A ,E, s) satisface (ET4)∗, entonces E(C,X) E(yop,X)−−−−−→ E(B,X) E(xop,X)−−−−−→ E(A,X) es exacta en
Ab.

Demostración.

(a) Observemos que

E(X, y)E(X, x) = E(X, yx) (E es un funtor)
= E(X, 0) (Lema 4.4.3)
= 0, (E es aditivo)

de donde se sigue que Im(E(X, x)) ⊆ Ker(E(X, y)). Ahora, sea θ ∈ E(X,B) una E-extensión
arbitraria, realizada por el E-triángulo B f−→ Y

g−→ X
θ
99K . Por (ET4), existen E ∈ Obj(A ), θ′ ∈

E(E,A) y un diagrama conmutativo en A
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A B C

A Y E

X X

x

f

y

d

h

g
h′

e

que cumple las siguientes condiciones

s(θ · y) = [C d−→ E
e−→ X],

s(θ′) = [A h−→ Y
h′
−→ E],

x · θ′ = θ · e.

Supongamos que E(X, y)(θ) = y · θ = 0. Entonces, y · θ es una E-extensión escindible y, por la
Observación 4.2.9, se sigue que e tiene una sección s ∈ Hom(X,E). Luego, tenemos que θ′ · s ∈
E(X,A) es tal que

E(X, x)(θ′ · s) = x · (θ′ · s)
= (x · θ′) · s (Proposición 1.5.13(i))
= (θ · e) · s
= θ · (es) (Proposición 1.5.13(h))
= θ · 1X
= θ, (Proposición 1.5.13(g))

de donde concluimos que Ker(E(X, y)) ⊆ Im(E(X, x)).

(b) Dual a (a).

Corolario 4.4.12 [NP19, Corollary 3.12] Sea (A ,E, s) una categoría extriangulada tal que Mod(A ) o,
equivalentemente, Mod(A op) es localmente pequeña. Entonces, para cualquier E-triángulo A x−→ B

y−→
C

δ
99K , las sucesiones de transformaciones naturales

HomA (−, A) HomA (−,x)−−−−−−−→ HomA (−, B) HomA (−,y)−−−−−−−→ HomA (−, C) δ♯−→ E(−, A) E(−,x)−−−−→ E(−, B) E)(−,y)−−−−→ E(−, C)

HomA (C,−) HomA (y,−)−−−−−−−→ HomA (B,−) HomA (x,−)−−−−−−−→ HomA (A,−) δ♯

−→ E(C,−) E(y,−)−−−−→ E(B,−) E)(x,−)−−−−→ E(A,−),

son exactas en Mod(A op) y Mod(A ), respectivamente.

Demostración. Se sigue directamente de las Proposiciones 4.4.4 y 4.4.11.

Octaedros trasladados
Como se mencionó en la Observación 4.3.2, el axioma (ET4) es análogo al axioma del octaedro

(TR4) de categorías trianguladas. En esta sección, veremos otros resultados de categorías extrianguladas
análogos a (TR4).



146 Capítulo 4. Categorías extrianguladas

Lema 4.4.13 [NP19, Lemma 3.14] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada y A
f−→ B

f ′
−→ D

δf

99K

, B
g−→ C

g′
−→ F

δg

99K , A h−→ C
h0−→ E0

δh
99K E-triángulos tales que h = gf . Entonces, existen morfismos

d0, e0 en A tales que el diagrama en A

A B D

A C E0

F F

f

g

f ′

d0

h

g′
h0

e0

(4.4.2)

conmuta, y se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) D
d0−→ E

e0−→ F
f ′· δg

9999K es un E-triángulo,

(ii) δh · δ0 = δf ,

(iii) f · δh = δg · e0.

Demostración. Por (ET4), existen E ∈ Obj(A ), un diagrama conmutativo (4.2.3) en A , y un E-
triángulo A h−→ C

h′
−→ E

δ′′

99K , tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

(i’) D
d−→ E

e−→ F
f ′· δg

9999K es un E-triángulo,

(ii’) δ′′ · d = δf ,

(iii’) f · δ′′ = δg · e.

Por el inciso (1) de la Observación 4.4.10, tenemos el morfismo de E-triángulos

A C E

A C E0 ,

h h′

u

δ′′

h h0 δh

con u un isomorfismo. En particular, tenemos que δ′′ = δh · u. Definiendo d0 := ud y e0 := eu−1, la
conmutatividad del diagrama (4.4.2) se sigue de la del diagrama (4.2.3). Además, dado que u es un
isomorfismo, tenemos que

[D d0−→ E0
e0−→ F ] = [D d−→ E

e−→ F ].
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Luego, de (i’) se sigue (i), mientras que por (ii’) y (iii’) tenemos que

δf = δ′′ · d
= (δh · u) · d
= δh · (ud) (Proposición 1.5.13(h))
= δh · d0,

δg · e = f · δ′′ ⇐⇒ δg · e = f · (δh · u)
⇐⇒ δg · e = (f · δh) · u (Proposición 1.5.13(i))
⇐⇒ (δg · e) · u−1 = ((f · δh) · u) · u−1

⇐⇒ (δg · eu−1) = (f · δh) · uu−1 (Proposición 1.5.13(h))
⇐⇒ (δg · e0) = (f · δh) · 1E0

⇐⇒ (δg · e0) = (f · δh) (Proposición 1.5.13(g))

Proposición 4.4.14 [NP19, Proposition 3.15] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada y C ∈ Obj(A ).
Entonces, la siguiente proposición y su proposición dual se verifican en (A ,E, s):

Para cualesquiera E-triángulos A1
x1−→ B1

y1−→ C
δ1
99K , A2

x2−→ B2
y2−→ C

δ2
99K , existe un diagrama

conmutativo en A
A2 A2

A1 N B2

A1 B1 C,

n2 x2

n1

e2

e1

y2

x1 y1

(4.4.3)

tal que se satisfacen las condiciones

(i) s(δ1 · y2) = [A1
n1−→ N

e1−→ B2],

(ii) s(δ2 · y1) = [A2
n2−→ N

e2−→ B1],

(iii) n1 · δ1 + n2 · δ2 = 0.

Demostración. Dado que s es una realización aditiva de E, tenemos que

s
(
δ1
⊕

δ2
)

=
[
A1
⊕

A2
x1
⊕

x2−−−−→ B1
⊕

B2
y1
⊕

y2−−−−→ C
⊕

C
]
.

Sean A1 A1
⊕
A2 A2

µ1

π1 π2

µ2
un biproducto en A y ν = (δ1

⊕
δ2) ·∆C , con s(ν) =

[
A1
⊕
A2

j−→

N
k−→ C

]
. Por el inciso (b) de la Proposición 1.5.20, tenemos que

ΦE
A1
⊕

A2,C
(ν) = ΦE

A1
⊕

A2,C

(
(δ1

⊕
δ2) ·∆C

)
= ΦE

A1
⊕

A2,C
⊕

C(δ1
⊕

δ2)φC⊕C,C(∆C)

=
(
δ1 0
0 δ2

)(
1
1

)
=
(
δ1
δ2

)
.
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Dado que

( 1 0 )
(
δ1
δ2

)
= 1 · δ1 + 0 · δ2

= δ1, (Proposición 1.5.13(g) y (j))
( 0 1 )

(
δ1
δ2

)
= 0 · δ1 + 1 · δ2

= δ2,

de las Proposiciones 0.5.43 y 1.5.17, se sigue que

π1 · ν = δ1 ∧ π2 · ν = δ2. (4.4.4)

Aplicando (ET4) a s(0) =
[
A1

µ1−→ A1
⊕
A2

π2−→ A2
]

y s(ν) =
[
A1
⊕
A2

j−→ N
k−→ C

]
, obtenemos

B′
2 ∈ Obj(A ), θ1 ∈ E(B′

2, A1) y un diagrama conmutativo en A

A1 A1
⊕
A2 A2

A1 N B′
2

C C

µ1

j

π2

x′
2

n1

k

e′
1

y′
2

tales que s(π2 · ν) = [A2
x′

2−→ B2
y′

2−→ C], θ1 · x2 = 0, s(θ1) = [A1
n1−→ N

e′
1−→ B′

2], y (µ1, y
′
2) : θ1 → ν es un

morfismo de E-extensiones realizado por (µ1, 1N , y′
2), por lo que ν · y′

2 = µ1 · θ1. En particular, tenemos
que

[A2
x′

2−→ B2
y′

2−→ C] = s(δ2) = [A2
x2−→ B2

y2−→ C].
Por ende, existe un isomorfismo b2 ∈ HomA (B2, B

′
2) tal que b2x2 = x′

2 y y′
2b2 = y2. Definiendo e1 := b−1

2 e′
1,

de la Proposición 4.4.7 se sigue que s(θ1 · b2) = [A1
n1−→ N

e1−→ B2], y obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo en A

A1 A1
⊕
A2 A2

A1 N B2

C C,

µ1

j

π2

x2

n1

k

e1

y2

el cual, por la Proposición 1.5.13, satisface

δ1 · y2 = (π1 · ν) · y2

= (π1 · ν) · (y′
2 · b2)

= π1 · ((ν · y′
2) · b2)

= π1 · ((µ1 · θ1) · b2)
= ((π1 · µ1) · θ1) · b2

= 1A1 · θ1 · b2

= θ1 · b2,

de donde se sigue (i).
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Análogamente, de s(0) = [A2
µ2−→ A1

⊕
A2

π1−→ A1] y s(ν) =
[
A1
⊕
A2

j−→ N
k−→ C

]
, tenemos que el

diagrama en A

A2 A1
⊕
A2 A1

A2 N B1

C C,

µ2

j

π1

x1

n2

k

e2

y1

conmuta, de donde se sigue (ii).

Observemos que, de los dos diagramas conmutativos anteriores, tenemos que

e2n1 = e1jµ1

= x1π1µ1

= x1,

e1n2 = e1jµ2

= x2π2µ2

= x2,

y2e1 = k

= y1e2,

por lo que el diagrama (4.4.4) conmuta. Más aún, de (4.4.4), el Lema 4.4.3 y la Proposición, 1.5.13,
tenemos que

n1 · δ1 + n2 · δ2 = (jµ1) · δ1 + (jµ2) · δ2

= (jµ1) · (π1 · ν) + (jµ2) · (π2 · ν)
= j · (µ1π1) · ν + j · (µ2π1) · ν
= j · (µ1π1 + µ2π2) · ν
= j · 1A1

⊕
A2 · ν

= j · ν
= 0.

Finalmente, por la Observación 4.2.11 y el principio de dualidad, se sigue que la proposición dual también
es válida en (A ,E, s).

Corolario 4.4.15 [NP19, Corollary 3.16] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada, y x ∈ HomA (A,B),
f ∈ HomA (A,D) morfismos arbitrarios. Entonces, si x es una inflación,

(
f
x

)
∈ HomA (A,D⊕

B) tam-
bién lo es. Más aún, la proposición dual para deflaciones también se cumple.

Demostración. Por la Observación 4.2.11 y el principio de dualidad, es suficiente demostrar la proposi-
ción para inflaciones.
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Sea A x−→ B
y−→ C

δ
99K un E-triángulo. Supongamos que s(f · δ) = [D d−→ E

e−→ C]. Por la Proposición
4.4.14, obtenemos el diagrama conmutativo en A

A A

D M B

D E C

m x

k

e

l

y

(f ·δ)·y

d

δ·e

e

δ

f ·δ

(4.4.5)

compuesta de E-triángulos que satisfacen m · δ + f · δ · k = 0. Dado que, por los incisos (i) y (j) de la
Proposición 1.5.13, tenemos que

(f · δ) · y = f · (δ · y)
= f · 0
= 0,

podemos suponer que M = D
⊕
B, k =

(
1
0

)
, l = ( 0 1 ). Sean p ∈ HomA (M,D), i ∈ HomA (B,M) tales

que D M B
k

p l

i
es un biproducto en A . Por la Proposición 4.4.4, tenemos que la sucesión

HomA (B,M) HomA (x,M)−−−−−−−→ HomA (A,M) δ♯

−→ E(C,M) es exacta en Ab. Más aún, por el Lema 4.4.3,
tenemos que δ♯(m + kf) = (m + kf) · δ = 0. Por ende, existe b ∈ HomA (B,M) tal que bx = m + kf .
Modificando a A m−→M

e−→ E con el automorfismo

n =
(
−1 pb
0 1

)
=
(
−1 0
0 1

)
(1M − kpbl) : M ∼−→M,

obtenemos una conflación A
nm−−→ D

⊕
B

en−1
−−−→ E. Luego, dado que

pnm = −p(1M − kpbl)m
= pkpblm− pm
= pbx− pm
= pkf

= f,

lnm = l(1M − kpbl)m
= lm

= x,

se sigue que nm =
(
f
x

)
.

Proposición 4.4.16 [NP19, Proposition 3.17] Sea (A ,E, s) una categoría extriangulada. Entonces, para
cualesquiera E-triángulos D f−→ A

f ′
−→ C

δf

99K , A
g−→ B

g′
−→ F

δg

99K , E h−→ B
h′
−→ C

δh
99K tales que h′g = f ′,
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existen un E-triángulo D d−→ E
e−→ F

θ
99K y un diagrama conmutativo en A

D A C

E B C

F F

d

f

g

f ′

e

h

g′

h′ (4.4.6)

tales que se satisfacen las condiciones

(i) d · δf = δh,

(ii) f · θ = δg,

(ii) θ · g′ + δf · h′ = 0.

Demostración. Por (ET4), existen E-triángulos D gf−→ B
a−→ G

µ
99K y C

b−→ G
c−→ F

ν
99K tales que el

diagrama en A

D A C

D B G

F F

f

g

f ′

b

gf

g′

a

c

(4.4.7)

conmuta, con f ′ · δg = ν, µ · b = δf y δg · c = f · µ. Del Lema 4.4.3 y la Proposición 1.5.13, se sigue que

ν = f ′ · δg
= (h′g) · δg
= h′ · (g · δg)
= h′ · 0
= 0.

Por ende, hasta equivalencia, podemos suponer que G = C
⊕
F, b =

(
1
0

)
y c = ( 0 1 ). Entonces, por la

conmutatividad del diagrama (4.4.7), tenemos que a =
(
a1
a2

)
: B → G = C

⊕
F satisface a1g = f ′ y

a2 = g′. Dado que h′ − a1 ∈ HomA (B,C) satisface (h′ − a1)g = f ′ − f ′ = 0, existe z ∈ HomA (F,C) tal
que zg′ = h′− a1. Sea z′ =

(
−z
1

)
. Aplicando el resultado dual del Lema 4.4.13 al diagrama conmutativo

en A

E F

D B G

C C

h z′

gf

h′

a

( 1 z )

µ

δh 0
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obtenemos un E-triángulo D d−→ E
e−→ F

θ
99K tal que el diagrama en A

D E F

D B G

C C

d

h

e

z′

gf

h′

a

( 1 z )

(4.4.8)

conmuta, y se satisface θ = µ · z′, d · µ = δh · ( 1 z ). Por la conmutatividad del diagrama (4.4.8), tenemos
que

gf = hd,

ah = z′e ⇐⇒
(
a1
a2

)
h =

(
−z
1

)
e

⇐⇒
(
a1h
a2h

)
=
(

−ze
e

)
⇐⇒ a2h = ev

⇐⇒ g′h = e,

( 1 z )a = h′ ⇐⇒ ( 1 z )
(
a1
a2

)
g = h′g

⇐⇒ a1g + za2g = h′g

⇐⇒ f ′ + zg′g = h′g

⇐⇒ f ′ + (h′ − a1)g = h′g

⇐⇒ f ′ = h′g, (puesto que (h′ − a1)g = f ′ − f ′)

por lo que el diagrama (4.4.6) conmuta. Luego, por la Proposición 1.5.13, tenemos que

d · µ = δh · ( 1 z ) ⇐⇒ (d · µ) · b = (δh · ( 1 z )) · b
⇐⇒ d · (µ · b) = δh ·

(
( 1 z )

(
1
0

))
⇐⇒ d · δf = δh · 1C
⇐⇒ d · δf = δh,

obteniéndose (i). Por otro lado, observemos que

(f · θ) · c = f · ((µ · z′) · c)
= f · (µ · z′c)

= f ·
(
µ ·
(

0 −z
0 1

))
= f ·

(
µ ·
(
1−

(
1
0

)
( 1 z )

))
= f · µ− f ·

(
µ ·
(
b( 1 z )

))
= f · µ− f · ((µ · b) · ( 1 z ))
= f · µ− f · (δf · ( 1 z

)
)

= f · µ (Por el Lema 4.4.3)
= δg · c.
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Luego, como c es un epimorfismo, tenemos que E(c, A) es inyectiva, de donde se sigue (ii). Finalmente,
tenemos que

θ · g′ + δf · h′ = (µ · z′) · g′ + (µ · b) · h′

= µ · (z′g′) + µ · (bh′)
= µ · (z′g′ + bh′)
= µ ·

((
−zg′

g′

)
+
(
h′
0

))
= µ ·

(
a1
g′

)
(pues zg′ = h− a1)

= µ · a
= 0.

Relación con categorías exactas
Ejemplo 4.4.17 [NP19, Example 2.13] Una categoría exacta con una restricción adicional (relacionada
con “pequeñez”) puede ser vista como una categoría extriangulada, como se detalla a continuación.

Sean (A ,E ) una categoría exacta y A,C ∈ Obj(A ). Entonces, por el Lema del 3 (Corolario 2.2.13),
sabemos que para cualquier morfismo de sucesiones exactas cortas

A B C

A B′ C

x

b

y

x′ y′

se tiene que b es un isomorfismo. Por ende, considerando la misma relación de equivalencia que en
la Definición 4.2.5, definimos a Ext1(C,A) como la colección de todas las clases de equivalencia de
sucesiones exactas cortas de la forma A x−→↣ B

y−→→ C. En este caso, Ext1(C,A) es un conjunto cuando se
satisface alguna de las siguientes condiciones:

(i) A es equivalente a una categoría pequeña;

(ii) A tiene suficientes proyectivos o suficientes inyectivos.

En caso de que Ext1(C,A) sea un conjunto para cualesquiera A,C ∈ Obj(A ), obtenemos un bifuntor
aditivo Ext1 : A op × A → Ab de manera análoga a como se hizo en la sección 2.3 para la relación
de equivalencia ≃, verificándose así (ET1). Resumimos esta construcción utilizando la notación de
categorías extrianguladas como sigue.

• Para cualesquiera δ = [A x−→↣ B
y−→→ C] ∈ Ext1(C,A) y C

f−→ C ′, A′ g−→ A en A , tenemos que el
diagrama en A

A B C ′

A B C

A′ B′′ C

PB f

POg
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conmuta y tiene renglones exactos, de donde definimos

Ext1(f, A)(δ) = f · δ = [A↣ B ↠ C ′],
Ext1(C, g)(δ) = δ · g = [A′ ↣ B ↠ C].

• Para cualesquiera δ = [A x−→↣ B
y−→→ C], δ′ = [A x′

−→↣ B′ y′
−→→ C] ∈ Ext1(C,A), la suma δ + δ′ está dada

por la suma de Baer
∇A ·

(
δ
⊕

δ′) ·∆C ,

en concordancia con la Observación 4.2.4. En particular, el elemento neutro de Ext1(C,A) está

dado por 0 = [A A
⊕
C C]

(
1A
0

)
( 0 1C ) .

Ahora, definiendo a la realización s(δ) de δ = [A x−→↣ B
y−→→ C] como δ mismo, (ET2) se satisface

trivialmente. Luego, (ET3) se sigue de la Proposición 2.2.12 y la propiedad universal del conúcleo; dual-
mente, (ET3)∗ se sigue de la Proposición dual a 2.2.12 y la propiedad universal del núcleo. Finalmente,
(ET4) se sigue del Lema 2.2.14 y, dualmente, se obtiene (ET4)∗.

Conversamente, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.18 [NP19, Corollary 3.18] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada en la cual toda
inflación es un monomorfismo y toda deflación es un epimorfismo, y S la clase de conflaciones dadas
por los E-triángulos. Entonces, (A ,S ) es una categoría exacta.

Demostración. Sea A x−→ B
y−→ C un elemento de S . De las sucesiones exactas obtenidas en la Propo-

sición 4.4.4 y la hipótesis de que toda inflación es un monomorfismo se sigue que x es un núcleo de y.
Dualmente, tenemos que y es un conúcleo de x. Por ende, los elementos de S son pares núcleo-conúcleo.

Sean A
x−→ B

y−→ C
δ
99K un E-triángulo arbitrario y A′ x′

−→ B′ y′
−→ C ′ un par núcleo-conúcleo, y

supongamos que existen isomorfismos a ∈ HomA (A,A′), b ∈ HomA (B,B′), c ∈ HomA (C,C ′) tales que
x′a = bx y y′b = cy. Por la Proposición 4.4.7, obtenemos un E-triángulo A′ xa−1

−−−→ B
cy−→ C ′ (c−1)∗a∗δ

9999999K .
Entonces, tenemos que s(δ) = [A′ xa−1

−−−→ B
cy−→ C ′] = [A′ x′

−→ B′ y′
−→ C ′], lo que implica que A′ x′

−→ B′ y′
−→ C ′

es un elemento de S . Por ende, S es cerrada por isomorfismos.

Por (ET2) y (ET2)∗, tenemos que A 1A−→ A→ 0 y 0→ A
1A−→ A son elementos de S , demostrándose

(E0) y (E0)∗.

De (ET4) y (ET4)∗ se siguen se siguen (E1) y (E1)∗, como se mencionó en la Observación 4.3.2.

Sean A x−→ B
y−→ C

δ
99K un E-triángulo arbitrario y A a−→ A′ en A . Por el Corolario 4.4.15, existe una

conflación

A

(
x

−a

)
−−−−→ B

⊕
A′ ( b x′ )−−−→ B′.

Dado que dicha conflación es un par núcleo-conúcleo, se sigue que el diagrama en A

A B

A′ B′

a

x

b

x′
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es una suma fibrada. Más aún, por el dual de la Proposición 4.4.16, tenemos el diagrama conmutativo
en A

A′ A′

A B
⊕
A′ B′

A B C,

(
0
1

)
x′(

x
−a
)

( 1 0 )
( b x′ )

y′

x y

lo que muestra que x′ es una inflación, demostrándose (E2). Dualmente, se demuestra (E2)∗.

Relación con categorías trianguladas
Consideremos una categoría triangulada (A , T,∆) y el bifuntor aditivo E1 := Ext1

(A ,T,∆) visto en la
sección 3.3. Observemos que, en este caso, para δ ∈ E1(C,A) = HomA (C, T (A)) y A a−→ A′, C ′ c−→ C en
A , se tiene que

a · δ = T (a)δ ∧ δ · c = δc.

El siguiente resultado demuestra que dar una triangulación de A con el funtor de traslación T es
equivalente a dar una E1-triangulación de A .

Proposición 4.4.19 [NP19, Proposition 3.22] Para una categoría aditiva A y un automorfismo aditivo
T : A

∼−→ A , las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sea (A , T,∆) una categoría triangulada. Si para cada δ ∈ E1(C,A) = Hom(C, T (A)), tomamos
un triángulo distinguido

A
x−→ B

y−→ C
δ−→ T (A)

y definimos s(δ) := [A x−→ B
y−→ C], entonces (A ,E1, s) es una categoría extriangulada.

(b) Supongamos que s es una E1-triangulación externa de A . Si definimos una clase ∆ como

A
x−→ B

y−→ C
δ−→ T (A) ∈ ∆ ⇐⇒ s(δ) = [A x−→ B

y−→ C],

entonces (A , T,∆) es una categoría triangulada.

Demostración.

(a) (ET1) se sigue de la Observación 3.3.2.

Sean A,C ∈ Obj(A ), δ ∈ E1(C,A) y A
x−→ B

y−→ C
δ−→ T (A), A x′

−→ B′ y′
−→ C ′ δ−→ T (A) triángulos

distinguidos. Entonces, del Lema 3.2.1 y el inciso (c) del Teorema 3.2.3, se sigue que el diagrama
en A

A B C T (A)

A B′ C T (A)

x

∼

y δ

x′ y′ δ



156 Capítulo 4. Categorías extrianguladas

conmuta. Entonces, por la Definición 4.2.5, tenemos que

s(δ) = [A x−→ B
y−→ C] = [A x′

−→ B′ y′
−→ C],

por lo que s está bien definida. Luego, del Corolario 3.2.15 y la Proposición 3.2.14, se sigue que s
es una realización aditiva de E1, verificándose (ET2).

(ET3) y (ET3)∗ se siguen directamente del Lema 3.2.1.

(ET4) se sigue del axioma del octaedro, y (ET4)∗ se sigue del mismo axioma y de la Proposición
3.2.9.

(b) Sean η = (E,E ′, E ′′, e, e′, e′′), µ = (M,M ′,M ′′,m,m′,m′′) ∈ Obj(T (A , T )). Supongamos que
(f, g, h) : η ≃ µ en T (A , T ) y µ ∈ ∆. Entonces, s(m′′) = [M m−→ M ′ m′

−→ M ′′] y tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en A

E E ′ E ′′ T (E)

M M ′ M ′′ T (M).

∼

f

e

∼
g

e′

h∼

e′′

T (f)∼

m m′ m′′

(4.4.9)

Como f−1 ∈ HomA (M,E) y h ∈ HomA (E ′′,M ′′), de la Proposición 4.4.7, se sigue que

s
(
f−1 · (m′′ · h)

)
= [E mf−−→M ′ h−1m′

−−−→ E ′′].

Luego, de la conmutatividad del diagrama (4.4.9), se sigue que

f−1 · (m′′ · h) = T (f−1)m′′h

= e,

y que el diagrama en A

E ′

E E ′′

M ′

e′

g∼

e

mf h−1m′

conmuta, por lo que s(e′′) = [E e−→ E ′ e′
−→ E ′′], lo que implica que η ∈ ∆. Por ende, ∆ es cerrada

por isomorfismos.

Sea X ∈ Obj(A ). Por el inciso (2) de la Observación 4.2.9, tenemos que

X

(
1
0

)
−−−→ X

⊕
0 ( 0 1 )−−−→ 0

realiza a la E1-extensión escindible 0 ∈ E1(0, X). Como X⊕ 0 ≃ X en A , tenemos el diagrama
conmutativo en A
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X X
⊕ 0 0

X X 0.

(
1
0

)

∼

1X

Por ende, s(0) =
[
X

(
1
0

)
−−−→ X

⊕ 0 −→ 0
]

= [X 1X−→ X → 0], de donde se sigue que X 1X−→ X → 0→
T (X) es un triángulo distinguido, probándose (TR1a).

Para poder demostrar (TR1b), debemos primero demostrar (TR2). Sea A
x−→ B

y−→ C
δ
99K un

E1-triángulo arbitrario. Aplicando la Proposición 4.4.14 a A → 0 → T (A) 1
99K y δ, tenemos el

diagrama conmutativo en A

A B C

0 M C

T (A) T (A),

x

m′

y

e′

e

con

(i) [0→M
e−→ C] = 0 · δ = 0,

(ii) δ · e+ 1 · e′ = 0,

(iii) s(T (x)) = s(x · 1) = [B m′
−→M

e′
−→ T (A)].

Por (i) y el inciso (1) de la Observación 4.2.9, se sigue que e es un isomorfismo. De (ii), tenemos
que δe+ e′ = 0 en Hom(M,T (A)), por lo que e′e−1 = −δ. Ahora, por (iii), tenemos que

s(T (x)) = [B m′
−→M

e′
−→ T (A)]

= [B e−1y−−→M
e′
−→ T (A)].

Luego, del diagrama conmutativo en A

M

B T (A),

C

e′

e∼

e−1y

y −δ

se sigue que s
(
T (x)

)
= [B y−→ C

−δ−→ T (A)], por lo que B y−→ C
−δ−→ T (A) T (x)−−→ T (B) es un triángulo

distinguido, el cual es isomorfo a B y−→ C
δ−→ T (A) −T (x)−−−→ T (B). Por ende, (TR2) se verifica.
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Sea X f−→ Y en A . Entonces, f ∈ Hom(X, Y ) = E1(X,T−1(Y )). Como s es una E1-triangulación
de A , tenemos que existe una clase de equivalencia tal que s(f) = [T−1(Y ) α−→ Z

β−→ X], lo que
implica que T−1(Y ) α−→ Z

β−→ X
f−→ Y pertenece a ∆. Aplicando (TR2) dos veces, se sigue que

X
f−→ Y

−T (α)−−−→ T (Z) −T (β)−−−→ T (X) es un triángulo distinguido, probándose (TR1b).

Supongamos que η, µ ∈ ∆ y que existen E
f−→ M,E ′ g−→ M ′ en A tales que ge = mf . Entonces,

por (ET3), existe E ′′ h−→ M ′′ en A tal que η (f,h)−−→ µ es un morfismo de E1-extensiones realizado
por (f, g, h). En particular, tenemos que η (f,g,h)−−−→ µ ∈ Mor(T (A , T )), por lo que se verifica (TR3).

Hasta ahora, hemos visto que (A , T,∆) es una categoría pretriangulada. Sean X
u−→ Y, Y

v−→ Z ∈
Mor(A ). Entonces, por (TR1b), podemos formar el diagrama conmutativo en A

X Y Z ′ T (X)

X Z Y ′ T (X)

X ′ X ′ T (Y ),

T (Y ) T (Z ′)

u

v

i i′

vu

j

k k′

T (u)

j′ T (i)j′
j′

T (i)

cuyos primeros dos renglones, así como su segunda columna, son triángulos distinguidos. Por ende,
tenemos que

s(i′) = X
u−→ Y

i−→ Z ′,

s(j′) = Y
v−→ Z

j−→ X ′,

s(k′) = X
vu−→ Z

k−→ Y ′.

En particular, u y v son inflaciones y, de (ET4) y la Observación 4.3.2, obtenemos el diagrama
conmutativo en A

X Y Z ′

X Z Y ′

X ′ X ′

u

v

i

d

i′=k′·d

vu

j

k

e

k′

j′ i·j′

con u · k′ = j′ · e, donde los dos renglones y las dos columnas son E1-triángulos. Por lo tanto,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A
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X Y Z ′ T (X)

X Z Y ′ T (X)

X ′ X ′ T (Y ),

T (Y ) T (Z ′)

u

v

i

d

i′

vu

j

k

e

k′

T (u)

j′ T (i)j′
j′

T (i)

donde los dos renglones y las dos columnas son triángulos distinguidos, pues Z ′ d−→ Y ′ e−→ X ′ i∗j′

999K
es un E1-triángulo, verificándose así (TR4).

Objetos proyectivos e inyectivos
Definición 4.4.20 [NP19, Definitions 3.23 & 3.25] Sea (A ,E, s) una categoría extriangulada. Defini-
mos a los objetos E-proyectivos en A y decimos que A tiene suficientes E-proyectivos siguiendo las
Definiciones 1.1.9 y 1.1.12, considerando deflaciones en vez de epimorfismos, y denotamos a la clase de
objetos E-proyectivos en A por ProjE(A ).

Proposición 4.4.21 [NP19, Proposition 3.24] Un objeto P en A es E-proyectivo si, y sólo si, se satisface
que E(P,A) = 0 para cualquier A ∈ Obj(A ).

Demostración. (⇒) Supongamos que P es E-proyectivo. Sean A ∈ A y δ ∈ E(P,A), con s(δ) = [A x−→
M

y−→ P ]. Dado que P es E-proyectivo, existe m ∈ HomA (P,M) tal que el siguiente diagrama en A
conmuta

0 P P

A M P.

m

x y

Luego, por (ET3)∗, se sigue que el triple (0,m, 1P ) realiza al morfismo de E-triángulos (0, 1P ) : 0 → δ.
En particular, tenemos que

δ = δ · 1p (Proposición 1.5.13(g))
= 0
= 0 · 0. (Proposición 1.5.13(j))

(⇐) Se sigue directamente de la sucesión exacta (2-ii) en la Proposición 4.4.4.

Ejemplo 4.4.22 [NP19, Example 3.26]

(1) Sea (A ,E, s) una categoría exacta que cumpla con alguna de las condiciones de “pequeñez” del
Ejemplo 4.4.17 y que, por lo tanto, pueda ser vista como una categoría extriangulada. Entonces,
la Definición 4.4.20 coincide con el inciso (a) de la Definición 4.1.1. En particular, Proj(A ) ⊆
ProjE(A ).
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(2) Sea (A ,E1, s) una categoría extriangulada, con E1(−,−) := Hom(−,−[1]) y [1] : A → A un
automorfismo aditivo, que puede ser vista como una categoría triangulada por el inciso (b) de
la Proposición 4.4.19. Entonces, ProjE1(A ) consiste en todos los objetos cero en A . Más aún,
siempre tiene suficientes E1-proyectivos. Notemos que, en este caso, puede ocurrir que exista un
objeto P ′ ∈ Proj(A ) tal que P ′ /∈ ProjE1(A ), lo cual sucede cuando A es semisimple y A ̸= ∅.
En efecto: Por la propiedad universal del objeto cero, se sigue que todo objeto cero en A es
E1-proyectivo. Por otro lado, sea P ∈ ProjE1(A ). Entonces, por (TR1a) y la Proposición 3.2.4,
tenemos que P [−1] → 0 → P

1P−→ P ∈ ∆, lo que implica que P [−1] → 0 → P
1P
99K es un

E1-triángulo. Como P es E1-proyectivo, existe un morfismo que hace conmutar el diagrama en A

P

P [−1] 0 P ,

1P

1P

por lo que 1P = 0. Por el inciso (3) de la Observación 1.1.2, se sigue que P es un objeto cero en
A . En particular, la existencia del E1-triángulo X[−1] → 0 → X

1X
999K para todo X ∈ Obj(A ),

por (TR1a) y la Proposición 3.2.4, implica que (A ,E, s) tiene suficientes E1-proyectivos.

Corolario 4.4.23 [NP19, Corollary 3.27] Sea (A ,E, s) una categoría extriangulada con suficientes E-
proyectivos. Entonces, para cualquier objeto C ∈ Obj(A ) y cualquier E-triángulo A

x−→ P
y−→ C

δ
99K ,

con P ∈ Proj(A ), la sucesión

HomA (P,−) HomA (x,−)−−−−−−−→ HomA (A,−) δ♯

−→ E(C,−)→ 0

es exacta. En particular, tenemos un isomorfismo natural E(C,−) ≃ CoKer(HomA (x,−)).

Demostración. Se sigue directamente de las Proposiciones 4.4.4 y 4.4.21.

Observación 4.4.24 [NP19, Remark 3.28] Sea (A ,E, s) una categoría extriangulada con suficientes
E-proyectivos. Sean C

c−→ C ′ en A y A
x−→ P

y−→ C
δ
99K , A′ x′

−→ P ′ y′
−→ C ′ δ

99K un par de E-triángulos
tales que P, P ′ ∈ ProjE(A ). Entonces, por la proyectividad de P y (ET3)∗, obtenemos un morfismo de
E-triángulos (q, c) : δ → δ′ y, por ende, un morfismo de sucesiones exactas, como sigue

A P C

A′ P ′ C ′

q

x

p

y

c

δ

x′ y′
δ′

HomA (P,−) HomA (A,−) E(C,−) 0

HomA (P ′,−) HomA (A′,−) E(C ′,−) 0.

HomA (x,−) δ♯

HomA (p,−)

HomA (x′,−)

HomA (q,−)

δ′♯

E(cop,−)

Por la Observación 4.2.11, los resultados duales para objetos inyectivos en categorías extrianguladas
son válidos.

Lema 4.4.25 [NP19, Lemma 3.29] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada, A x−→ B
y−→ C

δ
99K un

E-triángulo, i ∈ HomA (A, I) con I ∈ InjE(A ) y pC la proyección de C⊕ I a C. Entonces, la E-extensión
δ · pC es realizada por un E-triángulo de la forma

A
xI−→ B

⊕
I

yI−→ C
⊕

I
δ·pC
9999K ,

donde xI =
(
x
i

)
y yI =

(
y ∗
∗ ∗

)
.
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Demostración. Por el Corolario 4.4.15, tenemos un E-triángulo A xI−→ B
⊕
I

d−→ D
ν
99K . Por la Proposi-

ción dual a 4.4.16, obtenemos el diagrama conmutativo en A

I I

A B
⊕
I D

A B C ,

(
0
1

)
e

xI

( 1 0 )

d

f

ν

x

0

y

θ

δ

que satisface δ · f = ν. Dado que I ∈ InjE(A ), se sigue que θ = 0. Por ende, existe un isomorfismo
n : C⊕ I

∼−→ D tal que n
(

0
1

)
= c y fn = ( 1 9 ). Entonces, para pC = ( 1 0 ) : C⊕ I → C, tenemos que el

diagrama en A

A B C
⊕
I

A B C

xI

( 1 0 )

n−1d

( 1 0 )=pC

ν·n

x y δ

es un morfismo de E-triángulos. Entonces, n−1d satisface que

pC(n−1d)
(

0
1

)
= y( 1 0 )

(
0
1

)
= y,

por lo que es de la forma
(
y ∗
∗ ∗

)
.

A continuación, mostramos un ejemplo de una categoría extriangulada que no es exacta ni triangulada
en general.

Proposición 4.4.26 [NP19, Proposition 3.30] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada y I ⊆ A
una subcategoría aditiva plena de A cerrada por isomorfismos en A . Si I ⊆ ProjE(A ) ∩ InjE(A ), en-
tonces la categoría cociente A /I tiene una estructura de categoría extriangulada, inducida de la de A .
En particular, a cada categoría extriangulada (A ,E, s) podemos asociarle una categoría extriangulada
“reducida” A ′ := A /(Proj(A ) ∩ Inj(A )) que satisface ProjE(A ′) ∩ InjE(A ′) = 0.

Demostración. Sea A = A /I .

Dado que E(I ,A ) = E(A ,I ) = 0, podemos definir un bifuntor aditivo E : A
op ×A → Ab dado

por

E(C,A) = E(C,A) ∀ A,C ∈ Obj(A ),
E(c, a) = E(c, a) ∀ a ∈ HomA (A,A′), c ∈ HomA (C,C ′),

donde a y c son las clases de correspondencia en A /I correspondientes a a y c, respectivamente.

Para cualquier E-extensión δ ∈ E(C,A) = E(C,A), definimos

s(δ) := s(δ) = [A x0−→ B
y0−→ C],
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donde s(δ) = [A x0−→ B
y0−→ C]. Veamos que s es una realización aditiva de E. Sea (a, c) : δ = (A, δ, C)→

δ′ = (A′, δ′, C ′) un morfismo de E-extensiones. Por definición, esto equivale a que (a, c) : δ → δ′ sea un
morfismo de E-extensiones. Supongamos que s(δ) = [A x−→ B

y−→ C], s(δ′) = [A′ x′
−→ B′ y′

−→ C ′]. Dado
que la condición de la Definición 4.2.7 no depende de los representantes de las clases de equivalencia de
suseciones en A , podemos suponer que s(δ) = [A x−→ B

y−→ C], s(δ′) = [A′ x′
−→ B′ y′

−→ C ′]. Entonces, existe
un morfismo b ∈ HomA (B,B′) tal que (a, b, c) realiza a (a, c), de donde se sigue que (a, b, c) realiza a
(a, c). Por otro lado, la igualdad s = 0 se satisface trivialmente, mientras que

s
(
δ
⊕

δ′
)

= s
(
δ
⊕

δ′
)

= s(δ)
⊕

s(δ′)

=
[
A
⊕

A′ x
⊕

x′

−−−−→ B
⊕

B′ y
⊕

y′

−−−−→ C
⊕

C ′
]

= [A x−→ B
y−→ C]

⊕
[A′ x′
−→ B′ y′

−→ C ′]
= s(δ)

⊕
s(δ′).

Ahora, supongamos que tenemos s(δ) = [A x−→ B
y−→ C], s(δ′) = [A′ x′

−→ B′ y′
−→ C ′] y a ∈ HomA (A,A′),

b ∈ HomA (B,B′) tales que x′a = bx. Entonces, nuevamente, podemos suponer que s(δ) = [A x−→ B
y−→

C], s(δ′) = [A′ x′
−→ B′ y′

−→ C ′]. Por x′a = bx, existen I ∈ Obj(I ), i ∈ HomA (A, I) y j ∈ HomA (I, B′)
tales que x′a = bx+ ji. Por el Lema 4.4.25, obtenemos el E-triángulo

A
xI−→ B

⊕
I

yI−→ C
⊕

I
δ·pC
9999K ,

el cual induce el isomorfismo de E-triángulos

A B
⊕
I C

⊕
I

A B C .

xI

pB

yI

pC

δ·pC

x y δ

(4.4.10)

Por otro lado, dado que (A ,E, s) cumple el axioma (ET3), tenemos el siguiente morfismo de E-triángulos.

A B
⊕
I C

⊕
I

A′ B′ C ′ .

xI

( b j )

yI

c

δ·pC

x′ y′ δ′

(4.4.11)

De los diagramas (4.4.10) y (4.4.11), obtenemos un morfismo de E-extensiones (a, cpC−1) : δ → δ′ tal
que (cpC−1)y = y′b. Dualmente, se demuestra (ET3)∗.

Sean A f−→ B
f ′
−→ D

δ
99K y B g−→ C

g′
−→ F

δ′

99K E-triángulos. Entonces, siguiendo los mismos argumen-
tos de antes, podemos suponer que A f−→ B

f ′
−→ D

δ
99K y B g−→ C

g′
−→ F

δ′

99K son E-triángulos. Entonces,
puesto que (A ,E, s) cumple el axioma (ET4), obtenemos el diagrama conmutativo en A

A B D

A C E

F F

f

g

f ′

d

h

g′
h′

e
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compuesto de conflaciones, que satisface s(f ′ · δ′) = [D d−→ E
e−→ F ], δ′′ · d = δ y f · δ′′ = δ′ · e. La imagen

de este diagrama en A muestra que también se verifica (ET4) en (A ,E, s). Dualmente, se demuestra
(ET4)∗.

Corolario 4.4.27 [NP19, Corollary 3.32] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada y I ⊆ A una
subcategoría aditiva plena de A cerrada por isomorfismos en A tal que E(I ,I ) = 0. Si Z ⊆ A es la
subcategoría plena de los objetos Z ∈ Obj(A ) tales que E(Z, I) = E(I, Z) = 0 para todo I ∈ Obj(I ),
entonces Z /I es una categoría extriangulada.

Demostración. Se sigue de la Observación 4.3.4 y la Proposición 4.4.26.

Pares de cotorsión
Definición 4.4.28 [NP19, Definition 4.1] Sea (A ,E, s) una categoría extriangulada. Un par de cotorsión
(completo) (U ,V) en (A ,E, s) es un par (U ,V) de subcategorías aditivas plenas de A , cerradas por
sumandos directos en A , tal que cumple las siguientes condiciones.

(a) E(U ,V) = 0.

(b) Para cualquier C ∈ Obj(A ), existe una conflación V C → UC → C tal que UC ∈ U , V C ∈ V .

(c) Para cualquier C ∈ Obj(A ), existe una conflación C → VC → UC tal que UC ∈ U , VC ∈ V .

Definición 4.4.29 [NP19, Definition 4.2] Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada y X ,Y ⊆ A un
par de subcategorías plenas cerradas por isomorfismos. Definimos las subcategorías plenas Cone(X ,Y)
y CoCone(X ,Y) de A , las cuales son cerradas por isomorfismos, como sigue.

(i) C ∈ Obj(A ) pertenece a Cone(X ,Y) si, y sólo si, admite una conflación X → Y → C con
X ∈ X , Y ∈ Y .

(ii) C ∈ Obj(A ) pertenece a CoCone(X ,Y) si, y sólo si, admite una conflación C → X → Y con
X ∈ X , Y ∈ Y .

Observación 4.4.30 [NP19, Remarks 4.3, 4.4, 4.6 & 4.7]
Sean (A ,E, s) una categoría extriangulada y U ,V subcategorías plenas de A cerradas por isomor-

fismos.

(1) Si U y V son subcategorías aditivas de A , entonces del axioma (ET2) se sigue que Cone(U ,V) y
CoCone(U ,V) también lo son.

(2) Si (U ,V) es un par de cotorsión completo en (A ,E, s) entonces, por la Observación 4.2.9, tenemos
que

C ∈ U ⇐⇒ E(C,V) = 0 ∧ C ∈ V ⇐⇒ E(U , C) = 0
para todo C ∈ Obj(A ). Más aún, por la Proposición 4.4.11, se sigue que las subcategorías U y V
son cerradas por extensiones en A .

(3) (U ,V) es un par de cotorsión completo en (A ,E, s), si, y sólo si, A = Cone(V ,U) = CoCone(V ,U).

(4) Si X ⊆ A es una subcategoría entonces, por el inciso (2) y la Proposición 4.4.21, tenemos que
(X ,A ) es un par de cotorsión completo si, y sólo si, (ProjE(A ),A ) es un par de cotorsión si, y
sólo si A tiene suficientes E-proyectivos. Más aún, se verifica una observación análoga para objetos
E-inyectivos.
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Corolario 4.4.31 [NP19, Corollary 4.5] Sean (U ,V) un par de cotorsión en una categoría extriangulada
(A ,E, s) y C ∈ Obj(A ). Si U ∈ U y existe una sección C → U o una retracción U → C, entonces
C ∈ U , y similarmente para V .

Demostración. Supongamos que U ∈ U . Sean s ∈ HomA (C,U) y r ∈ HomA (U,C) tales que rs = 1C .
Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de transformaciones naturales

E(U,−)

E(C,−) E(C,−).

E(sop,−)E(rop,−)

E(1C
op,−)=1E(C,−)

Luego, E(U,V) = 0 implica que E(C,V) = 0 y, del inciso (2) de la Observación 4.4.30, se sigue que
C ∈ U .



Apéndice A

Categorías abelianas

En este Apéndice, presentamos la definición de categoría abeliana dada por Mitchell[Mit65] e inclui-
mos algunos resultados de categorías abelianas relevantes para el desarrollo del texto principal. Antes de
esto, definimos algunas nociones generales de teoría de categorías necesarias para definir las categorías
abelianas que no fueron incluidas en el Capítulo 0 y mostramos propiedades básicas de algunos tipos de
categorías previas a las Puppe-exactas, las cuales definen la estructura exacta de las categorías abelianas.

A.1. Intersecciones, uniones, imágenes y preimágenes
Definición A.1.1 Sean C una categoría, A ∈ Obj(C ) y {µi : Ai ↪→ A}i∈I una familia de subobjetos
de A. Una intersección de dicha familia es un morfismo A′ µ−→ A en C tal que satisface las siguientes
condiciones.

(I1) Para cada i ∈ I, µ se factoriza a través de µi; diagramáticamente,

A′ A

Ai

µ

∃ vi
µi

∀ i ∈ I.

(I2) Sea B
θ−→ A en C . Si, para cada i ∈ I, θ se factoriza a través de µi, entonces θ se factoriza de

forma única a través de µ; diagramáticamente

B A

Ai

∃ ηi

θ

µi
∀ i ∈ I =⇒

B A.

A′
∃! η

θ

µ

Observación A.1.2 Sea A′ µ−→ A la intersección de una familia de subobjetos {µi : Ai ↪→ A}i∈I en una
categoría C .

(1) µ ∈ MonC (−, A) y µ ≤ µi para cada i ∈ I.

En efecto: Sean X A′ A
α1

α2

µ tales que µα1 = µα2. Veamos que α1 = α2. Por ser µ una
intersección de {µi : Ai → A}i∈I , tenemos el diagrama conmutativo en C

165
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A′ A

Ai

vi

µ

µi
∀ i ∈ I.

Ahora, consideremos a X θ:=µα1−−−−→ A. Como, para cada i ∈ I, se tiene que

µi(viα1) = (µivi)α1

= µα1

= θ,

por (I2), se sigue que existe un único morfismo X η−→ A′ que hace conmutar el siguiente diagrama
en C

X A.

A′
∃! η

θ

µ

Dado que µα1 = θ = µα2, por la unicidad de η se sigue que α1 = α2, lo que implica que µ es un
monomorfismo. En particular, para cada i ∈ I, tenemos que µ ≤ µi, pues vi ∈ MonC (−, A)(µ, µi).

(2) En vista de (1), si A′′ µ′

↪−→ A es otra intersección de {µi : Ai → A}i∈I , entonces µ′ ≃ µ en
MonC (−, A).
En efecto: Por ser µ′ una intersección de {µi : Ai → A}i∈I , de (I1), se sigue que el siguiente
diagrama en C conmuta

A′′ A

A
v′

i

µ′

µi

∀ i ∈ I;

luego, por (I2), existe A′′ v′
−→ A′ en C tal que hace conmutar el siguiente diagrama en C

A′′ A.

A′
v′

µ′

µ

Ahora, por (1), sabemos que µ′ ∈ MonC (−, A). Luego, del diagrama anterior se sigue que µ′ ≤ µ.
Análogamente, se obtiene que µ ≤ µ′ y, por el inciso (2) de la Observación 0.4.14, concluimos que
µ′ ≃ µ en MonC (−, A).

(3) En vista de (2), y en caso de que exista, denotaremos por⋂
i∈I
Ai

µ
↪−→ A

a la elección de una intersección de la familia {µi : Ai → A}i∈I .
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(4) Supongamos que I = ∅. Entonces, A 1A−→ A es la intersección de {µi : Ai ↪→ A}i∈I ; esto es,⋂
i∈∅

Ai = A.

En efecto: Sea I = ∅. Dado que A
1A−→ A es un isomorfismo, entonces por el inciso (6) de la

Observación 0.2.2, tenemos que 1A es un monomorfismo, por lo que A es un subobjeto de A, vía
1A. Dado que la familia de subobjetos {Ai

µi
↪−→ A}i∈I es vacía, entonces µ se factoriza a través de

cada µi por vacuidad. Sea B θ−→ A en C tal que se factoriza a través de cada µi lo que, por vacuidad,
significa que θ es un morfismo arbitrario. Como 1Aθ = θ, entonces θ se factoriza a través de 1A
trivialmente. Más aún, si B σ−→ A es tal que 1Aσ = θ, σ = 1Aσ = θ, por lo que la factorización de
θ a través de 1A es única.

Proposición A.1.3 Sean C una categoría, A,B ∈ Obj(C ) tales que existe A∏B en C y α, β : A→ B
en C . Por la propiedad universal del producto, podemos considerar θ1, θ2 : A → A

∏
B en C tales que

hacen conmutar los siguientes diagramas en C

B

A A
∏
B

A

α

1A

θ1

π2

π1

B

A A
∏
B

A

β

1A

θ2

π2

π1

(A.1.1)

En particular, de π1θ1 = 1A = π1θ y los incisos (6) y (5) de la Observación 0.2.2, se sigue que θ1 y θ2
son monomorfismos. Las siguientes condiciones se verifican.

(a) Si el diagrama en C

K A

A A
∏
B

µ2

µ1

θ1

θ2

(A.1.2)

conmuta, entonces µ1 = µ2.

(b) Las siguientes condiciones son equivalentes.

(b1) El diagrama en C

K A

A A
∏
B

µ

µ

θ1

θ2

(A.1.3)

conmuta y K θ1µ−−→ A
∏
B es la intersección de θ1 y θ2.

(b2) µ = Equ(α, β).

Demostración.
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(a) Supongamos que el diagrama (A.1.2) conmuta. De la conmutatividad de los diagramas (A.1.1), se
sigue que

µ1 = 1Aµ1

= (π1θ1)µ1

= π1(θ1µ1)
= π1(θ2µ2)
= (π1θ2)µ2

= 1Aµ2

= µ2.

(b) (b1)⇒(b2) Por la Proposición A.1.4, tenemos que el diagrama (A.1.3) es un producto fibrado en
C . Veamos que K µ−→ A es un ecualizador de A B

α

β
. En efecto, tenemos que

βµ = π2θ2µ

= π2θ1µ

= αµ.

Ahora, sea X γ−→ A en C tal que αγ = βγ. Dado que

π1(θ1γ) = (π1θ1)γ
= 1Aγ
= (π1θ2)γ
= π1(θ2γ),

π2(θ1γ) = (π2θ1)γ
= αγ

= βγ

= (π2θ2)γ
= π2(θ2γ),

por la propiedad universal del producto, se sigue que θ1γ = θ2γ. Luego, como el diagrama (A.1.3)
es un producto fibrado, por la propiedad universal del producto fibrado, existe X γ−→ K en C tal
que hace conmutar el siguiente diagrama

X

K A

A A
∏
B.

γ

γ

γ

µ

µ

θ1

θ2

(A.1.4)

Más aún, como por el Corolario 0.5.25 tenemos que µ es un monomorfismo, se sigue que γ es el
único morfismo en C que hace conmutar el diagrama (A.1.4). En particular, γ es el único morfismo
en C tal que µγ = γ.
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(b2)⇒(b1) Sea µ = Equ(α, β). Por la Proposición A.1.4, es suficiente verificar que el cuadrado del
diagrama (A.1.3) es un producto fibrado en C . Sean X A

α1

α2
tales que θ1α1 = θ2α2. Dado

que

π1(θ2µ) = (π1θ2)µ
= 1Aµ
= (π1θ1)µ
= π1(θ1µ),

π2(θ2µ) = (π2θ2)µ
= βµ

= αµ (µ = Equ(α, β))
= (π2θ1)µ
= π2(θ1µ),

de la propiedad universal del producto, se sigue que θ2µ = θ1µ. Observemos que

α1 = 1Aα1

= π1θ1α1

= π1θ2α2

= 1Aα2

= α2,

por lo que

βα1 = βα2

= π2θ2α2

= π2θ1α1

= αα1.

Luego, de la propiedad universal del ecualizador, se sigue que existe un único morfismo X λ−→ K
en C tal que µλ = α1.

Proposición A.1.4 Sean C una categoría, A1
α1
↪−→ A

α2←−↩ A2 en C y

P A2

A1 A

β1

β2

α2

α1

un diagrama conmutativo en C . Entonces, dicho cuadrado es un producto fibrado si, y sólo si, P µ:=α2β2−−−−−→
A es la intersección de α1 y α2.

Demostración. (⇒) De la hipótesis, se sigue que µ se factoriza a través de α1 y α2, por lo que se verifica
(I1). Sea {ηi : P ′ → Ai}i=1,2 una familia de morfismos en C tal que θ = α1η1 = α2η2. Entonces, por
la propiedad universal del producto fibrado, existe P ′ η−→ P en C tal que el siguiente diagrama en C
conmuta
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P ′

P A2

A1 A.

η2

η

η1
β1

β2

µ
α2

α1

Por ende,

µη = α2β2η

= α2η2

= θ.

Más aún, como α1 es un monomorfismo, por el Corolario 0.5.25 tenemos que β2 es un monomorfismo,
de donde sigue que η es el único morfismo en C tal que µη = θ.

(⇐) Sean P ′ ηi−→ Ai en C , con i ∈ {1, 2}, tales que α2η2 = α1η1. Consideremos a θ:=α2η2−−−−→ A. Como
α2η2 = α1η1, por la propiedad universal de la intersección, tenemos que existe un morfismo P ′ η−→ P en
C tal que θ = µη. Dado que

α2(β2η) = (α2β2)η
= µη

= θ

= α2η2

y α2 es un monomorfismo, se sigue que β2η = η2. Análogamente, usando que α1 es un monomorfismo,
se obtiene que β1η = η1. Finalmente, como por el inciso (1) de la Observación A.1.2 sabemos que µ es
un monomorfismo, se sigue que η es el único morfismo en C tal que θ = µη.

Definición A.1.5 Sea C una categoría. C es una categoría con intersecciones si, para cualquier A ∈
Obj(C ) y cualquier familia {µi : Ai ↪→ A}i∈I de subobjetos de A, existe una intersección µ : ⋂i∈I Ai → A.
Si las intersecciones existen sólo para conjuntos de índices finitos, decimos que C tiene intersecciones
finitas.

Teorema A.1.6 Sea C una categoría con coproductos finitos. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) C tiene igualadores.

(b) C tiene productos fibrados.

(c) C tiene intersecciones finitas.

Demostración. Las implicaciones (a) =⇒ (b), (b) =⇒ (c) y (c) =⇒ (a) se siguen de las Proposiciones
0.5.36, A.1.4 y A.1.3, respectivamente.

A continuación, presentamos la noción dual de la intersección, dado que será usada más adelante.

Definición A.1.7 Sean C una categoría, A ∈ Obj(C ) y {βi : A ↠ A′
i}i∈I una familia de objetos

cociente de A. Una cointersección de dicha familia es un morfismo A θ−→ A′ en C tal que satisface las
siguientes condiciones.
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(CI1) Para cada i ∈ I, θ se factoriza a través de cada βi; diagramáticamente,

A A′

A′
i

θ

βi
vi

∀ i ∈ I.

(CI2) Sea A µ−→ B en C . Si, para cada i ∈ I, µ se factoriza a través de βi, entonces µ se factoriza a través
de θ; diagramáticamente,

A B

A′
i

µ

βi ∃ ηi

∀ i ∈ I =⇒
A B.

A′

µ

θ η

En caso de que exista una cointersección para {βi : A↠ A′
i}i∈I , la denotaremos por A θ−→ ⋂op

i∈I A
′
i.

Definición A.1.8 Consideremos el siguiente diagrama en una categoría C

A′ B′

A B.

u h

f

Decimos que u es llevado a h, vía f , si existe A′ f ′
−→ B′ en C tal que hf ′ = fu; diagramáticamente,

A′ B′

A B.

u

f ′

h

f

Definición A.1.9 Sean C una categoría, A ∈ Obj(C ) y {ui : Ai ↪→ A}i∈I una familia de subobjetos
de A. Una unión de dicha familia es un subobjeto A′ u

↪−→ A de A tal que las siguientes condiciones se
satisfacen.

(U1) u1 ≤ u para todo i ∈ I.

(U2) Si A f−→ B en C es tal que cada ui es llevado, vía f , a algún subobjeto B′ µ
↪−→ B, entonces u es

llevado a µ, vía f ; diagramáticamente,

A′

Ai B′

A B

u

∃ f ′′

ui

fi

µ

f

para todo i ∈ I.

Observación A.1.10 Sean C una categoría, A ∈ Obj(C ) y A′ u−→ A una unión de subobjetos {ui :
Ai ↪→ A}i∈I de A.
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(1) Sean B′ µ
↪−→ B y {f ′

i : Ai → B′}i∈I tales que µf ′
i = fui para todo i ∈ I. Entonces, tenemos el

siguiente diagrama conmutativo en C

A′

Ai B

A B.

f ′′

u

vi

ui

f ′
i

µ

f

En efecto: por (U1), para cada i ∈ I, existe Ai
vi−→ A′ en C tal que uvi = ui. Luego, por (U2),

existe A′ f ′′
−→ B′ en C tal que µf ′′ = fu. Como para cada i ∈ I tenemos que

µf ′′vi = fuvi

= fui

= µf ′
i

y µ es un monomorfismo, se sigue que f ′′vi = f ′
i para cada i ∈ I.

(2) Si X ν
↪−→ A es tal que ui ≤ ν para cada i ∈ I, entonces u ≤ ν.

En efecto: haciendo f := 1A y µ := ν en (1), se tiene el diagrama conmutativo

A′

Ai X

A A,

u
ui ν

por lo que u ≤ ν.

(3) Si A′′ u′

↪−→ A es otra unión de {ui : Ai → A}i∈I , entonces u ≃ u′ en MonC (−, A).
En efecto: aplicando (2) a u y u′, se sigue que u ≤ u′ y u′ ≤ u. Luego, del inciso (2) de la
Observación 0.4.14, tenemos que u ≃ u′ en MonC (−, A).

(4) En vista de (3), y en caso de que exista, denotaremos por⋃
i∈I
Ai

u
↪−→ A

a la elección de una unión de {ui : Ai → A}i∈I .

Definición A.1.11 Sea C una categoría. C es una categoría con uniones si, para cualquier A ∈ Obj(C )
y cualquier familia {ui : Ai ↪→ A}i∈I en C , existe la unión ⋃i∈I Ai u

↪−→ A. Si las uniones existen sólo para
conjuntos de índices finitos, diremos que C tiene uniones finitas.

Definición A.1.12 Sean C una categoría y A f−→ B en C . Una imagen de f es un subobjeto I µ
↪−→ B de

B tal que satisface las siguientes condiciones.
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(Im1) Existe A f ′
−→ I en C tal que f = µf ′; diagramáticamente,

A B.

I
f ′

f

µ

(Im2) Si I ′ µ′

↪−→ B es un subobjeto de B tal que existe A
f ′′
−→ I ′ con f = µ′f ′′, entonces µ ≤ µ′;

diagramáticamente

I ′

A B

I

µ′f ′′

f ′ µ

=⇒

I ′

B.

I

µ′

µ

Observación A.1.13 Sean C una categoría, A f−→ B en C y I µ
↪−→ B una imagen de f en C .

(1) La composición A f ′
−→ I

µ
↪−→ B en (Im1) se dice que es una factorización de f a través de su imagen.

(2) Sea A f ′′
−→ I ′ µ′

↪−→ B una factorización de f a través de µ′ ∈ MonC (−, B). Entonces, existe un único
morfismo I u−→ I ′ en C que hace conmutar el siguiente diagrama

I ′

A B.

I

µ′f ′′

f ′

∃! u

µ

En efecto, por (Im2), existe I u−→ I ′ en C tal que µ = µ′u. Luego, dado que

µ′uf ′ = µf ′

= f

= µ′f ′′

y µ′ es un monomorfismo, tenemos que uf ′ = f ′′.

(3) Si J ν
↪−→ B es otra imagen de f , entonces µ ≃ ν en MonC (−, B).

En efecto, por (IM2), se tiene que µ ≤ ν y ν ≤ µ. Luego, del inciso (3) de la Observación 0.4.14,
se sigue que µ ≃ ν en MonC (−, B).

(4) En vista del inciso (3), y en caso de que exista, denotaremos por Im(f) µ
↪−→ B a la elección de una

imagen de f .

Proposición A.1.14 Sea A
f−→ B un monomorfismo en una categoría C . Entonces, A f−→ B es una

imagen de f , es decir, Im(f) ≃ f en MonC (−, B).
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Demostración. Observemos que A f−→ B es un subobjeto de B y que 1A ∈ Mor(C ) tal que f = f1A.
Supongamos que existen I ′ µ′

↪−→ B y A
f ′′
−→ I ′ en C tales que f = µ′f ′′. Entonces, tenemos el diagrama

conmutativo en C

I ′

A B.

A

µ′f ′′

1A

f ′′

f

Por ende, A f
↪−→ B es una imagen de f y, del inciso (3) de la Observación A.1.13, se sigue que Im(f) ≃ f

en MonC (−, B).

Definición A.1.15 Sea C una categoría. C es balanceada si todo morfismo que es un monomorfismo y
un epimorfismo es un isomorfismo.

Proposición A.1.16 Sean C una categoría balanceada y A
f−→ B en C tal que existe Im(f) en C . Si

A
f ′
−→→ I

µ
↪−→ B es tal que µf ′ = f , entonces I µ

↪−→ B es una imagen de f .

Demostración. Sean A
f ′
−→→ I

µ
↪−→ B tal que µf ′ = f y A f ′′

−→ Im(f) ν
↪−→ B una factorización de f a través

de su imagen. Entonces, por el inciso (2) de la Proposición A.1.13, tenemos que existe Im(f) u−→ I en C
tal que hacer conmutar el diagrama en C

I

A B.

Im(f)

µf ′

f ′′

u

ν

Luego, del inciso (5) de la Observación 0.2.2, se sigue que u es un monomorfismo y un epimorfismo.
Como C es balanceada, u es un isomorfismo, de donde concluimos que µ ≃ ν en MonC (−, B).

Definición A.1.17 Sea C una categoría. C es una categoría con imágenes si todo morfismo A f−→ B en
C tiene una imagen I

µ
↪−→ B en C . Si, además, el morfismo A f ′

−→ I tal que f = µf ′ es un epimorfismo,
se dice que C tiene imágenes epimórficas.

Definición A.1.18 Sean C una categoría y A
f−→ B en C . Una coimagen de f es un objeto cociente

A
p−→→ J de A tal que satisface las siguientes condiciones.

(CoIm1) Existe J f ′
−→ B en C tal que f = f ′p; diagramáticamente,

A B.

J

p

f

f ′

(CoIm2) Si A p′
−→→ J ′ es un objeto cociente de A tal que existe J ′ f ′′

−→ B con f = f ′′p′, entonces p ≤ p′;
diagramáticamente
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J

A B

J ′

f ′p

p′ f ′′

=⇒

J

A

J ′.

p

p′

Definición A.1.19 Sea C una categoría. C es una categoría con coimágenes si todo morfismo A f−→ B
en C tiene una coimagen A

p−→→ J en C .

Definición A.1.20 Sea A f−→ B un morfismo en una categoría C . La imagen inversa por f de B′ α1
↪−→ B

es el producto fibrado en C

P B′

A B,

β1

β2

α1

f

donde el objeto P suele denotarse por f−1(B′).

A.2. Categorías con núcleos y conúcleos
Definición A.2.1 Sea C una categoría con objeto cero. Entonces, C es una categoría con núcleos si
cada morfismo en C tiene un núcleo.

Definición A.2.2 Sean C una categoría con núcleos, A ∈ Obj(C ) y β1
δ−→ β2 ∈ EpiC (A,−). Entonces,

tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

Ker(β1) B1

A

Ker(β2) B2.

kβ1

δ

β1

β2kβ2

Como β2kβ1 = (δβ1)kβ1 = 0, por la propiedad universal del núcleo, existe un único morfismo de Ker(β1)
a Ker(β2) en C , que denotamos por Ker(δ), tal que el siguiente diagrama en C conmuta

Ker(β1) B1

A

Ker(β2) B2.

∃! Ker(δ)

kβ1

δ

β1

β2kβ2

De esta manera, definimos la correspondencia

Ker : EpiC (A,−)→ MonC (−, A)(
β1

δ−→ β2
)
7→
(
Ker(β1)

Ker(δ)−−−→ Ker(β2)
)
.



176 Apéndice A. Categorías abelianas

Observación A.2.3 Sean C una categoría con núcleos y A ∈ Obj(C ).

(1) Ker : EpiC (A,−)→ MonC (−, A) es un funtor.

(2) La correspondencia Ker : Obj(EpiC (A,−)) → Obj(MonC (−, A)) invierte el preorden. Es decir, si
β1, β2 ∈ EpiC (A,−) son tales que β1 ≤ β2, entonces Ker(β2) ≤ Ker(β1).

Definición A.2.4 Sea C una categoría con objeto cero. Entonces, C es una categoría con conúcleos si
cada morfismo en C tiene un conúcleo.

Definición A.2.5 Sean C una categoría con conúcleos, A ∈ Obj(C ) y α1
γ−→ α2 ∈ MonC (−, A).

Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

A1 CoKer(α1)

A

A2 CoKer(α2).

γ

α1 cα1

cα2α2

Como cα2α1 = cα2(α2γ) = 0, por la propiedad universal del conúcleo, existe un único morfismo de
CoKer(α1) a CoKer(α2) en C , que denotamos por CoKer(γ), tal que el siguiente diagrama en C conmuta

A1 CoKer(α1)

A

A2 CoKer(α2).

γ

α1

∃! CoKer(γ)

cα1

cα2α2

De esta manera, definimos la correspondencia

CoKer : MonC (−, A)→ EpiC (A,−)(
α1

γ−→ α2
)
7→
(
CoKer(α1)

CoKer(γ)−−−−−→ CoKer(α2)
)
.

Observación A.2.6 Sean C una categoría con conúcleos y A ∈ Obj(C ).

(1) CoKer : MonC (−, A)→ EpiC (A,−) es un funtor.

(2) La correspondencia CoKer : Obj(MonC (−, A))→ Obj(EpiC (A,−)) invierte el preorden. Es decir,
si α1, α2 ∈ MonC (−, A) son tales que α1 ≤ α2, entonces CoKer(α2) ≤ CoKer(α1).

A.3. Categorías normales y conormales
Definición A.3.1 Una categoría C es normal si tiene objeto cero y cada monomorfismo en C es núcleo
de algún morfismo en C . Dualmente, una categoría C es conormal si C op es normal.

Proposición A.3.2 Sea C una categoría normal con núcleos. Entonces, C tiene imágenes inversas e
intersecciones finitas.
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Demostración. Sean A f−→ B y B′ µ
↪−→ B en C . Dado que C es normal, existe B α−→ C tal que µ = Ker(α)

y, como C tiene núcleos, existe Ker(αf). Luego, de

0 = (αf)kαf
= α(fkαf )

y la propiedad universal del núcleo, se sigue que existe Ker(αf) f ′
−→ B′ tal que el siguiente diagrama en

C conmuta

Ker(αf) A C

B′ B C.

f ′

kαf

f

αf

µ α

Luego, por la Proposición 1.1.26, el cuadrado izquierdo del diagrama anterior es un producto fibrado,
por lo que f−1(B′) = Ker(αf).

Sea {Ai
µi
↪−→ A}i∈I una familia finita de subobjetos de A. Por el inciso (4) de la Observación A.1.2

sabemos que, para I = ∅, existe ⋂i∈I Ai. Supongamos que |I| = n ∈ N−{0}. Por inducción, es suficiente
mostrar la existencia de A1 ∩A2 para {A1

µ1
↪−→ A,A2

µ2
↪−→ A}. Ahora, dado que existen imágenes inversas,

se tiene el producto fibrado en C

µ−1
2 (A1) A2

A2 A.

β2

α2

α1

Luego, por la Proposición A.1.4, se tiene que A1 ∩ A2 ≃ µ−1
2 (A1) en MonC (−, A).

Proposición A.3.3 Sean C una categoría con núcleos y conúcleos, y A ∈ Obj(C ). Entonces, para los
funtores

MonC (−, A) CoKer−−−→ EpiC (A,−) Ker−−→ MonC (−, A),
se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) KerCoKer ≃ 1MonC (−,A) si C es normal.

(b) CoKerKer ≃ 1EpiC (A,−) si C es conormal.

Demostración.

(a) Sea C normal. Entonces, para cada A′ α
↪−→ A en C , existe A fα−→ B en C tal que α = Ker(fα).

Luego, por la Proposición 1.1.32, se tiene el siguiente diagrama conmutativo en C

A′ A CoKer(α)

Ker(CoKer(α)),

∼
∃! α

α cα

α′:=kcα

(A.3.1)

donde α es un isomorfismo en MonC (−, A). Veamos que

η : 1MonC (−,A) → KerCoKer,

con ηa := α, es un isomorfismo natural. Por el inciso (4) de la Observación 0.6.2, basta ver que η
es una transformación natural. En efecto, sea α1

h−→ α2 en MonC (−, A). Entonces, por el diagrama
(A.3.1), tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C
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Ker ◦ CoKer(α1)

A′
1 CoKer(α1)

A

A′
2 CoKer(α2).

Ker ◦ CoKer(α2)

α′
1

h:=Ker◦CoKer(h)

α1

α1
∼

h CoKer(h)
cα1

cα2α2

α2
∼

α′
2

De la Definición A.2.2, tenemos que h es el único morfismo en C tal que α′
2h = α′

1. Dado que

α′
2(α2h(α−1

1 )) = (α′
2α2)(h(α1)−1)

= α2h(α1)−1

= α1(α1)−1

= α′
1,

por unicidad, se sigue que

h = α2h(α1)−1

= ηα2hη
−1
α1 .

Por ende, para todo α1
h−→ α2 en MonC (−, A), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

α1 α2

Ker ◦ CoKer(α1) Ker ◦ CoKer(α2).

ηα1

h

ηα2

Ker◦CoKer(h)

(b) Sea C conormal. Entonces, para cada A
α−→→ A′ en C , existe B fα−→ A tal que α = CoKer(fα).

Luego, por la Proposición dual a 1.1.32, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

Ker(α) A A′,

CoKer ◦Ker(α)

α

α′:ckα

∼
∃! α

(A.3.2)
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donde α es un isomorfismo en EpiC (A,−). Veamos que

η : 1EpiC (A,−) → CoKer ◦Ker,

con ηα := α, es un isomorfismo natural, para lo cual basta ver que es una transformación natural.
En efecto, sea α1

h−→ α2 en EpiC (A,−). Entonces, por el diagrama (A.3.2), tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en C

CoKer ◦Ker(α1)

A′
1 Ker(α1)

A

A′
2 Ker(α2).

CoKer ◦Ker(α2)

h:=CoKer◦Ker(h)

α1
∼

h

kα1
Ker(h)

α′
1

α1

α2

α′
2

α2
∼

kα2

De la Definición A.2.5, tenemos que h es el único morfismo en C tal que α′
2 = hα′

1. Dado que

(α2h(α1)−1)α′
1 = α2h((α−1

1 )α′
1)

= α2hα1

= α2α2

= α′
2,

por unicidad, se sigue que

h = α2h(α1)−1

= ηα2hη
−1
α1 .

Por ende, para todo h : α1 → α2 en EpiC (A,−), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

α1 α2

CoKer ◦Ker(α1) CoKer ◦Ker(α2).

ηα1

h

ηα2

CoKer◦Ker(h)

Proposición A.3.4 Para una categoría C , con núcleos y conúcleos, y A
f−→ B en C , las siguientes

condiciones se satisfacen.

(a) Existe un único morfismo A f−→ Ker(CoKer(f)) tal que kcf
f = f ; diagramáticamente,

A B CoKer(f).

Ker(cf )

f

f

cf

kcf
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(b) Si C es normal, entonces Im(f) ≃ Ker(CoKer(f)) en MonC (−, B).

Demostración.

(a) Dado que cff = 0, por la propiedad universal del núcleo, se tiene que existe un único morfismo
A

f−→ Ker(cf ) en C tal que kcf
f = f .

(b) Sea C normal. Veamos que Ker(cf )
kcf

↪−→ B es el menor subobjeto de B a través del cual se factoriza
f . En efecto, por (a), sabemos que f se factoriza a través de kcf

. Sean A
β−→ B′ γ

↪−→ B en C tales
que γβ = f . Luego, tenemos el diagrama en C

B′ CoKer(f)

A Ker(cf ) B

CoKer(γ).

γβ

f

f

kcf

cf

cγ

Luego, por el inciso (a) de la Proposición A.3.3, tenemos que Ker(cf ) ≃ Ker(CoKer(γ)) ≃ γ en
MonC (−, B), por lo que γ es un núcleo de cγ. Ahora, como cγf = cγγβ = 0, por la propiedad
del conúcleo tenemos que existe CoKer(f) η−→ CoKer(γ) en C tal que hace conmutar el siguiente
diagrama en C

CoKer(f)

B

CoKer(γ).

η

cf

cγ

Por otro lado, como cγkcf
= ηcfkcf

= 0 y γ es un núcleo de cf , por la propiedad universal del
núcleo tenemos que existe Ker(cf ) t−→ B′ en C tal que el siguiente diagrama en C conmuta

B′

Ker(cf ) B.

γ
t

kcf

Por ende, kcf
≤ γ y, así, Ker(cf )

kcf

↪−→ B es una imagen de A f−→ B.

Proposición A.3.5 Sea C una categoría normal, con núcleos y conúcleos. Entonces, C es balanceada.
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Demostración. Sea A f−→ B un monomorfismo y epimorfismo en C . Por la Observación 1.1.33, tenemos
que

CoKer
(
A

f−→ B
)

= (B → 0) y Ker(B → 0) =
(
B

1B−→ B
)
,

de donde se sigue que Ker(CoKer(f)) =
( 1B−→ B

)
. Luego, f es un monomorfismo, por el inciso (a)

de la Proposición A.3.3, tenemos que Ker(CoKer(f)) ≃ f en MonC (−, B). Por ende, Ker(CoKer(f)) ≃(
B

1B−→ B
)

en MonC (−, B) y, por el inciso (2) de la Observación 0.4.14, existe un isomorfismo t : B ∼−→ A

en C tal que ft = 1B, por lo que f = 1Bt−1 = t−1. Por lo tanto, f es un isomorfismo.

A.4. Categorías Puppe-exactas
Definición A.4.1 Una categoría C es Puppe-exacta si es normal, conormal, tiene núcleos y conúcleos,
y todo A f−→ B en C admite una factorización canónica a través de su imagen como sigue

A B.

I

q

f

v

Definición A.4.2 Sea C una categoría Puppe-exacta. Una sucesión de morfismos en C es un diagrama
ξ en C de la forma

· · · →Mi−1
fi−1−−→Mi

fi−→Mi+1 → . . . .

Una sucesión ξ en C es exacta en Mi si

Im(fi−1) ≃ Ker(fi) en MonC (−,Mi).

Una sucesión ξ en C es exacta si es exacta en Mi para toda i. Una sucesión exacta corta en C es una
sucesión exacta de la forma

0→M1
f1−→M2

f2−→M3 → 0.

Proposición A.4.3 Sea C una categoría Puppe-exacta. Entonces, las siguientes condiciones se satisfa-
cen.

(a) C es balanceada y tiene imágenes. Más aún, Im(f) ≃ Ker(CoKer(f)) para todo f ∈ Mor(C ).

(b) Para A f−→ B en C , consideremos el diagrama en C

Ker(q) A B CoKer(v).

I

kq

q

f cv

v

Entonces, Ker(f) ≃ kq,CoKer(f) ≃ cv y Im(f) ≃ v.

Demostración.

(a) Por la Proposición A.3.5, se sigue que C es balanceada. Más aún, por el inciso (b) de la Proposición
A.3.4, tenemos que C tiene imágenes y Im(f) ≃ Ker(CoKer(f)) para todo f ∈ Mor(C ).
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(b) Por el inciso (a) y la Proposición A.1.16, se sigue que Im(f) ≃ v en MonC (−, B). Como v es un
monomorfismo, tenemos que

Ker(f) = Ker(vq)
≃ Ker(q) (Lema 1.1.24(b))
= kq.

Por otro lado, como q es un epimorfismo, tenemos que

CoKer(f) = CoKer(vq)
≃ CoKer(v) (dual del Lema 1.1.24(b))
= cv.

Observación A.4.4 Sea C una categoría.

(1) Si C tiene igualadores, es normal y conormal, y tiene núcleos y conúcleos, entonces es Puppe-
exacta.
En efecto: La existencia de factorizaciones canónicas se sigue de los incisos (a) y (c) de la Propo-
sición A.3.4.

(2) El universo de las categorías Puppe-exactas es dualizante.

(3) Supongamos que C es Puppe-exacta. Entonces, C tiene coimágenes. Más aún, en la factorización
canónica de A f−→ B

A B

I

q

f

v

se tiene que CoIm(f) ≃ q en EpiC (A,−).
En efecto: como q es un epimorfismo, tenemos que

CoIm(f) ≃ CoKer(Ker(f)) (dual de la Proposición A.3.4(b))
≃ CoKer(kq) (Proposición A.4.3(b))
≃ CoKer(Ker(q))
≃ q. (Proposición A.3.3(b))

Proposición A.4.5 Sea C una categoría Puppe-exacta. Entonces, las siguientes condiciones se satisfa-
cen.

(a) A
f−→ B

g−→ C es exacta en C si, y sólo si, A fop
←−− B

gop
←−− C es exacta en C op.

(b) 0→ A
f−→ B es exacta en C si, y sólo si, f es un monomorfismo en C .

(c) A
f−→ B → 0 es exacta en C si, y sólo si, f es un epimorfismo en C .
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(d) 0→ A
f−→ B → 0 es exacta en C si, y sólo si, f es un isomorfismo en C .

Demostración.

(a) Por el inciso (2) de la Observación A.4.4, basta probar una implicación.

(⇒) Supongamos que A f−→ B
g−→ C es exacta en C . Consideremos la descomposición canónica

A B C.

I J

q

f

r

g

v w

Observemos que
CoKer(f) ≃ CoKer(v) (Proposición A.4.3(b))

≃ CoKer(Im(f)) (Proposición A.4.3(b))
≃ CoKer(Ker(g))
≃ CoIm(g) (dual de la Proposición A.3.4(b))

Por ende,
Ker(f op) = CoKer(f)op

≃ CoIm(g)op (dual de la Proposición A.3.4(b))
= Im(gop),

de donde se sigue que A fop
←−− B

gop
←−− C es exacta en C op.

(b) (⇒) Supongamos que 0 → A
f−→ B es exacta en C . Entonces, Im(0 → A) ≃ Ker

(
A

f−→ B
)
. Como

0 → A es un monomorfismo, por la Proposición A.1.14, se tiene que Im(0 → A) ≃ (0 → A).
Consideremos la factorización canónica de f

A B.

Im(f)
q

f

v

Luego, tenemos que
q ≃ CoIm(f) (Observación A.4.4(3))
≃ CoKer(Ker(f)) (dual de la Proposición A.3.4(b))
≃ CoKer(0→ A)

≃
(
A

1A−→ A
)

en EpiC (A,−). Por ende, q es un isomorfismo. Como f = vq, de los incisos (6) y (2) de la
Observación 0.2.2, se sigue que f es un monomorfismo.

(⇐) Sea A f−→ B un monomorfismo en C . Por el inciso (1) de la Observación 1.1.23, tenemos que
0 → A es un monomorfismo en C . Luego, por la Proposición A.1.14, tenemos que Im(0 → A) ≃
(0→ A) en MonC (−, A), por lo que basta ver que Ker

(
A

f−→ B
)
≃ (0→ A) en MonC (−, A), para

lo cual utilizaremos el inciso (1) de la Observación 1.1.23. Claramente, f0 = 0. Sea X g−→ A tal que
fg = 0. Como fg = 0 = f0 y f es un monomorfismo, se sigue que g = 0. Luego, si existe X g′

−→ 0
tal que el diagrama en C
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X

0 A B

g′
g=0

00,A f

conmuta, por el inciso (2) de la Observación 1.1.2, tenemos que g′ = 0 es el único morfismo tal
que g = 00,Ag

′.

(c) Por (a), se sigue de aplicar el principio de dualidad a (b).

(d) Observemos que

0→ A
f−→ B → 0 es exacta en C ⇐⇒ f es un monomorfismo y un epimorfismo ((b) y (c))

⇐⇒ f es un isomorfismo (Proposición A.3.5)

Corolario A.4.6 Sea C una categoría Puppe-exacta. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) La descomposición canónica de A f−→ B en C

Ker(q) A B CoKer(v)

I

kq

q

f cv

v

induce las sucesiones exactas en C

0→ Ker(f) kq−→ A
q−→ CoIm(f)→ 0,

0→ Im(f) v−→ B
cv−→ CoKer(f)→ 0.

(b) Dado un monomorfismo A f
↪−→ B en C , se tiene la sucesión exacta en C

0→ A
f−→ B

cv−→ CoKer(f)→ 0.

En tal caso, frecuentemente escribiremos B/A en vez de CoKer(f).

(c) Dado un epimorfismo A f
↪−→ B en C , se tiene la sucesión exacta en C

0→ Ker(f) kq−→ A
f−→ B → 0.

Demostración.

(a) Sea A f−→ B en C . Consideremos su descomposición canónica

Ker(q) A B CoKer(v).

Im(f)

kq

q

f cv

v
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Como kq es un monomorfismo, por la Proposición A.1.14, tenemos que Im(kq) ≃ kq = Ker(q) en
MonC (−, A). Además, como q es un epimorfismo, tenemos la siguiente sucesión exacta en C

0→ Ker(f) kq−→ A
q−→ CoIm(f)→ 0.

Ahora, como v es un monomorfismo, nuevamente por la Proposición A.1.14, tenemos que v ≃ Im(v)
en MonC (−, B). Luego, por la Proposición A.4.3, tenemos que

Im(v) ≃ v

≃ Im(f)
≃ Ker(CoKer(f))
≃ Ker(cv).

Como cv es un epimorfismo, se sigue que la sucesión

0→ Im(f) v−→ B
cv−→ CoKer(v)→ 0

es exacta en C .

(b) Sea A f
↪−→ B un monomorfismo en C . Entonces, podemos descomponer a f canónicamente como

Ker(q) A B CoKer(f).

A

kq

1A

f cv

f

Luego, del inciso (a), se sigue que la sucesión

0→ A
f−→ B

cv−→ CoKer(f)→ 0

es exacta en C .

(c) Sea A f−→→ B un epimorfismo en C . Entonces, podemos descomponer a f canónicamente como

Ker(f) A B CoKer(v).

B

kq

f

f cv

1B

Luego, del inciso (a), se sigue que la sucesión

0→ Ker(f) kq−→ A
f−→ B → 0

es exacta en C .
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Lema A.4.7 Sean C una categoría Puppe-exacta y

0 A B C 0

0 A′ B C 0

α

γ

β

α′

β′

(A.4.1)

un diagrama en C con renglones exactos. Entonces, existe un morfismo A f−→ A′ en C tal que γα = αf ′

si, y sólo si, existe C g−→ C ′ tal que β′γ = gβ. Más aún, dado uno de ellos, el otro queda determinado de
forma única.

Demostración. (⇒) Supongamos que existe A f−→ A′ en C tal que γα = α′f . Observemos que

β ≃ CoKer(Ker(β)) (Proposición A.3.3(b))
≃ CoKer(Im(α))
≃ CoKer(α) (Proposición A.1.14)

y, análogamente, β′ ≃ CoKer(α′). En particular, tenemos que β′α′ = 0, lo que implica que

(β′γ)α = β′(γα)
= β′(α′f)
= (β′α′)f
= 0.

Como β ≃ CoKer(α), por la propiedad universal del conúcleo, existe un único morfismo C g−→ C ′ en C
tal que g′β = β′γ.

(⇐) Se sigue de aplicar el principio de dualidad al inciso anterior.

Proposición A.4.8 Sean C una categoría Puppe-exacta, A ∈ Obj(C ) y {αi : Ai ↪→ A}i∈I una familia de
subobjetos de A. Si θ θ−→→ A/A′ es la cointersección de la familia de objetos cociente {βi : A↠ A/Ai}i∈I ,
entonces µ = Ker

(
A

θ−→→ A/A′
)

es la unión de {αi : Ai ↪→ A}i∈I ; es decir,
⋂
i∈I

opA/Ai = A/
⋃
i∈I
Ai.

Demostración. Sea A
θ−→ A/A′ la cointersección de la familia {βi : A ↠ A/Ai}i∈I . Entonces, pa-

ra cada i ∈ I, existe vi : A/Ai → A/A′ tal que θ = viβi. Por la Proposición A.1.14, tenemos que
Ker(βi) ≃ Im(αi) ≃ αi para cada i ∈ I, por lo que βiαi = 0, de donde se sigue que θαi = viβiαi = 0.
Como µ = Ker(θ), por la propiedad universal del núcleo, existen morfismos Ai

hi−→ Ker(θ) en C tales
que µhi = αi para cada i ∈ I. Por ende, αi ≤ µ para cada i ∈ I.

Sean A
f−→ B y B′ η

↪−→ B morfismos en C tales que cada αi es llevado a η, vía f . Entonces, existen
morfismos {f ′

i : Ai → B′}i∈I tales que ηf ′
i = fαi para cada i ∈ I. Dado que η es un monomorfismo, por

el inciso (b) del Corolario A.4.6, tenemos la sucesión exacta en C

0→ B′ η−→ B
p−→ CoKer(η)→ 0.

Entonces, para cada i ∈ I, se tiene el siguiente diagrama conmutativo en C con renglones exactos
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0 Ai A A/Ai 0

0 B′ B CoKer(η) 0.

f ′
i

αi

f

βi

η p

Como C es Puppe-exacta, por el Lema A.4.7, para cada i ∈ I, existe A/Ai
γi−→ CoKer(η) en C tal que

γiβi = pf . Dado que θ es la cointersección de la familia {βi : A→ A/Ai}i∈I , existe A/A′ γ−→ CoKer(η) en
C tal que γθ = pf . Observemos que γ es tal que el siguiente diagrama en C conmuta y tiene renglones
exactos

0 Ker(θ) A A/A′ 0

0 B′ B CoKer(η) 0.

µ

f

θ

γ

η p

Luego, como C es Puppe-exacta, por el Lema A.4.7, existe Ker(θ) f ′
−→ B′ en C tal que fµ = ηf ′. Por lo

tanto, µ es llevado a η, vía f .

Lema A.4.9 Sean C una categoría Puppe-exacta y

0 0

A′ A

0 B′ B B′′

0 C ′ C

γ1

f

θ1

γ2

α1

θ2

α2

β1

(A.4.2)

un diagrama conmutativo en C , con renglones y columnas exactas. Entonces, la sucesión

0→ A′ f−→ A
α2θ1−−→ B′′

es exacta en C .

Demostración. Por el inciso (b) de la Proposición A.4.5, tenemos que α1 y γ1 son monomorfismos y,
como α1γ1 = θ1f , del inciso (5) de la Observación 0.2.2 se sigue que f es un monomorfismo. Luego, por
la Proposición A.1.14, Im(f) ≃ f , por lo que basta ver que f ≃ Ker(α2θ1). Observemos que

(α2θ1)f = α2(θ1f)
= α2α1γ1

= 0.

Ahora, sea X µ−→ A en C tal que α2θ1µ = 0. Entonces, como α2(θ1µ) = 0 y

α1 ≃ Im(α1) (Proposición A.1.14)
≃ Ker(α2),
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se sigue que existe X v−→ B′ en C tal que α1v = θ1µ. Como β1 es un monomorfismo y

β1γ2v = θ2α1v

= θ2θ1µ

= 0
= β0,

se sigue que γ2v = 0. Como γ1 es un monomorfismo, por la Proposición A.1.14, tenemos que γ1 ≃
Im(γ1) ≃ Ker(γ2). Luego, por la propiedad universal del núcleo, existe X w−→ A′ en C tal que γ1w = v.
Como θ1 es un monomorfismo y

θ1fw = α1γ1w

= α1v

= θ1µ,

se sigue que fw = µ. Más aún, dado que f es un monomorfismo, se sigue que w es el único morfismo
en C tal que fw = µ. Por lo tanto, f es un núcleo de α2θ1 y, del inciso (1) de la Observación 1.1.23,
concluimos que f ≃ Ker(α2θ1).

Lema A.4.10 Sean C una categoría Puppe-exacta y

A

B′ B B′′ 0

C ′ C C ′′ 0

0 0

θ1

γ2

α1

θ2

α2

ψ2

β1 β2

(A.4.3)

un diagrama conmutativo en C , con renglones y columnas exactas. Entonces, la sucesión

A
α2θ1−−→ B′′ ψ2−→ C ′′ → 0

es exacta en C .

Demostración. Se sigue de aplicarle el principio de dualidad al Lema A.4.9, usando el inciso (a) del
Lema A.4.5.

Proposición A.4.11 Sean C una categoría Puppe-exacta y

0 0 0

A′ A A′′

0 B′ B B′′ 0

0 C ′ C C ′′ 0

0 0 0

γ1 θ1 ψ1

γ2

α1

θ2

α2

ψ2

β1 β2
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un diagrama conmutativo y exacto1 en C . Entonces, existe una sucesión exacta 0→ A′ f−→ A
g−→ A′′ → 0

en C tal que θ1f = α1γ1 y ψ1g = α2θ1. Más aún, la sucesión

0→ A′ f−→ A
α2θ1−−→ B′′ ψ2−→ C ′′ → 0 (A.4.4)

es exacta en C .

Demostración. Por el Lema A.4.7, existen A′ f−→ A y A g−→ A′′ tales que θ1f = α1γ1 y ψ1g = α2θ1. Luego,
por los Lemas A.4.9 y A.4.10, se tiene que la sucesión (A.4.4) es exacta en C . Entonces, tenemos que

Im(f) ≃ Ker(α2θ1)
≃ Ker(ψ1g)
≃ Ker(g), (Proposición 1.1.24)

por lo que sólo falta ver que g es un epimorfismo para demostrar que la sucesión 0→ A′ f−→ A
g−→ A′′ → 0

es exacta en C . Consideremos a la factorización canónica de α2θ1

A B′′.

I

α2θ1

ρ1 ρ2

Observemos que

ψ1 ≃ Im(ψ1) (Proposición A.1.14)
≃ Ker(ψ2)
≃ Im(α2θ1)

en MonC (−, B′′) y, por el inciso (b) de la Proposición A.4.3, tenemos que ρ2 ≃ Im(α2θ1) en MonC (−, B′′),
de donde se sigue que ψ1 ≃ ρ2. Es decir, existe η : A′′ ∼−→ I en C tal que hace conmutar el diagrama en
C

A′′

B′′.

I

∼∃ η

ψ1

ρ2

Luego, como ρ2 es un monomorfismo, de

ρ2ηg = ψ1g

= α2θ1

= ρ2ρ1,

se sigue que ηg = ρ1, lo que implica que g = η−1ρ1. Como η−1 es un isomorfismo y ρ1 es un epimorfismo,
por los incisos (6) y (2) de la Observación 0.2.2, concluimos que g es un epimorfismo.

Corolario A.4.12 Sean C una categoría Puppe-exacta y el diagrama en C

1Es decir, con renglones y columnas exactas.
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B′ C ′

B C

β2

β1

α1

α2

un producto fibrado. Entonces, dicho diagrama se puede completar al siguiente diagrama conmutativo
y exacto en C

0 0

0 A B′ C ′ 0

0 A B C 0.

C ′′ C ′′

0 0

δ

β2

β1

α1

θ

ψ

α2

γ

Demostración. Como α1 es un monomorfismo, por los incisos (b) y (c) del Corolario A.4.6 tenemos las
sucesiones exactas en C

0→ C ′ α1−→ C
γ−→ C ′′ → 0 y 0→ A

θ−→ B
α2−→ C → 0,

donde γ = CoKer(α1) y θ = Ker(α2), por lo que podemos considerar el siguiente diagrama en C

0 0 0

A B′ C ′

0 A B C 0

0 0 C ′′ C ′′ 0,

0 0 0

β2 α1

θ

ψ

α2

γ

(A.4.5)

donde γ := γα2. Observemos que la primera columna y el segundo renglón del diagrama (A.4.5) son
exactos trivialmente. Dado que

ψθ = γα2θ

= γ0
= 0,

ambos cuadrados del diagrama (A.4.5) conmutan. Por el inciso (a) del Corolario 0.5.25, β2 es un mono-
morfismo y, como γ y α2 son epimorfismos, por el inciso (2) de la Observación 0.2.2, se sigue que ψ es
un epimorfismo. Por el diagrama en C
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B′ C ′

B C

C ′′,

β2

β1

α1

α2

γ

cuyo cuadrado es un producto fibrado, tenemos que

Im(β2) ≃ β2 (Proposición A.1.14)
≃ Ker(Ker(γ)α2) (Proposición 1.1.26)
= Ker(Ker(CoKer(α1))α2)
≃ Ker(Im(α1)α2) (Proposición A.1.14)
≃ Ker(γα2)
≃ Ker(ψ),

de donde se sigue que el diagrama (A.4.5) es conmutativo y exacto. Entonces, por la Proposición A.4.11,
existe el siguiente diagrama conmutativo y exacto en C

0 0

0 A B′ C ′ 0

0 A B C 0.

C ′′ C ′′

0 0

δ

β2

λ

α1

θ

ψ

α2

γ

Finalmente, como α1 es un monomorfismo y α1λ = α2β2 = α1β1, se sigue que λ = β1.

Corolario A.4.13 Sean C una categoría Puppe-exacta y A
f−→ B en C . Entonces, para cualquier

subobjeto B′ ⊆ B de B en C , se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en C

0 0

0 Ker(f) f−1(B′) Im(f) ∩B′ 0

0 Ker(f) A Im(f) 0.

Im(f)
Im(f)∩B′

Im(f)
Im(f)∩B′

0 0
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Demostración. Consideremos la descomposición canónica de f

A B.

Im(f)
f

f

v

Por las Proposiciones A.1.4 y A.3.2, obtenemos el diagrama conmutativo en C

f−1(B′) B′ Im(f) ∩B′

A B Im(f).

θ1

q

f

v

Luego, por la Proposición 0.5.26, tenemos que el diagrama en C

f−1(B′) Im(f) ∩B′

A Im(f)q

(A.4.6)

es un producto fibrado. Finalmente, dado que por el inciso (b) de la Proposición A.4.3 sabemos que
Ker(q) ≃ Ker(f), el resultado se sigue de aplicar el Corolario A.4.12 al diagrama (A.4.6).

Corolario A.4.14 Sean C una categoría Puppe-exacta y A1
α1
↪−→ A y A2

α2
↪−→ A en C . Entonces, se tiene

el siguiente diagrama conmutativo y exacto en C

0 0 0

0 A1 ∩ A2 A2 A2/(A1 ∩ A2) 0

0 A1 A A/A1 0

0 A1/(A1 ∩ A2) A/A2 A/(A1 ∪ A2) 0.

0 0 0

α2

α1

θ2

θ1

Demostración. Por la Proposición A.1.4, sabemos que el producto fibrado de α1 y α2 es A1 ∩ A2.
Además, por la Proposición dual a A.1.4 y la Proposición A.4.8, la suma fibrada de los cocientes θ1 y
θ2 es A/(A1 ∪ A2), por lo que basta aplicar el Corolario A.4.13.

Proposición A.4.15 Sea C una categoría Puppe-exacta con coproductos finitos y biproductos de la
forma A⊕A para todo A ∈ Obj(C ). Entonces, C es preaditiva.

Demostración. Por el Teorema 1.2.12, sabemos que C tiene biproductos finitos y es semiaditiva. Veamos
que cada α ∈ HomC (A,B) admite inverso aditivo. En efecto, para A α−→ B en C , consideremos

θ :=
(

1A 0
α 1B

)
: A

⊕
B → A

⊕
B.
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Sea kθ =
(
k1
k2

)
: Ker(θ) → A

⊕
B el núcleo de θ en C . Dado que θkθ = 0, por la Proposición 1.2.9,

tenemos que (
0
0

)
=
(

1A 0
α 1B

)(
k1
k2

)
=
(

k1
αk1 + k2

)
.

Luego, por la Proposición 0.5.43, tenemos que k1 = 0 y αk1 + k2 = 0, de donde se sigue que k2 = 0.
Como kθ es un monomorfismo, entonces Ker(θ) = 0 y, por el inciso (b) de la Proposición A.4.5, θ es un
monomorfismo. De manera análoga se obtiene que θ es un epimorfismo. Como por el inciso (a) de la
Proposición A.4.3 sabemos que C es balanceada, entonces θ es un isomorfismo en C . Sea

θ−1 =
(
a b
c d

)
: A

⊕
B → A

⊕
B.

Entonces, de
(

1A 0
0 1B

)
= θθ−1

=
(

1A 0
α 1B

)(
a b
c d

)

=
(

a b
αa+ c αb+ d

)
,

se sigue que a = 1A y αa+ c = 0, es decir, que α + c = 0. Por lo tanto, −α := c.

Lema A.4.16 Sean C una categoría Puppe-exacta y preaditiva y 0→ A
α−→ B

β−→ C → 0 una sucesión
exacta en C tal que existe C γ−→ B en C con βγ = 1C . Entonces, existe B δ−→ A en C tal que δα = 1A y
B = A

∐
C con inclusiones naturales µ1 := α, µ2 := γ y proyecciones naturales π1 := δ, π2 := β.

Demostración. Consideremos θ := 1B − γβ ∈ EndC (B). Observemos que

θ2 = (1B − γβ)(1B − γβ)
= 1B1B − 1Bγβ − γβ1B + (γβ)2

= 1B − 2γβ + γ(βγ)β
= 1B − 2γβ + γβ

= 1B − γβ
= θ.

Ahora, dado que βγ = 1C , del inciso (a2) de la Proposición 1.3.4 tenemos que γ ≃ Ker
(
1B−γβ

)
= Kerθ.

Además, como α y γ son monomorfismos, del inciso (b) del Lema 1.1.24 se sigue que

α ≃ Im(α)
≃ Ker(β)
≃ Ker(γβ)
= Ker(1C − θ).

Luego, por el inciso (b) de la Proposición 1.3.4, tenemos que B = A
∐
C, con µ1 := α y µ2 := γ como
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inclusiones naturales. Sea δ := π1 y π2 las proyecciones naturales. Finalmente, de
π2π1 = 0

= βα

= βµ1,

π2µ2 = 1C
= βγ

= βµ2,

y la propiedad universal del coproducto, se sigue que π2 = β.

Proposición A.4.17 Sean C una categoría Puppe-exacta y preaditiva y 0 → A
α−→ B

β−→ C → 0, 0 →
C

γ−→ B
ρ−→ A → 0 sucesiones exactas en C tales que ρα = 1A y βγ = 1C . Entonces, B = A

∐
C, con

µ1 = α, µ2 = γ, π1 ≃ ρ en EpiC (B,−) y π2 = β.
Demostración. Por el Lema A.4.16, tenemos que B = A

∐
C, con µ1 = α, µ2 = γ y π2 = β. Luego, del

inciso (a3) de la Proposición 1.3.4 y el dual del inciso (b) del Lema 1.1.24, tenemos que
π1 ≃ CoKer(1B − µ1π1)

= CoKer(µ2π2)
≃ CoKer(µ2)
= CoKer(γ)

en EpiC (B,−). Ahora, de la exactitud de la segunda sucesión, tenemos que γ ≃ Ker(ρ). Por ende, del
inciso (b) de la Proposición A.3.3, se sigue que

π1 ≃ CoKer(Ker(ρ))
≃ ρ.

Proposición A.4.18 Sean C una categoría Puppe-exacta y A1
α
↪−→ A

β←−↩ A2 en C . Entonces, si A =
A1
∐
A2 con inclusiones naturales µ1 = α y µ2 = β, tenemos que A1 ∩ A2 = 0 = A/(A1 ∪ A2).

Demostración. Sea A = A1
∐
A2 con inclusiones naturales A1

µ1=α−−−→ A
µ2=β←−−− A2. Por el inciso (1) de la

Observación 1.1.7, podemos suponer que A tiene proyecciones naturales A1
π1←− A

π2−→ A2. Por el Lema
1.1.27, tenemos que µ1 ≃ Ker(π2) y µ2 ≃ Ker(π1) en MonC

(
−, A1

∐
A2
)
, por lo que 0→ A1

µ1−→ A
π2−→→

0 y 0 → A2
µ2−→ A

π1−→ A1 → 0 son sucesiones exactas en C . Luego, por los Corolarios A.4.13 y A.4.14,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en C

0 0 0

0 A1 ∩ A2 A1 Im(π1µ1) 0

0 A2 A A1 0

0 Im(π2µ2) A2 A/(A1 ∪ A2) 0.

0 0 0

µ1

λ

µ2

π2

π1

λ2
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Como π1µ1 = 1A1 y π2µ2 = 1A2 , tenemos que λi = Im(πiµi) = 1Ai
para i ∈ {1, 2}, por lo que

A1 ∩ A2 = 0 = A/(A1 ∪ A2).

A.5. Categorías abelianas
Definición A.5.1 Una categoría C es abeliana si es aditiva y Puppe-exacta.

A continuación, mostramos algunas caracterizaciones útiles de las categorías abelianas.

Teorema A.5.2 Para una categoría C , las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) C es abeliana.

(b) C es aditiva, tiene núcleos y conúcleos y, para cada A f−→ B en C , el morfismo canónico inducido
f , en el diagrama conmutativo en C

Ker(f) A B CoKer(f)

CoKer(Ker(f)) Ker(CoKer(f)),

f

CoKer(kf )

f cf

f

Ker(cf )

es un isomorfismo en C .

(c) C es normal y conormal, y tiene núcleos, conúcleos, productos finitos y coproductos finitos.

(d) C es normal y conormal, y tiene productos fibrados y sumas fibradas.

Demostración.
(a)⇒(b) Sea A f−→ B en C . Por ser C Puppe-exacta, se tiene la factorización canónica

A B

I.

q

f

v

Por el inciso (3) de la Observación A.4.4 y el dual del inciso (b) de la Proposición A.3.4, tenemos
que q ≃ CoIm(f) ≃ CoKer(Ker(f)) en EpiC (A,−). Más aún, de la Proposición A.4.3, se sigue que
v ≃ Im(f) ≃ Ker(CoKer(f)) en MonC (−, B), por lo que tenemos el diagrama en C

A B

I

CoKer(Ker(f)) Ker(CoKer(f)),

CoKer(kf )

f

q v

ε1
∼

∼
ε0

f

Ker(cf )

donde los triángulos laterales y el triángulo superior conmutan. Luego,

Ker(cf )ε1ε0CoKer(kf ) = f = Ker(cf )fCoKer(kf ) =⇒ Ker(cf )ε1ε0 = Ker(cf )f
(CoKer(kf ) es un epimorfismo)

=⇒ ε1ε0 = f (Ker(cf ) es un monomorfismo)
=⇒ f es un isomorfismo.
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(b)⇒(c) Dado que C es aditiva, por el Teorema 1.4.2 se sigue que C tiene coproductos finitos
y productos finitos. Veamos que C es normal. Sea A

α
↪−→ B en C . Entonces, por el inciso (3) de la

Observación 1.3.3, se tiene que Ker(α) = 0, por lo que se tiene el diagrama conmutativo en C

0 = Ker(α) A B CoKer(α)

CoKer(α) Ker(CoKer(α)).

kα

CoKer(kα)

α cα

α
∼

Ker(cα)

En particular, α ≃ Ker(cα) en MonC (−, B). Dualmente, se comprueba que C es conormal.

(c)⇒(d) Por la Proposición A.3.2, se tiene que C tiene intersecciones finitas y, como C tiene pro-
ductos finitos, se sigue del Teorema A.1.6 que C tiene productos fibrados. Ahora, por hipótesis y por
dualidad, tenemos que C op también satisface la condición (c), de donde se sigue que C op tiene productos
fibrados, lo que implica que C tiene sumas fibradas.

(d)⇒(a) Nuevamente, por la hipótesis y por dualidad, se sigue que C op también satisface la condición
(d). Luego, por el Lema 1.1.3 y el Lema dual a él, se sigue que C tiene igualadores y coigualadores.
En particular, por el Lema 1.1.28 y su Lema dual, obtenemos que C tiene núcleos y conúcleos. Luego,
por el inciso (1) de la Observación A.4.4, concluimos que C es exacta. Finalmente, para ver que C es
aditiva, por la Proposición A.4.15, es suficiente ver que C tiene biproductos de la forma A

⊕
B para

cualesquiera A,B ∈ Obj(C ). En efecto, sean A,B ∈ Obj(C ). Tenemos que ver que

δ =
(

1A 0
0 1B

)
: A

∐
B → A

∏
B

es un isomorfismo en C . Consideremos la sucesión exacta en C

0→ K
δ1−→ A

∐
B

δ−→ A
∏
B

δ2−→ K ′ → 0,

donde δ1 := Ker(δ) y δ2 := CoKer(δ). Sean µ1, µ2, π1, π2 las inclusiones y proyecciones naturales de
A
∐
B, y µ′

1, µ
′
2, π

′
1, π

′
2 las de A∏B. Por el resultado dual al Lema 1.1.27, tenemos las sucesiones exactas

en C
0→ A

µ1−→ A
∐
B

π2−→ B → 0 y 0→ B
µ2−→ A

∐
B

π1−→ A→ 0.
Observemos que de

π1µ1 = 1A
= π′

1δµ1,

π1µ2 = 0
= π′

1δµ2,

y la propiedad universal del coproducto, se sigue que π1 = π′
1δ. Ahora, como

π1δ1 = π′
1δδ1

= π′
10

= 0

y µ2 ≃ Ker(π1), por la propiedad universal del núcleo existe K
t−→ B en C tal que δ1 = µ2t y, en

particular, K ⊆ B. Análogamente, se comprueba que K ⊆ A. Luego, por la Proposición A.4.18, tenemos
que K ⊆ A ∩ B = 0, de donde se sigue que K = 0. Dualmente, se demuestra que K ′ = 0, de donde
concluimos que δ es un isomorfismo en C .
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Observación A.5.3 El universo de las categorías abelianas es dualizante.
En efecto: Se sigue de notar que cualquiera de los incisos (c) o (d) del Teorema A.5.2 son auto duales.

A.6. Propiedades fundamentales de categorías abelianas

Lema A.6.1 Sean A una categoría abeliana y A
f−→ A′, B

g−→ B′ en A . Entonces, Ker(f⊕ g) ≃
Ker(f)⊕Ker(g) en MonA (−, A⊕B).

Demostración. Sean κf : Ker(f) ↪→ A y κg : Ker(g) ↪→ B núcleos de f y g, respectivamente. Entonces,(
f
g

)(
κf
κg

)
=
(
fκf
gκg

)
=
(

0
0

)
= 0.

Ahora, sea
(
h
j

)
: X → A

⊕
B en A tal que

(
f
g

)(
h
j

)
= 0. Entonces, tenemos que fh = 0 y gj = 0. Por

la propiedad universal del núcleo, existen morfismos únicos X h′
−→ A,X

j′
−→ B en A tales que h = κfh

′ y
j = κgj

′, de donde se sigue que
(
h
j

)
=
(
κf
κg

)(
h′

j′

)
; más aún,

(
h′

j′

)
es el único morfismo que verifica esta

ecuación. Por lo tanto,
(
κf
κg

)
es un núcleo de

(
f
g

)
y, por el inciso (1) de la Observación 1.1.23, concluimos

que Ker(f)⊕Ker(g) ≃ Ker(f⊕ g) en MonA (−, A⊕B).

Proposición A.6.2 Sean A una categoría abeliana y

· · · →Mi−1
fi−1−−→Mi

fi−→Mi+1 → . . . , (A.6.1)

· · · → Ni−1
gi−1−−→ Ni

gi−→ Ni+1 → . . . (A.6.2)

sucesiones en A con el mismo número de morfismos. Si las sucesiones (A.6.1) y (A.6.2) son exactas en
Mi y Ni, respectivamente, entonces la sucesión en A

· · · →Mi−1
⊕

Ni−1
fi−1

⊕
gi−1−−−−−−−→Mi

⊕
Ni

fi

⊕
gi−−−−→Mi+1

⊕
Ni+1 → . . . (A.6.3)

es exacta en Mi
⊕
Ni. En particular, la suma directa de dos sucesiones exactas en A con el mismo

número de morfismos es exacta en A .

Demostración. Supongamos que las sucesiones (A.6.1) y (A.6.2) son exactas en Mi y Ni, respectivamen-
te. Observemos que

Im
(
fi−1

⊕
gi−1

)
≃ Ker

(
CoKer

(
fi−1

⊕
gi−1

))
(A.3.4(b))

≃ Ker
(
CoKer(fi−1)

⊕
CoKer(gi−1)

)
(dual del Lema A.6.1)

≃ Ker
(
CoKer(fi−1)

)⊕
Ker

(
CoKer(gi−1)

)
(Lema A.6.1)

≃ Im(fi−1)
⊕

Im(gi−1) (A.3.4(b))
≃ Ker(fi)

⊕
Ker(gi)

≃ Ker
(
fi
⊕

gi
)
, (Lema A.6.1)

por lo que la sucesión (A.6.3) es exacta en Mi
⊕
Ni.
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Definición A.6.3 Sea F : A → B un funtor entre categorías abelianas. Decimos que F es:

(a) exacto a izquierda si, para toda sucesión exacta 0 → M1
f1−→ M2

f2−→ M3 en A , se tiene que
0→ F (M1)

F (f1)−−−→ F (M2)
F (f2)−−−→ F (M3) es exacta en B;

(b) exacto a derecha si, para toda sucesión exacta M1
f1−→ M2

f2−→ M3 → 0 en A , se tiene que
F (M1)

F (f1)−−−→ F (M2)
F (f2)−−−→ F (M3)→ 0 es exacta en B;

(c) exacto si es exacto a derecha y a izquierda.

Teorema A.6.4 Sea F : A → B entre categorías abelianas. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) F es exacto a izquierda.

(b) F preserva núcleos.

(c) Para toda sucesión exacta 0→ K
f−→ L

g−→ M → 0 en A , se tiene que 0→ F (K) F (f)−−→ F (L) F (g)−−→
F (M) es exacta en B.

Demostración.
(a)⇒(b) Sea X α−→ Y un morfismo en A . Entonces, tenemos la sucesión exacta 0→ Ker(α) kα−→ X

α−→
Y en A . Como F es exacto a izquierda, entonces la sucesión 0 → F (Ker(α)) F (kα)−−−→ F (X) F (α)−−→ Y es
exacta en B. Por lo tanto, F (kα) ≃ Im(F (kα)) ≃ Ker(Fα) en MonB(−, F (X)).

(b)⇒(c) Sea 0→ K
f−→ L

g−→M → 0 una sucesión exacta en A . Entonces, se sigue que(
0→ K

)
≃ Ker

(
K

f−→ L
)

y
(
K

f−→ L
)
≃ Ker

(
L

g−→M
)
. (A.6.4)

Veamos que F (0) = 0. En efecto, como
(
0 10−→

)
≃ Ker

(
0 10−→ 0

)
y F preserva núcleos, tenemos que(

F (0)
1F (0)−−−→ F (0)

)
≃ Ker

(
F (0)

1F (0)−−−→ F (0)
)
≃
(
F (0) 0−→ F (0)

)
. Por ende, 1F (0) = 0 y, del Lema 1.1.2, se

sigue que F (0) = 0. Ahora bien, por la ecuación A.6.4 y el hecho de que F preserva núcleos, tenemos
que (

0 −→ F (K)
)
≃ Ker

(
F (K) F (f)−−→ F (L)

)
y

(
F (K) F (f)−−→ F (L)

)
≃ Ker

(
F (L) F (g)−−→ F (M)

)
,

de donde se sigue que 0→ F (K) F (f)−−→ F (L) F (g)−−→ F (M) es exacta en B.

(c)⇒(a) Sean 0 → M1
f1−→ M2

f2−→ M3 una sucesión exacta en A y M2
f ′

2−→→ Im(f2)
f ′′

2
↪−→ M3 la

factorización de M2
f2−→M3 a través de su imagen. Entonces, tenemos las sucesiones exactas en A

0→M1
f1−→M2

f ′
2−→ Im(f2)→ 0,

0→ Im(f2)
f ′′

2−→M3
cf2−→ CoKer(f2)→ 0.

Aplicando F a las sucesiones anteriores y usando la hipótesis, tenemos las sucesiones exactas en B

0→ F (M1)
F (f1)−−−→ F (M2)

F (f ′
2)−−−→ F (Im(f2)), (A.6.5)
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0→ F (Im(f2))
F (f ′′

2 )−−−→ F (M3)
F (cf2 )
−−−→ F (CoKer(f2)). (A.6.6)

Por la ecuación (A.6.5), tenemos que F (f1) es un monomorfismo y que Im(F (f1)) ≃ Ker(F (f ′
2)) mientras

que, de la ecuación (A.6.6), se sigue que F (f ′′
2 ) es un monomorfismo. Luego, por el inciso (b) del Lema

1.1.24, en MonB(−, F (M2)) tenemos que

Ker(F (f2)) = Ker(F (f ′′
2 )F (f ′

2))
≃ Ker(F (f ′

2))
≃ Im(F (f1)).

Por lo tanto, 0→ F (M1)
F (f1)−−−→ F (M2)

F (f2)−−−→ F (M3) es exacta en B.

Teorema A.6.5 Sea F : A → B entre categorías abelianas. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) F es exacto a derecha.

(b) F preserva conúcleos.

(c) Para toda sucesión exacta 0 → K
f−→ L

g−→ M → 0 en A , se tiene que F (K) F (f)−−→ F (L) F (g)−−→
F (M)→ 0 es exacta en B.

Demostración. Se sigue de aplicar el principio de dualidad al Teorema A.6.4.

Corolario A.6.6 Para un funtor F : A → B entre categorías abelianas, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) F es exacto si, y sólo si, para cualquier sucesión exacta 0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0 en A , se tiene que
0→ F (X) F (f)−−→ F (Y ) F (g)−−→ F (Z)→ 0 es exacta en B.

(b) Si F es exacto, entonces es aditivo.

Demostración.

(a) Se sigue del Teorema A.6.4 y la Proposición A.6.5.

(b) Por la prueba del Teorema 1.5.8, es suficiente verificar que F
(
X
⊕
Y
)

= F (X)⊕F (Y ) para
cualesquiera X, Y ∈ Obj(A ). En efecto, sean X, Y ∈ Obj(A ), X µ1−→ X

⊕
Y, Y

µ2−→ X
⊕
Y las

inclusiones naturales y X⊕
Y

π1−→ X,X
⊕
Y

π2−→ Y las proyecciones naturales. Luego, por el Lema
1.1.27, se tienen las sucesiones exactas en A

0→ X
µ1−→ X

⊕
Y

π2−→ Y → 0 y 0→ Y
µ2−→ X

⊕
Y

π1−→ X → 0.

Dado que π1µ1 = 1X , π2µ2 = 1Y y F es exacto, se tienen las sucesiones exactas en B

0→ F (X) F (µ1)−−−→ F
(
X
⊕
Y
)

F−→ (π2)F (Y )→ 0 y 0→ F (Y ) F (µ2)−−−→ F
(
X
⊕
Y
)

F (π1)−−−→ F (X)→ 0,

con F (π1)F (µ1) = 1F (X) y F (π2)F (µ2) = 1F (Y ). Ahora, por la Proposición A.4.17, se sigue que
F
(
X
⊕
Y
)

= F (X)⊕F (Y ), con inclusiones naturales F (µ1) y F (µ2).
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Lema A.6.7 Sean A una categoría abeliana, A f−→ B
g−→ C en A , Ker(g) kg−→ B el núcleo de g y

B
cf−→ CoKer(f) el conúcleo de f . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Im(f) ≃ Ker(g) en MonA (−, B).

(b) CoKer(f) ≃ CoIm(g) en EpiA (B,−).

(c) gf = 0 y cfkg = 0.

Demostración. Sea A f ′
−→→ Im(f) f ′′

↪−→ B la factorización de A f−→ B a través de su imagen.

(a)⇒(b) Sea Im(f) ≃ Ker(g) en MonA (−, B). Luego, en EpiA (B,−), se tiene que

CoIm(g) ≃ CoKer(Ker(g)) (dual de A.3.4(b))
≃ CoKer(Im(f))
≃ CoKer(Ker(CoKer(f))) (A.3.4(b))
≃ CoKer(f). (A.3.3(b))

(b)⇒(a) Sea CoKer(f) ≃ CoIm(g) en EpiA (B,−). Luego, en MonA (−, B), se tiene que

Im(f) ≃ Ker(CoKer(f)) (A.3.4(b))
≃ Ker(CoIm(g))
≃ Ker(CoKer(Ker(g))) (dual de A.3.4(b))
≃ Ker(g). (A.3.3(a))

(a)⇒(c) Dado que Im(f) ≃ Ker(g), se tiene que gf ′′ = 0. Luego,

gf = g(f ′′f ′)
= (gf ′′)f ′

= 0f ′

= 0.

Ahora, para probar que cfkg = 0, es suficiente verificar que kg ≃ Ker(cf ) en MonA (−, B). En efecto, de
(a) y el inciso (b) de la Proposición A.3.4, se sigue que

Ker(cf ) = Ker(CoKer(f))
≃ Im(f)
≃ Ker(g)
= kg.

(c)⇒(a) Sean gf = 0 y cfkg = 0. Luego, por la propiedad universal del núcleo, tenemos que existe
un morfismo h que hace conmutar el siguiente diagrama en A

A B C

Ker(g).
∃ h

f g

kg

Más aún, por la propiedad universal de la imagen, se sigue que existe un morfismo tal que el siguiente
diagrama en A conmuta
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Im(f)

A B

Ker(g)

f ′′f ′

h kg

y, en particular, tenemos que f ′′ ≤ kg. Ahora, por la propiedad universal del conúcleo y el inciso (b) de
la Proposición A.3.4, tenemos que existen morfismos j y k tales que el siguiente diagrama en A conmuta

A B CoKer(f)

Im(f)

Ker(CoKer(f)) Ker(g).

f ′

f cf

f ′′

k

∼

kg

∃ j

Por ende, se sigue que el morfismo kj hace conmutar el diagrama en A

Im(f)

B,

Ker(g)

f ′′

kj

kg

por lo que kg ≤ f ′′. Por lo tanto, Ker(g) ≃ Im(f) en MonA (−, B).

Teorema A.6.8 Para un funtor aditivo F : A → B entre categorías abelianas, las siguientes condicio-
nes son equivalentes.

(a) F es fiel.

(b) Sea D un diagrama en A . Si el diagrama FD en B es conmutativo, entonces D es conmutativo.

(c) Sea D un diagrama en A de la forma

A
f−→ B

g−→ C.

Si FD es exacto en B, entonces D es exacto en A .

Demostración.
(a)⇒(b) Sean D un diagrama en A y γ, δ caminos en D tales que tengan los mismos puntos iniciales

y finales. Como FD es conmutativo, entonces F (γ) = F (δ y, por ser F fiel, se sigue que γ = δ, por lo
que D conmuta.

(b)⇒(a) Sean X, Y ∈ Obj(A ) y α, β ∈ HomA (X, Y ) tales que F (α) = F (β). Consideremos un

diagrama D en A de la forma X Y
α

β
. Dado que F (X) F (Y )

F (α)

F (β)
es conmutativo, se sigue
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que D es conmutativo y, así, α = β.

(c)⇒(a) Sean X, Y ∈ Obj(A ) y α ∈ HomA (X, Y ). Como F es aditivo, basta ver que α ̸= 0 implica
que F (α) ̸= 0. Supongamos que α ̸= 0. Sea D un diagrama en A de la forma X 1X−→ X

α−→ Y . Entonces,
el diagrama D no es exacto en A y, por hipótesis, se sigue que F (X)

1F (X)−−−→ F (X) F (α)−−→ F (Y ) no es
exacto en B. Ahora, dado que

c1F (X) = CoKer(1F (X))

=
(
F (X) 0−→ 0

)
= 0,

se sigue que c1F (X)kF (α) = 0. Luego, por el inciso (c) del Lema A.6.7, la no exactitud de FD implica que
F (α) = F (α)1F (X) ̸= 0.

(a)⇒(c) Sea D un diagrama en A de la forma A f−→ B
g−→ C. Haremos una demostración contrapo-

sitiva. Supongamos que D no es exacta en A . Entonces, por el Lema A.6.7, tenemos que gf ̸= 0 o bien
cfkg ̸= 0. En el primer caso, dado que F es fiel, entonces F (g)F (f) ̸= 0 y, por el Lema A.6.7, se tiene
que FD no es exacto en B. Supongamos que cfkg ̸= 0. Como gkg = 0 y cff = 0, tenemos los siguientes
diagramas conmutativos en B

F (Ker(g))

Ker(F (g)) F (B) F (C)

∃ µ
F (kg)

kF (g) F (g)

F (A) F (B) CoKer(F (f)).

F (CoKer(f))

F (f)

F (cf )

cF (f)

∃ δ

Por ende, tenemos que

F (cfkg) = F (cf )F (kg)
= δcF (f)kF (g)µ.

Si FD fuera exacta en B entonces, por el Lema A.6.7, tendríamos que cF (f)kF (g) = 0, lo que implica
que F (cfkg) = 0, contradiciendo que F sea fiel y cfkg ̸= 0. Por lo tanto, FD no es exacto en B.

Corolario A.6.9 Para un funtor fiel y exacto F : A → B entre categorías abelianas, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) F es aditivo y preserva núcleos, conúcleos y coproductos finitos en A .

(b) Para cualquier diagrama D en A , se tiene que el diagrama D en A es conmutativo si, y sólo si,
el diagrama FD en B es conmutativo.

(c) Para cualquier diagrama D en A de la forma

A
f−→ B

g−→ C

se tiene que D es exacto en A si, y sólo si, FD es exacto en B.

Demostración.

(a) Por el inciso (b) del Corolario A.6.6, se tiene que F es aditivo. Luego, del Teorema 1.5.8, se sigue
que F preserva coproductos finitos en A . Ahora, como F es exacto, por el Teorema A.6.4 y la
Proposición A.6.5, se sigue que F preserva núcleos y conúcleos en A .
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(b) Dado que F es aditivo, por el inciso (a), basta aplicar el inciso (b) del Teorema A.6.8.

(c) Sea D un diagrama en A de la forma A
f−→ B

g−→ C. Supongamos que D es exacto. Entonces,
Im(f) ∼ Ker(g) en MonA (−, B). Como F es exacto, por el inciso (a) sabemos que F preserva
núcleos y conúcleos. Por lo tanto, en MonB(−, FB) se tiene que

Im(F (f)) ≃ Ker(CoKer(F (f))) (por A.3.4(b))
≃ Ker(F (CoKer(f)))
≃ F (Ker(CoKer(f))
≃ F (Im(f)) (por A.3.4(b))
≃ F (Ker(g))
≃ Ker(F (g)),

de donde se sigue que FD es exacto en B. La implicación contraria se sigue del inciso (c) del
Teorema A.6.8.

Definición A.6.10 Sea A una categoría abeliana. Una subcategoría abeliana de A es una subcategoría
A ′ de A tal que A ′ es abeliana y el funtor de inclusión ιA ′ : A ′ → A ,

(
X

f−→ Y
)
7→

(
X

f−→ Y
)

es
exacto.

Proposición A.6.11 Para una subcategoría plena A ′ de una categoría abeliana A , las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) A ′ es una subcategoría abeliana de A .

(b) A ′ satisface las siguientes condiciones:

(b1) A ′ tiene objeto cero.
(b2) Para toda familia {Ai}ni=1 de objetos de A ′, existe un coproducto {µi : Ai → A}ni=1 en A ′, el

cual también es un coproducto en A .
(b3) A ′ tiene núcleos y todo núcleo en A ′ también es núcleo en A .
(b4) A ′ tiene conúcleos y todo conúcleo en A ′ también es conúcleo en A .

Demostración.
(a)⇒(b) Supongamos que A ′ es abeliana y que el funtor de inclusión ιA ′ : A ′ → A es exacto. Como

ιA ′ es fiel y A ′ es abeliana, basta con aplicar el inciso (a) del Corolario A.6.9.

(b)⇒(a) Dado que A ′ es una subcategoría plena de A , por (b1) y (b2), se sigue que A ′ es aditiva.
Más aún, la plenitud de A ′ implica que, para cualesquiera X, Y ∈ Obj(A ′), si X f−→ Y es un isomorfismo
en A , entonces también lo es en A ′. Luego, por ser A abeliana, de (b3) y (b4) se sigue que se satisface
la condición (b) del Teorema A.5.2, por lo que A ′ es abeliana. Finalmente, por (b3) y (b4), tenemos
que el funtor de inclusión ιA ′ : A ′ → A preserva núcleos y conúcleos. Luego, por el Teorema A.6.4 y la
Proposición A.6.5, se tiene que ιA ′ es exacto.

Teorema A.6.12 Sean A una categoría abeliana y D un diagrama en A . Entonces, existe una subca-
tegoría abeliana A ′ de A tal que A ′ es una subcategoría plena y pequeña de A y D es un diagrama
en A ′.
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Demostración. Para cada n ∈ N, definiremos inductivamente una subcategoría plena An de A tal que
D sea un diagrama en An como sigue:

• A0 es la subcategoría plena de A cuyos objetos son aquellos que aparecen en la imagen de D.

• Dada An, definimos a An+1 como sigue:

(i) An+1 contiene a todos los objetos de An;

(ii) Para cada A α−→ B en An, agregamos a An+1 los morfismos Ker(α) kα−→ A y B cα−→ CoKer(α)
que existen en A ;

(iii) Para cualquier familia {Ai}i∈I de objetos en An, con I finito, agregamos a An+1 el coproducto∐
i∈I Ai que existe en A .

De este modo, tenemos que {An}n∈N es una cadena ascendente de subcategorías plenas y pequeñas
de A tales que D es un diagrama en A0. Luego, A ′ := ⋃

n∈N An es una subcategoría plena y pequeña
de A tal que D es un diagrama en A ′. Más aún, dado que A ′ satisface las condiciones del inciso (b)
de la Proposición A.6.11, se sigue que A ′ es abeliana.

Teorema A.6.13 (Teorema de Inmersión de Freyd-Mitchell) Sean A una categoría abeliana y A ′ una
subcategoría abeliana plena y pequeña de A . Entonces, existen un anillo R y un funtor fiel, pleno y
exacto

F : A ′ → Mod(R).

Demostración. Los detalles se pueden consultar en [Tan19, Theorem 7.15].

Lema A.6.14 (Lema del 5) Sean A una categoría abeliana y

A1 A2 A3 A4 A5

A′
1 A2 A′

3 A′
4 A′

5

f1

u1

f2

u2

f3

u3

f4

u4

f5

u′
1 u′

2 u′
3 u′

4

(A.6.7)

un diagrama conmutativo en A , donde los renglones son sucesiones exactas. Entonces,

(a) si f2 y f4 son monomorfismos y f1 es un epimorfismo, entonces f3 es un monomorfismo;

(b) si f2 y f4 son epimorfismos y f5 es un monomorfismo, entonces f3 es un epimorfismo;

(c) si f2 y f4 son isomorfismos, f1 es un epimorfismo y f5 es un monomorfismo, entonces f3 es un
isomorfismo.

Demostración.

(a) Por el Teorema A.6.12, existe una subcategoría abeliana A ′ de A plena, pequeña y que contiene
al diagrama (A.6.7). Luego, por el Teorema de Inmersión de Freyd-Mitchell (A.6.13), existen un
anillo R y un funtor F : A ′ → Mod(R) que es fiel, pleno y exacto. Más aún, por el Corolario
A.6.9, tenemos que el diagrama (A.6.7) es conmutativo y tiene renglones exactos si, y sólo si, el
diagrama obtenido al aplicarle F a (A.6.7) es conmutativo y tiene renglones exactos exactos en
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Mod(R). Finalmente, como F preserva monomorfismos y epimorfismos, entonces podemos suponer
que A = Mod(R), con R un anillo.
Supongamos que f2 y f4 son monomorfismos y que f1 es un epimorfismo. Sea x ∈ Ker(f3). Como
u′

3f3 = f4u3, tenemos que f4u3(x), por lo que u3(x) ∈ Ker(f4). Ahora, como f4 es un monomorfismo,
se tiene que u3(x) = 0, por lo que x ∈ Ker(u3). Como los renglones del diagrama son exactos,
tenemos que Ker(u3) = Im(u2), por lo que existe y ∈ A2 tal que u2(y) = x. Dado que u2(y) = x y
f3(x) = 0, se tiene que u′

2f2(y) = f3u2(y) = 0, por lo que f2(y) ∈ Ker(u′
2). Nuevamente, como los

renglones del diagrama son exactos, entonces Ker(u′
2) = Im(u′

1), por lo que existe z ∈ A′
1 tal que

u′
1(z) = f2(y). Más aún, como f1 es un epimorfismo, entonces existe w ∈ A1 tal que f1(w) = z. De

esto, se sigue que f2(y) = u′
1f1(w) = f2u1(w) y, por ser f2 un monomorfismo, que y = u1(w). Por

ende, tenemos que x = u2(y) = u2u1(w) y, como Ker(u2) = Im(u1), se obtiene que x = 0. Por lo
tanto, f3 es un monomorfismo.

(b) Se sigue de aplicar el principio de dualidad al inciso (a).

(c) Se sigue de (a) y (b).
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