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Resumen

En el presente trabajo se desarrollé un paquete en el software Wolfram Mathematica
que contiene dos funciones: MLE[] y LE[]. La primera calcula el mdximo exponente de
Lyapunov y la segunda calcula el espectro completo de los exponentes de Lyapunov,
para sistemas dindmicos continuos y auténomos. Los exponentes de Lyapunov sirven
como una caracteristica cuantitativa de la dinamica de un sistema al medir divergencia
o convergencia de trayectorias vecinas de la solucién, lo que los ha hecho un indicador
de caos.

Con estas funciones se llena un espacio existente en las librerias de Wolfram Mathe-
matica, que puede ser de utilidad en diversas areas, brindando una herramienta para
determinar el tipo de dindmica del sistema particular.
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Capitulo 1

Objetivo

El objetivo de esta tesis es desarrollar un paquete en el software Wolfram Mathe-
matica, para calcular numéricamente el maximo exponente de Lyapunov y el espectro
completo de exponentes de Lyapunov, de un sistema dindmico continuo y auténomo,
propuesto por el usuario, y asi tener al alcance una herramienta que ayude a identificar
la dinamica y estabilidad de sistemas de ese tipo.







Lista de simbolos

Tabla 1.1: Lista de simbolos

MEL Maéximo exponente de Lyapunov
EL Exponentes de Lyapunov
i Exponente de Lyapunov i-ésimo
A1 Maéximo exponente de Lyapunov
J Matriz Jacobiana
ERK (1) ExplicitRungeKutta de orden i
T Intervalo corto de tiempo de integracion para el calculo de los EL
k Ntumero de iteraciones para el calculo de los EL
& Ecuacién variacional
MLE[] | Funcién en Mathematica que calcula el maximo exponente de Lyapunov
LE[] Funcién en Mathematica que calcula los exponentes de Lyapunov







Capitulo 2

Introducciéon

La teoria de sistemas dindmicos se origind a finales del siglo XIX con preguntas
fundamentales acerca de la estabilidad y evolucién del sistema solar. El responder a
esas preguntas llevé al desarrollo de un poderoso campo con aplicaciones en fisica,
biologia, astronomia, entre otras dreas [1]. En las siguientes lineas se presentan los
aspectos generales de esta teoria.

2.1. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es aquel cuyo estado cambia en el tiempo [2]. Los sistemas
que evolucionan en el tiempo son estudiados por una rama de la fisica conocida como
dindmica.

La forma en la que se describen este tipo de sistemas es mediante un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden, que se representan de forma vectorial de la
siguiente manera:

% = F(x) (2.1)

Los estados a un tiempo ¢ estdn completamente especificados por los valores de n
variables reales representadas por x, que es un vector que contiene a todas las variables
del sistema, es decir, x = (z1,22,...,2Zy), igualmente F = (f1, fa,..., fn) donde a
F(x) se le asocia un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias [3]. Si las funciones
contenidas en F son independientes del tiempo, como en el caso (2.1), se dice que el
sistema es auténomo. En caso contrario, en el que una o mas funciones contenidas en
F dependa explicitamente del tiempo, se dice que el sistema es no auténomo y el lado
derecho de la ecuacién (2.1) se escribe como F(x,t).

Consideremos el ejemplo de la ecuacion de un oscilador arménico forzado: & + ax +
fx = cos(wt). Haciendo y = &, se obtiene y + ay + Bz = cos(wt), por lo que puede
escribirse como un sistema de ecuaciones de primer orden:

T =y,

= —ay — px + cos(wt),
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que es no auténomo. En el caso que cos(wt) = 0 (o simplemente w = 0), se obtiene un
sistema auténomo.

El cambio de variable aplicado en el ejemplo anterior se puede generalizar, de tal
suerte que puede probarse que cualquier ecuacién diferencial ordinaria de orden n puede
transformarse en un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
[4].

Sin abundar en el tema, se menciona que una nocién general de los sistemas dinamicos
requiere hablar de los siguientes tépicos:

1. Espacio fase.
2. Tiempo (discreto o continuo).

3. Ley de evolucién en el tiempo.

El espacio fase, es un espacio en el que cada punto representa un posible estado del
sistema.

Existen dos tipos de sistemas dindmicos, continuos y discretos; los sistemas con-
tinuos son modelados por sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden y los
discretos por mapeos donde cada valor del tiempo discreto tiene asociado un estado
siguiente del sistema dinamico.

La ley de evolucion del tiempo se refiere a una regla que nos permite determinar el

estado del sistema a cada momento de tiempo ¢, a partir de sus estados en los tiempos
anteriores. El estado final del sistema dependerd solamente del estado inicial y del
tiempo de evolucién del sistema [5].
Usualmente, para visualizar el comportamiento general de un sistema dinamico, se
emplea el retrato fase, que es una representacién grafica de las curvas en espacio fase
que corresponden a trayectorias del sistema con diferentes condiciones iniciales. En
otras palabras, es la representacion grafica de las soluciones del sistema, siendo una
solucién las curvas diferenciables que satisface las condiciones iniciales y la ecuacién
diferencial.

Como ejemplos se presentan los siguientes sistemas [6]:

Oscilador arménico simple

Péndulo simple

i = v, (2.3)

= —w?sin x,

cuyos retratos fase se presentan en la Fig. 2.1.
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Figura 2.1: Retratos fase de (2.2), izquierda, y (2.3), derecha.

Otra caracteristica topoldgica importante en los retratos fase son los atractores.
Estos son colecciones invariantes de estados, o bien puntos invariantes en el espacio
fase hacia los cuales los estados vecinos en una base de atraccién dada se aproximan
asintéticamente en el curso de la evolucién del sistema. En otras palabras, es una base
de atraccién que como su nombre lo dice atraen todas las trayectorias vecinas [7, 8].

El concepto de atractor es importante para describir el comportamiento de un sis-
tema dinamico, ademdas de que es una buena fuente de informacioén; por ejemplo, la
dimension de los atractores indica el tipo de movimiento que describe. Se pueden di-
vidir los atractores en dos grupos: los regulares y los extranos. Los regulares tienen
dimensiones enteras y los extranos pueden tener dimensiones no enteras. En cuanto a
los regulares, hay tres tipos de movimiento asociado con ellos:

1. Punto de equilibrio
2. Movimiento periddico
3. Movimiento cuasiperiédico

Estos se ilustran en la Fig. 2.2. En a) se muestra un punto de equilibrio o punto
fijo. Como su nombre lo indica son puntos que atraen las trayectorias vecinas.

El b) muestra un ciclo limite. Los ciclos limite son trayectorias cerradas aisladas. Con
aislado nos referimos a que no existen trayectorias vecinas que sean también cerradas.
Estos atractores describen movimientos peridédicos. Una caracteristica importante de
los ciclos limite es que solamente se encuentran en fendémenos no lineales; en sistemas
lineales pueden existir érbitas cerradas, pero no son aisladas.

Los toros corresponden a movimientos cuasiperidodicos que lucen como una dona
en el espacio tridimensional como se presenta en ¢) . Esta dindmica corresponde a un
sistema que evoluciona en el tiempo casi como un sistema periédico pero la periodicidad
no se cumple de manera exacta. Esto tiene como consecuencia que las trayectorias llenen
densamente una region.

Con respecto a los atractores extrafnios, como el que se muestra en d), estos consisten
de trayectorias irregulares que permanecen dentro de una regién acotada del espacio
fase. A diferencia de los movimientos que acabamos de discutir, las trayectorias no
forman un punto, una curva o una superficie, sino a figuras que se repiten recursivamente
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y que contienen una imagen de si mismas en cada una de sus partes, conocidos como
fractales.

A
YN

a) b) c) d)
Figura 2.2: Atractores que se pueden encontrar en el espacio fase tridimensional

La estabilidad de estos atractores depende de, entre otras cosas, si las trayectorias
vecinas a ellos se acercan o se alejan del atractor; si se acercan se dice que el atractor
es estable y si se alejan que es inestable, aunque puede haber casos mixtos [7, 9, 10, 8,
11].

La estabilidad de un sistema dindmico ha sido por mucho tiempo un tema de interés
para los matematicos. Henry Poincaré, a finales de 1800, introdujo una nueva forma de
ver este problema, que enfatizaba cuestiones cualitativas, mas que cuantitativas. Por
ejemplo, en lugar de preguntarse por la posicién exacta de los planetas a todo tiem-
po, se pregunté: 7 El sistema solar es estable por siempre o algunos planetas saldrdn
eventualmente disparados al infinito”.

Ademas Poincaré fue el primero en vislumbrar la posibilidad del caos. Aunque
no hay definicién universalmente aceptada de lo que es el caos, este se puede definir
como un sistema determinista que exhibe comportamiento aperiédico el cual tiene una
sensible dependencia a las condiciones iniciales.

El caos se popularizé gracias al trabajo de Edward Lorenz, un matematico y me-
teordlogo estadounidense. Una de sus conferencias se titulé Predecibilidad: sel aleteo
de una mariposa en Brasil puede provocar un tornado en Texas?, por lo que ahora se
le conoce como efecto mariposa a la alta sensibilidad a las condiciones iniciales. Estd
ademads la coincidencia de que el atractor del sistema de Lorenz luce como las alas de
una mariposa, como se puede ver en la Fig. 2.3.

Durante sus estudios del clima, Lorenz descubri6 su caracter impredecible, debido a
que las soluciones del sistema no eran atraidas ni a un punto fijo, ni a un ciclo limite ni
a un toro, sino a un atractor completamente diferente: un atractor extrano. El atractor
del sistema de Lorenz ahora es conocido como atractor de Lorenz [12, 13].
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Figura 2.3: Atractor de Lorenz

El caos ha provocado fascinacion desde hace mucho tiempo, tal vez gran parte de
esto se debe al hecho de que, los atractores no tienen un aspecto irregular, como se
esperaria si se atiene a lo que la palabra caos evoca, sino que tienen apariencia muy
estética [8]. Aunque el caos fue el tultimo tipo de dindmica en ser descubierto, este
tipo de movimiento se puede presentar en sistemas muy simples [14], lo que lleva a
preguntarse: jCudles son los requerimientos para que pueda haber caos?

Para sistemas continuos los requerimientos para que pueda haber caos son: no li-
nealidad y que el sistema tenga dimensién > 3.

La posibilidad de caos forma parte de la naturaleza, ya que la mayoria de los fenéme-
nos son no lineales [15], por lo que se puede manifestar también en varios campos de la
ciencia.

Como el caos puede encontrarse en sistemas muy simples la deteccién y caracte-
rizacion del caos se ha vuelto un tema importante. Una herramienta importante para
detectar la presencia de caos, son los exponentes de Lyapunov, que se presentan mas
adelante. Antes es necesario detenernos en el concepto de estabilidad. Esto debido a
que usualmente los sistemas fisicos estdn sometidos a perturbaciones, por lo que es
importante identificar el tipo de estabilidad que un sistema posee [16].

La estabilidad de los sistemas dindmicos se ha estudiado mediante 3 enfoques: es-
tabilidad lineal, estabilidad de soluciones periédicas (teoria de Floquet) y estabilidad
segun Lyapunov. A continuacién se estableceran conceptos necesarios para comprender
los tres enfoques.
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2.1.1. Puntos fijos

Los puntos fijos también conocidos como puntos criticos, puntos de equilibrio o pun-
tos estacionarios, son importantes para analizar el comportamiento local del sistema.
El punto fijo es una soluciéon constante o de equilibrio de un sistema.

Si se tiene un sistema:

x=F(x),x€R

Los puntos fijos x* estan definidos por F(x*) = 0 [8].

Un sistema puede no tener puntos fijos, uno o un nimero finito de puntos fijos o
infinitos puntos fijos. Por ejemplo:

Z = 5 no tiene puntos fijos.

& = x tiene un punto fijo (z¢ = 0).

# = 22 — 1 tiene dos puntos fijos (xg = £1).

& = sinx tiene infinitos puntos fijos (zg = £nm, donde n es un nimero natural).

2.2. Analisis de estabilidad lineal

Un punto fijo x¢ se dice que es estable si para un ¢ > 0 dado, existe un § > 0
dependiente de € tal que ¥ ¢ > to, || z(t) —xo(t) ||< €, siempre que || z(to) —zo(to) ||< 0.
Entonces, cuando un punto fijo es estable las trayectorias del sistema no se alejan, al
contrario de lo que sucede cuando es sistema es inestable.

La estabilidad lineal se basa en el estudio del sistema linealizado alrededor de un
punto de equilibrio. Consideremos el sistema (2.1), desarrollando F(x) en serie de Taylor
alrededor de un punto de equilibrio xy y despreciando los términos de orden mayor a
1, entonces el sistema (2.4) linealizado alrededor de xg es:

x = Ax (2.4)

Donde A es una matriz llamada matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio
xg. La estabilidad o inestabilidad del punto de equilibrios se infiere de un analisis de
los eigenvalores de A [17].

2.2.1. Sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes

Consideremos un sistema de la forma (2.4), donde A es una matriz constante de
nxn, asumimos que todos los elementos de A son reales.
Si n =1 el sistema se reduce a una ecuacién de primer orden:

T = ax

Su solucién es = ce® y la constante ¢ puede ser encontrada mediante las condiciones

iniciales 2(0) = zg. Por lo tanto la solucién general serfa z(t) = xoe®.

Este sistema tiene un sélo punto fijo el cual es x = 0 mientras a # 0.

10
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Si a < 0 entonces las soluciones tienden a = 0 cuando ¢ incrementa, en estos casos
se dice que z = 0 es una solucién de equilibrio asintéticamente estable.

Si a > 0 entonces las soluciones tienden a alejarse de x = 0 cuando ¢ incrementa,
en estos casos se dice que x = 0 es una solucién inestable.

Para sistemas de n ecuaciones la situacion es similar, pero un poco mas complicada
[4]

Si el sistema (2.4) tiene solucién x(t) lo que quiere decir que satisface la ecuacién
(2.4), cualquier combinacién lineal de las soluciones del sistema es también una solucién
por el principio de superposicion.

De ahi que mientras el sistema sea lineal se considera la solucién trivial:

x(t) = va (2.5)

Donde x(t) es el vector de soluciones, v es el vector columna con componentes v =
(v1,v2,...,v,)% X es un nimero. Si la solucién (2.5) existe, éstas corresponden a un
movimiento exponencial a lo largo de la linea generada por el vector v donde la tasa
de crecimiento estd determinada por .

Si se sustituye (2.5) en (2.4) se obtiene:

Avel = Ave

(A —AD)v =0 (2.6)

Para que se obtenga una solucién no trivial se debe cumplir que:
det(A — M) #0

Si se desarrolla (2.6) se obtiene una ecuacién polinomial de grado n en A que se conoce
como ecuacion caracteristica de la matriz A. Las raices de la ecuacion caracteristica son
los eigenvalores, los eigenvectores v se obtienen resolviendo (2.6) para cada eigenvalor.

La estabilidad del sistema (2.4) esté definida por el valor de los eigenvalores. Por
ejemplo, para un sistema 2x2 con coeficientes reales hay tres casos principales que
pueden ocurrir.

= Los eigenvalores son reales y tienen signos opuestos. Por lo tanto z = 0 es un
punto silla

= Los eigenvalores son diferentes, reales y con el mismo signo. Por lo tanto z = 0
es un nodo

= Los eigenvalores tienen valores complejos con parte real diferente de cero. Por lo
tanto x = 0 es un punto espiral.

Para ejemplificar, consideremos como ejemplo el sistema:

%= <\_/‘;l \_@ x. (2.7)

11
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La ecuacién caracteristica se obtiene de

det —3—4A V2
V2 —2- )

por lo que los eigenvalores son A1 = —1 y Ao = —4.
Resolviendo (2.6) para A\; = —1 se obtiene el eigenespacio correspondiente a ese

eigenvalor es generado por
1
1 —
v ( ﬂ> |

Haciendo lo mismo para Ao = —4 se obtiene:

v® _ (‘f) |

El conjunto de soluciones fundamentales del sistema (2.7) es, entonces:

1 _— ( 1 —t (2) _ -2 —4t
X = e X = € .
)= ()

Y la solucién general del sistema (2.7) es:

x(t) = x4 eox@ = ¢l (k) et + ¢ (_1/5> e .

Como los eigenvalores son distintos, reales y con el mismo signo, el punto fijo es un
nodo, y dado que los los eigenvalores son negativos, se trata de un nodo estable. La
representacién en el espacio fase del sistema (2.7) se muestra en la Fig. 2.4.

):(—3—)\)(—2—/\)—2:()\+1)()\+4):07

XoA

X(l)(f)

Figura 2.4: Retrato fase del sistema (2.7)

12



2.3 Teoria de Floquet

2.3. Teoria de Floquet

La teoria de Floquet se utiliza para identificar la estabilidad de una trayectoria
cerrada, la cual corresponde a sistemas con soluciones periddicas. Cuando una solucién
periddica es ligeramente perturbada, si la perturbacién se extingue a medida que el
tiempo incrementa, la solucién periédica es estable, de lo contrario es inestable [18].

Los sistemas de Floquet son sistemas donde un sistema como en (2.1) tiene solucién
periodica

x,(t) = x,(t + 7).
Para identificar la estabilidad de esta solucién periddica, se perturba la solucién para

quedar de la manera:
x(t) = xp(t) + Xx(). (2.8)

Donde X es una pequena perturbacién. Si se sustituye (2.8) en (2.1), despejando para
x y desarrollando F(X) en series de Taylor (linealizando sobre la solucién periodica).
El sistema lineal asociado para la perturbacion es el siguiente:

x(t) = D()x(t). (2.9)

D(t) = — | . (2.10)

Xp
Podemos observar que se trata de la matriz jacobiana evaluada en la solucién periédica
Xp ¥, debido a la periodicidad de x,, D es una matriz con coeficientes periédicos, es
decir, D(t) =D(t + T)

La idea basica detrés de la teoria de estabilidad de Floquet es el supuesto de que la
periodicidad de la matriz D permite observar el comportamiento de X, sélo en tiempos
discretos t = 0,7, 2T, ....

El sistema lineal n dimensional asociado para la perturbacién (2.9) tiene n soluciones
linealmente independientes X1, Xs, ...,X, por lo que, por el principio de superposicion,
la solucién puede escribirse como X = ¢1X1 + coXg + - - - + ¢, X,. O en forma matricial:

x(t) = X(t)c. (2.11)

Donde X es la matriz de soluciones X(t) = [&1(t) Ra(t)---%n(t)] v ¢ es el vector de
constantes ¢ = {c1,¢a,...,¢n}.

Si x(t) es solucién del sistema (2.9), X(t + T') también es solucién, siempre que
D(t)=D(t+1T).

Para la matriz asociada a las correspondientes soluciones fundamentales, se intro-
duce la siguiente notacién

O(t) = [p1(t) @2(t) en(t)],

13
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con

®(0) =1 (2.12)

Si se aplica el mismo razonamiento que con X(t) y X(t+7T') entonces se puede establecer
una matriz constante de n x n, C, tal que

&(t+T) = ®(t)C. (2.13)

Donde C es una matriz que mapea ®(t) en ®(¢t+ 7). Debido a las condiciones iniciales
(2.12), se puede deducir de (2.13) que

A la matriz C se le conoce como matriz de monodromia.

Si el periodo T es conocido, se integra (2.9) sobre el periodo T, y aplicando (2.12)
se obtiene C directamente.

La estabilidad en este caso viene dada por los eigenvalores o de la matriz C, los
cuales son conocidos como multiplicadores de Floquet. Si |o;| < 1 el sistema es asintéti-
camente estable, pero si |oj| > 1V j =1,2,...,n el sistema es inestable [9].

2.4. Teoria de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov (también conocidos como coeficientes de Lyapunov),
son medidas que caracterizan la tasa promedio de crecimiento o decaimiento de pe-
quenas perturbaciones de las érbitas de un sistema dindmico. Desde que fueron intro-
ducidos por Lyapunov, han sido ampliamente utilizados para el estudio de sistemas
dindmicos porque son una herramienta 1til para investigar el tipo de estabilidad de
conjuntos limite, y clasificarlos de acuerdo con su dindmica [19, 20]. Debido a que los
exponentes de Lyapunov miden la separacién de dos trayectorias con condiciones inicia-
les cercanas (la del sistema dindmico y la de la pequena perturbacién), calcularlos nos
provee una medida directa de la sensibilidad a las condiciones iniciales, la cual, entre
otras cosas, es una caracteristica del caos. Por esta razoén, los exponentes de Lyapunov
son también la herramienta mas 1til para el diagnéstico de sistemas cadticos [21, 22].

Un sistema dinamico n dimensional definido por n ecuaciones diferenciales de primer
orden, tiene n exponentes de Lyapunov (\;, i = 1,...,n). Donde cada exponente (\;)
representa la tasa de crecimiento o decaimiento de pequenas perturbaciones a lo largo
de cada uno de los ejes principales en el espacio de estados del sistema. Usualmente se
ordenan del més grande al mas pequefio (A1 > A2 > ... \,) [23].

A; > 0 implica que existe una tasa exponencial promedio de divergencia entre las
trayectorias vecinas en el espacio fase cerca de un atractor, entonces, si al menos un
exponente de Lyapunov es positivo, es indicador de caos. Por el contrario, si A; < 0 las

trayectorias convergen; en el caso que \; = 0 las trayectorias ni convergen ni divergen
[24].
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FEn caso de que el sistema dinamico a analizar tenga multiples atractores, los valo-
res de los exponentes de Lyapunov se aproximaran a alguno de los atractores, lo que
determina a cudl de los multiples atractores se aproximen estd definido por la condicién
inicial [20].

Para cualquier atractor (de un sistema dindmico auténomo) que no sea un punto
fijo, un exponente de Lyapunov es siempre cero, que corresponde a la direccién tangente
del flujo definido por el sistema dindmico; lo que indica que la perturbacién hecha a
lo largo de la trayectoria ni converge ni diverge [24, 25, 23], ademds, para cualquier
atractor la suma de los exponentes de Lyapunov es negativa ya que la contraccién del
atractor debe ser mayor que la expansién; en otras palabras, el sistema no crecerd sin
limites ni divergira hasta infinito [23, 24].

Debido a las caracteristicas anteriores, un atractor extrano (asociado a un sistema
cadtico) debe tener al menos 3 exponentes de Lyapunov (Al menos un valor positivo,
al menos un valor cero y al menos un valor negativo para que la suma sea negativa),
que es una de las caracteristicas para que exista caos, siendo (A1, A2, A\3) = (+,0, —),
con Y i A; < 0 [24, 25]. Para el caso en que al menos dos exponentes de Lyapunov sean
positivos, esa condicién se define como hipercaos. Donde un atractor es hipercadtico
si tiene al menos dos exponentes de Lyapunov positivos, de esta manera la dimensién
minima del sistema para hipercaos es 4, o sea (A1, A2, A3, A1) = (+,+,0, —) [24, 26].

De manera que las magnitudes de los exponentes de Lyapunov cuantifican la dindmi-
ca de un atractor brinddndonos informacién de si el sistema es regular (estado estacio-
nario, periédico o cuasiperiddico) o cadtico. Generalmente, el niimero de exponentes de
Lyapunov con valor cero, de sistemas no caédticos, indican la dimensiéon del atractor,
por ejemplo: un punto de equilibrio o punto fijo tiene dimensién 0, ya que no tiene
ningin exponente cero, un ciclo limite tiene dimensién 1, porque tiene un exponente
cero, un 2-toro tiene dimensién 2 y un k-toro tiene dimensién k porque tienen 2 y k
exponentes cero, respectivamente. Esto se puede apreciar de mejor manera en la Tabla
2.1, [23, 17, 22, 19, 27, 24].

De esta manera, el espectro de los coeficientes de Lyapunov puede diferenciar entre
distintos tipos de atractores y se pueden utilizar para revelar inestabilidades y bifurca-
ciones de algun sistema que depende de controlar algin pardametro. Por ejemplo, si un
toro bidimensional estable se convierte en un atractor extrano, existe un punto critico
en el que es espectro de los coeficientes de Lyapunov cambia de {0,0,—} a {+,0,—}
[9].

De todo el espectro de los coeficientes de Lyapunov, el mas importante es el maxi-
mo (A1). La magnitud de (A1) especifica la tasa exponencial promedio mdaxima de
divergencia de trayectorias en un atractor y, por lo tanto, detecta qué tanto se alejan
las trayectorias. Por esta razon el médximo exponente de Lyapunov (MEL) se utiliza
usualmente como medida local de la inestabilidad de un sistema dindmico, lo que lo
ha convertido en un indicador de caos. De ahi que la mayoria de los algoritmos estén
desarrollados para calcular sélo el MEL. Sin embargo, el cdlculo del espectro completo
brinda un retrato completo de la dindmica del sistema ya que caracteriza el comporta-
miento asintético de éste [25, 19, 23].

15



2. INTRODUCCION

Si la érbita estudiada es regular (puntos fijos, sistemas periddicos y cuasiperiédicos)
A1 = 0 aun cuando sea un punto fijo (A; < 0 todos los exponentes negativos) debido
a que \; tiende a cero siguiendo una ley de potencias A; o< t~1. Por el contrario, si es
cadtica A1 > 0, lo que implica divergencia exponencial de érbitas cercanas, donde para
valores relativamente pequenos de tiempo t el MEL usualmente variard irregularmente,
pero para tiempos t suficientemente grandes el MEL tendera a estabilizarse a un valor
positivo constante.

Ademsds de utilizar el MEL como criterio de caos o regularidad de una érbita, al
valor del MEL se le puede dar un significado fisico, definiendo el siguiente tiempo:

tr = —. 2.14
L= (2.14)

La ecuacion anterior brinda un estimado del tiempo que necesita un sistema dindmico
para volverse cadtico (conocido como tiempo Lyapunov) y en la practica mide el tiempo
que necesitan las érbitas cercanas del sistema para divergir exponencialmente [19].

Tabla 2.1: Exponentes de Lyapunov de los distintos tipos de conjuntos limite

Tipo de atractor Dinamica Exponentes de Lyapunov | Dimensién
Punto fijo Estado estacionario 0>\ >---> A\, 0
A =0
Ciclo limite Periddico 1
0> N> > )\n
A=Ay =
Toro Cuasiperiédico 2
0>A3>---> A\,
M= =\ =
k-Toro Cuasiperiédico k
0> Agy1 > > A\
A1 >0
Atractor extrano Cadtico No entera
Z? A <0

2.5. Antecedentes

Para el cédlculo de los exponentes de Lyapunov se han desarrollado distintos algo-
ritmos [19, 28, 29]. Un resumen de los métodos propuestos puede hallarse en la seccién
7 de [23].

En cuanto a el calculo numérico del maximo exponente de Lyapunov, la mayoria
de los cédigos existentes requieren un conocimiento mas que basico de programacion,
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debido a que la mayoria se encuentran escritos en lenguajes como C, C++, Fortran y,
en el mejor de los casos, Matlab [30].

Con respecto al software Mathematica, el primero en usarlo para calcular los ex-
ponentes de Lyapunov fue M. Sandri, en 1996. El autor calculé los exponentes de
Lyapunov para 2 casos particulares, los sistemas de Lorenz y el de Rossler, que se sabe
que es caodtico el primero e hipercaético el segundo.

Posteriormente, en el ano 2008, una versién modificada de los dos métodos pro-
puestos en [20] en Mathematica fue propuesto en [31] y aplicado al célculo del maximo
exponente y todo el espectro de los exponentes de Lyapunov de 3 sistemas: Lorenz,
Rossler y de un sistema quimico no isotérmico. En ese trabajo proponen usar la fun-
cién NDSolve, para resolver las ecuaciones diferenciales, en lugar del método de tamafio
de paso fijo de Roman Maeder conocido como RKStep. La modificacion les permitié
tener resultados mas precisos y a la vez redujeron substancialmente los tiempos de
cémputo.

Finalmente, en el ano 2013, se publica otro trabajo en donde se calcula el maximo
exponente de Lyapunov en Wolfram Mathematica, también para los sistemas de Lo-
rentz y de Rossler. Se utilizaron librerias actualizadas y se obtuvo el valor del méaximo
exponente como un promedio sobre un conjunto de trayectorias.

En estos trabajos anteriores en Mathematica se realizaron calculos de sistemas
dindmicos en especifico. Nuestro paquete es una generalizacién en el que el usuario
podra definir el sistema y la funcién regresard ya sea el maximo exponente de Lyapu-
nov o todo el espectro de los exponentes de Lyapunov, lo que lo hace mas practico.

2.6. Objetivo

El objetivo de esta tesis es implementar un paquete en el software Wolfram Mathe-
matica que calcule numéricamente el maximo exponente de Lyapunov, y de todo el
espectro de exponentes, de un sistema dindmico, con el fin de contar con una herra-
mienta general para identificar el tipo de dindmica del sistema.

2.7. Motivacion

En la naturaleza abundan los sistemas cadticos debido a que muchos modelos de
fenémenos naturales son intrinsecamente no lineales. Los sistemas cadticos tienen una
sensible dependencia a las condiciones iniciales, es decir, aunque dos trayectorias inicien
muy cercanamente, divergiran exponencialmente. Esa impredecibilidad tiene su origen
en la no linealidad de las ecuaciones, de ahi que detectar caos y estimar el tiempo limite
de prediccién ha sido una tarea importante y desafiante.

Identificar la estabilidad de un sistema suele ser muy importante en diversas ramas
de la ciencia. Por ejemplo, en ingenieria de control se requiere estabilizar a un sistema no
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estable, por lo que es necesario contar con un pardmetro que identifique la estabilidad
o inestabilidad del sistema.

Debido a que los exponentes de Lyapunov son un indicador de la presencia o ausencia
de caos, calcularlos es la herramienta més importante en el diseno y andlisis de sistemas
no lineales [21, 23, 32, 33, 34].

Ademsds de ser indicadores de caos, los coeficientes de Lyapunov son utiles para ca-
talogar sistemas con comportamientos de estado estacionario, como lo son: puntos fijos
asintoticamente estables, ciclos limite asintéticamente estables y toros n dimensionales
asintéticamente estables [24].

2.8. Planteamiento del problema

El analisis de estabilidad lineal y el de floquet son limitados, la estabilidad segun
Lyapunov tiene maés alcance debido a que se puede determinar la estabilidad no sélo
de puntos fijos o soluciones periddicas, sino también de dindmicas cuasiperidédicas y
cadticas [24]. Existen paquetes o funciones que calculan el maximo exponente de Lya-
punov, o todo el espectro, en distintos lenguajes de programacién, sin embargo, debido
a su amplio uso y a las bondades de su lenguaje de programacion, se propone el uso
de Wolfram Mathematica. Como se mencioné anteriormente, ya existen propuestas del
uso de este software para el calculo del MEL y de todo el espectro, pero son limitadas a
casos particulares. En la presente tesis se propone una funcién para el cdlculo del MEL
y de todo el espectro de exponentes de Lyapunov, para cualquier sistema dinamico,
continuo y auténomo.
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Capitulo 3

Marco tedrico e implementacion

3.1. Calculo del maximo exponente de Lyapunov

El algoritmo utilizado para el cdlculo del maximo exponente de Lyapunov se basa
en el método variacional [24], que describimos a continuacién.

3.1.1. Ecuacién variacional

La ecuacion variacional es una ecuacion diferencial lineal en forma matricial con
entradas que dependen del tiempo. Es la linealizaciéon del campo vectorial a lo largo de
la trayectoria ¢y (zo, to), por lo que si la trayectoria cambia, también lo hace la ecuacién
variacional.

Consideremos un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias

z = f(x,t), (3.1)
z(ty) = xo, (3.2)
con solucién ¢y (g, to), es decir
?Ibt(xoato) = f (¢t($0at0)at) ) (3'3)
qbt(:Eo, to) = Xy. (34)

Derivando (3.3) con respecto a xg, se obtiene:

D:Eod.)t ($0>t0) = Dwof(gbt(l'O)tU))t) Dzoqbt(:v())to)? (35)
D$0¢t0 ($07t0) = Ia (36)

definiendo ®;(zg,to) = Dy, ¢(x0,to). Entonces (3.5) se convierte en:

D (z0,t0) = Daf (¢1(z0,t0),t) ®i(wo,0), (3.7)
@4 (z0,0) = L (3.8)
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Que se conoce como ecuacién variacional, y puede escribirse de la siguiente manera:

‘i’t@o,to) = J®(z0,10), (3.9)
D (z0,t0) = 1, (3.10)

donde J es la matriz Jacobiana del sistema (3.1).

Dado que la condicién inicial es la matriz identidad (I), la solucién ®¢(xo,to) de la
ecuacién variacional es la matriz de transicién de estados del sistema lineal (3.7). De
ello se deduce que una perturbacion dxg, de xg, evoluciona de la siguiente manera

(5x(t) = q)t(l’o,to)(;xo. (3.11)

La perturbacién debe ser pequeiia, por ejemplo del orden de 107'® [8] o de una
distancia en el espacio fase de 10~7 —107% [19]. En los trabajos anteriores realizados en
Mathematica se escogieron valores entre 0 y 1 [20, 31, 30]. En este trabajo se escogi6
una perturbacién con un tamafio de un valor del orden 10716,

La perturbacién dxg se puede interpretar como una perturbacién infinitesimal del
sistema original (3.1) o como un vector solucién del sistema linealizado (3.7).

Para obtener la solucién de la ecuaciéon variacional usualmente se calculan simultanea-
mente las soluciones de la ecuacién variacional y del sistema original obteniendo el

siguiente sistema:
X1\ _ [ fla)
{‘i’} - {Dxf(a:,t)@}’ (3.12)

integrando a ecuacion (3.12) desde la condicién inicial:

{g(i?)} - {xlo} ' (3.13)

Para calcular el MLE de una 6rbita con condicién inicial x(tg), se sigue simultanea-
mente la evolucion de la érbita y de un vector desviacién dxg, desde su érbita con
condicién inicial dxg, como se infiere de la ecuacién (3.11). Para ello, se resuelve si-
multdneamente la ecuacién variacional, para la evolucién en el tiempo del vector des-
viacion, y el sistema de ecuaciones del sistema dinamico, para la evolucién en el tiempo
de la 6rbita. Haciendo esto, puede probarse que [19]:

A1(t) = lim lln |0z(t) || — Ym o | @+ (0, to)dzo||
t—oo t ||5ﬂ_’,’0|| t—00 ||5$0|| .

(3.14)

Hay que recalcar que el vector desviacién dz(t) a tiempos ¢t > 0 es determinado
por la accién de la ecuacién variacional sobre el vector desviacién dxg, de acuerdo a la
ecuacion (3.11) [19, 24].

Para ejemplificar el procedimiento, consideremos el sistema de Lorenz, que esta bien
caracterizado; se sabe que es cadtico y que el valor de su MEL es A\; = 1.5 [30].

) x 16(y — )
X=1y z(To0 —2) =) | » (3.15)
z Ty — 4z
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con la condicidn inicial

) (o) 13%
X(to) =z0 = |y(to) | = 10 (3.16)
Z(to) 10
La matriz Jacobiana de (3.15) es
—16 16 0
J=14592—-2 -1 —xf, (3.17)
Y x —4
con lo que la ecuacién variacional queda como
, bry 1y g
P31 P32 P33
—16‘1)11 + 16@21 —16@12 + 16@22 —16@13 + 16(1323
(4592 - Z)(I)n — (I>21 - CL‘(I)31 (4592 — Z)(I)lg - @22 — 56‘1332 (4592 — Z)(I)lg - (1323 - $q>33
yP11 + 2Py — 4P3 yP1o + xPoy — 4P3 y®13 + xPog — 4P33
(3.18)

Ahora, siguiendo (3.12) y (3.13), se resuelven simultaneamente (3.18) y (3.15). Una
vez obtenido ®, se calcula (3.11) para, finalmente calcular el MEL mediante (3.14).

3.2. Calculo del espectro de los exponentes de Lyapunov

Para el cédlculo del espectro de coeficientes de Lyapunov se usa un método estandar,
que se basa en la evolucién temporal de mas de un vector desviacién, los cuales se man-
tienen linealmente independientes, lo que se consigue si esos vectores son ortogonales;
por lo que se ortogonaliza mediante el método de Gram-Schmidt [19].

Calcular el espectro completo de los exponentes de Lyapunov presenta complicacio-
nes por el hecho de que, para valores grandes de tiempo, los valores de los exponentes
tienden al maximo, lo que, de alguna manera, contamina el calculo y produce resulta-
dos no acertados. Para resolver este problema, en lugar de calcular los exponentes de
Lyapunov de orden 1 (vectores), como en el caso del algoritmo para calcular el méximo
exponente de Lyapunov, se calculan los exponentes de Lyapunov de orden p, donde
1 > p > n, que describen la tasa promedio de crecimiento de un volumen p dimensional
en el espacio tangente [20].

Teniendo un sistema n dimensional como (3.1) con condicién inicial (3.2).

Para obtener el espectro de los coeficientes de Lyapunov se sigue el siguiente pro-
cedimiento:
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1. Se construye la ecuacién variacional (3.9) y se establece como condicién inicial
la matriz identidad (I). Si este no fuera el caso, como condicién inicial se escoge
un conjunto de n vectores ortonormales {v?, e ,1)2} y se construye la matriz de
nxnVgo=[v],-- 09]).

ren

2. Se resuelve (3.12) con las condiciones iniciales (3.13) integrando en un intervalo
de tiempo corto 7. A las soluciones respectivas las denotamos como x1 y ®.

3. Usando el proceso de Gram-Schmidt, se ortonormalizan los vectores columna de
&, para obtener V.

4. Se almacenan las respectivas normas, Ny(1),..., N,(1), obtenidas del proceso de
ortonormalizacion del paso anterior.

5. Se integra nuevamente (3.12), usando como condiciones iniciales las soluciones 1
y V1, en el intervalo de tiempo 7, para obtener xa y ®2. Se repiten los pasos 3 y
4, para obtener Ni(2),..., N,(2).

6. Este proceso se repite hasta k veces para obtener Ni(k),..., N,(k), con lo que
podemos obtener los exponentes de Lyapunov como:

, 1
Ai = lim T Z In N;(m). (3.19)

3.3. Implementacion en Mathematica

3.3.1. Programacion en Mathematica

Mathematica es una plataforma para computacién técnica muy poderosa y versatil
para el cdlculo numérico y simbélico. Los calculos se basan en funciones ya predefinidas,
con la posibilidad de que el usuario defina sus propias funciones. El sistema incluye
cerca de 6,000 funciones predeterminadas, que cubren practicamente todas las dreas de
la computacién técnica. El sistema estd basado en el llamado Wolfram Language, que es
un lenguaje de programacién que unifica varios paradigmas de la programacion, como la
programacién procedural, simbdlica, basada en reglas y funcional (veremos un ejemplo
de la primera y la dltima mds adelante, al implementar el proceso de Gram-Schmidt).
Una introducciéon muy completa a Mathematica y su lenguaje de programacion, puede
hallarse en [35].

Para este trabajo se desarrollaron dos funciones, MLE[inl, in2, ..], con la que
se calcula el maximo exponente de Lyapunov, y LE[inl, in2, ..], con la que se cal-
cula todo el espectro de exponentes. En donde inl, in2, etc., son las entradas de la
funcién, como el sistema dinamico, las condiciones iniciales y otras que se describen
en las siguientes secciones. Debido a la naturaleza de los sistemas dindmicos involucra-
dos, que son principalmente no lineales, el cdlculo simbélico no puede ser aplicado y
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los célculos son numéricos y las funciones se programaron en una combinacién de pro-
gramacién procedural y basada en reglas. Hay que senalar que debido también a que
muchas aplicaciones consideran sistema cadticos, los métodos numéricos usados para
la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias asociado a esos problemas
suelen ser especiales. Los desarrolladores de Mathematica argumentan que usar la op-
ciéon Automatic permite al sistema escoger el método mas adecuado para el problema
particular, pero siempre es recomendable que el usuario corrobore resultados usando
métodos especificos includos en Mathematica, que puede consultar en [36].

Algunos comentarios respecto a la implementacién del proceso Gram-Schmidt, que
se requiere para el cdlculo del espectro de exponentes de Lyapunov, son pertinentes
aqui. Si se tiene un conjunto de vectores arbitrarios {uq,...,u,}, a partir de estos, el
proceso de Gram-Schmidt produce un conjunto de vectores ortogonales {vi,...,v,},
de la siguiente manera:

n—1

VL= UL, Un =g — Y va, n>2. (3.20)
k=1

La funcién de Orthogonalize[] de Mathematica realiza este proceso pero produce
un conjunto ortonormal de vectores, con lo que perdemos las normas que, de acuerdo
con (3.19), son necesarias para calcular los exponentes de Lyapunov. La tinica solucién
posible es, entonces, implementar el proceso (3.20), cuya inestabilidad numérica es bien
conocida [37]. Se han desarrollado métodos alternativos, como el proceso de Gram-
Schmidt modificado, para mejorar la estabilidad, pero es de notar que en el célculo de
los exponentes de Lyapunov, de acuerdo con el paso 3 del procedimiento descrito en la
Seccién 3.2, se ortogonaliza una matriz ® de n x n, donde n es el niimero de ecuaciones
del sistema dindmico. En este caso, dado que dificilmente se tendran casos de sistemas
dindmicos con més de 10 ecuaciones (el ejemplo con més ecuaciones considerado en este
trabajo contiene 4 ecuaciones), la acumulacién de errores por redondeo es despreciable.

Podemos, entonces, implementar el método clasico (3.20), usando programacién
procedural, como sigue:

GS[vec_List]| := Module[{n = Length[vec], s, i, j},
58 = Array[O, {na n}];

s[[1]] = vec[[1]]; 1
or|[i = i n, i s[[i = vec|[i —Z_ Uec[[i]].s[[]]]s B
For | 2, 1 <m, i++, s[[i]] [[1]] 2 S ils[0l] IRIE

)

O usando programacion funcional, como sigue:

oneStepOrthogonalize [vet_List ,{}]:= vct
oneStepOrthogonalize [vet_List ,vecmat_|:=

Fold[(#1—(vet.#2)/(#2.#2)x#2)&,vet , vecmat |
GS[vec_List]:=
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‘ Fold [Append[#1,oneStepOrthogonalize [#2,#1]]&,{},vec]

En ambos casos, la funcién GS[] recibe una matriz cuyos renglones son los vectores
que se van a ortogonalizar y devuelve la matriz cuyos renglones son ortogonales. Los
tiempos de ejecucién de ambas implementaciones son muy semejantes, como se muestra
en el siguiente ejemplo, en donde llamaremos GS1[] a la implementacién procedural y
GS2[] a la implementacién basada en reglas.

Consideremos el siguiente conjunto de vectores:

{u1,u2,us} = {(1,1,0), (0,1,1), (1,0, 1)}. (3.21)

El proceso de ortogonalizacién con GS1[] es:

In(]:= U= {{1, 1, 0}, {0, 1, 1}, {1, 0, 1}};
In[]:= GS1[U]

OUtH:: {{17170}7{71/2’1/271}7{2/3772/3’2/3}}

In[]:= Timing[GS1[U]]

Out[]:= {0.000089, {{1,1,0},{—1/2,1/2,1},{2/3,~2/3,2/3}}}

Y usando GS2[]:

In[]:: U = {{17 1, 0}7 {07 1, 1}7 {17 0, 1}}§
In[]:= GS2[U]

OUtH:: {{17170}7{_1/271/271}7{2/37_2/3’2/3}}

In[]:= Timing[GS2[U]]

Out[]:= {0.000092,{{1,1,0},{—1/2,1/2,1},{2/3,-2/3,2/3}}}

En las siguientes dos secciones se describen las funciones MLE [] y LE[] desarrolladas
en este trabajo, y se ejemplifica el uso de ambas con el sistema de Lorentz. El cédigo
completo de cada funcién se presenta en los Apéndices A.1 y A.2, respectivamente.

3.3.2. Maximo exponente de Lyapunov

La funcién MLE[] calcula el méximo exponente de Lyapunov y tiene los siguientes
parametros de entrada:

MLE[Sys ,CI,Ti, Tf,vars,OptionsPattern [{”Metodo”—>” Automatic” ,
”"PhaseSpace_Plot”—"False” }]]

Donde:

Sys: Lista con las ecuaciones del sistema dinamico.

CI: Lista con las condiciones iniciales.

Ti: Tiempo inicial de integracién (usualmente se inicia en Ti=0).

Tf: Tiempo total de integracion.
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vars: Lista de variables dependientes del sistema dindamico.

”"Metodo” — ” Automatic”: El método predeterminado para resolver el sistema
dindmico es el ” Automatic”, y es el recomendado por Mathematica. Si se desea
usar otro método, se introduce el nombre [36].

”PhaseSpace_Plot” — ”False”: Valor predeterminado para desplegar graficas, si se
requiere visualizar las graficas del espacio fase, se introduce ”True”.

Consideremos como ejemplo del uso de la funcién al sistema de Lorenz (3.15), con
condiciones iniciales (3.16). El arreglo con el sistema y las condiciones iniciales se define
as:

Inf]:= F = {16 (y[t] — x[t]), x[t] (45.92 — z[t]) — y[t],

x[t] y[t] — 4 z[t]};

CI = {2/10, 3/10, 5/10};

var={x[t],y[t],z[t]};

Iniciando en ¢t = 0 hasta un tiempo méaximo de t = 1000, el cdlculo del MEL, con los

valores predeterminados para el método numérico (Automatic) y para el despliegue de
graficos (False), el célculo se realiza de la siguiente manera.

In[]:= MLE[F,CI,0,200,var]
Out[]:= 1.49181

Consideremos ahora el mismo ejemplo pero usando el método ExplicitRungeKutta
y mostrando graficas del espacio fase:

In[]:= MLE[F,CI,0,200,var ,” Metodo”—>” ExplicitRungeKutta” ,
"PhaseSpace_Plot”—>"True” |
Out[|:= 1.47376
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out- - {1.47376, {y[t] -

Figura 3.1: Graficas en espacio fase que despliega la funcién MLE[], para el ejemplo del

sistema de Lorenz

3.3.3. Espectro completo de los exponentes de Lyapunov

La funcién LE[] calcula el espectro completo de los exponentes de Lyapunov y tiene
los siguientes parametros de entrada:

LE[Sys_,CIS_,7_,k_,vars_List , OptionsPattern [{” Metodo”—>
” Automatic” ,” Lyapunov_Plot”—>" False” }]]

Donde, tomando en cuenta el algoritmo descrito en la Seccion 3.2, se tiene:

Sys: Lista con las ecuaciones del sistema dinamico.

CIS: Lista con las condiciones iniciales.

7: Intervalo corto de tiempo en el que se resuelve la ecuacién variacional (Pasos 2 y 5).
k: Nuamero de iteraciones (paso 6).

vars: Lista de variables dependientes del sistema dinamico.

”Metodo” — ” Automatic”: El método predeterminado para resolver el sistema
dindmico es el 7 Automatic”, y es el recomendado por Mathematica. Si se desea
usar otro método, se introduce el nombre [36].

”Lyapunov_Plot” — ”False”: Valor predeterminado para desplegar gréficas, si se
requiere visualizar las graficas del espacio fase, se introduce ”True”.
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Consideremos el mismo ejemplo del sistema de Lorenz (3.15), con condiciones ini-
ciales (3.16), que se usé para calcular el MEL en la seccién anterior. Considerando
7=20.1 y k= 1000 iteraciones, se tiene:

In[]:= LE[F,CI,0.1,1000,var]
Out[]:= {1.4316, 0.001556, —22.393)

Si usamos las mismas entradas, pero usamos el método ExplicitRungeKutta de
orden 4, se obtiene

In[]:= LE[F,CI,0.1,1000,var, ”Metodo” —>
{? ExplicitRungeKutta” , ”"DifferenceOrder” —> 5}]
Out[]:= {1.44003, —0.008244, —22.4318}

En resumen, las funciones MLE[] y LE[] son la principal aportacién de este trabajo.
A diferencia de otras implementaciones en Mathematica que se han propuesto [20, 31],
que consideran ejemplos particulares de sistemas dinamicos, las funciones desarrolladas
aqui pueden aplicarse a cualquier sistema dinamico.

Debido a las caracteristicas de algunos sistemas dinamicos, principalmente en regime-
nes cadticos, se pueden producir avisos, warnings, durante los célculos, que son resultado
de las limitaciones de los métodos numéricos para esos sistemas. Si bien Mathemati-
ca recomienda usar el método Automatic, en esos casos es conveniente que el usuario
experimente usando otros métodos y mayores o menores tiempos.

En algunos casos de sistemas cadticos, se recomienda convertir los valores decimales
de los parametros del sistema dindmico a racionales, usando la funcién Rationalizel[].
Esto debido a la extrema sensibilidad del sistema a las condiciones iniciales.
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Capitulo 4

Resultados

En esta seccién se presentan aplicaciones de las funciones desarrolladas en este
trabajo a problemas conocidos y se comparan los resultados con los publicados, cuando
es el caso. Para cada problema, los métodos usados para resolver el sistema fueron:
Automatic, ExplicitRungeKutta y Dormand-Prince.

Sobre estos métodos, podemos mencionar lo siguiente. Con Automatic, Mathema-
tica intenta encontrar el método mas adecuado para el calculo, pero puede presentar
problemas de convergencia [30, 38]. El método ExplicitRungeKutta es uno de los
métodos mds utilizados para resolver sistemas caéticos, sobre todo el de orden 4 (lla-
mado RKJ), porque es més preciso [39]. Finalmente, el método Dormand-Prince es el
método mas utilizado en el programa Matlab, en donde es conocido como Ode45 [40].

El método y el nimero de iteraciones o tiempo final de los resultados presentados
enseguida, se fijaron usando como guia los valores reportados en la literatura, es decir, se
ajustaron para obtener una mejor aproximacién a estos. En el caso en que no se cuente
con valores reportados, se recomienda usar el método por defecto (Automatic) y un
tiempo méaximo ¢t = 1000, en el caso del MEL, o £ = 1000, para el espectro completo,
y simplemente verificar el signo de los resultados, dependiendo del régimen en el que
se encuentra el sistema, de acuerdo con la Tabla 2.1. Este es el caso, por ejemplo, del
sistema de [41]; para el régimen caético sabemos que el MEL debe ser positivo y para el
estado estacionario el MEL tiende a cero y el espectro completo debe producir valores
negativos. Finalmente, si el uso de Automatic produce warnings, se recomienda usar
ExplicitRungeKutta o Dorman-Prince o el método que sea méas recomendable para el
sistema a resolver, algunos otros métodos son: Adams, BDF, StiffnessSwitching por
mencionar algunos.

4.1. Sistema de Lorenz

Como una primera aplicacién, consideremos el sistema de Lorenz (3.15), que usa-
mos en los ejemplos de las Secciones 3.3.2 y 3.3.3. Este fue desarrollado por Edward
Lorenz en 1963, como un modelo matematico simplificado de la convecciéon atmosférica.
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Usaremos las mismas condiciones iniciales (3.16) pero, a diferencia de los ejemplos ante-
riores, consideraremos tanto tiempos como iteraciones mayores, con lo que los tiempos
de célculo aumentan considerablemente.

Definimos el sistema, las condiciones iniciales y las variables independientes:

Listing 4.1: Definicién del sistema de Lorenz

In[]:= F = {16 (y[t] — x[t]), x[t] (4592/100 — z[t]) — y[t],
x[t] y[t] — 4 z[t]};
CI = {2/10, 3/10, 5/10};
var = {x[t],y[t],z[t]};
Para el calculo del MEL, usamos el método Automatic, comenzando en t = 0, hasta
t = 10 000:

In[]:= MLE[F,CI,0,10000,var]
Out[]:= 1.5002942090717714899

Para el calculo de los EL, con el método Automatic para un 7 = 0.1 y £ = 10 000
en Mathematica quedaria como sigue:

In[]:= LE[F,CI,0.1,10000,var]
Out[]:= {1.50078,—0.00121574,—22.4996}

En la Tabla 4.1 se comparan los valores obtenidos usando las funciones MEL[] y
EL[], desarrolladas en este trabajo, con los reportados en la literatura.
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Tabla 4.1: Comparacién de los resultados obtenidos en este trabajo para el sistema de
Lorenz, con los reportados en la literatura. Se utilizé el método Automatic, con un tiempo

de integracion de 0 — 10000 para el primer caso y 7 = 0.1 y k = 10 000, para el segundo.

Referencia Maximo exponente | Espectro completo
A1 = 1.48245
Sandri [20] 1.46574 A2 = —0.0001195
A3 = —22.4654
A1 = 1.48381
H. Binous & N. Zakia [31] | 1.48665 A2 = —0.000694557
A3 = —22.4916
Dubeibe [30] 1.501
A1 = 1.50078
Este trabajo 1.50029421 Ao = —0.00121574
A3 = —22.4996

4.2. Sistema de Rossler

El sistema de Rossler fue desarrollado por el matematico Suizo Otto Rossler, en
1976, como el sistema minimo requerido para exhibir caos [26]. El sistema es el siguiente:

) T Yy—
X=|y| = x4+ 0.15y . (4.1)
z 0.2 + z(x — 10)

Para este sistema, consideraremos las mismas condiciones iniciales que para el sis-
tema de Lorenz.

El sistema, con las condiciones iniciales y las variables independientes se definen
como sigue:

In[]:= F = {~y[t] — z[t], x[t] + 155 y[t],
Z + z[2t] S(th] — 10)};
Cl = {51010}
var = {x[t], y[t], z[t]};
El valor de referencia para el MEL en la literatura es A = 0.09 [30], por lo que
usandolo como guia, se obtiene la mejor aproximacién usando el método Dorman-Prince,
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comenzando en t = 0, hasta ¢t = 700. Como se mencioné anteriormente, éste método es
el equivalente al ODE45, que es el metido por defecto de Matlab y su aplicacién no es
directa, ya que requiere definir primero la llamada Tabla de Butcher [42]:

In[]:= DOPRIamat = {{1/5}, {3/40, 9/40}, {44/45, 56/15, 32/9},
{19372/6561, —25360/2187, 64448/6561, —212/729},

{9017/3168, —355/33, 46732/5247, 49/176, —5103/18656},

{(35/384, 0, 500/1113, 125/192, —2187/6784, 11/84}};

DOPRIbvec = {35/384, 0, 500/1113, 125/192, —2187/6784, 11/84, 0};
DOPRIcvec = {1/5, 3/10, 4/5, 8/9, 1, 1};

DOPRIevec = {71/57600, 0, —71/16695, 71/1920, —17253/339200,
22/525,1/40};

DOPRICoefficients [5, p-] := N[{DOPRIamat, DOPRIbvec, DOPRIcvec,
DOPRIevec}, p]l;

Con esto, se realiza el calculo del MEL:

In[]:= MLE[F,CI,0,700,var,”Metodo” —> {” ExplicitRungeKutta” ,
"DifferenceOrder” —> 5, 7 Coefficients” —> DOPRICoefficients ,
”StiffnessTest” —> False}]

Out[]:= 0.090443

Para el espectro completo, usamos el método ExplicitRungeKutta de orden 5 para
un 7 = 0.1 y £ = 100 000, este método con estas caracteristicas de integracién fueron
escogidos para presentarse debido a que era la mejor aproximacion a Ay = 0.09. En
Mathematica quedd como sigue:

In[]:= LE[F,CI,0.1,100000,var,”Metodo”—>{” ExplicitRungeKutta” ,
"DifferenceOrder” —> 5}]
Out[]:= {0.0899867,0.000323853,-9.80163}

FEn la Tabla 4.2 se comparan los valores obtenidos con los reportados en la literatura.
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Tabla 4.2: Comparacién de los resultados obtenidos en este trabajo para el sistema de
Rossler. Para el MEL se utilizé el método Dorman-Prince, con un tiempo de integracién

de 0— 700, ya para el espcetro completo, utilizé el método RK5, con 7 = 0.1 y £ = 100 000.

Referencia Maximo exponente | Espectro completo
A1 = 0.092337
H. Binous & N. Zakia [31] | 0.0883907 A2 = 0.0194685
A3 = —9.83146
Dubeibe [30] 0.088

A1 = 0.0899867
Este trabajo 0.090443 A2 = 0.000323853

Az = —9.80163

4.3. Sistema con un atractor extrano y un toro invariante

Es un sistema definido por 3 ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, en el
que un atractor extrafo coexiste con un toro, que fue propuesto por J.C. Sprott [43].
El sistema es el siguiente:

T y+ 22y + a2
X=|g|=|1-222+yz|. (4.2)
z x—a?—y?

Como se menciond, este sistema tiene dos atractores: un toro y un atractor extrano;
los valores de los exponentes de Lyapunov son determinados por la cercania de las
condiciones iniciales a uno de los dos atractores.

Para el caso del atractor extrano, la condicion inicial es:

. (0) 2
X(0) =20 = |5(0)| = |0] . (4.3)
2(0) 0

Entonces el sistema, las condiciones iniciales y las variables independientes se defi-
nieron como sigue:

Infl:= F = {y[t] + 2 x[t] y[t] + x[t] z[t],
L2 x[6)? + y[t] 2[t], x|

CI = {2, 0, 0};

var = {x[t], y[t], z[t]};
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Para el calculo del MEL, se usé el método Automatic, desde t = 0, hasta ¢ = 10 000:

In[]:= MLE[F,CI,0,10000,var }]
Out[]:= 0.0539878

Para el calculo de los EL, se usé el método ExplicitRungeKutta de orden 5 para
un 7 = 0.1 y £ = 10 000:

In[]:= LE[F,CI,0.1,10000,var,”Metodo”—>{” ExplicitRungeKutta” ,
"DifferenceOrder” — 5}]
Out[]:= {0.0540864,—-0.00647083, —0.158119}

En la Tabla 4.3 se comparan los valores obtenidos, con los valores reportados en la
literatura:
Tabla 4.3: Comparacion de los exponentes de Lyapunov del sistema de Sprott con atractor

extrano. Pare el MEL se utilizé el método Automatic, con un tiempo de integracién de

0 — 10 000. Para los EL se utiliz6 el método ERK(5) con 7 = 0.1 y k£ = 10 000.

Referencia Maéximo exponente | Espectro completo
A1 = 0.0540
Sprott [43] A2 =0
A3 = —0.1575
A1 = 0.0540864
Este trabajo | 0.0539878 A2 = —0.00647083
A3 = —0.158119

Para el caso del toro, las condiciones iniciales son:
1
X(0)=zo= |9(0)| = |0] . (4.4)
: 0

Entonces el sistema, las condiciones iniciales y las variables independientes se defi-
nieron como sigue:

fli= F = {y[t] +2 x[t] y[t] +x[t] 2[t],
1 — 2 x[t]? +y[t] z[t], x|

CI = {1, 0, 0);

var = {x[t], y[t], z[t]};

Para el calculo del MEL, se usé el método Automatic, desde ¢t = 0, hasta t = 10 000:
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In[]:= MLE[F,CI,0,10000,var }]
Out[]:= 0.000821872

El célculo de los EL, con el método ExplicitRungeKutta de orden 3 para 7 = 0.1
y k=100 000 queda como sigue:

In[]:= LE[F,CI,0.1,100000,var,”Metodo”—>{” ExplicitRungeKutta” ,
"DifferenceOrder” —> 3}]
Out[]:= {0.000822625,-0.00006387,—-0.000732392}

En la Tabla 4.4, se comparan los valores obtenidos con los valores reportados en la
literatura:
Tabla 4.4: Comparacion de los exponentes de Lyapunov del sistema de Sprott con un toro.

Para el MEL se utiliz6 el método Automatic con un tiempo de integracién de 0 — 10 000.

Para los EL se utilizé el método ERK(3) con 7 = 0.1 y k£ = 100 000.

Referencia Maximo exponente | Espectro completo
A=0

Sprott [43] A2 =0
A3 =10

A1 = 0.000822625
Este trabajo | 0.000821872 A2 = —0.00006387
A3 = —0.000732392

4.4. Sistema electrocardiograma

Este sistema constituye un modelo para generar senales de electrocardiogramas
basado en un sistema de reaccién-difusién discretizado [41].
Las ecuaciones del modelo son:

T1 1 —x9 — Cai:9 — xl:r%

o To . Hzxy —3$2+0$1l‘2+$11‘% +5(l‘4 —:UQ)

X=|."| = 9 , (4.5)
T3 x3 — x4 — Cxzry — 2375
T4 Hxs — 3z4 + Caszy + 1327 + 28(10 — T4)

donde C' = 1.35, 8 = 4, y el pardmetro H es un parametro de control, cuya variacién
permite diferentes dindmicas, como se muestra en la Tabla 4.5.
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Tabla 4.5: Tipo de dindmica, de acuerdo a el pardmetro de control H.

H Tipo de atractor
7 Ciclo limite
2.74 Ciclo limite doble periodo

2.72972 | Toro

2.7126 Atractor extrano

8 Estado estacionario

4.4.1. Ciclo limite

Para el ciclo limite, el sistema, las condiciones iniciales y las variables independientes
se definen como sigue:

In[]:= ¢=135/100;

B=4;

H=T7;

F={xi[t]— xo[t]—c x1[t] xo[t]x1[t] x2[t]2,

H xi[t]-3 x2[t]+c x1[t] xo[t]+x1 xo[t]HB (x4[t]x2[t]),
Xg[t}*X4[t]*C Xg[t] X4[t]*X3[t] X4[t]2,

H x3[t] -3 xq[t]+c x3[t] xq[t]+x3[t] x4[t]24+2 B (xo[t]—x4[t])};
C1={0,0,1/10,0};

var = {x1[t],xa[t],x3[t],xa[t]};

Para el célculo del MEL, se utilizé el método Dorman-Prince, desde ¢ = 0, hasta
t = 10 000, donde, como se hizo en el ejemplo del sistema de Rossler, hay que definir
la Tabla de Butcher:

In[]:= DOPRIamat = {{1/5}, {3/40, 9/40}, {44/45, —56/15, 32/9},
{19372/6561, —25360/2187, 64448/6561, —212/729},

{9017/3168, —355/33, 46732/5247, 49/176, —5103/18656},

{35/384, 0, 500/1113, 125/192, —2187/6784, 11/84}};

DOPRIbvec = {35/384, 0, 500/1113, 125/192, —2187/6784, 11/84, 0};
DOPRIcvec = {1/5, 3/10, 4/5, 8/9, 1, 1};

DOPRIevec = {71/57600, 0, —71/16695, 71/1920, —17253/339200,
22/525,-1/40};

DOPRICoefficients [5, p-] := N[{DOPRIamat, DOPRIbvec, DOPRIcvec,
DOPRIevec}, p]l;

Con esto, se realiza el calculo del MEL:

In[]:= MLE[F,CI,0,10000,var,”Metodo” —> {” ExplicitRungeKutta” ,
"DifferenceOrder” —> 5, ” Coefficients” —> DOPRICoefficients ,
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”StiffnessTest” —> False}]
Out[]:= 0.000417035

Para el cédlculo de los EL, se utilizé el método ExplicitRungeKutta de orden 6,
para 7 = 0.1 y k£ = 100 000:

In[]:= LE[F,CI,0.1,100000,var,”Metodo”—>{” ExplicitRungeKutta” ,
"DifferenceOrder” —> 61}]
Out[]:= {0.000446032, 1.07774, —1.08214, 8.8622}

4.4.2. Ciclo limite con doblamiento de periodo

Para el caso del ciclo limite con doblamiento de periodo, el sistema, las condiciones
iniciales y las variables independientes se definen como:

In[]:= ¢=135/100;

B=4;

H = Rationalize [2.74];

F={x1[t]— xo[t]c x1[t] xo[t] x1[t] x2[t]2,

Hx[t] -3 x2[t]+c x1[t] xo[t]+x1 xo[t]*HB (x4[t]—x2[t]),
x3[t]-xa[t]—c x3[t] xa[t]-x3[t] xa[t]?,

H x3[t] -3 xq[t]+c x3[t] xq[t]+x3[t] x4[t]24+2 B (xo[t] x4[t])};
C1={0,0,1/10,0};

var = {x1[t],x2[t],x3[t],x4[t]};

Para el calculo del MEL, se utiliz6 el método Automatic, comenzando en t = 9000,
hasta ¢ = 100 000. Esto resulté ser lo méas conveniente, ya que en este régimen se
presenta un transiente que afecta al resultado:

In[]:= MLE[F,CI,0,100000,var]
Out[]:= 0.000435418

Para el calculo de los EL se utiliz6 el método ExplicitRungeKutta de orden 4 para
un 7 = 0.1 y £ = 500 000:

In[]:= LE[F,CI,0.1,500000,var,”Metodo”—>{” ExplicitRungeKutta” ,
"DifferenceOrder” —> 4}]

Out[]:= {0.000513375,—-0.0241631, —0.025934,—-13.5982}

4.4.3. Toro

Para este caso, el sistema, las condiciones iniciales y las variables independientes se
definen como sigue:

In[]:= ¢=135/100;
B=4;
H=Rationalize [2.72972];
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F={xi[t]— xo[t]—c x1[t] xo[t]x1[t] x2[t]2,

H Xl[t]*?) Xg[t]—f-c Xl[t] X [t]+X1 X2[t]2+B (X4[t]*X2[t]),
xg[t]-xa[t]c x3[t] xq[t] x3[t] xa4[t]2,

H Xg[t]*?) X4[t]+C Xg[t] X4[t]+X3[t] X4[t]2+2 B (Xg[t]*}q[t])},
CI={0,0,1/10,0};

var = {x1[t],xa[t],x3[t],xa[t]};

Para el calculo del MEL, se utiliza el método Dorman-Prince, comenzando en t =
9000, hasta ¢ = 100 000. Como es usual en este caso, primero se define la Tabla de
Butcher:

In[]:= DOPRIamat = {{1/5}, {3/40, 9/40}, {44/45, —56/15, 32/9},
{19372/6561, —25360/2187, 64448/6561, —212/729},

(9017/3168, —355/33, 46732/5247, 49/176, —5103/18656},

(35/384, 0, 500/1113, 125/192, —2187/6784, 11/84}};

DOPRIbvec = {35/384, 0, 500/1113, 125/192, —2187/6784, 11/84, 0};
DOPRIcvec = {1/5, 3/10, 4/5, 8/9, 1, 1};

DOPRIevec = {71/57600, 0, —71/16695, 71/1920, —17253/339200,
22/525,-1/40};

DOPRICoefficients [5, p-] := N[{DOPRIamat, DOPRIbvec, DOPRIcvec,
DOPRIevec}, p]l;

Con esto, se calcula el MEL como sigue:

In[]:= MLE[F,CI,9000,100000,var,”Metodo”—>{” ExplicitRungeKutta” ,
”DifferenceOrder” —> 5, ” Coefficients” —> DOPRICoefficients,
”StiffnessTest” —> False}]

Out[]:= 0.17570818654944081729

Para el célculo de los EL se utiliza el método Automatic, para 7 = 0.1 y k = 100 000:
In[]:= LE[F,CI,0.1,100000,var|

Out[]:= {0.176459, 0.00017024, —0.637751,—12.0002}

Los resultados que se obtuvieron para este caso son los de una dinamica cadtica,
debido a que A1 > 0, lo cudl no coincide con los valores esperados Ay = Ay = 0,
de acuerdo con la Tabla 2.1. Las dinamicas cuasiperiédicas estan al borde del caos,
por lo que creemos que esa es la razén de que el cdlculo numérico produzca un valor
correspondiente a un sistema cadtico y no a una dindmica cuasiperiédica.

4.4.4. Atractor extrano

Para la dindamica cadtica, el sistema, las condiciones iniciales y las variables inde-
pendientes se definen como sigue:

In[]:= ¢=135/100;
B=4;
H=Rationalize [2.7126];
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4.4 Sistema electrocardiograma

F={xi[t]— xo[t]—c x1[t] xo[t]x1[t] x2[t]2,

H xi[t]-3 x2[t]+c x1[t] xa[t]+x1 xa[t]2B (x4[t]—x2[t]),
xg[t]-xa[t]—c x3[t] xq[t] x3[t] xa4[t]2,

H Xg[t]*B X4[t]+C Xg[t] X4[t]+X3[t] X4[t]2+2 B (Xg[t]*le[t])},
C1={0,0,1/10,0};

var = {xi[t],xo[t],x3[t],xa[t]};

Para el cdlculo del MEL, se utiliza el método Dorman-Prince, desde ¢t = 0, hasta
t = 100 000. La Tabla de Butcher es:

In[]:= DOPRIamat = {{1/5}, {3/40, 9/40}, {44/45, —56/15, 32/9},
{19372/6561, —25360/2187, 64448/6561, —212/729},

{9017/3168, —355/33, 46732/5247, 49/176, —5103/18656},

{35/384, 0, 500/1113, 125/192, —2187/6784, 11/84}};

DOPRIbvec = {35/384, 0, 500/1113, 125/192, —2187/6784, 11/84, 0};
DOPRIcvec = {1/5, 3/10, 4/5, 8/9, 1, 1};

DOPRIevec = {71/57600, 0, —71/16695, 71/1920, —17253/339200,
22/525, 1/40};

DOPRICoefficients [5, p-] := N[{DOPRIamat, DOPRIbvec, DOPRIcvec,
DOPRIevec}, p]l;

Con esto, se calcula el MEL:

In[]:= MLE[F,CI,0,100000,var,”Metodo”—>{" ExplicitRungeKutta” ,
"DifferenceOrder” —> 5, ” Coefficients” —> DOPRICoefficients
"StiffnessTest” — False}]

Out[]:= 0.17961834864063063337

Para el célculo de los EL se utiliza el método Automatic, para7 = 0.1y £ = 100 000:

In[]:= LE[F,CI,0.1,100000,var]
Out[]:= {0.173493, 0.0000467256, —0.650737, 12.0288}

4.4.5. Punto fijo

Para este caso, el sistema, las condiciones iniciales y las variables independientes se
definen como sigue:

In[]:= ¢=135/100;

B=4;

H= 8§;

F={xi[t]— xo[t]—c x1[t] xo[t]x1[t] x2[t]2,

H xi[t]-3 xa[t]+c xi[t] xo[t]+x1 xo[t]2HB (x4[t]—x2[t]),
Xg[t]*X4[t]*C Xg[t] X4[ﬂ*X3[t] X4[t]2,

H x3[t]-3 x4[t]+c x3[t] xq[t]+x3[t] x4[t]?4+2 B (x2[t]—x4[t])};
CI={0,0,1/10,0};

var = {x1[t],xo[t],x3[t] ,xa[t]};
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Para el calculo del MEL, se utiliza el método Automatic, desde ¢ = 0, hasta t =
1 000 000:

In[]:= MLE[F,CI,0,1000000,var]
Out[]:= —0.0000112229

Se escogid este resultado en el que se utilizé un tiempo muy largo para este caso
debido a que, atin cuando A; < 0 después de ciertos valores de tiempo Ay tiende a cero
siguiendo una ley de potencias A; oc ™1 con la funcién MEL[] lo que implica que el
sistema tiene una dindmica regular.

Para tiempos mas cortos A\; < 0 lo que indica que es un punto fijo, pero conforme
vas aumentando los tiempos de integracién A; se aproxima a cero.

Para el calculo de los EL se utiliza el método Automatic para T = 0.1y k& = 100 000:

In[]:= LE[F,CI,0.1,100000,var]
Out[]:= { 0.00831073,0.00921649, —3.32343, 7.55039}

La Tabla 4.6 presenta los valores obtenidos para el MEL y los EL para todas las
dindmicas presentes en el sistema del electrocardiograma:

Tabla 4.6: Resultados del sistema 4.5.

H Dindmica MEL EL Caracteristicas de integraciéon
A1 = 0.000446032
Ay = —1.07774 MEL: Dorman-Prince, t; = 0, t; = 10 000
7 Periédica (Ciclo limite) A1 = 0.000417035
Az = —1.08214 EL: ERK(6), 7 = 0.1, k = 100 000
Ay = —8.8622
A1 = 0.000513375
Ay = —0.0241631 MEL: Automatic, t; = 9000, t; = 100 000
2.74 Periédica (Ciclo limite doble periodo) A1 = 0.000435418
A3 = —0.025934 EL: ERK(4), 7 = 0.1 y k = 500 000
Ay = —13.5982
AL = 0.176459
A2 = 0.00017024 | MEL: Dorman-Prince, t; = 9000, t; = 100 000
2.72972 Cuasiperiddica (Toro) A1 = 0.17570818654944081729 ’
Az = —0.637751 EL: Automatic, 7 = 0.1 y £ = 100 000
Ay = —12.0002
AL =0.173493
A2 = 0.0000467256 MEL: Dorman-Prince, ¢; = 0, ty = 100 000
2.7126 Caos (Atractor extrano) A1 = 0.17961834864063063337
A3 = —0.650737 EL: Automatic, 7 = 0.1, k = 100 000
Ay = —12.0288
A1 = —0.00831073
A2 = —0.00921649 MEL: Automatic, t; = 0, ty = 1 000 000
8 Estado estacionario (Punto fijo) A1 = —0.0000112229
A3 = —3.32343 EL: Automatic, 7 = 0.1, £ = 100 000
Ay = —7.55039
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Capitulo 5

Discusion y conclusiones

En este trabajo de desarrollaron dos funciones en Mathematica, MLE[] y LE[], para
calcular, respectivamente, el maximo exponente de Lyapunov y el espectro completo de
exponentes. Si bien, hay antecedentes en la literatura del calculo de éstos exponentes con
Mathematica, se trata de propuestas desarrolladas para resolver casos particulares. Las
funciones que proponemos se aplican a cualquier sistema dinamico; tres de las entradas
que requieren esas funciones son: el sistema dindmico, las variables dependientes y las
condiciones iniciales. Con estas funciones se llena un hueco que existia en las librerias
publicas de Mathematica [44], para el cdlculo de exponentes de Lyapunov.

La ventaja principal de las funciones propuestas, como ya se menciond, es que son
generales en el sentido de que pueden usarse con cualquier sistema dindmico, planteado
como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. La principal
desventaja de nuestra propuesta es que muchos de los sistemas dindmicos de interés
presentan complicaciones en su solucién numérica y no existe un método numérico
universal, es decir, que produzca buenos resultados con cualquier sistema. Debido a
esto, la precisién de los resultados que MLE[] y LE[] arrojan, depende en gran medida
del usuario; del método numérico que se elija para resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales y de los tiempos de integracién. Dada esta situacién, en los siguientes
parrafos se proponen algunas sugerencias que pueden ser de utilidad.

Respecto a los métodos para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, si el
usuario desconoce cudl es el método mas adecuado para su problema, Mathematica
recomienda el uso de Automatic, en una primera instancia, ya que esa opcién tratard
de buscar el método que produzca los mejores resultados para el problema particular.
Si Automatic arroja warnings que puedan afectar el resultado, se recomienda ya sea
ExplicitRungeKutta o Dorman-Prince. Este ltimo, en nuestra experiencia, es el mas
estable y es el equivalente a 0DE45, que es el método que usa MATLAB por defecto. Hay
que mencionar también que, en la gran mayoria de los casos los warnings no afectan el
resultado.

Respecto a los tiempos de célculo, para el calculo del MEL se recomienda utilizar
tiempos finales T’y grandes, como Ty > 1000, tomando en cuenta que T’y mayores aumen-
tan los tiempos de célculo, sobre todo para caos en donde la complejidad computacional
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aumenta con el tiempo.

Por otro lado, si se tiene informacién acerca del transiente, se puede considerar un
tiempo inicial T; diferente de 0. Esto fue el caso en los cédlculos para el sistema 4.4,
donde se conocia la duracién del transiente.

Para el caso de los EL, de las pruebas realizadas se concluye que entre mas pequeiio
sea T mas iteraciones (k) se necesitard para que el calculo se estabilice.

En resumen, las funciones propuestas pueden ser de gran utilidad en diversas areas
en donde se requiera identificar el tipo de dindmica y la presencia del caos; en esos
casos no es importante la precisién sino el signo de los exponentes. En el caso en
donde la precision del resultado es importante, dada la generalidad de las funciones, la
interaccién del usuario y las pruebas son inevitables.
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Apéndice A

Codigos

A.1. Maximo exponente de Lyapunov en Mathematica

Listing A.1: Cddigo para calcular el maximo exponente de Lyapunov en Mathematica

MLE[Sys.,CI_, Ti_., Tf_,vars_List , OptionsPattern [{” Metodo”—>

" Automatic” ,” PhaseSpace_Plot”—>"False” }]]:=Module[{ S=Sys , J,
X0=CI, TI=Ti, T=Tf,d,v, phit , phitp ,ecl ,ec2 ,¢0,inil ,ini2 ,syst ,var,
solt ,dev ,DX0,DXT,MEL,i,j ,G,1},

d=Length[Sys|;

J=Outer [D, Sys, vars];

v=Table [qu-‘r(i—l)d[t} Ai,1,d};
phit=Transpose[Table[v,{j,1,d}]];

phitp=Flatten [J. phit |;

ecl=Table[D[vars [[i]],t]== S[[i]].{i,1,d}];

ec2=Table [D[¢;[t],t]==phitp [[i]],{i,1,d*}];

¢0=Flatten [IdentityMatrix [d]];

inil=Table|vars [[i]]== X0[[i]]/.t > 0,{i,1,d}];
ini2=Table[¢;[0]==¢0[[i]],{i,1,d*}];

syst=Join[ecl ,ec2,inil ,ini2 J;

var=Join [vars , Flatten [ phit | |;

solt=NDSolve[syst ,var ,{t,TI, T} ,Method—>OptionValue [”Metodo” | ];
dev=Table [Random[] + 10716 d];

DX0 = Cl+dev;

DXT=Transpose [ First [Table[v,{j,1,d}]/.solt /.t—> T]];
MEI=Log [Norm |[DXT.DX0] /Norm [DXO0] | / T;

If [OptionValue[” PhaseSpace_Plot”]=="False” ,Return [MEL] ,
1=Subsets|[vars ,{2}];

G={};
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For[i=1,i<=Length[1], i++G=Append |G, Labeled [ParametricPlot |
Evaluate[1[[i]]/.solt],{t,TI,T}] ,1[[i]],{Bottom,Left }]|]];
Return [{MEL,G }]]

]

A.2. Espectro completo de los exponentes de Lyapunov

Listing A.2: Cédigo para calcular el espectro completo de los exponentes de Lyapunov

en Mathematica

LE[Sys_,CIS_,7_,k_,vars_List , OptionsPattern [{” Metodo”—>
” Automatic” ,” Lyapunov_Plot”—” False” } |]:=Module [{ F=Sys ,J,
CIF=CIS , svar=vars ,T=r,r=k,d,v, phit , phitp ,ecl ,ec2 ,¢0,inil ,ini2 ,
syst ,var ,vars0 ,VN, solt , Phit ,U,norms, ListLCE ,i,j},
d=Length[Sys];
J=Outer [D, Sys, vars];
V:Table[¢j+(i—l) djft]. {i,1,d}];
phit=Transpose[Table[v,{j,1,d}]];
phitp=Flatten[J. phit |;
ecl=Table[D[vars [[i]],t]== F[[i]],{i,1,d}
ec2=Table [D[¢;[t],t]==phitp [[i]],{i,1,d*}];
¢0=Flatten [IdentityMatrix [d]];
inil=Table[vars [[i]]== CIF[[i]]/.t—> 0,{i,1,d}];
ini2=Table[¢;[0]==¢0[[i]],{i,1,d*}];
syst=Join [ecl ,ec2,inil ,ini2 |;
var=Join [vars , Flatten [ Transpose [ Table [v,{j,1,d }]|]]];
varsO=vars /.t—>0; VN={};
Do|
solt=NDSolve[syst ,var,{t,0,T} ,Method—>OptionValue[”Metodo” |];
Phit=Map| First ,Table[v/.solt /.t-—> T,{j,1,d}]];
U= GS|[Phit |;

norms = Map[Norm, UJ;

VN = Append VN, norms |;

Phit = U/norms;
inil=Map| First ,Table[vars0 [[i]]== vars[[i]]/.solt /.t—=>T,
{i,1,d}]];
ini2=Table[¢;[0]==Flatten [ Transpose [ Phit | ] [[i]],{i,1,d?}];
syst=Join[ecl , ec2,inil ,ini2]

I

)

Ar s
ListLE=Rest [ FoldList [Plus,0 ,Log [VN]]] /(T Range[r]);
If [OptionValue [” Lyapunov_Plot”]|=="False” ,Return|[Last [ListLE]] ,
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A.2 Espectro completo de los exponentes de Lyapunov

{Last [ListLE ], ListLinePlot [Transpose[ListLE |] }]
]
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