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Introduccion

La teoria de reticulas ha desempenado un papel destacado en el Algebra
y en especial en la teoria de médulos y anillos. Dado un anillo, se pueden
estudiar algunas reticulas de clases de mdédulos para obtener informaciéon
acerca de la estructura interna del anillo o de su categoria de médulos. En
los tres capitulos de este trabajo utilizamos fuertemente esta herramienta,
ya sea para obtener informacion de una reticula de clases de mdodulos en

particular, o para caracterizar tipos de anillos.

En el primer capitulo estudiamos reticulas seudocomplementadas. Si-
guiendo algunas ideas de [21], obtenemos una caracterizacién de cuéndo una
reticula distributiva y atémica es neteriana. Después, aplicamos estos resul-
tados a la reticula de teorias de torsién hereditarias, obteniendo una carac-
terizacién de la neterianidad de R-tors en términos de la teoria de torsion de

Dickson y de la cantidad de representantes de R-modulos simples.

En el segundo capitulo estudiamos los anillos mod-retractiles. Estos ani-
llos fueron caracterizados por Kosan y Zemlicka a través de sus reticulas de
teorfas de torsién y de torsién hereditarias, vea [17]. En este mismo orden
de ideas, introducimos una condicién para cualquier pareja de modulos, que

llamamos la condicién (HH). A través de reticulas de clases de médulos,
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como la de clases naturales y la de clases conaturales, ademas de los anillos
mod-retractiles, caracterizamos los anillos que satisfacen la condicién (HH).

También, en el segundo capitulo, introducimos los conceptos de médulo
fuertemente retractil y de anillo fuertemente mod-retractil, a través de una
condiciéon para R-moédulos M y N, que denotamos M Ret N. Mediante esta
condicion, obtenemos una conexion de Galois entre las reticulas de clases na-
turales y clases conaturales. Concluimos este capitulo con una caracterizacion
de los anillos fuertemente mod-retractiles.

Finalmente, en el tercer capitulo, estudiamos reticulas de clases de médu-
los inducidas por un prerradical o, las reticulas de clases o-hereditarias, de
clases o-cohereditarias, de clases o-naturales y de clases o-conaturales, todas
estas introducidas por Cerda y Rincén en [8]. Estos mismos autores intro-
dujeron los conceptos de médulo o-retractil y de anillo - (R-Mod)-retractil.
Generalizamos la condicién (H H) del capitulo anterior obteniendo la condi-

cién (0-HH) y caracterizamos los anillos que satisfacen esta condicién.
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Capitulo 1

;. Cuando R-tors es neteriana?

En este capitulo estudiamos condiciones necesarias y suficientes para que
una reticula distributiva y atomica resulte neteriana, para después aplicar
estos resultados y obtener condiciones necesarias y suficientes para que la

reticula de teorias de torsion hereditarias sea neteriana.

1.1. Reticulas

Sean (£, <) un conjunto parcialmente ordenado y A C L. Un elemento
s € L es una cota superior (inferior) para A en £ si a < s (s < a) para
todo elemento a € A. Un elemento m € A es el elemento mayor (menor)
de Asia <m (m < a) para todo elemento a € A. Diremos que un elemento
s € L es el supremo (infimo) del conjunto A si s el menor (mayor) elemento
del conjunto de cotas superiores (inferiores) de A. Un elemento m € L es un
elemento maximo (minimo) en A si m € A y para cualquier a € A tal

que m < a (a < m) se tiene que a = m.
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Definicién 1.1 Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado en el
que para cualesquiera elementos a,b € L existe el supremo y el infimo del
conjunto {a,b}. Denotamos por a Vb y por a A'b el supremo y el infimo del
conjunto {a,b}, respectivamente.

Si para cualquier A C L existe el supremo de A y el infimo de A deci-
mos que L es una reticula completa y denotamos con \/A y con /\A el

supremo y el infimo del conjunto A respectivamente.

Sea L una reticula. Note que si £ tiene un elemento mayor y un elemento
menor, entonces éstos son unicos y los denotamos por 1 y 0 respectivamente.

Una reticula completa tiene elemento mayor y elemento menor.

Definicién 1.2 Sean £ una reticula y L' C L. L' es una subreticula de L

s1 para cualesquiera a,b € L' se tiene que aVbe L yaANbe L.

Dada una reticula £ y un par de elementos a,b € L, con a < b, denotamos

por [a,b] al conjunto {z € L | a <z < b}, es decir,
la,b] ={x e L|a<z<Db}
y lo llamamos intervalo. Observe que cualquier intervalo es una subreticula.

Definicién 1.3 Sean L una reticula con elemento menor 0 y a € L. Un
elemento b € L es un seudocomplemento de a en L, siaANb=0 y b es
mdximo respecto a esta propiedad. Si b es un elemento mayor tal que aNb = 0,
b es llamado un seudocomplemento fuerte de a. Si cada elemento de L
tiene un seudocomplemento (fuerte) en L decimos que L es una reticula

(fuertemente) seudocomplementada.
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1.2. Sobre Reticulas neterianas

Decimos que una reticula £ satisface la condicion de cadena ascen-
dente (CCA) si para cualquier cadena ascendente a; < as < ... de ele-

mentos en L existe N € N tal que a,, = ay para todo n > N.

Definicién 1.4 Sea L una reticula. L es una reticula neteriana si L

satisface la condicion de cadena ascendente.

Teorema 1.5 Sea L una reticula. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
(1) L es una reticula neteriana.
(2) Cualquier A C L, no vacio, tiene elementos mdximos.

Demostracién. (1) = (2) Supongamos que existe A C £, no vacio, tal que
A no tiene elementos maximos. Sea a; € A. Como A no tiene elementos
maximos, a; no es elemento maximo de A, por lo que existe ay € A\ {a;}
con a; < as. Ahora, as tampoco es un maximo de A, por lo que existe
az € A\ {az} con as < az. Continuando de esta manera obtenemos una
cadena a; < ay < az < ... de elementos en A, y por tanto en £, que no se
estaciona, por lo que £ no es una reticula neteriana.

(2) = (1) Sea a; < ay < ag < --- una cadena en L. Por hipétesis, el
conjunto no vacio {ai,as,as, ...} tiene elementos maximos, esto es, existe
N € N tal que para cualquier n € N con ay < a, se tiene que a, = ay. Se
sigue que a, = ay para todo n > N, es decir, la cadena a1 < as < az < ..
se estaciona. Dado que esto vale para cualquier cadena en L, se tiene que £

es una reticula neteriana. m
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Definicién 1.6 Sean L una reticula completa. Un elemento a € L es fini-
tamente generado si para cada A C L, no vacio, tal que a = \/ A, existe

F C A finito tal que a = \/F

Teorema 1.7 Sea L una reticula. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
(1) L es una reticula neteriana.

(2) Todo elemento de L es finitamente generado.

Demostracién. (1) = (2) Sean £ una reticula neteriana, a € Ly A C £, no
vacio, tales que a = VA. Consideremos el conjunto F = {VF' | F' C A finito }.
Note que F # (), asi que, por el Teorema 1.5, F tiene elementos maximos. Sea
Fy € A un conjunto finito tal que V Fj es un elemento maximo de F. Es claro
que VFy < VA = a, asi que sélo resta demostrar que VA < VFy. Para ello
consideremos = € A un elemento cualquiera. Note que V (Fy U {z}) = VIF,
pues V (FyU{z}) € Fy VE, es un elemento méximo de F. Por otro lado,
se tiene que = V (VFy) = V (FoU{z}), asi que = V (VFy) = VF,. Por lo
tanto, x < VFy y como x es un elemento cualquiera de A, concluimos que
a=VA < VFy. Asi, a = VF.

(2) = (1) Sean £ una reticula en donde todo elemento es finitamente ge-

nerado y a; < as < --- una cadena ascendente de elementos en £. Conside-
remos r = \/ a,. Por hipdtesis, existen ntimeros naturales iy < ip < - -+ < iy,
neN

k

tales que x = \/ a;;- Luego, dado que la cadena es ascendente, se tiene que
j=1
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a;; = a;,. Ahora, para cada j > iy, se tiene que a; > a;, y, por otro lado,
1

k
]:

a; < \/ (p = ;.
neN

De donde a;, = a;, para cada j > i, es decir, la cadena se estaciona. Con-

cluimos que L es una reticula neteriana. m

Proposicion 1.8 Si L es una reticula neteriana, entonces L es una reticula

seudocomplementada.

Demostracién. Seana € Ly A={b€ L | aANb=0}. Note que A es un
conjunto no vacio, pues 0 € A. Ahora, como L es una reticula neteriana, por
el Teorema 1.5, se sigue que A tiene elementos maximos. Sea by un elemento

maximo de A. Se tiene que by es un seudocomplemento de a en £. m

Recordemos que una reticula £ es una reticula distributiva si para

cualesquiera a, b, c € £ se cumple que a A (bV ¢) = (a Ab) V (a Ac).

Proposicion 1.9 Si L es una reticula distributiva y seudocomplementada,

entonces L es fuertemente seudocomplementada.

Demostracion. Sean a, b, c € L tales que b es un seudocomplemento de a y

a N\ c=0. Note que
aN(bVe)=(anb)V(aNc)=0V0=0.

Como b < bV cy b es un seudocomplemento de a, entonces b = bV ¢, de
donde ¢ < b. Asi, b es un seudocomplemento fuerte de a. m

A partir de este momento usaremos libremente este tltimo resultado.
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Note que cuando existe un seudocomplemento fuerte de a € L, este seu-
docomplemento es tinico, en este caso lo llamamos el seudocomplemento de

a vy lo denotamos por a’.

Observacion 1.10 Sea L una reticula fuertemente seudocomplementada. Si

a,b € L satisfacen que a ANb =0, entonces b < a™.

Corolario 1.11 Sea L una reticula fuertemente seudocomplementada. Si

a,b € L son tales que a < b, entonces b+ < a'.

Demostracién. Como a < b, se tiene que a A b~ < b A bt = 0, de donde

a A bt = 0. Se sigue, de la Observacién 1.10, que bt < at. =

Corolario 1.12 Sea L una reticula fuertemente seudocomplementada. Para

cada a € L, se tiene que a < att.

Demostracién. Como a®™ A a = 0, por la Observacién 1.10, se tiene que

agalL. [ ]

Proposicion 1.13 Sea £ una reticula fuertemente seudocomplementada.

Para cada a € L, se tiene que a**+ = at.

Demostracién. Por el Corolario 1.12, tenemos que a < a**, y del Corolario

€1

L+ < gt Ahora, aplicando el Corolario 1.12 a at,

1.11, se sigue que a

(aL)LL — aLLL' ASf, aLLL 1

tenemos que at < =a . N

Definicién 1.14 Sea £ una reticula con 0. Decimos que un elemento a € L,
no cero, es un dtomo de L si para cualquier b € L con b < a se tiene que
b = 0. Llamamos a L reticula atomica si para cada a € L, no cero, el

intervalo [0, a] contiene un dtomo.
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A partir de este momento sélo consideraremos reticulas completas.
Definicién 1.15 Sea L una reticula. Para cada a € L\ {0} definimos
A, ={beLlL|b<aybe Atom(L)},
donde Atom(L) denota al conjunto de datomos de L.

Recordemos que una reticula £ es llamada reticula cocompacta si para
cualquier subconjunto X C £ que satisface que /\ X =0, existe un subcon-

junto finito F' C X tal que 0 = /\ F.

Lema 1.16 Si £ es una reticula cocompacta, entonces L es una reticula

atomica.

Demostracién. Sean a € £\ {0} y B =[0,a] \ {0}. Si C es una cadena en
B, afirmamos que /\C # 0. En caso contrario, se tiene que /\C = 0, pero
L es cocompacta, por lo que existe un elemento ¢ de la cadena C tal que
¢ = 0, lo que contradice el hecho de que C C B. Asi, /\C € B. Finalmente,
por el lema de Zorn (aplicado con el orden opuesto), tenemos que B tiene

elementos minimos. Es decir, £ es atémica. m

Corolario 1.17 Sea L una reticula cocompacta. Para cada a € L\ {0} se

tiene que A, # )

Proposicién 1.18 Sea L una reticula atomica y fuertemente seudocomple-

mentada. Se tiene que a- = bt si y sdlo si A, = Ap.

Demostracién. Supongamos que a- = bt y que existe z € A, tal que

x ¢ Ap. Como x ¢ Ay, entonces b A z = 0. Luego, por el Corolario 1.10, se
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cumple que z < bt = at, pero z < a, asi que x = a A at = 0, lo que es un
absurdo, pues x € Atom(L). Por lo tanto A, C A,. De manera simétrica se
demuestra que A, C A,. Por lo tanto A, = A,.
Supongamos ahora que A, = A,. Mostraremos que a* < b*. Por el Corolario
1.10, basta ver que b A a* = 0. Supongamos que no es asi, es decir, que
b Aat > 0. Ahora, consideremos » € Atom(L) tal que 0 < = < b A a*,
Asf, 0 < x < b,at, de donde z € A, = A,, luego = < a. Se sigue que
z < aAat =0loque es un absurdo. Asf, bAat =0y de aqui que a* < b*.
De forma simétrica se demuestra que b < a*. =

Como consecuencia del Lema 1.16 y de la proposiciéon anterior, tenemos

el siguiente corolario.

Corolario 1.19 Sean L una reticula cocompacta y fuertemente suplementa-
da. Se tiene que a* = bt siy sdlo si Ay, = Ap.

Definicién 1.20 Sean L una reticula fuertemente seudocomplementada vy

a,b € L. Decimos que a estd relacionado con b, bajo la relacion ~*, si

at =bt.

Note que ~* es una relacién de equivalencia, asi que denotaremos por

[a] .1 la clase de equivalencia de a.

Definicién 1.21 Sean L una reticula y a € L. Decimos que a es esencial
en L siaNb > 0 para cada b € L\{0}. Escribimos a <. 1 si a es un elemento

esencial en L.

Proposicion 1.22 Si L es una reticula fuertemente seudocomplementada,
entonces

Mor={acl]|a<.1}.
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Demostracién. Si a € [1]_1, entonces a= = 1= = 0. Ahora, si b € £ cumple

que a A b =0, por la Observacién 1.10, b < a*. De aqui que b = 0, es decir,
a <, 1.
Ahora, sea a € £ un elemento esencial. Como a A at = 0, se sigue que

at=0ydeaquiqueac 1] .. m

Recordemos que en una reticula £, el supremo de todos los dtomos es el

zoclo de L y se denota Zoc(L).
Observacién 1.23 En una reticula atomica L se cumple que Zoc(L) <. 1.

Proposicion 1.24 Sea L una reticula distributiva, seudocomplementada y

atomica con un numero finito de dtomos. Entonces
]t =[Zoc(L),1].

Demostracién. Por la Observacién 1.23, basta demostrar que Zoc(L) es el
menor elemento esencial de £. Sean b € £ un elemento esencial y {ay,...,a,}

el conjunto de atomos de L. Se tiene que

bA Zoc(L) =bA <\”/ ai> = \”/ (bAa;) = \n/al- = Zoc(L),

=1 =1

de donde Zoc(L) < b. m

Lema 1.25 Sea L una reticula distributiva y seudocomplementada. Para a €

L, se tiene que a™* es el mayor elemento de [a)... .

1

Demostracién. Por el Lema 1.13, attt = at, asf o't

€ [a]... Ahora, si

1l bLL

b € [a].v, se tiene que b- = a*, luego a y por el Corolario 1.12,

b<a't. m
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Definicién 1.26 Sea L una reticula distributiva y seudocomplementada. Pa-

ra cada a € L, definimos Zocg por
Zoc, = Zoc([0,a*]).

Teorema 1.27 Sea L una reticula distributiva, seudocomplementada y ato-

mica con un numero finito de dtomos. Para cada a € L, se tiene que

[a] .. = [Zoc,, a™]. (1.1)

Demostracién. Si b € [a].., entonces a® = b* y también o™+ = b+,

Luego, por el Lema 1.18, A,.. = Ay y de aqui que Zoc, = Zocy,. Ahora,

— bLLL

como bt , se tiene que A, = A1, de donde Zoc, = Zoc, < b. Por lo

tanto b € [Zoc,, a™].
Para la otra contencién basta ver que Zoc, € [a].., es decir, que (Zoc,)*" =
a® o de manera equivalente, que Azo., = A,. Sin embargo, A, = A, asi

que de la definicién de Zoc, se sigue que Azy., = A, ®

Usando la descripcién (1.1) de las clases de equivalencia obtenemos la

siguiente proposicion.

Proposicién 1.28 Sea L una reticula distributiva, seudocomplementada y
atomica con un numero finito de dtomos. Para cada a € L, tenemos la si-
guiente funcion

LL/\

a A 1o — [a] .

Demostracién. Sea b € [1]... Como b <, 1, se tiene que Zoc, < Zoc(L) <
b, de donde Zoc, < b. Luego,

Zoc, = a* A Zoc, < att Ab<att.
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Por lo tanto a** Ab € [a]... m

Teorema 1.29 Sea L una reticula distributiva y atomica con un niumero
finito de dtomos. Entonces, la funcion definida en Proposicion 1.28 es supra-

yectiva.

Demostracién. Para demostrar la suprayectividad de a**A_ exhibiremos
un inverso por la derecha. Por el Corolario 1.24, Zoc(L) es el elemento menor

de [1].1, asi, afirmamos que la funcién

Zoc(L)V_ :[a]or — [1]or

J_J_/\_

es un inverso por la derecha de a .Sean b € [a].r y {a1,...,a,} el

conjunto de dtomos, se tiene que

a™ N (Zoc(L) V b) =

Lema 1.30 St L es una reticula distributiva y neteriana, entonces hay un

numero finito de dtomos.
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Demostracién. Note que si Atom(L) = ) claramente se cumple la afirma-
cién. Supongamos entonces que Atom (L) # ). Por el Teorema 1.7, tenemos

que todo elemento de la reticula es finitamente generado. Asi, Zoc(L) es un
n

supremo de una familia finita de atomos, digamos Zoc(L) = \/ a;. Ahora,
i=1
si b € Atom(L) \ {ax, ..., a, }, entonces

b=>bA <\n/ ai> :\n/(b/\ai)zo,

lo que es un absurdo, por lo tanto Atom(L) = {a4,...,a,}. ®

Corolario 1.31 Sea L una reticula distributiva, neteriana y atomica. En-

tonces, la funcion definida en Proposicion 1.28 es suprayectiva.

El siguiente resultado es, en cierto sentido, la versién dual de [21, Teorema

3.10).

Teorema 1.32 Sea L una reticula distributiva y atomica. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) L es neteriana

(2) L es seudocomplementada, satisface condicion de cadena ascendente tan-
to para elementos esenciales como para seudocomplementos y tiene un

numero finito de dtomos.

Demostracién. (1) = (2) Se sigue de la Proposicién 1.8, de la definicién de
reticula neteriana y del Lema 1.30.
(2) = (1) Afirmamos que cualquier clase de equivalencia es una reticula

neteriana. Sea a € Ly by < by < --- una cadena ascendente en [a]._ 1. Se
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sigue que Zoc(L) V by < Zoc(L) V by < --- es una cadena ascendente en
[1].1. Pero, por la Proposicién 1.24 y por hipétesis, [1].1 es una reticula
neteriana, por lo que existe N € N tal que para cualquier n > N se tiene que

Zoc(L)V b, = Zoc(L) V by. Ahora, por el Teorema 1.29, tenemos que
by, = a™ A (Zoc(L) V b,) = a* A (Zoc(L) V by) = by,

para todo n > N. Asi, [a].. es una reticula neteriana.

Veamos ahora que £ es neteriana, para ello consideremos b; < by < ---
una cadena ascendente en L. Por la Proposicién 1.11, tenemos que bfL <
byt < --- es una cadena ascendente de seudocomplementos, asi que, por
hipétesis, existe N € N tal que b#L = bf\,L para todo n > N. Luego, del
Teorema 1.27, se tiene que b, € [by|.. para cada n > N, pero [by].. es
una reticula neteriana, por lo que b; < by < --- se estaciona, es decir, L es

neteriana. m
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1.3. La reticula R-tors.

El estudio de las reticulas ha desempenado un papel destacado en el
Algebra, en particular en la teorfa de médulos y anillos. Dado un anillo, se
pueden estudiar algunas reticulas de clases de modulos para obtener informa-
cién acerca de la estructura interna del anillo o de su categoria de médulos.
Por ejemplo, un anillo R es semiartiniano izquierdo si y sélo si la reticula
formada por las clases de médulos cerradas bajo tomar submédulos, cocien-
tes, extensiones y sumas directas es una reticula booleana (distributiva y
complementada). La reticula que acabamos de mencionar es precisamente la
reticula que nos interesa en esta seccion, por ello proporcionamos un breve

resumen acerca de la misma.

Definicién 1.33 Una teoria de torsion T es una pareja de clases de

modulos T = (T,,F.) que satisface las siguientes condiciones:
(1) Hom(T, F') = 0, para cualesquiera T € T, y F € F,.
(2) Si Hom(T, F) = 0 para todo F € F,, entonces T € T,.

(3) Si Hom(T, F) =0 para todo T € T,, entonces F € F..

Definicién 1.34 Una clase de modulos T es una clase de torsion si es
cerrada bajo cocientes, extensiones y sumas directas. Una clase de modulos
F es una clase libre de torsion si es cerrada bajo submddulos, productos

directos y extensiones.

Observacion 1.35 Dada una teoria de torsion T = (T, F,), se tiene que la

clase T, (F;) es una clase de torsion (libre de torsion) y, reciprocamente, si C
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es una clase de torsion (libre de torsidn), entonces existe una inica teoria de
torsion 7¢ tal que T,, =C (F,, = C). De esta manera, una teoria de torsion

queda totalmente determinada por la clase de torsion (libre de torsion) que

define, vea [15].

Es facil ver que, dadas dos teorias de torsién 7 = (T,,F,) y = (T,,F,),

se cumple que T, C T, si y sélo si F, C F,.

Definicién 1.36 Sean 7 = (T,,F,) y u = (T,,F,) dos teorias de torsion.

Escribimos 7 < p st T, C T.

Si denotamos R-TORS la coleccién de todas las teorias de torsion, se

tiene que la relacion “<” define un orden parcial en R-TORS.

Definicién 1.37 Sea {7; = (T,,F.,)},.; una familia de teorias de torsion.

Definimos la teoria de torsion /\Ti como la teoria de torsion cuya clase de
iel
torsion es ﬂTn y la teoria de torsion \/Ti, como la teoria de torsion cuya
i€l iel
clase libre de torsion es ﬂIFT
iel
Con el orden parcial de la Definicién 1.36 y las operaciones de la Definicion

1.37, R-TORS es una (gran') reticula.

Definicién 1.38 Una teoria de torsion T = (T,,F,) es una teoria de tor-

ston hereditaria si T, es una clase hereditaria.

!Cuando a una clase propia se le puede dotar de una estructura de reticula se le llama

gran reticula.
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La colecciéon de todas las teorias de torsién hereditarias resulta ser un
conjunto. Asi, si denotamos R-tors dicho conjunto, entonces R-tors es una
subreticula de R-TORS y por tanto una reticula.

Es importante comentar que, debido a la Observacién 1.35, es comun
referirse a la gran reticula de clases de torsién y a la reticula de clases de
torsion hereditarias por R-TORS y R-tors, respectivamente.

En [15], se demuestra que R-tors es una reticula distributiva y atémica,
mas ain, que los atomos son generados por los médulos simples; también se
demuestra que R-tors es fuertemente seudocomplementada y que si 7 € R-
tors, entonces 74 es la teorfa de torsién cogenerada por los médulos simples
de 7-torsion. Note que entonces estamos en condiciones de aplicar el Teorema
1.32 a la reticula R-tors, pero antes, recordemos que Zoc(R-tors) es denotado
por 7p (conocida como la teoria de torsién de Dickson) y que y denota el

elemento mayor de R-tors.

Corolario 1.39 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R:
(1) R-tors es una reticula neteriana

(2) [1p,x] es una reticula neteriana y R-Simp es finito.



Capitulo 2

Anillos fuertemente

mod-retractiles

El concepto de mddulo retrdctil fue introducido por Khuri en [16], después
Echevit y Kogsan introdujeron el concepto de anillo mod-retrdctil en [12]. En
este capitulo definimos una clase especial de estos modulos y de estos anillos,
los maodulos fuertemente retrdactiles y los anillos fuertemente mod-retrdctiles.
Ademas, caracterizamos a los anillos fuertemente mod-retrdctiles a través de

reticulas de clases de modulos, entre otras cosas.

2.1. Anillos mod-retractiles

Definicién 2.1 Un mddulo M es retrdctil si para cualquier submaodulo no
cero N de M, se tiene que Hom(M, N) # 0. Un anillo R es mod-retrdctil
izquierdo (o simplemente mod-retrdctil, si no hay riesgo de ambigiiedad)

s1 cada R-mdodulo es retractil.

17
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Definicién 2.2 Un maodulo M es un modulo parainyectivo si para cual-
quier médulo N y cualquier monomorfismo f € Hom(M, N) eziste un epi-
morfismo g € Hom(N, M). M es un médulo paraproyectivo si para cual-
quier modulo N y cualquier epimorfismo f € Hom(N, M) existe un mono-

morfismo g € Hom(M, N).

Recordemos que un anillo R es semiartiniano izquierdo si todo R-
modulo, no cero, contiene un submaédulo simple. Dualmente, un anillo R es

max izquierdo si todo R-mddulo, no cero, tiene un cociente simple.

Proposicién 2.3 Para un anillo R se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) Si cada R-mddulo simple es paraproyectivo, entonces R es un anillo se-

miartiniano izquierdo.

(2) Si cada R-mddulo simple es parainyectivo, entonces R es un anillo max

1zquierdo.
(3) Si R es mod-retrdctil, entonces cada R-mddulo simple es parainyectivo.

Demostracion.

(1) Sean M un R-médulo no ceroy m € M un elemento no cero. Se tiene que
existe S € R-Simp de tal manera que S es un cociente de Rm. Ahora,
por hipdtesis, S se sumerge en Rm y por lo tanto en M. Asi R es un

anillo semiartiniano izquierdo.

(2) Sean M un R-moddulo no cero, m € M un elemento no cero y S un R
modulo simple que es cociente de Rm. Componiendo el cociente anterior

con la inclusiéon de S en su capsula inyectiva, tenemos un morfismo de
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Rm a E(S). Dicho morfismo se extiende a un morfismo no cero f : M —

E(S).

Ahora, como S es un submdédulo esencial de E(S), se sigue que S se
sumerge en f(M). Luego, por ser S parainyectivo, se tiene que S es un
cociente de f(M) y por lo tanto un cociente de M. Esto es, R es un anillo

max izquierdo.

Por hipoétesis, si un médulo simple S se sumerge en un modulo M, exis-
te un morfismo no cero de M a S, que por ser S simple, resulta un

epimorfismo. Asi, S es un moédulo parainyectivo.

Definicién 2.4 Decimos que un anilo R satisface la condicion (HH) si

Hom(M, N) # 0 <= Hom(N, M) # 0,

para cualesquiera R-modulos M, N, no cero.

Observacién 2.5 Si R es un anillo que satisface la condicion (HH), en-

tonces todos los modulos simples son parainyectivos y paraproyectivos y todos

los modulos no cero son retrdctiles.

Observaciéon 2.6 Si R es un anillo que satisface la condicion (HH), en-

tonces R es un anillo semuiartiniano izquierdo, max izquierdo y mod-retrdctil.



20 CAPITULO 2. ANILLOS FUERTEMENTE MOD-RETRACTILES

En [17] Kosan y Zemlicka caracterizan a los anillos mod-retractiles de la

siguiente manera.
Teorema 2.7 Un anillo R es mod-retrdactil izquierdo si y solo si
R-TORS C R-tors.
Nosotros tenemos el siguiente corolario.
Corolario 2.8 Si R satisface la condicion (HH), entonces

R-TORS C R-tors.

En [4], Alvarado, Rincén y Rios estudiaron, entre otras cosas, los seu-
docomplementos en la gran reticula de clases cohereditarias en R-Mod (R-
quot). Dichos seudocomplemetos se llaman clases conaturales. Las clases

conaturales forman una reticula, que se denota R-conat.

Definicién 2.9 Sea C C R-Mod. La clase C satisface la condicion (CN)
su:

para todo M — L # 0, existen C € C,

0# N € R-Mod tales que L - N « C

— M ec(C

En [4, Teorema 23] se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 2.10 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una clase

de moddulos C :
(1) C € R-conat.

(2) C satisface la condicicon (CN).
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(3) C € R-quot y C = (CLR’W“)LR’QW, donde CtRmot denota el seudocomple-

mento de C en R-quot.

El siguiente teorema relaciona la condicién (H H ) con la reticula de clases

conaturales.

Teorema 2.11 Si R es un anillo que satisface la condicion (HH), entonces

R-TORS C R-conat.

Demostracion. Sea C una clase de torsién. Sabemos que existe una clase
de médulos Fe de tal manera que la pareja (C,F¢) es una teorfa de torsion.
Ahora, sea 7¢ el prerradical asociado a la teorfa de torsién (C,F¢). Mostrare-
mos que C satisface la condicién (C'N )y para ello consideraremos un médulo
M tal que para cualquier cociente no cero L de M existen 0 # N € R-Mod
y C' € C tales que L - N « (. Note que en este caso por ser C una clase de
torsién, en particular cerrada bajo cocientes, podemos suponer simplemente
que existe 0 # N € C tal que N es cociente de L.

Observe que si M ¢ C, entonces M/7¢ (M) es un médulo no cero libre
de 7e-torsion. Ahora, por hipdtesis, tenemos que existe 0 # N € C y un
epimorfismo f : M/7e (M) — N. Luego, como R satisface la condiciéon (HH ),
se tiene que existe un morfismo no cero g € Hom (N, M /7 (M)), de donde
g(N) =g (1e(N)) C7e(M/7c (M)) = 0, es decir, g(N) = 0, lo que contradice
el hecho de que g es un morfismo no cero. Asi, M € C y por lo tanto C satisface

la condicién (C'N ). Luego, por el Teorema 2.10, C es una clase conatural. m

El siguiente resultado puede consultarse en [1, Proposicién 2.11]
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Teorema 2.12 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R:
(1) Todo médulo simple es parainyectivo.
(2) Toda clase conatural es una clase de torsion hereditaria.

(3) Toda clase conatural es una clase hereditaria.

Teorema 2.13 Si R es un anillo que satisface la condicion (HH), entonces

R-TORS = R-conat = R-tors.

Demostracion. Este resultado se sigue del Teorema 2.11, de la Observacién

2.5, del Teorema 2.12 y del hecho de que R-tors C R-TORS. =

Definicién 2.14 Decimos que un anillo R es un anillo BK N si para cada

par de R-modulos M y N, no cero, se tiene que

Hom(M, N) # 0.

Recordemos que un anillo R es llamado anillo local izquierdo si sélo

hay un tipo de R-mddulo simple.

Lema 2.15 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo R.
(1) R es un anillo BKN.

(2) R satisface la condicion (HH) y es un anillo local izquierdo.
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Demostracién. (1) = (2) Es claro que se cumple la condicién (H H). Ahora,
si Sy Sy son dos médulos simples, por hipdtesis, se tiene que Hom(Si, Sy) #
0, asi que hay un morfismo no cero entre S; y Sy que necesariamente resulta
un isomorfismo. Asi, R es un anillo local izquierdo.

(2) = (1) Sean M, N dos R-mdédulos no cero. Por la Observacién 2.6
R es un anillo max izquierdo y semiartiniano izquierdo, por lo que existen
modulos simples S y T' tales que S es un cociente de M y T un submoédulo
de N. Ahora, como R es un anillo local izquierdo, entonces S = T'. Luego, la
composicion

M —s S=T —— N

es un morfismo no cero de M a N. Asi, R es un anillo BKN. =

Una clase de R-modulos es llamada clase natural si es cerrada bajo
tomar submodulos, sumas directas y capsulas inyectivas. La clases naturales
y la reticula que éstas forman (que denotamos por R-nat) son estudiadas
con detalle por Dauns y Zhou en [13].

Para continuar es necesario recordar que, dado un médulo M, &,..(M)
denota la clase natural generada por M, mientras que &qonat(M) denota la

clase conatural generada por M. Ademds, en [13] y en [19] se demuestra que

&nat (M) = {N € R-Mod | cualquier submddulo no cero de N 2.1)
2.1

comparte un submédulo no cero con M}

y que
Eeonat (M) = {N € R-Mod | cualquier cociente no cero de N (22)
2.2

comparte un cociente no cero con M},

respectivamente.



24 CAPITULO 2. ANILLOS FUERTEMENTE MOD-RETRACTILES

Teorema 2.16 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R:

(1) R satisface la condicion (HH ).

(2) R es un anillo mod-retrdctil y todo mddulo simple es paraproyectivo.
(8) Todo modulo simple es parainyectivo y paraproyectivo.

(4) R-nat = R-conat.

(5) R-nat = R-conat = R-tors.

(6) R= Ry X Ry x -+ X R, donde cada R; es un anillo BKN.

(7) R = Ry X Ry X --+ X R, donde cada R; es un anillo local izquierdo y

perfecto izquierdo y derecho.

(8) R= Ry X Ry x---x R, donde cada R; es un anillo completo de matrices

sobre un anillo perfecto por ambos lados vy local.

Demostracién. (1) = (2) Se sigue de las Observaciones 2.5 y 2.6.

(2) = (3) Se sigue de la Proposicién 2.3.

(3) = (1) Sean M, N € R-Mod y 0 # f € Hom(M, N). Por la Proposicién
2.3, R es un anillo semiartiniano izquierdo, por lo que existe un maédulo

simple S tal que S < Im(f).

=

M—

L1 L2

s

n ——
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Como S es paraproyectivo, existe un monomorfismo g : S — f~(S).
Por otro lado, como S se sumerge en N y S es parainyectivo, entonces existe
un epimorfismo h: N —» S. Asi, ;y0goh : N — M es un homomorfismo
no cero de N a M.

(3) < (5) & (6) & (7) & (8) Se siguen de [2, Teorema 4.7].

(4) = (3) Note que si las reticulas R-nat y R-conat coinciden, entonces, dado
un modulo arbitrario M, la clase natural generada por M es la misma clase
que la clase conatural generada por M. Asi, si S es un submddulo simple
de M, entonces S € &ut(M) = Eeonat(M). Luego, por la descripcién dada
en (2.2), se tiene que S es un cociente de M. Es decir, S es un moédulo
parainyectivo. De manera simétrica, si S es un cociente simple de un médulo
M, entonces S pertenece a la clase {onat (M) y por lo tanto a la clase &, (M),
asi que, por la descripcién (2.1), S se sumerge en M. Esto es, S un médulo
paraproyectivo.

(5) = (4) Es clara. m

2.2. Anillos fuertemente mod-retractiles

Definicién 2.17 Sean M y N dos R-mdédulos. Escribimos M Ret N si para
cada submddulo no cero M' de M y para cada cociente no cero N' de N se

tiene que Hom(N', M") # 0.

En el siguiente diagrama se muestra la situacién de la definicién anterior.
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Definicién 2.18 Decimos que un modulo M es fuertemente retrdctil si
MRet M y que un anillo R es fuertemente mod-retrdctil si cada R-

modulo es fuertemente retrdctil.

Observacién 2.19 Note que si M es un mddulo fuertemente retrdctil y M’

es cualquier submaodulo no cero de M, entonces se tiene la siguiente situacion

M M
T
M p

con lo que, Hom(M,M") # 0, es decir, M es retrdctil. De lo anterior se
sigue que si R es un anillo fuertemente mod-retrdctil entonces R es un anillo

mod-retractil.

El siguiente ejemplo muestra que los conceptos de anillo mod-retractil y
anillo fuertemente mod-retractil son, en general, distintos, es decir, que no

todo anillo mod-retractil es fuertemente mod-retractil.

Ejemplo 2.20 Sean p,q dos numeros primos distintos, n,m dos niumeros
naturales mayores que 1 y R = Zyn X Zgm. Por el Teorema 2.16(7), se tiene
que R es un anillo retractil. Ahora, note que Zyn se sumerge en R y que Zgm
es un cociente de R, pero Hom(Zgym,Z,n) = 0, con lo que R no es un anillo

fuertemente mod-retrdctil.

Definicién 2.21 Para cualesquiera modulos M, N definimos las clases de

médulos Ret(M) y Ret ™ (IN) como sigue:

Ret(M)={N | MRet N} y Ret ' (N)={M | M Ret N}.
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Enseguida estudiamos las clases de modulos anteriormente definidas.

Proposicién 2.22 Para cada M € R-Mod se tiene que Ret(M) es una clase

conatural.

Demostracién. Para mostrar que Ret(M) es una clase conatural, mostra-
remos que Ret(M) satisface la condicién (C'N). Supongamos entonces que
N es un médulo tal que para cada uno de sus cocientes no cero N existe un
moédulo no cero Ky un médulo N” € Ret(M) de tal manera que K es un
cociente tanto de N’ como de N”. En esta situacién, dado que N” € Ret(M)
se sigue que Hom(K, M") # 0 para cualquier submédulo no cero M’ de M.
Luego, Hom(N', M") # 0. Esto es, N € Ret(M). Concluimos que Ret(M) es

una clase conatural. m

Corolario 2.23 Para una clase de médulos A se tiene que
Ret(A) = {N € R-Mod | M Ret N para todo M € A }

es una clase conatural.

Proposicién 2.24 Para cada N € R-Mod se tiene que Ret™*(N) es una

clase natural.

Demostracién. Para ver que Ret™'(N) es una clase natural mostraremos
que es una clase cerrada bajo tomar submédulos, sumas directas y capsulas
inyectivas.

Ret ' (N) € L< : Sean M € Ret™'(N) y M' un submédulo de M. Note
que si M" es un submdédulo no cero de M’, entonces también es un submdédulo

de M, asi que Hom(N', M") # 0 para cualquier cociente no cero N’ de N.
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Por lo tanto, M’ € Ret™'(N), es decir, Ret ' (V) es una clase cerrada bajo
tomar submoédulos.

Para mostrar que Ret ™' (V) es una clase cerrada bajo tomar sumas direc-
tas, mostraremos antes que es una clase cerrada bajo extensiones. Para ello

consideremos una sucesién exacta corta con A, C € Ret (V)

B
Sin pérdida de generalidad supongamos que f es una inclusién. Luego, sean
B’ un submddulo no cero de B y N’ un cociente no cero de N. Note que,
si B'N A # 0, entonces existe un morfismo no cero h : N' — B’ N A que
se puede extender a un morfismo de N’ a B’, pues A € Ret (V). Ahora, si
B' N A =0, entonces B’ se sumerge en C. Dado que C' € Ret™!(N) se tiene
que existe un morfismo de N’ a B'. En cualquier caso, Hom(N', B") # 0. Asf,
Ret™'(N) es una clase cerrada bajo extensiones y como consecuencia de este
hecho, Ret ™ (IV) es una clase cerrada bajo tomar sumas directas finitas.
Ret ' (N) € Lg : Sean {M;};c; una familia de médulos en Ret ™ (N), U
un submodulo no cero de @ M; vy N' un cociente no cero de N. Note que
si 0 # x € U, entonces x z:gmil + mi, + -+ +my,, donde 0 # m;, € M,
para cada j € {i,...,n}. Como Ret *(N) es una clase cerrada bajo tomar
n

sumas directas finitas, se tiene que @ M;, € Ret™ N, por lo que existe un
Jj=1
morfismo no cero h : N' — Rx que se extiende a un morfismo de N’ en U,

es decir Hom(N',U) # 0. Esto es, Ret ' (IV) es una clase cerrada bajo tomar

sumas directas.
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Ret ™" (N) € L) : Sean M € Ret™"(N) y H un submédulo no cero de
E(M). Como M <., E(M), se tiene que H N M # 0. Asi, para cualquier
cociente no cero N’ de N se tiene que Hom(N', H N M) # 0. De aqui que
Hom(N’, H) # 0, con lo que E(M) € Ret *(N). m

Corolario 2.25 Para una clase de méodulos A se tiene que
Ret™'(A) = {M € R-Mod | M Ret N para todo N € A}
es una clase natural.

Observacién 2.26 Note que para cualesquiera clases de modulos A, B que

satisfacen que A C B, se tiene que
Ret(B) CRet(A) y  Ret '(B) C Ret™'(A).
Lema 2.27 Para una clase de modulos A se tiene que
ACRet(Ret™'(A))  y  AC Ret '(Ret(A)).
Demostracion. Es suficiente notar que

Ret ' (Ret(A)) = {M | M Ret N para todo N tq K Ret N para todo K € A}

¥y que

Ret(Ret ' (A)) = {N | M Ret N para todo M tq M Ret K para todo K € A}.

]
Antes de continuar recordemos que un operador de cerradura en una

reticula £ es una funcién ¢ : £L — L que satisface las siguientes condiciones:
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(1) Para cualesquiera x,y € L, con x < y, se tiene que ¢(x) < ¢(y).

(2) Para cualquier x € L se tiene que z < ¢(z).

(3) Para cualquier € £ se cumple que ¢o(z) = ¢(x)

Un elemento = € £ es un cerrado bajo ¢ si ¢(z) = .
Ahora, si denotamos por P(R-Mod) a la gran reticula de clases de R-
modulos, tenemos como consecuencia de la Observacion 2.26 y del Lema

2.27 el siguiente corolario.

Corolario 2.28 Las correspondencias Ret Ret ™ : P(R-Mod) — P(R-Mod)
y Ret ™' Ret : P(R-Mod) — P(R-Mod) son operadores de cerradura en
P(R-Mod).

Una conexién de Galois (antitona) entre dos reticulas completas £y
L' es una pareja de funciones A\ : £ — L y p : L' — L que satisfacen las

siguientes condiciones:

(1) Para cualesquiera x,y € L, con = < y, se tiene que A(z) > A(y).

(2) Para cualesquiera o', y’ € L', con 2’ </, se tiene que p(x') > p(y').

(3) < p A(x), para cualquier x € Ly 2’ < X pu(z'), para cualquier 2’ € L.

Como consecuencia de la Observacién 2.26 y el Lema 2.27, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.29 FEl siguiente diagrama
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Ret

TN

P(R-Mod) P(R-Mod)

NS

Ret~1!

es una conexion de Galois (antitona) con cerrados en R-conat y R-nat

respectivamente.
Lema 2.30 Para cualquier mddulo M se tiene que Ret(M) = Ret(&nae(M)).

Demostracién. Dado que {M} C &,,:(M), por la Observacién 2.26, se tiene
que Ret(&,0(M)) C Ret(M). Ahora, sean N € Ret(M) y W € & (M).

w M N

A I

Se tiene que para cada submdédulo no cero W’ de W existe un submédulo
no cero W” de W’ tal que W"” se sumerge en M. Supongamos, sin pérdida
de generalidad que W" es un submdédulo de M. Asi, Hom(N', W") # 0 para
cada cociente no cero N’ de N y de aqui que Hom(N', W’) # 0. Por lo tanto
Ret(M) = Ret(Epae(M)). =

Por supuesto que tenemos la version dual del lema anterior.
Lema 2.31 Para cualquier modulo N se tiene que
Ret ™ (N) = Ret ™ (&eonat(N)).

Demostracién. Como {N} C &.pna(N), se sigue, de la Observacién 2.26,

que
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Ret ™ (€eonat(N)) € Ret™H(N). Luego, si M € Ret ' (N) y W € Eonat(N), se
tiene que para cualquier cociente no cero W’ de W existe un cociente no cero

W" de W' tal que W” es también un cociente de N.

Por lo que, Hom(W’, M) # 0 para cualquier submédulo no cero M’ de M,
esto es M Ret W. Por lo tanto Ret(M) = Ret(&,u:(M)). m

Como consecuencia de los dos lemas anteriores tenemos el siguiente coro-

lario.

Corolario 2.32 Para una clase de modulos A se tiene que

Ret(A) = Ret(§nat(A) v Ret ™ (A) = Ret ™ (Eeonat(A))-

Para continuar, recordemos que cualquier clase natural generada por un
modulo simple es un d&tomo en R-nat (vea [23, Proposicién 1.3]) y, dualmente,
cualquier clase conatural generada por un médulo simple es un dtomo en R-

conat (vea [4, Corolario 40]) .

Proposicién 2.33 Sea A € R-nat un dtomo generado por un modulo sim-

ple. Entonces Ret(A) es un dtomo en R-conat.

Demostracién. Sea S € R-simp tal que A = &,,(5). Por el Lema 2.30, se
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tiene que

Ret(A) = Ret(&nar(S))

= Ret(95)

— {N|SRetN }

— {N|YN—>N#03N 255}
= Loonat(9).

Asi, Ret(A) es un atomo en R — conat. =

De manera dual, enunciamos y demostramos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.34 Sea A € R-conat un dtomo generado por un mddulo

simple. Entonces Ret ' (A) es un dtomo en R-nat.

Demostracién. Sea S un R-médulo simple tal que A = .0 (S). Se tiene,

por el Lema 2.31, que

Ret ™' (A) = Ret ™ (Eonar(S))

= Ret™!(9)

= {M | MRetS }

= (M |YO£M — M3S IS M}
fnat(‘s’)‘

Asi, Ret '(A) es un dtomo en R — nat. m
El siguiente ejemplo muestra que la imagen bajo Ret de un atomo, que

no es generado por un modulo simple, no es necesariamente un atomo.

Ejemplo 2.35 Dado que Z es uniforme, se tiene que la clase natural gene-
rada por 7. es un datomo en Z-nat. Ahora, consideremos M un Z-mddulo no

cero tal que M € Ret(Z). Si M es divisible, entonces M € Ty, donde d denota
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la parte divisible. Ahora, si M no es divisible, entonces nM < M para algin
n > 1, asi que 0 # M/nM € T,, donde t denota la parte de torsion usual.

En cualquier caso, dado que Z, € Fq NIy, no puede suceder que Z Ret M.

Este ejemplo se puede generalizar como sigue.

Teorema 2.36 Si R es un anillo neteriano y A € R-nat es un dtomo que

no es generado por un mddulo simple, entonces Ret(A) = {0}.

Demostracién. Supongamos que existe un médulo no cero N € Ret(A).
Dado que A es un dtomo en R-nat, se tiene que si M € A es un médulo no
cero, entonces &t (M) = A. Asi, Ret(A) = Ret(M) y de aqui que M Ret N.
Se tiene entonces que Hom(N, Rm) # 0 para cada m € M no cero. Ahora,
como Rm es neteriano, N tiene un cociente no cero finitamente generado,
luego N tiene un cociente simple S. Pero S € Ret(A), pues Ret(A) es una
clase conatural. Entonces M Ret S. En particular, tenemos que S se sumerge

en M, de donde &,,(S) = A, lo que es una contradiccién. =

Teorema 2.37 Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R:
(1) R es un anillo local izquierdo y max izquierdo.
(2) Ret™'(R-Mod) # {0}.

Demostracién. (2) = (1) Supongamos que Ret™'(R-Mod) # {0} y sea
0 # M € Ret '(R-Mod). Se tiene que M Ret N para cada R-médulo N.

En particular, M Ret S para cada S € R-simp. Asi, S se sumerge en cada
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submdédulo no cero de M. Ahora, si S” es otro médulo simple, entonces S’ se
sumerge en S, lo cual ocurre solo si S y S son isomorfos. De aqui que R es
un anillo local izquierdo.

Ahora, como S < M y Ret™*(R-Mod) es una clase natural, se tiene que
S € Ret™'(R-Mod). Asi, SRet N para cada R-médulo N. Por lo tanto, ca-
da R-modulo no cero tiene un cociente simple, esto es, R es un anillo max
izquierdo.
(1) = (2) Supongamos ahora que R es un anillo local izquierdo y max iz-
quierdo. Entonces, para cada R-mddulo N, se tiene que S Ret N, donde S es

el tinico representante en R-simp. Asi, 0 # S € Ret™'(R-Mod). m

Enseguida demostraremos la version dual de este resultado.

Teorema 2.38 Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R:
(1) R es un anillo local izquierdo y semiartiniano izquierdo.

(2) Ret(R-Mod) # {0}.

Demostracién. (1) = (2) Si R es un anillo local izquierdo y semiartiniano
izquierdo, entonces, para cada R-moédulo M, se tiene que M Ret S, donde S
es el inico representante en R-simp. Asi, 0 # S € Ret(R-Mod).

(2) = (1) Ahora, supongamos que Ret(R-Mod) # {0} y sea 0 # N €
Ret(R-Mod). Dado que M Ret N para cada M € R-Mod, en particular se
tiene que S Ret N para cada S € R-simp. Asi, S es un cociente de N. Luego,

si S’ es otro médulo simple, entonces S’ es un cociente de S, esto por la
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descripcién de Ret(R-Mod). Pero esto ocurre solo si S y S’ son isomorfos.
Por lo tanto, R es un anillo local izquierdo.

Ahora, como S es un cociente de N y Ret(R-Mod) es una clase conatural,
se tiene que S € Ret(R-Mod). Asi, M Ret S para cada R-mé6dulo no cero M.
Por lo tanto, cada R-mddulo contiene un submédulo simple, es decir, R es

un anillo semiartiniano izquierdo. m

Proposicién 2.39 Sean M y N dos R-mddulos no cero y S € R-simp. St
M Ret S y SRet N, entonces M Ret N.

Demostracién. Sean M’ un submdédulo no cero de M y N’ un cociente no
cero de N. Por hipdtesis, se tiene que Hom(S, M') # 0 y Hom(N’,S) # 0,
asi que Hom(N', M") # 0. Por lo que M Ret N. =

Teorema 2.40 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R
(1) R es un anillo local izquierdo y semiartiniano izquierdo

(2) Eziste S € R-simp tal que Ret™'(S) = R-Mod.

Demostracién. (1) = (2) Sea S el tnico representante en R-simp. Como R
es semiartiniano izquierdo, se tiene que Hom(S, M) # 0 para cada R-mdédulo
no cero M. Se sigue que M Ret S para cada R-moédulo no cero M. Por lo
tanto, Ret ™ *(S) = R-Mod.

(2) = (1) Si S € R-simp es tal que Ret™'(S) = R-Mod, entonces para cada
R-médulo no cero M se tiene que M Ret S y de aqui que Hom(S, M) # 0.

Por lo tanto R es un anillo semiartiniano izquierdo.



2.2. ANILLOS FUERTEMENTE MOD-RETRACTILES 37

Ahora, si S’ € R-simp, dado que Hom(S,S") # 0, entonces S y S’ son

isomorfos. Esto es, R es un anillo local izquierdo. =
Dualmente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.41 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R.
(1) R es un anillo local izquierdo y max izquierdo.
(2) Eziste S € R-simp tal que Ret(S) = R-Mod.

Demostracién. (1) = (2) Sea S el tnico representante en R-simp. Se tiene
que Hom(M,S) # 0 para cada R-médulo no cero M, pues R es un anillo
max izquierdo. De aqui que Ret(S) = R-Mod.
(2) = (1) Sea S € R-simp tal que Ret(S) = R-Mod. Se tiene que S Ret M
para cada R-médulo no cero M, en particular S es un cociente de cada
modulo no cero M. Es decir, R es un anillo max izquierdo.

Ahora, si §' € R-simp, dado que S RetS’, se tiene que Hom(S’,S) # 0,

de donde S’ y S son isomorfos. Asi, R es un anillo local izquierdo. m

Corolario 2.42 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R.
(1) R es un anillo local izquierdo, semiartiniano izquierdo y max izquierdo.
(2) Eziste S € R-simp tal que Ret™*(S) = R-Mod = Ret(S).

Terminamos este capitulo caracterizando a los anillos fuertemente mod-

retractiles.
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Teorema 2.43 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R.

(1) R es un anillo fuertemente mod-retrdctil.

(2) R es un anillo BKN.

(3) R satisface la condicion (HH) y es local izquierdo.

(4) R es un anillo local izquierdo, semiartiniano izquierdo y max izquierdo.
(5) R es un anillo local izquierdo y perfecto izquierdo y derecho.

(6) Eziste S € R-simp tal que Ret(S) = R-Mod = Ret™'(9).

(7) R es isomorfo a un anillo completo de matrices sobre un anillo perfecto

por ambos lados y local.

Demostracién. (1) = (4) Como R es fuertemente mod-retractil, todo R-
modulo simple es parainyectivo y paraproyectivo, asi que, por la Proposicién
2.3, R es un anillo semiartiniano izquierdo y max izquierdo. Ahora, rpR es un
modulo fuertemente retractil, asi que cualquier médulo simple se sumerge en
cualquier submodulo no cero de gR. Esto implica que s6lo hay un moédulo
simple, salvo isomorfismo, por lo que R es local izquierdo.

(4) = (5) Como R es un anillo local izquierdo y semiartiniano izquierdo,
entonces es perfecto derecho (vea [7, Teorema V.3.4]). Ahora, todo anillo
perfecto derecho es semilocal y todo anillo semilocal y max izquierdo es
perfecto izquierdo (vea [6, Teorema 28.4]).

(5) = (4) Todo anillo perfecto izquierdo es max izquierdo y todo anillo

perfecto derecho es semiartiniano izquierdo (vea [6, Teorema 28.4]).
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(4) = (2) Sean M, N dos médulos no cero y S el inico tipo de médulo simple.
Como R es semiartiniano izquierdo, S se sumerge en N. Ahora, como R es
max izquierdo, entonces S es un cociente de M. Asi, la composicién de estos
dos morfismos nos proporciona un morfismo no cero de M a N.

(2) = (4) Note que para cualesquiera dos médulos simples S y S’ se tiene que
Hom(S, S") # 0, por lo que son isomorfos. Asf, R es un anillo local izquierdo.
Ahora, si S es el tnico tipo de médulo simple y M es cualquier médulo no
cero, por hipétesis, se tiene que Hom(S, M) # 0 y Hom(M, S) # 0, de donde
R es un anillo semiartiniano izquierdo y max izquierdo.

(4) < (6) Es justo el Corolario 2.42.

(6) = (1) Se sigue de la Proposicién 2.39.

(2) < (3) Esto es el Lema 2.15.

Finalmente, (2) < (7) es una parte de [7, Proposicién VI.2.3] =
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Capitulo 3

Sobre o-clases

En [8] y [9], Cerda y Rincén introducen grandes reticulas de médulos indu-
cidas por un prerradical o. Por ejemplo, las reticulas de clases o-hereditarias,
las de clases o-cohereditarias, las de clases de o-torsion, las de clases de o-
torsion hereditarias, las de clases o-naturales y las de clases o-conaturales.
En este capitulo introducimos nuevos conceptos relativos a un prerradical o,
por mencionar algunos, la condicién (o-HH) y los anillos o- (BKN) . También
caracterizamos los anillos -mod retractiles, introducidos también por Cerda

y Rincon.

3.1. Prerradicales

Como ya hemos mencionado antes, la teoria desarrollada en este capitulo
esta elaborada a partir del concepto de prerradical, por esta razén comenza-

mos dando un breve resumen y algunos resultados acerca de prerradicales.

Definicién 3.1 Sea R un anillo. Un prerradical en R es un funtor o :

41
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R-Mod — R-Mod tal que para cada R-mddulo M se tiene que o(M) < M
y para cada R-morfismo f : M — N se cumple que f(o(M)) < o(N).

Denotamos por R-pr a la coleccion de todos los prerradicales en R-Mod.

Note que un prerradical o es un subfuntor del funtor identidad en R-Mod.

Definicién 3.2 Dados 0,7 € R-pr, escribimos o < 1, si (M) < 7(M),

para cada M € R-Mod. Note que < es un orden parcial en R-pr.

Definicién 3.3 Dados o, 7 € R-pr, definimos cuatro operaciones, denotadas
por o AT, o N T, oT y o : T respectivamente, definidas en cada M € R-

Mod, como sigue:
(1) (o A7) (M) = o(M)Nr(M).
(2) (o v 7) (M) = o(M)+r(M).
(3) (o7) (M) = o (T(M)).

(4) (o :7) (M) es tal que (o :7)(M)/o(M) =71 (M/o(M)).

Las operaciones de los incisos (1) y (2) de la definicién anterior pueden

generalizarse para una clase de prerradicales C, de la siguiente manera:

(1) (/\ 0) (M) = (o (M).

oeC oeC

(2) (\/ 0) (M) =) o(M).

oeC oeC



3.1. PRERRADICALES 43

De esta manera, con el orden parcial de la Definicion 3.2, tenemos que R-pr
es una reticula completa.

Cada prerradical o tiene asociadas dos clases, a saber,

T, = {M € R-Mod | (M) = M}

F, = {M € R-Mod | o(M) = 0}.

Note que T, es una clase cerrada bajo tomar cocientes y sumas directas
arbitarias mientras que F, es una clase cerrada bajo tomar submodulos y

productos arbitrarios.

Definicién 3.4 Sea 0 € R-pr. Diremos que o

(1) es un prerradical idempotente si oo = 0. A la coleccion de todos los

prerradicales idempotentes la denotamos por R-idem.

(2) es un radical si ¢ : 0 = 0. A la coleccion de todos los radicales la

denotamos por R-rad.

(3) es un prerradical exacto izquierdo si como funtor es exacto izquierdo.
A la coleccion de todos los prerradicales exactos izquierdos la denotamos

por R-pez.
El siguiente resultado puede consultarse en [20].

Proposicion 3.5 Sea 0 € R-pr. Las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

(1) o € R-pei.
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(2) Si N < M, entonces o(N) = o(M)NN.
(3) o € R-idem y T, es una clase cerrada bajo tomar submddulos.

Definicién 3.6 Sea 0 € R-pr. Diremos que un R-modulo M se escinde
por o si M = o(M) & M’ para algin M' < M. Note que en este caso se
tiene que c(M') =0=0(M/o(M)) y o (c(M)) = o(M).

Definicién 3.7 Sea 0 € R-pr. Diremos que o:
(1) es estable si todo R-mddulo inyectivo se escinde por o.
(2) es coestable si todo R-maddulo proyectivo se escinde por o.

(3) se escinde centralmente si existe un elemento idempotente central
e € R tal que o(M) = eM, para todo R-médulo M. Note que en este
caso, para cada R-mddulo M, se tiene que M = o(M) & M’, donde
M'={m € M| o(R)m = 0}.

El siguiente resultado puede consultarse en [7, Proposicién 1.7.1].

Proposicion 3.8 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un pre-

rradical o:
(1) o es exacto y coestable.
(2) o es exacto y estable.

(8) o se escinde centralmente.

Observacién 3.9 Sean o € R-pr exacto y M un R-mddulo. Si o es estable

o coestable, entonces o(M) es un cociente de M.
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3.2. o-clases

En [8], Cerda y Rincén introducen reticulas de clases de médulos in-
ducidas por un prerradical o, las clases o-hereditarias, o-cohereditarias, o-
naturales y o-conaturales, denotadas por o-(R-her), o-(R-coher), o-(R-nat)
y o-(R-conat), respectivamente. A continuacién recordamos las definiciones

de estas reticulas y algunos resultados relacionados a éstas.

Definicién 3.10 Sea 0 € R-pr. Una clase de R-mddulos C es una clase

o-hereditaria si satisface las siguientes condiciones:
(1) F, CC.
(2) Para cada M € C y cada N < M se tiene que o(N) € C.

Denotamos por o-(R-her) a la coleccion de todas las clases o-hereditarias.

Lema 3.11 /8, Lema 1] Sea o € R-pr. La coleccion o-(R-her) es una gran
reticula seudocomplementada. Mds ain, sio es idempotente, entonces o-(R-her)
es fuertemente seudocomplementada y para cada C € o-(R-her) su seudocom-

plento, denotado por C<<, estd dado por
Ctse ={M € R-Mod |V N < M, o(N)eC= N €F,}.
Ademds Skel (o0-(R-her)) es una reticula buleana.

Dado el lema anterior, a los autores del articulo citado les fue posible dar

la siguiente definicién.
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Definicién 3.12 Sean R un anillo y 0 € R-pr exacto izquierdo y estable.
Definimos la reticula de clases o-naturales, denotada por o-(R-nat),

como

o- (R-nat) = Skel(o-(R-her)).

Definicién 3.13 Sea ¢ € R-pr. Una clase de R-mddulos C es una clase

o-cohereditaria si satisface las siguientes condiciones:
(1) F, CC.
(2) Para cada M € C y cada epimorfismo M — N se tiene que o(N) € C.

Denotamos o-(R-coher) la coleccion de todas las clases o-cohereditarias.

Proposicién 3.14 [8, Proposicion 11] Sea o € R-pr. Si o es idempotente y
cohereditario, entonces o-(R-coher) es una gran reticula fuertemente seudo-
complementada y para cada C € o-(R-coher) su seudocomplemento, denotado

por C*/s | estd dado por
Cte ={M € R-Mod | Y M — L, o(L) #0 = o(L) ¢ C}yUTF,.
Ademdas, Skel (o-(R-coher)) es una reticula buleana.

Definicién 3.15 Sean R un anillo y 0 € R-pr exacto y coestable. Definimos

la reticula de clases o-conaturales, denotada por o-(R-conat) como
o-(R-conat) = Skel(o-(R-coher)).

Mas tarde, en [9], Cerda y Rincén introdujeron las reticulas o-(R-TORS)

y o-(R-tors) como sigue:
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Definicién 3.16 Sea o € R-pr. Una clase de R-maodulos C es una clase
de o-torsion si C es una clase o-cohereditaria, cerrada bajo tomar su-
mas directas arbitrarias y bajo tomar extensiones. Si ademds es una clase
o-hereditaria, entonces diremos que C es una clase de o-torsion heredita-

ria.

Definicién 3.17 Sea 0 € R-pr. Denotamos por o-(R-TORS) la coleccion
de todas las clases de o-torsion y denotamos por a-(R-tors) la coleccion de

todas las clases de o-torsion hereditarias.

Los autores observaron que dado un prerradical o, hay dos asignaciones:
(1) 0" : P(R-Mod) — P(R-Mod) dada por ¢*(C) ={o(M) | M €C} y

(2) & : P(R-Mod) — P(R-Mod) dada por 7 (C) = {M | o(M) € C}.

at
S
Il
N
S
o
Q0
=
&Y

Ademés, se tiene que o™ (T (6™ (C))) = o*(C) y T (0% (
cada C € P(R-Mod).

Y los autores demostraron los siguientes resultados.

Proposicién 3.18 [9, Corolario 3.10] Si o es un radical, entonces
o-(R-tors) = {C € R-tors | F, C C}.
Teorema 3.19 [9, Teorema 3.13] Si o es un prerradical exacto, entonces
o-(R-TORS) = {% (C) | C € R-TORS }.

Los médulos o-retractiles y los anillos o- (R-Mod)-retréactiles también son

introducidos en [9].
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Definicién 3.20 Sean R un anillo y o € R-pr. Diremos que un R-moddulo
M # 0 es o-retrdctil si para cada submédulo N < M con o(N) # 0 se
tiene que Hom (M,o(N)) # 0 y diremos que R es un anillo o-(R-Mod)-

retrdctil si cada R-mddulo es o-retrdctil.

A continuacién, generalizamos varios conceptos y resultados del Capitulo

Definicién 3.21 Sean R un anillo y o € R-pr. Diremos que R satisface la
condicion (o-HH) si para cualesquiera mddulos M, N con o(M),c(N) #

0, se tiene que
Hom(o(N), M) # 0 <= Hom(M,c(N)) # 0.

Observacion 3.22 Note que si 0 = 1g_p0q, €ntonces tenemos la condicion

(HH), es decir, para cualesquiera R-modulos M y N se tiene que
Hom(N,M) # 0 <= Hom(M,N) # 0.

Observacién 3.23 Sean R un anillo y o € R-pr. St R satisface la condicion

(0-HH), entonces:
(1) R es un anillo o- (R-Mod)-retrdctil.
(2) Para cualquier S € R-Simp N'T,, se tiene que S es parainyectivo.

(3) Para cualquier S € R-Simp N'T,, se tiene que S es paraproyectivo.

Demostracion.

(1) Es claro.
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(2) Sea S € R-SimpNT, y M un R-médulo tal que S se sumerge en M.
Como S € T,, se tiene que o(S) = S, por lo que Hom(o(S), M) #
0. Luego, Hom(M,o(S)) # 0, pues R satisface la condiciéon (o-HH).
Asi, Hom(M,S) # 0, esto es, S es un cociente de M, de donde S es

parainyectivo.

(3) Sea S € R-SimpNT, y M un R-médulo tal que S es cociente de M.
Se tiene que Hom(M,o(S)) # 0, pues S = o(5) ya que S € T,. Lue-
go, de la condicién (o-HH), se tiene que Hom(o(S), M) # 0, es decir,
Hom(S, M) # 0, de donde, S se sumerge en M. Por lo tanto, S es para-

proyectivo.

Definicién 3.24 Sean R un anillo y 0 € R-pei. Diremos que un R-modu-
lo M # 0 es o-atémico si cualquier submddulo N de M con o(N) # 0
contiene un submodulo S € R-Simp N'T, y diremos que R es un anillo

o-semziartiniano izquierdo si cualquier R-mddulo es o-atomico.

Definicion 3.25 Sean R un anillo y o € R-idem. Diremos que un R-mddulo
M # 0 es o-coatémico si cualquier cociente L de M con o(L) # 0 tiene un
cociente S € R-SimpNT, y diremos que R es un anillo o-max izquierdo

st cualquier R-modulo es o-coatomico.

Teorema 3.26 Sean R un anillo y o € R-pei. Si cualquier S € R-SimpNT,

es parainyectivo, entonces R es un anillo o-max izquierdo.

Demostracién. Sean M # 0 un R-moédulo y L un cociente de M, con

o(L) # 0. Consideremos Rz un submodulo ciclico de o(L). Como o € R-pei,
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entonces o es idempotente y T, es una clase hereditaria. Asi, o(L) € T, y
luego Rx € T,. Ahora, si consideramos un cociente simple de Rz, digamos S,

se tiene que S € T,, pues T, es una clase cohereditaria. Asi, S € R-SimpNT,.

M ——- L

Rz » S —— E(S)
Componiendo el cociente anterior con la inclusién de S en su capsula inyectiva
E(S), tenemos un morfismo de Rz en E(S). Dicho morfismo se extiende a
un morfismo no cero f : L — FE(S). Note que S se sumerge en f(L), pues
S es esencial en F(S). Como S es parainyectivo, entonces es un cociente de

f(L) y de aqui que S es un cociente de L. m

Teorema 3.27 Sean R un anillo y o € R-pei. St cualquier S € R-SimpNT,

es paraproyectivo, entonces R es un anillo o-semiartiniano izquierdo.

Demostracién. Sean M # 0 un R-médulo, N un submoédulo de M con
0(N) # 0y Rz un submddulo ciclico de o(N). Como o € R-pei, o(N) € T,
y luego Rx € T,.

o(N) »— N »—— M

I

Rr ——» S

Ahora, si S es un cociente simple de Rz, se tiene que S € T,, asi, por
hipétesis, S es paraproyectivo. Luego S se sumerge en Rz y de aqui que S

se sumerge en M. m
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Corolario 3.28 Sean R un anillo y o € R-pei. Si R es un anillo que sa-
tisface la condicion (0-HH), entonces R es un anillo o-max izquierdo y o-

semiartiniano izquierdo.

Demostracion. Se sigue de los incisos 2 y 3 de la Observacion 3.23 y de los

Teoremas 3.26 y 3.27. m

Teorema 3.29 Sean R un anillo y o € R-pei. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) R satisface la condicion (o-HH).

(2) R es un anillo o- (R-Mod)-retractil y cualquier S € R-Simp N'T, es

paraproyectivo.
(3) Cualquier S € R-Simp N'T, es paraproyectivo y parainyectivo.

Demostracién. (1) = (2) Se sigue de los incisos 1 y 3 de la Observacién
3.23.

(2) = (3) Es claro.

(3) = (1) Sean M y N dos R-médulos tales que o(M),0(N) # 0 y supon-

gamos que f € Hom (o(N), M) es no cero. Tenemos el siguiente diagrama

o(N) L f(o(N)) —— M
1 fl I K
f78) ——— S
Como o € R-pei, se tiene que o(N) € T, y de aqui que f(o(N)) € T, y
es no cero. Ahora, por el Teorema 3.27, existe S € R-Simp N T, submddulo

de f(o(N)), que por hipdtesis es parainyectivo, asi que es cociente de M.
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Por otro lado, S es un cociente de f~'(S), por lo que S se sumerge en
f 71(5 ), ya que, por hipdtesis, S es paraproyectivo. De esta manera tenemos
que Hom (M,c(N)) # 0. Asi, hemos mostrado que si Hom (o¢(N), M) # 0,
entonces Hom (M,o(N)) # 0.

Veamos ahora que si Hom (M, o(N)) # 0, entonces Hom (o(N), M) # 0.
Para ello, consideremos 0 # f € Hom (M,o(N)). Dado que ¢ € R-pei y
0# f(M) < o(N), entonces f(M) € T,, es decir, o (f(M)) = f(M) # 0.
Asi, por el Teorema 3.27, existe S € R-Simp NT, tal que S se sumerge en
o (f(M)).

M —I s F (M) —— o(N)

-
-
-
-
-
-
-
-

F1s) —L s
Luego, usando que todo médulo simple de o-torsion es parainyectivo, tenemos
que S es un cociente de o(NV). Finalmente, usando que todo médulo simple
de o-torsién es paraproyectivo, tenemos que S se sumerge en f~*(S) y luego

en M. De esta manera obtenemos un morfismo no cero de o(N) en M. =

La siguiente definicion generaliza los anillos BK'N de la Definicién 2.14.

Definicién 3.30 Sean R un anillo y o € R-pr. Diremos que R es un anillo
o- (BKN) si para cualesquiera R-médulos M y N con o(M),o(N) # 0, se
tiene que

Hom (o(N),c(M)) # 0.

Y la siguiente definicién generaliza el concepto de anillo local izquierdo.
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Definicién 3.31 Sea R un anillo y 0 € R-pr. Diremos que R es un anillo
o-local izquierdo si

|R-SimpNT,| = 1.

Teorema 3.32 Sean R un anillo y o € R-pr exacto y coestable. Las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes:
(1) R es un o- (BKN)-anillo.

(2) R satisface la condicion (0-HH) y es un anillo o-local izquierdo.

Demostracién. (1) = (2) Sean M y N dos R-médulos tales que o(M),
o(N) # 0. Supongamos primero que Hom (M,o(N)) # 0. Dado que R es un
anillo o- (BKN), existe 0 #£ g € Hom (6(N),o(M)) . Luego, si¢: o(M) — M
denota la inclusion, se tiene que ¢g es un morfismo no cero de o(N) en M,
es decir, Hom (o(N), M) # 0.

Supongamos ahora que Hom (o(N), M) # 0. Como R es un o- (BKN)-
anillo, se tiene Hom(o(M),c(N)) # 0 y dado que o es exacto y coestable,
por la Observacién 3.9, se tiene que o(M) es un cociente de M. De donde

Hom(M,o(N)) # 0. Asi, R satisface la condicién (o-HH).

Veamos ahora que R es un anillo o-local izquierdo. Para ello, sean 57, 5o €
R-Simp N T,. Se tiene, por hipétesis, que Hom (o(S1),0(S52)) # 0, es decir,

Hom(S1,5;) # 0. Luego S; = S5, esto es, R es un anillo o-local izquierdo.

(2) = (1) Sean M y N dos R-médulos tales que o(M),0(N) # 0. Del
Corolario 3.28, se tiene que R es o-semiartiniano, por lo que existen Si, So €

R-SimpNT, tales que S se sumerge en o(M) y Sy se sumerge en o(N). Ahora,
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como R satisface la condicién (o-HH), se sigue que Hom (o(M),S;) # 0.
Finalmente, por ser R un anillo o-local izquierdo, S; = S, y de aqui que
Hom (o(M),0(N)) #0. m

En la siguiente definicién generalizamos la condicién (C'N) (vea Definicién

2.9).

Definicién 3.33 Sea C C R-Mod. Diremos que C satisface la condicion
(0-CN) si

para todo epimorfismo M — L con o(L) # 0,
existen C € C,N € R-Mod, con o(N) # 0 = MecC

y epimorfismos L — N « C

Observacion 3.34 Sea o € R-pr exacto y coestable. SiC es una clase de R-

mddulos que satisface la condicion (o-CN), entonces, por vacuidad, F, C C.

Lema 3.35 Sean o € R-pr exacto y coestable, C una clase de R-maddulos que
satisface la condicion (6-CN) y C € C. Si L es un cociente de C' entonces

LeC.

Demostracion. Si L € F,, por la Observacion 3.34, se tiene que L € C.
Supongamos entonces que o(L) # 0y sea H un cociente de L con o(H) # 0.
Note que H es también un cociente de C' y como C satisface la condicién
(0-CN), se sigue que L€C. m

El siguiente teorema es una generalizaciéon del Teorema 23 de [4].

Teorema 3.36 Sean o € R-pr exacto y coestable yC C R-Mod. Las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes para C:
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(1) C € o-(R-conat) .

(2) C satisface la condicion (o-CN).

(3) C es una clase o-cohereditaria y C = (CL/U)L/" .

Demostracién. (1) = (2) Sean C € o-(R-conat) y M un R-médulo. Como
C € o- (R-conat), se tiene que C = A/~ para alguna clase o-cohereditaria

A, y, por la Proposicién 3.14,
At/ie ={M € R-Mod |¥Y M — L, 0(L) #0=0(L) ¢ Ay UF,.

Note que si para cualquier cociente no cero L de M, con o(L) # 0, se tiene
que o(L) ¢ A, entonces M € A'/o, es decir, M € C. Supongamos entonces
que L es un cociente no cero de M, con o(L) # 0, tal que (L) € Ay que
existen C' € C y N € R-Mod, con o(N) # 0, tales que L — N « C. Dado
que C € Cy C — N, con a(N) # 0, se tiene que o(N) ¢ A.

Por otro lado, si f : L — N es el cociente dado, como o es exacto,
es idempotente y cohereditario, entonces se tiene que o(N) = o (o(N)) y
fl: o(L) - o(N). Ahora, como A es una clase o-cohereditaria, se sigue que
o(N) € A, lo que es una contradiccién. Asi, o(L) ¢ Ay por lo tanto M € C.

(2) = (3) Sea C una clase de R-mdédulos que satisface la condicién
(6-CN). Veamos primero que C es una clase o-cohereditaria. De la Obser-
vacion 3.34, se tiene que F, C C. Ahora, consideremos C' € C y L € R-Mod
un cociente de C' con o(L) # 0. Como o es un prerradical exacto y coestable
se tiene, por la Observacion 3.9, que o(C') es un cociente de C, luego, por el
Lema 3.35, o(L) € C. Por lo tanto, C es una clase o-cohereditaria.

Mostremos ahora que C = (CL/J)L/" . Del Corolario 1.12 se sigue que

cC(Che)t.
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Para la otra contencion, es necesario recordar la siguiente descripcién del
doble seudocomplemento de C,
(CHe) "7 ={M € R-Mod | YM — K, o(K) #0
= do(K) L, o(L)#0y o(L) € C} UF,,
(3.1)
vea [8, Definicion 4].

Ahora, consideremos M € (CL/U)L/" y L un cociente de M con o(L) # 0.
Como (L) es un cociente de L, entonces o(L) es un cociente de M, ademés
o(o(L)) =0(L) # 0. Asi, dado que M € (CL/G)L/” , existe 7" un cociente de
(L) con o(T) # 0y o(T) € C. Finalmente, como C satisface la condicién
(0-C'N), se tiene que M € C. Asi, (CL/U)L/" C C, de donde C = (CL/G)L/" .

(3) = (1) Es claro. =

Observacién 3.37 Sean o € R-pr exacto y coestable y C C R-Mod. Si
&o-conat (C) denota la menor clase o-conatural que contiene a C, entonces
o-conat (C) ={M € R-Mod | VM — L, o(L) # 0 ezisten C € C,
N € R-Mod, con o(N) # 0, tales que L - N « C'}
En [4, Teorema 42], los anillos max izquierdos son caracterizados via clases

conaturales. El siguiente teorema generaliza dicho resultado.

Proposicion 3.38 Sea o € R-pr exacto y coestable. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

(1) R es un anillo o-mazx izquierdo.

(2) Cada clase o-conatural estd determinada por una familia de médulos

simples de o-torsion.
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Demostracién. (1) = (2) Sean C una clase o-conatural no trivial, es decir
C#TF,, yvS CC laclase de todos los médulos simples de o-torsion de C.
Note que S es una familia no vacia pues R es un anillo o-max izquierdo.
Ahora, si 0 # M € Cy L es un cociente, no cero, de M con o(L) # 0, por ser
R un anillo o-max, existe S € R-Simp N T, un cociente de L. Por el Lema
3.35, S € C, luego, por la Observacién 3.37, se tiene que M € &, conat(S). Se
sigue que C = &, _conat(S)-

(2) = (1) Sea M € R-Mod y L un cociente, no cero, de M con o(L) # 0.
Por hipétesis, se tiene que, existe S C R-Simp N'T, tal que &, conat(M) =
€oconat(S). Como M € &, conat (M), existe S € S tal que S es un cociente de
L. De aqui que R es un anillo o-max izquierdo. m

El siguiente teorema generaliza [1, Proposicién 2.11].

Teorema 3.39 Sea o € R-pr exacto y coestable. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) Cada S € R-SimpN'T, es parainyectivo.
(2) o-(R-conat) C o-(R-tors).

(8) Toda clase o-conatural es o-hereditaria.

Demostracién. (1) = (2) En [8, Proposicién 12], se demuestra, para un
prerradical exacto o, que toda clase o-conatural es cerrada bajo tomar exten-
siones. Luego, en [9, Proposicién 6.5], para un prerradical exacto y coestable
o y un anillo o-max izquierdo, se muestra que toda clase o-conatural es ce-
rrada bajo tomar sumas directas. Ahora, por hipdtesis, cada S € R-SimpNT,

es parainyectivo, luego del Teorema 3.26, se tiene que R es un anillo o-max
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izquierdo. Por lo tanto, solo resta mostrar que cualquier clase o-conatural es
una clase o-hereditaria.

Para ello, consideremos C € R-(o-conat), M € Cy N < M con o(N) # 0.
Sea S € SimpNT, cualquier cociente de o(NV), que existen pues R es un anillo
o-max izquierdo. Si en el siguiente diagrama 7' es el push-out de o(N) — S

y o(N) = M,

entonces S se sumerge en T, pero por hipdtesis S es parainyectivo, por lo que
S es un cociente simple, de o-torsion, de T, luego S es un cociente simple,
de o-torsién, de M. Lo anterior muestra que cualquier cociente simple de
o-torsiéon de o(IN) pertenece a C, luego, por la Proposicién 3.38, o(N) € C.
Por lo tanto C es una clase o-hereditaria.

(2) = (3) Es clara.

(3) = (1) Sea S € SimpN T, y M un R-moédulo tal que S se sumerge
en M. Por hipédtesis, se tiene que S € &y conat (M ). Se sigue de la Observacién

3.37 que S es un cociente de M, luego S es parainyectivo. m

Observacion 3.40 Si o es un prerradical exacto y coestable, entonces, pa-
ra cada R-mddulo M, se tiene que M = o(M) & M', donde M' = {m €
M | o(R)m = 0}. Observe entonces que o tiene un complemento en R-pr,
denotado por o', dado por

o (M) =M,

para cada M € R-Mod.
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Teorema 3.41 Sea 0 € R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condicion

(o-HH) y la condicién (¢'-HH) , entonces R satisface la condicion (HH).

Demostracién. Sean M, N € R-Mod tales que Hom(N, M) # 0. Conside-
remos f € Hom(N, M), no cero. Siv: M = o(M) @ o'(M) — o(M) denota
la proyeccién natural sobre o(M) y vf # 0, entonces Hom(N,o(M)) # 0.
Asi, por la condicién (o-HH), se tiene que existe g : (M) — N, no cero, de
donde gv : M — N es un morfismo no cero, es decir, Hom(M, N) # 0.
Ahora, si vf = 0, entonces, correstringiendo f a su imagen, tenemos que
f1: N = ¢'(M) es un morfismo no cero. Luego, de la condicién (¢’-HH),
se tiene que existe un morfismo no cero h : ¢'(M) — N. Finalmente, hv' :

M — N es un morfismo no cero, donde v/ : M — o'(M) es la proyeccién

natural sobre o' (M). Es decir, Hom(M,N) # 0. =

En el Teorema 2.11 se demuestra que, si R satisface la condicién (HH),
entonces toda clase de torsion es una clase conatural. Ahora tenemos la si-

guiente version.

Corolario 3.42 Sea 0 € R-pr exacto y coestable. St R satisface la condicion
(c-HH) y la condicién (o'-HH) , entonces toda clase de torsion es una clase

conatural.

Teorema 3.43 Sea 0 € R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condicion

(o-HH) y la condicién (o'-HH), entonces
0-(R-TORS) C o-(R-conat) .

Demostracién. Sea C € 0-(R-TORS). Como ¢ es exacto, por el Teorema

3.19, existe D € R-TORS tal que C = % (D). Ahora, por el Corolario 3.42,
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tenemos que D € R-conat. Luego, por ser ¢ un prerradical exacto y coestable,
se tiene que ¥ (D) € o-(R-conat), vea [8, Proposicién 14], es decir, C €

o-(R-conat). m

Teorema 3.44 Sea o0 € R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condicion

(o-HH) y la condicién (o'-HH), entonces

0-(R-TORS) = o-(R-conat) = o-(R-tors) .

Demostracion. Se sigue del Teorema 3.43, de la Observacién 3.23, del Teo-

rema 3.39 y del hecho de que o-(R-tors) C o-(R-TORS). =

Lema 3.45 Sean o € R-pr exacto y coestable, R un anillo que satisface la
condicion (c-HH), C € o-(R-TORS) y M € R-Mod. Si existe L, un cociente
de M, con L € C y o(L) # 0, entonces, eziste un submddulo, no cero, N de
M tal que N € CNT,. Mas aun, existe K el mayor submddulo de M respecto
a la propiedad de que K € CN'T,.

Demostracion. Como o es un prerradical exacto y coestable, se tiene que
o(L) es un cociente de L. Ahora, como C es una clase de o-torsién y o (L) # 0,
se sigue que o(L) € C.

Note que o (L) es un cociente, no cero, de M, por lo que Hom(M,o(L)) #
0. Asi, de la condicién (o-HH), se tiene que existe un morfismo 0 # h :
o(L) — M. Sea N = h(o(L)), note que N es un submédulo, no cero, de M.
Mas atin, como N es un cociente de (L), se tiene que o(N) es un cociente de
o (o(L)), pues o es cohereditario, pero o (6(L)) = o(L), asi que o(N) = N
y ademés o(N) € C. Esto es, N € CNT,.
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Ahora, como C es una clase cerrada bajo sumas directas y Cpy = {N <

M|0#ANeCNT,} # 0, se tiene que

b cecnr,.

CEC]W

Luego, por ser Z C un cociente de @ C'y o un prerradical cohereditario,

CceCy CeCy
se sigue que Z CelCnT,. Asi, K = Z C es el mayor submoddulo de
CeCy CeCy

M de o-torsion que pertenece a C. m

Lema 3.46 Sean o € R-pr exacto y coestable, R un anillo que satisface la
condicion (c-HH) y C C R-Mod. Si C € R-(6-TORS), entonces c*(C) €

R-conat.

Demostracién. Veamos que ¢*(C) cumple la condicién (CN). Para ello,
consideremos un R-moédulo M tal que para cualquier cociente no cero N de

M existen C' € C y 0 # L € R-Mod de tal manera que

M 5 » L « a(C)

y veamos que M € o*(C).

Observe que o(C') € C, pues o(C) es un cociente de C, por ser ¢ exacto y
coestable, y C una clase o-cohereditaria. Ahora, note que, L = o(L) pues o es
cohereditario y o(C) = o (0(C)), de aqui que L € C. Asi, por el Lema 3.45,
podemos considerar K el mayor submdédulo de M respecto a la propiedad de
que K € CNT,. Note que si K = M, entonces terminamos, pues M = o(K)
con K € C, es decir, M € ¢*(C). Supongamos entonces que K < M. Asi,
M/K #g 0.
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Ahora, tomando N = M /K y procediendo como en el parrafo anterior, se
tiene que existe 0 # U € CNT, el mayor submédulo de M/ K con la propiedad

de pertenecer a C N'T,, como en el siguiente diagrama conmutativo

~—» M/K —— 0

» M
T
1 (U)

0 \K\ s \\Zi \0
7 7 7 7 7 U.

Pero CN'T, es una clase cerrada bajo extensiones (por ser o un radical),
por lo que 71 (U) es un submodulo de M en CNT,, que contiene propiamente

a K, lo que es una contradiccién. Por lo tanto K = M. m

Recordemos que para cualquier clase D C R-Mod, se tiene que <F(D) =
?U*F(D); que si 0 es un prerradical exacto, entonces una clase C es de
o-torsion si y sélo si C = <E(D), donde D es una clase de torsién; y que si
o es un prerradical exacto y coestable y D es una clase conatural, entonces

% (D) es una clase o-conatural, vea [8] y [9).

Teorema 3.47 Sea 0 € R-pr exacto y coestable. St R satisface la condicion
(oc-HH), entonces

R-(0-TORS) C R-(o-conat).

Demostracién. Sea C € R-(6-TORS). Entonces existe una clase de torsién

D tal que C = 7 (D). Luego, se tiene que
C=%(MD)=%s%(D).

Asi, basta ver que 0*?(7)) es una clase conatural y para ver esto, por el
Lema 3.46, es suficiente demostrar que ?(D) es una clase de o-torsion, lo

cual ocurre por hipdtesis. m
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Teorema 3.48 Sea 0 € R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condicion

(o0-HH), entonces
o-(R-TORS) = o-(R-conat) = o-(R-tors) .

Demostracion. Se sigue del Teorema 3.39, del Teorema 3.47 y del hecho de
que o-(R-tors) C 0-(R-TORS). m

La siguiente definicion es la versién dual de la Definicion 3.33.

Definicién 3.49 Sea C C R-Mod. Diremos que C satisface la condicion
(o-N) si

para todo monomorfismo L — M con o(L) # 0,
ezisten C' € C, N € R-Mod, con o(N) #0 == McC

y monomorfismos L «—~ N — C

Observacion 3.50 St C es una clase de R-maodulos que satisface la condi-

cion (o-CN), entonces, por vacuidad, F, C C.

Lema 3.51 Sea C una clase de R-mddulos que satisface la condicion (o-N)

yC eC. Si L es un modulo que se sumerge en C, entonces L € C.

Demostracion. Si L € F,, por la Observacién 3.50, se tiene que L € C.
Supongamos entonces que o(L) # 0 y sea K un R-médulo que se sumerge
en L, con o(K) # 0. Note que K también se sumerge en C'y como C € C,

se tiene que K € C. m

Observaciéon 3.52 En [8, Corolario 2] se demuestra, para o exacto izquier-

do y estable, que
o-(R-nat) = Li<, .0(B() et}
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Teorema 3.53 Sean C C R-Mod y o € R-pr exacto izquierdo y estable.

C € o-(R-nat) si y sélo si C satisface la condicion (o-N).

Demostraciéon. Supongamos primero que C C R-Mod es una clase o-
natural. Por definicién de o-(R-nat), se tiene que C = A*=<<, para alguna

clase A € L. Ahora, por el Lema 3.11, se tiene que
AY" ={M € R-Mod |V L — M, o(L) € A= LeF,}.

Sea M un R-mdédulo. Note que, si para cualquier L — M sucede que (L) €
A= L €F,, entonces M € Atse = C. Supongamos entonces que existe
L — M con (L) € A, pero que L ¢ F,. Adicionalmente, supongamos que
existe N € R-Mod, con o(N) # 0y C € C tales que C' «~ N ~— L.

Note que o(N) € C, pues C € L y C € C. Se sigue que o(N) ¢ A, pues
de lo contrario N € F,.

Por otro lado, dado que o es exacto izquierdo y por lo tanto idempotente,
se tiene que o(N) = o (0(N)) — o (0(L)) = o(L). Finalmente, como A €
Lo, yo(L) e Asesigue que o(N) € A, lo que es una contradiccion. Asi, no
existe L ~— M con o(L) € Ay tal que L ¢ F,. Por lo tanto M € C.

Supongamos ahora que C C R-Mod es una clase que satisface la condicion
(0-N) y veamos que C es una clase o-natural.

CeLl<, :Sea M eCy N < M. Note que si 0(N) =0, entonces N € C,
pues F, C C. Supongamos entonces que o(N) # 0y sea L — o(N), con
o(L) # 0. Como L — M, existe H € R-Mod, con o(H) # 0, y C € C tales
que L «—~ H — C. Luego, dado que C satisface la condicién (o-NV), se sigue

que o(N) € C.



3.2. 0-CLASES 65

C € Ly : Sean {M;}ic; CCy L — BierM;, con o(L) # 0. Se tiene que
(L) — o (®ier M;) = ®icro(M;). Ahora, por el argumento de la proyeccion,
tenemos que, existe | € o(L) y 0 # m; € o(M;), para algin i € I, de tal
manera que Rl = Rm;. Note también que o es idempotente y T, es una clase
hereditaria, pues o es exacto izquierdo. Se sigue que o(RIl) = Rl # 0, pues
Rl = Rm; < o(M;) y o(M;) € T,. Ahora, como M; € C y Rm; — M;, con
o(Rm;) # 0, entonces existe C' € Cy N € R-Mod, con o(N) # 0, tales que

L +—— Rl = Rm,; « < N » y C.

Esto es, ®;c1M; € C.

C e Lypy :Sean M € Cy L — o(E(M)), con 0 # o(L). Como o
es exacto 1zqu1erdo y estable, se tiene que o (E(M)) = E (o0(M)) (vea [8,
Proposicién 2]). Ahora, dado que o(M) <, E(c(M)) y (L) # 0, se sigue

que o(L)No(M) # 0. Pero, note que o (U(L) No(M))=c(E(M))No(L)N
o(M) =0o(L)Nao(M) # 0, pues o es exacto izquierdo. Asi, existe C € C y
N € R-Mod, con o(N) # 0, tales que

L+«——oL)Nno(M) «—= N »—— C.

Con lo que, o (E(M)) € C.

Finalmente, veamos que C € L.,; : Sean

f

0 —— M 1 M 2 M s 0

una sucesién exacta, con M', M" € C, y L — M con o(L) # 0. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que f es la inclusion y que L < M. Note que, si
o(L)yNM'" # 0, entonces o (o(L) N M") = o(L)No(L)NM' = o(L)NM' # 0,

pues o es exacto izquierdo. En este caso, tenemos entonces que existe C' € C
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y N € R-Mod, con 0 # o(N), tales que L « o(L) N M' «~ N »— C, pues
M' ecC.
Ahora, si o(L) N M' = 0, entonces g|: o(L) — M" es un monomorfismo,

de donde, existen C' € C y N € R-Mod, con 0 # o(N), tales que
L—o(L)=g(o(L)) —~N—C,
pues M"€C. m

Observacion 3.54 Sean o € R-pr exacto izquierdo y estable, y C C R-Mod.

Si &5 nat (C) denota la menor clase o-natural que contiene a C, entonces

Eonat (C) ={M € R-Mod | VL — M, o(L) # 0 existen C € C,N € R-Mod,

con o(N) # 0, tales que L —~ N — C'}

Proposicién 3.55 Sea 0 € R-pr exacto izquierdo y estable. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) R es un anillo o-semiartiniano izquierdo.

(2) Cada clase o-natural estd determinada por una familia de médulos sim-

ples de o-torsion.

Demostracién. (1) = (2) Sean C una clase g-natural no trivial, es decir
C #F,, vy S CC la clase de todos los médulos simples de o-torsién de C.
Note que la clase S es una familia no vacia pues R es un anillo o-semiartiniano
izquierdo. Consideremos M € C, no cero, y L un R-mdédulo, no cero, que se
sumerge en M, con o(L) # 0. Como R es un anillo o-semiartiniano, existe
S € R-Simp N T, un submodulo de L. Por el Lema 3.51, S € C. Luego, por
la Observacién 3.54, se tiene que M € &, a1(S). Se sigue que C = &y pat(S).
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(2) = (1) Sean M € R-Mod y L un submddulo, no cero, de M con
o(L) # 0. Por hipétesis, se tiene que, existe S C R-Simp N T, tal que
Eomat (M) = Egnat(S). Ahora, como M € &, (M), se tiene que existe S € S

tal que S se sumerge en L. Asi, R es un anillo o-semiartiniano izquierdo. m
El siguiente teorema es casi una generalizacién de [1, Proposicién 2.12].

Teorema 3.56 Sea 0 € R-pr exacto y coestable. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) Cada S € R-SimpN'T, es paraproyectivo.
(2) o-(R-nat) C o-(R-TORS).

(3) o-(R-nat) C L, .

Demostracién. (1) = (2) Sea C una clase o-natural. Como o-(R-nat) =
Li<, 0B ety ¥ 0-(R-TORS) = Ly, @.caty s6lo resta demostrar que C €
Ly,y- Para ello, consideremos M € Cy N < M con o(N) # 0. Sea
S € Simp N T, un submddulo de o(N), que existe pues R es un anillo

o-semiartiniano izquierdo. Si en el siguiente diagrama P es el pull-back de

M = o(N) y § — a(N),

Entonces S es un cociente de P, pero por hipotesis S es paraproyectivo, por
lo que S es un médulo simple, de o-torsion, que se sumerge en P. Luego, S es

un moédulo simple, de o-torsién, que se sumerge en M. Lo anterior muestra
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que cualquier submddulo simple de o-torsién de o(N) pertenece a C. Asi, por
la Proposicién 3.55, o(N) € C. Por lo tanto C es una clase o-cohereditaria.
(2) = (3) Es clara.
(3) = (1) Sean M un R-médulo y S € Simp N T, un cociente de M. Por
hipétesis, se tiene que S € &, nat(M). Se sigue de la Observacién 3.54 que S

se sumerge en M. Esto es, S es paraproyectivo. m

Corolario 3.57 Sea o € R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condicion
(0-HH), entonces
o-(R-nat) C o-(R-TORS) .

Demostraciéon. Se sigue de la Observacion 3.23 y del Teorema 3.56. m

Definicién 3.58 Sea o € R-pry M un R-mddulo. Diremos que un submodu-
lo N de M es g-esencial en M si N N L # 0 para cualquier submddulo L de
M con o(L) # 0.

Observacién 3.59 Sean o0 € R-pr y M un R-mddulo. Denotaremos por
Zoc,(M) a la suma de los submddulos simples de o-torsion de M. Asi, si

Zocy(M) # 0, entonces o(M) # 0. También se tiene que
Zocy (M) = Zoc, (6(M)) .

Observacion 3.60 Si R es un anillo o-semiartiniano, se tiene que
o(M) #0 < Zoc,(M) # 0.

Mas ain, si o(M) # 0, entonces Zoc,(M) es un submddulo o-esencial de

o(M).
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Definicién 3.61 Sea R un anillo que satisface la condicion (0-HH) y o € R-
pr exacto y estable. Definimos para cada ordinal o, un prerradical, que deno-
taremos por Zoc?, como sigue: ZocY como el prerradical 0. Ahora, para un or-
dinal sucesor a-+1, definimos Zoc®™ (M) /Zoc® (M) = Zoc, (M/Zoc% (M)),

como en el siguiente diagrama

0 —— Zoc (M)) > M > M/Zocy (M) ——— 0

| T J

0 —— Zoc® (M)) —— Zoc®™ (M) —— Zoc, (M/Zoc (M)) — 0.
(3.2)

Finalmente, si a es un ordinal limite, definimos Zocy (M) = Z Zoc? (M).
B<a

Lema 3.62 Sea o€ R-pr exacto y estable y C una clase de o-torsion heredi-
taria. Si R satisface la condicion (o-HH), se tiene que M € C si y sdlo si

cada uno de los subcocientes simples de o-torsion de (M) pertenecen a C.

Demostracién. Supongamos primero que M € C. Note que si o(M) = 0, el
resultado se sigue por vacuidad. Ahora, si o(M) #0y S € R-simpN T, es
un subcociente de o (M), entonces por la Observacién 3.23, S se sumerge en

o (M) . Como C es una clase o-hereditaria, se tiene que S € C.

Supongamos ahora que cualquier subcociente simple de o-torsién de o (M)
pertenece a C y veamos que M € C.

Note que si o(M) = 0, entonces M € F, y luego M € C, pues F, estd
contenida en cualquier clase o-hereditaria. Podemos entonces suponer que
o(M) # 0. Como o es exacto y estable, se escinde centralmente, asi que
M = o(M)® M', con M' € F,. Por lo tanto, es suficiente mostrar que
o(M) € C. Ahora, como R satisface la condicién (0-HH), del Corolario 3.28,
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se sigue que R es o-semiartiniano izquierdo. Note también que Zoc,(M) € C,
pues C es una clase de o-torsion hereditaria y cada submodulo de o-torsién de
M es un subcociente de (M) (cada submddulo de o-torsién esta contenido
en o(M) y o(M) es un cociente de si mismo). Por lo tanto, si ocurre que
0(M) = Zoc,(M), entonces terminamos. Por otro lado, si o(M)/Zoc, (M) #
0, tenemos dos casos, 0 0(M)/Zocy(M)€ F, o bien o(M)/Zocy(M)¢ F,.
En el primer caso, 0(M)/Zoc,(M) € C, pues F, C C. Ahora, dado que C

es una clase cerrada bajo extensiones y que en la sucesion exacta
0 —— Zocy(M) —— o(M) — o(M)/Zoc,(M) —— 0

los médulos a los extremos pertenecen a C, se tiene que (M) € C.

En el segundo caso, observemos primero que, como o es exacto y por ello
en particular un radical, T, es una clase de torsiéon. Teniendo esto en cuenta,
es facil verificar, por induccién sobre u, que Zock(N) es de o-torsién para
todo ordinal y y cualquier médulo N.

Mostraremos ahora, de nuevo usando induccién, que para cualquier ordi-
nal «, el médulo Zocy (o (M)) pertenece a C.

Es claro que

0(0 (M) = Zocy (0 (M)) =r 0

pertenece a C. Ahora, supongamos que « es un ordinal tal que Zocy (o (M))

pertenece a C. Consideremos la siguiente sucesion exacta

0 —— Zoc (o (M) »—— Zocz™ (0 (M)) — Zoc, (zoc‘i Ei@w»)

Note que cualquier submédulo simple de o-torsién de Zoc, (o (M) /Zocs (o (M)))

es un subcociente simple de o-torsién de o (M), que por hipétesis esta en C.

~
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Luego, dado que C es una clase cerrada bajo sumas directas y o-cohereditaria,
se tiene que Zoc, (o (M) /Zocs (o (M))) pertenece a C. Como C es cerrada
bajo extensiones, se sigue que Zoc®™ (o (M)) € C.

o

Supongamos ahora que a es un ordinal limite y que Zoc? (o (M)) € C para

cada < a. Como Zocy (o (M)) = ZZOCE (0 (M)) y esta suma es un co-
B<a
ciente de @ Zoc? (o (M)), se tiene que Zoc% (o (M)) = o (Zoc® (o (M))) €
B<a
C, pues C es una clase cerrada bajo sumas directas y o-cohereditaria.

Veamos ahora que o(M) = Zoc] ((o(M)) para algin ordinal . Como
{Zoc% (o (M))} es una cadena ascendente de submédulos de o (M), no pue-

den ser todos distintos, asi que existe un primer ordinal 7 tal que Zoc] (o (M))

Zoclt (o (M)) . De aqui que
0= Zocl™ (o (M)) /Zoc) (o (M)) = Zoc,(a(M)/Zoc) (o (M))).

Lo cual solo puede ocurrir si o(M)/Zoc) (o (M)) = 0. Por lo tanto, o(M) =
Zoc) (o (M)). Asi, (M) € C.

Finalmente, concluimos que M € C. m

Teorema 3.63 Sea 0 € R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condicion

(o0-HH), entonces

o-(R-tors) C o-(R-nat) .

Demostracién. Sea C € o-(R-tors) . Para ver que C € o-(R-nat) recordemos
que o-(R-nat) = L<_ go(B(0) et ¥ que o-(R-tors) = L<_ ¢/, car- Asi, es sufi-
ciente mostrar que si M € C, entonces o (E(M)) € C. Consideremos entonces

M € C. Note que, por ser C una clase o-hereditaria, se tiene que o(M) € C.



72 CAPITULO 3. SOBRE o-CLASES

Ahora, observe que para cualquier R-moédulo N se tiene que
Zocy(N) = Zoc,(E(N)), (3.3)

pues N es un submédulo esencial de E(NV).
Por otro lado, como ¢ es un prerradical exacto y estable, en particular es

exacto izquierdo y estable, por lo que
o(E(M)) = E(a(M)). (3.4)
Luego, del Lema 3.62, y las igualdades (3.3) y (3.4), se tiene que

o(M) € C <= Zoc, (o(M)) € C
= Zoc, (E (0(M))) € C
= Zoc, (o (E (M))) € C
o(E(M)) €

Finalmente, como o(M) € C, concluimos que o (E(M)) €C. m

Teorema 3.64 Sean o € R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condicion

(o0-HH), entonces

o-(R-nat) = o- (R-conat) .

Demostracion. Consideremos C una clase o-natural, es decir, una clase que
satisface la condicién (0-N). Demostraremos que C satisface la condicién
(0-C'N), es decir, veremos que si M es un R-mdédulo tal que para cualquier
cociente M — L, con o(L) # 0 existen C' € C y N € R-Mod, con o(N) # 0,

que cumplen que L — N « C, entonces M € C.
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Sea f : K ~— M un monomorfismo, con o(K) # 0. Como R satisface
la condicién (o-HH), por el Corolario 3.28, se tiene que R es un anillo o-
semiartiniano izquierdo, asi que existe S € R-StmpNT, tal que S se sumerge
en K y por lo tanto se sumerge en M. Por la Observacion 3.23, se tiene que
S es parainyectivo, por lo que S es un cociente de M. Ahora, por hipdtesis,
tenemos que existe C' € C tal que S es un cociente de C. Por la Observacion
3.23, tenemos que S es paraproyectivo, por lo que S se sumerge en C. Note

que nos encontramos en la siguiente situacion

M+— K
I (3.5)

S —— C.

Como C cumple la condicién (o-N), de (3.5), se tiene que M € C. Es decir,
C € o- (R-conat) .

Ahora, consideremos C una clase o-conatural. Mostraremos que C satisface
la condicién (0-N), es decir, mostraremos que si M es un R-médulo tal
que para cualquier monomorfismo L — M, con o(L) # 0 existen C' € C y
N € R-Mod, con o(N) # 0, que cumplen que L «~ N ~— C, entonces M € C.

Consideremos entonces un epimorfismo f : M — K, con o(K) # 0. Como
R satisface la condicién (o-HH), por el Corolario 3.28, R es un anillo o-max
izquierdo, asi que existe S € R-SimpNT, tal que S es un cociente de K y por
lo tanto un cociente de M. Ahora, por la Observacién 3.23, se tiene que S es
paraproyectivo, por lo que S se sumerge en M. Luego, por hipdtesis, tenemos
que existe C' € C tal que S se sumerge en C. Note que, de la Observacion

3.23, se tiene que S es parainyectivo, por lo que S es un cociente de C. Asi,
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tenemos la siguiente situacién

M — K
l (3.6)

S «—— C.
Ahora, como C € o- (R-conat), C cumple la condicién (o-CN), por lo que,

de (3.6), se tiene que M € C. Asi, C € o- (R-nat). m

Teorema 3.65 Sea o € R-pr exacto y coestable. Sio-(R-nat) = o- (R-conat),
entonces cualquier modulo S € R-Simp NT, es parainyectivo y paraprojecti-

V0.

Demostracién. Sea M un R-méduloy S € R-SimpNT,. Si S se sumerge en
M, como S = o(95), se tiene que S € &, _qt(M). Ahora, dado que o- (R-nat) =
o- (R-conat) , se sigue que &ypnat(M) = Esconat(M). Asi, S € &5 conat (M), por
lo que, de 3.37, S es un cociente de M, es decir, S es parainyectivo.

Por otro lado, si S es un cociente de M, entonces S € &, conat(M), pues
S = o(5). Se sigue del hecho de que o-(R-nat) = o- (R-conat), que S €
Eonat(M). Ahora, por 3.54, se tiene que S se sumerge en M, esto es, S es

paraproyectivo. m

Observacién 3.66 Sea 0 € R-pr. St o se escinde centralmente, entonces
existe un idempotente central e € R, tal que o(_) = e - _. Ahora, como R =
Re ® R(1 —e), se sigue que o(R) = R/(1 — e)R, asi que un o(R)-mddulo es
un R-mddulo anulado por 1 —e. Ademds, si M es un o(R)-mddulo, entonces

M =o(M).

Lema 3.67 Sea 0 € R-pr. St o se escinde centralmente, entonces las si-

gquientes afirmaciones son equivalentes:



3.2. 0-CLASES 75
(1) R satisface la condicion (o-HH).
(2) o(R) satisface la condicion (HH).

Demostracién. (1) = (2) Sean M, N dos o(R)-médulos y sea 0 # f €
Homgr) (M, N). Como M y N son también R-médulos, se sigue que 0 # f €
Hompg (M, N). Ahora, por la Observacién 3.66, se tiene que M = o(M), asi
que 0 # f € Homg(o(M),N). Como R satisface la condicién (o-HH), se si-
gue que existe 0 # g € Hompg(N,0(M)), de donde 0 # g € Homyg) (N, M).
Esto es, o(R) satisface la condicién (HH).

(2) = (1) Sean M, N dos R-médulos tales que o(M),0(N) # 0y 0 #
f € Homg(o(M),N). Note que o(M) y o(N) son dos o(R)-mbdulos. Aho-
ra, como o es un prerradical, f se puede correstringir a o(N), es decir,
fl: o(M) — o(N) es un o(R)-morfismo no cero. Asi, existe 0 # h €
Homgr)(o(N),o(M)), pues o(R) satisface la condicion (HH). Note que
nos encontramos en la siguiente situacion.

Il

o(M) ¢-----=---- N=0o(N)®(1—¢e)N.

Entonces, si 0 denota el morfismo cero, se tiene que h @ 0 es un morfismo no
cero de N a o(M), es decir, Homg(N,o(M)) # 0.

Veamos ahora que, si Homg(N,o(M)) # 0, entonces Hompg(c(M), N) #
0. Sea 0 # g € Homg(N,o(M)). Como o se escinde centralmente, por la
Proposicién 3.8, o es exacto y en particular exacto izquierdo, por lo que o

es idempotente y T, es una clase hereditaria. Dado que 0 # g(N) < (M),
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se tiene que g(IN) € T,. Consideremos ahora el epimorfismo g[: N — g(N).
Por ser o cohereditario, se tiene que el morfismo g[ : 0(N) — o (g(N)) es un
epimorfismo. Asi, si g(c(N)) = 0, entonces g(N) = o (g(N)) = 0, lo cual no
puede ocurrir. Por lo tanto g|: o(N) — o(M) es un R-morfismo (y por lo
tanto un o(R)-morfismo) no cero. Luego, dado que o(R) satisface la condicién
(HH), se tiene que existe 0 # h € Homy (0(M),0(N)). Finalmente, 0 #
toh € Homg(o(M), N), donde ¢ denota la inclusién de o(N) en N. Esto es,
Hompg(o(M), N) # 0.

Tenemos asi que R satisface la condicién (o-HH). =

El siguiente resultado, el 1iltimo de este trabajo, generaliza el Teorema

2.16.

Teorema 3.68 Sea R un anillo y o € R-pr exacto y coestable. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) R satisface la condicion (o-HH) .

(2) R es un anillo o- (R-Mod)-retractil y cada S € R-SimpN'T, es parapro-

yectivo.
(3) Cada S € R-SimpNT, es paraproyectivo y parainyectivo.
(4) o-(R-TORS) = o-(R-conat) = o-(R-tors) = o-(R-nat) .
(5) o-(R-nat) = o-(R-conat) .

(6) R = 0(R)X Ry, donde o(R) es un anillo que satisface la condicion (HH ).
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(7) R = 0(R) X Ry, donde o(R) es isomorfo a un producto finito de anillos,
cada uno de los cuales es un anillo completo de matrices sobre un anillo

perfecto por ambos lados y local.

Demostracién. (1) < (2) < (3) es el Teorema 3.29. (1) = (5) es el Teo-
rema 3.64. (5) = (3) Se sigue del Teorema 3.65. (1) = (4) es consecuencia
del Teorema 3.48 y del Teorema 3.64. (4) = (5) Es claro. (1) < (6) Es con-
secuencia del Lema 3.67 y porque o se escinde centralmente. (6) < (7) Se

sigue del Teorema 2.16. =

Finalmente, en la siguiente pagina, anexamos un diagrama que ilustra las

relaciones existentes entre las reticulas estudiadas en este capitulo.
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