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Introducción

La teoŕıa de ret́ıculas ha desempeñado un papel destacado en el Álgebra

y en especial en la teoŕıa de módulos y anillos. Dado un anillo, se pueden

estudiar algunas ret́ıculas de clases de módulos para obtener información

acerca de la estructura interna del anillo o de su categoŕıa de módulos. En

los tres caṕıtulos de este trabajo utilizamos fuertemente esta herramienta,

ya sea para obtener información de una ret́ıcula de clases de módulos en

particular, o para caracterizar tipos de anillos.

En el primer caṕıtulo estudiamos ret́ıculas seudocomplementadas. Si-

guiendo algunas ideas de [21], obtenemos una caracterización de cuándo una

ret́ıcula distributiva y atómica es neteriana. Después, aplicamos estos resul-

tados a la ret́ıcula de teoŕıas de torsión hereditarias, obteniendo una carac-

terización de la neterianidad de R-tors en términos de la teoŕıa de torsión de

Dickson y de la cantidad de representantes de R-módulos simples.

En el segundo caṕıtulo estudiamos los anillos mod-retráctiles. Estos ani-

llos fueron caracterizados por Koşan y Žemlička a través de sus ret́ıculas de

teoŕıas de torsión y de torsión hereditarias, vea [17]. En este mismo orden

de ideas, introducimos una condición para cualquier pareja de módulos, que

llamamos la condición (HH). A través de ret́ıculas de clases de módulos,
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como la de clases naturales y la de clases conaturales, además de los anillos

mod-retráctiles, caracterizamos los anillos que satisfacen la condición (HH).

También, en el segundo caṕıtulo, introducimos los conceptos de módulo

fuertemente retráctil y de anillo fuertemente mod-retráctil, a través de una

condición para R-módulos M y N , que denotamos M RetN. Mediante esta

condición, obtenemos una conexión de Galois entre las ret́ıculas de clases na-

turales y clases conaturales. Concluimos este caṕıtulo con una caracterización

de los anillos fuertemente mod-retráctiles.

Finalmente, en el tercer caṕıtulo, estudiamos ret́ıculas de clases de módu-

los inducidas por un prerradical σ, las ret́ıculas de clases σ-hereditarias, de

clases σ-cohereditarias, de clases σ-naturales y de clases σ-conaturales, todas

estas introducidas por Cerda y Rincón en [8]. Estos mismos autores intro-

dujeron los conceptos de módulo σ-retráctil y de anillo σ- (R-Mod)-retráctil.

Generalizamos la condición (HH) del caṕıtulo anterior obteniendo la condi-

ción (σ-HH) y caracterizamos los anillos que satisfacen esta condición.
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Caṕıtulo 1

¿Cuándo R-tors es neteriana?

En este caṕıtulo estudiamos condiciones necesarias y suficientes para que

una ret́ıcula distributiva y atómica resulte neteriana, para después aplicar

estos resultados y obtener condiciones necesarias y suficientes para que la

ret́ıcula de teoŕıas de torsión hereditarias sea neteriana.

1.1. Ret́ıculas

Sean (L,≤) un conjunto parcialmente ordenado y A ⊆ L. Un elemento

s ∈ L es una cota superior (inferior) para A en L si a ≤ s (s ≤ a) para

todo elemento a ∈ A. Un elemento m ∈ A es el elemento mayor (menor)

de A si a ≤ m (m ≤ a) para todo elemento a ∈ A. Diremos que un elemento

s ∈ L es el supremo (́ınfimo) del conjunto A si s el menor (mayor) elemento

del conjunto de cotas superiores (inferiores) de A. Un elemento m ∈ L es un

elemento máximo (mı́nimo) en A si m ∈ A y para cualquier a ∈ A tal

que m ≤ a (a ≤ m) se tiene que a = m.

1



2 CAPÍTULO 1. ¿CUÁNDO R-TORS ES NETERIANA?

Definición 1.1 Una ret́ıcula es un conjunto parcialmente ordenado en el

que para cualesquiera elementos a, b ∈ L existe el supremo y el ı́nfimo del

conjunto {a, b}. Denotamos por a ∨ b y por a ∧ b el supremo y el ı́nfimo del

conjunto {a, b}, respectivamente.

Si para cualquier A ⊆ L existe el supremo de A y el ı́nfimo de A deci-

mos que L es una ret́ıcula completa y denotamos con
∨

A y con
∧

A el

supremo y el ı́nfimo del conjunto A respectivamente.

Sea L una ret́ıcula. Note que si L tiene un elemento mayor y un elemento

menor, entonces éstos son únicos y los denotamos por 1 y 0 respectivamente.

Una ret́ıcula completa tiene elemento mayor y elemento menor.

Definición 1.2 Sean L una ret́ıcula y L′ ⊆ L. L′ es una subret́ıcula de L

si para cualesquiera a, b ∈ L′ se tiene que a ∨ b ∈ L′ y a ∧ b ∈ L′.

Dada una ret́ıcula L y un par de elementos a, b ∈ L, con a ≤ b, denotamos

por [a, b] al conjunto {x ∈ L | a ≤ x ≤ b}, es decir,

[a, b] = {x ∈ L | a ≤ x ≤ b}

y lo llamamos intervalo. Observe que cualquier intervalo es una subret́ıcula.

Definición 1.3 Sean L una ret́ıcula con elemento menor 0 y a ∈ L. Un

elemento b ∈ L es un seudocomplemento de a en L, si a ∧ b = 0 y b es

máximo respecto a esta propiedad. Si b es un elemento mayor tal que a∧b = 0,

b es llamado un seudocomplemento fuerte de a. Si cada elemento de L

tiene un seudocomplemento (fuerte) en L decimos que L es una ret́ıcula

(fuertemente) seudocomplementada.
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1.2. Sobre Ret́ıculas neterianas

Decimos que una ret́ıcula L satisface la condición de cadena ascen-

dente (CCA) si para cualquier cadena ascendente a1 ≤ a2 ≤ . . . de ele-

mentos en L existe N ∈ N tal que an = aN para todo n ≥ N.

Definición 1.4 Sea L una ret́ıcula. L es una ret́ıcula neteriana si L

satisface la condición de cadena ascendente.

Teorema 1.5 Sea L una ret́ıcula. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

(1) L es una ret́ıcula neteriana.

(2) Cualquier A ⊆ L, no vaćıo, tiene elementos máximos.

Demostración. (1)⇒ (2) Supongamos que existe A ⊆ L, no vaćıo, tal que

A no tiene elementos máximos. Sea a1 ∈ A. Como A no tiene elementos

máximos, a1 no es elemento máximo de A, por lo que existe a2 ∈ A \ {a1}

con a1 ≤ a2. Ahora, a2 tampoco es un máximo de A, por lo que existe

a3 ∈ A \ {a2} con a2 ≤ a3. Continuando de esta manera obtenemos una

cadena a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . . de elementos en A, y por tanto en L, que no se

estaciona, por lo que L no es una ret́ıcula neteriana.

(2) ⇒ (1) Sea a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · una cadena en L. Por hipótesis, el

conjunto no vaćıo {a1, a2, a3, . . . } tiene elementos máximos, esto es, existe

N ∈ N tal que para cualquier n ∈ N con aN ≤ an se tiene que an = aN . Se

sigue que an = aN para todo n ≥ N, es decir, la cadena a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . .

se estaciona. Dado que esto vale para cualquier cadena en L, se tiene que L

es una ret́ıcula neteriana.
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Definición 1.6 Sean L una ret́ıcula completa. Un elemento a ∈ L es fini-

tamente generado si para cada A ⊆ L, no vaćıo, tal que a =
∨

A, existe

F ⊆ A finito tal que a =
∨

F.

Teorema 1.7 Sea L una ret́ıcula. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

(1) L es una ret́ıcula neteriana.

(2) Todo elemento de L es finitamente generado.

Demostración. (1)⇒ (2) Sean L una ret́ıcula neteriana, a ∈ L y A ⊆ L, no

vaćıo, tales que a = ∨A. Consideremos el conjunto F = {∨F | F ⊆ A finito }.

Note que F ̸= ∅, aśı que, por el Teorema 1.5, F tiene elementos máximos. Sea

F0 ⊆ A un conjunto finito tal que ∨F0 es un elemento máximo de F . Es claro

que ∨F0 ≤ ∨A = a, aśı que sólo resta demostrar que ∨A ≤ ∨F0. Para ello

consideremos x ∈ A un elemento cualquiera. Note que ∨ (F0 ∪ {x}) = ∨F0,

pues ∨ (F0 ∪ {x}) ∈ F y ∨F0 es un elemento máximo de F . Por otro lado,

se tiene que x ∨ (∨F0) = ∨ (F0 ∪ {x}) , aśı que x ∨ (∨F0) = ∨F0. Por lo

tanto, x ≤ ∨F0 y como x es un elemento cualquiera de A, concluimos que

a = ∨A ≤ ∨F0. Aśı, a = ∨F0.

(2)⇒ (1) Sean L una ret́ıcula en donde todo elemento es finitamente ge-

nerado y a1 ≤ a2 ≤ · · · una cadena ascendente de elementos en L. Conside-

remos x =
∨
n∈N

an. Por hipótesis, existen números naturales i1 < i2 < · · · < ik

tales que x =
k∨

j=1

aij . Luego, dado que la cadena es ascendente, se tiene que
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k∨
j=1

aij = aik . Ahora, para cada j > ik, se tiene que aj ≥ aik y, por otro lado,

aj ≤
∨
n∈N

an = aik .

De donde aik = aj, para cada j ≥ ik, es decir, la cadena se estaciona. Con-

cluimos que L es una ret́ıcula neteriana.

Proposición 1.8 Si L es una ret́ıcula neteriana, entonces L es una ret́ıcula

seudocomplementada.

Demostración. Sean a ∈ L y A = {b ∈ L | a ∧ b = 0}. Note que A es un

conjunto no vaćıo, pues 0 ∈ A. Ahora, como L es una ret́ıcula neteriana, por

el Teorema 1.5, se sigue que A tiene elementos máximos. Sea b0 un elemento

máximo de A. Se tiene que b0 es un seudocomplemento de a en L.

Recordemos que una ret́ıcula L es una ret́ıcula distributiva si para

cualesquiera a, b, c ∈ L se cumple que a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Proposición 1.9 Si L es una ret́ıcula distributiva y seudocomplementada,

entonces L es fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Sean a, b, c ∈ L tales que b es un seudocomplemento de a y

a ∧ c = 0. Note que

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = 0 ∨ 0 = 0.

Como b ≤ b ∨ c y b es un seudocomplemento de a, entonces b = b ∨ c, de

donde c ≤ b. Aśı, b es un seudocomplemento fuerte de a.

A partir de este momento usaremos libremente este último resultado.
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Note que cuando existe un seudocomplemento fuerte de a ∈ L, este seu-

docomplemento es único, en este caso lo llamamos el seudocomplemento de

a y lo denotamos por a⊥.

Observación 1.10 Sea L una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada. Si

a, b ∈ L satisfacen que a ∧ b = 0, entonces b ≤ a⊥.

Corolario 1.11 Sea L una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada. Si

a, b ∈ L son tales que a ≤ b, entonces b⊥ ≤ a⊥.

Demostración. Como a ≤ b, se tiene que a ∧ b⊥ ≤ b ∧ b⊥ = 0, de donde

a ∧ b⊥ = 0. Se sigue, de la Observación 1.10, que b⊥ ≤ a⊥.

Corolario 1.12 Sea L una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada. Para

cada a ∈ L, se tiene que a ≤ a⊥⊥.

Demostración. Como a⊥ ∧ a = 0, por la Observación 1.10, se tiene que

a ≤ a⊥⊥.

Proposición 1.13 Sea L una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada.

Para cada a ∈ L, se tiene que a⊥⊥⊥ = a⊥.

Demostración. Por el Corolario 1.12, tenemos que a ≤ a⊥⊥, y del Corolario

1.11, se sigue que a⊥⊥⊥ ≤ a⊥. Ahora, aplicando el Corolario 1.12 a a⊥,

tenemos que a⊥ ≤ (a⊥)⊥⊥ = a⊥⊥⊥. Aśı, a⊥⊥⊥ = a⊥.

Definición 1.14 Sea L una ret́ıcula con 0. Decimos que un elemento a ∈ L,

no cero, es un átomo de L si para cualquier b ∈ L con b < a se tiene que

b = 0. Llamamos a L ret́ıcula atómica si para cada a ∈ L, no cero, el

intervalo [0, a] contiene un átomo.
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A partir de este momento sólo consideraremos ret́ıculas completas.

Definición 1.15 Sea L una ret́ıcula. Para cada a ∈ L \ {0} definimos

Aa = {b ∈ L | b ≤ a y b ∈ Atom(L)} ,

donde Atom(L) denota al conjunto de átomos de L.

Recordemos que una ret́ıcula L es llamada ret́ıcula cocompacta si para

cualquier subconjunto X ⊆ L que satisface que
∧

X = 0, existe un subcon-

junto finito F ⊆ X tal que 0 =
∧

F .

Lema 1.16 Si L es una ret́ıcula cocompacta, entonces L es una ret́ıcula

atómica.

Demostración. Sean a ∈ L \ {0} y B = [0, a] \ {0}. Si C es una cadena en

B, afirmamos que
∧
C ≠ 0. En caso contrario, se tiene que

∧
C = 0, pero

L es cocompacta, por lo que existe un elemento c de la cadena C tal que

c = 0, lo que contradice el hecho de que C ⊆ B. Aśı,
∧
C ∈ B. Finalmente,

por el lema de Zorn (aplicado con el orden opuesto), tenemos que B tiene

elementos mı́nimos. Es decir, L es atómica.

Corolario 1.17 Sea L una ret́ıcula cocompacta. Para cada a ∈ L \ {0} se

tiene que Aa ̸= ∅

Proposición 1.18 Sea L una ret́ıcula atómica y fuertemente seudocomple-

mentada. Se tiene que a⊥ = b⊥ si y sólo si Aa = Ab.

Demostración. Supongamos que a⊥ = b⊥ y que existe x ∈ Aa tal que

x /∈ Ab. Como x /∈ Ab, entonces b ∧ x = 0. Luego, por el Corolario 1.10, se
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cumple que x ≤ b⊥ = a⊥, pero x ≤ a, aśı que x = a ∧ a⊥ = 0, lo que es un

absurdo, pues x ∈ Atom(L). Por lo tanto Aa ⊆ Ab. De manera simétrica se

demuestra que Ab ⊆ Aa. Por lo tanto Aa = Ab.

Supongamos ahora que Aa = Ab. Mostraremos que a⊥ ≤ b⊥. Por el Corolario

1.10, basta ver que b ∧ a⊥ = 0. Supongamos que no es aśı, es decir, que

b ∧ a⊥ > 0. Ahora, consideremos x ∈ Atom(L) tal que 0 < x ≤ b ∧ a⊥.

Aśı, 0 < x ≤ b, a⊥, de donde x ∈ Ab = Aa, luego x ≤ a. Se sigue que

x ≤ a∧ a⊥ = 0 lo que es un absurdo. Aśı, b∧ a⊥ = 0 y de aqúı que a⊥ ≤ b⊥.

De forma simétrica se demuestra que b⊥ ≤ a⊥.

Como consecuencia del Lema 1.16 y de la proposición anterior, tenemos

el siguiente corolario.

Corolario 1.19 Sean L una ret́ıcula cocompacta y fuertemente suplementa-

da. Se tiene que a⊥ = b⊥ si y sólo si Aa = Ab.

Definición 1.20 Sean L una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada y

a, b ∈ L. Decimos que a está relacionado con b, bajo la relación ∼⊥, si

a⊥ = b⊥.

Note que ∼⊥ es una relación de equivalencia, aśı que denotaremos por

[a]∼⊥ la clase de equivalencia de a.

Definición 1.21 Sean L una ret́ıcula y a ∈ L. Decimos que a es esencial

en L si a∧b > 0 para cada b ∈ L\{0}. Escribimos a ≤e 1 si a es un elemento

esencial en L.

Proposición 1.22 Si L es una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada,

entonces

[1]∼⊥ = { a ∈ L | a ≤e 1 }.
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Demostración. Si a ∈ [1]∼⊥ , entonces a⊥ = 1⊥ = 0. Ahora, si b ∈ L cumple

que a ∧ b = 0, por la Observación 1.10, b ≤ a⊥. De aqúı que b = 0, es decir,

a ≤e 1.

Ahora, sea a ∈ L un elemento esencial. Como a ∧ a⊥ = 0, se sigue que

a⊥ = 0 y de aqúı que a ∈ [1]∼⊥ .

Recordemos que en una ret́ıcula L, el supremo de todos los átomos es el

zoclo de L y se denota Zoc(L).

Observación 1.23 En una ret́ıcula atómica L se cumple que Zoc(L) ≤e 1.

Proposición 1.24 Sea L una ret́ıcula distributiva, seudocomplementada y

atómica con un número finito de átomos. Entonces

[1]∼⊥ = [Zoc(L), 1].

Demostración. Por la Observación 1.23, basta demostrar que Zoc(L) es el

menor elemento esencial de L. Sean b ∈ L un elemento esencial y {a1, . . . , an}

el conjunto de átomos de L. Se tiene que

b ∧ Zoc(L) = b ∧

(
n∨

i=1

ai

)
=

n∨
i=1

(b ∧ ai) =
n∨

i=1

ai = Zoc(L),

de donde Zoc(L) ≤ b.

Lema 1.25 Sea L una ret́ıcula distributiva y seudocomplementada. Para a ∈

L, se tiene que a⊥⊥ es el mayor elemento de [a]∼⊥.

Demostración. Por el Lema 1.13, a⊥⊥⊥ = a⊥, aśı a⊥⊥ ∈ [a]∼⊥ . Ahora, si

b ∈ [a]∼⊥ , se tiene que b⊥ = a⊥, luego a⊥⊥ = b⊥⊥ y por el Corolario 1.12,

b ≤ a⊥⊥.
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Definición 1.26 Sea L una ret́ıcula distributiva y seudocomplementada. Pa-

ra cada a ∈ L, definimos Zoca por

Zoca = Zoc([0, a⊥⊥]).

Teorema 1.27 Sea L una ret́ıcula distributiva, seudocomplementada y ató-

mica con un número finito de átomos. Para cada a ∈ L, se tiene que

[a]∼⊥ = [Zoca, a
⊥⊥]. (1.1)

Demostración. Si b ∈ [a]∼⊥ , entonces a⊥ = b⊥ y también a⊥⊥⊥ = b⊥⊥⊥.

Luego, por el Lema 1.18, Aa⊥⊥ = Ab⊥⊥ y de aqúı que Zoca = Zocb. Ahora,

como b⊥ = b⊥⊥⊥, se tiene que Ab = Ab⊥⊥ , de donde Zoca = Zocb ≤ b. Por lo

tanto b ∈ [Zoca, a
⊥⊥].

Para la otra contención basta ver que Zoca ∈ [a]∼⊥ , es decir, que (Zoca)
⊥ =

a⊥ o de manera equivalente, que AZoca = Aa. Sin embargo, Aa = Aa⊥⊥ , aśı

que de la definición de Zoca se sigue que AZoca = Aa.

Usando la descripción (1.1) de las clases de equivalencia obtenemos la

siguiente proposición.

Proposición 1.28 Sea L una ret́ıcula distributiva, seudocomplementada y

atómica con un número finito de átomos. Para cada a ∈ L, tenemos la si-

guiente función

a⊥⊥∧− : [1]∼⊥ −→ [a]∼⊥ .

Demostración. Sea b ∈ [1]∼⊥ . Como b ≤e 1, se tiene que Zoca ≤ Zoc(L) ≤

b, de donde Zoca ≤ b. Luego,

Zoca = a⊥⊥ ∧ Zoca ≤ a⊥⊥ ∧ b ≤ a⊥⊥.



1.2. SOBRE RETÍCULAS NETERIANAS 11

Por lo tanto a⊥⊥ ∧ b ∈ [a]∼⊥ .

Teorema 1.29 Sea L una ret́ıcula distributiva y atómica con un número

finito de átomos. Entonces, la función definida en Proposición 1.28 es supra-

yectiva.

Demostración. Para demostrar la suprayectividad de a⊥⊥∧− exhibiremos

un inverso por la derecha. Por el Corolario 1.24, Zoc(L) es el elemento menor

de [1]∼⊥ , aśı, afirmamos que la función

Zoc(L)∨− : [a]∼⊥ −→ [1]∼⊥

es un inverso por la derecha de a⊥⊥∧−. Sean b ∈ [a]∼⊥ y {a1, . . . , an} el

conjunto de átomos, se tiene que

a⊥⊥ ∧ (Zoc(L) ∨ b) =
(
a⊥⊥ ∧ Zoc(L)

)
∨
(
a⊥⊥ ∧ b

)
=
(
a⊥⊥ ∧ Zoc(L)

)
∨ b

=

(
a⊥⊥ ∧

(
n∨

i=1

ai

))
∨ b

=

(
n∨

i=1

(
a⊥⊥ ∧ ai

))
∨ b

= Zoca ∨ b

= b.

Lema 1.30 Si L es una ret́ıcula distributiva y neteriana, entonces hay un

número finito de átomos.
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Demostración. Note que si Atom(L) = ∅ claramente se cumple la afirma-

ción. Supongamos entonces que Atom(L) ̸= ∅. Por el Teorema 1.7, tenemos

que todo elemento de la ret́ıcula es finitamente generado. Aśı, Zoc(L) es un

supremo de una familia finita de átomos, digamos Zoc(L) =
n∨

i=1

ai. Ahora,

si b ∈ Atom(L) \ {a1, ..., an}, entonces

b = b ∧

(
n∨

i=1

ai

)
=

n∨
i=1

(b ∧ ai) = 0,

lo que es un absurdo, por lo tanto Atom(L) = {a1, ..., an}.

Corolario 1.31 Sea L una ret́ıcula distributiva, neteriana y atómica. En-

tonces, la función definida en Proposición 1.28 es suprayectiva.

El siguiente resultado es, en cierto sentido, la versión dual de [21, Teorema

3.10].

Teorema 1.32 Sea L una ret́ıcula distributiva y atómica. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) L es neteriana

(2) L es seudocomplementada, satisface condición de cadena ascendente tan-

to para elementos esenciales como para seudocomplementos y tiene un

número finito de átomos.

Demostración. (1)⇒ (2) Se sigue de la Proposición 1.8, de la definición de

ret́ıcula neteriana y del Lema 1.30.

(2) ⇒ (1) Afirmamos que cualquier clase de equivalencia es una ret́ıcula

neteriana. Sea a ∈ L y b1 ≤ b2 ≤ · · · una cadena ascendente en [a]∼⊥ . Se
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sigue que Zoc(L) ∨ b1 ≤ Zoc(L) ∨ b2 ≤ · · · es una cadena ascendente en

[1]∼⊥ . Pero, por la Proposición 1.24 y por hipótesis, [1]∼⊥ es una ret́ıcula

neteriana, por lo que existe N ∈ N tal que para cualquier n ≥ N se tiene que

Zoc(L) ∨ bn = Zoc(L) ∨ bN . Ahora, por el Teorema 1.29, tenemos que

bn = a⊥⊥ ∧ (Zoc(L) ∨ bn) = a⊥⊥ ∧ (Zoc(L) ∨ bN) = bN ,

para todo n ≥ N. Aśı, [a]∼⊥ es una ret́ıcula neteriana.

Veamos ahora que L es neteriana, para ello consideremos b1 ≤ b2 ≤ · · ·

una cadena ascendente en L. Por la Proposición 1.11, tenemos que b⊥⊥
1 ≤

b⊥⊥
2 ≤ · · · es una cadena ascendente de seudocomplementos, aśı que, por

hipótesis, existe N ∈ N tal que b⊥⊥
n = b⊥⊥

N para todo n ≥ N. Luego, del

Teorema 1.27, se tiene que bn ∈ [bN ]∼⊥ para cada n ≥ N , pero [bN ]∼⊥ es

una ret́ıcula neteriana, por lo que b1 ≤ b2 ≤ · · · se estaciona, es decir, L es

neteriana.
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1.3. La ret́ıcula R-tors.

El estudio de las ret́ıculas ha desempeñado un papel destacado en el

Álgebra, en particular en la teoŕıa de módulos y anillos. Dado un anillo, se

pueden estudiar algunas ret́ıculas de clases de módulos para obtener informa-

ción acerca de la estructura interna del anillo o de su categoŕıa de módulos.

Por ejemplo, un anillo R es semiartiniano izquierdo si y sólo si la ret́ıcula

formada por las clases de módulos cerradas bajo tomar submódulos, cocien-

tes, extensiones y sumas directas es una ret́ıcula booleana (distributiva y

complementada). La ret́ıcula que acabamos de mencionar es precisamente la

ret́ıcula que nos interesa en esta sección, por ello proporcionamos un breve

resumen acerca de la misma.

Definición 1.33 Una teoŕıa de torsión τ es una pareja de clases de

módulos τ = (Tτ ,Fτ ) que satisface las siguientes condiciones:

(1) Hom(T, F ) = 0, para cualesquiera T ∈ Tτ y F ∈ Fτ .

(2) Si Hom(T, F ) = 0 para todo F ∈ Fτ , entonces T ∈ Tτ .

(3) Si Hom(T, F ) = 0 para todo T ∈ Tτ , entonces F ∈ Fτ .

Definición 1.34 Una clase de módulos T es una clase de torsión si es

cerrada bajo cocientes, extensiones y sumas directas. Una clase de módulos

F es una clase libre de torsión si es cerrada bajo submódulos, productos

directos y extensiones.

Observación 1.35 Dada una teoŕıa de torsión τ = (Tτ ,Fτ ), se tiene que la

clase Tτ (Fτ) es una clase de torsión (libre de torsión) y, rećıprocamente, si C
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es una clase de torsión (libre de torsión), entonces existe una única teoŕıa de

torsión τC tal que TτC = C (FτC = C). De esta manera, una teoŕıa de torsión

queda totalmente determinada por la clase de torsión (libre de torsión) que

define, vea [15].

Es fácil ver que, dadas dos teoŕıas de torsión τ = (Tτ ,Fτ ) y µ = (Tµ,Fµ),

se cumple que Tτ ⊆ Tµ si y sólo si Fµ ⊆ Fτ .

Definición 1.36 Sean τ = (Tτ ,Fτ ) y µ = (Tµ,Fµ) dos teoŕıas de torsión.

Escribimos τ ≤ µ si Tτ ⊆ Tµ.

Si denotamos R-TORS la colección de todas las teoŕıas de torsión, se

tiene que la relación “≤” define un orden parcial en R-TORS.

Definición 1.37 Sea {τi = (Tτi ,Fτi)}i∈I una familia de teoŕıas de torsión.

Definimos la teoŕıa de torsión
∧
i∈I

τi como la teoŕıa de torsión cuya clase de

torsión es
⋂
i∈I

Tτi y la teoŕıa de torsión
∨
i∈I

τi, como la teoŕıa de torsión cuya

clase libre de torsión es
⋂
i∈I

Fτi .

Con el orden parcial de la Definición 1.36 y las operaciones de la Definición

1.37, R-TORS es una (gran1) ret́ıcula.

Definición 1.38 Una teoŕıa de torsión τ = (Tτ ,Fτ ) es una teoŕıa de tor-

sión hereditaria si Tτ es una clase hereditaria.

1Cuando a una clase propia se le puede dotar de una estructura de ret́ıcula se le llama

gran ret́ıcula.
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La colección de todas las teoŕıas de torsión hereditarias resulta ser un

conjunto. Aśı, si denotamos R-tors dicho conjunto, entonces R-tors es una

subret́ıcula de R-TORS y por tanto una ret́ıcula.

Es importante comentar que, debido a la Observación 1.35, es común

referirse a la gran ret́ıcula de clases de torsión y a la ret́ıcula de clases de

torsión hereditarias por R-TORS y R-tors, respectivamente.

En [15], se demuestra que R-tors es una ret́ıcula distributiva y atómica,

más aún, que los átomos son generados por los módulos simples; también se

demuestra que R-tors es fuertemente seudocomplementada y que si τ ∈ R-

tors, entonces τ⊥ es la teoŕıa de torsión cogenerada por los módulos simples

de τ -torsión. Note que entonces estamos en condiciones de aplicar el Teorema

1.32 a la ret́ıcula R-tors, pero antes, recordemos que Zoc(R-tors) es denotado

por τD (conocida como la teoŕıa de torsión de Dickson) y que χ denota el

elemento mayor de R-tors.

Corolario 1.39 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R :

(1) R-tors es una ret́ıcula neteriana

(2) [τD, χ] es una ret́ıcula neteriana y R-Simp es finito.



Caṕıtulo 2

Anillos fuertemente

mod-retráctiles

El concepto demódulo retráctil fue introducido por Khuri en [16], después

Echevit y Koşan introdujeron el concepto de anillo mod-retráctil en [12]. En

este caṕıtulo definimos una clase especial de estos módulos y de estos anillos,

los módulos fuertemente retráctiles y los anillos fuertemente mod-retráctiles.

Además, caracterizamos a los anillos fuertemente mod-retráctiles a través de

ret́ıculas de clases de módulos, entre otras cosas.

2.1. Anillos mod-retráctiles

Definición 2.1 Un módulo M es retráctil si para cualquier submódulo no

cero N de M , se tiene que Hom(M,N) ̸= 0. Un anillo R es mod-retráctil

izquierdo (o simplemente mod-retráctil, si no hay riesgo de ambigüedad)

si cada R-módulo es retráctil.

17



18 CAPÍTULO 2. ANILLOS FUERTEMENTE MOD-RETRÁCTILES

Definición 2.2 Un módulo M es un módulo parainyectivo si para cual-

quier módulo N y cualquier monomorfismo f ∈ Hom(M,N) existe un epi-

morfismo g ∈ Hom(N,M). M es un módulo paraproyectivo si para cual-

quier módulo N y cualquier epimorfismo f ∈ Hom(N,M) existe un mono-

morfismo g ∈ Hom(M,N).

Recordemos que un anillo R es semiartiniano izquierdo si todo R-

módulo, no cero, contiene un submódulo simple. Dualmente, un anillo R es

max izquierdo si todo R-módulo, no cero, tiene un cociente simple.

Proposición 2.3 Para un anillo R se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) Si cada R-módulo simple es paraproyectivo, entonces R es un anillo se-

miartiniano izquierdo.

(2) Si cada R-módulo simple es parainyectivo, entonces R es un anillo max

izquierdo.

(3) Si R es mod-retráctil, entonces cada R-módulo simple es parainyectivo.

Demostración.

(1) SeanM un R-módulo no cero ym ∈M un elemento no cero. Se tiene que

existe S ∈ R-Simp de tal manera que S es un cociente de Rm. Ahora,

por hipótesis, S se sumerge en Rm y por lo tanto en M. Aśı R es un

anillo semiartiniano izquierdo.

(2) Sean M un R-módulo no cero, m ∈ M un elemento no cero y S un R

módulo simple que es cociente de Rm. Componiendo el cociente anterior

con la inclusión de S en su cápsula inyectiva, tenemos un morfismo de
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Rm a E(S). Dicho morfismo se extiende a un morfismo no cero f : M →

E(S).

M

Rx S E(S)

Ahora, como S es un submódulo esencial de E(S), se sigue que S se

sumerge en f(M). Luego, por ser S parainyectivo, se tiene que S es un

cociente de f(M) y por lo tanto un cociente de M. Esto es, R es un anillo

max izquierdo.

(3) Por hipótesis, si un módulo simple S se sumerge en un módulo M , exis-

te un morfismo no cero de M a S, que por ser S simple, resulta un

epimorfismo. Aśı, S es un módulo parainyectivo.

Definición 2.4 Decimos que un anilo R satisface la condición (HH) si

Hom(M,N) ̸= 0⇐⇒ Hom(N,M) ̸= 0,

para cualesquiera R-módulos M,N , no cero.

Observación 2.5 Si R es un anillo que satisface la condición (HH), en-

tonces todos los módulos simples son parainyectivos y paraproyectivos y todos

los módulos no cero son retráctiles.

Observación 2.6 Si R es un anillo que satisface la condición (HH), en-

tonces R es un anillo semiartiniano izquierdo, max izquierdo y mod-retráctil.
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En [17] Koşan y Žemlička caracterizan a los anillos mod-retráctiles de la

siguiente manera.

Teorema 2.7 Un anillo R es mod-retráctil izquierdo si y sólo si

R-TORS ⊆ R-tors.

Nosotros tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.8 Si R satisface la condición (HH), entonces

R-TORS ⊆ R-tors.

En [4], Alvarado, Rincón y Ŕıos estudiaron, entre otras cosas, los seu-

docomplementos en la gran ret́ıcula de clases cohereditarias en R-Mod (R-

quot). Dichos seudocomplemetos se llaman clases conaturales. Las clases

conaturales forman una ret́ıcula, que se denota R-conat.

Definición 2.9 Sea C ⊆ R-Mod. La clase C satisface la condición (CN)

si:  para todo M ↠ L ̸= 0, existen C ∈ C,

0 ̸= N ∈ R-Mod tales que L ↠ N ↞ C

 =⇒M ∈ C

En [4, Teorema 23] se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 2.10 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una clase

de módulos C :

(1) C ∈ R-conat.

(2) C satisface la condicicón (CN).
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(3) C ∈ R-quot y C =
(
C⊥R-quot

)⊥R-quot , donde C⊥R-quot denota el seudocomple-

mento de C en R-quot.

El siguiente teorema relaciona la condición (HH) con la ret́ıcula de clases

conaturales.

Teorema 2.11 Si R es un anillo que satisface la condición (HH), entonces

R-TORS ⊆ R-conat.

Demostración. Sea C una clase de torsión. Sabemos que existe una clase

de módulos FC de tal manera que la pareja (C,FC) es una teoŕıa de torsión.

Ahora, sea τC el prerradical asociado a la teoŕıa de torsión (C,FC). Mostrare-

mos que C satisface la condición (CN) y para ello consideraremos un módulo

M tal que para cualquier cociente no cero L de M existen 0 ̸= N ∈ R-Mod

y C ∈ C tales que L ↠ N ↞ C. Note que en este caso por ser C una clase de

torsión, en particular cerrada bajo cocientes, podemos suponer simplemente

que existe 0 ̸= N ∈ C tal que N es cociente de L.

Observe que si M /∈ C, entonces M/τC (M) es un módulo no cero libre

de τC-torsión. Ahora, por hipótesis, tenemos que existe 0 ̸= N ∈ C y un

epimorfismo f : M/τC (M) ↠ N. Luego, como R satisface la condición (HH),

se tiene que existe un morfismo no cero g ∈ Hom (N,M/τC (M)) , de donde

g(N) = g (τC(N)) ⊆ τC (M/τC (M)) = 0, es decir, g(N) = 0, lo que contradice

el hecho de que g es un morfismo no cero. Aśı,M ∈ C y por lo tanto C satisface

la condición (CN). Luego, por el Teorema 2.10, C es una clase conatural.

El siguiente resultado puede consultarse en [1, Proposición 2.11]
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Teorema 2.12 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R :

(1) Todo módulo simple es parainyectivo.

(2) Toda clase conatural es una clase de torsión hereditaria.

(3) Toda clase conatural es una clase hereditaria.

Teorema 2.13 Si R es un anillo que satisface la condición (HH), entonces

R-TORS = R-conat = R-tors.

Demostración. Este resultado se sigue del Teorema 2.11, de la Observación

2.5, del Teorema 2.12 y del hecho de que R-tors ⊆ R-TORS.

Definición 2.14 Decimos que un anillo R es un anillo BKN si para cada

par de R-módulos M y N , no cero, se tiene que

Hom(M,N) ̸= 0.

Recordemos que un anillo R es llamado anillo local izquierdo si sólo

hay un tipo de R-módulo simple.

Lema 2.15 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo R.

(1) R es un anillo BKN .

(2) R satisface la condición (HH) y es un anillo local izquierdo.
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Demostración. (1)⇒ (2) Es claro que se cumple la condición (HH). Ahora,

si S1 y S2 son dos módulos simples, por hipótesis, se tiene que Hom(S1, S2) ̸=

0, aśı que hay un morfismo no cero entre S1 y S2 que necesariamente resulta

un isomorfismo. Aśı, R es un anillo local izquierdo.

(2) ⇒ (1) Sean M,N dos R-módulos no cero. Por la Observación 2.6

R es un anillo max izquierdo y semiartiniano izquierdo, por lo que existen

módulos simples S y T tales que S es un cociente de M y T un submódulo

de N . Ahora, como R es un anillo local izquierdo, entonces S ∼= T. Luego, la

composición

M S ∼= T N

es un morfismo no cero de M a N . Aśı, R es un anillo BKN.

Una clase de R-módulos es llamada clase natural si es cerrada bajo

tomar submódulos, sumas directas y cápsulas inyectivas. La clases naturales

y la ret́ıcula que éstas forman (que denotamos por R-nat) son estudiadas

con detalle por Dauns y Zhou en [13].

Para continuar es necesario recordar que, dado un módulo M, ξnat(M)

denota la clase natural generada por M, mientras que ξconat(M) denota la

clase conatural generada por M. Además, en [13] y en [19] se demuestra que

ξnat (M) = {N ∈ R-Mod | cualquier submódulo no cero de N

comparte un submódulo no cero con M}
(2.1)

y que

ξconat (M) = {N ∈ R-Mod | cualquier cociente no cero de N

comparte un cociente no cero con M},
(2.2)

respectivamente.
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Teorema 2.16 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R :

(1) R satisface la condición (HH).

(2) R es un anillo mod-retráctil y todo módulo simple es paraproyectivo.

(3) Todo módulo simple es parainyectivo y paraproyectivo.

(4) R-nat = R-conat.

(5) R-nat = R-conat = R-tors.

(6) R = R1 ×R2 × · · · ×Rn donde cada Ri es un anillo BKN .

(7) R = R1 × R2 × · · · × Rn donde cada Ri es un anillo local izquierdo y

perfecto izquierdo y derecho.

(8) R = R1×R2×· · ·×Rn donde cada Ri es un anillo completo de matrices

sobre un anillo perfecto por ambos lados y local.

Demostración. (1)⇒ (2) Se sigue de las Observaciones 2.5 y 2.6.

(2)⇒ (3) Se sigue de la Proposición 2.3.

(3) ⇒ (1) Sean M,N ∈ R-Mod y 0 ̸= f ∈ Hom(M,N). Por la Proposición

2.3, R es un anillo semiartiniano izquierdo, por lo que existe un módulo

simple S tal que S ≤ Im(f).

M N

f−1(S) S

f

ι1

f [

ι2
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Como S es paraproyectivo, existe un monomorfismo g : S −→ f−1(S).

Por otro lado, como S se sumerge en N y S es parainyectivo, entonces existe

un epimorfismo h : N −→ S. Aśı, ι1 ◦ g ◦ h : N −→ M es un homomorfismo

no cero de N a M .

(3)⇔ (5)⇔ (6)⇔ (7)⇔ (8) Se siguen de [2, Teorema 4.7].

(4)⇒ (3) Note que si las ret́ıculas R-nat y R-conat coinciden, entonces, dado

un módulo arbitrario M , la clase natural generada por M es la misma clase

que la clase conatural generada por M . Aśı, si S es un submódulo simple

de M , entonces S ∈ ξnat(M) = ξconat(M). Luego, por la descripción dada

en (2.2), se tiene que S es un cociente de M . Es decir, S es un módulo

parainyectivo. De manera simétrica, si S es un cociente simple de un módulo

M , entonces S pertenece a la clase ξconat(M) y por lo tanto a la clase ξnat(M),

aśı que, por la descripción (2.1), S se sumerge en M . Esto es, S un módulo

paraproyectivo.

(5)⇒ (4) Es clara.

2.2. Anillos fuertemente mod-retráctiles

Definición 2.17 Sean M y N dos R-módulos. Escribimos M RetN si para

cada submódulo no cero M ′ de M y para cada cociente no cero N ′ de N se

tiene que Hom(N ′,M ′) ̸= 0.

En el siguiente diagrama se muestra la situación de la definición anterior.

M N

M ′ N ′

∀∀

∃≠0
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Definición 2.18 Decimos que un módulo M es fuertemente retráctil si

M RetM y que un anillo R es fuertemente mod-retráctil si cada R-

módulo es fuertemente retráctil.

Observación 2.19 Note que si M es un módulo fuertemente retráctil y M ′

es cualquier submódulo no cero de M , entonces se tiene la siguiente situación

M M

M ′ M

∀

∃≠0

con lo que, Hom(M,M ′) ̸= 0, es decir, M es retráctil. De lo anterior se

sigue que si R es un anillo fuertemente mod-retráctil entonces R es un anillo

mod-retráctil.

El siguiente ejemplo muestra que los conceptos de anillo mod-retráctil y

anillo fuertemente mod-retráctil son, en general, distintos, es decir, que no

todo anillo mod-retráctil es fuertemente mod-retráctil.

Ejemplo 2.20 Sean p, q dos números primos distintos, n,m dos números

naturales mayores que 1 y R = Zpn × Zqm. Por el Teorema 2.16(7), se tiene

que R es un anillo retráctil. Ahora, note que Zpn se sumerge en R y que Zqm

es un cociente de R, pero Hom(Zqm ,Zpn) = 0, con lo que R no es un anillo

fuertemente mod-retráctil.

Definición 2.21 Para cualesquiera módulos M,N definimos las clases de

módulos Ret(M) y Ret−1(N) como sigue:

Ret(M) = {N | M RetN} y Ret−1(N) = {M | M RetN}.
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Enseguida estudiamos las clases de módulos anteriormente definidas.

Proposición 2.22 Para cada M ∈ R-Mod se tiene que Ret(M) es una clase

conatural.

Demostración. Para mostrar que Ret(M) es una clase conatural, mostra-

remos que Ret(M) satisface la condición (CN). Supongamos entonces que

N es un módulo tal que para cada uno de sus cocientes no cero N ′ existe un

módulo no cero K y un módulo N ′′ ∈ Ret(M) de tal manera que K es un

cociente tanto de N ′ como de N ′′. En esta situación, dado que N ′′ ∈ Ret(M)

se sigue que Hom(K,M ′) ̸= 0 para cualquier submódulo no cero M ′ de M .

Luego, Hom(N ′,M ′) ̸= 0. Esto es, N ∈ Ret(M). Concluimos que Ret(M) es

una clase conatural.

Corolario 2.23 Para una clase de módulos A se tiene que

Ret(A) = {N ∈ R-Mod |M RetN para todo M ∈ A }

es una clase conatural.

Proposición 2.24 Para cada N ∈ R-Mod se tiene que Ret−1(N) es una

clase natural.

Demostración. Para ver que Ret−1(N) es una clase natural mostraremos

que es una clase cerrada bajo tomar submódulos, sumas directas y cápsulas

inyectivas.

Ret−1(N) ∈ L≤ : Sean M ∈ Ret−1(N) y M ′ un submódulo de M . Note

que siM ′′ es un submódulo no cero deM ′, entonces también es un submódulo

de M , aśı que Hom(N ′,M ′′) ̸= 0 para cualquier cociente no cero N ′ de N.
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Por lo tanto, M ′ ∈ Ret−1(N), es decir, Ret−1(N) es una clase cerrada bajo

tomar submódulos.

Para mostrar que Ret−1(N) es una clase cerrada bajo tomar sumas direc-

tas, mostraremos antes que es una clase cerrada bajo extensiones. Para ello

consideremos una sucesión exacta corta con A,C ∈ Ret−1(N)

0 A B C 0

B′

f g

Sin pérdida de generalidad supongamos que f es una inclusión. Luego, sean

B′ un submódulo no cero de B y N ′ un cociente no cero de N. Note que,

si B′ ∩ A ̸= 0, entonces existe un morfismo no cero h : N ′ −→ B′ ∩ A que

se puede extender a un morfismo de N ′ a B′, pues A ∈ Ret−1(N). Ahora, si

B′ ∩ A = 0, entonces B′ se sumerge en C. Dado que C ∈ Ret−1(N) se tiene

que existe un morfismo de N ′ a B′. En cualquier caso, Hom(N ′, B′) ̸= 0. Aśı,

Ret−1(N) es una clase cerrada bajo extensiones y como consecuencia de este

hecho, Ret−1(N) es una clase cerrada bajo tomar sumas directas finitas.

Ret−1(N) ∈ L⊕ : Sean {Mi}i∈I una familia de módulos en Ret−1(N), U

un submódulo no cero de
⊕
i∈I

Mi y N ′ un cociente no cero de N . Note que

si 0 ̸= x ∈ U , entonces x = mi1 + mi2 + · · · + min , donde 0 ̸= mij ∈ Mij ,

para cada j ∈ {i, . . . , n}. Como Ret−1(N) es una clase cerrada bajo tomar

sumas directas finitas, se tiene que
n⊕

j=1

Mij ∈ Ret−1N , por lo que existe un

morfismo no cero h : N ′ −→ Rx que se extiende a un morfismo de N ′ en U,

es decir Hom(N ′, U) ̸= 0. Esto es, Ret−1(N) es una clase cerrada bajo tomar

sumas directas.
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Ret−1(N) ∈ LE( ) : Sean M ∈ Ret−1(N) y H un submódulo no cero de

E(M). Como M ≤e E(M), se tiene que H ∩ M ̸= 0. Aśı, para cualquier

cociente no cero N ′ de N se tiene que Hom(N ′, H ∩M) ̸= 0. De aqúı que

Hom(N ′, H) ̸= 0, con lo que E(M) ∈ Ret−1(N).

Corolario 2.25 Para una clase de módulos A se tiene que

Ret−1(A) = {M ∈ R-Mod |M RetN para todo N ∈ A }

es una clase natural.

Observación 2.26 Note que para cualesquiera clases de módulos A,B que

satisfacen que A ⊆ B, se tiene que

Ret(B) ⊆ Ret(A) y Ret−1(B) ⊆ Ret−1(A).

Lema 2.27 Para una clase de módulos A se tiene que

A ⊆ Ret(Ret−1(A)) y A ⊆ Ret−1(Ret(A)).

Demostración. Es suficiente notar que

Ret−1(Ret(A)) = {M |M RetN para todo N tq K RetN para todo K ∈ A}

y que

Ret(Ret−1(A)) = {N |M RetN para todo M tq M RetK para todo K ∈ A}.

Antes de continuar recordemos que un operador de cerradura en una

ret́ıcula L es una función ϕ : L → L que satisface las siguientes condiciones:
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(1) Para cualesquiera x, y ∈ L, con x ≤ y, se tiene que ϕ(x) ≤ ϕ(y).

(2) Para cualquier x ∈ L se tiene que x ≤ ϕ(x).

(3) Para cualquier x ∈ L se cumple que ϕϕ(x) = ϕ(x)

Un elemento x ∈ L es un cerrado bajo ϕ si ϕ(x) = x.

Ahora, si denotamos por P(R-Mod) a la gran ret́ıcula de clases de R-

módulos, tenemos como consecuencia de la Observación 2.26 y del Lema

2.27 el siguiente corolario.

Corolario 2.28 Las correspondencias RetRet−1 : P(R-Mod) → P(R-Mod)

y Ret−1Ret : P(R-Mod)→ P(R-Mod) son operadores de cerradura en

P(R-Mod).

Una conexión de Galois (ant́ıtona) entre dos ret́ıculas completas L y

L′ es una pareja de funciones λ : L → L′ y µ : L′ → L que satisfacen las

siguientes condiciones:

(1) Para cualesquiera x, y ∈ L, con x ≤ y, se tiene que λ(x) ≥ λ(y).

(2) Para cualesquiera x′, y′ ∈ L′, con x′ ≤ y′, se tiene que µ(x′) ≥ µ(y′).

(3) x ≤ µ λ(x), para cualquier x ∈ L y x′ ≤ λ µ(x′), para cualquier x′ ∈ L′.

Como consecuencia de la Observación 2.26 y el Lema 2.27, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.29 El siguiente diagrama
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P(R-Mod) P(R-Mod)

Ret

Ret−1

es una conexión de Galois (ant́ıtona) con cerrados en R-conat y R-nat

respectivamente.

Lema 2.30 Para cualquier módulo M se tiene que Ret(M) = Ret(ξnat(M)).

Demostración. Dado que {M} ⊆ ξnat(M), por la Observación 2.26, se tiene

que Ret(ξnat(M)) ⊆ Ret(M). Ahora, sean N ∈ Ret(M) y W ∈ ξnat(M).

W M N

W ′ W ′′ N ′

∀∀

∃

∃

∄=0

Se tiene que para cada submódulo no cero W ′ de W existe un submódulo

no cero W ′′ de W ′ tal que W ′′ se sumerge en M . Supongamos, sin pérdida

de generalidad que W ′′ es un submódulo de M . Aśı, Hom(N ′,W ′′) ̸= 0 para

cada cociente no cero N ′ de N y de aqúı que Hom(N ′,W ′) ̸= 0. Por lo tanto

Ret(M) = Ret(ξnat(M)).

Por supuesto que tenemos la versión dual del lema anterior.

Lema 2.31 Para cualquier módulo N se tiene que

Ret−1(N) = Ret−1(ξconat(N)).

Demostración. Como {N} ⊆ ξconat(N), se sigue, de la Observación 2.26,

que
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Ret−1(ξconat(N)) ⊆ Ret−1(N). Luego, si M ∈ Ret−1(N) y W ∈ ξconat(N), se

tiene que para cualquier cociente no cero W ′ de W existe un cociente no cero

W ′′ de W ′ tal que W ′′ es también un cociente de N .

M N W

M ′ W ′′ W ′

∀∀

∃ ∃

Por lo que, Hom(W ′,M ′) ̸= 0 para cualquier submódulo no cero M ′ de M ,

esto es M RetW. Por lo tanto Ret(M) = Ret(ξnat(M)).

Como consecuencia de los dos lemas anteriores tenemos el siguiente coro-

lario.

Corolario 2.32 Para una clase de módulos A se tiene que

Ret(A) = Ret(ξnat(A)) y Ret−1(A) = Ret−1(ξconat(A)).

Para continuar, recordemos que cualquier clase natural generada por un

módulo simple es un átomo en R-nat (vea [23, Proposición 1.3]) y, dualmente,

cualquier clase conatural generada por un módulo simple es un átomo en R-

conat (vea [4, Corolario 40]) .

Proposición 2.33 Sea A ∈ R-nat un átomo generado por un módulo sim-

ple. Entonces Ret(A) es un átomo en R-conat.

Demostración. Sea S ∈ R-simp tal que A = ξnat(S). Por el Lema 2.30, se
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tiene que

Ret(A) = Ret(ξnat(S))

= Ret(S)

= {N | S RetN }

= {N | ∀N ↠ N ′ ̸= 0,∃ N ′ ̸=0−→ S }

= ξconat(S).

Aśı, Ret(A) es un átomo en R− conat.

De manera dual, enunciamos y demostramos la siguiente proposición.

Proposición 2.34 Sea A ∈ R-conat un átomo generado por un módulo

simple. Entonces Ret−1(A) es un átomo en R-nat.

Demostración. Sea S un R-módulo simple tal que A = ξconat(S). Se tiene,

por el Lema 2.31, que

Ret−1(A) = Ret−1(ξconat(S))

= Ret−1(S)

= {M | M RetS }

= {M | ∀0 ̸= M ′ ↪→M, ∃ S
̸=0−→M ′ }

= ξnat(S).

Aśı, Ret−1(A) es un átomo en R− nat.

El siguiente ejemplo muestra que la imagen bajo Ret de un átomo, que

no es generado por un módulo simple, no es necesariamente un átomo.

Ejemplo 2.35 Dado que Z es uniforme, se tiene que la clase natural gene-

rada por Z es un átomo en Z-nat. Ahora, consideremos M un Z-módulo no

cero tal que M ∈ Ret(Z). Si M es divisible, entonces M ∈ Td, donde d denota
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la parte divisible. Ahora, si M no es divisible, entonces nM ⪇ M para algún

n > 1, aśı que 0 ̸= M/nM ∈ Tt, donde t denota la parte de torsión usual.

En cualquier caso, dado que Z ∈ Fd ∩ Ft, no puede suceder que ZRetM.

Este ejemplo se puede generalizar como sigue.

Teorema 2.36 Si R es un anillo neteriano y A ∈ R-nat es un átomo que

no es generado por un módulo simple, entonces Ret(A) = {0}.

Demostración. Supongamos que existe un módulo no cero N ∈ Ret(A).

Dado que A es un átomo en R-nat, se tiene que si M ∈ A es un módulo no

cero, entonces ξnat(M) = A. Aśı, Ret(A) = Ret(M) y de aqúı que M RetN .

Se tiene entonces que Hom(N,Rm) ̸= 0 para cada m ∈ M no cero. Ahora,

como Rm es neteriano, N tiene un cociente no cero finitamente generado,

luego N tiene un cociente simple S. Pero S ∈ Ret(A), pues Ret(A) es una

clase conatural. Entonces M RetS. En particular, tenemos que S se sumerge

en M , de donde ξnat(S) = A, lo que es una contradicción.

Teorema 2.37 Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R:

(1) R es un anillo local izquierdo y max izquierdo.

(2) Ret−1(R-Mod) ̸= {0}.

Demostración. (2) ⇒ (1) Supongamos que Ret−1(R-Mod) ̸= {0} y sea

0 ̸= M ∈ Ret−1(R-Mod). Se tiene que M RetN para cada R-módulo N .

En particular, M RetS para cada S ∈ R-simp. Aśı, S se sumerge en cada
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submódulo no cero de M . Ahora, si S ′ es otro módulo simple, entonces S ′ se

sumerge en S, lo cual ocurre solo si S y S ′ son isomorfos. De aqúı que R es

un anillo local izquierdo.

Ahora, como S ≤ M y Ret−1(R-Mod) es una clase natural, se tiene que

S ∈ Ret−1(R-Mod). Aśı, S RetN para cada R-módulo N . Por lo tanto, ca-

da R-módulo no cero tiene un cociente simple, esto es, R es un anillo max

izquierdo.

(1) ⇒ (2) Supongamos ahora que R es un anillo local izquierdo y max iz-

quierdo. Entonces, para cada R-módulo N , se tiene que S RetN , donde S es

el único representante en R-simp. Aśı, 0 ̸= S ∈ Ret−1(R-Mod).

Enseguida demostraremos la versión dual de este resultado.

Teorema 2.38 Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R:

(1) R es un anillo local izquierdo y semiartiniano izquierdo.

(2) Ret(R-Mod) ̸= {0}.

Demostración. (1)⇒ (2) Si R es un anillo local izquierdo y semiartiniano

izquierdo, entonces, para cada R-módulo M , se tiene que M RetS, donde S

es el único representante en R-simp. Aśı, 0 ̸= S ∈ Ret(R-Mod).

(2) ⇒ (1) Ahora, supongamos que Ret(R-Mod) ̸= {0} y sea 0 ̸= N ∈

Ret(R-Mod). Dado que M RetN para cada M ∈ R-Mod, en particular se

tiene que S RetN para cada S ∈ R-simp. Aśı, S es un cociente de N . Luego,

si S ′ es otro módulo simple, entonces S ′ es un cociente de S, esto por la
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descripción de Ret(R-Mod). Pero esto ocurre solo si S y S ′ son isomorfos.

Por lo tanto, R es un anillo local izquierdo.

Ahora, como S es un cociente de N y Ret(R-Mod) es una clase conatural,

se tiene que S ∈ Ret(R-Mod). Aśı, M RetS para cada R-módulo no cero M .

Por lo tanto, cada R-módulo contiene un submódulo simple, es decir, R es

un anillo semiartiniano izquierdo.

Proposición 2.39 Sean M y N dos R-módulos no cero y S ∈ R-simp. Si

M RetS y S RetN, entonces M RetN.

Demostración. Sean M ′ un submódulo no cero de M y N ′ un cociente no

cero de N. Por hipótesis, se tiene que Hom(S,M ′) ̸= 0 y Hom(N ′, S) ̸= 0,

aśı que Hom(N ′,M ′) ̸= 0. Por lo que M RetN.

Teorema 2.40 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R :

(1) R es un anillo local izquierdo y semiartiniano izquierdo

(2) Existe S ∈ R-simp tal que Ret−1(S) = R-Mod.

Demostración. (1)⇒ (2) Sea S el único representante en R-simp. Como R

es semiartiniano izquierdo, se tiene que Hom(S,M) ̸= 0 para cada R-módulo

no cero M. Se sigue que M RetS para cada R-módulo no cero M. Por lo

tanto, Ret−1(S) = R-Mod.

(2)⇒ (1) Si S ∈ R-simp es tal que Ret−1(S) = R-Mod, entonces para cada

R-módulo no cero M se tiene que M RetS y de aqúı que Hom(S,M) ̸= 0.

Por lo tanto R es un anillo semiartiniano izquierdo.
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Ahora, si S ′ ∈ R-simp, dado que Hom(S, S ′) ̸= 0, entonces S y S ′ son

isomorfos. Esto es, R es un anillo local izquierdo.

Dualmente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.41 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R.

(1) R es un anillo local izquierdo y max izquierdo.

(2) Existe S ∈ R-simp tal que Ret(S) = R-Mod.

Demostración. (1)⇒ (2) Sea S el único representante en R-simp. Se tiene

que Hom(M,S) ̸= 0 para cada R-módulo no cero M, pues R es un anillo

max izquierdo. De aqúı que Ret(S) = R-Mod.

(2) ⇒ (1) Sea S ∈ R-simp tal que Ret(S) = R-Mod. Se tiene que S RetM

para cada R-módulo no cero M , en particular S es un cociente de cada

módulo no cero M . Es decir, R es un anillo max izquierdo.

Ahora, si S ′ ∈ R-simp, dado que S RetS ′, se tiene que Hom(S ′, S) ̸= 0,

de donde S ′ y S son isomorfos. Aśı, R es un anillo local izquierdo.

Corolario 2.42 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R.

(1) R es un anillo local izquierdo, semiartiniano izquierdo y max izquierdo.

(2) Existe S ∈ R-simp tal que Ret−1(S) = R-Mod = Ret(S).

Terminamos este caṕıtulo caracterizando a los anillos fuertemente mod-

retráctiles.
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Teorema 2.43 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo

R.

(1) R es un anillo fuertemente mod-retráctil.

(2) R es un anillo BKN .

(3) R satisface la condición (HH) y es local izquierdo.

(4) R es un anillo local izquierdo, semiartiniano izquierdo y max izquierdo.

(5) R es un anillo local izquierdo y perfecto izquierdo y derecho.

(6) Existe S ∈ R-simp tal que Ret(S) = R-Mod = Ret−1(S).

(7) R es isomorfo a un anillo completo de matrices sobre un anillo perfecto

por ambos lados y local.

Demostración. (1) ⇒ (4) Como R es fuertemente mod-retráctil, todo R-

módulo simple es parainyectivo y paraproyectivo, aśı que, por la Proposición

2.3, R es un anillo semiartiniano izquierdo y max izquierdo. Ahora, RR es un

módulo fuertemente retráctil, aśı que cualquier módulo simple se sumerge en

cualquier submódulo no cero de RR. Esto implica que sólo hay un módulo

simple, salvo isomorfismo, por lo que R es local izquierdo.

(4) ⇒ (5) Como R es un anillo local izquierdo y semiartiniano izquierdo,

entonces es perfecto derecho (vea [7, Teorema V.3.4]). Ahora, todo anillo

perfecto derecho es semilocal y todo anillo semilocal y max izquierdo es

perfecto izquierdo (vea [6, Teorema 28.4]).

(5) ⇒ (4) Todo anillo perfecto izquierdo es max izquierdo y todo anillo

perfecto derecho es semiartiniano izquierdo (vea [6, Teorema 28.4]).
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(4)⇒ (2) SeanM,N dos módulos no cero y S el único tipo de módulo simple.

Como R es semiartiniano izquierdo, S se sumerge en N . Ahora, como R es

máx izquierdo, entonces S es un cociente de M. Aśı, la composición de estos

dos morfismos nos proporciona un morfismo no cero de M a N .

(2)⇒ (4) Note que para cualesquiera dos módulos simples S y S ′ se tiene que

Hom(S, S ′) ̸= 0, por lo que son isomorfos. Aśı, R es un anillo local izquierdo.

Ahora, si S es el único tipo de módulo simple y M es cualquier módulo no

cero, por hipótesis, se tiene que Hom(S,M) ̸= 0 y Hom(M,S) ̸= 0, de donde

R es un anillo semiartiniano izquierdo y max izquierdo.

(4)⇔ (6) Es justo el Corolario 2.42.

(6)⇒ (1) Se sigue de la Proposición 2.39.

(2)⇔ (3) Esto es el Lema 2.15.

Finalmente, (2)⇔ (7) es una parte de [7, Proposición VI.2.3]
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Caṕıtulo 3

Sobre σ-clases

En [8] y [9], Cerda y Rincón introducen grandes ret́ıculas de módulos indu-

cidas por un prerradical σ. Por ejemplo, las ret́ıculas de clases σ-hereditarias,

las de clases σ-cohereditarias, las de clases de σ-torsión, las de clases de σ-

torsión hereditarias, las de clases σ-naturales y las de clases σ-conaturales.

En este caṕıtulo introducimos nuevos conceptos relativos a un prerradical σ,

por mencionar algunos, la condición (σ-HH) y los anillos σ- (BKN) . También

caracterizamos los anillos σ-mod retráctiles, introducidos también por Cerda

y Rincón.

3.1. Prerradicales

Como ya hemos mencionado antes, la teoŕıa desarrollada en este caṕıtulo

está elaborada a partir del concepto de prerradical, por esta razón comenza-

mos dando un breve resumen y algunos resultados acerca de prerradicales.

Definición 3.1 Sea R un anillo. Un prerradical en R es un funtor σ :

41
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R-Mod → R-Mod tal que para cada R-módulo M se tiene que σ(M) ≤ M

y para cada R-morfismo f : M → N se cumple que f (σ(M)) ≤ σ(N).

Denotamos por R-pr a la colección de todos los prerradicales en R-Mod.

Note que un prerradical σ es un subfuntor del funtor identidad en R-Mod.

Definición 3.2 Dados σ, τ ∈ R-pr, escribimos σ ≤ τ , si σ(M) ≤ τ(M),

para cada M ∈ R-Mod. Note que ≤ es un orden parcial en R-pr.

Definición 3.3 Dados σ, τ ∈ R-pr, definimos cuatro operaciones, denotadas

por σ ∧ τ , σ ∨ τ , στ y σ : τ respectivamente, definidas en cada M ∈ R-

Mod, como sigue:

(1) (σ ∧ τ) (M) = σ(M) ∩ τ(M).

(2) (σ ∨ τ) (M) = σ(M) + τ(M).

(3) (στ) (M) = σ (τ(M)) .

(4) (σ : τ) (M) es tal que (σ : τ) (M)/σ(M) = τ (M/σ(M)) .

Las operaciones de los incisos (1) y (2) de la definición anterior pueden

generalizarse para una clase de prerradicales C, de la siguiente manera:

(1)

(∧
σ∈C

σ

)
(M) =

⋂
σ∈C

σ(M).

(2)

(∨
σ∈C

σ

)
(M) =

∑
σ∈C

σ(M).
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De esta manera, con el orden parcial de la Definición 3.2, tenemos que R-pr

es una ret́ıcula completa.

Cada prerradical σ tiene asociadas dos clases, a saber,

Tσ = {M ∈ R-Mod | σ(M) = M}

y

Fσ = {M ∈ R-Mod | σ(M) = 0}.

Note que Tσ es una clase cerrada bajo tomar cocientes y sumas directas

arbitarias mientras que Fσ es una clase cerrada bajo tomar submódulos y

productos arbitrarios.

Definición 3.4 Sea σ ∈ R-pr. Diremos que σ

(1) es un prerradical idempotente si σσ = σ. A la colección de todos los

prerradicales idempotentes la denotamos por R-idem.

(2) es un radical si σ : σ = σ. A la colección de todos los radicales la

denotamos por R-rad.

(3) es un prerradical exacto izquierdo si como funtor es exacto izquierdo.

A la colección de todos los prerradicales exactos izquierdos la denotamos

por R-pei.

El siguiente resultado puede consultarse en [20].

Proposición 3.5 Sea σ ∈ R-pr. Las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

(1) σ ∈ R-pei.
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(2) Si N ≤M, entonces σ(N) = σ(M) ∩N.

(3) σ ∈ R-idem y Tσ es una clase cerrada bajo tomar submódulos.

Definición 3.6 Sea σ ∈ R-pr. Diremos que un R-módulo M se escinde

por σ si M = σ(M) ⊕M ′ para algún M ′ ≤ M. Note que en este caso se

tiene que σ(M ′) = 0 = σ (M/σ(M)) y σ (σ(M)) = σ(M).

Definición 3.7 Sea σ ∈ R-pr. Diremos que σ:

(1) es estable si todo R-módulo inyectivo se escinde por σ.

(2) es coestable si todo R-módulo proyectivo se escinde por σ.

(3) se escinde centralmente si existe un elemento idempotente central

e ∈ R tal que σ(M) = eM , para todo R-módulo M . Note que en este

caso, para cada R-módulo M , se tiene que M = σ(M) ⊕ M ′, donde

M ′ = {m ∈M | σ(R)m = 0}.

El siguiente resultado puede consultarse en [7, Proposición I.7.1].

Proposición 3.8 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un pre-

rradical σ:

(1) σ es exacto y coestable.

(2) σ es exacto y estable.

(3) σ se escinde centralmente.

Observación 3.9 Sean σ ∈ R-pr exacto y M un R-módulo. Si σ es estable

o coestable, entonces σ(M) es un cociente de M .
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3.2. σ-clases

En [8], Cerda y Rincón introducen ret́ıculas de clases de módulos in-

ducidas por un prerradical σ, las clases σ-hereditarias, σ-cohereditarias, σ-

naturales y σ-conaturales, denotadas por σ-(R-her), σ-(R-coher), σ-(R-nat)

y σ-(R-conat), respectivamente. A continuación recordamos las definiciones

de estas ret́ıculas y algunos resultados relacionados a éstas.

Definición 3.10 Sea σ ∈ R-pr. Una clase de R-módulos C es una clase

σ-hereditaria si satisface las siguientes condiciones:

(1) Fσ ⊆ C.

(2) Para cada M ∈ C y cada N ≤M se tiene que σ(N) ∈ C.

Denotamos por σ-(R-her) a la colección de todas las clases σ-hereditarias.

Lema 3.11 [8, Lema 1] Sea σ ∈ R-pr. La colección σ-(R-her) es una gran

ret́ıcula seudocomplementada. Más aún, si σ es idempotente, entonces σ-(R-her)

es fuertemente seudocomplementada y para cada C ∈ σ-(R-her) su seudocom-

plento, denotado por C⊥≤σ , está dado por

C⊥≤σ = {M ∈ R-Mod | ∀ N ≤M, σ(N) ∈ C ⇒ N ∈ Fσ} .

Además Skel (σ-(R-her)) es una ret́ıcula buleana.

Dado el lema anterior, a los autores del art́ıculo citado les fue posible dar

la siguiente definición.
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Definición 3.12 Sean R un anillo y σ ∈ R-pr exacto izquierdo y estable.

Definimos la ret́ıcula de clases σ-naturales, denotada por σ-(R-nat),

como

σ- (R-nat) = Skel(σ-(R-her)).

Definición 3.13 Sea σ ∈ R-pr. Una clase de R-módulos C es una clase

σ-cohereditaria si satisface las siguientes condiciones:

(1) Fσ ⊆ C.

(2) Para cada M ∈ C y cada epimorfismo M ↠ N se tiene que σ(N) ∈ C.

Denotamos σ-(R-coher) la colección de todas las clases σ-cohereditarias.

Proposición 3.14 [8, Proposición 11] Sea σ ∈ R-pr. Si σ es idempotente y

cohereditario, entonces σ-(R-coher) es una gran ret́ıcula fuertemente seudo-

complementada y para cada C ∈ σ-(R-coher) su seudocomplemento, denotado

por C⊥/σ , está dado por

C⊥/σ = {M ∈ R-Mod | ∀ M ↠ L, σ(L) ̸= 0⇒ σ(L) /∈ C} ∪ Fσ.

Además, Skel (σ-(R-coher)) es una ret́ıcula buleana.

Definición 3.15 Sean R un anillo y σ ∈ R-pr exacto y coestable. Definimos

la ret́ıcula de clases σ-conaturales, denotada por σ-(R-conat) como

σ-(R-conat) = Skel(σ-(R-coher)).

Más tarde, en [9], Cerda y Rincón introdujeron las ret́ıculas σ-(R-TORS)

y σ-(R-tors) como sigue:
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Definición 3.16 Sea σ ∈ R-pr. Una clase de R-módulos C es una clase

de σ-torsión si C es una clase σ-cohereditaria, cerrada bajo tomar su-

mas directas arbitrarias y bajo tomar extensiones. Si además es una clase

σ-hereditaria, entonces diremos que C es una clase de σ-torsión heredita-

ria.

Definición 3.17 Sea σ ∈ R-pr. Denotamos por σ-(R-TORS) la colección

de todas las clases de σ-torsión y denotamos por σ-(R-tors) la colección de

todas las clases de σ-torsión hereditarias.

Los autores observaron que dado un prerradical σ, hay dos asignaciones:

(1) σ∗ : P(R-Mod)→ P(R-Mod) dada por σ∗(C) = {σ(M) | M ∈ C} y

(2) ←−σ : P(R-Mod)→ P(R-Mod) dada por ←−σ (C) = {M | σ(M) ∈ C}.

Además, se tiene que σ∗ (←−σ (σ∗ (C))) = σ∗(C) y←−σ (σ∗ (←−σ (C))) =←−σ (C), para

cada C ∈ P(R-Mod).

Y los autores demostraron los siguientes resultados.

Proposición 3.18 [9, Corolario 3.10] Si σ es un radical, entonces

σ-(R-tors) = {C ∈ R-tors | Fσ ⊆ C}.

Teorema 3.19 [9, Teorema 3.13] Si σ es un prerradical exacto, entonces

σ-(R-TORS) = {←−σ (C) | C ∈ R-TORS }.

Los módulos σ-retráctiles y los anillos σ- (R-Mod)-retráctiles también son

introducidos en [9].
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Definición 3.20 Sean R un anillo y σ ∈ R-pr. Diremos que un R-módulo

M ̸= 0 es σ-retráctil si para cada submódulo N ≤ M con σ(N) ̸= 0 se

tiene que Hom (M,σ(N)) ̸= 0 y diremos que R es un anillo σ-(R-Mod)-

retráctil si cada R-módulo es σ-retráctil.

A continuación, generalizamos varios conceptos y resultados del Caṕıtulo

2.

Definición 3.21 Sean R un anillo y σ ∈ R-pr. Diremos que R satisface la

condición (σ-HH) si para cualesquiera módulos M,N con σ(M), σ(N) ̸=

0, se tiene que

Hom(σ(N),M) ̸= 0⇐⇒ Hom(M,σ(N)) ̸= 0.

Observación 3.22 Note que si σ = 1R-Mod, entonces tenemos la condición

(HH), es decir, para cualesquiera R-módulos M y N se tiene que

Hom(N,M) ̸= 0⇐⇒ Hom(M,N) ̸= 0.

Observación 3.23 Sean R un anillo y σ ∈ R-pr. Si R satisface la condición

(σ-HH), entonces:

(1) R es un anillo σ- (R-Mod)-retráctil.

(2) Para cualquier S ∈ R-Simp ∩ Tσ, se tiene que S es parainyectivo.

(3) Para cualquier S ∈ R-Simp ∩ Tσ, se tiene que S es paraproyectivo.

Demostración.

(1) Es claro.
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(2) Sea S ∈ R-Simp ∩ Tσ y M un R-módulo tal que S se sumerge en M.

Como S ∈ Tσ, se tiene que σ(S) = S, por lo que Hom(σ(S),M) ̸=

0. Luego, Hom(M,σ(S)) ̸= 0, pues R satisface la condición (σ-HH).

Aśı, Hom(M,S) ̸= 0, esto es, S es un cociente de M, de donde S es

parainyectivo.

(3) Sea S ∈ R-Simp ∩ Tσ y M un R-módulo tal que S es cociente de M.

Se tiene que Hom(M,σ(S)) ̸= 0, pues S = σ(S) ya que S ∈ Tσ. Lue-

go, de la condición (σ-HH), se tiene que Hom(σ(S),M) ̸= 0, es decir,

Hom(S,M) ̸= 0, de donde, S se sumerge en M. Por lo tanto, S es para-

proyectivo.

Definición 3.24 Sean R un anillo y σ ∈ R-pei. Diremos que un R-módu-

lo M ̸= 0 es σ-atómico si cualquier submódulo N de M con σ(N) ̸= 0

contiene un submódulo S ∈ R-Simp ∩ Tσ y diremos que R es un anillo

σ-semiartiniano izquierdo si cualquier R-módulo es σ-atómico.

Definición 3.25 Sean R un anillo y σ ∈ R-idem. Diremos que un R-módulo

M ̸= 0 es σ-coatómico si cualquier cociente L de M con σ(L) ̸= 0 tiene un

cociente S ∈ R-Simp∩Tσ y diremos que R es un anillo σ-max izquierdo

si cualquier R-módulo es σ-coatómico.

Teorema 3.26 Sean R un anillo y σ ∈ R-pei. Si cualquier S ∈ R-Simp∩Tσ

es parainyectivo, entonces R es un anillo σ-max izquierdo.

Demostración. Sean M ̸= 0 un R-módulo y L un cociente de M, con

σ(L) ̸= 0. Consideremos Rx un submódulo ćıclico de σ(L). Como σ ∈ R-pei,
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entonces σ es idempotente y Tσ es una clase hereditaria. Aśı, σ(L) ∈ Tσ y

luego Rx ∈ Tσ. Ahora, si consideramos un cociente simple de Rx, digamos S,

se tiene que S ∈ Tσ, pues Tσ es una clase cohereditaria. Aśı, S ∈ R-Simp∩Tσ.

M L

σ(L)

Rx S E(S)

Componiendo el cociente anterior con la inclusión de S en su cápsula inyectiva

E(S), tenemos un morfismo de Rx en E(S). Dicho morfismo se extiende a

un morfismo no cero f : L → E(S). Note que S se sumerge en f(L), pues

S es esencial en E(S). Como S es parainyectivo, entonces es un cociente de

f(L) y de aqúı que S es un cociente de L.

Teorema 3.27 Sean R un anillo y σ ∈ R-pei. Si cualquier S ∈ R-Simp∩Tσ

es paraproyectivo, entonces R es un anillo σ-semiartiniano izquierdo.

Demostración. Sean M ̸= 0 un R-módulo, N un submódulo de M con

σ(N) ̸= 0 y Rx un submódulo ćıclico de σ(N). Como σ ∈ R-pei, σ(N) ∈ Tσ

y luego Rx ∈ Tσ.

σ(N) N M

Rx S

Ahora, si S es un cociente simple de Rx, se tiene que S ∈ Tσ, aśı, por

hipótesis, S es paraproyectivo. Luego S se sumerge en Rx y de aqúı que S

se sumerge en M.
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Corolario 3.28 Sean R un anillo y σ ∈ R-pei. Si R es un anillo que sa-

tisface la condición (σ-HH), entonces R es un anillo σ-max izquierdo y σ-

semiartiniano izquierdo.

Demostración. Se sigue de los incisos 2 y 3 de la Observación 3.23 y de los

Teoremas 3.26 y 3.27.

Teorema 3.29 Sean R un anillo y σ ∈ R-pei. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) R satisface la condición (σ-HH) .

(2) R es un anillo σ- (R-Mod)-retráctil y cualquier S ∈ R-Simp ∩ Tσ es

paraproyectivo.

(3) Cualquier S ∈ R-Simp ∩ Tσ es paraproyectivo y parainyectivo.

Demostración. (1) ⇒ (2) Se sigue de los incisos 1 y 3 de la Observación

3.23.

(2)⇒ (3) Es claro.

(3) ⇒ (1) Sean M y N dos R-módulos tales que σ(M), σ(N) ̸= 0 y supon-

gamos que f ∈ Hom (σ(N),M) es no cero. Tenemos el siguiente diagrama

σ(N) f (σ(N)) M

f−1(S) S

f⇂

f⇂

Como σ ∈ R-pei, se tiene que σ(N) ∈ Tσ y de aqúı que f (σ(N)) ∈ Tσ y

es no cero. Ahora, por el Teorema 3.27, existe S ∈ R-Simp ∩ Tσ submódulo

de f (σ(N)), que por hipótesis es parainyectivo, aśı que es cociente de M .
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Por otro lado, S es un cociente de f−1(S), por lo que S se sumerge en

f−1(S), ya que, por hipótesis, S es paraproyectivo. De esta manera tenemos

que Hom (M,σ(N)) ̸= 0. Aśı, hemos mostrado que si Hom (σ(N),M) ̸= 0,

entonces Hom (M,σ(N)) ̸= 0.

Veamos ahora que si Hom (M,σ(N)) ̸= 0, entonces Hom (σ(N),M) ̸= 0.

Para ello, consideremos 0 ̸= f ∈ Hom (M,σ(N)) . Dado que σ ∈ R-pei y

0 ̸= f(M) ≤ σ(N), entonces f(M) ∈ Tσ, es decir, σ (f(M)) = f(M) ̸= 0.

Aśı, por el Teorema 3.27, existe S ∈ R-Simp ∩ Tσ tal que S se sumerge en

σ (f(M)) .

M f (M) σ(N)

f−1(S) S

f⇂

f⇂

Luego, usando que todo módulo simple de σ-torsión es parainyectivo, tenemos

que S es un cociente de σ(N). Finalmente, usando que todo módulo simple

de σ-torsión es paraproyectivo, tenemos que S se sumerge en f−1(S) y luego

en M. De esta manera obtenemos un morfismo no cero de σ(N) en M.

La siguiente definición generaliza los anillos BKN de la Definición 2.14.

Definición 3.30 Sean R un anillo y σ ∈ R-pr. Diremos que R es un anillo

σ- (BKN) si para cualesquiera R-módulos M y N con σ(M), σ(N) ̸= 0, se

tiene que

Hom (σ(N), σ(M)) ̸= 0.

Y la siguiente definición generaliza el concepto de anillo local izquierdo.
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Definición 3.31 Sea R un anillo y σ ∈ R-pr. Diremos que R es un anillo

σ-local izquierdo si

|R-Simp ∩ Tσ| = 1.

Teorema 3.32 Sean R un anillo y σ ∈ R-pr exacto y coestable. Las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes:

(1) R es un σ- (BKN)-anillo.

(2) R satisface la condición (σ-HH) y es un anillo σ-local izquierdo.

Demostración. (1) ⇒ (2) Sean M y N dos R-módulos tales que σ(M),

σ(N) ̸= 0. Supongamos primero que Hom (M,σ(N)) ̸= 0. Dado que R es un

anillo σ- (BKN), existe 0 ̸= g ∈ Hom (σ(N), σ(M)) . Luego, si ι : σ(M)→M

denota la inclusión, se tiene que ιg es un morfismo no cero de σ(N) en M ,

es decir, Hom (σ(N),M) ̸= 0.

Supongamos ahora que Hom (σ(N),M) ̸= 0. Como R es un σ- (BKN)-

anillo, se tiene Hom(σ(M), σ(N)) ̸= 0 y dado que σ es exacto y coestable,

por la Observación 3.9, se tiene que σ(M) es un cociente de M. De donde

Hom(M,σ(N)) ̸= 0. Aśı, R satisface la condición (σ-HH).

Veamos ahora que R es un anillo σ-local izquierdo. Para ello, sean S1, S2 ∈

R-Simp ∩ Tσ. Se tiene, por hipótesis, que Hom (σ(S1), σ(S2)) ̸= 0, es decir,

Hom(S1, S2) ̸= 0. Luego S1
∼= S2, esto es, R es un anillo σ-local izquierdo.

(2) ⇒ (1) Sean M y N dos R-módulos tales que σ(M), σ(N) ̸= 0. Del

Corolario 3.28, se tiene que R es σ-semiartiniano, por lo que existen S1, S2 ∈

R-Simp∩Tσ tales que S1 se sumerge en σ(M) y S2 se sumerge en σ(N).Ahora,
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como R satisface la condición (σ-HH), se sigue que Hom (σ(M), S1) ̸= 0.

Finalmente, por ser R un anillo σ-local izquierdo, S1
∼= S2 y de aqúı que

Hom (σ(M), σ(N)) ̸= 0.

En la siguiente definición generalizamos la condición (CN) (vea Definición

2.9).

Definición 3.33 Sea C ⊆ R-Mod. Diremos que C satisface la condición

(σ-CN) si
para todo epimorfismo M ↠ L con σ(L) ̸= 0,

existen C ∈ C, N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0

y epimorfismos L ↠ N ↞ C

 =⇒M ∈ C

Observación 3.34 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si C es una clase de R-

módulos que satisface la condición (σ-CN), entonces, por vacuidad, Fσ ⊆ C.

Lema 3.35 Sean σ ∈ R-pr exacto y coestable, C una clase de R-módulos que

satisface la condición (σ-CN) y C ∈ C. Si L es un cociente de C entonces

L ∈ C.

Demostración. Si L ∈ Fσ, por la Observación 3.34, se tiene que L ∈ C.

Supongamos entonces que σ(L) ̸= 0 y sea H un cociente de L con σ(H) ̸= 0.

Note que H es también un cociente de C y como C satisface la condición

(σ-CN), se sigue que L ∈ C.

El siguiente teorema es una generalización del Teorema 23 de [4].

Teorema 3.36 Sean σ ∈ R-pr exacto y coestable y C ⊆ R-Mod. Las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes para C:
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(1) C ∈ σ-(R-conat) .

(2) C satisface la condición (σ-CN).

(3) C es una clase σ-cohereditaria y C =
(
C⊥/σ

)⊥/σ .

Demostración. (1) ⇒ (2) Sean C ∈ σ-(R-conat) y M un R-módulo. Como

C ∈ σ- (R-conat), se tiene que C = A⊥/σ , para alguna clase σ-cohereditaria

A, y, por la Proposición 3.14,

A⊥/σ = {M ∈ R-Mod | ∀ M ↠ L, σ(L) ̸= 0⇒ σ(L) /∈ A} ∪ Fσ.

Note que si para cualquier cociente no cero L de M , con σ(L) ̸= 0, se tiene

que σ(L) /∈ A, entonces M ∈ A⊥/σ , es decir, M ∈ C. Supongamos entonces

que L es un cociente no cero de M , con σ(L) ̸= 0, tal que σ(L) ∈ A y que

existen C ∈ C y N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0, tales que L ↠ N ↞ C. Dado

que C ∈ C y C ↠ N , con σ(N) ̸= 0, se tiene que σ(N) /∈ A.

Por otro lado, si f : L ↠ N es el cociente dado, como σ es exacto,

es idempotente y cohereditario, entonces se tiene que σ(N) = σ (σ(N)) y

f⌊: σ(L) ↠ σ(N). Ahora, como A es una clase σ-cohereditaria, se sigue que

σ(N) ∈ A, lo que es una contradicción. Aśı, σ(L) /∈ A y por lo tanto M ∈ C.

(2) ⇒ (3) Sea C una clase de R-módulos que satisface la condición

(σ-CN). Veamos primero que C es una clase σ-cohereditaria. De la Obser-

vación 3.34, se tiene que Fσ ⊆ C. Ahora, consideremos C ∈ C y L ∈ R-Mod

un cociente de C con σ(L) ̸= 0. Como σ es un prerradical exacto y coestable

se tiene, por la Observación 3.9, que σ(C) es un cociente de C, luego, por el

Lema 3.35, σ(L) ∈ C. Por lo tanto, C es una clase σ-cohereditaria.

Mostremos ahora que C =
(
C⊥/σ

)⊥/σ . Del Corolario 1.12 se sigue que

C ⊆
(
C⊥/σ

)⊥/σ .
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Para la otra contención, es necesario recordar la siguiente descripción del

doble seudocomplemento de C,(
C⊥/σ

)⊥/σ = {M ∈ R-Mod | ∀M ↠ K, σ(K) ̸= 0

⇒ ∃σ(K) ↠ L, σ(L) ̸= 0 y σ(L) ∈ C} ∪ Fσ,

(3.1)

vea [8, Definición 4].

Ahora, consideremos M ∈
(
C⊥/σ

)⊥/σ y L un cociente de M con σ(L) ̸= 0.

Como σ(L) es un cociente de L, entonces σ(L) es un cociente de M, además

σ (σ(L)) = σ(L) ̸= 0. Aśı, dado que M ∈
(
C⊥/σ

)⊥/σ , existe T un cociente de

σ(L) con σ(T ) ̸= 0 y σ(T ) ∈ C. Finalmente, como C satisface la condición

(σ-CN), se tiene que M ∈ C. Aśı,
(
C⊥/σ

)⊥/σ ⊆ C, de donde C =
(
C⊥/σ

)⊥/σ .

(3)⇒ (1) Es claro.

Observación 3.37 Sean σ ∈ R-pr exacto y coestable y C ⊆ R-Mod. Si

ξσ-conat (C) denota la menor clase σ-conatural que contiene a C, entonces

ξσ-conat (C) ={M ∈ R-Mod | ∀M ↠ L, σ(L) ̸= 0 existen C ∈ C,

N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0, tales que L ↠ N ↞ C}

En [4, Teorema 42], los anillos max izquierdos son caracterizados v́ıa clases

conaturales. El siguiente teorema generaliza dicho resultado.

Proposición 3.38 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

(1) R es un anillo σ-max izquierdo.

(2) Cada clase σ-conatural está determinada por una familia de módulos

simples de σ-torsión.
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Demostración. (1) ⇒ (2) Sean C una clase σ-conatural no trivial, es decir

C ≠ Fσ, y S ⊆ C la clase de todos los módulos simples de σ-torsión de C.

Note que S es una familia no vaćıa pues R es un anillo σ-max izquierdo.

Ahora, si 0 ̸= M ∈ C y L es un cociente, no cero, de M con σ(L) ̸= 0, por ser

R un anillo σ-max, existe S ∈ R-Simp ∩ Tσ un cociente de L. Por el Lema

3.35, S ∈ C, luego, por la Observación 3.37, se tiene que M ∈ ξσ-conat(S). Se

sigue que C = ξσ-conat(S).

(2)⇒ (1) Sea M ∈ R-Mod y L un cociente, no cero, de M con σ(L) ̸= 0.

Por hipótesis, se tiene que, existe S ⊆ R-Simp ∩ Tσ tal que ξσ-conat(M) =

ξσ-conat(S). Como M ∈ ξσ-conat(M), existe S ∈ S tal que S es un cociente de

L. De aqúı que R es un anillo σ-max izquierdo.

El siguiente teorema generaliza [1, Proposición 2.11].

Teorema 3.39 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) Cada S ∈ R-Simp ∩ Tσ es parainyectivo.

(2) σ-(R-conat) ⊆ σ-(R-tors).

(3) Toda clase σ-conatural es σ-hereditaria.

Demostración. (1) ⇒ (2) En [8, Proposición 12], se demuestra, para un

prerradical exacto σ, que toda clase σ-conatural es cerrada bajo tomar exten-

siones. Luego, en [9, Proposición 6.5], para un prerradical exacto y coestable

σ y un anillo σ-max izquierdo, se muestra que toda clase σ-conatural es ce-

rrada bajo tomar sumas directas. Ahora, por hipótesis, cada S ∈ R-Simp∩Tσ

es parainyectivo, luego del Teorema 3.26, se tiene que R es un anillo σ-max
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izquierdo. Por lo tanto, solo resta mostrar que cualquier clase σ-conatural es

una clase σ-hereditaria.

Para ello, consideremos C ∈ R-(σ-conat), M ∈ C y N ≤M con σ(N) ̸= 0.

Sea S ∈ Simp∩Tσ cualquier cociente de σ(N), que existen pues R es un anillo

σ-max izquierdo. Si en el siguiente diagrama T es el push-out de σ(N) ↠ S

y σ(N) ↪→M,

σ(N) N M

S T

entonces S se sumerge en T, pero por hipótesis S es parainyectivo, por lo que

S es un cociente simple, de σ-torsión, de T, luego S es un cociente simple,

de σ-torsión, de M. Lo anterior muestra que cualquier cociente simple de

σ-torsión de σ(N) pertenece a C, luego, por la Proposición 3.38, σ(N) ∈ C.

Por lo tanto C es una clase σ-hereditaria.

(2)⇒ (3) Es clara.

(3) ⇒ (1) Sea S ∈ Simp ∩ Tσ y M un R-módulo tal que S se sumerge

en M. Por hipótesis, se tiene que S ∈ ξσ-conat(M). Se sigue de la Observación

3.37 que S es un cociente de M, luego S es parainyectivo.

Observación 3.40 Si σ es un prerradical exacto y coestable, entonces, pa-

ra cada R-módulo M , se tiene que M = σ(M) ⊕ M ′, donde M ′ = {m ∈

M | σ(R)m = 0}. Observe entonces que σ tiene un complemento en R-pr,

denotado por σ′, dado por

σ′(M) = M ′,

para cada M ∈ R-Mod.
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Teorema 3.41 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH) y la condición (σ′-HH) , entonces R satisface la condición (HH).

Demostración. Sean M,N ∈ R-Mod tales que Hom(N,M) ̸= 0. Conside-

remos f ∈ Hom(N,M), no cero. Si ν : M = σ(M)⊕ σ′(M)→ σ(M) denota

la proyección natural sobre σ(M) y νf ̸= 0, entonces Hom(N, σ(M)) ̸= 0.

Aśı, por la condición (σ-HH), se tiene que existe g : σ(M)→ N, no cero, de

donde gν : M → N es un morfismo no cero, es decir, Hom(M,N) ̸= 0.

Ahora, si νf = 0, entonces, correstringiendo f a su imagen, tenemos que

f ↾: N → σ′(M) es un morfismo no cero. Luego, de la condición (σ′-HH) ,

se tiene que existe un morfismo no cero h : σ′(M) → N. Finalmente, hν ′ :

M → N es un morfismo no cero, donde ν ′ : M → σ′(M) es la proyección

natural sobre σ′(M). Es decir, Hom(M,N) ̸= 0.

En el Teorema 2.11 se demuestra que, si R satisface la condición (HH),

entonces toda clase de torsión es una clase conatural. Ahora tenemos la si-

guiente versión.

Corolario 3.42 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH) y la condición (σ′-HH) , entonces toda clase de torsión es una clase

conatural.

Teorema 3.43 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH) y la condición (σ′-HH), entonces

σ-(R-TORS) ⊆ σ-(R-conat) .

Demostración. Sea C ∈ σ-(R-TORS) . Como σ es exacto, por el Teorema

3.19, existe D ∈ R-TORS tal que C = ←−σ (D). Ahora, por el Corolario 3.42,
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tenemos que D ∈ R-conat. Luego, por ser σ un prerradical exacto y coestable,

se tiene que ←−σ (D) ∈ σ-(R-conat), vea [8, Proposición 14], es decir, C ∈

σ-(R-conat).

Teorema 3.44 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH) y la condición (σ′-HH), entonces

σ-(R-TORS) = σ-(R-conat) = σ-(R-tors) .

Demostración. Se sigue del Teorema 3.43, de la Observación 3.23, del Teo-

rema 3.39 y del hecho de que σ-(R-tors) ⊆ σ-(R-TORS) .

Lema 3.45 Sean σ ∈ R-pr exacto y coestable, R un anillo que satisface la

condición (σ-HH), C ∈ σ-(R-TORS) y M ∈ R-Mod. Si existe L, un cociente

de M, con L ∈ C y σ(L) ̸= 0, entonces, existe un submódulo, no cero, N de

M tal que N ∈ C∩Tσ. Más aún, existe K el mayor submódulo de M respecto

a la propiedad de que K ∈ C ∩ Tσ.

Demostración. Como σ es un prerradical exacto y coestable, se tiene que

σ(L) es un cociente de L. Ahora, como C es una clase de σ-torsión y σ(L) ̸= 0,

se sigue que σ(L) ∈ C.

Note que σ(L) es un cociente, no cero, de M, por lo que Hom(M,σ(L)) ̸=

0. Aśı, de la condición (σ-HH), se tiene que existe un morfismo 0 ̸= h :

σ(L)→M. Sea N = h (σ(L)) , note que N es un submódulo, no cero, de M .

Más aún, como N es un cociente de σ(L), se tiene que σ(N) es un cociente de

σ (σ(L)) , pues σ es cohereditario, pero σ (σ(L)) = σ(L), aśı que σ(N) = N

y además σ(N) ∈ C. Esto es, N ∈ C ∩ Tσ.
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Ahora, como C es una clase cerrada bajo sumas directas y CM = {N ≤

M | 0 ̸= N ∈ C ∩ Tσ} ≠ ∅, se tiene que

⊕
C∈CM

C ∈ C ∩ Tσ.

Luego, por ser
∑
C∈CM

C un cociente de
⊕
C∈CM

C y σ un prerradical cohereditario,

se sigue que
∑
C∈CM

C ∈ C ∩ Tσ. Aśı, K =
∑
C∈CM

C es el mayor submódulo de

M de σ-torsión que pertenece a C.

Lema 3.46 Sean σ ∈ R-pr exacto y coestable, R un anillo que satisface la

condición (σ-HH) y C ⊆ R-Mod. Si C ∈ R-(σ-TORS), entonces σ∗(C) ∈

R-conat.

Demostración. Veamos que σ∗(C) cumple la condición (CN). Para ello,

consideremos un R-módulo M tal que para cualquier cociente no cero N de

M existen C ∈ C y 0 ̸= L ∈ R-Mod de tal manera que

M N L σ(C)

y veamos que M ∈ σ∗(C).

Observe que σ(C) ∈ C, pues σ(C) es un cociente de C, por ser σ exacto y

coestable, y C una clase σ-cohereditaria. Ahora, note que, L = σ(L) pues σ es

cohereditario y σ(C) = σ (σ(C)) , de aqúı que L ∈ C. Aśı, por el Lema 3.45,

podemos considerar K el mayor submódulo de M respecto a la propiedad de

que K ∈ C ∩Tσ. Note que si K = M, entonces terminamos, pues M = σ(K)

con K ∈ C, es decir, M ∈ σ∗(C). Supongamos entonces que K ⪇ M. Aśı,

M/K ̸=R 0.



62 CAPÍTULO 3. SOBRE σ-CLASES

Ahora, tomando N = M/K y procediendo como en el párrafo anterior, se

tiene que existe 0 ̸= U ∈ C∩Tσ el mayor submódulo deM/K con la propiedad

de pertenecer a C ∩ Tσ, como en el siguiente diagrama conmutativo

0 K M M/K 0

0 K π−1 (U) U 0.

π

Pero C ∩Tσ es una clase cerrada bajo extensiones (por ser σ un radical),

por lo que π−1 (U) es un submódulo deM en C∩Tσ, que contiene propiamente

a K, lo que es una contradicción. Por lo tanto K = M.

Recordemos que para cualquier clase D ⊆ R-Mod, se tiene que ←−σ (D) =
←−σ σ∗←−σ (D); que si σ es un prerradical exacto, entonces una clase C es de

σ-torsión si y sólo si C = ←−σ (D), donde D es una clase de torsión; y que si

σ es un prerradical exacto y coestable y D es una clase conatural, entonces

←−σ (D) es una clase σ-conatural, vea [8] y [9].

Teorema 3.47 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH), entonces

R-(σ-TORS) ⊆ R-(σ-conat).

Demostración. Sea C ∈ R-(σ-TORS). Entonces existe una clase de torsión

D tal que C =←−σ (D). Luego, se tiene que

C =←−σ (D) =←−σ σ∗←−σ (D).

Aśı, basta ver que σ∗←−σ (D) es una clase conatural y para ver esto, por el

Lema 3.46, es suficiente demostrar que ←−σ (D) es una clase de σ-torsión, lo

cual ocurre por hipótesis.
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Teorema 3.48 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH), entonces

σ-(R-TORS) = σ-(R-conat) = σ-(R-tors) .

Demostración. Se sigue del Teorema 3.39, del Teorema 3.47 y del hecho de

que σ-(R-tors) ⊆ σ-(R-TORS) .

La siguiente definición es la versión dual de la Definición 3.33.

Definición 3.49 Sea C ⊆ R-Mod. Diremos que C satisface la condición

(σ-N) si
para todo monomorfismo L ↣ M con σ(L) ̸= 0,

existen C ∈ C, N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0

y monomorfismos L ↢ N ↣ C

 =⇒M ∈ C

Observación 3.50 Si C es una clase de R-módulos que satisface la condi-

ción (σ-CN), entonces, por vacuidad, Fσ ⊆ C.

Lema 3.51 Sea C una clase de R-módulos que satisface la condición (σ-N)

y C ∈ C. Si L es un módulo que se sumerge en C, entonces L ∈ C.

Demostración. Si L ∈ Fσ, por la Observación 3.50, se tiene que L ∈ C.

Supongamos entonces que σ(L) ̸= 0 y sea K un R-módulo que se sumerge

en L, con σ(K) ̸= 0. Note que K también se sumerge en C y como C ∈ C,

se tiene que K ∈ C.

Observación 3.52 En [8, Corolario 2] se demuestra, para σ exacto izquier-

do y estable, que

σ- (R-nat) = L{≤σ ,⊕,σ(E()),ext}.
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Teorema 3.53 Sean C ⊆ R-Mod y σ ∈ R-pr exacto izquierdo y estable.

C ∈ σ- (R-nat) si y sólo si C satisface la condición (σ-N).

Demostración. Supongamos primero que C ⊆ R-Mod es una clase σ-

natural. Por definición de σ-(R-nat), se tiene que C = A⊥≤σ , para alguna

clase A ∈ L≤σ . Ahora, por el Lema 3.11, se tiene que

A⊥/σ
= {M ∈ R-Mod | ∀ L ↣ M, σ(L) ∈ A ⇒ L ∈ Fσ} .

Sea M un R-módulo. Note que, si para cualquier L ↣ M sucede que σ(L) ∈

A ⇒ L ∈ Fσ, entonces M ∈ A⊥≤σ = C. Supongamos entonces que existe

L ↣ M con σ(L) ∈ A, pero que L /∈ Fσ. Adicionalmente, supongamos que

existe N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0 y C ∈ C tales que C ↢ N ↣ L.

Note que σ(N) ∈ C, pues C ∈ L≤σ y C ∈ C. Se sigue que σ(N) /∈ A, pues

de lo contrario N ∈ Fσ.

Por otro lado, dado que σ es exacto izquierdo y por lo tanto idempotente,

se tiene que σ(N) = σ (σ(N)) ↣ σ (σ(L)) = σ(L). Finalmente, como A ∈

L≤σ y σ(L) ∈ A se sigue que σ(N) ∈ A, lo que es una contradicción. Aśı, no

existe L ↣ M con σ(L) ∈ A y tal que L /∈ Fσ. Por lo tanto M ∈ C.

Supongamos ahora que C ⊆ R-Mod es una clase que satisface la condición

(σ-N) y veamos que C es una clase σ-natural.

C ∈ L≤σ : Sea M ∈ C y N ≤ M. Note que si σ(N) = 0, entonces N ∈ C,

pues Fσ ⊆ C. Supongamos entonces que σ(N) ̸= 0 y sea L ↣ σ(N), con

σ(L) ̸= 0. Como L ↣ M , existe H ∈ R-Mod, con σ(H) ̸= 0, y C ∈ C tales

que L ↢ H ↣ C. Luego, dado que C satisface la condición (σ-N), se sigue

que σ(N) ∈ C.
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C ∈ L⊕ : Sean {Mi}i∈I ⊆ C y L ↣ ⊕i∈IMi, con σ(L) ̸= 0. Se tiene que

σ(L) ↣ σ (⊕i∈IMi) = ⊕i∈Iσ(Mi). Ahora, por el argumento de la proyección,

tenemos que, existe l ∈ σ(L) y 0 ̸= mi ∈ σ(Mi), para algún i ∈ I, de tal

manera que Rl ∼= Rmi. Note también que σ es idempotente y Tσ es una clase

hereditaria, pues σ es exacto izquierdo. Se sigue que σ(Rl) = Rl ̸= 0, pues

Rl ∼= Rmi ≤ σ(Mi) y σ(Mi) ∈ Tσ. Ahora, como Mi ∈ C y Rmi ↣ Mi, con

σ(Rmi) ̸= 0, entonces existe C ∈ C y N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0, tales que

L Rl ∼= Rmi N C.

Esto es, ⊕i∈IMi ∈ C.

C ∈ Lσ(E()) : Sean M ∈ C y L ↣ σ (E(M)) , con 0 ̸= σ(L). Como σ

es exacto izquierdo y estable, se tiene que σ (E(M)) = E (σ(M)) (vea [8,

Proposición 2]). Ahora, dado que σ(M) ≤e E (σ(M)) y σ(L) ̸= 0, se sigue

que σ(L)∩ σ(M) ̸= 0. Pero, note que σ (σ(L) ∩ σ(M)) = σ (E(M))∩ σ(L)∩

σ(M) = σ(L) ∩ σ(M) ̸= 0, pues σ es exacto izquierdo. Aśı, existe C ∈ C y

N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0, tales que

L σ(L) ∩ σ(M) N C.

Con lo que, σ (E(M)) ∈ C.

Finalmente, veamos que C ∈ Lext : Sean

0 M ′ M M ′′ 0
f g

una sucesión exacta, con M ′,M ′′ ∈ C, y L ↣ M con σ(L) ̸= 0. Sin pérdida

de generalidad, supongamos que f es la inclusión y que L ≤M. Note que, si

σ(L)∩M ′ ̸= 0, entonces σ (σ(L) ∩M ′) = σ(L)∩σ(L)∩M ′ = σ(L)∩M ′ ̸= 0,

pues σ es exacto izquierdo. En este caso, tenemos entonces que existe C ∈ C
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y N ∈ R-Mod, con 0 ̸= σ(N), tales que L ↢ σ(L) ∩M ′ ↢ N ↣ C, pues

M ′ ∈ C.

Ahora, si σ(L) ∩M ′ = 0, entonces g⌊: σ(L) ↣ M ′′ es un monomorfismo,

de donde, existen C ∈ C y N ∈ R-Mod, con 0 ̸= σ(N), tales que

L ↢ σ(L) ∼= g (σ(L)) ↢ N ↣ C,

pues M ′′ ∈ C.

Observación 3.54 Sean σ ∈ R-pr exacto izquierdo y estable, y C ⊆ R-Mod.

Si ξσ−nat (C) denota la menor clase σ-natural que contiene a C, entonces

ξσ−nat (C) = {M ∈ R-Mod | ∀L ↣ M, σ(L) ̸= 0 existen C ∈ C, N ∈ R-Mod,

con σ(N) ̸= 0, tales que L ↢ N ↣ C}

Proposición 3.55 Sea σ ∈ R-pr exacto izquierdo y estable. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) R es un anillo σ-semiartiniano izquierdo.

(2) Cada clase σ-natural está determinada por una familia de módulos sim-

ples de σ-torsión.

Demostración. (1) ⇒ (2) Sean C una clase σ-natural no trivial, es decir

C ≠ Fσ, y S ⊆ C la clase de todos los módulos simples de σ-torsión de C.

Note que la clase S es una familia no vaćıa pues R es un anillo σ-semiartiniano

izquierdo. Consideremos M ∈ C, no cero, y L un R-módulo, no cero, que se

sumerge en M , con σ(L) ̸= 0. Como R es un anillo σ-semiartiniano, existe

S ∈ R-Simp ∩ Tσ un submódulo de L. Por el Lema 3.51, S ∈ C. Luego, por

la Observación 3.54, se tiene que M ∈ ξσ-nat(S). Se sigue que C = ξσ-nat(S).
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(2) ⇒ (1) Sean M ∈ R-Mod y L un submódulo, no cero, de M con

σ(L) ̸= 0. Por hipótesis, se tiene que, existe S ⊆ R-Simp ∩ Tσ tal que

ξσ-nat(M) = ξσ-nat(S). Ahora, como M ∈ ξσ-nat(M), se tiene que existe S ∈ S

tal que S se sumerge en L. Aśı, R es un anillo σ-semiartiniano izquierdo.

El siguiente teorema es casi una generalización de [1, Proposición 2.12].

Teorema 3.56 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) Cada S ∈ R-Simp ∩ Tσ es paraproyectivo.

(2) σ-(R-nat) ⊆ σ-(R-TORS).

(3) σ-(R-nat) ⊆ L/σ .

Demostración. (1) ⇒ (2) Sea C una clase σ-natural. Como σ-(R-nat) =

L{≤σ ,⊕,σ(E()),ext} y σ-(R-TORS) = L{/σ ,⊕,ext} sólo resta demostrar que C ∈

L{/σ}. Para ello, consideremos M ∈ C y N ≤ M con σ(N) ̸= 0. Sea

S ∈ Simp ∩ Tσ un submódulo de σ(N), que existe pues R es un anillo

σ-semiartiniano izquierdo. Si en el siguiente diagrama P es el pull-back de

M ↠ σ(N) y S ↣ σ(N),

P // // S

M // //
��

��

N // // σ(N).
��

��

Entonces S es un cociente de P, pero por hipótesis S es paraproyectivo, por

lo que S es un módulo simple, de σ-torsión, que se sumerge en P. Luego, S es

un módulo simple, de σ-torsión, que se sumerge en M. Lo anterior muestra
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que cualquier submódulo simple de σ-torsión de σ(N) pertenece a C. Aśı, por

la Proposición 3.55, σ(N) ∈ C. Por lo tanto C es una clase σ-cohereditaria.

(2)⇒ (3) Es clara.

(3)⇒ (1) Sean M un R-módulo y S ∈ Simp ∩ Tσ un cociente de M. Por

hipótesis, se tiene que S ∈ ξσ-nat(M). Se sigue de la Observación 3.54 que S

se sumerge en M. Esto es, S es paraproyectivo.

Corolario 3.57 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH), entonces

σ-(R-nat) ⊆ σ-(R-TORS) .

Demostración. Se sigue de la Observación 3.23 y del Teorema 3.56.

Definición 3.58 Sea σ ∈ R-pr y M un R-módulo. Diremos que un submódu-

lo N de M es σ-esencial en M si N ∩ L ̸= 0 para cualquier submódulo L de

M con σ(L) ̸= 0.

Observación 3.59 Sean σ ∈ R-pr y M un R-módulo. Denotaremos por

Zocσ(M) a la suma de los submódulos simples de σ-torsión de M . Aśı, si

Zocσ(M) ̸= 0, entonces σ(M) ̸= 0. También se tiene que

Zocσ(M) = Zocσ (σ(M)) .

Observación 3.60 Si R es un anillo σ-semiartiniano, se tiene que

σ(M) ̸= 0⇔ Zocσ(M) ̸= 0.

Más aún, si σ(M) ̸= 0, entonces Zocσ(M) es un submódulo σ-esencial de

σ(M).
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Definición 3.61 Sea R un anillo que satisface la condición (σ-HH) y σ ∈ R-

pr exacto y estable. Definimos para cada ordinal α, un prerradical, que deno-

taremos por Zocασ , como sigue: Zoc0σ como el prerradical 0. Ahora, para un or-

dinal sucesor α+1, definimos Zocα+1
σ (M) /Zocασ (M) = Zocσ (M/Zocασ (M)) ,

como en el siguiente diagrama

0 Zocασ (M)) M M/Zocασ (M) 0

0 Zocασ (M)) Zocα+1
σ (M) Zocσ (M/Zocασ (M)) 0.

(3.2)

Finalmente, si α es un ordinal ĺımite, definimos Zocασ (M) =
∑
β<α

Zocβσ (M).

Lema 3.62 Sea σ∈R-pr exacto y estable y C una clase de σ-torsión heredi-

taria. Si R satisface la condición (σ-HH), se tiene que M ∈ C si y sólo si

cada uno de los subcocientes simples de σ-torsión de σ(M) pertenecen a C.

Demostración. Supongamos primero que M ∈ C. Note que si σ(M) = 0, el

resultado se sigue por vacuidad. Ahora, si σ(M) ̸= 0 y S ∈ R-simp ∩ Tσ es

un subcociente de σ (M) , entonces por la Observación 3.23, S se sumerge en

σ (M) . Como C es una clase σ-hereditaria, se tiene que S ∈ C.

Supongamos ahora que cualquier subcociente simple de σ-torsión de σ(M)

pertenece a C y veamos que M ∈ C.

Note que si σ(M) = 0, entonces M ∈ Fσ y luego M ∈ C, pues Fσ está

contenida en cualquier clase σ-hereditaria. Podemos entonces suponer que

σ(M) ̸= 0. Como σ es exacto y estable, se escinde centralmente, aśı que

M = σ(M) ⊕ M ′, con M ′ ∈ Fσ. Por lo tanto, es suficiente mostrar que

σ(M) ∈ C. Ahora, como R satisface la condición (σ-HH), del Corolario 3.28,
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se sigue que R es σ-semiartiniano izquierdo. Note también que Zocσ(M) ∈ C,

pues C es una clase de σ-torsión hereditaria y cada submódulo de σ-torsión de

M es un subcociente de σ(M) (cada submódulo de σ-torsión está contenido

en σ(M) y σ(M) es un cociente de śı mismo). Por lo tanto, si ocurre que

σ(M) = Zocσ(M), entonces terminamos. Por otro lado, si σ(M)/Zocσ(M) ̸=

0, tenemos dos casos, o σ(M)/Zocσ(M)∈ Fσ o bien σ(M)/Zocσ(M)/∈ Fσ.

En el primer caso, σ(M)/Zocσ(M) ∈ C, pues Fσ ⊆ C. Ahora, dado que C

es una clase cerrada bajo extensiones y que en la sucesión exacta

0 Zocσ(M) σ(M) σ(M)/Zocσ(M) 0

los módulos a los extremos pertenecen a C, se tiene que σ(M) ∈ C.

En el segundo caso, observemos primero que, como σ es exacto y por ello

en particular un radical, Tσ es una clase de torsión. Teniendo esto en cuenta,

es fácil verificar, por inducción sobre µ, que Zocµσ(N) es de σ-torsión para

todo ordinal µ y cualquier módulo N .

Mostraremos ahora, de nuevo usando inducción, que para cualquier ordi-

nal α, el módulo Zocασ (σ (M)) pertenece a C.

Es claro que

0 (σ (M)) = Zoc0σ (σ (M)) =R 0

pertenece a C. Ahora, supongamos que α es un ordinal tal que Zocασ (σ (M))

pertenece a C. Consideremos la siguiente sucesión exacta

0 Zocασ (σ (M)) Zocα+1
σ (σ (M)) Zocσ

(
σ (M)

Zocασ (σ (M))

)
0.

Note que cualquier submódulo simple de σ-torsión de Zocσ (σ (M) /Zocασ (σ (M)))

es un subcociente simple de σ-torsión de σ (M), que por hipótesis está en C.
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Luego, dado que C es una clase cerrada bajo sumas directas y σ-cohereditaria,

se tiene que Zocσ (σ (M) /Zocασ (σ (M))) pertenece a C. Como C es cerrada

bajo extensiones, se sigue que Zocα+1
σ (σ (M)) ∈ C.

Supongamos ahora que α es un ordinal ĺımite y que Zocβσ (σ (M)) ∈ C para

cada β < α. Como Zocασ (σ (M)) =
∑
β<α

Zocβσ (σ (M)) y esta suma es un co-

ciente de
⊕
β<α

Zocβσ (σ (M)) , se tiene que Zocασ (σ (M)) = σ (Zocασ (σ (M))) ∈

C, pues C es una clase cerrada bajo sumas directas y σ-cohereditaria.

Veamos ahora que σ(M) = Zocγσ ((σ(M)) para algún ordinal γ. Como

{Zocασ (σ (M))} es una cadena ascendente de submódulos de σ (M), no pue-

den ser todos distintos, aśı que existe un primer ordinal γ tal que Zocγσ (σ (M)) =

Zocγ+1
σ (σ (M)) . De aqúı que

0 = Zocγ+1
σ (σ (M)) /Zocγσ (σ (M)) = Zocσ(σ(M )/Zocγσ (σ (M ))).

Lo cual solo puede ocurrir si σ(M)/Zocγσ (σ (M)) = 0. Por lo tanto, σ(M) =

Zocγσ (σ (M)) . Aśı, σ(M) ∈ C.

Finalmente, concluimos que M ∈ C.

Teorema 3.63 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH), entonces

σ-(R-tors) ⊆ σ-(R-nat) .

Demostración. Sea C ∈ σ-(R-tors) . Para ver que C ∈ σ-(R-nat) recordemos

que σ-(R-nat) = L≤σ ,⊕,σ(E()),ext y que σ-(R-tors) = L≤σ ,⊕,/σ ,ext. Aśı, es sufi-

ciente mostrar que si M ∈ C, entonces σ (E(M)) ∈ C. Consideremos entonces

M ∈ C. Note que, por ser C una clase σ-hereditaria, se tiene que σ(M) ∈ C.
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Ahora, observe que para cualquier R-módulo N se tiene que

Zocσ(N) = Zocσ(E(N)), (3.3)

pues N es un submódulo esencial de E(N).

Por otro lado, como σ es un prerradical exacto y estable, en particular es

exacto izquierdo y estable, por lo que

σ(E(M)) = E (σ(M)) . (3.4)

Luego, del Lema 3.62, y las igualdades (3.3) y (3.4), se tiene que

σ(M) ∈ C ⇐⇒ Zocσ (σ(M)) ∈ C

⇐⇒ Zocσ(E (σ(M))) ∈ C

⇐⇒ Zocσ(σ (E (M))) ∈ C

⇐⇒ σ (E (M)) ∈ C.

Finalmente, como σ(M) ∈ C, concluimos que σ (E(M)) ∈ C.

Teorema 3.64 Sean σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si R satisface la condición

(σ-HH), entonces

σ- (R-nat) = σ- (R-conat) .

Demostración. Consideremos C una clase σ-natural, es decir, una clase que

satisface la condición (σ-N) . Demostraremos que C satisface la condición

(σ-CN) , es decir, veremos que si M es un R-módulo tal que para cualquier

cociente M ↠ L, con σ(L) ̸= 0 existen C ∈ C y N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0,

que cumplen que L ↠ N ↞ C, entonces M ∈ C.
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Sea f : K ↣ M un monomorfismo, con σ(K) ̸= 0. Como R satisface

la condición (σ-HH), por el Corolario 3.28, se tiene que R es un anillo σ-

semiartiniano izquierdo, aśı que existe S ∈ R-Simp∩Tσ tal que S se sumerge

en K y por lo tanto se sumerge en M. Por la Observación 3.23, se tiene que

S es parainyectivo, por lo que S es un cociente de M. Ahora, por hipótesis,

tenemos que existe C ∈ C tal que S es un cociente de C. Por la Observación

3.23, tenemos que S es paraproyectivo, por lo que S se sumerge en C. Note

que nos encontramos en la siguiente situación

M K

S C.

(3.5)

Como C cumple la condición (σ-N) , de (3.5), se tiene que M ∈ C. Es decir,

C ∈ σ- (R-conat) .

Ahora, consideremos C una clase σ-conatural. Mostraremos que C satisface

la condición (σ-N) , es decir, mostraremos que si M es un R-módulo tal

que para cualquier monomorfismo L ↣ M, con σ(L) ̸= 0 existen C ∈ C y

N ∈ R-Mod, con σ(N) ̸= 0, que cumplen que L ↢ N ↣ C, entonces M ∈ C.

Consideremos entonces un epimorfismo f : M ↠ K, con σ(K) ̸= 0. Como

R satisface la condición (σ-HH), por el Corolario 3.28, R es un anillo σ-max

izquierdo, aśı que existe S ∈ R-Simp∩Tσ tal que S es un cociente de K y por

lo tanto un cociente de M. Ahora, por la Observación 3.23, se tiene que S es

paraproyectivo, por lo que S se sumerge en M. Luego, por hipótesis, tenemos

que existe C ∈ C tal que S se sumerge en C. Note que, de la Observación

3.23, se tiene que S es parainyectivo, por lo que S es un cociente de C. Aśı,
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tenemos la siguiente situación

M K

S C.

(3.6)

Ahora, como C ∈ σ- (R-conat) , C cumple la condición (σ-CN) , por lo que,

de (3.6), se tiene que M ∈ C. Aśı, C ∈ σ- (R-nat) .

Teorema 3.65 Sea σ ∈ R-pr exacto y coestable. Si σ- (R-nat) = σ- (R-conat) ,

entonces cualquier módulo S ∈ R-Simp∩Tσ es parainyectivo y paraprojecti-

vo.

Demostración. Sea M un R-módulo y S ∈ R-Simp∩Tσ. Si S se sumerge en

M, como S = σ(S), se tiene que S ∈ ξσ-nat(M). Ahora, dado que σ- (R-nat) =

σ- (R-conat) , se sigue que ξσ-nat(M) = ξσ-conat(M). Aśı, S ∈ ξσ-conat(M), por

lo que, de 3.37, S es un cociente de M, es decir, S es parainyectivo.

Por otro lado, si S es un cociente de M, entonces S ∈ ξσ-conat(M), pues

S = σ(S). Se sigue del hecho de que σ- (R-nat) = σ- (R-conat) , que S ∈

ξσ-nat(M). Ahora, por 3.54, se tiene que S se sumerge en M, esto es, S es

paraproyectivo.

Observación 3.66 Sea σ ∈ R-pr. Si σ se escinde centralmente, entonces

existe un idempotente central e ∈ R, tal que σ( ) = e · . Ahora, como R =

Re⊕R(1− e), se sigue que σ(R) ∼= R/(1− e)R, aśı que un σ(R)-módulo es

un R-módulo anulado por 1− e. Además, si M es un σ(R)-módulo, entonces

M = σ(M).

Lema 3.67 Sea σ ∈ R-pr. Si σ se escinde centralmente, entonces las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) R satisface la condición (σ-HH).

(2) σ(R) satisface la condición (HH).

Demostración. (1) ⇒ (2) Sean M,N dos σ(R)-módulos y sea 0 ̸= f ∈

Homσ(R)(M,N). Como M y N son también R-módulos, se sigue que 0 ̸= f ∈

HomR(M,N). Ahora, por la Observación 3.66, se tiene que M = σ(M), aśı

que 0 ̸= f ∈ HomR(σ(M), N). Como R satisface la condición (σ-HH), se si-

gue que existe 0 ̸= g ∈ HomR(N, σ(M)), de donde 0 ̸= g ∈ Homσ(R)(N,M).

Esto es, σ(R) satisface la condición (HH).

(2) ⇒ (1) Sean M,N dos R-módulos tales que σ(M), σ(N) ̸= 0 y 0 ̸=

f ∈ HomR(σ(M), N). Note que σ(M) y σ(N) son dos σ(R)-módulos. Aho-

ra, como σ es un prerradical, f se puede correstringir a σ(N), es decir,

f⌈: σ(M) → σ(N) es un σ(R)-morfismo no cero. Aśı, existe 0 ̸= h ∈

Homσ(R)(σ(N), σ(M)), pues σ(R) satisface la condición (HH). Note que

nos encontramos en la siguiente situación.

σ(M) σ(N)

σ(M) N = σ(N)⊕ (1− e)N.

f⌈

h̸=0

h⊕0

Entonces, si 0 denota el morfismo cero, se tiene que h⊕ 0 es un morfismo no

cero de N a σ(M), es decir, HomR(N, σ(M)) ̸= 0.

Veamos ahora que, si HomR(N, σ(M)) ̸= 0, entonces HomR(σ(M), N) ̸=

0. Sea 0 ̸= g ∈ HomR(N, σ(M)). Como σ se escinde centralmente, por la

Proposición 3.8, σ es exacto y en particular exacto izquierdo, por lo que σ

es idempotente y Tσ es una clase hereditaria. Dado que 0 ̸= g(N) ≤ σ(M),
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se tiene que g(N) ∈ Tσ. Consideremos ahora el epimorfismo g⌈: N ↠ g(N).

Por ser σ cohereditario, se tiene que el morfismo g[ : σ(N)→ σ (g(N)) es un

epimorfismo. Aśı, si g(σ(N)) = 0, entonces g(N) = σ (g(N)) = 0, lo cual no

puede ocurrir. Por lo tanto g⌊: σ(N) → σ(M) es un R-morfismo (y por lo

tanto un σ(R)-morfismo) no cero. Luego, dado que σ(R) satisface la condición

(HH), se tiene que existe 0 ̸= h ∈ Homσ(R)(σ(M), σ(N)). Finalmente, 0 ̸=

ι ◦h ∈ HomR(σ(M), N), donde ι denota la inclusión de σ(N) en N . Esto es,

HomR(σ(M), N) ̸= 0.

Tenemos aśı que R satisface la condición (σ-HH).

El siguiente resultado, el último de este trabajo, generaliza el Teorema

2.16.

Teorema 3.68 Sea R un anillo y σ ∈ R-pr exacto y coestable. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) R satisface la condición (σ-HH) .

(2) R es un anillo σ- (R-Mod)-retráctil y cada S ∈ R-Simp∩Tσ es parapro-

yectivo.

(3) Cada S ∈ R-Simp ∩ Tσ es paraproyectivo y parainyectivo.

(4) σ-(R-TORS) = σ-(R-conat) = σ-(R-tors) = σ-(R-nat) .

(5) σ-(R-nat) = σ-(R-conat) .

(6) R = σ(R)×R2, donde σ(R) es un anillo que satisface la condición (HH).
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(7) R = σ(R)×R2, donde σ(R) es isomorfo a un producto finito de anillos,

cada uno de los cuales es un anillo completo de matrices sobre un anillo

perfecto por ambos lados y local.

Demostración. (1) ⇔ (2) ⇔ (3) es el Teorema 3.29. (1) ⇒ (5) es el Teo-

rema 3.64. (5) ⇒ (3) Se sigue del Teorema 3.65. (1) ⇒ (4) es consecuencia

del Teorema 3.48 y del Teorema 3.64. (4)⇒ (5) Es claro. (1)⇔ (6) Es con-

secuencia del Lema 3.67 y porque σ se escinde centralmente. (6) ⇔ (7) Se

sigue del Teorema 2.16.

Finalmente, en la siguiente página, anexamos un diagrama que ilustra las

relaciones existentes entre las ret́ıculas estudiadas en este caṕıtulo.
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