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Introduccion

Consideramos el problema

(

-Au=1 enQ),

u=0 sobre dQ, (S)

g—“ =—c sobre dQ,
\ v

donde Q es un dominio acotado suave en RY, % denota a la derivada normal
exterior y ¢ es una constante positiva.
Se trata de un problema sobredeterminado, ya que las primeras dos condicio-

nes

-Au=1 en(Q),
(P)

u=0 sobredQ,

determinan de manera Unica a la soluciéon u de (P); ver [1, Teorema 16.29]. El
principio fuerte del méximo asegura que u# > 0 en (J; ver Teorema 1.1.4.

La pregunta es entonces:

Problema 0.0.1. Dada c > 0, jpara qué dominios () existe una solucion del problema

(S)?

Notemos que, si u es solucién de (S), entonces el teorema de la divergencia



INDICE GENERAL 2
establece la siguiente relacién entre la medida de Q) y la de su frontera:

Ju
|Q|N=—/ AU:-/ 8_:C|aQ|N—1)
Q oQ oV

donde |- |y, |- |y-1 denotan a la medida de Lebesgue en RN y RN~! respectiva-

mente. De lo anterior vemos que la constante positiva ¢ no es arbitraria sino que

QN
Cc = .
[0Q N1

James Serrin demostré en [6] el siguiente resultado:

Teorema 0.0.2 (Serrin 1971). Si existe una solucién u € C*(Q) del problema (S),
entonces () es una bola de radio R:= Ncy

_ R -x-¢P?

u(x) N

donde & es el centro de la bola.

El objetivo de este trabajo es exponer a detalle la demostraciéon del Teore-
ma 0.0.2 que se encuentra en las Secciones 1 y 2 del articulo de Serrin [6]. La
introduccién de [6] contiene una amplia motivacién fisica para estudiar este
problema. Serrin hizo la prueba basandose en el método del plano mévil de
Alexandrov, los principios del méximo y una generalizacién del Lema de Hopf.

En el articulo [5] de C. Nitsch y C. Trombetti, se pueden encontrar otras
demostraciones del teorema de Serrin, como la de Weinberger que es bastan-
te corta donde solo utiliza la identidad de Pohozaev y el principio fuerte del
maximo.

Para abordar la demostracién de Serrin, en el Capitulo 1 discutiremos breve-
mente los principios del maximo y el lema de Hopf para el operador de Laplace,
la demostracién de estos resultados cldsicos también se pueden encontrar por

ejemplo, en el libro de Evans [3], Seccién 6.4. En este capitulo, enunciaremos y
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demostraremos a detalle una generalizacién del lema de Hopf. Una vez hecho

esto, en el Capitulo 2, veremos concretamente la prueba del Teorema 0.0.2.



Capitulo 1

Principio del maximo

y lema de Hopf

En este capitulo trabajaremos en algunas propiedades interesantes del ope-
rador de Laplace. Sean () un subconjunto abierto, conexo y acotado en RY con

frontera suave y u € C2(QQ) tal que
Au>0 en (). (1.0.1)

En la Seccién 1.1 veremos los principios del méximo, que establecen que
si u € C%(Q) satisface la desigualdad (1.0.1), entonces u no puede alcanzar su
maximo en (2, a menos que u sea una funcién constante. Como consecuencia
inmediata de este resultado, veremos que si u < 0 en la frontera de (2, entonces
u <0en () anoser que u =0. En la Seccién 1.2, veremos el Lema de Hopf que
establece que si u satisface de nuevo (1.0.1) y se maximiza en un punto de la
frontera de (), entonces la derivada normal exterior en ese punto debe de ser
estrictamente positiva. Estos resultados cldsicos se encuentran por ejemplo, en

el libro de Evans [3], Seccién 6.4.
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En la seccién 1.3 veremos el segundo resultado principal de esta tesis.

Lema 1.0.1 (Lema de Hopf generalizado). Sean Q) un subconjunto abierto y aco-
tado de RN con frontera C? Q €9Q, vQ la normal unitaria exterior en Q vy T un
hiperplano en RN que contiene a {Q+tvg, t € R}. T divide a () en dos abiertos. Sea
D uno de ellos.

SiweC?(D)es tal quew 0y

-Aw>0 en D,
w>0 en D,
W(Q) =0,

ys€RN entraa D en Q, entonces

0 bien aa—Y:(Q)>O 0 bien —w(Q)>0.

La idea fundamental de la prueba de este resultado, asi como el lema de
Hopf, consiste en encontrar una funcién auxiliar que satisfaga los principios
del méximo en una regién adecuada y que en el punto Q la funcién alcance
su maximo. Este resultado es mds delicado que el lema de Hopf, ya que en el
punto Q no es posible encontrar una bola abierta B que se quede completamente

contenida en D y que Q € dD.

1.1. Principios del Maximo

Sean () un subconjunto abierto, conexo y acotado en RN y u € C?(Q)). Supon-
gamos que u tiene un maximo local en x € (). Entonces, sabemos de los cursos

de calculo, que en este punto las derivadas parciales de u satisfacen que
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Ju du 8_u

a—le(X) = 0, a—xz(X) = 0, veey aXN (X) =0
g d2u d%u d*u

— <0, — <0, .. — <0

ax% (x) = (9x§ () 8x12\, )

Asi, en un maximo local, se satisface la desigualdad
Au <0.
Esto nos asegura que si una funciéon u € C?(Q)) satisface la desigualdad estricta
Au(x) >0 (1.1.1)

para cada punto x € (), entonces u no puede alcanzar su méaximo en ).

Es importante establecer un principio del maximo menos restrictivo que la des-
igualdad (1.1.1). Mostraremos a continuacién que el principio del maximo an-
terior es valido incluso cuando la desigualdad (1.1.1) no es estricta, a menos que

U sea constante.

Teorema 1.1.1 (Principio del méaximo). Sea u € C*(Q) tal que
Au>0 en Q.

Si u alcanza su maximo M en algtin punto de (3, entonces u = M en Q).

Demostracion. Sea x € (), entonces existe r > 0 tal que el conjunto abierto B,(x) :=

{y € RN :||x-yl|| < r} esté completamente contenido en Q). Para todo p € (0, ) te-
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nemos que

0< / Au(y)dy = pN/ Au(x+pz)dz
By(x) B1(0)

:pN/ Vu(x+pz)-zdS,,
dB;(0)

lo que implica que
OS/ Vu(x+pz)-zdS,,
dB1(0)

luego,

.
OS/ </ Vu(x + pz) zdS)dp
0 \/9B,(0)

/931 (/ Vu(x +pz)- zdp)d

/ u(x+rz)—u(x))ds,
d

B1(0

/ u(x+rz)dS, —|dB;(0)|n_1u(x).

By (0

QO

En consecuencia,

1 1
u(x)Sm/aBl( 0) u(x+rz)dS, = m/%r(x)u(y)d%. (1.1.2)

Ahora bien, supongamos u alcanza su maximo M en algin punto xy € Q).

Entonces, u <M y u(xy) = M, deducimos de la desigualdad (1.1.2) que

1
|0B,(x0)IN-1

/ u(y)dS, =M Vr>0 talque B,(xy)CQ,
dB,(xg)

por lo que u debe ser idénticamente igual a M para cualquier bola abierta cen-
trado en x( tal que su cerradura este contenida en (). De no ser asi, por la
continuidad de u, podemos encontrar r > 0 tal que B,(x,) esté completamen-

te contenida en ), un subconjunto B de dB,(x;) de medida no nula (la medida
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en RN71), y t <M tal que u(y) < t para todo y € B, con lo que

1 1 1
9B, (xo) 8B,(x0)u(y)dsy " |9B,(xo)] (aBr(xO))\B”(y)dsﬂm/{ju@)dsy
(9B, (x0)) \ Bly-1M N |Bly_1t
~ |9Bi(x0)In-1 |9B,(x0)IN-1
M|(dB,(xp)) N Bly_1 , [Bln-1M M

+ =
|0B,(x0)IN-1 |0B,(x0)In-1

Asi que, A = {x € Q : u(x) = M} es abierto, pero también cerrado por la

continuidad de u. La conexidad de () implica que,obien A=Qobien A=0Q. [

Hacemos hincapié en que en la prueba anterior, no utilizamos el hecho de
que Q sea acotado, utilizando este hecho, obtenemos que si ademés u € C%(Q) y

1 no es constante, entonces necesariamente u se maximiza en la frontera de Q.

Corolario 1.1.2. Si u € C*(Q)NC%(Q) es tal que
Au>0 en Q,

entonces,

max u(x) = max u(x). (1.1.3)
xeﬁ x€0dQ)

Como consecuencia inmediata de los dos resultados anteriores, tenemos los

dos siguientes teoremas.

Teorema 1.1.3 (Principio del maximo débil). Sea u € C*(Q)NC°(Q) una solucién

de
-Au <0 enQ,

u<0 endQ.

Entonces u <0 en Q.



CAPITULO 1. PRINCIPIO DEL MAXIMO Y LEMA DE HOPF 9

Teorema 1.1.4 (Principio fuerte del maximo). Sea u € C*(Q)NC%(Q) una solucion

de
-Au<0 en(Q,

u<0 enQ.

Entonces, o bien u=0en Q, o bien u <0 en Q.

1.2. Ellema de Hopf

Ahora supongamos que la frontera de Q es de clase C2.

Definicién 1.2.1. Sea 1 el vector normal unitario exterior en el punto x, € JQ).

Decimos que el vector v apunta hacia afuera desde Q) en el punto x si
v-n>0.

Si w € C1(Q)), definimos la derivada direccional exterior de w sobre la fron-

tera de () en el punto x( en la direccién v como

(1.2.1)
Note que el limite anterior siempre existe y es igual a

lim v-Vw(x) = v - Vw(xg).
X—X(

Ademais, si w satisface que w(x) < w(x() para todo x € (2, es inmediato de (1.2.1)
que g—’;’(xo) > 0.

Sea u € C*(Q)NC°(Q) que satisface que —Au < 0 en Q. Si u alcanza su maxi-
mo en x( € JQ, entonces la derivada direccional de u en x; tomada en cualquier

direccién en la frontera que apunta hacia fuera de () no puede ser negativa. De



CAPITULO 1. PRINCIPIO DEL MAXIMO Y LEMA DE HOPF 10

ser asi, la funcién comenzaria a crecer a medida que ingresamos a () en x,. Por
lo que el méximo no puede ocurrir en x,, tenemos entonces que g—”(xo) > 0.

24
A continuacién probaremos que, a menos que u sea una funcién constante, la

desigualdad g—z(xo) > 0 es estricta en x.

Teorema 1.2.2 (Lema de Hopf). Sea u € C*(Q) NC(Q) que satisface
-Au <0 en(Q),
v supongamos que existe un punto xy € dQ tal que
u(xg) > u(x) para todox € Q.

Si ademas Q) satisface la condicion de la esfera interior en x; esto es, si existe una

bola abierta B tal que B C Q) y x( € dB, entonces la derivada direcional exterior

ou
a_V(xO) > O'

donde v es un vector que apunta hacia afuera de B en el punto x.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B = B,(0) para

algtin r > 0. Consideramos la funcién positiva w en B,(0) definida por

_ 2 4,2
_ oAl _

w(x) para x € B,(0),

para A > 0 aun por determinar.

Mediante un cdlculo directo,

Aw(x) = e M (422)1x)> - 2N A).
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En laregiéon A = B,(0) \ B%(O), ver Figura 1.1, es facil ver que

2N +1
Aw >0, sid> r2+'

Figura 1.1: A = B,(0) \ B%(O)

Luego, fija tal A, definimos para ¢ >0

we(x) = u(x) —u(xg) + ew(x).

Es claro que, Aw, > 0 en A, w, < 0 sobre dB,(0) y w.(xg) = 0. Como u(x) < u(xq)

para ||x|| = 5, podemos encontrar ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que w,(x) <

0 para [|x|| = 5. Con lo que

.

Aw, >0 en A,
Jwe <0 sobre JdA,
\wg(xo) =0.

Por tanto, del Corolario 1.1.2, w, alcanza su maximo en el punto x,. Esto implica

que
dw,

v (XO) =0
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0
du dw a2 a2
E(xO) > —Eg(xo) =—ev-Vw(xg) =—¢v- (—2/16 x0> =2ede™" v-n(xy)>0.

]

1.3. Una generalizacién del lema de Hopf

A continuacién daremos una generalizacién del Lema 1.2.2.

Definicién 1.3.1. Sean D un subconjunto abierto de RN, Q € dD y s € RN. Decimos

que s entra a D en Q si existe ty tal que Q +ts € D para todo t € (0, ty).

Si w € C%(D) definimos f(t) := w(Q + st). Entonces f € C*([0,t)) y

dw
85 (Q):tlif%)}rf (t)_f(o)l
82 V4 V4

2 (Q) = lim £7(t) = (0).

Lema 1.3.2 (Lema de Hopf generalizado). Sean Q) un subconjunto abierto y aco-
tado de RN con frontera C?, Q €9dQ, v la normal unitaria exterior en Q y T un
hiperplano en RN que contiene a { Q+ tvg : t € R}). T divide a () en dos abiertos. Sea
D uno de ellos.

SiweC*(D)es tal quew z 0y

-Aw>0 en D,

w>0 en D,
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ysE RN entraa D en Q, entonces

2w

: dw .
0 bien 8_5(Q)>O 0 bien e

(Q)>0.

Demostraciéon. Como Q es de clase C?, existe B; una bola abierta contenida en
Q tal que dB; N dQ = {Q}. Sea B, la bola abierta con centro en Q y radio %rl

donde r es el radio de B;. Definimos

KI:BlmBzﬁD,
rI:aKﬁaBz,

I":=(dKNT)U(dKNJIBy),

ver Figura 1.2.

Figura 1.2: K=B;NB,ND, I =dKNJB,

Elegimos un sistema de coordenadas con el origen en el centro de By y con
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T igual al hiperplano x; = 0; ademdas podemos suponer que
D = {(Xl,XZ,"' ,XN) eQ : X1 > 0}

Ahora definamos la funcién auxiliar

2

—alx|? _ —arg ),

z(x) = x;(e e

donde a es un namero real positivo a determinar.

Es claro que
z>0enK, z=0 sobrel” y z(x)<x; Vxel.
Mediante un simple cdlculo tenemos que
Az(x) = 20(xle_“|"|2(201|x|2 — (N +2)).

Como x| > 3, en K, podemos elegir a suficientemente grande, digamos a =
(N +2)r;? para obtener Az >0 en K.

Por otra parte, como w Z 0, el principio fuerte del maximo (Teorema 1.1.4)
asegura que w > 0 en D. Notamos que I interseca la frontera de D solo en el
hiperplano T. Ademas, la distancia de I' N T a las esquinas de D es positiva.

Afirmamos que existe € > 0 tal que
w(x)>€ex; en T. (1.3.1)
En efecto, dividimos I'N T en dos conjuntos disjuntos INT = AjgUA,, donde

A, ={xel'nT : w(x)>0}, Ag={xel'NT : w(x)=0}.
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Notamos que para cualquier € > 0, w(x) > ex; para cualquier x e ' N T, pues
x1 = 0. También, para cualquier x € A; se satisface la condicién de la esfera

interior, luego por el lema de Hopf (Lema 1.2.2)

ow . Jw

a—)Clx —a—el(X)>O.

Como en particular w € C! (D), podemos encontrar 6 > 0 tal que

Jw

W(x) >0 para todo x € A, As:={xeD : dist(x,Agy) < 9).
1

Como 9% > 0 en A,, podemos encontrar &; > 0 tal que
9x1

1%
a—:—el >0 enAs.

Sean p =w—¢1x7 y x = (x1,x’) € Ag, entonces ¢(0,x") = w(0,x’) > 0y por lo tanto
1 a(P
001> 9l ~9(0,3) = ([ 52 (om0 d5) >0,
0 9dx;
es decir,
w(x) > e1x7 en Asg.

Notemos que I\ A5 =T\ ([N Ajy) es cerrado, pues A; es un abierto relativo a D,
con loque I'NAg es un abiertoen I'. Como Ay C As, w > 0 en el compacto I' \ Ay
(por la definicién de A,, y por el hecho que w > 0 en D), tenemos también que

existe una constante positiva ¢, > 0 tal que

w(x)>e; enl \As.
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El hecho de que x; < r; para todo x = (x1,x) € I, nos garantiza que

€
w(x) > —2x1.
1

Tomando € = min{eq, f—f} obtenemos la afirmacién (1.3.1).

Ademais

w>0enT".

Consecuentemente, la funcién w — ez satisface que

-A(w—-€z)>0 enKk,

w—€z>0 sobre 0K,

y, por los principios del maximo (Teoremas 1.1.3 y 1.1.4), se tiene que
w-€z>0 enk.

Ademas, (w —e€z)(Q) = 0.
Sisentraa D en Q, entonces s entra a K en Q. Por lo tanto, Q +ts € K para

todo t € (0,tg) con ty > 0. Sea f(t) := (w—€2z)(Q + ts). Entonces,

B(w—ez)(Q) ~— lm f(t)-£(0) ~ lm (w—ez)(Q+1ts) > 0.
ds t—0t t t—0t t
Si a(“;_sez)(Q) = 0, entonces az(gs;ez)(Q) > 0. Asi pues,
—_ 200
o bien M(Q)>O, o bien %(Q)ZO.

ds
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Un célculo directo muestra que

0z 2%z
Q=0 y 3(Q)>0

Por tanto,

obien —(Q)>0,

) *w 9’z
o bien w(Q)ZGF(Q)>O

Esto concluye la demostracion.

17



Capitulo 2

El teorema de Serrin

Consideremos el problema

(

-Au=1 enQ),
u=0 sobre dQ, (2.0.1)
g—z =—c, sobre dQ),

\

donde Q es un dominio acotado suave en RY, g—z denota a la derivada normal
exterior y ¢ es una constante positiva.
En este capitulo demostraremos el resultado principal de esta tesis, que afir-

ma lo siguiente.

Teorema 2.0.1 (Serrin 1971). Si existe una solucién u € C*(Q) del problema (2.0.1),

entonces () es una bola de radio R:= Ncy

R?—|x—&f?
u(x)= ————,
2N
donde & es el centro de la bola.

El argumento de Serrin se basa en el método del plano mévil. Este método

18
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consiste en considerar, para cada direccién ¢ € RY, a un hiperplano ortogonal
a C que viaja desde el infinito en la direccién de C hasta tocar al dominio Q). Al
continuar avanzando, barre a una porciéon de (). En los primeros instantes, la
reflexion respecto al hiperplano de la porcién barrida por él estard contenida en
Q). Detenemos el movimiento del hiperplano cuando deja de estarlo y llamamos
H; al hiperplano final.

El punto crucial del argumento de Serrin consiste en demostrar que el do-
minio () y la solucién de (2.0.1) son invariantes bajo la reflexién respecto al
hiperplano H; para cualquier ¢ € RY, ver Proposicién 2.1.2.

Una vez demostrada la afirmacién anterior, usando un argumento de si-
metria concluimos que ) es, o bien una bola, o bien un anillo, y que la solucién
u de (2.0.1) es una funcién radial. La definicién de H; y la Proposicién 2.1.2

descartan la posibilidad de que () sea un anillo.

2.1. El método del plano movil

Sea QO un dominio acotado y suave de RY. Entendemos por dominio a un
subconjunto abierto y conexo.

Para cada C € RN con [¢| = 1 y t € R, denotamos por H;; al hiperplano
ortogonal a C que pasa por t(, por E. ; al semiespacio abierto cuya frontera es

H ¢ y cuya normal exterior es C, y por o¢; a la reflexién sobre Hy ;. Definimos
Qr:=QNEg, y o Q0= 00(Qcy).

Sea f; el namero real méds pequefio para el que se cumple al menos una de las

siguientes afirmaciones:

(1) o bien (an,tC NHg, ) NoQ =0,
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(2) obien C es tangente a J() en un punto Q € H ; N JQ.

Ver por ejemplo Figura 2.

(b) Caso 2

Figura 2.1: Dos posibles casos para Qz’t(.

Definimos

HC = HC:tC’ Qé = Qétc y QC = QEU(HCOQ)UQZ

Observaciones 2.1.1. De las definiciones anteriores se sigue que
(i) QrcQ,

(ii) dQ¢ \ Hg es la grafica de una funcion suave @ definida en un subconjunto

abierto de Hy.

Proposicion 2.1.2. Si existe una soluciéon u € C*(Q) de (2.0.1) entonces, para cada
C e RN con |C| =1, se cumple que Q; = Q y la funcion u es simétrica respecto a H,

i.e., u(prx) = u(x) para todo x € Q).

Demostracion. Definimos v : (Q; — R por

v(x) = u(pcx), xe€QF,

v(x) = u(x), x€Qr U(HNQ).
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Claramente v satisface:

;

“Av=1 en QF,

v=1u sobre 8(22 N He, (2.1.1)

v=0y g—z =—c, sobre dQf \ H¢.

\

Como Qf esta contenido en Q, podemos considerar la funcién u —v en Q7. De

(2.1.1) y del hecho u > 0 en Q, obtenemos

;

~A(u-v)=0 enQf,

u—-v=0 sobre QQZ NHe,

u—-v>0 sobre 8QZ\HC.

\

Del Teorema 1.1.3, se sigue que u —v > 0 en Q7. Luego, el principio fuerte del

maximo (1.1.4) afirma que, o bien
u-v>0 enQr (2.1.2)

o bien u = v en Qf. Del dltimo caso se sigue el resultado. En efecto, argumen-
tando por contradiccién, supongamos que existe x € O\ (¢. Sea 0 : [0,1] = Q)
una funcién continua tal que 0(0) = x y o(1) € Q. Entonces o(t) € JQF \ H¢

para algun t € [0, 1] y, puesto que p¢(0(t)) € dQ), se tiene que

u(o(t)) =v(o(t)) = u(pc(o(t)) = 0.

Esta es una contradiccién, ya que u(x) > 0 para todo x € (). Asi pues, bastara
demostrar que u = v en Q7.

Supongamos que ocurre el caso (1), es decir ()7 es internamente tangente a
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dQ) en un punto x; que no pertenece a H, entonces Qz satisface la condicién
de la esfera interior en x; € JQ7, pues Q) es de clase C?, y supongamos por

contradiccidon que (2.1.2) es cierto. Entonces, el lema de Hopf asegura que

d(u—v)
v

(Xo) > 01

pero esto contradice (2.0.1) y (2.1.1) que implican

du dv
E(xo) = %(Xo) =—C

Concluimos que (2.1.2) no puede ocurrir en el caso (1).

El caso (2) es mucho mas complicado ya que el Lema de Hopf (Teorema
1.2.2) no se puede aplicar, pues Q7 no satisface la condicién de la esfera interior
en Q € JQf. La prueba hace uso del Lema de Hopf generalizado (Lema 1.3.2),
El objetivo es demostrar que u — v tiene en Q un cero de segundo orden. Para
hacer esto, fijamos un sistema de coordenadas con el origen en Q, el eje xy en la
direccién de la normal interior a JQ en Q, y el eje x; en la direccién de C, eso es,
normal a Hy. En este sistema de coordenadas, localmente sabemos que existen

una bola abierta B con centro en 0 en RN"1, e >0y ¢p € C®(B) tales que

(Bx(—€,€))NdQ ={(x",¢p(x")): x' €B},

(Bx(—€,€))NQ ={xeRN : (x,%y,...xxy_1) €B, xny > P(x1,x0,..xN_1)}-

Entonces, la frontera de () localmente esta dada por la férmula implicita

G(Xl,...,XN) = XN — (P(xll""xN—l) = O,



CAPITULO 2. EL TEOREMA DE SERRIN 23

y el vector normal exterior unitario es

_ -VG(x) _ (§—§§<x'>,..., R (X’),—1>
IVG(x)ll (1 pyN- (g—i(X’)) z)

v(x)

donde x” = (xq,...,xy_1). Como u € C*(Q) las condiciones de frontera, u = 0 en

Ay 9 — _cen dQ, se pueden escribir como
Jdv

u(xy,..o XN_1, P(x1,...,xn-1)) =0, (2.1.3)

— 8 ) u u
Ju S I () 9 (x) - ()
1 (3¢, )2
(1 +Z§\i11 (a—fl(x )> )
donde x = (x’, ¢(x”)) con x” € B. Por lo tanto,

1/2
du = Ju I 7 9¢\2
8xN - axk an = C{]. + Z (a—xk> . (214)

k:l k:1

Derivando (2.1.3) con respecto a x;, parai =1,..,N —1, tenemos por la regla

de la cadena que
ou , o o _

a—Xi'i' axN 8xi =0. (215)

Evaluando (2.1.5) y (2.1.4) en 0! y recalcando que %(0) =0,parai=1,..,N-1
ya que v(0) = ey, tenemos que

M ioy=0, 2*

5 0=0 S0)=c (2.1.6)

'Dependiendo del contexto a veces 0 € RN~! y a veces 0 € RN,
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Derivando de nuevo (2.1.5) con respecto a x;, para i,j = 1,.., N — 1, obtenemos

que

2 2 2
d°u N d°u 2u I (j) Ju J°¢ _o, (2.1.7)
Jx;0x; ox; 8xN BxN 8x ox; axN dx;0x;

evaluando (2.1.7) en 0 y utilizando que u € C*(Q) tenemos que

%u ¢
8x,~8xj (0) " C&xiaxj (0)

=0 Vi j=1,..,N-1. (2.1.8)

Derivando de nuevo (2.1.4) con respecto a x;, parai =1,...,N —1, obtenemos que

Pu_ Pudp _Ni 9 (du\dp du I¢
dx;i0xN  dx%; 0x; — dx; \ dxy ) dx;  Oxi dx;0x;

(2.1.9)
SN o9 *¢
k=1 dx; dx;dx;
vl 7
y usando (2.1.6) obtenemos que
92
2% (0)=0 Vi=1,.,N-1. (2.1.10)
0xN 0X;
Demostremos a continuacién que
d%u
——(0)=0 Vi=2,.,N-1. 2.1.11
7250 j (2.1.11)

Como t = 0 es el nimero real més pequefio para el cual existe un punto Q €

H, ,NdQ tal que e; es tangente a JQ) en Q, se tiene que

99

(Xl,X2, ,XN_l) <0 si X1 < 0.
aXl
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Como ¢ €C 1 concluimos que

J
a—z(o, Xz,...,XN_l) <0.

En particular, para j=2,..,N -1,

) J J '
a_i(tej)_a_i(o) ) a—jl(tej) <0 sit>0,
t ot

>0 sit<O.

De modo que, como ¢ es de clase C?, pasando al limite cuando t — 0 obtenemos

que

22¢ .
T om (0)=0 Vj=2,.,N-1.

De lo anterior y la afirmacién (2.1.8) se obtiene (2.1.11).
En las coordenadas elegidas, C = ey, p,, (X1,...,XN) = (=X1,X2,.., XN) ¥
v(x) = u(0e, X) Vx=(x1,...,xy), x1>0.

Por lo tanto, si denotamos por ¢ := g,

v ) = g—;’i(px) sii=2,.,N,
Bxl-

—%(px) sii=1.

Usando (2.1.6) concluimos que

v ou .
a—xl(O)—a—xl(O) VZ—l,...,N.

Se tiene ademaés
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0%v —af%—g’x.(px) sii,j=2,.,Noi=j=1,
FRaE Ll B
e ~5Z8(ox) sii=1, j=2,..N.

Usando (2.1.10) y (2.1.11) obtenemos que

d*v d%u

0) = 0 Vi, j=1,.,N.
axjax,-( ) aX]'aXl‘( ) "]
La funciéon w = u — v satisface que
(
-Aw=0 enQy7,

w>0 enQf,

w(0) = 0.

\

Si O es cualquier direccién que entra a Q7 en 0, el Lema de Hopf Generalizado

(Lema 1.3.2) asegura que

d(u—v)
20

9*(u —v)
002

(0)>0 o (0)>0,

lo que es una contradiccién, ya que todas las primeras y segundas derivadas de

u —v se anulan en 0. O]

2.2. La demostracion del Teorema de Serrin

El resultado siguiente serd de gran importancia para culminar la demostra-
cién del Teorema 2.0.1. La demostracién de este resultado fue tomada directa-

mente de las notas del curso de Métodos Variacionales en Ecuaciones Diferen-
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ciales Parciales impartido por la Dra. Ménica Clapp, [2, Lema 4.50].

Lema 2.2.1. Si u : RN — R cumple que u(x) = u(~x) v u(x) = u(¢p;(x)) para todo

x € RN, donde @, (x1,%3,...,x5) := (2a; — x1, X, ..., Xy ), entonces
u(x1,%2,...,xN) = u(xy +4ay,x3,..., X5) Y (xq,...,xy) € RN,

Si ademas u € L1(RN) con q € [1,00) y u # 0, entonces a; = 0.

Demostracion. Se tiene que

u(x1,Xx2,...,XN) = U(=x1,=X2,..., —XN)
=u(2ay + x1,xp,...XN)
=u(-2a; —x1,%2,...,XN)
=u(4a; +x1,X2, ..., XN)-

Es decir u es 4a; — periodica en la variable x;.

SiueLI(RN), u=0ya; #0, entonces

m/ | </ lulf <co VmeNN.
|x1]<2lay] RN

Esta es una contradiccion . Por tanto, a; = 0. ]

Demostracion del Teorema 2.0.1. Si u € C*(Q)) es solucién del problema (2.0.1)

denotamos por i a su extension trivial a RY, es decir,

u(x) sixeQ,

0 sixe RN\ Q.

Entonces, la Proposicién 2.1.2 asegura que i es simétrica respecto a He]. para

todoj=1,..,N, esdecir, existen a;,a,,...,ay € Rtales que (), y i son invariantes
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respecto a la reflexion p;(xy,...,xy) = (x1,..., 24; — Xj,..., x) sobre el hiperplano
xj=ajparacadaj=1,..,N.
Definamos

w(x) :=1i(a—x) cona=(ag,..,ayn).

Veamos que w es una funcién radial.
Se tiene que w(x) = w(—x) para todo x € RN. En efecto, para cada j = 1,.., N se

tiene que

w(xl,...,x]-,...,xN) =1(ay — X1, A —xj,...,xN)

= ﬁ(ﬂl = X1yeees Za] — (a] — Xj),..., XN)

u(ay —xg,., @j + Xj, o0y XN)

= WXy ey =Xy ey XN )

Probaremos ahora que w es invariante respecto a la reflexién sobre cualquier
hiperplano que pasa por el origen. Sea { € RN tal que |C| = 1. La Proposicién
2.1.2 asegura que existe #; € R tal que w es invariante respecto a la reflexion
sobre el hiperplano ortogonal a C que pasa por #:C (v(x) := u(a—x) satisface una
ecuacion similar a (2.0.1) pero en Q' = a—-Q y v(x) = ii(a — x)). Aplicando el
Lema 2.2.1 concluimos que f; = 0 (cambiando coordenadas). Esto prueba que w
es invariante respecto a la reflexién sobre el hiperplano perpendicular a C que
pasa por el origen, para todo ¢ € RV,

Para probar que w es radial, tomemos y; =y, € RY tales que [|y;| = |p,|. En-
tonces y, es la imagen de y; bajo la reflexién sobre el hiperplano perpendi-
cular a ¢ = % que pasa por el origen, es decir, p¢,0(v;) = v, teniendo asi
i1(y1) = 11(y,). Esto prueba que i es radial.

En consecuencia,

Q =710, )
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es un dominio radial, es decir, o bien Q) es un anillo, o bien () es una bola.

H.

Figura 2.2: La frontera de Q)7 es tangente a [jen el punto Q y Q¢ = Q.

En el primer caso obtendriamos una contradiccién a la Proposicién 2.1.2,

ver Figura 2.2. En consecuencia, () es una bola. [
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