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Introduccién

Sea G un grupo finito actuando en una variedad Y proyectiva e irreducible
definida sobre un campo k. Considere el siguiente problema modelo que con-
siste en calcular trazas en H'(Y,.#) de elementos g € G cuando .Z es un haz
vectorial G-linearizado sobre la variedad Y.

Una solucién explicita para este problema no existe, lo que se tiene para
tratar de estudiar este tipo de situacién si la variedad es no singular y definida
sobre los complejos es el “Teorema Holomorfo de Lefschetz” (THL) de Atiyah-
Singer (ver [5, p.566]), desafortunadamente este no proporciona exactamente
la traza, sino los nimeros de Lefschetz L(g,.#) de g en %, esto es, una
suma alternada de trazas en las cohomologias H'(Y,.%). De hecho si g es
la identidad, el THL se reduce al teorema de Riemann-Roch.

A lo largo de este trabajo, todas las variedades que usaremos serdn va-
riedades definidas sobre los complejos.

En esta tesis nos enfocaremos en dos casos particulares del problema mo-
delo:

1. El primer problema es el siguiente (Trazas de Thaddeus).

Considere una curva X de genero gx al menos 2, no singular, proyectiva e
irreducible, con grupo de automorfismos G tal que X esta inmersa equiva-
riantemente en P, (este proyectivo complejo en adelante lo denotaremos sélo
por P") mediante un haz de linea muy amplio G-linearizado.
En este caso la variedad Y del problema modelo que consideraremos sera
Y = I?’S(, el blowup de P" a lo largo de X. Se puede ver que la acciéon de G en
P” induce una accién tnica en el blowup P% (ver [21], Corolario 7.15, p.165)),
explicitamente, la accién en el blowup fuera del divisor excepcional E C P’
es la misma que en el proyectivo P", y en E, la accién es la heredada por la
accion en la proyectivizacion del haz normal Nx/p..

Los haces .# del problema modelo seran los haces asociados a los divisores
(m+n)H —nkFE sobre el blowup ]133(, donde m,n son enteros, H es un divisor hi-
perplano y E es el divisor excepcional de P%. Los haces ﬁﬁ; ((m+n)H—nkFE) =

T Op-((m+n)H)® O, (—nE) admiten una G-linearizacion, ya que 05, (H) es



pullback de un &p-(1) que es linearizado, y por §7, ejercicio 7.4 de 1. Dolga-
chev [12], se puede ver que &, (E) admite una linearizacién tinica. Entonces
nos gustaria dar un método para calcular las trazas de automorfismos de X
en

— glp
Vi = H' (P, O,
X

((m+n)H —nk)). (1)
A estas trazas les llamaremos trazas de Thaddeus. Por simplicidad usaremos
la notacién

ﬁﬁ; (m,n) = ﬁﬁ;(((m +n)H —nE). (2)

Cuando no haya confusion escribiremos simplemente &'(m,n).

2. El segundo problema estd dado como sigue (Trazas de Verlinde).
Sea X la curva del problema anterior. Ahora la variedad Y del problema
modelo que consideraremos serd el espacio de moduli SUx(q,A) de haces
vectoriales semiestables de rango ¢ con determinante fijo un haz de linea
amplio G-linearizado A sobre X de grado d > 0.

En particular, nos concentraremos en el caso de rango ¢ = 2 (una des-
cripcion geométrica de SUx (¢, A) para A un haz de linea de grado 1 se puede
encontrar por ejemplo en Sarbeswar Pal [31]. Para el caso de espacios de
Moduli de haces sobre una curva se puede ver C.S. Seshadri [33], o M.S.
Narasimhan y S.Ramanan [29], ver también A. Beauville [§], para el espacio
de Moduli SUx (g, A) := SUx(q) con rango q > 2 y determinante trivial).

En este segundo problema la accién de G sobre X induce una accién
natural sobre Y = SUx(q,A) (ver [11, §1 y §2]). Por otro lado, recuerde
que en particular el grupo de Picard Pic(SUx(q)) es libre de rango 1 y esta
generado por un haz de linea £ conocido como el haz determinante sobre
SUx(q) (ver més detalles en [I3] y [9]). Cualquier potencia positiva £ de £
se puede suponer G-linearizada. Entonces el haz que consideraremos para este
problema serd el haz determinante £ sobre SUx (¢, A) y nos gustaria calcular
trazas de automorfismos de X en

Zyy = H'(SUx(q,A), L), k € Z. (3)
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Cuando [ = 0, los espacios H°(SUx(q,A), LF) == Zy se conocen como “es-
pacios de Verlinde”. Asi, las trazas de automorfismos de la curva X sobre
dichos espacios las llamaremos “trazas de Verlinde”.

Para las dimensiones de los espacios de Verlinde existe la llamada féormula
de Verlinde para cualquier rango ¢ y cualquier genero gx, esta fue descubierta
por fisicos y subsecuentemente demostrada por un importante ntimero de



mateméticos, para més detalles ver por ejemplo [7] y ver una versién para
rango 2 en [34].

Note que las cohomologias altas Zj; son cero para [ > 0 y rango ¢ ar-
bitrario (ver detalles en [7, §5]). Entonces, el segundo problema en el que
nos concentraremos (el caso ¢ = 2) consistird en determinar las trazas de
automorfismos de X en

HO(SUx(2,A), L),

esto es, trazas de Verlinde para rango 2.

El problema de las trazas de Verlinde para rango ¢ = 2 se puede resolver
del problema de las trazas de Thaddeus en grado 0 si d > 2gx — 2, es decir,
en rango ¢ = 2 se tiene el isomorfismo

Zk,O = Vm,n,O

sim==Fkkymn=Fk<%-1)y kdno son ambos impares. Esta serd nuestra
aproximacion para atacar el problema de las trazas de Verlinde en el caso
q =2, vy lo explicaremos en los parrafos siguientes.

Antes de continuar debemos comentar que esta forma de calcular trazas
de Verlinde es alternativa a una propuesta por J. E. Andersen. Una férmula
general para las trazas de Verlinde sobre espacios de moduli de G-haces semi-
estables sobre curvas cuando A = O, aparece en [I]. Ahi se usan dichas trazas
para determinar invariantes de 3-variedades, especificamente, los llamados
“Witten-Reshetikin-Turaev invariants of finite order mapping tori”. Salvo el
factor de correccién Det(f)~z¢ la férmula estd dada por la ecuacién 8.1 o
el Teorema 1.3 en [I]. Andersen deriva esta férmula aplicando directamente
el Teorema de Lefschetz-Riemann-Roch (ver [6]) para variedades singulares
en el haz de linea determinante de los espacios de moduli. Dicha férmula
depende de datos provenientes de las componentes del conjunto de puntos
fijos. Los espacios de moduli SUx (N, Ox) corresponden al caso G = SU(N)
y una descripcién de las componentes del conjunto de puntos fijos para este
caso estd dada por el Teorema 6.10 en [I] (ver también [2, Teorema 3.4]).
La contribucién de las componentes suaves a la traza de Verlinde es también
determinada en ese trabajo y restaria determinar las contribuciones de las
componentes singulares.

Ahora, para resolver el problema de trazas de Thaddeus en grado 0
(problema 1) hemos adaptado el método que usé M.Thaddeus para calcu-
lar las dimensiones de sus espacios Vi, = Vinno. En su método, Thaddeus
impuso las condiciones m,n > 0y m(d—2) —2n > —d+2gx — 2 (ver [34, 7.8]).

La adaptacion del método de Thaddeus para resolver el problema 1 con-
siste en usar el THL en lugar del teorema de Riemann-Roch, pero esto no es
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inmediato en principio. En esta tesis desarrollamos férmulas que hacen esto
posible (ver teoremas [3.4.1] 3.5.1 B.7.2] y la férmula (3.193)). Entonces al
quedar resuelto el problema 1 queda resuelto el problema 2 para rango 2. Si
q > 2 no podemos calcular las trazas de Verlinde hasta ahora.

Abordaremos el problema de las trazas de Thaddeus en cohomologias de
grado 0 (esto es, el caso Vi, ,0) con las hipdtesis siguientes: consideraremos
la inmersién de X en P" inducida por el sistema lineal completo |KxA|, donde
Kx es el divisor canénico de X y A es como arriba (al inicio del problema 2),
esto es, un haz de linea amplio linearizado sobre X de grado d, y m,n deben
satisfacer que m,n > 0y m(d — 2) — 2n > —d + 2gx — 2. El método resuelve
esencialmente los casos dificiles, esto es, cuando m,n > 0.
Para otros casos se sabe por ejemplo que si m +n < 0 entonces
HO(P%, 0(m,n)) = 0. De hecho si m < 0, V., = 0. Ademas, si n < 0 entonces

HY(PY, 0(m,n)) = H(P", Op- ((m + n)H)).

Para este tltimo caso las trazas se pueden calcular en el producto simétrico
SmHny Y si P = PV, esto mediante la serie de Molient (ver un caso particular

en Subseccion [2.7.1} ecuaciones (2.70]) y ([2.76])).

En su articulo de pares estables (ver [34]), Thaddeus redujo el problema
de calcular las dimensiones de sus espacios de secciones V;,, a aplicar el
Teorema de Riemann-Roch a ciertos haces B; ., (ver definiciéon de-
finidos sobre el i-ésimo producto simétrico S*’X de la curva X, es decir, se
logré expresar la dimensién dimV,, , en términos de la caracteristica de Eu-
ler X(Bim.n) de los haces de Thaddeus B, donde i = 1,...,w (ver teorema
3.1.9)). Los haces B, ,, son naturalmente G-linearizados, en consecuencia, se
les puede aplicar el THL.

La férmula para la dimension que encontré Thaddeus se puede
generalizar a

w w

trz g|vm,n = Z(_l)ZNz(g) = Z(—l)zL(g, Bi,m,n) (4)

=0 =0

para un elemento g € G = Aut X, esto sucede si los morfismos y objetos
involucrados en la prueba del teorema |3.1.5| son G-equivariantes.

Entonces, para calcular las trazas trz g|V;, , bastaria aplicar el THL para
obtener los ntimeros L(g, Bi m.n)

Ni(g) = L(9, Bim.n) = Z deg{ det(Id — g[nv )

ZCFijggix Z/StX

chy(i% Bimn)[[1; UNz/s:x (7)) Td(Z) } .
dimZ
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El principal obstaculo para hacer esto proviene del caracter generalizado
chg(i% Bim,n). La determinacion de este caracter es uno de los resultados prin-
cipales de la tesis (ver ecuacién (3.185))). En cuanto a los demés elementos
requeridos en ya se sabe como determinarlos, por ejemplo, las compo-
nentes de puntos fijos Z de un automorfismo de X actuando en S'X, la clase
de Todd Td(Z), y el determinante det(Id — ¢ NZ/siX)' Respecto a las clases

caracteristicas estables U(Ny/g:x(17)), se encontré una formula que permite
calcularlas en una situacién general (ver teorema [3.7.3)).

Dos resultados claves para obtener el caracter chy(i*B; ) son los carac-
teres y las clases de Chern de eigenhaces asociados a los haces de Thaddeus
W, y Wb (ver definicién , tales resultados aparecen en los teoremas
BATyB5]

Sin usar la formula , el caracter generalizado chg(i* B m.n) se puede
calcular directamente a partir de su definicién usando los teoremas [3.4.1] y
Sin embargo, calcular cada nimero N;(g) sin usar el teorema [3.7.2] seria
un proceso muy tedioso, ya que ademéas de trabajar con cada componente
de puntos fijos Z de g, se debe calcular la descomposiciéon en eigenhaces de
cada haz B;,,, y el caracter de cada uno de esos eigenhaces. Tales caracteres
resultan estar en términos de caracteres de eigenhaces del producto simétrico
5S4y, (ver definicién . Para obtener estos ultimos caracteres de forma
directa la dificultad radica en que hay que obtener los caracteres de eigenhaces
de las potencias simétricas (desde la primera hasta la (g; — i)-ésima) de los
haces W,, (W;")V, por lo que si ¢; — i aumenta, los caracteres por obtener
aumentan de forma geométrica. Sin embargo, fue después de hacer calculos
directos como pudimos llegar a la versién final del teorema [3.7.2]

Implementando todos los datos requeridos en la férmula del THL para
obtener los nimeros N;(g), se llego a la funciéon generadora que cal-
cula la contribucién de una componente de puntos fijos S¥*Yp, de dimensién
k al nimero N;(g).

La tesis esta estructurada en 6 capitulos que explicamos en los parrafos si-
guientes. La motivacion original de este trabajo es resolver el problema de
trazas de Thaddeus en cohomologias de grado 0. Durante el desarrollo se usa
la curva de Klein X como sujeto de pruebas, esto es, calcularemos las trazas
de algunos de sus automorfismos en H°(P%, &(m,n)).

El capitulo 1 contiene definiciones basicas importantes: la definicién de la

clase total de Chern de un haz vectorial, las definiciones de caracter de Chern,
clase de Todd, haz vectorial G-linearizado, clases caracteristicas estables de
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un eigenhaz, y la definicion del caracter generalizado de Chern. También se
enuncia el Teorema Holomorfo de Lefschetz y la formula de Atiyha-Bott, esta
ultima es un caso particular del THL.

En el capitulo 2 se desarrollan calculos de nimeros de Lefschetz del tipo
L(g, 03, (mH +nkE)) (considerando la curva de Klein X y g un automorfismo

de orden 7 del grupo de automorfismos de X)), estos célculos son meramente
un entrenamiento de la aplicacién directa del THL en blowups. En particular,
primero se recolecta la informacién necesaria para aplicar el THL en el blo-
wup P%, luego, al final del capitulo se usa dicha informacién para obtener los
ntmeros L(g, Og, (mH +nkE)). Otros nimeros de Lefschetz como L(g, Ops (1)),

L(g, O, (mH)), ;r L(g, O3, (nE)) también se discuten.

En el capitulo 3 se expone el método de Thaddeus para calcular las dimen-
siones de los espacios V;,, ,, y la generalizaciéon de este para calcular las trazas
de Thaddeus (subseccién . Se propone el experimento de calcular trazas
de Thaddeus para automorfismos de la curva de Klein usando dicha generali-
zacion. Se prueban los teoremas y[3.5.1] que son claves para implementar
el método propuesto. Posteriormente se dan las férmulas generadoras para
calcular el cardcter de Chern generalizado chy(i* B ) (teorema y for-
mulas para las clases caracteristicas estables U(Ny/gix (7)) (teorema .
Al final se deriva una férmula generadora (ecuaciéon (3.193))) que sirve pa-
ra calcular la contribuciéon de una componente de puntos fijos de dimension
k > 0 al nimero N;(g). Algunos resultados de este capitulo (seccién son
casos particulares que tienen que ver con la ejecuciéon del experimento pro-
puesto en la subseccion |3.1.5]

El capitulo 4| contiene céalculos de trazas de Thaddeus o bien Trazas de
Verlinde, algunos de estos calculos se realizaron usando los resultados del
capitulo 3], otros célculos fueron realizados antes de obtener los resultados de
dicho capitulo, pero se incluyeron porque ilustran una manera alterna de cal-
cular las contribuciones de componentes fijas a los nimeros N;(s) a diferencia
de obtenerlas con las funciones generadoras , con esto se aprecia la
ventaja de usar dichas funciones generadoras.

En el capitulo 5 se presenta la descomposiciéon de algunos espacios de
Verlinde como suma de representaciones irreducibles del grupo de automor-
fismos de la curva de Klein. Especificamente, se presenta la descomposicién
para el caso de los primeros seis multiplos del divisor 4H — 3F, esto es, de los
espacios HO(P%,(4H — 3E)).



10

Finalmente en el capitulo 6, se considera el problema de calcular la traza
en
HO(P%, 6(m,n)) de la involucién hipereliptica s de una curva hipereliptica
arbitraria X, y se determinan los valores de las constantes involucradas en la
ecuacion (3.193]) para este caso particular. Entonces se obtiene la ecuacién
que permite resolver dicho problema. En particular se calculan las
trazas de Verlinde de la involucién hipereliptica de una curva hipereliptica
de genero gx = 2, ver proposicion |6.1.1]
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CAPITULO 1

Definiciones y el Teorema Holomorfo de Lefschetz

En este capitulo se introduciran algunas definiciones, notacién y terminologia
necesarias para poder enunciar el Teorema Holomorfo de Lefschetz (THL),
ver teorema [1.0.5]

Haces vectoriales

Sea X una variedad algebraica (definida sobre C). Una fibracidn lineal (com-
pleja) sobre X estd dada por una variedad algebraica F, un morfismo su-
prayectivo p : E—=X de variedades algebraicas, y para cada x € X una
estructura de espacio vectorial complejo en la fibra p~!(z). La variedad E es
llamada el espacio total de la fibracion, y la fibra sobre z es denotada por
E,.

Dadas dos fibraciones p : E—=X y p’ : E/—=X, un morfismo de varie-
dades f : E—=FE' es un mapeo de fibraciones lineales si dicho morfismo es
compatible con las proyecciones p y p/, esto es, p'o f = p, y si para cada r € X
el mapeo inducido f, : E,—=FE! es lineal. El haz X x C"—=X dado por la
proyeccion al primer factor es llamado la fibracion trivial de rango r.

Para cada conjunto abierto U C X se denota por E|y a la fibracién p=1(U)—=U
dada por la restriccion de p a U.

Un haz vectorial algebraico de rango r sobre X es una fibracién lineal
E—=X el cual es localmente trivial en el siguiente sentido: para cada punto
xr € X existe una vecindad abierta U de z y un isomorfismo de fibraciones

YU : E|U%U x C".

Para cada haz vectorial p : E—=X de rango r entre variedades algebraicas,
una seccion de p sobre un conjunto abierto U C X es un morfismo s : U—=F
tal que pos = Idy. Mediante estas secciones de haces vectoriales se puede
asociar a cada haz una gavilla localmente libre de rango r (la gavilla de
secciones de E), esto define una correspondencia uno a uno entre haces de
rango r y gavillas localmente libres de rango r. Para mas detalles sobre haces
vectoriales ver [32], pp.8-15] y [21, ejercicio 5.18, p.128], ver también [19} 1.7,
p.14].



1. Definiciones y THL 15

Definicién 1.0.1 (Haz G-Linearizado) Sea G un grupo algebraico lineal
actuando en una variedad algebraica Y, sea m: E—=Y un haz vectorial sobre
Y. Se dice que E es un haz G-linearizado si la accion de G en'Y se levan-
ta a través de ™ a una una accion o en el espacio total E de manera que
dicha accion es lineal en las fibras, es decir, hay una accion de G en E tal
que restringido a las fibras 0.(g) : Ey—=FEy) es un isomorfismo lineal y la
proyeccion © : E—=Y es G-equivariante con respecto a esta accion (para mds
detalles ver [11l, Sec.1], para el caso de haces de linea G-linearizados ver [28,

p.30], y [12, p.104] )

Antes de enunciar el “Teorema Holomorfo de Lefschetz” consideraremos la
clasificacién de Atiyah de haces vectoriales G-linearizados sobre un variedad
con accion trivial. Luego se abordard la definicién de las clases caracteristicas
estables y el caracter generalizado de un haz G-linearizado definido sobre una
variedad con accién trivial.

Consideremos una variedad algebraica X no singular, compleja, proyec-
tiva, G un grupo finito actuando trivialmente sobre X, y F un haz vectorial
complejo sobre X. En este caso a F se le puede equipar con la linearizacion
trivial.

Ahora, si {vq,...,v;} es un conjunto completo de representaciones irredu-
cibles (o caracteres) de G, estas inducen haces G-linearizados irreducibles
V; =X X Vi

7

Se tiene la siguiente clasificacién de haces G-linearizados sobre X debida
a M.F.Atiyah.

Proposicién 1.0.2 ([, Proposicion 1.6.2, p.38])
Sea un haz G-linearizado E sobre X, donde G actia con accion trivial sobre
X, entonces E es isomorfo a una suma directa
k
E=)V,®F, (1.1)
i=1
donde los haces F; son haces vectoriales G-linearizados con la linearizacion
trivial, estos son unicos salvo isomorfismo y estin dados por

F, = Homg(V;, E).

En particular, sea G =< g > un grupo ciclico. Supongamos que G actia
trivialmente sobre X y de nueva cuenta, sea £ un haz G-linearizado sobre X,
entonces podemos descomponer el haz F en suma directa de eigenhaces

o(g)—1

E= @ EW), (1.2)

J=0
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donde o(g) es el orden de g, 1/ = oo, y E(17) es el subhaz de E tal que la
accion de G en las fibras de E(17) es multiplicar por »7.

Consideremos ahora la clase total de Chern (ver [21], p.429]) de un haz
vectorial E de rango r sobre una variedad X (algebraica, no singular, y cuasi-
proyectiva) como la suma de sus j-ésimas clases de Chern:

CyE)=Co(E)+Ci(E)+ -+ Cj(E)+ -+ Cr(E).

Recuerde que las Cj(E) son elementos del anillo de Chow A7(X) tales que
satisfacen que Cyp(&) =1y

D (~1)TCi(6).£77 =0

7=0
en A"(P(&)), donde 7* : AJ(X)—=A4J(P(&)) es el pull-back de ciclos inducido
por la proyeccién 7 : P(&)—=X, v & es la gavilla asociada al haz vectorial E,
P(&) es el haz proyectivo definido en la pagina 162 de [21], y ¢ € AY(P(&))
es la clase del divisor correspondiente a Opg)(1).

Por el principio de factorizacion (ver [21, C4, p.430]), la clase total de

Chern de F se puede escribir en términos de las raices de Chern z; de E, esto
es

r

Cy(E) =[]+ =y). (1.3)
i=1
De hecho, las j—ésimas clases de Chern C;(E) son funciones simétricas ele-
mentales en las z;. Se definen el caracter de Chern exponencial ch(E) y la
clase de Todd Td(F) del haz E como funciones simétricas de las raices de
Chern z;:

ch(E) =3 e*, (1.4)
=1

Td(E) = [[ ; _"Zﬂ (1.5)
=1

Ahora considérese una accién trivial sobre X de un grupo ciclico G, y
un haz G-linearizado F como en la ecuacion (|1.2)). Primero definiremos el
caracter generalizado de este haz F como

chy(E) = 3 vich(E(W)), (1.6)

UNAM
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Luego, para cada eigenhaz E(17) tal que 17 # 1 se define su clase caracteristica
estable U(E(v7)) como

T _ e -1
U(E(uj»:r[(l 5 ) , (1.7)

i:llﬁ

donde 7; es el rango de E(v7), y donde las raices de Chern z; son ahora las
rafces de Chern del haz E(v7).

Las tres clases caracteristicas anteriores (ecuaciones , , y )
también se pueden escribir en términos de sus k-ésimas clases de Chern, esto
es, el cardcter de Chern y la clase de Todd se pueden expresar en términos
de las clases Ci(F) de E, donde k = 0,...,r, y la clase caracteristica estable
U(E(17)) se puede expresar en términos de las clases Cyx(E(v7)) de E(17),
donde k£ =0,...,7;. Entonces no dependen de las raices z;. Asi, se tienen

ch(E) = r + C1(E) + %(c1 (B)2 — 2C5(B)) + %(Cl(E)?’ _3CUE)C(E)  (1.8)

+3C3(E)) + o (CL(B) + )+,

24

TA(E) = 1+ 3O1(B) + 15 (C1(E) + Co(B)) + g Ca(E)Ca(E) (1.9)

_%O(Cil_'_'“)—i—”"
QB |

vi—1

UEW)) =1

. ((Cl(E(Vj))2 — 2@(;3((;]‘)_))1(? +1) + 202(E(Vj>>> L (1.10)
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Teorema 1.0.3 ([5, “Teorema Holomorfo de Lefschetz”, Atiyah-Singer:
Teorema 4.6, p.566])

Sea X una variedad algebraica, irreducible, no singular, compleja, proyec-
tiva, G un grupo de automorfismos de X, E un haz vectorial complejo G-
linearizado sobre X. Considere un automorfismo g € G de orden finito o(g),
y Z C X9 una componente irreducible del conjunto de puntos fijos X9 de g
actuando en X. Seai: Z — X la inclusion natural y N/ x el haz normal de Z

en X correspondiente a esa inclusion, y sea la descomposicion en eigenhaces
Ny/x = @ (g)_ NZ/X(VJ) de g en Ny x. Entonces

> (—Ditrz g|H'(X, E) (1.11)

i

% o(9)-1 Vi '
Z deg{chg(zZE)[Hj_l U(Ngz/x( ))]Td(T)} 7

Z eCfixg det([d_ g|N;/X)

donde Cfixg es el conjunto de componentes irreducibles de X9, ny = dimZ,
v = eso es la raiz primitiva de unidad de orden o(g), U(Nz/x (7)) es la
clase caracteristica estable del eigenhaz Ny x(1v7), chy(iyE) es el cardcter
generalizado de Chern del haz i, E, y Td(Tz) es la clase de Todd del haz
tangente Ty.

En la férmula anterior, la identidad Id, y g| Ny, Son transformaciones
lineales en la fibra del haz normal en un punto ﬁJO af € Z de g, estas tienen
rango la dimension dim(Ny,/x), en el caso de g NY g la transformacién esta
dada por la g-linearizacién del haz normal.

El lado izquierdo de la ecuacion se le conoce como el nimero de
Lefschetz L(g, E) de g en E, esto es

Lig, E) == Y (~1)txz g|H'(X, E).
i
Un caso particular del teorema anterior es cuando el conjunto de puntos fijos
X9 es un conjunto finito, entonces la férmula (1.11]) se reduce a

i trz g|Ep,
> (1) 'trz g|H' (X, E) Z  det(d ‘gTTv) (1.12)

%

Esta expresion es conocida como “la formula de Atiyah-Bott” o “The Woods
Hole fixed point theorem” de Atiyah-Bott (y representa la conjetura de Shi-
mura, que es una extension del Teorema de punto fijo de Lefschetz a haces
vectoriales, esto es, la extension de considerar gavillas de funciones holo-
morfas, a considerar gavillas de p-formas holomorfas), este ultimo nombre lo
sugirié Bott a Atiyah para la férmula del nimero de Lefschetz ((1.12)), pero al
final ambos acordaron usarlo para la conjetura de Shimura (ver [35, pp.121
y 631]).

UNAM
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CAPITULO 2

Primera aplicaciéon del THL

A manera de entrenamiento, en este capitulo se va considerar una aplicacién
particular del Teorema Holomorfo de Lefschetz (THL), el objetivo es ilustrar
su uso (a este uso le llamaremos entrenamiento 1) y verificar algunos casos
con un método alterno al THL (a esta verificacién le llamaremos entrena-
miento 2, ver seccién . La aplicacion anterior es el primero de nuestros
ejemplos que se presentan en la tesis. Lo que queremos hacer es obtener la
informacién necesaria para aplicar la formula del THL (esto es, obtener el
caracter generalizado, el producto de clases caracteristicas estables, la clase
de Todd, y el determinante requeridos) cuando esta se aplica para calcular
numeros de Lefschetz L(g, ﬁiﬁ&; (mH +nkE)) para algunos haces ﬁﬁg{ (mH+nkE)

en el blowup P%, en este caso consideramos que la curva X es isomorfa a la
cuartica de Klein y g es un automorfismo particular de orden siete del grupo
de automorfismos de X. Una vez teniendo las cuatro partes requeridas de
la féormula del THL (ver seccién [2.6] y seccion podemos calcular los
numeros de Lefschetz de los haces correspondientes, los valores obtenidos se
presentan en la tabla 2.2 Esta tabla también contiene los valores obtenidos
de ciertos nimeros de Lefschetz usando el método alterno.

2.1. Descripciéon del problema

Consideremos algunas de las hipétesis del problema 1 de trazas de Thaddeus
de la introduccién: Considere una curva proyectiva X C P" de genero gx al
menos 2, no singular e irreducible, con grupo de automorfismos G tal que G
actua en P" y tal que X esta inmersa equivariantemente en P” mediante un
haz de linea muy amplio G-linearizado.

En este caso, la variedad Y del problema modelo de la introduccion que
consideraremos serd Y = ]133(7 el blowup de P" (recuerde que este proyectivo
es P7) a lo largo de X. Se puede ver que la accién de G en P" induce una
accién tinica en el blowupP% (ver [2I, Corolario 7.15, p.165]), explicitamen-

te, la accion en el blowup fuera del divisor excepcional E C P% es la misma
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que en el proyectivo, y en F, la acciéon es la heredada por la accién en la
proyectivizacion del haz normal Nx/p-.

El grupo de Picard Pic(]?TX) estd generado por H y E (las clases de un hiper-
plano y el divisor excepcional respectivamente). Las gavillas 0=, (mH + nFE)
se pueden equipar con una linearizacion natural y entonces tiene sentido cal-
cular los nimeros L(g, ﬁﬁg{ (mH +nkE)) para elementos g € G.

Considérese la cudrtica de Klein en P? dada por

XY +Y3Z+ 23X =0 (2.1)

y su grupo de automorfismos G, este es isomorfo a PSLy(F7) (ver una descrip-
cion de G en la seccion , la curva estd encajada en P? equivariantemente
mediante su haz canénico. La curva X que consideraremos sera la curva de
Klein encajada en P? mediante el 3-encaje de Veronesse de P2 en P?. Consi-
deraremos también la accién inducida por G en P? y en el blowup P% de P?
a lo largo de X, ademés calcularemos niimeros de Lefschetz en el caso en el
que g es un representante de la clase de conjugacion 7A de G (ver ecuaciones
v @),

Estudiar X en P? no es muy interesante, y aunque pudimos trabajar en
P> con el 2-encaje de Veronesse, decidimos trabajar en P?, pues queremos
comparar resultados de este capitulo con resultados de capitulos posteriores
concernientes a PY.

En general, para aplicar el Teorema Holomorfo de Lefschetz dado un
elemento de orden finito g € G y un haz vectorial G-linearizado E sobre una
variedad compleja no singular X se necesita obtener la siguiente informacién:

1. El conjunto de puntos fijos X9 de g en X, y cada una de las componentes
irreducibles Z C X9.

2. Los haces normales Nz x de las componentes de puntos fijos Z, y las
siguientes clases caracteristicas:

a. Los caracteres de Chern ch(iz E(v7)) y ch(Nz/x(17)).

b. Las clases de Chern C(i; E(v7)) y C(Ng/x(v7)).

c. La clases de Chern del haz tangente 7.

Con las clases caracteristicas anteriores se calculardn los elementos de la
formula del THL, esto es, el cardcter generalizado de Chern del haz i}, E, el
producto de clases [[;U(Ng/x (7)), la clase de Todd del haz tangente Tz, y
el determinante det(Id — g]N;/X).

UNAM
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9
X

2.2. LacurvadeKlein y la accién de su grupo de automorfismos
G

Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita, y sea G un grupo
actuando linealmente en V', en esta situacion, viendo a V' como un espacio
afin siempre se induce una acciéon en el anillo K[V] de funciones regulares de
V, dada por

(9-Hw)=f(lg7"v) YgeG yV feK[V] (2.2)
Al ser lineal la accién de G en V se tiene una accién en el proyectivo PV.
Ahora, como K[V] = @SV* = Clxo, ..., z,], esta accién deja invarian-
i>0

tes las componentes graduadas de K[V], es decir, tenemos una acciéon de G
en S'V*. En particular, dado un entero positivo d, sea W = S%V, tenemos

una acciéon de G en el anillo K[W] = @ S‘W*. Entonces el homomorfismo
i>0

natural de anillos graduados (de grado d) e, : K[W]—=K|V] que evalta fun-

ciones f € K[W] en los monomios primitivos en S?V es G-equivariante, y

por lo tanto, el correspondiente d-ésimo encaje de Veronesse PV—=PW es

G-equivariante.

Sea G = PSLy(F7), donde F; = Z/77Z. La informacién que se presenta aqui
del grupo G se tomé de N.D.Elkies [I4]. El grupo G es isomorfo al grupo de
automorfismos de la curva de Klein, este tiene 168 elementos y siete clases
de conjugacion. Su tabla de caracteres se presenta en la siguiente tabla

Tabla 2.1: Tabla de caracteres de G

& 1A 2A 3A 4A T7A 7B
#c| 1 21 56 42 24 24
X1 1 1 1 1 1 1
X3 3 -1 0 1 « «
X3 3 -1 0 1 a o
w |6 2 0 0 -1 -1
7 1 1 1 0 o0
s |8 0 -1 0 1 1,

1 2mi — _
donde o := =V = ¢+24¢%, (=T, =P+, Y X1 X3, X3 X60 X7 X8
son las representaciones irreducibles o caracteres de G, por otro lado, 1A,
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2A, 3A, 4A, TA, 7B son las clases de conjugacién. G se puede generar con
dos elementos s y ¢ tales que cumplan las llamadas relaciones triangulares
2=g"=(s-9)3 = 1.

En este trabajo se considerara la representacion de G en SL3(C) denotada
por V' correspondiente al caracter xs en la tabla de caracteres, mediante esta
representacion G se puede identificar con el subgrupo de SL3(C) generado por

las matrices (2.3) y (2.4):

L& 676 6T (2.3)
Sp2 = ——— - - - , .
P _7 447<3 leéﬁ <27<5

¢ 0 o
gpz = 0 ¢2 o , (24)

0 0 ¢

donde los generadores sp2 y gp2 son representantes de las clases 2A y TA
respectivamente, y son representaciones de un par de generadores s y g de G
que satisfacen las relaciones triangulares como arriba. Las matrices sp2 y gp2
determinan una accién de G en P2 = PV’, y se puede verificar que la curva
de Klein (ecuacion ) es invariante bajo esta accion. Ya que el encaje
3-Veronesse

PV'—=P(S3V") (2.5)

es G-equivariante, concluimos que la imagen de la curva de Klein X bajo este
morfismo es invariante bajo la accién de G en P? = P(S3V").

Matrices explicitas para la accién de G en P? se pueden deducir de las ma-
trices y (2.4), por ejemplo, la matriz inducida por el generador gpz en
P? est4 dada por por la matriz

gpe = Diag{C5> <3’ Cz7 Cv ]-7 C6a §67 C57 <41 C3} (26>
Esta matriz se calculd con respecto a la base correspondiente a los monomios
de grado 3 cuyo orden esta dado por el siguiente encaje de Veronesse

(z,y, 2)—= (2% : 2%y 2?2 ay? ayz w2y Py 2. (2.7)

En el caso de querer obtener la matriz inducida por sp: en P?, dicha
matriz es muy grande para ser escrita aqui, pero es una matriz diagonalizable
y resulta ser una matriz conjugada a la siguiente matriz diagonal

Diag{1,1,1,1,-1,-1,—,1,—-1, -1, —1}. (2.8)

UNAM
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X

Para los fines de calcular la traza de un automorfismo individual es suficiente
considerar la matriz anterior, pues conjugar dicha matriz es equivalente a
un cambio de coordenadas que no cambia la accidon. Matrices explicitas de
representaciones irreducibles de grupos finitos se pueden encontrar en tablas
(ver [36]).

2.3. Determinacién del conjunto de puntos fijos de g en P%

Como se ha dicho antes, estamos considerando a G como el grupo de auto-
morfismos de la curva de Klein X. La accién de G en el blow up P% estd
inducida por la accién de G en P?, y esta tltima estd inducida por la accién
de G en P? mediante el 3-encaje de Veronesse. Para P?, la accién del elemen-
to g en la clase de conjugacion 7TA que consideraremos estd dada por por la
matriz . Sea E el divisor excepcional del blowup ]~P%(. Hay tres tipos de
componentes de puntos fijos de g en P%:

Tipo 1. Componentes que no intersectan al divisor E, estas son isomorfas
a componentes de puntos fijos de g en PY.

Tipo 2. Estas componentes son transformaciones propias de componentes
de puntos fijos de g en P?, y resultan ser explosiones de componentes de
puntos fijos con centro en exactamente un punto fijo de g dentro de X.

Tipo 3. Estas componentes estan contenidas dentro de fibras E,, del
divisor E en puntos fijos p; de g en X.

Los detalles especificos de cada una de estas componentes se presentan en la
subseccién [2.3.3] antes de pasar a eso consideraremos los puntos fijos de g en
P2 y P.

2.3.1. Componentes de puntos fijos de g en P?

Partimos de que la curva X vive en P? y de que ¢ acttia en P? mediante la
matriz . De ahi se ve que gp2 solo tiene los 3 puntos fijos: pj = (0: 0 :
1),ph=(0:1:0), y py=(1:0:0) en P2, estos estan dentro de la curva X.
Usaremos la siguiente notacién para los puntos fijos de g en P?

Fij(gp2) = P(V'(¢)) UP(V'(¢*)) UP(V'(¢)), (2.9)
donde P(V'(¢%)) c P2 =PV',j = 1,2,4 y V! = V() @ V'(¢?) @ V'(¢?) es la
descomposicién en eigenespacios de la matriz ([2.4)).

2.3.2. Componentes de puntos fijos de g en P’

Sea PY = PV, con V = S3V' y V' la representaciéon de G correspondiente al
caracter ys que consideramos en la seccion La accién de g en P? que
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consideraremos es la matriz ({2.6]):

¢ o 0 0 0 o0 0 0 0 0
o ¢ o 0 0 o0 0 0 0 0
0 0 ¢2 0 0 o 0 0 0 0
o0 0 0 ¢ 0 O o0 0 O0 O
o 0o o0 o0 1 O O 0 O0 O
ape = o 0o o0 0 0 ¢ 0o 0o o0 o0
0 o o o o o0 ¢ o o o
0 0 0o 0 0 o0 o ¢ o 0
0 0 0 0 0 0 0 o ¢* o
0 0 0 0 0 0 0 0 o ¢8

Como observamos en la seccién [2.2] la imagen de la curva de Klein X
bajo el 3-encaje Veronesse es G-invariante en P?, en particular, X es
invariante bajo la accién de gps.

La matriz anterior tiene 7 eigenvalores: (%, ¢!, ..., ¢, y tiene 7 eigenespacios
enV, estoes V =V(1)aV(Q)aV(P)aV () aV((HaV(¢®)aV(¢’). El conjunto
de puntos fijos de la accién inducida por g en P? es la unién de las respectivas
proyectivizaciones

Fij(gps) = PV(1)UPV (Q)UPV (C*)UPV (P)UPV (CHUPV (¢P)UPV (¢F), (2.10)

donde las componentes de puntos fijos de g en P? son cada una de esas
proyectivizaciones PV (¢7).

Los puntos fijos de g en la curva X c P? son particularmente importantes
para algunos célculos. Sean los puntos p1, pa, p3 € P? las respectivas imagenes
bajo el mapeo de Veronesse de los puntos fijos p/, p, py € X C P2. En este caso
podemos ubicar las componentes de puntos fijos PV (¢/) de P? que contienen
tales puntos, esto es

p1 € PV(C?), po e PV(CO), vy p3 € PV((P). (2.11)

Por otro lado, para las preimdgenes se tiene que pj € PV'((),ph € PV'(¢?), vy
ph € PV/(¢*). Los puntos pi,ps, y p3 son los tnicos puntos fijos de g en P?
que estan dentro de la curva X.

En resumen, hay cuatro componentes de puntos fijos de g en P? que no
contienen puntos fijos de la curva, a saber, PV(¢7),j = 0,1,2,4, todas ellas
son puntos aislados. Por otro lado, hay tres componentes de puntos fijos que
contienen puntos fijos de la curva, esto es, PV(¢/),j = 3,5,6, conteniendo
cada una un sélo punto de X, estas son de dimensién 1.

Notacion 2.3.1 Adoptaremos la siguiente notacion, usaremos el indice i
para etiquetar los puntos fijos p;, y usaremos el indice j; para identificar
la componente que contiene al punto p;, esto es, p; € PV ((7%), entonces a
i =1,2,3 le corresponde j; = 3,6,5 respectivamente.
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2.3.3. Componentes de puntos fijos de g en P%

Ahora vamos a describir a detalle los tres tipos de componentes de puntos
fijos de g en P% que mencionamos al principio de la seccién .

Tipo 1. Componentes de P% que no intersectan al divisor ex-
cepcional F

Mediante el blowup 7 : P4—=P?, los abiertos P% \ E y P?\ X son isomorfos,
asi que identificamos las componentes de I~P9X que no intersectan a E con las
componentes de PY que no intersectan a X. Esto es, las componentes del ti-
po 1 son las componentes PV (¢7) con j = 0, 1,2, 4 descritas en la seccién [2.3.2]

Tipo 2. Transformaciones propias de componentes de g en P?

Se puede ver que estas componentes de puntos fijos provienen de las compo-
nentes de puntos fijos PV(¢%) en PY que intersectan la curva X.

Consideremos la imagen inversa bajo = de la componente de puntos fijos
PV (¢/) c PY que contiene el punto fijo p; € X:

mH(PV(¢7) = 7 HPV(¢H) \ X)ur H(PV(¢T) N X)

= TIBV(C )\ X) U B,

donde E,, es la fibra de E en el punto fijo p;. Recuerde que i es el indice
usado para los puntos fijos p; € PV (¢%) N X C PY.

Por propiedades del blowup (ver |21, cap.I1,7 ejercicio 7.15.1]), como
PV(¢F)NX #0

rLPV(E)\ X) = PV () xopy(esn) = PV(¢7),,,

esto 1ltimo es la transformacién propia de la componente PV (¢:) con centro
en p;, entonces

T PV(¢F)) = PV(¢H), U Ep,. (2.12)

Entonces las componentes del tipo 2 son las tres componentes blowup
PV (¢?),,, donde j1 = 3,j2 =6y js = 5.

Tipo 3. Componentes contenidas dentro de las fibras E,,

Sabemos que el divisor excepcional E es igual a P(Sym(.#/.#2%)") = P(Ny/ps),
con .# la gavilla ideal de X — P? y la fibra E,, = P(Ny/ps),,. Viendo la fibra
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(Nx/po)p, del haz Nx, po en p; como un haz G-linearizado sobre p;, tenemos
segun la ecuacion (|1.2)

g
(Nx/ps)p, @ (Nx/po)p, (¢).

Debido a esta descomposicién en eigenespacios, el conjunto de puntos fijos
en cada fibra E,, C P% resulta ser

6
Fij(g,5,) = Fij(9p(ny p),.) = U PU(Nx/po)p. (¢7)). (2.13)
j=0

Resumiendo, los tres tipos de “componentes que podemos encontrar en el
conjunto de puntos fijos de g en P% son

V(Cj)v W(Cji)pi) y IP«NX/]PQ)Pz‘(Cj))'

Asi, el conjunto de puntos fijos tiene una descomposicion de la siguiente
forma

3
Fij(g.59 ) = U
=1

6
PV (¢, (U P((Nx/po)p i((j)))] U [ PV (¢)
j=0,1,2,4

7j=1
(2.14)

donde se omite j = 0 en la unién de las componentes P((Nx ps)p,(¢7)) del
Tipo 3, porque la componente en E,, correspondiente a j = 0 estd contenida
en la componente IPV(Cji)pi del Tipo 2 parai=1,2,3.

Note que por la ecuacion conocemos las dimensiones dimPV (¢/), en
particular las dimensiones dimPV (¢%) y dimﬁ/(gj'i)pi, en el caso de las com-
ponentes P((Nx/ps)p,(¢?)) todavia no conocemos sus dimensiones, y algunas
podrian ser vacias para algin valor j. Las dimensiones de las eigenfibras
(Nx/po)p, (¢7) estan dadas por el lema y se pueden calcular como sigue:

Usamos a partir de la inclusién ix : X — P?, la sucesién inducida por ix
en fibras

Oﬁ(Tx)piﬁ(i}Tﬂw )Piﬁ(NX/IPQ )pi %07
y su descomposicion en eigenfibras
O%(TX)}H (Cj)%(i}TIPQ )Pi (Cj)%UVX/IPQ )Pi (Cj)%
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Luego, para algin j se tiene

(TX)pi = (i}TIPg)pi (Cj)7 (215)

entonces se tiene que

(% Tp)p, (¢*) = (Nxypo)p, (C)

si k = j mod(7). Para calcular la descomposiciéon de (i%7ps),, usamos las
siguiente observacion:

Observaciéon 2.3.2 Considérese un espacio proyectivo P™ = PV, usaremos
la identificacion del haz tangente Tpn
V® ﬁ]PV)
Tpr = H Opy(—1), —~
P Om( ]PV( )7 ﬁ]PV(_l)
para poder describir y descomponer en eigenhaces los haces tangentes de com-
ponentes de puntos fijos de g en P™. Primero note que con esta identificacion
se puede ver que si consideramos la accion de g sobre el espacio vectorial V
y i ipy iy : PV(¢7) = PV es la inclusion de una componente de puntos fijos
PV (¢7) en PV, entonces

(2.16)

" (B_oV(¢CF) ® Opy ¢i
ZIPV(CJ)T]PV:ﬁPV(Cf)(l)@( : Oﬁ]PV(O)(_l) € (2.17)
También por se tiene que
V() ® ﬁIPV(CJ‘))
Toveiy = Opvein(1) ® , 2.18
PV (¢7) PV (¢ )( ) ( ﬁIPV(CJ)(*l) ( )

las fibras de Opy (ciy(—1) son subespacios de V(¢7), entonces la accion en ellas
es multiplicar por (7.

Sélo hace falta determinar el indice j de la eigenfibra en la ecuacion ([2.15))
para cada punto fijo p; € X, estos valores estan dados mas adelante por el
lema y se pueden calcular como sigue:

Debemos encontrar como es la accién de g en los espacios tangentes a la
curva X en los puntos fijos p;, es decir en T'x p,.
Considerando las preimdgenes en P2 = PV’ de los puntos fijos tenemos

vy € PV'(CY), ph € PV'(C?), v py € PV'(CY).
Como X es una cudrtica no singular en P? se tiene que

ixOpy (1) = Kx,
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donde 7y : X < P? es la inclusién de X en P2. De este modo se tiene por
ejemplo, que la accion de g en la fibra (Tx),; esigual a la accién de g en la fibra
Opv:(—1)y, y como py € PV'(¢!), esa fibra es la linea por el origen en V'(¢?)
cuya clase en PV’ es el punto p), por lo tanto la accién es multiplicar por
¢!. Alternativamente, lo anterior también se puede verificar explicitamente
usando la ecuacién que define la curva de Klein en P? y las coordenadas de
los puntos fijos p/.

Notacion 2.3.3 En adelante usaremos el indice j; para identificar la accion
de g en (Tx)y,,, esto es, la accion de g en (Tx),, se denotard por (Ji.

De lo anterior tenemos lo siguiente

Lema 2.3.4 La accion de g en el tangente (Tx),, estd dada por la siguiente
ecuacion

¢tosioi=1, (ji=1
trz g|(Tx)p, =4 ¢ si i=2  (j=2) (2.19)
¢t osioi=3,  (j5=4).

~

Con esta informaciéon podemos calcular los rangos de los eigenespacios de la
fibra (Nx/po)p,. Asi, uno llega a lo siguiente

Lema 2.3.5 Sea el espacio proyectivo P? = PV, g el representante de orden
7 de la clase 7A de G actuando en P°, y considere la descomposicion en

€1geENesPacios V= EBV ). Sea nj =dimV (¢7). Para cada punto fijo p; € X (tal

que p; € PV(¢%) y tal que la accién de g en (Tx),, es multiplicar por (i)
considere la descomposicion

6
NX/]P9 @ NX/]P9
7=0

entonces los rangos de los sumandos son

. nj+j, st j#EOYJ#
Rang |(Nx/ps)p. ()] =4 —1+n5, sij=0
0 si j=jl

Con el lema[2.3.5]se puede calcular la descomposicién exacta en componentes
irreducibles de cada conjunto de puntos fijos Fij(g,g, ) de cada fibra E,
(ver ecuacion ([2.13))). Como ejemplo mostraremos todas las componentes de
puntos fijos en P% que provienen de la componente de puntos fijos PV (¢?) en
P?Y que intersecta la curva X en py: para este punto fijo p; € X, p1 € PV(¢3) y
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la accién de g en (Tx),, es multiplicar por ¢!, entonces en este caso, la terna
(iy7i,71) = (1,71, 71) = (1,3, 1), luego por la ecuacion ((2.12)):

T HPV(¢) =PV(¢®), UE,, v porel LemaR2.3.5

P
2 si j=2,3
Rang |(Nx/po)p ()] =4 1 s j=4,5,6,0
0 si j=1.
Entonces P((Nx/po)p, (¢*)) =2, y se tiene que
Fij(9,5,, ) = P(Nx/po)p: (¢*) UP((Ni/po)p (¢F)) UP((Nx /o), (C1))

UP((Nx/po)p, (€°)) UP((Nx/po)p, (¢°)) UP((Nxypo)p, (€7)),
con dimensiones 1,1,0,0,0,0 respectivamente, esto es, 2 lineas y 4 puntos.
Note que estas son componentes de puntos fijos de la fibra E,, y aparece la
componente P((Nx ps)p, (¢°)).

Ahora, se puede mostrar que el divisor excepcional de la transformaciéon
propia Iﬁ//(gz”)p1 es una de las componentes de puntos fijos de Fij(g, Ep,), se
puede ver que esa componente es exactamente P((Ny/ps)p, (¢%)) C 113\7({3)]91 y
que analogamente pasa para las otras fibras E,,, es decir, P((V X/]PQ)pi(CO)) C
]/PT/((ji)pi. Entonces (considerando las componentes relacionadas con cada
punto fijo p1, p2, p3) tenemos la descripcion completa de las componentes irre-
ducibles y del conjunto de puntos fijos de g actuando en ]133(

Fij(g.5 ) = PV(¢),, UP((Nx/po)p, (¢*)) UP((Nx/o )y, (6*)) (2.20)

P((Nx/ps)p: (¢1) UP((Nx/po)p, (¢)) UP((Nx/po)p, (¢%))
(

-

PV( )ps UP((Nx/po)p L(CY) UP((Nx/po)p, (%))

P((Nx/po)p,(¢°)) UP((Nx/po)p, (¢*) UP((Nx/po)p, (€))
PV(C%),, UP((Nx/po)p (€)) UP((Nx/po)ps (7))
UP((Nx/ps)p, (€%)) UP((Nx/po)p, (¢7) UP((Nx/po)p, (¢*))
UPV (1) UPV(C) UPV(C3) UPV (Y,

donde la dimension de las componentes

-

{PV(¢*),, P((Nx/p9)py () P(N/p9)ps (%)), (2.21)

ﬁ/(gﬁ)pz 7IP((NX/]P9)P2 (C4))7IP((NX/JP9)1>2 (CG))v
ﬁ/(Cs)pa,P((Nxme)ps ()P ((Nx/p9)p3 (€°)}

es 1, y la dimension de las componentes restantes es 0.
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2.4. Estudio del haz normal Nz/ﬁg

Dada una componente de puntos fijos Z ¢ P%, considérese la descomposicién
del haz normal de Z en P% en eigenhaces

6
NZ/ﬁ%( - @)Nz/ﬁg( (€.

Necesitamos conocer los rangos y las clases de Chern de cada eigenhaz

Nz/ﬁg (¢®) para las componentes de puntos fijos Z de Tipo 1, Tipo 2, y

Tipo 3, los valores correspondientes se presentan en las secciones 2.4.2)
y respectivamente. Dicha informacién estara dada en términos de los
nimeros

ny = dim V(¢*), (2.22)

donde V =@5_,V(¢F) y PP =PV.

2.4.1. Componentes del Tipo 1

Estamos considerando una componente Z C ]133( que no intersecta al divi-
sor excepcional, y la identificamos con uno de los puntos aislados PV (¢7) C
PY j=0,1,2,4. Entonces tenemos que

Ny by,

= Npy(cype s Z=PV({),
de hecho

Luego, usando la sucesion exacta

0—=T7—=i% Tps—N 7 po—=10

asociada a la inclusién iz : Z < P se tiene que
(Tpo)z = Nzypo

y
NZ/JP9(Cj) = (Tpo) z({).

Entonces los rangos de estos eigenespacios se pueden calcular usando la ob-
servacion de manera analoga a como se hizo en el lema [2.3.5| Los valores
precisos de estos rangos se pueden deducir del siguiente lema.
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Lema 2.4.1 Sea Z = PV(¢’) cualquier componente de puntos fijos de g en
P, entonces se tiene la descomposicion

6
Nzpo = P Nzpo(CF),
k=0

donde
Opyen(1) @V (¢THF) si k#0
N PV (¢7)
Nzpa(C") { 0 § k=0 (2.23)
y los rangos de los eitgenhaces son
N Nt si k 7& 0
Rang [ Nz/ps (¢*)] = { o’ G ko (2.24)
donde ny, = dimV (¢¥).
Ademds, si k # 0, sus clases de Chern estdn dadas por
oy 1 si j=0,1,24.
C[Nyzps(C")] —{ Ve H si =356, (2.25)

Demostracién. La prueba es similar al lema usando la férmula (2.17))
y la sucesién exacta

B
0—=T5(CF)—=i%Tps (C*) —= Nygps (¢F)—=0,

donde para cada eigenhaz N /ps (¢ *) tal que Rang {N 7/Po (Ck)} # 0, resulté que
Rang(Tz(¢*)) = 0, con esto se consigue que /8 sea un isomorfismo.O

Como ejemplo, una componente de puntos fijos en ﬁﬁg( que no intersecta
al divisor E es la componente PV (¢?), y por el Lema anterior

Rang | N,

el [ 1si k=256
vienyy (€0)] = {

2 si k=1,34.

Observacion 2.4.2 El lema |2.4.1| es vdlido en una situacion mds general,
esto es, en un espacio proyectivo P" = PV donde g sea un automorfismo de
orden finito m, ¢ = e, y V=@ V(Ch).
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2.4.2. Componentes del Tipo 2

Ahora consideremos las componentes de puntos fijos blowups I/PXV/(Cji)pi C
PY%. Sabemos que las tres componentes de puntos fijos PV (¢7) c P? (donde
Ji = 3,6,5) son las componentes que contienen los puntos fijos (de la curva)
p1,p2, ¥ p3 respectivamente, y cada una de estas es isomorfa a un P!, con
esto se puede mostrar que ]f’\v/(gﬁ)pi =~ PV(¢’) (pues cada curva no singular
es isomorfa a su blowup en un punto), més aun, sabemos que en general

fuera de los puntos fijos p1,p2, v p3, se tiene que Nﬁ/(é“)pi/ﬁ% = 1 Npy (cit)/po

(donde 7 : PV (¢7"),,—=PV(¢’") es el blowup), entonces es suficiente calcular
la descomposicion de Npy iy po y los Tangos de sus eigenhaces

Npy (csiypo (¢7)

para obtener asi los rangos de

Nﬁ’/(@)m/ﬁ&} (¢7)

en la descomposicion de Ny, esto ya lo hicimos con el Lema [2.4.1],

(), /P%’
pues al aplicarlo en los casos de las tres componentes PV (¢/i) obtenemos la
descomposicion de Npy (ciq)/ps-

En este caso, para las componentes del tipo 2 no sabemos como calcular
las clases de Chern C(Nﬁ/( ¢y, /B (¢®)) necesarias para obtener los produc-
tos de clases caracteristicas estables [Ju(v~ |

PV (¢Ti),, /P

¢*))]. Pero a falta de esta

informacion, usaremos un método indirecto para calcular dichos productos
(ver el método indirecto en seccion [2.7.2)).

2.4.3. Componentes del Tipo 3

Considérese la fibra E,, del divisor excepcional E en el punto fijo p; de g en
la curva X. Denotaremos con Ef una componente del Tipo 3, donde i indica
que Ef C E,,, de hecho estamos tomando Ef = P((Nx/po)p, (¢7)).

Note que por el lema [2.3.5] sabemos las dimensiones de cada componente
Ef , a continuacién bosquejamos el cdlculo de los rangos y clases de Chern de

los eigenhaces N, /P (¢*). Los valores se deducen (para todos los casos) del

lema de abajo:

Usamos las inclusiones

zEj

E 5B, 3 p e Py, (2.26)
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y las sucesiones asociadas (2.27)), (2.28) (ver [I8, cap.IV, proposicién 3.4,
p.79])

0—=Nps g —=Npi )53 Np, 150, (2.27)
0—=Npi g Npy 3o —=(E,, ©1p1) "N o —0, (2.28)

también los isomorfismos
(JE,, ° iEg)*NE/ﬁg( =0p(-1) y Z'EZNEM/E = (Tx)p, ® O,

(ver [16, apéndice B, parte B.6.3, p.435]), la acciéon de g en todos los ha-
ces involucrados, la descomposicion en eigenhaces de la sucesion (2.27)) y en
consecuencia la subsecuente descomposicion de .

Ahora, lo que nos interesa son los rangos y clases de Chern de los eigenha-
ces del haz N BB de las sucesiones exactas tenemos
Rang(Ny, 3 (¢*)) = Rang(Ng i, (C*)) + Rang(igy N, /1:(C?))

+Rang((jEm ° ZEj)*NE/ﬁg( (¢*))

(N 5 () = C(Npy i, (C)-Clity N, /(%)) C (i, 01)" Ny i (C°))
Los rangos y clases de Chern de los eigenhaces de (jg, oig: )N, /o S€ calculan

usando el isomorfismo (jg,, 0 igi)*N = (¢Li(—1). Por otro lado, para

E/PY
obtener los rangos y clases de Chern c/leXeigenhaces de iEg Ng, /& usamos el
isomorfismo i}, Ng, /5 = (T'x)p, @ OF,, .

Para el célculo de los rangos y las clases de Chern de los eigenhaces
Ngi, E,, (¢*), observamos que podemos representar la accién inducida por g
sobre E, como una matriz, esto es FE, = PW, donde W = (Nx/po)p,, g
actia en W linealmente, y EZJ = P(W(¢7)). Con lo anterior, podemos usar la
observacion [2.4.2] y obtener los rangos y las clases de Chern de los eigenhaces
Ngi/g,, (¢*) en la descomposicién del haz normal Ngijg,, = D, Ngi/g,, (¢*).

Lema 2.4.3 Sea ny =dimV (¢¥) y sean j;, ji como en la notaciones Yy
respectivamente. Sea E‘Z C IT’?X una componente del tipo 3, esto es,
E! = P((Nx/ps)p,(¢?)) en la fibra E,, del divisor excepcional E.

a) Sij=0, El =FEYC ﬁ/(gji)pi entonces EY no es componente de puntos
fijos de P%.
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b) Si j = j! entonces E} =
c) Sea j# 0,3l mod(7), considérese la descomposicion

EJ/]P9 @ E’/]PQ @ E’/]PQ ),

sEB; ;

donde B;j; = {1,2,3,4,5,6} \ {(j; — 7) mod(7)} si 2j # j; mod(7), y Bi; =
{1,2,3,4,5,6} si 25 = ji mod(7).

Entonces los rangos de N (¢®) se pueden calcular como sigue

EJ/]PQ
1.5ea s = j mod(7), entonces s Z ji mod(7) y

Rang | N

()] = 1+ Notjtj, = 1+ ngjpy, st 25 # ji mod(7)
E] /P 1 st 25 = 7! mod(7).

2. Sea s # j mod(T), entonces
si s = j! mod(7)

Rang | N

} 9<C8)]: L4 nopjpjs =14 nj—y sl sZ—j y S?éJg—J
E;/P Mstjtjy = Nj—ji =Ngi =2 sl s=—j y sFJ—]

Si s 2 ji mod(T)

0 si s=0mod(7) o s=jl—j
Rang [NEj/ﬁg (CS)] = Nstjtji sio sZ—jmod(7T) y s#ji—j
v —14mn;, =1 si s=—j mod(7).

Si se denotan los rangos Rang [ B /P, ({3)} por R; 5. Las clases de Chern de

los etgenhaces NE]/]PQ (¢®) estan dadas por:
Caso I. Si la componente de puntos fijos Ef es isomorfa a P° entonces
C[NEg-/ﬁg{(gs)] =1 (2.29)

Caso II. Sila componente de puntos fijos EZJ es isomorfa a P! entonces

OV o (€7 (2.30)
1+ (-1+Ri;s)H]-1 si s= j! mod(7)
= 1 si s =7 mod(7)
1+R;;H si (s—j)(s—7)# 0 mod(7).

Como ejemplo, un caso particular de este tipo de componentes es el caso
E$ — P% (donde (i, j, i}, 7) = (1,3,1,3)), entonces por el lema

1 si s=24
Rang[ ES/]PQ((S)}z 2 si s=1,3,6
0 si s=5,0.
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X

2.5. Estudio de los eigenhaces iy 05y (MH + nE)(¢7)

%
Consideraremos la restriccion del haz de linea ﬁﬁg( (mH +nFE) a una compo-
nente de puntos fijos Z en P%, en este caso 0%, (mH +nE) = 5O (mH +
nE)(¢/) para alguna j, el objetivo es determinar este valor ¢/ y calcular la
clase de Chern de este eigenhaz.

Se consideraran los tres tipos de componentes de puntos fijos de g en P%,
cada uno de estos se trabajara en los apartados A, By C.

A. Considere las componentes de puntos fijos Z = PV(¢/) C ]132( que
no intersectan al divisor excepcional E, recuerde que estas son cada una

isomorfas a IPY.
Consideremos la inclusion ipy () : PV (¢?) — P%, entonces tenemos

ipv(er)Opo (MH + nE) = ipy () Opo (MH) @ ipy ) Opq (),
y por ser PV(¢’) un punto, la clase de Chern es

Para identificar cual es la accién de g en las fibras del haz Py () Os, (mH+nE)
encontraremos cual es la accion inducida por ¢ en los haces i]’gv(cj)@’ﬁg (mH)

y i]?V(gj)ﬁﬁg( (nE).
Para el haz iﬁ)v(cj)ﬁﬁi (mH) : ) . )

Considerando las inclusiones PV (¢?) < P% \ E — P%, y que P% \ E = PY\ X,
se observa que

ZikPV(C)ﬁﬁg( (mH) == ﬁ]Pv(CJ)(m) (232)
La acciéon de g en Opy (iy(—1) es multiplicar por ¢/ (pues Opy ) (—1) C
V(¢!) ® Opy(cs), donde estamos considerando P? = PV y V = &%_,V(¢7),
entonces Opy (¢;)(—1) hereda la accion de g en la componente V(¢7)), con esto,
la accion en su gavilla dual Opy(¢;)(1) es multiplicar por ¢ —J, en consecuencia,
la accion en Opy(¢s)(m) es multiplicar por ¢ —mJ (llamamos a este el eigenvalor
correspondiente a Opy (¢sy(m)), entonces

iikPV(gj)ﬁ]NP (mH) = i]?V(gj)ﬁﬁ (mH)(C_mj)~ (2.33)

9 9
X X
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Para el haz iy (ci)Opo (nE) :
Se sabe que todo haz vectorial sobre un punto es trivial, y se puede ver que

il*PV(cj)ﬁﬁg( (nE) = Opy(¢sy, (2.34)

también se sabe que en la gavilla estructural Opy () la accion inducida por
g es multiplicar por ¢° (esto es, el valor que le corresponde a Opy(ciy), pues
dicha accion inducida es la restriccion natural al punto PV(¢?), entonces
tenemos

il?V(C")ﬁﬁg( (nE) = i]?\/(ga‘)ﬁﬁg( (”E)(CO)- (2.35)

Por lo anterior, el eigenvalor correspondiente a la gavilla

iy (i) Ops (MH +nE) es (77 - 1= (™7, y se tiene

9
X

B Ahora consideremos las componentes de puntos fijos blowups
PV (¢7),, C P%, estas son isomorfas a P

Consideremos la inclusién 5y (e, PV (¢7),, < P%, v el haz

il%T/(Cji)pi ﬁﬁ; (mH +nFE) = i:ﬁT/(gn)pi ﬁﬁg( (mH) ® %T/(C”)pi ﬁﬁi (nFE). (2.37)
Para identificar la accién de g en las fibras de i;‘ﬁ(@») 05, (mH +nkFE), estu-
diaremos los dos haces de la ecuacion (2.37)). L

Para el haz Zﬁ/(cji)m ﬁ@( (mH): B
Consideremos la inclusién iﬁ/( oy, Y el hecho de que PV(¢%),, = PV(¢)

(por ser PV (¢7') = P! una curva no singular), con esto se puede mostrar que

i]%?/(gn)m ﬁﬁg( (mH) = Opy civy(m). (2.38)

Anélogamente al caso anterior A, sabemos que el eigenvalor correspondiente
a Opy iy (m) es (T™7, entonces tenemos la descomposicion

(mH) =it ©

5oy, O, (MHE)(CTT), (2.39)

v, P

i

Como cada PV(¢%) es un P!, tenemos que la clase de Chern es

o o

P%

i o, O, (mH)) = 1+ mH, (2.40)

i
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9
X

con H hiperplano en PV/(¢/).

Para el haz (i), ﬁ@( (nE):
Vamos a ver cual es la accién en la fibra i]%\“/((f-) 05, (nE), sobre el divisor

excepcional e; del blowup ﬁ/(cji)pi. Como se menciono6 al final de la seccion
, el divisor excepcional e; de PV(¢%),, es exactamente la componente de
puntos fijos E) = P((Nx/ps)p,(¢?)) (del conjunto de puntos fijos Fij(g.z, ))

cuya accién es multiplicar por (Y, en consecuencia,

0
9l o=, nB)., = 9liz o, (nE) = 9 Gow(—n) = C 5

PV(¢li)p, Fx Tew (c0)
donde 7' : e; < E,, y W = (Nx/ps)p,, esto es

i . Op, (nE) = iz .. Z3 (nE)(¢%). (2.41)
Como PV (¢#4),, = PV(¢7) = P!, la clase de Chern es

(i]%T/(gn),,. Oy (nE))=1+ne; =1+nH. (2.42)

De ([2.39)) v (2.41]) se tiene que el eigenvalor correspondiente a i]%‘f/(gj') O, (mH+
nE) es (™Y i

= P =i~ ~ —m-Ji

"BV (), ﬁP% (mH +nE) "BV (¢, ﬁlpg{ (mH +nE)(C ) (2.43)

y la clase de Chern resulta ser (debido a que e; ~ H)

(i oy, O, (mH +nE)(C™ 7)) = 1+ (m+n)H. (2.44)
C. Finalmente considere las componentes de puntos fijos £/ C E, c P%

de las fibras Ej,, estas componentes son isomorfas a PY 6 a P!

Sea la inclusion iy : B/ — P%, sabemos que

i Opo (MH +nE) = i}

EZ ﬁﬁg( (mH) &® ZEZ ﬁﬁ (nE) (245)

Ahora nos interesa estudiar cual es la accién de ¢ en las fibras del pullback
i7.; O, (MH +nkE), para esto vamos a estudiar cada multiplicando en la ecua-
cién 1) calcularemos cual es el eigenvalor correspondiente en cada uno
de ellos y en el producto, finalmente calcularemos sus clases de Chern.
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Para el haz i*, 0~
EIYPY,

Se tiene el diagrama

(mH):

. ILEf iEpi ZE ~
Ezj Q_> Epi Q_> E Q_> ]p%(

g, T|g T

pi —— X —— P
tp; tx
y se puede mostrar que

iy Oy (mH) = Oy @ (KF™),,. (2.46)

La acciéon de g en una fibra de Kx en el punto fijo p; es la acciéon de g en

el dual (Tx),,, esto es, multiplicar por (77, entonces la accién en la fibra

de K$*™ es multiplicar por (73™7i, con esto, el eigenvalor correspondiente a

. _ LAl . . .
i ﬁiﬁg{ (mH) es (~3™Ji, entonces se tiene la descomposicion

i Opo (MH) = i3, 0%, (mH)(¢3m), (2.47)

Para el haz i*Eg ﬁﬁg( (nE):

Usando las inclusiones Ef < E, < E < P% y el hecho de que Op(E) =
Ogr(—1) (ver [21], Proposicién 8.24 C, p.186] ¢ [16], apéndice B.6]) se tiene que

i*E{ ﬁﬁ‘;{ (nE) = Ogi(—n) = Opw(—n), (2.48)

donde W = ((Nx/ps)p, (¢?)). En consecuencia, el eigenvalor correspondiente a

7

Opi(—n) es ("7, con esto tenemos la descomposicién

i Oy (NE) = i3, Op, (nE)(¢™). (2.49)

Con las ecuaciones ([2.47)) y (2.49)) se tiene que la accién de g en i*; O, (mH +
B YP

nE) es (73 . ("I esto es

iy Oy (MH +nE) = iy, O, (mH +nE)(("I73m7). (2.50)

Por (2.46)) la clase de Chern del haz z*E] ﬁﬁ% (mH)(C3™70) es

Clig Op (mH)(¢™3m7)] = 1. (2.51)

9
X
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j X

Por otro lado
" o 1—nH si E/ =P
Cligy Oy (E)(C™)] = { R (2.52)

De lo anterior se sigue que la clase de Chern que estamos buscando es

1-nH si E/ =P

1 si E/=P° (2:53)

C(Z*EZ ﬁﬁg (mH + nE)(cn-jf?,m.jl{)) _ {

2.6. Elementos necesarios para aplicar el THL

Finalmente calcularemos la clase de Todd Tod(Tz) del haz tangente T, el

producto de clases caracteristicas J[[U(N, /B (¢7))], el cardcter generalizado

de Chern chy(i% (05, (mH +nkE))), y el determinante det(Id — g|yv _ ), para
X Z /P9

X

poder aplicar el THL a g en O, (mH +nkE)

2.6.1. Clases de Todd Tod(T7) de los haces tangentes Ty

Como cada componente de puntos fijos Z C ]?’9}( es un P! 6 un P°, sus clases
de Chern C(Tp1) y C(Tpo) son bien conocidas y se pueden calcular usando la
sucesion

O%ﬁp'ﬂ%ﬁpn(1)n+1%TIPn%O.
Se tiene que para el caso n =1 y por propiedades de las clases de Chern
C(Op)C(Tpr) = C(Op:1(1)?) = 1-C(Tpr) = (1 + H)* = 1 + 2H + H?,

con H un hiperplano en P!, pero como el anillo de Chow de P! es A(P') =
Z[H]/ < H? >, s6lo nos interesa la parte lineal en la clase de Chern C/(Tp1),
entonces

C(Tpr) = 1+ 2, (2.54)
para P? se tiene
C(Tpo) = 1. (2.55)

Con lo anterior y usando la férmula de la clase de Todd (ecuacion (1.9))), se
tienen las clases de Todd

y
TOd(T]po) =1. (257)
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2.6.2. Productos de clases caracteristicas estables ]_[[U(Nz/ﬁ9 ()]
j X

Se consideraran los tres tipos de componentes de puntos fijos de ¢ en P3 Y en
los apartados A,.B y C.

A. Considere las componentes de puntos fijos PV (¢7) € P% que no inter-
sectan al divisor excepcional E, estas son isomorfas a PP,
En este caso sabemos que C(N, ]PV(CJ)/IPQ (¢%)) = 1 para todo eigenhaz

Npy( i)/, (¢*) (por la ecuacién (2.25)) del lema ) y para cada componente

de puntos fijos PV (¢7) ¢ P%. Usando la férmula de las clases caracteristicas
estables ((1.10]) tenemos

U(N]pv(cj)/ﬁg( (€*) =1, (2.58)

entonces el producto de clases caracteristicas estables también es 1
H{U PV (¢i)/P% )Nt =1 (2.59)

B.Ahora considere las componentes de puntos fijos blowups ﬁ/(cﬁ)pi C
P%, estas son isomorfas a P!

En este caso no tenemos calculadas las clases de Chern C(Ng; (c),, /B (¢®)) de
los eigenhaces N, (i), /B (¢®), por lo que no podemos calcular las clases ca-

racteristicas estables ni sus productos, pero estos tltimos H (O i €N},

como ya lo hemos mencionado, se pueden calcular mediante un metodo in-
directo, el cual se presentarad en la seccién

C. Finalmente considere las componentes de puntos fijos E/ ¢ E, c P%
de fibras E,,, estas son isomorfas a P° 6 a P

Por el lema conocemos las clases de Chern C(N, i (¢®)), con esta

informacién y usando la ecuacién de clases caracteristicas (1.10) podemos
conocer cada clase caracteristica estable

U(NEg/ﬁg( (<(8>)7
y entonces cada producto de clases estables
6
[TV 3 ()
s=1
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En particular, para cada componente de puntos fijos EZ] que es isomorfa a P°
tenemos que por el lema

C(NE;/ﬁg( (¢*) =1,
y por la ecuacion (|1.10))

asi, el producto es

[T U0V, 5 (N =1 (2.61)

sEB; ;

Para conocer el producto de clases caracteristicas estables asociado a com-
ponentes de puntos fijos E/ que son isomorfas a P! se usa también el lema

y la ecuacién ((1.10]).

2.6.3. Caracteres generalizados de Chern chy(i} (05

By, (mH + nkE)))

Se consideraran los tres tipos de componentes de puntos fijos de g en P%,
estas se trabajaran en los apartados A, B y C respectivamente.

A. Considere las componentes de puntos fijos PV (¢7) ¢ P% que no inter-
sectan al divisor excepcional E, estas son isomorfas a P°.
Por la ecuacién (2.36)) se tiene la descomposicion en eigenhaces

ZPV(O)@’ (mH +nE) = ZPV(CJ)ﬁ (mH +nE)((™).
Ahora por la férmula
chy(ipy () Ops (MH +nE)) =™ Tch(ipy () Oy, (mH +nE) (™)),
pero por la parte A de la seccién (ver ecuacién ) sabemos que
C(Z]PV(ga)ﬁ (mH +nE)(¢™™)) = 1,
y por la ecuacién del cardcter de Chern
Ch(ﬁPV(gf)ﬁﬁg( (mH +nE) (™)) =1,
entonces

chy (ipy (g Oy (MH +nE)) = ™. (2.62)
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B. Considere las componentes de puntos fijos blowups PV (¢7),, < P%,
estas son isomorfas a P

Para encontrar la descomposiciéon en eigenhaces de iI%T/(C" ) Os, (mH + nkE)
i) p, X

usamos la parte B de la seccién [2.5] esto es

O, (mH +nE) =i~ O, (mH +nE) (™), (2.63)

-
1~ o )
PV ((3)y, P% PV (¢4),, PS

entonces tenemos el caracter generalizado de Chern

ch Oso (mH +nE)) = C*m'jich(z'*fv O, (mH + nE)(C*mJ))

(i
IVBV(¢),, P PV (i), Pk
Ahora, por la ecuacion ([2.44)) conocemos la clase de Chern

C( ﬁ~g( (mH +nE)(("™9) =1+ (m+n)H,

BV (i, O
y por la férmula del caracter de Chern (ecuacion ((1.4)) se tiene

(i, Oy (mH  0ID) = (Il 261

C. Finalmente considere las componentes de puntos fijos E! c E,, c P%
de fibras E,,, estas componentes son isomorfas a PY 6 a P!
Para calcular la descomposicion en eigenhaces de i}, 05, (mH + nE) usamos
i X

la seccién C, por esos resultados sabemos que el eigenvalor asociado al

haz i%, 0%, (mH +nE) es ("33 esto es
7 X

Z*Ef ﬁﬁ‘; (mH +nFE) = Z*Ef ﬁﬁ‘;( (mH + nE)(C"(j)*?’m'j{).

Usando la ecuacion (2.53)) tenemos el caracter de Chern

. Caminy e s Bl =P!
y en consecuencia el caracter generalizado
. gnj—?)m-jlf . e—nH si E] — IPl
Chg(zEZ ﬁﬁi (mH +nkFE)) = { (ri=3m] y EZZ _po (2.66)

2.6.4. Determinantes det(Id — g|yv _ )

Z/]Pg(
Por los lemas [2.4.] y [2.4.3] conocemos los rangos de todos los eigenhaces

de cada haz normal N, /B Dara cualquier componente de puntos fijos Z en

UNAM
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]AP%(, entonces para cada componente Z C IT’%( podemos escribir la accién de
g restringida al haz N, /g COMO una matriz de rango dimP% —dimZ, luego
mediante esta matriz podemos conocer cual es la matriz correspondiente a
glnv _ , v entonces obtener el determinante det(Id — g|nv _ ).

z /P9

Z/Pg( %

Como ejemplo elijamos una de las componentes de puntos fijos que no
intersecta al divisor excepcional E, digamos Z = PV(¢?) = P, en este caso
se tiene

¢t o 0 0 0 0 0 0
0o ¢2 o 0 0 0 0 0
0 o ¢ o 0 0 0 0
‘ ~ o o o0 ¢ 0o o0 0 o0
g NZ/;Q o o o o0 ¢ 0o o0 o )
X 0 0 0 0 o ¢* o 0
0 0 0 0 0 o ¢ o
o o o o o o o ¢S
entonces la accién en el dual NY. _  es
PV (¢?)/P%
¢® o o o o o o0 o0
0o ¢ o o 0 0 0 0
o o ¢° 04 0 0 0 o0
o 0o 0 ¢ 0 0 0 0
g‘Nv ~ o 0 o0 0 ¢* 0o o0 o0 )
PV (62) /P o 0o o o0 0 ¢ 0o o0
0 0 0 0 o o ¢ o
0 0 0 0 0 0 o ¢t
y el determinante det(Id — g|xyv  _ ) esta dado por
PV (¢2)/P,
_ 1 2 3 4\2 5\2 6
det(Id —g[yv )= (1 =) =) =) =) (1 =) (1= ).
PV(¢2) /Py

2.7. Obtencién del niimero de Lefschetz L(g, O, (mH +nFE))

Con los datos obtenidos en secciones anteriores estamos listos para aplicar
el THL a g en las gavillas 0, (mH +nFE). Comenzaremos con un caso inde-
pendiente, recuperando una traza de g mediante el THL.

2.7.1. Aplicacién del THL al automorfismo g € 7A en la gavilla Gpo(1)

Este calculo abarcara los apartados A, B, C, y D siguientes.
Primero tomemos el conjunto de puntos fijos de g en P? (ver ecuacion (2.10))

Fij(g,ps ) = PV(1) UPV () UPV(¢CH) UPV () UPV(CH UPV(CP) UPV(CY)

Calcularemos explicitamente la contribuciéon al nimero L(g, Ops(1)) de la
componente de puntos fijos PV(¢/) con j = 3, en este caso PV(¢3) = P
El célculo para las demés componentes (salvo detalles) es andlogo.
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5y (mH + nE))

A.Producto de clases caracteristicas estables H{U(NIpv(<3)/IP9(Cj))}

Como sabemos Npy (csy/po = es_, Npy (cs)/po (¢®). Del lema “ se tiene que
el rango RangN]pV(Cs)/ng(C ) =1para k=1,4,56,y RangNIpv(Cs)/ng(( ) =2
para k = 2, 3.

Del lema 2.4.7] también se obtienen también las clases de Chern

. 1+H si k=14,56
ClNpy (o) /0 (C )]:{ 1+2H si k=23

Con estas clases de Chern y la férmula de las clases estables ((1.10]) se obtiene

H 2H
U(Npy oy (¢h)) = (1 - Cl—1> LU(Npy sy po(¢?)) = (1 - <2_1) )

U(Npy sy (¢?)) = (1 - Cfi) U(Npy (c2)po (€ (1 ) :
=1

U(Npy(cs)/pe(¢7)) = (1 - CE,H_1> U(Npy(csypo (¢ 1— ) ,
luego, el producto de clases estables [[{U(Npy (¢s) /po(¢7))} es s1mplemente el
producto de estas 6 clases estables. ’
B.Clase de Todd Tod(Tpy cs))
Como PV (¢3) = P!, se tiene que por ([2.56))
Tod(Tpy(esy) = 1+ H. (2.67)

C. Carécter generalizado de Chern chy(ipy 3 0ps(1))

Tenemos que ipy (o) Opo(1) = Opy (1) ¥ sabemos que la acciéon de g en
esta gavilla es multiplicar por (73 = ¢*, entonces por la férmula del cardcter
generalizado de Chern (|1.6])

chy (ipy (o) Opo (1) ZC ch(ipy sy Ops (1)(¢7)) = ¢eh(Opy (o) (1)(¢H)-
Por otro lado, la clase de Chern de Opy (¢sy(1) es
O pv(en(1) = C(Gr (1) = 1 + H,
con esto el caracter generalizado buscado es
chy(ipy (cayOpe(1)) = ¢*a+ H). (2.68)
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D. Determinante det(Id — g|yv )

PV (¢3) /P9

Ya sabemos los rangos de cada eigenhaz Npy (¢s)/po (¢7), entonces podemos
escribir la accion de g en Npy () ps como la matriz de rango dimP? —
dimPV(¢3) =8

¢t o 0 0 0 0 0 0
0 ¢ o 0 0 0 0 0
o o ¢ o o 0 0 o0
0 0 o ¢ o 0 0 0
g‘N]PV(C?’)/]PQ ~ o 0o 0 0 ¢ 0o 0 o0 )
0 0 0 0 o ¢* o 0
o o0 o o o o0 ¢ o
0 0 0 0 0 0 o ¢S
€11 consecuencla
¢ o 0 0 0 0 0 0
0o ¢ o o0 0 0 0 o0
0 o ¢ o 0 0 0 0
g‘ Y ~ 0 0 o ¢ 04 0 0 0
N,PV(&)/,PQ o 0o o0 0 ¢ 0o 0 o0
0 o0 o o o ¢ o o
0 0 0 0 0 o ¢2 o
0 0 0 0 0 0 o ¢t

Usando los 4 resultados de los apartados anteriores en la féormula del THL
obtenemos la contribucién de la componente PV(¢3) al ntimero de Lefschetz
L(g, Ops(1)), repitiendo este proceso para las componentes de puntos fijos
restantes llegamos a

L(g, Opo (1)) = ¢ + ¢ + (", (2.69)
En este caso H{(P?, Ops(1)) = 0 para i > 0, por lo que

L(g, 6s (1)) = tr7 g|HO(P®, Opo (1))
Y podemos verificar nuestro célculo ((2.69))), pues

H°(P?, Opo(m)) = S™VY,
en particular

trz g|HY(P?, Ops (1)) = trz g|V",

ahora, por la ecuacién (2.6)) trz g|VV = trz t(gps) ™!, la cual coincide con ([2.69)).

En general para la gavilla &ps(m) se tiene que
L(g, Opa(m)) = trz g|H*(P?, Gps(m)), (2.70)
pues

HY(PY, Ops(m)) = 0 (2.71)
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9
X

sii> 0y m >0 (pues se conoce el cono amplio de P"). Entonces a cada
numero de Lefchetz L(g, Ope(m)) le corresponde una traza

L(g, Gpo(m)) = trz g|HO(P®, 6o (m)). (2.72)

Por supuesto esta se podria calcular con THL, sin embargo la féormula de
Molient ([26, Teorema 1.10, p.13]) permite calcularla directamente

1

2 X" = o dam — T (273)
Aqui

Xm(g) = trz g|S™VY, (2.74)
y H es la transformacion lineal g|V'V.
Note que como

Hi (B, 7" O (m)) = H(P?, Gpo(m) (2.75)

se tiene que
L(g, O, (mH)) = trz g]HO(ng , T Ops(m)) = trz g|H°(P?, Ops (m)), (2.76)

de modo que los nimeros de Lefschetz L(g, 5, (mH)) también se pueden

calcular con los coeficientes de Molient, pero recordemos que nuestro objetivo
es calcularlos usando el THL.

2.7.2. Aplicacién del THL a g € 7A en la gavilla ﬁf,g( (mH +nE)

Para aplicar el Teorema de Lefschetz a cualquier gavilla del tipo O, (mH +

nE) debemos tomar en cuenta las 22 componentes de puntos fijos de g en
P% (ver ecuacién (2.20))) y todos los calculos referentes a ellas desarrollados
en secciones anteriores (principalmente los de la seccién , pues en esta se
concentran los cuatro elementos necesarios de la férmula del THL). Recuerde
que para realizar dicha aplicacion del THL, qued6 pendiente obtener los pro-

6
ductos de clases caracteristicas estables [] [U(Nss (¢#))] relacionados
1

- PV (¢4),, /P%
s= 7
a las tres componentes de puntos fijos del tipo blowup PV (¢7),, C P%, esto
lo haremos indirectamente, usando la formula de Molient y resolviendo un
sistema de ecuaciénes, el procedimiento es como sigue:

UNAM
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X

Nétese que conocemos (por la subseccién 2.4.2] y por el lema 2.4.1)) los

rangos de cada eigenhaz N BV (C),, /B8 (¢*) y la descomposicion

Nov(gn,, /B @ BV (0,83 ()

La idea consiste en escribir los productos de clases estables

6
[TIUNg (i), T2 (¢*))] de manera general. Observe que las clases caracteris-

ticas estables U (N5 (ciny, - (¢*)) son productos (ver ecuacion 1’ y deben

ser de la forma 1+ azH, por ser cada espacio base IPV(CJi)pi de los haces nor-
males correspondientes un P!, en consecuencia, el producto de dichas clases
caracteristicas estables debe ser de la forma 1+ a/H, donde o, y o/, deben ser
numeros complejos.

En particular, en la situacion en la que estamos, solo tenemos 3 compo-
nentes de puntos fijos blowups PV (¢7),, € P% (estas son PV (¢3),,, PV (¢5),,,
y PV(¢%),,), entonces tenemos 3 incégnitas a}, oy, o por encontrar, es decir:

6
l:[1 Ny oy, s, (€N = 1+ a1 H, (2.77)
6
H [U(Nﬁ/(ca)pz/fﬁg( ((S))] =1+ aéHv y (278)
s=1
6
TV (NG sy, s (€D =1+ a4 H. (2.79)

Ahora elegimos arbitrariamente un haz para aplicarle el THL, digamos el
haz O, (4H), tenemos entonces que la suma de residuos en la féormula del

X
Teorema de Lefschetz para este caso se puede escribir como

L(g, Oy (1) = degiy ) [f1(C 1+t H, )]+ deggy, oy [2(C, 1+ abH, )
(2.80)

+degfp\‘// [f3(<7 1 + O[gH, H)] + degZ4( ) +e degzm( )7

(Qr™
donde los tres primeros grados degIPV [ fi(¢,1+ olH, H)] corresponden a

las contribuciones de las tres componentes que son blowups respectivamente,
estos grados estan en funcion de las incégnitas o), ofy y of respectivamente,
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9
X

los demas grados corresponden a las restantes 19 componentes de puntos fijos
en Fij(g,3, ) que no son blowups y se pueden calcular explicitamente con los
calculos de las secciones anteriores.

Sabemos de antemano que el nimero de Lefschetz anterior debe ser igual
al coeficiente de t* en la férmula de Molient (férmula (2.73))), esto genera una
ecuacion lineal con tres incégnitas.

Si ademés del haz Oy, (4H) elegimos arbitrariamente otros dos haces,
digamos 0%, (3H) y O, (5H ), al aplicarles el Teorema de Lefschetz en la
misma forma que al hazxﬁﬁg (4H) se obtendran otras dos ecuaciones lineales
andlogas a la ecuacién l} y se podran resolver las incégnitas of, o, v
af. Con los valores de dichas incégnitas se pueden obtener los productos de
clases estables (2.77)), (2.78]), v (2.79) que hacen falta para aplicar el THL a
cualquier haz mH + nkE.

Entonces, considerando todos los cédlculos de este capitulo, estamos en
condiciones de poder aplicar el Teorema de Lefschetz a cualquier haz G-
linearizado del tipo O, (mH + nE).

9
X
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9
IPX

2.8. Calculando ntiimeros de Lefschetz sin THL

Antes de mostrar una tabla (tabla con calculos de nimeros de Lefschetz
L(g, ﬁTP%{ (mH + nE)) para diferentes valores de m,n, nos gustaria considerar
divisores mH +nFE para los que podamos verificar los niimeros L(g, ﬁﬁ% (mH+
nE)) sin usar el THL. Por ejemplo, sabemos que

L(g, 6"]~Pg{ (mH)) = L(g,Ops(mH)), y si m > 0,

L(g, Ops (mH)) = tr7 g HO(P?, Opo (mH))

que se puede calcular con la féormula de Molient. Otro tipo de divisores que
sirven para verificar se pueden encontrar si satisfacen las condiciones I y II
siguientes:

I.L(g, ﬁﬁg (mH +nE)) = trz g\HO(INP9 ,ﬁﬁg (mH +nE)),

esto se puede conseguir si el divisor mH + nE es de la forma amplio méas
canénico, conocemos divisores amplios gracias a Thaddeus (ver [34, Propo-
sicién 5.3]), es decir, combinaciones lineales positivas de H y 2H — E, estas
combinaciones sumadas al divisor canénico —10H + 7E de P% funcionan.
trz g|HO (P, O, (mH))
I1.trz g|HO(IP§ , Oy (MH +nE)) = 6
trz g|HO(BY., O, (nE)).
Por ejemplo si n > 0, se tiene un isomorfismo equivariante
H(P%, Op, (mH + nE)) = HO(P%, O, (mH)). (2.81)
Por otro lado, si m =0 en (2.81)), se ve que
HO(]Pg(v ﬁﬁg{ (nE)) = HO(]Pg(v ﬁﬁg{)»

de ahi que trz g|HO(P%, Op, (NE)) = 1.

2.9. Resultados de numeros de Lefschetz L(g, 05, (mH + nE))

X
A continuacion se presenta una tabla con niimeros de Lefschetz para distintos
valores de m,n, donde los correspondientes divisores mH + nE no necesaria-
mente satisfacen las condiciones I y II de la secciéon anterior. Por ejemplo,
los primeros 11 divisores son de la forma amplio més candnico.
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9
X

Tabla 2.2: Aplicacion del Teorema de Lefschetz
Los resultados de las columnas 3,4, y 5 se obtuvieron aplicando directamente
el THL, y los datos de la ltima columna se obtuvieron aplicando la serie de

Molient
mH+nE | cumple I | L(g, ﬁ;g{ (mH +nE)) | L(g, ﬁ;g( (mH)) | L(g, Opo(mH)) | traza trz g|H(6(mH))
H+E si SEESRES ¢ttt SEESRES ¢t
2H+E si -1 -1 -1 -1
3H+E si B+ +¢s B +d 4 B+ +¢S B 4+5 4t
H+2E si e+t ¢+t et 4t
4H+2E si 1 1 1 1
H+3E si ¢ttt ¢ttt ¢ttt et
5H+3E si 0 0 0 0
6H+4E si 0 0 0 0
TH+5E si 2 2 2 2
8H+6E si 20¢t + ¢ +¢Y) 2¢M+ 2+t | 2¢t+ 3+ Y 2(¢t + ¢ +¢h)
9H+TE si -2 -2 -2 -2
9H-+8E no -1 -2 -2 -2
9H+9E no -5 -2 -2 -2
2H-E no -5 -2 -2 -2
3H-2E no SERIRES ¢ +¢%+¢° SERSRES ¢+ ¢+ 8
4H-3E no —¢t—¢2 ¢t 1 1 1
5H-4E no 1 0 0 0
OH-E no ¢t +¢?+ ¢t 1 1 L
H-E no 0 SRR e SRR
9H+14E no -2 -2 -2 -2
5H+21E no -2 -2 -2 -2
E no 1 1 1 1
2E no 1 1 1 1
3E si 1 1 1 1
4E si 1 1 1 1
5E si 1 1 1 1
6E si 1 1 1 1
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CAPITULO 3

5k — J Pk + J
Caracteres de Chern de Ushyp, Wikt W)y Uskyp, Wokra, W)y Yy

Funciones Generadoras para componentes fijas de dimension &

Uno de los objetivos de este capitulo es exponer el método para resolver
el problema de trazas de Thaddeus, para esto se introduciran los niimeros
N;(g), los cuales son una generalizacién de los nimeros de Thaddeus N; (ver
ecuaciones y respectivamente), estos nimeros estan definidos
en términos de tres haces definidos sobre el producto simétrico de una curva
X dada como en m a saber: W,-, W;* | y el haz B; (ver ecuaciones ,
, y ) Entre los otros objetivos del capitulo estan el de obtener
formulas para los caracteres y las clases de Chern de eigenhaces asociados a
los haces W,” y W;T, ademés desarrollar dos tipos de funciones generadoras:
por un lado, funciones para obtener el caracter de Chern generalizado del haz
B; (ver teorema , y por otro lado, funciones que proporcionen la con-
tribucién al nimero N;(g) por parte de componentes fijas (ecuacién )

El capitulo esta dividido en siete secciones.
En la seccién 3.1 se aborda brevemente parte del trabajo de Thaddeus ([34])
donde se prueba la férmula de Verlinde para rango 2, luego se introducen las
definiciones de los haces W;, W;", B; (ver subseccién , y de los nimeros
N;(g), en términos de los cuales se describe el método propuesto para obtener
trazas de Thaddeus en la subseccién [3.1.3] En la subseccién se explica
todo lo necesario para implementar el método propuesto usando el THL, y
finalmente en la subseccién [3.1.5 se propone realizar un experimento usando
la curva de Klein como sujeto de pruebas.

En la seccién 3.2 se describe la accion de un automorfismo g en el producto
simétrico S*X.

En la seccion 3.3 se muestran formulas necesarias para realizar el experi-
mento de la subseccion 315l

En las secciones 3.4 y 3.5 se desarrollan dos resultados claves para poder
implementar el método propuesto en la seccion (para calcular trazas de

Thaddeus), estos consisten de los teoremas y para obtener los
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caracteres y las clases de Chern de los eigenhaces de los haces de Thaddeus
W,y Wt restringidos a componentes irreducibles de puntos fijos. En el caso
de nuestro experimento se aplican dichos teoremas en la seccién 3.6.

En la dltima parte del capitulo (seccién 3.7) se presentan otros resultados
clave para la implementacién del método propuesto en la seccion 3.1, estos
son el teorema [3.7.2] y un resultado sobre clases caracteristicas estables en
el teorema . Con esto finalmente se establece la formula (3.193) que es
una funcién generadora que proporciona la contribucién de una componente
de puntos fijos de dimensiéon k& > 0 al nimero L(g, Bpk+td,,m,») cuando este se
calcula con la formula de Lefschetz.

Los teoremas [3.4.1] [3.5.1} [3.7.2, [3.7.3] y la férmula (3.193)) son resultados

originales generados en este proyecto de tesis.

3.1. El método propuesto para resolver el problema de trazas
de Thaddeus

Considere los haces ¢'(m,n) definidos en la ecuacion de la introducciéon
de esta tesis.

En el articulo [34], Thaddeus prueba el teorema de abajo, que po-
demos considerar como la solucion al problema de las trazas de Thaddeus
en Vp,n, con | =0 cuando el automorfismo g es la identidad. Dicho teorema
se puede extender para calcular en el contexto del problema de las trazas de
Thaddeus, trazas de automorfismos de la curva X que no son la identidad

(ver férmula (3.18))).

Comenzaremos describiendo brevemente parte del trabajo de pares esta-
bles de Thaddeus [34], donde este prueba el teorema [3.1.5|

3.1.1. Parte del trabajo de Thaddeus

Considere una curva compleja proyectiva X de genero gx > 2, un haz de linea
A—=X de grado d > 0. Thaddeus construyé una serie de “Flips”que conectan
el espacio

PHY (AT
con el espacio de Moduli SUx(2,A) de haces semiestables de rango 2 y de-
terminante A (ver una descripcién de SUx (2, A) en [31]), esto es, el siguiente

diagrama
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Mo M;
NN N
M, M, My - M,
| |
My N = SUx(Q,A),
(3.1)
donde
My =PHYATY), (3.2)

y My = ]NPTX. Thaddeus mostré que ciertos espacios M; resultaban ser varieda-
des proyectivas, enteras, suaves y racionales de dimension d+ gx —2, entonces
los M; eran birracionales entre si. De hecho existe un mapeo birracional entre
My y M;, con i > 1 tal que M; resulta ser isomorfo a M; excepto en conjuntos
cerrados de codimension > 2.

En cuanto a los M;, existen haces vectoriales W;t W~ definidos sobre los
productos simétricos S'X, de manera que sus proyectivizaciones se pueden
ver como cerrados de los espacios M;, esto es, PW;" — M; y PW,” — M, ;.
Las variedades 1M; son los blowups de M; a lo largo de PW;" o bien, el blowup
de M;_1 alo largo de PW,” (ver [34, pp.333 y 334]), de modo que el espacio
M; se puede obtener de M;_; haciendo blowup de M;_; a lo largo de PW,”
seguido de blowdown del divisor excepcional E; = PW,” @ PW;" C M; a PW;"
en Mi.

Para el entero i = w := [(d — 1)/2], Thaddeus encontr6 un mapeo supra-
yectivo del espacio de moduli M, al espacio de moduli SUx(2,A), esto si se
cumplia que d > 2gx — 2.

Considere la gavilla &1(m,n) := Oy, ((m + n)H — nE) sobre M;. Ya que
las variedades M; y M; son isomorfas excepto en conjuntos cerrados de codi-
mension mayor igual que 2, si i > 0 se tiene un isomorfismo

Pic My = Pic M; (3.3)

y se define el haz €;(m,n) como la imagen de & (m,n) bajo este isomorfismo.
Ademas

HO(Ml,ﬁl(m, n) :HO(Mi,ﬁi(mm)). (34)
De aqui en adelante usaremos la notacion

Vm,n - HO(MI; ﬁl(mvn)'
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La intenciéon de Thaddeus fue jalar las gavillas &;(m,n) a través de los
Flips del diagrama y tratar de calcular las dimensiones de H°(M;, €;(m, n)),
esperando que para algin M; se pudiera usar el Teorema de anulacion de Ko-
daira. De hecho, Thaddeus encontré que la dimensién del espacio V;,, ,, era la
caracteristica de Euler (ver [34] 6.2])

n+d+gx —4

dimV,, , = x(My, Oy(m,n)), donde b=
imV,,, X(My, Op(m,n)) onde e——

+1, (3.5)

y que esta se podia calcular mediante el teorema de la subseccion |3.1.2]
Finalmente sea

(1 _ tm+2)—h—1(1 _ tm—‘rl)—h'—l

F(t) = (1= f)frox—Tgmn [1—(2m+3)(1 — )™+ —¢2m+3]9x (3.6)
h=(d-2m-—2n,y h = —h—d+ 29x — 2, Thaddeus demostrd que si
m(d —2) —2n > —d + 2gx — 2, entonces

F(t)dt
dimV,,,, = ft{_eos{ (t) } , (3.7)

que es el término constante en la expansion de Laurent de F(¢) en ¢ = 0.

Por otro lado, Thaddeus también probé que para d > 2gx — 2 hay un
isomorfismo natural

HO(SUx(2,A), £%) = H(My, O (k, k(d/2 — 1))

(ver [34, Lema 5.11]), donde M,, es el ultimo espacio de moduli en la suce-
sién de flips de Thaddeus dada en la ecuacion (3.1)), entonces en vista de la

ecuacion (3.4 se tiene que
HO(SUX(Qv A)a Ek) = HO(NSO ﬁ(kv k(d/Q - 1))) = Vk,k(d/271)~ (38>

De este modo, Thaddeus pudo deducir la férmula de Verlinde (ver [34, p.351])
para rango dos.

3.1.2. Los haces de Thaddeus

A continuacion definiremos algunos de los haces relevantes en el trabajo de
Thaddeus, por ejemplo, en términos de ellos se definen lo nimeros de Thad-
deus N;, v la generalizacion de estos a los nimeros N;(g).

Considérese una curva compleja, proyectiva, y no singular X, el producto
simétrico S°X, y el haz de linea A—=X de la ecuacion (3.2).
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Definicién 3.1.1 Sea 7 : X x S'X—=S'X la proyeccion al simétrico S°X,
Agix C X x S'X el divisor universal de S'X, entonces sean

Wi_ == (ROW)AﬁASiX(_ASiX)a (39)

Wi+ = (RIW)A_lﬁXXSz'X(QASix), (310)

las cuales son gavillas localmente libres de rangos i y d+ gx — 1 — 2i respec-
tiwamente.

Note que se ha abusado de notacion, pues el haz A en las ecuaciones
y representa en realidad el pullback del haz original A (sobre X) al
divisor Agix y al producto X x S?X respectivamente. También en la ecuacién
, 7 representa la restriccién de 7 : X x S°X—=S'X al divisor Agiy.
De modo que AOA, (—Asix)y A 1O0x 5 x(2Agix) son haces sobre Agix y
X x S'X respectivamente.

Definicién 3.1.2 Sea Li—=S5'X el haz de linea dado por
Li = det_lﬂgAﬁXXSix(—ASiX) & d@t_lﬁgﬁXXSiX(Asix), (311)

donde también se ha abusado de notacién y A es la representacion en X x S*X
del haz A sobre X, recordemos que para una gavilla coherente F sobre X x S'X
se define

W(F) = Z(—l)iRiw*f.

Definicién 3.1.3 Sea U—=S'X el haz vectorial
Uy =W & (W;HY, (3.12)
Definicién 3.1.4 Sea B, ,—=5'X el haz de Thaddeus dado por

Bi,m,n = L;'n () /\iWi_ ® Sq'i_iUi, (313)
donde
G =n—(i—1)m. (3.14)

Entonces se definen los niumeros de Thaddeus como

Ni = x(S"X, Bimn) (3.15)
para i > 1. Para el caso de i =0

No := x(My, Op(m +n)) = dimH"(My, Go(m + n)), (3.16)
(ver [34, 6.6]).
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Obviamente (3.16]) estd dada por

dmHO (P, 6(m +n)) — <7’ T ”)

r

Ahora podemos enunciar de manera precisa el teorema de Thaddeus.

Teorema 3.1.5 Sea X una curva no singular, compleja, proyectiva, e irredu-
cible de genero gx al menos 2, que estd inmersa en P" por medio del sistema
lineal completo |KxA|, donde A es un haz de linea de grado d > 2gx — 2 y
donde Kx es el haz candnico de la curva. Considérese los enteros m,n > 0
tales que m(d —2) —2n > —d + 2gx — 2, considérese también el haz ﬁﬁ& (m,n)
sobre el blowup P, entonces

[e.o] w

dim H(P,0(m,n)) = > (—1)'N; = > (-1)'N;, (3.17)

1=0 i=0

donde w indica el tltimo espacio en el diagrama ((3.1)).

3.1.3. La extensién del método de Thaddeus

Analizando la prueba del teorema [3.1.5| uno se da cuenta que si los objetos
y morfismos involucrados son G-equivariantes, la ecuacion (3.17) se puede
extender para cualquier g € G a la ecuacion

w

trz g HO(P, &(m,n)) = Y~ (~1)'Ni(g), (3.18)
1=0

donde los niimeros N;(g) son ahora ntimeros de Lefschetz dados por

Ni(g) == L(g, Bimn) = > _(=1)'trz g|H'(S'X, B m.n) (3.19)
!

para i > 0. En el caso i = 0 se tiene
Nolg) = trz g|H® (Mo, Go(m + n)). (3.20)

Entonces la formula es el método propuesto para resolver el problema
de las trazas de Thaddeus, el problema ahora reside en cémo calcular los
ntmeros N;(g), para esto se intentard aplicar el THL, esto no es inmediato y
serd posible gracias a los teoremas y a la féormula (3.185)).

A continuacion explicamos méas detalles de como podria aplicarse el THL
para calcular los nimeros N;(g).
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3.1.4. Implementacién del método

Podemos calcular las trazas de Thaddeus en términos de los nimeros N;(g)
(dados por la ecuacién por (3.19)) mediante la férmula

trz gV = Y _(=1)'Ni(g) = > _(-1)’ {Z(—l)ltrz glH' (S'X, Bm,n)} . (3.21)
i=0 =0 l

Ahora, para calcular los nimeros N;(g) usaremos el THL aplicado al au-
tomorfismo ¢ y al haz B;

Ni(9) = L(9, Bimn) = D deg{

ZCFijggix ix

chy (i*ZBi,m,n)[Hj U(NZ/SiX(Vj))]Td(Z)
det(Id - glny ) g

(3.22)

Lo primero que debe hacerse es determinar las componentes de puntos fijos
de g en S'X, aunque es bien conocido cémo hacer esto, se abordard en la
seccion [3.2.1] En seguida debemos obtener la informacién mencionada en los
dos puntos de la seccién [2.1| para el automorfismo g y el haz de Thaddeus
Bim.n, €sto es, queremos obtener: el caracter generalizado de Chern del haz
i% Bimn, €l producto de clases []; U(NZ/Slx(yj)), la clase de Todd del haz
tangente Tz, y el determinante det(Id — g| NZ/sz'x)'

De estos cuatro datos, tres los podemos considerar como problemas re-
sueltos. Por un lado, el problema de calcular la clase de Todd Td(Z) es co-
nocido, pues Z resulta ser un producto simétrico Z = S¥Yp, , donde Y es la
curva cociente Y = X/ < g >. Por otro lado, el problema de determinar el
producto de clases [[; U(Ng/g: x (7)) también es conocido, pues este se puede
deducir de [25], de hecho, en este trabajo se obtuvé una generalizacién de
dicho resultado (ver teorema [3.7.3)). Finalmente, respecto al determinante
det(Id — g¢| N;/ij), este se puede obtener usando la férmula del caracter de

Chern para los eigenhaces del haz Nyg:x (lo que nos sirve es el rango de
cada eigenhaz, ver (3.187)).

Entonces so6lo resta determinar los caracteres generalizados chy(i%B; m.n),
esto no es facil hacerlo en general para componentes arbitrarias de puntos
fijos Z. Tales caracteres se calculan en términos de los caracteres de Chern
de los eigenhaces de los haces de Thaddeus W, y W," restringidos a las
componentes Z. Para obtener estos ultimos caracteres desarrollamos férmu-
las que los calculan (ver ecuaciones (3.54) y (3.102))), estas se demuestran
con el Teorema de Groethendieck-Riemann-Roch (GRR). En resumen, con
los caracteres anteriores se consigue la férmula para chy(i%Bimn), ¥
con chy (1% Bimn) se calcula la funcién generadora que proporciona la
contribuciéon de componentes de puntos fijos Z al ntimero N;(g).
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Antes de obtener los resultados mencionados en esta subseccion, se rea-
lizaron céalculos basados en el experimento descrito mas adelante, estos nos
sirvieron para hacer observaciones que nos guiaron a tales resultados, algunos
de esos célculos se presentan en el capitulo [4]

3.1.5. El Experimento

Para desarrollar el método propuesto se diseno el siguiente experimento: ob-
tener la traza de un automorfismo g en la clase de conjugacién 2A de G =
Aut(X), cuando X es la cudrtica de Klein, y cuando g actta en HO(P%, &(m,n)).
Uno de los objetivos de plantear este experimento en esta subseccion es desa-
rrollar lo necesario para obtener dicha traza, pero no presentamos el calculo
completo en este capitulo. De hecho el resultado final se presenta hasta el
capitulo [4

Tipicamente se conoce el encaje candnico de la curva de Klein X C P2,
para realizar el experimento consideraremos el grupo de automorfismos G
de la curva de Klein X, el encaje de X en PY por medio del sistema lineal
completo AKx, donde A—=X es el haz de linea K%,y Kx es el haz canonico
de X (de esta manera se garantiza que A sea G-linearizado), y consideraremos
también la accién inducida por G en P9 y en P%, se considera PY por lo
siguiente.

La curva de Klein es de genero gx = 3, el haz A es de grado d = 8 e induce
el encaje

[Kx Al
X —= P,

entonces usando el teorema de Riemann-Roch se puede ver que en este caso
r debe ser 9. Ademas, por razones técnicas estamos considerando el encaje
de X en P?, pues de esta manera, se cumplen muchas de las hipétesis de
Thaddeus necesarias para realizar el experimento.

De acuerdo a la notacion de Thaddeus, en este experimento tenemos

My = P? (3.23)
y

M, = P%, (3.24)
y lo que se quiere es obtener es la traza (para g € G como arriba)

trz g|H(P%, &(m,n)).
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Note que como d = 8 = w = [(d — 1)/2] = 3, entonces la ecuacién (3.21))
toma la forma

3 3

trz gl HO(B%. 6(m,n)) = 3 (~1)'Nilg) = 3" (~1)'L(g, Bimn). (3.25)
1=0 =0

Para el primer caso i = 0 se tiene que
No(g) = trz g|H*(P?, O((m +n)H)), (3.26)

este numero lo calcularemos explicitamente con los coeficientes de Molient
(usando la ecuacién (2.73))).

Para los demas ntimeros de Thaddeus N;(g) usaremos la ecuacion ,
que por definicién del nimero de Lefschetz se puede escribir como

Ni(g) = L(g, Binn) = Y _(—1)'trz g|H'(S'X, L* @ N'W;” @ S47'U;). (3.27)
l

A partir de aqui denotaremos el automorfismo g de orden 2 por la letra s. Los
valores explicitos de los nimeros Ny(s) y N;(s) se calcularan en el siguiente
capitulo.

Nosotros consideramos usar para este experimento un automorfismo s de
orden 2 ya que al actuar este en los productos simétricos S2X y S3X es uno
de los que presenta las componentes de puntos fijos mas probleméaticas en
comparacion con los otros representantes de las otras clases de conjugacion.
Antes de seguir, presentaremos algunos detalles técnicos del grupo G.

3.2.  Accién del grupo G sobre el producto simétrico S'X

En esta seccion se describiran las componentes de puntos fijos de un auto-
morfismo h actuando en S'X. Esto nos permitird determinar (en la seccién
las componentes del automorfismo s de nuestro experimento, mismas
que usaremos para determinar férmulas para los nimeros N;(s) en [3.3] Co-
menzaremos describiendo la accién de G en productos simétricos de X.

El producto simétrico S°X es el cociente geométrico X¢/S,,, donde S,, es
el grupo simétrico que actia en X’ permutando factores. Como conjunto,
SiX se puede escribir como el conjunto de divisores efectivos de grado i de
la curva X

SiX: {a1+---+a,;\aj EX}.
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Entonces si tomamos un elemento ¢ € G y un divisor p € S°X tal que p =
aj + - -+ +a;, la accién de g en p esta dada por

gp = gai + - - -+ ga;. (3.28)

Esto permite saber como son los puntos fijos de g en S'X e identificar las
componentes de puntos fijos dentro de S°X.

3.2.1. Componentes de Puntos fijos de un automorfismo h en StX

Seguiremos la descripcién de Israel Moreno (ver [23, pp.478 y 482]) de las
componentes de puntos fijos de un automorfismo h actuando en un producto
simétrico S*X:

Sea h un automorfismo no trivial de orden finito p de una curva X com-
pleja, proyectiva, suave. Sea b un entero positivo y m/’,l enteros tales que
b=m/p+1lconm’ >0y 0<I<p. Para cada entero k tal que m’ > k > 0, sea
dy = b — kp.

Considere el conjunto (S% X)" de puntos fijos de h en el producto simétrico
S X | entonces nos podemos referir a un punto Dy € (S% X)" como un divisor
efectivo de X de grado dj que es invariante bajo la accion de h.

Se define A;, como el conjunto de divisores D;, € (S*X)" que satisfacen
la siguiente propiedad: si x € X es un punto en el soporte de Dy, entonces
Dy — P70 hiz no es un divisor efectivo ni el divisor cero.

Note que Dy € (S% X)" es de la forma

Dk:Zajxj talque 0<a;<p—-1 y Zaj:dk, (3.29)
j=1 j=1

donde los z; son puntos del soporte de Dy, por otro lado, si p es primo

Ak:{Zajxj|zjesﬁjodehenX, 0<a;<p—11y Z%‘:dk},

j=1 j=1

(3.30)

para méas detalles ver [23].

También por [23] sabemos que las componentes del conjunto de puntos fijos
de h en S*X son isomorfas a S*Y, donde Y = X/(h), y donde 0 < k < m/.
Tales componentes de dimension & estan parametrizadas por el conjunto Ay
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de divisores invariantes de grado dp = b — kp, es decir, para cada Dy € Ay se
tiene un encaje,

i Ap,
ip, : SFY < SPRX Tt gpktdi x (3.31)
donde i, Ap, estan definidas como sigue. Sea
[ X—=Y =X/(h) (3.32)

el mapeo cociente, entonces f es un morfismo de grado p, luego, dado 7’ €
SkY | se define i(Z') = f*7'.

Por otro lado, abusando de notacién, Ap, es el morfismo que envia 7’ €
SPkX al divisor Z’ + Dy, € SPktdr X,

Se puede decir que el conjunto de puntos fijos de h en SPEX 6 en SPFtde X es
una uniéon de variedades las cuales son isomorfas a productos simétricos de
la curva cociente Y.

Notacion 3.2.1 Como mencionamos antes, los elementos Dy € A parame-
trizan las componentes k-dimensionales de puntos fijos Zp, de h en S°X.
Denotaremos las componentes de puntos fijos de automorfismos actuando en
SPhtde X por S¥Yp, en lugar de Zp,, donde dy es el grado del divisor Dy. En
otras palabras, S¥Yp, representa una componente de puntos fijos isomorfa a
S*Y que estd encajada en SPR+4 X mediante el encaje ip, (ecuacion (3.31])).
Bagjo previa aclaracion, podriamos usar Z, Zy, Zy, 6 S¥Y; para denotar ciertas
componentes particulares.

3.3. Foérmulas para los niimeros N,(s)

Ahora consideraremos la situacion del experimento en la subseccion [3.1.5]
en este caso lo que nos interesa es bosquejar las formulas para calcular los
numeros N;(s) (con i =0, ...,3). Lo que haremos serd desglosar la férmula del
THL en cada caso, introduciendo las componentes de puntos fijos involucra-
das, las férmulas resultantes nos permitiran en la seccién [ calcular las trazas
de Thaddeus para esta situacion particular.

El célculo completo de cada N;(s) no se presenta aqui porque tiene im-
plicito varios detalles técnicos que aiin no hemos trabajado, la intencién en
esta subseccion es solo presentar el bosquejo general de cada N;(s).

Caso Ny(s)
Ya que
No(s) = trz s|HO(P?, &((m + n)H)), (3.33)



62 3. Caracteres y Funciones Generadoras

podemos calcular Ny(s) usando la versién de la formula de Molient ([2.73]).

Caso Ni(s)

Sabemos que en este caso sélo hay 4 puntos fijos aislados de s en X (ver tabla
en [24], apartado 4]): p1,p2, p3, ¥ ps. Estos son las componentes de puntos fijos
de s actuando en X, sabemos también que la accién de s en los tangentes
Tx p, es multiplicar por -1 para cada .
Bosquejo del calculo de Ny (s):

Para calcular el nimero Ny (s) debemos aplicar el THL en la gavilla By, 5
sobre X considerando el conjunto de puntos fijos {p1, p2,ps, p4} de s en X, esto
es

L(s, Bimn) = Zdeg{ det(l — S’N,Yi/x) }dlm{p }.

(3.34)

Esta formula es en realidad la formulacién de Atiyha-Bott del THL (ver

ecuacién (|1.12))

trz 8‘ Blmn)p .
Bimn) “ donde i=1,23,4 3.35
Lis, By Zdetl—s|T)V( ) conee (3:35)

Ahora por la definicién de B; ., (ecuacién (3.13))),

24: trz s|(L7 @ AN'W @ S"7LUy),,

Ni(s) = L(s, Bimn) =
1(8) (S, 17m,n) det(l - S|T)\é,pi)

(3.36)

i=1

Z trz s|(LTY)y, - trz s|(AYWY),, - trz s|(S"1UL),,
B det(1 —s[NY 1) ’

esta es la férmula que usaremos en el capitulo [4 para calcular Ni(s).

Caso Ns(s)

Tomemos ahora la superficie S2X donde esté definido el haz Bs ,, . Considere
los cuatro puntos fijos p1,...,ps de s en X. De acuerdo a la subseccion |3.2.1},
las componentes de puntos fijos de dimension 0 deberian ser los divisores D
en Ag, es decir, el conjunto

{(pi +pj) € S*°X| i=3,1 < i,5 < 4}. (3.37)

Por otro lado, para las componentes de dimension 1, se tiene que d; = 0 (el
grado de los divisores en A;), asi que A; = {0}, de modo que s6lo hay una
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componente 1-dimensional Y = S'Y ¢ S2X, donde Y es una curva eliptica
(ver subseccion [3.6.2)), especificamente

Y ={p+splp € X} C S*X. (3.38)

Esta componente la denotaremos por Z; y corresponde al tinico divisor en
A;. Entonces la descomposiciéon en componentes irreducibles del conjunto de
puntos fijos de s en S?X estd dada por

Fij(s,52x ) = Zo U (U {pi + 3}), (3.39)
i

y el conjunto de componentes de puntos fijos estd dado por

Cfixs = {Zo} U (|U{pi + ps})- (3.40)
i

Aplicando el THL en Bs ., tenemos

trz S| (B2,m,n)D’

2(8) (S’ 2, ’> det(Id*S|NV//52X)

(3.41)

D’ eCfixs
dimD’=0

de chy (i, Ba,mn)[[1; U(Nz,/52x (7)) Td(Zo)
& det(ld — s|xv )
Zo/S? dim{Z,}

X

B Z trz s|(L3) pr - trz s|(A2Wy ) pr - trz s|(S"~™2Us) pr

_ \%
D’ eCfixs det(ld S|N //S2X)

dimD’=0

v aeg | 005, B ) L, UNz, 52 (7)) T (Z0)
& det(Id — sy ) ’
Zo/S? dim{Zo}

X

donde D’ es una componente de dimensién 0 del tipo p; + p;. La ecuacién
(3.41)) es la férmula que usaremos en el capitulo 4 para calcular Ny(s).

Caso Nj(s)

Consideremos ahora el espacio S3X donde esté definido el haz Bs .. Con-
sidere de nuevo los cuatro puntos fijos pi,...,ps de s en X. De nuevo, las
componentes de puntos fijos de dimensién 0 corresponden a los elementos
del conjunto Ay ahora dado por

{(pi +p; +pr) € S3X| iz=j, ik, j=k, 1 < i,j, k < 4}. (3.42)
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Por otro lado, para las componentes de dimension 1, k=1, p=2,y dp = 1,
de modo que estan en correspondencia con los elementos de A; = {p1, ..., ps},
de esta manera hay cuatro componentes 1-dimensionales

Vi={p+sp+p | peX}CSX. (3.43)

Las cuatro componentes Y; las denotaremos por Z,,, con i = 1,2,3,4. En-
tonces la descomposicion en componentes irreducibles del conjunto de puntos
fijos de s en S3X estd dada por

4
==k, 7k i=1

y el conjunto de componentes de puntos fijos esta dado por
4
Clxs=( |J A{pi+pi+o}) U{%} (3.45)
=ik, =k i=1
Entonces la aplicaciéon del THL en Bs,, , queda asi

trz s|(LT) pr - trz s|(A3W3 ) pr - trz s|(S"2m=3U3) pr
det(Id — s|Np, /g x)

Ns(s) = L(s, B3 mn) = Z

D’eCfixs
dimD’=0
(3.46)
N i d Chg (Z.Em B&m,n) [H] U(NZ“/S?’X (V]))]Td(ZPL)
2 0°8 det(Id — s|yv ) ’
=1 Zp, /83X dim{ZPi}

donde D’ es una componente de dimensién 0 del tipo p; +p; +pi. Necesitamos
usar las ecuaciones (3.41)) y (3.46) para obtener los niimeros Nao(s) y Ni(s)
respectivamente, esto se hard hasta el capitulo[d] ya que atin no sabemos como

calcular chy(i% Bamn) ¥ chg(iy, Bsmn), esto serd posible hasta la seccion .

3.4. Caracter y clases de Chern de Z'*SkYDkWp7€+dk(l/j)

Sea iy : Z < S'X la inclusién de una componente de puntos fijos de un
automorfismo h de orden p de la curva X actuando en S'X, y considere las
descomposiciones en eigenhaces (ver capitulo 1, ecuacién (|1.2)))
p—1 .
iyW,. = @i}W[(ﬂ) (3.47)

Jj=0
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y

p—1
HEWT =P W), (3.48)
j=0

donde v = €27/P_ El objetivo en esta seccién serd calcular el caracter y las
clases de Chern de i%W; (17) en general (teorema [3.4.1)), el caso de i W;" (1)
se verd en la seccién 3.5 (teorema [3.5.1]). Para el célculo del cardcter gene-
ralizado chg(i’gkYDk Bimn) se necesitan dichos teoremas, pero este calculo se
realizard hasta la subseccion 3.7.1, de hecho, logramos obtener una funciéon
generadora para los caracteres de Chern chg(i§.y. Bimn), la ecuacion (]m .

Esta férmula se usara para obtener la contribucién al nimero Npita, (1)
correspondiente a la componente de puntos fijos S*Yp, , ver ecuacién .

Dada una componente de puntos fijos Z de dimensién k dentro de S*X,
escribiremos i = pk + d. En otras palabras, de acuerdo a la seccién (3.2.1]
Z = SkYp, corresponde a un divisor Dy € Ay de grado dj, y estd inmersa en
Spkt+d X mediante el encaje m, este lo denotaremos por igry,, . Entonces
los eigenhaces de las férmulas (3.47) y (3.48)) serdn denotados por

Bevn, Wisa, (%) (3.49)
y

igkYDk Wﬁﬁdk(’/j) (3.50)
respectivamente.

En este trabajo, las clases de Chern de eigenhaces sobre componentes de
puntos fijos S¥Yp, se expresaran en términos de las clases de cohomologia 6 y
x de los productos simétricos S*Y: sea Jy la variedad jacobiana de la curva Y,
consideraremos z,0 € H?(S*Yp, , C), siendo z la clase cohomoldgica del divisor
q+ S*1Y c S*Yp, v 6 el pullback bajo el mapeo de Abel-Jacobi de la clase
0 € H?(Jy,C) hacia S*Yp, respectivamente. Para mds informacién sobre el
anillo de cohomologia de productos simétricos de curvas ver .G.Macdonald,
[22]. La notacién z, 0 viene de [3, pg.337]. La clase x corresponde a la clase n
definida en [22, (3.1)]. Que la clase de ¢+ S*~1Y es z se sigue de [22, (14.4)]
tomando (en la notacién de Macdonald) w = j*X(n) pues X(n) tiene clase 1
en H°(X(n),C) entonces w =1 = X(n—1) en H*(X(n —1),C) (ver también la
prueba de [22, (14.2)], una vez que se ha probado la igualdad z = ¢ + S¥~1Y
para k muy grande, la igualdad para k’s menores se puede obtener hacie-
do pull-back de la igualdad a productos simétricos de dimensiones menores).
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También usaremos en las demostraciones las clases o1, ..., 0, definidas en [22]
(5.2)] en términos de las cuales se puede expresar la clase 6, ver mas detalles
de # mas adelante en la subseccién |3.4.7 en la pagina [81]

Antes de calcular los caracteres y las clases de Chern de los haces

iSeyy, Wk +a, (V) revisaremos algunos detalles técnicos.
Sea
q: X—=Y = X/(h) (3.51)

el morfismo cociente, considérense los haces A@ Ox(—nDy) y A @O x(—nDy),
estos son G-linearizados sobre X, luego, al hacer pushforward con ¢ se obtie-
nen haces G-linearizados en Y, como la acciéon de G en Y es trivial, entonces
se tienen las siguientes descomposiciones en eigenhaces

p—1
(A ® Ox(—nDy)) =P Lijn (3.52)
7=0
y
p—1
(A" ® Ox(—nDy)) =B L0, (3.53)
j=0

donde los haces £;,, y £';, son subhaces de linea en los que la accién del
automorfismo h es multiplicar por v/, n € Z, y D, € S*X es el divisor
invariante efectivo de grado d;, de X relacionado a la componente S*Yp, .

Teorema 3.4.1 Sea h un automorfismo de orden p de una curva con au-
tomorfismos X, compleja, no singular, proyectiva, e irreducible. Considere
iseyy,  S¥Yp, <SP X la inclusion de una componente de puntos fijos de
h en SPF+d X correspondiente al divisor invariante Dy, en X .

Simjy es el grado del haz L;, (ver la formula (3.59)), entonces

h(iGny, Winra, (7)) =€ (14m; 1= (ktgy +0))—e =2 (1+m; 2—(2k+gy +40)) (3.54)
)
. _ : (1 — l‘)1+mj’likigy ) 40
C(ZSkYDk ka+dk (]/J)) = (1 — 21.)1+mj,2—2k‘—9‘{ e 17:1;+172:L'7 (355)

donde gy es el genero de la curva cociente Y.
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La demostracion de este teorema se presentara en seis partes, a partir de la
subseccion 3.4.1 y hasta la 3.4.7.

Antes de comenzar la prueba del Teorema [3.4.1], introduciremos varias
notaciones que se refieren a los divisores, haces, morfismos y diagramas (de
A" A B,C,y D) involucrados en la demostracion, ademas introduciremos dos
resultados relacionados con cohomologia y cambio de base.

Notacién 3.4.2 Sea
jl : ASpk:+de — X X Spk+d’“X (356)

la inclusion del divisor universal Agwia,x de SP*T¥ X (para mds detalles
ver [3, Cap.IV, Sec.2]). Recordemos que para cada D € SPFTdxX el divisor
universal Agpria, x corta a X = X x {D} — X x SPF+d X en exactamente
el divisor D, esto es iBSPHde(ASpHde) = D, donde ip greva, x €S €l encaje
X 2 X x {D} < X x SPk+de

Notacién 3.4.3 Por simplicidad, a partir de ahora denotaremos por 3 y ~
a los morfismos i y Ap, respectivamente, también denotaremos por isvy,, al
morfismo ip, (para los tres casos ver (3.31))).

Entonces isry, =08, 8(Z') = ¢"Z" y y(Z') = Z' + Dy, donde Dy es
el divisor de X correspondiente a la componente S*Yp,, y ¢ es el morfismo

cociente ¢ : X—=Y de (3.51).
Notacién 3.4.4 (Diagrama de A”) Dado el morfismo
iseyy 1 SKVp, O GPRX Dy gpktdix (3.57)

denotamos por j el siguiente morfismo

" Idxp " Idx~y ot
G X x S"Yp,—=X x SPPX—=X x SPitdr X, (3.58)

Denotemos el pullback j*Agpr+a, x por A", y sea
B A" X x SFYp, (3.59)

la inclusion natural, entonces A" se puede ver como el producto fibrado de j

y j' de ecuaciones Y respectivamente, con proyecciones 3’y

' A”%ASPH%X' (360)
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A,/ qb > ASpk+de

§ q Qj’

X sk 9B grhx _ ddX Ay epkdi g

N J

j (3.61)

Notacién 3.4.5 (Diagrama A) Considere las proyecciones naturales
7 X x SPktds X —e gphtde

P: X x SPktde x—e X

PS*Yp, X x SkYDk%SkYDk.

Sea A el diagrama

A” ASpk+de
P q /A” o) ASpk+< q]/
X x SkYp, X x Gpktdr X
A P
pS’“YDk Y Y X
™
Y B ,y Y
S*Y D¢ =GPk X ¢ > GPhtdi X

(3.62)

donde Agoia,x y A" representan el haz A (de la ecuacion ) en los pro-
ductos X x SPETd X y X x SFYp, respectivamente, esto es, Agpria, x = P*A,
y N =7\ simx es la proyeccion

Tx : X x SFYp, —=X. (3.63)

Notacién 3.4.6 (Morfismo de cambio de base en el diagrama A) Considere
el diagrama cartesiano
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Y’ - Y,

donde u : Y'—=Y es un morfismo de esquemas noetherianos, f un morfismo
separado de tipo finito de esquemas noetherianos, y sea F una gavilla casi
coherente sobre X. Entonces para todo i > 0 existe un morfismo natural
de cambio de base ( [21, remark 9.5.1, Cap.Il, Sec.9, p.255], ver también
[15, 8.2.19])

o W R F—=R g T, (3.64)

nos referiremos a dicho morfismo como el morfismo de cambio de base aso-
ciado a la gavilla F con respecto a este diagrama.

Se dice que cohomologia y cambio de base conmutan para .7 en todos
los grados i, si los morfismos ¢' son isomorfismos para cualquier morfismo
de cambio de base u.

A nivel de fibras, dado x € Y, se tienen los llamados morfismos fibrales
de cohomologia y cambio de base

oL R Ty @, k(2)—=H ( Xy, ). (3.65)

Consideraremos morfismos de cambio de base de los dos tipos anteriores aso-
ciados al diagrama A y a los diagramas B y C' mds adelante. Por ejemplo,
dado x € SP*+a4X y una gavilla F sobre el divisor universal Ageria, x, l0s
morfismos de cambio de base asociados al diagrama A serdn

o iS4y, Ri(x oj/)*f%Ri(pgkka o 30" F,
G R0 1)4(F)s @ k(@) —=H (Dgpss x)or Fo).

Por conveniencia reproducimos el siguiente Teorema de unas notas de Os-
serman ([30, Teorema 1.1]), el cual es un caso particular de un resultado de
Grothendieck (ver [20, Corolario 6.9.9, EGA IIly, pp.38 y 39]).

Teorema 3.4.7 Sea f: X—=S un morfismo separado y quasi-compacto, F
un Ox-modulo quasi-coherente y plano sobre S, suponga que todas las ima-
genes directas R’ f.(.F) son planas sobre S para todo i. Entonces cohomologia
y cambio de base conmutan para % en todos los grados.
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También necesitaremos el siguiente resultado (ver [27), Corolario 2, Sec.I1.5,
p.50]).

Teorema 3.4.8 Sea f: X—=S un morfismo propio de esquemas Noetheria-
nos, con S reducido y conexo, y F un Ox-modulo coherente, plano sobre S.
Entonces para todo i, lo siguiente es equivalente:

i) s = dimyo H' (X5, Fs) es una funcion constante,

ii) Rf.(F) es una gavilla localmente libre sobre S, y para todo s € S, el
mapeo natural

: eL
R f(F)s ®g, k(s)—=H"'(Xs, Fs)
es un isomorfismo.
Si estas condiciones son satisfechas, se tiene ademdas que
: et
R AT )s @, k(s)—=H'H (X, F;)

es un isomorfismo para todo s € S.

Notacién 3.4.9 (Diagrama B) Sea B el diagrama , donde q es el
morfismo cociente de , el morfismo

Q: X x S*Yp,—=Y x S*yp, (3.66)
estd dado por Q = q X Idskka , Y Tx, Ty son las proyecciones naturales.

A/

A\Xé\

X x SkYp,

B
q Agry,, o)

T

Y x SkYp,,

(3.67)

donde Agry,, es el divisor universal de la componente S*Yp,, T su inclusion
en el producto Y x S¥Yp, , y A" el divisor relativo de grado pk definido por

A/ = Q*ASkYDk’
se puede ver que este divisor es igual a (Id x B)*Agwx, donde
Agrex C X x SPFX

es el divisor universal de grado pk de SP*X .
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Notacién 3.4.10 (Diagrama C) Sea C el siguiente diagrama, donde j es-

td definido en el diagrama de A", y los morfismos igvy, Yy psry, estan defi-
nidos en el diagrama A

X x SkYDkM’ X x SkaM’X % Skarde
J
PS*Yp, C
s
\ ﬁ v v
SkY »SPEX ¢ » GPhHI X

_ iy, j (3.68)

Notacién 3.4.11 (Diagrama D) Por conveniencia consideramos todos los

haces y morfismos mencionados en los diagramas de A" A, B, y C, y los

incrustamos en un diagrama general D
A A// ¢)

N N A Agx | Mgy R
pk pk+dy ./
J/\'B/q/mx@\l xS
X e —— X ShY 2 X x SPhX A X Ty TGpktd x
e ; B\ K j\ P
i .
q Agry,, 0 J
T X
- /v & C
g Y x SkYp, 7
WSkYDk pS’“YDk D
ky 4/ p . opk v , qpktd
SFY pe— + Pk X —— y SRt Y
LSk,
(3.69)
Donde A" es el divisor relativo de grado pk definido por
A" = ([d X ’Y)*ASP’”%X' (370)

Para poder incrustar el diagrama B notamos que el morfismo psry,, del dia-
grama A se puede factorizar como

PS*Yp, = TShyp, ©Q, (3.71)
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donde
Toryp, © Y X SYYp,—=S"Yp, (3.72)
es la proyeccion natural.

También por conveniencia escribimos una lista completa de los haces invo-
lucrados (note que la notacién es un poco complicada, pero se eligié de esta
manera para tener control de algunos hechos en esta y las pruebas subse-
cuentes):

Agrira, x divisor universal de SPF+d: X

Agrr x divisor universal de SPFX

Agry,,  divisor universal de S*Yp,

A" = Q" Agry, = (Id x B)*Agmx  divisor relativo de grado pk

A" = j*Agprra, x = A"+ Dy divisor relativo de grado pk + dj

A" = (Id x ¥)*Agrrera, x  divisor relativo de grado pk + dy,

Dy, divisor de grado di de X correspondiente a la componente SkYDk
A haz de linea de grado d del sistema lineal de Thaddeus |KxA|

A" =7%A denota el haz A en X x S*¥Yp,

Agoita,y = P*A  denota el haz A en X x SPFHde X

En términos de esta notacién tenemos lo siguiente

i*SkYDk Wp_kerk = [Ro(ﬂ' Oj/)*ASpk+de|ASpk+de ® ﬁAskarde(_ASI”C*de)”S’“YDk'
(3.73)

Prueba del teorema [3.4.1}

3.4.1. Parte 1

Considere la notacion de los diagramas B y C. Se mostrara lo siguiente
Lema 3.4.12 Se tiene que A" = A’ + Dy, donde Dy, = Dy x S*Yp, = 7% Dg.

Prueba. Dado p € S¥Yp,, los divisores relativos A” y A’ + Dy, cortan a
X x {p} € X x S*Yp, en el mismo divisor ¢*p + Dy, entonces por la propie-
dad universal del divisor universal ([3, Lema 2.1, pp.164 y 165]), el morfismo
isry,, =708 que l_e corresponde al divisor A”| es el mismo que le correspon-
de al divisor A’ + Dy, de modo que A” = j*Agprra, x = A’ + Dy, como se queria.

UNAM



3.4. Caracter de Chern de igkYDk Wp_kerk(yj)

73

3.4.2. Parte 2

En esta parte se usard la simplificacién de B.Osserman (ver Teorema
del teorema de cohomologia y cambio de base de Grothendieck (ver [20,
Cap.6, EGA 1ll, 6.9.9.2, pp.38 ¥ 39]), y el resultado de D.Mumford presen-
tado anteriormente (ver Teorema [3.4.8)).

Sea F = Ngrrrar x|A yray  OA pivay  (—Asrerar x ), queremos verificar que el
morfismo de cambio de base ¢ asociado a la gavilla .# respecto al diagrama
A es un isomorfismo (ver notacién . En otras palabras queremos ver
que se cumple

P50y, Wokrd, = BOpseyi, « LN | a0 Oan(=A")]. (3.74)

Prueba. Ya que .7 es localmente libre y el morfismo proyeccion « o j' :
Agorra, x—=SPF+d X es plano se tiene que .Z es plana sobre SP¥+ X por lo
que podemos aplicar el teorema segun este, debemos verificar que las
imdgenes directas R (w0 j'),.# son planas sobre S¥Yp,_ para todo i. De hecho
RYmo ) = W ok+a, €8 localmente libre de rango pk +dy y Ri{(mo0j)eZ =0
para i > 0. Para ver esto podemos usar el teorema |3.4.8 por ejemplo el caso
de i =0:

Sea D € SPFtdeX | por el teorema de Grauert debemos verificar que
dim HO(Agswrar x p, 3'7|Aspk+dkxp) no depende del punto D. Pero Agprta, x p =
ASP"+de‘Xx{D} =DCX,y gZ|Ast+dkx,D = Aﬁx(—D”D. Al ser y|ASPk+de,D
una gavilla sobre un esquema de dimensién 0, se tiene que

dlm HO(AS]J’C‘deX’D,y’A ) :X(AﬁX(_D)’D)

sPkt+dy x p

Tensoreando con A0x(—D) la sucesion exacta

O%ﬁx(—D) Ox Op 0 (375)

se tiene que x(AOx(—D)|p) = x(AOx(—D)) — x(AOx(—2D)), y al aplicar
Riemann-Roch se obtiene

X(AOx(—D)|p) = pk + dy.

Para i > 0 ya observamos que dim H*(Agpi+a, x p, Z | A, ) = 0, entonces

pkt+dy x p
Ri(m 0 j")«.Z = 0 como se queria.

Entonces todas las imdgenes directas R (7 o j')..% son localmente libres
y por el teorema [3.4.7 el morfismo natural de cambio de base ¢° es un iso-

morfismo, de modo que se cumple la ecuacion (3.74)).
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3.4.3. Sobre el caracter ch(igkYDk Wokia,)

Antes de continuar con la parte 3 probaremos las formulas (3.76) y (3.77) ,
ya que estas demostraciones sirvieron como modelo para la demostracion de
la parte 4.

iy, Wyira,) = (3.76)

Ch(ROPSkYDk*A”ﬁXxSkYDk (—A”)) - Ch(RlpgkYDk*A”ﬁXXSkka (—A”))
—[ch(R°pgry,, «N" Oxxsry,, (—2A")) = ch(R' pgry,, A" Oxxsry,, (—2A"))],

Ch(i*SkYDk Wp7<5+dk) = Ch(ROpSkYDk*A/,ﬁfk ﬁA//(*AH)) = (377)

Ch(pSkYDk !A”ﬁXXS’“YDk (—A”)) — Ch(pSkYDk !A”ﬁXXS’“YDk (—ZAH)),

Prueba.
Del morfismo 5’ se obtiene la sucesion

O%ﬁXXS’“YDk (_A//)%ﬁXXSkYDk%ﬁ;ﬁA/’%()? (378)

pero a nosotros nos interesa el haz A” @ 5,0x(—A"), que es un pushforward
de ', pues
ﬁi [A” AV ﬁA//(—AH)] =A'® ﬁ; ﬁAu(—A”) (379)

por la féormula de la proyeccion, luego, de (3.78]) se obtiene la sucesion

0= Ox xsrvp, (—A") ® Oxxgryp, (—A") = 0x x5y, @ Oxxsry,, (—A)
—=(BLOa) @ Ox w1y, (—A")—20,

y al multiplicarla por el haz plano A” conserva la exactitud
0—=A" ® Oxxsry,, (—2A")—=A" @ Ox sy, (—A”) (3.80)

%A” ® Bi ﬁAH (—A”)%O

Ahora, aplicando imégenes directas Ripgkka* y omitiendo los signos de mul-
tiplicaciéon ® se obtiene

O%RO/)SI@)/DIc *A//ﬁXXSkYDk (—QAN)%ROpskYDk *Al/ﬁxxskka (—A//) (381)
=R pgryy,, N BLOA (A" =R pgry,, N Ox sy, (—247)

=R paryp,, N Ox sky, (A") =R pgry, N BLOA(=A")—= - -,
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se puede ver que por la parte 2 (subseccién , la gavilla A”BL O (—A")
es plana sobre S*Yp, , entonces aplicando el teorema de Grauert en un punto
Z € SkYp, se ve que la primer fibra que se anula es la del sexto miembro de
la sucesion (3.81]) (esto también se puede obtener directamente de la parte
2), entonces se obtiene la sucesion exacta

O%ROpSkYDk *A//ﬁXxskka (72A//)%ROpSkYDk *A//ﬁXXSkYDk (*A/I) (382)

%ROpSkYDk NBLONn (—A//)%Rlpswpk *Anﬁxxskyp,c (—24")
SR pgryy, N Ox sty (A7) —=0.

Note ademas que aplicando de nuevo el teorema de Grauert en puntos D €
SkYp, se observa que

HY(X x D,N"Oxysey,, (—nA")|xxp) =0
si ¢ > 2 para n € Z, por lo que

RiPS’“YDk*A”ﬁXXS’“YDk (—TLA”) =0 si i > 2. (383)

Observacion 3.4.13 Para una gavilla £ sobre X x S¥Yp, plana con respecto
a () note que PStYp, = TSkY;, © Q, entonces para i = 0,1 se tiene que

R (Tgry,, © Q) = R'mgry, R'QuZ,
pues RIQ, es cero para j > 0 debido a que el morfismo Q es finito.

Observacion 3.4.14 Sea .7 una gavilla sobre X, suponga que el morfismo
de cambio de base con respecto al diagrama B es un isomorfismo (por
ejemplo, si F es localmente libre), digamos

o0 1 RO F—=ROQ %y T (3.84)

Ahora supongamos que .7 es G-linearizada, entonces tenemos una descom-
posicion en eigenhaces

RY%,.7 = @ RYq..7 (1),
J

de ahi que

RQur 7 = @y (R0.7) ().

J
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Para continuar con la demostraciéon tomamos la siguiente notacion “simboli-

7

ca
" "
a = psry, N Oxxgey, (—2A7),

b= psry,, N Ox vy, (A7),

¢ i= pseyy oM BLON (A",
e incrustando cokerneles en la ecuacion , se obtienen las siguientes
sucesiones exactas (A —» B):
i

ROp L2 po. Bop, oy

S N

Cok; Coks Coks
SO NN
0 0 0 0

0 — R%

Y

donde Coki = 7225 = Coker(f1), Coky = %5 = Coker(fo), y Coks =

#(1}13) = Coker(fs), entonces por propiedades del caracter de Chern

ch(Coky) = ch(R") — ch(R%a)

y
ch(Coks) = ch(R'a) — ch(R'D),
por lo que
ch(R%c) = ch(Coky) + ch(Coky) = ch(R%) — ch(R%a) + ch(R'a) — ch(R'),
esto es

ch(R°pgry,, N'B.ON(-A")) = (3.85)

Ch(ROPS’“YDk*A//ﬁXxS’CYDk (=A")) - Ch(RlpSkYDk*A”ﬁXxSkYDk (—A")
_Ch(ROPSkYDk*A”ﬁXxSkYDk (—247)) + Ch(RlpskYDk*A”ﬁXxskYDk (—24"))
que es la formula buscada (3.76)).
Ahora, se tiene que usando la ecuacién (3.83|) y por propiedades del ca-

racter de Chern podemos escribir la generalizacién buscada (3.77]) usando la
definicion de pgry;, !-

UNAM



3.4. Caracter de Chern de igkYDk Wp_kerk(yj) 7

Observacion 3.4.15 Imitando la terminologia de W.Fulton y J.Harris, cuan-
do nos referimos a una gavilla virtual, nos estaremos refiriendo a un ele-
mento del anillo de Grothendieck, el cual no necesariamente es la clase de
una gavilla. En el caso de representaciones del grupo G, también hablaremos
de representaciones o espacios virtuales (ver [17, p.22]), por ejemplo;
a la suma alternada de grupos de cohomologia H() — HY() + - - - le llamare-
mos espacio virtual, y a su dimension le [lamaremos dimension virtual, esta
corresponde a la dimension

dim[H°() — H*() + - -] = dimH°() — dimH"() + - - -. (3.86)

3.4.4. Parte 3

Se afirma que
R'pgry,, «N Oxxsry, (—nA") = @) R'rgry, «(1y Lin@0y xsry, (—nAgry,, ).
§=0

(3.87)

De hecho

RipSkYDk*A”ﬁXXS’“YDk (—nA”)(yj) = RiWSkYDk*(W{/Ej,n(gﬁYxSkYDk (—nASkka ))
(3.89)

Prueba
Como A” = A’ + Dy, por parte 1, entonces

Ox x5vvp, (—nA") = Oxxsry, (—nA') @ Ox csry,, (—nDy),
con esto y con A" = Q*Agry,, ,
RiPSkYDk*A//ﬁXxS’CYDk (—nA") =

RipSkYDk*[A” ® Q" Oy wsryp, (—nAgiy;, ) © Oxygry;, (—nDy)],

ahora, para 'la composicion pgry, = Tsry, ©@Q, por la observacion (3.4.13] las
imégenes R’ se factorizan bien con RY respecto a esa composicién, entonces
se tiene que

Ripskka*[A// ® Q*ﬁYXSkYDk (_nASK‘YDk) ® ﬁXXSkYDk (_nﬁk)] =

Ri(mgry,, 0 Q)+[N @ Q* Oy wsry, (—nlgry, ) ® Oxxsryy, (—nDy)] =
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R'mgry, «RQuN" @ Q* Oy sy, (—nAgry, ) © Oxxsry, (—nDy)].

Con la férmula de la proyeccién lo anterior es

(R'mstyy, ) ([Qe (A ® Oxxsvy, (—1Dy))] @ Oy sy, (—nAgry,, ),

que resulta ser

(R'mgryy, ) [(Qa[TX (A ® Ox(—nDy))]) ® Oy xsry,, (—nlgey, )]

pues A" ® OxX x5%Yp, (—nDy,) = T A @7 Ox(—nDy). Por otro lado, de la ecua-
ci6n (3.84)), usando .F = A® Ox(—nDy,) se tiene que la imagen directa anterior
es

(R'msryp, (13 6:[A @ Ox(=nDy)]) ® Oy xsry,,, (—nlsey;,, )],
que se puede escribir como
(R'mgryy, (T @D Lin) @ Oyxsry, (—nAgry, )],
5=0
pues recuerde que
p—1
(A ® Ox(—nDy))) = P L,
§=0

entonces tenemos la descomposicién que buscabamos

p—1
Rlpskka*A//ﬁxxskka (—TLA//) = @ Rzﬂ-SkYDk*(W;/Lj’n(gﬁYXSkYDk (—nAskka ))
Jj=0

(3.89)

3.4.5. Parte 4

Se mostrara que
ch(igryy, Wopera, (1)) = ch(msey, (T Ljn ® Oy xsryy, (~Asry,, ) (3.90)

—Ch(ﬂ'skka !(ﬂ';}ﬁjg ® ﬁYXSkYDk (_QAS’“YDk )))-

Prueba

Lo que nos interesa es el caracter Ch(ig’“YDk p_kerk(yj))7 por (3.74)) esto es lo
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SkYp, " phtdy (V])

mismo que ch([Rpsry,, A" B0~ (=A")](17)), pero no sabemos como calcu-

lar directamente este cardcter, por lo que consideraremos la sucesién de 17
eigenpartes inducida por la sucesién (3.82)). Entonces tenemos

0—=[R® pgryp, « A" Ox sty (—28")(17) =R pgry,, A" Oxsryp,, (~A")(V))—=

(3.91)
[ROpsiyp, N BLOA (=AW ) =R psryy, oA Ox xsiyy,, (—20")](17)—
[R! psiyp, N Ox wsiyp, (—A")](7)—=0,

que por (3.88) es lo mismo que

0 0 *
0—R ﬂSkYDk*(ﬂ;cjﬂ@ﬁYxSkYDk (*2AskYDk ) = R ﬂ'skYDk*(”Yﬁj,l ® Oy yskyp, (*AskYDk ) —

(3.92)
Tstyp, Woktdy (1) = Rimguy,, (T3 L52 @ Oy sy, (2850, )) =
Rl”skYDk*(”{fﬁj,l ® ﬁYxskka (_AS"’YDk )) =0,
de donde podemos concluir que
x — ) =
Ch(ZS’“YDk Wta, (W) = (3.93)

ch(R*Tgry, (T Lj1 ® Oy xsry, (—Agry, )+
—ch(R17r5kka*(7T§k/ﬁj,1 ® Oy xsryy, (—Asry,, )+
—[ch(RoﬂgkYDk*(W§5j,2 ® Oy xsryp, (—20gky;, )+
—ch(R'mary, «(M5Lj2 ® Oy ey, (—208g0y, )],

de esto tenemos la ecuacién (3.90))

k

3.4.6. Parte 5

Los dos caracteres virtuales de la ecuacion ([3.90|) se deduciran de la siguiente
ecuacion

ch(msry, Ty Lin®Oy xsky, (—nlgryy, ))) = e " (14+m ., — (nk+gy +n%0)), (3.94)

cuya prueba hace uso del teorema de Grothendieck-Riemann-Roch que por
conveniencia enunciamos a continuacién (ver [3, Cap.VIII, Sec.1y 2]).

Teorema 3.4.16 Sean X, Y wvariedades proyectivas suaves, F una gavilla
coherente sobre X, y m: X—=Y un morfismo propio, entonces

ch(m\.F) - td(Y) = mu(ch(F) - td(X)). (3.95)
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Prueba de ecuacion ((3.94)) Aplicando el teorema de Groethendieck-Riemann-
Roch a la gavilla 73, £;,, ® Oy x5+vyp, (—nASkka) tenemos

ch(mseyy (T Lin @ Oyxsryy, (—nlAgey, ))Tod(S*Yp,) (3.96)
= WSkYDk*[Ch(W;'Ej,n & ﬁnykYDk (—TLASkYDk))TOd(Y X SkYDk)}

= WSkYDk*[ChOT;ﬁjm ® ﬁyXSkka (—TLASkYDk ))W;(TOd(Y))T(:quka (TOd(SkYDk))],

después de aplicar la féormula de la proyeccién podemos cancelar Tod(S*Yp,)
para llegar a que

Ch(ﬂ-SkYDk !(ﬂ-;fﬁjﬂl & ﬁYXSkYDk (_HAS’“YD,C ))) =

ﬂ-SkYDk* [Ch(ﬂik/ﬁjm X ﬁYXSkYDk (—nASkYDk ))Wik/ (TOd(Y))]

Sea n € H?(Y x S*Yp,,Z) el pullback bajo 7y de la clase de un punto en
Yy sea ¢ la clase del divisor universal Agry, en H 2(Y x S*Yp, , 7). Respecto
a la igualdad anterior podemos escribir que

Ty (Tod(Y)) =14 (1 = gv)n,
y que la clase del divisor que le corresponde al haz de linea
Ty Ljn @ Oy xsey,, (—nlgey;, )
es
Mjnn) — No.
Entonces
Ch(1) = Tseyp, o™ T (1 4 (1= gy )], (3.97)

donde 1 = mgry,, (7Y Ljn ® Oy xsry,, (—nlsey;, ).

Por otro lado, si @' = 74y, () y 0 = 7hy, (0) € H*(Y x S¥Yp,,Z),
entonces se puede escribir 6 = 2’ —T—y—i—kn bajo la degcomposicién de Kunneth,
donde v es la componente §-! de 6, y se cumplen las relaciones v = —2n¢’
v n? =0 =~® = ny (para mds informacién ver [3, p.338]). Con lo anterior se
puede verificar que

— — ’ — ’ ;] — ’ _ ’
e n6:e nw — nkne nx —TL27706 nw — nve nx’

ademés, como n? = 0, se tiene que ™" =1+ m;,n, con lo que

€m0 = (1 mjn)e™" (1= nkn — n’nd’ —ny) (3.98)
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- 67”“/(1 —nkn —n’nd’ —ny + mjnn) = efml(l —ny +n(mj, —nk — n29’)),

entonces
(I+(1- gyn))emﬂ'v"'"_"“s = e_m/(l —ny+n(l+mj, —(nk +n20 +gv))), (3.99)
aplicando mgry,, 4

Tsyp, €T (14 (1= gy )n)] =

77’L$)

T5eYp, « (Tary,, (€777) 1) = Tgry,, «(Tany,, (€7") - ny)
sk, « [0 Toryy, (€77 (1+myp —nk — gy —n®0))]
=00+ msry, «(0) - €™ (1 +myn — (nk + gy + n%9))
=e " (1 +my, — (nk + gy +n?0)),

lo cual es el resultado buscado.

En particular, sin =1y n =2, la formula proporciona los caracteres
ch(msry, Ny L1 ® Oyxsry, (—Asey, ) =€ “(L+mj1— (k+ gy +0))

y
ch(mgiy, (75 Lj2 @ Oy xseyy, (—20sry,, ) = € 2 (1+myg — (2k + gy + 46))

respectivamente.
Con estos resultados la ecuacién (3.90) resulta ser

(TG, Worra, (7)) = €5 (1tmy 1 —(k+gy +6)) —e ™2 (14+mj2—(2k+gy +46)),
(3.100)

que es la formula del caracter de Chern del Teorema.

3.4.7. Parte 6

Ahora calcularemos las clases de Chern c(i’gkYDk e 4, (¥)). Sea o; como en
5.2 de [22], se tiene que

_ 2 _
005 =00,y o =0,

y se puede ver que

gy
6=>_ oi
i=1
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por ejemplo, usando el homomorfismo 5.1 de [22], el isomorfismo (también
llamado 6) del anillo de cohomologia de la Jacobiana con el algebra E antes
de [22, (14.1)] y usando la representacién de la clase del divisor 8 € H?(Jy, C)
en [3, p.26], o (alternativamente para esto tltimo) usando la representacién
de su pullback 6 € H*(Y x Jy,Z) mostrada en [22], p.334].

Considere el término e *(1 +mj1 — (k + gy + 6)) de la ecuacién ([3.100)),
usando las relaciones anteriores uno nota que

(I+mj1— (k+gy +0))

puede ser visto como el cardcter de Chern de un haz .# sobre S¥Yp, de rango
r=1+m;1—k— gy con clase de Chern ¢(F) = e~?. Ahora, se puede suponer
que r > gy, y que —ot, ..., —0j, ..., —04, son las raices de Chern de .# diferentes
de cero. Por otro lado, se puede suponer que e~? es el caracter de Chern de
un haz de linea ¢ con clase de Chern ¢(¢) =1 — z, entonces

ch(Z®()=(r—~0)e",

entonces la clase de Chern de este producto estd dada por

o(F ) = (- )9 [[(1 -0 —2) = (1 — ).
=1

Para el término e 2*(1 + mjo — (2k + gy + 46)) de procederemos de
manera analoga a lo anterior, esto es, podemos asumir que dicho término es
el caracter de chern del producto tensorial %’ @ (', de un haz .%’ de rango
r"=1+m;2—2k—gy > gy para el que (como en el caso del haz .#) las raices
de Chern diferentes de cero son —4o7y, ..., —40y, ..., —40,,, y de un haz de linea
¢’ tal que ¢(¢’) = 1 — 2z, entonces se tiene la clase de Chern

o(F @)=010- Z:U)T/e_ljiim.
Entonces podemos escribir
@Gy, Wopra, (V7)) = ch(F @ () = ch(F' @ (),

de donde suponemos que existe una sucesion exacta

0~ @ (—=F @ =iy, Wippq, ()50, (3.101)

pk—+ds

Ahora, usando propiedades de clases de Chern en la sucesiéon ([3.101)) tenemos
o(F @) =c(F @) cligry,, Wora, (),

entonces
(1 _ x)l"l‘mj,l_k_gY o

. - N =+
51y, Wokra, (V) = gy mma2iay

e 1-z "1-22 [

Con esto concluimos la prueba del teorema [3.4.1]

UNAM



3.5. Caracter de Chern de igkYDk WJchdk(’/j) 83

3.5. Caracter y Clases de Chern de Gy, W;;Hdk(yj)

Ahora nos concentraremos en la demostracién del siguiente resultado.

Teorema 3.5.1 Sea h un automorfismo de orden p de una curva con au-
tomorfismos X compleja, no singular, proyectiva e irreducible. Sea S*Yp, C
SPk+de X g componente de puntos fijos de h en SPF+d X correspondiente al
divisor invariante Dy en X, y sea igry,, la inclusion SkYp, < SPRtdr X

Stmj,, es el grado del haz L'j, en la ecuacion , entonces
ch(igey,, Woia, () = (=1 = m);_5+ (—2k + gy +46)) (3.102)

460
e1+2z

% + JV) —
50, Wihoa, V) = et gy

(3.103)

donde gy es el genero de la curva cociente Y.

Prueba.
La demostracion es analoga a la del teorema [3.4.1, aunque se hara de forma
resumida, esta estara dividida en cuatro partes.

Considere el diagrama A en (3.62]), por definicién

5vp, Wokray = (R Te(Agonra, x Ox wsorran x (2D gmmsar x))] | s+v, - (3.104)

Primero mostraremos que

p—1
oy, Wikia, = @ Risryy # (15 Lj -2 @ Oy xsry,, 2850y, ), (3.105)
7=0

luego aplicaremos el Teorema de Groethendieck-Riemann-Roch a la gavilla
Ty L' j—2 ® Oyxsry,, (28sry,,, ) para obtener el cardcter Ch(igkYDkW;l_c—&—dk(Vj))?
es decir, la ecuacion (3.102)).

3.5.1. Partel

Comenzamos demostrando que

50y, Wosay, = B sty « (N7 ® Ox xsry,, (2A7)). (3.106)

Sea .F7' = Agz)lk+deﬁXXSkardkx(QASkardkx), este es un haz sobre el producto
X x SPk+de X Fl diagrama C en (3.68) representa el producto fibrado de 7 e

isryy, , entonces consideraremos el morfismo natural de cambio de base

iy, RmF'—=R psiyy " F' (3.107)
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asociado a la gavilla .#’ con respecto a este diagrama y aplicaremos la propo-
sicion m para ver que o' es isomorfismo, lo que implica . Entonces
debemos verificar que los morfismos fibrales ¢ y ¢L correspondientes a .7’
son isomorfismos V 2 € SP¥*% X esto lo obtendremos como una aplicacién
del teorema [3.4.8

Se observa que la gavilla .#’ es coherente y plana sobre SP**4: X Ahora
verificaremos que

z s dim Hi((X x SPHdex), 221 (3.108)

es una funciéon constante:

Si i > 2, entonces esta funcién es 0, ya que para todo z € SPETd X la fibra
(X x SPk+de X)) es de dimensién 1, por lo que concluimos que las imagenes
Rir,F' = 0.

Por otro lado, si i =0,

HY(X x 2,7 |xxz) = H(X, K*Ox (27))
tiene dimension cero si 2(2gx — 2) > 2(pk + di), pues en este caso, el grado
deg Kx*O0x(2x) = —2(29x — 2) + 2(pk + dy)

seria negativo. Asumamos que tenemos lo anterior, entonces para el caso i = 1
se tiene que (por el teorema de Riemann-Roch)

dim HY(X, Ky*0x(2x)) = 2(2gx — 2) — 2(pk + di) + gx — L,

esto hace que la funcion de la ecuacién sea constante. De aqui con-
cluimos que las imagenes directas de .#’ son localmente libres y los morfismos
de cambio de base fibrales ¢! y Y son isomorfismos como queriamos. De este
modo se cumple que ¢! en la ecuacién es isomorfismo, lo que concluye
la prueba.

En este caso, hemos usado la proposicion que es un resultado de
B.Conrad ([10, Proposicién 2.1]), sin embargo, la misma conclusién se puede
obtener usando el Teorema [3.4.8)y el Teorema [3.4.7 como se hizo en la sub-

seccion B.4.2

Proposicion 3.5.2 Sea f: X—=S un morfismo propio de esquemas, con S
localmente noetheriano, y F una gavilla coherente S-plana sobre X. Asuma
que o’y il son isomorfismos para toda s € S (o equivalentemente que
R f(F) es localmente libre sobre S). Considere un S-esquema S’ localmente
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noetheriano, el diagrama cartesiano resultante

x4 X
f /
% s,

p

(3.109)

y la gavilla coherente & = ¢*.F, S’-plana sobre X'.
Entonces el morfismo natural de cambio de base p*(R' f.7)—=R! f.(&) es un
isomorfismo.

3.5.2. Parte II
En esta parte probaremos la ecuacion ([3.105]). De hecho en este caso se tiene

igkYDk W;_"_dk (I/J) = Rl’erkYDk*(ﬂ-;’Elj’_Q ® ﬁYXSkYDk (QASkYDk )) (3110)

De la prueba de la Parte 1 en el teorema sabemos que A” = A’ + Dy,
entonces el miembro de la derecha de la ecuacion (3.106|) es

R'pgry, N7 @ (Q* Oy xsryy, 2050y, ) @ Ox wsry, (2Dy)],

luego, como pgry,, = msry, ©Q, por la observacion la formula anterior
resulta ser

R'mgiy, «Q«[N"" @ (Q Oy wsryy, (2Asry,, ) ® Oxxsry,, (2D))],
y aplicando la férmula de la proyeccién esto es lo mismo que
R'Tgey, «[Qu(A"™1 ® Oxxsey,, (2D1)) @ Oy xsry,, 2080y, )],

ahora, note que por definicién, A"~! = 75 A~y O sry,, (2Dy) = 1% Ox(2Dy),
por lo que sustituyendo en lo anterior uno obtiene

Rlﬂ'SkYDk*[Q*(ﬂ'}(Ail X ﬁx(QDk))) (9 ﬁYXSkYDk (QASkYDk )]

Por otro lado, usando la ecuacion (3.84) con .F = A~1®0x(2Dy,) en la férmula
anterior se obtiene

Rlﬂ'SkYDk*{ﬂ';q*(A_l ® ﬁx(QDk)) & ﬁYXS’“YDk (QAS’“YD,)]' (3111)
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Y sustituyendo (3.53)) en (3.111]) con n = —2 se obtiene

p—1

B R vy, (15 L2 ® Oy s, (A5ivs,))
j=0

entonces se ha obtenido lo que se queria

p—1

- + _ 1 * ol

isryp, Woktd, = P R'wsryy, « (17 L2 © Oy xsry,, (28s0y,, ))-
Jj=0

3.5.3. Parte I11
En esta parte se demostrara que

h(iGuyy, Wohaa, (V7)) = (=1 = mjj 5 — 2k + gy +46). (3.112)

Una version similar a la ecuaciéon (3.94) se cumple:

ch(msry,, (T3 L), ® Oy xcsry,, (—nAgeyy, ) = e " (1+mj,, — (nk+gy +n20)),
(3.113)

donde en este caso se considera el haz £}, y su grado mj,, en lugar del haz
Ljny su grado mj,.

La demostracion de es esencialmente la misma que la de ,
por lo que (3.113) se tomara por cierta (esta también se puede deducir del
resultado 7.4 en |34]).

En particular, si n = —2 se obtiene

ch(mgiyy (T3 L) 3 ® Oy siyy, (2Dgryy, ) =€ (1+mf 5 — (=2k + gy +40)). (3.114)
Note que

TSkYp, Wmy L) o ® Oy xskyp, (2AskYDk ) = *leskYDk*(ﬁfﬁ/jyﬁ ® Oy xshyp, (QASkYDk ));

ya que las imagenes RiﬂSkYDk*(W;£/j7_2 ® Oy xsvvp, (2ASkYDk)) se anulan para
i=1 (Esto se puede verificar con el teorema de Grauert).

Como el caracter de Chern ch() es un homomorfismo de anillos del anillo
de Groethendieck al anillo de Chow, entonces

h(R ey, (3L 300y sy, (2Dsey, 1)) = 2 (Lt _y—(~2k-gy-+46)
(3.115)
= e?(—1 — m}; o+ (—=2k + gy +46)),
y €omo
igkYDk W;?f—i-dk, (yj) = legkka*(W;£97_2 & ﬁYXS"YDk (QASkka>),

entonces se obtiene el resultado buscado.
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3.5.4. Parte IV

Para finalizar la demostracién del teorema, usaremos el caracter anterior para
- + J
calcular la clase de Chern C(ZSkYDk Wokva, (V ))./ 5
En este caso procederemos de manera analoga a la demostracion de la

Parte 6 del teorema [3.4.1} Note que en la ecuaciéon (3.112)),
(=1 —mf; _y — 2k + gy + 40)

se puede ver como el cardcter de Chern de un haz .# sobre S¥Yp, de rango
r=—1-m}_,—2k+gy con clase de Chern ¢(F) = ¢ en este caso, las raices
de Chern diferentes de cero del haz .# son 4oy, ...,40;, ..., 404, (0 < i < gy),
ademas, podemos asumir que r > gy.

Si ademads, respecto de (3.112)), €2* es el cardcter de Chern de un haz de

linea ¢ con clase de Chern ¢(¢) = 1 + 2z, entonces
ch(F @) = (r+ 40)e*,

luego, por la definicién de la clase de Chern de un producto tensorial, tenemos
que
gy
o F @) =1+22)"9 [[(1+4o; + 22)
i=1
= (1 + 2z)(F1m) 2 2ktov) o e

entonces

] ’ _460_
C(igkYDk VV;DJ?chd,c () =0+ 213)_(1+m1=*2+2k_9”)61+2m’

con lo que concluimos la prueba. O

3.6. Usando los teoremas |3.4.1|y 3.5.1

Ahora derivaremos algunos resultados relacionados con el experimento de la
subseccién [3.1.5] dichos resultados serdn utiles para calcular el nimero Na(s):
en el corolarioobtendremos el cardcter ch(iy Wy (v7)) y la clase de Chern
c(iy, Wy (v7)) necesarios para calcular la contribucion de la componente de
puntos fijos Zy al niimero N»(s) (ver segundo sumando de la ecuacion (3.41])).
El célculo completo de dicha contribucién no se presenta en este capitulo,
sino en el capitulo [ seccién [£.3]

Calculos similares de caracteres y clases de Chern se haran en los casos
de los corolarios [3.6.3], [3.6.4] y [3.6.5 mas adelante.
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3.6.1. Caracter y clases de Chern de i}, W; (/)
Comenzamos con el siguiente corolario.

Corolario 3.6.1 Considere el producto simétrico S*X de la curva de Klein
X, la inclusion natural iz, : Zy — S?X de la componente de puntos fijos
Zy = SYY (correspondiente al divisor Dy = 0, ver subseccion del re-
presentante s de la clase 2A del grupo de automorfismos G de X, entonces

o i e —0)—e (0 —40) si j=1
ch(iy, Wy (yﬂ))_{ (3 0)— (2 40) s =0, (3.116)

Yy

(1—3])'6_£+1f2$ si j=1

(i, Wy (V7)) = o e as 3.117
Z, 2 ((11_%))2'6 ot B e si ]:O. ( )

Prueba:

Note que en este caso pk +dy =2, con p =2, k=1, y d, = 0 (recuerde que
p es el orden del automorfismo, % es la dimensién de la componente Zy, y d
es el grado del divisor Dy), entonces la ecuacion se transforma en

4(N) = P Ljm, (3.118)

pues el divisor Dy, es el divisor 0. En consecuencia degL;o = degL; ,, pues la
ecuacion de arriba no depende de n.

En esta prueba sélo hay que mostrar que el genero de la curva Y es gy = 1
(ver subseccién , ademads (fijando arbitrariamente un valor cualquiera
de n, digamos n = 1), que los grados m1,1 = 2y mo1 = 4 (ver subseccién 3.6.3)).
Estos grados se obtendran a través de la aplicacion de la formula de Atiyah-
Bott y el teorema de Riemann-Roch, entonces el resultado del corolario se
obtiene aplicando el teorema |3.4.1|

3.6.2. Genero de la curva cociente Y

Debido a Israel Moreno (ver [23], Sec.3]) sabemos que el genero gy = 1, pero
lo recalcularemos a continuacion.

Sea ¢ : X—=Y = X/(s) el morfismo cociente, para calcular el genero gy
usaremos la formula de Riemann-Hurwitz (ver [21, Corolario 2.4, Cap.IV,
p.301])

29x —2=deg q- (29y —2) + degR, (3.119)
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donde R es el divisor de ramificacion

R= Z length(S2x/y )y .
p'eX

Ya que en este caso estamos en caracteristica 0, la ramificacién de ¢ en
cualquier punto p’ es tame, entonces también por el corolario 2.4, capitulo IV
en [21] tenemos que

degR = Z (ep — 1), (3.120)
peX

donde e, es el indice de ramificacién del punto p’ con respecto a ¢g. Recorde-
mos la definicién de e,y .

Para cada punto p’ € X se define el indice de ramificacién como sigue: sea
Q = q(p'), sea t € Og un pardmetro local en @, considere ¢ como un elemento
de 0, via el mapeo

q" Oqg—=0,
y definase e, = vy (t), donde v, es la valoracion asociada al anillo &), .

Nos concentraremos en calcular e, usando la férmula del grado de un
pullback de un divisor

deg(q*p) = deg q - deg p,

donde p € Y se considera como un divisor de Y. Como deg p = 1 y el morfismo
g es 2 a 1, entonces

deg(q*p) = deg q = 2. (3.121)

Por otro lado, como cada p € Y tiene un ntimero finito de preimégenes en X

p= > vplt)7,

q(p')=p

en nuestra situacién tenemos que ¢~ 1(p) = {p’, sp'} si p’ no es punto fijo de s,
o0 ¢ '(p) =9 sip es punto fijo de s. En el primer caso

q'p= % (t)p' + Vspr (t)sp’,

y como ¢(p') = py q(sp’) = p, se tiene que v, (t), vsy () son positivas, de hecho,
1.

la ecuacién (3.121)) implica que vgy (t) = vy (t) =
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Para el segundo caso
q¢'p = vy ()P,

entonces vy (t) = 2. Por lo anterior, como e,, =2 V p; fijo, el divisor R es la
suma de todos los puntos fijos p;

4 4
R=Y (ep,—1)-pi= ) pi (3.122)
i=1 i=1
entonces
deg R = 4. (3.123)

Ahora como deg ¢ =2 y el genero gx = 3, de la formula (3.119) se obtiene
0=deg q-(2gy — 2),
asi

gy = 1. (3.124)

3.6.3. Los grados my1y mi

Considere la descomposicion en eigenhaces , y la identificacién H! (Y, g.A) =
HY(X,K%) (recuerde que A = K%), entonces se puede usar la férmula de
Atiyah-Bott (ecuacién (1.12)) para calcular las dimensiones de los eigenespa-
cios HY(X, K%)(v7). Luego, para deducir los grados degL;,, := mj, aplicamos

el teorema de Riemann-Roch a los subespacios H(Y, L;,), haciéndolo asi,
tales grados resultan estar en términos del genero gy .

Para calcular los grados degL1 1y degLo1 primero nétese que H'(X,A) =0
si [ > 1, entonces como A = K%, por la dualidad de Serre H*(X, K%) = 0.
Se tiene que (ver por ejemplo [21], Ejercicio 8.1, Cap.III, p.252])

HY (X, K%)= HY(Y, . K%), (3.125)
esto implica correspondencia en eigenhaces

H'(X,K%)(W) = H'(Y, ¢ KX) (),
en consecuencia

H (X, K%) (VW) = H(Y, . K%) (1), (3.126)
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y por la ecuacion (|3.118|)
HO(X, K3)(v7) = HO(Y, L;,0). (3.127)

Para obtener las dimensiones de los eigenespacios H°(X, K%)(17) se deben
obtener las trazas trz s°|HO(X, K%) y trz s'|H(X, K%).

Primero calculamos trz s|H°(X, K%):
Note que aplicar el THL a s en K% es lo mismo que aplicar el “The Woods
Hole fixed point theorem” (ver ecuacién ([1.12])), pues en este caso las com-
ponentes fijas de s en X son sélo los 4 puntos fijos pp de s en X, entonces se
tiene

4
L(s,K%) =trz s|H' (X, K%) = Z

trz s|K% .

3.128
0= slKxp) (3.128)

pues HY(X, K%)=0.

Debemos determinar la traza trz s| Ky p,, como Kx p, es derango 1, calcu-
lar la accién de s en Kx p, eslo mismo que obtener dicha traza. Por definicién
Kxp, = T)};k, de manera similar a como se hizo en el lema [2.3.4{se puede ver
que la accién de s en Txp, es multiplicar por -1, es decir

s|Txp =—1 ¥ k (3.129)

= s|Kxp, =—1V k y s|Kx, =1V k,
con esto

trz S\HD(X,K)Q():{;—F;—F;—&-;:Z. (3.130)

Ahora calculamos trz s°|HO(X, K%):
En este caso aplicar THL es lo mismo que aplicar Riemann-Roch

trz s°|H°(X, K%) = trz Id|H°(X, K%) = dim H°(X, K%)
—deg K% —gx +1=2(29x —2)—3+1=6.
Para calcular las dimensiones de los eigenespacios H°(X, K%)(17) se usara la

siguiente observacion que se puede generalizar para cualquier automorfismo
de orden p y para caracteres irreducibles.

Observacion 3.6.2 En el caso del automorfismo s de orden o(s) = 2, el
grupo < s > tiene dos representaciones irreducibles Vi y Vo (de dimension 1)
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tales que la traza trz s°|Vj = vV (donde v = —1 en este caso), entonces se
tiene la tabla

(3.131)

mi= () = ( o ) — ( Lo ) (3.132)

Si W es una representacion de < s >, entonces W se puede escribir como
suma de las representaciones irreducibles Vi y Vo de la siguiente manera

2
W=V, (3.133)

sea a = (ay,az) el vector de multiplicidades de Vi y Vo como sumandos directos
de W, y sea b un vector columna que contiene las trazas de s° y s' de manera
que se satisface la siguiente ecuacion

b=m-'ta, (3.134)
en consecuencia, el vector a = (a1,as) esta dado por
m~b=ta. (3.135)

En particular, si tomamos la representacién W como el espacio H(X, K%),
entonces por la observacién anterior si

O(X,K%) = @ v (3.136)

J'=1

entonces por la ecuacion (3.135))

( %3 _11/22 ) (trz S| HO(X, KX, trz ' HO(X, K%)= (an,02). (3.137)

Y por nuestros calculos de trazas, como trz s°|H°(X, K%) =6,y
trz s'{H°(X, K%) = 2, entonces

/2 =1/2°) 4 ¢
(1/2 /o ) (6,2) =t (2,4). (3.138)
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Esto es
HO(X7 Kg{) = ‘/12 S3) V247 (3139)
o bien

HY(X, K%) = H(X, K%)(=1) €D H°(X, KX)(1).

dim 2 dim 4

Finalmente aplicamos Riemann-Roch a cada eigenespacio H(Y, L;1) y usa-
mos la ecuacion ((3.127)):
Sij=1

dim H°(Y, L£1,1) = dim HY(X, K%)(—1) =2 =deg L11 — gy + 1,
v se tiene que

deg L1 = 2. (3.140)
Sij=0

dim H°(Y, Lo,) = dim HY(X, K%)(1) = 4 = deg Lo1 — gy + 1,
y entonces

deg Loy = 4. (3.141)

Aplicando ahora las ecuaciones (3.54)) y (3.55)) del teorema se obtienen
los resultados del corolario B.6.11

3.6.4. Los casos de i, wy(),i5 Wy (7). y iy, W)

Continuaremos con calculos del experimento, debemos obtener ch(ij, W3 (7)),
c(iy, Wy (7)), ch(ig, W (7)), cliz, W (7)), ch(iy, W3 (v7)) vy cliy, Wi (17)),
esto se hara en los siguientes tres corolarios.

Corolario 3.6.3 Considere el producto simétrico S*X de la curva de Klein
X, las inclusiones naturales iz, : Zp, — S3X de las componentes de puntos
fijos Z,, =Y; (correspondientes a los divisores Dy = p;, con p; un punto fijo
del automorfismo s en X, ver ecuacion ) del representante s de la clase
2A del grupo de automorfismos G de X, entonces

e(1—0)+e22(1440) si j=1

eT2—0)—e (1 —40) si j=0, (3.142)

ch(iy, Wy (7)) = {

Yy

(1-2)(1-22) ¢ T rm si j=1

c(iy, Wy (V7)) = e o o (3.143)
Zp; 73 % .e - T1o2s si j= 0.
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Prueba

En este caso pk +d, = 3, donde p =2, k=1, y d, = 1. Como gy = 1, s6lo
hay que mostrar que los grados m;; = 2,m12 = 1,mg; = 3, y mo2 = 3, esto
se hara como en el corolario [3.6.1, usando la formula de Atiyah-Bott y luego
el teorema de Riemann-Roch.

Usaremos la ecuacion ((3.52))

cuandon =1y n =2 A= K%,y Dy = p; es el punto fijo correspondiente
segln ecuacion (13.43)).

Primero nétese que HY(X, K% ® Ox(—np;)) = 0V | > 2, ademés tenemos
una identificacion

H'(X, K% ® Ox(—np;)) = H'(Y, .[K% ® Ox (—np:)),
de hecho
H'(Y, u[K% @ Ox(—np)) (") = H'(Y, Lj).
Se descompondra en eigenespacios la siguiente representacion virtual
HY(X, K% © Ox(—npi)) — H' (X, K% © Ox(—np;)) (3.144)
= H(Y, [ K% ® Ox(—npi)]) — H'(Y, ¢ [K ® Ox (=npi)),
de esta manera, conoceremos las dimensiones virtuales de
HY(X, K} ® Ox(—npy)) () — H'(X, K% © Ox (—npy)) () (3.145)

Entonces aplicaremos Atiyah-Bott a s y a sus potencias en el haz K% ®
Ox(—np;) para calcular los nimeros de Lefschetz correspondientes, esto es,
las trazas virtuales en

HY(X, K% ® Ox(—np;)) — HY (X, K% ® Ox(—np;)).

Célculo de los grados L1y Ljo.
Aplicando Atiyah-Bott a s en K% ® Ox(—np;) se obtiene

trz s|H(X, K% ® Ox(—np;)) — trz s|HY(X, K% @ Ox(—np;)) (3.146)
Z trz s|(K% ® Ox(—npi))p, 24: trz S|(K)2<7pk ® Ox(—np;)p,)
- det(l—s|Kxp,) = det(1 — s[Kxp,) ’

UNAM



3.6. Caracteres de i Wy (v9), i W (v9), y iy, Wi (wd) 95

entonces necesitamos saber como es la accién de s en las fibras Ox(—p;)p, ¥

La accion s|Ox (—pi)p,:
Dada la inclusion i, : p; — X, se tiene la sucesion

0 Tpi L;;z Tx Npi/X%O’

como T, es de rango 0, entonces iy Tx = N, /x, estos haces son de rango 1.
Sea .7, la gavilla ideal de p; € X, entonces .%,, = Ox(—p;), entonces (ver [21],
Proposicion 8.20, Cap.II})

Il Ty = Ox(=pi) © Op, = Ox(—pi)p,, (3.147)
y su dual

Ny x = Ox(pi)p., (3.148)
luego

Ox(pi)p, =iy, Tx = Txp, (3.149)

es un isomorfismo de fibras.
Entonces Ox(—pi)p, = Kx p,, y como se vio6 en el corolario [3.6.1} s|Kx p, =
—1V ¢, entonces

La accion s|Ox(—pi)p,, i=k:
Considere la sucesion de gavillas

suponga que pp=p; vy considere la sucesion en tallos
0—=(Hp ) == (Ox ) p.—=(Op, )p,—=0.

Como (&,,)p, =0y las gavillas .#,,, Ox son localmente libres de rango 1, se

K

tiene el isomorfismo en fibras

ﬁX(_pi)Pk = (ﬁx)pk'
Entonces la accién de s en la fibras 0x(—p;)p, es trivial, esto es

S|Ox(—pi)p, =1 V iz=k. (3.151)
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Con lo anterior, resulta que V i = 1,2, 3,4 la ecuaciéon (3.146) es igual a

trz s|HY(X, K% ® Ox(—npy)) — trz s|H' (X, K% ® Ox (—npy)) = % + (_21)
(3.152)

En particular se tiene

trz s|HY(X, K% @ Ox(—pi)) —trz s|H' (X, K% @ Ox(—pi)) =1 Vi=1,2,34.
(3.153)

Ahora note que deg(K% ® Ox(—np;)) = 8 — n, aplicando Riemann-Roch a la
potencia 0 de s

dimH(X, K% @ Ox(—np;)) — dimHY(X, K% @ Ox(—np;)) =8 —n — gx + L.

Como las dos féormulas anteriores son las trazas de las potencias de s, por la
observacion [3.6.2] si tomamos una representacion W de < s > como el espacio
virtual

H(X, K% ® Ox(—np;)) — HY(X, K% @ Ox(—np;)),

entonces

2
[H(X, K% ® Ox(—np;)) — H' (X, K% ® Ox(—np;))] = @ Vje,aa,-/' (3.154)
=1

Y por la ecuacién ([3.135))

m~ -t (trz s|W, trz sH W) = (3.155)

_ 9—n—gx 9—n—gx _ 3+(=1)" .

1

mos ( 3+(=D" > - ( 97n27gx + 3+(471)" Vi=1,234
2 2 4

Entonces tenemos las dimensiones virtuales

dimH°(X, K3 ® Ox(—np;))(=1) — dimH' (X, K% ® Ox(—np;))(—1)

9—n—gx 3+(-1)"
2 4

y

dimH°(X, K% ® Ox(—np;))(1) — dimH' (X, K% ® Ox(—np;))(1)
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9_—n— 34+ (=1)"
n-gx ( )'

2 4
Aplicando Riemann-Roch a las eigengavillas £1, y Lo, (recuerde que v! =
(—=1)! = —1 corresponde a la potencia j = 1y v? = (=1)? = 1 = Y corresponde

a la potencia j = 0):

9-n—gx 3+(=1)"

dimH°(Y, Ly,) — dimHY (Y, £1,,) = 5 1 (3.156)
— degLyp — gy +1 = deglyn — 9—n2—gX _ 3—|—(4—1)" S
y
dimH (Y, Lo,) — imH (Y, Lo) = 2 ”2_ gx | 3% (4_1)71
=degLlon — gy +1 = deglo, = - n2— 9x + S (4_1)n +gy —1
respectivamente.
Por ejemplo, para n =1 tenemos
dimHO(X, K% © Ox (—p)(~1) — dim Y (X, K% @ Ox(~p;))(~1) =2
y
dimHO(X, K% ® Ox(—p)(1) — dimH (X, K} ® Ox(—p))(1) = 3,
luego
deglyi =2 (3.157)
y
degLo1 = 3.
En el caso n =2 (grados £;):
degliz =1 (3.158)
y
degLloo = 3.

Finalmente, aplicando el teorema se obtiene el corolario [3.6.3
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Corolario 3.6.4 Considere el producto simétrico S*X de la curva de Klein
X, la inclusion natural iz, : Zy — S?X de la componente de puntos fijos
Zy = S'Y (correspondiente al divisor Dy, = 0, ver ecuacion (3.38)) del re-
presentante s de la clase 2A del grupo de automorfismos G de X, entonces

2x : :
by ) e (—4—40) st =1
ch(izy, Wy (7)) { (-2 40) si j=0, (3.159)
Y
. : 1+22)4 - eTim si j=1
5 Wo (V7)) = ( 10 3.160
Az Wz 07) { (1+2x)% e si j=0. ( )

Prueba
Como en este caso pk +dr =2, con p=2, k =1,y dp = 0, la ecuacion (3.53)
se transforma en

@%m (3.161)

pues el divisor Dy, es de grado d, = 0, en consecuencia la ecuacién no depende

de n (pero fijaremos arbitrariamente un valor cualquiera de n, digamos n = —2
para estar en correspondencia con el teorema |3.5.1]).
Sélo hay que mostrar que los grados m) _, = —6 y my_, = —4 (recuerde

que la componente Z denota la curva Y = S'Y), esto se hard como en los
corolarios anteriores y a través de la aplicaciéon de la férmula
de Atiyah-Bott a las potencias de s y luego la aplicacion del teorema de
Riemann-Roch, finalmente con el teorema [3.5.1] se obtiene este corolario.

Se tiene que HY(X, Ky?) = H'(Y,q.Ky?), ademds H'(X,Ky?) =0sil> 2,

luego, como el grado degKy* = —8 es negativo, entonces HO(X Ky*) =0y se
tiene una identificacion entre los eigenespacios
HY(X, KX*) (W) = HY(Y, L] ).
Aplicando Atiyah-Bott al automorfismo s en Ky* se tiene
1 trz s| K2
—trz s|H'(X, K2 Xopx 3.162
1z sl Z det(1 — s|Kxp,) (3.162)
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pues H°(X, K3%)=0.
Por otro lado, para la potencia 0 de s aplicamos Riemann-Roch a la gavilla
K y tenemos

—dimH' (X, Ky*) = =8 — gx + 1= ~10.

Por la observacion si tomamos la representacion W como el espacio
virtual

_Hl(X’ K)_(2>’

entonces por la ecuacion (3.135))

mU -t (trz O\, bz 8T W) = m ( _210 ) _ ( :i ) |

Por lo tanto

HY(X, K%)= H' (X, K*)(-1) (D H' (X, K3*)(1).

dim 6 dim 4

Aplicando Riemann-Roch a cada eigenespacio (cuando j =1y j = 0 respec-
tivamente):

—dimH (Y, L] _y) = —6 =degl _, — gy + 1= degL _, = —6, (3.163)

—dimH (Y, L) _y) = —4 =degLy 5 — gy + 1= degly_, = —4.

Entonces aplicando directamente el teorema se obtienen los resultados
del corolario.

Corolario 3.6.5 Considere el producto simétrico S*X de la curva de Klein
X, las inclusiones naturales iz, : Z, — S°X de las componentes de puntos
fijos Z,, =Y; (correspondientes a los divisores Dy = p;, con p; un punto fijo
de X, ver ecuacion ) del representante s de la clase 2A del grupo de

automorfismos G de X, entonces

—e¥(—3-40) si j=1

Ch(i*Zpi W;(VJ)) = { _6233(_1 _ 49) si ] =0 (3164)

3. .Tres o i —
iy, Wiy = | (A2 en st =1 (3.165)
P; (1 + 23;)1 cetvzm 8§ =0.
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Prueba
En este caso pk+dy = 3, donde p =2, k=1, y di = 1. Usando el valor n = —2

v A = K%, la ecuacién (3.53)) resulta ser
(K2 ® Ox(2p))) @47 ) (3.166)

Solo hay que mostrar que los grados m} _, = =5y mg _5 = —3, esto se hara
como en el corolario anterior, usando Atiyah-Bott en las potencias de s y el
teorema de Riemann-Roch, y finalmente el teorema [3.5.1]

Se tiene que en nuestro caso H'(X,Ky? ® Ox(2p;)) = HY(Y, (K> ®
Ox(2p;))), ademds H'(X,Ky? ® Ox(2p;)) = 0 si | > 2, luego, como el gra-
do deg(Kyx* ® Ox(2p;)) = —8 +2 = —6 es negativo, entonces H(X, Ky? ®
Ox(2p;)) = 0. Por la ecuacion hay una identificacion entre los eige-
nespacios

HY (X, K¥* ® Ox(2p:))(V7) = H' (Y, L) ).

Aplicando Atiyah-Bott al automorfismo s en Ky? ® 0x(2p;) se obtiene

L trz s| (K3, ® Ox(2pi)p.)

—trz s|HY(X, K> @ Ox(2p) = 3 P (3.167)
sPk

k=1
COPD? | L1 (UM CUPL g g =
e > FEEDT G CDM g g =2
(— ) N (—12) 1y 0D (—12) 19 & i=
(— 1) " (—12) 1, (—12) 1, (=D é(_l) 2 si i=4,

pues HO(X, K;(Z ® Ox(2p;))=0.
Por otro lado, para la potencia 0 de s aplicamos Riemann-Roch a la gavilla
K)_(2 X ﬁx(sz‘)l

~dimHY (X, K5* ® Ox(2p;)) = —6 —gx + 1 = 8.

Usando la observacion descomponemos en eigenespacios la siguiente
representacion virtual (denotada por W)

~HY(X,K* ® Ox(2p;)).

Por la ecuacion (3.135))
1t 0 1 1 [ 8 -5 .
m~ - (trz T |W, trz sH W) =m™ - = Vi=1,2,34,
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por lo tanto
H'(X, Ky ® Ox(2pi)) (3.168)

= H'(X, Kx* ® Ox(2p:))(~1) D H' (X, Kx* © Ox(2p;))(1) .
dim 5 dim 3

Aplicando Riemann-Roch a cada eigenespacio (cuando j =1y j = 0 respec-
tivamente):

—dimH" (Y, £} _5) = =5 =degLl} 5 — gy +1 = degli 5 = -5, (3.169)

_dlmHl (}/’ 56’_2) = -3 = deg£67_2 — gy +1= d€g£67_2 = 3.

Finalmente aplicando el teorema se obtienen los resultados del corolario.

3.7. Funcién Generadora para contribuciones de componentes

fijas de dimension £ positiva

Sea el automorfismo ¢ de la férmula (3.18)), nosotros estamos interesados en
desarrollar una férmula para los ntiimeros N;(g) en el caso general, cuando
i = pk + dj, > 0. Considere que g actuando en el producto simétrico SPF+d X
tiene componentes irreducibles D’ que son puntos aislados, y componentes
irreducibles del tipo S¥Yp, de dimensiéon mayor que cero. Entonces la ecuacion

(3.22) se puede escribir como

Nypk+a,, (9) = L(9, Bpktdymn) = Z(—l)ltrz 9|Hl(5pk+dev Bpktdi,mn)
l

(3.170)
_ 5 2B
o det(Id = gIN Y, gouvay x)
chy(i%ey, Byrayma)[[L; UlNgyy g x () TA(SH YD, )
+ Z deg k .
det(Id — g|nv )
SHYpy SkYDk/SPkerkX dim{S*Yp, }
k

En esta seccién nos concentraremos en desarrollar una féormula para las con-
tribuciones de las componentes de puntos fijos de dimensién positiva

chy (%5, Boerdana) [ UlNsiyy,jsonssx (7)) TA(S Y, )
det(Id — g[n )

skyp, /sPE+dg x

deg

dlm{SkYDk}
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(3.171)

Ejemplos del calculo del primer sumando de aparecen en las sec-
ciones 4.3y - bajo los casos particulares (4.39)) v ( D Estos ejemplos son
las contribuciones de los puntos fijos aislados D’ a los numeros de Thaddeus
Ns(s) y N3(s) respectivamente.

3.7.1. El caracter generalizado chg(i*SkYD Boktd,mn)

Iniciaremos con la obtencién del caracter generalizado chg (i Sey, Bpmdk,m n)-
Al igual que el caracter de Chern usual, el caracter de Chern generahzado
es multiplicativo, por esto y por la definicién [3.1.4] del haz de Thaddeus
Bpitd,,mn S€ tiene que

Chg(i*SkYDk Bkardk,m,n) = (3172)

% m pk+d q pk+d
chy(igey,, Lpkra,)chg(N igry, Wy g )chg(S®F™ e iy, Upk+d,.),
para el caso del factor chg(SqPde(P”dk)z'*SkYD Upk+a,) tenemos la siguiente
k

Proposicién 3.7.1

Chg(S%r+ix= (pk'f‘dk)ZSkYD Uphtdy) = (3.173)

-1 .
—ptPo 1 — Pe—pz)ktgy-1 P 1 — pite—2zymi2tmy,_;
coef |:exp <6px > ) ( ) . H ( ) ’

1Ipk+dy, —(PhFdy) —tP (1 - tpe—Zpa:)ng—2 §=0 (1 - Vjte_w)mj’l

la cual probaremos a continuacién.
Abusando de notacién omitiremos el pullback igkYDk de Upk+d, y escribi-

remos simplemente chg(SlUi) para enteros [ >0 e i > 1.

Thaddeus propone una férmula para calcular el cardcter ch(S'E) del pro-
ducto simétrico de un haz vectorial E (ver [34], p.349]), en nuestro caso, con-
sidere el pullback a la componente de puntos fijos S¥*Yp, del haz de Thaddeus
U; v su descomposicion en eigenhaces

p—1
UZ' = @ UZ(VJ)
=0
Por definicién
chy(S'T;) Zlﬂch [(S'U;) (V)] = Zuj(z e), (3.174)

J J =1
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donde a; es una raiz de Chern del eigenhaz (S'U;)(v7), y r; es el rango de
dicho eigenhaz.

Sea
P(E,t) =) ch(S'E),
=0

entonces se tiene que

1
P(E,1) :Hm,
B

donde las 3 son las raices de Chern de E. Por otra parte, sea

o0

Qq(Ui,t) = ZChg(SlUi) : tla (3.175)
=0

se tiene que

P(U;(V7),v7t) = ich[Sl(Ui(zﬂ))] (), (3.176)
1=0

y se puede ver que

-1
Qu(Us,t) = p]‘[ P(U;(V7), 17t). (3.177)

j=0
Entonces Q4(U;,t) se puede calcular con la ecuacion (3.177) escrita en la
forma
1
o N 1
Qq(Ui, t) 11 e (3.178)

« raices de Chern de U;(v7)

Nosotros haremos el calculo de Q4(U;,t) describiendo primero la serie

[e.9]

> chlS (Ui(7))] - 1,

1=0
luego, con dicha descripcion, obtendremos la serie modificada

[e.9]

> chlS (Ti())] - (1)

=0

que es precisamente el lado derecho de (3.176f), finalmente usaremos la ecua-
cion (3.177):
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Usando que (igkYDkWJ;erk)*(yj) = ((z’j‘gkYDk W ) (wP9))*, de los teoremas

2 pk+dy

[3.4.1] y [3.5.1] tenemos que
h(Us(7)) = chliFeyy, Wi sg, (7)) + ch(i5ey,, Wik 1a0) ()

= e " (14+mj1—k—gy —0)—e > (14+mj 2 —2k—gy —40)—e **(1+m],_; _,+2k—gy+46).

De la formula anterior se observa que las clases de Chern de los eigenhaces de
Thaddeus se pueden escribir como los productos siguientes (ver por ejemplo
la prueba de las partes 6 y IV de los teoremas y respectivamente)

gy r—gy gy r'—gy
c(i5ryy, Wonya, V) = [[(0=0i—2) T] 1 —2)+[[(1+40;—22) J] (1—-22)
i=1 =1 i=1 =1
y
' gy r’—gy
((Tseyy, W;Hdk)*(l/])) = J[(1 —40i —22) [ (1-22).
=1 =1

Esto indica que al usar la formula (3.178) (ver [34, p.349]) para el cardcter
del producto simétrico que nos interesa se obtiene:

> 1 A 1
1 j I _ —9y

;;Ch(s Gi)]) -t = (1—= te*i”)T I 'H(W)'
— i=1

1 e 1

gv . R

(1 — te*2"3> z:l_ll( 1— te4‘7i*2“)

1 1 1
(1 - te_%) g<1 - te‘4gi_2”)’

esto es
- ! ! 1 k I 1
() = (= \IHmya—k—gy—gy | R

3 SO A = () )
= =1

1 1 2kt N 1
= 7AiMy —9y - ).
(1 — te_%’) Y 1_[1(1 — te4ai_2x)

1=

1 —1-m/_. _,—2k+gv—gy <h 1

(1 — t€72x> o ’ H( 1— tef4oi*2:p)'
i=1

1

Ahora, si se define una funcién h(z) := 5=

las siguientes funciones

y expandimos alrededor de o;

1

hoi+o) ===
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1

h(_40—1 + 2x) — 71 — t64ai—2x7

y

1

¢ h(x) _ —te® K (2z) _  —¢ 2 _
usando ademas que Mo = 1ot hom) — @ Y usando que o7 = 0, se

obtienen respectivamente las igualdades siguientes

1 )1+mj,1—k—gy—gy X ﬁ(;
1 —te 2 1 —te—0i—2

i=1

( )

1 14+m;1—k—g - h/(l’)
[ Ji1 Y 1 i—
1-— te_fc) z:l_ll( e h(x)

1 )1+m_7,yl_k_gy ) 6(9%) —(1- te—x)—l—mj,1+k+gy - exp(
1—te®

1 A8 1
)_1_mj,2+2k+gY_gY . H(
1 —te2= bl

= )

—t0
et —t

:( )7

( 1— t64‘7i_2x)
1 —1-my,2+2k+gy = h'(2z)
Tz 10 e o)

=1

= (

4t0
e2r — ¢

_ (L)flfmj,2+2k+gy . e(_49};:((22;>)) = (1 — tefo)1+mj*272kng . e:cp(

T\ _fe2e

)
y
1 , I 1

! —2ktgy —
Tm) e ()
=1

(

1 et o h'(2x
1_t€_2x) 1-m,_; ,—2k+gy H(1+40-1 ( )

=1

= (

—4t0

(
‘6«1‘?)

- (1 —te—2z

Con lo anterior

, n' (2z) ,
)—l—mpﬂ-,z—Zk—O—gy X 40 (20) ) _ (1_t€—2$)1+mp7j1,2+2k—gy

).

ol

Ekmﬁmwm»ﬂ:u—wﬁrkwﬁ“wfwgii

=0

)

4t6
2 __ t)
—4t0
e — ¢t

(1 . t6—2w)1+mj72—2k—gy . 61‘])(

(&

(1 _ te—2x)1+m;7j,,2+2k—gy . el'p(

).
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_ (1 - te—x)—l—mj,1+k+gy . e$p<x_7t9t><1 . 156—2;7:)2—&-7@-,2-i-m;,_jy_2—2gy7
eT —

esta serie nos da la serie modificada

o

> (S U ()) (t)!

=0

= (1 — Ve ) Immaathtoy exp(ﬂ

—)(1 — Vjte—h)2+mj72+m;7]_772,2gy.
er — it

Entonces por la ecuacién ((3.177))
Qq(Us,t)
H {Zch S, )])(l/jt)l}

=0

(3.179)

p—1
k —l/Jt9 _
— H{ 1—Vjt€ ) 1-mj1+k+gy 61‘]?( — jt)(l_l/Jt 2L)2+m]2+mp j—2—29Y )
j=0

Este resultado se puede sintetizar.

Usando el hecho de que un polinomio p(z) := ?;é(x—yj z) = aP — 2P, entonces

p—1
Qq(Us,t) = (1 — tPePm)ktov =1, [T —vite=™)=man (3.180)
§=0
pl — 90t -
(1 — tPe=2PT)2729v H exp(iex — Vjt) (1 = item2mymaatmy,
j=0

Luego, como

p—1
P (z) = —VJHJJ—VZ ,
j=0 =]

y
-1
Z P
— i
Z j:() 14 Z
entonces

—17tf —ptPo
H cap | i | =P\ e )
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Asi

-1 . ’
—ptPl (1 — tPe—pe)ktoy -1 p (1 — vite2®)miztmy_j -2
Qg(Uivt)_exI)(e > : HO )
=

PT _ {P (1 — tre—2pw)29v —2 (1 —vite=®)min

(3.181)

y se obtiene el caracter generalizado

Chg(SlUi) = coef(Qq(Us,t))
tl

—ptP6 (1 — tPePT)ktgy—1 pl (1 — vite=22) Moty
exp . . H . .
ept —p ) (1 — tPe=2p7)29v =2 . (1 — vite=®)min
Jj=0
En particular, si i = pk +dy, y | = gperd, — (Pk + di) (ver ¢; en la Definicién

3.1.3)), se obtiene la proposicién [3.7.1]

= coef
tl

Ahora seguiremos con el cdlculo de las otras dos partes de la ecuacién
(13.172]).
Célculo del caréacter generalizado chy((igry, Lpktd,)™):

Por definicién (ver Definicién [3.1.2)), Lyk+q, es el producto de determinantes
det 'mIA(—A) ® det MmOy o gorrar x (D),

entonces igkYDk Lyk+a, (como haz de linea) sélo tiene una eigencomponente.

Supéngase que esa componente es la asociada al eigenvalor v/, donde
[ es un entero entre 0 y p — 1, entonces el eigenvalor correspondiente a
(z”gkYDkLpHdk)m es v'™. Por otro lado, restringiendo la férmula 7.5 i) de

M.Thaddeus (ver [34]) a la componente de puntos fijos S*Yp, se obtiene

ch((ifnyy, Lpsa,)" (/™)) = -2k 2mpd (3.182)

y entonces el caracter generalizado es

Chg((i*SkYDk ka+dk)m) _ Vlm . em(d—2(pk:+dk))x+2mp9. (3183)

Calculo del cardcter generalizado chg(Ap’”dkigkYDk erd,):
Notese que la fibra de /\pk+dki§kYDk Wk ta, €0 un punto p € SkYp, es el produc-
to de los determinantes de las fibras de los eigenhaces del haz i, W

pk+dy>

pk+dk % — 7 . . ’
entonces A U5k, ka d, solo tiene una eigencomponente, supéngase que
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el eigenvalor correspondiente es ', con I’ un entero entre 0 y p — 1. Restrin-
giendo la férmula 7.5 ii) de M.Thaddeus [34] a la componente de puntos fijos

SkYp, se obtiene

pk+dy % — U\ _ (d—3(pk+di)+1—gx)x+3po
Ch(/\ kZSkYDk ka+dk (V )) = 6( ( k) x) ,

por lo tanto

pk+dy, ;* —
Chg(/\ kZSkYDkW

) = R g, (3.184)

Al multiplicar los tres caracteres generalizados anteriores se obtiene el
caracter generalizado

Teorema 3.7.2

. B
chy(igry,, Bpktdimn) =

7
— coef {Vl e(d—3(pk+dk)+1—gx)z+3p0 . Vlmem(d—Q(pk—&-dk))a:—Q—QmpO'

$Ipk+dy, —(pk+dy)

—ptPO 1 — pe—poyktoy—1 Pl (1 i —2mymyatm),_;
-exp( P ) A ) H (1= vite™™) . (3.185)

v =t ) (= werpe=z 1L (1 — vite—a)mi

Ahora seguiremos con la obtencién de las demas partes de (3.171)).

p—1 )
3.7.2. Clases caracteristicas estables [] Uj(Nsryy, jsomrax (7))
j=1

Mas adelante, en la ecuacién (4.78]) del teorema probaremos que
ch(i*SkYDkTSpHde(yj)) =—(1+nj—gy)+e(1+nj+k—gy—90), (3.186)

donde los grados n; = deg(0}) y n; = deg(d;) corresponden a las descompo-
siciones ¢,0x = @?;éé} y ¢Ox(Dy) = @?;ééj respectivamente, y el divisor
Dy € A es como en la seccion [3.2.1] Con el cardcter anterior se tiene el
caracter de Chern del haz normal en eigenhaces

Ch(NSkYDk/S;Dk+de(Vj)) = —(1 + n; — gy) + e“(l +n; + k—gy — 9), (3187)
y en consecuencia, la clase de Chern
&Ny, jsmsacx (7)) = (1 + z)Hmth=ovem o, (3.188)

Con esta clase de Chern podemos establecer una generalizacion del teorema
2.3 en [25] (en el que los grados n; = deg(d;) no son como arriba, sino que
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corresponden a la descomposicion ¢.0x = @ _15 ;). Dicha generalizacién se
consiguié haciendo que los grados n; = deg(;) del teorema original corres-
pondieran a la descomposiciéon ¢.0x(Dy) = @J 0 dj, lo que se obtuvo fue el
siguiente teorema.

Teorema 3.7.3 Sea n; el grado de §;, entonces

a) Uj(NskYDk/Spk+de(Vj)) =

A _ —A _ _ i\ — Ny
1 e " fe=* 1—e™®/vI ’
(o 3Y () e () (1t o189

p—1 — o
) 1—e %/
b) TI Ui(Nsey,, jsoerax (1)) = pm(e™™) Aebale H ( 1—v /J ) ’
j=1 7=l
(3.190)
donde A=k+1— gy, m(z) = p Ly oalz) = %;()Z)

Su demostraciéon, una vez obtenido el caracter (3.186|) y la clase de Chern
(3.188]), es similar a la mostrada en [25], por lo que no se desarrollard en este
trabajo.

3.7.3. Clase de Todd Td(S*Yp,)

Para la clase de Todd Td(S*Yp, ), usamos la férmula 7.3 del articulo de pares
estables de M.Thaddeus (ver [34]):

Td(SkYDk)—< v )k_gy+lea:p( 0 —‘9). (3.191)

l—e 7 et —1 =z

3.7.4. Calculo del determinante det(Id — g|xv

skyp, /spk+dkx

)

El determinante en la ecuaciéon ([3.171)) puede escribirse de forma general
como el producto

det(Id — g|Nv’ ) = (1 _ Vp_l)al(l _ Z/P—2>zzz L (1 _ Vl)a”_17

skyp, /sPkt+dy x

donde a; es el rango del eigenhaz Ngy, jgor+a. x(¥7) que se puede calcu-
lar usando (3.187)). Entonces se tiene que aj + - - - + a,—1 = dim SPE+dr X —
dim S*Yp, = pk + dj, — k, es decir, esta suma debe ser igual al rango del haz

Ngryy, jsprtarx -
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3.7.5. Contribucién de S*Y)p, al niimero N4, (9)

Con los cuatro resultados anteriores (secciéon [3.7)) obtenemos la férmula que
proporciona la contribucién de la componente irreducible S¥Yp, c SPFt+dx X
al nimero Npi4q,(g), la cual estd dada por

H (NSkYD Jswrra x (v 7))chg (iquka Bpk+dk,m,n)T0d(SkYDk)
det(Id — g|nv )
S

k ka /Spk+dk x

deg

dlm(SkYDk)

(3.192)

1—v—J
B (1 — P~ 1)a1(1 — VP—2)(12 ..

pAm( ) A 9(](671)1_[17 1(1 e JL/u’) n; .Vl/e(d—B(pk+dk)+1—gx)w+3p9.
= Coef

+Ipk+dy, —(pk+dy)

) —pryk+gy —1 Jpe—2w\ M2ty
im  m(d—2(pk+di))z+2mpb —ptPo (1—tPe™P7) (1—vite ) P—J,
ve TP \ oz —p (I—tre—2pw)29y —2 H (1—vite—=)™i.1

(=) Meap(5h5 - 9)
(1 —v2)e—2(1 —pl)e-1 [’

Luego, con la férmula 7.2 en [34] eliminamos 6 para obtener el

Teorema 3.7.4 La contribucién de la componente irreducible S¥Yp, C SPk+di X
al nimero Npiiq,(g), estd dada por

pAlHIm 4 eem\ ™
C R X
(1 —wp=t)o . (1 —p)r—t tqpk+dk0—e(:0fk+dk) z 605 H 1—v—i
(3.193)

o 1 p-1 i
A+~ (phedi) (3+2m) +1—gxfe | (L= Pe7 D)1 (L= vite2rymoetmys 2 |
(1 — tre—2pz)29vy —2 (1 —vite=®)mia

=0

o Vo (e fae) +perm - 22+ (G5 - 1))
1—e® ' rk+1 dx .
Los valores A(x) y B(x) de Thaddeus que usamos en [34], 7.2] estan dados por

p—1 ; —n;
A(CL‘) —A H (1 — j) . e[d(l—l—m)—(pk+dk)(3+2m)+1—gx]x

_ ap,—px\k+gy—1 pP—1 _ ite—2x\miatm,_; ., k—gy+1
(1 — tPe—P®) (1 —vite==7) T
(1 — tre—2m)20v—2 (1 — vite==)min \1—e= ’

J=0

pt?

B(x) = q(e™®) +p(3 +2m) — ET— + <e"’31— i ;) .

UNAM



3.7. Contribucién de SkYDk a Npk+d,,(9) 111

3.7.6. El caso del automorfismo s € G de orden 2

Para el caso del automorfismo s € G de orden 2 de nuestro experimento, la
contribucién ((3.193)) de la componente S*Yp, se reduce a

A= @ktdi)h(_1)lHm  Coef Res{[m(e_x)]_A <1 i ) : (3.194)

$92kdy, — (2ktdy) T= 2

1 Jte—2x\miatmy_; o
[8(1+m)—(2k-+di)(3+2m)—2x | (| _ 42,~2\k | (1—(=1)/te™™) 2
e ( tce ) jl;[){ (1 _ (_l)jte—:c)mj,l

( . )k'<1+x[q(€_x)+2(3+2m)_e23t2t2+(6’11_913)])1dx}

1—e @ k1

En particular, la contribucién al nimero Na(s) (ver ecuacién ([3.41))) por parte
de la componente de puntos fijos Zy en S%2X se reduce a

—z\ 2
— Coe fRes{[m(e_x)]_l (He> - B +m)=2(3+2m) 2z (3.195)

tn—m—2 =0 2

2 (L te~2)~ :
(1 — t2€ 2 ) ' {(1 — te_x)‘l(l _|_t6—:c)2} ' (]_ — 6_96) .

(1+2 gl +26+2m) — 25 + (A - 1)) dl,}

72

pues 2k + d = 2 porque k =1y dj = 0, ademas
d=28 (ver el grado de A en[3.1.5)),

I =0 (pues la accién de s en iy Lyg,, es (—1)°, y 2p; € Zo, ver un cdlculo
analogo en seccion ,

I'=1 (pues la accion de s en A%y Wo,, es (—1)!,y 2p; € Zo, ver un calculo
analogo en seccion ,

np=-2,y A=1 (como d = 0, el divisor Dy = 0, entonces los grados nj
y n; del teorema coinciden, y por la ecuacion (4.89), n; = —2, por otro
lado, A=k+1—gy =1),

mo2 =mo1 =4 (ver corolario [3.6.1} ecuacién ([3.141)),
mia=m11 =2 (ver corolario [3.6.1} ecuacién ([3.140)),
my_o _o = —4 (ver corolario (3.6.4} ecuacién (3.163))),
my_y 5 =—6 (ver corolario [3.6.4] ecuacion (3.163)).
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Para el caso N3(s) (ver ecuacion (3.46)), la contribucién por parte de una
de las componentes de puntos fijos Z,, en S3X se reduce a

{n—2m—3 T=| 2

9 (1+te20)~4 x
(L—t%e) {(1 —te=)3(1 +tem)2} ' (1 —el") '

(142 ale™) + 23+ 2m) — 22 + (75 - i)})dx}

2—1(_1)m . Coef Reos{[m(e—m)]—l (1 te ) . 6[8(1+m)—3(3+2m)—2]m‘ (3196)

22

pues 2k +dp = 3 porque k =1y d = 1, ademas

d=8 (ver el grado de A en[3.1.5),

Il =1 (pues la accion de s en iz, Lasp, es (-1)Y, v 3p; € Z,,, ver seccién
4.6.3)),

! =0 (pues la accién de s en /\31'*vaW3Tp es (=1)° y p € Z,,, ver seccién
1.6.1), 1’

nm =-1,y A=1 (por la ecuacién , ny = —1, por otro lado, A =
k+1—gy =1),

mo2 =3 (ver corolario [3.6.3 ecuacién (3.158)),

mo =3 (ver corolario [3.6.3 ecuacién adelante de (3.157)),
mi2 =1 (ver corolario [3.6.3] ecuacién (3.158)),

my1 =2 (ver corolario [3.6.3] ecuacién (3.157)),

mf_o o =—3 (ver corolario [3.6.5 ecuacion (3.169))),
mfh_y o =—5 (ver corolario (3.6.5 ecuacion (3.169)).
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CAPITULO 4

Célculo de trazas en el espacio H°(P%, &(m,n))

En este capitulo se concluye el experimento propuesto en la subseccién [3.1.5]
(ver secciones de la 4.1 a la 4.5) usando todos los resultados desarrollados en
el capitulo [3]

La secciéon contiene calculos que realizamos antes de haber desarro-

llado los resultados del capitulo [3] Dichos célculos se refieren a obtener
las trazas de Verlinde del automorfismo s de orden 2 (mencionado en la
seccion de la curva de Klein en algunos casos particulares, esto es,
trz s|HY(P%,l(4H — 3E)).
Al final del capitulo, en la seccién [4.7] se presentan las trazas de Thaddeus
(trazas en H 0(]?%, O(m,n))) para las demés clases de conjugacién del grupo
de automorfismos de la curva de Klein, cabe mencionar que en estos resulta-
dos, sélo para la clase 3A fue necesario usar la funcién generadora .

En varias secciones de este capitulo usaremos el siguiente producto fibra-

do

NS
D' =~ Ap — A
Ip j
X2 (DY x X— SIX x X
1D
N
il i
{D'}—= S'X XD, (4.1)

donde 7 y p son las proyecciones de S'X x X, D' € §'X yv A es el divisor
universal de S'X, entonces Ap = Alpxx = i*AD,A-



114 4. Trazas en el espacio HO(INP%(, O(m,n))

4. ]_ . El ntimero No(S) (por férmula de Molient)

Retomando el experimento de la subseccién |3.1.5| calcularemos el niimero

No(S).
Por la ecuacion (|3.33))

No(s) = trz s|H[PY, 0((m + n)H)].

Se tiene que H[P?, 0((m + n)H)] = S™*VV, donde estamos asumiendo que
P? = PV, entonces escribimos

Xmin(s) = trz s|S™TVVY,

Por la formula de Molient (ver ecuacién ([2.73])) se tiene que

m 1
2 X" = G vy

en consecuencia, usando la matriz (2.8))

No(s) = coef(t™ ™ 1/(1+t)5(1 —t)%). (4.2)

4.2. El nimero Ni(s) (por formula de Atiyah-Bott)

En este caso recuerde que S'X = X es el espacio base donde estan definidos
los haces involucrados para el calculo de Ni(s), y que las componentes de
puntos fijos de s en S'X son los cuatros puntos fijos p; de s en X. Ahora, pa-
ra cada punto fijo p; (como se ve en la dltima igualdad de la féormula (3.36))
debemos calcular las tres trazas trz s|(LTY),,, trz s|(AYW] )p,, trz s|(S"~UL),.,
y el determinante det(1 — s]NZ\)/i/X).

Caso trz s|(A'W7)p,
Consideremos un caso general, sea D’ € S'X como en el diagrama (4.1)), y
{D'} x X ¢ S'X x X la correspondiente fibra bajo m, suponiendo que D’ es
un divisor invariante, queremos saber la accién de s en las fibras W, .
Sea A el divisor universal de S'X y Og xxx(A) su gavilla asociada, por pro-
piedades del divisor universal (ver [3])

A|{D’}><)( = -D,?
o bien
Osixxx(A){pyxx = Ox (D). (4.3)
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De la definicién B.1.1] tenemos
W = (R'm)AOA(-D),

donde se ha abusado de notaciéon, pues A es un haz sobre X, y en la ecuacion
anterior estamos usando A en lugar de A|a, por otro lado, 7 en realidad
representa la restriccion de 7 : X x S!X—=5'X al divisor A. Aplicando el
Teorema de Grauert a W, en D’

Wip = ROmAOA(=D)p = H(Ap, [7* (0" (K%)) ® Oa(=A)]|a,) (4.4)
= H'({D'} x D', [j*(p*(KX)) ©® Oa(=A)]l(p1yx 1)

= H(D', [j* (0 (KX)) © Oa(=A)]Ip),

= HY(D', K% p ® Op(=D")).

Entonces

trz s|(AN'W, ) p = trz s| AL HO(D', K% p ® Op (—D)). (4.5)
Sil=1, el rango de Wy es 1, entonces

trz s|(AN'W ) p = trz s|H' (D', K% p ® Op/(—D')). (4.6)

En el caso general, tensoreando la sucesion exacta (3.75) (asociada a D’) con
K% ® Ox(—D’) vemos que

trz s|H'(D', K% p®Op/(—D')) = L(s, Kx ® Ox (—D'))— L(s, Kx ® Ox (—2D")).
(4.7)

Ahora si D' = p; es un punto fijo de X, por la ecuacion se tiene
trz s|H(D', K% p ® Op/(=D')) = -1 (4.8)
=tz s|Wp, =1 Vi=1,234,

entonces
Wi, = Wl_,pi(_l)'

Por otro lado, como AW = W, en fibras tenemos (AW ),

. = Wy, v enton-
ces

trz s|(AW])p, = {—1 Vi=1,234.
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Caso trz s|(S© 71U )p
Se tiene que Uy = Wi @(W;)Y (ver Deﬁnicién, y por el calculo anterior,
conocemos la acciéon de s en las fibras de W en puntos fijos, ahora, debemos
calcular la accién de s en fibras de W;" para obtener la accién en fibras del
dual (W;h)V, esto servird para obtener la accién de s|U; pr y consecuentemente
la accién de s|S"1(Uy p) = trz s|(S"~1U1)pr, en particular en puntos fijos.
Otra vez consideremos un caso general, sea D’ € S'X un divisor invariante

de X. Por la definicién B.1.1]

W = (R (A 0si xx x(24)),

recuerde que en esta definicién también se ha abusado de notacién, pues A~!
es en realidad p*A~!. Aplicando Grauert en una fibra sobre D’

Wil = R'm[p*(Kx?) © Osixxx(28)]p (4.9)
= H'((S'X x X)pr, [p"(KX?) ® Osixxx (20)]](s1x %) )

= HY(X,K* ® 0x(2D")).

Para calcular la accién de s en H'(X, K% ® 0x(2D")) aplicamos Atiyah-Bott
a s y a sus potencias en el haz Ky *> ® Ox(2D'). Ya que | < w = 3 entonces
HY(X, Kx*® 0x(2D')) = 0 y obtenemos la descomposicién en eigenhaces por
medio de las dimensiones virtuales asociadas a la descomposicion del espacio
virtual —HY(X, Ky? ® 0x(2D")), en consecuencia se tendrd la accién de s en
Wi

Si D' = p; es uno de los puntos fijos de s en X, entonces por la ecuacion
(3.168)

dim Wi (=1) =5 y dim W, (1) =3,
en el dual
dim (W77, )" (=1) =5 y dim (W, )*(1) =3 Vi,
con esto y la acciéon de s en Wy, del caso anterior se tiene que
dim Uy p,(—1) =6 y dim Uy, (1) = 3. (4.10)

Ahora, el nimero ¢; =n — (1 —1) = n (ver ecuacion (3.14))), entonces usando
la féormula de Molient (es decir, (2.73]) adaptada a este caso) se obtiene

17 5|S" 7 (Ur,) = { Coef (1"~ 1/det(1d — - 5[Un ) V¥ i (4.11)
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= {Coef(t",1/(1+ ) (1= 1)) ¥ i,

Caso trz s|Li'p,
Por la definicion [3.1.2]

= det_lmAﬁ51XXX(—A) & det_lﬂ[651xxx(A).

Note que m() es una gavilla virtual, sin embargo su determinante es un haz
de linea dado por

det (m7) = Q)(det (R'm,.7)) V", (4.12)
l

Accién de s en el determinante det™ ' Osixxx(A):
Para calcular la accién en este determinante consideraremos la fibra del haz
virtual m&si x« x(A) en D'

Sea F = Og1xxx(A), en este caso tenemos

1
det ( = Q(det (R'm.Z)p )V (4.13)
=0

Por el teorema de Grauert y por propiedades del divisor universal, la fibra
de la [-ésima imagen directa en D’ es

(R, 051 xxx(A))pr = H(D' x X, 051 x5 x(A)|prxcx) (4.14)

= H'(X, 0x(D")),
por lo que HY(X, Ox(D')) =0V [ > 2, entonces

det(ﬂgﬁsl)(xx(A))D/ = det[HO(X, ﬁx(D/))] ® det_l[Hl(X, ﬁx(D,))]. (4.15)

De acuerdo con la ecuacion , para calcular la accién (y por lo tanto la
traza) de s en det(msi xx x(A))p hay que calcular la accion de s en el espacio
virtual HY(X, Ox(D")) — HY(X, Ox(D’)). Para hacer esto, descompondremos
tal diferencia en una diferencia de eigenespacios por medio de las trazas de
las potencias de s en el haz Ox(D’), es decir, obtendremos como se ha hecho
en secciones anteriores, un vector de multiplicidades (ay, as) (ver Observacién
dadas las trazas de las potencias de s en el espacio virtual anterior.
Si D' = p; se obtiene

4
trz s|O
trz s|HO(X, Ox (pi)) — trz s|H' (X, Ox (pi)) Z det(1 |— ff?;)”)
Yy

={1V i
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Ahora como deg(Ox (p;)) = 1, aplicamos Riemann-Roch a la potencia 0 de s
y se tiene que

dimH°(X, Ox(p;)) — dimHY (X, Ox(p;)) =1 —gx +1 = —1.

Por la observacion [3.6.2], si tomamos la representacion virtual
W = H(X, Ox(p;)) — H' (X, Ox (p;))

y aplicamos la ecuacion , se obtiene
w7t (tez |tz st W) = {m T (< 1,1) = (<1,0) Y,

asi
dimH%(X, Ox (pi))(—1) — dimH (X, Ox (pi))(—1) = ~1

y
dimH?(X, Ox (pi))(1) — dimH ' (X, Ox (pi))(1) = 0,

con esto se obtiene la accién (o traza) de s en el determinante:
sldet™ (mOsixux (A))p, = {(-1)7F = =1 ¥ i. (4.16)

Accién de s en el determinante det_lmAﬁngXX(—A):
Analogamente al caso anterior, usando propiedades de determinantes, el teo-
rema de Grauert, y propiedades del divisor universal, la fibra en D’ del de-
terminante esta dada por

det(mK%Osixxx(—A))p = det[H(X, K% Ox(-D")) — H(X, K% Ox(-D"))],
luego, por la dualidad relativa de Serre HY(X, K% Ox(—D')) = 0, entonces
det(mK% Osixxx(—A))p = det[H*(X, K% Ox (—D"))].

De nuevo descomponemos en eigenespacios el espacio H(X, K% Ox(—D’)),
este calculo es el mismo que el del caso n =1 de la ecuacion ((3.155)) cuando
D’ = p;, entonces se tiene la descomposicion

HO(X, KX Ox(—pi)) = HY(X, KX Ox (—pi) (1) P H (X, KX Ox (—p))(1).
dim 2 dim 3

Con esto, la accion (o traza) de s en el determinante que nos interesa es

sldet(m K% O xcx(=A))y, = { (1) (1)° ¥ 4,

UNAM



4.3. Obtencién del nimero Na(s) 119

en consecuencia

sldet ™ (mEK% Ogixxx(=A))p, = {1 V i. (4.17)

Con las trazas en (4.16)) vy (4.17)) se tiene que en p;

trz s|Lyy, = {1-(=1)=—1 ¥ i

trz s| L7, = {(-1)™ ¥ i. (4.18)

Caso det(1 —s|Np, gix)

Como Npgix = i*Tsix (sii : D' — S'X), queremos la accién de s en
Tx|p = Tx.p. Si D' = p;, esa accion la sabemos por la ecuacion (3.129), es
decir, s|Txp, = —1 Vi, en el dual se tiene que

s|Txh, =—1 Vi,
entonces

det(1 —s|N, jqix) =2 Vi=1,2,34. (4.19)

Finalmente ya tenemos las 3 trazas y el determinante que exige la ecuacion
para cada componente aislada p;, note que esas trazas y ese determi-
nante coinciden para los 4 puntos fijos p;, entonces, reuniendo la contribuciéon
de cada una de esas componentes al niimero Ny (s) se obtiene

Ni(s) =4 <(‘”<‘”m006f Ut ”3)) (4.20)

= 2(=1)™ M Coef ("1, 1/(1 +1)%(1 — 1)3).

4.3. El ntimero NQ(S) (por férmula de Atiyah-Bott y una funcién generadora)

En este caso, la superficie S2X es el espacio base de los haces involucrados
en el calculo de Na(s), las componentes de puntos fijos de s en S?X son 6
componentes aisladas de dimensién 0 del tipo p; +p; con i=j (ver seccién,
y una componente de dimensién 1, Zy = {p + sp|p € X} (ver ecuacién (3.38))).
Para la contribucion de la componente Z;, invocaremos la funcién generadora

correspondiente a Zy (ver ecuacién ((3.195))
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Para calcular la contribucién de los 6 puntos fijos p; + p; al nimero Ny(s)
usaremos el primer sumando de la ecuacién , esto es, debemos calcu-
lar las tres trazas: trz s|(L3")p,+p,, 172 S|(A*W5 )pitp,s 112 s|/(S""72U2) p4p; »
y el determinante det(Id — S‘vaj +p, /82 +)(ver la tltima igualdad de la ecua-
cién (3.41))). Comenzaremos cada calculo en fibras de un punto fijo D’ € S2X.

Caso trz s|(A2W3 )p
Por la ecuacién (5] de la seccién [4.2]se tiene
trz s|(A*Wy ) p = trz s| A HO(D', K% p, ® Op/(—D")). (4.21)

Debemos determinar la accién de s en las fibras W, ,,. Usando la ecuacién

(4.7) tenemos
trz s|Wy = (4.22)
trz s|H (D', K% p®Op/(—D")) = L(s, Ox (—D' )@ K% )— L(s, Ox (—2D")® K% ),

donde i : D' — X.
Si D' = p; + pj;, haciendo los calculos de los ntiimeros de Lefschetz de la

ecuacion (4.22)) se obtiene
trz s|Wy ), 1, = =2 si (4,5) = (1,2).

Haciendo los calculos respectivos para todos los pares (i, ;) tales que i=j se
verifica que

trz s|Ws, 1, ={-2 V (i,j) donde i=j. (4.23)

Como W; es de rango 2, entonces W, ., es de dimension 2, y se debe tener
la descomposicion

Wapitp, = {Wz’,pﬁpj(*l) vo(i,5) | i (4.24)
Luego, como

N Wapep, = det (W, 1) (4.25)
se tiene que

trz s| A2 Wy, 1, ={1 ¥ (i,5) | &= (4.26)

Caso trz s|(S* ™ 2Uz)p/
Como Us = W,y @ (W)Y, debemos obtener la accién de s en W, y en su dual.
Por la definicién B.1.1]

Wy = (R'm) (A O0s2 0 x(21)),
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luego, usando la ecuacion (4.9) se tiene que

Wyp = H'(X, Ky* ® 0x(2D")). (4.27)
Como ya habiamos observado

HY (X, Ky* ® 0x(2D")) = 0.

Entonces descomponemos H'(X, Ky? ® Ox(2D')) como lo hicimos en el caso
de Ni(s), pero ahora con D' = p; + p;, se obtiene

4 trz s|[K ® Ox (2pi + 20)p, ]
—trz s|HY(X, K2 ® Ox (2p;i + 2pj)) X 5)pi
x P kz::l det(1— s|Kxp,)

_{1.(_1)2.1 1-1-(—1)2+1’;'1+1';1—2 si (4,7) = (1,2).

Con los calculos para los otros (7, ) se verifica que
—trz s|H' (X, Kx* ® Ox(2p;i +2p;)) = {2 ¥ (i.j) | &=).
Aplicando Riemann-Roch a la potencia 0 de s
—dimHY (X, Ky* ® Ox(2pi +2p;)) = —4 — gx + 1 = —6.
Por la observacion si tomamos la representacion W como
~HY(X,K* ® Ox(2p; + 2p;)),
entonces por la ecuacion se tiene que
m (b L\ trz s W) = {m T (=6,2) ' (<4,-2) ¥ (5,5) | i,
en consecuencia
S\ngﬁpj = {diag(—1,-1,-1,-1,1,1) ¥V (i,7) | =7,
en el dual
sl (W, )" = {diag(—=1,-1,-1,-1,1,1) ¥ (i,j) | i=j.
Con esta 1ltima accién y la de s en Wy, ., (ecuacién ) se obtiene
$[Uposp, & diag (sl Wi, 1, 51V 1)) (4.28)

= {diag(-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1) ¥V (4,7).
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Ahora, tenemos que g3 = n—m (ecuacién (3.14))), entonces, usando la férmula
de Molient (esto es, la ecuacion (2.73]) adaptada a este caso) se obtiene

trz s|S" "2 (Uspitp,) (4.29)
= {Coef(t"=m2,1/det(Id — t - 5|Usp,1p,)) ¥V (i,5) | i)

= {Coef ("2 /(1 +0°(1=0%) ¥ (05) | =)

Caso trz s|Ly'p,
Por definicién de L; (ver ecuacion (3.11]))

LQ = det_lﬂ[AﬁS2xxx(—A) & det_lﬂgﬁszxxx(A).

Enseguida calcularemos la accién en los dos determinantes anteriores.
Accién de s en el determinante det’lmﬁngXx(A):

Considere la fibra del haz virtual m@gs:x«x(A) en el punto D'.

Analogamente al caso Ni(s) se obtiene

det(mOs:xxx(A))p = det|H)(X, Ox (D)) @ det ' [HY(X, 0x(D'))].  (4.30)
Si D' = p; + p; y descomponemos en eigenespacios la representacion virtual
W = H(X,0x(pi +p;)) — H'(X, Ox (pi + p;))
se obtiene
mtt (trz |tz st W) = {m (0,00 =1 (0,0) Y () | i,
en consecuencia
sldet(m Gsaxcsx (A))poap, = { (=1 (1)° =1 ¥ (i) | i),

Accion de s en el determinante det_lmAﬁ’ngXX(—A):
Anéalogamente al caso de Ni(s) se tiene

det(m K% Os2x «x (—A))pr = det[H(X, K% Ox (~D"))] @ det ™ [H' (X, K% Ox(=D"))].
si D' = p; + p; y descomponemos en eigenhaces la representacion virtual

W = H(X, K% Ox(—pi — pj)) — H' (X, KX Ox(~pi — p)))
se obtiene

m~' -t (trz SO\, trz sw):{m—1 1(4,0) =" (2,2) Y (i,5) | =,
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en consecuencia

sldet(mAGs: xux (~A))poan, = {(-12- (P =1 ¥ (ij) | i

Con las acciones de los apartados anteriores
trz s|Ly, 1, ={(1)" =1V (i,5) | =7 (4.31)
Caso det(Id — s|Ny, //82X)
Sea D' € S?X, como Npjsax = i*Ts2x (con i’ : D' — S?X), entonces necesi-
tamos la accién de s en Ts2x pr, teniendo esta accién se tiene la accién en su
dual.
Usando el diagrama (4.1)) y la descripcion del haz tangente de un producto

simétrico como imagen directa del divisor A (ver [3, Cap.IV, Sec.2]), el haz
tangente en S%2X se puede escribir como

Tsex = Meju] Os2x xx (), (4.32)

luego, la restricciéon al punto D’ es la fibra Ts:x p/, que por el teorema de
Grauert resulta ser

Ts:x.pr = H'(Apr, j* Os2 x5 x (A)]a,,),

luego, por la conmutatividad del diagrama (4.1]) y por propiedades del divisor
universal A

inp 77 Os2xxx (D)) = Ipip (Os2xxx(A))

=1p/(0x(D')) = Op/(D'),
en consecuencia

Ts:x.pr = H' (D', Op/(D")). (4.33)
Consideremos la sucesién asociada a D’

0—=0x—=0x(D')—=i,0p (D')—=0, (4.34)
entonces se tiene

trz s|HY(X,i,0p/(D")) = L(s, Ox(D')) — L(s, O). (4.35)

Si D' = p;+pj, haciendo los célculos de los ntimeros de Lefschetz de la ecuacién

(4.35)) se obtiene

trz S‘TSQX,pi—&-pj =—-2 si (Z,]) = (1, 2). (436)
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Haciendo los calculos para los demas pares (i, j) tales que i=j se verifica que
trz s|Tox pp, ={—2 V (i,5) | &=
Como Ts2x p,+p, €s de dimensién 2, se debe tener que
| Tsex prtpy = {diag(—1,—1) ¥ (i) | i, (4.37)
entonces
S| N(p,apy)ysex = {diag(=1,=1) ¥ (i,5) | =7,

por lo tanto

det(Id — s|N, 1py/52x) = {4 V¥ (i,5) | &=, (4.38)

Con los cuatro casos anteriores tenemos las 3 trazas y el determinante que la
ecuacion exige para cada componente de puntos fijos aislada del tipo
pi + pj, estas son sélo 6 componentes, pues i>=j, ademas, se observa que para
cada una de esas componentes, las 3 trazas y el determinante obtenidos coin-
ciden. Entonces, reuniendo la contribucion de esas seis componentes tenemos
(ver ecuacién ((3.41]))

5 01z s|(Bamn)r (1 1 Coef(t" ™2 1/(1+t)%(1 — t)2)>
)

Vv
b Aet(Id = s[Ng, g 4

(4.39)

~ 3Coef(t" ™ 2,1/(1+1)°(1 —t)?)
— : .
Ahora, para completar el calculo del niimero Na(s) es necesario considerar
la contribuciéon de la componente Zy dada por la ecuacion , haciéndolo
asi se obtiene

 3Coef(t™ 2 1/(1 4+ )5(1 — 1)2)
- 2

Na(s) (4.40)

N2
—Coef Res{ [m(e=®)] ! (1 te x) . [8(14m)—2(3+2m) 2z

tn—m—2 =0 2

oy (14 te=2z)=4 x
(1—t2e 2. {(1 T +t€x)2} . (1 — ew) .

(142 [ale™™) +2(3+2m) — 2 + (5 - i)Ddl,}

72
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4.4. El nimero N3(S) (por férmula de Atiyah-Bott y una funcién generadora)

En este caso, el espacio S®X es el espacio base de los haces involucrados
en el calculo de N3(s), las componentes de puntos fijos de s en S3X son 4
componentes aisladas de dimensién 0 del tipo p; +p; +pg con i=j=k', y 4 son
también las componentes de dimension 1 denotadas por Z,,, una por cada
punto fijo p; € X (ver ecuacion (3.44))).

Para calcular la contribucién de las 4 componentes aisladas p; + p; + pxr
al nimero N3(s) usaremos el primer sumando de la ecuacion , para
la contribucién de las componentes Z,, invocaremos la funcién generadora
correspondiente a esas componentes (ver ecuacion )

Para cada componente p; + p; + pir debemos calcular las tres trazas:
trz S|(L§n)Pz‘+pj+pk/’ trz S|(/\3W3_)pi+pj+pk/7 trz S’(Sn_Qm_3U3)pi+pj+pk/7 y el de-
terminante det(Id — s| N} +psper /53 X) (ver ecuacion ([3.46))), comenzaremos ca-
da cdlculo en fibras del punto D’ € S3X, recuerde que este es un divisor efec-
tivo de grado 3 de X.

Caso trz s|(A3W3 )p/
Para comenzar queremos la accién de s en las fibras Wy ,,. Analogamente al
caso Wy p, de Na(s) se tiene

Wy p = ROTAOA(=A)

= H(D',[j* (0" (K%)) @ Oa(=D)]|p),

pues la fibra Ap, = D'x D’ € S3X x X se puede ver como el elemento D' € S3X,
entonces por la conmutatividad del diagrama (4.1)) y por propiedades del
divisor universal A

in, 770" (KX)) ® Oa(=D)] = KX p ® Op/(=D),
por la férmula tenemos

Wy p = H(D', KX p ® Op/(—D")). (4.41)
Si D" = p; + p;j + pr y procedemos analogamente al caso Na(s) se obtiene
=-3 s (i,5,K)=(1,2,3),

trz 8‘W3,pi+pj +Dr

este resultado se verifica para los demas casos

17 8| Wa i ipe = 1—3 ¥ (.5, K) | ik (4.42)
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Como W5 . es de dimensiéon 3, se debe tener la descomposicion en
3,pit+p;+pr ’
eigenhaces

W3jp¢+Pj+Pk’ :{W?;pi+pj+pw(_1) v (i’j’ kl) | Z;/J;/k/’
entonces

/\SW?:erpj +pr det(WP;pi"‘pj +pir )- (4.43)

Por la descomposicion de arriba

/\3W3jpi+pj+pk/ = det[Wi‘:pi-i-pj—i-pk/ (_1)]7 (444)
de ahi que
07 5| AWy i g = { (1P = =1 ¥ (0,5, K) | isis (4.45)

Caso trz s|(S*2m-3U3)p..
Como Us = W5 @ (W5")Y, necesitamos la accién de s en W5" y en su dual.
Por la definicién B.1.1]

Wi = (R'm) (A Ogsx(240)),
luego, por la ecuacién tenemos

Wi = HY(X, K ® Ox(2D")), (4.46)
ademas

HY(X,K*® 0x(2D')) = 0.

Andlogamente a los casos Ni(s) y Na(s), procedemos a descomponer en ei-
genespacios el espacio HY(X, Ky? ® Ox(2D')) cuando D' = p; + pj + pr. Asf,
Vemos que

4
—trz s|H' (X, K°®Ox (2p;+2p; +2pi)) = Z
k=1

trz s|[K§?pk ® Ox (2pi + 2pj + 2k )py ]
det(1 — s|Kx p,)

1-(=1)2-1-1 1-1-(=1D%-1 1-1-1-(=1) 1-1-1-1
SLEDl U, Ch, 11

haciendo el calculo para los otros (i, j, k') se verifica que

=2 (4,5,k) = (1,2,3),

| =

—trz s|H' (X, K> ® Ox(2pi +2pj + 2piy)) = {2 ¥V (i, 5, K) | i=j=FK.
Aplicando Riemann-Roch a la potencia 0 de s

—dimH (X, K* ® Ox (2pi + 2p; + 2ppr)) = —2 — gx + 1 = —4.
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Por la observacién [3.6.2] si la representacion W es
—HY(X, K32 © Ox(2pi + 2pj + 2pp)),

entonces por la ecuacion se tiene que
m (b2 Wtz sH W) = {m T (—4,2)

=" (=3,-1) V (i,4,K) | i=j=k

con esto se obtiene la accién

S‘W?:",_pi—i-pj—i-pk/ = {dla'g(_la_lv_lvl) V (imj?k/) ‘ ’L;/j;/k/’

en el dual
8‘<W3Jarpi+l7j+pk/)* = {dlag(iL 717 717 1) v (iajv k,) | 7’;/]7/]{;/

Con esta tultima accién y la acciéon de s en Wy del caso anterior se
i PitPi P
obtiene

S‘U3:pi+pj+pk’ = diag(S’W?:pH-pj—i-pk/ ) S| (W;,_pri-p,‘—i-pk/ )*) (447)

:{diag(_17_17_17_1)_17_171) v (iajvk/) ’ 27/]7/]{:/

Ahora, por la ecuaciéon (3.14), g3 = n — 2m, entonces, usando la férmula
de Molient (esto es, la ecuaciéon ([2.73)) adaptada a este caso) se obtiene

trz ‘ﬂSniQTni3 (U37pi+Pj +Dr ) (448)

= {Cocf(t" 2=, 1/det(Id — t - s|Us p,4p,4p,,)) ¥ iK'

= {Coef(t" 22 1/(1+ (1 = )') ¥ ik,
Caso trz s|L3'p,
Por la definicién [3.1.2]
Lz = det 'mAOgsxxx(—A) @ det ™ mOssxx x (D).

Enseguida calcularemos la accién en los dos determinantes anteriores.
Accién de s en el determinante det ' Ossxxx(A):

Considere la fibra del haz virtual m&ssx«x(A) en el punto D'.

Analogamente a los casos Ni(s) y Na(s) se obtiene que

det(m ﬁS?’XxX(A))D’ = det[HO(X, ﬁx(D/))] ® det_l[Hl(X, ﬁx(D,))]. (4.49)
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Si D' = p; + pj + prv y descomponemos en eigenespacios la representacién
virtual

W = H(X, Ox(pi + pj + i) — H'(X, Ox (pi +pj + pr))
se obtiene
w7t (b |tz s W) = {m T (1 1) =1 (1,0) ¥ ik
en consecuencia
sldet ™ (mOss x x x (A))pripyape = 1—1 V¥ (5,5, k) | i=j=k" (4.50)

Accion de s en el determinante det_lm_/\ﬁSsXXX(—A):
Anélogamente al caso anterior, usando propiedades del determinante, el teo-
rema de Grauert, y propiedades del divisor universal, se tiene que

det(mK% Ossxxx(—A))p

= det[H)(X, K% 0x(—D"))| @ det ' [H (X, K% Ox (-D"))].

Ahora, si D' = p; +p; + pr, y aplicamos Atiyah-Bott a s y a sus potencias
en K%Ox(—p; —pj — prr), y consideramos la representacion virtual

W = H(X, K% Ox(—pi — pj — p)) — H' (X, KX Ox (—pi — pj — i),
entonces se obtiene

m (b2 Otz st W) = {m T (3,-1) =1 (2,1) Y i,
en consecuencia

det ™ (MACss x5 x (—A))piipsipe = 11 Y (i, 5, k) | ==k (4.51)

Con la accién de los dos apartados anteriores

t12 S|Lgpapapy ={—1-1==1 VY (i,5,k) | ==k

trz S|LE 1 p ipe = L-1)™ Y (6,5, k) | ik (4.52)

Caso det(Id — s|N}, gax)-

Tomemos D' € SX un punto fijo, como Np/gax = i*Tssx, con i’ : D' — S3X,
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necesitamos la accién de s en Tssx p. Andlogamente al caso N(s), se tiene
que la fibra en el tangente esta dada por

Tssx.pr = H'(D', 0p (D)), (4.53)

entonces la traza se deduce de la ecuacion (4.35)). Si D" = p;+p;+px, haciendo
los célculos de los niimeros de Lefschetz de la ecuacion (4.35)) para este caso
se obtiene

t12 8| Tss X pitp;+p = —3 si (4,7, K) = (1,2,3). (4.54)
Lo mismo se verifica para los demés casos, esto es

t12 8| Tss X pitp+pe = {—3 YV (6,5, k) | i=j=k".
Como Tssx p,+p,+p, €5 de dimension 3, se debe tener que

S|Ts5 X prtp, tpe = Ldiag(=1,—1,=1) ¥ (i,j,K) | i=j=k', (4.55)
entonces

SING +pspe)/six = 1diag(=1,=1,=1) ¥ (3,5, ) | ==k,
por lo tanto

det(Id — s|NG, 1, poyysex) =18 ¥ (6,5,K) | ==k, (4.56)

Con los cuatro casos anteriores tenemos las 3 trazas y el determinante que la
ecuacion ((3.46)) exige para cada componente de puntos fijos aislada del tipo
pi+p;+pi, estas son sélo 4 componentes, pues i=j=k', ademas, se observa que
para cada una de esas componentes, las 3 trazas y el determinante obtenidos
coinciden. Entonces, reuniendo la contribucion de esas cuatro componentes

tenemos (ver ecuacién ((3.46)))

trz s|(Bs.m.n) D’
e (4.57)
D,GF%;SS3X det(Id — s|N2§,/SSX)

4 <(—1)m (=1) - Coef(t" ™2, 1/(1 +)°(1 — t)1)>
8

(=)™t Coef(t"=2m=3 1/(1 4+ 1)5(1 — t)Y)
5 .
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Ahora, para completar el calculo del niimero N3(s) es necesario considerar la
contribucién de las cuatro componentes Z,, (donde cada contribucion esta
dada por la ecuacién (3.196))), haciéndolo asi se obtiene
—1)" - Coef (1" 23, 1/(1 +)%(1 — 1)!)

2

+4-274=1)"™ . Coef Res{[ Cadl (1 Jre_x) el8(1+m)=3(3+2m) -2z,

Ng(S) = (

(4.58)

tn—2m—3 =0

(1— t2€—2z) . { ( (1+ te*2z }

1 —te ™) 1+te )

1—

(1+2[gle —$)+2(3+2m 2o+ (&h %ﬂ) }

4.5. La traza de Thaddeus trz s|H'(P%, &(m,n))

En las secciones anteriores se calcularon los nimeros Ny(s), N1(s), Na(s), y
Ns(s), entonces por las ecuaciones (con g = s), (4.2), (4.20), , y
, se tiene la traza
trz s|HY(P%, &(m,n)) = Coef (thr", s t)61(1 — t)4> (4.59)
+2(=1)""2.Coef <t” ! ! >+3‘Coef (tnm2 L )
T4+t -t)3) 2 (14 1)6(1 —t)?

tn—m—2 =0

14+¢ 2:(:
(1*t26_2m)- ( +tie )
(1 —te==)%( 1+tex 1—63:

(142 o) + 263 +2m) - 225 + (F "’”)Ddx}

T2

+(=1) - Coef Res{[m( ) (1 te ) el8(1+m)—2(3+2m) 2]z
1

(2 n-2m- 1
gy Coef (t S (1+)5(1 t)l)

+2( )m+1 Coef RGS{[ ( fx)]*l (1 + €_x> . e[8(1+m)73(3+2m)72]:r_

tn—2m— 3 =0 2

oy (1+te20)~4
(1_t262)‘{(1—te 2)3(1 4 te—=)? } (1—6"3)'

(1 +a fale™) +20 +2m) - 2% + (5 ’”)Ddx}.

T2
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4.6. Trazas de Verlinde trz s|H(P%,[(4H — 3E) (por calculo directo)

Antes de obtener las funciones generadoras de la seccién [3.7|realizamos ciertos
calculos directos de algunas trazas de Verlinde de la forma

trz s|HO(P%, 1(4H — 3E), a continuacién incluiremos parte de dichos célculos
(referentes al niimero Ns(s)). En estos se muestra una manera alterna de
calcular las contribuciones de componentes fijas a los nimeros N;(s) que la
funcién generadora (3.194)) (en su caso particular ) provee, y se aprecia
la ventaja de usar dichas funciones.

La idea de estos calculos era obtener las trazas trz s|HO(P%,1(4H — 3E)
para | = 1,...,6, pero aqui s6lo mostraremos el calculo de la contribucion
de una de las componentes de puntos fijos de dimensién uno Z,, al nimero
Nj(s), esto para los seis casos mencionados.

Especificamente nos referimos al término

deg{c o(1, Bamn) [T U(Ng,, js0x (7)) Td( p)} , (4.60)
dim{ZPi}

det(Id — s|yv )

Zpi/s3x

de la ecuaciéon (3.46)). Empezaremos calculando el caracter chy(iy, B3mn),

por la ecuacion ({1.6))
chg(i%, Bamn) = Y vIch[(LY @ AWy ® "2 3Us)| 7, (7). (4.61)
j=0

Entonces necesitamos descomponer en eigenhaces el haz i3, Bs,,, y calcular
D ) 110y

después el caracter de Chern de cada uno de esos eigenhaces,

para esto necesitamos descomponer los factores tensoriales de (4.61)).

4.6.1. Descomposicién y caracter de Chern del haz /\32'*ZP‘W3_

Para la descomposicién de este haz, primero calcularemos las dimensiones (o
rangos) de las eigenfibras del haz iz, W3 en un punto D' € Z,,. Esto es lo

mismo que calcular las dimensiones de los eigenespacios de la fibra Wy, ya
que iy W5 p, = W; .. Ahora, vemos de la ecuacion 1) que esto ultimo es
lo mismo que

HY(D', K% p ® Op(=D').

Como D' € Z,,, este punto es de la forma D' = p+ sp +p; € S3X, ademds
podemos calcular las trazas de las potencias de s en HY(D’, Kg(’ ' ®0p (=D")
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usando la ecuacion (4.7)).

Como se ha visto en otras secciones, aplicando Atiyah-Bott a s y a sus
potencias en los haces K%O0x(—p—sp—pi) y K% Ox(—2p— 2sp— 2p;) se puede
descomponer H(D', K% p, ® Op/(—D') en eigenespacios. Haciéndolo asi se
obtiene la descomposicién

fém Wap = Z*Zp Wy p (1) & i*Zpi Ws (1) (4.62)

dim 2 dim 1

Por otro lado, como z'*Zm Wy b, es de rango 3, entonces

Niy, Wy p = det(iy, Wyp), (4.63)
luego, por propiedades del determinante

Ny Wy, = det(iy, Wyp,(—1)) @ det(iy, Wy p, (1))

= /\Qi*zm Wy p(=1) @ Nig, Wy (1),
en consecuencia

s| AP iy Wy = (=1 (1)' = 1. (4.64)

Ahora, usando propiedades del caracter de Chern y el corolario m (ver
ecuacion (3.142))) se obtiene

ch(/\?’i}pi W3 )= ch[det(i*zm Wy (—-1))] - ch[det(i*zm Wy (1))]

= 3073730 =1 160 — 3,

pues ch(iy Wy (—1)) = 24303z y ch(iy W; (1)) =1+36, y como /\3i*zp. Wy =
A%, Wy (1) tenemos

ch(Ni, Wy (1)) = ch(Aiy, W) =1+ 60 — 3. (4.65)

4.6.2. Descomposicién del producto S”‘Qm_3z’*Zp_ Us y caracter de Chern

de sus eigenhaces

La descomposicion de i, Us como suma de eigenhaces es
-k -k — -k — -k —+,* -k +,%
iy, Us =liz, Wy (=1) @iz W3 (1)] @ [iz, W5 (=1) @iz, W5 (1)]
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(ver definicion m Ahora, descomponer en eigenhaces el producto
Sn—2m=3j iy, Us exige obtener los productos simétricos de los eigenhaces del
haz i3, Us, ‘esto se observa de la siguiente férmula:

Si A B son haces vectoriales, entonces para un nimero natural [ > 1 se
tiene que

S{A@B)=5'A® (S 'A® S'B)® (S ?A® S?°B)®--- @ S'B. (4.66)

Esta féormula implica que para descomponer en eigenhaces el producto simé-
trico de un haz A @ B no sélo debemos obtener los productos simétricos de
Ay B, sino que debemos encontrar como es la accion del automorfismo en
cada sumando directo de dicho producto, luego, agrupar los sumandos en los
que la accién es la misma y en consecuencia, establecer las eigenpartes del
producto original.

Realizar una descomposicién en eigenhaces en la forma anterior no resulta
conveniente cuando se tienen que calcular productos simétricos de dimensién
arbitraria, por lo que la féormula solo la usaremos para calcular el
producto S”_Qm_?’i*Zp_ Us para algunos valores particulares de m, n (a nosotros
nos interesan los valores de m,n tales que con ellos se pueda obtener uno de
los primeros seis miultiplos del divisor 4H — 3E, recuerde la definicién de la
gavilla &(m,n) := 0((m+n)H —nkE) de la introduccién, note que tales valores
de m,n no necesariamente implican obtener una potencia ¢3 —3 =n—2m —3
positiva).

Por simplicidad usaremos la letra I’ en lugar de n — 2m — 3 para denotar
la potencia del producto simétrico que nos interesa, en particular, para I’ = 2

Sy, Us = S%[iy, Wy (=1) @iy, Wy (1)) (4.67)

(liy, W5 (=1) @ iy, Wy (D] @ [i, W5 (=1) @i, W™ (1))
®S2liy, W5 (=1) @ iy, W3 (1)],

or lo que las componentes de S%i% Us se pueden escribir como
Z,.

i3, Us(—1) = [iy, Wy (~1) @3, Wy (D] @ [i, Wi (~1) @iy, Wi (1))

aliy, Wi (-1) @iy, W)@ [iy, Wy (1) @iy, Wi (1)),
y

S%iy, Us(1) = 5%(i, Wy (=1)) @ $%(i%, W5 (1) @ [if, Wy (=1) ®i%, W5 (1))
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(4.69)

oliy, Wy (1) ® iy, W™ (D] @ S(i3, W5 (-1)) @ S(i3, W5 (1)

Nétese la conveniencia de usar la funcion generadora de la seccion [3.7 para
calcular el cardcter de Chern generalizado chy(S"4% U;) (ecuacion (3.173)),
pues si no se usa tal funcién, el calculo se complica mucho (como se observa
de las ecuaciones - ) v - al intentar obtener de forma directa los
caracteres de Chern de los eigenhaces del producto simétrico S*:% 2, Ui via la
ecuacion - pues mientras la potencia I’ del simétrico aumenta, ‘el nime-
ro de caracteres por calcular también aumenta (recuerde que el cardcter de
Chern respeta estructura de suma y producto).

En general note que para una potencia arbitraria I’, si aplicamos la for-
mula para calcular Sl'i*Z Us, es posible obtener (después de muchos
calculos) las componentes S* ZZ Us(=1) y S"i3 Us(1), y los caracteres de
Chern ch(S"i3; Us(—1)) y ch(S" lz _Us(1)) quedarfan en términos de sumas de
productos en los que aparecerian los caracteres de Chern ch(S1 [z'*Zpl_ W5 (—1)]),
ch(S9[i%, Wy (U)]), ch(S9lig, Wi (=D, v ch(S9liz, W5 (1)]), donde g serfa
una poten(:la que tomaria valores entre 1 y .

Note que para ¢ = 1 ya conocemos los cuatro caracteres anteriores, por

los corolarios v 13.6.5]

Para ¢ > 1 usaremos una férmula de Thaddeus (ver prueba de 7.6 en
[34]), esta aplicada al eigenhaz i, W (/) provee la suma

(e}

Y ch(SHiy, Wy (W) - t* =

k=0
r—gy 9v 1 1 r'—gy
(1—756_"_50) (1—te‘x> i_l—[l(l—te‘l"i_%) (1—756_2””)

_{ (1=r=) (s Siojo1
(1 Po—— r) (1 = T) (1 e 2T)(l—te_zgc)z si j=0,

pues gy = 1,01 =10,y

s
[N |
I

1 si j=1
=1 i1—k—gy = .
T +m],1 gy {2 si j:O
y
1 si j=1
"= —1—m; 2k = .
r mjo + 2k + gy 1 si j=0
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debido a que my11 =2, mi2 =1,y mo1 = 3 = moza (ver corolario y

teorema |3.4.1)).

Entonces

ch(Siy, W5 (7))

Ooeff[(l - ) (1_t6}19_2m)] sioj=1

Coct [t (rtee) (oo ) (- 1720 st =0

Analogamente a lo anterior, para el caso del eigenhaz dual 7% 2, wyh
obtiene la suma

> eh(SFiy, Wa (1)) - tF =

k=0 '

gy 1 1 r''—gy
i:l_Il (1 — te4‘7i233) (1 — t€2x> ’

en consecuencia

ch(S[iy, W5 (v))])

Coeff [(1 e 2@) (1—t£2z>2:| si j=1
Cocf f (=te==) si j=0,

donde

3 si j=1

" — _1 o /‘ o 2k — B
" Mj—2 = SR+ gy 1 si j=0

(4.70)

(V) se

(4.71)

debido a que m) _, = =5, y mg _, = —3 (ver corolario W y teorema .
Las ecuaciones y proporcionan los caracteres de Chern de los
productos simétricos de los eigenhaces de los haces de Thaddeus restringidos
iy, Wy ¥ iy, W5, en la siguiente tabla se muestran resultados para los

primeros 10 valores de q.
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Tabla 4.1: caracteres de Chern de productos simétricos de eigenhaces de Thaddeus

| ch(S%iy Wy (~1)) ch(S‘?[i}pi wy (D)) ch(Sq[i*Zpi Wi (-1)) ch(Sq[i*ZPi W)
1 243(0 — ) 1+ 360 3 — 2(20 + 3x) 1 —2(20 + 3z)
2 349(6 — ) 1+ 66 6 — 8(26 + 3x) 1 — 4(26 + 3x)
3 44 18(0 — x) 1+ 96 10 — 20(260 + 3x) 1 — 6(260 + 3x)
4 54 30(0 — z) 1+ 126 15 — 40(20 + 3z) 1 — 8(20 + 3z)
5 6+ 45(0 — x) 1+ 156 21 — 70(26 + 3x) 1 —10(26 4 3x)
6 74 63(0 — x) 1+ 186 28 — 112(20 + 3z) 1—12(20 4 3x)
7 8 4 84(0 — x) 14216 36 — 168(20 + 3z) 1 — 14(20 4 3x)
8 94 108(6 — =) 1+ 246 45 — 240(20 + 3z) 1—16(20 4 3x)
9 10 4 135(6 — ) 14276 55 — 330(26 + 3z) 1 — 18(26 + 3z)
10 11 + 165(6 — z) 1+ 300 66 — 440(20 + 3x) 1 — 20(26 + 3z)

Los datos de la tabla anterior sugieren que

ch(S%iz, Wa (=1)]) =

(¢g+1)+

3¢(q + 1)(0 — x)

ch(S[i%, Wy (1)]) = 1+ 346,

(q+1)2(q+2)
(q+1)2(q+2) _

2 )

ch(S9[iy, Wy (1)]) = 1 - 2¢(20 + 3z).

Usando estas férmulas y descomposiciones del tipo (4.68)

2(260 + 3z)
2[14+ T ] (204 30) s> 1,

si

(4.72)

(4.73)

qg=1

(4.74)

(4.75)

y (4.69)) para el ca-
so del producto Sl’z‘*Zp‘ Us, se pueden obtener los caracteres ch[(Sl'i*ZP_ Us)(—1)]

y ch[(Sl'i*Zp_ Us)(1)]. En la siguiente tabla se muestran resultados para los pri-
meros 9 valores de /.
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Tabla 4.2: caracteres de Chern de eigenhaces de productos simétricos del haz
iz, Us

v enl(s" iy, Us)(-1) ehl(s" i, Uz)(1)

1 5— (0 + 9z) 2 — (60 + 2x)

2 10 — (76 + 28z) 18 — (96 + 60x)

3 50 — (396 + 246z) 34 — (336 + 150z)

4 90 — (1116 + 544x) 120 — (1296 + 776x)

5 256 — (3496 + 2056x) 206 — (3116 + 1574x)

6 422 — (7536 + 3900x) 502 — (8316 + 4812x)

7 918 — (178560 + 10234x) 798 — (16476 + 8642z)
8 1414 — (33136 + 17560x) 1589 — (35516 + 20192z)
9 3836 — (111460 4 59784x) 4172 — (117346 + 66056x)

4.6.3. Descomposicién y caracter de Chern del haz (Z'*Zp.Lg)m

Como el haz L3 es producto de determinantes, este tiene una soéla eigencom-
ponente, entonces es suficiente encontrar dicha eigencomponente para saber
la eigencomponente de (i}m Ls3)™. Esto se hard analizando la accién de s en
la fibra L33, en el punto 3p; de la componente Z,.

Usando la misma técnica que en las secciones [1.3]y se obtiene la accién
de s en las dos fibras que nos interesan, es decir

s| det ™ (mOssx xx(A))3p, = 1
y
s| det N mK% Ogs xxx (—A))3p, = —1,
en consecuencia
trz s(Lszp,)" = (=1)™,
y
trz s|(iz, Lssp,)™ = (=1)™.
Ahora, por la ecuacion de la seccion se consigue el caracter
ch((iy, Ls)™) = e™ 9 = 1 4+ 2ma + 4mé), (4.76)

pues d = 8 (recuerde que d es el grado del haz K%, ver seccién [3.1.5)),
pk+d,=3,yp=2.
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4.6.4. Caracter generalizado de Chern Chg(i*Zpi Bg’m’n)

Ahora estamos en condiciones de poder calcular el caracter generalizado
chg(iz, B3mn) (al menos cuando intervienen potencias n — 2m — 3 del si-
métrico S"~2m73U3 no muy grandes), sabemos que iz, B3mn puede tener dos
eigencomponentes

Z‘*Zpi BS,m,n = (Lgn & /\3W3_ &® Sn_Qm_3U3)|Zp

= Z} .BS,m,n(_:l) D Z*Z ,B3,m,n(1)~

n—2m— 3 P% 3% = $3 3
Como S iz, Us tiene eigencomponentes 1y -1, A% W3~ tiene eigen-
componente 1, y (zZ L3)™ tiene eigencomponentes - 1 si m es impar y 1 si m
es par, entonces consideramos dos casos:

Caso 1. Sim es par (i3 Ls)™ = (i Ls)™(1), entonces

i, Bamn(=1) = (i, Ls)™ (1) ® A%y, Wy (1) ® S"72" %y Us(-1)

i, Bsma(1) = (i, Ls)™(1) ® A%y, Wy (1) @ "2 3y Us(1).

Caso 2. Sim es impar (i, L3)™ = (i3 L3)™(—1), entonces

iy, Bamn(=1) = (i3, L3)™(=1) @ A%y, Wy (1) @ S"72" 7% Us(1)
iz, Bsmmn(1) = (iz, L3)"(-1) ® N33 iy, Wy (1) @ S”—Qm—%*zpi Us(—1).

Para los divisores (m + n)H — nE que corresponden a los primeros cuatro
multiplos del divisor 4H — 3F se tiene

4H = 3E = (m,n) = (1,3) = S"72"7%5 Uy =S~} Us =0,

8H — 6E = (m,n) = (2,6) = S""2"7%5 Uy =S"1ij Us =0,
12H — 9E = (m,n) = (3,9) = S">" %y Uy = S%% Us = 0y, ,
16H — 12E = (m,n) = (4,12) = S" "%, Us = S'iy; Us.

Debido a que para los divisores 4H — 3E y 8H — 6E la potencia n — 2m — 3
del simétrico es negativa, entonces el haz % 7, B3 m.n = 0 para estos dos casos.
En consecuencia, la contribucion de la componente Zp, al numero N3(s) es 0
para estos divisores.
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Para el divisor 12H — 9F se tiene que SOiEP.Ug = 0y, , por lo que el haz
i Bsgag sOlo tiene eigencomponente -1 (ver el Caso 2. anterior), asf

iy, Baao(=1) = (i3, L3)*(=1) @ A%y Wy (1).
Para el divisor 16H — 12F
iz, B3aa2(—1) = (iz, Ly)*(1) ® /\31'*2?’& Wy (1) @ Shiy, Us(—1),

i3, Bsasa(l) = (i3, Ls)*(1) © A%iy, Wy (1) @ S5y, Us(L).

Entonces, usando la tabla y las ecuaciones (4.65) y (4.76]), el caracter
generalizado chy(i; Bsa,12) resulta ser

Chg(i}pi 3374,12) = Chg(fépi 3374712(—1)) () Chg (i*Zpi 3374712(1)) (477)

— —1-ch[(i, Ls)*(1)] - ch[A®il, Wy (1)] - ch[S%i%, Us(~1)]
+1-chl(iy, Ly (1)] - chAiy, Wy (1)] - chlS"i%, Us(L)]
= — (14824 166) (14660 — 32)(5— 6 — 9z) + (1 + 8z + 160) (1 + 60 — 3z) (2 — 6 — 2x)
— —3— 660 — 8,
pues consideramos solo hasta el término lineal.

Completando los calculos para los otros multiplos del divisor 4H —3E que
nos interesan, se obtienen los caracteres generalizados en la tabla [4.3]

Tabla 4.3: Caracter generalizado ch (i*ZP.Bfﬂ,m,n) para los primeros seis multiplos
de 4H — 3E. '

(m+n)H —nE chg(i*zpi B3,m,n)
4H — 3E 0
8H — 6E 0
12H — 9E —(1+ 1860 + 3z)
16H — 12E —(3 + 666 + 8z)
20H — 15E —(8 + 2060 + 24z)
24H — 18E —(16 + 4746 + 48x)

Ahora, para calcular el grado en la ecuacién (4.60)) para los divisores anterio-
res, nos faltaria obtener el producto de clases caracteristicas [1; U(Ny, /s x (1))

(subseccion |4.6.6)), la clase de Todd Td(Z,,) (subseccion |4.6.7)), y el determi-
nante det(Id —s|Ny qy) (subseccion 4.6.8).
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El producto []; U(Nz, /s x(¥7)) se deducird del teorema . Como se
mencioné en la subseccion [3.7.2) quedaban pendientes las demostraciones de
las férmulas (3.187) y (3-188) que son claves para deducir el teorema [3.7.3]
dichas férmulas se probaran en la subseccion [4.6.5|

En general para una componente de puntos fijos S¥Yp,, se tiene que

NSkYDk/Spk-%—de(Vj) = Z'Tgkka TSIJk+de(Vj)

para v/=1, y Ngry,, /se+ax () = 0 para 7 = 1 (en cuanto a cerrados propios
contenidos en alguna componente de puntos fijos, N SkYp, /PRt x (17)=0 para
v =1).

Entonces el caracter y la clase de Chern de los eigenhaces normales
Nz, s x (¥7) necesarios para el producto []; U(NV. Z,,/5° x (7)) se obtendran me-
diante el siguiente teorema concerniente al haz tangente.

4.6.5. Caracter y clases de Chern del haz NskYDk /Spk+dkx(yj)

Teorema 4.6.1 Sea h una automorfismo de orden p de una curva X (como
en el teoremal[3.4.1), S¥Yp, C SP**4 X una de las componentes de puntos fijos
de h en SPETa X donde ishyp, SkYp, < SPF+d X es la inclusion natural.
St nj; = deg(d}), donde ¢.O0x = @?;(1)(5}, y n; = deg(d;), donde q.Ox(Dy) =
@?;35]-, y Dy € S%X es el divisor invariante efectivo de grado dy, relacionado
a la componente S’“YDW entonces

Ch(i*SkYDkTSPkerkX(Vj)) =—(1+n;—gy)+e"(1+n;+k—gy —0) (4.78)

)
iy, Tommranx (7)) = (1 + ) 1T h=ome it (4.79)

Prueba Esta demostracion es andloga a la de los teoremas y [3.5.1] por
lo que se puede usar el mismo esquema de pasos para desarrollarla, siguiendo
dicho esquema la prueba se hara de forma resumida.

Considere el diagrama (3.62)), (abusando de notacién escribiremos 7 en lugar
de moj) entonces por la descripcién del haz tangente de un producto simétrico
se tiene que

igkyy, Tormvanx ETOA i, (Dgreracx)|seyp, (4.80)

luego, por el Teorema de Cohomologia y Cambio de base aplicado al haz
OA sy (Dsre+ax) (vea los morfismos del diagrama A en (3.62)) se tiene
que

T x ﬁAspw_de (ASPk+de) ‘SkYDk = ROpSkYDk*ﬁi ﬁAu (A”)
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(ver la verificacién de la parte 2 del teorema m para ver que el diagrama
A cumple cambio de base para el haz que interesa en este caso).

Multiplicando la sucesion (3.78) por Oxysry, (A”), aplicando pgry;, « €
imagenes directas se obtiene la sucesién

0—=R’psryy, +Ox xstyn, =R psiv, «Oxxsrvy, (A ) =R pgry,, «fLOnn(A")
(4.81)
=R psiyy, «OX xstvp, R psevy, «Oxxsryy, (A)—= -

Luego, analogamente a como se derivo la ecuaciéon (|3.89)), en este caso se
tiene que
RZpSkYDk*ﬁXXS’“YDk (A//) = @ RZTFSkka*(ﬂ’;;(sj & ﬁYXSkYDk (ASkYDk )) (482)
j=0

si ¢.O0x(Dy) = EB?;(I) d;, de hecho

RipSkYDk*ﬁXXSkYDk (A//)(V]) = Riﬂ.SkYDk*(ﬂ-;aj ® ﬁYXSkYDk (AS}VYD,C ))(V])

(4.83)
De la misma forma tenemos que
Ripgiy,, «Oxxsryy, = D R'maryy, «(75:0;) (4.84)
§=0
Sl q.O0x = EB?;& &%, de hecho
RipS’“YDk*ﬁXXS’“YDk (Vj> = RiﬂSkYDk*(W;ég)(Vj). (485)

Ahora, como en la prueba de la ecuacion (3.90)), se tiene que si consideramos
la sucesién exacta larga de eigenespacios inducida por la sucesién (4.81)) (ver
una sucesion de eigenespacios andloga en ), esta se puede identificar

con una sucesion exacta larga de imégenes directas mediante (4.83)) y (4.85)
(como en el caso de (3.92))). Entonces se puede llegar a la ecuacién siguiente

ch(igny,, Tomerax (7)) = (4.86)

Ch(ﬂ'SkYDk '(71‘;‘/5] ® ﬁnykYDk (ASkYDk ) — Ch(ﬂ'skka '(7'(;35;))

Si en la ecuacién (3.52) tomamos A = Ox y n = —1, entonces ¢.(AROx (—nDy)) =
p— p—1 ; i 4

4:(Ox (D)) = &, ¢Lj—1 = &,;_¢0;, de modo que aplicando la ecuacion l}

se obtiene

Ch,(Tl'Skka '(71‘3‘(/(5] X ﬁnykYDk (ASkYDk))) = €x(1 + nj + k— gy — 0)
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con nj =mj_1 =deg(Lj_1) = deg(d;).

De la misma forma, si en la ecuaciéon (3.52) tomamos A = Ox y n = 0,
entonces ¢«(A ® Ox(—nDy)) = ¢(Ox) = @ _5Lj0 = @?;55}, de modo que
aplicando la ecuacion se obtiene

Ch(ﬂ'SkYDk!(ﬂ';(S;)) =(1+ ng — gy)

donde en este caso, n; = mjo = deg(Ljpo) = deg(0%).
Entonces por la ecuacién (4.86))

Ch(i*SkYDkTSpmde(Vj)) = em(l +mj 1+ k—gy — 0) - (1 +mjo — gy). (487)

Ahora calcularemos la clase de Chern, nétese que el caracter anterior se puede
escribir como

ch(A+B) = e®(r —0) +e°(r' +0) = ch(F ® L) + ch(H) = ch(F) - ch(L) + ch(H),

donde r =1+mj_1+k—gy yr' = —-1—mjo+gy, y donde los haces A, B, F, L
y H son haces sobre S*Yp, tales que F es un haz de linea con clase de Chern
¢(F)=1+u=z, el haz A+ B tiene rango r + 1/, L es un haz de rango r con clase
de Chern ¢(L) =1—6, y H es un haz de rango r’ cuyas raices de Chern son
todas cero.

Ademas, podemos suponer que al menos r > gy, ' > gy, y r+1r' >0, con
esto, y por propiedades de las clases de Chern se tiene

c(H) = (1-0)"
y
(F®L)=(1+x)e T,
por lo que en este caso A= F® Ly B = H, entonces
e(ikeyy, Tsmenx (7)) = (1= 0)" - (14 2)e T (4.88)
= (1 g maehor
4.6.6. Producto de clases caracteristicas estables

[1; U(Ngz, js:x (7))

Como Ny, /ssx(—1) = i} Tsax(—1), siguiendo la ecuacion (4.87)) calculare-
mos los grados mj o y my _1:
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mip (grado del haz ¢7):
Siguiendo el mismo procedimiento de la subseccién [3.6.3| se tiene lo siguiente

dimH(X, Kx)(—1) — dimH (X, Kx)(—-1)) = 2

dimH°(X, Kx)(1) — dimH* (X, Kx)(1) = 0,
entonces, aplicando Riemann-Roch
dimHY(X, Kx)(~1) — dimH* (X, Kx)(—1)) =2

= dimH%(Y, 0, ' Ky) — dimHY(Y, 6, ' Ky)
= —deg(6]) + deg(Ky) — gy + 1 = deg(8}) = -2,

es decir
mio= —2. (489)

m1,—1 (grado del haz §;):
De forma analoga al caso anterior, se obtuvo que

dmH (X, Ox (p:))(~1) — AmH (X, Ox (p;))(~1) = —1

dimH(X, Ox (p;))(1) — dimH (X, Ox (p;))(1) = 0,
entonces por Riemann-Roch

—1 =dimH°(Y, ;) — dimH (Y, 61) = deg(1) — gy + 1 = deg(d;) = —1,
esto es

my—1 = —1. (4.90)
Con los dos grados anteriores y el teorema se obtiene

ch(iz, Tssx(—1)) =2+ €*(=0),

C(i*ZP_T53X(—1)) =e liz,
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en consecuencia

¢(Nz, sssx(—1)) =e == =140,

pues sblo nos interesan las clases hasta el término lineal. Con lo anterior

c1(Nz, 1ssx(—1)) = —0.
Ahora, usando la ecuacion (3.189)) obtenemos la clase caracteristica esta-

ble

_ Be”® 9
Ui(Nz, sssx(=1)) = e 177 =1— 2,
pues A=k+1—gy =1,y n1 =m,—1 = —1. Entonces el producto de clases

caracteristicas que buscamos resulta ser

p—1 A )
H Uj(Nz,, /ssx(¥7)) =1— > (4.91)
j=1

4.6.7. Clase de Todd Td(Z),)

Por la formula (3.191]) se tiene

x—0

Tod(Zy) =1+ —

(4.92)

4.6.8. Determinante det(Id — S‘ng,/SffX)

Como % Tsax(—1) = Ny, 5sx(—1) = Nz, 5%, luego Ny gex €8 de rango 2,
entonces '

det(Id — s|Ny /gax) = 4. (4.93)

4.6.9. Las primeras seis trazas de Verlinde

Con los resultados de las cinco subsecciones anteriores ahora podemos cal-
cular la contribucién de la componente Z,, al nimero N3(s) (ver el segundo
sumando de la ecuacion ) para los seis primeros miultiplos del divisor
4H — 3F.

Solo para el divisor 12H — 9F mostramos el calculo completo:

(4.94)

det(Id — slyv )

p; /53X

en { chy (i, Bsao)[T; U(Nz, /ssx(v7))Td(Zp,) }
dim{Z,, }
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(1—9)(—1—180 — 3x)(1 + 252) 1 170 Tz
o] R =) {575

41
5
Note que este resultado es el mismo para cada componente Z,, con i =
1,2,3,4. Entonces, considerando la contribucion de las cuatro componentes
Zp, se obtiene

ideg Chg(i*ZPiB3,4,9)[Hj U(NZpi/SSX(Vj))]Td(Zpi) B (4.95)
— det(fd = slny ) aim{z,}

_ 4

=5

Por otro lado, con la ecuacion (4.57)) podemos conseguir la contribucién de
las 4 componentes del tipo p; + p; + pi al nimero N3(s):

Z trz 5|(B3,4,9)pi+p;+pr _ ! (4.96)

det(Id — s|NY -

Pi+p;+prEFijsgs x (pi+p; +Pk)/S3X) 2

Sumando los dos resultados anteriores se tiene que
N3(S)12H_9E = 1/2—41/2 = —20. (497)

Andlogamente a lo anterior, podemos obtener el ntimero Na(s)12m-9p (los
detalles no se escriben aqui porque ya se ha mostrado como ejemplo el caso
N3(s)120-98), luego, si usamos la ecuacion obtenemos también el nu-
mero Ni(s)12m—9E, ¥ con la ecuacion se obtiene Ny(s)12m—9r, entonces,
con estos 4 ntimeros se obtiene la traza

trz s| H'(P%, Op, (12H — 9E)) = No(s) — Ni(s) + Na(s) — N3(s) = 28.

Considerando esta traza y completando los cédlculos para las otras trazas
de Verlinde se obtienen los resultados de la tabla .4 Para propésitos de
comparacion, en esta tabla se han agregado también los niimeros de Lefschetz
L(s, O3, (m,n)) que se calcularon de manera similar a como se calcularon
los niimeros de Lefschetz L(g, ﬁﬁg{ (m,n)) en el capitulo [2| para el caso del
automorfismo ¢g de orden 7.
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Tabla 4.4: Trazas de s para 6 multiplos de 4H — 3F

(m+n)H-nE | L(s, O~ (m,n)) | No(s) | Ni(s) Na(s) N3(s) trz s|HO (P, O(m,n))
PX
4H-3E 9 27 18 313 0 4
8H-6E 44 182 138 (18 — 50) 0 12
12H-9E 126 714 588 (87 — 205) (3 -4-4H 28
16H-12E 315 2079 1764 (282 — 610) 3 —4.148 57
20H-15E 649 5005 4356 | (1449 _ 2973) | g._ 4. 113 104
24H-18E 1250 10556 9306 (1596 — 3164) | 20 —4 - 257 176

4.7. Trazas de Thaddeus para otros elementos de G

4.7.1. Férmula para un representante de la clase TA

Consideremos el automorfismo g usado en el capitulo 2, este es un represen-
tante de la clase 74 de G. Dado un automorfismo h de X de orden n, a lo
largo de la tesis frecuentemente hemos usado la notacién de que v = e*n es la
n-ésima raiz primitiva de unidad, sin embargo, para cada clase de conjugacion
de G en esta secciéon podriamos usar otra notacion. En esta subseccién (como
se uso en la Seccién usaremos ( := v, a = (+C+¢ ya =G+ +¢. Ac-
tuando en la curva X, el automorfismo g tiene tres puntos fijos p1, ps, p3 tales
que en las fibras del tangente se tiene g|Tx ,, = (% g|Tx p, = (2, 9|Tx p, = CL.
A continuacién presentamos una féormula general para la traza

trz g|HO(BY, 6(m,n))

y presentamos la tabla que contiene valores de trazas de g para los pri-
meros 6 multiplos del divisor 4H — 3E. Esta férmula se obtuvo como una
aplicacion directa de la féormula de Atiyah-Bott (ademés de usar la férmula
de Molient, y la férmula ), ya que en este caso no intervienen compo-
nentes de puntos fijos de dimensién positiva.

trz g|H'(P%, 0(m,n)) (4.98)

m-+n !
= Coef (t * ) (1—t)(1— tC)Q(l _ t<2)2(1 — t€3)(1 — tC4)2(1 - tCB)(l - tCG))

m n— 1
¢HimCocf (t g (1—t)(1—t<)2(1—t§2)2(l—tC4)2(1—tC5)(1—t<6))
(1-¢%)
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+Cl+m006f (tn_17 (1_t)(1—t<)2(1—tc2)2(11—tc3)(1—tc4)2(1—té5))

(1-¢%)

m n— 1
¢HremCoef (t g (1—t)(1—t<)2(1—t(2)2(1—tC3)(1—tC4)2(1—t<6))

(1-¢%)

(O™ Coef (1™, (e I e ==

(1-¢)(1 -9

m n—m-— 1
¢¥omCoef (75 g (1_t)(1_tc)(1_t¢2)(1—t<3)(1—tc4)2(1—t<5)(1—t<6))

(1-¢)(1=¢)

¢o3mCoe f (f”_m_Qv (1—t>(1—t<>2<1—t<2>(1—%3)(1—t<4><1—t<5><1—t<6>)

(1-¢)(1 =<9

_|_

M Coef (t”_m_Qv (1_,5)(1_,:@“)2(1—7&(%)2(1—tC4)2(1—tCS) )
(- )1

(o Coef ("2, tprrerr—e )
(1-¢)(1—-¢)
(¥ Coef ("2, TR )
1-¢)(1-¢)
(HOm Coef (1", (i)
(1=¢H(1 =) (1=
(romCoef (", (P
1= -¢)(1-¢)

C5+3m00€f (tn—Zm—?)? (1_t)(1_tg)2(1—t<12)(1—tf4)2(1_t<6))
(1-¢3)(1-¢)(1-¢9
C:6COBf (tn—Qm—?)’

+

+

+

_|_

1
(1*t)(1*tC)(1*tC2)2(1*tC3)(1*tC4)(1*tC5))

* (1—C5)2(1 — ¢)

¢("Coef (tndm*g’ (14)(144)(1442)2(114(3)(14(4)(1%46))
(1=¢*)(1—=¢7)(1—=¢%)

+C2m00€f (tn72m737 (1_t)(1—tg)(1—t<2)(11—t<4)2(1—t<5)(1—t<6))
(1-¢3)(1=¢)(1 =)
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+55006f (723, TR )

(1—¢3)2(1—¢9)
(3 Coef (1" "3, e e )
(1—¢3)(1—¢5)2
+C4mCoef (=2, e ey )
(1-¢3)(1—¢%)(1—¢%)
Coef ("%, —irepa o)
(1-¢3)(1—=¢%)(1—¢5

_l’_

_l’_

Tabla 4.5: Trazas de g en H°(P%, &(m,n)) para 6 multiplos de 4H — 3E

(m+n)H-nB | L(g, O, (m,n) | No(g) | Ni(g) Na(g) Ns(g) trz g|HO (P, €(m,n))
X
4H-3E —« 1 —Q —a 0 1
8H-6E a—a 2a -1 —2a 0 1
12H-9E 2 0 -2 —1 0 1
16H-12E 3 -3 —6 —2 1 0
20H-15E 0 0 0 —2a — 4a —2a — 4a 0
24H-18E —6a — 5 4a 6a + 9a 10 + 8& 4o + 3¢ 0

4.7.2. Férmula para un representante de la clase 3A

Consideremos el automorfismo h = g - s, donde g y s son los representantes
usados en secciones anteriores (de las clases TA y 2A respectivamente), aqui
v = e, pero usaremos ¢ en lugar de v. Actuando en la curva X, el auto-
morfismo & tiene dos puntos fijos p1, p2 tales que en las fibras del tangente se
tiene h|Tx p, = C' A Tx,, = C2

A continuacién presentamos una féormula general para la traza

trz g - S’HO(IAP%('? ﬁ(myn))

y presentamos la tabla que contiene valores de trazas de ¢ - s para los
primeros 6 multiplos del divisor 4H — 3E. Esta féormula se obtuvo con la
férmula de Molient, la formula , la férmula de Atiyah-Bott, y usando
las funciones generadoras de la seccion [3.7]

trz g - s|H'(P%, O(m,n)) (4.99)
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m-rn 1
= Coef (t " ’(1—t)4(1—tC)3(1_tC2)3>

[ Coer (", grarae) | Coef (" o)
(1-¢2) (1 -
(mCoef (1%, tprtpaiey) et (" rprapaer)
(1-001-¢% (1-001~-¢%
| Coed ("2, ) |
(1-001-¢%
("Coef (tn—2m—37 (1—t)2(1—t1()2(1—t<2)3) N ¢*"Coef (tn—Qm—37 (1_,5)2(1_15103(1_15(2)2)
(1-02*(1-¢?) (1-001—¢*)?

—ay—1 (1 —Ce7 1— (e 8(1-4+m)—3(3+2m)—2]z
+t925f3§=669{[m(6 )] ( ¢ e . e8(1+m)=3(3+2m) 2]z,

Loy | (1 —te72®)72 (1 —tle )~ (1 —t¢2e 27) 1
(1—t3e3)-[(1_te—x)2]'[( tCex [(1—t<2€$ 1
( . )<1+33[(_x)+3(3+2m A+ (- )]) }]

1—e®

Tabla 4.6: Trazas de g- s en H(P%, &(m,n)) para 6 multiplos de 4H — 3E

(m+n)H-nB | L(g-s, O (myn)) | No(g-s) | Nig-s) | Na(g-s) | Na(g-s) | trzg-s|HO (P, O(m,n)
X
4H-3E 2 4 2 0 0 2
8H-6E 2 10 8 1 0 3
12H-9E 15 35 20 1 $+ 38 6
16H-12E 16 56 40 4 1+ 2 8
20H-15E 14 84 70 10 $+8 10
24H-18E 53 165 112 10 14+ 9 15
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4.7.3. Férmula para un representante de la clase 75

Consideremos el automorfismo b = g3, donde g es el representante de la clase
7A de G, de nuevo v = e7, y seguimos usando ¢ en lugar de v. En este caso,
los puntos fijos de ¢* son los mismos puntos fijos de g, y en las fibras del
tangente se tiene que ¢®|Txp, = 3, 6% Tx p, = 5, ¢*|Tx p, = C°.

Una férmula general para la traza

trz g°|H(P%, 0/(m,n)),

y en particular, valores de trazas de ¢ para los primeros 6 multiplos del
divisor 4H — 3F los presentamos en la ecuacién (4.100) y en la tabla
respectivamente.

trz g3!HO(]?%<, O(m,n)) (4.100)
m-r+n 1
= Coef (t T DA S0 = W iR — 11— 10 = tCG)Q)
¢ Coe f (tn_17 (1_t)(1—t<)(1—t<3)2(11—t<4)(1—tC5)2(1—t46)2)
(1-¢%)

+C6+6m00€f (t"_l, (l_t)(l_tcz)(l_tc3)2(11—15(4)(1—15(5)2(1—15(6)2)
(1-¢%)

(1—t)(1—tC)(1—t42)(1—1tC3)2(1—tCS)2(1—t<6)2)]

C3+3m006f (tn—I’
+

(1-9)

m n—m-— 1
¢HAm Coef ("2, (e e TR e T T )

(1-0)1—=¢*)

_|_

¢ Coef ("2, (e e
(1-¢)(1—=¢h)
1
IR i)
(1-001-¢)

(1*1‘/)(1%43)2(1*1‘/414)(1%45)2(1*1‘/46)2 )

C2+m Coef (tn—m—Q,

_l’_

C4+4m00€f (tnfmf2 ’

+
(1-¢H)(1—¢h)
+<1+m006f (t"’mfz, (1_t)(1_t<)(1—tc3§2(1—t§"5)2(1—tC6)2)
(1-¢)(1—¢%
¢F2mCoef (tn_m_27 (1_t)(1_t§2)(1—t§31)2(l—tC5)2(1—tC6)2)
(1-001-¢?)
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CHAMCoe f (t"‘2m_3 (1_t)(1_t<)(1—t<31)2(1—t<5)(1—t<6)2)

(1= —¢Ha—¢9)

Cl+2mCO€f (tn—2m—3, (l_t)(l_tcg)z(1_t24)(1—tc5)2(1—tC6))
(1 -3 —¢H -9

g4+mCoef (tn—Qm—?) 1 )

» (I=D) (=t (1—£¢*) (1=#¢%)*(1=#¢°)”
1-00-=¢)1-¢)

¢ Coe f ("2, (e A T )
1-01 -1 -¢Y
(400€f (tn—2m—3’
+

+

_|_

1
(Sl )
1-021 -

1
T e P Ty )
(1—-¢3H)(1—¢)?
¢ Coe f ("2, (e e e P T )
(1-001-¢)(1—-¢%

+C6mc"ef (723, T e )
1-001-¢¢3)(1—-¢Y
Clc’oef (tn—Qm—S’
_I_

CQCoef (tnf2m73’
+

+

e e P
(1-0)(1—¢?)?
Coef (", mhr=respi—icra—y)
(1-¢001-=¢)(1—-¢)

_|_

Tabla 4.7: Trazas de ¢® en H*(P%, &(m,n)) para 6 miltiplos de 4H — 3E

(m+n)H-nB | L(g% 05 (m,m)) | No(g®) | Ni(g®) Na(g%) N3(g®) | trz g°|HO(P%, O(m,n))
X
4H-3E —a 1 —a —a 0 1
8H-6E —a+a 2a —1 —2a 0 1
12H-9E 2 0 —2 -1 0 1
16H-12E 3 -3 —6 -2 1 0
20H-15E 0 0 0 —da — 2& —da — 2a 0
24H-18E —5a — 6a 4o 9a + 6a 8a + 10 3a + 4a 0
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4.7.4. Férmula para un representante de la clase 4A

Consideremos el automorfismo f = ¢3 - s, donde g y s son los representantes
de las clases TA y 2A usados en secciones anteriores, en este caso, v = e i,
es decir, el nimero complejo i. Actuando en la curva X, el automorfismo
f? tiene cuatro puntos fijos pi,p2,p3,ps ¥y se puede asumir que fp; = p3 y
fp2 = ps, como sabemos, la accién de f? en las fibras de los tangentes es
2| Txp, = —1 para i =1,2,3,4.

Una féormula general para la traza

trz g - s|H(P%, €(m,n)),

y en particular, valores de trazas de ¢3 - s para los primeros 6 multiplos
del divisor 4H — 3E se presentan en la ecuacién (4.101)) y en la tabla

respectivamente.

trz ¢* - s|H°(P%, O(m,n)) (4.101)

m+n !
= Coef (t + ) (1 _ t)2(1 +7f)2(1 —it)g(l +it)3)

m n—m-— !
+(=1)"Coef <t g (1—t)(1+t)(1 —it)3(1 + it)3>

Tabla 4.8: Trazas de g3 - s en HO(P%, &(m,n)) para 6 miltiplos de 4H — 3E

(m+m)H-nB | L(f, 0=, (m,n)) | No(f) | Ni(£) | Na(f) | Na(f) | trz fIHO (P, O(m,n)
X
4H-3E 3 3 0 -1 0 2
8H-6E [§ 6 0 -2 0 4
12H-9E 10 10 0 —4 0 6
16H-12E 15 15 0 —6 0 9
20H-15E 21 21 0 -9 0 12
24H-18E 28 28 0 —12 0 16
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4.7.5. Férmula para el representante de la clase 1A

Para el automorfismo identidad Id, la traza buscada es la dimensién
trz Id|H(P%, €(m,n)) = dim H°(P%, &(m,n)),

que se puede obtener con la férmula 7.8 de M.Thaddeus (ver [34]), en este
caso

dim H°(P%, 0(m,n)) (4.102)
[ 1 (3 2m)(1 e — £
S t '

Luego, los valores para los primeros 6 multiplos del divisor 4H — 3E se mues-
tran en la siguiente tabla.

Tabla 4.9: Trazas de Id en H°(P%, &(m,n)) para 6 multiplos de 4H — 3E

(m+n)H-nE trz Id\HO(?IV’g(, O (m, n))
4H-3E 8
8H-6E 36
12H-9E 120
16H-12E 329
20H-15E 784
24H-18E 1680




154

CAPITULO 5

Aplicaciones del Calculo de Trazas

9.1. Descomposicién de HO(PY, & (m,n)) en representaciones irre-

ducibles

Hasta ahora sabemos como calcular las trazas de todos los elementos de
G sobre HO(P%, &(m,n)). Con esta informacién se puede saber como es la
descomposicién del espacio HO(P%, &(m,n)) como suma de representaciones
irreducibles.

En general, si V' es una representacion de dimension finita de un grupo
finito G, se tiene que V se puede escribir como suma de representaciones
irreducibles

V= x>, (5.1)

donde cada X; es una representacion irreducible de G con multiplicidad ;. Las
multiplicidades a; se pueden calcular cuando se conoce la tabla de caracteres
del grupo G, como en el caso del grupo de automorfismos de la curva de Klein
(ver tabla. Por ejemplo, si A; es una clase de conjugacion de Gy hj € A;
es un representante de esa clase, entonces para cada j se cumple la siguiente
ecuacion

trz h]’V = ZCLZ' . (tI'Z h]|Xl) (52)
=1

Sea trz h;|V el vector columna de las trazas de los representantes h; en V'y
a el vector columna de las multiplicidades a;, entonces tenemos que

trz hj’V = (mji)&, (53)

donde la matriz (mj;) es la matriz de trazas trz h;|X; y es la matriz trans-
puesta de la matriz de la tabla de caracteres del grupo G, esta matriz siempre
es invertible debido a las relaciones ortogonales de los caracteres irreducibles
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del grupo (ver [17, Sec.2.2]).

Regresando a nuestra situacién, donde G es el grupo de automorfismos
de la curva de Klein X, en la tabla de caracteres las representaciones irre-
ducibles de G corresponden con los caracteres x1, x3, X3, X6, X7 ¥ X8, entonces,
tomando el espacio V' como

HO(P%, 0(m,n)), (5.4)
dicho espacio se puede escribir como
HO(P%, O(m,n)) = xP" @ x5 ® 3% @ x§™ & xF* @ x§™. (5.5)

En el capitulo anterior se dieron féormulas generales para obtener las trazas
de los representantes de las clases de conjugacién de G en H(P%, & (m,n)),
entonces, para cada uno de los haces &'(m,n) podemos obtener el vector
de multiplicidades ‘a; = (a1, az, as, a4, a5, ag) de . En particular, para los
primeros seis multiplos del divisor 4H — 3E se obtiene la siguiente tabla de
multiplicidades.

Tabla 5.1: Vector de multiplicidades para los primeros multiplos de 4H — 3E

(m+n)H —nE ta,
AH —3E (2,0,0,1,0,0)
SH — 6E (4,0,0,4,0,1)
12H — 9E (8,0,0,11,2,4)
16H — 12E (14,1, 1, 26,7, 13)
20H — 15E (24,4, 4, 54, 20, 34)
24H — 18E | (41,12, 12, 104,49, 75)




156

5. Aplicaciones del Célculo de Trazas

Explicitamente

H(P%, 0(1,3)) = xP? @© e,

(5.6)

HY(P%, 0(2,6)) = xP* @ x&* @ xs,

H(P%, 0(3,9)) = xP* @ x§" & xF* @ x§*,

HO(P%, 0(4,12)) = xP" @ xs & X3 & x§”° & &7 @ X",
HO(P%, 0(5,15)) = X7 @ x3* @ 3% @ x§™ @ P o x§*,
HO (P, 0(6,18)) = x¥" @ x§™ @ ™2 & 0§ ox7 & ™.

UNAM
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CAPITULO 6

Funcion Generadora para curvas Hiperelipticas

6.1. Funcién generadora para componentes de dimensién arbi-

traria

Sea una curva hipereliptica X de genero gx, consideremos la involucién hi-
pereliptica s, sea G el grupo generado por s, consideremos también el encaje

x M pr

?

donde Kx es el divisor canénico de X, y A es un haz linea G-linearizado tal
que d' :=deg(A) > 2gx — 2. Note que es posible calcular la traza

trz s|H'(P%, O((m +n)H — nE)) (6.1)

usando la funcion generadora (3.193)). Para esto, dicha funciéon se puede usar
para calcular los nimeros N;(s) con i > 0, y la férmula de Molient se puede
usar para el caso Ny(s), s6lo haria falta conocer los valores de las constan-
tes involucradas en . Entonces en este capitulo se calcularan dichas
constantes para esta situacion hipereliptica cuando A = K%.

Al final del capitulo se mostrara una aplicacién de tales funciones gene-
radoras para componentes de dimension arbitraria para obtener las trazas de
Verlinde de la involucién hipereliptica cuando gx = 2 (ver proposicién [6.1.1)).
En esta situacion, el indice w que define el ultimo espacio Moduli M, de los
flips de Thaddeus (ver diagrama ) resulta ser w = [¥X=%] = 2gx — 3, por
lo que el producto simétrico (de la hipereliptica X) de dimensién més grande
sobre el que se definen los haces de Thaddeus es S29x—3X.

Comenzaremos con un analisis de las componentes de puntos fijos de s
en los productos simétricos S'X.

Luego, para desarrollar las funciones generadoras que nos interesan se
calculardn los grados mj, de los haces de linea £;, de la ecuacién (6.5).
Siguiendo el mismo objetivo, después se obtendran los ntiimeros [ y I’ reque-

ridos en la ecuacion (3.192)) 6 en la ecuacién (3.194)).
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Andlisis de las componentes de puntos fijos de s en S29x73X
1. Considere las componentes S9*~2Y en S29x3X (donde Y es la imagen del
morfismo cociente, ver ecuacion (3.32)), y las inclusiones

§9x=2y .y §29x=2) x T g20x-3x

donde D es un punto en S?X de grado deg(D) = d, note que en este caso
d = 1. Entonces hay tantas componentes de dimension gx — 2 como puntos
fijos de s en X, y se sabe que estos son 2gx + 2 puntos (esto por la férmula
de Riemann-Hurwitz, ver [3, pp.9 y 11]).

2. Ahora considere las siguientes componentes de dimensién menor, esto es,
las componentes S9x~271Y en S29x—3X, y las inclusiones

§9x 3y s g2ax—3) y IR g20x—3

donde ahora D es la suma de tres puntos: D = p; 4+ p; + pi, asi, el grado d = 3,
y hay (29)§+2) componentes de dimension gy — 3.

Generalizando los puntos 1 y 2 anteriores, podemos saber cuantas com-
ponentes $9%~27FY hay en S29x 73X si 0 < k < gx — 2, consideremos

Gox—2=ky .y §2(ox—2-k) x T g2x-3

se tiene que deg(D) = 2k + 1, pues D = Z?ij‘” a;pi, donde a; < p—-1=1y

>, a; = 2k + 1, entonces hay (229;‘ ;“12) componentes de dimensién gx —2 —k en
S29x3X si0<k<gx —2.

Ahora, para ver las componentes maximales en S29x 371X si 0 < i <
2gx — 3, tenemos dos casos:
[.Si i = 25’ es un niimero par, consideramos

§9x23y ey §2ox 2200 x T gP0x 320"y

donde deg(D) = 1.
I1.Si ¢ =25/ + 1 es un niimero impar, consideramos

Gox—2-5'y y §2(9x—2-3") x S G20x—3—(2i'+1) x

Entonces, el nimero de componentes maximas de dimension gx — 2 — 5’ es
29x+2\ o3 s 9 A (29xF2Y o 5 94
(9N sii =25, 6 (F9NT7) sii =25 + 1.

Nétese que si quisiéramos obtener las componentes de dimensiéon menor

(a las maximales) una vez fijada ¢ y por lo tanto j', hay que restar un niimero
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k a la dimensién maxima gx — 2 — j' del producto simétrico de Y, entonces
para esta k se tendria que 0 < k < gx —2—7'.

Con todo lo anterior, en general se tienen las inclusiones
gox—2i'—ky By g2ax=2-3'—k) x 8 g29x-3-iy (6.2)

sii =25, hay que sumar un divisor D de grado deg(D) = 142k, y sii = 25/ +1,
hay que sumar un divisor de grado deg(D) = 2k.

Por lo tanto, en S29x~371X se tienen (%4 J:rlz) componentes de dimension
gx —2—7 —ksii=25,y (293(;2) componentes de dimensién gx —2 — 5’ — k
sii=2j'+1,donde 0<i<2gx —3y0<k<gy—2—7.

Ahora necesitamos aplicar el THL a cada haz de Thaddeus Bag,—3_imn
(recuerde que este es un haz sobre S$29x=37¢X) cuando 0 < i < 2gy — 3, con
esto se obtendran los nimeros Nyg, —3—(s), y con estos la traza

2gx—3
trz s|HO(P%, O((m+n)H —nE) = 3 (=1)!Ny(s). (6.3)
=0

Considere las inclusiones de la ecuacién ((6.2]), entonces si i es par 6 i es impar
se tiene que

deg(D) =2gx —3—i—2(gx —2—j — k) =2k+ 1425 —1, (6.4)
donde 0<i<2gx —3y0<k<gx—2-—7.

Calculo de los grados m;
Para desarrollar las funciones generadoras que nos serviran para calcular la
traza de la ecuacién (6.3), necesitamos calcular algunos grados m;,  del haz
L;n (pues note que la funcién generadora que buscamos debe ser similar
a la funcion generadora , y esta depende de cierto tipo de grados
Map = degLlap, Y My_, o), en particular, grados con indice j =0y j = 1.

Primero daremos un calculo general de dichos grados para n’ arbitrario.
Sea

p—1
¢.(N ® Ox(—n'D)) = P L, (6.5)
7=0

donde D € S?+142/'"=i X eg el divisor invariante efectivo de X de grado d =
2k + 1 + 24’ — i relacionado a la componente S9x~277'=kY v A’ es un haz de
linea arbitrario G-linearizado de grado d”.
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Aplicando el THL a las potencias de s descompondremos en eigenespacios
la diferencia

W :=H'X,N ® Ox(—n'D)) — H'(X,N ® Ox(—n'D)), (6.6)
es decir, por un lado, debido a la ecuacién (6.4) y Riemann-Roch se tiene

trz YW =d" —n'(2k+ 1+ 2§ —i) —gx + 1, (6.7)
por otro lado

trz s|(A ® Ox(—n'D)),
1—trz S|KX7p

trz sHW = >
pE fiz(s,X)

(6.8)

(2g9x +2 — degD) + (—=1)" - degD
2

si A = K%, pues s|Ox (pi)p, = s[Txp, = 5|Ox(=pi)p, = s|Kxp, = —1, 8|0x (pi)p, =
1= s]Ki-’pj para indices de puntos fijos i=j, y ademéas hay 2gx + 2 — deg(D)
elementos peD tales que s|Ox(pi), = 1 y deg(D) elementos p € D tales que
s|Ox (pi)p = —1.

Notese que la ecuacion se cumple también si en particular A’ = K2
6N =0x.

Descomponiendo entonces W

trz s°|W—trz s'|W

12 -12\ .. o . .
( 2 12 ) Htrz S \Wotrz sTW) = |, SO|WJ2rtrZ S (6.9)

_ (dimW(-1)
~ \ dimW(1) )’

luego, con la identificacién HY(X, A ® Ox(—n'D))(v?) = H(Y, L;n) y usando
Riemann-Roch, se tiene

dimW(—-1) =mi, —gy +1 y dimW (1) =mon — gy + 1, (6.10)
y como gy = 0, entonces

M1 = dimW(—1) — 1 (6.11)

Mo = dim (1) — 1. (6.12)
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Considere ahora la funciéon generadora ([3.194]). Por medio de esta funcion se
pueden identificar los grados especificos m; ., que necesitamos. Para nuestra
situacién se tiene que:

mo1=2(gx —k—3j)+i—3 si N=K%,j=0 yn =1

mi=gx—3 si N=Kx,j=1yn =1

mop =2(9x —k—j)+i-3 si N =K j=0yn =2
mig=—-20k+j+2)+i+gx si N=K%j=1 yn =2
n=mi1=2(k+j)~-(i+gx) si N=0x,j=1yn =-L
mh o g =mo—2=20+k—gx)—i+3 si AN=K?j=0 yn =-2
m'2_17_2 =my_2=20'+k+1)—i—3gx si A= K)_(Q,j =1, yn'=-2

‘2 2gx —3—i% — .
Accion de s en el producto A%9x aox—2—y—ry Wagy—3—i

Ahora consideraremos una componente de punto fijos de dimensiéon gx —
2 — 5/ — k correspondiente a un divisor invariante D como en , digamos
S9x—=2=3"=ky, « §29x =37 X ]a imagen de la composicion (6.2)).
Andlogamente a los cdlculos de la seccién 1.3 determinaremos los eige-
nespacios de la fibra i%, ., Wo 4 p, para D' € §9x277ky,. Visto
dentro del simétrico S29x 371X el divisor D’ es de la forma D’ = (p+sp)+ D,
con p € S9x~277'""k X entonces de una sucesién analoga a se tiene que

dim(ig, oy Wag, _3_ p) = L(b) — L(a),
donde
L(b) = dimH(X, K% 0x(—D")) — dimH' (X, K% Ox(-D"))
y
L(a) = dimH®(X, K% Ox(—2D")) — dimH" (X, K% Ox(—2D")).

Luego, tomando p = (gx — 2 — j' — k)p;, entonces p + sp = 2p, de modo que
la accién de s en Ox(p+ sp),, = 1, entonces podemos usar la descomposicién
obtenida en con =K% yn' =1 (ycon AN =K% yn' =2) para obtener
la descomposicién de L(b) (y respectivamente la de L(a)) en eigenespacios:

L(b)(-1) = gx -2,

L)1) =2(9x —k =5 = 1) +1,
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L(a)(=1) = =2(k + j") + i+ gx — 3,

L(a)(1) =2(gx —k—j" —1) +1i.
Con esta informacion se tiene que L(b)(—1) — L(a)(=1) = 2(k+j') +1—14, y
por otro lado se tiene que L(b)(1) — L(a)(1) = 0, entonces

- - o -
Ugox 2y Wage 3500 = Ugox -5y Wag 3 p/(=1) -

dim 2(k+j")+1—1
Ahora, como

2gx —3—1 % - _ -k -
A g —a—r -y Wagy —3sp = detligey sy Wy 53 p/)

entonces

S’ /\29)(—3—i -k

Tgux 25y Wagy _g_g pr = (= 1)?FHHIE = ()17,

s 3 m .
Accidn de s en iy, . o L 5 g

De nuevo consideraremos una componente de puntos fijos de dimensiéon gx —
2—j'—k correspondiente de un divisor invariante D como en (6.2)), por ejemplo
D = (p1+---+p2j+ont1—i). Queremos calcular la acciéon de s en una fibra de

Loge—3—i = det ' 7IAOx (—A) @ det '7l0x (A)
en un punto D’ € §9x~27"=ky} al igual que en la seccién anterior
D' = ((p+sp) + D) € §29x7371X,

donde p € §9x—2-7'—k X,
Primero consideramos el determinante det™'#!@x (A)p..
Note que

det(ﬂ'!ﬁx(A))D/

= det[H [X, Ox (p + sp)Ox(D)] — H'[X, Ox(p + sp)Ox(D)]].
Descompondremos el espacio virtual

HP[X, Ox(p+ sp)Ox(D)] — H'[X, Ox(p + sp)Ox (D)].

De la misma forma que en la secciéon anterior, tomamos p = (gx —2— 7' —k)p;
y entonces podemos usar la descomposicién conn' = -1y AN = 0Ok,
entonces se tiene que

sldet(m!Ox(A))p = (_1)k+j/—i—1
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= s|det ! (7lOx (A))pr = (—1) k=0 Fi+L
De manera analoga, para el otro determinante se obtiene que
s|det(m!AOx (=A)) pr = (—1)F*7
= s|det N (7IAOx (=A)) pr = (—1)7F7
si A = K%, pues
det(m!AOx(—A))pr
— det[HO[X, K% Ox (p + sp)6(D)] — H'[X, K% Ox (p + sp) Ox (D)]].
Con la accion en los dos determinantes anteriores, se tiene la acciéon en su

producto, entonces se tiene la traza

trz S‘L2gx—3—i,D’ = (—1)_2(j/+k)+i+17

en consecuencia

t12 8ligyy 2y ry Ligy—3—ip = (= 1)mli+1=2G"+R)] — (_1ym(i+D)

Con todo lo anterior estamos en condiciones de calcular la contribuciéon
(que denotaremos por P(z,t)) al nimero Ny, _3_;(s) por parte de cualquier
componente de puntos fijos S9x~277'~Fy de s en S29x 371X de acuerdo a la
ecuacion (3.193) y cumpliéndose que p =2,v = —1,d =2(29x —2),9y = 0,1 =
i+1=2('+k), I =2(k+j)—i+1,y A=gx —1—j —k, podemos establecer
la funcién generadora

P(a:, t)2gx—3—i — 2i—2(j/+k) (_1)2(k+j’)—i+1+m[i+1—2(j’+k)] Coef

1929 x —3—1—(20x —3—1)

(6.13)

§6g{[m<e—r)}—(gx—1—jf—k> . (1 Te

20+ +(+gx)
2 )

(1 _ t2e—2x)gx—3—j’—k

(1 — t2e—47)-2

(1 + te~2r)=201+9x) R e T
(1= te—n) 2o +3(1 + fe—m)ox =3 [ \T— e g

donde se han usado también los grados m;,  encontrados anteriormente.
Noétese que el nimero gog, —3—;i—(2gx —3—1i) = n—(2gx —3—i—1)m—(2gx —3—1).

_6[2(2gx—2)(1+m)—(29x—3—i)(3+2m)+1—gx}x .

De acuerdo a 5.11 en Thaddeus ([34]), los espacios de Verlinde Zj, se iden-
tifican con los espacios de Thaddeus V}, 4y, donde V;, , = HO(P%, O, ((m+

n)H —nE)). En nuestra situacion Vy 4_; = HO(P%, (2H — E)).
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Proposicién 6.1.1 Si X es una curva hipereliptica de genero gx =2 y A =

K% es el haz de linea que define el encaje X Ax P4, entonces
trz s|HY(P%,1(2H — E)) = dim H°(P3, 6(1)) (6.14)

para cada entero 1 > 1.

Prueba Como se sabe que la dimensién dim HO(P?, £(1)) = (*1"), se mostra-

rd que la traza trz s|HO(P4,1(2H — E)) = (*}1).

Procederemos ahora a aplicar la férmula . En esta situaciéon sélo te-
nemos que calcular los niimeros Ny(s) v Ni(s), el primero se calcula usando
la férmula de Molient (ver (3.16])) ya que No(s) esta dado por (3.20)), el se-
gundo se calcula aplicando el THL al haz By ,, 5, con respecto a la notacion
vista al inicio de este capitulo, el haz B, , estd definido sobre el producto
S29x=3=i X donde i = 0.

Calculo de Ny(s)

Como nos interesan los casos [(2H — E), podemos suponer que m =1y n =1,
entonces ¢y — 0 = 2I.

Entonces calcularemos Ny(s) usando los coeficientes de Molient, es decir

1
No(s) = coef [det(f—t.sHO(X, KXA))] ’ (6.15)

necesitamos descomponer H%(X, KxA)) en eigenespacios, para esto aplicamos
Atiyah-Bott al automorfismo s en el haz KxA = K% (ver ejemplos andlogos
en el capitulo [4)), este es el haz asociado a la inmersiéon de X en P*, donde
P* =PV = PH°(X, K%). Haciendo lo anterior, se transforma en

oo = et (errrr=n) = % (=) (010

Calculo de Ny(s)

En este caso hay (?) componentes de puntos fijos de s, y todas tienen la misma

contribucién al niimero Ni(s), de modo que Ni(s) estd dado por (8) - P(x,t)1,

donde P(z,t); estd dado por (6.13)). Note que en este caso, como i = 0
q29X,3,i—(2gX—3—i):n—1:l—1.

Entonces

1 1 l+e® (1 —te=27)?
P = (-1 I+1 . - 2lx
(2, 1) = (=1)7 Coef §€5{4<1_te—w>z (1_e—w>€ (1 ezt
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(6.17)
si definimos la variable X := e¢™*, el residuo anterior se escribe como
11 T+A) 1 (1—tA?)?
1 1
erf{ 11—\ (1 —)\) N (T ex) (6.18)

ahora, note que la funciéon f()\) entre llaves tiene un polo de orden k£ = 1
en A = 1, entonces podemos usar la formula para obtener el residuo de una
funcién g¢(z) en z = a, cuando z = a es un polo de orden k. Aplicando esa
formula a nuestro caso, el residuo resulta ser

) 1 dk‘—l
o[ e {0050}

entonces calculando el limite anterior se obtiene

b
201+ )t

Con esto, P(z,t); = (—1)"*'Coef (ﬁ), y en consecuencia
tlfl

Ni(s) = (—1)'13 - Cocf ((1+1t)4> .

-1

Como se han calculado Ny(s) y Ni(s) explicitamente, se tiene que

trz s|HY(P%,I(2H - E)) = Ct‘ff ((14_15)41(1_75)) +<_1)l+23'6;0—61f ((14‘1t)4) '

(6.19)
Ahora, nétese que
_ )3 _ 2 _ 43
(1+t)i(1 —t) ((11—;2))4 -~ ?figyl = (6.20)
entonces la ecuacion se puede descomponer asi
Cocf (_1) — 3Cocf (_t) +3.Coef (_1) (6.21)
sl =) O \a=eyr) T =y

t3 ; 1
-t () + 0ot ()
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Para obtener los coeficientes anteriores, es suficiente obtener una serie para

ﬁ, esta la podemos conseguir de la serie de Hilbert del anillo de polino-

mios k[zo, ..., Tp):

3 (” ’ d) = (1—1t)”+1 (6.22)

d>0

de este modo se obtiene

) (“ - d) (12 = ﬂ—lt?)" (6.23)

d>0

Entonces la ecuacion (6.21)) se convierte en
ot () ooy () o
oef | ——= | — -Coef | ——= | —
12l (1 - t2>4 t20-1) (1 - t2)4

+(=1)"*23 . Coef ((1—i—1t)4>

=1

341 3+0-1 3+1-1
esto es
3+1
5 |

trz s|[HO(P%,1(2H — E))
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