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Introduccion

Entre las aplicaciones mas exitosas de la teoria de singularidades se encuentra la clasificacién de las
singularidades genéricas de aplicaciones lagrangianas y legendrianas (ver la parte III de [AVGZS85]). Este
tipo de singularidades estan fuertemente relacionadas con el estudio de catsticas y frentes de onda. Por este
motivo, V. I. Arnold se interesé en el estudio de las singularidades de este tipo de mapas incorporandolos a
la teoria topoldgica de la propagacién de ondas. En un articulo de 1996 titulado Topological Problems of the
Theory of Wave Propagation [Arn96], Arnold determiné que la propagacién de catsticas y frentes de onda
se puede describir en términos de geometria astroidal. Esto lo llevé a estudiar funciones en dos variables
cuyo hessiano es negativo definido en todo punto, las cuales llamé funciones hiperbdlicas. El estudio de
Arnold se basé en el desarrollo de una topologia en el espacio de funciones hiperbdlicas conocida como la
topologia hessiana. La relacion entre la geometria astroidal y las funciones hiperbdlicas fue tan fructifera
que en 2001 Arnold publicé un nuevo articulo titulado Astroidal Geometry of Hypocycloids and the Hessian
Topology of Hyperbolic Polynomials [Arn01], dedicado exclusivamente a exponer sus resultados en esta nueva
direccién. En este articulo se trata con subespacios de funciones hiperbdlicas, conocidos como espacios de
polinomios D-hiperbdlicos, donde D es un nimero natural, los cuales heredan la topologia hessiana del
espacio de funciones hiperbdlicas. Arnold probd que el espacio de funciones hiperbdlicas es disconexo con un
ndmero infinito de componentes conexas. Por ello resulta natural preguntarse si algo parecido sucede para los
espacios de polinomios D-hiperbdlicos. Arnold logré demostrar que el espacio de polinomios 5-hiperbdlicos
es disconexo, lo que lo llevé a hacer la siguiente conjetura:

El nimero de componentes conexas del espacio de polinomios D-hiperbdlicos es no decreciente
respecto a D y el crecimiento es al menos lineal.

Las técnicas empleadas por Arnold fueron suficientes para determinar que el nimero de componentes
conexas es no decreciente en D, pero no para probar que el crecimiento es al menos lineal.

En este trabajo estudiamos los espacios de polinomios D-hiperbdlicos, explicamos las técnicas desarro-
lladas por Arnold y proponemos técnicas nuevas con la intenciéon de determinar si la conjetura es verdadera
y tratar de demostrarla.

Ahora damos una descripcién imprecisa pero instructiva de la estructura de este trabajo.

En el capitulo 1 trabajamos los espacios de polinomios D-hperbélicos. Damos las definiciones necesarias
para definir la topologia del espacio de polinomios D-hiperbdlicos y probar los resultados méas importantes
desarrollados por Arnold en [Arn01]. De particular importancia es asociar a cada funcién hiperbdlica un
numero natural llamado indice el cual es el mismo para cada funcién hiperbdlica en la misma componente
conexa, es decir, es un invariante de las componentes conexas. Esto implica que el nimero de componentes
conexas de los espacios de polinomios D-hiperbdlicas es al menos tan grande como el nimero de posibles
valores del indice, lo cual permite dar una cota inferior al nimero de componentes conexas de estos espacios.
Un resultado importante del indice es que se puede relacionar con el nimero de ceros de la derivada de
su parte angular, lo cual mas adelante nos lleva a estudiar métodos para estimar el nimero de ceros de
una funcién en un intervalo. Después probamos un teorema de Arnold que determina que el ntmero de
componentes conexas de los espacios de polinomios D-hiperbdlicos crece con D, pero no prueba que el
crecimiento es al menos lineal (teorema 1.7). Una vez establecido esto explicamos y discutimos la conjetura
de Arnold de manera detallada. Finalmente probamos que el espacio de polinomios 3-hiperbélicos es conexo
(teorema 1.16). La prueba de este hecho permite dar una intuicién de por qué los espacios de polinomios
D-hiperbdlicos dejan de ser conexos para D suficientemente grande.
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En el capitulo 2 desarrollamos técnicas para dar cotas sobre el niimero de ceros de polinomios en una
variable y polinomios trigonométricos. El primer resultado que probamos es el teorema de Sturm-Hurwitz,
el cual da una cota inferior al nimero de ceros de un polinomio trigonométrico a partir del primer armoénico
(teorema 2.1). Este teorema se menciona en el trabajo de Arnold debido a que consideraba que a pesar de
que existen muchas pruebas de este resultado ninguna alcanza un nivel de nitidez apropiado. El siguiente
teorema, quizéd el mas importante para nuestros fines, es el teorema de Sturm, el cual proporciona una he-
rramienta para determinar el niimero de ceros de un polinomio de variable real en un intervalo acotado por
medio de la derivada y el algoritmo de la divisién euclidiana (teorema 2.7). Posteriormente generalizamos
este teorema al caso en el que el intervalo no necesariamente es acotado (teorema 2.10). Finalmente desa-
rrollamos las propiedades bésicas de los polinomios de Chebyshev, los cuales nos permiten llevar polinomios
trigonométricos a polinomios de una variable real y relacionar los teoremas de ceros de polinomios en una
variable real con ceros de polinomios trigonométricos.

En el capitulo 3 aplicamos las técnicas expuestas en el capitulo 2 para trabajar sobre la conjetura de
Arnold. Los resultados obtenidos en este capitulo dependen fuertemente de cdlculos realizados con Mathema-
tica. Intuitivamente, las técnicas de Arnold no permiten demostrar la conjetura ya que conforme D crece se
“pierden” valores del indice que se alcanzaban en grados mas bajos. Tomando esto en cuenta, la idea princi-
pal es “empujar” polinomios hiperbdlicos de grado bajo a espacios de grado mayor por medio de polinomios
elipticos de tal manera que el producto sea hiperbdlico y tenga el mismo indice que el polinomio hiperbdlico
de grado bajo. Esto permite identificar nuevas componentes conexas recuperando valores del indice que se
perdian con las técnicas de Arnold. No tratamos el caso general, sino dos casos particulares que se resuelven
por dos métodos distintos. El primer método consiste en utilizar polinomios de Chebyshev para obtener
polinomios de una variable real y aplicar el teorema de Sturm en un intervalo acotado. La desventaja de
este método es que no se puede aplicar a cualquier polinomio en dos variables. El segundo método consiste
en “proyectivizar” un polinomio en dos variables reales para obtener un polinomio de una variable real y
utilizar el teorema de Sturm en intervalos no acotados. Este método tiene la ventaja de que se puede aplicar
a cualquier polinomio en dos variables reales, pero tiene la desventaja de que el polinomio de una variable
real obtenido est4 definido en un intervalo no acotado, complicando el andlisis. Las dos clases que se obtienen
son nuevas, pero falta una manera sistematica de encontrar otras clases.

Los resultados obtenidos en este trabajo son prometedores, en el sentido de que parecen indicar que
la conjetura es verdadera. Mds aun, proponemos dos métodos que pueden servir para dar la prueba de la
conjetura e indicamos las distintas direcciones en las que se puede continuar este trabajo para finalmente
dar una prueba a la conjetura de Arnold.

Anexamos dos apéndices. El primero contiene resultados béasicos de polinomios trigonométricos y series
de Fourier que se utilizardan en el capitulo 2. El segundo contiene los célculos realizados en Mathematica
para el capitulo 3, de manera que la lectura de este capitulo sea més facil.



Capitulo 1

Espacios de Polinomios
D-Hiperbdlicos

En este capitulo desarrollamos los conceptos bésicos que necesitaremos a lo largo del trabajo. El primer
objetivo es proveer la definicién de polinomio D-hiperbdlico. Después caracterizamos a los polinomios D-
hiperbdlicos de distintas maneras y definimos el indice de una funcién hiperbdlica. Posteriormente damos
algunas propiedades de estos espacios de polinomios y enunciamos la conjetura de Arnold. La mayoria de
los resultados de este capitulo provienen de [Arn01].

1.1. Funciones Hiperbdlicas

Consideramos el espacio de formas cuadraticas de la forma
w = a dz® + 2b dx dy + ¢ dy?,
donde a, b, c € R. Esto es equivalente a que
w(z,y) = a 2® 4+ 2b xy + c y*.
Identificamos a este espacio con R? por medio de la aplicacién
a dr? +2b dx dy + c dy* — (a,b,¢).

Definicién 1.1. Una forma cuadrética a dz? + 2b dx dy + ¢ dy? es una forma hiperbélica si cumple que
ac—b%* < 0.

Es conveniente notar que esta condicién es equivalente a que la forma tenga signatura (4, —). Al conjunto
de formas hiperbdlicas identificado como subconjunto de R? lo denotamos por H. Notamos que el conjunto
{(a,b,c) € R? | ac—b* = 0} es un cono con eje b = 0 y a = ¢, por lo que es facil ver que H es una componente
conexa del complemento de este cono . Se sigue que H es un subconjunto abierto y conexo de R? que no es
denso ni simplemente conexo.

Dada v(t) = (a(t),b(t),c(t)) una curva continua en H C R? le podemos asociar una curva plana en C
dada por F(t) = a(t) — ¢(t) + 2b(t)i. Aunque no es evidente la relacién entre estas dos curvas, su utilidad
proviene de que podemos definir el indice de v por medio de esta curva plana.

Definicién 1.2. El indice de una curva cerrada v en H C R? es el indice de 7, es decir,
ind(y) = ind(a — ¢ + 2bi).

Es bien conocido que el indice de cualquier curva plana cerrada - es un nimero entero (ver, por ejemplo,
las secciones 65 y 66 de [Mun00]). También se cumple que el indice es constante en cada clase de homotopia
de curvas cerradas en C\ {0}, que es una consecuencia sencilla del resultado andlogo de curvas planas.

7
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Teorema 1.1. El indice de dos curvas cerradas continuas en H C R® es el mismo si ambas curvas son
homotdpicas en H.

Demostracién. Consideramos 1 y 72 dos curvas cerradas continuas en H C R3 y (a(s,t),b(s,t), c(s,t)) una
homotopia entre ellas, es decir,

y para cada s fija en [0, 1] la curva t 1— (a(s,t),b(s,t),c(s,t)) pertenece a H. Usando esto, se sigue que la
funcién
a(s,t) —c(s,t) + 2b(s,t)i

es una homotopia entre las curvas planas 71 () = a(0,t) —c(0,¢)+2b(0, )i y ¥2(t) = a(1,t) —c(1,£)+2b(1, t)i,
que tienen los mismos indices que 71 y 2. Como las curvas planas 4; y 2 son homotdpicas sus indices son
los mismos y ind(y1) = ind(y2). O

A cada funcién f:R? — R? de clase C? se le puede asociar una forma cuadratica en cada punto &y de R?
de manera natural por medio de su hessiano como sigue

Hess(f)z, = 02, f(Zo) da® +2 92, f (&o) da dy + 0, f (Zo) dy”.

Se sigue que el hessiano de f define una funcién de R? en R? por medio de la identificacién del espacio de
formas cuadréticas con R3. Esto quiere decir que tenemos la funcién Hess(f): R? — R? dada por

Zv— Hess(f)z.
Esta consideracién nos lleva al siguiente concepto.

Definicién 1.3. Una funcién f:R? — R de clase C? es una funcién hiperbélica si Hess(f)z € H para
cada Z en R2.

De sustituir las componentes del hessiano en la definicién de forma hiperbdlica podemos ver que la
condicion de hiperbolicidad de f es equivalente a que

022 ()05, f(F) — (92, f())* < 0

para cada & € R?. Para dar una interpretacién simple de la condicién de hiperbolicidad recordamos que si
S es la superficie dada por la gréafica de una funcién f entonces su curvatura gaussiana estda dada por

07, (&) 97, f (%) — (93, f(¥))?
(14 (0=f(2))* + (9, f(£))*)?

Esto quiere decir que una funcién f es hiperbdlica si la curvatura de su grafica es negativa en todo punto.

K(7) =

Definicién 1.4. Una funcién f:R? — R es homogénea de grado D si existen un niimero D € N y una
funcién 27 peridédica F: R — R tales que

f(a,y) =rPF(p),
donde r y ¢ son las coordenadas polares del plano. A la funcién F se le llama la parte angular de f.

De la definicién se sigue que si restringimos una funcién homogénea de grado D a un rayo por el origen
esta funcién se comporta como 71— ar?, donde tanto el signo como la magnitud de a € R pueden variar.
Esto implica que las funciones homogéneas estdn determinadas por su valor en el circulo unitario y su grado
de homogeneidad. Es conveniente notar que una funcién en dos variables f es homogénea de grado D si y
sélo si

FOz, xy) = AP f (2, y).

El siguiente teorema muestra que la hiperbolicidad de una funcién homogénea estd completamente de-
terminada por su parte angular y el grado de homogeneidad.
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Teorema 1.2. Una funcion homogénea f = rPF de clase C* y grado D > 1 es hiperbélica si y sélo si
cumple que
D?F? + DFF" — (D - 1)F"? <0.

Nota: De aqui en adelante escribimos cx = cos x y sx = sin x.
Demostracion. Omitiendo la evaluacién en &, la condicién de hiperbolicidad de la funcién es
2 ro2 2 )2

por lo que basta calcular estas derivadas en coordenadas convenientes. La regla de transformacion de deri-
vadas parciales nos da

or dp

Oy = —0r + —0
ox + ox %
€z Y
- ;&ﬁ - ﬁ({%
1
=cp Op — =59 O,.
T
De manera similar,
1
Oy = 59 Or + —cyp O,,.
: T

Se sigue que los coeficientes del hessiano son

1 1

2o f = (cp 0, — ~50 0,)(cp 0 = ~50 ) f,
1 1

02, f = (s 0, + —cp 0p)(sp O + —cp 0,)f,
1 1

02y f = (cp Op = —5p 0p) (50 Op + —cp ) f,

los cuales se calcularon usando Mathematica (el cdigo se muestra en el apéndice B), para obtener
1
o2 f=rP2 <2D((D —2)c2¢p + D)F — (D — 1)s2¢p F' + s%p F”) ,
2 D-2 1 / 2 "
Oyyf=r <—2D((D—2)c2<,0—D)F+(D—1)3230F +cp F ),
1 p_
aiyf = §TD 2(D—2)Ds2¢ F+2(D —1)c2¢ F' — 529 F").

Utilizando Mathematica una vez ma&s, obtenemos que

02, f02,f — (92,f)* = (D — 1)r*P~*(D?’F? + DFF" — (D — 1)F"?) .

Como D > 1, concluimos que el determinante del hessiano es negativo si y sélo si el término en el dltimo
paréntesis lo es. O

Notemos primero que la hiperbolicidad de la funcién f depende s6lo de D y de la funcién F', més atn,
todos los coeficientes de Hess(f) tienen un factor comiin de ”~2 por lo que tomando r = 1, o cualquier otro
valor del radio, Hess(f) define una curva en el espacio de formas cuadréticas con pardmetro . Se sigue que
las funciones hiperbdlicas homogéneas de grado D se pueden representar como curvas en H, permitiéndonos
relacionar ambos espacios. A veces escribiremos v(p) = Hess(f) para referirnos a esta curva.

Las funciones hiperbodlicas y homogéneas de grado D son de importancia central en este trabajo, por lo
que es conveniente que nuestra terminologia represente este hecho.

Definicién 1.5. Una funcién f es D-hiperbdlica si es hiperbdlica y homogénea de grado D. A la curva
~v(¢) = Hess(f) discutida anteriormente la llamamos la curva en H asociada a f.
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Ahora introducimos los espacios principales de nuestro estudio. Consideremos a P un polinomio en dos
variables. Se verifica facilmente que si P es un polinomio homogéneo de grado D entonces P es de la forma

D
P('Tvy) = Zaixiniiy
i=0

por lo que podemos identificar a P con H(P) € RP*! dado por H(P) = (ag,...,ap) € RPTL De esta
manera, si Ph”(R?) denota al espacio de polinomios homogéneos de grado D en dos variables entonces la
funcién H: PhP(R?) — RP*! es una biyeccién entre estos espacios. Se sigue que la funcién H genera una
topologia en Ph”(R?). Como el espacio de polinomios D-hiperbélicos es un subespacio de Ph” (R?) tenemos
que los polinomios D-hiperbdlicos heredan una topologia 7 de manera natural.

Definicién 1.6. La topologia 7 construida en el parrafo anterior la llamamos la topologia del espacio de
polinomios D-hiperbdlicos.

Es indispensable recordar que 7 es la topologia del espacio de polinomios D-hiperbdlicos ya que nos intere-
san sus componentes conexas. De aqui en adelante cuando hagamos referencia a este espacio supondremos
que esta dotado de dicha topologia.

Ahora hacemos dos observaciones simples pero importantes. La primera es que la condicién de hiperbo-
licidad de un polinomio D-hiperbdlico se puede considerar como la imagen inversa de un conjunto abierto
bajo una funcién continua, por lo que las componentes conexas del espacio de polinomios D-hiperbdlicos
son conjuntos abiertos. Se sigue que conexidad por trayectoria y conexidad coinciden en estos espacios. La
segunda observacién es que si P y Q) son polinomios D-hiperbdlicos entonces estos inducen curvas en ‘H por
medio de su hessiano; vp(¢) = Hess(P) y vq(v) = Hess(Q). Estas curvas a su vez definen curvas planas
¥p ¥ Jq de la manera dada en la definicién 1.2, cuyos indices son los indices de P y Q). Si P y () pertenecen
a la misma componente conexa, la primera observacién nos dice que existe una curva I'(¢) que los conecta.
Si aplicamos el mismo procedimiento que aplicamos a P y ) para obtener las curvas planas Yp y 79 a
cada polinomio D-hiperbélico I'(t) obtenemos una curva plana I';(¢). Se verifica fécilmente que la aplicacién
(t,) — T;(p) es una homotopia entre 7p y 70, por lo que Py Q tienen el mismo indice. Se sigue que el
indice es un invariante de las componentes conexas del espacio de polinomios D-hiperbdlicos.

1.2. Ceros e Indices de Funciones Hiperbdlicas

Recordamos de la definicién 1.5 que toda funcién D-hiperbdlica f define una curva v(p) = Hess(f) en
‘H, donde el pardmetro ¢ es la variable angular del plano. Utilizando los calculos del teorema 1.2 obtenemos
facilmente el siguiente resultado.

Teorema 1.3. Sean f una funcién D-hiperbdlica, v(p) = Hess(f), M(¢) = D(D —2)F — F" y N(p) =
2(D = 1)F'. Se cumple que
ind(y) =2+ ind(M +iN).

Demostracion. De los calculos del teorema 1.2 obtenemos que

1
55 (02, f — 8§yf) =D(D —2)c2p F —2(D —1)s2¢ F' — c2p F”

=c2¢ (D(D —2)F — F") — s2¢ (2(D — 1)F")
=c20o M —s2p N

1
——205,f = D(D —2)s2p F +2(D — 1)c2p F' — s2¢ F”
,

=s2p (D(D —2)F — F")+ 2¢ (2(D — 1)F")
=520 M 4+ c2¢ N.
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Obtenemos que
2, f — 05, f +2i05,f =r"7%(c2p + is2p) (M +iN).

Utilizando la definicién del indice de una curva compleja se sigue facilmente que ind(af) = ind(a) +ind(5),
por lo cual

ind(y) = ind(92, f — 05, f + 202, f)
= ind(r®~2(c2¢ + is2¢)(M + iN))
= ind(rP?72(c2p + is2¢)) + ind(M + iN)
=2+ ind(M + iN).

O

Nos es de especial interés calcular indices de funciones hiperbdlicas ya que el teorema 1.1 indica que
el espacio de funciones hiperbdlicas tiene al menos tantas componentes conexas como posibles valores que
asume el indice de funciones D-hiperbdlicas. El siguiente teorema relaciona el indice de formas cuadraticas
con el numero de puntos singulares de funciones.

Teorema 1.4. El indice de la curva M + iN es negativo y se cumple que
1
ind(M +iN) = ~3 {p €|0,2m) | F'(p) =0}|.

Demostracion. Recordando que N = 2(D — 1)F’ se sigue que N = 0 si y sélo si F' = 0. Esto quiere decir
que los puntos criticos de F' son aquellos en los que la curva M + N intersecta al eje x. Se sigue del teorema
1.2 que en los puntos criticos de F' la condicién de hiperbolicidad es

F(DF + F") <0,

que implica que F'y DF + F" tienen signos opuestos. Si F' > 0 entonces DF + F" < 0, de donde se sigue que
0 < DF < —F", por lo cual F’/ < 0y F y F” tienen signos opuestos. Es ficil verificar que en el otro caso
pasa lo mismo y F'y F” tienen signos opuestos en puntos criticos. Recordando que M = D(D —2)F — F”,
se sigue que M tiene el mismo signo que F y el opuesto a F”. Notando que N’ = 2(D — 1)F", tenemos que
M y N’ tienen signos opuestos en puntos criticos.

Concluimos que en las intersecciones de M + iN con el eje x se cumple que si M > 0 entonces N’ < 0y
si M < 0 entonces N’ > 0, por lo que la curva M + iN interseca al eje x exactamente dos veces cada vez
que gira alrededor del origen y se verifica la igualdad del teorema. O

Este teorema es fundamental debido a que nos permite calcular facilmente el indice de funciones hi-
perbdlicas y en la seccién 1.3 lo utilizamos para generar funciones hiperbdlicas con distintos indices. Antes
de eso, exploramos algunas consecuencias sencillas de este teorema. Recordamos que z( es un punto critico
no degenerado de f si f/(xg) =0, pero f"(xg) # 0.

Teorema 1.5. Sea F una funcion 27 periédica sin puntos criticos degenerados que cumple
F(p+m) = (-1)"F(p),

entonces 1
sHe e0.2m) | Fi(p) = 0} = D (mod 2).

Notemos que si F' tiene un punto critico degenerado y determina una funcién D-hiperbélica f = rP F(y)
entonces la condicién del teorema 1.2 se convierte en

D?*F? <,

que es imposible. Esto implica que las funciones D-hiperbdlicas satisfacen las hipotesis del teorema 1.5.
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Demostracion. Como F no tiene puntos criticos degenerados, F' no es constante y el signo de F’ cambia
en los puntos criticos de F' por lo que los méaximos y minimos de F se alternan. Dado un méaximo M; la
ecuacion

Flp+m) = (-1)PF'(p)
implica que M; + 7 es un punto critico. Si F' tiene n méximos M; en [My, M; + 7) entonces los podemos

ordenar de tal forma que
My < My <...< M, <M +m.

Ahora consideramos por separado los casos cuando D es par o impar.
Si D es par entonces F'(¢ + 7) = F"'(p) por lo que My + 7 es un maximo. Como méximos y minimos
se alternan existen minimos m; tales que

M <mi <My<mg<...<M,<m, <M +m.

Esto implica que F tiene 2n puntos criticos en [M;, My + 7) y 4n puntos criticos en [My, My + 27), por lo
que la mitad del nimero de puntos criticos de F' es par.

Si D es impar entonces F" (¢ +m) = —F"(p) y M1 + 7 es un minimo. Nuevamente, como méximos y
minimos se alternan existen minimos m; tales que

My <mi<My<mg<...<M,<M+m.

Esto implica que F tiene 2n — 1 puntos criticos en [My, My +7) y 2(2n — 1) en [M;, My + 27), por lo que la
mitad del nimero de puntos criticos de F' es impar. O

Los tres teoremas de esta secciéon nos dan inmediatamente el siguiente resultado:

Corolario 1.6. Para cualquier polinomio D-hiperbdlico f = rP F(p) se cumple que

ind(M +iN)=D (mod 2),

)
ind(M +iN) < -2 si D es par,
nd(M +iN) < -1 si D es impar,
nd(f) =D (mod 2),
ind(f) <0 siD es par,
ind(f) <1 si D es impar.

Demostracion. Los teoremas 1.4 y 1.5 implican que
1
ind(M +iN) = —§|{<p €0,27m) | F'(¢) =0} =D (mod 2),

que es la primera igualdad. El teorema 1.4 implica que ind(M +iN) es estrictamente negativo y la igualdad
anterior nos dice que es par si D es par y es impar si D es impar, lo cual se puede reescribir como ind(M +
iN) < —2si Desparyind(M+iN) < —1si D es impar, que son las desigualdades del enunciado.
Por el teorema 1.3 sabemos que
ind(f) =2+ ind(M +iN),

que implica que la paridad de ind(f) es la misma que la de ind(M +iN), ddndonos la segunda igualdad. Al
sumar 2 a las primeras dos desigualdades del enunciado y usar la igualdad anterior obtenemos las ltimas
dos desigualdades. O

1.3. Ejemplos de Polinomios D-Hiperbdlicos

Dado un ntmero natural D > 1, el siguiente teorema nos permite construir polinomios D-hiperbdlicos
con distntos indices. Para simplificar la prueba daremos el resultado en términos de M +iN en vez del indice
del polinomio.
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Teorema 1.7. Para todo entero k > /D hay una funcién D-hiperbdlica tal que
ind(M 4+ iN) = —k.

Demostracion. Tomamos F(¢) = ckp. Supongamos que F' cumple la condicién de hiperbolicidad del teorema
1.2. Como
F/(QO) =—k Sk@,

se cumple que F” tiene 2k ceros en [0, 27). El teorema 1.4 implica que ind(M +iN) = —k y ind(f) = 2 — k.
Para concluir la prueba del teorema basta probar que estas funciones son hiperbdlicas.
Si escribimos

h(F) = D*F? + DFF" — (D — 1)F",
entonces la condicién de hiperbolicidad es h(F) < 0. Supongamos que k > v/D. Como F' = —k sk¢ y
F'" = —k? cky entonces
h(F) = D? kg — Dk? ko — (D — 1)k? s%kyp
= D? Pky + k? s%kyp — DE?
= D? Pk + k* — k% Pk — DE?
= (D? = k?) ko — (D — 1)k~ (1.1)

Se sigue que el méximo de esta funcién en [0, 27) es

méx h(F) = max{0, D* — k*} — (D — 1)k?
p€el0,27)

= méx{—(D — 1)k?, D* — k* — (D — 1)k*}
= méx{—(D — 1)k* D(D — k*)}.
Como —(D — 1)k? < 0 porque D > 1y D(D — k?) < 0 porque k > /D, se sigue que h(F) < 0.

Si k = /D, usamos F. = F + eg, donde g es una funcién que definiremos més adelante para asegurar
que h(F,) < 0. Se cumple que

h(F 4 eg) = D*(F + €g)* + D(F + €g)(F" 4+ eg") — (D — 1)(F' + eg')?
— DQ(F2 +26Fg+6292) —i—D(FF” +6299// +6(gFH —l—g”F)) _ (D _ 1)(F12 +26F’g/ +€2g/2)
= h(F) + €2h(g) + €(2D*Fg — 2(D — 1)F'g' + DgF" + Dg"F).

A la parte lineal en ¢ la llamamos hy (F). Cuando k? = D la ecuacién (1.1) se convierte en
hF) = (D* - D)(¢* VDyp — 1) <0,
mientras que la forma de hy para F = cos v Dy es
hi=D*cVDpg+DcVDpg"+2VD(D —1)s VDy g'.

Sean ; los ceros de h(F) en [0, 27), los cuales son un nimero finito porque son aislados. Si g es localmente
constante en (; y con signo opuesto a ¢ v Dp; entonces las derivadas de g se anulan en ¢; y

hi(ei) = D?¢ \/Bgoi g(pi) <0,

donde la desigualdad es estricta porque F' no se anula en los ceros de h(F). Si g es de clase C? entonces
hy estd acotada por una constante M;. Si I; son los intervalos abiertos donde g es localmente constante,
entonces [0, 27 \ U;I; es compacto, por lo que h(F') alcanza su maximo M, en este conjunto. Ademads todos
los ceros de h(F') estdn en U;I;, por lo que My < 0y |Ma|= —Ms. Por construccién de los I; tenemos que
h(F) + eh; < 0 en U;I;. Ahora supongamos que € < |My/Mi], se sigue que en el conjunto [0, 27] \ U;I; se
satisface la desigualdad
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M.
1

por lo que h(F) + ehy < 0 en todo [0, 27).
Lo anterior implica que para cada e suficientemente pequeiio existe M3(e) que decrece linealmente con e
y cumple que
h(F) 4+ ehy < M3(e) <0

en todo [0,27). Como g es de clase C? existe My tal que h(g) < My. Con esto obtenemos que
h(F + eg) = h(F) + ¢hy + €*h(g) < M3(e) + Mye?.

Como el primer término decrece linealmente y el segundo de manera cuadratica podemos encontrar € tal
que si € < €g entonces | Mye?|< |M3(e)|, que a su vez implica que Mz (e) + Mye? < 0y h(F +€g) < 0 en todo
[0, 27).

Para probar la existencia de la funciéon g, consideramos los intervalos I; como los definimos antes y, quiza
haciéndolos més pequefios, podemos suponer que I; N Tj = () si ¢ # j. Se sigue que existen bump functions
(funciones infinitamente planas de pegado) ¢; que valen 1 en I;, se anulan antes del intervalo més cercano y

son C'*°. Podemos definir g como
n

9(p) = 3" —sgn(F(0)i().
i=1

donde n es el nimero de ceros de h(F). Esta funcién cumple todas las propiedades que deseamos, salvo
periodicidad. Para ver que la funcién se puede extender periédicamente bédsicamente hay que elegir los
intervalos de tal manera que el dltimo intervalo no intersecte al primero trasladado por 2mw. Si ¢; # 0
podemos intersecar los I; con (0,27) y elegir I; el primer intervalo después de cero de tal forma que ¢ se
anule antes de 0 y I, el tdltimo intervalo antes de 27 tal que ¢, se anule antes de 27. Con esto podemos
construir g como antes y extender peridédicamente. Si algin ¢; = 0, ordenamos estos ceros en orden creciente
con @1 = 0. Se sigue que 27 es también un cero, por lo que podemos obtener un intervalo I,,41 que cumpla
TniNT, =0y T, NI+ 27 = 0. Definiendo I, = I; N (1,41 — 2), la funcién g construida usando I, y
I; con : = 2,...,n se puede extender de manera periddica y cumple todo lo que queremos.

O

Ahora utilizamos este método para construir ejemplos. Para esto notamos que si D y k son enteros, D — k
es un numero par y D > k entonces la funcién

f=rPeos ko = (2> +y*) 7> Re(z + iy)*

es un polinomio homogéneo de grado D, que es hiperbdlico si VD < k < D y cuyo indice es 2 — k. Si D — k
es un numero impar obtenemos una funcién hiperbdlica, pero no un polinomio debido a la raiz cuadrada que

aparece en r = /x2 + y2.
Ejemplo 1.1. Si D = 2 el tinico valor de k que cumple v2 < k < 2 es k = 2, en este caso la funcién f es
f=F =cos 2p = 2% —y>

El teorema anterior muestra que es un polinomio hiperbdlico, como también lo hace un calculo directo, ya
que

2 0
det Hess(f) = ‘ 0 9 ‘ =—4.
Como F' = —2sin 2¢p tiene 4 ceros en [0, 27), tenemos que el ind(f) = 0.

En general, notamos que si D es par entonces f es una funcién par, por lo cual F(p + m) = F(y),
siguiéndose que F tiene al menos 4 ceros en [0, 27). Se sigue del teorema 1.4 que ind(M +iN) < —2, lo cual
prueba que éste es el unico valor posible del indice para polinomios 2-hiperbdlicos.
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Ejemplo 1.2. Si D = 4 los valores de k que cumplen 2 < k < 4 son k = 3y k = 4, pero s6lo el segundo nos
da un polinomio. Si k = 4 obtenemos que
f =F = cos 4p = Re(z +iy)* = z* — 6279 + y*.
Nuevamente el teorema anterior muestra que es un polinomio hiperbdlico y un célculo directo nos da que,
12(2% — y?) —24zy
—24zy —12(2? — y?)
= —144(2® — y?)? — 576xy
= —1442* + 144y* + 288xy — 5762y
— 14 + 22,

det Hess(f) =

lo cual confirma la hiperbolicidad. Por un argumento de contar ceros de F’ usando el teorema 1.4, tenemos
que ind(f) = —2.

Ejemplo 1.3. Si D = 6 las desigualdades v/6 < k < 6 permiten que k tome los valores 3, 4, 5 y 6, de los
cuales 4 y 6 son polinomios. Se sigue que los ejemplos del teorema pueden tener indice —2 y —4. Esto implica
que el conjunto de polinomios hiperbédlicos de grado 6 es disconexo y tiene al menos dos componentes conexas.

Notamos que el teorema (1.7) nos da una cota inferior sobre los posibles valores de los indices, resultando
en una cota inferior sobre el niimero de componentes. En la siguiente tabla se resume esta informacion:

Grado k Valores del indice | Componentes conexas (cota)
D=2 2 0 1
D=3 3 -1 1
D=4 4 -2 1
D=5| 3,5 -1,-3 2
D=6 4,6 -2, -4 2
D=7|3,57 -1,-3,-5 3
D=814,6,8 -2,-4,-6 3

Cuadro 1.1: Resumen de los resultados del teorema 1.7.

La cota inferior en el nimero de componentes conexas nos permite concluir que el niimero de componentes
conexas es no decreciente y que a partir de D = 5 los polinomios hiperbdlicos de grado D forman un conjunto
disconexo. Esto no nos permite afirmar que para grados anteriores tenemos conjuntos conexos, pero en la
seccién 1.5 probaremos que esto sucede para D = 3.

Finalmente, la discusiéon anterior nos permite concluir inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.8. FEl nimero de componentes conexas del espacio de polinomios D-hiperbolicos es no decre-
ciente respecto a D.

1.4. La Conjetura de Arnold

Con las definiciones y resultados de las secciones anteriores finalmente podemos enunciar la conjetura de
Arnold y entender cémo fue que llegé a formularla.
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Conjetura de Arnold en Espacios de Polinomios D-Hiperbdlicos

El nimero de componentes conexas del espacio de polinomios D-hiperbolicos es no decreciente
respecto a D y el crecimiento es al menos lineal.

La topologia con la cual se consideran las componentes conexas del espacio de polinomios D-hiperbdlicos es
la de la definicién 1.6. La conjetura se encuentra enunciada en la pagina 1067 del articulo [Arn01]. La idea de
Arnold para contar componentes conexas se basa en el hecho de que todos los polinomios D-hiperbdlicos en
la misma componente conexa tienen el mismo indice, por lo que hay al menos tantas componentes conexas
como valores posibles del indice. Para probar el teorema 1.7 Arnold construyé una familia de polinomios D-
hiperbdlicos de indices distintos, la cual prueba que los espacios de polinomios D-hiperbdlicos son disconexos
a partir de D = 5 y que el numero de componentes conexas es creciente con D. La parte esencial de la
conjetura es que el nimero de componentes conexas crece al menos como una funcién lineal, lo cual no
se verifica del teorema 1.7. Con este contexto nos damos cuenta que Arnold estd conjeturando que existen
familias de polinomios D-hiperbdlicos mds amplias que la que él encontré. El problema con la familia de
Arnold es que no abarca todos los posibles valores del indice para cada grado.

Una vez determinado que los espacios de polinomios D-hiperbdlicos dejan de ser conexos resulta natural
preguntarse si el nimero de componentes conexas tiende a infinito conforme D tiende a infinito. Mdas aun,
la expectativa es que el nimero de componentes conexas crezca de manera exponencial. Resulta importante
notar que el teorema 1.7 implica que el nimero de componentes conexas en efecto diverge, pero no determina
la velocidad con la que lo hace. Las técnicas que Arnold desarrollé no fueron suficientes para determinar si
el crecimiento era lineal, ni mucho menos exponencial, por lo que la Unica alternativa fue conjeturar que el
crecimiento es al menos lineal. En principio las técnicas de Arnold pueden servir para demostrar la conje-
tura y la dificultad en el trabajo de Arnold fue que no encontré una familia de polinomios hiperbdlicos lo
suficientemente amplia. A pesar de esto, también puede suceder que las técnicas de Arnold sean intrinsi-
camente insuficientes y haya que recurrir a técnicas distintas. Si éste es el caso la alternativa es buscar un
invariante mas fino que permita identificar mas componentes conexas. En este trabajo nos concentraremos
en la primera alternativa, explorando la posibilidad de que exista una familia més amplia que la de Arnold
de tal manera que los valores de los indices nos permitan identificar componentes conexas adicionales. Los
resultados obtenidos en esta direcciéon los presentamos en el capitulo 3 e indican que la conjetura puede ser
cierta.

1.5. Velocidad Angular y Polinomios 3-Hiperbdlicos

En esta seccién probamos que el espacio de polinomios 3-hiperbdlicos es conexo. Para esto primero
introducimos el concepto de velocidad angular para obtener mas cotas sobre el indice de este tipo de funciones.
Con esto probamos que estos polinomios sélo pueden tener indice —1 y finalmente probamos que el espacio
€s Conexo.

Definicién 1.7. Dada una curva plana Z(p) = (x(¢),y(¢)) no necesariamente hiperbdlica ni cerrada,
definimos su velocidad angular wz como

—

Si z # 0 se cumple que

o5 Y
arg £ = arctan —,
x
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por lo que la velocidad angular estd dada por

= O.arctan L~ + Jyarctan Yy Y
x x

B —y:v’ +$y/

= Eie

_ &7

IE R

donde [+, -] representa la norma del producto cruz considerando R? encajado en R? como el plano zy. Siy # 0
usamos que

- T X
arg £ = — — arctan —
2 Y

y una cuenta andloga lleva a la misma expresién para wz, por lo que la expresién es vélida en todo R?\ {0}.
La velocidad angular representa que tan rapido gira una curva alrededor del origen. Tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 1.9. Si F' es una funcion 2w periddica que define una funcion D-hiperbolica y L es la curva
L=DF +iF',

entonces wy, < —1 para toda p.

Demostracion. De la cuenta anterior al enunciado del teorema tenemos que

L, L] DFF" — DF"
YrT Dep2 L p2 T T DRy pR

La condicién de hiperbolicidad del teorema 1.2

D?F? + DFF" — (D —1)F"? = D*F> + DFF" — DF? + F? <0,
implica que

DFF" — DF? < —(D*F? + F?)

DFF" — DF"?
Wz = D2F2 1 F72 <-

Este teorema tiene una coleccién importante de corolarios.
Corolario 1.10. El nidmero de vueltas de L alrededor de 0 en el intervalo [0,27] es menor o igual que —2.
Demostracion.
1

ind(L) = —A L

ind(L) = 5 A arg(L)
1 [ d
% ) @G/I”
1 27

= — d
o J; wr ay

1 2

g(L) dy

— [ “ldp=-1
o @ ;

por lo que ind(L) < —2. O
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Corolario 1.11. F y F’ tienen al menos 4 ceros en el intervalo [0, 2m].

Demostracion. L interseca cada eje al menos 2 veces cada vez que da una vuelta alrededor de 0. Como
ind(L) < —2 el nimero de intersecciones a cada eje es al menos 4 y, recordando que L = DF +iF', F' y F’
tienen al menos 4 ceros. O

Corolario 1.12. Los indices de funciones D-hiperbdlicas satisfacen las siguientes desigualdades:

ind(M +iN) < =2,
ind(f) < 0.

Demostracion. Del teorema 1.4 y el corolario anterior obtenemos que
ind(M +iN) = —%|{<p € [0,2m) | F'(¢) =0} < -2,
mientras que el teorema 1.3 nos da que
ind(f) =2+1ind(M +iN)<2-2=0.
O

De aplicar este corolario al caso de polinomios de grado impar obtenemos inmediatamente el siguiente
corolario.

Corolario 1.13. Los indices de polinomios D-hiperbdlicos con D impar satisfacen las siguientes desigual-
dades:

ind(M +iN)

< -3
ind(f) < -

1

Combinando este ltimo corolario con el siguiente lema podemos concluir que todo polinomio 3-hiperbdli-
co tiene indice —1.
Lema 1.14. Si P es un polinomio 3-hiperbolico con parte angular f entonces
mnd(f) > —1.

Demostracion. Si P es un polinomio 3-hiperbdlico entonces P es homogéneo de grado 3, por lo que debe ser
de la forma

3
P(z,y) =Y apa"y*™",
n=0
por lo que f estd dada por

3
Fl@) =D anc"e s .
n=0

Para estimar el {ndice de f estimamos el nimero de ceros de f’ en [0,27). Una cuenta simple pero tediosa
muestra que f’ es de la forma

3
F1p) = bucp s* ",
n=0

donde las b,, son otra coleccién de coeficientes reales relacionados con las a,,. Si consideramos el polinomio
en dos variables

3
P(z,y) = bua"y* ™"
n=0
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se verifica que P(cp,sp) = J'(®), por lo que para determinar el niimero de ceros de f’ en [0,27) basta
determinar el niimero de ceros de P en S'. Para esto evaluamos a P en las rectas y = A\x para obtener que

3
P(z,\z) = 2" Z b A",
n=0
por lo que, eligiendo z de tal forma que (x, \z) € S* tenemos que P se anula s6lo si el polinomio

3
Z by A"
n=0

también se anula. Como este polinomio es de grado 3 se anula a lo méas 3 veces y por la discusién anterior
/' tiene a los mds 3 ceros. Se sigue que

{p €[0,2m) | f'(v) =0} <3,
por lo que el teorema 1.4 implica que la desigualdad del lema. O]

En la demostracion del lema evaluamos a un polinomio en dos variables en las rectas y = Ax para todos
los posibles valores de A. Esta técnica serd relevante mas adelante y la llamaremos proyectivizacién. Como
mencionamos antes este lema y el corolario anterior implican que todo polinomio 3-hiperbdlico tiene indice
—1. Esto no implica que el espacio de polinomios hiperbdlicos homogéneos de grado 3 sea conexo, pero ahora
probaremos que éste es el caso. Para esto utilizaremos el siguiente lema:

Lema 1.15. Si f es una funcion hiperbdlica y Ry es la rotacion plana por un dngulo 6, entonces f o Ry es
hiperbdlica para cualquier valor de 0.

Demostracion. Sean f y g funciones cualquiera. Si d denota la diferencial se cumple que
Hess(fog)=d*(fog)
= d(df dg)

=d*f dg+df d*g
= (Hess f) dg + df (Hess g). (1.2)

Si g es una funcién lineal entonces dg = g y Hess g = 0. Aplicando esto a (1.2) obtenemos que

Hess(fog) = (Hess f) g.
Sig= Ry y f es una funcién hiperbdlica, entonces
det(Hess(f o Ry)) = det((Hess f) Rg) = det(Hess f) det(Ry) = det(Hess f),
por lo que f o Ry es una funcién hiperbdlica. O

El lema implica que todas las funciones que se obtienen de rotar las variables de f(x,y) para una funcién
hiperbdlica f son también hiperbdlicas. Ahora podemos probar la conexidad del espacio de polinomios 3-
hiperbdlicos.

Teorema 1.16. El espacio de polinomios 3-hiperbdlicos es conexo.

Demostracion. Probaremos que este espacio es conexo por trayectoria (ver la definicién 1.6 de la topologia
de este espacio). Los polinomios de este espacio son de grado 3 y son homogéneos de grado 3, es decir,
f(AE) = A3 f(Z). Esto ultimo implica que los elementos de este espacio son polinomios de la forma

P(z,y) = Az® + B2y + Cay® + Dy®> = (A,B,C,D).

Como se puede rotar el plano de tal forma que A = 0, el lema 1.15 implica que todo punto (A, B,C, D) se
puede conectar con un punto (0, B’,C’, D’) por medio de una trayectoria dentro del espacio. Por esta razon,
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basta probar que todo par de puntos con A = 0 se puede conectar por medio de una curva en el espacio. Si
P =(0,B,C, D) entonces

Hess P — ( 2By 2Bz + 2Cy )

2Bx +2Cy 6Dy +2Cx

y su determinante es

Hp = —4B%2* — ABCxy + 4(3BD — C?)y?,

que es la forma cuadratica
B? 1BC T
(= y)(;BC 022331))(3, )

por lo que podemos aplicar el criterio de Sylvester' para determinar que la condicién de hiperbolicidad es
que los elementos de la diagonal y el determinante de la matriz sean positivos. Estas desigualdades son

B? >0,
C? > 3BD,

1
B*(C? -3BD) — 13202 > 0.
Como la condicién B? > 0 es lo mismo que B # 0, la tercera condicién se puede escribir como
C? > 4BD,

por lo que tenemos las tres condiciones

B? #0,
C? > 3BD,
C? > 4BD.

Si BD < 0, la segunda v la tercera condicién se satisfacen inmediatamente. Si BD > 0 entonces C? > 4BD
implica que C? > 3BD, porque 4BD > 3BD. Esto prueba que la tercera condicién implica la segunda y la
condicién de hiperbolicidad para los puntos de la forma (0, B, C, D) es

B#0 y C?—4BD >0.

En R? estas condiciones son que (B, C, D) no esté en el plano B = 0y esté fuera del cono C? —4BD = 0. Esta
regién se ilustra en la figura 1.1. Aunque esta regién no es conexa en R3 si lo es en R*. Para ver esto tomamos
P = (0,B,C, D), Ry la rotacién plana por un angulo ¢ y la curva v: [0, 7] — R* dada por y(t) = Po Ry, la
cual une a los puntos (0, B,C, D) y (0,—B,—C,—D) y, por el lema, es una curva de polinomios en el espacio.
Con esta construccion, si (0, B,C, D) y (0, B’,C’, D’) son puntos en nuestro espacio y By B’ tienen signos
opuestos entonces podemos conectar a (0, B,C, D) y (0,—B, —C, —D) sin salir del espacio y luego conectar a
(0,—B,—C,—D) con (0, B',C’",D') en R®. Por las consideraciones al inicio de la demostracién, esto prueba
el teorema.

O

IVer el capitulo 7 de [Hor13]
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Figura 1.1: Regién definida por B =06 C? —4BD = 0.

El teorema 1.7 implica que el espacio de polinomios hiperbélicos homogéneos de grado 5 es disconexo,
por lo que es natural preguntarse dénde falla el argumento de este teorema para grados mayores. El lema
1.15 no depende de que la funcién f sea un polinomio, por lo que tampoco depende del grado del polinomio.
Si el polinomio es de grado mayor a 3 su determinante hessiano no es una forma cuadratica, por lo que no es
posible utilizar el criterio de Sylvester para determinar la condicién de hiperbolicidad. A partir de este punto
el argumento de la demostracién no es valido y se necesitan otros métodos para determinar si el espacio es
conexo. También podemos ver que el hecho de que el determinante hessiano no sea una forma cuadrética
permite que el espacio tenga mas de una componente conexa.
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Capitulo 2

Polinomios Reales y Trigonométricos

En este capitulo probamos una coleccién de resultados que nos dan informacién sobre los ceros de poli-
nomios y polinomios trigonométricos. Principalmente probamos teoremas que dan cotas sobre el niimero de
ceros de una funcién de este tipo en un intervalo y, mejor ain, que permiten determinar cudntos ceros tienen
en un intervalo. También relacionamos los resultados de polinomios de una variable con los resultados de
polinomios trigonométricos que tienen sélo términos en cos, debido a que estos pueden llevarse a polinomios
de una variable por medio de polinomios de Chebyshev. Estos resultados son la base para desarrollar las
nuevas clases de polinomios del capitulo 3.

2.1. Teorema de Sturm-Hurwitz

El siguiente teorema nos permite acotar inferiormente el nimero de ceros de un polinomio trigonométrico.
Arnold lo utiliza para probar propiedades de las causticas de funciones periddicas. También enfatiza que las
distintas pruebas de este teorema no se conocen a profundidad.

Teorema 2.1 (de Sturm-Hurwitz). Una funcion de la forma

flx) = Z ay cos kx + by, sin kx

k=n
tiene al menos 2n ceros en el intervalo [0, 27).

Consideramos dos pruebas de este teorema. La primera utiliza sélo calculo elemental y la segunda utiliza
el Principio del Argumento de analisis complejo.

Prueba elemental:

Esta prueba estd basada en [Kat03]. El Teorema de Rolle indica que entre dos ceros de una funcién f
su derivada f’ se anula al menos una vez, lo cual implica que si f tiene n ceros en un intervalo entonces f’
tiene al menos n — 1 ceros en el mismo intervalo. Para funciones periédicas podemos decir algo més fuerte,
ya que si f tiene periodo T'y 21 < ... < 2z, son los ceros de f en el intervalo [a,a + T), entonces z; + T es
un cero de f en [a,z1 +T] y f tiene n + 1 ceros en este intervalo, por lo que f’ tiene al menos n ceros z,
que cumplen z} € (2;,2i+1) ¥ 2, € (zn,21 +T). Se sigue que 2/, < z1 + T < z{ + T, por lo que 2, y z; + T
son ceros distintos de f’ y esta funcién tiene al menos n ceros en [a,a + T), ya que si 2], > a + T entonces
zl, — T pertenece al intervalo [a,a + T)).

Esto prueba que la derivada de una funcién periédica tiene al menos tantos ceros como la funcién original.
Por induccién se prueba que si f es periédica y tiene n ceros en un intervalo entonces f() tiene al menos
n ceros en el mismo intervalo para cualquier ! € N. La funcién f del enunciado del teorema cumple estas
condiciones, por lo que basta probar que f tiene una l-ésima primitiva con al menos 2n ceros en [0, 27) para
que f tenga al menos el mismo nimero de ceros.

23
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Escribiremos f(~% para indicar una funcién cuya [-ésima derivada es f. Ahora, tomando ¢ como el
término principal de f, es decir,
g(z) = a,, cos nx + b, sin nx,
tenemos que

1
g (2) = W(an cos nx + b, sin nx),
cuando [ es multiplo de 4. En el apéndice A probamos la identidad
acos x +bsinx=ccos(x+ ),

con

b
c=sgn(a)va®?+b> y ¢=arctan <> ,
a
la cual implica que los maximos y minimos de g(~* son :I:#\/a% + b2 y cada uno se alcanza n veces en el
intervalo. De la misma forma, se cumple que una [-ésima primitiva de f es

m

1
FED = Z ﬁ(ak cos kx + by, sin kx)

k=n

si | es multiplo de 4.
Utilizando las relaciones de ortogonalidad de sin kx y cos kz o la definiciéon de coeficientes de Fourier
(ver apéndice A) se puede verificar que

|agl, [br|< 2M =2 sup [f(z)].
z€[0,2m)

Se sigue que

m

1
sup |f(_l) - 9(_l)| = sup Z ﬁ(ak cos kx + by, sin kx)
z€[0,27) z€[0,27) kent1

LN |
<AM Y o

k=n+1
<4M Sk
<AM Yo

k=n-+1

= du aM
<qm | B 2P
- /n ut (1= 1)nt-1

Eligiendo [ lo suficientemente grande como para que se cumpla la desigualdad

RV £

=15 aMn

se cumple que
4M 1
< — /q2 b2
(I—1)ni-1 "~ nl @t O

por lo cual

_ _ 1 _
sup |f =g TV< o Vai 462 = sup |9,

z€[0,27) z€[0,27)

Se sigue que (=) es positivo en los maximos de g(=! y negativo en los minimos, por lo que el teorema del

valor intermedio garantiza que (=" tiene al menos 2n ceros y por lo tanto f también.
O
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Ahora un prueba mas corta, pero no elemental,

Prueba con Principio del Argumento:
Esta prueba esta basada en [Pol78]. El principio del argumento indica que si f es una funcién meromorfa
en el interior de una curva cerrada «y tal que f no tiene ceros ni polos en -y entonces

ind(f o~,0) = Z(f,v) — P(f,7),

donde Z(f,v) es el ntimero de ceros de f en el interior de la curva v y P(f,7) el nimero de polos. Conside-

ramos el polinomio
m

F(z) =" (ar —iby)z",
k=n
y la curva

() =¢e",  6c]0,2n].

La funcién f tiene un cero de orden n en el origen y ninguin polo, por lo que el indice de f o~y es al menos n
y la curva f o~y corta el eje imaginario al menos 2n veces, es decir, I'm f tiene al menos 2n ceros. Tras una
cuenta simple obtenemos que

m
Im f(e") = Z ay cos kO + by sin ko
k=n
y se sigue el teorema.
O

Arnold hace énfasis en que existen varias pruebas de este teorema pero pocas se comprenden a profundi-
dad. Esto se debe a que existe una versién fuerte del teorema que dice que la conclusién sigue siendo valida si
se consideran series de Fourier en vez de polinomios trigonométricos, siempre que la serie de Fourier converja
uniformemente. En particular esto se aplica si se considera la serie de Fourier de una funcién de clase C' a
trozos (ver apéndice A). Las dos pruebas que dimos se pueden usar para probar la versién fuerte del teorema
anadiendo la hipétesis de convergencia uniformeme.

Una tercera prueba consiste en utilizar que las soluciones de la ecuaciéon de Fourier con condiciones de
frontera nula en un rectangulo se pueden escribir como series de Fourier de sin y cos y utilizar la ecuacién
diferencial para estimar el nimero de ceros de la solucién. No daremos detalles de las pruebas para el
teorema general porque no las ocuparemos. Para fines practicos podriamos dar sélo la prueba con principio
del argumento, la cual es la mas sencilla, pero la prueba elemental es bastante intuitiva y permite entender
el resultado con bastante profundidad.

2.2. Teorema de Sturm

Los resultados de las siguientes dos secciones se pueden encontrar en [Ben90]. El Teorema de Sturm
proporciona una herramienta para determinar el nimero de ceros de un polinomio en un intervalo cerrado.
Para enunciar y demostrar el Teorema de Sturm necesitaremos varias definiciones y resultados previos.

Definicién 2.1. Si f(z) es un polinomio con coeficientes reales entonces una sucesién finita de polinomios
(fo,---, fn) es una sucesién de Sturm en [a,b] para f si cumple las siguientes condiciones:

L fo=1rf
2. fn no tiene ningin cero en [a, b]
3.S510<i<nyaesun cero de f; entonces fi11(a)fi—1(a) <0

4. Si « es un cero de fj entonces

fofl(Oé—G) <0 vy fofl(Oé+€) >0

para € lo suficientemente pequeinio.
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Las propiedades de una sucesién de Sturm parecen oscuras y arbitrarias, por lo que la tarea inmediata
es explicar la utilidad de cada una de ellas para desmistificarlas. Para comenzar haremos dos observaciones
que enunciaremos como lemas. La primera se sigue inmediatamente de las propiedad 3 de una sucesién de
Sturm, pero se usa frecuentemente, por lo que vale la pena enunciarla.

Lema 2.2. Si S = (fo,..., fn) es un sucesion de Sturm en [a,b] para f entonces elementos adyacentes de
la sucesion no comparten ceros.

Demostracion. Supongamos que f;(«) = 0 para alguna a € [a,b] y 0 < ¢ < n entonces la propiedad 3 de la
definicién 2.1 implica que f;—1(«)fi+1(c) < 0, que en particular implica que f;—1(«) # 0y fir1(a) # 0.
Como f,, no tiene ceros el enunciado se cumple por vacuidad en este caso. Si fj tiene un cero en a entonces
f1 no puede ser cero en «, ya que esto implicaria que f; comparte un cero con su antecesor, contradiciendo
el enunciado para 0 < i < n. O

La siguiente observacién estd relacionada con la cuarta condicién de una sucesién de Sturm. Observamos
que esta condicién quiere decir que fyfi es creciente en una vecindad de a. Con base en esto calculamos la
derivada de este producto

(foft) = fofr + fofi,
que en un cero de fo cumple que

(fof1)' (a) = fofi(a),
por lo que si f1 = f{ tenemos que

(fof1) (@) = (fo(a))?* >0,

por lo que la cuarta condicién de la definicién de sucesién de Sturm se cumple. Estas consideraciones prueban
el siguiente resultado:

Lema 2.3. Si S(z) = (fo,-.-,fn) €s un sucesion de polinomios en [a,b] que cumple fi = f} entonces S
satisface la cuarta condicion de la definicion 2.1, es decir, si a es un cero de fy entonces

fofila—€) <0 y fofila+e€) >0
para € lo suficientemente pequeno.
Intuitivamente, una sucesiéon de Sturm es una sucesién de polinomios tal que las raices de cada polinomio
tienen una estructura mas simple que la del anterior, eventualmente terminando en un polinomio sin raices.
Hablando de manera més formal, una sucesién de Sturm de un polinomio f guarda la informacién de sus

raices. Para explicar la manera precisa en la que esto sucede necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 2.2. Dada una sucesion finita a = (ay, ..., ay) definimos su variacién V(a) como el nimero de
parejas (a;, a;yr) en la sucesiéon que cumplen

1. QA k <0

2. ai4r=0s810<7r<k.

Si S = (fo,..., fn) nos resultard conveniente evaluar la sucesién en puntos z, por lo que definimos a
S(z) como el vector en R"*1 que se obtiene al evaluar cada término de la sucesién en z, es decir, S(z) =
(fo(x),..., fn(x)). Con estas definiciones podemos probar el siguiente teorema, el cual nos dice que el nimero

de ceros de un polinomio en un intervalo se puede determinar si se conoce una sucesion de Sturm del
polinomio.
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Teorema 2.4. Si S(x) = (fo(z),..., fn(z)) es un sucesidn de Sturm en [a,b] para f y w(z) = V(S(x)),
entonces el nimero de ceros distintos de f en [a,b] es igual a w(a) — w(b).

Demostracion. La estrategia de la demostracion es usar las propiedades de la definicién de sucesién de Sturm
para probar que

1. w(z) es localmente constante si f;(z) # 0 para cada ¢
2. w(x) es localmente constante si f;(x) = 0 para alguna i # 0
3. w(x) disminuye por 1 al cruzar un cero de f,

de donde concluiremos el resultado.

Sea a € [a,b]. Si fi(a) # 0 para cada i < n entonces para cada ¢ hay una vecindad de « en la cual f;
no cambia de signo e intersectando todas las vecindades obtenemos una vecindad de « en la que todas las
funciones son del mismo signo y por lo tanto w(x) es localmente constante en .

Supongamos que fo(a) # 0 pero f;(a) = 0 para alguna i < n. La tercera condicién de la definicién de
sucesién de Sturm implica que f;11(a)f;—1(a) < 0. Existe una vecindad agujereada de « de radio € donde
la desigualdad se mantiene y ninguna de las tres funciones se anula, por lo que f;_1 y f;+1 no cambian de
signo. Por ejemplo, supongamos que los signos de f;—1 y fi;+1 son respectivamente — y + en esta vecindad.
Tenemos las siguientes tablas de signos:

fici(z)  fi(z)  fira(x) fici(z)  fi(z)  firi(z)

a—e<zr<a — + + a—e<r <o — — +
T=o - 0 + r=o - 0 +
a<r<oa—+te — _ + a<r<a-+e — + +

Los dos casos restantes son cuando f; no cambia de signo después de « y en cualquier caso resulta que
w(x) es constante en el intervalo. Si los signos de f;_1 y fir1 son + y — sucede lo mismo. En cualquier caso
resulta que w(z) es localmente constante en los ceros de f; si i > 0.

Si fo(a) = 0 la cuarta propiedad de la definicién de sucesién de Sturm implica que el signo de fjf1 debe
pasar de ser — en (o — €, ) a ser + en (a,a + €), por lo que tenemos dos casos:

fo(z)  fi(z) fo(z)  fi(x)
a—e<r<a — + a—e<r<a + —
a<r<a-te + + a<r<a+te — —

En cualquier caso, el valor de w(z) disminuye por 1 cuando x cruza un cero de fy. De las consideraciones
anteriores obtenemos que el valor de w(z) es localmente constante y disminuye s6lo cuando z cruza un cero
de fy de donde se sigue el teorema. O

De la demostracion del teorema podemos observar la necesidad de cada una de las condiciones en la
definicién de sucesién de Sturm

1. La tercera condicién implica, en primer lugar, que las f; no tienen ceros en comun y, més importante
aun, que w(x) es localmente constante en los ceros de cada f;.

2. La cuarta condicién se pide para asegurar que el valor de w(z) sélo disminuye cuando x cruza un cero
de la funcién fy.
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3. La primera condicién garantiza que los ceros de f sean los que determinan el cambio en el valor de
w(x).

4. La segunda condicién no aparece explicitamente en la prueba pero es necesaria para garantizar que el
procedimiento termina en un nimero finito de pasos, siendo el Ultimo una constante distinta de cero.

Probaremos una versién preliminar del teorema de Sturm que es valida sélo para polinomios sin raices
multiples. Para esto utilizaremos el siguiente lema que es valido tanto para raices simples como para raices
multiples:

Lema 2.5. Sea f el polinomio dado por

n

f(z) =@ —aph

=1

Para ciertos naturales {k;}_, y complejos {a;}1_,, entonces M(x) el mdximo comin divisor de f entre f’
estd dado por

M(z) = CH({L‘ —ay)kih
Demostracion. Si a es una raiz de f entonces podemos escribir a f como
f(@) = (z — a)fn(x),
con h un polinomio tal que h(a) # 0. Se sigue que
(@) = k(z — )" 'h(z) + (z — )" (z) = (x — )" (kh(z) + (& — )b/ (z)).
Sea 7
9= 71’

(z—a)

entonces
g(a) = kh(e) + (a — a)l' (@) = kh(a) # 0,

por lo que « es una raiz de f’ con multiplicidad k& — 1. Como « es raiz de f y f’ también es rafz de M y su
multiplicidad es el minimo entre las multiplicidades de f y f’, es decir k — 1. Esto prueba que M tiene la
forma del enunciado del lema. O

Procedemos a probar la versién del teorema de Sturm para polinomios con raices simples.

Teorema 2.6 (de Sturm para raices simples). Sea f un polinomio que sdlo tiene raices simples. Denotemos
el residuo de la divisidn euclidiana de f; y fi—1 por rem(fi—1, f;) v sea S(z) la sucesidn finita de polinomios
definida por

fo = fa
fl = f/7
fiv1 = —rem(fi—1, fi),

concluyendo en f, el mdximo comin divisor de f y f' 1. Entonces S es una sucesion de Sturm en [a,b] para

Demostracion. La primera condicion de la definicién de sucesién de Sturm se cumple por definiciéon y por el
lema 2.2 sabemos que si f1 = f{ entonces la cuarta condicién se cumple. El algoritmo de la divisién euclidiana
termina con el maximo comun divisor polinomial, asi que el lema 2.5 muestra que el maximo comun divisor

polinomial es de la forma
n

IVer la seccién 3.8 de [Bir97]



2.2. TEOREMA DE STURM 29

donde «; son las raices de f y k; sus multiplicidades. Como f sélo tiene raices simple se sigue que k; = 1
para cada i y M es una constante. Esto muestra que el algoritmo termina con un polinomio constante por
lo que se cumple la segunda condicién. Para probar la condicién restante primero probaremos que fo y fi
no pueden tener raices comunes. Para ver esto supongamos que fo(a) = 0 entonces

fo(z) = (z = a)q(),

donde ¢ es un polinomio que no se anula en a. Se sigue que

fi(z) = folz) = q(x) + (z — a)q'(z),

por lo cual fi(a) = ¢(a) # 0. Para concluir que se cumple la tercera propiedad utilizamos que, como
fix1 = —rem(fi—1, f;), se cumple que

fie1 = figi — fit1,
donde g; es algtin polinomio. Si « es un cero de f; entonces
fic1(a) = = fir1(a),

por lo que basta probar que las f; no pueden compartir ceros. Probaremos por induccién que si f;—1(a) =0
entonces f;—i(a) = 0 para cada k < i. Se cumple que

fi—o = fic19i—1 — fi,

por lo que si f;—i(a) = 0 entonces f;_2(a) = 0. Supongamos que f;_;(a) = 0 para cada j < k con k < i fija.
Como
Jicks1) = fickGi—k — fice—1)

y fick(@) = fi—(e—1)(a) = 0 se sigue que f;_(r41)(a) = 0. Esto termina la induccién. Como f; r(a) =0
para cada k < 4, en particular, fy y fi tienen ceros en comun, que es una contradiccién.
O]

Ejemplo 2.1. Como ejemplo consideremos f(z) = (x —1)(x —2) = 2% — 32 + 2. Tenemos que f'(x) = 22 —3
y se verifica que

1 3 1 1 3 1
= 2 — = — —_ = — —_— = — — = / —_ =
flx)=2a*—-3x+2 <2z 4) (2z — 3) 1 <2z 4)f(:17) 7
por lo que rem(f, f') = —% v la sucesién de Sturm que genera el teorema anterior para esta funcién es

fo=12*-3x+2,

f1:2m_3a
1
f221~

Como los ceros de f son 1y 2 podemos considerar los valores de w(x) en 0, % y 3. Tenemos que

S(0) = <2, 3, i) ,
Q- (20D
5(3) = (2,3, i) ,

por lo que w(0) =2, w(3) =1 y w(3) = 0, comprobéndose que f tiene dos ceros [0,3] y que el valor de w(x)
disminuye por 1 al cruzar cada cero de f. En la figura 2.1 se ilustra este ejemplo.
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Figura 2.1: Gréficas de f(z) (azul) y w(z) (rojo).

Concluimos esta seccién con la versién general del teorema de Sturm. Esta versiéon no nos genera una
sucesién de Sturm para un polinomio, pero si determina el nimero de ceros de un polinomio en un intervalo,
ain si el polinomio tiene raices multiples.

Teorema 2.7 (de Sturm). Sea f un polinomio en [a,b] tal que f(a)f(b) # 0. Denotemos el residuo de la
division euclidiana de f; y fi—1 por rem(fi—1, fi) y sea S la sucesién finita de polinomios definida por

fO = fa
fi=1f,
fit1 = —rem(fi—1, fi),

concluyendo en f, el mdximo comin divisor de f y f'. Entonces el nimero de ceros distintos de f en [a,b]
estd dado por w(a) —w(b), donde w(z) =V (S(x)).

Demostracion. Primero veamos que como f, divide a fy y f1 también divide a f; para cada i. La prueba es
por induccién. El caso base se cumple porque f,, divide a fy. Si f,, divide a f; para ¢ < j < n, se sigue de la
definicion de f;1+1 que

fi-1 = figi — fitr,
por lo que

fiv1 = figi — fi-1,

que es divisible entre f, porque f;_1 y f; lo son. Se sigue que la sucesién de polinomios definida por

AL
fi=+

estd bien definida. El lema 2.5 implica que el polinomio fo tiene las mismas raices que fy pero todas sus
raices son simples. Como a y b no son raices de fy entonces tampoco son raices de f,, por lo que la variacién
de la sucesion finita

= fila)

fi(a) - fn(a)

es la misma que de la sucesién (f;(a)). Esto se debe a que si f,(a) > 0 entonces los términos de ambas
sucesiones tienen el mismo signo y por lo tanto la misma variacién y si fy,(a) < 0 los términos de la sucesién
tienen signos opuestos y el ntiimero de cambios de signos es el mismo. Un argumento andlogo muestra que
lo mismo pasa con f;(b). El teorema se seguird de la versién para raices simples si podemos probar que
(fo,---, fn) es una sucesién de Sturm para fy. Verificamos las cuatro condiciones:
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1. Se cumple por definicién de la sucesion.
2. fn = % =1 por lo que no se anula en [a, b].

3. Sii < s tenemos por definicién que ~ B 3
fim1 = figi — fita.
Si fi(a) = 0 entonces f;_1(a) = —fiy1(a), por lo que si ninguno de los polinomios es cero en « se
cumple esta condicién. Se cumple que

fz‘ = fi+1gi+1 - fi+27

por lo que si fi+1(a) = 0 entonces f;+2(a) = 0 y, de manera recursiva, fi+k(a) = 0, obteniendo que
fn(a) = 0 contradiciendo la primera condicién.

4. Sea « un cero de fj, entonces
fo=(z—a)*h,
con h un polinomio tal que h(a) # 0y, por la prueba del lema 2.5,
fi=(-a)"'Q,
con @ un polinomio tal que Q(«) # 0. De derivar a fy obtenemos que
fi=(z—a)*n' + k(z — a)*1h,
por lo cual

- W kh

Esto implica que

ffi = (e =g (o -0+ )
hH h2
=(x— a)Q@ + k(x a)@
- xézo‘ (h? + (z — a)hh').

Si |z — «a|< € el factor hh' estd acotado, por lo que haciendo € lo suficientemente pequeno el término
constante domina y el signo de fof1 es igual al signo de (x — a)g—z, por lo que

fofila=€) <0 vy fofila+e) >0
para e suficientemente pequena.
Esto completa la prueba. O
Como parte de la prueba del Teorema probamos el siguiente corolario:

Corolario 2.8. Sean f un polinomio en [a,b] tal que f(a)f(b) # 0 y fn el mdzimo comiin divisor de f y f'.

Si (fo,---, fn) es la sucesidn del teorema 2.7 entonces la sucesion (fo, ..., fn) definida por
=t
In

es una sucesion de Sturm para f en [a,b].

Vale la pena notar que la sucesion del teorema no es una sucesion de Sturm, pero se puede utilizar para
determinar el nimero de ceros distintos de f de todas formas. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.2. Consideremos el polinomio
fox) = (z —1)*(z — 2) = 2® — 4% + 5z — 2

con derivada

filz) =322 —8x+5=3(x—1) (zg)

por lo que fo(x) = —rem(fo, f1) = %(x — 1), verificindose que f> es un multiplo escalar de x — 1 que

es el mdximo comin divisor de f y f’. Notamos que tanto fy y f1 tienen una raiz en x = 1, por lo que
S(z) = (fo(z), f1(z), f2(z)) no es una sucesién de Sturm. Sin embargo, tenemos que

S(0) = (-2,5,-3)

S(3) = (4,8,3) ,

por lo que w(0) =2y w(3) = 0, de donde concluimos que el niimero de ceros de f en [0, 3] es w(0) —w(3) = 2.
Ahora construimos la sucesién de f;’s como en el teorema y obtenemos que

fole) = S 3w +2) = S (@~ )(z - 2),

fi(z) = g(3z —5)

y -

f2 (:TJ) = ]-a
la cual si es una sucesiéon de Sturm para fo. Comparando esta sucesion con la del ejemplo anterior notamos
que ambas empiezan con el mismo polinomio, salvo una constante, pero el segundo término de la sucesién
es diferente.

2.3. Ceros de Polinomios en Intervalos No Acotados

Notemos que el teorema 2.4 es vélido sélo si el intervalo del enunciado es acotado. En esta seccién
extenderemos el teorema al caso en el que el intervalo no es acotado. Comenzamos con un lema.

Lema 2.9. Sean P(z) = Y1 ja;x" cona, #0y M = ﬁ S lail=1+ \T1| S o lail. Siaes un cero de
P entonces |a|< M.

Demostracion. Para la demostracion utilizaremos el Teorema de Rouché. Consideremos las funciones
n n—1
n D 1 7 n 1 7
glz)=2" y P(m)z—g Gzt =z _|_7E a;x
an “ an ©
1=0 1=0

y notamos que ]? tiene los mismos ceros que P ya que es un multiplo escalar de P. Ahora estimamos la
diferencia entre Py g:

n—1
_ 1 .
P . — n - ; i n
|P(x) — g(z)| "+ o E a;xt —x

™ i=0

n—1
< 3 a2
0] 21
=0

1 n—1
<@ > lail|at+1.
n .

=0
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Si |z|= M > 1 entonces 1 < |z|"~! y |z|*< |z|"~! si i < n — 1, por lo cual

n—1
D 1 n— n— n
|P(z) — g(z)] < (a Z|ai|+1> 2" = Mlz[" " = fa|"= |g(2)].
=0

La cuenta anterior muestra que se cumplen las hipétesis del teorema de Rouché para P, gy 0By (0), por lo
que Py g tienen el mismo nimero de ceros en Bjs(0). Como g tiene un cero de orden n en 0 se sigue que
P tiene sus n ceros en By (0) y por lo tanto P también. O

Teorema 2.10. Sean P un polinomio con coeficientes reales, (fo,..., fn) una sucesion de Sturm para P,
w(+400) la variacién de la sucesidn de coeficientes principales de f;(x) y w(—00) la variacion de la sucesion
de coeficientes principales de f;(—x), entonces el nimero de raices reales de P es w(—00) — w(+00).

Demostracion. Aplicando el lema anterior a cada uno de los polinomios f; obtenemos constantes M; que
acotan los ceros del polinomio respectivo, por lo que la constante M = méax{M;} es tal que todos los ceros de
cada f; estdn contenidos en (—M, M). Se sigue que ninguno de los polinomios cambia de signo fuera de este
intervalo, mas atn, el signo de f;(£M) es el mismo que el del coeficiente principal de f;(£x). Concluimos que
w(£M) = w(£o0) y de aplicar el teorema (2.4) a la sucesién de Sturm (fy, ..., f») en el intervalo [—M, M]
obtenemos que el nimero de ceros de P es igual a

w(—M) —w(M) = w(—00) — w(+00).

2.4. Polinomios de Chebyshev

En esta seccién probaremos algunas propiedades elementales de los polinomios de Chebyshev. Principal-
mente veremos que se pueden utilizar para escribir polinomios trigonométricos en coseno en polinomios de
una variable evaluados en coseno. Utilizando esta técnica podemos aplicar los teoremas de la secciones pasa-
das para determinar el ntimero de ceros de un polinomio trigonométrico. La técnica se basa en la siguiente
proposicién:

Proposicion 2.11. cnp se puede escribir como un polinomio de grado n en cp.
Demostracion. Se cumple que
cng = Re(e?)
= Re((e")")
= Re (cp + isp)™

= Re ; (Z) ke iF sk,

A la parte real contribuyen sélo los términos con k par, por lo que haciendo k = 2j obtenemos que

]

g

AS)

Il
M=

(n) % 2 g2
, 27

J

!

|3
— O

(5,)er0 (=17 (1= ey

=0

<.

expresion que es un polinomio de grado n en cp, probando la proposicion. O

Esta proposicién nos permite hacer la siguiente definicién:
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Definicién 2.3. El n-ésimo polinomio de Chebyshev T, (x) es el polinomio de grado n que satisface la
identidad

T, (cp) = cnep.
La proposiciéon anterior tiene el siguiente corolario importante:

Corolario 2.12. Se cumple que
1]
T.(z) = " (2 — 1R,
k=0

Demostracion. En la prueba de la proposiciéon 2.11 obtuvimos que

enp = L_ZJ (2’3) 2 (“1)T (1 ).

El resultado se sigue de esta ecuacion y de la definicién de los polinomios de Chebyshev. O

Ahora obtenemos los primeros polinomios de Chebyshev. Para esto utilizamos las conocidas férmulas de
angulo multiple del coseno:

20 =2%p — 1,
c3p = 43 — 3ep,
chp = 8ctp — 8 + 1,

por lo cual se cumple que

Ty(x) = 22 — 1,
Ts(z) = 4a® — 3z,
Ty(x) = 8z* — 822 + 1.

Utilizando los polinomios de Chebyshev podemos transformar expresiones de la forma
n
P(@) = Z a"fl/cn(p?
i=0

en polinomios reales de tal forma que al conocer los ceros de una de las funciones podemos conocer los ceros
de la otra. Para esto notamos que

P(yp) = Z ancny = Z anTh(cp),
i=0 i=0
y al hacer = ¢y obtenemos un polinomio definido en [—1, 1] con las propiedades deseadas. Como ejemplo
consideremos el polinomio trigonométrico
P(p) = co+ 3c3p + 2cdep.

Se sigue que

P(p) = Ti(cp) + 3T5(cp) + 2Tu(cp),
por lo que haciendo x = c¢ obtenemos el polinomio real

P(x) = T\ (z) 4 3T3(x) + 2Ty (x)
=z + 3(42% — 3z) + 2(8z* — 822 + 1)
=2 8r — 162% + 122 + 162,



Capitulo 3

Nuevas Clases de Polinomios
D-Hiperbdlicos

En este capitulo aplicamos las técnicas desarrolladas en el capitulo 2 para obtener polinomios D-hiperbdli-
cos con nuevos valores posibles para el indice. Para esto notamos que los polinomios encontrados por Arnold
van perdiendo valores posibles del indice conforme D aumenta. Posteriormente abstraemos la forma de estos
polinomios para proponer nuevas clases de polinomios D-hiperbdlicos que recuperan estos valores perdidos
del indice.

3.1. Objetivo de las Nuevas Clases

En la seccion 1.3 obtuvimos que si D y k son enteros, D — k es un ntmero par y v D < k < D entonces la
funcién

f=rPcos kp=(2* + yQ)D%kRe(x + iy)*

es un polinomio D-hiperbédlico con indice 2 — k. Nos referiremos a esta familia de polinomios como los
polinomios de Arnold. Como D define el grado del polinomio y el indice del polinomio depende tinicamente
de k, la condicién vD < k < D restringe los posibles valores del indice para un grado fijo. Conforme D
aumenta la condicién inferior v/D < k hace que perdamos valores del indice que los polinomios de Arnold
alcanzaban en grados maés bajos. Para ilustrar esto consideramos los polinomios

Pk(z,y) = Re(z +iy)F vy Q"(z,y) = (a® + )",

los cuales cumplen que P*Q™ es un polinomio de Arnold de grado D = k + 2n con indice 2 — k. Se sigue
que si D =7y k = 3 entonces V7 < 3 < 7, por lo que 3 es un valor admisible de k y hay un polinomio
D-hiperbélico con indice —1. Si subimos de grado a D = 9 entonces la desigualdad inferior v/9 < 3 deja
de cumplirse y el polinomio de Arnold correspondiente deja de ser hiperbdlico, por lo que en grado D = 9
perdemos a —1 como valor posible del indice. Esto mismo sucede en grados mas altos para otros valores del
indice como ilustramos en la siguiente tabla, en la cual sélo consideramos D impar y los polinomios en rojo
indican los polinomios de Arnold que dejan de ser hiperbdlicos:

35
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Grado (D)
3 P3
5 P> P3Q
7 P P5%Q P3Q?
9 P' P'Q P5Q? P3P
11 P po%Q  PTQ: P5Q3 P3O
13 P13 pllQ Pp9%Q2 PTQ3  P5QY  P3QS
15 P15 pBQ puQ2 poY3  PTQ*  PQS PRQS
17 P77 pI5Q pBQ2 pUQE pIQt PTQS  PPQS  PRQT
19 Pl plig plg2 p3Q3 plQt pOQs  PTQS PSQT  PRQ®
21 P2 pYQ pUQ2 psQ3 pBQL plUQs poQs PTQT PSQE P3Q°

Esta tabla la resumimos en la siguiente, la cual indica los valores perdidos del indice en cada grado.

Grado (D) Indices perdidos

3,5,7 ——
9,11,13 -1
15,17,19 ~1, -3

21 -1, -3,-5

Lo que buscamos ahora son polinomios D-hiperbdlicos que recuperen estos valores del indice para poder
identificar nuevas componentes conexas en el espacio de polinomios correspondiente. Para esto observamos
que los polinomios de Arnold se pueden escribir como P*Q™ donde P* define el indice y Q" “empuja” este
valor del indice a un espacio de polinomios de grado mayor. Basados en esta observacién buscamos obtener
nuevas clases de polinomios definidas por un factor que defina el indice y un factor que eleve el grado sin
perder la hiperbolicidad y de esta manera recuperar los valores perdidos del indice en los polinomios de
Arnold. Con este fin consideramos la familia de polinomios

R2n(l,7y) — x2n + y2n

para reemplazar a la familia Q™ con el propédsito de elevar el grado de los polinomios. No estamos dando
por hecho que el indice sea el mismo cuando multiplicamos por otro polinomio ya que esto no es en general
cierto. En cada caso probaremos de manera independiente que el indice no cambia.

Como el primer valor del indice que se pierde es —1, que se corresponde con k = 3, resulta natural
considerar a P3 como el polinomio que define el indice y utilizar a R?" para elevar el grado. Este valor del
fndice se pierde en el grado D = 9, por lo que nos interesa que P3RS sea hiperbélico. En este caso tenemos
que

PPR%(x,y) = (2° — 3xy?)(2° +4°)

y se verifica que su hessiano es
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h(x,y) = —144(32' + 72'2y? — 152'%* 4 10028y°® — 13325¢® 4 21910 + 22y'? + 4y)

que cumple que h(1,1) = 4680 > 0, por lo que P3R° no es hiperbdlico.

Este ejemplo ilustra que también es necesario reemplazar los polinomios P* por otra familia de polinomios
P*. Esta familia no la construiremos en general, sino que trataremos tnicamente los casos k = 3y k = 5,
para los cuales obtendremos los polinomios p3 y P’ perturbando los coeficientes de P3 y P° de manera
adecuada.

3.2. Clase P3R™

Las cuentas de esta seccion se hicieron en Mathematica y se encuentran en el apéndice B. La verificacién
de que P3RS es hiperbdlico se encuentra en B.2 y la verificacién de que su indice es —1 se encuentra en B.4.
La perturbacién de P* que consideraremos para k = 3 es

P (z,y) = 2® — zy’.

En coordenadas polares este polinomio se puede escribir como

P(r,p) = rep(p — s%p)
=320 — cp).

Se sigue que en coordenadas polares el polinomio P3R?" tiene la forma

PPR(r,0) = r*"12(26%0 — cp) (o + 579),
por lo que su parte angular es
falp) = 2% — cp) (™o + 5™ ).

Queremos ver que esta funcién satisface el criterio de hiperbolicidad del teorema 1.2. En este caso tenemos
que D = 2n + 3 y debemos calcular hy, = D?f2 + Df, f — (D — 1) f!2. Tras una simplificacién utilizando
polinomios de Chebyshev obtenemos que

haon () = (1 — 0290)%(4”_2)(2(2n — 1)1 = )220 + 1) — 6n) — 2(2n + 2c%p + 1)c* "
+ (1= )2 (n(dn(n +1) = 1) + 1)(8c'p — 8o + 1)
+(n—1)(2n +1)(2n + 3) + 2(2c%p — 1))c*"¢p.
De esta expresién lo importante es notar que sélo hay potencias pares de cp, por lo que podemos hacer la
sustitucion 2 = c?¢ y obtener un polinomio definido en [0, 1]. Si llamamos p,,(z) a este polinomio obtenemos
que
() = =222 (2n 4 22 + 1) + 2" ((n(4n(n + 1) — 1) + 1)(82? — 8z + 1)
+(n—-12n+1)(2n+3) +2(2z — 1))(1 —z)"*
+(2(2n —1)(1 — 2)(2z + 1) — 6n)(1 — 2)* L.

Si consideramos n = 3 obtenemos el polinomio p3 que se corresponde con P3R% y obtenemos que

p3(z) = 115227 — 352825 + 392425 — 20042 + 54623 — 15022 + 50z — 8.

Se verifica directamente que ni 0 ni 1 son ceros de ps, por lo que podemos utilizar el teorema 2.7 para obtener
que la sucesién S3(z) de 7 polinomios, la cual no escribo explicitamente debido a su tamafio. Como sélo nos
interesan los signos de los elementos de sucesiones finitas, de ahora en adelante pondremos sélo 1 y —1 para
denotar el signo de la entrada correspondiente. Esta sucesién cumple que
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S3(0) = (—=1,1,1,-1,1,-1, -1, 1)

53(1) = (_17 _1a 1,1, _1a 1,1, _1)7

por lo que w3(1) = w3(0) = 4 y p3(x) no tiene ningin cero en [0,1]. Como p3(0) = —8 < 0 y ps no tiene
ceros en el intervalo concluimos que ps es estrictamente negativo y por lo tanto hg también lo es, de donde
concluimos que P3RS es un polinomio de 9-hiperbdlico.

Haciendo un programa analogo al que se muestra en el apéndice B.2 se puede verificar que lo mismo pasa
hasta, al menos, n = 11.

Para verificar que P3RS tiene fndice —1 calculamos la derivada de su parte angular y obtenemos que

Falp) = s()((1 = 6c%p) (s> + ™) + 2nc2p(cps™ 2p — ")),
en la cual podemos sustituir s2¢ por 1 — c?¢ y c2p por 2c?p — 1 para obtener que
Falp) = sp(1 = 6%0) (™o + (1 = p)") + 2n(2¢%p — 1)(Pp(1 = 2p)" 71 = ™).
Notamos que f/,(¢) = sp eg(c?p) donde e es el polinomio
eo(r) = (1 —62)(z" + (1 —2)™) + 2n(2z — 1)(x(1 — z)" "1 — 2™).

Cuando n = 3 obtenemos que
eo(x) = —422° 4+ 4522 — 152 + 1

y aplicando el teorema 2.7 a este polinomio obtenemos la sucesién de polinomios S(z) = (eo(z), e1(x), e2(x), e3(x))
con

e1(z) = 12622 + 90z — 15

11 5
e2(@) = 93— 77

3423
63(1’) = W

Se sigue que
S(0) = (1,-1,1,1)

S(1) = (-1,-1,1,1).

Se observa que w(0) —w(1) =1 por lo que ey tiene un cero en [0, 1]. Se verifica inmediatamente que ni 0 ni
1 son raices de eq, por lo que si z es el cero de eg en [0, 1] la ecuacién cQLp = x( tiene cuatro soluciones en
[0,27). Esto implica que f5(p) = sp eg(c?p) se anula al menos cuatro veces en [0,27). Como 1 no es rafz de
eg entonces eg(c?p) # 0 en ¢ = 0,7, por lo que los ceros de sy son distintos de los cuatro ceros de eg(c?¢)
y f4 se anula exactamente 6 veces en [0, 27). Aplicando el teorema 1.4 concluimos que el indice de P3RS es
—1.

3.3. Clase P°R*"

u i6 ici i u éndi . veri i6
Las cuentas de esta seccién se hicieron en Mathematica y se encuentran en el apéndice B. La verificacién
de que P5 R es hiperbdlico se encuentra en B.3 y la verificacién de que su indice es —3 se encuentra en B.4.
La perturbacién de P*¥ que consideraremos para k = 5 es

P (x,y) = z° — 152%y% + 152y*.

Se sigue que 5
P5R2"(x, y) = (x5 — 152%y% + 151:y4)(x2" + yQ").
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Para probar la hiperbolicidad de estos polinomios calculamos el hessiano directamente para obtener que

4
Hessy(x,y) :y—z(—(—15(2n2 + 50 4 3)y%2? 2 4 (2n? + 9n + 10)2*" T 4 15n(2n + 1)y*2?™ + 102%y?" — 4522y*"2)

(15(2n% + 3n + 1)a?y? 2 — 15(2n2 + Tn + 6)y*" T — 90y*2®" + 1592222 — n(2n — 1)zy®")
—25(6(2n + 1)y*z?™ — 3(2n + 3)y22x?" ™2 + naty®™ — 9(n + 1)2y*" 2 + 3(n + 2)y*")?)
Ahora consideramos las rectas y = ax para todos los valores posibles de a y evaluamos a Hess,, en estas

rectas. De esta manera obtenemos polinomios en una variable y queremos probar que estos polinomios son
negativos para cualquier valor de a. Lo que obtenemos es

Hessy(z,ax) = — 4((15a*n(2n + 1) — 15a%(2n* 4+ 5n + 3) + 2n% + 9n + 10) — 5(9a* — 2)a*")
(—15a%((2n* + Tn + 6)a®™ + 6) + 15((2n* 4+ 3n 4+ 1)a®" + 1) — n(2n — 1)a*"~?)
—25(3a®((n + 2)a®" + (4n + 2)) — 3a(3(n + 1)a®" + (2n + 3)) + na®** 1))z e,
Notamos que en esta expresion el primer y segundo renglén consisten de un sélo sumando donde el primer

renglon es un factor y el segundo es otro, mientras que el tercer renglén es un segundo sumando. Con esto
en mente, de examinar con cuidado esta expresiéon vemos que

Hessy, (z, ax) = gn(a)zi™o

)

donde g,, es un polinomio de grado 4n 4+ 6. Como la potencia de x que multiplica a g, es par este factor es
positivo, por lo que basta ver que g,, es negativo en R para que PSR gea, hiperbdlico.

Los polinomios de Arnold pierden a —3 como valor del indice en grado D = 15, por lo que nos interesa
considerar PP R'%, que se corresponde con n = 5. Obtenemos que

gs(a) = —100(63a%® 4 27a** 4 1144 — 9a*° 4 a'® — 6039a'® 4 1256444
— 6963a'? 4 840a'® — 27a® + 1984° — 63a* + 63a> + 9).

Como el polinomio esta definido en un intervalo no acotado utilizaremos el teorema 2.10 y el corolario 2.8.
En este caso obtenemos una sucesién Sy (x) consistente de 27 polinomios, el ultimo de los cuales es constante,
por lo que la sucesiéon misma es una sucesién de Sturm para gs y obtenemos que

Ss(c0) = (-1,-1,1,-1,—-1,-1,-1,1,-1,—-1,-1,-1,1,-1,—-1,-1,-1,1,—-1,—-1,1,—-1,-1,1, -1, —1,1)

Ss(—o00) = (~1,1,1,1,-1,1,-1,—1,-1,1,-1,1,1,1,—-1,1,-1,-1,—1,1,1,1, -1, —-1,-1,1,1),

por lo que w(oo) = w(—o0) = 13 y g5 no tiene ningtin cero real. Como g5(0) = —900 se sigue que gs es
estrictamente negativo y P°R' es hiperbdlico.
Para verificar que el indice de PSR!0 tiene fndice —3 partimos de su parte angular

Fn(0) = cp(15c¢3p — 60cCp 4 106 — 752 (t) + 15)(s2™ (1) 4+ ")
y obtenemos que

fh(p) = — 250 (60cp — 180c* @ 4 212¢%(t) — 75)c(c*™p + (1 — Zp)™)
— (15c%p — 60c8p + 106¢*p — 75¢% @ 4 15) (*™p + (1 — c*p)™)
+2n(15c%p — 60c5p + 106 o — T5c%p + 15)(Po(1 — )"t — 2"p).

Al igual que en el caso anterior se cumple que f (@) = s ho(c?¢) donde ho(z) es el polinomio dado por

ho(x) = — 5(27x* — 842 + 10622 — 45z + 3) (2™ + (1 — z)™)
— 2n(152% — 6023 + 1062% — 752 + 15) (2™ + (—1)"x(1 — z)"1).
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Cuando n = 5 obtenemos que
ho(z) = —5(255x% — 135027 4 332825 — 464225 4 3960z* — 208623 + 63122 — 90z + 3).
Aplicando el teorema 2.7 obtenemos una sucesién S(x) de 7 polinomios de tal manera que

S(O) = (_17 1? _17 _17 17 1; _17 17 1)

S(l) = (_]—7 _1a ]-7 ]-7 ]-7 _]-7 _]-7 _]-7 1)7

por lo que hg tiene 2 ceros en [0,1]. Un argumento andlogo al del caso anterior nos permite concluir que 1t
se anula 10 veces [0,27) y por el teorema 1.4 PSR tiene {ndice —3.

3.4. Discusion de las Nuevas Clases

De los ejemplos que dimos de las clases P3R2n y P5R?™ 1o podemos concluir que el método expuesto
funcione, pero los resultados obtenidos son prometedores en esta direccion. La intuicién de “empujar” indices
a espacios de polinomios de grado mayor parece ser correcta, pero es necesario determinar las condiciones
necesarias para garantizar por un lado que el polinomio obtenido sigue siendo hiperbdlico y por otro lado
que el indice no se altera al llevar al polinomio a un espacio de grado mayor. Una vez que se determinen estas
condiciones serd posible definir de manera general a las familias P*. Hasta ahora definimos estas familias
perturbando la familia P*, es decir, hicimos

Pk = Pk 4 OF.

La eleccién las perturbaciones OF fue por prueba y error. Al notar que cada P* contiene un término de
la forma z*, permitimos que OF contuviera los mismos términos que P*, excepto z*, pero con coeficientes
distintos.

Una vez que obtengamos resultados que nos permitan elegir adecuadamente la familia P* podemos aplicar
los métodos expuestos en este trabajo para determinar la hiperbolicidad de los polinomios y demostrar que
tienen el indice adecuado. Para trabajar con P2R?" y P5R2?" utilizamos dos métodos distintos. En el caso de
P3R2" ytilizamos polinomios de Chebyshev para reducir el problema a encontrar los ceros de un polinomio
en un intervalo acotado. La ventaja de este método es que el teorema 2.7 se puede aplicar directamente.
Desafortunadamente este método no se puede aplicar a cualquier polinomio P = P F ya que se necesita que
la funcién h(F') dependa sélo de coseno. Este no es el caso, por ejemplo, en la familia P5R?", donde no se
puede aplicar este método. El método utilizado para estudiar la familia P> R?" consisti6 en “proyectivizar”
el hessiano del polinomio estudiando su comportamiento en las rectas y = ax para todos los valores posibles
de a. Este método tiene la virtud de poder aplicarse a cualquier polinomio, pero tiene la desventaja de que
el polinomio que se estudia esta definido en un intervalo no acotado. Esto nos impide aplicar el teorema 2.7
y en su lugar necesitamos aplicar el corolario 2.8 y el teorema 2.10, lo cual complica significativamente el
procedimiento. Concluimos que, de ser aplicable, el método de polinomios de Chebyshev es preferible, pero
falta determinar si es posible elegir a la familia P* de tal manera que este método sea 1til. En caso de que
esto no sea posible podemos utilizar el método de la proyectivizacién cuya aplicabilidad no depende de la
forma de los polinomios.



Apéndice A

Series de Fourier e Identidades
Trigonométricas

Las pruebas de los resultados de este apéndice se pueden encontrar en [Fol92] o [Car00]. Una serie de
Fourier es una serie de la forma
(o]
ag
> + Z(ak ckx + by, skx).
k=1
El problema bésico de series de Fourier es saber cuando una funcién periédica f se puede escribir como una

serie de Fourier.
Tenemos las siguientes integrales, conocidas como las relaciones de ortogonalidad de sin y cos:

s
/ cmx snx dr = 0,

—T

T T
/ cmx enx dr = / smz snx dx = Ty

—T —T

De estas relaciones se sigue que si f se puede escribir como una serie de Fourier entonces los coeficientes de

la serie son

Il

\
=
2
o
>
&
.
B

ag

Definimos .
a
Sn(f) = 50 + E (ar ckx + by, skx)

con los coeficientes antes definidos, converja a f o no.
Denotaremos por T, a los polinomios trigonométricos de grado n. Se cumple que

T = Span({1,cx, ..., cnx, sx,...,snx}).

Teorema A.1. Se cumplen las siguientes propiedades:

1anf |f = Tle=|f — Su(f)l2-
TeT,

2. 1Sn(f)l2< |fl2 (Desigualdad de Bessel).
8. G+ X (ag +07) < 2113
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Teorema A.2. Si f € L?([0,27),\) con X la medida de Lebesque entonces Sy, (f) converge a f en L*([0,27), A).

Teorema A.3. Sea f una funcidn periddica, continua, diferenciable a trozos y con derivada acotada, en-
tonces Sy (f) — [ uniformemente.

Probaremos la siguiente proposicion que se utiliza en la prueba del teorema 2.1

Proposicion A.4. Se cumple que
a cos x4+ b sinx = c cos(x + )

con )
c=sgn(a)Va?2+b> y ¢ =arctan <—> ,
a

Demostracion. Sea ¢ como en el enunciado de la proposicién. Utilizando la identidad del coseno de una
suma obtenemos que
cos(x + @) = cos T cos p — sin T sin p. (A1)

Utilizando la definicién de ¢ y las identidades

. T 1
sinarctan r = —— 'y cos arctan ¥ = ———
V1+ 22

V1+ 22

obtenemos que

o8 0 — 1 _la]  asgn(a)
7 \/1+b§ Va2 +02 Va2 + b2
Y b b
sin = —2 asgn(a) _ bsgn(a)

avVaZ+2 Ve +b2

Sustituyendo en A.1 obtenemos que

a sgn(a) b sgn(a) . sgn(a)
= =008+ 55N T = —FF—=
va? +b? Va? + b2 Va? +b?

De despejar se sigue el resultado. O

cos(z + ) (a cos x + b sin x).



Apéndice B

Calculos con Mathematica

B.1. Criterio de Hiperbolicidad

In[1]:= -F[r-, t] = r~D F[t]
ouri= rP F[t]

niz= dxf = Cos[t] D[f[r, t], r] - (1/r) Sin[t] D[f[r, t], t];
dyf = Sin[t] D[f[r, t], r] + (1/r) Cos[t] D[f[r, t], t];

4= dxxf = Cos[t] D[dxf, r] - (1/r) Sin[t] D[dxf, t] // Simplify
‘1 . : : 3
oup= r2*0 [—D (D+(-2+D) Cos[2t]) F[t] - (-1+D) Sin[2t] F/[t] +Sin[t]2F’[t]
el : )
- dyyf = Sin[t] D[dyf, r] + (1/r) Cos[t] D[dyf, t] // Simplify

1 . . . g
=20 l——D (-D+ (-2+D) Cos[2t]) F[t] +Cos[t] (2 (-1+D) Sin[t] F'[t] +Cos[t] F"[t])
g ; £

|
')

= dxyf = Sin[t] D[dxf, r] + (1/r) Cos[t] D[dxf, t] // Simplify
1 . . .
oue= —r 2P ((-2+D) DF[t] Sin[2t] +2 (-1+D) Cos[2t] F'[t] -Sin[2t] F'[t])
" ik .
nn= ( (dxxf) (dyyf) - (dxyf)~2) // Simplify
our (-1+D) r™*2P (D*F[t]%- (-1+D) F'[t]>+DF[t] F’[t])

!
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B.2. Clase P3R™

Partimos de la parte angularde P3R2n

= F[t] = (-Cos[t] +2Cos[t]~3) (Cos[t]" (2#n) +Sin[t]" (2xn))
oupr (-Cos[t] +2Cos[t]3) (Cos[t]2" +Sin[t]2")

Calculamos las derivadas de F

mg= F1[t] = D[F[t], t] // Simplify
o Sin[t] ((1-6Cos[t]?) (Cos[t]®"+Sin[t]?"] +2nCos[2t] (-Cos[t]®"+ Cos[t]?Sin[t] >?"))

rio= F2[t] = D[F1[t], t] // Simplify

ouios —6 Cos[t]32" + Cos [t]™2" (7+10n-6 (1+2n) Cos[2t]] +

2nCos[t] 2" (-1+2nCos[2t]) Sin[t)*-Cos[t] (-7-2n+ (6+4n) Cos[2t]] Sin[t]*"+
2Cos[t]?Sin[t]#2" (-5n+2n (2+n) Cos[2t] -3Sin[t]?)

Calculamos la funcion h(F) = DA2 FA2 + DFF” -(D-1)(F’)A2. En este caso D=2n+3.
nin= h[t] = (2n+3)*2F[t]1*2 + (2n+3) F[t] «F2[t] - (2n+2) F1[t] "2 // FullSimplify
ourtt= -2Cos[t]*" (2+2n+Cos[2t]) +

Cos[t]®" ((-1+n) (1+2n) (3+2n)+2Cos[2t] + (1+n(-1+4n (1+n])) Cos[4t])Sin[t] 2"+
Sin[t]™2**" (-6n+2 (-1+2n) (2+Cos[21t]) Sin[t]?)

Reemplazamos las potencias pares de Sin por 1-CosA2
niz= h2[t] = (h[t] /. Sin[t] -> Sqrt[1-Cos[t]~2])
outize -2 Cos[t]*" (2+2n+Cos[2t]) +

21%[ 2+4n)
/

(1-Cos[t] (-6n+2 (-1+2n) (1-Cos[t]?) (2+Cos[2t])) +Cos[t]>"

(1-cos[t]2)z >*™ ((-1+n) (1+2n) (3+2n) +2Cos[2t] + (1+n (-1+4n (1+n))) Cos[4t])

Utilizamos polinomios de Chebyshev para sélo aparezcan potencias de Cos en esta expresion
nta= h3[t] = h2[t] /. {Cos[2t] -> ChebyshevT[2, Cos[t]], Cos[4 t] -> ChebyshevT[4, Cos[t]]}

oupiar -2 Cos[t]*" (1+2n+2Cos[t]?) +

(-2+4n)

(-6n+2 (-1+2n) (1-Cos[t]?) (1+2Cos[t]?)) +

\ oA

{1—Cos[t]2)§

(-2+2 n})

cOs[t]Z“(l-cOs[t]z)f ((-1+n) (1+2n) (3+2n)+

2(-1+2Cos[t]?) + (1+n(-1+4n(1+n))) (1-8Cos[t]®+8Cos[t]?])

!

Sustituimos x=CosA2 en la expresién anterior para obtener el polinomio con el que trabajaremos

nea= Px] = (-2 (Cos[t]2)2" (1+2n+2Cos[t]?) +
(1-cos[t]?)*™* (-6n+2 (-1+2n) (1-Cos[t]?) (1+2Cos[t]?)) +
(Cos[t]?) " (1-Cos[t]2)““ ((-1+n) (1+2n) (3+2n) +2 (-1+2Cos[t]?) +
(1+n(-1+4n(1+n))) (1-8Cos[t]2+8x2))) /. Cos[t]% - x
oual= -2 x2"° {1+2n+2x) + {l—x) 1i2n (—6n+2 (—1+2n) (l—x) (1+2x]) +
(1-%)""x" ((-1+n) (1+2n) (3+2n) +2(-1+2x) + (1+n(-1+4n(1+n))) (1-8x+8x?))

Hacemos n=3 para trabajar con P3R6
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out[15]

In[16]:

Out[16]

Out[17]

Out[18]

Out[19]

Out[20]

Out[21]

Out[22]

Out[23]

In[29]:=

Out30]

Out[31]

P3[x] = Expand[P[x] /. n » 3]
-8 +50 x -150 %2 + 546 x> - 2004 x* + 3924 x> - 3528 x® + 1152 x’

Obtenemos la sucesion del teorema de Sturm para este polinomio

e@[x] = P3[x]
el[x] =D[e@[x], x]
e2[x] = -PolynomialRemainder [e@[x], el[x], x]

n

e3[x] = -PolynomialRemainder[el([x], e2[x], x]
e4[x] = -PolynomialRemainder[e2[x], e3[x], x]
e5[x] = -PolynomialRemainder[e3[x], ed[x], x]
e6[x] = -PolynomialRemainder[ed[x], e5[x], x]
e7[x] = -PolynomialRemainder [e5[x], e6[x], x]

-8 +50 x-150 x% +546 x> - 2004 x* + 3924 x° - 3528 x% + 1152 x’

50 - 300 x + 1638 x2 - 8016 x> + 19620 x* - 21168 x° + 8064 x°

39 675x 267x? ; 10287x* 1413x°
— - S +189 x° - +
8 28 56 28 7
5096492 31303032x 67892580x? 52475376x> 6299928 x*
. , . . <
24649 24649 24649 24649 24649

24302765750984 48550921346680x 100697 654169687 x> 68586688404 382 x3
- n =
22968225003 7656075001 7656075001 7656075001

17454513 648439236821220 76855455462728638020600x 59015561007 176134946478 x2

- n -
47711203 560791394145 369 47711 203560791394 145 369 47711 203560791394 145 369

10722224783 390283309624928249172278 30448 236906762944 697 865294437 472600 x
- +
17333923338199600606556121611961 17333923338199600606556121611961
116657518596976091 965469 8610086 025 359531 253921

2428924082655711159609 825426595 802985918 005 000

Evaluamos en 0y 1 preservando sélo los signos

Sturm3[x] = {Sign[e@[x]], Sign[el[x]], Sign[e2[x]],

Sign[e3[x]], Sign[e4[x]], Sign[e5[x]], Sign[e6[x]], Sign[e7[x]]};
Sturm3([x] /. x> @
Sturm3([x] /. x> 1

{—1, 1) 1) _1J 1) _11 _1) _1}

{—1, _11 1) 1) _11 1) 11 _1}



46

B.3.

Clase P°R2"

Partimos de P5R2n
P5[x, ¥y] = x*5-15x"3y"2+ 15xy"4

>(5—15>(3y2+15xy’1

P5R2n [x, y] = P5[x, y] (x*"+ y?")
(x°-15x3y? + 15xy*) (x®" +y2")

APENDICE B. CALCULOS CON MATHEMATICA

Calculamos las parciales de P5R2n y su hessiano

dxP = D[P5R2n[x, y], x] ;
dyP = D[P5R2n[x, y], ¥] ;
dxxP = D[dxP, x] ;
dyyP = D[dyP, y] ;
dxyP D[dxP, y] ;

[}

n

hess[x, y] = ((dxxP) (dyyP) - (dxyP)~2) //

1 . .
i {-25 (-3 (3+2n) x*2"y?+6 (1+2n) x2"
y

Simplify

yrinxty?n-9 (1+n) x2y212n .3 {2+n]y4'2“)2—

((10+9n+2n%) x*?"-15 (3+5n+2n%) x**2"y? +15n (1+2n) X2 "y* + 10 x* y*" - 45 x7 y2*2")

.{15x2'2“y2—90x2“y4—n {—1+2n] x4 y?

ng

15 (1+3n+2n°) X*y*?" - 15 (6+ 7n+2n) y*2") |

Evaluamos al hessiano en lasrectas y=ax
h[x] = hess[x, y] /.y > a*x // Simplify

1
22

\

4 %8 [-25 (n(ax)2"-3a% ((3+2n)x®"+3 (1

+n) (ax)“) +3at “_2+4n) x2My (_2+n) (ax)zn)jz—

((10+9n+2n*+15a%n (1+2n) -15a% (3+5n+2n?)) x*"-5(-2+9a%) (ax)?")

\

15a* {6x2”+ {_6+?n+2n2) (A )
Hacemos n=5 para trabajar con P5R10
hil@e[x] = h[x] /. n=5// Simplify

-700 (9+63a%-63a*+198a° - 27 a® + 840 a™® -

(-n (-1+2n) (@27 +15a2 (x2"+ (1+3n+202) (ax)2") -

)

6963 a' + 12564 2™ - 6039 2% + a™® - 92°° + 114 a® + 27 a®* + 63 2°%) x*°

Consideramos el polinomio en a que multiplica
gle[a] = hie[x] / (7 x*)

-100 (9+63a’-63a%+198a°-27a% + 840 a2 -

axnr2e

6963 a'? + 12564 a™ - 6039a® + a'® - 9a%% 1 114 a** 1 27 a®* + 63 a*°)

Obtenemos la sucesion del teorema de Sturm para este polinomio.
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n= f@[a] = gl@[a];
f1[a] = D[f@[a], a];
f2[a] = -PolynomialRemainder[f@[a], f1[a], a];
f3[a] = -PolynomialRemainder [fl[a], f2[a], a];
f4[a] = -PolynomialRemainder [f2[a], f3[a], a];
f5[a] = -PolynomialRemainder [f3[a], f4[a], a];
f6[a] = -PolynomialRemainder [f4[a], f5[a], a];
f7[a] = -PolynomialRemainder [f5[a], f6[a], al;
f8[a] = -PolynomialRemainder [f6[a], f7[a], a];
f9[a] = -PolynomialRemainder [f7[a], f8[a], a];
fl@[a] = -PolynomialRemainder [f8[a], f9[a], a];
fll[a] = -PolynomialRemainder [f9[a], f1@[a], a];
fl2[a] = -PolynomialRemainder[fl@[a], fl1[a], a];
fi13[a] = -PolynomialRemainder [f11[a], f12[a], a];
fl4[a] = -PolynomialRemainder [f12[a], f13[a], a];
fi15[a] = -PolynomialRemainder [f13[a], fl14[a], a];
fl6[a] = -PolynomialRemainder[fl14[a], f15[a], a];
f17[a] = -PolynomialRemainder [f15[a], f16[a], a];
fi18[a] = -PolynomialRemainder [f16[a], f17[a], a];
f19[a] = -PolynomialRemainder [f17[a], f18[a], a];
f2@[a] = -PolynomialRemainder [f18[a], f19[a], a];
f21[a] = -PolynomialRemainder [f19[a], f20[a], a];
f22[a] = -PolynomialRemainder [f2@[a], f21[a], a];
f23[a] = -PolynomialRemainder [f21[a], f22[a], a];
f24[a] = -PolynomialRemainder [f22[a], f23[a], a];
f25[a] = -PolynomialRemainder [f23[a], f24[a], a];
f26[a] = -PolynomialRemainder[f24[a], f25[a], a]

ouf- |- 900

Definimos un comando que obtiene el grado de un polinomio

AlgebraicDegree[eqn_, vars_List] := Max[Total[
GroebnerBasis® DistributedTermsList[eqn /. Equal :» Subtract, vars][[1, All, 1]], {2}]]
AlgebraicDegree[eqn_] := AlgebraicDegree[eqn, Variables[eqn]]

Obtenemos las sucesiones de coeficientes principales de S(x) y S(-x) preservando sélo los signos
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- winfty = {Sign[Coefficient[f@[a], a, AlgebraicDegree([f@[a]]]],

Sign[Coefficient[fl[a], a,
Sign[Coefficient[f2[a], a,
al, a,
al, a,

[
Sign[Coefficient [f3[
[
[a], a,
[
[
[

Sign[Coefficient[f
Sign[Coefficient[f
Sign[Coefficient[f
Sign[Coefficient [f

al, a,
al, a,
Sign[Coefficient [f
Sign[Coefficient[f

3
4
5
6
7
8[a], a,
9

[a], a,

APENDICE B. CALCULOS CON MATHEMATICA

AlgebraicDegree[f1[a]]]].,
AlgebraicDegree[f2[a]]]],
AlgebraicDegree[f3[a]]]],
AlgebraicDegree[f4[a]]]],
AlgebraicDegree[f5[a]]]].,
AlgebraicDegree[f6[a]]]].,
AlgebraicDegree[f7[a]]]],
AlgebraicDegree[f8[a]]]],
AlgebraicDegree[f9[a]]]],

[

[ [

[ [

[ [

[ [

[ [

[ [

[ [

[ [

Sign[Coefficient[fl@[a], a, AlgebraicDegree[fl@[a]]]],
Sign[Coefficient[fll[a], a, AlgebraicDegree[fl1l[a]]]].,
Sign[Coefficient[fl2[a], a, AlgebraicDegree[fl2[a]]]].,
Sign[Coefficient[fl3[a], a, AlgebraicDegree[f13[a]]]],
Sign[Coefficient[fl4[a], a, AlgebraicDegree[fl4[a]]]].,
Sign[Coefficient[f15[a], a, AlgebraicDegree[f15[a]]]],
Sign[Coefficient[fl6[a], a, AlgebraicDegree[fl6[a]]]].,
Sign[Coefficient[fl17[a], a, AlgebraicDegree[fl17[a]]]].,
Sign[Coefficient [f18([a], a, AlgebraicDegree[f18[a]]]],
Sign[Coefficient [f19[a], a, AlgebraicDegree[f19[a]]]].,
Sign[Coefficient[f20[a], a, AlgebraicDegree[f20[a]]]],
Sign[Coefficient[f21[a], a, AlgebraicDegree[f21[a]]]].,
Sign[Coefficient[f22[a], a, AlgebraicDegree[f22[a]]]],
Sign[Coefficient[f23[a], a, AlgebraicDegree[f23[a]]]].,
Sign[Coefficient[f24[a], a, AlgebraicDegree[f24[a]]]],
Sign[Coefficient[f25[a], a, AlgebraicDegree[f25[a]]]].,
Sign[Coefficient[f26[a], a, AlgebraicDegree[f26[a]]]]}

oufer= {-1, -1, 1, -1, -1, -1, -1, 1, -1, -1, -1,

’1} 1} ’1.' ’1) ’13 ’1.' 1) ’1} ’1.' 13 ’1} ’1} 1: ’1.' ’1} 1}

(/= wminusinfty = {Sign[Coefficient[f@[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f@[a]]]].,

Sign[Coefficient[fl[a] /.
Sign[Coefficient[f2[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f2[a]]]].,
Sign[Coefficient[f3[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f3[a]]]].,
Sign[Coefficient[f4[a] /. a > -a, a, AlgebraicDegree[f4[a]]]],
Sign[Coefficient[f5[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f5[a]]]].,

[

[

[

a -+ -a, a, AlgebraicDegree([f1[a]]]].,

Sign[Coefficient[f6[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f6[a]]]],
Sign[Coefficient[f7[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f7[a]]]].,
Sign[Coefficient[f8[a] /.
Sign[Coefficient[f9[a] /. a > -a, a, AlgebraicDegree[f9[a]]]],

Sign[Coefficient[fl@[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[fl@[a]]]],

a- -a, a, AlgebraicDegree([f8[a]]]],

Sign[Coefficient[fl1l[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f11l[a]]]],
Sign[Coefficient[fl2[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f12[a]]]],
Sign[Coefficient[fl3[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f13[a]]]],
Sign[Coefficient[fl4[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f14[a]]]],
Sign[Coefficient[fl5[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f15[a]]]],
Sign[Coefficient[fl6[a] /. a +» -a, a, AlgebraicDegree[f16[a]]]],
Sign[Coefficient[f17[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f17[a]]]].,
Sign[Coefficient[fl8([a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f18[a]]]],
Sign[Coefficient[f19[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f19[a]]]],
Sign[Coefficient[f2@[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f20[a]]]],
Sign[Coefficient[f21[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f21[a]]]],
Sign[Coefficient[f22[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f22[a]]]],
Sign[Coefficient[f23[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f23[a]]]],
Sign[Coefficient[f24[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f24[a]]]],
Sign[Coefficient[f25[a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f25[a]]]],
Sign[Coefficient[f26([a] /. a » -a, a, AlgebraicDegree[f26[a]]]]}
-{-1,1,1,1,-1,1, -1, -1, -1,1, -1, 11,1, -1,1, -1, -1, -1,1, 1,1, -1, -1, -1, 1, 1}
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B.4.

Indices de P3R%" y P°R%"

P3R2n

F3 es laderivada de la parte angular de P3R2n

F3[t] =
sin[t] ((1-6Cos[t]?) (Cos[t]®"+Sin[t]?") +2nCos[2t] (-Cos[t]?"+Cos[t]?Sin[t] **2"))
)

y-;- Sin[t] ((1-6Cos[t]?) (Cos[t]?"+Sin[t]2") +2nCos[2t] (-Cos[t]2"+Cos[t]?5in[t] 22")

Dividimos entre Sin y reemplazamos Sin?2 por 1 - CosA2
f3[t] = (F3[t] /Sin[t]) /. {Sin[t] -> Sqrt[1-Cos[t]"2], Cos[2t] » 2Cos[t]~2-1}
(1-6cCos[t]?) (Cos[t]?"+ (1-Cos[t]?)") «

2n (-1+2Cos[t]?) [-cOs[t}2"+cOs[t]2 (1-ch[t]2]§' )

Hacemos x=CosA2

P3[x] = f3[t] /. {Cos[t]~2 =+ x, Cos[t]?" + x*n} // Simplify

- 2n (-1+2x) “l—x] 1'"x—x""] +(1-6x) ((1-x)"+x")

\ /

Obtenemos la sucesion del teorema de Sturm para n=3

e@[x] =P3[x] /. n- 3 // Simplify

el[x] =D[e@®[x], x]

e2[x] = -PolynomialRemainder[e@[x], el[x], x]
e3[x] = -PolynomialRemainder[el[x], e2[x], x]

= 1-15x+45x? - 42 x3

-15 + 90 x - 126 x?

11 5x

14 7
3423

50
Evaluamos lasucesiénen0y 1

Sturm3[x] = {Sign[e@[x]], Sign[el[x]], Sign[e2[x]], Sign[e3[x]]};
Sturm3[x] /. x> @
Sturm3[x] /. x>+ 1

{11 _lJ 13 1}

{’1) -1, 1, 1}

P5R2n

F5 es la parte angularde P5R2n
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F5[t] = (Cos[t] "5 - 15Cos[t]~3 (1 - Cos[t]"2) +15Cos[t] (1-Cos[t]"2)"4)
(Cos[t]2"+Sin[t]2") // Simplify

Cos[t] (15-75Cos[t]?+106 Cos[t]* - 60 Cos [t]°+15Cos[t]®] (Cos[t]2"+Sin[t]?")

Obtenemos la derivada de la parte angular

F5p[t] = D[F5[t], t] // Simplify

Sin[t] (-2Cos[t]? (-75+212Cos[t]? - 180 Cos[t]*+6@Cos[t]®) (Cos[t]?"+Sin[t]2") -
(15-75Cos[t]?+ 106 Cos [t]* - 60 Cos [t]° + 15 Cos [t]®] (Cos[t]*"+Sin[t]?"] -
2n (15-75Cos[t]?+ 106 Cos[t]* - 60 Cos[t]®+15 Cos[t]®] (-Cos[t]2"+ Cos[t]2Sin[t] 22"))

Reemplazamos Sin*2 por 1-CosA2

f5[t] = (FS5p[t] /Sin[t]) /. {Sin[t] -> Sqrt[1-Cos[t]~2]}

-2Cos[t]? (-75+212Cos[t]%-180 Cos[t]*+ 60 Cos[t]®) (Cos[t]2"+ (1-Cos[t]?)") -
(15 - 75Cos [t]? + 106 Cos [t]* - 6@ Cos [t]®+15Cos[t]®) (Cos[t]?"+ (1-Cos[t]?)") +
2n (15-75Cos[t]? + 106 Cos [t]* - 60 Cos[t]®+15 Cos [t]®)

[-cos[t]2" + Cos [t]2 {1—Cos[t]2]§' i)

Hacemos x=Cos"2
P5[x] = f5[t] /. {Cos[t]*2 - x, Cos[t] "4 » x"2,
Cos[t]”6 - x"3, Cos[t] #8 » x4, Cos[t]’" > x*n} // Simplify
-5 (3-45x+106x% - 8453 + 27 x*) ((1-x)"+x") -
2n (15-75x +106 x* - 60 x> + 15x%) {(1-x)"x - x"+x*'")

-1+x

Obtenemos la sucesién del teorema de Sturm para n=5

he[x] =P5[x] /. n-5 // Simplify

hi[x] = D[he[x], x];

h2[x] = -PolynomialRemainder [h@[x], h1[x], x];

h3[x] = -PolynomialRemainder [h1[x], h2[x], x];

h4[x] = -PolynomialRemainder [h2[x], h3[x], x];

h5[x] = -PolynomialRemainder[h3[x], h4[x], x];

h6[x] = -PolynomialRemainder [h4 [x], h5[x], x];

h7[x] = -PolynomialRemainder [h5[x], h6[x], x];

h8[x] = -PolynomialRemainder [h6[x], h7[x], x]

-5 (3-90x+631x% - 2086 x> + 3960 x* - 4642 x> + 3328 x® - 1350 x7 + 255 x5

288972323980807 187395914 900683353054 388877818083190008 212558084 814869 251102496 -
719283108519950 834500 ,/

13916964 883104 579392141548494124744363771171236273215116533294331057 631038545 -
750610786460126150240217

Evaluamos lasucesiénen0y 1
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o )= Sturm5[x] = {Sign[h@[x]], Sign[h1[x]], Sign[h2[x]], Sign[h3[x]],

Sign[h4[x]], Sign[h5[x]], Sign[h6[x]], Sign[h7[x]], Sign[h8[x]]};
Sturm5[x] /. x> @

Sturm5[x] /. x> 1
o} {-1,1, -1, -1,1,1, -1,1, 1}

Gilfel Ty =1 Leily LyomlaomTy =T 1J
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