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CAPÍTULO

1

INTRODUCCIÓN

El desempeño de robots manipuladores se ve frecuentemente comprometido por la influencia de

fuerzas de fricción. En la mayoŕıa de los casos la minimización del error en la ejecución de tareas

demandará la implementación de un controlador adecuado capaz de lidiar con los efectos de la

fricción, [1]. Las condiciones de trabajo vaŕıan significativamente con la carga o con el movimiento.

Los efectos de la fricción son dependientes de la posición y de la velocidad del manipulador, de

múltiples factores como la naturaleza de los materiales de contacto, lubricación entre ellos, tem-

peratura, etc. A la fricción la envuelve un gran número de procesos complejos que son altamente

dif́ıciles de modelar y que residen principalmente en el contacto con la superficie, [2], [3], [4]. Ya

que la fricción se define como la reacción de fuerza tangencial entre dos superficies en contacto,

cuando el manipulador y la superficie están en contacto se analiza la fricción que existe tangente

a la fuerza que ejerce el efector final con la superficie. La fuerza de fricción depende del área real

de contacto y no del área aparente del cuerpo deslizante. La fricción al contacto entre una superfi-

cie y un robot afecta su desempeño, propiciando oscilaciones, inestabilidad, par articular excesivo,

errores de seguimiento y desgastes mecánicos [5].
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1.1. ESTADO DEL ARTE CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Durante las últimas décadas, el control de la fuerza de los robots se ha estudiado ampliamente.

Desde un punto de vista puramente teórico, este tipo de dispositivos se pueden modelar con mucha

precisión, pero en la práctica no es posible obtener un modelo preciso. Además, la superficie de

contacto puede presentar efectos de alta fricción que disminuyen en gran medida el rendimiento

general del sistema. Por lo tanto, parece ser una idea natural implementar esquemas de control

que no estén completamente basados en el modelo del sistema y al mismo tiempo sean capaces de

lidiar con algunos tipos de perturbaciones [6]. Entre muchas opciones posibles, los controladores de

modos deslizantes son de especial interés.

1.1. Estado del arte

Los primeros pasos sobre reflexión de fuerza en un sistema robóticos se remontan a los años 50

cuando [7] y [8] realizaron experimentos para el manejo de sustancias radioactivas. Hasta el año

de 1986 se realizó un análisis basado en la teoŕıa de estabilidad de Lyapunov para el seguimiento

de posición de un sistema robótico [9]. Tres años más tarde se presentó el control por compliancia

compartida [10] en donde se trata el problema de las oscilaciones creadas por el contacto repentino

del robot con un ambiente ŕıgido. Mediante un filtro paso bajas se logró amortiguar estas oscilaciones

y lograr un comportamiento estable. La mayor parte de los trabajos están basados en las propiedades

de pasividad de las señales que sirven para conectar los subsistemas que forman la cadena robot-

canal de comunicación-ambiente y en el control adaptable.

En [3] se trata con el problema de incertidumbre en el modelo de los robots y del entorno, definiendo

el concepto de igualación de impedancia asintótica débil aproximada, que es muy útil cuando se

utiliza control adaptable. En [2] y [4] se trata el problema de la incertidumbre paramétrica en el

modelo de los manipuladores aśı como el desconocimiento de la superficie, donde se garantiza esta-

bilidad y robustez utilizando un controlador adaptable. El primer trabajo con ambiente desconocido

y sin medición de fuerza fue presentado en [11], donde se aplica control adaptable para lograr la

transparencia. Años después, los mismos autores analizan las ventajas de utilizar retroalimentación

de fuerza para mejorar la estabilidad y el desempeño del sistema [12], [13]. Algunas aplicaciones

de este método orientadas a la ciruǵıa médica pueden encontrarse en [14] y [15]. En los últimos
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1.1. ESTADO DEL ARTE CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

años, el enfoque principal de la investigación en control de fuerza ha sido respecto al problema de la

superficie desconocida, en [16] se aborda el problema de superficies suaves y se describen los mapeos

no lineales de fuerza y posición. El seguimiento simultáneo de una trayectoria deseada en el espacio

de trabajo de un manipulador y la fuerza de la trayectoria sobre una superficie deseada ha sido

uno de los problemas más estudiados ya que muchas aplicaciones involucran robots manipuladores

que interactúen con el medio. De acuerdo con su grado de autonomı́a, los robots pueden clasifi-

carse en: teleoperados de funcionamiento repetitivo y, autónomos o inteligentes. Estos robots son

normalmente utilizados en trabajos de localización remota, en tareas dif́ıciles de automatizar y en

entornos no estructurados. El objetivo principal es que el robot en estudio logre interactuar con el

entorno de una manera que resulte útil en el desempeño de tareas espećıficas. En general existe un

lazo interno de retroalimentación cuyo objetivo es que los robots se comporten de la forma deseada

estableciendo algoritmos de control que permitan conseguir la mayor interacción directamente con

el entorno.

La estabilidad de los controladores propuestos ha podido ser garantizada, para resolver este pro-

blema es necesaria la información de sensores como la posición, velocidad y fuerza garantizando la

estabilidad de lazo cerrado.

Existen dos formas de resolver el problema del control de fuerza y movimiento. La forma directa

y la indirecta. A la segunda se le llama controlador de impedancia y admitancia [17] y logra una

interacción de fuerza deseada controlando el movimiento del manipulador sin hacer uso expĺıcito

de un lazo de control. La forma directa utiliza el control paralelo [18] y la estrategia de control

h́ıbrida de posición/fuerza [19], esta última es más apropiada cuando el movimiento del manipulador

está restringido a una superficie ŕıgida ya que se basa en la descomposición del espacio de trabajo

en subespacios de movimiento controlado y fuerza controlada. Los enfoques anteriores requieren el

modelo cinemático y dinámico del manipulador en cuestión. Se asume que la posición y velocidad de

las articulaciones del manipulador al igual que la fuerza de contacto son conocidas. Si la geometŕıa

de la superficie es desconocida, es necesario encontrar la solución a esas incertidumbres haciendo

uso de distintos métodos de identificación.

La descripción de la geometŕıa de una superficie ŕıgida es el punto cŕıtico, ya que las incertidumbres

en ésta pueden guiar a la inestabilidad en el lazo de control [20]. La idea básica es reconstruir la

superficie en términos de la medición de la posición, velocidad y de la fuerza. Sin embargo en muchas
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1.2. OBJETIVO CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

aplicaciones se desea tener un número mı́nimo de sensores. Para el contacto con superficies ŕıgidas,

se han utilizados algunas soluciones basadas en observadores lineales [21], [22], observadores no

lineales basados en el control PID [23], y observadores GPI [24]. Todos los observadores de fuerza

citados requieren un modelo dinámico preciso del robot. Los esquemas propuestos en la literatura

se dividen en impedancia y admitancia. Una alternativa a estos modelos se basa en restricciones

holonómicas [25], [26]. Las propiedades dinámicas de los robots afectan la estabilidad, robustez y

transparencia del sistema completo. Por lo tanto el dispositivo de interfaz ideal es aquel que tiene

una baja fricción e inercia, tiene un amplio rango de fuerza y tiene un volumen de trabajo adecuado.

En [27], [28], de la aceleración se estima la fuerza de contacto con la superficie; a partir de esta idea se

toma otro enfoque para poder estimar la fuerza y la velocidad. El problema es la falta de medición de

la velocidad el cual se puede resolver mediante el uso de observadores o diferenciadores. Al no contar

con sensores de velocidad y fuerza se utiliza un controlador GPI [29] (Generalized Proportional

Integral), el cual es una extensión dinámica del estado y un observador de alta ganancia, que en

conjunto son conocidos como observadores Proporcionales Integrales Generalizados. El resultado

deseado es garantizar la acotación final de los errores de seguimiento de posición, velocidad y fuerza.

1.2. Objetivo

Se considera el problema del control h́ıbrido de posición/fuerza sobre superficies ŕıgidas en presencia

de altos coeficientes de fricción en donde sólo es posible realizar la medición de la posición articular

y de la fuerza; dado este sistema, se desea lograr que el robot manipulador siga una trayectoria de

posición y fuerza considerando que se tiene conocimiento exacto de la geometŕıa del ambiente en el

que se desenvuelve el robot y que no se cuenta con medición directa de la velocidad. Se considera

que la fricción presente en las articulaciones de cada robot es despreciable; sin embargo, la fricción

que está presente al contacto con la superficie no lo es.
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1.3. MOTIVACIÓN CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.3. Motivación

Los altos niveles de fricción se suelen compensar por medio de la generación de un modelo que

pueda describir de manera precisa este efecto con el fin de cancelarlo en la implementación del

controlador. En este trabajo se considera la compensación del efecto de fricción sin necesidad de

tener que modelarlo. La idea básica es considerarlo como una perturbación y eliminarlo mediante

una técnica de control robusto.

1.4. Metodoloǵıa

Se toma en cuenta el problema de la estimación de la velocidad para un robot en funcionamiento

autónomo. Se emplea el diferenciador de Levant en lugar de utilizar un observador para estimar

la velocidad. Al mismo tiempo, el controlador se basa en un Continuous Terminal Sliding Mode

Algorithm (CTSMA), lo que permite obtener un mayor rendimiento en el seguimiento de posición y

de fuerza sobre superficies con altos coeficientes de fricción. Para lograr el seguimiento de posición

y fuerza, en este esquema es común asumir que la fuerza de contacto del efector final del robot y

la posición angular, se pueden medir. Las ventajas de utilizar este esquema se resumen a obtener

mejores resultados en comparación con otros métodos que requieren conocimiento exacto del modelo

del robot.

1.5. Contribución

Se aplicó el método para resolver el problema de control de posición y de fuerza de un robot

manipulador sobre una superficie ŕıgida en presencia de fricción desconocida, en el cual la medición

de las velocidades de cada articulación no está disponible. El diferenciador de Levant fue aplicado

para estimar la velocidad de cada una de las articulaciones del robot, con mejores resultados que

otros observadores muestran basados en el modelo del robot.
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1.6. ORGANIZACIÓN DE LA TESIS CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

El esquema propuesto muestra exitosamente que compensa la fuerza de fricción en el seguimiento

de posición y de fuerza sobre superficies con altos coeficientes de fricción.

Parte de este problema ya ha sido resuelto utilizando otros métodos. Sin embargo, hasta el momento

no se ha reportado un resultado utilizando el enfoque propuesto en esta tesis, que presenta algunas

ventajas ya mencionadas sobre otros algoritmos. Además, se realizó la validación experimental para

el control de posición y fuerza.

1.6. Organización de la tesis

Este trabajo está conformado de 6 Caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1 se presenta la introducción con

la descripción del problema. El Caṕıtulo 2 presenta el estado actual del tema y las publicaciones

y trabajos relevantes relacionados, se introducen las bases teóricas de los modos deslizantes, se

abordan las distintas generaciones que se han desarrollado. En el Caṕıtulo 3 se presentan las carac-

teŕısticas del sistema. El Caṕıtulo 4 se enfoca en la descripción del algoritmo de control Continuous

Terminal Sliding Mode Algorithm (CTSMA) junto al diferenciador de tercer orden a utilizar en el

sistema, también se muestran los métodos utilizados para el seguimiento de trayectorias del robot.

El Caṕıtulo 5 muestra los resultados experimentales obtenidos de la implementación del algorit-

mo para el control simultáneo de fuerza y posición sobre una superficie ŕıgida conocida con altos

coeficientes de fricción. El Caṕıtulo 6 contiene las conclusiones y comentarios finales de este trabajo.
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CAPÍTULO

2

PRELIMINARES

En el área de la robótica el seguimiento de trayectorias mediante la técnica de modos deslizantes se

ha utilizado en diferentes tipos de robots. En [30] se muestran los resultados obtenidos de utilizar el

control por modos deslizantes de alto orden en un robot paralelo accionado de forma neumática. En

[31] se realiza el seguimiento de trayectorias para robots móviles. En [32] se implementan distintos

controladores cont́ınuos por modos deslizantes en un robot paralelo de dos grados de libertad.

Para generar una trayectoria continua que minimice el error de seguimiento se han utilizado diferen-

tes técnicas de control como el control predictivo [33], que hace uso de algoritmos de optimización.

Incluso para lograr los objetivos hay trabajos realizados en diferentes áreas, como en [34] en donde

se utilizan redes neuronales junto a la técnica de modos deslizantes para realizar el seguimiento de

trayectorias de robots manipuladores. En todos los trabajos anteriores, lo que se desea es obtener

una alta eficiencia en el seguimiento de trayectorias deseadas en términos de la minimización del

error de posición bajo perturbaciones e incertidumbres.

El problema en común que tratan de solucionar los trabajos anteriores es la incertidumbre y en
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

general las perturbaciones que aparecen en el sistema. Para lograr el objetivo deseado se hace uso

de las técnicas de control por modos deslizantes. La teoŕıa clásica del control por modos deslizantes

está detallada por el Prof. Utkin en [35]. Para los algoritmos de segundo orden se aborda el algoritmo

Twisting [36], el cual asegura la convergencia en tiempo finito de los estados de sistema, en este

caso posición y velocidad par un sistema de segundo orden, pero el problema al que se enfrenta es

el chattering, el cual crea un daño directo sobre los actuadores en su implementación [37]. Parte de

la literatura acerca del control por modos deslizantes se encuentra en [38], [39].

2.0.1. Controladores clásicos

El modelo dinámico de un manipulador describe un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo

orden, no lineales y acopladas. Por lo tanto en un control clásico, el que la mayoŕıa de los robots

industriales que se utilizan en procesos de manufactura requieren por lo general, que el efector

final se desplace, siguiendo una trayectoria deseada, para lograrlo utilizan un algoritmo de control

clásico tipo PID. Las ventajas de este algoritmo son la facilidad de implementación y el pequeño

costo computacional. Las desventajas principales son que la respuesta del robot vaŕıa según su con-

figuración, se producen sobreoscilaciones e imprecisión en los movimientos rápidos, no son robustos

ante perturbaciones y presentan bajo desempeño en presencia de incertidumbre en los parámetros

del manipulador, debido a estas caractéŕısticas es necesario utilizar controladores robustos.

Algunos algoritmos de control [40], [41] que se han utilizado comúnmente son el Control Propor-

cional de realimentación de velocidad, el control Proporcional Derivativo PD, Control por Par

Calculado, Control PD+, Control Proporcional Derivativo con compensador de gravedad, Control

PD con compensación precalculada de gravedad; Control basado en la estructura pasiva de los ro-

bots ŕıgidos como el algoritmo de Control con modelo conocido, el Control adaptable y el Control

Robusto.
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

2.0.2. Controladores robustos

Las estrategias de control robusto se desarrollan con el fin de estabilizar sistemas que presentan

errores en el modelo y dinámicas no modeladas. En robótica aparecen frecuentemente modelos con

incertidumbre, éstas se deben a cambios en la carga del robot, simplificación del modelo dinámico y

fuerzas de fricción, entre otras. La incertidumbre hace que los parámetros de desempeño del sistema

y el error de seguimiento se vean afectados [42], [43]. Por lo tanto, es importante diseñar esquemas

de control robusto contemplando la no linealidad de la dinámica de los manipuladores.

Algunos autores han aplicado estrategias de control robusto en el seguimiento de trayectorias,

control de sistemas neumáticos, de veh́ıculos no tripulados y de motores, obteniendo muy buenos

resultados . Por tal motivo, este trabajo busca una ley de control robusta eficiente con respecto de

los esfuerzos de control en el caso de la incertidumbre paramétrica.

Para sistemas de grado relativo uno, el problema de incertidumbre paramétrica y dinámicas no

modeladas en la implementación f́ısica se ha solucionado mediante el uso del control por modos

deslizantes [35], entre otras. Para sistemas de grado relativo dos el problema para los controladores

es mayor pero el control por modos deslizantes garantiza la compensación exacta de las incerti-

dumbres y la convergencia de los estados en tiempo finito. La única desventaja que se puede dar

en la implementación de estos algoritmos es la naturaleza del sistema, las caracteŕısticas f́ısicas de

actuadores y sensores.

2.0.3. Controladores por Modos Deslizantes

El concepto de control por modos deslizantes (CMD) fue propuesto en Rusia [35] y es recono-

cido como una herramienta para sistemas complejos de alto orden no lineales que operan bajo

incertidumbres y perturbaciones externas e internas tanto para regulación, control de trayectorias,

diferenciación y observación. El control por modos deslizantes es una de las más eficientes técnicas

de control robusto para sistemas bajo fuertes condiciones de incertidumbre e insensible ante per-

turbaciones acopladas a la señal de control. Por estas caracteŕısticas que lo definen el control por

9



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

modos deslizantes se ha aplicado en la solución de infinidad de problemas.

El objetivo principal del controlador es compensar de forma exacta incertidumbres acopladas a

la señal de control manteniendo las variables de deslizamiento en cero. Para lograr el objetivo, se

necesita una conmutación de frecuencia infinita. Desde el punto de vista de implementación, este

control convencional no es deseable ya que las oscilaciones causadas por la conmutación de alta

frecuencia conducen al problema del chattering [39], [44], (castañeo u oscilación) que es un efecto

causado por dinámicas no modeladas en cascada las cuales incrementan el grado relativo del sistema

y perturban el modo deslizante del sistema; pero gracias a nuevas generaciones de controladores

por modos deslizantes, este problema se ha disminuido significativamente.

Distintas estrategias de control por modos deslizantes CMD se han implementado para sistemas

de grado relativo dos, con un problema en común, el chattering, el cual deteriora al sistema; en el

caso de los robots se produce en los actuadores de cada articulación. Para la implementación se

busca y es necesario evitar el chattering generando una señal de control continua y suave pero sin

perder la robustez del algoritmo de control que hace frente a las perturbaciones e incertidumbres

del modelo.

Los controladores por modos deslizantes de orden superior [39], [36] recientemente propuestos ga-

rantizan la estabilidad en tiempo finito de los estados de sistemas SISO a pesar de las perturbaciones

o incertidumbres acopladas. Los modos deslizantes de orden superior tienen como principal carac-

teŕıstica la disminución del chattering [39], [44] ya que los controladores de orden superior por

modos deslizantes son cont́ınuos en general.

A continuación se muestran las principales ventajas de las generaciones de control por modos

deslizantes.
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Sistema de segundo orden con incertidumbre acoplada

Se considera un sistema de segundo orden con incertidumbre acoplada al control para los algoritmos

mencionados:

ẋ1 = x2

ẋ2 = u+ δ(t, x1, x2)
(2-1)

A continuación se muestran las generaciones de control por modos deslizantes [45].

Primera generación

Primera generación de Modos Deslizantes de primer orden [39]. Algoritmo convencional de primer

orden.

u1 = −ρsign(s)

ρ = D +
α√
2

(2-2)

con D > |δ(x1, x2)| y α > 0 garantiza convergencia en tiempo finito a la superficie deslizante y

convergencia asintótica de los estados del sistema. La condición de convergencia está dada por la

función de Lyapunov

V =
1

2
s2 (2-3)

V̇ = V
1

2 , α > 0 (2-4)
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s = x1 + qẋ2 (2-5)

(2-5) es la superficie de deslizamiento

u1 = −qx2 − ρsign(s) (2-6)

ρ = D +
α√
2

(2-7)

(2-7) es la ganancia con la cual la ley de control (2-6) hace que la superficie deslizante converja a

cero en tiempo finito.

Ventajas:

Precisión.

Convergencia en tiempo finito a la superficie deslizante.

Incertidumbres acotadas.

Desventajas:

Chattering (castañeo u oscilación).

Salidas con grado relativo 1.

Convergencia asintótica de las variables deslizables.

Garantiza insensibilidad solo ante perturbaciones acopladas.
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Segunda generación

Twisting El twisting [36] es un algoritmo de control por modos deslizantes de segundo orden que

no requiere de una superficie de deslizamiento.

Considerando el sistema:

ẋ1 = x2

ẋ2 = u+ f(x, t)
(2-8)

donde f(x, t) indica pertubaciones e incertidumbres desconocidas.

Se diseña el control u

u = −αsign(ẋ)− βsign(x) (2-9)

con D > |δ(x1, ẋ2)| y α − D > β > D garantiza convergencia en tiempo finito de los estados de

sistemas mecánicos de segundo orden.

La condición de convergencia está dada por la función de Lyapunov

V (x1, x2) = α2x2 + γ|x1|
2

3 sign(x1)x2 + α|x1|x22 +
1

4
x42 (2-10)

γ <
4
√
2

3
(β −D)

√
α, /α−D > β > D (2-11)

Ventajas:

Garantiza precisión cuadrática de convergencia respecto a la salida deslizante.
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No requiere de una superficie deslizante para sistemas mecánicos de grado relativo 1.

Para sistemas de grado relativo r: el orden de la dinámica deslizante se reduce hasta (r− 2).

Aún es necesario el diseño de la superficie de deslizamiento de orden (r − 2).

Tercera generación

El algoritmo Super-Twisting [46] (STA por sus siglas en inglés) genera una señal de control cont́ınua

y requiere de una superficie de deslizamiento.

ẋ = f(x, t) + g(x, t)u

u = −k1|x|
1

2 sign(x) + v

v̇ = −k2sign(x)

(2-12)

x ∈ R, k1 = 1.5
√
∆ y k2 = 1.1∆, ∆ ≥ |ẍ|, f(x(t), t) es Lipschitz. f(x(t), t) es Lipschitz.

Garantiza convergencia exponencial de los estados del sistema y convergencia en tiempo finito de

las superficies.

El STA tiene las siguientes ventajas

Señal de control cont́ınua.

Asegura la convergencia de los estados en tiempo finito.

Atenuación del Chattering (castañeo u oscilación).

El diferenciador se obtiene usando el algoritmo Super-Twisting.

Compensa pertubaciones Lipschitz [47] exactamente.

• Estimación exacta en tiempo finito de las derivadas con ausencia de ruido.
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El STA tiene las siguientes desventajas

Grado relativo r ≥ 2. Necesita una superficie deslizante. Los estados convergen asintótica-

mente al origen.

Es robusto ante perturbaciones cuya derivada sea acotada.

Cuarta generación

Controladores por modos deslizantes de orden arbitrario [48]

Ẋ = F (t,X) +G(t,X)u,X ∈ Rn, u ∈ R

σ = σ(X, t) ∈ R
(2-13)

σ su grado relativo r es fijo y conocido.

El problema de control se convierte en la estabilización en tiempo finito de la ecuación diferencial

incierta

σ(r) = f(t,X) + g(t,X)u (2-14)

y la inclusión diferencial

σ(r) ∈ [−C,C] + [Km,KM ]u (2-15)

donde C, Km y KM son constantes conocidas.
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Controladores anidados “Nested” por modos deslizantes de orden arbitrario

Estos controladores resuelven el problema de la estabilización exacta en tiempo finito para una

salida con grado relativo arbitrario.

Garantizan la estabilización de σ = 0 y de sus sucesivas derivadas hasta r − 1.

Nested Third Order Singular Terminal Algorithm

u = −αsign(σ̈ + 2(|σ̇|3 + |σ|2) 1

6 sign(σ̇ + |σ| 23 sign(σ))) (2-16)

Nested Fourth Order Singular Terminal Algorithm

u = −αsign(
...
σ + 3(σ̈6 + σ̇4 + σ3)

1

12 × sign(σ̈ + (σ̇4 + |σ|3) 1

6 sign(σ̇ + 0.5|σ| 34 sign(σ)))) (2-17)

Figura 2-1: Implementación del controlador HOSM anidado de realimentación de salida [49].

Ventajas sobre “Nested” HOSM

Asegura σ = σ̇ = σ̈ = · · · = σ(r−1) = 0 en tiempo finito.
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Compensación exacta de perturbaciones para sistemas SISO (Single Input-Single Output)

con grado relativo r.

Asegura la precisión r-ésima para la salida de deslizamiento con respecto al paso de discreti-

zación y las dinámicas parasitas rápidas.

No necesita una superficie deslizante.

Desventajas:

Produce una señal de control discont́ınua.

La estrategia contra el chattering requiere la reconstrucción de la perturbación (σ(r))

Quinta generación

Controladores por modos deslizantes cont́ınuos de orden arbitrario [49].

Algoritmo Twisting cont́ınuo (CTA)

ẋ1 = x2

ẋ2 = u+ f(x, t)
(2-18)

u = −k1⌊x1⌉
1

3 − k2⌊x2⌉
1

2 −
∫ t

0
(k3⌊x1⌉0 + k4⌊x2⌉0)dτ (2-19)

donde k1, k2, k3 y k4 son ganancias positivas. Considerando la notación ⌊
z⌉P = |z|P sign(z)
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Sistema de lazo cerrado

ẋ1 = x2

ẋ2 = −k1⌊x1⌉
1

3 − k2⌊x2⌉
1

2 + x3

ẋ3 = −k3⌊x1⌉0 − k4⌊x2⌉0 + ρ

(2-20)

ρ = ∂f
∂x

ẋ+ ∂f
∂t

y |ρ| < 1

Ventajas:

Algoritmos homogéneos de grado δf = −1 con pesos de homogeneidad ρ = 3, 2, 1

La única información que necesita para garantizar la convergencia en tiempo finito de las tres

variables x1, x2 y x3 es la salida (x1) y su derivada (x2).

La precisión corresponde al modo deslizante de tercer orden.

Algoritmo por modos deslizantes cont́ınuos singular terminal (CSTSMA)

ẋ1 = x2

ẋ2 = u+ f(x, t)
(2-21)

u = −k1⌊φ⌉
1

2 − k3

∫ t

0
⌊φ⌉0dτ (2-22)

donde φ = (x2 + k2⌊x1⌉
2

3 ) y k1, k2, k3 son ganancias positivas.

Sistema de lazo cerrado

ẋ1 = x2

ẋ2 = −k1⌊φ⌉
1

2 + x3

ẋ3 = −k3⌊φ⌉0 + ρ

(2-23)

ρ = ∂f
∂x

ẋ+ ∂f
∂t

y |ρ| < 1
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Algoritmo por modos deslizantes cont́ınuos no singular terminal (CNTSMA)

ẋ1 = x2

ẋ2 = u+ f(x, t)
(2-24)

u = −k1⌊φN⌉ 1

3 − k3

∫ t

0
⌊φN⌉0dτ (2-25)

donde φN = (x1 + k2⌊x1⌉
3

2 ) y k1, k2, k3 son ganancias positivas.

Sistema de lazo cerrado

ẋ1 = x2

ẋ2 = −k1⌊φN⌉ 1

3 + x3

ẋ3 = −k3⌊φN⌉0 + ρ

(2-26)

ρ = ∂f
∂x

ẋ+ ∂f
∂t

y |ρ| < 1

Ventajas:

Algoritmos homogéneos de grado δf = −1 con pesos ρ = 3, 2, 1

La única información que necesita para garantizar la convergencia en tiempo finito de las tres

variables x1, x2 y x3 es la salida (x1) y su derivada (x2).

La precisión corresponde al modo deslizante de tercer orden.
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CAPÍTULO

3

DESCRIPCIÓN DEL ROBOT

3.1. Modelo Dinámico

Se considera un robot manipulador de n grados de libertad como una cadena cinemática sujeto a

restricciones holonómicas. Si las variables articulares se consideran como coordenadas generalizadas,

entonces se puede utilizar el método de Euler-Lagrange para modelarlo [50]. Se considera q ∈ R
n

el vector de coordenadas generalizadas y τ ∈ R
n el vector de pares de entrada.

El modelo dinámico del robot en contacto con una superficie ŕıgida está dado por

H(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ + JT
ϕ(q)λ (3-1)

donde, para el manipulador, H = H(q) ∈ R
n×n es la matriz de inercia, Cq̇ = C(q, q̇)q̇ ∈ R

n es

el vector de Coriolis y fuerzas centŕıfugas, g = g(q) ∈ R
n es el vector de fuerzas gravitacionales,

τ ∈ R
n es el vector de pares de entrada, λ ∈ R

n×n es el vector de multiplicadores de Lagrange
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(f́ısicamente representa la fuerza aplicada del manipulador sobre una superficie en el punto de

contacto), y JT
ϕ(q) ,

∂ϕ(q)
∂q

∈ R
m×n es el gradiente de m restricciones holonómicas, expresada en

términos de coordenadas generalizadas , definidas por

ϕ(q) = 0 (3-2)

Estas restricciones también se pueden definir en términos de las coordenadas del efector final

x ∈ R
m×n

ϕ(x) = 0 (3-3)

Jϕ(q) = JϕxJ(q) (3-4)

donde J(q) ∈ R
n×n es el Jacobiano anaĺıtico del manipulador. Jϕx ,

∂ϕ(x)
∂x

∈ R
m×n y JT

ϕ(q) =

JϕxJ(q).

Tenga en cuenta que con una normalización adecuada se puede hacer ‖ Jϕx ‖= 1. Por simplicidad,

se asume que los robots solo tienen articulaciones de revolución. En tal caso, para cada manipulador,

se mantienen las siguientes propiedades conocidas [51].

3.1.1. Análisis cinemático

La cinemática directa consiste en obtener la posición del efector final p = (px, py), a partir de los

valores de posición angular de cada articulación reescribiendo q1 = θ1, q2 = θ2, q3 = θ3, q4 = θ4,

q5 = θ5, q6 = θ5 [50].

La cinemática inversa consiste en obtener los valores de posición angular de cada articulación θi, a

partir de la posición del efector final p = (px, py, pz) y orientación (φx, φy, φz).

El algoritmo que se sigue para obtener de manera sistemática la cinemática directa y la cinemática

inversa se obtiene mediante el uso de cuaterniones, ya que al utilizar este método se obtienen

ventajas más eficientes en la implementación dentro del sistema.
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3.1.2. Cuaterniones

Cuaternión unitario

Los cuaterniones son un álgebra inventada por Sir William Rowan Hamilton en 1843 [52]. Origi-

nalmente fue definida como la relación de velocidad angular (cociente) entre pares de vectores en

R
3. Algebraicamente, el cuaternión es una extensión de los números complejos. Su interpretación

geométrica es equivalente a la parametrización de Euler en mecanismos, los cuales tienen utilidad

para representar rotaciones.

En términos de los ejes de Euler a = [ax, ay, az]
T y un ángulo θ (parametrización eje/ángulo) el

cuaternion puede expresarse como

η = cos

(

θ

2

)

(3-5)

ǫx = ax sin

(

θ

2

)

(3-6)

ǫy = ay sin

(

θ

2

)

(3-7)

ǫz = az sin

(

θ

2

)

(3-8)

por lo tanto, un cuaternión es un vector de la forma

ν = η + ǫxi+ ǫyj + ǫzk (3-9)

donde η es la componente escalar de ν y ǫ = [ǫx, ǫy, ǫz] es el vector de componentes. Una notación

abreviada es Γ = (η, ǫ) con η ∈ R, ǫ ∈ R
3. El conjunto de cuaterniones Γ es un vector de cuarta

dimensión, y la forma en que se representa una multiplicación entre cuaterniones es mediante la

notación “·”. El conjugado del cuaternión Γ = (η, ǫ) de R que representa a la matriz R−1 está dado

por “·”
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Γ−1 = (η,−ǫ) (3-10)

El producto entre dos cuaterniones tiene la forma simple en términos del producto cruz y el pro-

ducto interno entre los vectores en R
3. Si Γ1 = (η1, ǫ1) y Γ2 = (η2, ǫ2) son cuaterniones, donde

η1, η2 ∈ R son las partes escalares de Γ1 y Γ2, y ǫ1, ǫ2 ∈ R
3 son la parte vectorial, puede mostrarse

algebraicamente que el producto de dos cuaterniones satisface

Γ1 · Γ2 = (η1η2 − ǫ1 · ǫ2, η1ǫ2 + η2ǫ1 + ǫ1 × ǫ2)

= (η1η2 − ǫ1 · ǫ2, η1ǫ2 + η2ǫ1 + S(ǫ1)ǫ2)
(3-11)

La parametrización v́ıa cuaternión obedece la siguiente restricción

η2 + ǫ2x + ǫ2y + ǫ2z = 1 (3-12)

o en forma simplificada

η2 + ǫTǫ = 1 (3-13)

la restricción (3-13) da al cuaternión el nombre de cuaternión unitario. Al igual que la parame-

trización eje/ángulo, existen dos expresiones que describen la misma orientación (η, ǫ) y (−η,−ǫ).

Pero si el ángulo de rotación es restringido a un rango θ ∈ [−π, π], entonces el escalar η nunca

será negativo y la representación del cuaternión es única; con lo cual se resuelve el problema de

no-unicidad. Aśı mismo el cuaternión está libre de singularidades [17].

La matriz de rotación correspondiente a un cuaternión dado, puede obtenerse mediante

R(η, ǫ) = (η2 + ǫTǫ)I + 2ǫǫT + 2ηS(ǫ) (3-14)
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Por otro lado, el cuaternión correspondiente a una matriz de rotación es

η =
1

2

√
r11 + r22 + r33 + 1 (3-15)

ǫ =
1

2











sign(r32 − r23)
√
r11 − r22 − r33 + 1

sign(r13 − r31)
√
r22 − r33 − r11 + 1

sign(r21 − r12)
√
r33 − r11 − r22 + 1











(3-16)

Supóngase que si el sistema
∑

1 rota instantáneamente con una velocidad angular ω sobre
∑

0.

Entonces, el cuaternión unitario
∑

= (η, ǫ) que representa
∑

1 relativo a
∑

0 evoluciona en el

tiempo conforme a la siguiente ecuación diferencial [53]





η̇

ǫ̇



 =
1

2





0 ωT

ω S(ω)









η

ǫ



 (3-17)

La relación entre la derivada temporal del cuaternión y la velocidad angular de un cuerpo se

establece mediante la aśı llamada regla de propagación

η̇ = −1

2
ǫTω (3-18)

ǫ̇ =
1

2
E(η, ǫ)ω (3-19)

donde

E(η, ǫ) = ηI − S(ǫ) (3-20)

Para referirse al problema de describir la orientación mutua entre dos sistemas coordenados,

Γ21 = (η21,
1 ǫ21) (3-21)
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representa el cuaternión que es extráıdo directamente de 1R2. Nótese que la parte vectorial del

cuaternión es la misma cuando nos referimos a Σ2, i.e.
1ǫ21 =

2 ǫ21

La ecuación (3-21) puede expresarse en forma de cuaternión como

Γ2 = Γ1 · Γ21 (3-22)

donde (η2, ǫ2) se obtienen usando (3-15) y ( 3-16), y la expresión de la orientación mutua entre dos

sistemas puede ser calculado como

Γ21 = Γ−1 · Γ2 (3-23)

Utilizando (3-10) y (3-22), el par (η21, ǫ21) representa el error de orientación [17]

η21 = δη = η1η2 + ǫT1 ǫ2 (3-24)

ǫ21 = δǫ = η1ǫ2 − η2ǫ1 − S(ǫ1)ǫ2 (3-25)

donde el par (δη, δǫ) es la orientación relativa entre los marcos de referencia Σ1 y Σ2; si Σ1 y Σ2

denotarán la orientación deseada y actual relativa a la base del manipulador, entonces las ecuaciones

(3-24) y (3-25) pueden interpretarse como un error de orientación. Cuando los dos marcos coinciden,

η1 = η2 y ǫ1 = ǫ2, se obtiene la ecuación (3-13) que

δη = 1 δǫ = 0 (3-26)

rećıprocamente a δǫ = 0

η1ǫ2 − η2ǫ1 = S(ǫ1)ǫ2 (3-27)

pero el vector η1ǫ2 − η2ǫ1 y S(ǫ1)ǫ2 son ortogonales entre si. De esta manera, la ecuación (3-27)
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sólo puede ser válida si ambos vectores son cero; en otras palabras,

ǫ2 =
η2
η1

ǫ1 (3-28)

Además, por medio de la condición de norma de la ecuación (3-13), δǫ = 0 implica

δη = η1η2 + ǫT1 ǫ2 = ±1 (3-29)

sustituyendo (3-28) en (3-29) y haciendo uso de la normalidad de (η1, ǫ1) se obtiene

(η1, ǫ1) = (±η2,±ǫ2) (3-30)

donde ambos describen la misma orientación. Ahora puede establecerse que δǫ es una representación

lógica para el error de orientación entre dos sistemas coordenados.

La regla de propagación (3-18) y (3-19) para el cuaternión unitario (3-21) puede escribirse como

η21 = −1

2
ǫT21∆

1ω21 (3-31)

1ǫ21 =
1

2
E(η21,

1 ǫ21)∆
1ω21 (3-32)

con E definido como en (3-20) [17],

3.1.3. Cuaterniones duales

Los cuaterniones duales reducen el volumen de los cálculos algebraicos, hacen que la solución sea

más sencilla y sólida, permiten unificar la traslación y la rotación en un solo estado; en lugar de
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tener que definir vectores separados. Si bien las matrices ofrecen una alternativa comparable a los

cuaterniones duales, pueden ser ineficientes y engorrosas en comparación. De hecho, los cuaterniones

duales proveen una transformación ŕıgida minimalista computacional, ineqúıvoca, compacta y sin

singularidad. Además, se ha demostrado que los cuaterniones duales son la forma más eficiente

y compacta de representar traslaciones y rotaciones. El cuaternión dual puede representar tanto

traslación como rotación, cada cuaternión dual consta de ocho elementos o dos cuaterniones. Los

dos elementos del cuaternión se denominan parte real y parte dual.

El cuaternión dual se representa de la forma

q̂ = (q̂s, q̂v) (3-33)

o

q̂ = q + εqo (3-34)

donde q̂s = qs + εqos es el escalar dual, q̂v = qv + εqov es el vector dual, q y qo son cuaterniones y ε

es el factor dual [54], [55].

3.1.4. Uso de los cuaterniones

En aplicaciones industriales con sistemas robóticos y de automatización, se exige que los robots

manipuladores sigan con precisión una trayectoria deseada. Este objetivo se puede lograr encon-

trando un mapeo que transforme la trayectoria deseada en el movimiento de las articulaciones del

robot. También se puede describir como un mapeo del espacio de coordenadas cartesianas al espacio

articular.

En la cinemática de robots se utilizan varios métodos y la teoŕıa de los tornillos, screw theory, es

uno de los más importantes entre ellos. La solución basada en la teoŕıa de tornillos ofrece una forma

más compacta y consistente para la cinemática del robot que la de transformación homogénea. En
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la teoŕıa de tornillos, cada transformación de un cuerpo ŕıgido o un sistema de coordenadas con

respecto a un sistema de coordenadas de referencia se puede expresar mediante un desplazamiento

de tornillo, que es una traslación a lo largo de un eje con una rotación de un ángulo alrededor del

mismo eje.

Las ventajas en el uso de la teoŕıa de tornillos mediante cuaterniones duales en la obtención de la

cinemática directa y la cinemática inversa radica en no presentar singularidades, son computacio-

nalmente más eficientes en la implementación, simplifican el análisis del mecanismo ya que proveen

una descripción geométrica del moviento ŕıgido y evitan obtener múltiples soluciones [56].

Para obtener la cinemática directa del robot manipulador de seis grados de libertad rotacionales se

siguen los siguientes pasos:

Determinar los ejes de todas las articulaciones.

d1 = [0, 0, 1] d2 = [0, 1, 0] d3 = [0, 1, 0]

d4 = [0, 0, 1] d5 = [0, 1, 0] d6 = [0, 0, 1]
(3-35)

Deben calcularse los vectores de momento de todos los ejes.

m1 = p1 × d1 m2 = p2 × d2 m3 = p3 × d3

m4 = p4 × d4 m5 = p5 × d5 m6 = p6 × d6

(3-36)

donde p1,p2,p3,p4,p5 y p6 son cualquier punto en los vectores de dirección correspondientes

d1,d2,d3,d4,d5 y d6.

El operador de transformación que está en forma de cuaternión dual se puede escribir utilizando

los vectores de momento.

Los cuaterniones duales también se pueden utilizar como un operador de transformación de cuerpo

ŕıgido [57]. Una ĺınea en las coordenadas de Plücker L(m,d) puede ser transformada a LR(mR,dR)
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utilizando los cuaterniones duales, [58]

l̂R = q̂Θl̂Θq̂∗ (3-37)

Finalmente, la cinemática directa del robot manipulador se puede obtener de la siguiente manera

l̂
′

6 = l
′

6 + εlo
′

6 = q̂16Θl̂6Θq̂∗16 = q̂16Θ(l6 + εlo6)Θl̂6Θq̂∗16 (3-38)

l̂
′

5 = l
′

5 + εlo
′

5 = q̂15Θl̂5Θq̂∗15 = q̂15Θ(l5 + εlo5)Θl̂5Θq̂∗15 (3-39)

donde q̂16 = q̂1Θq̂2Θq̂3Θq̂3Θq̂5Θq̂6 y q̂15 = q̂1Θq̂2Θq̂3Θq̂3Θq̂5

La orientación del efector final es la parte real del cuaternion dual l̂
′

6 y la posición del efector final

es

p6 =
(

V
{

R
{

q̂16Θl̂6Θq̂∗16

}}

× V
{

D
{

q̂16Θl̂6Θq̂∗16

}})

+
(

V
{

R
{

q̂15Θl̂5Θq̂∗15

}}

× V
{

D
{

q̂15Θl̂5Θq̂∗15

}})

· V
{

R
{

q̂16Θl̂6Θq̂∗16

}}

V
{

R
{

q̂16Θl̂6Θq̂∗16

}}

)

(3-40)

3.1.5. Cinemática inversa.

Se tiene información de la posición y orientación del efector final tal que

q̂in = (qin, q
o
in) (3-41)
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donde qin = (q0, q1, q2, q3) es la orientación del efector final, es la parte real del cuaternión dual qin

y qin
o = (q0

o, q1
o, q2

o, q3
o) es la posición del efector final, es la parte dual del cuaternión dual qin

En el problema cinemático inverso del manipulador de robot en serie, tenemos la información de

posición y orientación del efector final tal que q̂in = (qin, q
o
in) donde qin = (q0, q1, q2, q3), que es la

orientación del efector final, es la parte real del cuaternión dual q̂in y qoin = (qo0, q
o
1, q

o
2, q

o
3), que es

la posición del efector final, es la parte dual del del cuaternión dual q̂in.

El problema cinemático inverso general debe convertirse en los subproblemas apropiados de Paden-

Kahan para obtener la cinemática inversa. Se siguen los pasos descritos en [56]

q0in − pb =

























(

(

V
{

R
{

q̂13Θl̂6Θq̂∗13

}}

× V
{

D
{

q̂13Θl̂6Θq̂∗13

}})

+

(

V
{

R
{

q̂13Θl̂5Θq̂∗13

}}

× V
{

D
{

q̂13Θl̂5Θq̂∗13

}})

· V
{

R
{

q̂13Θl̂6Θq̂∗13

}}

∗ V
{

R
{

q̂13Θl̂6Θq̂∗13

}}

)

−
(

(

V
{

R
{

q̂12Θl̂2Θq̂∗12

}}

× V
{

D
{

q̂12Θl̂2Θq̂∗12

}})

+

(

V
{

R
{

q̂12Θl̂1Θq̂∗12

}}

× V
{

D
{

q̂12Θl̂1Θq̂∗12

}})

· V
{

R
{

q̂12Θl̂2Θq̂∗12

}}

∗ V
{

R
{

q̂12Θl̂2Θq̂∗12

}}

)

























(3-42)

‖q0in − pb‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

(

V
{

R
{

q̂3Θl̂6Θq̂∗3

}}

× V
{

D
{

q̂3Θl̂6Θq̂∗3

}})

+
((

V
{

R
{

q̂3Θl̂5Θq̂∗3

}}

× V
{

D
{

q̂3Θl̂5Θq̂∗3

}})

· V
{

R
{

q̂3Θl̂6Θq̂∗3

}})

∗

V
{

R
{

q̂3Θl̂6Θq̂∗3

}}

−
((

V
{

R
{

l̂2

}}

× V
{

D
{

l̂2

}})

+
(

V
{

R
{

l̂1

}}

× V
{

D
{

l̂1

}})

· V
{

R
{

l̂2

}}

∗ V
{

R
{

l̂2

}})

∥

∥

∥

∥

∥

(3-43)

Utilizando (3-42), (3-43) y siguiendo los pasos descritos en [56], se obtienen las posiciones articulares

θ1, θ2, θ3, θ4, θ5 y θ6.
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4

CONTROL DE POSICIÓN Y FUERZA

En este caṕıtulo se desarrolla la teoŕıa necesaria para realizar el seguimiento de posición y de fuerza

de un robot sobre una superficie ŕıgida. En la Figura 4-1 se muestra un ejemplo de un manipulador

en contacto con una superficie ŕıgida. Se asume conocida la posición y orientación exacta de la

superficie con respecto a la base del manipulador, lo cual implica que la restricción que surge

cuando el manipulador está en contacto con la superficie se puede expresar en términos de las

coordenadas articulares del robot. Ya que la superficie de contacto es ŕıgida se utiliza el principio

de ortogonalización [59] en el desarrollo del algoritmo de control simultáneo de fuerza y posición.

Se considera que el manipulador se encuentra inicialmente en contacto son la superficie.
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Figura 4-1: Robot en contacto con una superficie ŕıgida.

4.1. Modelo del robot

Una representación en espacio de estados de (3-1) es dado por

q̇1 = q2 (4-1)

q̇2 = H−1(q)(τ − h(q1, q2)) +H−1(q)JT
ϕ(q1)λ , (4-2)

donde q1 = q ∈ R
n es el vector de coordenadas generalizadas, q2 = q̇, H(q)Rn×n es la matriz

de inercia definida positiva, h(q1, q2) ∈ R
n contiene el vector de Coriolis, fuerzas centŕıfugas,

fuerzas gravitacionales y efectos de fricción. λ ∈ R
m es el vector de multiplicadores de Lagrange

(f́ısicamente representa la fuerza aplicada del manipulador sobre una superficie en el punto de

contacto), y JT
ϕ(q) =

∂ϕ(q)
∂q

∈ R
m×n es el gradiente de las m restricciones holonómicas ϕ(q) ∈ R

m,

i.e.

ϕ(q) = 0 (4-3)

Propiedad 4.1.1.

El vector q̇ se puede escribir como
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q̇ = Q(q)q̇ + P (q)q̇ = Q(q)q̇ (4-4)

donde Q = (I − P ), P = J+
ϕJϕ y J+

ϕ = JT
ϕ(JϕJ

T
ϕ)

−1 ∈ R
n×m representa la pseudoinversa de

Moore-Penrose y Q ∈ R
n×n satisface rank(Q) = n−m. Además, QP = O, QJT

ϕ = O y JϕQ = O.

La restricción para el movimiento del robot se define en coordenadas Cartesianas como

ϕ(x) = 0 (4-5)

En la restricción (4-5), x ∈ R
6 es un vector que contiene la posición Cartesiana del efector final,

aśı como la parametrización de la orientación, es decir

x = [x y z φx φy φz]
T (4-6)

El vector normal a la superficie definida por la restricción se define como

Jϕx , ∇ϕ(x) =
∂ϕ(x)

∂x
(4-7)

Jϕ(q) = JϕxJ(q) (4-8)

donde J(q) ∈ R
n×n es el Jacobiano anaĺıtico del manipulador. Tenga en cuenta que con una

normalización adecuada se puede hacer ‖ Jϕx ‖= 1.

4.2. Control de fuerza sin modelo

En esta sección se propone el uso del Continuous Terminal Sliding Mode Algorithm (CTSMA)

para el control de fuerza de robots manipuladores en contacto con superficies ŕıgidas con altos

33



4.2. CONTROL DE FUERZA SIN MODELO CAPÍTULO 4. CONTROL DE POSICIÓN Y FUERZA

coeficientes de fricción. Se define el error de seguimiento como:

e = q− qd = q1 − qd (4-9)

Se considera qd(t) como un valor acotado deseado para la posición de cada una de las articulaciones

del robot que satisface (4-3), cuya primera y segunda derivadas se supone que están acotadas, y

q1(t) como la posición angular real de cada motor.

El primer paso es proponer una ley de control que haga que el error de seguimiento sea cero tal

que (4-3) se satisfaga incluso si f́ısicamente no hay superficie.

Para ese objetivo, considere el algoritmo Continuous Terminal Sliding Mode Algorithm (CTSMA)

dado en [45] y [60]

ẋ1 = x2 (4-10)

ẋ2 = −k1|φ|
1

2 sign(φ) + x3 (4-11)

ẋ3 = −k3sign(φ) + ρ (4-12)

donde φ = x2 + k2|x1|
2

3 sign(x1), x1, x2, x3 representan los estados en lazo cerrado, e.g. errores de

seguimiento, y ρ es una perturbación acotada. Con una adecuada elección de ganancias k1, k2 y k3

se puede demostrar que tanto x1 y x2 se aproximan a cero en un tiempo finito. Se introduce la

siguiente versión vectorial para un controlador de seguimiento.

τCTSMA = −K1‖φ‖
1

2 sign(φ) + x3 (4-13)

ẋ3 = −K3sign(φ) (4-14)

φ = x2 +QK2‖x1‖
2

3 sign(x1) (4-15)

donde x1 = e, x2 = ė y K1,K2,K3 ∈ R
n×n son matrices positivas definidas, con

sign(φ) = [sign(φ1) · · · sign(φn)]
T (4-16)

donde φ1 es el i-ésimo elemento de φ para i = 1, . . . , n y sign(0) = 0. Nótese que la matriz Q

en (4-15) se usa para mapear K2‖x1‖
2

3 sign(x1) al plano tangente en el punto de contacto con la
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superficie ŕıgida. Por otro lado, x2 = ė = q̇ − q̇d = q2 − q̇d requiere las mediciones de velocidad,

las cuales se asumen desconocidas. Para superar este inconveniente, se utilizará el diferenciador de

Levant [61]. Para estimar q̇ se implementa el siguiente diferenciador de Levant de tercer orden [61],

[62]

ζ̇0 = υ0 (4-17)

υ0 = −2L
1

3 |ζ0 − q1|
2

3 sign(ζ0 − q1) + ζ1 (4-18)

ζ̇1 = υ1 (4-19)

υ1 = −1.5L
1

2 |ζ1 − υ0|
1

2 sign(ζ1 − υ0) + ζ2 (4-20)

ζ̇2 = υ2 (4-21)

υ2 = −1.1L(ζ2 − υ1) (4-22)

donde L = 1, ζ1 = q̂2 representa la estimación de la velocidad.

Observación 4.2.1. El esquema de control (4-13)-(4-14) sustituido en (3-1) genera la siguiente

dinámica de lazo cerrado.

q̇1 = q2 (4-23)

q̇2 = −H−1
(

K1‖φ‖
1

3 sign(φ) + x3 + h
)

(4-24)

para λ = 0.

Claramente (4-23),(4-24) y (4-15) no representan n sistemas desacoplados de la forma (4-10)-(4-12)

cuyas propiedades de estabilidad y robustez están bien estudiadas. Hasta donde se tiene conoci-

miento, no existe ningún análisis de estabilidad formal para el caso multivariable de ninguna ley de

control similar a (4-13)-(4-15). En cambio, la bondad del enfoque se probará experimentalmente.

Se ha elegido el diferenciador de Levant porque es exacto y cuenta con muchas ventajas para ser

implementado.

Para diseñar un esquema de control de fuerza, se supone m = 1 en (4-3), tal que λ = λ es una
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cantidad escalar que representa la magnitud de la fuerza perpendicular al plano tangente en el

punto de contacto. Entonces, si la ley de control (4-13) es capaz de mover el efector final del robot

a lo largo de la restricción (4-3) exactamente, en vista de la Propiedad 4.1.1 el término τCTSMA se

puede complementar con un componente perpendicular a la superficie real para aplicar cualquier

fuerza deseada. Para este objetivo, se define

∆λ = λ− λd (4-25)

∆F =

∫ t

t0

∆λdϑ (4-26)

donde λd > 0 es la fuerza deseada acotada.

La ley de control propuesta para ser probada es por tanto la siguiente

τ = τCTSMA − JT
ϕλd + J+

ϕkFi∆F (4-27)

donde kFi > 0 es la fuerza integral. Los vectores JT
ϕ y J+

ϕ hacen que la acción de control de la

fuerza actúe exclusivamente perpendicular a la superficie de contacto.

El principio de ortogonalización para robots manipuladores en contacto con una superficie sobre

la que se ejerce fuerza se basa en la observación f́ısica de que la fuerza resultante aplicada por

el manipulador está sobre la normal al plano tangente al punto de contacto del robot con dicha

superficie y el movimiento del robot está contenido en dicho plano tangente. Este principio fue

propuesto por Arimoto en [63] y ha sido utilizado en diversos esquemas de control simultáneo de

fuerza y posición [59], [64], [65], [66].

Para obtener la descomposición del espacio cartesiano en los subespacios de movimiento libre y

movimiento restringido, se utilizan las matrices de proyección P x y Qx. La primera de ellas mapea

cualquier vector en el espacio cartesiano en el subespacio normal al plano tangente a la superficie

en el punto de contacto. La matriz Qx ∈ R
n×n mapea un vector en el espacio cartesiano al plano

tangente a la superficie en el punto de contacto y es utilizado como el espacio de movimiento libre

del robot, Figura 4-2.
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Figura 4-2: Espacios ortogonales.

τCTSMA está diseñada exclusivamente para mover al robot sobre la restricción (4-3). La fuerza

perpendicular no afecta cuando hay una superficie real Figura 4-2, pero la fricción śı, por lo tanto

rechaza una sin afectar a la otra.

La demostración del esquema de control propuesto se encuentra en [67]
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CAPÍTULO

5

EXPERIMENTOS

Este caṕıtulo se enfoca a los resultados obtenidos experimentalmente del seguimiento de trayectorias

predefinidas de posición y de fuerza. Se presentan los resultados experimentales para demostrar

el rendimiento del enfoque utilizado donde las perturbaciones (fricción), las incertidumbres de

modelado y la dinámica no modelada son inevitables.

5.1. Descripción del experimento

En esta sección se presentan los resultados experimentales con el robot manipulador. El banco de

pruebas consta de un robot industrial CRS A465 de 6 grados de libertad equipado con un sensor

de fuerza JR3 y cuyo efector final es una punta de dedo de metal [68]. La tarea consiste en el

seguimiento de fuerza y posición sobre una superficie ŕıgida de madera. Distintos factores influyen

en el sistema real, como el ruido, dinámicas no modeladas y espećıficamente caracteŕısticas de

los actuadores como el tiempo de muestreo, el tiempo de respuesta, la resolución que manejan y
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las instrucciones necesarias mediante codificación para el seguimiento de posición y de fuerza. La

trayectoria de posición deseada es el segmento de una elipse proyectada sobre un plano inclinado

∡56◦ que es la superficie de contacto de madera ŕıgida real. Al final, la tarea consiste en seguir

una trayectoria curva desde el punto (x(t0), y(t0), z(t0)) = (−0.086, 0.0755,−0.1053)[m] al punto

(x(tf), y(tf), z(tf)) = (−0.2307, 0.0012,−0.2317)[m] siguiendo la elipse proyectada y donde tf =

15[s] es un tiempo final predefinido. Para hacer esto, la cinemática inversa del robot se calcula en

ĺınea para generar la trayectoria deseada correspondiente en coordenadas conjuntas. Es importante

señalar que se elige la orientación deseada para que sea perpendicular a la superficie para aumentar

el rendimiento del seguimiento de la fuerza. Se calcularon polinomios de quinto orden 5-2 para ir

de la posición inicial a la final comenzando y terminando con velocidades cero y aceleraciones en

t = t0 y t = tf , respectivamente. Simultáneamente, se programó otro polinomio de quinto orden 5-2

para definir la fuerza deseada λd satisfaciendo λd(t0) = 0[N ] y λd(tf) = 25[N ].

Se considera una trayectoria de quinto orden:

q(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5 (5-1)

Se tienen seis restricciones:

Dos de ellas dadas por las configuraciones inicial y final q0 y qf

Dos por las velocidades inicial y final v0 y vf

Dos debidas a las restricciones de aceleración inicial y final α0 y αf

De (5-1) sustituyendo las restricciones y derivando se obtiene
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q0 = a0 + a1t0 + a2t
2
0 + a3t

3
0 + a4t

4
0 + a5t

5
0

v0 = a1 + 2a2t0 + 3a3t
2
0 + 4a4t

3
0 + 5a5t

4
0

α0 = 2a2 + 6a3t0 + 12a4t
2
0 + 20a5t

3
0

qf = a0 + a1tf + a2t
2
f + a3t

3
f + a4t

4
f + a5t

5
f

vf = a1 + 2a2tf + 3a3t
2
f + 4a4t

3
f + 5a5t

4
f

αf = 2a2 + 6a3tf + 12a4t
2
f + 20a5t

3
f

(5-2)

en forma matricial este sistema de ecuaciones se escribe como
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(5-3)

Haciendo la suposición que en el tiempo ti la n-ésima variable de articulación satisface

qn(ti) = qi

q̇n(ti) = 0

q̈n(ti) = 0

(5-4)

deseando que llegue a los valores en tf generando una trayectoria suave

qn(tf) = qf

q̇n(tf) = 0

q̈n(tf) = 0

(5-5)
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(5-3) se reescribe como
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El problema se reduce a encontrar los valores de los coeficientes ai, que dan solución a la ecuación

matricial. La solución del sistema es:

a0 =
qit

3
f (t

2
f − 5tfti + 10t2i )

(tf − ti)5
− qft

3
i (10t

2
f − 5tfti + t2i )

(tf − ti)5
(5-7)

a1 =
30qft

2
f t

2
i

(tf − ti)5
− 30qit

2
f t

2
i

(tf − ti)5
(5-8)

a2 =
30qit

2
f ti + 30qitft

2
i

(tf − ti)5
− 30qft

2
f ti + 30qftft

2
i

(tf − ti)5
(5-9)

a3 =
qf (10t

2
f + 40tfti + 10t2i )

(tf − ti)5
− qi(10t

2
f + 40tfti + 10t2i )

(tf − ti)5
(5-10)

a4 =
qi(15tf + 15ti)

(tf − ti)5
− qf(15tf + 15ti)

(tf − ti)5
(5-11)

a5 =
6qf

(tf − ti)5
− 6qi

(tf − ti)5
(5-12)
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se considera

a0 = 0.315

a1 = 0

a2 = 0

a3 = −3

a4 = 45

a5 = −180

(5-13)

Las condiciones finales de los polinomios de quinto orden deben ser especificadas de forma cuidadosa

con el único fin de evitar posiciones finales monótonas. Se puede encontrar una trayectoria suave

que une dos puntos en el espacio asumiendo condiciones iniciales y finales adecuadas; la trayectoria

se forma como una serie de polinomios unidos, cada uno teniendo unas condiciones iniciales iguales

a las condiciones finales del predecesor, aśı la trayectoria tiene continuidad C2. Las trayectorias

se dan con condiciones finales e iniciales iguales a cero para velocidades y aceleraciones. Se tienen

seis restricciones, una para cada configuración inicial y final, velocidades y aceleraciones iniciales y

finales.

Las condiciones necesarias para el seguimiento de trayectorias se describen como

Posición inicial:

Posición (conocida)

Velocidad (conocida, normalmente cero)

Aceleración (conocida, normalmente cero)

Posición final:

Posición (conocida)
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Velocidad (conocida, normalmente cero)

Aceleración (conocida, normalmente cero)

Posiciones intermedias:

Posición (conocida, cont́ınua respecto al segmento anterior de la trayectoria)

Velocidad (cont́ınua respecto al segmento anterior de la trayectoria)

Aceleración (cont́ınua respecto al segmento anterior de la trayectoria)

El problema es encontrar una trayectoria que conecte una posición inicial a una posición final

satisfaciendo las restricciones de las posiciones finales. Se considera el seguimiento de trayectorias

solo para el efector final ya que las posiciones angulares para toda la cadena cinemática se calculan

mediante la cinemática inversa.

El controlador recibe la referencia de las variables asociadas a la trayectoria que seguirá el efector

final. De acuerdo a la información entregada por los sensores, se generan las acciones de control ade-

cuadas para cada actuador según el algoritmo de control empleado. La asignación de una trayectoria

a seguir es para suavizar el movimiento sobre una serie de puntos predefinida.

Observación 5.1.1. El hecho de que la superficie de contacto sea de madera y la trayectoria de

la posición deseada cambie continuamente de dirección aumentan los efectos de fricción, que no se

tienen en cuenta expĺıcitamente porque la Propiedad 4.1.1 asume que la superficie de contacto no

tiene fricción. El objetivo principal es probar las propiedades de robustez del CTSMA propuesto

porque la fricción representa una perturbación no despreciable.

Para tener un punto de comparación, una versión simplificada del enfoque basado en observador

de posición / fuerza de Integral Proporcional Generalizado (GPI ) introducido en [66] se emplea

asumiendo la restricción conocida.
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τ = −Kpe1 −Kv(q̂2 − q̇d)

−QKi

∫ t

0
e1dϑ− JT

ϕλd + J+
ϕkFiGPI∆F̄ (5-14)

Para evitar la medición de las velocidades articulares del manipulador y la fuerza de contacto, [66]

proponen el siguiente observador lineal de alta ganancia

˙̂q1 = q̂2 + λp+1q̃1 (5-15)

˙̂q2 = H−1q1

(

τ −N(q1,
˙̂q2)

)

+ ẑ1 + λpq̃1 (5-16)

˙̂z1 = ẑ2 + λp−1q̃1 (5-17)

˙̂z2 = ẑ3 + λp−2q̃1 (5-18)

...

˙̂z(p−1) = ẑp + λ1q̃1 (5-19)

˙̂zp = λ0q̃1 , (5-20)

donde q̃1 , q1 − q̂1, y N̂(q1,
˙̂q2) = C(q1,

˙̂q2)q̂2 +D ˙̂q2 + g(q1). Nótese que q̂2 se emplea en lugar

de q2 para evitar mediciones de velocidad.

Comparado con el enfoque de anterior, tiene la principal desventaja de lograr solo el acotamiento

final de los errores de seguimiento (aunque el acotamiento final puede hacerse arbitrariamente

pequeño). Además, el modelo del robot es necesario y se emplea en el diseño y la implementación

del observador, que es otro inconveniente clave.

En cuanto a las ganancias de control para (4-13)-(4-15) se eligieron

K1 = diag{9.000, 64.72, 47.52, 9.204, 41.38, 8.636},K2 = diag{3.447, 5.552, 4.854, 5.275, 4.802, 3.573}
y K3 = diag{1.618, 3.971, 3.236, 1.873, 3.236, 1.208}. También se estableció kFi = 2.18 y para el

diferenciador de Levant fue elegido L = 1. Las ganancias del GPI se eligieron
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Error [◦] e1 e2 e3 e4 e5 e6

GPI 0.2369 0.9319 0.1876 0.1347 0.1720 0.2242
CTSMA 0.2048 0.4663 0.1215 0.1258 0.1584 0.2172

Tabla 5-1: RMSE - seguimiento de posiciones articulares

Kp = diag{1175, 4386, 4121, 932, 852, 364}, Kv = diag{26, 115, 104, 62, 58.2, 17.3} y

K i = diag{28, 107, 106, 63, 56.4, 105}, kFiGPI = 2.03.

La Figura 5-1 muestra el comportamiento de seguimiento en coordenadas articulares. Se puede ver

que a pesar de los efectos de alta fricción, ambos esquemas muestran un rendimiento similar, con

la excepción de la articulación q2, donde claramente el CTSMA ofrece un mejor resultado.

La Figura 5-2 muestra el error en el seguimiento de la posición correspondiente en coordenadas

articulares, donde también se puede apreciar claramente que el enfoque CTSMA ofrece mejores

resultados en general, pero especialmente para la articulación q2.

Una forma alternativa de establecer objetivamente qué esquema tiene un mejor rendimiento es

calcular los errores de ráız cuadrática media (RMSE) como RMSE(e)=
√

1
p

∑p
k=1(e(k))

2, donde e

es cualquier variable de interés y p es el tamaño de la muestra. La Tabla 5-1 muestra los resultados

de los errores de seguimiento de posición, lo que confirma lo que se pudo apreciar en las figuras

anteriores.

Dado que las velocidades de las articulaciones no están disponibles, no es posible determinar qué tan

exacta es realmente la estimación de la velocidad. Sin embargo, la Figura 5-3 muestra el error

ė = q̂2−qd para ambos esquemas. Se tiene en cuenta que esto representa un abuso de notación, ya

que el valor real ė es desconocido. Aunque los errores son de pequeña magnitud, existe algún tipo

de chattering debido a la naturaleza de ambos enfoques utilizados para estimar las velocidades. La

Tabla 5-2 muestra el RMSE correspondiente para confirmar que efectivamente es el CTSMA en

conjunto con el Diferenciador de Levant que tiene un mejor desempeño.

La Figura 5-4 muestra el seguimiento de fuerza, también el CTSMA tiene un rendimiento mucho

mejor. Se tiene en cuenta que las mediciones de fuerza son muy ruidosas en ambos casos, y la razón
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Error
[

◦

s

]

ė1 ė2 ė3 ė4 ė5 ė6

GPI 0.2072 0.0918 0.1131 0.0413 0.1270 0.1086
CTSMA 0.1573 0.0569 0.1121 0.0303 0.1216 0.1080

Tabla 5-2: RMSE - velocidades estimadas

Error [N ] ∆λd

GPI 0.4914
CTSMA 0.4015

Tabla 5-3: RMSE - Fuerzas

puede ser que ambos controladores estén tratando de compensar la alta fricción sobre la superficie.

Esto significa que el CTSMA posee mayores propiedades de robustez, como se confirma en la Tabla

5-3 y en la Figura 5-5, que muestra el error correspondiente.
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Figura 5-1: Seguimiento de posición articular. Esquema CTSMA (—), enfoque basado en GPI (- -
-), trayectoria deseada (- · - · - ·)
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Figura 5-2: Error del seguimiento de posición articular. Esquema CTSMA (—), enfoque basado en
GPI (- - -)
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ė4

0 5 10 15
−1

−0.5

0

0.5

1

t[sec]

[

◦ s

]

ė5
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Figura 5-3: Error de la estimación de velocidad. Esquema CTSMA (—), enfoque basado en GPI(-
- -)
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Figura 5-4: Seguimiento de fuerza. Esquema CTSMA (—), enfoque basado en GPI (- - -), trayectoria
deseada (- · - · - ·)
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Figura 5-5: Error del seguimiento de fuerza. Esquema CTSMA (—), enfoque basado en GPI (- - -)
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6

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha presentado la implementación de un esquema de control robusto para

el seguimiento de trayectorias de posición y de fuerza basado en el conocido algoritmo Continuous

Terminal Sliding Mode Algorithm (CTSMA) y el diferenciador de Levant. El esquema propuesto

se prueba experimentalmente para aplicar fuerza sobre una superficie de madera para aumentar los

efectos de fricción y el rendimiento obtenido es superior en comparación con un esquema de control

/ observador de GPI basado en un modelo.

Para demostrar la versatilidad del algoritmo de control utilizado, se implementa en una plataforma

en la cual no es común hacer uso de esta técnica de control. Los resultados obtenidos son satis-

factorios, y se demuestra la capacidad que tiene el algoritmo de control en aplicaciones con alto

grado de incertidumbre en el sistema para el seguimiento de trayectorias. Se desarrollaron todas

las herramientas computacionales necesarias para la implementación que permiten solucionar el

problema planteado y cumplir con el objetivo de esta tesis.

Se describe la arquitectura de control del sistema y los procedimientos de implementación de control
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de posición y de movimiento del robot. Diferentes trayectorias han sido programadas y ejecutadas

sobre el prototipo demostrando la versatilidad que logra el seguimiento de cualquier trayectoria. Los

resultados experimentales muestran que el sistema es capaz de seguir las trayectorias deseadas para

un conjunto de puntos del efector final en tiempo finito, contemplando únicamente este seguimiento

de trayectorias.

Para el algoritmo utilizado el Continuous Terminal Sliding Mode Algorithm (CTSMA) se puede

observar la convergencia del error de seguimiento a una vecindad cercana a cero y el aumento del

desempeño. Las señales de control cont́ınuo para cada articulación que se obtuvieron mediante el

CTSMA atenuaron los efectos del chattering, con que el seguimiento de trayectorias fue el deseado

a pesar de la fuerza de fricción desconocida, las perturbaciones y dinámicas no modeladas, las posi-

ciones angulares de cada actuador deseadas se alcanzaron en el tiempo definido para el seguimiento

de las trayectorias con movimientos suaves debido a la convergencia garantizada por el algoritmo

de control. Sin embargo el error de seguimiento se vio afectado debido a las propiedades f́ısicas de

los actuadores en varios segmentos sin alterar el seguimiento en secciones finales de la trayectoria

las cuales se consideran de mayor interés. El uso del diferenciador de tercer orden contribuyó a la

eficiencia obtenida en los resultados ya que obtuvo una buena estimación de las señales cont́ınuas

de velocidad de cada articulación utilizando solo la información de la posición.

Para el controlador utilizado si se desea mayor exactitud es necesario programar diferenciadores

exactos y robustos pero éstos conllevan un cáculo matemático más complejo y por lo tanto un

mayor procesamiento por parte del microcontrolador.

El algoritmo de control utilizado es robusto ante incertidumbres y perturbaciones acotadas y aco-

pladas a la señal de control lo que permite compensar errores de impresición en espećıfico dinámicas

no modeladas, al igual permitió comprobar la robustez de la metodoloǵıa de control por modos des-

lizantes ya que sin contemplar un modelo dinámico del sistema logró el objetivo propuesto. Esto

se pudo observar en los errores de seguimiento de trayectorias.

Con base en los resultados obtenidos se especifican las caracteŕısticas más importantes del algo-

rimo utilizado con lo que se puede tener un panorama más amplio si se desea implementar esta

metodoloǵıa en el seguimiento de posición y fuerza.
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Por tanto, se puede concluir que la metodoloǵıa empleada es muy prometedora, mientras que queda

como trabajo futuro proporcionar una prueba de estabilidad técnica. Vale la pena señalar que hasta

ahora tal prueba no existe para ningún enfoque similar en el caso multivariable.
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57
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