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Introducciéon

En [23], Scharlemann y Thompson introducen el concepto de posicién delgada para 3-
variedades como una descomposicion generalizada de Heegaard. Pensando una descomposicion
generalizada de Heegaard como una sucesion de descomposiciones de Heegaard pegadas a
través de sus fronteras, una posicién delgada es aquella con descomposiciones de Heegaard que
en cada nivel son sencillas. En particular, hereda caracteristicas de irreducibilidad conocidas
para las descomposiciones de Heegaard (ver definicién 2.3.6).

Recientemente, en el ano 2012, Gay y Kirby [7] introducen el concepto de triseccién para
4-variedades suaves, cerradas, orientables. En varios sentidos, las trisecciones funcionan como
el andlogo 4-dimensional de las descomposiciones de Heegaard. Un sumario de las analogias
entre trisecciones y descomposiciones de Heegaard se puede encontrar en [6]. Meier, Schirmer
y Zupan en [17] desarrollan las ideas de Gay y Kirby. En particular, hacen notar que una
triseccion se puede ver.

Un resultado de Laudenbach y Poénaru [14] nos dice que, al construir una 4-variedad como
una sucesiéon de asas, existe sélo una forma de pegar las 3- y 4-asas. Esto sugiere que la
mayor informacién sobre la variedad estd en las colecciones de 2-asas. Uno de los aspectos mas
importantes sobre las 2-asas 4-dimensionales es que los mapeos de pegado son equivalentes a
enlaces enmarcados. Lo cual nos permite utilizar teoria de nudos para estudiar 4-variedades.

De ahi, tomando a las trisecciones como el analogo 4-dimensional a las descomposiciones
de Heegaard, Romén Aranda en [4] propone una definicién de triseccién generalizada. Para
luego definir la posicién delgada de una 4-variedades como una triseccién generalizada, en la
cual los enlaces enmarcados asociados a las 2-asas sean sencillos en las 3-variedades de nivel
respectivas.

Personalmente, me parece fascinante la construccion de variedades suaves a través de “blo-
ques” tales como las asas, de manera que puedas armar la variedad para forzar que, en cierta
medida, tenga las caracteristicas que uno busca; O desarmarla, para poder estudiar y entender
a la variedad a través de sus partes. Las variedades de dimensiones 3 o 4 tienen la particula-
ridad de que pueden ser descritas por diagramas de nudos. Buscar descripciones distinguidas
de estas variedades, tales como las posiciones delgadas, es un paso natural.

El objetivo de este trabajo es dar una exposicion del concepto de posicion delgada para 3-
y 4-variedades, dando las bases necesarias para dar las definiciones respectivas, y demostrando
algunos resultados bésicos.

En el primer capitulo vemos una breve introduccion a la teoria de Morse. Vemos primero
las definiciones basicas y algunos ejemplos. En la segunda seccién, vemos cual es el comporta-

miento de las variedades suaves cerca de los puntos criticos no degenerados. Esto nos lleva al



concepto de k-asa. En la tercera seccion, mostramos que toda variedad suave compacta tiene
una descomposicién en asas. Vemos algunas descomposiciones particulares y describimos las
operaciones que podemos hacer en asas.

En el capitulo dos, estudiamos el caso de descomposiciones en asas de 3-variedades. Para
esto, vemos primero algunos resultados generales de 3-variedades. En la secciéon 2.2, defini-
mos lo que es una descomposicién de Heegaard y demostramos que toda 3-variedad cerrada
(compacta con frontera vacia) admite una. En la tercera seccién, extendemos la definicién pa-
ra 3-variedades compactas. En las tltimas dos secciones vemos los resultados sobre nudos y
cirugia en 3-variedades que nos serviran al momento de definir y estudiar la posicion delgada
para 4-variedades.

En el tercer capitulo estudiamos el caso de las variedades suaves compactas de dimensién 4.
En particular, tratamos de extender los resultados que obtuvimos para el caso 3-dimensional.
Vemos primero algunos resultados generales sobre 4-variedades. En la segunda seccion, intro-
ducimos el concepto de triseccion para 4-variedades cerradas suaves y orientadas, dando los
resultados mas relevantes. En particular, estudiamos la relacion entre la cirugia de 3-variedades
y las trisecciones. Terminamos dando la definicién de posicién delgada para 4-variedades, junto

con algunos resultados.
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CAPITULO 1

Teoria de Morse

1.1. Funciones de Morse

Consideremos la esfera unitaria en R, S?* = {(z,y,2) € R® : 22 + y* + 22 = 1}. Sea
f: R® = R la funcién altura f(z,y,z) = 2. Dado t € R, al conjunto f~'(¢) le llamamos
conjunto de nivel. Los conjuntos de nivel para la restriccién f a S? se muestran en la figura 1.1.

1%} t>1
punto t=1
F7Ht) = {circulo —1<t<1
punto t=-1
1%} t< -1

punto

Figura 1.1: Funcién altura en la esfera.

Al incrementar ¢, podemos ver como, por intervalos, la topologia de los conjuntos de nivel
se mantiene constante, cambiando sélo en valores especificos. Podemos ver algo analogo en

el toro. Consideremos el toro en R3. acomodado de manera vertical. En este caso, tenemos
) )
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cuatro valores donde la topologia cambia. En la figura 1.2, los puntos en el toro pi, ps, p3, ps
son aquellos donde cambia la topologia de la superficie. Tomando ¢; = f(p;), tenemos para

t € (¢, ciy1) las preimégenes f~1(t) en la figura 1.2

AR

Cq

o] t>cy 3
circulo c3<t<ey
f7Ht) = { par de circulos ¢y <t < c3
circulo 1 <t<cey
o] t<cy

C2

&

Figura 1.2: Funcion altura en el toro.

Definicién 1.1.1. Sean M una variedad diferencial y f : M — R una funcién suave. Decimos
que p € M es un punto critico de f si df, = 0. En caso contrario decimos que p es un punto
reqular. Dado t € R, decimos que este es un valor reqular de f si todo punto p € f~1(¢) es un

punto regular. En caso contrario decimos que t es un valor critico de f.

Observacion. Los puntos criticos y puntos regulares pertenecen al dominio de la funcién, mien-
tras que los valores criticos y valores regulares pertenecen al contradominio. Por vacuidad, un

valor que no pertenece a la imagen de la funcién es un valor regular.
Los valores regulares de f son aquellos donde la funcién se comporta bien. En particular,

tenemos la siguiente proposicion, cuya demostracion puede revisarse en [8]'.

Proposiciéon 1.1.2. Sea f : M — R una funcion suave. Sit € R es un valor reqular de f,

entonces f~1(t) es una subvariedad reqular de codimension 1.

'De hecho, Guillemin y Pollack prueban algo un poco més fuerte. A saber, si y es un valor regular de
f:X =Y, entonces f~1(y) es una subvariedad de X de codimensién 1. La prueba se encuentra en la cuarta

seccién del primero capitulo.



Si ¢ es un valor regular, decimos entonces que f~'(t) es una superficie o hipersuperficie de
nivel.

La funcion de la esfera tiene dos puntos criticos. Mientras que la funcion altura del toro
tiene cuatro puntos criticos. Los puntos criticos son los puntos donde cambia la topologia
de los conjuntos de nivel. La idea es describir la topologia de la variedad M utilizando la
informacion de f en estos puntos criticos. Buscamos primero los puntos criticos de la funcién
f, y estudiamos el comportamiento de la funcién en una vecindad de estos. En general, la
segunda derivada de f no estd bien definida en toda la variedad M. Sin embargo, si podemos

dar una definicién en los puntos criticos.

Definicién 1.1.3. Sea p € M un punto critico de f. Definimos la sequnda derivada de f en p

como la transformacion bilineal
dof(p) : T,M x T,M — R,

que en cartas locales tiene matriz asociada

(@ @) = 5o

A la matriz de segundas derivadas se le suele llamar la matriz Hessiana de f. Al determi-

nante se le llama el Hessiano de f.

Definicién 1.1.4. Sea f : M — R una funcién suave. Un punto critico p € M es no degenerado
si la forma bilineal dy f(p) es no degenerada. Decimos que la funcién f es una funcidn de Morse
si todos los puntos criticos de f son no degenerados, y distintos puntos criticos toman distintos

valores. Es decir, si p,q € M son puntos criticos distintos de f, entonces f(p) # f(q).

Observacion. No todos los autores piden que distintos valores criticos tomen valores distintos
como condicién al definir funciones de Morse. Se puede demostrar que las funciones de Morse

segun nuestra definicién son las funciones estables de C*°(M).
Ejemplos de funciones de Morse son las funciones altura de la esfera y el toro.
Ejemplo 1.1.5 (La esfera S™). Sea S"™ = {(x1,...,%ps1) € R" : 22+ - -+22 = 1. Consideremos

la funcién
f:8" — R fz1,. . xn) = Tpaa.

Afirmamos que los puntos criticos de f son x,,1 = £1. Denotemos por py = (0,...,0,1),

el polo norte de S™. Sea Uy = {(x1,...,Zp41) € S™ : xye1 > 0} y ¢ : Uy — R™ dada por



o1,y Tng1) = (T1,. .., @), con inversa @ (a1, ..., 2,, /1 — Y i 7). La expresién de f

en estas carta local es

n 1/2
fN(l’ll‘n):fo@_l(xlan):<1—2x22) X

Un punto p € Uy es punto critico de f si y sélo si p(p) € ¢(Un) es punto critico de fy.

Calculamos las derivadas parciales de fy:

al’k - n 12"
(1 -> xf)
i=1
Por lo tanto = € p(Uy) es punto critico de fy siy sblo si x1 =29 = -+ = x, = 0. Es decir, el

origen es el inico punto critico de fn. Veamos que no es degenerado. Calculando las segundas
parciales de fy, tenemos

" —1/2 " —3/2
Pfy (1—21:?) —mk(l—Zx?) st ay, = x5

=

Orpdx; n 372!
S ThT; (1 -y 1‘22) si xy # T

=1
Al evaluar en 0,
d2 fn(0) = 1d
Por lo tanto 0 es un punto critico no degenerado de fy. De esto concluimos que py es un punto

critico no degenerado de f. Considerando la carta local
vs:Ug CS" = R"” 0s(T1y .y pg1) = (X1, ..., ),

donde Us = {(z1,...,Zpt1) € S™ ¢ 2py1 < 0}. Obtenemos, de manera andloga, que el origen

es el inico punto critico de fg = f o 5", con matriz Hessiana

dyfs = —Id.
Asi pg = @51(0) = (0,...,0,—1) es un punto critico no degenerado de f. Veamos que estos son
todos los puntos criticos. Sea i < n, consideremos U = {(zy,...,Zn41) € S™ : 2; > 0}. Toman-
do ¢F : U — R" dada por @ (zy,...,Tns1) = (21,...,%4,...,Tny1), donde #; significa que
se omite la i-6sima entrada. En estas coordenadas tenemos fi(z) = fo (oF)  (21,..., 2pi1) =
Zni1- Tenemos entonces
of
O%pi1

y por lo tanto f; no tiene puntos criticos. Como la coleccion {UZ-jE * 1, junto con Uy y Ug

cubren la esfera, podemos concluir que los tinicos puntos criticos de f son py v pg, los cuales

son no degenerados. Por lo tanto, f es una funciéon de Morse para S™.
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Observacion. Si M es una variedad compacta, entonces toda funcién f : M — R alcanza su
maximo y su minimo. Si OM = & y f es una funciéon de Morse, entonces f debe tener, por
lo menos, dos puntos criticos. Si OM # & esto no es necesariamente cierto. Por ejemplo, si
M = N x I, donde N es una variedad suave compacta, entonces la funcién f : N x I — R

definida por f(p,t) =t no tiene puntos criticos.
Ejemplo 1.1.6. [El toro] Consideremos el toro en R? parametrizado por
¢:R* — R? (u,v) —> (senu, (cosu+ 2)senv, (cosu + 2) cosv).

De manera que T = ¢(R?) = {(senwu,cosusenv,cosu(cosv + 2)) : u,v € R}, es el toro
acomodado de manera vertical en R3, como en la figura 1.2. La funcién altura (z,y,z) — 2

restringida a T" es
f:T — R f(senw, (cosu + 2)senw, (cosu + 2) cosv) = (cosu + 2) cosv

Los puntos criticos de f son aquellos que satisfacen el sistema de ecuaciones

of B

5y~ Senucosv = 0 (1.1)
of B

e —(cosu+2)senv =0 (1.2)

Este sistema tiene 4 soluciones. De ecuacién (1.2), como |cosu| < 1, cos u+2 no puede ser igual
a cero. Luego, necesariamente sen v = 0, por lo tanto cosv # 0. Lo cual implica que senu = 0.
De esto se sigue que cosu = £1, cosv = £1. Sustituyendo en (senu, (cosu + 2) sen v, (cosu +
2) cosv). Hay 4 combinaciones posibles. Podemos ordenar las soluciones segin los signos que

toman cosu y cosv de la siguiente manera:

(sen(cosu) sgn(cosv)) | (+, +) (4 =) (= 4+ (=, -)
Sustituyendo 1(0,0,3) (0,0,1) (0,0,-3) (0,0,—1)
donde, por ejemplo, el par (+, —) corresponde a cosu = 1, cosv = —1. Asi, f tiene 4 puntos

criticos, ordenados por altura (ver figura 1.2), son

b1 = (07 07 3)7 P2 = (07 07 1)7 P3 = (07 07 _1)7 P4 = <07 07 _3>
Calculemos ahora la matriz Hessiana de f.

0*f
—(u,v) = — cos ucos v,

0%u

>f
0%v

T () 0) = senusenv = 2 (u,0)
gy (W V) = senusenv = = (u, v).

(u,v) = —(cosu + 2) cos v,




La matriz Hessiana de f es

de(uv U) = (

— COS U COSv senu sen v >

senusenv —(cosu + 2)cosv

Expresamos los puntos criticos p; en coordenadas locales. Tomando p; = ¢~ !(p;), tenemos

p1 = (0,0), po = (0,7), p3 = (m,0), Py = (m,m).

Evaluando en los puntos criticos

daf (1) = (_03 _01> ; daf (P2) = <(1) _01) ;
o (7s) = (é _01> L i) - (3 2) .

Como las matrices son no degeneradas, los puntos criticos son no degenerados. Por lo tanto, f

es una funcién de Morse para T'.

De los ejemplos anteriores, vemos que los puntos criticos son los puntos donde la topologia
de los conjuntos de nivel cambia. En el sentido de que, si ¢, ¢y son valores criticos consecutivos,
entonces para cada ty,ty € (c1, ), f~1(t1) y f~*(t2) son homeomorfos. Otra cosa interesante de
notar es que al rededor de los puntos criticos la superficie tiene un comportamiento particular.
Si nos fijamos en el ejemplo del toro, en los puntos criticos que no son ni el maximo ni el
minimo, hay una direccion que “baja” y otra que “sube” respecto a la funcién f. En otras
palabras, localmente la superficie se ve como una silla de montar. En este sentido, la informacion
analitica de una funcién de Morse nos da informacion topoldgica de la variedad. Esto es un

comportamiento general de las funciones de Morse y una de sus caracteristicas mas importantes.

Lema 1.1.7 (Lema de Morse). Sean M una variedad suave compacta y f : M — R funcion de
Morse. Sip € M es un punto critico de f, entonces existe una carta coordenada ¢ : (U,p) —

(R™,0), de manera que

A n
f(m):fogp_l($1,...,$n):f(p)—2m?+ZI?
i=1 i=A+1
Milnor en [21]* da una demostracién usando el Lema de Hadamard. Daremos aqui una
demostracion como una aplicacion directa de teorema de la funcién implicita, la cual se puede

encontrar en [1], en inglés®.

’Lema 2.2
3Me parece que la demostracién original es de Laudenbach [13], pero el texto estd en francés.
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Demostracion. Al ser un resultado local, pasando a una carta local, podemos suponer que
f:U CR" — R" Con U abierto y 0 € U es el tinico punto critico de f, el cual es no
degenerado. Al ser ds f(0) una forma bilineal simétrica, es diagonalizable. Bajo un isomorfismo
de espacios vectoriales, podemos suponer ds f(0) diagonal.

Procedemos a mostrar el resultado por induccion sobre la dimensién n. Paran = 1, tenemos

Fr) = F0) + F/O)x + 3 O) + e(a)a?

= f(0) £ az’(1 + e(@)),

donde a es un ntimero positivo y e es una funciéon C'*°, la cual se puede expresar como

/f ) — t)d

o(x) = zv/a(l + e(x)).

Entonces ¢'(0) = v/a # 0, por lo que ¢ es un difeomorfismo local en 0. Hacemos el cambio de

Definimos la funcién

variable T = p(z). Aplicando el teorema de la funcién inversa, tenemos que

foe (@) = f(z) = f(0) £ az’(1 + e(x)) = £(0) £ 4.

Por lo tanto, bajo un cambio de coordenadas, f tiene la forma buscada. Con esto concluimos
el cason = 1.

Supongamos n > 1. Escribimos R” = R x R"~!, con puntos denotados por (z,y). Para cada
y € R™!, consideremos la funcién f,(z) = f(z,y). Desarrollando en serie de Taylor hasta el

segundo término

fla,y) = fy(x) = £,(0) + f,(0)z + f;/(0)2" + e(w)a”.

Como 0 es punto critico no degenerado de f, f (0) # 0. Esto ya que estamos suponiendo
daf(0) diagonal y f; = a f . Ahora, si f;(0) = 0, entonces procedemos como en el caso n = 1.

Escribimos
flx,y) = £,00) £ aly)2*(1 + e(z,y)),

donde a(y) > 0. Bajo el cambio de variable

= (ev/a(y)(1 + e()),y) = (7).

de manera andloga al caso n = 1, obtenemos f o o= Y(Z,y) = 2% & f(0,7).



Veamos que podemos reducirlo al caso f; (0) = 0. Para esto, busquemos los puntos criticos

de la funcién f, : R — R. Los cuales son soluciones a la ecuacién

g—i(x,y) =0. (1.3)

Al ser dyf(0) diagonal, sabemos por hipétesis que
0% f
7,0 7 0.

Por el Teorema de la Funciéon Inversa, en una vecindad de (0, 0), las soluciones de ecuacién (1.3)

constituyen la grafica x = ¢(y). Con ¢ una funcién suave definida en una vecindad del origen

en R"1. De nuevo, al ser dyf(0) diagonal, la derivada de % respecto a la variable y es cero.

Por lo tanto dyy = 0.

Consideremos ahora el cambio de variable

P(z,y) = (z + ¢(x),y).

Por lo anterior, d®y = Id, la matriz identidad. La funcién f en estas coordenadas satisface

5z (f 0 @)(0,9) =0,
dgf o @(0, O) = dgf(o, O)

Tomando la funciéon fv: fo®, lo reducimos al caso ]Z(O) = (. Con esto terminamos la prueba
del Lema de Morse. O

Como consecuencia del lema 1.1.7, los puntos criticos de una funciéon de Morse son aislados.
Asi, si M es compacta, entonces toda funcion de Morse para M tiene una cantidad finita de
puntos criticos.

Sean p € M un punto critico no degenerado de f : M — R. Decimos que una carta
coordenada ¢ : U — R es una carta de Morse si satisface el Lema de Morse. Bajo una
traslacion, f es una forma cuadratica. El nimero A no depende de la carta escogida, ya que A

es igual a la signatura de dyf(p). *

Definicién 1.1.8. Sea p € M un punto critico no degenerado de f : M — R. Se define el
indice de p respecto a f como la signatura de dy f(p). De manera que si ¢ : U — M es una

carta de Morse centrada en p, entonces

A n
f(x)ZfOSD_l (xla"'7xN):f(p)_Zx?+ Z :L‘?,

i=A+1

donde A es el indice de p.

4Entendemos por signatura de una matriz simétrica como el niimero de entradas negativas de su diagonali-

zacién. La signatura de una forma bilineal simétrica es la signatura de la matriz asociada.
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Una consecuencia interesante del Lema de Morse es el Teorema de Reeb.

Teorema 1.1.9 (Teorema de Reeb). Sea M una variedad suave compacta. Si existe una fun-

cion de Morse f con solo dos puntos criticos, entonces M es homeomorfa a la esfera.

Se puede probar que existen funciones de Morse en cualquier variedad suave. De hecho, se

puede mostrar que las funciones de Morse son densas en el espacio de funciones suaves C*°(M).

Proposicién 1.1.10. Sea M una variedad compacta suave de dimension n. Dada g : M — R,
existe una funcion Morse f . M — R arbitrariamente cercana a g.

En particular, si OM = 0_MUO,. M es una descomposicion de la frontera de M en abiertos’
ajenos, existe una funcidn de Morse f tal que f(M) =1[0,1], 0_-M = f~1(0), y 0. M = f~1(1),

de manera que los valores criticos de f estan en el intervalo (0,1).

1.2. Puntos criticos

En esta seccion veremos los teoremas que nos interesan sobre el comportamiento de la va-
riedad en una vecindad de los puntos criticos de una funcion de Morse. Daremos los enunciados
sin demostracién, los cuales se pueden consultar en [16] o en [1].

Sea M una variedad suave y f : M — R una funcién de Morse. Para a € R, denotamos
por M, = f~}(—o0,a], y por M,y = f~'[a,b]. De manera que M, tiene frontera topoldgica

OM, = f~'(a). El conjunto M, no tiene por qué ser una subvariedad de M.

Teorema 1.2.1. Sea M una variedad suave y f : M — R una funcion de Morse. Sean a,b € R,
con a < b. Si no existen valores criticos de f en el intervalo |a,b], entonces M, = M,. De

hecho, M, es un retracto por deformacion de M,.

Tenemos en particular el siguiente corolario que nos precisa la idea de que la topologia de

la variedad no cambia en valores regulares.
Corolario 1.2.2. Bajo las hipétesis del teorema 1.2.1, Mgy = M, X I.

Veamos ahora qué sucede en los valores criticos de una funcién de Morse.

Consideremos M una variedad compacta suave. Sea f : M — R una funcién de Morse. Sean
Do, P1, - - - Pk los puntos criticos de f. Denotemos ¢; = f(p;), el valor critico correspondiente
al punto critico p;. Sea \; el indice del punto critico p;. Acomodamos los indices de manera

creciente, ¢g < ¢; < ... < ¢ ( recordemos que nuestra definicién de funcién de Morse exige

5 Abiertos en OM, donde M tiene la topologia relativa.
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que los puntos criticos tomen valores criticos distintos). En particular, ¢y es el minimo y ¢ el
maximo.

Al ser ¢y el minimo de f, es claro que, para t < ¢y, M; = &. Cuando llegamos a cy,
espontaneamente, aparece un punto M., = {po}. Para € pequeno, M., .. se ve localmente (ver
lema 1.1.7) como {(z1,...,7,) € R" : 22 + --- + 22 < 1} C R". En una vecindad de py, la
variedad M se ve como un tazén (un tazén n-dimensional). Al tomar ¢ entre ¢q y ¢, la variedad
M, no cambia.

Al llegar al siguiente valor critico, al efecto topologico en M al pasar de M., _. a M., ;. se

le conoce como pegar una \i-asa.

Definicién 1.2.3. Una k-asa n-dimensional es una n-bola cerrada parametrizada por
D" = D" x D"k

Cuya frontera es
O(D* x D" = %1 x DR U D* x §rR!

La cual estd dividida en la region de pegado S*=' x D"* vy la region libre D* x S*=*=1. En el
caso de las O-asas, la region de pegado es el conjunto vacio, y la region libre es la 0-asa. Para
k > 0, pegamos una k-asa a una variedad con frontera M via un encaje de la regién de pegado
@ : Sk x D% — 9M. Pegar una 0O-asa h es tomar la unién ajena M U h.

Si h es una k-asa n-dimensional, se define el core(h) = D¥x {0} y el cocore(h) = {0} x D"~*.
A la frontera de dcore(h) = S*~1 x {0} se le llama esfera de pegado. A la frontera dcocore(h) =

{0} x S"7*~1 se le llama la esfera cinturon.
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esfera cinturén

cocore

esfera de pegado

region de pegado

Figura 1.3: 1-asa de dimensién 3

En la figura 1.3 tenemos una l-asa de dimensién 3. En este caso, tenemos n = 3,y k = 1.
Tomamos S® = {1, —1}. Las esferas de pegado S° x {0} son los dos centros de los discos que

forman la region de pegado. La esfera cinturén {0} x S' acota el disco cocore = {0} x D?.

Observacion. Formalmente, al pegar una k-asa sobre una variedad M, no obtenemos una
variedad suave. Esto ya que el pegado tiene esquinas. Hay distintas maneras de darle la vuelta
a este problema. Se puede demostrar que las esquinas siempre se pueden suavizar. Otra forma
es dar una parametrizacién distinta a la n-bola, de manera que el pegado no tenga esquinas.
Los detalles se pueden consultar en [12]°.

Teorema 1.2.4. Sea f: M — R una funcion de Morse. Si p € M es el inico punto critico

de Mqy), entonces M, es el resultado de pegar una A-asa a M,, donde X es el indice de p. Es
decir

My, = M, U, h,
donde h es una A-asa con mapeo de pegado .

La demostracién se puede encontrar en [16]” o en [1]°.

6Seccién VI.6: “Attaching handles”
"Teorema 3.2
8Teorema 2.1.11
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Podemos perturbar la funcién f para mover los puntos criticos. En particular, nos interesa

reordenarlos.

Lema 1.2.5. Sea f: M — R una funcion de Morse. Sean p;, piv1 € M dos puntos criticos de
f tales que el indice de p; es mayor o igual al de p;y1. Supongamos que f(p;) < f(piv1), y no
hay otro valor critico en el intervalo [f(p;), f(pis1)]. Entonces eziste una homotopia f; tal que

f = fo, [ = [ fuera de una vecindad abierta de Msp,) 1po1))s ¥ f1 es tal que f(piy1) < f(pi)-

Esto nos permite reordenar los puntos criticos de una funciéon de Morse de la siguiente

manera.

Teorema 1.2.6. Sea f : M — R una funcion de Morse. Fxiste una homotopia de mapeos
fi : M — R tal que f = fo, los puntos criticos de fi estan ordenados por indice. Es decir, si
P, q son puntos criticos de f de indices i, j respectivamente, entonces i < j implica f(p) < f(q).
Y fi es funcion de Morse para cada t € [0,1] excepto en una cantidad finita de puntos. Los
valores de t donde f; no es de Morse corresponden a tiempos donde f; tiene dos puntos criticos

distintos que toman el mismo valor.

Decimos que una funcion de Morse es indexada si sus puntos criticos estan ordenados por
indice.

Tomando como modelo la funcién f; : R — R dada por fi(z) = 23 + tz. Para t > 0, f; no
tiene puntos criticos. Para ¢t = 0, el 0 es un punto critico degenerado. Para ¢ < 0, tenemos dos
puntos criticos de indices 0 y 1. De manera que, al pasar de f_; a f; estamos cancelando un
par de puntos criticos. El siguiente lema debido a Morse extiende la idea anterior a funciones

de Morse arbitrarias.

Lema 1.2.7. (Lema de cancelacién) Sea f : M — R una funcion de Morse. Sean p;, pii1

puntos criticos de f. Supongamos lo siguiente
a) El indice de p;y1 es uno mds que el de p;.

b) Sean h;, hii1 las asas asociadas a p; y piy1- La esfera cinturon de h; y la esfera de pegado

asoctada de h;y1 se intersecan transversalmente en un solo punto.

Existe una homotopia f; tal que f = fo, f1 no tiene puntos criticos en una vecindad abierta

de M, ..., y coincide con f fuera de esta vecindad.

La idea de la prueba es mostrar que existe una carta coordenada V' tal que p;,p;x1 € V' y

f en estas coordenadas es la funcién

_ 2 2 3 2 2
flar, @0, an) = =07 — 25 — -+ — &) — Ty + X5 + ... 7).
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De aqui, tomando la homotopia

2 2 3 2 2
fe(wr, @0, . an) = =07 — 25 — - — @) —trg + o + .2,

con t € [—1, 1], cancelamos los puntos criticos. La parte més complicada de la demostracion es
encontrar la carta V. Los detalles de la prueba se pueden encontrar en [20].

Decimos que dos puntos criticos de indices respectivos a 'y # forman un par («a, 3)-cancelable
si satisfacen las hipdtesis del lema 1.2.7 (En particular, debe darse que § = a + 1). Notemos
que el proceso en la direccién contraria también es valido. Podemos perturbar una funcién f

para generar un par (o, 3)-cancelable.

Teorema 1.2.8 (Desigualdad de Morse). Sea M una variedad suave, y f : M — R una funcion
de Morse. Denotamos por cy el nimero de puntos criticos de indice A, por by el A-ésimo niumero

de Betti de M. Para cada 0 < k < n, se tiene las siguientes desigualdades

C Z b)\ y Z(—l))\@\ Z Z(—l)Ab)\.

St k = n, entonces se da la igualdad. En particular, la suma alternada nos da la caracteristica
de Fuler:

n n

S (-1 = x(M) = 3 (<1) by,

A=0 A=0

Esta desigualdad nos da una cota inferior para el niimero de puntos criticos que debe tener
una funciéon de Morse. Si se da el caso que by # 0, entonces toda funciéon de Morse debe tener
por lo menos by puntos criticos.

Consideremos M una n-variedad cerrada (compacta y sin frontera) suave de dimensién
impar. Tomemos f : M — R funcién de Morse cuyos puntos criticos toman valores distintos.
Sea ¢; el nimero de puntos criticos de f con indice i. Por el teorema 1.2.8, sabemos que
la caracterfstica de Euler de M satisface la igualdad x(M) = > _,(—1)"¢;. Al ser n impar,
tenemos que n = 2m + 1 para alguna m € N. Consideremos la funcién —f : M — R, la cual
también es de Morse. Si p € M es punto critico de f con indice i, entonces p es punto critico
de —f con indice n — i. Denotemos por b; el nimero de puntos criticos de f con indice j. De

lo anterior, tenemos la igualdad b; = copi1—;.

2m+1 2m+1 2m+1 2m+1
X(M) = D" (=1)bi= > (Dicampri = 3 (=1 g = = 3 (=1)e; = —x (M),
=1 i=1 j=1 j=1

Por lo tanto x(M) = 0. Acabamos de demostrar la siguiente proposicién

Proposicién 1.2.9. Toda variedad suave cerrada de dimension impar tiene caracteristica de
Euler cero.
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1.3. Descomposicion en asas

Una de las consecuencias mas interesantes de lema 1.1.7 es que podemos descomponer una
variedad compacta M en asas. Si la variedad M tiene frontera no vacia, podemos apoyarnos
en una parte de la frontera para construir la variedad.

Sean M una variedad suave compacta y f : M — R una funcion de Morse con puntos
criticos pi,po,...,pr € M y valores criticos ¢; < ¢ < ... < ¢, tomados de manera que

f(p;) = ¢;. Sean ag, aq,...,a € R tales que
g <1 < a1 <Cp < ...<Qp-1 <cCp<ag.

Para cada indice 0 < i < k, a; es un valor regular de f, y en el intervalo [a;, a;41] el tnico
valor critico de f es ¢;. Dada una descomposicién de la frontera en abiertos ajenos OM =
0_M U0, M, por la proposicién 1.1.10, podemos suponer f(0_-M) < ag, y f(0+M) > a. Por
el corolario 1.2.2, M,, = 0_M x I. Por teorema 1.2.4, M,, es el resultado de pegar una \;-asa
a 0_M x I en 0_M x {1}, donde A; es el indice de p;. En general, la variedad M,,,, es el
resultado de pegar una A;;i-asa a la variedad M,,.

Definicién 1.3.1. . Sea M una variedad suave. Dada una descomposicion de la frontera de
M en abiertos (respecto a OM) ajenos OM = 0_M U 0, M, una descomposicion en asas para

M relativa a O_M es una sucesién de asas
H:hOUhlLJ"'UhN,
donde la asa h; se pega en la variedad determinada por

(6_M><I) le hl Uapg thQDg"-U hi—h

Pi—1
donde ¢; es el mapeo de pegado del asa h;.

Teorema 1.3.2. Sean M una variedad suave compacta. Toda funcion de Morse f: M — R

mduce una descomposicion en asas para M.
La proposicion 1.1.10 junto con el teorema anterior implican el siguiente corolario.

Corolario 1.3.3. Sea M wuna variedad suave. Dada una descomposicion de la frontera de

OM = 0_M UOJ, M, existe una descomposicion en asas de M relativa a O_M.

De manera reciproca, toda descomposicion en asas de una variedad suave M nos da una

funcién de Morse. La idea es primero definir en cada k-asa la funcién
2 2 2 2 2
(1,29,...,%n) = —2] — 25 — -+ — X, + Tjiiyq + - + 5.

Pegamos las funciones adecuadamente usando una particion de la unidad.
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Teorema 1.3.4. Toda descomposicion en asas induce una funcion de Morse.

Por lo general, al hablar de descomposiciones en asas, omitiremos el mapeo de pegado y
escribiremos simplemente M U h. Entendiendo que la unién es a través de una identificacion
del mapeo de pegado del asa h.

En figura 1.4, tenemos las asas de dimensién 3. La parte sombreada es la regién de pegado
respectiva. La 0-asa pensamos que simplemente aparece. La 1-asa tiene regién de pegado dos

discos. La 2-asa tiene region de pegado un cilindro. La 3-asa tiene region de pegado la esfera

N K .

0-asa 1-asa 2-asa 3-asa

Figura 1.4: Asas de dimension 3

Los resultados sobre funciones de Morse nos permiten realizar operaciones o movimientos en
la descomposicion de asas. Resumimos los resultados en el siguiente teorema. La demostracion
se puede consultar en [16].

Sean M, N dos variedades suaves. Una isotopia entre M y N es una homotopia
F:MxI— N, F(z,t) = Fy(z),

tal que el mapeo asociado

A

F:MxI— NxI, F(z,t) = (Fy(z),t).

es un difeomorfismo. Decimos que M y N son isotopicas si existe una isotopia entre ellas. Se
puede probar que la relacién de isotopia entre variedades es una relaciéon de equivalencia. En

general, consideramos solo variedades moédulo esta relacién de isotopia.

Teorema 1.3.5. Sea M una variedad suave compacta. Sucede lo siquiente
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e Si M’ se obtiene pegando una \-asa a M, entonces la estructura diferenciable de M’ no
cambia bajo isotopias en OM del mapeo de pegado de h.

o Siuna p-asa se pega sobre una A-asa, y i < X, entonces , bajo una isotopia de la frontera,

los mapeos de pegado respectivos pueden hacerse ajenos. (Esto corresponde al lema 1.2.5.)

e Fuxiste una descomposicion en asas
H=hoUhU---Uhy,
donde los indices estdn ordenados de manera creciente: indice(h;) < indice(h1).

o Si una (A + 1)-asa se pega en una A-asa de manera tal que la esfera de pegado de la
(A + 1)-asa interseca la esfera cinturdn de la A-asa transversalmente en un solo punto,
entonces estas asas se pueden cancelar (ver lema 1.2.7).

En lugar de construir la variedad M pegando una asa a la vez, podemos construirla por
bloques, pegando colecciones de asas en cada paso. Para esto, necesitamos que, en cada paso,
los mapeos de pegado sean ajenos. Por el teorema 1.3.5, una condicién suficiente es que cada
colecciéon de asas sea del mismo indice. Esto nos permite describir una descomposicion en asas

para M relativa a 0_M como
H=A"UAPU--- AN,
donde A;\ es una coleccién de \;-asas que se pegan en la variedad construida
A A2 Ai—1
En particular, siempre existe una descomposicién en asas ordenada por indice:
H:A(]UAlUUAn,
donde A; es una coleccion, posiblemente vacia, de i-asas.

Definicién 1.3.6. Sea M una variedad suave y N una subvariedad sin frontera. Una vecindad
tubular abierta de N en M es una pareja (f,§), donde & = (p, £, M) es un haz vectorial sobre
Ny f:E — M es un encaje tal que

1) fly =Idy, donde N estd identificado con la seccién cero de E.

2) f(F) es una vecindad abierta de N en M.
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Una vecindad tubular cerrada de N en M es la restriccién g : D(E) — M de una vecindad
tubular g = f|p(g), donde D(E) = {x € E : |z| < 1}, es el subhaz de discos de £ de radio 1

para una métrica en &.

De manera menos formal, llamamos también vecindad tubular abierta al abierto f(E), y
vecindad tubular cerrada al cerrado f(D(FE)).

En particular, o(S*~ x D"7*) es la cerradura de una vecindad tubular cerrada de la (k—1)-
esfera o(S*! x {0}) en M. A la imagen de una vecindad tubular cerrada f(D(F)) para una
subvariedad M la llamaremos vecindad tubular y la denotaremos n(N).

La frontera de una variedad no puede tener una vecindad tubular. En este caso, se define
una especie de vecindad “medio-tubular”. Dada M una variedad suave. Se define un collar
para OM, como un encaje

f:0M x1[0,1) — M,

tal que f|an = Idas.
Se tiene el siguiente teorema de existencia y unicidad para vecindades tubulares.

Teorema 1.3.7. Sea M una variedad suave y N una subvariedad de M con ON = 0M = @.
Eziste una vecindad tubular para N en M. Dadas dos vecindades tubulares para N en M, estas

son isotopicas.

La demostracién se puede consultar en [10]°.

Sea M una variedad suave con frontera OM # @&. Sea M’ la variedad resultante de pegar
una k-asa h = D* x D" ¥ en M bajo el mapeo de pegado ¢ : S¥=! x D¥ — OM. La variedad
M’ tiene frontera

OM' = (DM — (S x D"=F)) U, D* x 5"+,

donde ¢| es la funcién ¢ restringida a S¥=1 x S*_ que es la frontera tanto de la regién de pegado

como de la regién libre.

9Teorema 5.1
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CAPITULO 2

Dimensién 3

2.1. 3-variedades

En esta seccion veremos primero algunas definiciones generales de variedades que no suelen
incluirse en un primer curso de topologia diferencial, nociones que son de particular interés
al estudiar variedades de dimensiéon 3. Es importante notar que, en el caso 3 dimensional, las
estructuras topoldgicas, lineal a pedazos (PL), y diferenciable son equivalentes. Es decir, dada
una variedad topoldgica de dimension 3, esta tiene una tnica triangulacién (médulo isomorfis-
mo) y una Unica estructura diferencial (médulo difeomorfismo). Por esto, no nos preocuparemos
mucho por especificar cuando hablamos de una variedad suave y cuando de una topoldgica.

Esto cambia en dimensiones mayores.
Definicién 2.1.1. Sea M una n-variedad suave.

e Una variedad inmersa en M es la imagen de una inmersién f : N — M, donde N es
una variedad suave. (En particular, NV no tiene por qué tener la topologia inducida como

subconjunto de M).

e Una variedad encajada en M es una variedad inmersa que, ademds, tiene la topologia
inducida como subconjunto de M. Es decir, es una variedad inmersa donde la inclusién

es un encaje topoldgico.

e Una variedad propiamente encajada en M es una variedad encajada tal que la inclusién
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es una funcion propia. En particular, si S estd propiamente encajada en M, entonces
0S C oM.

Definicién 2.1.2. Sean M y N dos variedades conexas de dimension n. Sean By, y By dos
bolas abiertas encajadas en M y N, respectivamente, con Sy; = 0By, € M,y Sy = 0By C N.
Tomamos un homeomorfismo f : collar(Sy,) — collar(Sy). Definimos la suma conexa de My
N, M # N como el resultado de pegar M con N bajo la funcién f.

M#N = (M — By) Uy (N — By).

Se puede probar que la suma conexa estd bien definida. Médulo homeomorfismo es conmu-

tativa, asociativa y la esfera S™ actiia como elemento neutro.

Definicién 2.1.3. Sean M y N dos variedades de dimension n con frontera no vacia. Sean B),
y By dos bolas abiertas encajadas en OM y ON. Tomamos un difeomorfismo f : By, — By.
Definimos la suma conezxa por la frontera de M y N como resultado de pegar M con N bajo
la funcion f.

MyN =MUs N.

En el caso de suma por la frontera existe una ambigiiedad cuando la frontera de M o de
N es disconexa. Pegar usando distintas componentes de la frontera puede resultar en distintas

variedades.

Definicién 2.1.4. Una variedad M de dimension n-dimensional es irreducible si toda (n —1)-
esfera encajada S"! C M es frontera de una n-bola contenida en M. En caso contrario,
decimos que M es reducible.

Si M es reducible, entonces existe una esfera encajada S"~! C M que no acota una n-bola.

Una esfera de este tipo se llama esencial o reductora.
Ejemplo 2.1.5. Por el Teorema de Jordan-Schonflies, R* y S? son irreducibles.

Definicién 2.1.6. Decimos que una n-variedad M es prima si no es la n-esfera S”, y toda

descomposicion en una suma conexa M = Mj # M, implica M; = S™ para alguna i = 1, 2.

Observacion. Toda variedad irreducible es prima. Si M se descompone en una suma conexa no
trivial, entonces la esfera por donde se pegan las variedades agujeradas M; — B™ es una esfera
que reduce a M. Sin embargo, no toda variedad prima es irreducible. En el caso 3-dimensional,
existen, médulo difeomorfismo, exactamente dos variedades primas que no son irreducibles:
S'x S? y S'xS?, dénde S'xS? es el resultado de identificar en [0,1] x S? a {0} x S? con
{1} x S? bajo el mapeo antipodal.
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Para 3-variedades compactas y orientables se tiene el siguiente teorema de descomposicion
en primos, el cual afirma que la descomposicién existe y es unica. Esto justifica el nombre de
variedad prima.

En lo que resta de la seccién, sélo consideraremos variedades de dimension 3.

Teorema 2.1.7. Sea M una 3-variedad compacta orientable y conexa, posiblemente con fron-

tera no vacia. Si M no es la 3-esfera S3, entonces M es difeomorfa a una suma conexa
M = Pi# Pyt # by

de variedades primas. Los sumandos P; estan determinados de manera unica, salvo por el orden

y por difeomorfismo.

Kneser demuestra la existencia de la descomposiciéon. Milnor demuestra la unicidad en [19].
Su demostracién es para el caso OM = &. Sin embargo, la demostracién para el caso con
frontera no vacia es esencialmente la misma. Haciendo uso de la conjetura de Poincaré, da
también una demostracion de la existencia de una descomposicion.

En el mismo articulo, Milnor hace notar que la unicidad de la descomposicién no se puede

extender al caso no orientable. Da el siguiente ejemplo,
(ST S%) #(S*x S?) = (S'xS?) #(S' x S?),

pero (S'xS?) 2 (S' x S?).

Damos aqui la demostraciéon de Milnor [19], donde hace uso de la conjetura de Poincaré.

Prueba: Fxistencia de una descomposicion. Sea M una 3-variedad compacta y conexa. Supon-
gamos que M no es prima, entonces existen M; y My, distintas de S3, tales que M = M # M,.
Si ambas son primas, terminamos. Si alguna M; no es prima, podemos descomponerla en
una suma conexa no trivial. Falta mostrar que este proceso termina en un ntmero finito de
pasos. Aqui Kneser da un argumento ingenioso. Probada ya la conjetura de Poincaré, pode-
mos hacer lo siguiente. Sea p(M) el minimo nimero de generadores del grupo fundamental
de M. Podemos definir p por la compacidad de M. Por un teorema de Grusko- Neumann,
p(My # M) = p(My) + p(Mz). Por lo tanto, si M = My # My#---# My con k > p(M),
entonces alguna M; debe satisfacer p(M;) = 0. Por la conjetura de Poincaré, esto implica que

M; es homeomorfa (y por lo tanto también difeomorfa) a S3. O

Observacion. Notemos que en esta demostracién no usamos la orientabilidad de M, por lo que
es también vélida para variedades no orientables. En otras palabras, toda 3-variedad compacta
y conexa, orientable o no, tiene una descomposicién en variedades primas. Si M es no orientable,

entonces la descomposicién no es necesariamente unica.
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Definicién 2.1.8. Sea S una superficie compacta propiamente encajada en una 3-variedad

M. Un disco de compresion D para S es un disco encajado en M tal que SN D = dD.
Los discos de compresion se definen para hacer la siguiente operacion en superficies.

Definicién 2.1.9. Sea D un disco de compresién para una superficie compacta S propiamente
encajada en M. Sea (D) una vecindad tubular de D en M. Tomando 1(D) suficientemente
pequena, tenemos que A = n(D)N S es difeomorfa a un anillo, el cual es una vecindad tubular
de 0D en S. Notemos también que 8@ = Dy U Dy U A es la unién de dos discos ajenos, los
cuales tienen sus fronteras contenidas en S. Decimos que la superficie S = (S — A) U (D; U Ds)

es el resultado de hacer compresion sobre D.

Ejemplo 2.1.10. Sea M = S3, el cual pensamos como R? con un punto al infinito, S3 =

R3 U {*}. Sea T el toro vertical como en ejemplo 1.1.6. Recordando la ecuacién de T'
o(u,v) = (senwu, (cosu + 2)senv, (cosu + 2) cosv),

de manera que T' = p(R?). Mdédulo isotopia, hay tres disco de compresién para T en M.

Sean S1 = p({(u,7/2) : u € [0,27] } v S = ¢({, (7/2,v) : v € [0,27] }) figura 2.1. Las
curvas S; y S acotan, cada una, un disco en M. Sean D, y D, estos discos, de manera que
D;,NT = 0D; = S;. El resultado de hacer compresién tanto sobre D; como sobre Dy es la

esfera S%. Sea Ss una curva simple cerrada en 7' que acote un disco D en T'. Perturbando un

Figura 2.1: Las curvas Si, Ss, y S3 en el toro vertical.

poco al disco 15, obtenemos un disco de compresion D3 para T tal que TN D3 = S3 = 0Ds.

Al hacer compresion sobre Dj, el resultado es la union ajena del toro 1"y una 2-esfera.

23



Como muestra el ejemplo anterior, existen dos tipos de discos de compresion: Los que
simplifican la variedad, y los que separan una componente homeomorfa a una 2-esfera. Los del
segundo tipo no nos interesan, ya que siempre existen y no nos dicen nada sobre la relacion de

S con la variedad ambiente M.

Definicién 2.1.11. Sea S una superficie propiamente encajada en una variedad M. Un disco
de J-compresion es un disco encajado D C M tal que SNOD = « es una arco en dD. El resto
estd contenido en la frontera de M, 9D — o C OM.

Hacer compresiéon sobre un disco de 0-compresién es analogo a la definicién 2.1.9.

Ejemplo 2.1.12. Sean M = S' x D? el toro sélido, y X = {(x,0) € R* : |z| < 1} C D?
un didmetro del disco D?. Consideremos la superficie S = S x X C M, un anillo contenido
en M, cuya frontera consiste de dos circulos ajenos contenidos en OM. En este caso, existe,
esencialmente (médulo isotopia), dos discos de d-compresion.

Sea B = {(z,y) € R?: [z] <1, 0 <y < 1}. Consideremos el disco D = {1} x B. Formal-
mente este disco no es de 0- compresion. No esta encajado en M, ya que tiene esquinas. Bajo
una pequena isotopia, obtenemos un disco encajado, pero ya no tendra una parametrizacién
cémoda. Asi que, por comodidad, ignoraremos estos problemas. Parametrizando nuevamente
St =[0,1]/ =, tenemos

A=(3/4,1/4)x X, Dy ={3/4yx B,  Dy={1/4} x B.
Asi §" = Dy U ([1/4,3/4] x X) U Ds, un disco con frontera contenida en M.

Definicién 2.1.13. Sea S una superficie contenida en una 3-variedad M.

Decimos que S es compresible si existe un disco de compresion D C M para S, tal que 9D
no acota un disco en S. Un disco de compresién que satisface esto se dice que es no trivial. Si
S no es la esfera y no es compresible, decimos entonces que es incompresible. El caso de la
esfera es especial, ya que por el Teorema de Jordan-Schonflies, todo disco de compresiéon para
S? es trivial. Algunos autores dicen que una 2-esfera encajada en M es incompresible si es una
esfera esencial.

Decimos S es 0-incompresible si para cualquier disco de d-compresion, existe otro disco
D'CSconaCoD yoD —aCdS CIM.

Una superficie que es incompresible y 0-incompresible decimos que es esencial.

De nuevo, el caso para un disco encajado D C M es especial, ya que este es trivialmente
O-incompresible. En este caso, se dice que un disco es esencial si es un disco de compresién no

trivial para OM.

24



Definicién 2.1.14. Sea S una superficie compacta. Si es S conexa, definimos la complejidad

de S como el entero positivo

0 S~ g2

c(S) =
1—x(S)=29—-1. S%S52%

Si S es disconexa, definimos su complejidad como

c(9) = Z c(S") donde S’ son las componentes conexas de S.
S'CS
Hacer compresién en una superficie reduce su complejidad. Sea S’ el resultado de hacer
compresion en la superficie S, entonces ¢(S”) < ¢(5). Si el disco es trivial, entonces el hacer

compresion sobre D separa una esfera de .S, de manera que
S~ S S?

en cuyo caso la complejidad de la variedad no cambia.
Los discos de compresion nos permiten recortar la superficie en sus partes esenciales den-
tro de M. De cierta manera, la complejidad de la variedad se ve reflejada en sus superficies

esenciales.
Ejemplo 2.1.15. 1) Para M = S3 M no tiene superficies esenciales.

2) Sean M; y M, dos 3-variedades cerradas no homeomorfas a la 3-esfera. La suma conexa

M # M, tiene coomo esfera esencial a la esfera de pegado.

3) La superficie del ejemplo ejemplo 2.1.12 es incompresible pero no d-incompresible, por

lo que no es esencial.
4) La superficie ST x S x {0} C S' x S! x St es esencial.

Definicién 2.1.16. Una variedad de Haken es una 3-variedad M compacta, orientable, irre-

ducible que contiene una superficie orientable incompresible.

Sea M una 3-variedad compacta, orientable. La frontera OM es una superficie cerrada
orientable. En este caso, pegar una 2-asa 3-dimensional en M tiene el efecto en la frontera de
hacer compresién sobre un disco esencial. Si ¢ : St x D' — dM,

Vemos en la figura 2.2 una 3-variedad M con frontera una superficie cerrada de género 3,
cuya complejidad es ¢(0M) = 5 . En el primer caso, pegar la 2-asa reduce el género de la
frontera. En este caso, la complejidad de la frontera es ¢(0M;) = 3. En el segundo caso, la

2-asa desconecta a la frontera. La complejidad resultante es ¢(OMy) = 1+ 3 = 4.
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Figura 2.2: Efecto en la frontera de pegar 2-asas en una 3-variedad M.

En cambio, pegar 1-asas tiene el efecto de aumentar la complejidad de la frontera. En la
figura 2.3, la 3-variedad M; tiene frontera una superficie cerrada orientable de género 2. Al
pegar una l-asa, la variedad resultante M] tiene frontera una superficie cerrada de género
3. Las complejidades correspondientes son ¢(0M;) = 3y ¢(0M]) = 5. El segundo caso es la
variedad M, con frontera la unién ajena de un toro y una superficie cerrada de género 2. El

efecto de pegar la 1-asa es el de conectar la frontera. La complejidad pasa de ser c¢(OMs;) = 4
a c(OM)) = 5.
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Figura 2.3: Efecto en la frontera de pegar 1-asa en una 3-variedad M.

Pegar una 1-asa aumenta la complejidad de la frontera. Pegar una 2-asa la disminuye.

2.2. Descomposiciones de Heegaard
Sea M una 3-variedad cerrada. Sea f : M — R funcién de Morse con sélo un punto critico
de indice 0 y s6lo uno de indice 3. Por la proposiciéon 1.2.9, tenemos
O=x(M)=—-14c1—ca+1=1¢; —cy,

donde ¢; denota el nimero de puntos criticos de indice . Por lo tanto ¢; = ¢o. Denotemos por
c este valor.

Consideremos una descomposicién de M en asas:

M =h° U, (hy UhyU---UhL) Uy, (R U RS U -+ L RZ) Uy, h®,
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donde h* denota una A-asa D* x D37*. Usamos h} para denotar la i-ésima A-asa. Por lo

anterior, hay tantas 1-asas como 2-asas. Sea

H=h"Uy,, (hyU---LUh)

C

hy ho

Figura 2.4: Cubo con c asas

Como M es orientable, H es una 3-variedad orientada cuya frontera es una superficie cerrada
de genero c. Nos fijamos ahora en la descomposicién en asas asociada a — f. De manera andloga

obtenemos
H = (A Uh3U---LUA2) Uy B,

Como ya vimos, las 7-asas de —f son las m — 7 asas de f. En este caso, tomando m = 3, las
O-asas y l-asas de —f corresponden a las 3-asas y 2-asas de f. Como hay tantas 1-asas como
2-asas, H' tiene el mismo género que H. Luego, H y H' son difeomorfas.

Asi, M es el resultado de pegar H con H' a lo largo de sus fronteras, que son superficies
orientables de género ¢, bajo un difeomorfismo ¢ : 0H — OH', donde ¢ estd dada por la

descomposicién en asas de M.

Definicién 2.2.1. Una descomposicion de Heegaard de M es una descomposicion de M en
dos cubos con asas M = H U, H', donde ¢ : 0H — 0H' es un difeomorfismo que invierte la
orientacion. La superficie 0H = 0H' se llama superficie de Heegaard de la descomposicion. Sea

Y, 2 0H = 0H’, denotaremos de manera indistinta a la descomposicién de Heegaard de M por

M=HU,H =HUs H'
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Se define el género de Heegaard de M como el género minimo que alcanza una superficie

de Heegaard para M,
g(M) =min{g(S): M = HUg H' es descomposicién de Heegaard para M}
De lo anterior, podemos concluir el siguiente teorema.
Teorema 2.2.2. Toda 3-variedad cerrada admite una descomposicion de Heegaard.

Cada 1-asa h} = D' x D? tiene una copia del circulo, al cual denotamos por m;. Si nos
fijamos en D' x 9D? = D' x S1 C h}, el circulo m; es un generador del grupo de homologia
Hy (D' x S',Z) = Z. Por lo tanto, es tnico salvo homologia. A estos circulos, vistos dentro de

H, se les llama meridianos (ver figura 2.5).

OH mo
T,
my mo me

~ ! f
= h i

[}

Figura 2.5: Superficie de Heegaard con meridianos.
De manera analoga tenemos definidos ¢ meridianos m/,...,m, en H'. Sea M = H U, H'

una descomposiciéon de Heegaard para M. Entonces M es el resultado de pegar los cubos con
asas H y H' a través de un difeomorfismo ¢ : 0H' — 0H, el cual invierte la orientacién.
Dada ¥ = 0H = 0H’ abstracta, podemos construir M pegando H y H' en ¥ a través de sus
fronteras. Un difeomorfismo que preserva orientacion f : 0H — X estd determinado por las
imdgenes de los meridianos m; C OH. Esto ya que 0H — Um; = S%. Todos los difeomorfismos
de S* que preservan orientacién son isotdpicos a la identidad (ver [26]). Por lo que existe una
unica forma, moédulo isotopia, de extender la funcién f|y,, a OH. De manera andloga, un
difeomorfismo h : 0H' — X que invierte la orientacién queda determinado por las imédgenes de
los meridianos m}, por lo que basta indicar las imagenes que toman los meridianos m; y m) en

Y para determinar la descomposicién H Uy, H'.

Definicién 2.2.3. Un diagrama de Heegaard es una tercia ordenada (X; «, ), donde ¥ es una

superficie cerrada, y a y 3 son colecciones completas de curvas esenciales para X.
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Observacion. Un diagrama de Heegaard determina una 3-variedad cerrada. Distintos diagra-
mas de Heegaard pueden determinar la misma variedad. Por ejemplo, si f : ¥ — ¥ es un
difeomorfismo cualquiera, entonces (X, «, ) y (X, f(«), f(5)) determinan la misma variedad.
En particular, bajo un difeomorfismo, podemos suponer que las curvas a son meridianos de X.
Por esto, algunos autores llaman diagrama de Heegaard a una pareja ordenada (X, 5), dando

por hecho que las curvas « de nuestra definicion son meridianos de .

Definicién 2.2.4. Un diagrama de Heegaard (X, o, 8) es (g, k)-estandar si las curvas a y /8
pueden indexarse de manera que

o o, =f; parai < k.
o |o;NBj| =06;; parai>k,o0j>k.

Decimos que un diagrama de Heegaard es estdndar si es (g, k)-estandar para algunos 0 < k < g.

Figura 2.6: Un diagrama de Heegaard (3,2)-estandar.

Un diagrama de Heegaard (g, k)-esténdar define una descomposicion de Heegaard de género
g para #F(S' x S?) para cada 0 < k < g. Tomamos #°(S* x S?) = S°. El diagrama en
figura 2.6 es un diagrama (3,2)-estandar para #*(S' x S?). Waldhausen [28] demuestra el

siguiente teorema de unicidad.

Teorema 2.2.5. Sea Y = #"(S* x S?). Para cada g > k > 0 mddulo isotopia', existe una

unica descomposicion de Heegaard para 'Y de género g.

De acuerdo a Schleimer [25] la demostracién original de Waldhausen sélo demuestra unicidad salvo difeo-
morfismo. La demostracién para unicidad salvo isotopia (parece que) fue demostrada por Carvalho y Oertel en

2]
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De manera que un diagrama de Heegaard (g, k)-estdndar es el tinico diagrama de género g
para #"(S' x §?).

Consideremos ahora M una 3-variedad orientable conexa con frontera no vacia, entonces
OM es una superficie cerrada orientable. Existe una funciéon de Morse f : M — [0, 1] tal
que sus puntos criticos de indice 0 y 1 toman valores menores a 1/2, y sus puntos criticos
de indice 2 y 3 toman valores mayores a 1/2. En particular, 1/2 es un valor regular de f.
Tenemos entonces que C; = f710,1/2] y Cy = f~1[1/2,1] son 3-variedades compactas con
frontera. Bajo una perturbacion que no afecta los puntos criticos de f, podemos suponer que
f(OM) = {0,1}. Denotamos por 9, M = OM N f~{1}, y por O_M = M N f~1{0}. De esta
manera, 0C; = 0_M U f~{1/2}, y 0Cy = 0, M U f~1{1/2}. La 3-variedad C; estd construida
a partir de pegar algunas 0-asas y 1-asas a 0_M x I. Mientras que C5 se construye de manera
dual, a partir de adherir 3-asas y 2- asas a 94 M X @

Lo anterior motiva la siguiente definiciéon, que generaliza el concepto de cubo con asas.

Definicién 2.2.6. Sea S una superficie cerrada distinta a la esfera. Un cuerpo de compresién

es el resultado de hacer una de las siguientes dos construcciones:
i) Pegar 0y l-asas a .S x [0,1] en S x {1}.

i1) Pegar 3y 2-asas a S x [0,1] en S x {0}. Tapar todas las esferas frontera resultantes con

3-asas.

Notemos que la segunda construcciéon es dual a la primera.

Si C' es un cuerpo de compresion, entonces 0C se divide de manera natural en dos abiertos
ajenos, 0C' = 0_C U9, C, donde 0_C =S x {0} y 0,C =9C — 0_C para la construccién
i). Para la construccién i), separamos la frontera como 0,C = S x {1} y 0_-C' =09C — 0,C.
Cada abierto puede contener varias componentes de 0C.

Decimos que el cuerpo de compresiéon C' es trivial si es un producto C' = S x [0, 1].

En S x [0, 1] diremos que S x {1} es el exterior, y S x {0} el interior. La idea de la primera
construccién es que estamos armando el cuerpo de compresion hacia afuera, pegando las 1-asas
en el exterior de S x [0, 1]. Mientras que la segunda construccién es hacia adentro, pegando las

2-asas en el interior de S x [0, 1]. En ambos casos, un cuerpo de compresién es un cobordismo

de 0_C a 0,C.
Observacion. Se puede probar que todo cuerpo de compresion es irreducible.

Observacion. Por convencién un cubo con asas es un cuerpo de compresiéon C' con 0_C' = &.
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Definicién 2.2.7. Sea C' un cuerpo de compresién como en ). Un sistema completo de discos
para C' es una unién ajena de discos esenciales D C C' tal que D C 0,.C', de manera que C

cortada por los discos D es homeomorfo a

0_-C x 1, si0_C#o
B3 si0_C = @.

Podemos generalizar la definicién de descomposicién de Heegaard utilizando cuerpos de

compresion y no sélo cubos con asas.

Definicién 2.2.8. Sea M una 3-variedad compacta. Separamos su frontera en abiertos relativos
a OM ajenos OM = 0, M U 0_M. Una descomposicion de Heegaard de M relativa a O_M es

una descomposicion de M en dos cuerpos de compresion Cy y Cy como sigue
M = Cl Us Cg, con 0_M = 8_01, 8+M = 8_02,
Decimos que ¥ = 0,.C = 9, C5 es una superficie de Heegaard para esta descomposicién.

La idea en la definicién anterior es que C se construye pegando 1-asas, mientras que Cy se

construye pegando 2-asas.

Teorema 2.2.9. Sea M una 3-variedad compacta. Dada una descomposicion de la frontera
de M, OM = 0_-M U0, M, con O_M y 0. M abiertos de OM, existe una descomposicion de
Heegaard de M relativa a 0_M.

Una clase importante de 3-variedades son los espacios lente. Estos son aquellas variedades

con género de Heegaard 1.

Definicién 2.2.10. (Espacios Lente) Sean V;,V, dos copias del toro solido S! x D?. Sea
h : OV — 0V;. Formamos la 3-variedad

M=VU, Vs

El homeomorfismo h estd determinado por la imagen del meridiano ms C V5. Tomando la
curva ¢ = S' x {1}, podemos describir a = h(my) C V; por el nimero de vueltas que da a
respecto a ¢, y el niimero de vueltas que da respecto al meridiano m; = {1} x S* C V; (esto lo
veremos de manera mas precisa en apartado 2.5, en definicién 2.5.8). Si a da p vueltas respecto

a { y q vueltas respecto a m, a la variedad resultante se le conoce como espacio lente de tipo

(p,q) y denotado por L(p, q).

32



Algunos ejemplos de espacios lente:
L(1,q) = 57, L(0,1) = S' x $2 L(2,1) = RP?,

Como casos especiales tenemos cuando p = 0 y cuando p = 1. Algunos autores no consideran
ni a S3 ni a S x S? como espacios lente.

Las 3-variedades con género de Heegaard 1 son los espacios lente L(p,q) que no son la
3-esfera.

No todos los espacios lente son distintos. Por ejemplo, L(p, q + kp) = L(p, q), por lo que se
adopta la convencion 0 < ¢ < p. Algunas de las caracteristicas de estos espacios se pueden ver
en la seccién 3.B del libro de Rolfsen [22].

2.3. Descomposicion de Heegaard Generalizada
Sean M y N dos variedades compactas y conexas. Dadas descomposiciones de Heegaard
M = Hy Us,, Hy, N = Hy Ug,, Hy,
estas inducen una descomposicion de Heegaard para la suma conexa
M#N = (HyiHy)Usy, sy (Hult Hy).

El género de Heegaard es aditivo. Para demostrarlo haremos uso del Lema de Haken. Damos

aqui una versién maés fuerte, enunciada por Casson y Gordon en [3].

Lema 2.3.1 (Lema de Haken). Sea M wuna 3-variedad cerrada, conexa y orientable con des-
composicion de Heegaard HUp H', con superficie de Heegaard F'. Sea S C M una union ajena
de 2-esferas y discos esenciales, con 0S C OM. Entonces existe una union ajena de 2-esferas

y discos esenciales S* C M que satisfacen lo siguiente:
1) S* se obtiene de S mediante isotopias del ambiente.
2) Cada componente de S* interseca F en un unico circulo.

3) Euxiste un sistema completo de discos D, D' para H, H', respectivamente, tales que DNS =
D'NnsS*=go.

Observacion. En el enunciado original de Casson y Gordon S* no tiene porque ser igual a
S. Dicho esto, en 2020, Scharlemann [24] prob6 que S* se puede obtener via isotopias de S.
En 2021, Schultens y Hensel [9] dieron una prueba, original y mas corta, del mismo resultado

usando complejos de esferas.
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En particular, si M es reducible, entonces existe una esfera esencial que interseca la super-
ficie de Heegaard en un circulo, lo cual nos permite separar la descomposicién de Heegaard en
dos sumandos.

El lema original de Haken considera sélo esferas esenciales. Esta generalizacién toma en

cuenta discos esenciales, los cuales existen cuando OM # @.

Corolario 2.3.2. Sea M una 3-variedad compacta con descomposicion en variedades primas

M = Py # Pyt - -4 P

Entonces

o(M) = 3" g(P).

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre el nimero de componentes en la
descomposicion en variedades primas. Si M es prima, el resultado es inmediato. Supongamos
ahora que si N se descompone en k& < n sumandos primos, entonces su género de Heegaard es
la suma de los géneros de sus componentes primas.
Sea M una 3-variedad. Supongamos que M tiene descomposicién prima con n sumandos.
Digamos
M =P #Py#---# P,

Sea M = Hj; Uy H),; una descomposicién de Heegaard para M con g(X) = g(M). Al ser M
reducible, existe una esfera esencial S C M la cual induce descomposiciones de Heegaard en

cada sumando. Es decir M = M, #¢ Ms, donde M; tiene descomposicién H; Uy, H] tal que
Hy = Hi 4 H,, H), = H{ 1 Hj, =1 # 2.

En particular g(M) = g(M;) + g(Ms). Reordenando los indices de ser necesario, podemos

suponer que cada sumando M; se descompone

M, = P # Py #---3# Py, My = Pry1 # - # P,

donde 1 < k < n. Aplicando la hipétesis de induccion, tenemos

k n n
g(M) = g(My) + g(My) = > g(P)+ Y g(P) =) _g(P),
i=1 i=k+1 i=1
que es lo que buscabamos demostrar. O

Como corolario inmediato, tenemos:
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Corolario 2.3.3. El género de Heegaard es aditivo.
Corolario 2.3.4. El género de Heegaard es aditivo bajo suma conexa por la frontera.

Demostracion. Sea M = Mg M,. Sin pérdida de generalidad, supongamos M conexa. Su-
pongamos primero que M es irreducible. Sea D un disco en M que realiza la descomposicion
M = M § M,. Si 0D es inesencial en 0M, entonces alguno de M; o M5 es una 3-bola. Suponga-
mos My = B3, entonces M = M, y g(M) = g(M,) = g(M;)+g(M,). Supongamos entonces que
0D es esencial en M. Consideremos la descomposicién de OM = 0_-M U9, M con 0_M = &
y Oy M = OM. Sea M = H U H' una descomposicién de Heeegaard para esta descomposicion
de la frontera, de manera que 0, M C 0H'. En particular 0_H = @,y 0, H = 0, M = OM.
Por el Lema de Haken, bajo una isotopia, podemos suponer que el disco D interseca a F' en un
circulo esencial. Como 0D C OM = 0, H', este disco desconecta a F', por lo que D interseca
a H en un disco. Este disco separa a H en dos cubos con asas, digamos H — D = H; U H,.
Por lo mismo, D N H' separa a H' en dos cuerpos de compresion, digamos H' — D = H{ U H),.
Entonces M; = H; Ug, H] es una descomposicion de Heegaard de género g(F;), de manera que
g(F1)+g(Fy) = g(F) > g(M). Lo que muestra la desigualdad faltante g(M;)+ g(Msy) < g(M).

Supongamos ahora que M no es irreducible. Sea M = M § M5. Descomponemos cada M;

en sumandos primos
M, = P} # Py #---# P}, My = P># P24 ... 4 P2,

Reordenando los indices de ser necesario, podemos suponer que la suma por la frontera ocurre

en las fronteras de P} y P?. De manera que la suma es de la forma
k !
M = Mg My = (P P}) # (ﬁPJ) # (#QPE) .

Al ser P! y P} variedades primas con frontera no vacfa, son irreducibles. Luego, la suma
por la frontera P! P? es también irreducible, por lo que g(P!) + g(P?) = g(Plt P?). Por la

aditividad de la suma conexa, tenemos entonces que

g(M) =g <(P11 b PP # (%2 Pf) # (%2 Pf))

Con lo que terminamos la prueba. O]
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Definicién 2.3.5. Decimos que una descomposicién de Heegaard para M = H Up H' es
reducible si existen discos esenciales (D,0D) C (H,F), (D',0D") C (H'.F) tales que 0D =

0D'. En caso contrario decimos que la descomposicién es irreducible.

En particular, si M tiene una descomposicion reducible, entonces M es reducible. Esto ya
que D U D’ forma una esfera esencial en M. El regreso nos lo da el Lema de Haken. Por lo
tanto M es reducible si y solo si M tiene una descomposicién de Heegaard reducible. En cuyo

caso todas las descomposiciones de Heegaard de M seran reducibles.

Definiciéon 2.3.6. Decimos que una descomposicién de Heegaard M = H Uy H' es fuerte-
mente irreducible si ni H ni H' son triviales, y no existen discos esenciales (D,dD) C (H, ),
(D',0D") C (H',Y), tales que 0D N 9D’ # @. Si la descomposicién no es fuertemente irredu-

cible, entonces decimos que es débilmente reducible.

Teorema 2.3.7. Sea M una 3-variedad compacta orientable. Si M tiene una descomposicion

de Heegaard fuertemente irreducible, entonces M es irreducible y OM es incompresible.

Demostracion. Sea M = HUsx H' una descomposicién de Heegaard. Si M es reducible, entonces,
por el lema 2.3.1, existe una esfera esencial S que interseca la superficie de Heegaard en un
circulo. Tomando D = HNS y D' = H' NS, tenemos que D y D’ son discos esenciales de
H y H' respectivamente tales que 0D = 0D’. En particular, 0D N 9D’ # &, por lo que la
descomposicion es débilmente reducible. Por contrapositiva, si la descomposicion es fuertemente
irreducible, entonces M es irreducible.

La demostracion de que fuertemente irreducible implica M incompresible la haremos tam-
bién por contrapositiva. Supongamos que ni H ni H’ son triviales. Sea D C M un disco de
compresion no trivial para M. Supongamos sin perdida de generalidad que D C 0, M C 0H'.
Por el Lema de Haken podemos suponer que el disco D interseca a la superficie de Heegaard
> en un circulo, por lo que D' = DN H es un disco esencial para X en H. Nuevamente, por el
lema 2.3.1, existe un sistema completo de discos para H' ajeno a D. Sea D una componente
conexa del sistema de discos. Entonces D’ y D son discos esenciales para X en H y H', res-
pectivamente, con fronteras ajenas. Por lo tanto la descomposicion de Heegaard H Ur H' es
débilmente reducible. O

Sea M una 3-variedad compacta, orientable. Dada una descomposicion de la frontera OM =

0_M U0, M, consideremos una descomposicién de M en asas relativa a 0_ M

H:boL_JNlUTlUUNkUTkUbg,
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donde by es la coleccién de 0-asas junto con 0_M x I, N; y T; son colecciones de 1-y 2-asas,

respectivamente, y b3 es la coleccién de 3-asas junto con 0, M x I. Sean

S;i=0bpUN,UTVU---UT,_1UN;) —0_-M

Las superficies cerradas S; son las fronteras positivas de la variedad resultado de pegar las
primeras ¢ colecciones de 1-asas NV;, y las primeras ¢ — 1 colecciones de 2-asas T;. Las superficies
F; son las fronteras positivas de la variedad cuando pegamos las primeras i-colecciones de 1-
asas IV; y de 2-asas T;. Sea C; el cuerpo de compresion resultado de pegar la i-ésima coleccién
de l-asas V; en F;_; x I,y C! el cuerpo de compresion resultado de pegar la i-ésima coleccién
de 2-asas T; en S; x I. Entonces, estos cuerpos de compresion inducen una descomposicion de
Heegaard W; = C; Ug, C!, con superficie de Heegaard S; (ver figura 2.7).

Fia

Figura 2.7: Representacion esquematica de W.

Para cada 1 <i < k, tenemos la descomposiciéon de Heegaard
VI/’i = Cz USZ' CZIJ con afvvl = FZ'fl’ 8+Wl = E

Definicién 2.3.8. Sea M una 3-variedad compacta. Una descomposicion de Heegaard gene-
ralizada (DHG) para M es una descomposicién en cuerpos de compresion C;, C!, donde C; fue
construida pegando l-asas, C! fue construida pegando 2-asa (ver definicién 2.2.6). De manera
que

M = CyUs, C]Upg, -+~ Up,_, CUg, C,

donde S; = 0,C; = 0,C!, y F; = 0_C;;1 = 0_C! son superficies cerradas.
Las superficies S; se llaman superficies gruesas, mientras que las superficies F; se llaman
superficies delgadas. El nombre viene del hecho de que, al pegar 1-asas a 0_Cj, la complejidad

crece, por lo que la superficie 9, C; es mas compleja (o es més gruesa) que la superficie 9, C;.
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Figura 2.8: Representacion esquematica de una DHG.

Dadas dos 3-variedades compactas M y N, con DHG respectivas
Hy =by UNMUTMU---uTMuby Hy=bUNYuUTNU---uTNUbY.

Estas inducen una descomposicion para la suma conexa M # N. Removemos una 3-asa de by,
de Hys, v una 1-asa by de Hy, y pegamos las variedades a lo largo de la frontera de estas asas

Obyr = S? = Oby. En este primer paso obtenemos una descomposicién de la forma
WUNMUTM U T UM UBY UNNUTN U TN UbY,

donde 5:1))‘4 = b3 — by, resultado de quitar la 3-asa by, ygév = b)Y — by. Para obtener una DHG,
simplemente recorremos las 3-asas b}! al final de la descomposicién, y las 0-asas b)) al inicio.
Por los resultados de Teorfa de Morse (ver lema 1.2.5), sabemos que podemos hacer esto sin

modificar las otras asas. De esta manera obtenemos la siguiente descomposicién para la suma
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conexa
Hyun =0 YUNMUTM ... UT, UNNUTNU-- TN Uby*¥,

donde by #N = b} U (bY —by) y by’ FN = b U (b — byy).

2.4. Posicién delgada de una 3-variedad

Consideremos M una variedad suave compacta y orientable. M. Scharlemann y A. Thom-
pson introducen en [23] la nocién de posicién delgada para 3-variedades. Basédndose en la
definicion que da D. Gabai para posicion delgada en nudos, definen una posicién delgada para
3-variedades como una descomposicién de Heegaard que tenga cada superficie gruesa S; lo mas

simple posible.

Definicién 2.4.1. Sea M una 3-variedad compacta. Dada una descomposicion de la frontera
de M, OM =0_M U0, M, Sea

una descomposicion en asas de M relativa a d_M. Consideremos las complejidades de las
superficies gruesas ¢(51), ¢(S2), . .., ¢(Sk), Cada ¢(S;) es un nimero natural. Definimos el ancho
de la descomposicién en asas ‘H como la tupla de las complejidades ¢(S;) ordenada de manera
descendente. Por ejemplo, si las complejidades son 1, 3,2, 3, el ancho de esta descomposicién

es (3,3,2,1). Denotamos por w(H) al ancho de la descomposicién H.

Una descomposicion H de M es més ancha mientras mas niveles complejos tenga. Esto
nos da un orden en el conjunto de descomposiciones de una variedad M. De manera mas
concreta, dada M una variedad compacta, sea Py = {w(H) : H es DHG de M }. Ordenamos
Py con el orden lexicografico. Dados H, H € P. Entonces H = (a1,...,a) y H = (by,..., b)),
para algunos a;,b; € N. Decimos que H < Hsil>k y a; = b; paracada 1 < i < k, o
si existe un natural ny € N tal que a,, < b,, y, si m < n, entonces a,, = b,,. Por ejemplo
(3,3,2,1) > (3,2,2,2,1,1), y (3,3,2,1) > (3,3,2).

Lema 2.4.2. El conjunto Py; estd bien ordenado. En particular, M siempre tiene una des-

composicion H con ancho minimo.

Demostracion. Sea P el conjunto de sucesiones decrecientes de nuimeros naturales que son
eventualmente cero. Podemos definir el mismo orden sobre P. Dado p € Py, p es una sucesion
finita de elementos, digamos

p=(p1,...,Pn) cCON D1 > Po > ...Dy,
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podemos extender p a un elemento p € P agregandole una cola de ceros

p=(p1,--,pn,0,0,...).

De manera que la aplicacion p — p es un encaje de 6rdenes, por lo que basta mostrar que P,
bajo este orden, esta bien ordenado.

Sea A C P un conjunto distinto del vacio. Definimos recursivamente
A(]:A, Blz{CLlIGEAQ}gN, OélszIlBl

Notemos que A1 = {a € Ay : a1 = a1 } # &. Supongamos que para j < n existen B;, a; y A;,
tales que A; C A;_; C A, y Bj, son conjuntos no vacios, ; = min B;. De manera que existe

un elemento a € A, tal que a; = «a;, para cada j < n. Definimos
An+1 = {(l €A, a, = }7 B, = {Cbn+1 ta € An+l } CN, Qpy1 = min By,

La sucesion o = (aq,,...,0p,...) € P. Sea a € A. Supongamos a # «. Sea N el primer
natural tal que an # . Entonces, para j < N, a; = ;. En particular, a € Ay y any € By.
Como ay = min By, tenemos que ay < ay. Por lo tanto a < a. Luego, a es el minimo de A,

por lo que P esta bien ordenado, y por lo tanto también lo estd Pyy. O

Definicién 2.4.3. Una descomposicion o posicion delgada es una descomposicién que alcanza
el ancho minimo. Definimos el ancho de una 3-variedad M compacta como el ancho de una

descomposicién delgada. Al ancho de M lo denotamos por w(M).

Notemos que si ¥ es una superficie de Heegaard para M, entonces w(M) < {c¢(S)}, donde
c(9) es la complejidad de S. Luego, el género de Heegaard de M es una cota superior para
el ancho de M. En particular, w(M) tiene longitud 1 si y sélo si w(M) = (¢(X)), donde X es
una superficie de Heegaard de género minimo, por lo que M tiene ancho (0) si y sélo si tiene
una descomposicién de Heegaard de género 0. Por lo tanto, la tinica 3-variedad de ancho (0) es
S3. El siguiente caso a considerar es cuando M tiene género de Heegaard 1. Equivalentemente,
cuando la superficie de Heegaard de genero minimo tiene complejidad 1. En este caso, sabemos

que M es difeomorfa a un espacio lente L(p, q) o al producto S* x S2.

Lema 2.4.4. Sea M wuna 3-variedad compacta. Entonces w(M) < (1) si y solo si M es difeo-

morfa a S3, a un espacio lente L(p,q), o a S* x S2.

Ejemplo 2.4.5. Consideremos dos espacios lente M; = L(p;,q;), con i = 1,2. Sabemos que

los espacios lente tienen descomposicién de Heegaard de género 1
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Tomando la descomposicion de Heegaard para la suma conexa
M4t My = (Hy# Ha) U, g, (Hy # H3).

Esta descomposicion tiene ancho (3). Tenemos también la descomposicién resultado de colocar
primero la descomposicién de M, seguida de la de M, (ver descripcién 2.3). Esta descomposi-

cién tiene ancho (1, 1). Por el lema 2.4.4, podemos concluir que el ancho de M es w(M) = (1,1).

Veamos ahora algunas caracteristicas de las descomposiciones delgadas. En lo que sigue,
sea M una 3-variedad compacta y conexa, con una descomposicion de su frontera OM =

0_M U0, M, y descomposicién en asas relativa a 0_ M

Lema 2.4.6. a) Si alguna superficie delgada F; tiene como componente conera una esfera

imesencial, entonces la descomposicion no es delgada.

b) En una descomposicion delgada, cada componente conexa de las superficie delgada F;_4

o persiste en la siguiente superficie F; sin alterarse, o tiene asas de ambos T; y N;.

Demostracion. a)  Sea S C F; una esfera componente conexa de F;. Supongamos que S es
inesencial. Entonces S es la frontera de una 3 bola B C M. Esta 3 bola estda compuesta por
1 y 2-asas. Sean hi,...h} las l-asas y h?,... h} las 2-asas que componen a B. Como esta
es una descomposicion en asas de B, debe haber tantas 1-asas como 2-asas. Modificamos la
descomposicion H, quitando las 1 y 2-asas que componen a B, y reemplazandolas por B. Sea

entonces
\T 1 1 T 2 2
Nj=Nj=hyU---Uhy, Ty =T; =hyU---Uhy,
gg = by U B, 33 = bz si B esta contenida en niveles inferiores a F;

53 =bsUB, EO = by si B estd contenida en niveles superiores a Fj.

Notemos que si ninguna de las asas que componen B estd contenida en N;, entonces N; = Nj.
Lo anterior disminuye el género de las superficies gruesas en donde alguna asa hé- aparezca,

por lo que la nueva descomposicion

H:,[;()UﬁlUflu-"UNkUchupgg,

es mas delgada que la original. En particular, H no es delgada.
b)  Supongamos que existe una componente conexa f C F;_; a la cual no se le adhieren

1-asas de N;, pero si 2-asas de T;. Es decir, C; tiene una componente f x [I.
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Figura 2.9: Movemos las 2-asas que se pegan sobre f a un nivel anterior.

Sea h C T; una 2-asa que se pega sobre f x {1}. El mapeo de pegado estd determinado por
una curva esencial & C f x {1}. Tenemos una copia de v en f x {0} C F; ;. Sea f' C S; la
componente de S; tal que f es el resultado de pegar 2- asas de T;_; en f’. Como el efecto en f’
de pegar 2-asas es el de hacer compresién, existe una copia de o en f’, digamos «'. Podemos
pegar h en o/. De esta manera recorremos la 2-asa h de la coleccién T; a la coleccién T; 1 (ver
figura 2.9). Recorriendo todas las 2-asas de T; que se pegan en la componente f, obtenemos

una nueva descomposiciéon ‘H con j-ésimo nivel

Tysij#4, j#i—1
N; = Nj, T; = { T; — {2 — asas que se adhieren a f }
T;—1 U {2 — asas que se adhieren a f }.

Las tnicas superficies de la descomposiciéon que cambian son F;_; y S;. En particular, como
las 2-asas disminuyen el ancho, y como la tnica superficie gruesa que cambia es la i-ésima.

Tenemos

o(S;) = e(S;) Vi#i, c(Si) < c(Sh).
Por lo tanto w(H) < w(H).

De manera similar, si f C F;_; es tal que se le adhieren 1-asas pero no 2-asas, entonces por

un argumento dual, podemos encontrar una descomposiciéon en asas mas delgada. Con esto
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podemos concluir que f C F;_; o se mantiene intacta hasta F;, o se le adhieren tanto 1-asas

como 2-asas. O

Lema 2.4.7.  a) Sialgin W; = C;Ug,C! es débilmente reducible, entonces la descomposicion

no es delgada.

b) En una descomposicion delgada, las 1-asas de N; y las 2-asas de T; se pegan en la misma

componente conexa de F;_.

Demostracion. a)  Supongamos que existe un indice i tal que W; es débilmente reducible.
Entonces existen discos Dy C C;, Dy C C7 tales que @ = 0Dy N dDy C S;. Para reducir
el ancho, hacemos compresién en Dy y en Dy sobre S;. Al hacer compresién, estamos remo-
viendo una vecindad tubular n(Dy) de N;, y una vecindad tubular (D) de T;. Considerando
n(Dy) y n(Dr) respectivamente como una l-asa y una 2-asa, obtenemos los nuevos cuerpos

de compresion

Cl = Cy—n(Dy), CY =(SixI)Un(Dr), C?=(9.CI'xI)un(Dy), C¥ =1C;—n(Dr).

(3

Sustituimos el i-ésimo nivel C; Ug, C! por dos niveles C} U CY y C2U C? (ver figura 2.10).

Si —_—> uﬂ

52
Y1
S;

Figura 2.10: Sustituimos el i-ésimo nivel por dos niveles con superficies mas delgadas.

La superficie S} es el resultado de hacer compresién sobre Dy en S;. La superficie S? es
el resultado de hacer compresién sobre Dy S;. Por lo que las complejidades de las nuevas

superficies gruesas satisfacen las desigualdades

o(Siy) > e(S;,); o(Sip) > c(Si)-

43



Por lo tanto, el ancho de la descomposicién resultado de sustituir C;UC! por CHUCY UC?uC?
€s menor.

b)  Si las hubiera una l-asa de N; y una 2-asa de T; que se pegaran en componentes
conexas distintas, entonces W; seria débilmente reducible. Por la parte a), esto no sucede en

una descomposicion delgada. ]

Por los dos lemas anteriores, pueden ocurrir dos casos. Existe exactamente una componente
conexa de F; en la cual actian las 1-asas de N; y las 2-asas de T}, o una 1-asa de N; conecta dos
componentes de F;, y luego se pegan 2-asas. A estas componentes se les llama las componentes

activas de F;. De manera que F; tiene una o dos componentes activas, segin sea el caso.

Observacion. Por el teorema 2.3.7, si F;UF;; es compresible en W;, entonces W; es débilmente
reducible, por lo que en una descomposicién delgada cada F; es incompresible en W; y en W, 4.

El siguiente lema nos dice que cada F; debe ser también incompresible en toda M.

Definicién 2.4.8. Sea S una superficie y a C S una coleccion de curvas simples cerradas en
S. Decimos que una componente ag C « es una curva de mds adentro de « si g acota un

disco el cual no contiene curvas de la coleccion.

En un disco D toda coleccién finita de curvas simples cerradas o C D tiene siempre al

menos una curva de mas adentro. Esta puede no ser tnica.
Lema 2.4.9. En una descomposicion delgada, cada F; es incompresible en M.

Demostracion. Sea D C M un disco de compresion no trivial para F;, en M. Sea F = (J F.
Podemos suponer que D interseca transversalmente a F', de manera que int(D)NF consiste de
una cantidad finita de curvas simples cerradas. Tomamos una curva de mas adentro en D para
esta coleccion, la cual acota un disco en D que no contiene ningtin otro circulo de la interseccion
int(D) N F. Sea D' este disco. Entonces D’ interseca una tunica superficie delgada Fj,, por lo
que D' CW,;, o D' C W; 1. En cualquier caso, como Fj, es incompresible tanto en W;, como
en W;, 41, existe un disco D" C F;, tal que D" = 9D". Sea Dy = (D — D') U D", el disco
resultado de intercambiar D’ por D” en D. El disco D, sigue siendo un disco de compresién no
trivial para Fj,, pero int(D;) N F' tiene menos componentes que int(D) N F. Repitiendo este
proceso, obtenemos un disco de compresion no trivial para F;,, digamos 15, el cual satisface
mt(lN)) N F = @. En particular, D estd contenido en Wi, o esta contenido en W ;. El primer
caso implica W; débilmente reducible, el segundo caso implica W;,; débilmente reducible. En

cualquier caso, tenemos que la descomposicién no es delgada. O

Definicién 2.4.10. Una superficie propiamente encajada S C M separante, con M orientable,

es fuertemente compresible si existe un par de discos compresores para S que se encuentren en
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lados opuestos de S con interseccion vacia. Si no es fuertemente compresible, decimos que es

débilmente incompresible.

Observacion. Sea S una superficie encajada en W que induce una descomposicién de Heegaard
W = CUgC". Entonces S es débilmente incompresible si y sélo si W es fuertemente irreducible.

En particular, en una descomposicion delgada, cada superficie gruesa S; es débilmente
incompresible en W;. El siguiente lema nos dice que, de hecho, cada S; es débilmente incom-

presible en toda M.

Lema 2.4.11. En una descomposicion delgada, toda superficie S; es débilmente incompresible
en M.

Demostracién. Sabemos que F' = |J F}; es incompresible. Sean S = |JS;, y D € M un disco
de compresién para S;. Si DN F # &, entonces, tomando el disco de més adentro, tendriamos
un disco de compresion no trivial para algun F}, contradiciendo lema 2.4.9. Por lo tanto, todo
disco de compresion para .S; esta contenido en W;. Asi, si S; es fuertemente compresible en M,

también lo es en W;, y por lo tanto W; es débilmente reducible. Por lema 2.4.7, terminamos. [

Lema 2.4.12. Supongamos que M es irreducible y no es un espacio lente. Si alguna superficie
gruesa S; tiene como componente conexa un toro, entonces la descomposicion no es delgada.

En particular 3 no aparece en w(M).

Demostracion. Supongamos que la descomposicion es delgada. Si la componente C' C S; es un
toro. Como M no es un espacio lente, no puede darse el caso que M tenga solo un nivel. Es
decir, Wy # M. Supongamos que C' es la componente activa de S;. Sea W C W, la componente
conexa de W; que contiene a C'. Entonces OW es una coleccién no vacia de esferas. Esto ya que
las 1-asas aumentan el género, mientras que las 2-asas disminuyen el género, lo que fuerza a
OW a contener sélo esferas. Como la descomposicion es delgada, por lema 2.4.6, las esferas de
OW son esenciales, contradiciendo la hipdtesis de que M es irreducible. Por lo tanto, no puede

existir una componente C' difeomorfa al toro. n
Teorema 2.4.13. Sean M una 3-variedad compacta orientable y
H=bUN,UTiU---UTxNUbs

una descomposicion de Heegaard generalizada para M. St H es una descomposicion delgada,

entonces H satisface lo siguiente
1) Las superficies gruesas son débilmente incompresibles.

2) Las superficies delgadas son incompresibles.
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Los resultados anteriores motivan la siguiente definicién.

Definicién 2.4.14. Si ‘H es una descomposicion generalizada de Heegaard para M, decimos
que esta es una descomposicion generalizada fuertemente irreducible si las superficies gruesas

son débilmente incompresibles y las superficies delgadas son incompresibles.
En particular, toda descomposicion delgada es fuertemente irreducible.

Corolario 2.4.15. Sea g el género de Heegaard de la 3-variedad compacta e irreducible M. Si
M no contiene superficies incompresibles de género menor a g. Entones una descomposicion

de Heegaard que alcance el género minimo es delgada. Por lo tanto w(M) = (2g — 1).

Demostracion. Por definicién, si el ancho de w(M) tiene longitud 1, es decir, si consta de
un solo elemento, entonces la descomposiciéon de Heegaard que alcanza el género minimo es
delgada. Sea H una DHG tal que w(#H) contenga, al menos, dos elementos. Entonces Fj tiene
una componente que es incompresible, digamos f. Como el género de f es mayor o igual a g
y las superficies gruesas S; y So son méas complejas que Fi, las complejidades respectivas son

mayores

C(S1) > 29— 1, C(S2) > 29— 1.

Por lo tanto el ancho de esta descomposicién es mayor a (2g —1). Por lo tanto el ancho (2g—1)

es minimo. O

En particular, las variedades irreducibles no-Haken (ver definicién 2.1.16) satisfacen las

hipétesis del corolario anterior.

2.5. Nudos y Cirugia en 3-variedades.

En esta seccién veremos una manera de modificar 3-variedades compactas conocida como
cirugia de Dehn. Para esto, necesitamos antes estudiar un poco sobre nudos. Veremos también
algunos resultados sobre nudos y cubos con asas 3-dimensionales que nos seran de utilidad
para estudiar 4-variedades. Para finalizar, enunciaremos el Teorema de Lickorish-Wallace, el
cual afirma que toda 3-variedad cerrada orientable se puede construir realizando cirugia.

El efecto en la frontera de pegar 2-asas 3-dimensionales es el de hacer compresién. De ma-
nera analoga, veremos mas adelante que el efecto en la frontera de pegar 2-asas 4-dimensionales
es el de hacer cirugia de Dehn. En este sentido, hacer cirugia sobre un nudo en una 3-variedad

es el andlogo a hacer compresion sobre una superficie.
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Definicién 2.5.1. Sea M una 3-variedad. Un enlace es un encaje L : " ;S' — M. Sin =1,
decimos que es un nudo. Identificaremos al enlace L con su imagen en M.

Nos interesan los enlaces mdédulo isotopia del espacio. Decimos que dos enlaces L, L’ son
equivalentes si existe un homeomorfismo h : M — M tal que h(L) = L'. En el caso de enlaces
con mas de una componente, asignamos un orden fijo a los enlaces. Pedimos al homeomorfismo
h que respete este orden.

Llamamos nudo trivial o no nudo a cualquier nudo equivalente a S* = {(z,y,0) : 2% +y* =
1}.

Definicién 2.5.2. Sea M una 3-variedad cerrada con L C M un enlace. Definimos el ndmero

de tineles de L en M, tp(L), como el minimo nimero de arcos encajados

t=Jt:c M, contN L = o,

7

tal que M —n(t U L) es un cubo con asas. A la coleccién de arcos t se le llama sistema de
tuneles para L.
En el caso L — &, definimos ¢, (&) = g(M) — 1.

Notemos que si t es un sistema de tineles para L, entonces tUL inducen una descomposicion

de Heegaard para M. La cual estda dada por
M=n{tUL)UM —n(tUL).

Con superficie de Heegaard dn(t U L). En esta descomposicion L esté contenido en el alma del

cubo con asas n(t U L).

Observacion. Un cuerpo de compresion C' se retrae por deformacion a su frontera interna unién

una coleccién de arcos encajados, con frontera la frontera interior d_C'.

Definicién 2.5.3. Sea L C M un enlace contenido en una 3-variedad cerrada. Se define g,(Y)
como el género minimo de una descomposicion de Heegaard para M tal que L esté contenido

en el alma de alguno de los cubos con asas.

En particular, si L = &, entonces g, (M) = g(M) es el género de Heegaard de M. Tenemos

la siguiente relacién entre el nimero de tuneles de L y de gp (M)

Proposicién 2.5.4. Sea L un enlace contenido en la 3-variedad cerrada M. Entonces
tM(L) = gL(M) — 1.

En particular
tu(@) =g(M) — 1.
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Lema 2.5.5. Sean L1, Ly enlaces en 3-variedades cerradas My, My, respectivamente. Sean
M = M, # M,, L=1L,U L.

Entonces

t7(L) = tar, (L1) + tar, (La) + 1. (2.1)

En particular, si L1 # & y Ly = &, entonces

tyr(L) = tan (Ln) + 9(Ms) = tar, (Ln) + tar, (@) + 1.

Demostracion. Supongamos que Ly # & # Ly. Veamos primero que el lado derecho de ecua-
cién (2.1) es mayor o igual al lado izquierdo. Si t; es un sistema de tineles para L;, entonces
existe un arco t' que va de L a Lo, entonces t; Uty Ut es un sistema de tuneles para Ly U Lo.

Mostremos ahora la otra desigualdad. Sea t C M un sistema de tiineles para L que alcanza

el minimo. Es decir, ¢ tiene ¢3;(L) componentes. Sean

—~

H=n(LuUt), H =M—int(H), Y=HNH.

La descomposicién de Heegaard de M inducida por L. Por definicion, la superficie ¥ tiene
género t37(L) +1 > 0.
Consideremos la variedad con frontera

—~

M — int(n(L)) = <H . z‘nt(n(f)> Uy H'.

Con H' un cubo con asas y H —int(n(L)) un cuerpo de compresién cuya frontera es la coleccién
ajena de toros 87}@). Como M = M; # M,, M contiene una esfera esencial S. Por el Lema
de Haken, bajo una istotopia de S, podemos suponer que S N X es una curve simple cerrada,
y que S separa a M en punc(M;) y punc(Ms), Con L; C punc(M;), donde punc(M;) es la
variedad agujerada M; — D?. Tenemos entonces que S separa la descomposicién de Heegaard

en descomposiciones respectivas
!/ !
M, = H, Uy, H, M, = Hy Uy, H,.

De manera que H; — int(n(L;)) es un cuerpo de compresién. Luego, cada H; es una vecindad
tubular para L; unién cierto nimero de arcos, digamos que son n; arcos. Entonces n; > ta,(L;).

Por otro lado, como n; + 1 = ¢(%;), y X = 31 # X5, entonces

Por lo tanto t37(L) > tar, (L1) + tar,(L2) + 1, que era la desigualdad faltante. O
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Notemos que la vecindad tubular de un nudo K es difeomorfa al toro sélido.
Definicién 2.5.6. Sea M una 3-variedad. Dados

1) Unenlace L = Ly ULy U---U Ly Cint(M).

2) Vecindades tubulares cerradas ajenas a pares V; = n(L;).

3) Curvas simples cerradas J; C 9V;.

Construimos la variedad
ML) = (M —n(L)) Uy (U, V5)

donde h es la union de los homeomorfismos h; : 0V; — 0V, que manda el meridiano en la curva
iy hi(pi) = Ji.

Dado un enlace L el homeomorfismo h esta determinado por la coleccién de curvas J = UJ;,
y un homeomorfismo h determina una coleccién de curvas J en dn(L). Llamaremos marco de
L a una coleccién de curvas J o al homeomorfismo asociado h.

La 3-variedad construida de esta forma se dice que es el resultado de realizar cirugia de

Dehn en M a lo largo del enlace L con instrucciones de cirugia J, donde J = UJ;.

De particular importancia son los enlaces en R? y S3. Tomando 5% = R3 U {x}, el espacio
con un punto al infinito, todo enlace en R? lo podemos pensar en S3. Sea L C S® un enlace.
En este caso podemos expresar las instrucciones de la cirugia asignando un ntimero racional, o
infinito, r; € QU {o0}, a cada componente L; del enlace L. Para esto, necesitamos de algunas

definiciones.

Definicién 2.5.7. Sean K, K, nudos orientados en S®. Dado un diagrama de K; UK, a cada

punto donde K; pase por arriba de K, contamos como en la figura 2.11

+1 -1

K1 Kl

Y

Figura 2.11: Contar intersecciones entre los nudos K; y K.
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La suma sobre todos los cruces donde K pasa por arriba de K5 es el nimero de enlace de
K, con K, denotado por lk(K;, Ks).

Se puede demostrar que el nimero de enlace no depende del diagrama. Ademas, satisface

las siguientes igualdades
lk(Kl,KQ) - lk(Kg,Kl), lk(—Kl,Kz) - —lk(Kl,Kg)

donde — K es el resultado de invertir la orientacion de K;.

Consideremos el toro sélido S* x D2, al cual denominaremos como toro sélido estdndar.
Este es un cubo con una 1l-asa, con meridiano m = {1} x S'. El meridiano se caracteriza por
la inica curva que bordea un disco de compresion no trivial en el toro sélido. Una longitud
es una curva en S' x S! que interseca en un solo punto al meridiano m. Un meridiano junto
con una longitud nos dan un marco de referencia para describir cualquier curva en S' x S*.
Existen muchas longitudes, las cuales se pueden diferenciar por el niimero de enlace que tienen
respecto al alma del toro sélido K = S x {0}. De manera que, si consideramos orientacién, hay
tantas longitudes como enteros. Sin contar orientacién, hay tantas longitudes como nimeros
naturales.

La curva £ = S! x {1}, interseca al meridiano m en sélo un punto, y su niimero de enlace
con respecto a K es 0. A £ se le llama la longitud preferente. Sea o C S' x S! es una curva
simple cerrada. Modulo homotopia, la curva a estd determinada por cuantas vueltas orientadas
da al primer factor, y cuantas vueltas orientadas da en el segundo factor. El meridiano m y la
longitud ¢ nos dan un marco de referencia para describir la curva «. Escribimos o = pm + ¢/
para denotar a la curva en el toro que da p vueltas en la longitud y ¢ vueltas en el meridiano.

Esta descripcién la podemos extender a cualquier toro sélido encajado en S®.

Definicién 2.5.8. Sea K un nudo en S3. La vecindad tubular de K es un toro sélido encajado
en S3. Sea p un meridiano de n(K). Definimos la longitud preferente de n(K) como la curva

A C On(K) que satisface lo siguiente

e )\ interseca p en un solo punto.
o [k(\,K)=0.

De manera analoga al caso del toro sélido estdndar, una curva o C dn(K) la podemos
escribir como a = pu + ¢A, donde p es el nimero de vueltas que da « respecto a p y q el
nimero de vueltas que da respecto a A. En particular, p = |a N Al y ¢ = |a N u|. A la pareja
1, A se le llama el marco preferente para K.

Dados M una 3-variedad y L un enlace en M el exterior de L es E(L,M) = M — L &
M —n(L). Cuando M = S®, escribiremos simplemente E(L).
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Observacién. En términos de homologia. Sea X = FE(n(K),S?). Se puede demostrar que
H,(X,Z) = Z. Un meridiano p de n(K) es un generador de H;(X,Z) que es trivial en
Hi(n(K),Z). La longitud preferente A es un generador de H;(n(K),Z) que es trivial en
H,(X,Z). El conjunto {u, \} genera a Hy(0n(K),Z).

El marco preferente no siempre es el que a uno se le puede ocurrir a primera vista. En la
figura 2.12, orientamos K y A de manera que se recorren en paralelo. En este caso lk(\, K) = 4.
Por lo que A no es la longitud preferente. A dicha A se le conoce como el marco inducido por
el pizarrén ("blackboard framing.® inglés). Uno puede aplicar movidas de Reidemeister tipo 1

para alterar el nimero de enlace del marco de pizarrom.

Figura 2.12: El nudo K con longitud A tales que (k(\, K) = 4.

Sea K es un nudo en S con instruccién de cirugia J. Sean u, A el marco preferente para
K. Escribimos J = p\ + qu, donde p es el nimero de vueltas que da J respecto a Ay q es el
nimero de vueltas que da respecto a p. Existe una ambigiiedad de signo 4, ya que podemos
escribir la instruccion de cirugia como J = —p\ — qu. Esta ambigliedad desaparece si tomamos
la fraccion r = p/q. Al racional r se le llama el coeficiente de cirugia. Si g = 0, entonces p = +1
y escribimos r = oo.

La orientacién del nudo K es irrelevante para la definicién de r. Ya que, si cambiamos su
orientacién, tanto p como ¢ cambian de signo. Sin embargo, la orientacién de S si cambia el
signo de r. Asi, supondremos S? siempre orientado. Tomaremos la orientacién usual de R3,
llamada de la mano derecha.

Dado un diagrama de un nudo K junto a un nudo paralelo J, tenemos una forma de sumar
o restar vueltas a este. Utilizando la regla de la mano derecha, podemos hacer el siguiente

movimiento figura 2.13 en una secciéon del nudo para modificar el coeficiente de cirugia.

o1



Marco

/\

Marco + 1 L /— Marco - 1
K

Figura 2.13: Suma y resta de vueltas

Por ejemplo, podemos modificar el siguiente marco de la figura 2.12 dando cuatro vueltas

en la direcciéon —1 al marco obtenemos la longitud preferente ¢ en la figura 2.14.

3

)

Figura 2.14: La longitud preferente del nudo ocho.

Notemos que si K C S% es el nudo trivial, entonces E(K) = S! x D2 En cuyo caso, el
meridiano de n(K) es la longitud de E(K), y la longitud de n(K) es el meridiano de F(K).
Esto se puede apreciar mejor en un dibujo. En la figura 2.15 tenemos el meridiano m y la
longitud ¢ de n(K). Considerando S* = R® U {00}, el eje z es el nicleo de E(K). Al ser este

paralelo a la meridiano m, es claro que m es una longitud de E(K).

52



Figura 2.15: Toro sélido en S? con meridiano m y longitud /.

Ejemplo 2.5.9. Un espacio lente L(p,q) es el resultado de pegar dos toros sélidos en su
frontera bajo un homeomorfismo f : T — T, donde T es la superficie del toro sélido, que
mande el meridiano 4 a una curva o = pu + g\, donde p, A es el marco preferente para el toro
sélido St x D2,

Sea K C S? el nudo trivial. Sea J C 9n(K) una curva tal que J = pm + ¢¢, donde m es el
meridiano y ¢ la longitud preferente de n(K). El resultado de hacer cirugia de Dehn en S® a
lo largo de K con instruccién de cirugia J es el espacio lente L(p, q).

De manera que el espacio lente L(p, q) queda descrito por el nudo trivial con coeficiente de
cirugia p/q.

Terminamos enunciando el Teorema de Lickorish-Wallace.

Teorema 2.5.10 (Lickorish-Wallace). Toda 3-variedad cerrada, orientable, conexa se obtiene
como resultado de hacer cirugia de Dehn en S® a lo largo de un enlace L. De hecho, siempre
se puede encontrar una presentacion de la cirugia de manera que todos los coeficientes sean

+1, y todos las componentes del enlace L sean triviales.

Wallace demuestra el teorema en 1960. Lickorish da una demostracién independiente en
1962. La prueba de Lickorish se encuentra en [15]. Una versién simplificada se puede encontrar
en la seccién 3.1 del libro de Rolfsen [22].

2.6. Calculo de Kirby

Por el Teorema de Lickorish-Wallace, toda 3-variedad orientada se describe como un enlace
enmarcado en S®. Sin embargo, distintos enlaces pueden generar la misma tres variedad. Por

ejemplo, el espacio lente L(p, q) tiene las siguientes dos representaciones.
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Ejemplo 2.6.1 (Espacios Lente). Del ejemplo 2.5.9, tenemos que el espacio lente L(p,q) se
describe por el nudo trivial con coeficiente de cirugia p/q.
El siguiente diagrama de un enlace con N componentes corresponde al espacio lente L(p, q),

donde [nq,ngy, ..., ny] es la fraccién continua de p/q.

T

Figura 2.16: Diagrama de un Espacio Lente

Surge entonces la pregunta ; Cuando dos enlaces generan la misma 3 variedad? Para respon-
der esto es que Kirby define dos operaciones o movimientos entre enlaces enmarcados. Kirby
demuestra en [11] que si dos enlaces producen la misma 3-variedad entonces, se puede pasar
de uno a otro utilizando estos movimientos.

Los movimientos definidos por Kirby se conocen como el Calculo de Kirby. Estos estan
definidos para cuando los coeficientes de cirugia son nimeros enteros. En este caso la cirugia
se conoce como cirugia entera. Sea K C S® un nudo con instruccién de cirugfa J. Si p, A es
el marco preferente de n(K'). Por convencién, en cirugia entera el coeficiente de J respecto al
meridiano u es siempre 1. Si el coeficiente de cirugia z € Z, entonces J = zu+ A. Asi, J sélo da
vueltas en la direccion p. En la figura 2.12 el coeficiente de cirugia correspondiente es 4. Por
lo tanto es cirugia entera. En otras palabras, en una cirugia entera, la instruccion de cirugia J
consta de una longitud y varios meridianos.

El Teorema de Lickorish-Wallace implica en particular que toda 3-variedad cerrada orien-
tada se obtiene de hacer cirugia entera. En la seccién 9.H del libro de Rolfsen [22] se puede
encontrar un método para pasar de un nudo con coeficiente de cirugia racional a uno equiva-
lente con coeficiente entero. Equivalente en el sentido de que hacer cirugia en ellos produce la
misma 3-variedad.

Veamos ahora las operaciones que definen al calculo de Kirby.

Dados Ky, K; nudos en S3, sea b: I x I — S® un encaje tal que

b(I x I) N Ky = b({0} x I, b(I x I) N K, = b({1} x I.
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Figura 2.17: Nudos con banda.

Definimos la suma conexa de los nudos K7 y K, sobre la banda b por

KO#bKl = (K() U Kl U b([ X 8[)) — b((?[ X I)

Ko #, K1

SO
A

Figura 2.18: La suma de los nudos K y K; bajo la banda b.

Ahora si, definimos las siguientes operaciones sobre L

O1: Agregar o remover un nudo trivial de L con marco +1, el cual estd separado de L por

una esfera S2.

L L

@<

Figura 2.19: L’ es el resultado de aplicar Oy a L.
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Oy Sean K;, K; C L. Sea J; C n(K;) la instruccién de cirugia correspondiente a K;. Sumamos
K; con K; de la siguiente manera. Tomamos b : I x I — M de manera que evite al resto
de L. Reemplazamos K por K} = J; 4, K.

Veamos que marco corresponde a K J’ Orientando cada componente K; de L, determina-
mos una base para Hi(M;Z), donde M es la 3-variedad resultado de hacer cirugia a lo

largo de L. Denotemos por K; la clase de K;, entonces I' = {I_(l, o [_(n} es una base.
Consideremos la matriz
ag  sliF ]

Zi SlZ:j,

A =
donde a;; = lk(K;, K;) = aj;. La matriz A, es simétrica. La operacién Oy en Hy(M;Z)
corresponde a sustituir K; por I_(]’- en I'. La expresion de [_(J’- en la base I' es [_(]’- = I_(ij:f(j.
El signo depende de si b coincide o no con las orientaciones de K; y Kj. Si coincide
entonces es suma, y es resta en el caso contrario. Haciendo el cambio respectivo en la

matriz Ag, el coeficiente que corresponde a K7 es
!/
Z; = Zi+zj =+ 2a,;

La operacién O, consiste de reemplazar en L el nudo K por el nudo K con coeficiente

/
Zj.

Decimos que dos enlaces, L1 y Lo son 0-equivalentes, si podemos pasar de uno a otro usando
las operaciones O1 y O,. Si Ly es 0-equivalente a Ly escribimos L1 ~y Ls. Kirby demuestra en

[11] que estas operaciones caracterizan a las 3-variedades cerradas orientadas®.

Teorema 2.6.2 (Kirby-Craggs). Sean L, y Ly enlaces enmarcados en S*, con marcos enteros.
Sean My y M, el resultado de hacer cirugia a lo largo de Ly y Lo, respectivamente. Entonces

Ly ~g Ly sty solo si My es difeomorfa a My bajo un difeomorfismo que preserva la orientacion.

Al tratar de probar que dos enlaces son d-equivalentes, podemos usar movimientos adiciona-
les, que son consecuencia de aplicar O; y Os. Presentamos a continuacién algunos movimientos

utiles.

Lema 2.6.3. Sea L un enlace enmarcado en S3. Si L' es el resultado de aplicar alguno de las

siguientes operaciones a L, entonces L ~g L.

2Tengo entendido que Robert Craggs, de manera independiente, da una prueba alternativa, pero no he
podido encontrar la referencia.
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O3: Podemos realizar los siguientes movimientos:

- -

Figura 2.20: Enlaces 0-equivalentes.

Movida-K: Sea K C L un nudo trivial con marco 1. Siempre podemos separar K del resto del

enlace L con el efecto de dar un giro completo de F1 a todos los arcos que pasan por K.

St cada arco pasa una sola vez por €l, se cambian sus marcos por F1. Por lo general, los

marcos cambiardn sequn la suma de enlaces.

ny ng N3

Movida-K

7Z1—|—1

<
~1

>

n2+1
n3+1

i by

Figura 2.21: Un ejemplo de movida-K. Suponiendo que cada nudo pasa una sola vez por el

nudo K, los marcos n; cambian por un —1.

De hecho, Fenn y Rouke [5] muestran que la movida-K y O; son equivalentes a las opera-

ciones O; y Os.

Idea de la prueba. El movimiento-K es el resultado de sumar cada nudo que pasa por el nudo

K trivial. En O3, al sumar con una banda adecuada el nudo izquierdo al nudo derecho con

marco 0, obtenemos el mismo enlace pero el marco de la izquierda cambia por un —2. O

Ejemplo 2.6.4 (Variedad Ejg). Los siguientes enlaces son d-equivalentes.
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-2

GO e

Trébol izquierdo Enlace Eg

Figura 2.22: Enlaces equivalentes.
Para mostrar esto empezamos con el nudo ES8, aplicando tres veces Oy, agregamos tres

nudos triviales con marco +1 como en figura 2.23.
-2 -2 -2 +1

9 @@@@8@ 9

&

Figura 2.23

Sumamos las componentes de las esquinas con estos nuevos circulos. Obtenemos el enlace
de la figura 2.24.

+1 -1

=
)L
=)

JdJ

=)
=)
@m
=,

Figura 2.24
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Aplicando ahora en cada extremo del enlace la movida-K en los nudos con marco —1. Luego,
aplicando la operacion O; nos deshacemos de cada nudo trivial sobrante. Obtenemos el enlace
de la figura 2.25.

2 -1 -2 -2 -1

@@@6@@

Repetimos el proceso, aplicando movida-K para separar los nidos de los extremos y luego
nos deshacemos de los nudos triviales sobrantes utilizando @; hasta obtener el enlace de la
figura 2.26.

Figura 2.26

Aplicamos la movida-K respecto al circulo de en medio con marco 1 y removemos el circulo
sobrante. Podemos realizar ahora movidas-K en sucesién como en la figura 2.27, el nudo de la

derecha con marco —1 es equivalente al nudo trébol izquierdo.
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Figura 2.27

La 3-variedad resultado de hacer cirugia en el enlace E8 es una variedad de Seifert conocida
como la Esfera Homoldgica de Poincaré. Tiene el mismo tipo de homologia que la esfera S3,

pero no es homeomorfa a esta (ver 9.D de [22]).
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CAPITULO 3

Dimensidon 4

3.1. 4-variedades.

La idea ahora es tratar de traer al mundo de las 4-variedades conceptos analogos a los que
ya estudiamos para 3-variedades. En particular, buscamos extender la definicién de posicion
delgada. En el caso de las 3-variedades, primero definimos lo que es una descomposicion de
Heegaard. Descompusimos la 3-variedad en una sucesién de descomposiciones de Heegaard,
esto es, en una descomposicién de Heegaard generalizada. Para luego describir una descompo-
sicién en particular, la descomposicién delgada. La cual vimos tiene caracteristicas interesantes.
Buscamos extender estos conceptos al caso de 4-variedades. El analogo a la descomposicion de
Heegaard en dimensién 4 son las trisecciones, que fueron introducidas por Kirby y Gay en [7].
En [6], David Gay da un sumario de las analogias que hay entre estos dos conceptos. En [4],
Romaéan Aranda propone una definicién de triseccién generalizada para luego definir el concepto
de posicion delgada para 4-variedades compactas.

En este capitulo seguiremos un camino analogo al caso 3-dimensional para dar la definicién
de posicion delgada en 4-variedades.

Aunque hay varias analogias entre dimension 3 y 4, también hay cosas que los hacen dife-
rentes. Por ejemplo, el Teorema de existencia y unicidad de descomposicion para 3-variedades
teorema 2.1.7, no se extiende al caso 4 dimensional. Hirzebruch demuestra que (ver ejem-
plo 3.1.4)

CP2#CP #CP = (S2 x S2) # CP?,
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pero CP? #@2 ni siquiera tiene el mismo tipo de homotopia que (S? x S?).

En el caso 3-dimensional, vimos que el efecto en la frontera de pegar 2-asas era el de hacer
compresion en la superficie frontera. Mientras que el efecto de pegar 1-asas era el de hacer la
operacién inversa. Veamos qué sucede con el caso 4-dimensional.

Sea X es una 4-variedad suave, compacta, conexa, y orientada, con frontera M = 0X.
De manera que M es una 3-variedad cerrada orientada. Si h* es una k-asa 4-dimensional con
mapeo de pegado

o : S DY — M.

Entonces el efecto en M al pegar la k-asa h es

M' = M — p(Sk1 x D*=k) U, D* x §37F, (3.1)

donde ¢| es la restriccién de ¢ a S¥~1 x S37% Consideremos una descomposicién en asas de X
indexada
H=0bUCUDUEU by,

donde by, C, D, E, by son, respectivamente, colecciones de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas. Podemos
escoger la descomposicion de manera que by consiste de una sola 0-asa. En particular, las 1-
asas de C' se pegan sobre la esfera S® = dby, y las 2-asas se pegan sobre #k(S1 x S%), donde
k > 0 es el nimero de 1-asas en C.

Sea h! € C. Esta tiene mapeo de pegado
0: 8" x D* — S°,

cuya imagen son dos bolas ajenas en S®. Sustituyendo k£ = 1 en ecuacién (3.1), tenemos

S3[h] = §% — o(S9 x D3) U, D" x S

Si orientamos S?, existe un tnico mapeo de pegado mdédulo isotopia. Asi, podemos describir
las 1-asas como dos esferas en S3.
Tomamos M = #k(Sl x D?). Sea h? € D una 2-asas. Esta tiene mapeo de pegado

©0:S'x D* — M.

Sustituyendo en la ecuacién (3.1), el efecto en la frontera de pegar h? es

M[h?) = M — (5" x D?) U, D* x S*.

Lo interesante en este caso es que estamos removiendo un toro solido para después pegar otro

toro sélido a través de la frontera. En otras palabras, estamos realizando cirugia de Dehn
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respecto al nudo ¢(S* x {0}) con marco ¢, o, equivalentemente, con instruccién de cirugia
J = o({1} x S1). Si la descomposicién H no tiene 1-asas, entonces M = S3. En este caso,
como ya vimos en apartado 2.5, el marco puede ser descrito por un ntimero racional. Notemos
que el meridiano del toro D? x S* es u = S x {1}, que es la longitud preferente del toro S* x D2
Esto implica que ¢ identifica al meridiano x4 con una longitud de ¢(S* x D?). Asi, la cirugia
tiene necesariamente coeficiente entero. De esta manera un enlace enmarcado en S® determina
una 4-variedad compacta, cuya frontera es la 3-variedad resultado de realizar cirugia de Dehn
en S? segun el enlace enmarcado. En particular, tenemos el siguiente corolario consecuencia

del Teorema de Lickorish-Wallace
Corolario 3.1.1. Toda 3-variedad cerrada orientable es frontera de una 4-variedad suave.

Un cubo con asas 4-dimensional es el resultado de pegar algunas 1-asas a la 4-bola B*. Es
decir, es una 4-variedad difeomorfa a 1 (S* x D?). Al niimero de sumandos k > 0 es el género
del cubo con asas. Estaremos trabajando de manera simultanea con asas de dimensién 3 y de
dimensién 4. Para evitar confusiones, cuando nos refiramos a un cubo con asas de dimension 4
escribiremos 4-cubo con asas. Escribiremos 3-cubo con asas para referirnos a los de dimension
3.

Las colecciones de 3- y 4-asas, E' y by, determinan un cubo con asas 4-dimensional cuya
frontera es homeomorfa a #* (S! x 52). Si la 4-variedad X es cerrada, entonces la variedad
resultado de pegar las 0-, 1-, y 2-asas, digamos X; = by U C' U D, tiene frontera 0X; =
# (51 % $2). Por un resultado de Laudenbach y Poénaru,[14], existe una tinica forma de pegar

las 3- y 4-asas para obtener una 4- variedad cerrada.

Lema 3.1.2 (Laudenbach-Poénaru). Dada una 4-variedad suave compacta X con frontera
0X = #k(Sl x S?), ewiste una tnica forma de pegar 3- y 4-asas a X para obtener una

4—variedad cerrada.

Observacion. Laudenbach y Poénaru dan la demostracién para el caso orientado. En [18], dan

un resultado analogo el caso no orientable.

Asi, para obtener una 4-variedad cerrada, sélo es necesario describir las 1- y 2-asas en S3.
En particular, si no hay 1-asas, podemos describir una 4-variedad por un enlace con coeficiente
de cirugia entero.

En la figura 3.1 vemos algunos ejemplos de 4-variedades descritas por enlaces enmarcados.
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W @ O Q

52 x §2 52% 82

Figura 3.1: Diagramas de algunas 4-variedades.

Observacion. La demostracion que da Kirby en [11] para el teorema 2.6.2 se basa en esta
descripcién de los enlaces enmarcados en S3. En particular, las operaciones de Kirby tienen in-
terpretaciones geométricas sencillas desde el punto de vista de 4-variedades. La O; corresponde
a hacer suma conexa con CP? o (C_Pz, dependiendo si el coeficiente es +1 0 —1, respectivamente.
La operacién Oy corresponde a deslizar la 2-asa correspondiente al nudo K sobre la 2-asa que

corresponde al nudo K.

Por la observacion anterior, si uno al pasar de un enlace a otro usando céalculo de Kirby
mantiene un seguimiento de las veces que se uso la operacién Oy, entonces se puede probar
que dos 4-variedades son difeomorfas. No sélo sus fronteras. Por ejemplo, al pasar del enlace
Ey al trébol izquierdo en ejemplo 2.6.4, removimos en total 7 nudos triviales con marco —1.
Asi, si X7 y X son las 4-variedades resultado de pegar 2-asas acorde al enlace Eg y al nudo
trébol respectivamente, entonces X; #(#7 @2) >~ X5, bajo un difeomorfismo que preserva la

orientacion.

Ejemplo 3.1.3 (Linear plumbing sobre esferas). La 4-variedad con frontera resultado de pegar

2-asas segun el diagrama en figura 3.2 se conoce como un linear plumbing sobre la esfera S2.

Take

Figura 3.2: Diagrama de un linear plumbing sobre la esfera

Como ya vimos (ejemplo 2.6.1), esta variedad tiene frontera X = L(p, q), donde la n-ada
[n1,ng,...,ny| es la fraccién continua de p/q. En particular, las variedades en figura 3.1 son

linear plumbings sobre la esfera.
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Ejemplo 3.1.4. Las variedades (CP2#(C_P2#@2 y (8% x 52)#@2 son difeomorfas. La
figura 3.3 muestra cémo pasar del diagrama que representa a (S? x S?) #@2 al diagrama que
representa a CP? #@2 #@2. El primer paso es anexar el circulo con marco —1 utilizando
una movida-K. El segundo paso es hacer una movida-K con el circulo de en medio con marco

—1. Finalmente, separamos los circulos enlazados utilizando nuevamente la movida-K.

D
O

Figura 3.3

Como cada paso es una movida-K, la cual es consecuencia solamente de la operacién O,

las 4-variedades correspondientes son difeomorfas.

3.2. Trisecciones

Kirby y Gay definen el concepto de triseccién para 4-variedades en [7]. Una triseccién es, en
varios sentidos, el equivalente 4-dimensional a la descomposicién de Heegaard para variedades
de dimensién 3. En [6], D. Gay describe las similitudes entre las descomposiciones de Heegaard
y las trisecciones. Meier, Schrier y Zupan dan una definicién de triseccién en [17] que permite
un poco mas de flexibilidad. Es entonces el concepto de triseccién el que nos permitira dar un
equivalente 4-dimensional para la descomposicion delgada de 3-variedades. Con esto en mente,
en esta seccién definiremos lo que es una triseccién y daremos los resultados mas relevantes.

Veremos primero el caso sencillo, cuando X es una 4-variedad suave cerrada, orientable

y conexa. Fn la siguiente seccion, veremos qué sucede en el caso con frontera no vacia. Para
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después dar una definicién de triseccion generalizada como una sucesion de trisecciones. Con

esto, R. Aranda en [4], da una definicién para la posicién delgada en dimensién 4.

Definicién 3.2.1. Sea X una 4-variedad suave, cerrada, orientable y conexa. Una (g, k1, ka, k3)-

triseccién de X es una descomposicion de X en tres 4-cubos con asas
X =XUX,UXj,
donde X; tiene género k;, y son tales que las intersecciones a pares son 3-cubos con asas conexos
Hij = X@ N X]’,
y la triple interseccion es una superficie cerrada conexa de género g.

S, = X1 N Xy N X,

! en este caso escribimos

Si ki1 = ke = k3 = k, decimos que la triseccién es balanceada
simplemente (g, k)-triseccién. En caso contrario, decimos que la triseccién es desbalanceada. A
la cuarteta (X,; Hy 2, Ha 3, H31) se le llama el nervio de la triseccién.

El género de la triseccion es el género de la superficie g. El género de la X es el minimo

genero que alcanza una triseccion de X.

Observacion. Si M es una 3-variedad suave y compacta, una descomposicién de Heegaard es
inducida por una funcién de Morse f : M — [0, 1], indexada, tal que sus puntos criticos de
indice 0 y 1 toman valores menores a 1/2, y los de indice 2 y 3 toman valores mayores a 1/2.
De manera que M = f~10,1/2] U f~![1/2,1] es una descomposicién de Heegaard para M.
Por Teoria de Morse, sabemos que siempre podemos encontrar una funcion f que satisfaga lo
anterior, de manera que siempre existen descomposiciones de Heegaard para M. Un resultado
andlogo ocurre para el caso 4-dimensional. Kirby y Gay usan 2-funciones de Morse. Esto es,
funciones genéricas de la 4-variedad X en el disco unitario D?. De manera que separar el disco

unitario D? en tres partes D;, Dy, D3 como en la figura 3.4 induce una triseccién de la variedad
donde X; = f~1(D;).

'La definicién original de Kirby y Gay sélo contempla trisecciones balanceadas.
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D2

Figura 3.4: Una funcién en el disco induce una trisecciéon en X

Por definicién, cada X; = (S x D3). Como la superficie ¥, separa cada 0X,; en los

3-cubos de asas Hj;; y Hj,, esta induce una descomposicién de Heegaard
bl 2
#(S X S ) = 8XZ = Hji Ugg sz

La 4-variedad X esta determinada por el nervio H, U Hg U H,. Dado el nervio, podemos
reconstruir la variedad. Como el nervio esta determinado por la superficie > con las curvas de
pegado respectivas de cada 3-cubo con asas, basta indicar las curvas sobre la superficie para
determinar a X . Para ver esto, tomamos X superficie cerrada de género g. Sean «a, 3,y C X tres
colecciones de curvas tomadas de manera que sean diagramas de Heegaard estandar (ver defini-
cién 2.2.4) por pares. Dados H,, Hg, H, tres 3-cubos con asas, obtenemos las descomposiciones

de Heegaard

Ry ks ks

#(S' x S?) = H, Uy, Hg, #(S' x Y2 H,Us H,,  #(S'x S*) = HsUy H.,,
donde H, se pega segin la coleccién de curvas 7, esto para cada n € {a,,v}. Tomamos
Y = #kl(S 1 x §?). Consideremos la 4-variedad suave Y x I, cuya frontera son dos copias de
Y. Por Laudenbach-Poénaru, existe una tnica forma de pegar 3- y 4-asas 4-dimensionales a
Y x I para tapar la frontera Y x {1}. De esta manera obtenemos un 4-cubo con asas X, cuya

frontera es
89X, =Y x {0} = H, Uy, H.

Pegamos X; lo largo de su frontera en el nervio H, U Hz U H,. De manera andloga, obtenemos
4-cubos con asas )N(Q y )N(3 tales que 8)}2 =2 HgUs Hy y (9)N(3 = H, Us, H,, los cuales pegamos
a lo largo de sus fronteras sobre el nervio. En otras palabras, lo que hacemos es engrosar el
nervio H, U Hz U H., como en la figura 3.5. Existe una tnica forma de tapar la frontera del

nervio engrosado con tres colecciones de 3- y 4-asas. Estas colecciones determinan tres 4-cubos
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Figura 3.6: Trisecciones balanceadas de género 1. De izquierda a derecha, son CP?, CP?, S'x S®,

respectivamente.

con asas )?1,)?2,)?3. Al pegarlas sobre el nervio engrosado, estas determinan una triseccién
para la variedad X = X; U Xy, U X3 con nervio H, U Hg U H,,.

Hpg

Figura 3.5

Definicién 3.2.2. Sea X una 4-variedad suave, con triseccién 7, y con nervio H, U HgU H.,.
Un diagrama de la triseccion es un cuarteto (2, a, 3, ), donde a, 3,y son colecciones de curvas

en X que definen H,, Hg, H., respectivamente.
En la figura 3.6 vemos los diagramas de las trisecciones balanceadas de género uno.

Definicién 3.2.3. Decimos que una triseccién 7 con nervio H,U HgU H,, es reducible si existe

una curva 0 C X tal que d acota discos D,, Dg, y D, en H,, Hg, y H,, respectivamente.
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Si X tiene una triseccién reducible, entonces X es reducible, pues la unién de los discos
D,UDgUD, es una 3-esfera reductora para X. Es natural preguntarse si la otra implicacién es
valida ¢Si la 4-variedad X es reducible, entonces sus trisecciones son reducibles? Esta pregunta
sigue abierta, en [17] Meier, Schirmer y Zupan la plantean como una conjetura. Hacen notar
que, de ser cierta, el nimero de sumandos que pueden ocurrir en una descomposicién en suma
conexa de variedades primas para X estd acotado superiormente por el género minimo de una

triseccion para X. El andlogo 3-dimensional es el Lema de Haken.

Definicién 3.2.4. Sea L C #"(S! x S?) un enlace enmarcado con ¢ componentes tal que,
al realizar cirugfa sobre L, obtenemos #™(S' x S?). Sea (3, Hy, H) una descomposicién de
Heegaard de género g para E(L, #"(S* x S?)) de manera que H; es un cubo con asas. Decimos

entonces que la pareja £ = (L, Y) es un (g;n, ¢, m)-diagrama de Heegaard-Kirby.

Un (g;n,c,m)-diagrama de Heegaard-Kirby determina una descomposicién en asas para
una 4-variedad cerrada X. La descomposicion esta formada por una 0-asa, n 1-asas, ¢ 2-asas,
m 3-asas y una 4-asa. Esta descomposicion la podemos construir de la siguiente forma. Sean

X1y X5 4-cubos con asas

X, = £(S' x DY) Xy = 5(S! x D%,
De manera que
0X, = #(S* x §?) 0X3 = #(S" x S?).

Sea ahora X (L) el resultado de pegar 2-asas en
(st 59) x iy e ((ks' =2 <1

donde el pegado se hace siguiendo las instrucciones del enlace enmarcado L x {1}. Entonces
OX(L) = #"(S* x S%) U #™(S' x S§?). Existe una tunica manera de pegar X; y X3 en las
respectivas fronteras de X (L). En la figura 3.7 vemos de manera esquemética como se construye
la variedad X. Tenemos asi determinada una 4-variedad suave cerrada X = X3 Usx, X (L)Usx,
X3. Como X estd compuesto de una 0-asa y n 1-asas, X (L) estd compuesto de ¢ 2-asas, y X3
estd compuesto de m 3-asas y una 4-asa, obtenemos también la descomposicion en asas de X.

En particular, por la Desigualdad de Morse, tenemos que x(X) =n—c+m + 2.
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Figura 3.7: Construccion esquematica de X.

En la construccion anterior solo se utilizo al enlace enmarcado L. La superficie > determina

una triseccion de X.

Proposicién 3.2.5. Un (g;n,c, m)-diagrama de Heegaard-Kirby L para la 4-variedad X de-

termina una (g;n, g — ¢, m)-triseccion T (L) de X, la cual es unica salvo difeomorfismo.

Demostracion. Sea L = (L,X) un (g;n,c, m)-diagrama de Heegaard-Kirby para la variedad
X. Sea Y’ = #™(S! x §?), el resultado de hacer cirugia sobre Y = #"(S* x S?). Denotamos
por X; la union de las 0 y 1 asas, por X3 la union de las 3 y 4 asas. De manera que X; y X,
son 4-cubos con asas de género n y m, respectivamente, 0X; =Y,y 0X3 =Y’

Sea ahora Y = H, Uy Hg la descomposicién de Heegaard para Y inducida por X. Por
hipétesis, tenemos que L C Hpg, y que ¥ induce también una descomposicién de Heegaard
E(L,Y) = H, Us E(L, Hg). El resultado de hacer cirugia en Hg a lo largo de L es un nuevo
3-cubo con asas, digamos H.,. Consideremos Hg x [ = 79(S* x D?). Sea X, la 4-variedad
resultado de pegar 2-asas en Hg x I a lo largo de L x {1}. Como el enlace L estd contenido
en el alma de Hpg, las ¢ 2-asas que pegamos a lo largo de L x {1} son duales a ¢ l-asas que
conforman Hg x I. Por lo tanto

g—c —c

1 (5" x D%, 0X, = H# (8" x §?) = H, U, H,,

12

X
Luego, X, X5 y X3 son 4-cubos con asas de género n, g — ¢, y m, respectivamente. Por cons-
truccion, X1 N Xy = Hg, XoNX3=H,, y XiNX3=H,. Con H,, Hg, y H, 3-cubos con asas
de género g, y con triple intersecciéon X; N Xy N X3 = X. Por lo tanto 7(£) = (%; X1, Xa, X3)

es una (g;n, g — ¢, m)-triseccién de X. ]

Como consecuencia de la proposicién anterior podemos mostrar la existencia de triseccio-
nes para 4-variedades cerradas conexas. La idea es construir un diagrama de Heegaard-Kirby

utilizando una descomposicion en asas.
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Teorema 3.2.6. Sea X una 4-variedad suave, cerrada, conexa y orientable. Existe una trisec-

cton balanceada para X .

Idea de la demostracion: Sea X una 4-variedad cerrada y conexa. Tomamos un descomposi-
cién en asas indexada H = by UC' U DU EUby para X. Sea L el enlace enmarcado inducido por
las 2-asas D, entonces L C #/9/(S1 x $2). Al realizar cirugfa sobre L, obtenemos #/Z/(S1 x §2).
Asi, tomando ahora una descomposicién de Heegaard para F(L, #|C|(S1 x S?)) = H, Uy Ho,
obtenemos un diagrama de Heegaard-Kirby (L, ) para X.

Observacion. La demostracién original de la existencia de trisecciones puede verse en [7].

Dado un diagrama de Heegaard-Kirby £ = (L, ¥), tenemos asociada una trisecciéon 7 (L) =

(33; X1, X3, X3), y una descomposicién en asas
H=bpUCUDUEU by,

donde by, C, D, E, by consisten, de manera respectiva, de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas. La descompo-
sicién en asas es tal que X1 =byUC, X3 = EUby, y Xo = (H x I)U D, donde H es un cubo
con asas de dimension 3.

Distintos diagramas de Heegaard pueden determinar la misma 3-variedad. Andlogamente,
distintos diagramas de Heegaard-Kirby pueden determinar la misma 4-variedad. Veamos ahora

cémo podemos obtener una diagrama de Heegaard-Kirby de una triseccion.

Definicién 3.2.7. Sea Y = H Uy H' una descomposicién de Heegaard de género g. Decimos
que un disco D propiamente encajado en H es primitivo en H respecto a H' si existe un disco
propiamente encajado en H' de manera que |[D N D'| = 1. Si Y = #*(S' x $?), una coleccion
completa de discos primitivos para H es cualquier coleccion de discos ajenos Dy, Do, ..., Dy_y,

no isotopicos, que son primitivos en H para H'.

Por el teorema 2.2.5, toda descomposicién de Heegaard #%(S' x S?) = H Uy H' admite

una coleccién completa de discos primitivos.

Proposicién 3.2.8. Sean T = (X; Xy, Xo, X3) una (g; k1, ka2, k3)-triseccion de X, y D una
coleccion completa de discos en H., primitivos respecto a Hgz. Entonces T (L(D)) =T, donde
T(L(D)) es la triseccion inducida por el diagrama de Heegaard-Kirby L(D)).

Demostracion. Sea T = (X; X1, Xo, X3) una (g; k1, ko, k3)-triseccién de X, con nervio H, U
HzUH,. Sea L = LiULyU... L4 1, un enlace enmarcado en H.,. Escogemos L de manera que
sea frontera de una colecciéon completa de discos primitivos en H, respecto a Hgz. Empujamos
L dentro de Hg. Entonces H,Us E(L, Hp) es una descomposicion de Heegaard para E(L, 0X;).

Como L es primitivo respecto a Hg, E(L, Hg) es un cuerpo de compresién. Cada componente
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L; de L, ya dentro de Hg, interseca sélo un disco esencial D’ C Hg. Obtenemos asi un diagrama
de Heegaard-Kirby £(D) = (L, X) para X, donde D es la coleccién de discos primitivos en H,
tal que 0D = L. O]

Tenemos asi que, dada la superficie Y, existe un diagrama de Heegaard-Kirby por cada

posible eleccion de colecciéon de discos primitivos D.

3.3. Triseccion Generalizada

Hasta ahora sélo hemos considerado trisecciones de variedades suaves cerradas. Con la idea
en mente de traer al mundo de las 4-variedades el andlogo a una descomposicion generalizada
de Heegaard. Esta la podemos pensar de dos formas. Como una sucesion de descomposiciones
de Heegaard W U Wy U -+ - U Wy, o como una sucesiéon de bordismos. Roman Aranda en [4],
propone una definiciéon para la triseccién generalizada. De manera andloga a los cuerpos de
compresion, este es un bordismo entre dos 3-variedades cerradas. En particular, nos permite
pegar dos trisecciones a lo largo de su frontera. Asi, llegamos a la definicién de triseccion
generalizada como una sucesién de trisecciones cuya union es la 4-variedad X. A continuacion

exponemos las ideas de Roman.

Observacion. Es importante notar que esta definicién de triseccién con frontera o de triseccién
generalizada no es estandar. Por ejemplo, David Gay en [6] propone que una triseccién para
X con frontera es una funcién f genérica (lo que Gay y Kirby llaman 2-funcién de Morse) al
disco D? de manera que f~1(0D?) = 0X.

Si F' es una superficie cerrada y n C F' una coleccién de curvas simples cerradas, denotamos
por F|, a la superficie resultado de hacer compresién en F a lo largo de 7. Una orientacién de
F'y de n nos determina un marco para n en F' x I. Si v es un el campo vectorial unitario para
7, tomamos w el campo normal a 77 de manera que (v, w) estd orientado de manera positiva.
Para cada 7; componente de 7, tomamos J; la curva definida por empujar 7; en la direccién
w;, donde w; es la restriccién de w a n;.

Sean X una superficie cerrada de género g > 1 con «, 3,7 C X tres colecciones de g curvas,
ajenas a pares, no separantes, de manera que determinan el pegado de tres 3-cubos con asas H,,
Hpg, y H,. Supongamos que H, Us, H, es una descomposiciéon de Heegaard para #1‘7(51 x S?).
Construimos una 4-variedad W (3; «, 3,7) como sigue: Pegamos 2-asas en 3 x D? a lo largo
de las curvas a x {e*™/3}, B x {1}, v x {€?™/3} con marcos inducidos por ¥. Obtenemos una
4-variedad, denotada por Wy (Z;«, 3,7) cuya frontera conexa tiene tres 2-esferas: X|,, X|s v
¥|,. Pegamos una 3-asa a lo largo de cada una de estas 2-esferas. Con esto, desconectamos

la frontera de W1(3; e, B,7) v obtenemos una nueva 4-variedad, denotada por Wy (X, a, 8, 7),
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cuya frontera esta compuesta por la unién ajena
(9W2(Z, a, 6, "}/) = (Ha Us; H/B) LJ (Hg Us; H,y) LJ (Ha Us; H,y)

Como (H, Uy H,) = #¥(S" x 5?), podemos tapar esta componente con 3- y 4-asas. Obtenemos

asi la 4-variedad W (3, a, B,7) con frontera la unién ajena
0W(2, Oé,ﬁ,’)/) = (Ha Us HB) U (Hg Us; Hﬁ/)

Si se da el caso que

k1 k2
(HoUs Hg) = #(S' x S%) 'y (HsUs H,) = #(5' x 5?),

entonces podemos tapar cada componente de la frontera con 3- y 4-asas para obtener una

variedad cerrada X. Esta fue la construccién que hicimos para recuperar la 4-variedad desde

Su nervio.

Definicién 3.3.1. Sea X una 4-variedad compacta. Un cuarteto (X; H,, Hg, H,) tal que H,Us,
H,, es una descomposicién de Heegaard para #* (S' x S?) con k > 0 es un nervio para X si
X = W(X;a,B,v) para colecciones de curvas «, 8y C ¥ que determinan H,, Hg, y a H.,,

respectivamente.

Fijandonos en la construccion dada en la proposicién 3.2.5, tenemos la trisecciéon
X =X,UXyU X3,

donde X; y X3 consisten de las O-asas y l-asas, y de las 3-asas y 4-asas, respectivamente.
Lo interesante sucede con las 2-asas, X5 es el proceso de hacer cirugia sobre la 3-variedad
0X, = #"(S' x S?).

Consideremos una 3-variedad cerrada Y. Sea L C Y un enlace enmarcado. Denotamos por
X(Y, L) la 4 variedad resultado de pegar 2-asas 4-dimensionales a lo largo de Lx {1} C Y x{1}.

Denotamos por Y[L] la 3-variedad resultado de hacer cirugia sobre el enlace L. Es decir
Y[L] =Y —n(L) U, (U(S' x D?))

donde ¢ es el mapeo de pegado inducido por el marco de L. La 4-variedad X (Y, L) es suave,
cerrada, y tiene frontera 0X (Y, L) =Y UY[L].
A la variedad X (Y, L) se le llama la traza de la cirugia.

Podemos extender el resultado de la proposicion 3.2.5 al caso con frontera no vacia.

73



Lema 3.3.2. Sea L CY un enlace enmarcado con'Y wuna 3-variedad cerrada. Existen 3-cubos
con asas H,, Hg, H., tales que W (3; H,, Hg, H,) = X (Y, L). En particular, (¥, H,, Hz, H,) es
un nervio para X (Y, L), y

Y~H,UsHy y Y[L] = HsUs H,.

La demostracion es andloga a la de proposicién 3.2.5

De igual manera, podemos extender el resultado de la proposicién 3.2.8

Lema 3.3.3. Sea X superficie cerrada de género g y H,, Hg, H, 3-cubos con asas con frontera
comin X tales que H, Us, H, es una descomposicion de Heegaard para #k(S1 x S?). Para
Y = H, Us H,, existe un enlace enmarcado L CY tal que X(Y,L) = W(X, H,, Hg, H,). En
particular, Y[L] = Hz U H,.

Sea W = X (Y, L). Denotemos por 0_W =Y,y 0, W = Y|[L]. Es el andlogo a los cuerpos

de compresion en dimension 3.

Observacion. La definicién de traza se puede generalizar a cualquier dimensién. En general si
M es una variedad cerrada suave de dimension n — 1, consideremos una k-asa n-dimensional
h* = D* x D%, Sea W = (M x I) Uh*, el resultado de pegar la k-asa a lo largo de M x {1}.
Entonces OW = M U M’, donde M’ es el resultado de hacer cirugia sobre en M, W es la traza

de la cirugia.

Como consecuencia del Teorema de Lickorish-Wallace, dadas dos 3-variedades cerradas Y,
Y’ existe una 4-variedad W compacta suave tal que W = Y UY’. Esto ya que podemos
encontrar un enlace L tal que Y/ = Y[L]. En particular, X (Y, L) se puede construir de manera
dual, tomando un enlace enmarcado L' C Y' = Y[L] de manera que Y’'[L'] = Y. Entonces,
como variedades, tendremos X (Y, L) = X (Y’, L’), pero tendréan las fronteras intercambiadas,

es decir
O XY, L)=Y =0, X(Y' L), 0. XY, L)=Y'=0_X(Y' L.

De manera andloga, en dimension 3, tenemos las dos construcciones duales de los cuerpos de
compresion, de “adentro hacia afuera” y de “afuera hacia adentro”.
En el caso 3-dimensional, para definir una descomposiciéon de Heegaard generalizada de una

3-variedad compacta M, tomamos una descomposicion en asas alternante
b UN;UTIU---UN,UT, U b3,

donde los N; y los T; son, respectivamente, colecciones de 1-asas y 2-asas. Para el caso 4-

dimensional, sea X una 4-variedad suave, compacta y conexa con frontera 0X. Sea 0X =
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0_X U0, X una descomposicion de la frontera. Consideremos la descomposicion en asas de X
relativa a 0_X
H=bUCLUDIUFE;U---UCyU Dy U E}, Uby,

donde by, C;, D;, v E;, by son colecciones de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas, respectivamente. La 4-

variedad X se construye por pasos. Empezamos con
(0-X x 1)U by.
Anadimos las 1-asas C a lo largo de
(0_X x {1}) U Oby.
Después las 2-asas de D; en

((ELX X {1}) U 8b0) U 01.

Luego las 3-asas de FEy, y asi sucesivamente. Sea X; la 4-variedad resultado de detenernos

después de adherir la i-ésima coleccion de 1-asas Cj,

La variedad X; es una 4-variedad suave, compacta, con frontera no vacia. Denotamos por
Y; = 0X; —0_X. De manera que Yy = (0_X x {1})U0by. Como ya vimos en la seccién Calculo
de Kirby, el efecto de pegar 2-asas en X; es el de hacer cirugia sobre un enlace enmarcado en la

frontera respectiva Y;. Asi, cada coleccion de 2-asas D; nos determina la 4-variedad X (Y;, L;).

Definicién 3.3.4. Sea X una 4-variedad suave y compacta. Dada una descomposicién de la
frontera 0X = 0_X U0, X. Entendemos por una triseccion generalizada la coleccién de nervios
{X(Y;, L;)} junto con la informacién que describe las 1- y 3-asas que se pegan a lo largo de las
frontera.

X=bUCiUX(Y,Li))UELU---UX(Yn,Ly)UEyNU b,.

Equivalentemente
X:boUClUW1UE1U"'UWNUENUI)4,

donde W; = W(%; H!, Hé, H;) >~ X(Y;, L;) para algunos 3-cubos con asas H, Hé, H;' acorde
al Lema 3.3.2.

3.4. Posicién delgada de una 4-variedad

La idea de Romén Aranda en [4] para definir el ancho de esta triseccién generalizada es

aprovechar los invariantes de enlaces para definir la complejidad del i-ésimo nivel.
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A la 4-variedad obtenida de pegar una k-asa h a la 4-variedad X la denotaremos por X|[h].
Si Y C 0X es una subvariedad cerrada, posiblemente no conexa, escribiremos por Y [h] el

resultado en Y de pegar el asa h a X. Es decir

Y =Y — @((SF1 x D37k) U, (DF x S37%).

De igual manera, para colecciones de asas A que se pegan de manera simultanea escribimos
X[A] y Y[A]. Para colecciones de asas que se pegan de manera sucesiva escribimos X[A, B| y
Y[A, B].

Si L es un enlace enmarcado en una 3-variedad Y, denotamos por Y[L] a la 3-variedad
resultado de hacer cirugia sobre L. Si h es una 2-asa 4-dimensional, esta induce un nudo
enmarcado k en Y, el cual satisface Y[L] = Y/[h].

Sea X una 4-variedad suave compacta y conexa. Dada una descomposicién en asas
H:b()UClUDlUElUUENUlM

donde by, C;, D;, y E;, by son colecciones de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas, respectivamente. Sea X; la

4-variedad resultado de detenernos después de adherir la i-ésima coleccion de 1-asas C;,
X; = ((0-X xI)Uby) [Cy, Dy, ...,C4.
Denotamos por Y; = 0X; — 0_X. En otras palabras
Y, = ((0-X x {1}) U dby) [Cy, Dy, En, ..., Cj]

De manera que Yy = (0_-X x {1}) Udby v Yii1 = Yi[D;, E;, C;]. Escribimos L; para denotar
al enlace enmarcado en Y; inducido por D;.

Definicién 3.4.1. Sea Y una 3-variedad suave, cerrada y conexa. Sea L C Y un enlace

enmarcado. Definimos la complejidad de L en dY como

2ty (L) +1 1 L#9
C(LY) = v (L) + si L #
max{2¢(Y) — 1,0} siL=g@,

donde g(Y') es el género de Heegaard de Y.

Extendemos la definicion al caso no conexo definiendo la complejidad de Y como

C(LY)= > C(L.Y).

Y'CY

La suma es en las componentes conexas de Y,y L' = LNY’, son las componentes de L que
estdn contenidas en Y.
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Notemos que C(&,Y) =0 siy sélo si Y es la unién ajena de 3-esferas.
De manera andloga a la definicién de ancho para 3-variedades (definicién 2.4.3). Definimos

el ancho de una descomposicién en asas como:

Definicién 3.4.2. Sea X una 4-variedad suave, compacta, conexa. Dada una descomposicién
en asas de X del tipo

H=bUCUDiUFEU---UCyUDyUENUDby
definimos la complejidad de Y; como el natural

¢ =C(L,Y:) = ) C(L,Y).
Y'CY

Definimos el ancho de la descomposicion H como la tupla ordenada de manera no creciente de
las complejidades de ¢;. Por ejemplo, si las complejidades de la descomposicion H son 3, 1,2, 1,0,
entonces w(H) = (3,2,1,1,0). Abusando de la notacién, pensaremos el ancho tanto como una
tupla (ay,as,...,a,), como un conjunto {as,as,...,a,}. Pensarlo como una tupla ordenada
facilita la definicién, mientras que manejarla como un conjunto facilita algunas operaciones y
comparaciones entre anchos.

El orden es el mismo que en el caso 3-dimensional (definicién 2.4.1). Este orden extiende
el orden de la contencién. Es decir, si w(H1) C w(H2), entonces w(H) < w(Haz).

El ancho de X se define como el minimo de los anchos sobre todas sus descomposiciones
w(X) = min{w(H) : H es descomposicién en asas de X }.
Una posicion delgada para X es una descomposicién en asas H que alcanza el minimo
w(H) =w(X).
Por el lema 2.4.2, sabemos que siempre existe una posicion delgada para X.

Ejemplo 3.4.3 (S x §%). Para mostrar que w(S* x S?) = {1}, daremos una descomposicién
en asas H tal que w(#H) = {1}. Como la variedad S* x S3 no es homeomorfa a S*, esta debe
ser una posicion delgada.

Sean f; : ST - Ry f5: S% — R funciones definidas como en el ejemplo 1.1.5. Definimos la
funcién

F:S'% 83— R, F(p,q) = (fi(p) +2)(f2(q) +2).

Esta es una funcién de Morse con 4 puntos criticos. Sean
py = (0,1), p&=(0,-1), p3 =(0,0,0,1). p&=(0,0,0,—1).
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Los puntos pk y pL son puntos criticos de fi, y p% y p2 son lo de f,. Recordemos que
indice(ps) = 1, indice(py) =0, indice(pt) =3, indice(py) = 0.
Los puntos criticos de F' son
p=(p5,p5), p2=(ps.py), Ps = (Pv.p%),  Pa= (bi.Py).
El indice de p; es la suma de los indices de p} y pi. Es decir,
indice(p,) = indice(py) + indice(pl) = 4.
De la misma manera los puntos criticos ps, p3, ps4 tienen indices
indice(py) = 1, indice(ps) =3, indice(py) = 0.

Asi, F induce una descomposicién en asas H de S' x S3 sin 2-asas y una l-asa, por lo que

Y, = S x S y la tnica complejidad es
C(2,8" x §?) =2¢g(S' x $*) —1=1.

Asi, el ancho de esta descomposicién es w(#H) = {1}, con lo cual probamos que S' x S tiene

ancho 1.

Ejemplo 3.4.4 (CP?). Del diagrama de Kirby para CP? en figura 3.1, tenemos que CP? tiene
una descomposicién en asas con una sola 2-asa, la cual se pega sobre S3. En este caso, K
es el nudo trivial en S3, el cual tiene nimero de tunel 0. Por lo tanto ¢; = C(K,S%) =1y

w(CP?) = {1}. De manera anéloga llegamos a que w(@Q) ={1}.
Dada H una descomposicion en asas relativa a 9_ X, denotamos por H la descomposicion
de asas dual. De manera maés especifica, si

H=0UCiUD;UE;U---UCyUDyNUE, Uby,

donde by, C;, D;, E;, y by son, respectivamente, colecciones de 0-, 1-, 2-; 3-, y 4-asas. Definimos

la descomposicion en asas para X relativa a d; X como
HP =b UCPUDPUEPU---UCYUDYUEFUbL,

donde bY = by, C¥ = Eni1-4, D = Dyi14, v EjY = Cny1-i. Denotamos por Y las 3-

7 K3 (3

variedades frontera respectivas, y por L;” C Y, el enlace correspondiente a la descomposicién
HP. Tenemos que X(Y;, L;) = X(Y'\1_;, Ly ,1_;)- Como las complejidades ¢; = C(L;,Y;)

dependen de las trisecciones X (Y;, L;), esto implica que los anchos de H y de H? son iguales.

Lema 3.4.5. Sea H una descomposicion en asas para la 4-variedad suave compacta X relativa
a 0_X. Entonces w(H) = w(H?).
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3.4.1. Formas de adelgazar.

Sea X una 4-variedad suave y compacta con una descomposicién de la frontera en dos
subvariedades abiertas 0X = 0_X U 0, X. Tomamos una descomposicién de asas relativa a
0_X,

H=bUC,UD UFE;U---UEyUb,.

donde by, C;, E;, y by son colecciones (posiblemente vacias) de 0-asa, 1-asas, 2-asas, 3-asas y

4-asas. Denotamos por
Xi = ((@_X X [) U bg)[Cl, Dl, El, Ce ,Ci], Y; = ((G_X X {1}) U abo)[cl, D1> El, Ce 701]

Es decir, X; es la variedad resultado de pegar las primeras ¢ 1-, 2-; y 3-asas. Mientras que

Proposicién 3.4.6. Supongamos que H es una en posicion delgada para X. Entonces sucede

lo siguiente

1) Supongamos que, para alguna 1 < i < N, alguna componente de las 3-variedades Y;, Y;[D;]
0 Y;|D;, E;] es difeomorfa a una 3-esfera, digamos S. Entonces las componentes de X — S

difeomorfas a B* estdn en by U by.
2) Si para alguna 1 <i < N D; = E; = &, entonces i = N.
3) Si para alguna 1 <i < N C; = D; = &, entonces i = 1.

Demostracidn. 1)  Veamos el caso S = Y;[D;, E;] = S? (en particular, este es el caso conexo).
Sean M; = X;[D;, E;]. De manera que 0M; = S. Hay dos casos.

Caso 1) Si M; = B*, consideramos la descomposicién en asas
H=byUCiy1 UD; 1 UE; 1 U---UCy Uby,

donde by = M;. Tenemos entonces la contencién w(ﬁ) - w(ﬁ) Como H es delgada, debe
darse la igualdad. Por lo tanto, 1 =0y M; = by.

Caso 2) Si X — M; = B*. Tomando 54 = X — M;, de manera anéloga al caso anterior,
tomando una nueva descomposicién en asas H con by = X — M;. De manera que w(H) C w(H).
Al ser H delgada, debe darse la igualdad y por lo tanto i = N. Por lo tanto, la componente
difeomorfa a B* debe pertenecer a b, U by.

El caso disconexo se sigue de que la complejidad es aditiva respecto a las componentes
conexas. Los casos para S CY; y S C Y;[D;] son andlogos.

2)  Supongamos D; = E; = @ para alguna ¢ < N. Consideremos la nueva descomposicién

resultado de juntar las colecciones C; y C;;1. Podemos juntar estas colecciones ya que no
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hay otras asas intermedias. Esta descomposicion, digamos 7:2, tiene ancho w(ﬁ) ={c; 1 j #
i,1<j<NY}=uw(H)—{c}. En particular, w(H) esté contenido propiamente en w(#). Una
contradiccién a la minimalidad de w(H).

3) La demostracién es anédloga a la del inciso 2).

[]

Proposicién 3.4.7. Supongamos que existe una componente conexa Y;* C'Y; tal que el enlace
Ly =L;,NY" se separa en Y;*. Escribiendo

)

Y = A# B, LA =LiNA, L =L;NB,
S

y DP C D; las 2-asas respectivas al enlace enmarcado LE. Consideremos una nueva descompo-
sicion en asas para X, H, obtenida de H al separar las 2-asas D;. Anadiendo primero D;— D,

y luego DP,
H=bUC,UD---UC;U(D; — DPYUDPUE;U---UE, Ub,.
Entonces sucede alguno de los siguientes casos

1) Sitg(LB)+1>g(B) y ta(Ld) +1 > g(A[LA)), entonces w(H) < w(H).
2) Sitp(LB)+1=g(B) o talLA]) +1 = g(A[L2]), entonces w(H) > w(H).
Demostracion. El i-ésimo nivel de H es reemplazado por dos niveles en H

YA =Y, Y8 =v4[D, — DP].

De manera que la complejidad ¢; = C(L;,Y;) es reemplazada en H por las complejidades
A =C(LAYA) y B = (LB,YP). El ancho de H es entonces

w(H) = (w(H) - {e.}) U{c’, ).
Mostraremos que se dan las siguientes igualdades
=i +2(g(B) — tp(L7) - 1), e = ¢+ 2(g(AIL]] - ta(L{) - 1).

Como t5(LE) +1 > g(B) v ta(L#) +1 > g(A[L#]). Para el caso 1) tendremos ¢ < ¢; y

B < ¢;, y por lo tanto w(H) < w(H). Para el caso 2) tendremos ¢* = ¢; o ¢& = ¢, y por lo

tanto w(H) = w(H) U {c*} > w(H), donde c* es c? o B, segtin sea el caso.

Recordemos primero que

(L7, Y7) = 2ty (L) + 1= 2(ta(L}) + tp(LP) + 1) + 1 = 2t4(L) + 2t5(LP) +3.  (3.2)
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Calculamos primero ¢4

= D oY)+
Y'CYi—-Y*

= > CIY')+2y (L) +1

Y'CY;-Y*

= > CIY')+2aps(Li)+1

Y'CY,-Y;*

= > CIY')+2a(L) +29(B) + 1

Y'CY,-Y;*

= > CIY)+CE, L) = 2tp(LP) = 3+29(B) + 1

YICY-Yy
=i +2(9(B) — (tp(L7’) — 1)).
Para calcular ¢, notemos que Y2 = (Y; — V") U Y;*[LA].
= > CWY)+CWLPYLY)
YICY,-Yy

Y'CY;-Y*

= 3" O Y') + 2t5(LP) + 29(AILY]) + 1

Y'CY;-Y*

= Y WY+ OO, LY) = 2ta(L) — 3+ 2g(A[LY)) + 1

Y'CY Y
= i +2(g(A[L7]) — (ta(L{) — 1))
Con lo que terminamos la demostracion. O

Podemos deslizar 2-asas D; sobre 1-asas y 2-asas de C; y D; con ¢ < j sin afectar el ancho.

Lema 3.4.8. Sean 1 < i < j < N dos indices fijos. Consideremos componentes A C D; y
B C C;UD;. SeaH la descomposicion resultado de deslizar A sobre B, entonces w(H) = w(H).

Demostracion. Deslizar A sobre B corresponde a una isotopia de L4 en Y;, donde L4 es el
enlace correspondiente a 2-asa A. Dado que el numero de tuneles es un invariante de enlaces
en 3-variedades, el deslizamiento de A no afecta las complejidades ¢; y por lo tanto el ancho

Se conserva. [l

Proposicién 3.4.9. Si la descomposicion H es delgada, entonces no contiene un (1,2)-par
cancelable (o', %), con o' C C;, B2 C Dy, y tales que (D; — ) Nal = @.
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De manera similar, D; U E; no tienen (2,3)-pares cancelables de (8%,+?), con v* ajeno a
D; — 2.

Demostracion. Lo demostraremos por contrapositiva. Supongamos que existe el (1, 2)-par can-
celable (!, 3%). Para cancelar este par, deslizamos las demés 2-asas de H sobre 2. Por hipdte-
sis, estas 2-asas solo pueden pertenecer a Dy, con k > i. Por el lema 3.4.8, estos deslizamientos
no afectan el ancho. Obtenemos una nueva descomposicion de X, 7:2, la cual es idéntica H

excepto en el -ésimo nivel, donde tenemos ahora
C; = Ci — {a'}, D; = D; - {8*}.

Consideremos Y C Y; la componente que contiene al nudo 52NY;, y Y el correspondiente a la
descomposicién H. Las complejidades de H y H, digamos {c¢;} y {¢;}, sélo se diferencian en el
i-ésimo elemento. Es decir ¢; = ¢; para j # i. Sean L el enlace inducido por la coleccion 2-asas

(D; — f;) en Y y L; el enlace inducido por D; en Y. Para mostrar que ¢; < ¢;, mostraremos

que gz(Y) < gz, (V) N
Sea S una superficie de Heegaard que realiza g, (Y"). Como L esta contenido en el corazén
de alguno de los 3-cubos con asas de esta descomposicion, S es también una superficie de
Heegaard para Y — (n(L)). Dado que Y =Y #(S* x S2) y el enlace L es ajeno a o', tenemos
la siguiente igualdad
Y —(n(L)) = (Y — (L)) #(S" x 5?).
Por el Lema de Haken, la superficie S se separa en una suma conexa S = S # S5, donde S} y
S5 son superficies de Heegaard para Y — (5, N 57) y St x S!, respectivamente. En particular,
g(S2) > 1, y por lo tanto g(S1) < g(S). Asi, como S es superficie de Heegaard para Y con
L contenido en el corazén de alguno de los cubos con asas que conforman la descomposicion,

entonces

9:(Y) < g(S1) < g(S) = gr,(Y).
Lo cual implica que ¢; < ¢;, con lo que terminamos.

El resultado para el (2, 3)-par cancelable (3?,73) es consecuencia de aplicar el caso anterior

a la descomposicion en asas dual HOP. n

3.4.2. Variedades de ancho pequeno.

Es inmediato que S* tiene ancho {0}. Por otro lado, si la 4-variedad X tiene ancho {0},
con X cerrada, entonces existe una funcion de Morse f : X — R con sélo dos puntos criticos.
Por el Teorema de Reeb X es homeomorfa a S%.

El siguiente caso a considerar es el de ancho {1}. Ya vimos que las variedades S' x S3,
CP2,CP" tienen ancho {1}. De hecho, estas son todas las 4-variedades de ancho {1}.
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Proposicién 3.4.10. Sea X una 4-variedad suave, cerrada y coneza. Siw(X) = {1}, entonces
X es difeomorfa a S* x S%, CP?, 0 a CP.

Demostracion. Sea H = by U Cy U Dy U E; U by la descomposicion de X que alcanza ancho
minimo. Al ser X conexa, podemos suponer que by consiste de una tinica 0-asa. De lo contrario,
existe una l-asa en C; que se cancela con una 0-asa de by. Esto ya que las unicas asas que
pueden conectar distintas componentes son las 1-asas. Cancelar este par (0, 1)-cancelable no
modifica a la variedad Y7, por lo que no afecta al ancho.

Como un primer caso, supongamos D; = &. Asi, como
1=0C(2,Y)) = max{2¢g(Y1) — 1,0},

debe darse que g(Y;) = 1. Al ser Y} = #‘C”(S1 x S?), tenemos que |Cy| = 1. Por dualidad,
tenemos también que |F| = 1. Asi, X tiene una descomposicién con una 0-asa, una l-asa, una
3-asa, y una 4-asa, lo cual implica que X = S x 3.

Supongamos ahora que Dy # @. Sea L el enlace enmarcado correspondiente a D;. Entonces
1=C(L1,Y1) = 2ty, (L) + 1 =2g1,(Y7) — 1,

porlo que ty,(L1)) =0y g(Y1) < gr,(Y1) = 1. En particular, |C;| < 1. Tenemos dos subcasos.

i) Si|Ci] =0, entonces Y; = S3 y L es el nudo trivial con marco n. Al ser Y;[L;] =
#*(S' x S%), n =0 on ==+1.Sin =0, entonces X = S* Sin = 1, entonces X = CP?%. Si
n = —1, entonces X = CP’. Como X tiene ancho {1}, no puede ser la 4-esfera. Por lo tanto,

X es difeomorfa a CP? 0 a CP-.

it) SiD # @y |Cy] =1, entonces, como ty,(L1) = 0, la vecindad tubular ny, (L)
induce una descomposicién de Heegaard en Y; = S x S2. Por la unicidad de la descomposicién
(Teorema 2.2.5), el enlace L; debe intersecar a C; en un solo punto. Esto quiere decir que
C,U D, forman un (1, 2)-par cancelable. En cuyo caso X = S*, contradiciendo el hecho de que
X tiene ancho {1}. Asi, este caso no puede suceder.

Sélo hay dos casos. Si D; = @, entonces X = S! x S3. Si D; # &, entonces |C] = 1y
X ~CP? 0 X ~CP% O

El siguiente caso a estudiar es cuando el ancho de la variedad es una coleccion de 1’s.
Veremos primero un subcaso sencillo. Cuando las 3-variedades de nivel Y;[D;, E;] son conexas.

Después generalizamos el resultado para 3-variedades de nivel arbitrarias.

Proposicién 3.4.11. Sea X wuna 4 variedad suave, cerrada, y conexa, con ancho w(X) =
{1,1,...,1}. Supongamos que las 3-variedades Y;|D;, E;] son conexas para cada 1 < i < N.

En este caso X es de la forma
kl k2
X = <#(51 o S3>) 4 (#<51 8 B3>) 4L
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donde LP es una suma conexa de linear plumbings de discos fibrados sobre la esfera.

Demostracion. Por definicién, tenemos que 1 = C(L;, Y;) > g(Y;). Luego, cada Y; es un espacio
lente
Y; = L(p.q), ;=S o Y, =2S'xS%

Tomando en cuenta le descomposicién en asas dual H?, como Y;_; = Y;”[D?, E{*], tenemos
que lo mismo que cumple para Y;[D;] =Y. C

Consideremos ahora una 3-asa h® = D3 x D', con mapeo de pegado ¢ : 5% x D' — Y;[D;].
El efecto de pegar h en sobre Y;[D;] es el siguiente

Yi[D;, h] = Yi[Di] — ¢(5% x DY) U D? x 5°.

Al pegar una 3-asa, efectivamente, estamos removiendo una 2-esfera (en realidad, una vecindad
tubular de esta) y tapando el resultado con 3-bolas. Si Y;[D;] es irreducible, este proceso
desconecta a la 3-variedad Y;[D;]. En particular, si Y;[D;] & S® o Y;[D;] = L(p,q), entonces
Yi[D;, h] es disconexa. Por hipétesis, Y;[D;, E;] es conexa. Por lo tanto, si E; # &, entonces
Y;[D;] = S' x S2. Pero S' x 5% admite, a lo mds, una 2-esfera no separante, por lo que |F;| <1,
v |Ei| = 1siy sélo si Y;[D;] = S' x S§?, en cuyo caso E; NY;[D;] = {pt} x S? y por lo tanto
Y;[D;, E;] = S3.

Si |F;| =1y i< N, podemos descomponer X en una suma conexa. Tomando
HR:b0U01UD1UE1U"'UDiUEiUB4 Yy HS:B4UCi+1UDi+1UEZ’+1Ub4.

Sean R y S las variedades con descomposiciones respectivas Hr y Hs. Entonces X = R# S,y
Ry S tienen anchos w(R) = w(Hg) = {1,1,...,1}, w(S) = w(Hs) = {1,1,...,1}, de manera
que w(X) = w(R) Uw(S). Esto ya que si alguno de los anchos fuese estrictamente menor,
digamos w(R) < w(Hg), entonces sustituyendo la descomposicién en asas de R que alcanza
el ancho minimo en la descomposicién H de X = R # S, obtenemos una descomposicién en
asas con ancho menor a H, una contradiccion. Luego, Hr v Hg son descomposiciones de asas
respectivas para Ry S que alcanzan el ancho minimo. En particular, tanto R como S satisfacen
las hipétesis de la proposicion. Podemos entonces suponer que F; = & para ¢ < N. De manera
dual, fijdndonos en la descomposicion HP, podemos suponer que C; = &.

El caso N = 1 fue resuelto en proposicién 3.4.10. Supongamos entonces que N > 1.
Por la proposicién 3.4.6, si N > 1, entonces D; # &. Ahora, si C) # @ # D;, entonces
1 =C(L1,Y1) = 2ty,(Ly1) + 1. Por lo tanto ty,(L1) = 0 y C} consiste de una sola 1-asa. Esto
implica que C' interseca transversalmente a D; en un punto. Es decir, C; U Dy forman un

(1,2)-par cancelable. Como D; consta de una sola 2-asa, esto contradice la proposicién 3.4.9.
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Podemos suponer entonces que C; = @ para cada 1 < i < N. De manera dual, fijandonos en
HP, podemos suponer F; = & para cada 1 <17 < N.

Tenemos entonces que ty, =0, y

L(p,q) sil<i<N.

Y, &
S3 sii=1,N.

Por lo tanto, L; es un no nudo en S* con marco n; € Z, lo cual implica que Y5 = L(ny,1).
Como Y, % 53, el marco n; # +1.

Consideremos ahora la descomposicién de Heegaard Y; = V; UW;, donde V; = S3 — 5(Ly).
De manera que W; C Y, es un toro sélido. Si empujamos al nudo L; segin el marco ny en V7,
este acota un meridiano en Wj. Como C(Ly,Y;) = 1, Ly tiene nimero de tunel 0. Asi, Ly es
isotopico en Y; al alma de V; o de Wi,

Nos gustaria que Ls fuese el alma de Vi. Veamos que podemos isotopar Lo dentro de V;.
Supongamos que Ls el alma de W;. Sea m meridiano de dW; y u meridiano de dV;, con A
la longitud preferente. Tomamos una funcion f : OW; — 0V; difeomorfismo que invierte la

orientacién de manera que la funcion inducida en homologia satisface
f* : H1(0W1,Z) —>H1(8V1,Z) f*(m) :,u+n1)\

Escogemos una longitud ¢ C 0W; de manera que f, tiene matriz asociada

Entonces Y, = V3 Uy Wi. Como ¢ C 0W; es paralelo al alma de Wy, y f.(¢) = A. Podemos
entonces isotopar Ls en Y5 a £ sin cruzar u. Asi, podemos suponer Ly alma de V.

Por lo tanto, bajo una isotopia en X5, el enlace L; U Ly C Y] = S? es un enlace de Hopf
con marco (ny,nz).

Para i = 3, tenemos nuevamente que On(Ls) C Y3 = S3[L; U Ly| = L(p, q) es una superficie

de Heegaard para Y3. Como S3 —n(L; U Ly) =2 T X i es un producto. Podemos descomponer

Ys = Vo US® — (L U Ly) U Wa.

Con V5, W5 toros solidos. Nuevamente, el push-off de Ly respecto al marco n; acota un disco
meridiano en V5, y el push-off de L, respecto al marco ny acota un disco meridiano en Ws.
Tenemos los ingredientes para proceder de manera inductiva. Obtenemos el enlace L =

LiULyU---U Ly con marco (ny,ng,...,ny) como se ve en la figura 3.8
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Figura 3.8: Diagrama del enlace L

El cual representa un linear plumbing de discos fibrados sobre la esfera. Con lo que termi-

namos la prueba. O

Teorema 3.4.12. Sea X una 4-variedad conexa compacta con ancho w(X) = {1,1,...,1}.

Entonces X es difeomorfa a una suma coneza
/4:1 k‘2
X = <#(51 . 53>) 4 (#(51 o B3>) 4L
donde LP es suma coneza de linear plumbings haces de discos sobre la esfera y con ki, ke > 0.

Demostracion. Sea
H=bUCiUDJUE,U---UEnNUby

una posicién delgada para X de ancho {1,1,...,1}. Veamos primero cémo deben ser las asas
y las 3-variedades de nivel Y;.

Las 3-variedades de nivel Y;, Y;[D;], v Y;[D;, E;] pueden no ser conexas. Por definicién,

l=c¢ =Y C(LY),
Y'CY;
donde la suma es sobre las componentes conexas de Y;. Cada C(L',Y’) > 0. En particular,
tenemos también que g(Y') < 1y g(Y'[D;]) < 1 para cada componente Y’ C Y;. Sea Y;* la
unica componente de Y; tal que C'(L},Y;*) = 1.

Supongamos que Y;* = (# XJ’) #(S" x §?), donde X} C Y;_1[D;, E;] son algunas compo-
nentes conexas. Notemos que cada X; = S®. Supongamos que D; # @, entonces 0 = tyl,*(L;‘) =
tsixs2(L). Asi, L es un nudo y existe una l-asa h' C C; tal que C' U D; es un (1, 2)-par can-
celable. Por la proposicion 3.4.9, esto contradice la minimalidad del ancho. Luego, si D; # &,
entonces las 1-asas de C; actian sélo en distintas componentes conexas de Y;[D;, E;]. Es decir,
L; no interseca las regiones de pegado de las 1-asas de C;.

Por un argumento dual, tomando H, si D; # @&, entonces las esferas de pegado de cada
3-asa en E; es separante en Y;[D;]. En particular, como g(Y’[D;]) < 1 para cada componente

Y’ C Y, laesfera de pegado de £’ debe acotar una 3-bola en Y;[D;]. Podemos isotopar las esferas
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de pegado en Y;[D;], esto es, deslizar las 3-asas de E; sobre asas anteriores, de manera que E;NY;
es disjunto de los lazos L; para cada j < i vistos como subconjuntos de (0_X x {1}) U 0by.

Daremos la prueba del teorema por induccién sobre el nimero de 2-asas de H. Si ‘H no
tiene 2-asas, entonces X se descompone en una suma conexa de S x S3. Esto ya que, por el
ejemplo 3.4.3 y la proposicién 3.4.10 S' x S? es la tnica 4-variedad que tiene descomposicién
en asas con solo una (0-asa, una l-asa, cero 2-asas, una 3-asa y una 4-asa.

Supongamos que tiene por lo menos una 2-asa. Sea 1 < iy < N el minimo indice tal que
D;, # @. Por lo anterior, esto implica que Y;* = S3. Luego, L; es un nudo trivial en S3 el
cual puede ser isotopado para yacer dentro de la 3-bola G acotada por una 2-esfera F' C Y;*
disjunta de las regiones de pegado de asas previas en 0by. Supongamos que D; 1 # &, entonces
Yig1 = # X i para algunas componentes X} C Y [D;,, Ey]. Por el argumento de pdrrafo
anterior, bajo una isotopia, podemos escoger F' y G de manera que no intersequen las esferas

de pegado de E;,. Podemos pensar F'y G encajadas en Y;,[D;,, E;,] v también en Y; 1. Esto lo

i
hacemos utilizando el flujo asociado a una funciéon de Morse inducida por H. Si L;,11 € Y 4
estd contenida en la misma componente que F'U G C Y, 11, entonces, bajo una isotopia en
Yio[Digs Eip); podemos suponer que Lj C G. Para esto, recordemos que Y, = # X donde
todas excepto por a lo mds una X; son homeomorfas a S*. La componente que no es S* debe
contener a F'UG. Estas isotopias corresponden a deslizar las asas de D, sobre asas anteriores.
Por el lema 3.4.8, esto no afecta al ancho. Nuevamente, podemos suponer que tanto F' como
G son disjuntos a las regiones de pegado de E;,.

Podemos continuar con el proceso de isotopar L;,,; de manera que quede contenido en G
hasta que D;,1r = &, o hasta que L; 4 esté contenida en una componente distinta de Y;, i
que F'UG. Es cualquier caso, esto implica que la componente Y; ,; que contiene a F'U G
debe ser S3. Si nos fijamos en la regién de pegado de las asas en (0_X x {1}) U Oby, la esfera
F C (0-X x {1}) U by separa al enlace

U Lin
0<I<k—1

del resto del diagrama de Kirby para X. Por lo tanto, F' separa a X como una suma conexa

X = R#S, donde R tiene descomposicién en asas dada por

by U ( U Dml) .
0<i<k-1

Notemos que w(R) < w(X) y w(S) < w(X). En particular, tanto w(R) como w(S) es una
coleccion de 1's, R satisface las condiciones de la proposiciéon 3.4.11, y la descomposicién en
asas de S inducida por H al quitarle las 2-asas que constituyen a R son menos que las de H.

Esto concluye el paso inductivo. O]
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Ejemplo 3.4.13. Consideremos la 4-variedad con frontera resultado de pegar 2-asas segun el

diagrama de la figura 3.9.

-2 -2 =2 =2 =2

©©©©6©©

Consideremos la descomposicion en asas H, = by U D, donde pegamos las ocho 2-asas de
manera simultdnea. En este caso, tenemos Y; = S® y el enlace tiene nimero de ttneles 7
(basta unir circulos adyacentes con un arco). Asi w(H;) = {15}. Podemos también construir
esta variedad un paso a la vez. Es decir, Sea Ho = by U D1 U Dy U - - - U Dg la descomposicion
en asas donde cada D; consiste de una sola 2-asa. La asa D;, con ¢ < 7, corresponde al i-ésimo
nudo de izquierda a derecha. Mientras que Dg es la 2-asa que “cuelga” de Ds.

Tenemos que Y; = S% y Yy = L(2,1). En general, para 2 < i < 8, Y; es el espacio lente
L(pi, q:), donde p;, ¢; son primos relativos tales que [—2, -2, ..., —2] (—2 se repite (i — 1) veces)
es la fraccién continua de p;/q;. Como el coeficiente de cirugfa es un entero, el enlace L; es
paralelo a la instruccién de cirugia J; C n(L;) y es isotépico al alma de uno de los toros sélidos
que forman la descomposicion de Heegaard para L(p;,q;). Asi, t(L;,Y;) = 0y por lo tanto
c; =1paracadal <i<T.
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Figura 3.10: Sucesion de isotopias de Lg en Yg. Deslizar el nudo significa que pasamos por la

2-asas correspondiente.

Para calcular c¢g = 2t(Lg, Ys) + 1 necesitamos encontrar un sistema de tineles para Lg en
Ys. Para esto, en la figura 3.10 dibujamos Lg en una descripcién de cirugia de Dehn para Yg.
Deslizamos Lg en el diagrama hasta que este sélo se enlace con L. Deslizar Lg sobre los otros
nudos enmarcados L; con ¢ < 7 corresponde a una isotopia de Lg en Yg, por lo que no afecta

al nimero de tuneles para Lg.
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Figura 3.11: Isotopias de Lg Ut en Y.

En la figura 3.11 se muestra que t(Ls, Ys) < 1. Para esto, deslizamos arcos del 1-complejo
LgUt. El tunel t aparece en rojo. Deslizar de esta forma corresponde a isotopias de la superficie
On(Lg Ut) en Yz, lo cual corresponde a una superficie de Heegaard de género dos para Yg =

L(ps, gs). Luego, cs < 3y por lo tanto
w(Ms) < {1,1,1,1,1,1,1,3).

Esta debe ser una igualdad. De lo contrario, cg = 1y entonces w(FEg) < w(Hq) = {1,1,1,1,1,1,1,1}.
La proposicién 3.4.11 implica que Ejg es difeomorfo a una suma conexa por la frontera de linear
plumbings sobre la esfera. Una contradiccién. Por lo tanto cg = 3 .

3.4.3. EIl ancho bajo pegados

Proposicién 3.4.14. Sean M y N 4-variedades suaves con frontera no vacia. Sea f: OM —

ON un difeomorfismo. Entonces
w(M Uy N) <w(M)Uw(N).

Demostracion. Sean Hy; v Hy posiciones delgadas para M y N, respectivamente. Colocando
la descomposicion H,, seguida de Hy, obtenemos una descomposicién en asas para la unién

M U N, digamos Hpsun. Por definicion de H sy, v por el lema lema 2.4.2, tenemos que
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En particular, la suma conexa es el resultado de pegar dos variedades agujeradas a través

de sus fronteras, por lo que tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.4.15. Sean M y N 4-variedades suaves compactas. Entonces
w(M#N) <w(M)Uw(N).

En el teorema 3.4.12 podemos ver que la igualdad se da para la suma conexa de variedades
de ancho {1}

ks ke k1 ko
w ((#(Sl X 53)) # (#(S1 X B?’)) #LP) = LJw(S1 x S3) U LJ(S1 x B*) Uw(LP).
Veamos ahora un ejemplo donde se da la desigualdad estricta.

Ejemplo 3.4.16. Consideremos el diagrama para la variedad Eg. Sea N la 4-variedad con
frontera resultado de pegar una 2-asa a lo largo del nudo trébol izquierdo con marco —1. La
variedad N tiene descomposicién en asas Hy = byU D, donde by y D constan, respectivamente,

de una 0-asa y una l-asa. Tenemos entonces que
w(N) = {3} Y w(ks) ={1,1,1,1,1,1,1,3}.

Un difeomorfismo f : ON — OFy estd determinado por la imagen del circulo punteado como
se muestra en la figura 3.12. El circulo punteado en el nudo trébol es el meridiano del mismo.
Mandamos el marco 0, es decir, el marco preferente, al circulo punteado con marco —1 en
el nudo Ey. Podemos pensar que estamos despegando la 2-asa de N y pegandola en FEg. El
resto de la frontera ON es una 2-esfera menos la vecindad tubular del nudo trébol. Asi, el

difeomorfismo se extiende de manera unica.
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Figura 3.12: El difeomorfismo f : ON — 0Fg queda determinado por la imagen del circulo

punteado.

La proposicién anterior nos da como cota
w(N Uy Eg) <{1,1,1,1,1,1,1, 3, 3}.
Sin embargo, N Uy Eg es difeomorfa a CP? # 8@2, la cual tiene ancho
w(CP2#8CP) = {1,1,1,1,1,1,1,1} < {1,1,1,1,1,1,1,3,3}.

El ejemplo anterior muestra que se puede dar la desigualdad estricta. Dadas dos 4-variedades
M y N con fronteras difeomorfas, queda entonces la pregunta: ;Existe un difeomorfismo f :
OM — ON tal que w(M Uy N) = w(M) U w(N)? En caso de que la respuesta sea negativa,
. Cuadles son las obstrucciones en M = IN? Como caso particular tenemos la suma conexa;
. Es cierto que w(M # N) = w(M) Uw(N)?

Por otro lado, falta ver si se puede extender la definicion de posicién delgada, tanto en
dimensién 3 como en dimension 4, para variedades compactas no orientables. Lo que se vio
en apartado 2.2 es facilmente generalizable al caso no orientable. Para el caso 4-dimensional,
[27] Speer y Tillman definen trisecciones para 4-variedades compactas no orientables. En [18],
Miller y Naylor demuestran teoremas analogos a los vistos en apartado 3.2, y estudian el caso
con frontera. En particular, dan una definicién de cuerpo de compresion para 4-variedades. Lo
anterior indica que se puede extender la definicion de posicién delgada para 3- y 4-variedades

para incluir el caso no orientable.
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