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Introduccién

El principal objetivo de esta tesis es estudiar la demostracion del Teorema de Uni-
formizacién de Riemann, un resultado en matematicas que es importante ya que
nos dice que el estudio de las superficies de Riemann se puede reducir a tres casos,
el disco unitario, el plano complejo y la esfera de Riemann.

El trabajo se divide en cinco capitulos:

En el primero veremos algunos resultados preliminares de la teoria de funciones
holomorfas como son el teorema de Schwarz, el teorema de Hurwitz, el teorema
de Arzela-Ascoli y el teorema de Montel. Estos resultados nos ayudaran para en-
tender el teorema de Mapeo de Riemann. Este resultado fue considerado en 1953
por Ahlfors como uno de los teoremas mas importantes del anlisis complejo y
establece que el disco unitario se puede mapear conformemente a cualquier regiéon
simplemente conexa en el plano complejo. Ademés, abordaremos el teorema de
Mapeo de Riemann. Lo que el teorema de Mapeo de Riemann es para las regiones
planas el teorema de Uniformizacion de Riemann es para las superficies de Rie-
mann. Para ello es necesario generalizar la teoria de funciones holomorfas en el
plano complejo, esto debido a que la analiticidad es una propiedad local. Por esta
razon, en el capitulo tres definimos lo que es una superficie y més en concreto, una
superficie de Riemann y algunos ejemplos.

El Teorema de Uniformizacion es complicado ya que involucra muchos resultados
auxiliares los cuales planteamos en el capitulo cuatro, iniciamos introduciendo a
las funciones armdnicas, aparte de definirlas veremos algunas propiedades. Defi-
niremos a las funciones subarmdnicas, veremos un ejemplo, ademés de abordar el



Principio del Maximo para estas funciones. Veremos también un teorema que nos
permite juntar funciones locales para asi tener una funcidén subarmonica global.
Esto nos ayuda a garantizar la continuidad y otras propiedades. Veremos lo que es
la familia de Perron, que serd el supremo de la familia de funciones subarmonicas,
el método de Perron se le debe al matematico Oskar Perron, asi como el teorema
de Perron que proporciona condiciones suficientes para que el supremo de una fa-
milia de funciones subarmonicas sea una funcion armoénica. Esto nos ayudara para
que resolvamos el Problema de Dirichlet encontrando la funcién solucién, ademas
de dar criterios para las condiciones de frontera de dicha solucién. Veremos a las
funciones de Green, estas nos ayudaran a la resolucion de ecuaciones diferenciales
no homogéneas con condiciones de frontera dadas. Luego verificamos que el plano
complejo, la esfera de Riemann y el disco unitario son distintos entre si, usando
el teorema de Liouville y el teorema de Liouville Modificado. Después podremos
definir lo que es la curva divergente, esto es muy importante ya que Riemann consi-
deraba una region simplemente conexa como una regién delimitada por una curva
cerrada simple. Esto nos ayudara para abordar el Problema de Dirichlet, que junto
con el Principio del Maximo antes mencionado, implicard que no existen funcio-
nes armodnicas no constantes en ninguna superficie de Riemann compacta, para asi
dar paso a las funciones de Green. Después planteamos algunos teoremas, estos
seran indispensables, ya que estan generalizando lo que hacen las funciones ho-
lomorfas en el plano complejo. Terminamos el capitulo planteando el teorema de
Riemann sobre singularidades removibles, Principio del Mddulo Méximo y teore-
ma de Mapeo Abierto.

En el dltimo capitulo, finalmente ya tenemos todos los elementos para abordar
la demostracion del Teorema de Uniformizacion de Riemann, el cual nos garan-
tiza que cualquier superficie de Riemann simplemente conexa es conformemente
equivalente al disco unitario 6 al plano complejo 6 a la esfera de Riemann.




Preliminares de teoria de funciones
holomorfas.

Antes de abordar los teoremas principales de esta tesis necesitamos de algunos
conceptos preliminares, a saber: el lema de Schwarz, el teorema de Hurwitz, el
teorema de Arzela-Ascoli y el teorema de Montel.

El lema de Schwarz nos servirad ya que es un resultado que caracteriza funciones
holomorfas del disco unitario en si mismo. El teorema de Hurwitz proporciona
una herramienta para estudiar el comportamiento de los ceros de una sucesion
convergente de funciones holomorfas. Los ceros de las funciones en la sucesion
convergen a los ceros de la funcion limite. En el teorema de Arzela-Ascoli se mues-
tra un resultado de compacidad en un espacio de funciones en el que la condiciéon
principal es la equicontinuidad de la familia de funciones normales y continuas.
Es necesario basarnos en el teorema de Arzeld-Ascoli para la demostracion del
teorema de Montel, donde analizamos de forma local cuando un conjunto es uni-
formemente acotado basandonos en el concepto de familias normales.

A continuacion, de manera mas formal presentamos los teoremas antes menciona-
dos con sus respectivas demostraciones.



Teorema 1.1 [ Lema de Schwarz ] Si f(z) es analiticaen D = {z € C : |z| < 1}
y satisface las condiciones | f(z)| < 1, f(0) =0, entonces | f(z)| < |z| para toda
z € Dy |fl(O)] < 1. Sil|f(zy)| = |zo| para alguna z, € A tal que z, # O,
entonces f(z) = cz para cualquier z € D y alguna constante c con |c| = 1

Demostracion:

Consideramos la funcién g(z) := @ para z # 0y g(0) = f’(0). Como la funcién

g es continua en D y analiticaen D\ {0}, entonces f es analitica en D. Sea D, =
{z :]z] £ 1} para0 < r < 1, entonces g es analitica en D,. Por el Principio del
Modulo Maximo (teorema 4.20) para |z| < r tenemos:

18(2)] ='@] <!
Z r

al despejar tenemos la desigualdad siguiente:

f@| _1f@I _1
z lz| —r
@< en b,

Pero al mantener z fijo, podemos hacer que r — 1 obtenemos que | f(z)| < |z|.
Para la segunda parte de la demostracién y obtenemos que |g(0)] < 1, esto es

| f/(0)] < 1.8Si|f(zy)| = |z,| con z, # 0, entonces |g(z,)| = 1 es un maximo en
D, donde |z,| < r < 1 por lo que la funcién g es constante y por como definimos
a g(z) tenemos que f(z) =czcon|c| = 1. O

Teorema 1.2 [Teorema de Hurwitz] Si f, es una sucesion de funciones holomor-
fas definidas en un dominio D C C que convergen uniformemente a f en cualquier
subconjunto compacto de D tal que f(z) # 0 para todo z € D, entonces f(z) es
identicamente cero o nunca es igual a cero en D.

Demostracion:

Supongamos que f(z) no es identicamente cero, en cualquier caso los ceros de
f(z) estan aislados, es decir, para cualquier punto z, € D existe un namero r > 0
tal que f(z) es distinto de cero para 0 < |z — z,| < r, en particular | f(z)| tiene
un minimo positivo en el circulo |z — z,| = r que denotaremos por C. Por lo que
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. 1 . . .
7 converge uniformemente a P C, ya que por hipétesis sabemos que esto
n(Z V4

es valido se sigue que f r: (z) converge uniformemente a f’(z) en C.

o fli(z) 1 (2)
lim z=—
= 27l Jo fo2) 270 Jo f(2)

Pero tenemos que las integrales de la izquierda son todas cero, porque dan el nu-
mero de raices de la ecuacion f,(z) = 0 dentro de C. Por lo que la integral de la
derecha es cero y en consecuencia, f(z,) # O por la misma interpretacion de la
integral. Y como z es arbitrario tenemos que f(z) # 0 en todo D. Il

So6lo nos falta mostrar el teorema de Arzela-Ascoli y el teorema de Montel, pero
antes necesitamos ver algunas definiciones y lemas, para lo cual 7 denotara a una
familia de funciones definida en una regién Q del plano complejo y con valores en
un espacio métrico G.

Definicion 1.1 Las funciones en la familia F son equicontinuas en E C Q si y
solo si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que d(f(z), f(z,)) < e donde |z—z,| < o
Y 2y, 2 € E simultdneamente para todas las funciones f € F.

Definicion 1.2 Decimos que una familia F es normal en Q si toda sucesion { f,}
de funciones f, € F contiene una subsucesion que converge uniformemente en
cada subconjunto compacto de 2.

El teorema de Arzel4-Ascoli es un resultado fundamental en el analisis matematico
real y complejo, antes de ver su demostracion necesitamos dos lemas auxiliares que
presentaremos sin demostracion (la demostracion se puede consultar en [2, pag.
220]:

Lema 1.1 La familia F es normal siy sélo si su cerradura F es compacta.

Lema 1.2 La familia F es totalmente acotada siy solo si para todo conjunto com-
pacto E C Qy todo € > 0 es posible encontrar f, f5,. .., f, € F tal que toda
f € F satisface d(f, f;) < € en E para algin f;.

Abhora si ya tenemos todos los elementos necesarios para la demostracion del si-
guiente resultado.




Teorema 1.3 [Teorema de Arzeld-Ascoli] Sea F una familia de funciones conti-
nuas con valores en un espacio métrico G. F es normal en una region € contenida
en el plano complejo si y sélo si cumple las siguientes dos condiciones:

(i) F es equicontinua en cada conjunto compacto E C Q.

(ii) El conjunto generado por los valores f(z) es un subconjunto compacto de
G.

Demostracion:

= ] Supongamos que F es normal.
Empezamos mostrando que i) se cumple. Por el lema 1.1 tenemos que F es
compacto por lo que también es totalmente acotado y en consecuencia F es
totalmente acotado. Usando el lema 1.2, tenemos que todo conjunto com-
pacto E C Q 'y cualquier € > 0 es posible encontrar f,, f5, ... f, € F tal
que toda f € F satisface d(f, f;) < € en E para algin f;.

Por otro lado, como cada una de las funciones f|, f,, ... f, € F es unifor-
memente continua en E podemos encontrar 6 > 0 tal que d(f;(z), f;(zy)) <
eparaz,zy € E, |[z—2zy/ <dconj=1,2,...,n

Para cualquier f € F daday su correspondiente f; obtenemos:

d(f(2), f(zy)) £ d(f;(2), f(2) +d(f;(2), [(z0) + d(f(z0), [(20))
<ete+t+e
= 3¢

por lo que tenemos que se cumple la definicion 1.1, F es equicontinua en
cada conjunto compacto E C Q.

Otra forma de mostrar que i) se cumple es la siguiente, en esta forma no
usamos el lema 1.1 ni el lema 1.2. Si F no es equicontinua en E, existen
una € > 0, una sucesi6n de puntos z,,z/ € Ey funciones f, € F tal que
|z, — z/| — O mientras que d(f,(z,), f,(z})) > € para cualquier n.

Ya que E es compacto podemos tomar una subsucesion de {z,} y {z/} las
cuales convergen a un limite en comin z” € E. Y ya que F es normal existe
una subsucesion de { f,,} que converge uniformemente en E.




Es claro que podemos elegir que las tres subsucesiones tengan el mismo
subindice n,. El limite de la subsucesion { fnk} es f y es uniformemente
continua en E. Por lo que tenemos que:

d(fy, (2,). Fo (2,)) < (S, (2,). £(2,)) +d([(z,). f(Z,))
+d(f(2)). £, (2])
< 3¢

contradiciendo la suposicién de que d(f,(z,), fn(z; )) > € para cualquier n.

Para probar ii) tenemos que mostrar que la cerradura del conjunto formado
por los valores f(z), f € F, es compacto. Sea {w, } una sucesion en esta ce-
rradura, para cada w, podemos determinar f, € F tal que d(f,(z), w,) < %
Usando la definicion 1.2, existe una subsucesion convergente { f, (z)} y la
sucesion { wnk} convergen al mismo valor.

[« Para mostrar la suficiencia de 1) y ii) lo haremos mediante el proceso diago-
nal de Cantor. Primero observemos que existe un conjunto denso numerable
&, € Q.
De la sucesion { f,,} vamos a extraer una subsucesion que converge en todos
los puntos &,. Por la condicidn ii) siempre es posible encontrar una subsu-
cesion que converge en un punto dado. Entonces podemos encontrar una
matriz de subindices:

n21 < I’l22 < b < nzj <
N <Mgp < o0 <y <

tal que cada fila esta contenida en la anterior y lim f, K, (&,) existe para toda k.
Jj—ooo

La sucesion diagonal {n;;} es estrictamente creciente y es una subsucesion
de cada fila en la matriz de subindices. Por lo que { fnj, } es una subsucesion
de {f,} que converge en todos los puntos &,. Por conveniencia reemplaza-
mos la notacién n;; por n;.

Por 1) podemos considerar ahora un conjunto compacto £ C €y asumimos
que F es equicontinua en E. Nosotros demostraremos que { f,,j} converge
uniformemente en E, dado ¢ > 0 tenemos 6 > 0 tal que para z,z’ € E 'y

9



f E€F,|z-7| < ébtenemos d(f(z), f(Z2))) < g Ya que E es compacto, lo

. . . P .
podemos cubrir con un ndmero finito de 3 vecindades.
Seleccionamos un punto &, de cada una de estas vecindades, por lo que exis-

te un i tal que i, j > i, implica d(f, (5o, fnj &) < § para todo &,.

Para cada z € E, uno de los &, estd a una distancia 6 de z, es decir, |§, —z| <

8, por esto d(f,, (2), [, (§)) < 5y d(f, (2), f, () < 5. Tenemos para la
desigualdad:

d(£,,(2). £, () < (£, (2). [, (€)) + d(f,, (&) £, (&)
+d(f, (2). f, (&)

<€4.€L€
3 3 3
=€

Como todos los valores f(z) pertenecen a un subconjunto compacto y por

lo tanto subconjunto completo de .S’ se deduce que { f,, } es uniformemente
J . .,

convergente en E. Por lo que se cumple que 7 es normal al usar la definicion

1.2. [

Ahora establecemos el teorema de Montel, que se encarga de dar condiciones bajo
las cuales una familia de funciones holomorfas es normal.

Teorema 1.4 [ Teorema de Montel | Sea F una familia de funciones definidas en
un subconjunto G C C abierto. F es normal si y sélo si F es localmente acotado.’.

Demostracion:

= ] Supongamos F es normal pero no esta localmente acotada.
Existe un conjunto compacto K C Gtalquesup{|f(z)| : z€ K, f € F} =
o0, es decir, existe una sucesion { f, } en F talque sup{| f,(z)| : z€ K} > n,
como F es normal existe una funcion f definida en G C C y existe una
subsucesion { fnk} la cual converge uniformemente a f, cuando k — oo
tenemos:

Una forma alternativa de definir a una familia de funciones F que sea localmente acotada es:
siexiste r > O tal que sup{|f(z)| : |z—a| <r, f € F} < . [4, pag. 153]

10



[«

sup{|/, (2) = f(2)| : zE K} =0
Si |f(z)] £ M para z € K tenemos:
n, < sup{lfnk(z) —f(@)|:zeK}+M

entonces el lado derecho de la desigualdad converge a M pero esto es una
contradiccidn.
Por lo tanto F es localmente acotado.

Ahora supongamos F es localmente acotado.

Usaremos el teorema de Arzela-Ascoli para mostrar que F es normal, la
condicion (ii) de dicho teorema se satisface directamente, solo falta mostrar
que se cumple la condicidn (i), fijamos un punto z, en G y € > 0, por la
hipétesis de que F es localmente acotado por lo que existe r > 0y M > 0
tal que E(ZO) CGylf(z)] £ M paracadaz € Er(zo) concada f € F. Sea
|z =z, < r% y f € F, al usar la férmula de Cauchy sobre la curva cerrada
y(t) = zy+re" con0 <t < 2x:

1 fw)(zy — z)
| f(z0) = f(2)] £ o W= zg)w—2)
S 4_M |Z0_z|
r

Tomando 6 < min{%r, ﬁe} dado |z, — z| < ¢ se sigue que | f(z,) —
f(2)] < € para cada f € F. Por lo que se cumple la condicién (i) del
teorema de Arzela-Ascoli.

Por lo tanto F es normal. |

El Teorema del Mapeo de Riemann fue establecido por Bernhard Riemann en 1851
en su tesis doctoral y es uno de los resultados més notables de las matemaéticas del
siglo XIX.

Dicho teorema establece que el disco unitario A se puede mapear conformalmente
a cualquier regién simplemente conexa en el plano complejo, excepto el plano en
sf mismo.? Esto implicaria que si tenemos dos regiones cualesquiera simplemente
conexas distintas del plano complejo y queremos mapearlas de manera conforme
entre si, podemos usar el disco unitario como un paso intermedio.

En concreto, el teorema de Mapeo de Riemann establece lo siguiente:

%En el caso de que fuera todo el plano se estarfa contradiciendo el teorema de Liouville.

11



Teorema 1.5 [Teorema del Mapeo de Riemann] Sea Q una region simplemente
conexa Q # C entonces existe un mapeo conforme f . Q — A donde A es el
disco unitario abierto. Mds aiin, para cualquier z, € Q fija podemos encontrar
una f tal que f(z,) =0y f'(z,) > 0. Mds aiin la funcion f es unica.

Demostracion:

Que exista un mapeo conforme es analogo a decir que existe una tnica funcién
holomorfa f(z) en Q, normal * y cumple las siguientes condiciones f (zy) = 0,
f'(zy) > 0, tal que f(z) es inyectiva de Q en A.

Primero vamos a demostrar la unicidad, supongamos f,, f, mapeos conformes
biyectivos de Q sobre A con f,(z,) = f,(z,) = 0 con f’,(z,), f',(z5) > 0. Quere-
mos mostrar que f,(z) = f,(z) para toda z en Q.

Definimos A € A como h(w) = f,(f] '(w)) para cualquier w en A, entonces
h:A—= Ayh0) = fo(f71(0) = f,(zy) = 0.

Por el lema de Schwarz (teorema 1.1) |hA(w)| < |w]| para cualquier w € A. El
mismo argumento se aplicaa h~™' = fiof;" asi |h7'(y)| < |y| paratoday € A.
Con y = h(w) esto da |w| < |h(w)|, por lo que |w| = |h(w)| para cualquier
w € A. Usando el lema de Schwarz nuevamente obtenemos h(w) = cw para ¢
con |c| =1.

Asicw = fz(fl‘l(w)) conz = fl‘l(w) obtenemos c f,(z) = f,(z) paratoda z € Q.
En particular ¢ f',(z,) = f’,(z,), yaque f',(z,) y f',(z,) son nimeros reales po-
sitivos, ¢ también lo es, por consiguiente ¢ = 1y f,(z) = f,(2).

Para demostrar la existencia consideremos la familia 7 formada por todas las fun-
ciones g con las propiedades:

(i) g holomorfa y univalente en €.
(i1) |g(z)] £ lenQ.

(iii) g(zy) =0y g'(z,) > 0.

Solo queda demostrar que f € F tal que f'(z,) es un maximo.

3Esto es una consecuencia directa del teorema de Montel.

12



Para poderlo hacer tenemos que mostrar las siguientes 3 partes:

(I) F esno vacio.

(II) En un subdominio de Q f alcanza su derivada maxima que es finita.

(IIT) f es biholomorfo de € en A.

Dem (I) : Existe un punto a # oo que no esta en €, Q es simplemente conexa enton-
ces es posible definir una rama holomorfa de un solo valor de 1/z — a en Q
denotado por h(z).

Si h(z,) = h(z,) entonces z; = h*(z,) + a = h*(z,) + a = z,. Esta
funcién no toma el mismo valor dos veces, no toma valores opuestos. La
imagen de € bajo el mapeo h cubre al disco |w — h(z,)| < p. Eso quiere
decir que no se encuentra en el disco |w + h(z,)| < p, es decir, cubre al dis-
co |h(z) — h(z,)| < py no toma valores en el disco |A(z) + h(z,)| < p. Asi
|h(z) + h(z,)| > p para cada z € Q , entonces 2|h(z,)| > p.

Ahora se puede verificar que la funcion g,(z) pertenece a la familia de fun-
ciones 7, la funcion g,(z) se obtiene a partir de la funcion univalente A por
medio de un transformacion lineal en si misma. La funcién gy(z) esta dada
por:

_ ozl Az (z) = h(zp)

gO(Z) = 4|h(z0)|2 h/(zo) h(z) + /’l(Zo)

El denominador es distinto de cero en 2, ya que h(€2) y —h(£2) son disjuntos.
Y como A es univalente, se sigue que g, es inyectiva. Por lo tanto g, es
univalente. Ademas, con:

L NG
=0 == — >0
80(2o) Y & (2p) 8 iz >

13



Tendriamos que:

‘h(z) — h(zy)| _ |h(2) + h(zy) — 2h(z,)
h(z) + h(zy)| h(z) + h(z,)
~ 2h(zy)
| h(2) + h(zy)
_ N 2
= 1Rz ‘h(zo) h(2) + h(zy)
< 4|h(z,)|
p
Se sigue que:
S LLC I TCHRLED]
a0l < \h(zp))>  H'(Z0) p
<1

Esto quiere decir que g, € F y por lo tanto 7 es no vacio.

Dem (II) : Laderivada g’(z,) con g € F tiene un limite superior minimo a = sup |g'(z,)|,
que podria ser infinito. Existe una sucesion de funciones {g,} € F tal que
g’ ,(z,) converge a a. Por el teorema de Montel (teorema 1.4), existe una sub-
sucesion {gnk } que converge uniformemente a una funcion holomorfa f en
conjuntos compactos, entonces se cumple que | f(z)| < 1lenQ, f(z,) =0
y | f/(zo)| = a, por lo que a es finito.

Si mostramos que f es univalente se puede seguir que f € F y tiene deri-
vada mixima en z,,, primero f no es constante para f'(z,) = a > 0.
Elegimos z, € Q 'y consideramos g,(z) = g(z) — g(z,) con g € F son todas
distintos de cero en la region obtenida, omitiendo z, de €. Por el teorema
de Hurwitz (teorema 1.2) todo limite de funciones es idénticamente cero o
nunca es cero, pero f(z) — f(z,) holomorfa y no es idénticamente cero. Por
lo cual f(z) # f(z,) para z; # z y como z, es arbitrario entonces f es
univalente.

Por lo tanto f € F que tiene derivada maxima finita.
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Dem (IIT) : Hay que demostrar que f toma todos los valores del disco unitario.
Supongamos f(z) # w, para algin w, tal que |w,| < 1.

f(2)—wy
-5,/ (2) _ 3
se anula, se deduce que la imagen de esta funcién es A \ {0}.

Sea el mapeo en si mismo en el disco unitario y el numerador no

Podemos definir una rama holomorfa de un solo valor : H(z) = 4 /{L}TO)
-y f(z
para la cual H es univalente y | H| < 1. Necesitamos definir:
|H'(zp)|  H(z) - H(z,)
G(z) = . —
H'(z) 1-H(zp)H(z)

Que tiene una derivada positiva en z,. Por lo que G y H son elementos de

F, tenemos G'(z,) = % Considerando A = sup |G'(z,)|, se puede
“lH G,
seguir que:
| H'(z)| 1 — wp|
G (zg)l = ——= (1 = [wy|) - ————
2+/|w,| (1 = w,))
A
= (1 + Jwyl) -
24/ wp|

Donde |w,| < 1 tal que |G’(z,)| > A pero esto es una contradiccion (esta-
mos considerando A = sup |G'(z,)]), ya que f € F con derivada maxima
en z,,.

Por lo que f toma todos los valores en A.

Por lo tanto f es biholomorfo de Q en A. O

En el siguiente capitulo retomaremos este teorema pero con la perspectiva del pro-
blema de Dirichlet que nos conecta con el teorema de uniformizacion.
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Teorema de Mapeo de Riemann

Como ya sabemos la tesis de Riemann es una obra asombrosamente original en la
que examind las propiedades de las funciones holomorfas de los mapeos confor-
mes y la conexidad de superficies. Desde la publicacidn de esta prueba se hicieron
varias objeciones que, en conjunto, llevan a que esta sea incorrecta. La prueba de
Riemann estuvo abierta a la critica y en las décadas siguientes numerosos mate-
maticos buscaron una prueba correcta.

En 1860 en particular el principio de Dirichlet y el calculo de variaciones fueron
objeto de critica, sobre todo por Weierstrass refutando la argumentacion de Rie-
mann sobre las funciones minimizadoras, aunque no hubo desarrollo en cuanto a
la validez de lo demas, hasta 1899 David Hilbert dio una justificacion rigurosa del
principio de Dirichlet bajo algunos supuestos sobre la frontera del dominio. Esto
marcd el comienzo de un importante programa para poner el calculo de variaciones
sobre una base sélida. Sin embargo, el método de Hilbert requeria ciertas propie-
dades de suavidad de la frontera y de la funcién limite, por lo tanto, era menos
general que la idea del principio original de Dirichlet, aunque esto no bastaria pa-
ra probar el teorema de uniformizacion si fue suficiente para demostrar el teorema
de mapeo de Riemann.

Esta prueba se basa en la existencia de una sola solucién al problema de Diri-
chlet en cualquier dominio (tiene en cuenta el enfoque de Riemann).

Problema de Dirichlet: Sea A una region acotada abierta en C y u, una funcién

continua dada en fr(A). El problema consiste en encontrar una funcién de valores
reales u en A que es continua y armoénica en A 'y tal que u = u; en fr(A).
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Veamos que la funcion que la solucidén al problema de Dirichlet es tnica.
Demostracion:

Sean u y u soluciones al problema de Dirichlet, por lo que ¢p = u — u es armdnica
y ¢ = 0en fr(A). Por lo que hay que mostrar que ¢ = 0.

Por el principio del maximo para funciones armdnicas tenemos que si conocemos
el maximo de la funcion en la fr(A), entonces es el maximo de todo A por lo que
¢(z) £ 0en Ay similarmente para el minimo tenemos ¢(z) > 0 en A. Por lo que

¢ =0. [

El método para solucionar el problema de Dirichlet, primero toma la regién da-
da A y mediante un mapeo conforme la transformamos a una regién mas simple
B, después solucionamos el problema en By finalmente mediante el mismo ma-
peo conforme lo transformamos de nuevo a A.

En el capitulo siguiente veremos otra forma de resolver el problema de Dirichlet
mediante el método de Perron, que en esencia es lo mismo pero con la diferen-
cia de que el método de Perron es para superficies de Riemann usando funciones
subarmonicas.

La demostracion a continuacion se basa en el problema de Dirichlet, es decir, en la
existencia de la funcidn solucion al problema del valor en la frontera para cualquier
dominio.

Teorema 2.1 [Teorema del Mapeo de Riemann] Sea D una region simplemente
conexa D # C entonces existe un mapeo conforme f : D — A donde A es el
disco unitario abierto. Mds atin, para cualquier z, € D fija podemos encontrar
una f tal que f(z,) =0y f'(z,) > 0. De este modo, la f es tinica .

Demostracion:
Consideramos el siguiente problema de Dirichlet en un dominio D C C, encontrar

u funcién continua y arménica tal que:

2 2
M+M =0 en D.
0x%z  0y?

u(z)=log|z—al z€dDy a€D.

ILa unicidad de la funcién f se sigue de haber probado que la solucién al problema de Dirichlet
es tnica.
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Como u(z) esta acotada en dD, entonces por el principio del maximo u(z) esta
acotada en todo D.

La funcion u satisface la ecuacién de Laplace y por el teorema de regularidad de la
ecuacion de Laplace (apéndice 6- A) tenemos que u es diferenciable y arménica,
por lo tanto analitica en D Yy el rotacional de este campo vectorial estd dado por
(—uy,u,).

Por otro lado ya que D es simplemente conexo, definimos una funcién v como la
conjugada armonica de la funcion u tenemos v = v, +iv,. Ya que v solo se deter-
mina hasta una constante aditiva, imponemos la condicién v(a) = 0.

Por tltimo esto conduce a las ecuaciones de Cauchy - Riemann, por lo que u + iv
es holomorfa en D.

Ahora definimos tres funciones:

p(z) = u(z) —log|z — 4
q(z) = v(z) —arg |z — a|
f(z) = e P@—ia(x) — (z - a)e—u(Z)—iv(Z)

Notemos algunas cosas sobre cada funcion:

= La funcidén p es univaluada y satisface la ecuacion de Laplace en D ~ {a}.

= Lafuncion g es multivaluada en el punto de interseccidn a, también satisface
la ecuacion de Laplace en D~ {a}. El valor de la funcion g va creciendo 2xi
después de una vuelta al rededor del punto a.

= La funcién f es univaluada ya que la operacion de exponenciacidon cancela
la posibilidad de que sea multivaluada (ya que g es multivaluada). Ademas,
f es holomorfa en D.

Debemos de mostrar varias cosas:

Notemos que p(z) = 0si z € dD. Por lo que debemos de mostrar que p(z) > 0
siempre que z € D~ {a}.

Veamos que cuando z — a tenemos que log |z — a| — —o0 y u(a) es una funcién
analitica en particular continua, lo que resulta p(z) > 0, entonces existe € > 0 tal
que p(z) > 0 siempre que 0 < |z —a| < e.

Consideramos la region G = {z € D : |z| > €}, por lo que para un punto
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z € 0G, yasea |z — a|l = € o z debe estar en dD, en cualquier caso obtenemos
p(z) > 0y el Principio del Maximo (teorema 4.10) implica que p(z) > 0 para
cualquier z € G.

Finalmente tenemos que p(z) > 0 siempre que 0 < |z — a| < €, entonces p(z) > 0
para cualquier z € D ~ {a}.

Ya que | f(z)| = e < 1 tenemos | f(z)| < 1 para z € D. Ademés, f(a) =0y
f'(a) es real y positivo por que f'(a) = e @O71@) = g=u@ g R+,

Lo anterior nos lleva a mostrar que f es biyectiva. Empezamos considerando los
conjuntos de nivel de la funcién p.

Primero consideremos los puntos donde f’ = 0 por lo que para cualquier r € R*
definimos A(r) = {z € D : |f(z)| 2 ey f'(z) = 0}. Veamos que A(r) es finito.
Notemos que el conjunto {z € D : | f(z)| > e™"} es compacto, por lo que si A(r)
fuera infinito, tendria un punto de acumulacidn pero ya que f(z) = 0 siempre que
z € A(r)y f es holomorfo, entonces f(z) = 0, pero esto es una contradiccion,
por lo que A(r) es finito.

Para lo siguiente, elegimos r > 0 para que se cumpla que f’(z) # 0 siempre
que |z| = r. Denotamos el conjunto de nivel C(r) = {z : p(z) = r}. Mostremos
que C(r) es suave y homeomorfo a un circulo. Ya que C(r) es el conjunto de nivel
de funciones continuas en un conjunto compacto, entonces C(r) es compacto. Sea
w un punto en C(r), podemos suponer que f'(w) # 0, por el teorema de funcion
inversa, existe una vecindad E de w en la que la funcién f es invertible, es decir,
f~! existe y es holomorfo. Ya que z € C(r) siy solo si |f(z)| = e, entonces
C(r) N E es la imagen del arco de un circulo {z : |z| = e} bajo el mapeo f~'.
Ademés, f es una funcion holomorfa que también es derivable. Porlo que C(r)NE
se mapea biyectivamente en un segmento de linea, esto se cumple para cada punto
z € C(r), entonces C(r) es una variedad unidimensional compacta, entonces es
homeomorfo al circulo unitario. Por lo que C(r) debe ser solo un circulo o una
unién finita de circulos. Veamos que no se cumple la segunda opcidn.

Supongamos que C(r) es una unidén de mas de un circulo, por el teorema de Jordan
(apéndice 1 - A) algunos de estos circulos dividen al plano complejo en dos com-
ponentes, una es el interior y otra el exterior con C(r) limite comun. Si hubiera dos
circulos que al unirlos forman C(r) uno de estos circulos tendria que estar dentro
del otro, por lo que existiria un conjunto abierto Q y su limite serian los circulos.
Sin embargo, dado que p(z) es constante en ambos circulos y toma el mismo valor
en ambos, el principio del maximo (teorema 4.10) implica que p es constante en la
region Q, lo que a su vez implica que f es constante en D, pero esto es imposible
por lo que solo queda la primera opcidn, es decir, C(r) consiste en solo un circulo.
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Ahora debemos mostrar que a € Int C(r). Dado que el nimero de vueltas de
C(r) sobre el punto a es uno. El periodo de g(z) crecerd 2z después de atravesar
C(r) una vez. Ya que f~' es holomorfo, tenemos que C(r) no solo es homeomorfo
a un circulo, sin embargo es una curva suave, entonces tiene una tangente y una
normal, que se obtiene de las ecuaciones de Cauchy Riemann que en este caso son:

dp _dq dp  Jq
ot on’on_ ot

Ya que p(z) = rparaz € C(r)y p(x) > r para x € Int(C(r)), por lo que
a_,; >0y a—‘;’ > 0. Entonces a_;, < 0 lo cual es imposible por que de lo contra-
r1o todas las derivadas de p y g se anularian, es decir, f’ seria cero contradiciendo
la hipétesis, entonces g es una funcion monoétona decreciente en C(r) y arg{q}
decrece en 27 al atravesar C(r), por todo lo anterior tenemos que la funcién e es
una biyeccion de C(r) sobre el circulo unitario E. Por lo que f es una biyeccion
de C(r) sobre el circulo de radio e™".

Finalmente debemos demostrar que f’ no puede tener ceros dentro de C(r). Con-
sideramos los puntos z para la cual f’'(z) = 0y elegimos r tal que f'(z) # 0
siempre que |z| = r. Recordemos que C(r) es una curva cerrada suave y como
f'(z) = —f(2)@'(z) + iV'(z)). Utilizamos el hecho de que el argumento de un
producto es la suma de los argumentos de los factores. Consideramos f’y v’ + it/
por separado. Por el principio del argumento (apéndice 5 - A) f solo tiene un cero
simple en a en el interior de C(r) y arg(f) crecera en 2z después de atravesar C(r)
una vez. Por otro lado el arg{u’ + iv'} se determina utilizando el hecho de que el
argumento de la derivada de una funcién holomorfa es el mismo a lo largo de cual-
quier direccidn elegida para determinarla. Asi que elegimos la direccion normal y
encontramos el arg{u’ + iv'} cambia por —27z despies de atravesar C(r) una vez.
Por lo tanto arg{ f’} permanece igual después de atravesar C(r) una vez, dado que
f' es holomorfo dentro de C(r), por el principio del argumento (apéndice 5 - A)
f' no puede tener ningtn cero dentro de C(r).

Por lo tanto existe un mapeo conforme f : D — A. O

21



22



Superficies

En este capitulo definiremos las superficies en un espacio topoldgico, para carac-
terizarlas con mayor facilidad usaremos los atlas que son un conjunto de cartas de
un espacio, donde una carta cubre un entorno del espacio topoldgico; asi podre-
mos definir lo que son las funciones de transicion, que son homeomorfismos de un
atlas a otro.

Con lo anterior podremos definir a las superficies de Riemann, veremos ejem-
plos de superficies de Riemann ademéas de como se construyen dada una funcién
multivaluada.

Definicion 3.1 Una superficie S es un espacio topolégico junto con la familia de
funciones A = {¢, : a € A’} tal que:
1. S es un espacio topolégico conexo Hausdorff.

2. Cada punto de la superficie tiene una vecindad U, homeomorfa a un sub-
conjunto abierto de C, que denotaremos por D,,.

3. {U, : a € A’} es una cubierta abierta de S,

donde los subconjuntos U, son llamadas regiones paramétricas en S y los homeo-
morfismos ¢, son llamadas cartas en S. Larazon es que si x € .S entonces x esta
en algun U, la cual es homeomorfa a D, y existe q’);l que transfiere el sistema de
coordenadas de D, a U,,.
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A la familia de cartas {¢, : @ € A’} se le llama atlas en S, también se puede
escribir de la forma {(¢,,U,) : a € A"}.

Se puede definir una métrica de U, en términos de la métrica en C, consideremos
x,y € U,, definimos:

d, (¥, X) = |$,(¥) = o (0]

D, Ga
U,
4\%/ @
C S

Lema 3.1 Comprobemos que d (y, x) es métrica en U,,.

Demostracion:

= Veamos que d,(y,x) < d (y,z)+d, (z,x)

do (¥, X) = |, (¥) — o (x)]
= (1) = (%) + Do (2) — P (2)]
< $,(¥) = ¢, (D] + [P, (2) = P, (X)]
<d,y,z)+d,(z,x)

» Veamos que d,(y, x) = d,(x,y)

d, (¥, X) = |¢,(y) — o (x)]
= [y (x) — p, W
= dy(x, )

= Finalmente veamos que d,(y,x) = 0siy solosiy = x.
d, (¥, %) = |p(y) — P, (X)]

Sabemos que ¢, es biyectiva en particular inyectiva, y como d,(y,x) = 0
entonces y = Xx.
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Ahora también podemos definir explicitamente una vecindad de y en términos de
la métrica y a ese conjunto le vamos a llamar N,,.

N,={yeU, :d,(y,x) <e}
= {ye Ua : |¢a(y)_¢a(x)| < €}
=¢ 'z ! |z—¢,(x)| <€}

Asi que ¢,(y) = z mapea al disco N, abierto en C. Como U, es homeomorfo a
un subconjunto abierto de C se puede mostrar que existen regiones paramétricss
0,,0,, ... abiertos que incluyen a un punto x € C que cumplen con las siguientes
tres condiciones:

. Qn+1 - Qn
= 10, ={x}

» Si U es abierto de .S que contiene a un punto x entonces Q, C U.

(Pero qué pasa cuando tomamos dos subindices distintos? Es decir, U, y U, re-
giones paramétricas tales que U, N Uy # 0. Las funciones que van de U, a U,
son llamadas funciones de transicion y se definen en términos de las funciones
¢, Y ¢4- La composicion representa la transicion del sistema de a-coordenadas al
sistema de f-coordenadas:

tﬂa = ¢ﬂ(¢a)_1

Y es homeomorfismo de ¢,(U, N Uj) sobre ¢,(U, N Uj,) y por lo anterior son
subconjuntos abiertos de C. Tenemos (t,)™' =1,,y t,450t,, =1 ,. Ver Figura 3.1.

Figura 3.1: Funciones de transicion.
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A veces es mds conveniente definir las superficies en términos de (¢,)~! = y, el
inverso y ahora tenemos el atlas inverso {(y,, D,) : « € A’} tal que cumple con
los incisos 2 y 3 de la definicidn de superficie (definicidn 3.1), excepto con el inciso
1 que S sea de Hausdorff. No es suficiente que .S sea localmente homeomorfa a C
es necesaria la hipétesis de que .S sea de Hausdorff. Mostraremos la necesidad de
esta hipotesis con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1 Sean P,y P, superficies en R® formadas por los planos x; = 0y
x5 = 1 respectivamente.
Definimos

f(x)z{ (X1aXQ,X3) si X :x2:O

(x;,x,,0) enotro caso

en PyU P, ydado S = f(P) U f(P) = P,U {(0,0,1)} con la topologia del
cociente inducida por f.

La restriccion f;de f a P,coni = 1,2 donde P; es un homeomorfismo sobre f,(P;)
y los tomamos como cartas inversas. Cada P, es conexo entonces los f(P,) se unen
en S conexo. Sin embargo S no es Hausdorff, por ejemplo si tomamos vecinda-
des de (0,0,0) y (0,0, 1) en S respectivamente, estas vecindades necesariamente
contienen un subconjunto {0 < x? + x < t} de P,

Por otro lado, si dado D un dominio en la superficie S consideramos D como una
superficie con el atlas {(¢,,U, N D) : a € A’}. Si supieramos que D es abierto
al tener que ¢p(U, N D) entonces U, N D debe ser abiertoy D = U, (U, N D).
Por otro lado si consideramos S como extension de D, ya que D superficie es un
subdominio de S, cuando la estructura dada en D coincide con la estructura in-
ducida, entonces D es un subconjunto abierto de S. Si D es compacto, entonces
D es también un subconjunto cerrado del espacio de Huasdorff S 'y como S es
conexo, entonces D = §.

Y por ello necesitamos que .S sea de Hausdorff, ya que si el espacio es de Haus-
dorff, la definicién de que un espacio sea localmente compacto (cada punto del
espacio tiene una vecindad compacta) es equivalente con la definiciéon de compa-
cidad local (cada punto tiene una base conformada por vecindades de conjuntos
compactos).
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Ahora presentaremos lo que son las superficies de Riemann, podemos decir que
las superficies de Riemann son el mayor dominio posible que se puede construir
preservando la propiedad de que una funcién sea holomorfa, es decir, la variedad
de dimensién compleja uno donde las funciones transicién son holomorfas.

Pero para ello es necesario también generalizar la teoria de funciones holomor-
fas en el plano complejo. Esto es debido a que la analiticidad es una propiedad
local y es una restriccidn innecesaria imponer un dominio global con propiedades
pre-existentes, es decir, puesto que hay muchas funciones holomorfas definidas
en una region, esta puede extenderse. Es entonces cuando intentamos buscar el
mayor dominio posible, pero este problema no siempre tiene solucioén en el plano
complejo. La solucion la proporciona la idea de superficie de Riemann construida
a partir de su comportamiento local. Riemann, resolvi6 la dificultad de construir
un dominio natural para las funciones multivaluadas, equivalente al de la conti-
nuacién holomorfa, con la idea de hacer variar la variable z sobre un dominio que
contiene al plano complejo.

Si la funcioén en el plano complejo es multivaluada, entonces construimos una su-
perficie que sea extension del plano complejo de mas de una copia ahi la funcién
serd univaluada, a esta superficie que construimos es a la que llamamos superficie
de Riemann.

Nuestro primer ejemplo de superficie de Riemann lo vamos a construir de la si-
guiente forma, sea E el plano complejo al cual le quitamos el eje real positivo
E = C\ [0, o) con este corte se forman dos bordes el superior 6 y el inferior 6,
ya que hicimos esto con uno de los planos consideramos ahora una infinidad de
hojas que son copias del plano complejo y lo denotamos de la siguiente forma:

Figura 3.2: Hoja E, con los bordes 6, y 6,

Sea E, copia del plano complejo con los bordes 6, y 6;; los vamos a distinguir
por sus argumentos 0 < arg(z) < 2x, de la siguiente forma para E, copia del
plano complejo con los bordes 67 y 6/ con argumentos 2z < arg(z) < 4r, segui-
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mos considerando las copias del plano complejo hasta E, con bordes 6, y 6 y
argumentos 2zk < arg(z) < 2zx(k + 1) para cualquier k nimero entero.

Figura 3.3: Resultado al pegar los bordes 6, con 5;“.

Si pegamos los bordes 6, con 6;1 notemos que los argumentos coinciden, por
ejemplo: & y 6/ tienen arg(2x), los siguientes son 6, y 6, tienen arg(4z) asi
sucesivamente hasta 6,y 6;;1 con arg(2rzk), entonces no hay discontinuidades
en la definicidén de argumento, esta espiral infinita que se esta formando es lo que

consideramos nuestra superficie de Riemann, que denotamos por .S. Ver Figura 3.4

arg(l) = 4w

arg(1l) = 2w

S

arg(l) =0

Figura 3.4: Superficie de Riemann S.

Vamos a ver como en este tipo de superficies donde una funcién que normalmente
es multivaluada se vuelve univaluada, hablaremos del arg(z) para el cual su domi-
nio es todo niimero complejo distinto de cero.
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Podemos tomar cualquier z en el plano complejo y el arg(z) va a tomar diferen-
tes valores, por ejemplo si z toma el valor de 1 el arg(z) = 0 o el arg(z) = 2z
asi como puede ser que arg(z) = 4z, entonces en general podemos decir que el
arg(z) = 2xk para cualquier k nimero entero, es decir, se tiene una infinidad de
posibilidades para un solo nimero.

Por lo tanto arg(z) es una funcién multivaluada con infinitas ramas', pero siempre
distinguimos una de esas ramas y a esa le llamamos la rama principal que es la que
toma los valores del argumento de z en [z, 7]. Notemos que pasa con la circun-
ferencia que empieza en z = 1 centrada en 0, el primer valor del arg(1) que toma
es 0 y cuando da una vuelta a la circunferencia y regresa al mismo lugar z = 1,
ahora toma el valor de 2z si le damos otra vuelta entonces toma el valor de 47 y
asi sucesivamente. Para més claridad ver la Figura 3.5

»3

A

Figura 3.5: Argumento de z = 1 en varias ramas.

Ahora debemos de suponer que estos valores que va tomando estan en diferente
lugar, con la construccidn que hicimos nos podremos dar cuenta que movernos en
una rama es lo mismo que movernos en los escalones de nuestra espiral infinita, lo
que ganamos al hacer esto es que en vez de tener una funcién multivaluada ahora
tenemos una funcién univaluada en la espiral, es decir, ahora el arg(z) se vuelve
una funcion univaluada y entonces ya podemos ver la utilidad de la construcciéon
de la superficie de Riemann, S.

El plano complejo para esta superficie de Riemann .S, serd una proyeccion bidi-
mensional de la superficie .S vista desde el eje z y esto no es lo 6ptimo. Y por
ello lo subimos de dimension, entonces ya veremos que en vez de darle vueltas al
mismo plano complejo, estamos tomando lugares distintos en la espiral.

Los puntos de ramificacién son los puntos donde se unen las hojas de la funcién multivaluada
y las ramas de la funcidn son los cortes de las hojas.
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De esta forma tenemos la siguiente definicion para superficies de Riemann.

Definicion 3.2 Una superficie de Riemann S es un espacio topolégico Hausdorff,
segundo numerable y conexo con una cubierta abierta de conjuntos U, C S con
el mapeo ¢, : U, = C tal que cumple con lo siguiente:

1. ¢, es un homeomorfismo sobre un subconjunto abierto de C.

2. Las funciones de transicion t;, son holomorfas y la derivada compleja es
distinta de cero.

Podremos definir conceptos relacionados con una superficie de Riemann solo cuan-
do permanezcan invariantes en aplicaciones previas y posteriores de asignaciones
holomorfas univalentes. Una superficie es una superficie de Riemann si se puede
definir 4ngulos en la superficie y si las cartas ¢, definidas en la superficie conser-
van angulos, es decir, si tomamos el dngulo entre dos curvas y, y’ en la superficie
Sy se intersectan en un punto x € .S, este dngulo es igual al que se encuentra
entre las curvas ¢(y) y ¢(y’) de manera que se intersectan en el punto ¢(x).

A continuacién demostraremos que superficies como la esfera de Riemann?, el
plano complejo, el disco unitario, la esfera unitaria y las superficies poliédricas,
son superficies de Riemann. Ademas, construiremos las superficies de Riemann
dada una funcién, no importa si esta es multivaluada.

Para mostrar que el plano complejo es superficie de Riemann, usaremos solo un
atlas definido por una carta ya que U = C, podemos usar la carta identidad
¢(z) = z, es decir, (C, z) se genera a si mismo (cubre toda la superficie de Rie-
mann) como f(U) = C.

Mostraremos que la esfera de Riemann es superficie de Riemann, lo haremos usan-
do la definicion de atlas y definiendo cartas que cubran a toda la superficie.
Como el C = CU{oo}, tenemos las cartas U, coni = 1, 2, definidos de la siguiente
forma:

= U =C
= U, =(C~{0) U {0}

%La esfera de Riemann se obtiene del plano complejo agregandole el punto al infinito, que se
representa como C = CU {0}
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Y necesitaremos dos mapeos ¢, con i = 1,2, definidos de la forma:

= ¢,(z) = z el mapeo identidad.

= ¢,(z) ='/z]ainversa compleja con ¢,(c0) = 0.

Por lo que cubrimos a la esfera de Riemann C con el atlas {(C,2)y (C~{0},1/2)},
para comprobarlo podemos hacer una composicion de los dos mapeos ¢,0¢~! que
es holomorfo en ¢(U, N U,) ~ C ~ {0}, ambas funciones de transicion son z — 1
en C ~ {0} que igual es holomorfo. ’

Para mostrar que el disco unitario es superficie de Riemann, tomamos el disco
unitario como A C C, cada subconjunto abierto de C es una superficie de Rie-
mann con un atlas dado por una sola carta que es la identidad en si mismo.

Veremos a continuacion que las superficies poliédricas o poliedros son superficies
de Riemann. Aunque esta discusiOn serd informal, sirve para reafirmar conceptos
y por eso la incluimos.

Empecemos estableciendo lo que entendemos por poliedro en R3: Es una uni6n
de caras F,, donde cada cara es un dominio; al dominio hay que entenderlo como
una region abierta y conexa, que vive en algin plano, donde la orilla de cada cara
consiste en una union de segmentos que vamos a llamar bordes. Asumimos que un
borde no es una abertura en la cara, por lo que hay una tnica » normal en el bor-
de apuntando hacia la cara. Por ejemplo, analicemos el tetraedro que tiene cuatro
caras para la cara F, determinamos el vector n, que apunta hacia la cara.

ny \

Figura 3.6

Suponemos también que cada cara F, tiene asociada una N, en R* normal dnica.
De esta manera cada borde de F; puede considerarse como un borde dirigido, la
direccién dada por el producto vectorial n X N,.
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Figura 3.7: Cada F, se considera un borde dirigido.

Cada borde es un borde en comun con exactamente otra cara distinta y asumimos
que las dos direcciones en un borde dado son opuestas, esta es la condicién de
orientabilidad inevitable.

Figura 3.8

Los bordes distintos se encuentran (si es que se unen) en un vértice, que es un punto
en comun al final de los bordes. Por ejemplo, el tetraedro tiene cuatro vértices, que
podemos enumerar dependiendo de las caras que se unen.

vy

Figura 3.9

Lo que sabemos hasta este punto es que cada cara que tiene un vértice dado v, tie-
ne dos bordes que finalizan en v; y las caras que contiene a v; se pueden enumerar
como F|, F,, ..., F, de manera que F; se une con F,_ _;, ademas estas caras que se
unen comparten un borde que finaliza en el vértice v,.
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Consideramos C como el plano con la tercera coordenada igual a cero, cada cara
F; se puede mapear con una isometria euclideana en C de tal manera que la normal
N, se asigna a un vector dirigido verticalmente hacia arriba.

Si tenemos los mapeos ¢ y y entonces la aplicacion w¢~' que es de la forma
z — az + b, tomando todos estos mapeos como cartas holomorfas.

Fy

/_\

2 A

Figura 3.10

En cada punto x en el interior de un borde E, debemos excluir los vértices ya
que no podriamos construir una vecindad alrededor de €l (como la Figura 3.11 del
lado izquiero), construimos dos semidiscos D, y D, centrados en x y que tiene un
didmetro en comin d € E como en la Figura 3.11 del lado derecho.

A &
N

Figura 3.11: La imagen del lado izquiedro es el caso incorrecto para tomar la ve-
cindad y la del lado derecho es la forma como si debemos de tomar la vecindad.

,

Los semidiscos D; se encuentran en las dos caras en E y son lo suficientemente
pequefias como para no encontrarse con ningtin otro borde. Para obtener una carta
en x, mapeamos del semidisco D, y D, por isometrias a semidiscos D} y D), con
un didmetro en comun en C.

N D
D,
D, DII

Figura 3.12
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El supuesto de orientabilidad significa que D} U D; es un disco en C. Si D} U D}
se logra de manera similar al mapeo de transicion de D U D, sobre D'/ U D’/ que
igualmente es de la forma z — az + b. Siempre podemos construir una vecindad
lo suficientemente pequeia para que una vecindad en la superficie se vaya a una
vecindad en el plano.

/\ D;

D,

D,
2 D,

Figura 3.13

Al incluir todos estos mapeos como cartas, hemos construido una superficie po-
liédrica (con sus vértices eliminados) y, ademas, la podemos ver como superficie
de Riemann.

Ahora extendemos la carta holomorfa para incluir los vértices en la superficie; en
cada vértice v; se unen un nimero finito de caras F;, cada una tiene un angulo 6,,
sea a = ;—’; la suma de los angulos internos. Construimos una bola B adecuada-
mente pequéﬁa centrada en v;, donde cada conjunto BN F; es un sector con angulo

0, en v,. Mapeamos B N F; en el plano complejo como lo hicimos anteriormente,
v, mapea al origen y luego aplicamos el mapeo z +— z“.

Figura 3.14

Esto produce una parte con un dngulo a8, en el origen. Debido al valor de a estas
asignaciones se pueden elegir para proporcionar un homeomorfismo de la vecindad
B de v, en un disco en C. A cada vértice se le asigna una sola carta de este tipo,
por lo que no es necesario considerar a la funcién de transicién en la imagen de
un vértice. Todas las funciones de transicion (que después vimos como cartas) son
composiciones de mapeos de la forma z — az+by z — z*y estos son holomorfos
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por el ejemplo 3.2 que se muestra mas adelante.
De esta forma toda superficie poliédrica es una superficie de Riemann.

Ejemplo 3.2 Sea D un disco con didmetro d que corresponde a dos semidiscos
D, y D,. Suponemos que f : D — C es continua 'y que f es holomorfa en cada
D;. Probaremos que f es holomorfa en D.

Demostracion.:

Suponemos que f|, f5, ..., f, sucesion de funciones holomorfas que convergen a
f continua en el disco D abierto. Por el teorema de Cauchy (apéndice 4 - A) para
y; = 1,2y para cada n tenemos:

?4 f,(2)dz=0

a lo largo de cualquier curva cerrada y en D, entonces se cumple la convergencia
uniforme.

D,

Figura 3.15

Por lo que tenemos que:

}I{f(z)dz = lim }{f,,(z)dz =0
y n—oo [

Y por el teorema de Morera (apéndice 3 - A) la funcion f debe ser holomorfa en

D. O
Ya solo queda mostrar que la esfera unitaria en R? es una superficie de Riemann.

Definimos la esfera unitaria como S = {(x,y,1) : x>+ > + > = 1} en R3.
Para que §' sea una superficie de Riemann tomamos U, y U, que son el comple-
mento de los puntos &, = (0,0,1) y & = (0,0, —1) respectivamente, definimos en
U; las cartas ¢ ; (para j = 1,2) como:
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X+iy x—iy

,9t= ,,t=
b=y e =T

donde ¢,(x, y,1),(x, y,1) = 1 con #* # 1. Ver Figura 3.16.

Entonces en .S tenemos el atlas {(U,, ¢,), (U,, ¢,)} con dos mapeos de transicion
t,, Y 1, , pero que son iguales y son la inversion compleja z i en C \ {0}, por
lo que .S, con este atlas, es una superficie de Riemann.

(0,0,1)

o (0707_1)

Figura 3.16: Proyeccion estereografica.

A continuacién veremos ejemplos de la construccion de la superficie de Riemann
para funciones multivaluadas.

Empezamos con la funcion log (z). Podemos definir la funcién log(z) al considerar
la inversa de esta funcion que es la funcién exponencial, puesto que z = €'°¢?) y
entonces podemos deducir que log(z) = log |z| + i arg(z).

Nos fijamos en la parte del arg(z), que como ya vimos, es una funcién multivalua-
da, entonces log(z) es también multivaluada. Y lo que procede es que si el dominio
sube de dimensidn lograremos que la funcién sea univaluada.

Al ser una funcion multivaluada, las distintas ramificaciones de log(z) no pue-
den unirse, ya que dos ramas pueden llegar al mismo valor en el dominio y tener
imagenes distintas, por ejemplo: en el plano complejo consideremos dos trayec-
torias y, y y, como en la Figura 3.17, si recorremos y; y nos aproximamos a —1
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tendriamos log(—1) = #i y si en cambio continuamos por y, para llegar a —1 ob-
tenemos log(—1) = —xi entonces y, y 7, terminan en el mismo lugar, pero sus
logaritmos tienen valores distintos.

A

Figura 3.17: Funcién log(z) en z = 1.

Este problema se podra resolver al definir la rama de valor principal de log(z) para
poder definirla lo que hacemos es restringimos a arg(z) a su valor principal que
como ya habiamos dicho estd dado de [—, x]. Esto produce la rama principal de
logaritmo, denotado por Log(z), la parte del arg(z) la estamos haciendo univaluada
pero no es el dominio 6ptimo de log(z), al igual que en la Figura 3.4.

Figura 3.18: Espiral de la funcion log(z).

Hay que observar que log(z) tiene un punto de ramificacién (singularidad) en el
eje real negativo, pues cuando log(z) esta cerca del origen | log(z)| — oo, pero no
importa cuantas veces circule al rededor del origen, log(z) nunca regresa al mismo
lugar, si no que continua variando. Entonces es natural pensar que el dominio mas
adecuado es una espiral como en la Figura 3.4.
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Ya construimos nuestra espiral infinita .S’ que es una superficie de Riemann, ahora
hay que probar que log(z) es univaluada en .S’ y que cada variacion de 2z en el
argumento corresponde a diferentes niveles en .S

La trayectoria que se forma I'(t) = ¢ cont € (0,27k] y k € N es holomor-
fa al plano complejo, podemos considerar que para cualquier z € S tenemos
log(z) = w tal que w € § es Unico, entonces z sigue la trayectoria hasta llegar a
w.

Figura 3.19: Dominio de log(z).

Por otro lado, ahora mostraremos usando cartas y la definicidn de atlas que S es
superficie de Riemann para la funcion logaritmica.

Construimos .S usando las copias del plano complejo en z pero por los valores de
log(z), pero con la diferencia que denotaremos el punto z como (z, w) en las copias
del plano complejo.

Consideramos un subconjunto del espacio métrico CXC como S = {(z,w) : z =
exp(w)} que hereda la topologia de Hausdorff.

Ahora definimos el mapeo ¢ : § — C este mapeo ignora el pardmetro adjunto a
z, (z,w) — z, se puede considerar como una proyeccidn vertical en alguna copia
del plano complejo. En general un punto en .S se denota como (expw, w).

38



Sea D, un disco abierto en C centrado en z, = expw (no contiene al cero), enton-
ces definimos la integral que esta sobre cualquier camino en D,

z d’g‘

L,(z)=w+ —
. €

Esta es una funcion holomorfa y univaluada en D, el cual toma el valor w en z,.

Ahora tenemos el punto (z, L,,) en Rdefinimos U, = {(z, L, (z)) : z€ D,} C S,

esto quiere decir que (expw, w) junto con todos los puntos vecinos en R. Sea ¢, la

restriccionde ¢ aU,,, conel atlas {(¢,,, U,)} hacen a .S una superficie de Riemann.

Seguimos con la funcién\/z que vamos a definir la raiz n-ésima de z de la si-
guiente forma

1 1 1 . 1 i(arg z+27Kk) | i0
\"/Z — elogzn — e;log(z) — e;(log|z|+1arg(z)) — |Z|;6’T —r /ner /n

Luego debemos analizar como se comporta la funcién para el caso n = 2,4/z, es
decir, la raiz cuadrada. De la discusion previa al tener la raiz cuadrada de z, quiere
decir que la funcién rodea dos veces al origen en el mismo lugar, entonceS\/E es
una funcién multivaluada en el plano complejo.

Como la funcién rodea dos veces al origen pero en lugares distintos, es convenien-
te subir de dimensidn nuestro dominio, para obtener una funcién univaluada.

Sea y(¢) el circulo unitario recorrido en forma dextrégira, tal que # va de 0 a 4
y(t) = ey f(r(1) =r/?"2

Lo que queremos ver es que si las dos hojas que se forman al dar dos vueltas son
una copia holomorfa al plano complejo, entonces tal y como lo hicimos para el
arg(z) y el log(z) podremos unirlas y formaran otra superficie de Riemann, que
denotaremos por S.

Si evaluamos en t = 0 tenemos y(0) = 1y f(y(0)) = f(1) por como definimos
a f(y(t)) tenemos f(1) = e"™* = 1 para cualquier k € Z, al hacer este recorri-
do y(¢) va tomando los valores {i, —i, —1} y f(¢) toma valores en el circulo imagen.

Al evaluar en t = 2z, y(2z) = 1 pero f(y2x)) = f(1) = e = —1 para
cualquier k € Z, al hacer esto y(¢) regresa a 1 pero f(¢) llega a tomar el valor de
—1, esto quiere decir que cuando ¢ toma estos dos valores se forma una hoja que
es una copia holomorfa al plano complejo.

Pero nos falta evaluar t = 4z tenemos y(4z) = 1y f(y(4x)) = f(1) en este caso
tendriamos que f(1) = e¢™* = 1 para cualquier k € Z, f(y(t)) estd regresando a
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Figura 3.20: Funciones y() y f(z) =1/z

1, y(¢) esta dando una segunda vuelta tomando nuevamente los valores {i, —i, —1}
mientras que f(f) toma valores en las otras raices en el semi-plano inferior, por lo
que se forma otra hoja que es copia holomorfa al plano complejo. Ver Figura 3.21

Im Im
A A
A
T ‘ 01 i 2 /b
< - 5 > Re < T < < »Re
et » O . - » 01
_/ “‘~. _—’/)
Hoja 1 Hoja 2
v v

Figura 3.21: Hojas de la funci(’)n\/z.

Después de dar las dos vueltas aseguramos que la transicion entre ellas es holomor-
fa, entonces obtenemos dos copias del plano complejo, que al unirlas formamos la
superficie S de Riemann. Que mostramos en la Figura 3.22.

P

Figura 3.22: Dominio de\/z
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Veamos que la superficie que construimos para la funci(’)n\/z es superficie de Rie-
mann: Sean @ = [z,g,] conn = 1,2 donde z € C ~ {0} tal que g, es la funcion
asociada a\/z definida como:

g,(2) = exp%(log(z) +2(n—1)xi) con n=1,2

La superficie S la podemos reescribir como S = {[z,n] : z€ C,n = 1,2}, donde
[z, n] son los elementos en la superficie .S con puntos en R? y n denota la hoja a la
que nos referimos; como lo hicimos para la funcién logaritmica, sea U, disco en
S conradio |z[,lacartaes ¢, : U, = C con [z,n] — z, por lo tanto el atlas que
define a ' es (U,, ¢,), con este atlas .S’ es superficie de Riemann.

Finalmente analicemos como se comporta la funcién \/E para el caso n = 3, \3/2
De lo aprendido en los casos anteriores y como tenemos la raiz ctbica de z, po-
demos decir que la imagen rodea tres veces al origen en el mismo lugar, es decir,
\3/2 es una funcion multivaluada en el plano complejo.

Supongamos que la funcidn si rodea tres veces al origen pero en distintos luga-
res, esto quiere decir que es conveniente subir de dimension nuestro dominio para
obtener una funcién univaluada.

Sea y(¢) el circulo unitario recorrido tres veces en forma dextrogira, t vade 0 a 6

y@) =€y fy() =rPe"P.

Para la primera y segunda vuelta ya conocemos el recorrido que sigue y(¢) y f(z)
ya que es el mismo que para \Z/E entonces solo nos queda analizar las funciones
en la tercera vuelta alrededor del circulo unitario, es decir, ya tenemos dos hojas
que son una copia holomorfa al plano complejo, pero hay que ver lo que pasa en
la tercera vuelta, si esta es o no una copia holomorfa del plano complejo.

Si evaluamos t = 6z tenemos y(6x) = 1y f(y(6x)) = f(1) = 1, como en la
Figura 3.20. y(¢) toma los valores {i, —i, —1} mientras que f(¢) toma valores en
las otras raices del semi-plano superior, entonces se forma una hoja que es una
copia holomorfa al plano complejo.

Im Im Im
A A A
< . & , A Y
4 6 A by 4 o3
< > Re “«— »Re <+ »Re
» 02 x O » 02
A
4 . A
Hoja 1 Hoja 2 Hoja 3

v v
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Como esta tercer vuelta si es una copia holomorfa al plano complejo, podemos
unirla con las otras dos hojas que ya teniamos, entonces se forma la superficie S
de Riemann.

Podemos visualizar al dominio y/z como una superficie en el espacio tal y como
se ilustra en la Figura 3.23.

Figura 3.23: Dominio y/z

Veamos que la superficie que construimos para la funcién \3/2 es superficie de
Riemann. Sera de forma aniloga que para la raiz cuadrada.

Seana = [z,g,] conn = 1,2,3 donde z € C~ {0} tal que g, es la funcion asociada
a \3/2 definida como:

g,(z) = exp%(log(z) +2(n—1ri) con n=1,2,3
La superficie S la podemos reescribir como S = {[z,n] : z€ C,n=1,2,3}, sea

U, disco en S con radio |z| lacartaes ¢, : U, = C con [z,n] — z, por lo tanto
el atlas que definea S es {(U,,¢,)}. Y S es superficie de Riemann.
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Resultados auxiliares previos al Teorema de
Uniformizacion

En este capitulo veremos varios resultados que necesitaremos para la demostra-
cion de teorema de Uniformizacion.

Empezaremos con las funciones armdnicas en superficies de Riemann: las funcio-
nes armonicas de una variable real forman una subclase de la clase de funciones
convexas. Aparte de definir a las funciones armoénicas, veremos algunas propieda-
des.

Definicion 4.1 [Funciones arménicas) Sea S una superficie de Riemann con el
atlas {(¢,.U,)} con a € A. Entonces una funcion con valores realesu : § — R
es armonica en S si y solo si para cada a, la composicion uod);l ¢p,U) > Res
armonica en ¢(U ).

-1
« u

TN

Pa

Figura 4.1: Funcion armoénica definida en una superficie ..

Sabemos que la parte real e imaginaria de una funcién holomorfa son armoénicas en
un disco abierto. Lo contrario también es cierto, cada funcidén armoénica a valores
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reales es la parte real o imaginaria de alguna funcion holomorfa. El comporta-
miento global de las funciones arménicas no es tan simple de analizar, porque en
una region arbitraria no todas las funciones arménicas son la parte real de alguna
funcion holomorfa.

Lo que nos interesa mostrar es que una funcién armoénica definida en una superfi-
cie de Riemann cualquiera es la parte real de una funcion holomorfa de la misma
superficie, pero para mostrar este hecho necesitamos un resultado previo.

Corolario 4.1 Sea S una superficie de Riemann simplemente conexa. Suponemos
que existe una coleccion de dominios {D, : a € A} en la superficie S con las
propiedades:

a

L. Ub,=S

2. Para cada a existe una familia F, de funciones holomorfas f : D, - R
tales que si f € F,y z € D, N Dy, entonces existe g : Dy — R en Fy con
f = g en una vecindad de z.

Entonces, para cada o podemos seleccionar una funcion h, en F, tal que h : S —
R definido por h(z) := h,(z) si z € D, es una funciéon holomorfa de valor tinico
en S.

Ya tenemos los elementos para demostrar el hecho que previamente nombramos.

Teorema 4.1 Sea u armonica en S superficie de Riemann simplemente conexa,
entonces u es la parte real de una funcién f holomorfa en S.

Demostracion:

Haremos la demostracién de la siguiente forma, primero empezaremos demostran-
dolo para una version local, es decir, en el plano, después uniremos las versiones
locales para que sean validas en toda la superficie S.

Empezamos con la version local: Sea u funcion armoénica en un disco abierto D en

. s du .9 .
el plano con centro en z,. Luego, definimos la funcioén g := a—" - za—" y esta satis-
X y

face las ecuaciones de Cauchy-Riemann por lo que es holomorfa en D, definimos
la funcion f como la integral indefinida de un solo valor sobre cualquier camino
de zyazen D.
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f(z2) =/ gwydw=U+iv
20
Satisface f(z,) =0y f’ = g en D. Entonces:

ox 0dy 0x dy

Por lo que u — U es constante, con u(z,) en D, deducimos que la funcion u(z) es
la parte real de f(z) + u(z).

Para la siguiente parte de la demostracion usaremos el corolario 4.1. Sea {D,, :
a« € A} una cubierta abierta de .S’ de discos paramétricos. La familia F,, esta for-
mada por funciones f que son holomorfas en .S con u = Re[ f], la existencia de
estas funciones est4 garantizada por la primera parte de esta demostracion y la dife-
rencia de dos funciones cualesquiera de la familia F, es una constante imaginaria,
solo quedaria verificar la hipdtesis del teorema 4.1 para poder usarlo con libertad.
Supongamos que z € D, N D, y la funcion f € F,, tomamos cualquier funcion
g € Dy al agregar una constante imaginaria podemos asumir que g(z) = f(z),
la diferencia f — g tiene una parte real cero en el conjunto abierto D, N Dy y es
constante, como z se encuentra en D, N D, tenemos f = g cerca de z. Mostramos
que cumple con la hipétesis del corolario 4.1, es aplicable y produce a la funcién
holomorfa deseada A en la superficie .S con u = Re[h]. ]

El siguiente ejemplo muestra este fendmeno pero sobre un disco perforado, en el
sentido de que cualquier funcién arménica de valor real en un disco perforado es
la parte real de alguna funcién holomorfa en el disco perforado méas una constante
real multiplicada por la funcién que en este caso sera la funcién log | z|.

Ejemplo 4.1 Consideramos la funcionlog |z| definida en un disco perforado abier-
to centrado en el origen, esta funcion es armonica, pero no es la parte real de
ninguna otra funcion holomorfa definida en el mismo disco perforado.

En las regiones simplemente conexas, cada funcién arménica de valor real es la
parte real de alguna otra funcién holomorfa en la regién dada mas algunos térmi-
nos logaritmicos.

Se dice que una funcién v es la conjugada armoénica de una funcién armoénica u
si u + iv es holomorfa. Una conjugada armoénica de la funcién u armoénica siem-
pre existe localmente y globalmente en cualquier superficie simplemente conexa.
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Con ayuda de lo anterior mostremos el siguiente ejemplo (que esencialmente es
continuacion del ejemplo visto anteriormente).

Ejemplo 4.2 Consideremos la funcion u(z) = log|z| que es armonica en C* y
cualquier conjugada armonica local es una eleccion continua de un solo valor de
arg(z), Para probar que no existe una conjugada armonica de la funcion u en C*.
Supongamos que v es la conjugada armonica y h(z) = v(z) + v(z), h es continua
y con valor de arg(z)z esto mapea a la superficie C* en 2nk con k € Z.

Por lo tanto, h es constante en C* con h(1) = h(—1) se sigue que v(1) = v(—1) lo
cual es falso pues v(z) = arg(z).

Con el siguiente teorema demostraremos que este ejemplo es esencialmente tnico.

Teorema 4.2 Sea u una funcion armonica en el disco perforado A = {z . 0 <
|z| < r}, entonces existen niimero real ¢ y una funcion f holomorfa en A con
u(z) = clog|z| + Re[f(z)]. Ademds, si u es acotada en A entonces ¢ = 0y u se
extiende a una funciéon armonica a lo largo del disco {z : |z| < r}.

Demostracion:

La funcién u(z) — klog |z| es armoénica en la regidon A para cualquier constante k
entonces la funcién

g(2) = (% - %) (u(z) - klog |z])

es holomorfa en A porque

Y debido a que el término entre paréntesis ya vimos anteriormente que es holo-
morfo en A, podemos elegir kK de modo que la expansion de Laurent de g en A no
tendra un término que involucre é Entonces la integral de g sobre cualquier curva
cerrada en A es cero y por lo tanto g tiene una integral indefinida de un unico va-
lor f, exactamente como lo hicimos en la demostracién del teorema anterior. Asi
obtenemos u(z) — k log | z| = Re[ f(z)] + cte. Con esto ya demostramos la primera
parte del teorema. Ademas, absorbiendo la constante en f, podemos suponer que
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u(z) = clog|z| + Re[f(z)] se cumple.
Para u(z) = clog|z| + Re[f(z)] podemos ver el valor medio de u sobre el circulo
t=|z|es

c logt+ReL'/ &a’z
27i Jioyz 2

Y por el teorema de Cauchy (apéndice 4 - A) la integral es independiente de 7.

Si ahora asumimos que la funcién u es acotada en A, entonces también lo es este
valor medioy sit — 0 obtenemos ¢ = 0. Deducimos queu = Re[f]y |Re[f]| < m
en A. Si f tiene un polo en el origen, entonces { o } U f(A) es un conjunto abierto en
la esfera y entonces Re[ f] no es acotada en A, si f tiene una singularidad esencial
en el origen, por lo que concluimos que f debe estar acotada en una vecindad del
origen.

Por lo tanto f extiende a la funcién holomorfa en {z : |z| < r} y tenemos u =

Re[f]. [

Para mayor facilidad introduciremos la siguiente notacién. Cuando tengamos una
funcion de valor real u definida en un subdominio D de la superficie de Riemann
S, decimos que la funcién ¢ en 0 D domina au en d D, lo escribimos como u << ¢
en dD.

Corolario 4.2 Sea D un subdominio de la superficie de Riemann Sy suponemos
que D tiene una cerradura compacta en S. Si u es armonica en D'y siu < m en
0D para alguna constante m, entoncesu < men D 6 u =m a lo largo de D.

Demostracion:

Tomamos la sucesion {z,} en D con u(z,) — sup{u(z) : z € D} cuando n — oo,
como la sucesion z, se encuentra en la cerradura del compacto D, la subsucesion
converge a algin w € D. Asi tenemos dos casos:

» Si w € D, entonces la funcién u alcanza su maximo en w por lo que u es
constante en D.

» Siw € 0D, entonces en la subsucesion tenemos sup u(z) = limu(z,) < m,
zeD
por lo que u es constante.

En ambos casos, se sigue la conclusion. |
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Ahora veremos las funciones subarmonicas en superficies de Riemann. Supone-
mos que la funcion u es convexa, la funcién A es armonica y tenemos la siguiente
definicidn:

Definicion 4.2 La funcion u es subarmonica en la superficie de Riemann S si

1. u: 8 — [—o00,00) es continua.

2. Si h es armoénica y satisface u < h a través del dominio plano D en S,
entonces también se cumple u < hen D ou = h en D.

Ejemplo 4.3 Veamos que la funcion log |z| es subarménica en C.

Sea u(z) = log |z| y h arménico que satisfacen u < h en el dominio D. Entonces,
la funcion h — u es no negativa y armoénica en D ~ {0} ademds es continua, asi
tenemos que h = u a través de D~ {0} o h > u a través de D~ {0}, solo queda ver
los casos:

» Si 0 € D, entonces se cumple (2), asi tenemos la conclusion deseada.

» Si0 € D, entonces u < h cerca de 0, se sigue que u < hen D~ {0} y en D.

Por lo que u(z) = log |z| es subarmonica en C.

El siguiente resultado se obtiene al tomar a la funcién £ constante e igual al sup u.
Obtenemos el Principio del Méaximo para funciones subarmonicas.

Teorema 4.3 [ Principio del Mdximo para funciones subarmonicas | Sea u una
funciéon armonica en el dominio D en C.

(a) Siu alcanza un maximo global en D, entonces u es constante.

(b) Si D es acotada y lirré supu(z) < 0 para todo ¢ € 0D, entonces u <0 en D.

Demostracion:

= Suponemos que u alcanza su valor maximo M en D, definimos los conjuntos
A:={ze€e D :uz<M}yK ={ze€ D : uz) = M}. Aesun
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conjunto abierto ya que u es semicontinuo superiormente, el conjunto K es
abierto igualmente debido a la propiedad del valor medio para funciones
subarmonicas, cualquier circulo suficientemente pequefio al rededor de z €
K debe estar en K, porque si no es asi entonces existe un circulo que se
intersecta con A 'y como A es abierta, la interseccién contendra un segmento
de longitud finita, por lo tanto, el valor medio de la integral serd menor que
2z M por la propiedad del valor medio local.

Por supuesto, A y K son particiéon de D, donde D es conexo, uno de los dos
conjuntos debe ser vacio. El conjunto K no es vacio, porloque A =y
queda demostrado el inciso (a).

= Extendamos a la funcién u hasta el limite de D por u(§) = liné} sup u(z) para

& € 0D, entonces la funcién u es semicontinua superiormente en B, dado
que el dominio Des compacto por lo que u alcanza su maximo en D.Siel
punto maximo estd en D, entonces u = 0 en D por el inciso (a).

Si el punto maximo esta en la frontera de D, entonces u < 0 en D.

O

El siguiente resultado nos permite extender funciones subarmoénicas locales pa-
ra obtener una funcién subarmonica global.

Teorema 4.4 Sea { D, : a € A} una cubierta abierta de S superficie de Riemann
y supongamos que u,, es subarmonica en D,,. Si v(z) = sup{u,(z) : a € A} se al-
canza en cada z tal que z € D, es continua, entonces la funcion v es subarmonica
enS.

Demostracion:

Tomamos cualquier dominio plano D y cualquier funcién arménica A que satisfa-
cev < hen D. Asidefinimos A :={z : v(z) < h(z)} y B :={z : v(z) = h(z)} .
Como vy h son funciones continuas, A es un subconjunto abierto de D. Si w € B,
entonces existe algin ff que uy(z) < v(z) < h(z) donde z esté cerca de w, tomando
en cuenta cuando z = w, entonces ug = hy Uug=v= h cerca de w.

Finalmente esto prueba que B es abierto y como D es conexo tenemos que D = A
oD =B. Il
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A continuacidn definiremos una nueva funcién que en realidad es la funcién u so-
lo con algunas modificaciones respecto al domino D. La definimos de la siguiente
forma.

Definicion 4.3 A la siguiente funcion se le llama modificacion de Poisson de u en

D:
. ) u(z) sizeD
up(z) = { u(z) siz¢D

Probaremos que la funcién antes definida es subarmonica y esta relacionada con
la funcién original u y u* (funcién subarmonica en el interior de D).

Teorema 4.5 u,, es subarmonicay satisface up, > uen S.

Demostracion:

Por el Principio del Méximo para funciones subarmonicas (teorema 4.3) tenemos
u* > uen D, entonces u, > u'y por la proposicién antes demostrada si lo aplica-
mos auen Sy u* en el interior de D muestra que u, es una funcién subarmoénica
en.S. [l

Ya vimos a las funciones armonicas y como se relacionan con las funciones subar-
monicas ademas de ver su relacion con las funciones holomorfas. Pero si unimos
de alguna forma a las funciones subarmonicas para formar una familia de ellas ;Se
seguiran cumpliendo las mismas propiedades o como se comportara esta nueva fa-
milia?

A continuacion hablaremos de como se construye a la Familia de Perron, las pro-
piedades que cumple, ademéas del Método de Perron que después nos ayudara a
resolver el Problema de Dirichlet, aunque en capitulos anteriores lo hicimos para
una region cualquiera A, veremos comos se adapta a las superficies de Riemann.
El matemético aleman Oskar Perron hizo numerosas contribuciones a las ecua-
ciones diferenciales y ecuaciones diferenciales parciales, incluyendo el Método de
Perron también conocido como el método de funciones subarmonicas y la familia
de Perron como su nombre lo dice.

Antes de empezar a construir a la familia de Perron necesitamos introducir lo que
son los arménicos mayorante, esto nos ayudard a comparar funciones arménicas
con otras y asi después poder determinar si se encuentran o no en la familia de una
superficie delimitada.
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En este momento consideramos F como la familia de funciones donde cada una
de las funciones es subarmoénica en una superficie de Riemann .S. Un arménico
mayorante en S es el que satisface f < h para cada f € F. A su vez también
tenemos el armdnico minimo mayorante que es un arménico mayorante 4 de F y
que satisface h < g para cada arménico mayorante g de F.

Sea F una sucesion de funciones armoénicas positivas 0 < u; < u, < ... S1
u; = u; es un punto de .S de modo que u; = u;, entonces podemos superar 0 <
u; < u, < ....Porladesigualdad de Harnack (apéndice 2 - A), la sucesion u,(w)
converge uniformemente a +oco cuando n — oo en cada subconjunto compacto de
S'. En dado caso que esto no sea asi tenemos 0 < u,(z) —u;(z) < mlu,(z) —u,(z)]
en K siempre que n > k, pero en el capitulo anterior vimos que u, — u, €s una
funcién armonica positiva. Si tuvieramos una sucesion de u;, u,, ... creciente de

funciones armonicas en S, u(z) = lim u,(z), entonces u, converge uniformemente
n—0oo

a u en un subconjunto compactode Sy u = +ocoen S ou < +o0o y es armdnico
en S.

Ahora lo que queremos es hacer lo mismo pero con familias arbitrarias, solo que
en las familias mas generales, la propiedad de ser monétonas se reemplaza por ser
dirigidas. Para eso debemos de definir cuando un conjunto este dirigido.

Definicion 4.4 Sea F una familia de funciones reales definidas en un conjunto X.
Decimos que F se dirige (hacia arriba) si para todo f'y g en F existe una funcion
he€ F conh>max{f,g}.

Con esta definicion el papel del limite de una sucesidn creciente debe ahora ser
asumido por el supremo de una familia dirigida, asi tendremos el siguiente resul-
tado, que es muy parecido a lo dicho anteriormente solo que ahora trabajaremos
con el supremo de la familia de funciones:

Proposicion 4.1 Sea F una familia de funciones cada una dirigida a una funcion
armonicaen Sy sea s(z) = sup{u(z) : u € F}. Entonces s = +ocoenSos < +oo
y es armonica en S.

Demostracion:

Para cada punto z* en S, podemos encontrar una sucesion de funciones en F
tal que u,(z*) = s(z*). Como F es dirigida, podemos encontrar otras funciones

U;,U,,... en F talque v, = u; conv,,, > max{v,,u,} entonces v; < v, < ... y
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v,(z*) = s(z*) (la sucesion (v,) es maximal de z*).

Si s(z*) = 400 entonces v, = +ooen Sy s = +oo en .S. Por otro lado s < +o0 en
S asumimos que esto es asi. Solo queda ver que es armoénicaen .S. Ahora sea z, ma-
ximal en (f,,) y sea z, maximal en (g, ), podemos encontrar una sucesion de funcio-
nes hy, h,, ... en F que cumple con h; > max{f,g}lyh,,, > max{f, . &.1>N,}
entonces z, y z, es maximal de (4,,), se sigue que f, = f, g, = gy h, = hque
cumplencon f < A, f(z,) = h(z,)y g £ h, g(z,) = h(z,), entonces como las tres
funciones f, g y h son armoénicas se sigue que f = h=genS.

Por lo que z, es miximal de la sucesion (f,), pero recordemos que los puntos
son arbitrarios, es decir, z, es arbitrario asi que (f,,) es maximal en cualquier pun-
tode S,porloque s = f = }Lrg /., Yy esto es armonico. |

Finalmente para construir a la familia de Perron solo falta cambiar a las funciones
subarmonicas en vez de las funciones armoénicas.

Definicion 4.5 Sea F una familia de funciones tal que cada funcién en F es subar-
monica en S. Decimos que F es una familia de Perron si:

1. Si f,g € F entonces max{ f,g} estd en F.

2. Para cada funcion f € F y cada disco paramétrico D, tenemos la modifi-
cacion de Poisson como lo habiamos definido en la Definicion 4.3 f, de f
en D también estd en F.

Con esta definicion restringimos nuestra atencion al disco paramétrico D, podemos
reemplazar cada funcioén f por su modificacion de Poisson méas grande f,, por lo
que si consideramos el supremo de f, podemos considerar que existe el supremo
sobre la familia F}, de funciones armonicas f,.

Asi que dado f|, y g, en F), tenemos h,, > max{ f), g,} donde h = max{f, g}
estd en F, entonces h;, € F y es dirigido. Por el teorema antes demostrado se

sigue que s(z) = supu(z) es +oo en D o es < +oo. Por la conexidad de la superficie
ueF
una de las anteriores opciones se mantiene en todo .S, asi se establece el siguiente

resultado, que le llamaremos el teorema de Perron:
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Teorema 4.6 [ Teorema de Perron | El supremo de la familia de Perron en S es
+o00 en todo S o es finito y armonico en todo S.

Demostracion:

Si cada familia F, es una familia de Perron en .S, entonces también lo es F =
N, F,. sea F, la coleccién de todas las familias de Perron que contienen a F*
donde F* es una familia de funciones subarmonicas en .

Se sigue que F es la familia de Perron mas pequefia que contiene a F* y el su-
premo que es s es el armonico mayorante de F* o es +oo0 en todo S. Sea h el
armonico mayorante de F*, la familia de funciones F), subarmoénicas v con v < h,
esta familia de Perron es la que contiene a F*, entonces F' C F), esto produce que

s(z) =sup{v(z) : ve F} <sup{v(z) : vE€ F,} = h(z)

porque i € F,. Por lo que en realidad s es el menor armdnico mayorante de F*. []

El teorema de Perron nos ayuda a identificar el arménico minimo mayorante de
una familia de Perron al identificar su supremo. Ademas, este teorema sera de vi-
tal ayuda para encontrar la solucidn al problema de Dirichlet, aunque en el capitulo
anterior vimos el método para una region arbitraria acotada, lo que ahora haremos
serd adaptar el problema de Dirichlet para un dominio con cerradura compacta
en .S una superficie de Riemann y f una funcién continua de valor real en 0D |,
Existira una funcién A que sea armonica en D con h = f en dD? A continuacidn
mostraremos la existencia de dicha funcién.

Sea F = {u : ues subarmoénica en D, u << f en dD} y definimos h,(z) 1=

sup u(z). Como Des compacto, entonces f es acotado, decimos | f| < M, asi que
ueF
la constante —M estd en F y por el Principio del Maximou < M paratodou € F.

Porlo que —M < h, < M en D, de este modo es claro que F es una familia de
Perron, entonces la funcién A s es armonica en D. Podemos observar que si A es
solucion del problema de Dirichlet, entonces h € F, ademas, de que h < h,.

Por otro lado, si u € F entonces u << h en dD, porque recordemos que esta-
mos usando el hecho de que h = f, entonces u — h << Oen D ydonde u < hen
D. Asi h; < h, por lo que h = h,.Esto muestra que si la solucion existe seria A .
Ahora como h existe y es armonica en D es natural preguntarnos ;, cuales son los
valores de frontera de A 7 ? Tenemos la solucidn al problema, para cada £ en 0D
con z € D tenemos lzl_r)l’gl h(z) = f(&).
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Aparentemente podemos ver que el problema ya esti resuelto, pero veamos un
ejemplo donde existe i, y podemos asignarle valores que aparentemente solucio-
nan el problema de Dirichlet.

Ejemplo 4.4 Sea D = {z : 0 < |z| < 1} con f(z) = |z| en dD, entonces
0<h,<1yh, esarmonicaen D.

La funcion u(z) = 1+elog |z| con € > 0 pertenece a F cuando € — 0. Obtenemos
h; = 1en D, entonces h, debe cumplir con el valor de frontera en |z| = 1 pero
no en el punto aislado z = 0.

Esto muestra que el problema original no siempre tiene solucioén. Lo que haremos
serd obtener condiciones de frontera tanto holomorfas como geométricas para que
ling h,(z) = f(&) sea valido en un punto particular &.

Z—

Empezaremos con el criterio holomorfo, que es mostrar la existencia de una fun-
cién subarménica en D, donde se sefiala a £ como un punto limite especial, esta
funcidn se usa para construir y comparar funciones en F. De esta manera se usa
para obtener informaci6n sobre los valores de frontera de A .

Definicion 4.6 Sea & un punto limite en el dominio D. Entonces w es barrera de
& si:

1) w es subarmoénica en D.

2) w(z) — 0 cuando z — & en D.

3) Para cada vecindad N de & tenemos sup w(z) <0
zeED\N

Teorema 4.7 Sea D un dominio con cerradura compacta contenido en S super-
ficie de Riemann. Suponemos que f . 0D — S es acotada y continua en el punto
& € 0D. Sila barrera existe en &, entonces h, — f(&) cuando z - £y z € D.

Demostracion:

Sean a y f tal que « < f(&) < p, entonces existe una vecindad N % & con
a< f(§)<pfenoDN N yexisteunm > 0 con w(z) < —m < 0en D~ N donde
w es barrera de &.
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Como f es acotado en d D, lo escribimos como | f| < M donde tomamos M > f.
Mostremos que v,(z) < h(z) < v,(z) donde a cada una de estas funciones las
podemos definir como:

a+ M

> max{—m, w(z)}

vl(z)=a+<

ld@=ﬁ—<Mi£> w(z).

Tomando z en D cuando tiende a £ tenemos:
a < £grg1nf h(z) < £1_r)r§1hf(z) <p.

Como a y f acotan a f(£) podemos dejar que ambos tiendan a dicha funcién pa-
ra obtener que h (&) — f(£). Por otro lado, observamos que v, es una funcion
subarmoénica en el dominio D, es mas al considerar w < O en D N N yw < —m
en D~ N tenemos:

bi(2) = =-M enD\F
: B <a enDnN.

Por lo que v; << f endD, donde v, € F y por como definimos a F, entonces
vy < hy.

Queda mostrar que h, < v,, para eso tomamos cualquier funcion u en F'y de-
finimos:

M —
zmm=mm+<—;ﬁ>ww

usando las mismas estimaciones para w que usamos en la funcién v, tenemos:

Ul(z)={sﬂ enD\Ji
<u(z) enDNN

Entonces u; << f en dD, donde se cumple que u; < f en D.
Al tomar el supremo de u en F obtenemos &, + M w(z) < pparaelcual h, < v,.

Por lo que ya mostramos que v,(z) < h f(z) < uz(z) Il

Ahora veamos el criterio geométrico para la existencia de una barrea en un punto
& € 0D, para eso veremos el siguiente resultado.
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Teorema 4.8 Sea D un dominio en S superficie de Riemann, suponemos & € dD.
Si existe un grdfico en el atlas (¢p,U) de S con & € U cumple con ¢p(&) = 0,
¢U) = A tal que la curva ¢~'(t) y —1 < t < 0 se encuentra fuera de D, entonces
D tiene una barrera en &.

Demostracion:

Observemos que ¢(U N D) esta contenido en A’ = A~ (=1, 0]. Podemos definir
una funcién holomorfa ¢ € A’ como ¢(z) = z% donde | arg(z}t)l < f.

Entonces la funcién h(z) = Re[—q(z)] es armdnica y negativaen A’ y h(z) — 0
cuando z — 0.

Por el teorema 4.4 aplicado a las dos funciones en Dy z — r(¢pz) en U N D pro-
porciona una barrera en &. ]

Ya mostramos la existencia de la funcidén solucion del problema de Dirichlet, ade-
mas de dar criterios para las condiciones de frontera de dicha solucidn.

Nos falta ver lo que son las funciones de Green para eso consideramos el dominio
plano D, existe una carga puntual en £ en D. La funcidén es armoénica en D excepto
por una singularidad logaritmica en & y desaparece en d D. Una carga puntual tiene
un valor log(z) que es continuo en todas partes excepto en ella misma, como ya
vimos anteriormente.

Supongamos que existe una biyeccién conforme f de D sobre A con f(&) = 0,
debido a que | f(z)| — 1 cuando |z| — dD tenemos que g(z,&) = —log | f(z)|.
Tenemos que invertir estas ideas para poder establecer la existencia de f, primero
derivando la existencia de g(z, &), suponiendo que D es un dominio el cual cada
punto de 0D tiene una barrera. Para £ podemos encontrar una solucion del pro-
blema de Dirichlet u con valores en la frontera dados por ¢(z) = log |z — &| con
z € dD y se define g*(z, &) = u(z) — log |z — £| aunque tenemos un problema, ya
que la construccion de esta funcidon depende de dD y las superficies de Riemann
generalmente no tienen una frontera, asi que debemos de usar otro enfoque.

Sea & cualquier punto en la superficie de Riemann .S, denotamos como F(z) a
la familia de funciones de v que cumple con las propiedades:
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1. La funcién v es subarménica en S \ {&}.

2. v = 0 cuando esta cerca del punto limite ideal, es decir, cuando esta fuera
de un conjunto compacto.

3. Para cualquier grafico ¢ en & tenemos v(z) + log |¢p(z) — ¢p(&)| esta acotado
por arriba cerca de ¢.

Aungque el punto 3. es independiente del grafico ¢ y se puede expresar como v(z)+
log |z—&| < M. Por el teorema 4.6, F(z) es una familia de Perron de las funciones
en S\ {&}, asi g(z) = sup u(z) es identicamente +oo en .S\ {£} o0 es armOnica

veF (&)
en S\ {&}.
Por todo lo anterior finalmente tenemos una definicion para la funcion de Green.

Definicion 4.7 Si g es armonico escribimos g(z, &) para g(z) y la llamamos fun-
cién de Green en .S con singularidad en &.

Ahora debemos de identificar a g(z, &) con g*(z,&) como la habiamos definido
anteriormente, asumamos que existe g(z, £). Queremos mostrar que estas dos fun-
ciones son iguales, empezaremos con dado € > 0 existe un subconjunto compacto
K de D tal que g* < e en D~ K, entonces max{0, g*(z,&) — e} € F(&) se sigue
que g*(z,¢€) — € < g(z, &), cuando hacemos que € — 0 tenemos g* < g.

Para la otra desigualdad tomamos v € F(&) y € > 0, entonces u(z) = v(z) — (1 +
€)g*(z, &) es subarmoénica en D \ {£}. Tenemos que u(z) - —oo cuando z — &'y
u << 0en dD. Por el Principio del Maximo (teorema 4.10) obtenemos u < 0 en
D~ {&}. Dejando € — 0 obtenemos v < g* y donde g < g*.

Por dltimo debemos de ver que g(z, &) cumple con las tres propiedades antes des-
critas ya que esto no es trivial. Lo haremos con el siguiente teorema.

Teorema 4.9 Sea g(z, &) funcion de Green para S, entonces:

1. g es positivo, finito y armonico en S ~ {£}.
2. inf g(z,&) = 0, es decir, g(z,&) = 0 cuando & € 0S.
3. g(z,&) =—log|z—&| + o(l) cerca de &.

Demostracion:
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1. Tomamos Q discos paramétricos acotados en un atlas (¢, U) en £ tenemos

P() =0y z(Q) = A, asi z = log <%|z|> con la funcién armonica v por

consiguiente v(z) = log (%lqﬁ(z)l) en O\ {&}, por el teorema 4.4 en v en

s~ {&} obtenemos la funcién v* en F (), cerca de & tenemos:

tog (316(2)1) = v"(2) < 82,0

Entonces g(z, &) — oo cuando z — &, por lo que la funcidn g no es constante
y g es positivo en S \ {£}.

2. Para mostrar que in f g(z,&) = 0, tomamos cualquier € en el intervalo (0, 1)
y cualquier w en F(§), cerca de £ tenemos:

(1 - w(z) < gz, &) — infg(z,&)
(1 - )w(z) - g(2,8) < (1 —€) [M —log [¢(2)]] +log ¢(z)] + o(1)
= elog |(2)] + o(1)

Esta desigualdad tiende a —oo cuando z — &, por lo que (1 — e)w(z) <
g(z,&) —inf g(z,&) en S\ {&}, si € — 0y tomamos el supremo sobre w,
como g(z,&) > 0, entonces infg(z,&) < 0porloqueinfg(z,&) =0.

3. Ahora tomamos cualquier funcion u en F (&), con € > 0 en F(§) tenemos:
w(z) = (I + e)v(z) < (M —log |p(2)]) + (1 + €) log(z|p(2)])

cuando z — ¢ la desigualdad tiende a —oo, asumimos que QestienU y por
el Principio del Maximo en O ~ {£} obtenemos:

u(z) — (1 + e)v(z) < suplu(z) — (1 + e)v(z)]
20

= [s(;lQp u(z)] + (1 + €)log(2)1]

Cuando ¢ — 0 reemplazamos u por g y tomamos el supremo sobre u enton-
ces:

2(z,&) < —log |p(2)| + S(;JQP g(z,%)

con log (4(2)]) = v"(2) < g(z.¢) tenemos g(z,£) = —log|z = &| +o(1)
cercade &.

[
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Ahora enunciamos el Principio del Maximo clasico.

Teorema 4.10 [Principio del Mdximo Cldsico | Una funcion no constante u es
armonica dentro de una region acotada G y continua en su cerradura, alcanza
sus valores mdaximo y minimo solo en el limite de la region. Asi u tiene mdximo
(o minimo) en z, € G, es decir, si u(z) < u(z,) (o u(z) > u(z,)) para z en una
vecindad B(z, €) de z,, entonces u = cte en B(z, €).

Demostracion:

Tenemos un disco alrededor de z,, donde u = Ref para alguna f holomorfa.
Entonces e/® es holomorfo y |e/®)| = ¢“?). Asi, puesto que e* es estrictamente
creciente en x, para todo real x, los maximos de u son los mismo que aquellos de
le/|. Pero conocemos que e’ es constante en una vecindad de z,, por lo tanto e* y
por ende u es constante. 1

Luego presentamos el Principio del Maximo Relativo que en este caso es una de-
finicion.

Definicion 4.8 [ Principio del Mdximo Relativo | Sea S una superficie de Riemann
y K un subconjunto compacto de S, decimos que S satisface el Principio del
Mdximo Relativo K si cada funcién arménica acotada f : S~ K — R tiene la

propiedad que sup f(&) = lim f(&).[1, pdg. 585]
EESNK E—0K

Seguimos con el teorema de Liouville:

Teorema 4.11 [ Teorema de Liouville | Si f(z) es una funcion holomorfa en el
plano complejo (ie. entera) y acotada entonces f(z) es constante. [8]
Demostracion:

Dado que | f(z)] £ M para cualquier z € C, al utilizar la estimacién de Cauchy
para derivadas, que se deduce de la formula integral de Cauchy, tenemos que en el
disco centrado en z, de cualquier radio r > 0 obtenemos:

1zl < M
;

Cuando hacemos r — oo obtenemos f’(z,) = 0 esto se cumple para todo z, € C.
Por lo tanto, f(z) es constante, en todo C Il
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Ahora veremos una generalizacion del teorema de Liouville.

Teorema 4.12 [ Teorema de Liouville Generalizado | Cualquier funcion holomor-
fa f : X — C, con X compacto es constante.

Demostracion:

Ya que f es holomorfa, | f| es continua en X compacto, por lo que | f| alcanza su
valor maximo en algtin punto de X. Ademéis, como X es acotado f se puede exten-
der continuamente a X entonces | f] alcanza su maximo sobre X (} = X UdX),
por lo que el maximo de | f| no se alcanza en la frontera de X, entonces por el
Principio del Médulo Maximo (teorema 4.20) f debe ser constante. [l

Ahora damos la definicion de curva divergente.

Definicion 4.9 [ Curva divergente | Una curva divergente en S es un conjunto de
pedazos de curvas holomorfas ¢ : [0, 0] — S tales que para cualquier conjunto
K C S compacto se tiene que ¢~' (K) también es compacta. [1, pdg. 586]

Teorema 4.13 Sea S una superficie de Riemann, si existe una funcion armonica
acotada f . S — R la cual no es constante, entonces para todo compacto K C .S
con Int(K) # 0, el Principio del Mdximo Relativo a K no es vdlido y S tiene una
funcién de Green con singularidad en cualquier punto &, € S. [1, pdg. 585]

Demostracion:

Si demostramos la invalidez del Principio del Maximo Relativo (definicién 4.8)
en K implicar la existencia de la funcién de Green con singularidad en un punto
arbitrario &, € I'nt(K).

Supongamos que el Principio del Maximo Relativo es valido y también suponemos
que existe una funcién s que es armoénica no constante en .S. Entonces A tiene un
maximo en K. El maximo que tiene A es un maximo global, pero esto contradice
el Principio del Maximo Relativo.

Por lo tanto el Principio del Maximo Relativo es invalido en K y S tiene una
funcién de Green con singularidad en cualquier punto. ]
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Teorema 4.14 Sea S, y S superficies de Riemann'y S C S,. Si 0S es una unién
cerrada finita de pedazos de curvas holomorfas, entonces: [1, pdg. 586]

(i) S tiene una funcion de Green con singularidad en &, g(€, &)

(1) glirg}g 88, &) =0.

Demostracion:

Para (i) usamos el teorema 4.13, se sigue que .S tiene una funcién de Green.

Probamos (i1): Sea C un pequefio circulo alrededor de &,. Pero si tenemos S y
S, superficies de Riemann y .S C 5|, ademas 0.5 es una unién finita de arcos
cerrados holomorfos, entonces para toda funcién continua acotada f : 95 — R
existe h 1 S — R tal que cumple tres condiciones:

1. |h| = sup | f].
2. h|S es armoénica.

3. h|dS = f.

Asi podemos resolver el Problema de Dirichlet a fuera de C con los siguientes da-
tos f|C =gy f|dS = 0. Llamamos a la funcién que es la solucion, A.

Por el Principio del Maximo para funciones subarmonicas (teorema 4.3), A es li-
mite superior para todas las funciones s que se encuentran en la familia de Perron
F definida g(&, &)).

Se sigue que él_i)rg}? g(&,&,) £0.Donde la funcion subarménica s(§) = 0 se encuen-

traen F, asi que lim g(&, &,) > 0. O

Teorema 4.15 Para todo t > 0, S, es simplemente conexo y para cualquier &, €
S, entonces S, admite funcion de Green con singularidad en &, atin mds élir(% g(& &) =

0. [1, pdg. 587,589]

Demostracion:

Sea .S, C Sy dsS, es una coleccion finita de pedazos de curvas holomorfas, ademas
usando el teorema 4.14 tenemos que .S, tiene una funcién de Green para todo ¢ > 0.
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Fijamos un 7, y afirmamos que S, es simplemente conexa para todo .
Sea a una curva cerrada en .S, que inicia en &,, definimos:

A(a) := {t € [t), ] : a es nulo-homotdpico en S, }

donde a es nulo-homotopico en S y la homotopia tiene lugar en un subconjunto
compacto de .S donde A(a) # 0y es abierto.

Para ver que A(a) es cerrado, observamos que si f; € A(a) entonces también lo es
para todo t > t,. Definimos 7, :=1inf{f : t € A(a)} y elegimos un disco pequefio
D sobre ¢(1,).

Existe una homotopia F; de a al mapeo constante ¢, en .S, .. Ademas, elegimos
una funcién homeomorfa 4 de D de modo que se cumple h|0D = Id, es decir,
h se mueve de ¢(t, + €) a ¢(t, — €). h se puede extenderse por la identidad a un
homeomorfismo de S, entonces ho F,(I%) C S,2 donde t, € A(a) y A(a) cerrado.
Como [7,, o] y por como definimos A(a), resultaque t, = t, y a es nulo-homotdpico
en s, .

Por lo tanto él_ig}q g, &) =0. [l

Para la demostracion del teorema 4,14 necesitaremos de varios resultados auxilia-
res, primero veremos el teorema de distorsion de Koebe.

Para la demostracion de este resultado primero necesitaremos la ayuda de resulta-
dos auxiliares. Primero vamos a definir la funcion de Koebe.

Definicion 4.10 [ Funcion de Koebe | La funcion de Koebe es una funcion del
disco unitario a C como K : A — C se expresa como:

L z
K(z) := —(1 ey z€A

Luego de definir una funcion de Koebe necesitaremos de un lema.

Lema 4.1 Para toda funcion f € G y considerando cualquier z € A con |z| =

r < 1 se cumple que:
‘ zf"(z) 3 2r? ‘ < 4r
f(z) 1—=r2) |7 1=1r2

Demostracion:
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Sea z, € Ay consideramos el siguiente automorfismo del disco unitario, A:

w+ z,

¢, (W) =

Ya que qsz(w) es univalente, la composicion (f o¢ZO) es univalente, esta composi-
cion primero manda z, al origen y después el origen lo manda a f(z).

Para que pertenezca a la clase G primero calculamos los dos primeros coeficien-
tes de la serie de Taylor de la composicion (fo¢, ) alrededor de 0, el primero es
(f °¢z0)(0) = f(z,), para el segundo término primero notemos:

(fo. ) (w) = [, (W), (w),

Luego calculamos:

L w + o)1 = wZ) — <= [1 — wZgl(w + z))

/ dw
w)=
,(w) (1 + wzg)?
(1= wE) | L) + 2L (z0)| = W+ 20) [Ty 2= (=) + (1)
B (1 + wz,)?
(= wFy) — (~wEy = |zl)
(- wz,P
L z)?
(- wzp?
Entonces tenemos que:
1+ |z,)?

(fod. ) (w) = f'(¢ (w))

(1 — wz,)?

al evaluar en cero tenemos (f oq’)zO)’ (0) = f'(zo)(1 + |zy|?). La serie de Taylor se
ve de la siguiente forma:

(fod. )w) = f(zo) + f'(z)(1 + 2o )(w) + . ..

63



Con esto ya podemos determinar una funcion que ahora si pertenece a .S porque
es una transformacion de la funcion de Koebe:

_ [, (W) = f(zp)

h = .
W) = o + 12D

Al evaluar en cero podemos ver que el primer término es cero. Ahora debemos
de calcular el siguiente término de la serie de Taylor de A alrededor del origen,
calculando la primera derivada y haciendo un cambio de varible M = f’(z,)(1 +
|zo|?) tenemos que:

M == f($p(w)) = == f(29) = == M[f ($(w)) = f(2))]

h(w) =

M?2
_ M/ ()" (w)] ~ [f (W) ~ f(z)10)
M?2
_ [ (@w)¢'(w)
= v ,

Evaluamos en cero y tenemos:

BUACHREN

W (0) = =
© J' Gzl + |z0/°]

Y ahora para calcular la segunda derivada, primero calculemos ¢" (w).

Bl ) = =1 - w7
= -2(1 - WE)(-Z)

= 27, - W%, 7

Luego calculamos:

L M@ ()] — = MIf ($(w)$ (w)]
h"(w) = IYE

_M Lf" ()@ (w) + f'(p(w))¢" (w)] — (O)[f'(¢p(w))p' (w)]
M2

3 " (@) (w) + (¢, (w))" (w)

B M

_ S ”((sz(W))d)’ZO(W) +f ’(d)ZO(LU))d)’Z’O (w)

F'(zo)(1 + |27
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Evaluamos en cero:

[" (@, ()¢ (0) + f'(¢.,(0)¢] (0)
f’(zo)(l + |Z()|2)

_ "z + 1201?) = f'(20)22,
f1(ze)(A + |z4|%)

f(zg)  —
=1 +|0|)f ;)) 2z,

n'(0) =

Por lo que ya podemos escribir la serie de Taylor de la funcion h:

f”(zo)

h(w)—z[1]+ (1 =1z, -2z, 22 + ...
Gy
Ya que h € S por el teorema de Bieberbach!, tenemos:
f ”( ) —
g [(1—| s~ 25 [ <2,
reemplazamos z,, por z y multiplicamos por 2 y tenemos:
3 [ =PI - ‘] <20
f'(2) a
Ahora multiplicamos por = lI z| " tenemos:
[(zy)
L R PN DR AL
(I-1z 0| ) f (Zo)
z ”(zO)_ 2zz, 4|z|
"(z9) (A =1zgH 7 A =1z

IEl Teorema de Bieberbach plantea que al considerar una funcién en A holomorfa y univalente

con la serie de Taylor f(z) = z Y, a,z" entonces tenemos que |a,| < n paran > 2.
n>2
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Por lo tanto:

" 2
‘zf(z)_ 2r ‘S4r.|:|
f(z) 1—r 1—r2
Ahora si podemos hacer la demostracion para el teorema de distorsion de Koebe.

Proposicion 4.2 [ Teorema de distorsion de Koebe | Sea f cualquier funcién en
Sconz=r<1:

1-r , 1+r
mﬁ|f (2)| < a=rp2

Si consideramos z € A con z # 0 la igualdad se cumple si y solo si [ es una
rotacion adecuada de la funcion de Koebe.

Demostracion:

Con la desigualdad del lema anterior 4.1 hacemos un cambio de variable con z =
re'’ y tenemos:

'r e'f frre®) 2 | _4r
flre®®y  1—-r2| 7 1-1r2
eze fll(rete) B 21" < 4
flre®y 1—r2| 7 1-r2"

El lado izquierdo de la desigualdad anterior cumple que:

ete fl/(’,.em) _ 2
r2

fl(reIG) 1 —_

= | log( £ (re)e L log(1 1)
or or

= ‘%log [(1 - rz)f’(re’(’)] ' ,

Esto, ya que:

2 tog [(1 = )1 (re)] =

_zrf/(rete) N (1 _ rz)f”(rete)(e“’)
(I =r2)f'(re®) (I =r2)f'(re’)
B —27‘]”(1’6’9) N (1 _ rz)f”(re"))(e’e)
(L= r2)f'(re®) (I —r2)f'(re®)
B —2r N fl/(rem)etb?
(=) frre®)
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Como f’(0) = 1 podemos integrar de 0 a r y tenemos:
0 "9
2 tog [ =170 | = | [ Ziog[c1 - 17 0e)] a)
r 0o 0p
"| o
S/ —log [(1 = p*)f(pe")] ’ dp
o 19p

_ / | oL 0 20
0 f'(pe®) (1 =p?)

T4
< dp
/0 1—p?

:210g<1+r> .
I—r

dp

Recordemos que

8 2 ) 0 _ 1+r 4
Elog[(l—r)f(re’ )]‘_210g<1_r>§ 2

=210g<1+r)(1—r2).

1—r

Por lo anterior y haciendo los cambios de variable correpondientes |z| = r tene-
mos:

1 1
~2log <1 * :i:) (1= 12 < 5 togl(1 = 2Pl /()] < 21og (1 * :i:) (1= 1zP)

1—1z1\ _ ., 1+z\
<1+|z|> Slf(z)ls<1—lzl>

Multiplicamos por uno:

A—lzD? _ A+1z) A=lz) ., . (1+]z])?
< < TV
Axlze S axizn a=p=p =0y
— 2 2
A+ 1202 A+ 12h( =1zD (A= 1z)2 A+ 1zh( =1zD
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por lo tanto:

A=1zD gy < Q412D o

(I+z)* ~ (I —|z])°

Ya tenemos todos los elementos necesarios para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.16 [/, pdg. 587] Sea L un conjunto formado por funciones holomor-
fas e inyectivas, f . A(r) - C donde A(r) = {z € C : |z| < r}, que cumplen
que:

i. f(0)=0
i. f'(0)=1

entonces L es normal (ie. compacto con respecto a la topologia relativa a conver-
gencia uniforme en subconjuntos compactos).

Demostracion:

El conjunto
uc : S, -8, : A(1)-»C

f(z) = F(z)= [~ f(rz)

€S un mapeo continuo, con inversa continua. Por lo que es un homeomorfismo y
preservara la topologia de S,. De ahi lo que hay que demostrar es que .S es (secuen-
cialmente) compacto con la topologia de convergencia uniforme en subconjuntos
compactos, ie. .S, es normal.

El Teorema de Montel (teorema 1.4) nos dice que esto sera posible si se demues-
tra que S, es cerrado y acotado. El Teorema de Hurwitz (teorema 1.2) establece
que el limite de una sucesion de funciones inyectivas y holomorfas es inyectiva
y holomorfa también o es una constante. La condicion ii) de las hipétesis de es-
ta proposicion nos dice que en un punto de todas las funciones en la sucesion la
derivada es distinta de cero, por lo que, por continuidad el limite también tendra
derivada distinta de cero y por lo tanto, no sera constante. De modo que el limite
de la sucesion es holomorfo e inyectivo y por lo tanto .S es cerrado.

Para ver que L es acotado, tomamos nuevamente una sucesion de funciones { f, }
en L tal que { f,} converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de L a
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la funcién f, recordemos que el teorema de distorsion de Koebe (proposicién 4.2)
nos proporciona valores por los que la funcién f esta acotada (el teorema muestra
la existencia de cotas inferiores y cotas superiores). Y como f es una funcién ho-
lomorfa e inyectiva en L. Entonces ( f,) estd acotada en L. Por lo que L es acotada.

[

Proposicion 4.3 Dos superficies compactas trianguladas (con o sin frontera) son
topolégicamente equivalentes (homeomorfas) si'y solo si tienen el mismo tipo de
orientabilidad, nitmero de contornos y caracteristica de Euler.

A continuacién presentaremos un teorema para el cual tenemos dos demostracio-
nes.

Teorema 4.17 Si S es una superficie de Riemann sin curvas divergentes, entonces
para todo & € S, S = S~ {&,} es simplemente conexo.

Demostracion:
s Primera demostracion:

Por hipétesis sabemos que .S es homeomorfa a C o a €. Invocando la clasi-
ficacion de superficies topoldgicas simplemente conexas (proposicion 4.3)
podemos concluir que S es homeomorfa a C. Como C = C U {£} si quita-
mos el punto tenemos que S \ {£} es homeomorfa a C.

Por otro lado supongamos que .S’ fuera homeomorfa a C; en C existe al me-
nos una funcién continua de ¢ : [0,0] — C, que esta define una curva
divergente. Por lo que en .S también existen curvas divergentes. Y eso con-
tradice la hip6tesis de S.

Por lo que S es homeomorfa a C y por lo tanto S ~ {£} es homeomorfa a C
que es simplemente conexo. O

= Segunda demostracion:
Sea f una funcién holomorfa definida en una vecindad de O en el plano
complejo con f(0) # 0 entonces, por el teorema de Taylor:

n
S

=aq,+ akzk + 0(|z|k)

f(2)
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donde o(|z|*) significa que una funcién que cumple que:

ozl _
m =
z—0 Izlk

k es el orden de f(z) — a, en 0. Podemos notar que:

arg(f(z) — ay) = arg(a, + a, + akzk + o(|z|*))
= arg(ay) + arg(a,z") + arg(o(| z|)")

por la definicién del argumento de un producto tenemos:

arg(a,z") = arg(a,) + arg(z")
= arg(a,) + karg(z)

De modo que :

arg(f(z) — ay) = arg(a,) + karg(z) + o(|z|)*

Y asi{z :arg(f(z) —ay) =0} ={z : arg(z) = %arg(ak)}.

De modo que {z : arg(f(z)—a,)} consiste en k arcos (suaves) cuyas tangen-
tes estan simetricamente separados de la funcién arg(z). Como la funcién es
holomorfa los puntos tal que f’(z) = 0 son puntos discretos. Y si u(z) es
una funcién armdnica en una vecindad simplemente conexa de cero, enton-
ces ahi podemos encontrar una funcién armonica conjugada.

La funcién f(z) = e“*¥ define una funcion holomorfa. Cero es llamado
punto critico de u si u’(0) = 0. Y por las razones previamente expuestas po-
demos ver que el conjunto {z : v(z) = v(0)} consiste en k arcos (suaves).
Todo esto es valido en un punto distinto del origen mas atn es valido si se
trata de una superficie de Riemann y no de el plano complejo.

Sea S una superficie de Riemann sin curvas divergentes. Sea &, € Sy sea

N una vecindad cerrada de &, con frontera suave. Definimos S} = S\ N,
S =8~ {§,} notemos que ambas superficies son homeomorfas.

Por lo que ahora demostraremos que S, es simplemente conexa.

Por el teorema 4.13 tenemos que S tiene una funcién de Green g(¢, &,) posi-
tiva para cualquier &, € S,. Definamos A, una funcién armonica conjugada
de g(¢,&,) + log |z| y definamos:
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S

Figura 4.2: S y S| son homeomorfas.

fo(&) = z(&)e~Hoglzl+iho)

Como en la demostracion del teorema 4.14 la funcion f,(§) se puede con-
tinuar analiticamente en .S, pero como no sabemos a priori que .S, es sim-
plemente conexa, la continuacion analitica puede no definir una funcién en
S, g(&,&,) es una funcidn de Green con singularidad &, en S| y f;, es una
extension holomorfa en la misma superficie pero no olvidemos que tenemos
la funcién f que es holomorfa en una vecindad de 0 lo podemos hacer para
cualquier punto, en este caso &,.

Cerca de &, f(z(£)) = a,z + o(|z|) de modo que en una vecindad de & la
funcién f es inyectiva y por lo tanto la funcién de Green no tiene puntos
criticos. Ahora, de forma global.

e Si g tiene puntos criticos, definimos M como el supremo de las dis-
tancias con la funcién de Green g de dos puntos donde un extremo es
un punto critico y el otro una singularidad.

M :=sup{g(,&,) : &# &,y & esun punto critico de g}

e Si g no tiene puntos criticos, entonces consideramos M = 0. Defini-
mos;

D:={,esS : g&&)>M}iu{é}

Para cualquier { € S, se cumple la propiedad de que la funcién de
Green sea positiva, entonces D = .§,. Solo queda ver que si probamos
que D es simplemente conexo, entonces S también es simplemente
conexo. Para eso finalmente consideremos que B C C es el disco de
radio e~ alrededor del 0. Por lo que la extensién holomorfa de f,, en
D. Veamos que f define una homeomorfismo entre D y el disco B, es
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decir, f : D — B.Y como D = .5, entonces existird un homeomor-
fismo entre S y B.

Sea T'(0) una curva en D que empieza en &, a lo largo de la cual f, es
continua con argumento constante. Ya que 7'(f) contiene puntos que
no son criticos por pertenecer a D. Como .S no tiene curvas divergen-
tes por hipotesis, T'(0) solo es un arco simple que empieza en &, y que
llegaa dD = {g(£.&) = M}.

Figura 4.3

Seaé € D~ {&}y 0, es el argumento de alguna continuacion holo-
morfa f,| de f, para &, entonces:

| f1(©)] = exp[—g(&, &yl

Sea A un arco tnico a través de & con arg f, = §,. Extendemos A para
que sea una curva a lo largo de la cual f, continda teniendo argumento
constante en D. Ya que g es mondtona en A y D contiene puntos no
criticos, entonces A es un arco simple y holomorfo. Por lo que sera di-
vergente o contendra un arco T'(8,) que va desde & a &,. La posibilidad
de que sea divergente queda descartada por nuestra suposicion inicial
de que la superficie .S no tiene curvas divergentes, solo queda ver el
otro caso.

Sea A = T(0,), podemos escribir §(§) = 6,. Asi cada punto { €
D~ {&,} estd parametrizado en coordenadas polares por (e4, 8(£)) con
origen en &, y la parametrizacion es precisamente la continuacion ho-
lomorfa de f,, es decir, la funcién f la cual es continua e inyectiva.

Ademéds, f es un homeomorfismo de D a B. Por lo que D es simple-
mente conexo (ya que no contiene curvas divergentes).
Recordemos que S, es homeomorfa a S. Por lo que podemos seguir
este hecho para la superficie Ses simplemente conexa.
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Figura 4.4

Por otro lado si M > 0. Primero mostremos que existe un punto critico
& € oD.

Empezamos suponiendo que existe &, un punto critico tal que g(&,, &,) =
M, entonces arbitrariamente cerca de &, € dD existen puntos en D.
De lo contrario existe £, una sucesion de puntos criticos para los cuales
g(&,, &) converge a M (ya que recordemos por como esta construida
M la funcién g tiene puntos criticos). A través de cada &, existe un
arco A, a lo largo del cual g crece y para cualquier continuacién de
f, tiene argumento constante. Ya que por hipétesis S no tiene curvas
divergentes, A, conecta &, a &,.

Para algun 6, argumento tenemos que su arco 7'(6,) es igual a la inter-
seccidn de las curvas con el espacio, es decir, A,N D =T'(6,) a su vez
como la sucesion 6, converge a 8 tenemos que 7'(6) debe tener un punto
final &,, por la estructura de las curvas tenemos que el argumento de f
es constante cerca de &,, podemos ver que &, es un limite del conjunto
de puntos criticos. Esto quiere decir que todos los puntos aparte de ser
distintos entre si estan separados pero esto contradice que la funcion g
converge a M (dado que los puntos criticos de g son discretos en .S,
esto es imposible).

Por lo tanto el punto critico &, pertenece a dD.

Ahora cerca del punto critico £, vamos a probar que existe un anillo
cerrado A tal que A C S con pedazos de curvas holomorfas, por lo
que S\ A esconexo, A = 1 ntA. Para hacerlo vamos a considerar la
estructura local cerca del punto critico, existen al menos dos curvas
T(6,)y T(6,) las cuales tienen origen en &,.

73



- -

SNS—m—e =

Figura 4.5

Elegimos dos discos cerrados B, y B, con centro en &, y &, respecti-
vamente. Los cuales se definen como:

Bo=1{&: 88> é}
L= (€ 18(E.E) — 86 &)l <€)

- - I

Figura 4.6

Para e suficientemente pequefio tenemos E son disjuntos y contiene
puntos no criticos. Y para @ suficientemente cerca de 8, donde T'(0) es
una curva de B, a B,.

Figura 4.7
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Sea H, = |J{T'(®) : |0 — 6,| <5} parai = 1,2 que son curvas desde
B, a B,. Construimos la siguiente grafica A=H 1UH,U B,U B,,
como en la Figura 4.8 Para casi todas (un nimero finito) de 6, tenemos
T(0,) N B, = para algtin € suficientemente pequefio.

H,

) ® &

T(61)

H,

Figura 4.8: Grafica de A

Seap € S~Adonde A =1 nt(Z), cualquier continuacion holomorfa
f, de f, en una vecindad de # que puede extenderse a lo largo de una
curva con médulo decreciente y argumento constante de 9.5.

Por lo que, si g(n,&,) < M la curva no se encontrara con Ay 5. Y
0.5, se encuentran en la misma componente de la trayectoria .S \ A.
Sin € D\ A, entonces 5 se encuentra en un sector complementario
de H, U H, en D. Elegimos T'(8) en el mismo sector para que la con-
tinuacién siga a lo largo de T'(@) con mddulo decreciente, argumento
constante y que no llegue a B,, podemos seguir la trayectoria para lle-
gar a 0B.

Por lo tanto &, T'(0) y 0B se encuentran en la misma componente de
S\ A la cual es una trayectoria conexa.

Ya que mostramos la existencia de este anillo contenido en la super-
ficie, mostremos si esta sigue siendo simplemente conexa o no lo es,
para .S \ A es conexo por trayectorias.

Sea A la grafica que tiene dos componentes acotadas F, y F,, ade-
mas existe una curva cerrada simple a € .S tal que a N Int(A) es un
arco simple que va de una componente a otra.

Si resolvemos el problema de Dirichlet para A con las curvas delimita-
das por las componentes acotadas (condiciones de frontera) ¢, | F; = 1
y ¢,|F, = 0.Y analogo para S \ Int(A) se puede resolver con las cur-
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vas delimitadas por las componentes acotadas (condiciones de fronte-
ra) g, |F) =1y ¢,|F, =2.

Se puede establecer la funcidn ¢ la cual es continua y esta definida en
S como una circunferencia. Donde el indice de ¢poa curva cerrada es
1 sobre z = 0. Si @ es homotopica a una aplicacion constante, decimos
que a es nulo-homotopico en S, entonces ¢oa es nulo-homotdpico en
0A. Pero esto es imposible, por tanto .S no es simplemente conexo.
Esto se puede concluir del hecho que construimos un anillo cerrado en
S con pedazos de curvas holomorfas acotadas.

El Gnico caso que es posible es cuando consideramos M = 0, es decir,
cuando la funcién g no contiene puntos criticos. Asi podemos construir una
superficie para la cual no se puede construir un anillo de pedazos de curvas
holomorfas. Solo se podra considerar en la superficie arcos simples.

Por lo tanto .S sin curvas divergentes, entonces concluimos que la superficie
construida § = .S~ {&,} es simplemente conexa para todo &, € S. |

Ahora veremos el teorema de monodromia, este nos ayudara a dar condiciones a
las funciones para cuando extendamos el plano, es decir, proporciona condiciones
suficientes para no tener una funcion mal definida asignandoles valores diferentes
sobre la misma curva, esto se logra al elegir una funcién holomorfa "mas gran-
de"que esté bien definida en la regién que necesitemos y, ademas, sea univaluada,
muy parecido a lo que hicimos en el capitulo 2.

Proposicion 4.4 [ Teorema de Monodromia | Sea G una region simplemente cone-
xaysea zy, € G. Sea f una funciéon holomorfa en una vecindad de z,. Supongamos
que [ puede ser continua de manera holomorfa a lo largo de cualquier arco que
une a z,, con cualquier otro punto z € G. Entonces, esta continuacion define una
continuacion holomorfa (univaluada) de f € G. [8, pdg. 374]

Demostracion:

Necesitamos demostrar que cualesquiera puntos z, y z, en G y y una curva de z,
a z, a través de G, siempre producird el mismo valor en z, sin importar la curva
que se haya usado. Con este fin tomamos dos curvas distintas, sean y, y y, dos
curvas de z, a z; en G. Puesto que G es simplemente conexa, estas curvas son
homotdpicas con extremos fijos en G. Esto quiere decir que existe una funcion
continua H : [0, 1] X [0, 1] = G del cuadro unitario en G, tal que H (0,7) = y,(?),
H(l,t)=y,(t), H(s,0) = z,y H(s,1) =z, paratoda s, tentre O y 1.
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20 Z1

Figura 4.9: Graficas que describe la funcion H.

Las funciones y,(t) = H(s,t) son una familia de curvas de z, a z, en G, que se
deforman continuamente de y, a y,. Existe una continuacién holomorfa f de f,
desde z, hasta z,, a lo largo de cada curva y,. Ahora vamos a probar que f(z,) no
puede cambiar conforme s es trasladada continuamente desde O hasta 1 y, por lo

tanto, que f(z,) = f,(z)).

Figura 4.10

La imagen del cuadrado unitario es un subconjunto cerrado y acotado de G y esti a
una distancia p > 0 del complemento de G, asi el radio de convergencia siempre es
al menos p, conforme avanzamos de manera holomorfa a f alo largo de cualquiera
de las curvas y,. La continuacion a lo largo de cualquier y, debe ser completada
hasta z,, con un niimero finito de pasos, usando discos A, de radio al menos p. Para
cada s, este procedimiento produce una continuacion holomorfa de f como una
funcioén f; holomorfa sobre A, al rededor de y,. Podemos seleccionar un nimero
finito de puntos 0 = s, < 5, < 5, < ... < sy = 1, haciendo que los A, estén lo
suficientemente cerca para que y, esté contenido en el tubo pertenece A; 'y en
A .,,» Csto se hace usando la continuidad uniforme de H.

N

Cada una de las funciones f, son holomorfas en laregion A, N A, 'y coinciden
con el disco abierto D,(z)) C A, N A, 'y por lo tanto coinciden en toda la
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Figura4.11

region, en particular f, (z;) = f, (z)), asi que fo(z)) = f,(z)) = [f,(z) =
. = fSN (zy) = fsl(zl). La extension de f alo largo de y,, hasta z,, coincide a lo
largo de y, en el punto z,. ]

Ya tenemos lo necesario para revisar la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 4.18 Si S es una superficie de Riemann simplemente conexa la cual
admite una funcion de Green entonces existe un mapeo conforme f . S — A. [,
pdg. 586]

Demostracion:

Por el teorema de Monodromia (proposicion 4.4) tenemos que si dada una region
G y un punto ¢, en ella existe una funcion f(p, g) holomorfa que depende de p y
satisface:

log | f(p, )| = —g(p.q)

Claramente f(p, q) se determina hasta un factor constante de médulo uno. De la
igualdad anterior vemos que f tiene un cero simple en ¢, es decir, f(qg) = 0y es
de mddulo menor que uno en G.

Si supieramos que (para g fijo) g — 0, como p tendia al limite ideal de G (es decir,

para algtin r > 0, existe un subconjunto compacto K de G tal que sup g < r).
peG K
Seria facil concluir que f(p, q) define directamente un mapeo conforme de G so-

bre A. De hecho | f| — 1 como p tendia al limite ideal de G y por lo tanto, cada
punto de A se cubriria el origen exactamente una vez. Veamoslo de otra forma.
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Sea q, y g, puntos distintos entre si que pertenecen a G, consideramos el mapeo
asociado a las funciones f(p,q,)y f(p, q,), tenemos:

_ S(p.q) — f(4.9))
I+ f(q,9)f(p.q,)

es holomorfo y de modulo menor que la unidad en G y desaparece en g,. Se sigue
por el principio del méximo para n suficientemente grande con p € G, tenemos:

@(p)

log |p(p)| £ —2,(p, 9,)

Y por lo tanto para p € G

log |p(p)| < —g(p.q,) = log | f(p, q,)]

Con las dos desigualdades anteriores y considerando p = ¢, tenemos que | f(q,, ;)|
|£(41.4,)| y por simetria tenemos | £ (g, )| = 1£(4;.g,)l. Ya que |o(g)| =
| £(qy,q,)|, se sigue por el principio del maximo (teorema 4.10) que @(p) es igual
a una constante.

Por lo tanto, ¢(p) se anula solo en ¢, y de hecho se simplifica, asi concluimos
que:

f(a.q) = f(p,q))

implica que p = g, y ya que g, es un punto arbitrario de G distinto de g,, entonces
f(p,q,) es univalente en p. De esto se deduce que G es conformemente equiva-
lente a una regién plana acotada simplemente conexa .Sy por lo tanto, existe una
correspondencia conforme al interior de A.

Asi la existencia de la funcion de Green para .S con singularidad en un punto inte-
rior dado, también se puede ver como la funcion de Green que produce un mapeo
conforme de todo .S sobre A. ]

Teorema 4.19 [ Teorema de Riemann sobre singularidades removibles | Sea V'
una variedad holomorfa en un conjunto abierto U C C" supongamos que f .
U~V — C es holomorfo y localmente acotada en U. Entonces existe una unica
extension holomorfa de f a todo U.

En particular si f es continua en U y holomorfa en U\V , entonces f es holomorfa
enU.

Demostracion:

Por hipétesis tenemos que y(x) = ¢(f(x)) son holomorfas en U \ V' y localmente
acotada en U. Donde existe una Unica funcién que se extiende holomorficamente
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en U. Ya que V no es denso en ninguna parte, no existe otra extension continua
ademas de f.Y X C C" es cerrado.

Por lo que el conjunto de y mapea U en X y por lo anterior podemos extender f
Unicamente a través de U (ya que ¢ es inyectiva), entonces y(x) = ¢(f(x)) sigue
siendo holomorfa.

Por lo que f es ahora holomorfa en U. ]

Teorema 4.20 [ Principio del Médulo Mdximo | Sea A un conjunto conexo, abier-
to y acotado. Sea f . A — C una funcion holomorfa en A y continua en A. Sea
M el maximo de | f(z)| en 0A, es decir, M es la menor de las cotas superiores o
supremo de | f(z)| con z variando en 0A, M = sup{|f(z)| : z € dA}, entonces:

i. |f(z)] <M paraz € A.

ii. Si|f(z)] =M para alguna z € A, entonces f es constante en A.
[8, pdg. 164]

Demostracion:

Primero mostraremos que M = M’, donde M’ = sup{|f(z)| : z € Z} yM =
sup{|f(z)| : z € 0A}, de modo que tenemos dos casos:

1. Primero supongamos que no existe a € A tal que |f(a)] = M’, por lo que
debe existir una a € dA tal que | f(a)] = M’, puesto que sabemos que debe
haber alguna a € A= AUOJdA tal que | f(a)| = M.

Por lo tanto | f(a)| = M' = M.

2. Ahora supongamos que existe a € A tal que | f(a)] = M’, podemos definir
el conjunto B = {z € A : f(z) = f(a)} que es abierto, ya que cada
z € B tiene una vecindad en la cual f es el valor constante f(z) = f(a).
Por otro lado B es la imagen inversa del conjunto cerrado {|f(a)|} bajo la
transformacion continua f restringida a A, en consecuencia B es un conjunto
cerrado en A. Asi B es tanto abierto como cerrado en A y distinto del vacio,
ademas por ser conexa tenemos que B = A, por lo que f es el valor constante
f(a) en Ay en consecuencia por la continuidad de f en A, también el valor
de f esigual al valor constante f(a) € A.
Por lo tanto M = M’.
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Yaque M = M’ sesigue que | f(z)] < M paratodo z € A, asi ya demostramos (i).

Por otro lado si | f(z)] = M = M’ para alguna z € A, al ser f constante, por
lo que (ii) queda demostrado. O

El siguiente teorema que veremos sera el teorema de Mapeo Abierto.

Teorema 4.21 [ Teorema del Mapeo Abierto | Sea G una region y suponemos
que f es una funcion holomorfa no constante en G, entonces para algiin conjunto
abierto U en G se tiene que f(U) es abierto.

Demostracion:

Tenemos f funcidn constante que es holomorfa en un punto a, tendriamos que la
imagen de un disco con centro en a contiene un disco con centro en f(a), asi que
sin perdida de generalidad f(a) = 0.

Sea D una circunferencia con centro en a tal que f(z) # 0 para z € D, escogemos

€= milr)l 'f(—zz)' Asique w € D_(0) con z € D, mientras que |a —w| = | —w| <e,
zEe
tenemos:

|/ (2) —w| = |f(2)| - |w]
>2e—¢
=€
Por lo que | f(z) — w| alcanza su minimo dentro de D. Por el teorema del Médulo

Minimo existe un punto z,, dentro de D tal que |f(z,) — w| = 0, es decir, que

f(zp) = w. O

U N /i\ f(U)
N

Figura 4.12: Regién G donde U C G
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Teorema de Uniformizaciéon de Riemann.

El teorema de Uniformizacidn es una generalizacion del teorema de Mapeo de Rie-
mann, que garantiza que cualquier superficie de Riemann simplemente conexa es
conformemente equivalente a A, C o C.

La demostracion de este teorema se basara en la construccion de una funcién armo-
nica de valor real en una superficie de Riemann arbitraria simplemente conexa con
singularidad en un punto, esta funcion tendra la forma de una funcion de Green,
para generar esta funcion plantearemos el Problema de Dirichlet y lo resolveremos
usando el método de Perron.

El construir la funcién de Green nos llevara a considerar dos casos, donde la fun-
cion de Green va a ser armonica en la superficie de Riemann excepto en la singula-
ridad y el otro caso es que la funcidn sea identicamente infinita. Esto nos llevara a
poder concluir que cualquier superficie de Riemann es conformemente equivalente
al disco unitario, al plano complejo o a la esfera de Riemann.

Teorema 5.1 (Teorema de uniformizacion) Si S es una superficie de Riemann
simplemente conexa entonces S es conformemente equivalente a C, C o A.

Demostracion:

Primero empezaremos mostrando que C , C y A son diferentes entre si.

- No existe un mapeo holomorfo entre C y C.
Supongamos que tenemos f : C — C es un mapeo holomorfo. Podemos
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construir una sucesion (z,) en C paran > 1 con | f(z,)| > n, como C es un
conjunto compacto la sucesion tiene una subsucesion (z,, ) que converge a un

punto z € €, porlo que f(z) = lim (f (2z,,)) = o0, pero esto no puede pasar
n;—co

por el teorema de Liouville Generalizado (teorema 4.12) ya que f deberia
ser constante. Por lo que no existe un mapeo holomorfo entre C y C.
Por lo tanto C # C. ]

- No existe una biyeccidon holomorfa entre C y A, menos hay una biyeccion
continua ya que topologicamente un conjunto es acotado y el otro no.

Caso A es acotado en C.
Sabemos que cualquier disco en el plano complejo es un conjunto aco-
tado. En particular existe un € > 0 tal que |z| < e Vz € A, por lo que
A c C es acotado.

Caso C no es acotado en C.

Supongamos que C es compacto, es decir, cerrado y acotado. En dado
caso cualquier cubierta abierta de C deberia tener una subcubierta fi-
nita.

Consideramos la cubierta abierta de C que estd compuesta por todos
los discos abiertos |z| < M con centro en 0, pero esto es una contra-
diccién ya que es claro que no tiene subcubiertas finitas. Ademaés, que
C es abierto y cerrado. Por lo que C no es compacto en particular C no
es acotado en C.

Por lo que A # C. ]

- No se puede definir un mapeo holomorfo, se podria definir un mapeo holo-
morfo entre el disco y el semiplano superior, el problema es que faltaria otro
mapeo para generar un disco para la parte de abajo. Es decir, necesitariamos
dos discos para "llenar" la esfera, un disco con la frontera y otro sin la fron-
tera. Como en la Figura 3.16.

Por lo que A # C. [l

Figura 5.1: Proyeccion.
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Ahora que ya mostramos que C , C y A son diferentes entre si, podemos empezar
con la demostracién general.

Después de plantear el Teorema de Mapeo, Riemann se cuestiond si esta idea se
podia generalizar a otros dominios. El Teorema de Mapeo de Riemann plantea que
para una region D # C simplemente conexa entonces existe un mapeo conforme
entre D y A. Lo que ahora buscamos es que para cualquier dominio de méas de un
punto pueda existir un mapeo conforme.

Sea s : S — R funcién subarmonica en la familia de Perron F y B un disco
cerrado en .S, donde definimos una funcién armonica § tal que $§|,5 = s|,5. Al
extender § a .S tenemos que § = s en S \ B. A § le llamamos armoénico local
mayorante de s en B. La idea consiste en que localmente, la funcién s reemplaza
por una funcién de la familia de Perron ademas de quitar el supremo de s hasta
obtener §, por lo que tenemos §(&) = sup s(&).

seF
s 3 3
| | |
—_— —_—> - ___ E—
N \\\ Yy
NS ~s s
o s s

Aln mas §(&) = sup s(&) es el minimo armdnico mayorante positivo que perte-
seEF
nece a la familia 7 de Perron que se encuentra cerca del punto &, € 5. Como

consecuencia del teorema de Perron (teorema 4.6) tenemos que §(&) = sup s(&) es
SEF
armoénicaen S\ {£)} 0 § = +oo.

CASO 1: Para el primer caso tenemos que §(&) es una funcién armonica en S ~ {&,}.
Tenemos que § = g(&, &) funcion de Green con singularidad en &, y por el
teorema 4.18 entonces se puede definir un mapeo holomorfo de S a A.

Por lo tanto .S ~ A. ]
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CASO 2: Ahora tenemos que $(&) es identicamente infinito, es decir, .S no admite una
funcion de Green con singularidad en &.

No es trivial producir funciones armodnicas acotadas no constantes en su-
perficies de Riemann. Esto nos lleva a plantear el Problema de Dirichlet.
Sea .S C S, superficies de Riemann y por simplicidad asumimos que 0.5 es
una coleccion finita de curvas suaves a trozos, donde f : 05 — R continua,
el problema de Dirichlet es encontrar una funcién continua A : S - R tal
que satisface 1. h|g es armoénica y ii. h|,¢ = f.

Para comprobar 1. supongamos f estd acotada, alin mas podemos suponer
que 0.5 es compacto, sea s : S — R funcién subarménicas en .S que sa-
tisface s/, < fy s < sup f. Si m = inf f entonces la funcién constante
m € F, ademas el Principio del Maximo Relativo (teorema 4.8), aplicado a
funciones subarmodnicas implica que para toda £ € S y todas las s € F tal
que s(&) < sup f. Se sigue que h(6) = sup s(6) < oo es armonica en S.

La condicion ii. esta dada por el teorema 4.14 se cumple que & se extien-
deadSyhl|,g=f.

Ya vimos que & existe y cumple con las condiciones i. y ii., pero por el
teorema 4.14, tenemos que ver como es este mapeo cuando la superficie de
Riemann .S admite o no curvas divergentes.

Caso A: Si S es una superficie de Riemann simplemente conexa con curvas
divergentes y no admite una funcién de Green, entonces .S es confor-
memente equivalente a C.

Demostracion:

S es una superficie de Riemann que no es compacta, ademas admite
una curva divergente, por definicién, S estd formada por pedazos de
curvas holomorfas arc¢ : [0, c0) — .S tal que no existe un subconjun-
to compacto de .S. Entonces definimos un conjunto .S, = S\ ¢([?, 00))
simplemente conexo por el teorema 4.17.

Del teorema 4.15 podemos suponer que .S, admite funciones de Green
con singularidad en &,. Y usando el teorema 4.16 concluimos que .S,
es compacto en la topologia de convergencia uniforme en subconjun-
tos compactos.

Donde S, es una superficie de Riemann simplemente conexa con fun-
cién de Green, como lo hicimos en el CASO 1 tenemos que existe una
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funcion holomorfa f, : S, — A. Ahora lo que haremos sera construir
un mapeo de A a C, para asi después construir un mapeo conforme de
SacC.

Podemos asumir que f,(§,) = O para algunos &, € .S, ahora esco-
gemos una sucesion (¢;) := k creciente, denotamos S, y f,. Fijamos
la coordenada local z = f,(£) cerca de &,, entonces podemos calcular
¢, = f,(2(§) con § = & y definimos F(§) = c¢;-1 f,(§) existe una
biyeccion holomorfa F, : .S, — A, con A, = A(c,-1).

De manera recursiva construiremos un mapeo de A, a C si definimos
una subsucesion N, de Z*, de la siguiente forma:

a) N, =277
b) Si N, es definido por j € N, tal que j > i, F; esta definido y es
inyectivo en S}, se sigue que Fj '(z(&,)) = 1, entonces tenemos el

mapeo holomorfo F;oF,~ 1 A, - C que es inyectivo que cumple
que (FjoFk‘l)(O) =0y (FjoFk‘l)’(O) = 1.

Por el teorema 4.16 podemos encontrar una subsucesion N,,, C N,
con j € Ny, tal que FjoF, ! converge al mapeo holomorfo inyectivo
H, : A, - C que cumple con H,(0) = 0y H',(0) = 1. Hemos
definido N, .

Escogemos n; para que sea la entrada j-€sima en la sucesion N, . Para
I >ien S, ,entonces H,oF, es una funcion inyectiva holomorfa y

H,oF, = (lim FnjoF,_l)oF[
Jj—ooo
= (lim F, oF "oF,oFoF,

j—oo

= (lim F, oF}.)oF;

Jj—oo

= koFk

Asi H, oF, es unarestriccion de .S, es definido globalmente holomor-
ficamente con el mapeo f : .S — C donde f es inyectivo ya que f|.S,
es inyectivo para todo i.

f(S) es simplemente conexo suponemos f(.S) # C entonces por el
teorema del Mapeo de Riemann (teorema 1.5) f(.5) es conformemen-
te equivalente a A y existe un mapeo conforme 2 : S — A. Entonces
la parte Re(h) es una funcién acotada, no constante y armdnica en S.
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Por el teorema 4.13, .S debe tener una funcién de Green con singu-
laridad &, € S, esto es una contradiccion, por lo que f(S) =C

Por lo tanto .S ~ C.

Caso B: S es compacto, ademas .S no admite una curva divergente y recorde-
mos que tampoco una funcién de Green entonces .S es conformemente
equivalente a C.

Demostracion:

Con ayuda de el teorema 4.17 definimos a S =5 {&,} superficie sim-
plemente conexa y admite una curva divergente, la imagen de ¢ en .S
puede ser aproximada por una curva divergente de lo contrario, .S ~ S
y S ~ C. Veamos que la primer afirmacién no es valida.

Como S tiene curvas divergentes, como en el Caso A tenemos que
S~AoS~C.

Supongamos que tenemos f : S A mapeo conforme equivalente
entonces f es acotado en S en particular es acotado cerca de &, Porel
teorema de Riemann sobre singularidades removibles (teorema 4.19)
f se extiende al mapeo conforme de .S en A.

Por el Principio del Médulo Maximo (teorema 4.20) | f(&,)| < 1 donde

f(S) = A, existe algiin &, € S tal que f(&,) = f(&)).

Asi que por el teorema de Mapeo Abierto (teorema 4.21), existen pun-
tos &'y, &', cercade &,y &, donde al aplicar la funcién tenemos f(&') =
f (&) . Pero esto contradice la restriccion de que f|.S es inyectivo, es

decir, se contradice que f es un mapeo conformemente equivalente.

Por consiguiente S ~ Cy S ~ C.

Por lo tanto, queda demostrado: .S ~ C.,S~CoS~A. ]
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Apéndice

. [ Teorema de la curva de Jordan ] Si I" es un contorno simple, entonces C~ I
tiene dos componentes, una llamada interior de I" denotada por Int(I') y la
otra exterior de I" denotada por Ext(I") cada uno de los cuales tiene a I"
como su limite. Por lo tanto, si I" es un contorno de Jordan (curva cerrada
simple) entonces Int(I") y Ext(I")U{ oo} sonregiones simplemente conexas.
[7, pag. 17]

. [ Desigualdad de Harnack ] Sea K un subconjunto compacto de la superficie
de Riemann S, entonces existe un m > 0 tal que para cualquier funcionu € .§
armonica positiva y cualquier z, w € K tenemos: [3, pag. 129]

(% u(w) < u(z) m) .

. [ Teorema de Morera ] Sea f una funcion continua en un conjunto abierto
conexo Dy si fy f = 0 para cualquier curva cerrada y en D, entonces f es
holomorfa en D.

. [ Teorema de Cauchy ] Sea f una funcién holomorfa en un conjunto abierto
conexo Dy y,, ... v, de curvas cerradas en D, entonces

/f+ +/f:0.
71 n

. [ Principio del Argumento ] Si f(z) es una funcion meromoérfica dentro y
sobre alguna curva cerrada simple I', la funcién f no tiene ceros ni polos
en I', en otras palabras es el nimero de vueltas alrededor del punto w = 0

89



hechas por el punto w = f(z) cuando z atraviesa I" una vez en la direccion
contraria a las manecillas del reloj igual a N — P, entonces

f'(2)
r f(z)
donde N y P denota el nimero de ceros y polos de f(z) dentro de I, con-

tando cada cero y polo tantas veces como indique su multiplicidad y orden.
[7, pag. 27]

dz = 27i(N — P)

. [ Teorema de regularidad de la ecuacién de Laplace | Sea D un subconjunto
abierto de R". Si f : D — R es dos veces diferenciable y satisface la
ecuacion de Laplace, entonces f tiene derivadas de todos los ordenes y es
analitica.
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