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Resumen

Recientemente se introdujeron nuevos métodos de aproximación en mecánica cuántica
en los que una base discreta se obtiene a partir de la diagonalización de las representaciones
matriciales de la coordenada y el momento. Estos métodos algebraicos de representación por
variable discreta (ADVR) han sido utilizados en la descripción espectroscópica de moléculas, de
potenciales moleculares efectivos, entre otros casos. Ahora, estos nuevos métodos de cálculo se
aplican a la solución de potenciales escalonados 1D y 2D. Con el fin anterior, primero se demostró
su utilidad en la descripción de sistemas 1D tal como una partícula sujeta a un pozo de potencial,
o los potenciales de Pöschl-Teller y Morse en una representación por escalones. Se obtuvo que estos
métodos reproducen el espectro energético y funciones de onda de manera adecuada. En los casos
bidimensionales se estudiaron los pozos de potencial cuadrado y rectangular, lo cuales, para el
caso infinito presentan degeneración accidental sistemática en ciertos estados. Para estudiar dicha
degeneración se propuso generar la base discreta mediante el producto directo, además, haciendo
uso de la teoría de representaciones de grupos se obtuvo una base adaptada por simetría, con lo
que se simplificó de forma significativa el cálculo computacional. Adicionalmente, se identificaron
las simetrías dinámicas que explican la degeneración accidental en los casos 2D, y particularmente,
para el pozo cuadrado se obtuvieron sus representaciones irreducibles a través del método de
inducción. Por último, estudiando el rompimiento de la simetría, se probó que la degeneración
accidental sistemática desaparece para los casos finitos del potencial.
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Introducción

En muchos casos, considerar las simetrías de un sistema físico o químico será fundamental
para la solución y entendimiento de cierto problema. La simetría, al considerar invarianzas no
únicamente en el sentido geométrico, podrá tornarse en un concepto abstracto. Es en este contexto
que surge la teoría de representaciones de grupos como el lenguaje matemático que establece
la conexión entre la simetría y una teoría física, tal como lo es la mecánica cuántica. La teoría
de representación de grupos se aplica en el estudio de los grados de libertad electrónicos en la
química cuántica [1, 2], la física del estado sólido [3, 4] y los grados de libertad rovibracionales en
moléculas [5, 6], por dar algunos ejemplos. Considerar la simetría al establecer la solución de un
problema en mecánica cuántica tiene dos ventajas. Una es que dichas consideraciones permiten
simplificar en gran medida los cálculos, por lo que desde el punto de vista computacional esto es
relevante. En otro sentido, tomar en cuenta la simetría permitirá analizar el problema desde otra
perspectiva, lo que podrá conducir a un mayor entendimiento del mismo.

Uno de los problemas más simples a resolver en mecánica cuántica es el pozo de potencial
infinito en 1D. Este problema suele utilizarse para ejemplificar los postulados de la mecánica
cuántica, además de la solución de la ecuación de Schrödinger. A partir de la solución unidimen-
sional de este potencial es posible obtener la solución de pozos de potencial del mismo tipo en
2D y 3D mediante el uso del producto directo de estados propios unidimensionales. Mediante
dicha propuesta se observa que existen distintos estados degenerados en los potenciales 2D y 3D.
Al identificar el grupo de simetría geométrico de los potenciales, es posible clasificar los estados
propios de acuerdo a la representación irreducible que porten. En el caso de un potencial cuadrado
2D se identifica al grupo puntual C4v como un candidato, mientras que para el potencial cúbico 3D
el grupo Oh deja invariante al potencial. De acuerdo a la clasificación de estados propios mediante
los grupos puntuales antes mencionados, se ha determinado que el patrón de degeneración no
corresponde a la degeneración que dictan los grupos puntuales C4v y Oh, sino que existen estados
con degeneración natural y accidental.

La existencia de una degeneración se presenta por una simetría en el sistema. En el caso
de los estados con degeneración natural, la dimensión de la representación irreducible corresponde
al grado de degeneración en el estado, y además, un elemento del grupo debe conectar los estados
degenerados. Por el contrario, los estados con degeneración accidental no es posible conectarlos
mediante un elemento del grupo de simetría. Por lo anterior, es que se ha identificado la presencia
de una degeneración accidental como la posible existencia de una simetría oculta [7]. Esto dará
origen a la tarea de hallar el grupo completo de simetría de un sistema, a partir del cual las
degeneraciones accidentales aparezcan como normales. El caso más conocido en donde surge este
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problema es el átomo de hidrógeno no relativista. En dicho sistema la simetría geométrica se asocia
al grupo de rotaciones tridimensionales SO(3). En términos de dicho grupo surge un patrón de
degeneración accidental sistemático, por lo que la simetría debe ser extendida a través del grupo
SO(4), cuyos generadores son los operadores de momento angular y el vector de Runge-Lenz
[7-9].

Retomando la degeneración accidental que se presenta en los pozos de potencial infinito,
en el caso cuadrado se ha identificado que C4v corresponde a un subgrupo del grupo completo de
simetría. Este nuevo grupo posee una parte dinámica, dada por el grupo continuo unidimensional
compacto T , y puede ser expresado en términos del producto semidirecto T ∧ C4v [10]. En el caso
tridimensional cúbico, el grupo completo de simetría se identifica como el producto semidirecto
T ∧ Oh, en donde T corresponde a un grupo continuo bidimensional compacto y da cuenta de
una simetría dinámica [11]. Puesto que los grupos dados por el producto semidirecto poseen una
parte discreta y otra continua, la construcción de sus representaciones irreducibles se torna hasta
cierto punto, una tarea compleja. La teoría de inducción ha sido útil al resolver dicho problema,
especialmente en la construcción de las representaciones irreducibles de grupos espaciales [12].
Adicionalmente, otro caso en el que se presenta un problema de degeneración accidental es un
pozo de potencial infinito rectangular y conmensurable en 2D, cuyo comportamiento es similar al
caso cuadrado [13].

Además de servir como problemas introductorios en mecánica cuántica, los pozos de
potencial o potenciales escalonados han encontrado diversas aplicaciones en distintos sistemas
físicos o químicos. Uno de los casos en donde es más evidente o inmediata su aplicación es en
aquellos sistemas en donde se observa el fenómeno de confinamiento cuántico. Este fenómeno
surge de la observación para algunos materiales nanocristalinos en donde los portadores de carga
pueden ser descritos con un espectro de energía discreto, a diferencia de los electrones de bulto.
Esta observación se explica en términos del confinamiento espacial para estas partículas [14,
15]. La propuesta de confinamiento puede ser tratada en términos de partículas sujetas a pozos
de potencial. El caso en el que el confinamiento se extiende a través de una sola dimensión es
llamado pozo cuántico, el caso 2D hilo cuántico, mientras que para el confinamiento en 3D recibe
el nombre de punto cuántico. Para los hilos cuánticos ha sido demostrada la aplicación de la
solución de una partícula confinada a un pozo de potencial infinito en 2D [16]. Esta solución
puede ser vista como una primera aproximación a este tipo de sistemas, aunque posteriormente,
fue demostrado a través de los conceptos antes tratados de degeneración, que un sistema con
potencial infinito 2D o 3D presentaría ciertos niveles degenerados, los cuales no son observados
[17, 18]. Es a través de la introducción de modelos más finos, en donde se hace uso de potenciales
finitos y partículas interactuantes que se logra mejorar el modelo.

En la búsqueda de mejores aproximaciones para tratar con los sistemas antes mencionados
se han hecho distintas propuestas. Desde realizar el tratamiento con pozos de potencial finitos
[19], proponer la solución analítica para potenciales escalonados más complejos [20] y considerar
interacciones coulómbicas para el confinamiento de múltiples partículas [21]. Incluso la influencia
de campos electromagnéticos externos han sido evaluadas para estos sistemas [22, 23]. En vista
de la inherente complicación que se presenta en la descripción mecánico cuántica de este tipo de
sistemas, será fundamental proponer métodos de aproximación que sean válidos para una gran
variedad de casos. Esta característica la cumple cierto conjunto de métodos de representación por
variable discreta (DVR).
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Los métodos de representación por variable discreta pertenecen a un conjunto de métodos
numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. Este conjunto recibe el nombre de métodos
espectrales, y han sido aplicados ampliamente al área de la fisicoquímica [24]. La característica
común de los métodos DVR es el proceso de discretización. Este consiste en obtener una base
en la que la coordenada es diagonal, con lo que la representación del potencial es diagonal, y
por tanto, la representación matricial del Hamiltoniano se simplifica [25]. Una de las principales
aplicaciones de los métodos DVR en el área de la física molecular, particularmente en el estudio
rovibracional de moléculas ha sido efectuada a través de la formulación de Light et. al. [26, 27].
El éxito de estas aproximaciones es evidente al observar su constante reformulación, pues han
sido desarrolladas y aplicadas bajo distintos nombres. Algunas de sus formas son el método de
disctretización por cuadraturas [28], el método de malla de Lagrange [29] y la configuración de
estados localizados [30]. La particularidad de este tipo de métodos es que generan la base discreta
haciendo uso de los puntos dados por la cuadratura Gaussiana de polinomios ortogonales, lo que
establece un conjunto de puntos que se asocian a los ceros de dichos polinomios. Adicionalmente,
una de las ventajas de este tipo de estas aproximaciones es que pueden ser extendidos fácilmente
a sistemas multidimensionales a través del producto directo [31].

En años recientes se ha introducido una nueva propuesta para generar un método DVR con
base en los grupos dinámicos U(n+1). Dichos grupos unitarios han sido ampliamente aplicados en
la descripción vibracional de moléculas [5]. En este contexto el formalismo de segunda cuantización
establece la conexión entre el problema de muchos cuerpos y la teoría algebraica. En vista de
lo anterior es que se ha introducido la aproximación del grupo unitario U(n + 1)−UGA para
problemas en nD [32-35]. El uso de los grupos unitarios implica añadir un bosón escalar ŝ†(ŝ)
al espacio físico dado por los operadores bosónicos de oscilador armónico â†(â). Lo anterior se
efectúa bajo la condición de que el número de bosones N̂ = n̂+ ŝ†ŝ se conserve, lo que define
un espacio de Hilbert N -dimensional. Los productos bilineales de los bosones escalares y físicos
generan un grupo SU(n+ 1), en donde se identifican tres cadenas de subgrupos relevantes. Dado
lo anterior y estableciendo cierta conexión entre el espacio algebraico generado y el espacio de
configuración es que se encuentra el significado físico de las tres cadenas: una está asociada
a la representación de la energía, otra a la de la coordenada y una última a la del momento.
Esta interpretación es la que permite generar una representación matricial de la coordenada y el
momento, cuya diagonalización genera la base discreta en la que el Hamiltoniano se simplifica.

En vista del nuevo DVR algebraico que se genera bajo la aproximación del grupo unitario
se han dado otras propuestas. La primera de estas consiste en proyectar la base de oscilador
armónico a un subespacio de representación finito. Esto se hace a través de los elementos de matriz
de los operadores bosónicos de creación y aniquilación, lo que permite generar representaciones
de la coordenada y el momento. La diagonalización de estas matrices genera una base en la
que la coordenada y el momento son diagonales, lo que da origen a una representación de
variable discreta. Este método recibe el nombre HO-DVR, y ha sido aplicado en la descripción del
efecto Stark en el átomo de hidrógeno no relativista [36], en la solución de diversos potenciales
interatómicos [37] y la descripción vibracional de moléculas diatómicas [38]. Cabe mencionar que
los métodos U(n+ 1)−UGA y HO-DVR se definen con base en el oscilador armónico, aunque
su diferencia radica en que el primero no posee estados localizados, mientras que el segundo sí,
incluso coincidiendo dichos estados con los ceros de los polinomios ortogonales asociados a las
soluciones del oscilador armónico en la representación de la coordenada.
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Puesto que la definición de los dos métodos algebraicos DVR antes expuestos tiene como
base el oscilador armónico, no puede esperarse que sean los más apropiados para la solución de
cualquier potencial. Así como sucede en la descripción de vibraciones en moléculas, considerar la
simetría del potencial, la existencia de anarmonicidad y la influencia del continuo, será fundamental
para la descripción apropiada de un sistema. Bajo esta observación se han propuesto dos métodos
algebraicos DVR distintos. Uno con base en el potencial de Morse, el cual recibe el nombre
M-DVR; y otro con base en el potencial de Pöschl-Teller, nombrado PT-DVR. Puesto que contar
con una base completa es necesario para definir un DVR, y los potenciales antes mencionados
poseen únicamente soluciones para sus estados ligados, se hizo uso de ciertas bases asociadas al
grupo dinámico no compacto U(1, 1). Con esta propuesta es que se generan las representaciones
matriciales de la coordenada y el momento, las cuales dan origen a la representación por variable
discreta. Estos métodos han sido utilizados con éxito en la solución de diversos potenciales
interatómicos [37], y en particular, el método M-DVR demostró su aplicación en la descripción
vibracional de la molécula de H2 y el potencial de Lennard-Jones [39]. Cabe mencionar que estas
nuevas propuestas generan la base discreta en términos puramente algebraicos, siendo esta su
mayor diferencia y ventaja en comparación con el resto de métodos DVR.

El propósito principal de este trabajo es hacer uso de los métodos DVR algebraicos
en la descripción de los potenciales escalonados en 1D y 2D. Lo anterior, en conjunto con la
teoría de representaciones de grupos permitirá estudiar la degeneración de los estados ligados en
potenciales bidimensionales. En el capítulo 1 de este trabajo se presentan en detalle los cuatro
métodos algebraicos de variable discreta. En el capítulo 2 se introducen los conceptos clave de
la teoría de representaciones necesarios para generar una base adaptada por simetría y para
inducir las representaciones de los grupos completos de simetría en potenciales bidimensionales.
Posteriormente, en el capítulo 3 se presentarán las soluciones analíticas de diversos pozos de
potencial en 1D y 2D, lo que permite introducir los conceptos de degeneración normal y accidental.
Después, en el capítulo 4 se exhiben los resultados obtenidos para los problemas unidimensionales,
mientras que en el capítulo 5 se presentan los casos bidimensionales evaluados. Finalmente, en el
capítulo 6 se resumen los resultados y se exponen las conclusiones de este trabajo así como sus
perspectivas.
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Objetivos

Los objetivos particulares de este trabajo son los siguientes:

Establecer la solución de potenciales escalonados en 1D mediante los métodos DVR alge-
braicos.

Estudiar la convergencia de los métodos DVR algebraicos en el caso 1D.

Una vez que se cuente con una descripción apropiada del pozo de potencial cuadrado 1D,
generar potenciales multipasos con el fin de describir la sensibilidad de un potencial para
reproducir un espectro de energías anarmónico.

Generar las representaciones del grupo completo de simetría T ∧ C4v del pozo de cuadrado
infinito en 2D haciendo uso de la teoría de inducción.

Establecer la solución de distintos pozos de potencial cuadrado y rectangular a partir de los
métodos DVR algebraicos haciendo uso del producto directo de soluciones unidimensionales
y una base adaptada por simetría.

Estudiar la convergencia de la base del producto directo en distintos potenciales bidimen-
sionales.

Analizar el fenómeno de rompimiento de simetría que se presenta al pasar de un pozo
bidimensional con altura infinita a uno de altura finita.

Identificar la degeneración de un pozo de potencial rectangular en 2D en términos de su
conmensurabilidad, es decir, la razón entre el ancho y largo del potencial.
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Parte I

Antecedentes
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Capítulo 1

Métodos algebraicos de representación por
variable discreta

En este capítulo se describirán cuatro métodos algebraicos de representación por variable
discreta (ADVR) que serán utilizados posteriormente para establecer las soluciones de distintos
potenciales escalonados. Dos de los métodos ADVR presentados toman base en el potencial de
oscilador armónico, aunque su formalismo y deducción son sumamente distintos; mientras que
los otros dos se establecen con ciertas bases asociadas a los potenciales de Pöschl-Teller y de
Morse. La idea fundamental de estas aproximaciones consiste en diagonalizar las representaciones
matriciales de la coordenada y el momento con el fin de generar una base discreta que permita
obtener la representación matricial del Hamiltoniano en términos de dos matrices diagonales
asociadas a la energía cinética y potencial. Lo anterior permite establecer la solución de la ecuación
de Schrödinger para un potencial general: En el caso de este trabajo los distintos potenciales
escalón.

1.1. Método de oscilador armónico (HO-DVR)

El método ADVR basado en el oscilador armónico 1D ha sido propuesto y desarrollado
en la referencia [37]. Se considera el Hamiltoniano de un oscilador armónico 1D en el espacio de
configuración con masa reducida µ

Ĥh.o.
cs =

1

2µ
p̂2 +

ω2µ

2
q̂2, (1.1)

cuyas funciones propias son [40]

ψn(q) = Nne
− q2

2λ20Hn(q/λ0), (1.2)

en donde Nn es la constante de normalización con definición

Nn = (n!2nλ0
√
π)1/2, (1.3)
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1.1 Método de oscilador armónico (HO-DVR)

Hn son los polinomios de Hermite y λ0 =
√
ℏ/(ωµ) como unidad de longitud. Al introducir los

operadores bosónicos de creación y aniquilación

â† =
1√
2

(
1

λ0
q̂ − i

λ0
ℏ
p̂

)
; â =

1√
2

(
1

λ0
q̂ + i

λ0
ℏ
p̂

)
, (1.4)

el Hamiltoniano se puede reescribir como

Hh.o.
alg = ℏω(n̂+ 1/2) (1.5)

con la definición del operador de número n̂ = â†â. A partir de lo anterior, los estados propios del
oscilador armónico estarán dados por

|n⟩ = 1√
n!

(
â†
)n

|0⟩ . (1.6)

A partir de la representación algebraica del Hamiltoniano, los elementos de matriz de los operadores
de momento y coordenada son

⟨n′|p̂|n⟩ = i

2

ℏ
λ0

(√
n+ 1 δn′,n+1 −

√
n δn′,n−1

)
; (1.7a)

⟨n′|q̂|n⟩ = λ0√
2

(√
n+ 1 δn′,n+1 +

√
n δn′,n−1

)
. (1.7b)

Si ahora se proyecta en un subespacio finito Lh.o.
N

Lh.o.
N = {|n⟩ ;n = 0, 1, . . . , N − 1} , (1.8)

al efectuar su diagonalización se generan las bases discretas de la coordenada y el momento dadas
por los siguientes vectores propios

|qi⟩ =
N−1∑
n=0

⟨n|qi⟩ |n⟩ ; (1.9a)

|pi⟩ =
N−1∑
n=0

⟨n|pi⟩ |n⟩ , (1.9b)

para lo que se definen las matrices T = || ⟨n|qi⟩ || y W = || ⟨n|pi⟩ ||, que establecen los coeficientes
para el cambio de base en (1.9) en donde las representaciones de la coordenada y el momento son
diagonales

q̂ |qi⟩ = qi |qi⟩ ; p̂ |pi⟩ = pi |pi⟩ . (1.10)

Las ecuaciones en (1.10) establecen la representación por variable discreta para la coorde-
nada y el momento. Por lo que para cualquier función que dependa de la coordenada V (q̂) o el
momento G(p̂) se obtendrán las siguientes representaciones diagonales

⟨qj |V (q̂) |qi⟩ = V (qi)δi,j ; ⟨pj |G(p̂) |pi⟩ = G(pi)δi,j . (1.11)
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1.2 Método de grupo unitario (U(2)-UGA-DVR)

Considerando un Hamiltoniano para un potencial general V (q̂) en el espacio de configuración

Ĥ =
1

2µ
p̂2 + V (q̂), (1.12)

la representación del Hamiltoniano dada por la base discreta establecida en (1.10) es

H = W†ΛΛΛ(p)W +T†ΛΛΛ(q)T, (1.13)

en donde se definen las matrices diagonales en la representación del momento

||ΛΛΛ(p)|| =
(
p2i
2µ

)
δij , (1.14)

y de la coordenada
||ΛΛΛ(q)|| = V (qi) δij . (1.15)

1.2. Método de grupo unitario (U(2)-UGA-DVR)

Para una dimensión, el método de aproximación por grupo unitario ha sido propuesto y
desarrollado en las referencias [32, 33]. Al considerar el Hamiltoniano de oscilador armónico en el
espacio de configuración (1.1) el problema se puede trasladar a un espacio algebraico al introducir
los operadores bosónicos de creación y aniquilación (1.4); tal como pudo apreciarse en la sección
anterior. Si ahora se introduce un bosón escalar ŝ†(ŝ) al espacio de operadores bosónicos físicos
â†(â) se tendrá establecido un espacio algebraico U(2). Los productos bilineales â†(â) y ŝ†(ŝ)
satisfacen las relaciones de conmutación del grupo U(2) con la condición de que el número total
de bosones N̂ = â†â+ ŝ†ŝ = n̂+ n̂s se conserve. Los generadores de este nuevo espacio se pueden
expresar como

GU(2) =
{
N̂ , Ĵx, Ĵy, Ĵz

}
, (1.16)

en donde se definen los operadores

Ĵx =
1

2
(â†ŝ+ ŝ†â); Ĵy = − i

2
(â†ŝ− ŝ†â); Ĵz =

1

2
(â†â+ ŝ†ŝ). (1.17)

Puesto que el grupo U(2) es un grupo dinámico, cualquier variable dinámica en un sistema
1D puede ser descrita en términos de un desarrollo de los generadores (1.16). Considerando los
operadores (1.17), que son generadores del subgrupo SU(2), se pueden establecer tres cadenas
asociadas a dicho subgrupo:

SU(2) ⊃ U(1), (1.18a)

SU(2) ⊃ SO(2), (1.18b)

SU(2) ⊃ SŌ(2), (1.18c)

y cada una de estas tiene asociados los operadores Ĵz, Ĵx y Ĵy, respectivamente; con los siguientes
estados propios
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1.2 Método de grupo unitario (U(2)-UGA-DVR)

Ĵz |[N ]µ⟩ = µ |[N ]µ⟩ , (1.19a)

Ĵx |[N ]ζ⟩ = ζ |[N ]ζ⟩ , (1.19b)

Ĵy
∣∣[N ]ζ̄

〉
= ζ̄

∣∣[N ]ζ̄
〉
, (1.19c)

con valores propios

µ, ζ, ζ̄ = −N
2
,−N

2
+ 1, . . . ,

N

2
, (1.20)

y con la siguiente relación entre µ y el número cuántico n

n = j + µ; N − n = j − µ, (1.21)

en donde j es el momento angular asociado al grupo SU(2). Adicionalmente se define la base
|[N ]n⟩ como

|[N ]n⟩ = 1√
(N − n)!n!

(ŝ†)N−n(â†)n |0⟩ , (1.22)

que satisface las siguientes ecuaciones de valores propios

Ĵ2 |[N ]n⟩ = N

2

(
N

2
+ 1

)
|[N ]n⟩ , (1.23a)

Ĵz |[N ]n⟩ =
(
n− N

2

)
|[N ]n⟩ , (1.23b)

con los elementos de matriz de los generadores del grupo U(2)

N̂ |[N ]n⟩ = N |[N ]n⟩ , (1.24a)

n̂ |[N ]n⟩ = n |[N ]n⟩ , (1.24b)

â†ŝ |[N ]n⟩ =
√
(N − n)(n+ 1) |[N ]n+ 1⟩ , (1.24c)

ŝ†â |[N ]n⟩ =
√
(N − n+ 1)n |[N ]n− 1⟩ . (1.24d)

Puesto que la introducción del bosón escalar ŝ†(ŝ) impide que la conexión entre el espacio
algebraico y el espacio de configuración sea inmediata, deberá considerarse un método para
establecer dicha conexión. Esto ha sido descrito de manera formal en las referencias [41, 42]. La
realización de la coordenada y el momento será la siguiente

q → Q̂ =
1√
2

√
ℏ
ωµ

2Ĵx√
N

; p→ P̂ = − 1√
2

√
ℏωµ

2Ĵy√
N
, (1.25)

con lo que se puede escribir el Hamiltoniano en el espacio algebraico U(2)

Ĥ
U(2)
alg =

1

2µ
P̂2 +

ω2µ

2
Q̂2 (1.26)
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1.2 Método de grupo unitario (U(2)-UGA-DVR)

y sustituyendo (1.25) en el Hamiltoniano este se reescribe como

Ĥ
U(2)
alg =

ℏω
N

(Ĵ2
x + Ĵ2

y ) =
ℏω
N

(Ĵ2 − Ĵ2
z ), (1.27)

en donde se usó la relación Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z . Por lo que a partir de las relaciones (1.23), el

Hamiltoniano tomará la forma

Ĥ
U(2)
alg = ℏω

(
n̂+

1

2
− n̂2

N

)
. (1.28)

Como consecuencia, el Hamiltoniano será diagonal en la base del espacio U(1) (1.22)

Ĥ
U(2)
alg |[N ]n⟩ = En |[N ]n⟩ (1.29)

con valores propios

En = ℏω
(
n+

1

2
− n

N

)
. (1.30)

Para cada uno de los operadores antes definidos y sus respectivas cadenas, se ha asociado
una interpretación física clara. La cadena (1.18a), como pudo observarse en la representación
algebraica del Hamiltoniano, se relaciona con la representación de la energía en la base de oscilador
armónico, mientras que la cadena (1.18b) provee de una base en la que la coordenada es diagonal,
y de manera análoga, la cadena (1.18c) una representación en la que el momento es diagonal.
Entonces, las bases |[N ]ζ⟩ y

∣∣[N ]ζ̄
〉

son las representaciones de la coordenada y el momento,
respectivamente. Siguiendo un procedimiento similar al del método HO-DVR presentado en la
sección anterior, las bases de la coordenada y el momento pueden expresarse en términos de la
base de la energía

|[N ]ζ⟩ =
N∑

n=0

⟨[N ]n|[N ]ζ⟩ |[N ]n⟩ , (1.31a)

∣∣[N ]ζ̄
〉
=

N∑
n=0

〈
[N ]n

∣∣[N ]ζ̄
〉
|[N ]n⟩ , (1.31b)

con lo que se pueden definir las matrices T = || ⟨[N ]n|[N ]ζ⟩ || y W = ||
〈
[N ]n

∣∣[N ]ζ̄
〉
||, que

establecen los coeficientes para el cambio de base en los que la coordenada y el momento son
diagonales.

Ahora se podrá considerar la solución de un Hamiltoniano para un potencial general

Ĥ =
1

2µ
P̂2 + V (Q̂), (1.32)

en donde se escribieron la coordenada y el momento en términos del mapeo establecido en (1.25).
El Hamiltoniano general se podrá reescribir en una forma más práctica si se suma y resta un
término del tal forma que el Hamiltoniano de oscilador armónico (1.28) sea identificado

Ĥ = ℏω
(
n̂+

1

2
− n̂2

N

)
+ V ′(Q̂) (1.33)
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1.3 Método de Pöschl-Teller (PT-DVR)

con la siguiente definición

V ′(Q̂) = −ω
2µ

2
Q̂2 + V (Q̂) (1.34)

en donde se observa la sustracción del potencial de oscilador armónico. Y haciendo uso de la
matriz de transformación T, se puede escribir la representación algebraica del Hamiltoniano como

H = ΛΛΛ(E) +T†ΛΛΛ(Q)T. (1.35)

donde ΛΛΛ(E) es la contribución diagonal de un oscilador armónico deformado

||ΛΛΛ(E)|| = ℏω
[(
n+

1

2
− ϵ

n2

N

)]
δn′,n (1.36)

y ΛΛΛ(Q) es la contribución diagonal de la energía potencial

||ΛΛΛ(Q)|| = ℏω

[
−ζ

2

N
+

1

ℏω
V

(
1√
2

√
ℏ
ωµ

2ζ√
N

)]
δζ,ζ′ . (1.37)

Finalmente, cabe mencionar que un inconveniente del método U(2)-UGA es que aparece una
degeneración accidental que deberá ser removida. Para esto se introduce cierto parámetro ϵ en la
representación matricial de oscilador armónico definida en (1.36), en donde ϵ = 1 para n < N/2 y
ϵ = 0 para n ≥ N/2.

1.3. Método de Pöschl-Teller (PT-DVR)

El método ADVR de Pöschl-Teller y sus características son tratadas en detalle en la
referencia [37]. Se considera el potencial de Pöschl-Teller, cuya expresión analítica es

VPT (q) = D

[
1− 1

cosh2(αq)

]
= Du2, (1.38)

en donde D es un parámetro asociado a la profundidad del potencial, α es un parámetro asociado
a su alcance y q es la coordenada física del sistema. Las soluciones de la ecuación de Schrödinger
del Hamiltoniano asociado al potencial VPT no forman una base completa para los estados ligados,
por lo que no es apta para proponer un método DVR. Como alternativa, se propone la base
asociada al mismo potencial [43]

Φσ
n(u) = Aσ

n(1− u2)
σ
2Cσ−1/2

n (u); n = 0, 1, 2, . . . (1.39)

en donde Cσ−1/2
n (u) son los polinomios de Gegenbauer con argumento en la variable natural

u = tanh(αq), σ es un parámetro que se toma como σ = 1 para desacoplar el espectro continuo
del discreto [43] y la constante de normalización tiene la forma

Aσ
n =

√
αn!(σ + n− 1/2)(Γ[σ − 1/2])2

π22−2σΓ[2σ + n− 1]
. (1.40)
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1.3 Método de Pöschl-Teller (PT-DVR)

A partir de un método denominado de factorización se puede establecer un conjunto de
operadores escalera {K̂±, K̂0} con el siguiente efecto sobre la base [43]:

K̂+Φ
σ
n(u) = k+Φ

σ
n+1(u), (1.41a)

K̂−Φ
σ
n(u) = k−Φ

σ
n−1(u), (1.41b)

K̂0Φ
σ
n(u) = k0Φ

σ
n(u), (1.41c)

con las siguientes definiciones

k+ =
√

(n+ 1)(2σ + n+ 1), (1.42a)

k− =
√
n(2σ + n− 2), (1.42b)

k0 = n+ σ − 1/2. (1.42c)

Con base en lo anterior, se ha establecido una definición para la coordenada u y el momento
en términos de operadores de ascenso y descenso [43]:

û =
1

2

[
Â+ + Â−

]
; p̂ =

iℏα
2

[
B̂+ − B̂−

]
, (1.43)

con la siguiente acción de los operadores sobre la base

Â+Φ
σ
n(u) =

√
(n+ 1)(2σ + n− 1)

(n+ σ − 1/2)(n+ σ + 1/2)
Φσ
n+1(u), (1.44)

Â−Φ
σ
n(u) =

√
n(2σ + n− 2)

(n+ σ − 1/2)(n+ σ − 3/2)
Φσ
n−1(u), (1.45)

B̂+Φ
σ
n(u) = (σ + n)Â+Φ

σ
n(u), (1.46)

B̂−Φ
σ
n(u) = (σ + n− 1)Â−Φ

σ
n(u). (1.47)

Usando las expresiones anteriormente presentadas, si ahora se proyecta a un subespacio
finito

LQPT
N = {|Φσ

n⟩ ; n = 0, 1, . . . , N − 1} , (1.48)

al efectuar la diagonalización de (1.43) se obtienen los siguientes vectores propios

|ui⟩ =
N−1∑
n=0

⟨Φσ
n|ui⟩ |Φσ

n⟩ ; (1.49a)

|pi⟩ =
N−1∑
n=0

⟨Φσ
n|pi⟩ |Φσ

n⟩ , (1.49b)

en donde se definen los paréntesis de transformación T = || ⟨Φσ
n|ui⟩ || y W = || ⟨Φσ

n|pi⟩ || que
proveen de representaciones en las que la coordenada y el momento son diagonales

û |ui⟩ = ui |ui⟩ ; p̂ |pi⟩ = pi |pi⟩ . (1.50)
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1.4 Método de Morse (M-DVR)

Para la coordenada se tiene la relación u = tanh(αq), por lo que para cualesquiera funciones
de energía potencial y cinética se tendrá la siguiente representación

⟨uj |V (û) |ui⟩ = V [qi(ui)] δij ; ⟨pj |G(p̂) |pi⟩ = G(pi)δij , (1.51)

con la relación
qi =

1

α
arctanh(ui). (1.52)

Finalmente, y de manera análoga a lo establecido para el método HO-DVR, la representación
matricial de un Hamiltoniano para un potencial general tendrá la misma forma que en (1.13):

H = W†ΛΛΛ(p)W +T†ΛΛΛ(q)T, (1.53)

con la diferencia de las nuevas definiciones para los paréntesis de transformación T y W y con
las matrices diagonales de la energía cinética

||ΛΛΛ(p)|| = (p2i /2µ)δij , (1.54)

y energía potencial
||ΛΛΛ(q)|| = V [qi(ui)] δij . (1.55)

1.4. Método de Morse (M-DVR)

El método ADVR de Morse se describe en detalle en las referencias [37, 39]. Se considera
el potencial de Morse, cuya expresión analítica es

VM (q) = D

[(
1− e−β(q−q0)

)2
− 1

]
, (1.56)

en D es un parámetro asociado a la profundidad del potencial, β es un parámetro asociado a
su alcance, q0 es la posición de equilibrio y q es la coordenada física del sistema. De manera
similar al caso presentado en el método PT-DVR, las soluciones de la ecuación de Schrödinger
del Hamiltoniano asociado al potencial VM no forman una base completa para estados ligados,
requisito que es necesario para la propuesta de un método DVR. La alternativa es la siguiente
base completa asociada al mismo potencial y denominada Base Tridiagonal de Morse (TMB) [44]

Φσ
n = Aσ

nL
2σ−1
n (y)yσe−y/2; n = 0, 1, 2, . . . (1.57)

en donde L2σ−1
n son los polinomios asociados de Laguerre con argumento en la variable natural

y, σ es un parámetro que se toma σ = 1 con el propósito de desacoplar el espectro de estados
ligados del continuo [44] y la constante de normalización

Aσ
n =

√
(βn!)/(Γ[2σ + 1]). (1.58)

La variable natural y del potencial de Morse se conecta con la coordenada física q a través de la
siguiente expresión:

y = (2j + 1)e−βq, (1.59)
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1.4 Método de Morse (M-DVR)

en donde j es otro parámetro relacionado a la profundidad del potencial.

Es posible encontrar operadores escalera {K̂±, K̂0} relacionados con la base (1.57) y que
cumplan las relaciones de conmutación del álgebra su(1, 1) [44]. Estos se definen a través de su
efecto sobre la base

K̂+Φ
σ
n(u) = k+(n)Φ

σ
n+1(u), (1.60a)

K̂−Φ
σ
n(u) = k−(n)Φ

σ
n−1(u), (1.60b)

K̂0Φ
σ
n(u) = k0Φ

σ
n(u), (1.60c)

con las siguientes definiciones

k+(n) =
√
(n+ 1)(2σ + n), (1.61a)

k−(n) =
√
n(2σ + n− 1), (1.61b)

k0 = σ + n. (1.61c)

Con base en lo anterior, se ha establecido una definición para la coordenada y y el momento
en términos de los operadores (1.60)

ŷ = 2K̂0 −
(
K̂+ + K̂−

)
; p̂ =

iℏβ
2

(
K̂+ − K̂−

)
, (1.62)

y considerando la acción de los operadores sobre la base, los elementos de matriz de la coordenada
y y el momento serán

⟨Φσ
n′ | ŷ |Φσ

n⟩ = 2(σ + n) δn,n′ −
(
k+(n) δn′,n+1 + k−(n) δn′,n−1

)
, (1.63a)

⟨Φσ
n′ | p̂ |Φσ

n⟩ =
iℏβ
2

(
k+(n) δn′,n+1 − k−(n) δn′,n−1

)
. (1.63b)

Si ahora se proyecta a un subespacio finito

LTMB
N = {Φσ

n; n = 0, 1, . . . , N − 1} (1.64)

y posteriormente se diagonaliza la coordenada y y el momento, se generan los siguientes vectores
propios

|yi⟩ =
N−1∑
n=0

⟨Φσ
n|ui⟩ |Φσ

n⟩ ; (1.65a)

|pi⟩ =
N−1∑
n=0

⟨Φσ
n|pi⟩ |Φσ

n⟩ , (1.65b)

en donde se definen los paréntesis de transformación T = || ⟨Φσ
n|ui⟩ || y W = || ⟨Φσ

n|pi⟩ || que
proveen de representaciones en las que la coordenada y el momento son diagonales

ŷ |yi⟩ = yi |yi⟩ ; p̂ |pi⟩ = pi |pi⟩ . (1.66)
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

Para la coordenada se tiene la relación y = (2j + 1)e−βq, por lo que para cualesquiera
funciones de energía potencial y cinética se tendrá la siguiente representación

⟨uj |V (ŷ) |ui⟩ = V [qi(yi)] δij ; ⟨pj |G(p̂) |pi⟩ = G(pi)δij , (1.67)

con la relación
qi = − 1

β
ln

yi
(2j + 1)

. (1.68)

Finalmente, y de manera análoga a lo establecido para los métodos HO-DVR y PT-DVR,
la representación matricial de un Hamiltoniano para un potencial general tendrá la misma forma
que en (1.13):

H = W†ΛΛΛ(p)W +T†ΛΛΛ(q)T, (1.69)

con la diferencia de las nuevas definiciones para los paréntesis de transformación T y W y con
las matrices diagonales de la energía cinética

||ΛΛΛ(p)|| = (p2i /2µ)δij , (1.70)

y energía potencial
||ΛΛΛ(q)|| = V [qi(yi)] δij . (1.71)

1.5. Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

En esta sección se extenderán de manera general, los métodos ADVR antes presentados
para sistemas m-dimensionales. En el presente contexto, hay dos métodos que permiten estudiar
sistemas de dimensión mayor: proponer un método DVR con base en sistemas que intrínsecamente
estén definidos en la dimensión deseada, por ejemplo, un oscilador armónico en 3D; o bien, hacer
uso del producto directo en una base ADVR 1D. En este trabajo se hará uso del segundo método.
El siguiente desarrollo matemático se ejemplificará con una base de oscilador armónico, aunque la
implementación en los métodos PT-DVR o M-DVR es inmediata si se efectua el mapeo |n⟩ → |Φσ

n⟩
correspondiente.

El Hamiltoniano de un sistema de dimensión m se podrá diagonalizar en una base de
producto directo

|ne1ne2 . . . nem⟩ =
m∏
k

⊗ |nek⟩ , (1.72)

siendo ek la k-ésima coordenada del sistema.

Con el fin de generar la base DVR se considera la base discreta asociada con la coordenada
ek, la cual toma la siguiente forma

|ek,ik⟩ =
Nk−1∑
nek

=0

⟨nek |ek,ik⟩ |nek⟩ , (1.73a)
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

∣∣∣pek,ik〉 =

Nk−1∑
nek

=0

〈
nek

∣∣∣pek,ik〉 |nek⟩ , (1.73b)

en donde Nk es la dimensión de la base en el k-ésimo grado de libertad.

En términos de la base DVR (1.73a) para la representación de la coordenada, el producto
directo (1.72) toma se puede expresar como

|ne1ne2 . . . nem⟩ =
m∏
k

⊗

 Nk∑
ik=1

⟨ek,ik |nek⟩ |ek,ik⟩

 , (1.74)

siendo conveniente definir los elementos de la matriz de coeficientes de transformación como

||T|| =
m∏
k

⊗⟨ek,ik |nek⟩ , (1.75)

y en términos de la matriz T, el producto directo (1.72) se puede generalizar de la siguiente forma

|α⟩ =

∏
Nk∑

β=1

Tβ,α |β⟩ , (1.76)

en donde el estado |α⟩ se define como

|α⟩ =
m∏
k

⊗ |nek⟩ , (1.77)

mientras que para |β⟩

|β⟩ =
m∏
k

⊗ |ek,ik⟩ ; (1.78)

con el siguiente mapeo en los índices

α =
m∑
k=1

nek m∏
j=k

Nj+1

 ; nek = 0, 1, . . . , Nk − 1; (1.79)

β =
m∑
k=1

ik m∏
j=k

Nj+1 −
m∏
j=k

Nj+1

 ; ik = 1, 2, . . . , Nk; (1.80)

Siguiendo el mismo procedimiento para la representación del momento (1.73b), el producto
directo (1.72) se expresa como

|ne1ne2 . . . nem⟩ =
m∏
k

⊗

 Nk∑
ik=1

〈
pek,ik

∣∣∣npek〉 |pek,ik⟩
 , (1.81)
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

con los elementos de la matriz de coeficientes de transformación

||W|| =
m∏
k

⊗⟨pek,ik |nek⟩ , (1.82)

se puede simplificar la base de producto directo (1.81)

|α⟩ =

∏
Nk∑

γ=1

Wγ,α |γ⟩ , (1.83)

en donde

|γ⟩ =
m∏
k

⊗ |pek,ik⟩ , (1.84)

con una relación similar a (1.80) para γ.

Considerando un Hamiltoniano para un potencial general mD en el espacio de configuración

Ĥ =
1

2µ

m∑
k

p̂2ek + V ({ek}) , (1.85)

su representación algebraica en las bases discretas de la coordenada y el momento será

H = W†ΛΛΛ(p)W +T†ΛΛΛ(V )T, (1.86)

en donde se definen las matrices diagonales en la representación del momento

∥∥∥ΛΛΛ(p)
∥∥∥ =

1

2µ

∥∥∥∥∥
m∏
k

⊗⟨pek,ik |
m∑
k

p̂2ek

m∏
k

⊗ |pek,ik⟩

∥∥∥∥∥ =
1

2µ

(
m∑
k

p2ek,ik

)
m∏
k

δik,i′k , (1.87)

y de la coordenada

∥∥∥ΛΛΛ(V )
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
m∏
k

⊗⟨ek,ik |V ({ek})
m∏
k

⊗ |ek,ik⟩

∥∥∥∥∥ = V ({ek,ik})
m∏
k

δik,i′k . (1.88)

Una vez establecido el procedimiento general para extender los métodos ADVR, se podrán
estudiar sistemas multidimensionales con una base de producto directo. En este contexto se
pueden plantear distintos problemas: desde sistemas con múltiples partículas interactuando, hasta
un caso menos complejo como el de una partícula sometida a un potencial 2D o 3D. A pesar de
la ventaja que representa el tratamiento algebraico del problema, el producto directo tendrá la
desventaja que la dimensión de la base crece como el producto de las dimensiones de la base de
cada grado de libertad {Nk}. Para tratar con este problema se han hecho distintas propuestas, tal
como el algoritmo de Lanczos, el cual no requiere almacenar la matriz asociada al Hamiltoniano
[45]. Y en adición al algoritmo, se ha propuesto reducir el tamaño del producto directo excluyendo
funciones base que no contribuyen a las funciones de onda asociadas a los niveles energéticos de
interés [31]. En el presente trabajo, se propone otra alternativa para la simplificación del cálculo:
hacer uso de una base de funciones adaptadas por simetría. En este contexto, la base de funciones
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

una vez proyectada tendrá la forma general∣∣∣qϕ(Γ)γ

〉
= Sα;qγΓ |α⟩ , (1.89)

donde Γ y γ son las representaciones irreducibles asociadas a una cadena de grupos. Mientras que
q es un índice de multiplicidad, el cual como se describirá en el siguiente capítulo, dará cuenta de
la dimensión de la matriz a diagonalizar una vez tomada en cuenta la base adaptada por simetría.
A partir de lo anterior, el Hamiltoniano (1.86) se simplificará de acuerdo a

Hs = S†
[
W†ΛΛΛ(p)W +T†ΛΛΛ(V )T

]
S, (1.90)

con la forma diagonal en bloques
Hs =

∑
Γ

⊕ HΓ
s , (1.91)

en donde cada bloque porta la Γ-ésima representación irreducible del grupo de simetría asociado al
sistema con dimensión q2(Γ). A pesar de la simplificación que ofrece el uso de una base adaptada
por simetría, el uso de esta metodología ofrece como ventaja adicional el etiquetado de estados de
acuerdo a las representaciones irreducibles Γ y γ. Lo anterior será fundamental para estudiar la
degeneración existente en los potenciales 2D cuadrado y rectangular, que es uno de los principales
objetivos de este trabajo. En el siguiente capitulo se presentarán las bases de un método de
proyección sumamente eficiente para obtener funciones adaptadas por simetría, el cual recibe el
nombre de método de funciones propias.

1.5.1. Producto directo para sistemas bidimensionales

En la sección anterior se presentó de manera general la extensión multidimensional de
los métodos ADVR en el marco del producto directo. Puesto que en este trabajo se estudiarán
problemas con dos grados de libertad tales como una partícula sometida a pozos de potencial
cuadrado y rectangular 2D, será conveniente estudiar el caso particular en dos dimensiones del
producto directo. De la misma forma, se ejemplificará con una base de oscilador armónico, con el
siguiente mapeo |nx⟩ ⊗ |ny⟩ →

∣∣Φσ
nx

〉
⊗
∣∣∣Φσ

ny

〉
que permite hacer uso de los métodos PT-DVR y

M-DVR.

El Hamiltoniano asociado a una partícula en un potencial 2D se podrá diagonalizar en
una base de producto directo

|nxny⟩ = |nx⟩ ⊗ |ny⟩ (1.92)

con x y y como las coordenadas cartesianas del sistema.
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

De manera análoga a lo establecido para los métodos ADVR-1D, se debe proponer una
base discreta asociada a las coordenadas. Para x

|xi⟩ =
Nx−1∑
nx=0

⟨nx|xi⟩ |nx⟩ , (1.93a)

|pxi⟩ =
Nx−1∑
nx=0

⟨nx|pxi⟩ |nx⟩ ; (1.93b)

mientras que para la coordenada y

|yj⟩ =
Ny−1∑
ny=0

⟨ny|yj⟩ |ny⟩ , (1.94a)

|pyj⟩ =
Ny−1∑
ny=0

⟨ny|pyj⟩ |ny⟩ . (1.94b)

Haciendo uso de las bases DVR (1.93a) y (1.94a), el producto directo (1.92) se expresa
como

|nxny⟩ =
Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

⟨xi|nx⟩ ⟨yj |ny⟩ |xi⟩ ⊗ |yj⟩ , (1.95)

con la siguiente notación para los elementos de las matrices de transformación

Ai,nx = ⟨xi|nx⟩ , (1.96a)

Bj,ny = ⟨yj |ny⟩ , (1.96b)

Tij,nxny = ⟨xi|nx⟩ ⟨yj |ny⟩ , (1.96c)

y en términos del producto de Kronecker

T = A⊗B. (1.97)

Haciendo uso de la definición de la matriz T, el producto directo (1.92) se simplifica de la
siguiente forma

|α⟩ =
Nx×Ny∑
β=1

Tβ,α |β⟩ , (1.98)

siendo α el índice asociado al estado del sistema

|α⟩ = |nx⟩ ⊗ |ny⟩ , (1.99)

y β el índice asociado a la base discreta

|β⟩ = |xi⟩ ⊗ |yj⟩ . (1.100)
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Al hacer uso de la expresión (1.79), se puede establecer el mapeo asociado a los índices nx y ny

α = ny +Ny nx; nx(y) = 0, 1, . . . , Nx(y) − 1, (1.101)

y de manera análoga, con la expresión (1.80) se establece el mapeo de los índices i y j

β = j +Ny (i− 1); i(j) = 1, 2, . . . , Nx(y). (1.102)

El mapeo de los índices antes presentado se puede entender como una malla de puntos en un
espacio bidimensional. Cada uno de estos puntos estará asociado a un estado del sistema, o bien,
a un estado de la base ADVR para α y β, respectivamente.

Bajo la misma lógica, para las representaciones del momento (1.93b) y (1.94b), el producto
directo (1.92) se expresa como

|nxny⟩ =
Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

⟨pxi|nx⟩ ⟨pyj |ny⟩ |pxi⟩ ⊗ |pyj⟩ , (1.103)

con la siguiente notación para los elementos de las matrices de transformación

Ci,nx = ⟨pxi|nx⟩ , (1.104a)

Dj,ny = ⟨pyj |ny⟩ , (1.104b)

Wij,nxny = ⟨pxi|nx⟩ ⟨pyj |ny⟩ , (1.104c)

y en términos del producto de Kronecker

W = C⊗D. (1.105)

Haciendo uso de la definición de la matriz W, el producto directo (1.92) se simplifica de la
siguiente forma

|α⟩ =
Nx×Ny∑
β=1

Tγ,α |γ⟩ , (1.106)

en donde |α⟩ = |nx⟩ ⊗ |ny⟩, |γ⟩ = |pxi⟩ ⊗ |pyj⟩ y γ = j +Ny (i− 1).

Finalmente, considerando un Hamiltoniano para un potencial general 2D en el espacio de
configuración

Ĥ =
1

2µ

(
p̂2x + p̂2y

)
+ V (x, y) , (1.107)

se tendrá la siguiente representación para la energía cinética〈
n′xn

′
y

∣∣G(px, py) |nxny⟩ =∑
i′,j′

∑
i,j

〈
n′x
∣∣pxi′〉 〈n′y∣∣pyj′〉 ⟨pxi′ | ⊗ 〈pyj′∣∣G(px, py)

⟨nx|pxi⟩ ⟨ny|pyj⟩ |pxi⟩ ⊗ |pyj⟩ ,
(1.108)
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con G(px, py) = 1/(2µ)(p2x + p2y). Y de forma similar, para la energía potencial〈
n′xn

′
y

∣∣V (x, y) |nxny⟩ =
∑
i′,j′

∑
i,j

〈
n′x
∣∣xi′〉 〈n′y∣∣yj′〉 ⟨xi′ | ⊗ 〈yj′∣∣V (x, y)

⟨nx|xi⟩ ⟨ny|yj⟩ |xi⟩ ⊗ |yj⟩ .
(1.109)

Utilizando las definiciones (1.96c) y (1.104c) para los coeficientes de transformación y con las
representaciones de la energía cinética (1.108) y potencial (1.109) la representación matricial del
Hamiltoniano en el marco del método HO-DVR es

H = W†ΛΛΛ(p)W +T†ΛΛΛ(V )T, (1.110)

siendo ΛΛΛ(p) una matriz diagonal en la representación del momento∥∥∥ΛΛΛ(p)
∥∥∥ =

∥∥⟨pxi′ | ⊗ 〈pyj′∣∣G(px, py) |pxi⟩ ⊗ |pyj⟩
∥∥ =

1

2µ

(
p2xi + p2yj

)
δii′δjj′ , (1.111)

y ΛΛΛ(V ) una matriz diagonal en la representación de la coordenada∥∥∥ΛΛΛ(V )
∥∥∥ =

∥∥⟨xi′ | ⊗ 〈yj′∣∣V (x, y) |xi⟩ ⊗ |yj⟩
∥∥ = V (xi, yj) δii′δjj′ . (1.112)
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Capítulo 2

Teoría de representaciones de grupos

La importancia de la teoría de representaciones de grupos radica en que establece la
conexión entre una teoría física, como es el caso de la mecánica cuántica, con la simetría del
sistema. El propósito de este capítulo es introducir los conceptos de la teoría de representación
de grupos necesarios para los objetivos de este trabajo. Primero se presentarán los conceptos
fundamentales de la teoría abstracta de grupos, tal como la definición de grupo, los conceptos de
clases laterales y de conjugación y el producto semidirecto entre grupos. Después, se introducirá
la teoría de representaciones de grupos a partir del concepto de representación. Posteriormente, y
con base en los conceptos ya establecidos, se introducirá un método de proyección de funciones, el
cual será fundamental para el estudio de los distintos potenciales escalón a partir de la simetría del
sistema, además de que permitirá simplificar en gran medida los cálculos efectuados. Finalmente,
se presentará de manera simplificada el proceso de inducción de representaciones, procedimiento
fundamental para generar las representaciones irreducibles del grupo completo de simetría de los
potenciales en 2D.

2.1. Teoría abstracta de grupos

En esta sección se describirán los elementos básicos de la teoría de grupos. Estos conceptos
otorgan los fundamentos matemáticos para la introducción del método de funciones propias
para la obtención de una base de funciones adaptadas por simetría, además de la inducción de
representaciones irreducibles a partir de un subgrupo.

2.1.1. Definición de grupo

Se dice que un conjunto de elementos G = {a, b, c, . . . } forma un grupo si dada una ley
de composición entre los elementos (representada por el símbolo ◦), se cumplen los siguientes
postulados [8, 46]:

1. Existencia de la identidad: Entre los elementos del conjunto G existe un único elemento
e llamado elemento identidad, tal que para cualquier elemento en G se cumple lo siguiente

∀a ∈ G; a ◦ e = e ◦ a = a
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2.1 Teoría abstracta de grupos

2. Condición de cierre: La composición de cualesquiera dos elementos del grupo corresponde
a un único elemento del grupo.

∀a, b ∈ G; a ◦ b ∈ G; b ◦ a ∈ G.

3. Existencia del inverso: Para cualquier elemento a del conjunto G existe un único elemento
inverso a−1 tal que se cumple que

∀a ∈ G; a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e

4. Asociatividad: Para la composición de tres o más elementos del conjunto G se cumple la
siguiente relación

∀a, b, c ∈ G; a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c = a ◦ b ◦ c

Para que un conjunto sea considerado grupo se deberán cumplir los cuatro postulados. El
número de elementos del grupo G se identifica como el orden del grupo |G|. Dada la anterior
definición, podrán ser identificados tres tipos de grupos: si los elementos forman un conjunto
finito numerable, se dice que se tiene un grupo finito; si los elementos forman un conjunto infinito
numerable se tendrá un grupo infinito discreto; finalmente, si los elementos del grupo forman un
continuo entonces se tiene un grupo continuo [8].

2.1.2. Subgrupo

Si existe un subconjunto de elementos del grupo G que forman un grupo H por si mismos
dada la misma ley de composición que en G, entonces se dice que H es un subgrupo de G,
representado por G ⊃ H. Todo grupo posee al menos dos subgrupos denominados subgrupos
impropios: el subgrupo formado formado por la identidad y el grupo mismo. Cualquier otro
subgrupo es llamado subgrupo propio [46, 47].

Adicionalmente, el subgrupo H podrá tener un subgrupo K por si mismo. Estos conjuntos
forman una cadena de subgrupos,

G ⊃ H ⊃ K ⊃ . . . .

En el contexto de la definición de un subgrupo, se tendrá el siguiente teorema [46, 48]:

Teorema de Lagrange. El orden de un subgrupo de un grupo finito es un divisor del orden del
grupo

G ⊃ H ⇒ |G|
|H|

= |σ|, (2.1)

donde |σ| es un número entero. Este teorema será de utilidad en la definición de clases laterales,
como se verá a continuación.
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2.1 Teoría abstracta de grupos

2.1.3. Clases laterales

Sea H = {e, h2, . . . h|H|} un subgrupo propio de G y suponiendo la existencia de un elemen-
to a tal que a ∈ G y a /∈ H, se podrá formar el conjunto de productos aH = {a, ah2, . . . ah|H|}.
Dicho conjunto recibe el nombre de clase lateral izquierda. A partir de esta definición, se puede
proponer expresar el grupo G como una unión de clases laterales izquierdas

G =

|σ|⋃
σ=1

s|σ|H;
|G|
|H|

= |σ|. (2.2)

El conjunto de elementos sσ reciben el nombre de elementos representativos del grupo G. Es
importante notar que el número de elementos representativos de un grupo en términos de sus
clases laterales estará dado por la expresión (2.1), establecida por el teorema de Lagrange. De
manera análoga, existirán las clases laterales derechas, dada por el producto Hsσ, con las que se
podrá expresar de la misma forma el grupo G [46, 47].

2.1.4. Clases de conjugación

Se dice que un elemento b que pertenece al grupo G es conjugado a otro elemento a que
pertenece al mismo grupo si existe un elemento u ∈ G tal que

b = uau−1, (2.3)

de donde es evidente que si u = e, entonces el elemento b es conjugado consigo mismo, lo que
se conoce como propiedad de reflexividad. De la misma relación (2.3) se puede deducir que
a = u−1bu, lo que implica simetría en la conjugación. Es posible demostrar que si un elemento b
es conjugado a c, y a es conjugado a b, entonces a será un elemento conjugado de c, por lo que
cumple con una propiedad de transitividad. De las observaciones anteriores, se puede concluir
que la conjugación es una relación de equivalencia [47].

A partir de la definición de conjugación, se puede inferir que existirán conjuntos dentro del
mismo grupo cuyos elementos estarán conjugados unos con otros. Estos conjuntos se donominan
clases de conjugación, y se representan como Ki. Una característica relevante de un grupo es el
número de clases que lo componen, lo que se representa por |K|. A partir de lo anterior, es fácil
expresar un grupo arbitrario G como un desarrollo de clases de conjugación

G =

|K|⋃
i=1

Ki. (2.4)

La importancia de las clases de conjugación es evidente cuando se trata con la realización de un
grupo abstracto, como es el caso de los grupos puntuales. Dentro de estos grupos, los elementos
estarán clasificados en clases de conjugación.
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2.1.5. Subgrupo invariante y grupo factor

Dado un subgrupo H de G, se dice que el subgrupo H es invariante en G si se cumple la
siguiente relación

ahia
−1 ∈ H; i = 1, 2, . . . , |H|; ∀a ∈ G. (2.5)

lo que quiere decir que al conjugar todo elemento del subgrupo H, se recupera el mismo subgrupo,
el cual es invariante en G y se expresa como H ◁ G [46, 47].

En el mismo contexto, rotomando la expresión (2.2) que representa un desarrollo en clases
laterales del grupo G, aunque con H invariante, se tiene

G =

|σ|⋃
σ=1

s|σ|H; H ◁ G. (2.6)

Para este desarrollo se tiene un conjunto de clases laterales izquierdas {sσH}. Este conjunto
de clases laterales forma por si mismo un grupo, lo que es fácil de demostrar se se evalúan los
postulados que definen un grupo. Este nuevo grupo compuesto por las clases laterales, cuando se
cumple que H ◁ G, forma un grupo denominado grupo factor, el cual se representa como G/H
[48].

2.1.6. Producto semidirecto

Un grupo arbitrario G es un producto semidirecto de dos subgrupos L y M si se cumplen
las siguientes tres condiciones:

1. L es un subgrupo invariante en G: L ◁ G

2. L y M tienen por intersección la identidad: L ∩M = e

3. Todo elemento gi ∈ G se puede expresar como un producto gi = ljmk para lj ∈ L y
mk ∈M .

Al cumplirse las condiciones anteriores, el producto semidirecto se define como

G = L ∧M =

|L|⋃
j=1

|M |⋃
k=1

ljmk, (2.7)

por lo que se infiere que el orden de G será |G| = |L||M | [46].

2.2. Representaciones de grupos

Como ya fue mencionado, la importancia de la teoría de representaciones de grupos es que
esta proporcionará la conexión entre la mecánica cuántica y la simetría de un sistema. En esta
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sección se introducirán los conceptos básicos de dicha teoría matemática.

2.2.1. Representaciones vectoriales lineales

Se considera un conjunto de operadores lineales {Â, B̂, Ĉ, . . . } definidos en un espacio
vectorial L. Este conjunto de operadores podrá satisfacer los postulados de grupo definidos en la
sección 2.1.1. Si se cumple dicha condición, el conjunto recibirá el nombre de grupo de operadores
lineales. Dada la condición anterior, la acción sucesiva de dos operadores cumple que

Ĉx = B̂(Âx); ∀x ∈ L, (2.8)

la identidad del grupo es el operador identidad 1̂ y se cumple que cada operador posee su inverso.

Se dice que un mapeo entre dos estructuras algebraicas es homomorfo si el mapeo f : L→M
entre los conjuntos L y M cumple que

f(x ◦ y) = f(x) ◦ f(y); ∀x, y ∈ L. (2.9)

Haciendo uso de la definición anterior, si existe un mapeo homomorfo entre un grupo abstracto
arbitrario G a un grupo de operadores D̂(G) definidos en L, entonces se dice que los elementos
D̂(g) son representaciones del grupo G en el espacio vectorial L [48]. El mapeo entre el grupo
abstracto y el grupo de operadores se representa como

g
D−→ D̂(g); ∀g ∈ G. (2.10)

En este mapeo se cumple que si el espacio de representación L es de orden m, la representación
será m-dimensional. Puesto que se habla de un mapeo homomorfo, los operadores satisfacen la
misma regla de producto que los elementos del grupo

D(g1g2) = D(g1)D(g2); g1, g2 ∈ G. (2.11)

Por otra parte, en el marco del álgebra lineal, el conjunto de operadores {Â, B̂, Ĉ, . . . }
podrá expresarse a su vez como un conjunto de representaciones matriciales {A,B,C, . . . }. Lo
anterior se logra al establecer la acción de los operadores sobre cierta base, es decir,

D̂(g)ei =
m∑
j=1

Dji(g)ej , (2.12)

siendo Dij(g) los elementos de matriz del operador D̂(g) y {ei, i = 1, 2, . . . ,m} los elementos
de la base. Lo anterior establece un mapeo homomorfo entre un grupo abstracto arbitrario G y un
conjunto de matrices D(G). Los elementos de este conjunto reciben el nombre de representaciones
matriciales. Será importante notar que un grupo G tendrá más de una representación para cada
uno de sus elementos. Para lograr distinguir las representaciones se elige el índice µ con la siguiente
notación D(µ)(G) para la µ-ésima representación matricial [46, 48].
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Una definición importante en la teoría de representaciones de grupos es la de caracter de
una representación. Este se representa por χ(µ)(G) y se define como

χ(µ)(G) = tr
(
D(µ)(G)

)
=

m∑
i=1

Dii(G). (2.13)

Es importante mencionar que si bien, los elementos de una clase de conjugación poseen represen-
taciones irreducibles distintas, el caracter de dichas representaciones será el mismo. Esta es una
de las principales ventajas de esta definición.

2.2.2. Análisis de representaciones

Una vez establecida la idea de que los elementos de un grupo G podrán ser representados
como matrices, convendrá estudiar las propiedades de dichas representaciones matriciales. Es
posible clasificar las representaciones en dos tipos: representaciones reducibles identificadas
como ∆∆∆(red)(R) y representaciones irreducibles identificadas como D(µ)(R); en donde R es un
elemento del grupo G. Se dice que una representación es reducible cuando esta se constituye por
submatrices, es decir, puede ser expresada en bloques. Para lograr la representación diagonal en
bloques se podrá efectuar un cambio de base S−1∆∆∆(red)(R)S, lo que a su vez permite la expresión
de la representación reducible en términos de una suma directa de representaciones matriciales
irreducibles, es decir,

S−1∆∆∆(red)(R)S =

|RI|∑
µ

⊕ aµD
(µ)(R), (2.14)

en donde |RI| es el número de representaciones irreducibles del grupo y aµ es un entero positivo que
indica el número de veces que se contiene la µ-ésima representación en ∆∆∆(red)(R) [48]. La existencia
de las representaciones irreducibles surge de manera natural si se considera la descomposición de
un espacio de representación Lm en subespacios invariantes de la siguiente forma

Lm =

|RI|∑
µ

⊕ L(µ). (2.15)

Estos subespacios se denominan invariantes puesto que sus elementos no se mezclan bajo las
operaciones del grupo [46]. Ejemplo de subespacios invariantes son las soluciones del átomo de
hidrógeno, en donde los subespacios podrán ser los armónicos cartesianos con el mismo momento
angular l al aplicar rotaciones en tres dimensiones.

2.2.3. Representación subducida

Dado un subgrupo H = {h1, h2, . . . , h|H|} de G, y siendo D(µ)(G) una representación
irreducible de G; el conjunto de representaciones matriciales {D(µ)(hi)} serán representaciones
de H. Dicha representación D(µ)(H) recibirá el nombre de representación subducida y en general
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será reducible a una suma directa de representaciones irreducibles:

S−1D(µ)(R)S =
∑
ν

⊕ aµν D(ν)(R); R ∈ H. (2.16)

Es importante notar que se hizo uso del índice µ para las representaciones irreducibles del grupo
G, mientras que del índice ν para las del subgrupo H [46].

Visto de otra forma, el proceso de subducción es restringir una representación D(µ) de
un grupo G, a los elementos de un subgrupo H de G [47]. Lo anterior se escribe mediante la
siguiente notación

D(µ)(G) ↓ H ≡ µG ↓ H = {D(µ)(R)|R ∈ H}. (2.17)

El proceso de subducción se encuentra íntimamente relacionado con la reducción de la simetría
de un sistema. Esta reducción es común en situaciones en las que existe un rompimiento de la
simetría, por lo que la subducción será un concepto clave para estudiar dicho fenómeno [49]. Esto
quedará en evidencia al estudiar los pozos de potencial en 2D.

Con base en la subducción de representaciones, se podrá otorgar una clasificación a una
cadena de subgrupos. Dada la cadena G ⊃ H, se dice que esta es canónica si en µG ↓ H se cumple
que aµν ≤ 1; es decir, cada representación irreducible del subgrupo H estará contenida máxima
una vez en la representación subducida [46].

2.3. Proyección de funciones

La proyección de funciones es uno de los conceptos más relevantes de la teoría de represen-
taciones de grupos. Como se mencionó en la sección 1.5, la proyección permitirá obtener una base
de funciones adaptadas por simetría, lo que trae consigo grandes ventajas tales como el estudio
de un sistema físico a partir de su simetría, o una gran simplificación en los cálculos matemáticos.
A continuación se presentarán los conceptos clave de la proyección de funciones.

En la sección 2.2.2 se estableció que una representación reducible puede ser reescrita en
términos de la suma directa de representaciones irreducibles D(Γ)(G). Considerando el espacio de
funciones base Lm = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm} y retomando la matriz de cambio de base S establecida en
la ecuación (2.14), la proyección de la base tomará la siguiente forma

qψ
(Γ)
i (x) =

∑
l=1

sl,qΓi ϕl(x), (2.18)

en donde sl,qΓi son los elementos de la matriz S y q = 1, 2, . . . , aΓ es un índice de multiplicidad.
Es relevante notar que las funciones qψ

(Γ)
i (x) portan la Γ-ésima representación irreducible del

grupo de simetría, es decir, cumplen la siguiente relación

R̂ qψ
(Γ)
l (x) =

∑
m

D
(Γ)
ml (R) qψ

(Γ)
m (x); ∀R ∈ G. (2.19)

La forma en la que se obtiene la proyección (2.18) no es trivial. Para la proyección del
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caso particular en que q = 1, se puede introducir el operador de proyección

P̂(Γ) =def
nΓ
|G|

∑
R

χ(Γ)(R)∗R̂, (2.20)

con la siguiente acción sobre la base

P̂(Γ)ϕi(x) = ψ(Γ)(x). (2.21)

Para el caso en que se tienen representaciones irreducibles con nΓ > 1, es decir, multidi-
mensionales, se deberán obtener las componentes de la representación Γ a partir de una cadena
canónica G ⊃ H. En dicho contexto, el operador de proyección tomará la forma

P̂(Γ,γ) = P̂(γ)P̂(Γ), (2.22)

en donde el índice Γ son las representaciones irreducibles del grupo G, mientras que γ del subgrupo
H [46, 48].

La introducción del operador de proyección tiene como único fin ejemplificar la idea de
proyección de funciones a partir del grupo de simetría de un sistema. Además permite mostrar
cómo al efectuar la proyección, las funciones adquieren una etiqueta asociada al grupo de simetría
del sistema: sus representaciones irreducibles. En casos en los que se requiera proyectar una gran
cantidad de funciones este método resultará sumamente ineficiente. Esto debido a que en la gran
mayoría de los casos, los elementos dados en la relación (2.21) serán cero. Además, en el caso de
que se tengan representaciones multidimensionales se deberán aplicar sucesivamente al menos dos
operadores de proyección, y las funciones proyectadas resultantes no son ortogonales. Tomando
estas desventajas, se deberá proponer un método alterno para la proyección de funciones. Para
esto se introducirá el método de funciones propias.

2.3.1. Álgebra de clases de conjugación

Previo a introducir el método de funciones propias, es conveniente mencionar el concepto de
álgebra de clases de conjugación, o simplemente álgebra de clases. Se define la cantidad algebraica

Ki =

|Ki|∑
j

gj ; gj ∈ Ki, (2.23)

en donde Ki es la i-ésima clase de conjugación del grupo G. Dada esta definición se podrán
enunciar un par propiedades que se cumplen para Ki [47]:

El producto de clases cierra bajo la multiplicación del grupo, lo cual se expresa como

KiKj =
∑
m

Cm
ijKm, (2.24)

en donde Cm
ij son enteros denominados constantes de estructura del álgebra de clases.
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Las clases conmutan: [Ki,Kj ] = 0.

2.3.2. Método de funciones propias

Como ya fue mencionado a lo largo de este trabajo, el método de funciones propias
posiblemente sea la opción más efectiva al momento de proyectar funciones. Este método original-
mente propuesto por J-Q. Chen et. al. [47], ha sido aplicado con éxito en sistemas moleculares,
particularmente en su estudio vibracional [50, 51]. En este trabajo, se verá su aplicación en el
estudio de una partícula confinada en pozos de potencial en 2D. A continuación se describirán en
resumen los fundamentos del método.

La idea principal del método se aprecia en el contexto de la mecánica cuántica, particular-
mente tomando en cuenta el concepto de números cuánticos. Dado el Hamiltoniano de un sistema,
la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo es

Ĥ |Ψα
i ⟩ = Eα |Ψα

i ⟩ , (2.25)

en donde el índice i está asociado a los estados degenerados, mientras que el índice α es una
etiqueta que identifica a la función de onda con la α-ésima energía. En este caso, α es un
número cuántico asociado a la energía. Puesto que no en todos los caso la etiqueta α dada por
el Hamiltoniano será suficiente para distinguir entre estados propios de un sistema, convendrá
introducir un Conjunto Completo de Operadores que Conmutan (CCOC). Construir un CCOC
permitirá asignar las etiquetas que sean necesarias a la función de onda, tal que permitan distinguir
entre estados degenerados.

Puesto que el Hamiltoniano conmuta con los elementos del grupo de simetría G del sistema,
es decir,

[R̂, Ĥ] = 0, ∀R ∈ G, (2.26)

no es difícil demostrar que el Hamiltoniano también conmutará con las clases del grupo

[K̂i, Ĥ] = 0; ∀Ki. (2.27)

Si además se considera que las clases de conjugación conmutan entre sí, como se estableció en la
sección 2.3.1; el Hamiltoniano en conjunto con las clases del grupo de simetría del sistema formará
un CCOC. Este conjunto ofrecerá números cuánticos apropiados para el etiquetado biunívoco de
estados. La anterior idea se presenta con mayor claridad si se consideran las siguientes ecuaciones
de valores propios

K̂1

∣∣∣Ψα,λ1,...,λ|K|
i

〉
=λ1,

∣∣∣Ψα,λ1,...,λ|K|
i

〉
(2.28)

...

K̂|K|

∣∣∣Ψα,λ1,...,λ|K|
i

〉
=λ|K|

∣∣∣Ψα,λ1,...,λ|K|
i

〉
, (2.29)

las cuales introducen una forma de distinguir estados con la misma etiqueta α a partir de los
valores propios λ de las clases. En adición, un hecho relevante surge de la observación de que
por cada clase de conjugación existirá una representación irreducible en el grupo, por lo que las
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2.3 Proyección de funciones

etiquetas de un estado podrán escribirse como∣∣∣Ψα,λ1,...,λ|K|
i

〉
−→

∣∣∣∣Ψα,λ
(Γ)
1 ,...,λ

(Γ)
|K|

i

〉
, (2.30)

en donde Γ hace referencia a cierta representación irreducible del grupo. Lo anterior establece
la conexión entre los valores propios asociados a las clases y las representaciones irreducibles,
permitiendo así, su uso como etiquetas de un estado.

Ahora bien, retomando la idea que se estableció mediante los operadores de proyección,
una representación Γ multidimensional tendrá más de una componente, por lo que si este es el
caso, el conjunto de etiquetas dado en (2.30) no bastará para distinguir todos los estados propios
de un sistema. Considerando un subgrupo G(s) de G, cuyas clases son el conjunto {kj}, se podrán
escribir las siguientes relaciones de conmutación:

[k̂p, k̂q] = 0; [k̂j , K̂i] = 0; [k̂j , Ĥ] = 0, (2.31)

por lo que las clases del subgrupo G(s) podrán formar parte del CCOC. Siguiendo la misma lógica
que para las clases del grupo G, se tendrá el siguiente etiquetado para los estados del sistema:∣∣∣∣Ψα,λ

(Γ)
1 ,...,λ

(Γ)
|K|

λ
(γ)
1 ,...,λ

(γ)
|k|

〉
, (2.32)

siendo γ las representaciones irreducibles del subgrupo H. Finalmente, para el conjunto de
etiquetas que se asocian a la función de onda (2.32), se podrá demostrar su invarianza en el
tiempo [50], lo que tendrá por consecuencia la identificación de este conjunto de etiquetas como
números cuánticos del sistema.

Ahora que se tiene identificado un conjunto de números cuánticos λ a los cuales se les
pueden asociar las representaciones irreducibles Γ y γ de una cadena G ⊃ G(s), se podrá
describir la técnica de proyección de funciones. Partiendo del hecho de que las clases del grupo
G conmutan, entonces estas se podrán diagonalizar simultáneamente, lo que permite proponer
cierta combinación del conjunto de clases {K̂i} como un CCOC. Esta combinación es llamada
conjunto completo de operadores que conmutan de tipo I, o simplemente CCOC-I, y se expresa
de la siguiente forma

ĈI =

|K|∑
i

aiK̂i, (2.33)

en donde ai son enteros positivos a elegir, tal que se cumpla la condición que los valores propios del
operador ĈI sean distintos. Esta condición se puede establecer de manera sencilla si se considera
la siguiente relación entre los valores propios λ de una clase, y los caracteres de un grupo:

λ
(Γ)
i =

|Ki|
nΓ

χ
(Γ)
i , (2.34)

en donde |Ki| es el número de elementos de la i-ésima clase, nΓ es la dimensión de la Γ-ésima
representación y χ

(Γ)
i el caracter de cierta representación irreducible en una clase dada. Esta

expresión permitirá analizar los valores propios previo a contar con la representación matricial
explicita del operador ĈI , permitiendo así generar un CCOC-I adecuado, contando únicamente
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2.4 Inducción de representaciones irreducibles

con la tabla de caracteres del grupo de simetría. La representación del operador ĈI en cierto
espacio de representación L y su posterior diagonalización permitirá proyectar el conjunto de
funciones base, generando así un conjunto de funciones adaptadas por simetría que portan las
representaciones irreducibles Γ de un grupo.

De manera análoga a lo establecido para los operadores de proyección, en el caso de tener
una representación Γ multidimensional, el CCOC-I no bastará para distinguir todos los estados
del sistema, por lo que se deberán identificar a su vez, las componentes γ de las representaciones
irreducibles Γ. Partiendo de que se cuenta con una cadena canónica G ⊃ G(s), el subgrupo G(s)
contará con su respectivo CCOC-I, el cual se identifica como Ĉ(s) y se define de manera similar
a la expresión (2.33), es decir,

Ĉ(s) =

|k|∑
j

bj k̂j , (2.35)

con la misma condición para los coeficientes bj .

Puesto que los operadores ĈI y Ĉ(s) conmutan, estos serán simultáneamente diagonali-
zables, lo que permite escribir cierta combinación de ambos operadores. Esta combinación es
llamada conjunto completo de operadores que conmutan de tipo II, o simplemente, CCOC-II.
Esta nueva combinación se expresa de la siguiente manera

ĈII = ĈI + βĈ(s), (2.36)

en donde β es un entero tal que los valores propios del operador ĈII no se encuentren degenerados.
La representación matricial del operador asociado al CCOC-II en un espacio de funciones base
L, y su posterior diagonalización permitirá obtener funciones adaptadas por simetría con las
etiquetas apropiadas para distinguir las componentes de cada representación irreducible del grupo.
Esto queda expresado en la siguiente ecuación de valores propios

ĈII

∣∣∣Ψ(Γ)
γ

〉
= ζΓ,γ

∣∣∣Ψ(Γ)
γ

〉
. (2.37)

El método descrito será sumamente eficiente para casos en los que se tenga que efectuar
la proyección de decenas o cientos de funciones base, como queda en evidencia en la referencia
[51], en donde se proyectan los grados de libertad de flexión del benceno. Otra bondad del
método de funciones propias es que puede ser utilizado para distinguir funciones con un índice
de multiplicidad q > 1 al establecer un CCOC-III [51]. Situación que no puede ser estudiada
haciendo uso del método tradicional a partir de operadores de proyección, aunque fue omitida
dado que en este trabajo no se presenta multiplicidad en las funciones proyectadas.

2.4. Inducción de representaciones irreducibles

En la sección 2.2.3 se definió un proceso en el que una representación matricial de un grupo
G era restringida a los elementos de un subgrupo H, generando así, una representación de H.
Este procedimiento fue nombrado como subducción de representaciones. Afortunadamente, existe
el proceso opuesto: una representación de G puede ser generada a partir de una representación del
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2.4 Inducción de representaciones irreducibles

subgrupo H. Este proceso recibe el nombre de inducción de representaciones, y es de gran utilidad
en la construcción y análisis de la estructura de representaciones. Esta técnica será fundamental
para estudiar la estructura del grupo de simetría de los potenciales escalón en 2D, y por tanto,
estudiar el fenómeno de rompimiento de la simetría. Lo anterior se esclarecerá en el capítulo
posterior. La inducción de representaciones irreducibles requiere definir una serie de conceptos,
los cuales se abordarán de forma resumida a continuación.

2.4.1. Representación basal

Dado un subgrupo H de G, será posible escribir a G en términos de un desarrollo en clases
laterales de H, tal como se muestra en (2.2). El conjunto {sσH} de clases laterales izquierdas es
un espacio de representación de G, lo que a su vez permitirá genera una representación del grupo
G, es decir,

g(s1H, s2H, . . . , s|σ|H) = (s1H, s2H, . . . , s|σ|H)∆∆∆
(b)
H (g). (2.38)

En donde la matriz ∆∆∆
(b)
H (g) recibe el nombre de representación basal [52]. La expresión (2.38)

puede ser reescrita en términos de los elementos de matriz de la representación basal:

g{sσH} =

|σ|∑
λ

{sλH}∆(b)
H (g)λσ. (2.39)

Puesto que {sσH} constituye un espacio de representación de G, este conjunto deberá
ser invariante bajo la acción de los elementos g del grupo. A partir de esta observación se
puede deducir que la acción de un elemento arbitrario g sobre algún elemento representativo del
desarrollo en clases laterales genera un nuevo elemento del grupo que deberá estar contenido en
cierta clase lateral, es decir,

gsσ = sτh. (2.40)

El elemento h queda completamente determinado por g y sσ. Esta idea permite expresar a h
como una función h = hσ(g). Por lo que la relación (2.40) se transforma a

gsσ = sτhσ(g). (2.41)

El elemento hσ(g) recibe el nombre de subelemento de g en H por sσ. El determinar los
subelementos de una cadena de grupos será fundamental en la construcción de la representación
inducida, como podrá notarse a continuación.

2.4.2. Representación inducida

Como se ha sugerido a lo largo de este capítulo, es posible contar con un conjunto de
funciones base que generen la µ-ésima representación de un grupo. Siendo el conjunto {ϕ(µ)α (x); α =
1, 2, . . . , nµ} la base de una representación irreducible de un subgrupo H de G, la acción de los
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2.4 Inducción de representaciones irreducibles

elementos de H sobre la base estará dada por

ĥiϕ
(µ)
α (x) =

nµ∑
β

D
(µ)
βα (hi)ϕ

(µ)
β (x). (2.42)

Tomando en cuenta un desarrollo en clases laterales equivalente a (2.2), es posible generar
un nuevo conjunto de funciones base a partir de los elementos representativos del desarrollo,
esto es {ŝσ ϕ(µ)α (x)}. Este nuevo conjunto es invariante bajo la acción del grupo G, por lo que
constituye un espacio de representación del grupo. La acción de los elementos g ∈ G sobre las
nuevas funciones base será

ĝ(ŝσϕ
(µ)
α ) = (ĝŝσ)ϕ

(µ)
α , (2.43)

lo cual puede ser expresado en términos de la representación basal y los subelementos del grupo
al considerar las ecuaciones (2.39) y (2.41)

ĝ(ŝσϕ
(µ)
α ) =

∑
λ

ŝλĥσ(g)ϕ
(µ)
α ∆

(b)
H (g)λσ. (2.44)

Finalmente, al considerar que el subelemento hσ(g) genera una representación equivalente a (2.42),
se obtiene la siguiente expresión:

ĝ(ŝσϕ
(µ)
α ) =

∑
λ

∑
β

∆
(b)
H (g)λσD

(µ)(hσ(g))βα (ŝλϕ
(µ)
β ), (2.45)

es decir, la acción de los elementos de G sobre la base {ŝσϕ(µ)α } en términos de la representación
basal y la representación del subelemento hσ(g).

Con la anterior expresión se pueden definir los elementos de la representación inducida de
H sobre G para el elemento g [52]:

∆(µH↑G)(g)λβ;σα =def ∆
(b)
H (g)λσ D

(µ)
βα (hσ(g)). (2.46)

En donde la dimensión de la representación inducida esta dada por

|∆∆∆(µH↑G)(g)| = nµ
|G|
|H|

. (2.47)

En adición, y puesto que los caracteres de una representación permiten analizar la estructura
del grupo sin hacer uso de las representaciones explícitas, es conveniente plantear la siguiente
relación:

χ(µH↑G)(g) =
∑
σ

χ
(µ)
H (s−1

σ gsσ); s−1
σ gsσ ∈ H, (2.48)

la cual permite obtener los caracteres de la representación inducida.
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2.4.3. Representación conjugada

Hasta ahora se tienen las herramientas para llevar a cabo la inducción de una representación
del grupo G mediante una representación del subgrupo H. Esta representación inducida no es
estrictamente irreducible, como se ha indicado al usar el símbolo ∆∆∆. Para obtener representaciones
inducidas irreducibles será necesario establecer un procedimiento adicional que involucra la
inducción a través de una cadena de grupos G ⊃ K ⊃ H [52]. La definición de representación
conjugada forma parte de este procedimiento complementario.

Si se considera que H ◁ G, deberá cumplirse que

ghig
−1 = hj ; ∀g ∈ G. (2.49)

Por otra parte, se desea establecer la conexión entre la representación irreducible del elemento hi
y su conjugado (2.49), es decir,

D(µ)(hi) = D(ghig
−1), (2.50)

en donde es importante notar que la representación del elemento conjugado no necesariamente por-
ta la µ-ésima representación, lo que permite establecer la anterior forma funcional. Considerando
la conjugación (2.49), la igualdad (2.50) corresponde a

D(µ)(hi) = µD
g(hj), (2.51)

en donde la notación µD
g establece a partir de qué representación irreducible y elemento del

grupo G es obtenida la nueva representación. Adicionalmente, se sabe que hi = g−1hjg, por tanto,
(2.51) se podrá reescribir como

µD
g(hj) = D(µ)(g−1hjg) = D(µ)(hi). (2.52)

La representación µD
g(hj) se define como representación conjugada [52].

Cabe aclarar que se partió de que H es invariante en G, por lo que para un elemento hj el
número de representaciones conjugadas será igual al orden de G. En caso de que no se cumpla
esta invarianza, se deberá trabajar mediante grupo normalizador de H en G, el cual se define
como

NG(H) = {n ∈ G : nHn−1 = H}, (2.53)

es decir, el grupo formado por los elementos que dejan invariante al subgrupo H. Esta definición
será relevante para construir el grupo K antes mencionado.

Una consecuencia que se deriva a partir de la definición de representación conjugada
es el teorema de transitividad entre representaciones conjugadas, el cual establece que si dos
representaciones µD

n(H) y µD
p(H) son conjugadas a D(µ)(H), entonces estas estarán conjugadas

entre sí. Esto es consecuencia de que la conjugación es una relación de equivalencia.
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2.4 Inducción de representaciones irreducibles

2.4.4. Superorbita, grupo pequeño y órbita

Como quedó en evidencia en la sección anterior, habrá tantas representaciones conjugadas
µD

g(H) como elementos tenga el normalizador NG(H). Al conjunto de las distintas representa-
ciones conjugadas se le llama superórbita, y se define como

S(µH) = {µDn(H)| ∀n ∈ NG(H)}; (2.54)

cuyo orden será
|S(µH)| = |NG(H)|. (2.55)

Un caso particular se presenta si H ◁ G, en donde el grupo G es normalizador de H, y por tanto

|S(µH)| = |G|. (2.56)

Cada uno de los elementos de la superórbita recibe el nombre de punta de S(µH). Considerando
la transitividad entre representaciones conjugadas, se infiere que una sola punta de la superórbita
será suficiente para caracterizarla.

Como puede esperarse, existirán elementos de la superórbita que son equivalentes. Partiendo
de una representación D(µ)(H), podrá establecerse la equivalencia entre dichos elementos. El
conjunto de representaciones equivalentes podrá ser definido de acuerdo a la siguiente expresión:

K(µH) = {n ∈ NG(H)| µDn(H) ∼ D(µ)(H)}, (2.57)

en donde ∼ representa la equivalencia. El conjuntoK(µH) formado por elementos del normalizador
cumple los postulados que definen un grupo, por lo que recibe el nombre de grupo pequeño [52].
En adición, para el grupo pequeño es posible demostrar la siguiente relación de contención:

G ⊃ K(µH) ⊃ H. (2.58)

Esta cadena de subgrupos será fundamental para obtener representaciones irreducibles a lo largo
del proceso de inducción.

Es evidente que si la superórbita es el conjunto de representaciones conjugadas µD
n(H),

dentro de este conjunto habrá representaciones que no son equivalentes. A dicho conjunto se le
denomina órbita de la representación D(µ)(H), y se define a través de la siguiente expresión:

S(µH) = {µDn(H)| µD
n(H) ̸∼µ Dp(H), ∀n, p ∈ NG(H)}. (2.59)

La relación entre estos conceptos y la inducción de representaciones se puede plantear
de manera formal mediante una serie de teoremas. A pesar de que estos no son expuestos en
este trabajo, la relación antes mencionada quedará en evidencia una vez que se aplique la teoría
de inducción para obtener las representaciones irreducibles del grupo de simetría del pozo de
potencial cuadrado en 2D.
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2.4 Inducción de representaciones irreducibles

2.4.5. Representación pequeña permitida

Partiendo de que existe una cadena de subgrupos en donde se incluye al grupo pequeño
(2.58), será posible llevar a cabo la inducción µH ↑ K(µH). Esta inducción es en general reducible,
como indica la siguiente expresión

∆∆∆(µH↑K(µH)) ∼
|i|∑
i

⊕ a
µH↑K(µH)
i D(i)(K(µH)). (2.60)

El término a
µH↑K(µH)
i , denominado coeficiente de multiplicidad da cuenta del número de veces

que estará contenida la i-ésima representación irreducible en la representación inducida. Este
coeficiente podrá ser diferente de cero, y para este caso, las representaciones Di(µH) son llamadas
representaciones pequeñas permitidas [52]. En términos de la subducción, la i-ésima representación
pequeña permitida, que se representa por iK(µH) deberá cumplir

∆∆∆(iK(µH)↓H) ∼ a
iK(µH)↓H
µ D(µ)(H), (2.61)

es decir, que en la subducción se encuentre una única representación irreducible del subgrupo
H. Esta propiedad se cumple particularmente para la representación pequeña permitida, ya
que en general, una representación subducida se escribe en términos de la suma directa de
representaciones irreducibles, como fue presentado en la expresión (2.16).

2.4.6. Irreducibilidad y completez de las representaciones inducidas

Identificar el grupo pequeño y sus respectivas representaciones pequeñas permitidas es
fundamental para que el proceso de inducción genere representaciones completas e irreducibles.
Estas dos propiedades son necesarias si se quieren analizar las representaciones inducidas. La
inducción de una representación del grupo G a través de una representación pequeña permitida
permite lo anterior. Esto se presenta en dos teoremas: de la irreducibilidad y de la completitud
[52].

Teorema de la irreducibilidad. Cumpliéndose que H ◁ G y siendo D(µ)(H) una repre-
sentación irreducible del subgrupo H con un grupo pequeño asociado K(µH) con representaciones
pequeñas permitidas iK(µH), se cumplirá que la representación generada por la inducción

iK(µH) ↑ G (2.62)

es irreducible.

Teorema de la completitud. El conjunto de representaciones generadas mediante la
inducción

iK(µH) ↑ G (2.63)

es completo, por lo que los índices (i, µ) etiquetan de forma biunívoca las representaciones de G.
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2.4 Inducción de representaciones irreducibles

A pesar de que no se demuestran los anteriores teoremas, es mediante su aplicación que se
generará el conjunto completo de representaciones irreducibles del grupo de simetría del pozo
de potencial cuadrado en 2D. Esto tendrá la finalidad de analizar el fenómeno de rompimiento
de la simetría cuando se pasa de un potencial de profundidad infinita a uno de profundidad
finita. Además, el contar con las representaciones de dicho grupo permitirá analizar también la
degeneración accidental sistemática que se ha identificado en los estados propios del potencial.
En el siguiente capítulo se abordarán las soluciones de distintos potenciales y se mostrará la
existencia de la degeneración antes mencionada.
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Capítulo 3

Pozos de potencial

El propósito de este capítulo es presentar un análisis de las soluciones analíticas de los
distintos pozos de potencial en una y dos dimensiones. Para los casos unidimensionales, se
analizará el problema de una partícula confinada en un pozo de potencial de altura infinita, una
partícula sometida a un pozo de potencial de altura finita, y finalmente, el pozo de potencial
asimétrico con altura finita. Por otra parte, en el caso bidimensional se presentará la solución de
los potenciales cuadrado y rectangular conmensurable de profundidad infinita en términos del
producto directo de soluciones unidimensionales. En ambos casos se presentará la degeneración
que se encuentra en los estados propios de ambos potenciales, así como la conexión que se puede
establecer entre dicha degeneración y la teoría de representaciones de grupos. Cabe mencionar
que las soluciones analíticas de dichos problemas, serán empleadas para establecer la calidad de
las energías y funciones de onda generadas por los métodos ADVR antes presentados y por tanto
establecer criterios de convergencia para evaluar estas aproximaciones algebraicas.

3.1. Potenciales 1D

3.1.1. Pozo de potencial infinito

Uno de los problemas que permiten introducir los conceptos clave de la mecánica cuántica
es el pozo de potencial con altura infinita. Este potencial es esquematizado en la Figura 3.1, en
donde la altura del potencial es V0 ∼ ∞. El potencial del sistema podrá ser representado como
una función por partes:

V (x) =


∞, x ≤ −ℓ/2
0, −ℓ/2 < x < ℓ/2
∞, x ≥ ℓ/2

. (3.1)

Considerando una partícula de masa µ sometida a dicho potencial y resolviendo la ecuación de
Schrödinger independiente del tiempo dado el potencial (3.1) e imponiendo las condiciones a la
frontera, se obtiene la siguiente expresión para la energía de los estados propios

En =
ℏ2π2n2

8ℓ2µ
; n = 1, 2, 3, . . . ; (3.2)
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mientras que las funciones de onda son

ψ(p)
n =

√
2

ℓ
cos
(nπ
ℓ
x
)
; n = 1, 3, 5, . . . ; (3.3a)

ψ(i)
n =

√
2

ℓ
sin
(nπ
ℓ
x
)
; n = 2, 4, 6, . . . , (3.3b)

en donde se han usado las etiquetas p e i para los estados pares e impares, respectivamente.

x

V0

V (x)

−ℓ/2 ℓ/20

III III

Fig. 3.1: Esquematización de un pozo de potencial simétrico en 1D. La altura del potencial está dada por V0.

3.1.2. Pozo de potencial finito

La solución antes expuesta para V0 ∼ ∞ es un caso muy particular del problema de una
partícula confinada en un potencial con la forma presentada en la Figura 3.1. A pesar de dicha
particularidad, la solución del problema resulta sumamente sencilla, pues este se reduce a resolver
una sola ecuación diferencial correspondiente a la región II del potencial. En caso de que el
potencial V0 tome un valor finito, se tendrá que resolver la ecuación de Schrödinger independiente
del tiempo para las tres regiones del potencial V (x). La solución de dichas ecuaciones tomando
en cuenta las condiciones a la frontera del problema conduce a la siguiente función de onda para
los estados ligados pares de una partícula de masa µ

ψ
(p)
I (x) =Aeαx,

ψ
(p)
II (x) =Ae

−α ℓ/2 sec

(
kℓ

2

)
cos(kx), (3.4)

ψ
(p)
III(x) =Ae

−αx,

con las siguientes definiciones para los parámetros α y k:

α2 =
2µE

ℏ2
; k2 =

2µV0
ℏ2

− α2, (3.5)
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3.1 Potenciales 1D

y siendo A determinado con la normalización de la función. Con respecto a las energías de los
estados ligados, estas se obtendrán mediante la ecuación trascendental

tan

(
kℓ

2

)
=
α

k
, (3.6)

cuya solución permitirá obtener la función de onda analítica presentada en la ecuación (3.4).

De manera similar, para los estados ligados impares, se tienen las siguientes soluciones que
conducen a la función de onda:

ψ
(i)
I (x) =Aeαx,

ψ
(i)
II (x) =−A csc

(
kℓ

2

)
sin(kx), (3.7)

ψ
(i)
III(x) =−Aeαx,

con energías propias determinadas por la ecuación trascendental

tan

(
kℓ

2

)
= −k

α
. (3.8)

La solución de este potencial es una muestra de la evidente complicación que surge en la
solución de distintos potenciales escalón, esto a pesar de que este caso aún es relativamente simple.
Para casos en los que se puedan definir más regiones en el potencial, es decir, que existan un
mayor número de escalones, la solución analítica no podrá ser establecida de manera simple, por
lo que hacer uso de métodos aproximados para resolver la ecuación de onda será una propuesta
adecuada. Es en este contexto en donde los métodos ADVR podrán tomar ventaja en la solución
de la ecuación de Schrödinger asociada a dicho tipo de potenciales.

3.1.3. Pozo de potencial finito asimétrico

La introducción de un pozo de potencial asimétrico permitirá establecer la conexión entre
los potenciales escalonados y potenciales asimétricos tal como un potencial de Morse. Para este
caso, el potencial como función de la coordenada x se define de la siguiente forma

V (x) =


∞, x ≤ 0
−V0, 0 < x < ℓ
0, x ≥ ℓ

, (3.9)

y es esquematizado en la Figura 3.2. Es evidente que la función de onda deberá anularse en
la región I del potencial, por lo que obtener los estados propios de una partícula sujeta a este
potencial consiste en resolver la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en las regiones
II y III. Si se considera una partícula de masa µ, se obtiene la siguiente función de onda para los
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3.2 Potenciales 2D

estados ligados [53]:

ψI(x) =0

ψII(x) =A sin(γx) (3.10)
ψIII(x) =De

αx,

en donde las constantes A y D son determinadas mediante las condiciones de frontera y la
normalización de la función de onda, y además, se tienen las siguientes relaciones que involucran
los parámetros γ y α

γ2 =
2µV0
ℏ2

− α2; α2 =
2µ|E|
ℏ2

. (3.11)

xV (x) = 0

−V0

∞

x = ℓx = 0

III III

Fig. 3.2: Esquematización de un pozo de potencial asimétrico en 1D. La profundidad del potencial está dada por −V0.

Además de la normalización de la función de onda, imponer las condiciones de frontera
permite obtener las energías propias del sistema. Estas estarán dadas por

Ej =
ℏ2ρ2j
2µ ℓ2

− V0; j = 0, 1, 2, . . . , (3.12)

en donde se definió al parámetro adimensional ρ = γℓ, el cual se obtiene a partir de la solución
de la siguiente ecuación trascendental [53]:

1

ρ

√
2µV0 ℓ2

ℏ2
− ρ2 = − cot ρ. (3.13)

3.2. Potenciales 2D

A partir de la solución del pozo de potencial infinito en 1D se establecerá la solución de
dos potenciales en 2D con base en el producto directo. Estos potenciales posiblemente sean los
casos más simples en mecánica cuántica en donde se presenta degeneración accidental sistemática
en los estados ligados. Esto se mostrará a continuación.
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3.2 Potenciales 2D

3.2.1. Pozo de potencial cuadrado

El sistema consta de una partícula de masa µ confinada a un potencial cuadrado de
altura V0 ∼ ∞, el cual es esquematizado en la Figura 3.3. Este potencial suele introducirse para
ejemplificar la solución de sistemas bidimensionales haciendo uso del producto directo de soluciones
unidimensionales, por lo que para este caso no será necesario efectuar la solución explícita de
la ecuación de onda. Tomando la definición |ψn1,n2⟩ = |ψn1⟩ ⊗ |ψn2⟩, es posible establecer la
siguiente expresión que define los estados propios en la representación de la coordenada

⟨x, y|ψn1n2⟩ =
2

L
sin
(n1π
L
x
)
sin
(n2π
L
y
)
; n1, n2 = 1, 2, 3, . . . , (3.14)

en donde L es el ancho del potencial. Con base en el producto directo, las energías propias de los
estados ligados serán la suma de energías propias unidimensionales, es decir,

En1n2 =
ℏ2π2

2µL2
(n21 + n22). (3.15)

y

x
L

V = 0

V0

V0

V0 V0

0

Fig. 3.3: Esquematización de un pozo de potencial cuadrado en 2D. La altura del potencial está dada por V0.

A partir de la expresión (3.15) es posible identificar dos posibles tipos de degeneración. La
primera se deduce a partir de la simetría de (3.15) con respecto al intercambio de los índices n1 y
n2, es decir,

En1n2 = En2n1 . (3.16)

Por otra parte, el segundo tipo de degeneración, llamada “pitagórica”, está relacionada a los
estados propios que cumplen la siguiente relación

n21 + n22 = n23 + n24. (3.17)

Este segundo tipo de degeneración ha sido estudiado en términos de la teoría de números, en donde
se halló una relación que da cuenta del número de estados degenerados a un estado específico [54].
La degeneración pitagórica no será estudiada en este trabajo, debido a que no es evidente cómo
abordarla en términos de la teoría de grupos. Por el contrario, la degeneración correspondiente al
intercambio de índices (3.16) podrá ser estudiada en términos de los conceptos antes introducidos
de la teoría de representación de grupos, por lo que constituye uno de los principales objetivos de
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3.2 Potenciales 2D

este trabajo. Este último tipo de degeneración para un pozo de potencial con altura infinita puede
ser clasificada en dos tipos: natural y accidental sistemática; las cuales han sido introducidas y
estudiadas mediante la teoría de representación de grupos [10, 55].

En este trabajo y en el siguiente desarrollo se retomarán en parte, las observaciones hechas
por Leyvraz et. al. [10] acerca de la degeneración normal y accidental sistemática en el potencial
cuadrado 2D. El grupo de simetría del potencial puede ser identificado como C4v, esto debido
a que el potencial permanece invariante ante los elementos de simetría de dicho grupo puntual.
Como debe ser claro, considerando lo expuesto en la Sección 2.3, un espacio de funciones base
puede portar representaciones irreducibles (R.I.) del grupo de simetría del sistema. Para que lo
anterior se cumpla, se ha propuesto la siguiente combinación lineal de las soluciones dadas en
(3.14) para el pozo de potencial cuadrado:

ϕ±n1n2
(x, y) =

1√
2(1 + δn1,n2)

(ψn1n2(x, y)± ψn2n1(x, y)) . (3.18)

La proyección de las funciones (3.18) se efectúa considerando dos subespacios de representación:

L1 = {
∣∣ϕ+nn〉}, L2 = {

∣∣ϕ+nm〉 , ∣∣ϕ−nm〉}, n ̸= m. (3.19)

Esto conduce a la clasificación en representaciones irreducibles mostrada en la Tabla 3.1 de
acuerdo a la paridad de los índices n y m.

Tabla 3.1: Representaciones irreducibles de los estados propios (3.18) del potencial cuadrado en términos de la paridad
de los índices (n1, n2).

|ϕ+nn⟩ |ϕ+nm⟩ |ϕ−nm⟩

R.I. n n n m n m

A1 impar impar impar impar · · · · · ·
A2 · · · · · · · · · · · · par par
B1 par par · · · · · · impar impar
B2 · · · · · · par par · · · · · ·
E · · · · · · par impar par impar

Con la proyección de las funciones base en términos del grupo C4v, los estados energéticos
dados por la ecuación (3.15) tendrán las representaciones irreducibles según se indica en la Figura
3.4, en donde se define Ēn1n2 = (8µa2/ℏ2π2)En1n2 . Haciendo uso de dicho diagrama, es posible
identificar de forma inmediata la degeneración natural y accidental sistemática. Recordando la
notación de Mulliken para las representaciones irreducibles, el símbolo E da cuenta de un estado
degenerado debido a que porta una representación bidimensional, es decir, nE = 2; mientras que
los símbolos A y B se utilizan para representaciones unidimensionales, es decir nΓ = 1. Por lo
anterior, es evidente que los estados del pozo cuadrado que portan la representación irreducible E
poseen una degeneración normal con respecto al grupo C4v; mientras que los estados que portan
los pares (A1, B1) y (A2, B2) no se esperan que sean degenerados, por lo que se dice que poseen
una degeneración accidental sistemática.
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3.2 Potenciales 2D
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Fig. 3.4: Representaciones irreducibles asociadas a los estados propios del potencial cuadrado bidimensional. Los
estados con degeneración accidental sistemática se remarcan en color rojo. Los paréntesis (n1n2) corresponden a las
etiquetas de los estados ligados.

Como ya fue mencionado, la existencia de una degeneración accidental sistemática en
mecánica cuántica podrá ser indicio de la existencia de una simetría oculta, es decir, que el grupo
de simetría del potencial debe ser otro distinto al grupo puntual C4v. En este contexto, se ha
propuesto la existencia de una simetría dinámica, en donde un operador F̂ (ρ) que porta la ρ-ésima
representación irreducible del grupo C4v deberá conectar los pares de estados (A1, B2) y (A2, B2).
El operador diferencial antes mencionado se ha identificado como

F̂ (ρ) =
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
, (3.20)

el cual cumple que [Ĥ, F̂ (ρ)] = 0, mientras que la representación irreducible ρ deberá ser B1,
como se hará notar en detalle en los resultados de este trabajo. Con base en lo anterior, es posible
proponer que el nuevo grupo de simetría del pozo de potencial cuadrado en 2D, ahora llamado G,
posee una parte dinámica, que se representará por T y una parte geométrica, identificada como el
grupo puntual C4v. Con respecto al subgrupo continuo T , se identifican sus elementos Û(α) como

Û(α) = eiαF̂
(ρ)
, (3.21)

dados en términos de su generador F̂ (ρ).

Adicionalmente, ya que se tienen identificados los subgrupos de G, deberá hallarse la
forma de estudiar la estructura del nuevo grupo a partir de los dos subgrupos T y C4v. Bajo este
propósito, se identificó al subgrupo T como invariante, es decir, T ◁ G, por lo que el nuevo grupo
de simetría puede ser construido en términos del siguiente producto semidirecto

G = T ∧ C4v. (3.22)
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3.2 Potenciales 2D

La identificación de T como invariante se efectuará en detalle en los resultados de este trabajo.
Por último, con el fin de relacionar lo establecido acerca del nuevo grupo de simetría del pozo de
potencial cuadrado con los conceptos de la teoría de representación de grupos antes expuestos
es conveniente recordar el propósito de la inducción de representaciones. Esta teoría permitirá
generar las representaciones irreducibles de un grupo a partir de las representaciones irreducibles
de un subgrupo. Por lo que si se construyen las representaciones del subgrupo T , será posible
estudiar la estructura de G siguiendo el procedimiento de inducción antes presentado.

Cabe aclarar que el desarrollo hasta ahora expuesto es válido para un potencial que cumple
que V0 ∼ ∞, por lo que es posible cuestionarse qué sucede para alturas V0 finitas. La solución
analítica para este caso no es evidente, lo que implica que se debe hacer uso de métodos de
aproximación para resolver la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo asociada a dicho
potencial. La implementación de los métodos ADVR en conjunto con el método de funciones
propias para el pozo cuadrado, es lo que permitirá estudiar la degeneración para V0 finito. Lo
anterior esta relacionado a un rompimiento de la simetría, representado como G ↓ C4v, en donde
se da la transición de un pozo cuadrado con V0 infinito a uno con V0 finito.

3.2.2. Pozo de potencial rectangular

El pozo de potencial rectangular se esquematiza en la Figura 3.5. La solución para una
partícula de masa µ confinada en un potencial con V0 ∼ ∞ será similar a la establecida en (3.14)
para el potencial cuadrado. En términos del producto directo de soluciones unidimensionales, y
en la representación de la coordenada, los estados propios se definen por

⟨x, y|Φn1n2⟩ =
√

2

L1 L2
sin

(
n1π

L1
x

)
sin

(
n2π

L2
y

)
; n1, n2 = 1, 2, 3, . . . , (3.23)

en donde L1 y L2 son el ancho y largo del potencial. Considerando la solución dada por el
producto directo, las energías propias del sistema son

En1n2 =
ℏ2π2

2µ

(
n21
L2
1

+
n22
L2
2

)
. (3.24)

Cierta degeneración aparecerá para este potencial, aunque antes de presentarla es necesario
definir la idea de conmensurabilidad para los límites del potencial. Este término hace referencia
a que uno de los parámetros L1 o L2 puede ser expresado en términos del otro mediante su
producto con un entero positivo, es decir,

nL1 = mL2 ≡ L0 n,m enteros positivos, (3.25)

con lo que la expresión (3.24) para la energía se transforma en

En1n2 =
ℏ2π2

2µL2
0

(
n2n21 +m2n22

)
. (3.26)
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3.2 Potenciales 2D

De manera análoga a lo presentado para el pozo de potencial cuadrado, en el caso
rectangular se tendrán dos tipos de degeneración: una pitagórica y otra asociada al cambio de
índices. La degeneración pitagórica esta dada por la siguiente expresión para los índices

(nn1)
2 + (mn2)

2 = (nn′1)
2 + (mn′2)

2. (3.27)

Esta degeneración se omitirá en este trabajo. El segundo caso corresponde al cambio en los índices,
lo cual se puede expresar como

En1n2 = En′
1n

′
2
, (3.28)

para lo que se deberán cumplir las siguientes condiciones:

nn1 = mn′2, mn2 = nn′1, (n1, n2) ̸= (n′1, n
′
2); (3.29)

con lo cual los estados |Φn1n2⟩ y |Φn′
1n

′
2
⟩ estarán degenerados. Esta última degeneración será

estudiada en este trabajo debido a que es posible analizarla en términos de la teoría de grupos.

y

x
L1

L2

V = 0

V0

V0

V0 V0

0

Fig. 3.5: Esquematización de un pozo de potencial rectangular en 2D. La altura del potencial está dada por V0.

Ahora, con el fin de ejemplificar la degeneración del sistema, será conveniente estudiar
un ejemplo. Si el largo del potencial es dos veces el ancho, es decir, n = 2 y m = 1, se puede
establecer la siguiente relación para la energía:

Ēn1n2 =
2µL2

0

ℏ2π2
En1n2 = (4n21 + n22). (3.30)

Por otra parte, y con el fin de etiquetar los estados con representaciones irreducibles del grupo
de simetría aparente, se deberá proyectar el espacio de funciones propias dado por (3.23) en
términos del grupo puntual C2v. Esta proyección ha sido presentada por Lemus et. al. [13] y
se expone en la Tabla 3.2 en términos de la paridad de los índices que etiquetan los estados
propios. Con base en lo anterior es posible visualizar de manera gráfica la degeneración mediante
el espectro de energías presentado en la Figura 3.6. Como era de esperarse, debido a que el grupo
puntual C2v es abeliano, no existe degeneración natural, sino que toda degeneración es accidental
sistemática. Esta degeneración se presenta en los pares de estados (A2, B2) y (B2, B2), los cuales
portan representaciones irreducibles unidimensionales. Esta degeneración accidental sistemática
será prueba de una posible simetría oculta.
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3.2 Potenciales 2D

Tabla 3.2: Representaciones irreducibles de los estados propios (3.23) del potencial rectangular en términos de la
paridad de los índices (n1, n2).

R.I. n1 n2

A1 impar impar
A2 par par
B1 par impar
B2 impar par

Similar al estudio efectuado para el potencial cuadrado, en el que se halló la existencia
de una simetría dinámica, existe una propuesta similar para el potencial rectangular; esto fue
presentado por Lemus et.al. [13]. Existe un operador diferencial que porta la representación
irreducible A1, el cual conecta los estados degenerados (B2, B2), este es

F̂ (A1) =
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
. (3.31)

Para establecer una conexión entre los estados degenerados (A2, B2) se deberá contar con un
operador que porte la representación B1. Esto es evidente, ya que B2 ∈ B1 ⊗A2. Dicho operador
no podrá ser definido, pues los armónicos esféricos que portan la representación irreducible del
grupo C2v no conservan las condiciones en la frontera del potencial. Esto es evidente si se recurre
a la tabla de caracteres del grupo puntual. Como alternativa se ha propuesto al operador σ̂ad [13].
Esta reflexión intercambiará los ejes cartesianos x y y, lo que permitirá conectar los estados |ΦA2⟩
y |ΦB2⟩. Esta propuesta se discutirá con mayor detalle en los resultados de este trabajo una vez
que se presenten las funciones de onda.
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Fig. 3.6: Representaciones irreducibles asociadas a los estados propios del potencial rectangular bidimensional con
n = 2 y m = 1. Los estados con degeneración accidental sistemática se remarcan en color rojo. Los paréntesis (n1n2)
corresponden a las etiquetas de los estados ligados.
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3.2 Potenciales 2D

De nuevo, el desarrollo antes presentado es válido para V0 ∼ ∞. Para tratar con potenciales
de altura finita, se hará uso de los métodos ADVR. En el caso del potencial rectangular no se
presentará el grupo de simetría completo, sino que únicamente se discutirá el rompimiento de
simetría que ocurre al darse una transición entre V0 infinito y finito. Además, se presentará las
consecuencias que dicho fenómeno genera en la degeneración del sistema.
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Parte II

Resultados y discusión
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Capítulo 4

Potenciales escalonados en 1D

En esta sección se presentaran los resultados con respecto a los diversos potenciales
unidimensionales estudiados. Primero se describirá de manera breve el uso de la base discreta
generada por los métodos ADVR en estos potenciales. Con lo anterior se presentará el espectro
de energía obtenidas para un pozo de potencial cuadrado 1D, así como algunas de sus funciones
de onda. La convergencia de estos métodos también será evaluada. Posteriormente, se hará
uso de las aproximaciones ADVR para generar la solución de potenciales más complejos cuya
solución analítica no se conoce. Estos son los potenciales multipasos, los cuales son potenciales
interatómicos tal como el potencial de Morse o de Pöschl-Teller expresados en términos de
potenciales escalonados.

4.1. Pozo de potencial 1D

Antes de proceder con las distintas soluciones, es conveniente aclarar la forma en que se
utilizan los métodos ADVR presentados en la sección 1 para los casos en 1D. Considerando por
ejemplo, el potencial definido por partes en la ecuación (3.1), el cual corresponde al caso V0 ∼ ∞,
la representación del Hamiltoniano previamente establecido, en términos de la aproximación
U(2)–UGA–DVR es

H = ΛΛΛ(E) +T†ΛΛΛ(Q)T.

Es claro que hay dos representaciones matriciales que son necesarias para obtener el Hamiltoniano.
La matriz ΛΛΛ(E) corresponde a la contribución diagonal de un oscilador armónico deformado, es
decir,

||ΛΛΛ(E)|| = ℏω
[(
n+

1

2
− ϵ

n2

N

)]
δn′,n.

Esta contribución es corregida sustrayendo la contribución del potencial de oscilador armónico y
añadiendo la contribución correspondiente al pozo de potencial. Lo anterior se efectúa a través de
la segunda matriz involucrada ΛΛΛ(Q). En términos de la base discreta en la representación de la
coordenada, los elementos de dicha matriz serán

||ΛΛΛ(Q)|| = ℏω
[
V

(
ζ

√
2

N

)
− 1

N
µω2ζ2

]
δζζ′ , (4.1)
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4.1 Pozo de potencial 1D

en donde V es el potencial que se pretende describir y es una función de la coordenada espacial q.
Finalmente, los coeficientes de transformación son T = || ⟨[N ]n|[N ]ζ⟩ ||, de acuerdo a la ecuación
(1.31a).

Posteriormente, considerando la representación matricial del Hamiltoniano en términos de
la aproximación HO-DVR

H = W†ΛΛΛ(p)W +T†ΛΛΛ(q)T,

es conveniente establecer el uso de la base discreta en el potencial de pozo cuadrado 1D (3.1).
La matriz ΛΛΛ(p) corresponde a la contribución de la energía cinética, es decir, ||ΛΛΛ(p)|| = ℏω p2i

2µ δij ;
en donde pi es la base discreta del momento y W los coeficientes de transformación dados en la
ecuación (1.9b). La siguiente matriz ΛΛΛ(q) corresponde a la contribución de la energía potencial, la
cual es diagonal y en términos del potencial de pozo cuadrado en 1D es ||ΛΛΛ(q)|| = ℏω V (qi) δij ; en
donde qi es la base discreta de la coordenada y T los coeficientes de transformación dados en la
ecuación (1.9a). El uso de los métodos PT-DVR y M-DVR en 1D es similar al HO-DVR. La única
consideración es pasar de la coordenada de Pöschl-Teller o Morse a la coordenada espacial q. Esto
se hace a través de las ecuaciones (1.52) y (1.68), respectivamente. Adicionalmente, en la anterior
descripción se tiene el parámetro ω en los casos U(2)–UGA y HO-DVR. Este corresponde a la
frecuencia asociada al oscilador armónico y será un parámetro a determinar tal que se minimice
el error en las energías. De forma similar, los parámetros α y β de las aproximaciones PT-DVR y
M-DVR fueron ajustados bajo el mismo criterio.

Como primer acercamiento de los métodos ADVR para la solución de potenciales escalón,
se considera una partícula de masa µ confinada a un pozo de potencial de altura V0 ∼ ∞.
Esto tiene como fin evaluar la calidad del método en el caso más simple. Para este problema
se propone hacer uso de los métodos U(2)–UGA, HO-DVR y PT-DVR. Esta elección se hace
bajo la condición de elegir bases que tengan la misma simetría que el problema a resolver, en
este caso los tres métodos parten de potenciales simétricos. Para hacer uso de estos métodos
se obtuvieron los parámetros ω y α adecuados con la condición anteriormente mencionada. Los
parámetros del potencial son ℓ = 4 Å, V0 = 108 cm-1, como aproximación a un potencial infinito
y µ = 1.672 621 9× 10−27 kg, como aproximación de la masa de un protón. Los resultados de este
cálculo se muestran en la Tabla 4.1. En dicha tabla se comparan los tres métodos algebraicos
y se muestra el error en la energía con respecto a los valores propios del potencial dados en la
ecuación (3.2). El criterio para truncar la dimensión de la base N fue obtener un error porcentual
menor o igual a 1 % en los estados que se requieren describir. De este análisis es evidente que el
método U(2)–UGA no genera un resultado adecuado en el caso de este potencial. A pesar de
que la dimensión de la base N = 2483 es mucho mayor en comparación a los métodos HO-DVR
y PT-DVR, no se logró alcanzar el criterio de convergencia en el error porcentual. La anterior
observación se puede explicar en términos de la localización de los estados que generan la base
discreta. Mientras que el método U(2)-UGA no posee estados localizados, las aproximaciones
HO-DVR y PT-DVR sí poseen estados localizados. Esto fue demostrado Rodríguez-Arcos et.al.
[37]. Por su parte, los métodos HO-DVR y PT-DVR generan resultados muy similares con una
dimensión de la base cercana entre sí.

El siguiente sistema a evaluar es una partícula de la misma masa µ sometida a un pozo
de potencial 1D con altura finita. Para este caso el número de estados ligados del potencial
es función de la altura V0 y ancho ℓ. Los parámetros elegidos son V0 = 1000 cm-1 y ℓ = 4 Å.
Estos parámetros generan la existencia de 10 estados ligados. De la misma forma, la descripción
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4.1 Pozo de potencial 1D

de este espectro de energías se realiza mediante las aproximaciones U(2)–UGA, HO-DVR y
PT-DVR. Con el fin de demostrar la calidad de los resultados obtenidos, se comparan las energías
resultantes de la diagonalización del Hamiltoniano matricial con las energías analíticas dadas
por (3.6) y (3.8) para los estados pares e impares, respectivamente. Los resultados obtenidos
para este potencial, junto con las dimensiones de la base empleadas se muestran en la Tabla 4.2.
De nuevo la aproximación por grupo unitario U(2)-UGA no logra describir de forma adecuada
los estados ligados del potencial, mientras que las aproximaciones HO-DVR y PT-DVR generan
valores sumamente cercanos a la energía exacta. Para este potencial la dimensión de la base N ,
en el caso de PT-DVR necesaria para cumplir con el criterio de convergencia de 1 % en el error es
mucho mayor al caso del potencial infinito, mientras que el HO-DVR logra dicho criterio con una
dimensión menor. Con el fin de comparar las energías obtenidas por ambos métodos, los errores
obtenidos se representan de forma gráfica en la Figura 4.1, en donde es claro que PT-DVR genera
energías de mayor calidad. A pesar de que U(2)-UGA no representa una buena aproximación para
la solución de este tipo de potenciales, su evaluación es una tarea necesaria, ya que ha demostrado
ser una mejor aproximación que HO-DVR en estudios previos [36].

Tabla 4.1: Descripción del pozo de potencial 1D con altura infinita con tres métodos ADVR: U(2)–UGA, HO-DVR y
PT-DVR. Los parámetros del potencial son V0 = 108 cm-1, ℓ = 4 Å y µ = 1.672 621 9 × 10−27 kg. Los parámetros
ajustados para los métodos ADVR son ω = 1.6× 1012 cm-1 para U(2)–UGA, ω = 2.0× 1013 cm-1 para HO-DVR y
α = 4.5× 109m-1 para PT-DVR. Ec corresponde a las energías calculadas en cm-1 mediante el método correspondiente.
La dimensión de la base utilizada N se muestra en la parte superior de la tabla para cada uno de los métodos.

HO-DVR PT-DVR U(2)-UGA
N = 58 N = 60 N = 2483

n Exacta (cm-1) Ec % Error Ec % Error Ec % Error

1 10.32 10.37 0.45 10.32 0.04 18.73 81.41
2 41.30 41.37 0.16 41.16 0.33 49.35 19.50
3 92.92 93.34 0.45 92.88 0.04 100.13 7.76
4 165.19 165.43 0.14 164.62 0.35 170.66 3.31
5 258.11 259.30 0.46 258.02 0.03 260.43 0.90
6 371.67 372.05 0.10 370.28 0.37 368.68 0.80
7 505.89 508.31 0.48 505.75 0.03 494.70 2.21
8 660.75 660.80 0.01 657.97 0.42 637.34 3.54
9 836.26 840.45 0.50 836.11 0.02 795.73 4.85
10 1032.43 1030.30 0.21 1027.25 0.50 968.36 6.21

Con respecto al espectro de energías, se obtuvo que el método PT-DVR genera errores
menores, aunque con el uso de una dimensión de la base mayor. Este criterio no es único para
determinar la calidad del método. Adicionalmente, la calidad de las funciones de onda deberá ser
evaluada. En este caso se propone estudiar las funciones de onda ADVR mediante la fidelidad.
Para un estado

∣∣ΨN
α

〉
parametrizado con la dimensión de la base N , la fidelidad Fα(N) se define

como el traslape de estados propios separados por un cambio en la dimensión de la base ∆N , es
decir,

Fα(N) =
〈
ΨN+∆N

α

∣∣ΨN
α

〉
. (4.2)

Con el fin de evaluar la calidad del cálculo efectuado con las dimensiones de la base mostradas en
la Tabla 4.2, se determinó la fidelidad de las funciones de onda correspondientes a los 10 estados
ligados del potencial. El cálculo se realizó con una diferencia de ∆N = 20 para cada estado propio.
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4.1 Pozo de potencial 1D

Los resultados para la fidelidad del pozo de potencial 1D finito se muestran en la Figura 4.2.
Puesto que la fidelidad evalúa el traslape entre un mismo estado propio parametrizado con una
dimensión N distinta, es claro que al acercarse a la unidad, es decir Fα(N) = 1, la diferencia entre
los estados

∣∣ΨN
α

〉
y
∣∣ΨN+∆N

α

〉
es menor. Por lo anterior debe ser claro que el método PT-DVR

genera mejores funciones de onda para el pozo de potencial 1D finito. Hasta ahora se han evaluado
los métodos HO-DVR y PT-DVR haciendo uso de distintas dimensiones de la base. Con el fin de
mostrar una comparación con una dimensión igual, y además, las consecuencias de una mejor
fidelidad en las funciones de onda, se determinó la diferencia absoluta entre los estados propios
analíticos (3.4) y (3.7) y las funciones de onda ADVR en la representación de la coordenada.
Esta diferencia absoluta consiste únicamente en restar la función de onda analítica con la función
de onda ADVR. En la Figura 4.3 se muestra este análisis con respecto a los estados ligados
⟨q|Ψ1⟩,⟨q|Ψ5⟩ y ⟨q|Ψ10⟩, así como sus respectivas funciones de onda. Es claro que el método
ADVR que genere una menor diferencia con respecto a las funciones de onda analíticas se podrá
considerar mejor para la descripción de este tipo de potenciales. Con los resultados obtenidos, y
con la observación anterior, es evidente que el método PT-DVR ofrece mejores resultados con
respecto a las funciones de onda. Dicho resultado podía ser anticipado, ya que además de tener la
misma simetría que el pozo de potencial 1D, la base asociada al potencial de Pöschl-Teller usada
posee información del espectro continuo, el cual esta presente en el potencial finito evaluado.

Tabla 4.2: Descripción del pozo de potencial 1D con altura finita con tres métodos ADVR: U(2)–UGA, HO-DVR y
PT-DVR. Los parámetros del potencial son V0 = 1000 cm-1, ℓ = 4 Å y µ = 1.672 621 9× 10−27 kg. Los parámetros
ajustados para los métodos ADVR los mismos que en el caso de altura infinita. Ec corresponde a las energías calculadas
en cm-1 mediante el método correspondiente. La dimensión de la base utilizada N se muestra en la parte superior de la
tabla para cada uno de los métodos.

HO-DVR PT-DVR U(2)-UGA
N = 58 N = 94 N = 2483

n Exacta (cm-1) Ec % Error Ec % Error Ec % Error

1 9.11 9.02 0.99 9.07 0.44 17.79 95.28
2 36.43 36.07 0.99 36.25 0.49 45.58 25.12
3 81.83 81.13 0.86 81.51 0.39 91.64 11.99
4 145.27 144.03 0.85 144.69 0.40 155.55 7.08
5 226.53 224.90 0.72 225.76 0.34 236.75 4.51
6 325.34 323.16 0.67 324.26 0.33 334.44 2.80
7 441.25 439.07 0.49 440.13 0.25 447.65 1.45
8 573.49 571.19 0.40 572.19 0.23 575.08 0.28
9 720.62 719.82 0.11 719.86 0.11 714.90 0.79
10 878.85 878.85 0.00 878.18 0.08 863.81 1.71

Con el fin de observar la dependencia del calculo con la dimensión de la base N , y por
tanto caracterizar la convergencia de las aproximaciones HO-DVR y PT-DVR, se evalúan los
errores porcentuales obtenidos para el estado ⟨q|Ψ5⟩ a distintas N . En la Figura 4.4 se muestra
de forma gráfica la dependencia de dicho error porcentual. Es evidente que existe un patrón
oscilatorio para ambos métodos, aunque dichos patrones son distintos entre sí. Adicionalmente,
se observa que no existe una convergencia exponencial en las aproximaciones ADVR 1D en el
caso de potenciales escalón, contrario a lo que ha sido descrito para otras aplicaciones del DVR
[56]. Por lo anterior es que aumentar la dimensión de la base no generará un mejor resultado,
sino que habrá que evaluar los errores tal como se hizo y seleccionar una dimensión N apropiada.
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4.1 Pozo de potencial 1D

A pesar de esta desventaja, dicho análisis de los errores puede hacerse en poco tiempo, dado
que la dimensión de la base es relativamente pequeña. De nuevo, haciendo uso de los resultados
mostrados en la Figura 4.4, el método PT-DVR representa una mejor opción para la descripción
de potenciales escalón en 1D. Esta observación parte del hecho de que se requiere una menor
dimensión de la base para alcanzar menores errores porcentuales en las energías.
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Fig. 4.1: Comparación de los métodos HO-DVR y PT-DVR de acuerdo a los errores porcentuales en la energías de la
Tabla 4.2.
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56



4.1 Pozo de potencial 1D

H
O
-
D

V
R

PT
-
D

V
R

N
=
15

0
N
=
15

0
Fu

nc
ió

n
de

on
da

D
ife

re
nc

ia
ab

so
lu

ta
Fu

nc
ió

n
de

on
da

D
ife

re
nc

ia
ab

so
lu

ta

-
4

-
2

0
2

4
0.

0
0.

1
0.

2
0.

3
0.

4
0.

5
0.

6
0.

7

q
(Å
)

〈qψ1〉

F
=

0.
99

98

-
4

-
2

0
2

4
0.

00
0

0.
00

5

0.
01

0

0.
01

5

0.
02

0

0.
02

5

q
(Å
)

|Δψ1|

-
4

-
2

0
2

4
0.

0
0.

1
0.

2
0.

3
0.

4
0.

5
0.

6
0.

7

q
(Å
)

〈qψ1〉

F
=

0.
99

99

-
4

-
2

0
2

4
0.

00
0

0.
00

1
0.

00
2

0.
00

3
0.

00
4

0.
00

5
0.

00
6

0.
00

7

q
(Å
)

|Δψ1|

-
4

-
2

0
2

4

-
0.

6
-
0.

4
-
0.

2
0.

0
0.

2
0.

4
0.

6

q
(Å
)

〈qψ5〉

F
=

0.
99

55

-
4

-
2

0
2

4
0.

00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

q
(Å
)

|Δψ5|

-
4

-
2

0
2

4

-
0.

6
-
0.

4
-
0.

2
0.

0
0.

2
0.

4
0.

6

q
(Å
)

〈qψ5〉

F
=

0.
99

91

-
4

-
2

0
2

4
0.

00
0

0.
00

5
0.

01
0

0.
01

5
0.

02
0

0.
02

5
0.

03
0

q
(Å
)

|Δψ5|

-
4

-
2

0
2

4

-
0.

6
-
0.

4
-
0.

2
0.

0
0.

2
0.

4
0.

6

q
(Å
)

〈qψ10〉

F
=

0.
98

64

-
4

-
2

0
2

4
0.

00

0.
05

0.
10

0.
15

q
(Å
)

|Δψ10|

-
4

-
2

0
2

4

-
0.

6
-
0.

4
-
0.

2
0.

0
0.

2
0.

4
0.

6

q
(Å
)

〈qψ10〉

F
=

0.
99

73

-
4

-
2

0
2

4
0.

00
0.

01
0.

02
0.

03
0.

04
0.

05

q
(Å
)

|Δψ10|

F
ig

.
4.

3:
Fu

nc
io

ne
s

de
on

da
ge

ne
ra

da
s

co
n

lo
s

m
ét

od
os

H
O

-D
V

R
y

P
T

-D
V

R
pa

ra
el

p
oz

o
de

p
ot

en
ci

al
1D

fin
it

o
co

n
V
0
=

1
0
0
0

cm
-1

.
L
a

lín
ea

só
lid

a
an

ar
an

ja
da

co
rr

es
po

nd
e

a
la

fu
nc

ió
n

A
D

V
R

m
ie

nt
ra

s
qu

e
la

lín
ea

ra
ya

da
ne

gr
a

a
la

fu
nc

ió
n

an
al

ít
ic

a.
L
a

fid
el

id
ad

pa
ra

ca
da

es
ta

do
se

m
ue

st
ra

so
br

e
ca

da
fu

nc
ió

n.
P
ar

a
ca

da
m

ét
od

o
se

m
ue

st
ra

la
di

fe
re

nc
ia

ab
so

lu
ta

de
la

s
fu

nc
io

ne
s

de
on

da
an

al
ít

ic
as

co
n

la
s

ge
ne

ra
da

s
co

n
la

s
ap

ro
xi

m
ac

io
ne

s
A

D
V

R
.

57



4.2 Potenciales multipasos

HO-DVR PT-DVR

200 400 600 800 1000
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4

N

%
er

ro
r

n = 5

200 400 600 800 1000
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4

N

%
er

ro
r

n = 5

400 420 440 460 480 500
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

N

%
er

ro
r

n = 5

400 420 440 460 480 500
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35

N

%
er

ro
r

n = 5

Fig. 4.4: Errores asociados al estado |Ψ5⟩ del pozo 1D como función de la dimensión de la base N . La fila inferior
corresponde a un acercamiento de las gráficas superiores.

4.2. Potenciales multipasos

Para los fines de este trabajo, un potencial multipasos hace referencia a expresar un potencial
cuya forma analítica se conoce, en términos de un potencial escalonado. Se analizarán de forma
particular dos casos: el potencial de Pöschl-Teller y el potencial de Morse. Una característica de
estos potenciales es que poseen un espectro de energías anarmónico. Dicho espectro se caracteriza
por una pendiente negativa en una gráfica de Birge-Sponer, la cual se obtiene a partir de las
diferencias ∆E = Eυ+1 −Eυ para cada estado propio. Por el contrario, el espectro de energías de
un pozo de potencial finito posee una pendiente positiva en la recta que se genera a través del
gráfico de Birge-Sponer, dado por ∆E = En+1 + En. Con dichas observaciones se analizará la
transición de un espectro de energías del tipo de pozo de potencial a un espectro anarmónico.
Lo anterior tiene como fin identificar si existe una zona particular del potencial responsable de
la aparición del espectro de energía característico de un potencial anarmónico. Puesto que la
solución de analítica de los potenciales multipasos que a continuación se presentan no es evidente,
se hará uso de las aproximaciones ADVR para su respectiva solución.
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4.2 Potenciales multipasos

4.2.1. Potencial de Pöschl-Teller

Se retoma la expresión (1.38) que define a un potencial de Pöschl-Teller en su forma
hiperbólica. Se utiliza j = 9 y las definiciones

D̄ =
j(j + 1)

2j + 1
, ᾱ =

√
2

2j + 1
; (4.3)

en donde D̄ y ᾱ son parámetros adimensionales. La forma analítica de este potencial se expresa en
términos de un potencial escalonado. En la Figura 4.5 se representa dicha aproximación haciendo
uso de 3 y 21 pasos para representar el potencial de PT. Cabe mencionar que en el límite de
pasos infinito se recupera el potencial analítico. Además, es importante notar que al aumentar
el número de pasos estos no se distribuyen uniformemente en el potencial, sino que la mayor
cantidad se concentra en la zona cercana a la disociación, es decir, cerca del continuo. Lo anterior
es consecuencia de que la longitud para cada paso es la misma.
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Fig. 4.5: Potencial de Pöschl-Teller multipasos. La linea roja corresponde a la aproximación multipasos del potencial,
mientras que la linea azul corresponde al potencial analítico.

En el límite mínimo de pasos para representar el potencial de PT se recupera el problema
antes expuesto de una partícula sujeta a un pozo de potencial finito, por lo que es conveniente
utilizar los métodos HO-DVR y PT-DVR en este análisis. Se llevó a cabo la solución de una
serie de 26 potenciales con distinto número de pasos. Con el espectro de energías obtenido para
cada solución se genero una gráfica de correlación entre las energías de cada potencial. Dicha
gráfica se muestra en la Figura 4.6, y permite analizar la dependencia en la energía de cada
nivel como función del número de pasos. Haciendo uso de la aproximación multipasos y de los
métodos ADVR es posible recuperar el espectro del potencial de PT al aumentar el número de
pasos, siendo PT-DVR la aproximación más adecuada para este caso. Además, como sugiere el
gráfico de Birge-Sponer de la Figura 4.7, 53 pasos en el potencial son suficientes para obtener un
espectro totalmente anarmónico. Tomando en cuenta que el mayor número de pasos se concentra
en la zona cercana al continuo, se concluye que dicha región del potencial es responsable de
generar un espectro anarmónico. La anterior observación es relevante, ya que demuestra que
describir de forma precisa esta zona de un potencial interatómico o intermolecular es esencial
para obtener resultados correctos en el espectro energético. Estos resultados son consistentes con
lo obtenido por Rodríguez-Arcos et. al. [35], en donde utilizando una prueba de corte (notch-test)
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en el potencial ab-initio de la molécula O2 se obtuvo su sensibilidad.
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0 11 21 31 41 51

-4

-3

-2

-1

0

Pasos

En
er

gí
a
(ℏ
ω
)

b) Solución PT-DVR con N = 230.

Fig. 4.6: Diagramas de correlación para la transición de un pozo de potencial simétrico finito a un potencial de PT.
En el borde izquierdo de cada diagrama se muestran los estados propios analíticos del pozo de potencial, mientras que
en el borde derecho se muestra el espectro exacto generado por el potencial de PT. La correlación de los estados que
permanecen ligados se representa por líneas sólidas de distintos colores, mientras que los estados que pasan al continuo
corresponden a las lineas grises rayadas.
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Fig. 4.7: Gráficos de Birge-Sponer obtenidos mediante la aproximación PT-DVR para tres potenciales multipasos
distintos. Se observa la transición hacia un espectro de energías anarmónico caracterizado por su pendiente negativa.

4.2.2. Potencial de Morse

Se recupera la expresión (1.56) que representa la forma analítica de un potencial de Morse.
Se utiliza q0 = 0, j = 9 y las definiciones

D̄ =
2j + 1

4
, β̄ =

√
2

2j + 1
; (4.4)

en donde D̄ y β̄ son parámetros adimensionales. La forma analítica antes mencionada se repre-
sentará como un potencial multipasos. En la Figura 4.8 se presenta la aproximación del potencial
de Morse con la cantidad mínima de pasos y con 19 pasos. De la misma forma que en el caso
del potencial PT, en el presente caso sucede que la mayor cantidad de pasos se acumulan en la
región cercana al continuo. Como es evidente de la Figura 4.8, en el límite mínimo de pasos la
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4.2 Potenciales multipasos

representación del potencial de Morse toma la forma de un pozo de potencial finito asimétrico, el
cual fue presentado en la sección 3.1.3 de este trabajo. Dicha identificación permite hacer uso de
las soluciones analíticas previamente establecidas.
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a) Aproximación con 3 pasos.
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b) Aproximación con 19 pasos.

Fig. 4.8: Potencial de Morse multipasos. La linea roja corresponde a la aproximación multipasos del potencial, mientras
que la linea azul corresponde al potencial analítico.

Puesto que el potencial de Morse es asimétrico, es claro que hacer uso de una base que
tenga esta misma característica es necesario. Por esto es que se propone utilizar la aproximación
M-DVR en este análisis. Se llevó a cabo la solución de una serie de 14 potenciales con distinto
número de pasos. Haciendo uso del espectro energético generado para cada solución se construye
un diagrama de correlación, en donde se analiza la dependencia de cada nivel con el número de
pasos en el potencial. Dicho diagrama de correlación se muestra en la Figura 4.9. La evaluación
del potencial de Morse multipasos se efectuó con dos dimensiones de la base distintas, siendo
estas N = 150 y N = 2500. El uso de una dimensión de la base mayor fue necesario ya que
existen un número considerable de estados ligados del pozo de potencial asimétrico, como puede
apreciarse en los bordes izquierdos de los diagramas de correlación. A pesar de que no para todos
estos niveles mostrados en rojo se logró una descripción adecuada, los estados ligados de menor
energía se describen de forma adecuada, particularmente al aumentar la dimensión N como puede
apreciarse. De forma similar al caso PT, al aumentar el número de pasos del potencial los estados
ligados del potencial asimétrico pasan al espectro continuo, mientras que ciertos niveles adquieren
la energía de los estados ligados de Morse. Adicionalmente, los gráficos de Birge-Sponer mostrados
en la Figura 4.10 demuestran la aparición gradual de un espectro anarmónico. La explicación
de este fenómeno de nuevo está dada en términos de la sensibilidad que posee el potencial en la
región cercana al continuo.

Los dos casos de potenciales multipasos son de utilidad para demostrar las ventajas de
los métodos ADVR en la solución de la ecuación de Schrödinger en 1D. Hacer uso de estas
aproximaciones representa una forma sencilla de evaluar potenciales cuya solución analítica es
compleja, tal como es el caso de los potenciales multipasos; y además, permite analizar ciertos
problemas de forma más detallada, tal como se hizo al identificar la sensibilidad de estos potenciales
y su transición a un especro anarmónico.
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a) Solución HO-DVR con N = 150.
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b) Solución M-DVR con N = 2500.

Fig. 4.9: Diagramas de correlación para la transición de un pozo de potencial asimétrico finito a un potencial de Morse.
En el borde izquierdo de cada diagrama se muestran los estados propios analíticos del pozo de potencial, mientras que
en el borde derecho se muestra el espectro exacto generado por el potencial de Morse. La correlación de los estados que
permanecen ligados se representa por líneas sólidas de distintos colores, mientras que los estados que pasan al continuo
corresponden a las lineas grises rayadas.
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Fig. 4.10: Gráficos de Birge-Sponer obtenidos mediante la aproximación M-DVR y N = 2500 para tres potenciales
multipasos distintos. Se observa la transición hacia un espectro de energías anarmónico caracterizado por su pendiente
negativa.
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Capítulo 5

Potenciales escalonados en 2D

5.1. Pozo de potencial cuadrado 2D

En esta sección se analizará de manera particular el problema de una partícula sujeta a un
potencial de pozo cuadrado bidimensional. Este problema es relevante ya que como se mencionó
en la sección 3.2.1, existe cierta degeneración que no puede ser explicada en términos del grupo de
simetría C4v. Dado lo anterior, se procederá primero a identificar al grupo completo de simetría del
potencial, siendo este el grupo semidirecto T ∧C4v. Una vez que se cuente con dicha identificación,
se obtendrán las representaciones irreducibles de dicho grupo mediante el proceso de inducción; lo
cual permitirá analizar mediante la subducción el fenómeno de rompimiento de la simetría antes
expuesto. Posteriormente, haciendo uso de los métodos ADVR, y una base del producto directo
adaptada por simetría, se obtendrán las soluciones de una serie de potenciales que permitan
identificar el rompimiento de la simetría al pasar de un potencial infinito a uno finito.

5.1.1. Base adaptada por simetría

Contar con una base adaptada por simetría tendrá dos ventajas significativas. La primera
es que permite simplificar en gran medida el cálculo ADVR ya que la representación matricial del
Hamiltoniano se reduce a una matriz diagonal en bloques. Además, la base adaptada permitirá
etiquetar en dicha base cada estado propio del sistema, de acuerdo a las representaciones
irreducibles del grupo de simetría geométrico, lo que a su vez permite identificar la degeneración
accidental sistemática. Para obtener la base adaptada por simetría se utilizará el método de
funciones propias presentado en la sección 2.3.2. Identificando los elementos de simetría del
potencial cuadrado en 2D, tal como se muestra en la Figura 5.1, es claro que el grupo de simetría
geométrico es C4v. Adicionalmente, se usará la base de producto directo dada en la ecuación
(1.92).

El método de funciones propias consiste en diagonalizar un conjunto completo de operadores
que conmutan (CCOC). Dicho CCOC está dado en términos de una combinación lineal de las
clases del grupo de simetría y se nombró como ĈII en la ecuación (2.36). La definición de este

63



5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

operador se hará de acuerdo a una cadena canónica, que para el potencial cuadrado es

C4v ⊃ Cd
s , (5.1)

siendo
Cd
s = {E, σad}. (5.2)

El CCOC-II a emplear está definido como una combinación del CCOC-I de los grupos de la
cadena (5.1), es decir

ĈII = ĈC4v
I + Ĉ

Cd
s

I , (5.3)

y en términos de la clases de cada grupo

ĈC4v
I = K̂2 + 3K̂5, Ĉ

Cd
s

I = k̂2; (5.4)

en donde cada clase se define de acuerdo a los elementos de los grupos que forman la cadena (5.1)

K̂3 = Ĉ4 + Ĉ3
4 , K̂5 = σ̂ad + σbd, k̂2 = σ̂ad . (5.5)

El operador ĈC4v
I asignará una etiqueta de acuerdo a la representación irreducible del grupo C4v

que porte cierto estado del potencial. Mientras que ĈCd
s

I permitirá distinguir las componentes de
las representaciones bidimensionales con degeneración natural. Lo anterior se efectúa a través de
la diagonalización simultánea de ambos operadores, obteniendo así un conjunto de valores propios
ζΓ,γ asociados a las representaciones (Γ, γ), tal como se muestra en la ecuación (2.37).

σav

σbv

σadσbd y

x

Fig. 5.1: Elementos de simetría del potencial cuadrado en 2D. El origen se encuentra en el centro del potencial.

Para obtener los valores propios del operador ĈII es necesario establecer el efecto de los
operadores que definen las clases (5.5) sobre cierta base. Por practicidad se definirá únicamente
la acción de los generadores del grupo, siendo estos Ĉ4 y σ̂ad . La acción de los generadores sobre
la base cartesiana es

Ĉ4 |x⟩ =
∣∣∣Ĉ−1

4 x
〉
= |−y⟩ , σ̂ad |x⟩ = |σ̂adx⟩ = |y⟩ (5.6a)

Ĉ4 |y⟩ =
∣∣∣Ĉ−1

4 y
〉
= |x⟩ , σ̂ad |y⟩ = |σ̂ady⟩ = |x⟩ . (5.6b)
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

Para los elementos del grupo que constituyen a ĈII se tienen los siguientes elementos de matriz:

⟨n′xn′y|Ĉ4|nxny⟩ =

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|Ĉ4|x′y′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy| − y′x′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨x′y′|nxny⟩ δ(x′ − y)δ(y′ + x)

=

∫∫
dxdy ⟨n′xn′y|xy⟩⟨y,−x|nxny⟩

= (−1)nyδn′
ynxδn′

xny ; (5.7)

⟨n′xn′y|Ĉ3
4 |nxny⟩ =

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|Ĉ3

4 |x′y′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|y′,−x′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨x′y′|nxny⟩ δ(x′ + y)δ(y′ − x)

=

∫∫
dxdy ⟨n′xn′y|xy⟩⟨−yx|nxny⟩

= (−1)nxδn′
ynxδn′

xny ; (5.8)

⟨n′xn′y|σ̂ad |nxny⟩ =

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|σ̂ad |x′y′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|y′x′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨x′y′|nxny⟩ δ(x′ − y)δ(y′ − x)

=

∫∫
dxdy ⟨n′xn′y|xy⟩⟨yx|nxny⟩

= δn′
ynxδn′

xny ; (5.9)

⟨n′xn′y|σ̂ad |nxny⟩ =

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|σ̂ad |x′y′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy| − y′,−x′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨x′y′|nxny⟩ δ(x′ + y)δ(y′ + x)

=

∫∫
dxdy ⟨n′xn′y|xy⟩⟨−y,−x|nxny⟩

= (−1)nx+nyδn′
ynxδn′

xny . (5.10)
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

En donde se hizo uso de las funciones propias de oscilador armónico (1.2) para obtener cada
elemento de matriz. Con estos resultados y haciendo uso de las ecuaciones (5.3)-(5.5), es posible
obtener la representación del operador ĈII , siendo sus respectivos elementos〈

n′xn
′
y

∣∣ ĈII |nxny⟩ =
[
(−1)nx + (−1)ny + 4 + 3(−1)nx+ny

]
δn′

ynxδn′
xny . (5.11)

Debe ser claro, que como consecuencia de usar una base de producto directo, la represen-
tación matricial de ĈII tiene dimensión N2 para el presente caso. A pesar de lo anterior, dicha
representación toma la forma diagonal en bloques, con N bloques unidimensionales y N(N − 1)/2
bloques bidimensionales, lo cual simplifica en gran medida su diagonalización. Como ejemplo,
si se toma N = 4, generando así una representación de dimensión N2 = 16, el subespacio se
representación se reduce a la suma directa

L12 = LA1
3 ⊕ LA2

1 ⊕ LB1
1 ⊕ LB2

1 ⊕ LE1
4 , (5.12)

en donde se omitió el subespacio degenerado LE2
4 , ya que únicamente es necesario contar con una

componente de la representación E. La diagonalización de la representación de ĈII genera la
matriz de cambio de base S que permite obtener las representaciones irreducibles, es decir,

S−1∆(red)(ĈII)S =
∑
µ

⊕ aµD
(µ)(ĈII), (5.13)

tal como se presentó en la sección 2.2.2 de análisis de representaciones. A partir de dicho cambio
de base es como se logra simplificar la representación matricial del Hamiltoniano ADVR mediante
la relación (1.90), es decir,

Hs = S†
[
W†ΛΛΛ(p)W +T†ΛΛΛ(V )T

]
S. (5.14)

Lo anterior se traduce en diagonalizar una Hamiltoniano diagonal en bloques, en donde cada uno
de los 5 bloques está asociado a cada representación irreducible del grupo C4v de dimensión aµ.

5.1.2. Identificación del grupo T ∧ C4v e inducción de representaciones irredu-
cibles

Como ya ha sido mencionado, la presencia de una degeneración accidental sistemática en
el pozo de potencial cuadrado infinito es muestra de la existencia de una simetría adicional. El
hecho anterior se traduce en que el grupo C4v es un subgrupo del grupo completo de simetría
del potencial. En esta sección se presentará la identificación del grupo completo, además de la
generación de sus representaciones irreducibles a través del proceso de inducción.

Primero consideremos la solución del pozo de potencial cuadrado de altura infinita esque-
matizado en la Figura 3.3, la cual, en términos del producto directo es

ψn1n2(x, y) = ψn1(x)ψn2(y), (5.15)

66



5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

con

ψn1(x) =

√
2

L
sin
(n1πx

L

)
, (5.16a)

ψn2(y) =

√
2

L
sin
(n2πy

L

)
. (5.16b)

La proyección de las funciones (5.15) permitirá asignar una etiqueta de las representaciones
irreducibles de una cadena de grupos, como fue demostrado previamente. Efectuando dicho proce-
dimiento es posible definir dos subespacios de representación. El primer subespacio unidimensional
es

L1 = {|ψnn⟩}, (5.17)

para el cual se cumple el siguiente etiquetado∣∣∣ψB2,A′
nn

〉
con n par,

∣∣∣ψA1,A′
nn

〉
con n impar.

Por otra parte, el segundo subespacio, que es bidimensional, corresponde a

L2 = {|ψnm⟩ , |ψmn⟩} con n ̸= m, (5.18)

cuya asignación de las representaciones irreducibles del grupo C4v es equivalente al presentado en
la Tabla 3.1. Haciendo uso de dicho etiquetado y de las energías dadas por la ecuación (3.15),
se demostró la existencia de cierta degeneración accidental sistemática en los pares de estados
A1 ⊕B1 y A2 ⊕B2.

Una vez identificada dicha degeneración accidental, es conveniente definir un nuevo grupo
de simetría cuyas operaciones permitan conectar las parejas de estados degenerados, convirtiéndose
así, en una degeneración natural. Para lo anterior se debe identificar un operador que conecte los
estados degenerados. Este operador, que porta la ρ-ésima representación irreducible del grupo
C4v es nombrado como F̂ (ρ), y deberá satisfacer que

⟨ψΓ|F̂ (ρ)|ψΓ′⟩, con (Γ = A1,Γ
′ = B1) y (Γ = A2,Γ

′ = B2). (5.19)

Por lo anterior se debe de cumplir la siguiente relación para la ρ-ésima representación irreducible

Γ ∈ ρ⊗ Γ′. (5.20)

Haciendo uso de la Tabla 5.1 de caracteres del grupo C4v, se obtiene que el operador tensorial
F̂ (ρ) deberá portar la representación irreducible ρ = B1. Dicho operador no genera cambio alguno
en los estados con representación irreducible E, como debe ser claro al efectuar el producto
tensorial correspondiente. En la Tabla 5.1 se muestran las funciones base de cada representación
irreducible, en donde el armónico Cartesiano x2 − y2 porta la representación irreducible B1. La
anterior observación sugiere que la misma combinación con respecto al cuadrado de los momentos
se transforma de acuerdo a B1, por lo que se podrá definir el siguiente operador

F̂ (B1) =
1

4

√
5

π

(
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
, (5.21)
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el cual conecta los estados con degeneración accidental, posee la siguiente relación de conmutación[
Ĥ, F̂ (B1)

]
= 0, (5.22)

y además, preserva las condiciones de frontera del potencial. Esta identificación coincide con el
operador (3.20), propuesto por Leybraz et. al. [10]. Las propiedades que cumple F̂ (B1) permiten
adicionarlo a los elementos del grupo puntual C4v, generando así el grupo continuo T , cuyos
elementos son

Û(α) = eiαF̂
(B1)

. (5.23)

Tabla 5.1: Tabla de caracteres del grupo C4v .

C4v E 2C4 C2 2σv 2σd

A1 1 1 1 1 1 z x2 + y2; z2

A2 1 1 1 −1 −1 Rz

B1 1 −1 1 1 −1 x2 − y2

B2 1 −1 1 −1 1 xy
E 2 0 −2 0 0 (x, y); (Rx, Ry) (xz, yz)

Ahora, con el fin de establecer la estructura del grupo completo de simetría con respecto
al grupo dinámico T y al grupo geométrico C4v, es conveniente analizar las propiedades de los
elementos Û(α). Considerando los operadores R̂ ∈ C4v que actúan sobre el espacio de funciones
del potencial, se conjuga Û(α) con dichos elementos, es decir,

R̂Û(α)R̂−1 = Û(α′) ∈ T , (5.24)

en donde se cumple que
α′ = χ(B1)(R)α (5.25)

y χ(B1)(R) es el caracter del elemento R correspondiente a la representación B1 del grupo C4v.
Puesto que los elementos R ∈ C4v pertenecen al grupo completo de simetría G, y considerando
la expresión (5.24), se concluye que el subgrupo T es invariante, es decir, T ◁ G. Este hecho, en
adición a que la intersección de T con C4v es la identidad, permite expresar al grupo completo
como el producto semidirecto

G = T ∧ C4v, (5.26)

o bien, como el desarrollo en clases laterales izquierdas

G =

|λ|∑
λ=1

sλ T ; |λ| = |G|
|T |

; sλ ∈ C4v. (5.27)

Lo anterior implica que todo elemento ĝ ∈ G se escriba como el producto de operadores

ĝ = R̂Û(α); R̂ ∈ C4v. (5.28)
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

Ahora que se cuenta con la estructura del grupo completo del potencial, siendo este el
producto semidirecto de un grupo continuo y el grupo discreto C4v, es conveniente generar sus
respectivas representaciones irreducibles. Lo anterior se hará mediante el proceso de inducción de
representaciones antes presentado. Como fue mencionado, dicho procedimiento consiste en generar
las representaciones irreducibles de cierto grupo a partir de las representaciones irreducibles de
un subgrupo. Por lo anterior, es conveniente generar las representaciones del grupo T . Primero
consideremos el subespacio de representación bidimensional

L2 = {|ψn1n2⟩ , |ψn2n1⟩}, n1 ̸= n2. (5.29)

La acción de los elementos del grupo T se puede escribir de la siguiente forma general

Û(α) |ψn1n2⟩ = D(kn) |ψn1n2⟩ , (5.30)

en donde
D(kn) = eiαkn , (5.31)

y

kn = ζ0(n
2
1 − n22), ζ0 =

π2

L2

1

4

√
5

π
. (5.32)

Puesto que el estado |ψn1n2⟩ porta la representación irreducible kn del grupo T , se podrán
etiquetar los estados propios de acuerdo a esta nueva etiqueta. Siguiendo esta idea se tiene la
siguiente relación:

Û(α)
∣∣∣ψ(kn)

n1n2

〉
= D(kn)

∣∣∣ψ(kn)
n1n2

〉
. (5.33)

Dado el subespacio invariante (5.29), y haciendo uso de la anterior definición para kn, se tienen
los siguientes dos casos:

k1 = kn1n2 = ζ0(n
2
1 − n22), k2 = kn2n1 = ζ0(n

2
2 − n21) = −k1. (5.34)

Con lo que la representación matricial del subespacio bidimensional es diagonal, siendo esta

D(kn)(α) =

(
eiαk1 0
0 eiαk2

)
. (5.35)

Por otra parte, respecto al espacio de representación unidimensional L1 = {|ψ(k0)
nn ⟩}, se tiene que

la representación irreducible es D(k0) = 1, es decir,

Û(α)
∣∣∣ψ(k0)

nn

〉
= D(k0)

∣∣∣ψ(k0)
nn

〉
=
∣∣∣ψ(k0)

nn

〉
, (5.36)

en donde debe ser evidente que k0 = 0.

Parte del procedimiento para efectuar la inducción consiste en encontrar el conjunto de
representaciones conjugadas no equivalentes, es decir, la órbita del subgrupo a partir del cual
se induce. Para definir dicho conjunto comencemos obteniendo la representación conjugada de
forma general. Anteriormente se obtuvo la siguiente relación para los elementos del grupo T

R̂Û(α)R̂−1 = Û(α′), α′ = αχ(B1)(R), (5.37)
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lo que implica que la representación conjugada sea

knD
R(α) = D(kn)(α′). (5.38)

O escrito de diferente forma

knD
R(α) = eiα

′kn = eiαχ
(B1)(R)kn = eiαk

′
n = D(k′n)(α), (5.39)

en donde se define
k′n = knχ

(B1)(R). (5.40)

Como fue mostrado, existen dos representaciones irreducibles para el subespacio bidimen-
sional, siendo estas k1 y k2. Partiendo de que kn = k1, es claro que se cumple la siguiente relación
para su representación conjugada:

k1D
R(α) = D(k1)(R̂Û(α)R̂−1) = D(k′1)(α), ∀R ∈ C4v. (5.41)

De la Tabla 5.1 de caracteres del grupo C4v, se observa que χ(B1)(R) = {1,−1}, ∀R ∈ C4v.
Lo anterior implica que k′1 = {k1, k2}, es decir, existen dos representaciones conjugadas no
equivalentes. Dicho conjunto es llamado la órbita de la representación k1 del subgrupo T , lo
cual se representa como S(k1T ). En la ecuación (5.41) se partió de la representación k1. Si ahora
se parte de la representación k2 el resultado es igual, obteniéndose así dos representaciones no
equivalentes. De la observación previa se obtiene la relación S(k1T ) = S(k2T ), por lo que se
puede escribir la órbita de forma general como

S(kT ) = {k1, k2}. (5.42)

Para obtener la órbita (5.42) se deben efectuar |C4v| = 8 conjugaciones, lo que da origen a
una órbita de orden |S(kT )| = 2. Por lo anterior se infiere que existen 4 elementos R ∈ C4v que
generan representaciones equivalentes. Dichos elementos forman el grupo C2v. Además, al conjugar
con los elementos del grupo continuo T , se obtienen representaciones iguales o equivalentes. Los
elementos que generan representaciones conjugadas equivalentes forman cierto grupo denominado
grupo pequeño, tal como se definió en (2.57). Dicho grupo, en términos del producto semidirecto
es

K(kT ) = T ∧ C2v. (5.43)

A pesar de que cada punta de la órbita (5.42) tiene asociado su grupo pequeño, estos son isomorfos,
por lo que basta con etiquetar dicho grupo con el elemento arbitrario k. Debido a que el grupo
pequeño es infinito, se deberá definir el co-grupo pequeño K mediante la definición del grupo
factor presentada en la sección 2.1.5. Con esta idea el co-grupo pequeño es

K(kT ) =
K(kT )

T
≈ C2v, (5.44)

en donde se indica que este es isomorfo al grupo finito C2v y cuyos elementos son los elementos
representativos sλ del siguiente desarrollo en clases laterales:
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K(kT ) =

|λ|∑
λ

sλT ; sλ ∈ C2v. (5.45)

Por otra parte, en la búsqueda de trabajar con grupos finitos se tiene la siguiente relación
para el grupo factor:

G
T

≈ C4v, (5.46)

en donde se indica el isomorfismo con el grupo puntual C4v, el cual tiene el siguiente desarrollo en
términos de clases laterales:

C4v =

|λ|∑
λ

pλC2v; |λ| = |C4v|
|C2v|

. (5.47)

Este desarrollo implica que cualquier elemento g ∈ C4v podrá ser escrito en términos del producto

g = pλh; h ∈ C2v. (5.48)

Adicionalmente, el desarrollo en clases laterales izquierdas en su forma explícita es

C4v = C2v + σadC2v, (5.49)

en donde se identificaron los elementos representativos como p1 = E y p2 = σad .

Ahora deberá ser identificado un conjunto de funciones base que sea invariante bajo la
acción del grupo G. Para esto es conveniente observar la acción de los elementos representativos
del desarrollo (5.49) sobre el estado propio

∣∣ψk1
n1n2

〉
, lo cual lleva a las siguientes dos relaciones:

Ê
∣∣∣ψk1

n1n2

〉
=
∣∣∣ψk1

n1n2

〉
, (5.50a)

σ̂ad

∣∣∣ψk1
n1n2

〉
=
∣∣∣ψk2

n2n1

〉
. (5.50b)

Con lo que se identifica al conjunto {|ψk1
n1n2

⟩, |ψk2
n2n1

⟩} como un subespacio de representación de G.
Este conjunto podrá ser reescrito de forma compacta en términos de los elementos representativos
pλ como {p̂λ|ψk1

n1n2
⟩; λ = 1, 2}. Una vez identificado dicho subespacio, podrán ser obtenidas las

representaciones irreducibles de los elementos g ∈ C4v. Lo anterior implica la siguiente relación
para cada elemento del subespacio:

ĝp̂λ

∣∣∣ψk1
n1n2

〉
= p̂τ ĥλ(g)

∣∣∣ψk1
n1n2

〉
; ĥλ(g) ∈ C2v. (5.51)

En la ecuación anterior se hizo uso de la notación introducida en la sección 2.4.1 para el
subelemento de g en C2v por pλ. Recordando, dichos subelementos se encuentran relacionados
con la representación basal, la cual es necesaria para formar la representación inducida. Por lo
anterior, cada uno de estos se presenta en la Tabla 5.2.
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Tabla 5.2: Subelementos hλ(g) definidos en (5.51) mediante el desarrollo (5.47).

g pλ pτh hλ(g)

E E E E E
C4 E σadσ

a
v σav

C3
4 E σadσ

b
v σbv

σav E Eσav σav
σbv E Eσbv σbv
σad E σadE E
σbd E σadC2 C2

E σad σadE E
C4 σad Eσbv σbv
C3
4 σad Eσav σav
σav σad σadσ

b
v σbv

σbv σad σadσ
a
v σav

σad σad EE E
σbd σad EC2 C2

Ya se cuenta con todos los elementos necesarios para inducir las representaciones irreducibles
del grupo G. Puesto que para obtener representaciones irreducibles y completas es necesario inducir
a través del grupo pequeño, y puesto que este resultó ser un grupo infinito se definió el co-grupo
pequeño K(kT ). El co-grupo pequeño es isomorfo a C2v, y el grupo factor G/T es isomorfo a C4v,
lo que explica el porqué el desarrollo anterior se realizó haciendo uso de dichos grupos puntuales.
Puesto que los estados propios |ψk;Γ

n1n2⟩ portan la Γ-ésima representación irreducible del co-grupo
pequeño, la inducción podrá ser escrita de la siguiente forma:

Γ
kG =ΓK(kT ) ↑ G, (5.52)

es decir, mediante la representación pequeña permitida. Ahora, se generarán las representaciones
(5.52). Para esto se debe considerar que el subespacio bidimensional (5.29) dio origen a la órbita
(5.42), cuyas puntas son {k1, k2 = −k1}, o simplemente {k,−k}. Cada una de estas puntas es
llamada un vector general del co-grupo pequeño isomorfo a C2v. Y ahora, si se considera el segundo
subespacio invariante, el cual es unidimensional, se tendrá la representación irreducible del grupo
dinámico k0T . Esta representación la portan los estados propios |ψk0

nn⟩, generando así una segunda
órbita S(k0T ) = {k0 = 0}. La representación k0 al ser invariante bajo todos los elementos del
grupo C4v es llamado un punto especial. Los vectores asociados a la órbita S(kT ) = {k,−k} y el
punto asociado a la órbita S(k0T ) = {k0 = 0} se representan en la Figura 5.2.

Fig. 5.2: Representaciones irreducibles del grupo T asociadas a distintos co-grupos. Dos co-grupos pequeños han sido
identificados: K(kT ) esta asociado a un vector general k, mientras que K(k0

T ) al punto especial k0 = 0.
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Sigamos entonces con la inducción de las representaciones irreducibles del grupo G. Como
ha sido expuesto en múltiples ocasiones, la inducción se hará a través del co-grupo pequeño,
el cual es isomorfo a C2v. El subespacio L2 = {|ψk1;Γ

n1n2⟩, |ψ
k2;Γ
n2n1⟩} porta las representaciones del

co-grupo pequeño, y por tanto de C2v. La definición (2.46) indica que se deberá contar con las
representaciones irreducibles del grupo mediante el cual se induce, siendo estas las representaciones
pequeñas permitidas; por lo que obtengamos las representaciones de los generadores {C2, σ

a
v} del

co-grupo pequeño C2v. Dichas representaciones del subespacio L2 son diagonales, siendo estas

∆∆∆(C2) =

(
(−1)n1+n2 0

0 (−1)n1+n2

)
; ∆∆∆(σav) =

(
(−1)n2+1 0

0 (−1)n1+1

)
, (5.53)

las cuales se obtienen mediante la definición (5.15) y la periodicidad de la función seno.

Las representaciones de los generadores deberán ser irreducibles, lo cual es evidente ya
que el grupo C2v únicamente cuenta con representaciones unidimensionales. Las representaciones
irreducibles contenidas en (5.53) son las siguientes:

µ : D(µ)(C2) = (−1)n1+n2 ; D(µ)(σav) = (−1)n2+1; (5.54)

ν : D(ν)(C2) = (−1)n1+n2 ; D(ν)(σav) = (−1)n1+1. (5.55)

Estas representaciones podrán ser identificadas como representaciones irreducibles del grupo
puntual C2v haciendo uso de la Tabla 5.3 de caracteres de dicho grupo. Para obtener dichas
representaciones se consideran las posibles combinaciones de acuerdo a la paridad de los índices
n1 y n2. Este análisis se muestra en la Tabla 5.4.

Tabla 5.3: Tabla de caracteres del grupo C2v .

C2v E C2 σv(xz) σv(yz)

A1 1 1 1 1 z x2; y2; z2

A2 1 1 −1 −1 Rz xy
B1 1 −1 1 −1 x;Ry xz
B2 1 −1 −1 1 y;Rx yz

Tabla 5.4: Identificación de las representaciones irreducibles del co-grupo pequeño C2v de acuerdo a su paridad.

n1 = 2m + 1 n1 = 2m n1 = 2m n1 = 2m + 1
n2 = 2n + 1 n2 = 2n n2 = 2n + 1 n2 = 2n

D(µ)(C2) 1 1 −1 −1

D(µ)(σav) 1 −1 1 −1

µ A1 A2 B1 B2

Finalmente, obtengamos las representaciones irreducibles del grupo G, las cuales que-
dan determinadas al generar las representaciones matriciales de sus respectivos generadores
{U(α), C4, σ

a
d}. De acuerdo a las relaciones (5.50), el espacio de representación es {Ê|ψk1;µ⟩, σ̂ad |ψk1;µ⟩}.

Comencemos por obtener la representación de C4:

Ĉ4

[
Ê
∣∣∣ψk;µ

〉]
= σ̂ad σ̂

a
v

∣∣∣ψk;µ
〉
= χ(µ)(σav)

[
σ̂ad

∣∣∣ψk;µ
〉]

]; (5.56a)
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Ĉ4

[
σ̂ad

∣∣∣ψk;µ
〉]

= Êσ̂bv

∣∣∣ψk;µ
〉
= χ(µ)(σbv)

[
Ê
∣∣∣ψk;µ

〉]
], (5.56b)

en donde se hizo uso de la Tabla 5.2 de subelementos para obtener las relaciones anteriores. Con
dichos elementos de matriz se obtiene la representación matricial del generador C4, es decir,

D(µkG)(C4) =

(
0 χ(µ)(σbv)

χ(µ)(σav) 0

)
(5.57)

Ahora, consideremos el siguiente generador, siendo este la reflexión σad . De la misma forma,
considerando el mismo subespacio de representación y la Tabla 5.2 de subelementos se obtienen
los elementos de matriz

σ̂ad

[
Ê
∣∣∣ψk;µ

〉]
= Êσ̂ad

∣∣∣ψk;µ
〉
= χ(µ)(E)

[
σ̂ad

∣∣∣ψk;µ
〉]

; (5.58a)

σ̂ad

[
σ̂ad

∣∣∣ψk;µ
〉]

= ÊÊ
∣∣∣ψk;µ

〉
= χ(µ)(E)

[
Ê
∣∣∣ψk;µ

〉]
, (5.58b)

con lo que se obtiene la siguiente representación matricial para el generador σad :

D(µkG)(σad) =

(
0 χ(µ)(E)

χ(µ)(E) 0

)
(5.59)

.

Resta obtener la representación del generador U(α) asociado al grupo continuo T . Con-
siderando el subespacio de representación antes utilizado y la invarianza de T , se obtienen los
siguientes elementos de matriz:

Û(α)
[
Ê
∣∣∣ψk;µ

〉]
= ÊÛ(α′)

∣∣∣ψk;µ
〉
= eiαχ

(B1)(E)k
[
Ê
∣∣∣ψk;µ

〉]
= eiαk

[
Ê
∣∣∣ψk;µ

〉]
; (5.60a)

Û(α)
[
σ̂ad

∣∣∣ψk;µ
〉]

= σ̂adÛ(α′)
∣∣∣ψk;µ

〉
= eiαχ

(B1)(σa
d)k
[
σ̂ad

∣∣∣ψk;µ
〉]

= e−iαk
[
σ̂ad

∣∣∣ψk;µ
〉]
, (5.60b)

los cuales generan la representación matricial diagonal

D(µkG)(α) =

(
eiαk 0
0 e−iαk

)
. (5.61)

Ahora que se cuenta con las representaciones inducidas del subespacio bidimensional,
restará obtener las del espacio unidimensional L1 = {ψk0;µ

nn }. Para este caso el co-grupo pequeño
será C4v ya que sus elementos dejan invariante al punto especial k0. Lo anterior implica que la
identidad E sea el único elemento representativo del desarrollo en clases laterales y genere así,
la representación basal. Ahora obtengamos las representaciones de los generadores del grupo G.
Estas son:

Û(α)
[
Ê
∣∣∣ψk0;µ

nn

〉]
=

[
Ê
∣∣∣ψk0;µ

nn

〉]
, (5.62)

Ĉ4

[
Ê
∣∣∣ψk0;µ

nn

〉]
= (−1)n+1

[
Ê
∣∣∣ψk0;µ

nn

〉]
, (5.63)

σ̂ad

[
Ê
∣∣∣ψk0;µ

nn

〉]
=

[
Ê
∣∣∣ψk0;µ

nn

〉]
. (5.64)
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Si consideramos la Tabla 5.1 de caracteres del grupo C4v, se podrán identificar los siguientes casos:

n par D
(
B2
k0

G)
(C4) = −1; D

(
B2
k0

G)
(σad) = 1; (5.65)

n impar D
(
A1
k0

G)
(C4) = 1; D

(
A1
k0

G)
(σad) = 1, (5.66)

o bien, escrito de forma general en términos de caracteres arbitrarios se obtienen las siguientes
representaciones irreducibles:

D
(µk0

G)
(α) = 1; (5.67a)

D
(µk0

G)
(C4) = χ(µ)(C4); (5.67b)

D
(µk0

G)
(σad) = χ(µ)(σad), (5.67c)

siendo todas ellas unidimensionales.

Ya que se cuenta con las representaciones irreducibles de los generadores del grupo completo
del potencial cuadrado bidimensional de altura infinita, será posible llevar a cabo el análisis de los
estados que porten las nuevas representaciones inducidas. Recordando, existe cierta degeneración
accidental sistemática que no puede ser explicada en términos del grupo geométrico C4v. En la
sección 2.2.3 se remarcó que el proceso de subducción consiste en restringir cierta representación
de un grupo G a los elementos de un subgrupo H. Dicha restricción se encuentra íntimamente
relacionada al rompimiento de una simetría en el sistema. Para estudiar de manera formal el
rompimiento de simetría que acontece al pasar de un potencial de altura infinita a uno de altura
finita es posible llevar a cabo la subducción µ

kG ↓ C4v, lo cual se muestra en la Tabla 5.5. Es ahora
evidente que las parejas de estados {A1, B1} y {A2, B2} presentan una degeneración natural en
términos del grupo semidirecto G. Solo cuando el potencial sea finito y el grupo completo sea C4v
dichos estados no se encontrarán degenerados. Esta última idea será tratada haciendo uso de las
aproximaciones ADVR en la siguiente sección, permitiendo así, un estudio más completo.

Tabla 5.5: Subducción µ
kG ↓ C4v .

C4v E C4, C
3
4 C2

4 σa
v , σ

b
v σa

d , σ
b
d

µ
kG ↓ C4v

χ(
A1
ko

G) 1 1 1 1 1 A1

χ(
B2
ko

G) 1 −1 1 −1 1 B2

χ(
A1
k G) 2 0 2 2 0 A1 ⊕B1

χ(
A2
k G) 2 0 2 −2 0 A2 ⊕B2

χ(
B1
k G) 2 0 −2 0 0 E

χ(
B2
k G) 2 0 −2 0 0 E

5.1.3. Análisis de las soluciones ADVR

En esta sección se analizará el rompimiento de la simetría en el pozo de potencial cuadrado
haciendo uso de los métodos ADVR. Tal como se efectuó en el caso unidimensional, será conveniente
validar dichas aproximaciones estableciendo la solución de un potencial particular. Como fue
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previamente demostrado, los métodos HO-DVR y PT-DVR resultan los más adecuados para este
tipo de sistemas, por lo que únicamente se hará uso de dichas aproximaciones. Consideremos
una partícula de masa µ = 1.672 621 9 × 10−27 kg sujeta a un pozo de potencial cuadrado
bidimensional con L = 4 Å y V0 = 108 cm-1, tal como es esquematizado en la Figura 3.3. De
forma análoga al pozo de potencial 1D, hacer uso de los métodos HO-DVR y PT-DVR implicará
ajustar los parámetros ω y α, respectivamente. En la Tabla 5.6 se muestra dicho ajuste, así como
los resultados obtenidos para las energías del potencial. El criterio para seleccionar una dimensión
de la base N2 adecuada fue obtener un error porcentual menor al 1 % en los 10 estados analizados.
La elección de dichas dimensiones se aclarará más adelante una vez que se presente el análisis
del RMS para ambas aproximaciones. Respecto a los resultados, ambos métodos generan una
descripción similar del sistema, aunque el método HO-DVR posee una ligera ventaja, ya que el
error porcentual tiende a ser menor, así como la dimensión de la base requerida. Cabe mencionar
que dichos cálculos se efectuaron con una base de producto directo, tal como fue presentado en la
sección 1.5.1, siendo este el motivo de la notación empleada para N2. Además, haciendo uso del
método de funciones propias se logró obtener una base adaptada por simetría, simplificando de
esta forma el cálculo y logrando etiquetar cada estado con su respectiva representación irreducible.

Tabla 5.6: Descripción del pozo de potencial cuadrado 2D con altura infinita con dos métodos ADVR: HO-DVR y
PT-DVR. Los parámetros del potencial son V0 = 108 cm-1, L = 4 Å y µ = 1.672 621 9× 10−27 kg. Los parámetros
ajustados para los métodos ADVR son ω = 2.0× 1013 cm-1 para HO-DVR y α = 4.5× 109 m-1 para PT-DVR. Ec

corresponde a las energías calculadas en cm-1 mediante el método correspondiente. La dimensión de la base utilizada
N2 se muestra en la parte superior de la tabla para cada uno de los métodos.

HO-DVR PT-DVR
N2 = 2704 N2 = 3600

R.I. (n1, n2) Exacta (cm−1) Ec % Error Ec % Error

A1 (1,1) 20.65 20.62 0.14 20.64 0.04
E (2,1) 51.62 51.57 0.10 51.48 0.27
B2 (2,2) 82.59 82.49 0.12 82.32 0.33
A1 (3,1) 103.24 103.25 0.01 103.20 0.04
B1 (3,1) 103.24 103.25 0.01 103.20 0.04
E (3,2) 134.22 134.17 0.03 134.04 0.13
E (4,1) 175.51 175.29 0.13 175.94 0.24
A1 (3,3) 185.84 186.85 0.54 185.77 0.04
A2 (4,2) 206.48 206.21 0.13 205.78 0.34
B2 (4,2) 206.48 206.21 0.13 205.78 0.34

Generar una descripción adecuada del espectro de energías no basta para describir por
completo un sistema. Las funciones de onda asociadas a los estados mostrados en la Tabla
5.6 deberán ser evaluadas. Con este fin, los vectores propios resultantes han sido proyectados
a la representación de la coordenada, lo que permite obtener las funciones de onda de forma
gráfica. Puesto que se hizo uso de una base adaptada por simetría, cada estado propio |ψΓ,γ

α ⟩ del
Hamiltoniano (1.90) será una combinación lineal de la base adaptada (1.89), es decir,∣∣ψΓ,γ

α

〉
=
∑
q

Vqα

∣∣∣qϕ(Γ)γ

〉
. (5.68)

Al proyectar a la representación de la coordenada, las funciones de onda adquieren la siguiente
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forma:
ψΓ,γ
α (x, y) =

〈
xy
∣∣ψΓ,γ

α

〉
=
∑
q

〈
xy
∣∣∣qϕ(Γ)γ

〉
, (5.69)

en donde se cumple que 〈
xy
∣∣∣qϕ(Γ)γ

〉
=
∑
nx,ny

Snxny ;qΓγ ψnx(x)ψny(y) (5.70)

la cual es análogo a (1.89) y en donde ψnx(x) y ψny(y) es la base de funciones seleccionada,
tal como la de oscilador armónico. Adicionalmente, Sn1n2;qΓγ son los elementos de la matriz S
obtenida mediante el método de funciones propias y que permite obtener la base adaptada por
simetría.

El conjunto de funciones de onda seleccionadas se observa en la Figura 5.3. Estas funciones
se encuentran etiquetadas con las representaciones irreducibles del grupo C4v, aunque como
fue demostrado previamente, existe cierta correspondencia entre dichas representaciones y las
del grupo completo de simetría G. Dicha correspondencia se encuentra en la subducción de la
Tabla 5.5. Los distintos tipos de degeneración son ilustrados en las funciones de onda. El primer
renglón (a) muestra la pareja de estados con degeneración accidental sistemática A1 ⊕B1. Dicha
degeneración es únicamente accidental en términos del grupo C4v, aunque en términos del grupo
G dichos estados portan la representación bidimensional A1

k G, que da cuenta de una degeneración
natural. El segundo renglón (b) posee una pareja de estados con degeneración natural. Estos
portan la representación bidimensional E con componentes A′ y A′′, respectivamente. Además,
es evidente que una rotación C4 conecta ambos estados, lo cual explica que la degeneración
sea natural con respecto a C4v. Posteriormente, el tercer renglón (c) corresponde a la pareja de
estados con degeneración accidental sistemática A2 ⊕B2. Al igual que en el primer renglón, esta
degeneración se torna natural en términos del nuevo grupo G, puesto que portan la representación
bidimensional A2

k G. Por último, en el cuarto renglón (d) se observa uno de los estados totalmente
simétricos. Este no posee degeneración alguna y porta la representación unidimensional A1

k0
G del

nuevo grupo. Por otra parte, y con el fin de evaluar las aproximaciones ADVR utilizadas en
términos de las funciones de onda se compararon las funciones calculadas con las funciones de onda
exactas de un pozo de potencial infinito. Esta comparación se efectuó a través del valor absoluto
de la diferencia entre ambas funciones, lo cual se muestra de forma gráfica en la Figura 5.4. Este
análisis muestra de forma clara que el error en las funciones de onda generadas mediante PT-DVR
es en la mayoría de los casos mucho menor. Lo anterior es evidencia de que la aproximación
PT-DVR es una mejor alternativa para el cálculo de las funciones de onda con la dimensión de la
base utilizada.
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Fig. 5.3: Funciones de onda adaptadas por simetría de una partícula sujeta a un potencial cuadrado en 2D. Los
métodos HO-DVR y PT-DVR generan la misma calidad de funciones al graficarlas a este nivel de resolución y utilizando
los parámetros mostrados en la Tabla 5.6. Las funciones están agrupadas de acuerdo con (a) su degeneración accidental
con representaciones irreducibles (A1, B1), (b) degeneración natural con componentes (EA′ , EA′′), (c) degeneración
accidental con representaciones (A2, B2) y (d) estado totalmente simétrico.

78



5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

Fig. 5.4: Valor absoluto de la diferencia entre la función de onda exacta y la calculada del pozo cuadrado. Las
diferencias muestran que la aproximación PT-DVR es más apropiada para describir este sistema. Las respectivas
dimensiones de la base utilizadas para el cálculo de cada función se muestran en la parte superior y son las mismas que
se emplearon para el cálculo mostrado en la Tabla 5.6.
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

Como ya fue mencionado, parte de este proyecto involucra evaluar la calidad de las
aproximaciones ADVR para el estudio de potenciales escalonados. Con este fin, será conveniente
revisar la convergencia de las dos aproximaciones empleadas para el análisis del pozo de potencial
cuadrado en 2D. La convergencia fue evaluada observando la dependencia del RMS en las energías
calculadas con respecto a la dimensión de la base N . En los recuadros superiores de la Figura 5.5
se representa de manera gráfica dicha dependencia. La característica que más resalta es el patrón
de ambas gráficas: Tanto para el método HO-DVR como para el PT-DVR se presenta un patrón
oscilatorio, aunque para el método PT-DVR este tiende a ser más regular. En ambos casos es
claro que existen distintas dimensiones N que permiten minimizar el RMS en las energías y por
tanto, alcanzar un error mínimo. Ahora, con el fin de complementar este análisis conviene recordar
la idea central de los métodos DVR, siendo esta es la discretización. Este concepto sugiere que la
función asociada a la energía potencial, es decir, V (x, y), será evaluada en un conjunto discreto de
puntos, siendo estos los valores propios de la representación matricial de la coordenada. El número
total de puntos {xi, yj} será N2. Del total de puntos, habrá una cantidad que nombraremos Nin

que caen dentro del pozo de potencial, es decir, cuando la función V (x, y) = 0. Con la anterior
idea es posible definir la siguiente relación:

% P =
Nin

N2
× 100, (5.71)

es decir, el porcentaje de puntos DVR que caen dentro del pozo. En los paneles inferiores de
la Figura 5.5 se muestra la relación hallada entre el porcentaje de puntos % P y el RMS. La
existencia de un mínimo o máximo en el porcentaje de puntos dentro del potencial corresponde a
un mínimo o máximo, respectivamente, en el RMS. Dicha observación permitirá seleccionar la
dimensión N adecuada para efectuar el cálculo, ya que el porcentaje de puntos puede ser calculado
sin la necesidad de diagonalizar la representación matricial de la coordenada, sino únicamente
obteniendo las raíces de los polinomios asociados a cada base. Esta última idea es discutida por
Rodríguez-Arcos et. al. [37].

Con respecto al rompimiento de la simetría que se quiere analizar, es adecuado mostrar la
influencia de la altura V0 del potencial en el espectro de energías. Para esto, en la Figura 5.6 se
presenta un diagrama de correlación como función de V0 para ciertos estados. Con relación a los
niveles con degeneración accidental sistemática (A1, B1) y (A2, B2), se espera que se presente un
desdoblamiento en estos al disminuir la altura V0. Lo anterior se predice, ya que como sugiere
la subducción G ↓ C4v en la Tabla 5.5, cuando V0 toma un valor finito, el grupo de simetría es
C4v. Con el fin de estudiar este desdoblamiento, en la Figura 5.7 se presenta un acercamiento del
diagrama de correlación antes expuesto. Para examinar con mayor detalle el desdoblamiento, se
introduce el parámetro ζ:

ζ =

∣∣∣∣ 2πarctan
(

E1 − E2

(E1 + E2)/2

)∣∣∣∣ , (5.72)

el cual toma el valor ζ = 0 cuando existe una degeneración total, mientras que tiende al límite
ζ → 1 mientras el desdoblamiento aumenta. Con este parámetro se observa que el par de estados
{|ψA2

4,1⟩, |ψ
B2
4,1⟩} comienza a separarse alrededor de E = 350 cm-1, mientras que {|ψA1

3,1⟩, |ψ
B1
3,1⟩} en

una energía E = 250 cm-1. Por último, cabe aclarar que a pesar de que V0 deja de ser finita, aún
se logra observar degeneración en los niveles antes mencionados. Este acontecimiento es muestra
de la transición de una degeneración accidental sistemática, a una únicamente accidental; ya que
esto solo sucede en ciertas parejas de estados, mas no en todo el espectro.
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Fig. 5.5: Media cuadrática (RMS) como función de la dimensión de la base N para las aproximaciones HO-DVR
y PT-DVR para el pozo de potencial cuadrado 2D. En los paneles superiores la linea roja corresponde al promedio
tomando del RMS obtenido tomando siete puntos a cada lado. Además, la dimensión N2 que genera los resultados de
la Tabla 5.6 fue señalada. Por otra parte, en los paneles inferiores se muestran acercamientos de las gráficas globales
del RMS, en donde se efectúa el análisis correspondiente al porcentaje de puntos definido en la ecuación (5.71). La
lineas punteadas señalan la relación entre el mínimo en el RMS y el porcentaje de puntos.
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Fig. 5.6: Diagrama de correlación de los niveles de energía como función de la altura V0 del potencial cuadrado. Los
parámetros de cálculo y la dimensión N2 utilizados son los presentados en la Tabla 5.6.
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Fig. 5.7: (a) Acercamiento a los niveles (A1, B1) y (A2, B2) del diagrama de correlación en la Figura 5.6. (b) El
parámetro ζ, en conjunto con el desdoblamiento energético en los estados con degeneración accidental muestran el
fenómeno de rompimiento de la simetría del potencial de pozo cuadrado 2D.

5.2. Pozo de potencial rectangular 2D

El pozo de potencial rectangular, tal como fue descrito en la sección 3.2.2 es un caso similar
al cuadrado. Lo anterior debido a que el grupo de simetría C2v no logra explicar la degeneración
en el espectro energético, por lo que se identifica una degeneración accidental sistemática. Tal
como fue discutido previamente, y con base en las ideas presentadas por Lemus et. al [13], la
identificación de un grupo completo de simetría para este caso se torna mucho más complicada, ya
que no es posible proponer un operador diferencial adecuado que conecte los estados degenerados
(A2, B2) que se muestran el la Figura 3.6, y por tanto, generar un grupo dinámico con base en
este. Con esta idea, el proceso de identificación de un grupo semidirecto, así como la inducción de
sus respectivas representaciones no se hará en este trabajo, sino se que analizará la posibilidad
de conectar los estados antes mencionados mediante una reflexión. Primero, para analizar el
sistema rectangular se obtendrá una base adaptada por simetría con el fin de simplificar la base
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de producto directo e identificar las representaciones irreducibles asociadas al grupo C2v para
cada estado. Una vez que se cuente con esta base, se procederá a establecer la solución ADVR,
y con esto, analizar la degeneración del sistema, así como dos casos en los que se presenta un
rompimiento de la simetría: uno asociado a la altura V0 del potencial, y otro asociado a su
conmensurabilidad, es decir, la razón entre el largo y ancho del pozo.

5.2.1. Base adaptada por simetría

El siguiente procedimiento será efectuado con el método de funciones propias previamente
utilizado, esto con el fin de adaptar la base de funciones (3.23). Recordando, este método consiste
en diagonalizar un CCOC. Puesto que el grupo de simetría del potencial es C2v, tal como se muestra
en la Figura 5.8, y este únicamente cuenta con representaciones irreducibles unidimensionales,
bastará con utilizar el CCOC-I, o bien, ĈI . La definición de este operador con base en las clases
del grupo C2v es

ĈI = 3K̂2 + K̂3, (5.73)

o bien, en términos de sus elementos

ĈI = 3Ĉ2 + σ̂av . (5.74)

La diagonalización del operador (5.74)

ĈI

∣∣∣Ψ(Γ)
〉
= µΓ

∣∣∣Ψ(Γ)
〉

(5.75)

asignará una etiqueta de acuerdo a la representación irreducible del grupo geométrico C2v mediante
la obtención de los valores propios µΓ asociados a la Γ-ésima representación irreducible.

y

x

σbv

σav

Fig. 5.8: Elementos de simetría del potencial rectangular en 2D. El origen se encuentra en el centro del potencial.

Con el fin de obtener los valores propios del operador ĈI es necesario establecer el efecto
de los operadores (5.75) sobre la base cartesiana, siendo esta

Ĉ2 |x⟩ =
∣∣∣Ĉ−1

2 x
〉
= |−x⟩ , σ̂av |x⟩ = |σ̂adx⟩ = |x⟩ (5.76a)
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

Ĉ2 |y⟩ =
∣∣∣Ĉ−1

2 y
〉
= |−y⟩ , σ̂av |y⟩ = |σ̂avy⟩ = |−y⟩ . (5.76b)

Para los elementos que forman ĈI se tienen los siguientes elementos de matriz:

⟨n′xn′y|Ĉ2|nxny⟩ =

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|Ĉ2|x′y′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy| − x′,−y′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨x′y′|nxny⟩ δ(x′ + x)δ(y′ + y)

=

∫∫
dxdy ⟨n′xn′y|xy⟩⟨−x,−y|nxny⟩

= (−1)nx+nyδn′
ynxδn′

xny ; (5.77)

⟨n′xn′y|σ̂av |nxny⟩ =

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|σ̂av |x′y′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨xy|x′,−y′⟩⟨x′y′|nxny⟩

=

∫
4
dxdy dx′dy′ ⟨n′xn′y|xy⟩⟨x′y′|nxny⟩ δ(x′ − x)δ(y′ + y)

=

∫∫
dxdy ⟨n′xn′y|xy⟩⟨x,−y|nxny⟩

= (−1)nyδn′
ynxδn′

xny . (5.78)

En donde se hizo uso de las funciones propias de oscilador armónico (1.2) a manera de ejemplo.
Ahora, con las ecuaciones (5.77) y (5.78) es posible obtener la representación de ĈI , siendo esta

⟨n′xn′y|ĈI |nxny⟩ =
[
3(−1)nx+ny + (−1)ny

]
δn′

ynxδn′
xny . (5.79)

A pesar de que la dimensión de la base a utilizar es N2, y por tanto, el operador ĈI tendrá
la misma dimensión, este posee la ventaja de ser totalmente diagonal, por lo que sus valores
propios µΓ estarán dados en la misma representación. A manera de ejemplo, si se utiliza una
dimensión de la base N = 4, se generará una representación de dimensión N2 = 16, la cual se
descompone en la siguiente suma directa de subespacios invariantes:

L16 = LA1
4 ⊕ LA2

4 ⊕ LB1
4 ⊕ LB2

4 ; (5.80)

aunque como ya se comentó, todos estos son diagonales, lo que simplifica en gran medida la tarea
computacional. Finalmente, tal como se discutió al momento de obtener la base adaptada del
potencial cuadrado, la misma diagonalización de ĈI generará la matriz de cambio de base S que
permite obtener el Hamiltoniano diagonal en bloques (5.14), y por tanto, la base adaptada por
simetría.

84
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5.2.2. Análisis de las soluciones ADVR

Con el fin de estudiar la degeneración accidental sistemática y los rompimientos de la
simetría en el pozo de potencial rectangular, se hizo uso de los métodos ADVR y de una
base de producto directo adaptada por simetría. Primero, para determinar la capacidad de las
aproximaciones ADVR para establecer la solución de un potencial rectangular en 2D, se estudiará
un caso simple. Se considera una partícula de masa µ = 1.672 621 9 × 10−27 kg sujeta al pozo
de potencial representado en la Figura 5.8, con altura V0 = 108 cm-1, L1 = 2 Å y L2 = 4 Å. La
solución mediante los métodos ADVR implica ajustar los parámetros ω y α para el HO-DVR y
PT-DVR, respectivamente. Dado que los límites L1 y L2 son distintos, será posible ajustar un
parámetro ωx asociado a la base del eje cartesiano x y un parámetro ωy asociado a la base del eje
cartesiano y. Dichos parámetros pueden tomar valores distintos, aplicando de manera análoga para
αx y αy. Siguiendo dicho esquema, se obtuvo el espectro de energías del potencial antes descrito.
Los resultados se muestran en la Tabla 5.7, en donde se utilizó la dimensión N2 que generara
un error porcentual menor al 1 %. Además, el criterio antes expuesto que relaciona % P con los
mínimos en el RMS fue utilizado para dicha elección. Para HO-DVR se utilizó N = 97, mientras
que para PT-DVR se utilizó N = 73. Mediante la anterior observación, y considerando la mejor
descripción energética de los estados degenerados, para el potencial rectangular la aproximación
PT-DVR genera mejores resultados con una dimensión de la base menor. El análisis del RMS
y de % P se muestra en la Figura 5.9. Es evidente un comportamiento oscilatorio, similar al
identificado en el potencial cuadrado. Finalmente, se comprueba de nuevo la relación existente
entre el porcentaje de puntos que se encuentran dentro del pozo y los mínimos en el RMS.

Tabla 5.7: Descripción del pozo de potencial rectangular 2D con altura infinita con dos métodos ADVR: HO-DVR y
PT-DVR. Los parámetros del potencial son V0 = 108 cm-1, L1 = 2 Å, L2 = 4 Å y µ = 1.672 621 9× 10−27 kg. Los
parámetros ajustados para los métodos ADVR son ωx = 2.0 × 1013 cm-1 y ωy = 4.0 × 1013 cm-1 para HO-DVR y
αx = 9.0× 109 m-1 y αy = 4.5× 109 m-1 para PT-DVR. Ec corresponde a las energías calculadas en cm-1 mediante el
método correspondiente. La dimensión de la base utilizada N2 se muestra en la parte superior de la tabla para cada
uno de los métodos.

HO-DVR PT-DVR
N2 = 5329 N2 = 3600

R.I. (n1, n2) Exacta (cm−1) Ec % Error Ec % Error

A1 (1, 1) 51.62 51.18 0.85 51.60 0.04
B2 (1, 2) 82.59 82.11 0.58 82.44 0.19
A1 (1, 3) 134.22 133.60 0.46 134.16 0.04
B1 (2, 1) 175.51 173.99 0.87 174.96 0.31
B2 (1, 4) 206.49 205.82 0.32 205.90 0.28
A2 (2, 2) 206.49 204.92 0.76 205.80 0.33
B1 (2, 3) 258.11 256.40 0.66 257.52 0.23
A1 (1, 5) 299.40 298.43 0.32 299.30 0.03
A2 (2, 4) 330.38 328.63 0.53 329.25 0.34
A1 (3, 1) 382.00 378.19 1.00 381.85 0.04
B2 (1, 6) 413.00 409.12 0.94 411.56 0.34
B2 (3, 2) 413.00 412.01 0.24 412.69 0.07
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Fig. 5.9: Media cuadrática (RMS) como función de la dimensión de la base N para las aproximaciones HO-DVR y
PT-DVR para el pozo de potencial rectangular 2D. En los paneles superiores la linea roja corresponde al promedio
tomando del RMS obtenido tomando siete puntos a cada lado. Además, la dimensión N2 que genera los resultados de
la Tabla 5.7 fue señalada. Por otra parte, en los paneles inferiores se muestran acercamientos de las gráficas globales
del RMS, en donde se efectúa el análisis correspondiente al porcentaje de puntos definido en la ecuación (5.71). La
lineas punteadas señalan la relación entre el mínimo en el RMS y el porcentaje de puntos.

Ahora que se demostró la validez de las aproximaciones ADVR para reproducir el espectro
energético, queda mostrar que las funciones de onda obtenidas también son apropiadas. Con este
fin, se proyectaron a la representación de la coordenada los vectores propios de la diagonalización
del Hamiltoniano obtenido. En la Figura 5.10 se muestran las funciones de onda adaptadas por
simetría que se generan con el método PT-DVR para el potencial descrito en la Tabla 5.7. Se
seleccionaron las funciones de los estados degenerados {|ΦB2

1,4⟩, |Φ
A2
2,2⟩} y {|ΦB2

1,6⟩, |Φ
B2
3,2⟩}. Cabe

mencionar que estas funciones, a pesar de haber sido obtenidos a través de una base adaptada
por simetría, coinciden por completo con la solución analítica del potencial dada en la ecuación
(3.23). Observando dichas funciones es evidente que ningún elemento del grupo C2v conecta dichos
estados, contrario a lo observado en los estados con degeneración natural del potencial cuadrado.
En adición, en la Figura 5.11 se representa de forma gráfica el error asociado a las funciones
de onda de los estados {|ΦB2

1,4⟩, |Φ
A2
2,2⟩}. Con lo anterior se demuestra que la base del producto

directo ADVR es apropiada para reproducir las funciones de onda, tanto con HO-DVR como con
PT-DVR, aunque no es posible determinar cuál aproximación será mejor.
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Por otro lado, para establecer una conexión entre los estados con degeneración accidental
habrá que identificar un nuevo operador que permita obtener el grupo de simetría. Retomando las
ideas presentadas por Lemus et. al. [13], la conexión de los estados degenerados (B2, B2) estará
dada por el operador diferencial

F̂ (A1) =
1

4

√
5

π

(
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
, (5.81)

en donde se indica que dicho operador portará la representación totalmente simétrica del grupo
C2v. Esto se puede comprobar efectuando el producto tensorial de los caracteres del grupo C2v
presentados en la Tabla 5.3, con lo que se obtiene que B2 ∈ A1 ⊗B2. Además, dicho operador
conservará las condiciones de frontera del potencial, por lo que es una propuesta válida, tal
como en el caso cuadrado. Con respecto a los estados degenerados (B2, A2), a pesar de que se
cumple que A2 ∈ B1 ⊗B2, no existe una combinación de los armónicos cartesianos que portan la
representación B1 que conserven las condiciones de frontera del potencial. Lo anterior implica
que no se podrá considerar un operador diferencial F̂B1 para explicar la simetría dinámica del
potencial, y por tanto, conectar los estados antes mencionados. Como alternativa, Lemus et. al.
[13] proponen la reflexión σad para conectar los estados (B2, A2). En este trabajo, haciendo uso de
las funciones generadas mediante las aproximaciones ADVR se complementa esta idea mediante
la representación gráfica de la acción del operador σ̂ad sobre los estados degenerados, lo cual se
observa en la Figura 5.12. La anterior propuesta implicará contar con condiciones periódicas en
la frontera del potencial.
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Fig. 5.10: Funciones de onda de los estados degenerados y calculadas con el método PT-DVR, N = 60 y asociadas a
una partícula sujeta al pozo de potencial rectangular descrito en la Tabla 5.7.
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Fig. 5.11: Valor absoluto de la diferencia entre la función de onda exacta y la calculada del pozo rectangular. Las
zonas más claras implican un mayor error en la función. Las respectivas dimensiones de la base utilizadas para el
cálculo de cada función se muestran en la parte superior y son las mismas que se emplearon para el cálculo mostrado
en la Tabla 5.7.
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A pesar de que se lograron identificar los operadores F̂ (A1) y σ̂ad que conectan los estados
degenerados (B2, B2) y (B2, A2), respectivamente; aún no es evidente la manera en la que se
pueda generar un nuevo grupo que explique la aparente simetría dinámica y que en conjunto con
C2v forme el grupo completo del potencial. No obstante, las aproximaciones ADVR permitirán
elucidar más cuestiones relacionadas a la degeneración accidental en este sistema, tal como el
rompimiento de simetría al pasar de una altura V0 infinita a una finita, o bien, el cambio en la
razón L2/L1, es decir, la conmensurabilidad del potencial.

Fig. 5.12: Acción de la reflexión σa
d (cuyo elemento de simetría es representado con la linea roja) sobre las funciones

propias con degeneración accidental sistemática del potencial rectangular. En la columna derecha se muestran traslapadas
la función de onda original y la resultante. Se observa que es posible conectar ambos estados, aunque el espacio debe
ser extendido mediante cierta condición periódica.

89



5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

Ahora que se estableció la validez de las aproximaciones ADVR para el estudio del potencial
rectangular, y que además se hallaron los parámetros ω y α adecuados para minimizar el error,
pasemos al estudio del rompimiento de la simetría. Tal como en el caso cuadrado, el potencial
rectangular adquiere una simetría dinámica cuando V0 ∼ ∞. Si V0 toma un valor finito la simetría
pasará a ser totalmente geométrica y estará dada por el grupo C2v. Para mostrar lo anterior, se
deberá primero demostrar que existe cierta dependencia en la energía de los estados ligados del pozo
de potencial con su respectiva altura. En la Figura 5.13 se observa un diagrama de correlación que
muestra la dependencia en la energía de cada estado con su respectiva representación irreducible
y como función de V0. Una vez establecida dicha idea, enfoquémonos en los estados degenerados
(B2, A2) y (B2, B2). En el renglón (a) de la Figura 5.14 se muestra un acercamiento hacia los
niveles con degeneración accidental sistemática. En dichas gráficas se observa que al disminuir la
altura V0 del pozo, los estados previamente degenerados adquieren distintos valores de energía,
lo que implica la perdida de la simetría dinámica del potencial. Por otra parte, y con el fin de
completar este análisis se hará uso del parámetro ζ que mide la separación relativa entre las
parejas de estados degenerados, y que fue definido en la ecuación (5.72). En el renglón (b) de la
Figura 5.14 se observa que los estados {|ϕB2

1,4⟩, |ϕ
A2
2,2⟩} y {|ϕB2

1,6⟩, |ϕ
B2
3,2⟩} comienzan a desdoblarse

en una energía cercana 25 000 cm-1, aunque un mayor desdoblamiento caracteriza a los estados
(B2, B2) con respecto a (B2, A2).
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Fig. 5.13: Diagrama de correlación de los niveles de energía como función de la altura V0 del potencial rectangular.
Los parámetros de cálculo y la dimensión N2 utilizados son los presentados en la Tabla 5.7.

Por último, y con respecto al potencial rectangular se estudiará la dependencia de la
degeneración accidental sistemática con la conmensurabilidad del potencial, es decir, la razón
L2/L1. Lo anterior permitirá estudiar pozos de potencial con una razón distinta a L2/L1 = 2.
Con el anterior fin, se define el siguiente parámetro:

τ =
L2

L1
, τ = [0.5, 4]; (5.82)

en donde se indica que se utilizará un intervalo continuo en el que se variará la razón L2/L1 del
potencial. Recordando la definición de un potencial conmensurable, los únicos casos del intervalo
propuesto en (5.82) que son conmensurables son τ = {1, 2, 3, 4}. En la Figura 5.15 se muestra un
diagrama de correlación en los niveles de energía como función de τ . El etiquetado de acuerdo a
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

la representación irreducible que portan los estados se efectuó en términos del grupo C2v. Esta
observación es relevante ya que para τ = 1 se tiene el caso cuadrado, ya que L1 = L2, lo que implica
que el grupo geométrico es C4v. Considerando está situación, es posible ejemplificar la utilidad
de la subducción en el análisis de sistemas en los que la simetría toma un papel relevante. Para
τ = 1, en la Figura 5.15 se indica que los estados (B1, B2) y (A1, A1) se encuentran degenerados,
siendo que estos se subducen de los estados E y (A1, B1), respectivamente, tal como se muestra
en la Tabla 5.8. Además, recordando, estos los estados con degeneración natural y accidental
sistemática del potencial cuadrado, respectivamente. Para τ = 2 se tienen los estados (B2, A2) y
(B2, B2), siendo estos los que se han analizado a lo largo de esta sección. Después, para τ = 3 se
tendrá la degeneración accidental sistemática{

|ϕB2
1,6⟩, ϕ

B1
2,3

}
,

{
|ϕB1

2,7⟩, ϕ
B2
3,2

}
. (5.83)

Y por último, para τ = 4 se presenta la degeneración{
|ϕA1

1,7⟩, ϕ
B1
2,1

}
,

{
|ϕB2

1,8⟩, ϕ
A2
2,4

}
; (5.84)

la cual no es evidente en el diagrama de correlación ya que no se buscó la convergencia en este
cálculo, pues se tendría la tarea de hallar los parámetros α y la dimensión N2 apropiada para este
potencial. No obstante, este diagrama es una muestra clara del rompimiento de la simetría que
ocurre cuando se pasa de un caso conmensurable, a un potencial rectangular que posee una razón
L2/L1 que no es un número entero. A pesar de la anterior observación, los casos no conmensurables
presentan estados degenerados, aunque quedará la tarea de identificar si la degeneración accidental
es sistemática. Este análisis es de utilidad para identificar la degeneración en los casos en los
que L2/L1 no sea un número entero, y por tanto, estudiar si la conmensurabilidad aporta una
simetría al sistema.

Tabla 5.8: Subducción C4v ↓ C2v .

C2v E C2 σb
v σa

v C4v ↓ C2v

A1 1 1 1 1 A1

A2 1 1 −1 −1 A2

B1 1 1 1 1 A1

B2 1 1 −1 −1 A2

E 2 −2 0 0 B1 ⊕B2
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

Fig. 5.14: (a) Acercamiento a los niveles (B2, A2) y (B2, B2) del diagrama de correlación en la Figura 5.13. (b) El
parámetro ζ, en conjunto con el desdoblamiento energético en los estados con degeneración accidental muestran el
fenómeno de rompimiento de la simetría del potencial de pozo rectangular 2D.

Fig. 5.15: Diagrama de correlación de los niveles de energía de un potencial con V0 = 108 cm-1 como función del
parámetro τ definido en (5.82). La aproximación utilizada fue PT-DVR con los mismos parámetros que en la Tabla 5.7.
Los estados degenerados se indican con círculos. Para τ = 4, a pesar de haber identificado la degeneración de forma
exacta, esta no es evidente bajo las aproximaciones ADVR por falta de convergencia. La líneas verticales indican los
casos conmensurables.
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Capítulo 6

Conclusiones

En este trabajo se propuso estudiar distintos potenciales escalonados haciendo uso de
los métodos algebraicos de representación por variable discreta. Se comenzó introduciendo las
aproximaciones ADVR, así como los conceptos de teoría de grupos necesarios para generar una
base adaptada por simetría e inducir representaciones irreducibles. Primero se estudio el problema
más simple en el que se presenta un potencial escalón: una partícula sujeta a un pozo de potencial
en 1D. Se demostró a través del error porcentual en las energías calculadas, así como en las
funciones de onda que el mejor método para estudiar estas aproximaciones es PT-DVR, aunque
HO-DVR también logra generar buenos resultados. Por el contrario, la aproximación U(2)–UGA
no logra describir de forma correcta el espectro energético. La anterior observación se explicó
en términos de la localización de la base discreta. Mientras que PT-DVR y HO-DVR generan
una base localizada en los ceros de los respectivos polinomios, la base generada a través de
U(2)–UGA no se encuentra localizada. Una vez que se estudió la convergencia de los métodos y
fue demostrado que esta no es exponencial, se procedió a analizar problemas sin solución analítica.
Con el fin de describir la correlación entre un espectro de los pozos de potencial simétrico y no
simétrico con los espectros anarmónicos de Pöschl-Teller y Morse, respectivamente; se estableció
la representación de un potencial por escalones. Esta representación nombrada como potencial
multipasos permitió demostrar que el espectro anarmónico es generado por la forma de la función
asociada al potencial cerca del continuo, más no por la presencia del mismo espectro continuo.

Siguiendo los objetivos de este trabajo, y una vez que se establecieron las aproximaciones
ADVR en 1D de forma correcta, se estudió el problema de un pozo cuadrado en 2D. En este
sistema, la degeneración accidental sistemática en términos del grupo puntual C4v se hace presente
cuando V0 ∼ ∞. Para abordar este problema se tomaron dos vertientes: analizar el problema
desde el punto de vista de la teoría de representación de grupos y las aproximaciones ADVR.
Con respecto a la primer opción, se retomó el grupo completo del potencial propuesto por
Leybraz et. al. [10], el cual es el grupo mixto T ∧ C4v. En términos de este grupo la degeneración
accidental deberá aparecer como normal, por lo que se generaron sus representaciones irreducibles
mediante el método de inducción. Con dichas representaciones fue como se efectuó la subducción
T ∧ C4v ↓ C4v, permitiendo entonces demostrar que efectivamente la degeneración aparece como
normal en el nuevo grupo de simetría y como accidental con respecto a grupo puntual C4v. De la
anterior observación se puede inferir que existirá un rompimiento en la simetría que permita que
el verdadero grupo sea C4v. Para demostrar lo anterior se hizo uso de las aproximaciones ADVR
para generar la solución de potenciales con distinta altura V0. Este análisis permitió demostrar
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que efectivamente acontece un rompimiento en la simetría del potencial y es dependiente de V0.
Con respecto a la base ADVR del producto directo, se estudió su convergencia al ser aplicada en
los pozos de potencial. Se demostró de nuevo que no existe una convergencia exponencial, aunque
sí existe una correlación entre los mínimos en el error dado por el RMS y el porcentaje de puntos
dados por la base discretizada y que se encuentren dentro del potencial. Esta observación será de
utilidad para establecer la mejor dimensión de la base a utilizar y podrá ser utilizada de manera
eficiente si se relaciona el porcentaje de puntos y los ceros de los polinomios ortogonales asociados
a la base [37].

El segundo sistema bidimensional abordado fue el pozo de potencial rectangular. De forma
similar al caso cuadrado, se presenta una degeneración accidental sistemática en términos del
grupo C2v cuando la altura V0 ∼ ∞. Siguiendo parte de la misma lógica, se mostró que la altura
V0 se relaciona a un rompimiento de la simetría. Cuando V0 toma un valor finito se observa
un desdoblamiento en los estados con previa degeneración accidental. Por otra parte, para el
mismo tipo de potencial, se generó un diagrama de correlación que muestra la dependencia en
cada nivel energético con la relación entre el largo y ancho del potencial, es decir, L2/L1. El
diagrama generado permite encontrar casos en los que se haga presente la degeneración accidental
identificando cruces entre distintos estados. Asimismo muestra la degeneración accidental que
se hace presente debido a la conmensurabilidad entre los límites del potencial. Cabe mencionar
que tanto para este caso, como para el caso del pozo cuadrado se evaluaron las funciones de
onda generadas mediante las aproximaciones ADVR, demostrando que se generan funciones
correctas con un nivel de exactitud adecuado. De forma análoga al estudio unidimensional, en
estos sistemas en 2D se halló que el mejor método es PT-DVR. Lo anterior se explica ya que la
base de Pöschl-Teller posee información del continuo. No obstante, HO-DVR también representa
un método adecuado para estudiar potenciales escalón en 2D.

El presente estudio sienta las bases para emplear potenciales escalón y aproximaciones
ADVR en problemas más cercanos al campo de la física atómica y molecular, o bien, de la
química cuántica. Los sistemas más inmediatos al presente estudio son aquellos en los que cierto
confinamiento espacial puede ser identificado. Casos como partículas interactuantes y confinadas
podrán ser abordados partiendo del presente estudio. Por otro lado, y como un caso particular, en
el ion molecular H+

2 el desarrollo del potencial electrón–núcleo en términos de armónicos esféricos
toma una forma que se puede asociar a un potencial escalón, por lo que se encuentra intimamente
relacionado a este trabajo. Una situación análoga se presenta en el caso del átomo de helio, en
donde los paréntesis de transformación propuestos por M. Moshinsky [57] podrán ser empleados
en conjunto con las aproximaciones ADVR para generar nuevos métodos de solución.
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