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Resumen

Recientemente se introdujeron nuevos métodos de aproximacién en mecanica cuantica
en los que una base discreta se obtiene a partir de la diagonalizacién de las representaciones
matriciales de la coordenada y el momento. Estos métodos algebraicos de representaciéon por
variable discreta (ADVR) han sido utilizados en la descripcion espectroscopica de moléculas, de
potenciales moleculares efectivos, entre otros casos. Ahora, estos nuevos métodos de célculo se
aplican a la solucién de potenciales escalonados 1D y 2D. Con el fin anterior, primero se demostro
su utilidad en la descripcion de sistemas 1D tal como una particula sujeta a un pozo de potencial,
o los potenciales de Poschl-Teller y Morse en una representacion por escalones. Se obtuvo que estos
métodos reproducen el espectro energético y funciones de onda de manera adecuada. En los casos
bidimensionales se estudiaron los pozos de potencial cuadrado y rectangular, lo cuales, para el
caso infinito presentan degeneraciéon accidental sistematica en ciertos estados. Para estudiar dicha
degeneracién se propuso generar la base discreta mediante el producto directo, ademas, haciendo
uso de la teoria de representaciones de grupos se obtuvo una base adaptada por simetria, con lo
que se simplifico de forma significativa el calculo computacional. Adicionalmente, se identificaron
las simetrias dindmicas que explican la degeneracién accidental en los casos 2D, y particularmente,
para el pozo cuadrado se obtuvieron sus representaciones irreducibles a través del método de
induccién. Por ultimo, estudiando el rompimiento de la simetria, se prob6 que la degeneracion
accidental sistemética desaparece para los casos finitos del potencial.
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Introduccion

En muchos casos, considerar las simetrias de un sistema fisico o quimico seré fundamental
para la solucién y entendimiento de cierto problema. La simetria, al considerar invarianzas no
Gnicamente en el sentido geométrico, podra tornarse en un concepto abstracto. Es en este contexto
que surge la teoria de representaciones de grupos como el lenguaje matematico que establece
la conexién entre la simetria y una teoria fisica, tal como lo es la mecanica cuéntica. La teoria
de representacién de grupos se aplica en el estudio de los grados de libertad electrénicos en la
quimica cuéantica |1, 2|, la fisica del estado solido [3, 4] y los grados de libertad rovibracionales en
moléculas [5, 6], por dar algunos ejemplos. Considerar la simetria al establecer la soluciéon de un
problema en mecéanica cuantica tiene dos ventajas. Una es que dichas consideraciones permiten
simplificar en gran medida los calculos, por lo que desde el punto de vista computacional esto es
relevante. En otro sentido, tomar en cuenta la simetria permitird analizar el problema desde otra
perspectiva, lo que podré conducir a un mayor entendimiento del mismo.

Uno de los problemas més simples a resolver en mecanica cuantica es el pozo de potencial
infinito en 1D. Este problema suele utilizarse para ejemplificar los postulados de la mecéanica
cuantica, ademés de la solucion de la ecuacién de Schrédinger. A partir de la soluciéon unidimen-
sional de este potencial es posible obtener la soluciéon de pozos de potencial del mismo tipo en
2D y 3D mediante el uso del producto directo de estados propios unidimensionales. Mediante
dicha propuesta se observa que existen distintos estados degenerados en los potenciales 2D y 3D.
Al identificar el grupo de simetria geométrico de los potenciales, es posible clasificar los estados
propios de acuerdo a la representacion irreducible que porten. En el caso de un potencial cuadrado
2D se identifica al grupo puntual Cy4, como un candidato, mientras que para el potencial ctubico 3D
el grupo Oy, deja invariante al potencial. De acuerdo a la clasificacion de estados propios mediante
los grupos puntuales antes mencionados, se ha determinado que el patrén de degeneraciéon no
corresponde a la degeneracion que dictan los grupos puntuales Cyy vy Op, sino que existen estados
con degeneraciéon natural y accidental.

La existencia de una degeneracion se presenta por una simetria en el sistema. En el caso
de los estados con degeneraciéon natural, la dimensién de la representacion irreducible corresponde
al grado de degeneracion en el estado, y ademas, un elemento del grupo debe conectar los estados
degenerados. Por el contrario, los estados con degeneracién accidental no es posible conectarlos
mediante un elemento del grupo de simetria. Por lo anterior, es que se ha identificado la presencia
de una degeneracion accidental como la posible existencia de una simetria oculta [7|. Esto dara
origen a la tarea de hallar el grupo completo de simetria de un sistema, a partir del cual las
degeneraciones accidentales aparezcan como normales. El caso més conocido en donde surge este




INTRODUCCION

problema es el &tomo de hidrégeno no relativista. En dicho sistema la simetria geométrica se asocia
al grupo de rotaciones tridimensionales SO(3). En términos de dicho grupo surge un patrén de
degeneracion accidental sisteméatico, por lo que la simetria debe ser extendida a través del grupo
SO(4), cuyos generadores son los operadores de momento angular y el vector de Runge-Lenz
[7-9].

Retomando la degeneracion accidental que se presenta en los pozos de potencial infinito,
en el caso cuadrado se ha identificado que Cy4, corresponde a un subgrupo del grupo completo de
simetria. Este nuevo grupo posee una parte dinamica, dada por el grupo continuo unidimensional
compacto T, y puede ser expresado en términos del producto semidirecto 7 A Cy, [10]. En el caso
tridimensional cubico, el grupo completo de simetria se identifica como el producto semidirecto
T A Oy, en donde T corresponde a un grupo continuo bidimensional compacto y da cuenta de
una simetria dindmica [11]. Puesto que los grupos dados por el producto semidirecto poseen una
parte discreta y otra continua, la construccién de sus representaciones irreducibles se torna hasta
cierto punto, una tarea compleja. La teorfa de induccién ha sido 1til al resolver dicho problema,
especialmente en la construccion de las representaciones irreducibles de grupos espaciales [12].
Adicionalmente, otro caso en el que se presenta un problema de degeneracién accidental es un
pozo de potencial infinito rectangular y conmensurable en 2D, cuyo comportamiento es similar al
caso cuadrado [13].

Ademas de servir como problemas introductorios en mecéanica cuantica, los pozos de
potencial o potenciales escalonados han encontrado diversas aplicaciones en distintos sistemas
fisicos o quimicos. Uno de los casos en donde es mas evidente o inmediata su aplicacion es en
aquellos sistemas en donde se observa el fenémeno de confinamiento cuantico. Este fené6meno
surge de la observacién para algunos materiales nanocristalinos en donde los portadores de carga
pueden ser descritos con un espectro de energia discreto, a diferencia de los electrones de bulto.
Esta observacion se explica en términos del confinamiento espacial para estas particulas [14,
15]. La propuesta de confinamiento puede ser tratada en términos de particulas sujetas a pozos
de potencial. El caso en el que el confinamiento se extiende a través de una sola dimension es
llamado pozo cuantico, el caso 2D hilo cuéntico, mientras que para el confinamiento en 3D recibe
el nombre de punto cuéntico. Para los hilos cuénticos ha sido demostrada la aplicacién de la
soluciéon de una particula confinada a un pozo de potencial infinito en 2D [16]. Esta soluciéon
puede ser vista como una primera aproximaciéon a este tipo de sistemas, aunque posteriormente,
fue demostrado a través de los conceptos antes tratados de degeneracién, que un sistema con
potencial infinito 2D o 3D presentaria ciertos niveles degenerados, los cuales no son observados
[17, 18]. Es a través de la introduccion de modelos més finos, en donde se hace uso de potenciales
finitos y particulas interactuantes que se logra mejorar el modelo.

En la biisqueda de mejores aproximaciones para tratar con los sistemas antes mencionados
se han hecho distintas propuestas. Desde realizar el tratamiento con pozos de potencial finitos
[19], proponer la solucién analitica para potenciales escalonados més complejos [20] y considerar
interacciones coulémbicas para el confinamiento de multiples particulas [21]. Incluso la influencia
de campos electromagnéticos externos han sido evaluadas para estos sistemas |22, 23]. En vista
de la inherente complicacién que se presenta en la descripcién mecanico cuéntica de este tipo de
sistemas, serd fundamental proponer métodos de aproximacion que sean validos para una gran

variedad de casos. Esta caracteristica la cumple cierto conjunto de métodos de representaciéon por
variable discreta (DVR).




INTRODUCCION

Los métodos de representacién por variable discreta pertenecen a un conjunto de métodos
numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales. Este conjunto recibe el nombre de métodos
espectrales, y han sido aplicados ampliamente al area de la fisicoquimica [24]. La caracteristica
comun de los métodos DVR es el proceso de discretizacion. Este consiste en obtener una base
en la que la coordenada es diagonal, con lo que la representacion del potencial es diagonal, y
por tanto, la representacion matricial del Hamiltoniano se simplifica [25]. Una de las principales
aplicaciones de los métodos DVR en el area de la fisica molecular, particularmente en el estudio
rovibracional de moléculas ha sido efectuada a través de la formulacion de Light et. al. [26, 27].
El éxito de estas aproximaciones es evidente al observar su constante reformulacion, pues han
sido desarrolladas y aplicadas bajo distintos nombres. Algunas de sus formas son el método de
disctretizacion por cuadraturas [28], el método de malla de Lagrange [29] y la configuracion de
estados localizados [30]. La particularidad de este tipo de métodos es que generan la base discreta
haciendo uso de los puntos dados por la cuadratura Gaussiana de polinomios ortogonales, lo que
establece un conjunto de puntos que se asocian a los ceros de dichos polinomios. Adicionalmente,
una de las ventajas de este tipo de estas aproximaciones es que pueden ser extendidos facilmente
a sistemas multidimensionales a través del producto directo [31].

En anos recientes se ha introducido una nueva propuesta para generar un método DVR con
base en los grupos dindmicos U(n+ 1). Dichos grupos unitarios han sido ampliamente aplicados en
la descripcion vibracional de moléculas [5]. En este contexto el formalismo de segunda cuantizacion
establece la conexién entre el problema de muchos cuerpos y la teoria algebraica. En vista de
lo anterior es que se ha introducido la aproximacion del grupo unitario U(n + 1)—UGA para
problemas en nD [32-35]. El uso de los grupos unitarios implica afiadir un bosén escalar 3(3)
al espacio fisico dado por los operadores bosonicos de oscilador armonico ' (a). Lo anterior se
efectiia bajo la condicién de que el niimero de bosones N =n+ 575 se conserve, lo que define
un espacio de Hilbert N-dimensional. Los productos bilineales de los bosones escalares y fisicos
generan un grupo SU(n + 1), en donde se identifican tres cadenas de subgrupos relevantes. Dado
lo anterior y estableciendo cierta conexién entre el espacio algebraico generado y el espacio de
configuraciéon es que se encuentra el significado fisico de las tres cadenas: una estd asociada
a la representacion de la energia, otra a la de la coordenada y una tltima a la del momento.
Esta interpretacion es la que permite generar una representacién matricial de la coordenada y el
momento, cuya diagonalizacién genera la base discreta en la que el Hamiltoniano se simplifica.

En vista del nuevo DVR algebraico que se genera bajo la aproximaciéon del grupo unitario
se han dado otras propuestas. La primera de estas consiste en proyectar la base de oscilador
armoénico a un subespacio de representacion finito. Esto se hace a través de los elementos de matriz
de los operadores bosonicos de creaciéon y aniquilacion, lo que permite generar representaciones
de la coordenada y el momento. La diagonalizacién de estas matrices genera una base en la
que la coordenada y el momento son diagonales, lo que da origen a una representacién de
variable discreta. Este método recibe el nombre HO-DVR, y ha sido aplicado en la descripcion del
efecto Stark en el atomo de hidrogeno no relativista [36], en la solucion de diversos potenciales
interatomicos [37] y la descripcion vibracional de moléculas diatémicas [38]. Cabe mencionar que
los métodos U(n + 1)—UGA y HO-DVR se definen con base en el oscilador armoénico, aunque
su diferencia radica en que el primero no posee estados localizados, mientras que el segundo si,
incluso coincidiendo dichos estados con los ceros de los polinomios ortogonales asociados a las
soluciones del oscilador armoénico en la representacion de la coordenada.




INTRODUCCION

Puesto que la definiciéon de los dos métodos algebraicos DVR antes expuestos tiene como
base el oscilador armoénico, no puede esperarse que sean los mas apropiados para la solucién de
cualquier potencial. Asi como sucede en la descripcion de vibraciones en moléculas, considerar la
simetria del potencial, la existencia de anarmonicidad y la influencia del continuo, sera fundamental
para la descripcion apropiada de un sistema. Bajo esta observacion se han propuesto dos métodos
algebraicos DVR distintos. Uno con base en el potencial de Morse, el cual recibe el nombre
M-DVR; y otro con base en el potencial de Pdschl-Teller, nombrado PT-DVR. Puesto que contar
con una base completa es necesario para definir un DVR, y los potenciales antes mencionados
poseen unicamente soluciones para sus estados ligados, se hizo uso de ciertas bases asociadas al
grupo dindmico no compacto U(1,1). Con esta propuesta es que se generan las representaciones
matriciales de la coordenada y el momento, las cuales dan origen a la representacioén por variable
discreta. Estos métodos han sido utilizados con éxito en la solucién de diversos potenciales
interatomicos 37|, y en particular, el método M-DVR demostro6 su aplicacion en la descripcion
vibracional de la molécula de Hy y el potencial de Lennard-Jones [39]. Cabe mencionar que estas
nuevas propuestas generan la base discreta en términos puramente algebraicos, siendo esta su
mayor diferencia y ventaja en comparacion con el resto de métodos DVR.

El propésito principal de este trabajo es hacer uso de los métodos DVR algebraicos
en la descripciéon de los potenciales escalonados en 1D y 2D. Lo anterior, en conjunto con la
teoria de representaciones de grupos permitiré estudiar la degeneraciéon de los estados ligados en
potenciales bidimensionales. En el capitulo 1 de este trabajo se presentan en detalle los cuatro
métodos algebraicos de variable discreta. En el capitulo 2 se introducen los conceptos clave de
la teoria de representaciones necesarios para generar una base adaptada por simetria y para
inducir las representaciones de los grupos completos de simetria en potenciales bidimensionales.
Posteriormente, en el capitulo 3 se presentaran las soluciones analiticas de diversos pozos de
potencial en 1D y 2D, lo que permite introducir los conceptos de degeneracién normal y accidental.
Después, en el capitulo 4 se exhiben los resultados obtenidos para los problemas unidimensionales,
mientras que en el capitulo 5 se presentan los casos bidimensionales evaluados. Finalmente, en el
capitulo 6 se resumen los resultados y se exponen las conclusiones de este trabajo asi como sus
perspectivas.




Objetivos

Los objetivos particulares de este trabajo son los siguientes:

Establecer la solucion de potenciales escalonados en 1D mediante los métodos DVR alge-
braicos.

Estudiar la convergencia de los métodos DVR algebraicos en el caso 1D.

Una vez que se cuente con una descripcion apropiada del pozo de potencial cuadrado 1D,
generar potenciales multipasos con el fin de describir la sensibilidad de un potencial para
reproducir un espectro de energias anarmonico.

Generar las representaciones del grupo completo de simetria T A C4, del pozo de cuadrado
infinito en 2D haciendo uso de la teoria de induccion.

Establecer la solucién de distintos pozos de potencial cuadrado y rectangular a partir de los
métodos DVR algebraicos haciendo uso del producto directo de soluciones unidimensionales
y una base adaptada por simetria.

Estudiar la convergencia de la base del producto directo en distintos potenciales bidimen-
sionales.

Analizar el fenémeno de rompimiento de simetria que se presenta al pasar de un pozo
bidimensional con altura infinita a uno de altura finita.

Identificar la degeneracién de un pozo de potencial rectangular en 2D en términos de su
conmensurabilidad, es decir, la razén entre el ancho y largo del potencial.




Parte 1

Antecedentes




Capitulo 1

Métodos algebraicos de representacion por
variable discreta

En este capitulo se describiran cuatro métodos algebraicos de representaciéon por variable
discreta (ADVR) que seran utilizados posteriormente para establecer las soluciones de distintos
potenciales escalonados. Dos de los métodos ADVR. presentados toman base en el potencial de
oscilador armonico, aunque su formalismo y deduccién son sumamente distintos; mientras que
los otros dos se establecen con ciertas bases asociadas a los potenciales de Poschl-Teller y de
Morse. La idea fundamental de estas aproximaciones consiste en diagonalizar las representaciones
matriciales de la coordenada y el momento con el fin de generar una base discreta que permita
obtener la representacién matricial del Hamiltoniano en términos de dos matrices diagonales
asociadas a la energfa cinética y potencial. Lo anterior permite establecer la solucién de la ecuaciéon
de Schréodinger para un potencial general: En el caso de este trabajo los distintos potenciales
escalon.

1.1. Meétodo de oscilador armoénico (HO-DVR)

El método ADVR basado en el oscilador arménico 1D ha sido propuesto y desarrollado
en la referencia [37]. Se considera el Hamiltoniano de un oscilador armonico 1D en el espacio de
configuraciéon con masa reducida g

~ 1 wiu
fpho — L 52 WH 11
CcS 2,up + 2 q ’ ( )
cuyas funciones propias son [40]
>
Un(g) = Nue 0 Hy(q/Xo), (1.2)

en donde N,, es la constante de normalizaciéon con definicion

N, = (n12"\gv/7) /2, (1.3)




1.1 Método de oscilador armoénico (HO-DVR)

H,, son los polinomios de Hermite y A\g = \///(wp) como unidad de longitud. Al introducir los
operadores bosonicos de creacién y aniquilacion

1 1 A 1 1 A

P T R NS U I P - A0

al = —q : a= +1 , 1.4
\@(Aoq hp) f()\o h) (1.4)

el Hamiltoniano se puede reescribir como
Halg = hw(n+1/2) (1.5)

con la definicion del operador de nimero # = afa. A partir de lo anterior, los estados propios del
oscilador armoénico estardn dados por

In) = ;ﬁ (a")"10) (1.6)

A partir de la representacion algebraica del Hamiltoniano, los elementos de matriz de los operadores
de momento y coordenada son

. i h
(n'|pln) = 5)\*0 (V n+ 16y pni1 — \/’E(Sn’,n—l) ; (1.7a)

A
2L (Vi Lot + VS 1) - (1.7b)

(n'|qln) = NG

Si ahora se proyecta en un subespacio finito Uj\;o'
Lho = {ny;n=0,1,...,N -1}, (1.8)

al efectuar su diagonalizacion se generan las bases discretas de la coordenada y el momento dadas
por los siguientes vectores propios

N-1

i) = > (nlai) n); (1.9)

n=0

N—-1

|pz Z n|pz |n (1'9b)

para lo que se definen las matrices T = || (n|g;) || y W = || (n|p;) ||, que establecen los coeficientes
para el cambio de base en (1.9) en donde las representaciones de la coordenada y el momento son
diagonales

qla) =ala);  Dlpi) =pilpi)- (1.10)

Las ecuaciones en (1.10) establecen la representacion por variable discreta para la coorde-
nada y el momento. Por lo que para cualquier funcién que dependa de la coordenada V'(§) o el
momento G(p) se obtendran las siguientes representaciones diagonales

(g1 V(@) lai) = V(gi)dis; (pi| G(P) Ipi) = G(pi)di ;- (1.11)




1.2 Método de grupo unitario (U(2)-UGA-DVR)

Considerando un Hamiltoniano para un potencial general V() en el espacio de configuracion

1 )
5 b+ V(@) (1.12)

H =
2p

la representacion del Hamiltoniano dada por la base discreta establecida en (1.10) es
H=W/APW + TIA@T, (1.13)

en donde se definen las matrices diagonales en la representaciéon del momento

() v
P — [ L g
[|A]] <2u) dij, (1.14)
y de la coordenada
IAD || =V (g) 6. (1.15)

1.2. Método de grupo unitario (U(2)-UGA-DVR)

Para una dimension, el método de aproximacién por grupo unitario ha sido propuesto y
desarrollado en las referencias [32, 33]. Al considerar el Hamiltoniano de oscilador armonico en el
espacio de configuracion (1.1) el problema se puede trasladar a un espacio algebraico al introducir
los operadores bosonicos de creacion y aniquilacion (1.4); tal como pudo apreciarse en la seccion
anterior. Si ahora se introduce un bosén escalar §7(8) al espacio de operadores bosonicos fisicos
af(a) se tendra establecido un espacio algebraico U(2). Los productos bilineales af(a) y §7(3)
satisfacen las relaciones de conmutacion del grupo U(2) con la condicion de que el namero total
de bosones N = afa + 818 = A + 7, se conserve. Los generadores de este nuevo espacio se pueden
expresar como

Gy = {fV, Jus Iy, J} (1.16)

en donde se definen los operadores

(a'a + 575). (1.17)

Puesto que el grupo U(2) es un grupo dinamico, cualquier variable dindmica en un sistema
1D puede ser descrita en términos de un desarrollo de los generadores (1.16). Considerando los
operadores (1.17), que son generadores del subgrupo SU(2), se pueden establecer tres cadenas
asociadas a dicho subgrupo:

SU(2) D U(1), (1.18a)
SU(2) D SO(2), (1.18b)
SU(2) > SO(2), (1.18¢)

y cada una de estas tiene asociados los operadores J, J, y J,, respectivamente; con los siguientes
estados propios




1.2 Método de grupo unitario (U(2)-UGA-DVR)

2| [N]p) = p|[N]p), (1.19a)
T |[IN1¢) = ¢IINIC) (1.19b)
jy [N]@ ZEHN]E% (1.19¢)
con valores propios . NN N
wGl=—g =5+ L5, (1.20)

y con la siguiente relaciéon entre p y el ntimero cuantico n
n=j+mp N-n=j—pu (1.21)
en donde j es el momento angular asociado al grupo SU(2). Adicionalmente se define la base

|[[N]n) como
1

Nn) = ———(sHN="@h" o), 1.22
[WIn) = e ) 1) 0 (122
que satisface las siguientes ecuaciones de valores propios
. N (N
J2|[N]n> =5 (2—1—1) [[N]n), (1.23a)
. N
AN = (n =5 ) ). (1.230)

con los elementos de matriz de los generadores del grupo U(2)

N|[N]n) = N |[N]n), (1.24a)
n|[N]n) = n|[N]n), (1.24b)
a'3|[N]n) = /(N —n)(n+ 1) [[N]n + 1), (1.24c¢)
§'a|[Nn) = /(N —n+ 1)n|[N]n — 1) (1.24d)

Puesto que la introduccion del boson escalar §T(§) impide que la conexioén entre el espacio
algebraico y el espacio de configuracion sea inmediata, deberd considerarse un método para
establecer dicha conexion. Esto ha sido descrito de manera formal en las referencias [41, 42]. La
realizacién de la coordenada y el momento sera la siguiente

L1 h 2J, . 1 ﬂ

! a\onyn' F 2 VRN (1.25)
con lo que se puede escribir el Hamiltoniano en el espacio algebraico U(2)
AU _ L Wi g L9
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1.2 Método de grupo unitario (U(2)-UGA-DVR)

y sustituyendo (1.25) en el Hamiltoniano este se reescribe como

alg

Hy? = <7 T2+ J)) = S (72 = 72), (1.27)

en donde se uso la relacion J? = j§ + j; + jz2 Por lo que a partir de las relaciones (1.23), el
Hamiltoniano tomaréa la forma

U2 1 @2
Hal;>—hw<n+2—N>. (1.28)

Como consecuencia, el Hamiltoniano sera diagonal en la base del espacio U(1) (1.22)

U (2
Ay |[NJn) = Ea |[N]n) (1.29)
con valores propios
1 n
E, = hw - —— . 1.
<n+ 5 N) (1.30)

Para cada uno de los operadores antes definidos y sus respectivas cadenas, se ha asociado
una interpretacion fisica clara. La cadena (1.18a), como pudo observarse en la representacion
algebraica del Hamiltoniano, se relaciona con la representacion de la energia en la base de oscilador
armonico, mientras que la cadena (1.18b) provee de una base en la que la coordenada es diagonal,
y de manera analoga, la cadena (1.18c) una representacion en la que el momento es diagonal.
Entonces, las bases |[N]() y HN J¢) son las representaciones de la coordenada y el momento,
respectivamente. Siguiendo un procedimiento similar al del método HO-DVR presentado en la
seccion anterior, las bases de la coordenada y el momento pueden expresarse en términos de la
base de la energia

N
IN16) = (INIn|[N]C) [[N]n) , (1.31a)
n=0
—_ N —_
|[NIC) = >~ ([Nn|[N]C) |[N]n) , (1.31b)
n=0

con lo que se pueden definir las matrices T = |[([N]n|[N]¢)|| y W = [|{[N]n|[N]C) ||, que
establecen los coeficientes para el cambio de base en los que la coordenada y el momento son
diagonales.

Ahora se podréa considerar la solucién de un Hamiltoniano para un potencial general
) 1 . )
H= ﬂPQ +V(9), (1.32)

en donde se escribieron la coordenada y el momento en términos del mapeo establecido en (1.25).
El Hamiltoniano general se podra reescribir en una forma mas practica si se suma y resta un
término del tal forma que el Hamiltoniano de oscilador armoénico (1.28) sea identificado

ﬁ2

) V(0) (1.33)

- 1
H=hw|n+ -~
<n—|—2 N
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1.3 Método de Poschl-Teller (PT-DVR)

con la siguiente definicién
2
~ w ~ ~
V'(Q) = -E0*+V(9) (1.34)

en donde se observa la sustracciéon del potencial de oscilador arménico. Y haciendo uso de la
matriz de transformacién T, se puede escribir la representacion algebraica del Hamiltoniano como

H=A® 4 TIAQT, (1.35)

donde A®) es la contribucién diagonal de un oscilador arménico deformado

(E) 1 n2

y A9 es la contribucién diagonal de la energia potencial

2
1 1 h 2
ey sy e
N  hw V2 \ wp /N
Finalmente, cabe mencionar que un inconveniente del método U(2)-UGA es que aparece una
degeneracién accidental que deberé ser removida. Para esto se introduce cierto parametro € en la

representacion matricial de oscilador arménico definida en (1.36), en donde € = 1 paran < N/2y
e =0 paran > N/2.

IAQ|| = hw

1.3. Meétodo de Poschl-Teller (PT-DVR)

El método ADVR de Poschl-Teller y sus caracteristicas son tratadas en detalle en la
referencia [37]. Se considera el potencial de Poschl-Teller, cuya expresion analitica es

1

Ver(a) =D [1 a cosh?(aq)

] = Du?, (1.38)

en donde D es un parametro asociado a la profundidad del potencial, & es un pardmetro asociado
a su alcance y g es la coordenada fisica del sistema. Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger
del Hamiltoniano asociado al potencial Vpr no forman una base completa para los estados ligados,
por lo que no es apta para proponer un método DVR. Como alternativa, se propone la base
asociada al mismo potencial [43]

®(u) = A%(1—u®)2CT V2 (w);  n=0,1,2,... (1.39)

en donde C’Z*l/ 2(u) son los polinomios de Gegenbauer con argumento en la variable natural
u = tanh(agq), o es un parametro que se toma como o = 1 para desacoplar el espectro continuo
del discreto [43| y la constante de normalizacion tiene la forma

anl(c +n—1/2)(T'oc —1/2])?
An :\/ (w;—%r[éa)ir[z— 1]/ - (1.40)

12



1.3 Método de Poschl-Teller (PT-DVR)

A partir de un método denominado de factorizaciéon se puede establecer un conjunto de
operadores escalera { K+, Ko} con el siguiente efecto sobre la base [43]:

R (u) = ky® 5 (u), (1.41a)
K_®%(u) = k_®°_,(u), (1.41b)
Ko®? (u) = ko®S (u), (1.41c)
con las siguientes definiciones
ki =+ (n+1)20+n+1), (1.42a)
k- =+/n(20+n-2), (1.42b)
ky=n+o—1/2. (1.42¢)

Con base en lo anterior, se ha establecido una definicién para la coordenada u y el momento
en términos de operadores de ascenso y descenso [43]:

a:%[/ujufl_}; ﬁ:i%‘)‘[ﬂ—f}_}, (1.43)

con la siguiente accion de los operadores sobre la base

Arol(u) = \/ n +(Zt 11);22;(; T 31 73y Tn (@), (1.44)

A-e(u) = \/(n+an—(21(;24)_(711i)—3/2)q)z_1(u)’ (1.45)

B ®%(u) = (0+n)A,d7(u), (1.46)
B ®%(u) = (0+n—1)A_0%@u). (1.47)

Usando las expresiones anteriormente presentadas, si ahora se proyecta a un subespacio
finito
LT = {|9%); n=0,1,...,N — 1}, (1.48)

al efectuar la diagonalizacion de (1.43) se obtienen los siguientes vectores propios

N—1
ug) = ) (®7|ui) [97) (1.49a)
n=0
N-1
i) = ) (®7Ipi) [97) (1.49b)
n=0
en donde se definen los paréntesis de transformacion T = || (D% |w;) || y W = |[ (D% |p;) || que

proveen de representaciones en las que la coordenada y el momento son diagonales

Glu) =wilw);  Plpi) = pilpi) - (1.50)
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1.4 Método de Morse (M-DVR)

Para la coordenada se tiene la relacion u = tanh(aq), por lo que para cualesquiera funciones
de energia potencial y cinética se tendra la siguiente representacion

(uj| V(@) [ui) = V [gi(u;)] dij; (pil G(P) |pi) = G(pi)dij, (1.51)

con la relaciéon )
gi = —arctanh(u;). (1.52)
«o

Finalmente, y de manera analoga a lo establecido para el método HO-DVR, la representacion
matricial de un Hamiltoniano para un potencial general tendra la misma forma que en (1.13):

H=WIAPW + TIA@T, (1.53)

con la diferencia de las nuevas definiciones para los paréntesis de transformaciéon T y W y con
las matrices diagonales de la energia cinética

1A = (9] /21)635. (1.54)

y energfa potencial
A9 =V [gi(ui)] 65 (1.55)

1.4. Método de Morse (M-DVR)

El método ADVR de Morse se describe en detalle en las referencias |37, 39|. Se considera
el potencial de Morse, cuya expresién analitica es

Var(q) = D {(1 - e—ﬁ“q—fm))2 - 1} : (1.56)

en D es un parametro asociado a la profundidad del potencial, 8 es un pardmetro asociado a
su alcance, ¢y es la posicién de equilibrio y ¢ es la coordenada fisica del sistema. De manera
similar al caso presentado en el método PT-DVR, las soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger
del Hamiltoniano asociado al potencial Vj; no forman una base completa para estados ligados,
requisito que es necesario para la propuesta de un método DVR. La alternativa es la siguiente
base completa asociada al mismo potencial y denominada Base Tridiagonal de Morse (TMB) [44]

o7 = AZL,QLU_I(y)yUe_y/Z; n=0,1,2,... (1.57)

en donde L2°~! son los polinomios asociados de Laguerre con argumento en la variable natural
Yy, 0 es un parametro que se toma o = 1 con el proposito de desacoplar el espectro de estados
ligados del continuo [44] y la constante de normalizacion

A% = /(Bn!)/(T]20 + 1]). (1.58)

La variable natural y del potencial de Morse se conecta con la coordenada fisica ¢ a través de la
siguiente expresion:
y= (25 +1)e P4, (1.59)
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1.4 Método de Morse (M-DVR)

en donde j es otro parametro relacionado a la profundidad del potencial.

Es posible encontrar operadores escalera { K+, Ko} relacionados con la base (1.57) y que
cumplan las relaciones de conmutacion del algebra su(1, 1) [44]. Estos se definen a través de su
efecto sobre la base

K4 @7 (u) = ki (n)®5 4 (u), (1.60a)
K_®%(u) = k_(n)®%_,(u), (1.60b)
Ko® (1) = ko® (u), (1.60c)
con las siguientes definiciones
ky(n) = /(n+1)(20 +n), (1.61a)
k_(n) = /n(20 +n — 1), (1.61b)
ko =0 +n. (1.61c)

Con base en lo anterior, se ha establecido una definicién para la coordenada y y el momento
en términos de los operadores (1.60)

p=2ko— (Ko i) p="0 (k- k). (1.62)

y considerando la accién de los operadores sobre la base, los elementos de matriz de la coordenada
y y el momento seran

(@71 9197) =2(0 + 1) by — (kt(n) 6y ns1 + k—(n) Gy 1) (1.63a)

ihB

(@315195) = 2 (g (1) S nss — K- (1) B 1) (1.63b)

Si ahora se proyecta a un subespacio finito
LIMB — (39 n=0,1,...,N —1} (1.64)

y posteriormente se diagonaliza la coordenada y y el momento, se generan los siguientes vectores
propios

N-1
lyi) = > (®7|ui) |7); (1.65a)
n=0
N-1
i) = ) (Phlpi) [®7) (1.65b)
n=0
en donde se definen los paréntesis de transformacion T = || (®7|u;) || y W = || (2% |p;i) || que

proveen de representaciones en las que la coordenada y el momento son diagonales

Ulvi) =wilyi)s  Dlpi) = pilpi) - (1.66)

15



1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

Para la coordenada se tiene la relacion y = (25 + 1)6*5‘1, por lo que para cualesquiera
funciones de energia potencial y cinética se tendra la siguiente representaciéon

(uj| V(9) lui) =V [qi(yi)] 6i53 (pjl G(D) |pi) = G(pi)dij, (1.67)

con la relaciéon

g = —llnL
B2t

(1.68)

Finalmente, y de manera analoga a lo establecido para los métodos HO-DVR y PT-DVR,

la representacion matricial de un Hamiltoniano para un potencial general tendré la misma forma
que en (1.13):

H=WAPW + TIA@T, (1.69)

con la diferencia de las nuevas definiciones para los paréntesis de transformaciéon T y W y con
las matrices diagonales de la energia cinética

1AW = (9} /21)635, (1.70)

y energia potencial

IAD]] =V [gi(ui)] 6. (1.71)

1.5. Meétodos ADVR en sistemas m-dimensionales

En esta seccién se extenderan de manera general, los métodos ADVR antes presentados
para sistemas m-dimensionales. En el presente contexto, hay dos métodos que permiten estudiar
sistemas de dimensién mayor: proponer un método DVR con base en sistemas que intrinsecamente
estén definidos en la dimensién deseada, por ejemplo, un oscilador arménico en 3D; o bien, hacer
uso del producto directo en una base ADVR 1D. En este trabajo se hara uso del segundo método.
El siguiente desarrollo matematico se ejemplificara con una base de oscilador arménico, aunque la
implementacion en los métodos PT-DVR o M-DVR es inmediata si se efectua el mapeo |n) — |®7)
correspondiente.

El Hamiltoniano de un sistema de dimensién m se podra diagonalizar en una base de
producto directo

m
|MeyNey - - Ne,py ) = H ®@ |Ne,) (1.72)
k

siendo ej, la k-ésima coordenada del sistema.

Con el fin de generar la base DVR se considera la base discreta asociada con la coordenada
ek, la cual toma la siguiente forma

Nj—1

‘ekaik> = Z <n€k|6k,ik> |n8k> ) (1733)

ne, =0
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

Nj—1

pek,ik> = Z <n€k

nekf

Per ) nes) (1.73)

en donde N, es la dimensién de la base en el k-ésimo grado de libertad.

En términos de la base DVR (1.73a) para la representacion de la coordenada, el producto
directo (1.72) toma se puede expresar como

m Nk
ey ey - - - Ne,py) = H® Z (€hig|Ter) 1€k i) | 5 (1.74)
k in=1
siendo conveniente definir los elementos de la matriz de coeficientes de transformacién como
m
ITI =[] ® (exin ner) (1.75)
k

y en términos de la matriz T, el producto directo (1.72) se puede generalizar de la siguiente forma

[T Nk
a) = > TsalB), (1.76)
p=1

en donde el estado |a) se define como

o) = [ @1ne,). (L.77)
k

mientras que para \5)

m
18) = [T @ lexs.) (1.78)
k
con el siguiente mapeo en los indices
m m
oz:z nekHNjJrl ; Ne, =0,1,..., Ny — 1; (1.79)
k=1 j=k
m m m
522 ikHNj+1—HNj+1 ; ik =1,2,..., Ng; (1.80)
k=1 j=k j=k

Siguiendo el mismo procedimiento para la representacion del momento (1.73b), el producto
directo (1.72) se expresa como

Ny

m
|n61n62 e nem> = H ® Z <pek,ik
k

ip=1

g ) Perin) | (1.81)
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

con los elementos de la matriz de coeficientes de transformacién

IWIl =TT ® (periIne) (1.82)
k

se puede simplificar la base de producto directo (1.81)

[T Ny
=) Wyaln, (1.83)
y=1
en donde .
= H ® |pek7ik> ) (1'84>
k

con una relacion similar a (1.80) para .

Considerando un Hamiltoniano para un potencial general mD en el espacio de configuracion
1 m

=53 +V({e), (1.85)
k

su representacion algebraica en las bases discretas de la coordenada y el momento seré
H=WIAPW + TIAV)T, (1.86)

en donde se definen las matrices diagonales en la representacion del momento

1 m m m 1 m m
HA(P) =% ‘Hé@ Derin] D02 | @ [Derin) 2 (Z@n@) [T (1.87)
k k k k k

y de la coordenada

HA(V) H = Hﬁ ® (ki | V ({er}) ﬁ ® ek ) || =
i k

=V ({erin}) [ [ Finir - (1.88)
k

Una vez establecido el procedimiento general para extender los métodos ADVR, se podran
estudiar sistemas multidimensionales con una base de producto directo. En este contexto se
pueden plantear distintos problemas: desde sistemas con miiltiples particulas interactuando, hasta
un caso menos complejo como el de una particula sometida a un potencial 2D o 3D. A pesar de
la ventaja que representa el tratamiento algebraico del problema, el producto directo tendra la
desventaja que la dimensién de la base crece como el producto de las dimensiones de la base de
cada grado de libertad { Nj}. Para tratar con este problema se han hecho distintas propuestas, tal
como el algoritmo de Lanczos, el cual no requiere almacenar la matriz asociada al Hamiltoniano
[45]. Y en adicion al algoritmo, se ha propuesto reducir el tamano del producto directo excluyendo
funciones base que no contribuyen a las funciones de onda asociadas a los niveles energéticos de
interés [31]. En el presente trabajo, se propone otra alternativa para la simplificacion del célculo:
hacer uso de una base de funciones adaptadas por simetria. En este contexto, la base de funciones
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

una vez proyectada tendré la forma general

‘q¢'(yr)> = Sa;qwf‘ ‘Oé) ) (189)

donde I' y v son las representaciones irreducibles asociadas a una cadena de grupos. Mientras que
q es un indice de multiplicidad, el cual como se describira en el siguiente capitulo, daré cuenta de
la dimensién de la matriz a diagonalizar una vez tomada en cuenta la base adaptada por simetria.
A partir de lo anterior, el Hamiltoniano (1.86) se simplificara de acuerdo a

H, = S' [WTA(I’)W + TTA(V)T} S, (1.90)

con la forma diagonal en bloques
H, :Z@HE, (1.91)
r

en donde cada bloque porta la I'-ésima representacion irreducible del grupo de simetria asociado al
sistema con dimension ¢?(I'). A pesar de la simplificacion que ofrece el uso de una base adaptada
por simetria, el uso de esta metodologia ofrece como ventaja adicional el etiquetado de estados de
acuerdo a las representaciones irreducibles I' y . Lo anterior serd fundamental para estudiar la
degeneracién existente en los potenciales 2D cuadrado y rectangular, que es uno de los principales
objetivos de este trabajo. En el siguiente capitulo se presentaran las bases de un método de
proyeccién sumamente eficiente para obtener funciones adaptadas por simetria, el cual recibe el
nombre de método de funciones propias.

1.5.1. Producto directo para sistemas bidimensionales

En la seccién anterior se presentd de manera general la extensiéon multidimensional de
los métodos ADVR en el marco del producto directo. Puesto que en este trabajo se estudiaran
problemas con dos grados de libertad tales como una particula sometida a pozos de potencial
cuadrado y rectangular 2D, serd conveniente estudiar el caso particular en dos dimensiones del
producto directo. De la misma forma, se ejemplificara con una base de oscilador armoénico, con el

siguiente mapeo |ng) ® |n,) — |<I>ZI> ® )@gy> que permite hacer uso de los métodos PT-DVR y
M-DVR.

El Hamiltoniano asociado a una particula en un potencial 2D se podréa diagonalizar en
una base de producto directo
Inany) = |ne) @ [ny) (1.92)

con z y y como las coordenadas cartesianas del sistema.
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

De manera analoga a lo establecido para los métodos ADVR-1D, se debe proponer una
base discreta asociada a las coordenadas. Para x

N;—1

zi) = ) (nalai) Ing) (1.93a)

ny=0

Ngz—1

‘pmi> = Z <n$‘pm> ’na:> ; (1.93b)

Ne=0

mientras que para la coordenada y

Ny—1

) = D (nylys) Ing), (1.94a)
ny=0
Ny—1

) = Y (nylpys) Iny) (1.94b)

Ny =0

Haciendo uso de las bases DVR (1.93a) y (1.94a), el producto directo (1.92) se expresa

como
Nx N?J

[nany) =YY {ailne) (yilng) les) © ly;) (1.95)

i=1 j=1

con la siguiente notacién para los elementos de las matrices de transformacion

Aip, = (wilng) , (1.96a)
Bjn, = (yjlny) (1.96b)

y en términos del producto de Kronecker
T=A®B. (1.97)

Haciendo uso de la definicion de la matriz T, el producto directo (1.92) se simplifica de la

siguiente forma
Nz XNy

o)=Y TpalB), (1.98)
BA=1
siendo « el indice asociado al estado del sistema
o) = [ng) ® |ny), (1.99)
y [ el indice asociado a la base discreta

18) = |i) @ |y;) - (1.100)
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

Al hacer uso de la expresion (1.79), se puede establecer el mapeo asociado a los indices ng y ny

a = ny + Nyng; =0,1,...,Ny) — 1, (1.101)

Nz (y)

y de manera anéloga, con la expresion (1.80) se establece el mapeo de los indices i y j
B=j+Ny(i—1); i(j) =1,2,..., Ny(y)- (1.102)

El mapeo de los indices antes presentado se puede entender como una malla de puntos en un
espacio bidimensional. Cada uno de estos puntos estara asociado a un estado del sistema, o bien,
a un estado de la base ADVR para « y 3, respectivamente.

Bajo la misma logica, para las representaciones del momento (1.93b) y (1.94b), el producto
directo (1.92) se expresa como

Nz Ny

neny) =D Y (pwilng) (pyjlng) 1pei) © Ipy;) (1.103)
i=1 j=1

con la siguiente notacién para los elementos de las matrices de transformaciéon

Cing = (Prilne) , (1.104a)
Dijn, = (pyjlng) , (1.104b)
Wijnany, = (Dai|na) (py;Iny) (1.104c)

y en términos del producto de Kronecker

W =C@®D. (1.105)

Haciendo uso de la definicion de la matriz W, el producto directo (1.92) se simplifica de la

siguiente forma
Nz XNy

Y Taly), (1.106)
p=1

en donde |a) = [ng) @ [ny), |7) = [pzi) @ [py;) y ¥ =3+ Ny (i — 1).

Finalmente, considerando un Hamiltoniano para un potencial general 2D en el espacio de
configuracion

N 1 ,. R
H= @(pﬁ—kpz) +V(z,y), (1.107)
se tendré la siguiente representacion para la energia cinética
< y} G vapy ‘nzny Z Z ‘pm’ y‘pyj’> <pm" G(pxapy)
i3 1,9 (1.108)
(na|pai) (nylpy;) [P2i) @ pys)
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1.5 Métodos ADVR en sistemas m-dimensionales

con G(ps,py) = 1/(2p)(p2 + pz) Y de forma similar, para la energia potencial

<nx"y‘ V(z,y) [nany) ZZ EXS y‘yj’> (il @ (yy| V(e,y)
i i (1.109)

(nalai) (nyly;) i) @ ly;) -

Utilizando las definiciones (1.96¢) y (1.104c) para los coeficientes de transformacion y con las
representaciones de la energia cinética (1.108) y potencial (1.109) la representacion matricial del
Hamiltoniano en el marco del método HO-DVR es

= WiIAPW + TIAV)T, (1.110)

siendo A(P) una matriz diagonal en la representacion del momento

1
HA(p)‘ = G(pmapy) ‘p:m> ® |pyj>H = ﬂ (pgzz +p73j) 0; ’(5” s (1'111)

y AY) una matriz diagonal en la representacion de la coordenada

HA(V)H = |[(ws| @ (yj

V(z,y) |z ® |y;)|| = V(xi, y;) 6505 (1.112)
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Capitulo 2

Teoria de representaciones de grupos

La importancia de la teorfa de representaciones de grupos radica en que establece la
conexién entre una teoria fisica, como es el caso de la mecéanica cuantica, con la simetria del
sistema. El propésito de este capitulo es introducir los conceptos de la teoria de representacién
de grupos necesarios para los objetivos de este trabajo. Primero se presentaran los conceptos
fundamentales de la teoria abstracta de grupos, tal como la definiciéon de grupo, los conceptos de
clases laterales y de conjugacion y el producto semidirecto entre grupos. Después, se introduciréa
la teoria de representaciones de grupos a partir del concepto de representaciéon. Posteriormente, y
con base en los conceptos ya establecidos, se introducird un método de proyeccién de funciones, el
cual serd fundamental para el estudio de los distintos potenciales escalén a partir de la simetria del
sistema, ademés de que permitira simplificar en gran medida los calculos efectuados. Finalmente,
se presentara de manera simplificada el proceso de induccién de representaciones, procedimiento
fundamental para generar las representaciones irreducibles del grupo completo de simetria de los
potenciales en 2D.

2.1. Teoria abstracta de grupos

En esta seccién se describiran los elementos bésicos de la teoria de grupos. Estos conceptos
otorgan los fundamentos matematicos para la introducciéon del método de funciones propias
para la obtencién de una base de funciones adaptadas por simetria, ademéas de la inducciéon de
representaciones irreducibles a partir de un subgrupo.

2.1.1. Definicién de grupo

Se dice que un conjunto de elementos G = {a,b,c,...} forma un grupo si dada una ley
de composicion entre los elementos (representada por el simbolo o), se cumplen los siguientes
postulados [8, 46]:

1. Existencia de la identidad: Entre los elementos del conjunto GG existe un tinico elemento
e llamado elemento identidad, tal que para cualquier elemento en G se cumple lo siguiente

Ya € G; aoce=eoa=a
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2.1 Teoria abstracta de grupos

2. Condicién de cierre: La composiciéon de cualesquiera dos elementos del grupo corresponde
a un dnico elemento del grupo.

Va,be G; aobeG; boac€d.

3. Existencia del inverso: Para cualquier elemento a del conjunto G existe un tnico elemento
inverso a~! tal que se cumple que

Ya € G; aoa ~=a " oca=e

4. Asociatividad: Para la composicién de tres o més elementos del conjunto G se cumple la
siguiente relacién

Va,b,c€ G; ao(boc)=(aob)oc=aoboc

Para que un conjunto sea considerado grupo se deberédn cumplir los cuatro postulados. El
namero de elementos del grupo G se identifica como el orden del grupo |G|. Dada la anterior
definicién, podran ser identificados tres tipos de grupos: si los elementos forman un conjunto
finito numerable, se dice que se tiene un grupo finito; si los elementos forman un conjunto infinito
numerable se tendra un grupo infinito discreto; finalmente, si los elementos del grupo forman un
continuo entonces se tiene un grupo continuo [8|.

2.1.2. Subgrupo

Si existe un subconjunto de elementos del grupo G que forman un grupo H por si mismos
dada la misma ley de composicién que en G, entonces se dice que H es un subgrupo de G,
representado por G O H. Todo grupo posee al menos dos subgrupos denominados subgrupos
impropios: el subgrupo formado formado por la identidad y el grupo mismo. Cualquier otro
subgrupo es llamado subgrupo propio [46, 47].

Adicionalmente, el subgrupo H podra tener un subgrupo K por si mismo. Estos conjuntos
forman una cadena de subgrupos,

GOHDODKD>D....

En el contexto de la definicién de un subgrupo, se tendra el siguiente teorema [46, 48|:

Teorema de Lagrange. El orden de un subgrupo de un grupo finito es un divisor del orden del

grupo
G

donde |o| es un nimero entero. Este teorema sera de utilidad en la definicion de clases laterales,
como se vera a continuacion.
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2.1 Teoria abstracta de grupos

2.1.3. Clases laterales

Sea H = {e, ho, ... hy H|} un subgrupo propio de G y suponiendo la existencia de un elemen-
to a tal que a € Gy a ¢ H, se podra formar el conjunto de productos aH = {a,aha, ... ahjy}.
Dicho conjunto recibe el nombre de clase lateral izquierda. A partir de esta definicién, se puede
proponer expresar el grupo G como una unién de clases laterales izquierdas

|o]

. 1G]
G = 80 H; Tm:wy (2.2)

o=1

El conjunto de elementos s, reciben el nombre de elementos representativos del grupo G. Es
importante notar que el nimero de elementos representativos de un grupo en términos de sus
clases laterales estara dado por la expresion (2.1), establecida por el teorema de Lagrange. De
manera analoga, existiran las clases laterales derechas, dada por el producto Hs,, con las que se
podré expresar de la misma forma el grupo G [46, 47].

2.1.4. Clases de conjugacién

Se dice que un elemento b que pertenece al grupo G es conjugado a otro elemento a que
pertenece al mismo grupo si existe un elemento u € G tal que

b=uau"?, (2.3)

de donde es evidente que si u = e, entonces el elemento b es conjugado consigo mismo, lo que
se conoce como propiedad de reflexividad. De la misma relacion (2.3) se puede deducir que
a = u"'bu, lo que implica simetria en la conjugacion. Es posible demostrar que si un elemento b
es conjugado a ¢, y a es conjugado a b, entonces a serd un elemento conjugado de ¢, por lo que
cumple con una propiedad de transitividad. De las observaciones anteriores, se puede concluir
que la conjugacion es una relacion de equivalencia [47].

A partir de la definicién de conjugacion, se puede inferir que existiran conjuntos dentro del
mismo grupo cuyos elementos estaran conjugados unos con otros. Estos conjuntos se donominan
clases de conjugacion, y se representan como K;. Una caracteristica relevante de un grupo es el
namero de clases que lo componen, lo que se representa por |K|. A partir de lo anterior, es facil
expresar un grupo arbitrario G como un desarrollo de clases de conjugacion

K]
¢ =|J K. (2.4)
i=1

La importancia de las clases de conjugacion es evidente cuando se trata con la realizacion de un
grupo abstracto, como es el caso de los grupos puntuales. Dentro de estos grupos, los elementos
estaran clasificados en clases de conjugacion.
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2.1.5. Subgrupo invariante y grupo factor

Dado un subgrupo H de G, se dice que el subgrupo H es invariante en G si se cumple la
siguiente relacion
ah;a”' € H; i=1,2,...,|H| Va € G. (2.5)

lo que quiere decir que al conjugar todo elemento del subgrupo H, se recupera el mismo subgrupo,
el cual es invariante en G y se expresa como H < G [46, 47].

En el mismo contexto, rotomando la expresion (2.2) que representa un desarrollo en clases
laterales del grupo G, aunque con H invariante, se tiene

lo]

G=\JsmH; H<G. (2.6)
o=1

Para este desarrollo se tiene un conjunto de clases laterales izquierdas {s,H }. Este conjunto
de clases laterales forma por si mismo un grupo, lo que es facil de demostrar se se evalian los
postulados que definen un grupo. Este nuevo grupo compuesto por las clases laterales, cuando se

cumple que H < G, forma un grupo denominado grupo factor, el cual se representa como G/H
[48].

2.1.6. Producto semidirecto

Un grupo arbitrario G es un producto semidirecto de dos subgrupos L y M si se cumplen
las siguientes tres condiciones:
1. L es un subgrupo invariante en G: L < G
2. Ly M tienen por interseccién la identidad: LN M =e
3. Todo elemento g; € G se puede expresar como un producto g; = ljmy para l; € Ly
mg € M.
Al cumplirse las condiciones anteriores, el producto semidirecto se define como

IL| | M|

G=LAM=] |Jlm, (2.7)
j=1 k=1

por lo que se infiere que el orden de G sera |G| = |L|| M| [46].

2.2. Representaciones de grupos

Como ya fue mencionado, la importancia de la teoria de representaciones de grupos es que
esta proporcionara la conexién entre la mecanica cuéntica y la simetria de un sistema. En esta
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seccion se introduciran los conceptos basicos de dicha teoria matemética.

2.2.1. Representaciones vectoriales lineales

Se considera un conjunto de operadores lineales {fl, B’, C’, ...} definidos en un espacio
vectorial L. Este conjunto de operadores podré satisfacer los postulados de grupo definidos en la
seccién 2.1.1. Si se cumple dicha condicién, el conjunto recibira el nombre de grupo de operadores
lineales. Dada la condicién anterior, la accién sucesiva de dos operadores cumple que

Cx = B(4Ax); VxelL, (2.8)
la identidad del grupo es el operador identidad 1 y se cumple que cada operador posee su inverso.

Se dice que un mapeo entre dos estructuras algebraicas es homomorfo si el mapeo f : L — M
entre los conjuntos L y M cumple que

flxoy)=f(x)o fly);  Vzyel (2.9)

Haciendo uso de la definicién anterior, si existe un mapeo homomorfo entre un grupo abstracto

N

arbitrario G a un grupo de operadores D(G) definidos en £, entonces se dice que los elementos

D(g) son representaciones del grupo G en el espacio vectorial £ [48]. El mapeo entre el grupo
abstracto y el grupo de operadores se representa como

92 D(g); Vged. (2.10)

En este mapeo se cumple que si el espacio de representacion £ es de orden m, la representacion
seréd m-dimensional. Puesto que se habla de un mapeo homomorfo, los operadores satisfacen la
misma regla de producto que los elementos del grupo

D(g192) = D(g1)D(g2); g1,92 € G. (2.11)

Por otra parte, en el marco del algebra lineal, el conjunto de operadores {A, B,C, ...}
podra expresarse a su vez como un conjunto de representaciones matriciales {A,B,C,...}. Lo
anterior se logra al establecer la accién de los operadores sobre cierta base, es decir,

m
D(g)ei =Y _ Djilg)e;, (2.12)
j=1
siendo D;;(g) los elementos de matriz del operador D(g) y {e;, i =1,2,...,m} los elementos

de la base. Lo anterior establece un mapeo homomorfo entre un grupo abstracto arbitrario G y un
conjunto de matrices D(G). Los elementos de este conjunto reciben el nombre de representaciones
matriciales. Sera importante notar que un grupo G tendra mas de una representacion para cada
uno de sus elementos. Para lograr distinguir las representaciones se elige el indice i con la siguiente
notacion D (@) para la p-ésima representacion matricial [46, 48],
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Una definicién importante en la teoria de representaciones de grupos es la de caracter de
una representacion. Este se representa por ") (G) y se define como

xMW(@) = tr (D(“)(G)) = i Dii(G). (2.13)
=1

Es importante mencionar que si bien, los elementos de una clase de conjugacién poseen represen-
taciones irreducibles distintas, el caracter de dichas representaciones serd el mismo. Esta es una
de las principales ventajas de esta definicion.

2.2.2. Analisis de representaciones

Una vez establecida la idea de que los elementos de un grupo G podréan ser representados
como matrices, convendré estudiar las propiedades de dichas representaciones matriciales. Es
posible clasificar las representaciones en dos tipos: representaciones reducibles identificadas
como A" (R) y representaciones irreducibles identificadas como D®(R); en donde R es un
elemento del grupo G. Se dice que una representaciéon es reducible cuando esta se constituye por
submatrices, es decir, puede ser expresada en bloques. Para lograr la representacién diagonal en
bloques se podré efectuar un cambio de base SflA(’"ed)(R)S, lo que a su vez permite la expresion
de la representacion reducible en términos de una suma directa de representaciones matriciales

irreducibles, es decir,
|RI|

STIATN(R)S =3 @ a,DW(R), (2.14)
o
en donde |RI| es el ntimero de representaciones irreducibles del grupo y a,, es un entero positivo que
indica el nimero de veces que se contiene la y-ésima representacion en A7¢4(R) [48]. La existencia
de las representaciones irreducibles surge de manera natural si se considera la descomposicién de
un espacio de representacion L, en subespacios invariantes de la siguiente forma

IRI]
Lo =) ® L. (2.15)
n

Estos subespacios se denominan invariantes puesto que sus elementos no se mezclan bajo las
operaciones del grupo [46]. Ejemplo de subespacios invariantes son las soluciones del atomo de
hidrégeno, en donde los subespacios podran ser los arménicos cartesianos con el mismo momento
angular [ al aplicar rotaciones en tres dimensiones.

2.2.3. Representacion subducida

Dado un subgrupo H = {h1,ha,..., iy} de G, y siendo D (G) una representacion

irreducible de G; el conjunto de representaciones matriciales {D*)(h;)} seran representaciones
de H. Dicha representacion D" (H) recibira el nombre de representacion subducida y en general
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serd reducible a una suma directa de representaciones irreducibles:

ST'DW(R)S =) @a! DY(R); ReH. (2.16)

Es importante notar que se hizo uso del indice y para las representaciones irreducibles del grupo
G, mientras que del indice v para las del subgrupo H [46].

Visto de otra forma, el proceso de subduccion es restringir una representacion D) de
un grupo G, a los elementos de un subgrupo H de G [47|. Lo anterior se escribe mediante la
siguiente notaciéon

DW(@G) | H="G| H={D"W(R)|Rec H}. (2.17)

El proceso de subduccién se encuentra intimamente relacionado con la reduccién de la simetria
de un sistema. Esta reduccién es comiin en situaciones en las que existe un rompimiento de la
simetria, por lo que la subduccién sera un concepto clave para estudiar dicho fenémeno [49]. Esto
quedara en evidencia al estudiar los pozos de potencial en 2D.

Con base en la subduccion de representaciones, se podréd otorgar una clasificaciéon a una
cadena de subgrupos. Dada la cadena G D H, se dice que esta es canénica si en *G | H se cumple
que a,, < 1; es decir, cada representacion irreducible del subgrupo H estara contenida maxima,
una vez en la representacion subducida [46].

2.3. Proyeccion de funciones

La proyeccion de funciones es uno de los conceptos mas relevantes de la teoria de represen-
taciones de grupos. Como se mencioné en la secciéon 1.5, la proyecciéon permitira obtener una base
de funciones adaptadas por simetria, lo que trae consigo grandes ventajas tales como el estudio
de un sistema fisico a partir de su simetria, o una gran simplificacién en los célculos mateméticos.
A continuacion se presentaran los conceptos clave de la proyeccion de funciones.

En la seccién 2.2.2 se establecié que una representacion reducible puede ser reescrita en
términos de la suma directa de representaciones irreducibles D (G). Considerando el espacio de
funciones base L, = {¢1,¢2,...,dm} vy retomando la matriz de cambio de base S establecida en
la ecuacion (2.14), la proyeccion de la base tomaré la siguiente forma

0 (x) = D siqri di(x), (2.18)

=1

en donde s; 41 son los elementos de la matriz S y ¢ = 1,2,...,ar es un indice de multiplicidad.

Es relevante notar que las funciones qd}g )(x) portan la I'-ésima representacion irreducible del
grupo de simetria, es decir, cumplen la siguiente relacién

RV (x) =Y D) (R) W (x);  VReEG. (2.19)

La forma en la que se obtiene la proyeccion (2.18) no es trivial. Para la proyeccion del
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caso particular en que ¢ = 1, se puede introducir el operador de proyeccién
PO =4 ’G’ Zx (R (2.20)

con la siguiente accion sobre la base

A(F)@(X) =) (x). (2.21)

Para el caso en que se tienen representaciones irreducibles con np > 1, es decir, multidi-
mensionales, se deberan obtener las componentes de la representacion I' a partir de una cadena
canoénica G O H. En dicho contexto, el operador de proyeccién tomaré la forma

pE) = pOpIT) (2.22)

en donde el indice I' son las representaciones irreducibles del grupo G, mientras que « del subgrupo
H [46, 48].

La introducciéon del operador de proyeccion tiene como tnico fin ejemplificar la idea de
proyeccion de funciones a partir del grupo de simetria de un sistema. Ademas permite mostrar
coéHmo al efectuar la proyeccion, las funciones adquieren una etiqueta asociada al grupo de simetria
del sistema: sus representaciones irreducibles. En casos en los que se requiera proyectar una gran
cantidad de funciones este método resultard sumamente ineficiente. Esto debido a que en la gran
mayoria de los casos, los elementos dados en la relacion (2.21) seran cero. Ademaés, en el caso de
que se tengan representaciones multidimensionales se deberan aplicar sucesivamente al menos dos
operadores de proyeccion, y las funciones proyectadas resultantes no son ortogonales. Tomando
estas desventajas, se debera proponer un método alterno para la proyeccion de funciones. Para
esto se introducira el método de funciones propias.

2.3.1. Algebra de clases de conjugacion

Previo a introducir el método de funciones propias, es conveniente mencionar el concepto de
algebra de clases de conjugacién, o simplemente algebra de clases. Se define la cantidad algebraica

| K|
K=Y 9 g €K, (2.23)

en donde Kj; es la i-ésima clase de conjugacion del grupo G. Dada esta definicién se podran
enunciar un par propiedades que se cumplen para K; [47]:

= El producto de clases cierra bajo la multiplicacién del grupo, lo cual se expresa como

KiK; =Y CiiKm, (2.24)
m

en donde C77' son enteros denominados constantes de estructura del algebra de clases.
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= Las clases conmutan: [K;, K] = 0.

2.3.2. Meétodo de funciones propias

Como ya fue mencionado a lo largo de este trabajo, el método de funciones propias
posiblemente sea la opcién mas efectiva al momento de proyectar funciones. Este método original-
mente propuesto por J-Q. Chen et. al. [47], ha sido aplicado con éxito en sistemas moleculares,
particularmente en su estudio vibracional [50, 51]. En este trabajo, se vera su aplicacion en el
estudio de una particula confinada en pozos de potencial en 2D. A continuacion se describiran en
resumen los fundamentos del método.

La idea principal del método se aprecia en el contexto de la mecanica cuéntica, particular-
mente tomando en cuenta el concepto de nimeros cuénticos. Dado el Hamiltoniano de un sistema,
la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es

H W) = Eo [9), (2.25)

en donde el indice ¢ esta asociado a los estados degenerados, mientras que el indice o es una
etiqueta que identifica a la funcién de onda con la a-ésima energia. En este caso, a es un
nimero cuantico asociado a la energia. Puesto que no en todos los caso la etiqueta o dada por
el Hamiltoniano sera suficiente para distinguir entre estados propios de un sistema, convendra
introducir un Conjunto Completo de Operadores que Conmutan (CCOC). Construir un CCOC
permitiré asignar las etiquetas que sean necesarias a la funcién de onda, tal que permitan distinguir
entre estados degenerados.

Puesto que el Hamiltoniano conmuta con los elementos del grupo de simetria G del sistema,
es decir, o
[R,H] =0, VR € G, (2.26)

no es dificil demostrar que el Hamiltoniano también conmutara con las clases del grupo
[K;, H=0; VK. (2.27)

Si ademas se considera que las clases de conjugacion conmutan entre si, como se establecié en la
seccion 2.3.1; el Hamiltoniano en conjunto con las clases del grupo de simetria del sistema formara
un CCOC. Este conjunto ofrecera nimeros cuénticos apropiados para el etiquetado biunivoco de
estados. La anterior idea se presenta con mayor claridad si se consideran las siguientes ecuaciones
de valores propios

o [ U 2, o

7

av)\ly"'7>“K| >
)

(2.28)

£ QAL A | K AL A K
Kk “I’z | ‘> =\K| ‘\Pz | ‘> , (2.29)
las cuales introducen una forma de distinguir estados con la misma etiqueta « a partir de los
valores propios A de las clases. En adicién, un hecho relevante surge de la observaciéon de que
por cada clase de conjugacién existird una representacion irreducible en el grupo, por lo que las
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etiquetas de un estado podréan escribirse como

(r) ()
BYSY aA{" A
’\IJ? ' 'K'> — |,

v K>, (2.30)

en donde I' hace referencia a cierta representacién irreducible del grupo. Lo anterior establece
la conexion entre los valores propios asociados a las clases y las representaciones irreducibles,
permitiendo asi, su uso como etiquetas de un estado.

Ahora bien, retomando la idea que se establecié mediante los operadores de proyeccion,
una representacion I' multidimensional tendréa mas de una componente, por lo que si este es el
caso, el conjunto de etiquetas dado en (2.30) no bastara para distinguir todos los estados propios
de un sistema. Considerando un subgrupo G(s) de G, cuyas clases son el conjunto {k;}, se podran
escribir las siguientes relaciones de conmutacion:

[l%pv l%q] =0; [I%J,IAQ] =0; []Afjaﬁ] =0, (2.31)

por lo que las clases del subgrupo G(s) podran formar parte del CCOC. Siguiendo la misma logica
que para las clases del grupo G, se tendré el siguiente etiquetado para los estados del sistema:

(1) ()
QA,A] A
b b b |K|
‘ NG > s (2.32)

1Nk

siendo ~ las representaciones irreducibles del subgrupo H. Finalmente, para el conjunto de
etiquetas que se asocian a la funcion de onda (2.32), se podra demostrar su invarianza en el
tiempo [50], lo que tendra por consecuencia la identificacion de este conjunto de etiquetas como
ntmeros cuanticos del sistema.

Ahora que se tiene identificado un conjunto de nimeros cuanticos A a los cuales se les
pueden asociar las representaciones irreducibles I' y v de una cadena G D G(s), se podra
describir la técnica de proyeccion de funciones. Partiendo del hecho de que las clases del grupo
G conmutan, entonces estas se podran diagonalizar simultaneamente, lo que permite proponer
cierta combinacion del conjunto de clases {K;} como un CCOC. Esta combinacion es llamada
conjunto completo de operadores que conmutan de tipo I, o simplemente CCOC-I, y se expresa

de la siguiente forma
K|

Cr=> aK;, (2.33)

en donde a; son enteros positivos a elegir, tal que se cumpla la condicién que los valores propios del
operador C sean distintos. Esta condicién se puede establecer de manera sencilla si se considera
la siguiente relacion entre los valores propios A de una clase, y los caracteres de un grupo:

A _ Gl @) (2.34)

K3 nF 7

en donde |K;| es el nimero de elementos de la i-ésima clase, nr es la dimension de la I'-ésima
representaciéon y Xz(' ) el caracter de cierta representacion irreducible en una clase dada. Esta
expresion permitira analizar los valores propios previo a contar con la representacién matricial

explicita del operador C 1, permitiendo asi generar un CCOC-I adecuado, contando tnicamente
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con la tabla de caracteres del grupo de simetria. La representacién del operador C; en cierto
espacio de representacion L y su posterior diagonalizaciéon permitira proyectar el conjunto de
funciones base, generando asi un conjunto de funciones adaptadas por simetria que portan las
representaciones irreducibles I' de un grupo.

De manera anéloga a lo establecido para los operadores de proyeccién, en el caso de tener
una representacion I' multidimensional, el CCOC-I no bastara para distinguir todos los estados
del sistema, por lo que se deberén identificar a su vez, las componentes v de las representaciones
irreducibles I'. Partiendo de que se cuenta con una cadena candénica G O G(s), el subgrupo G(s)
contaré con su respectivo CCOC-1, el cual se identifica como C' (s) v se define de manera similar
a la expresion (2.33), es decir,

Ll

C(s) =Y bjk;, (2.35)
J
con la misma condiciéon para los coeficientes b;.

Puesto que los operadores oft y C (s) conmutan, estos seran simultaneamente diagonali-
zables, lo que permite escribir cierta combinacién de ambos operadores. Esta combinacién es
llamada conjunto completo de operadores que conmutan de tipo II, o simplemente, CCOC-II.
Esta nueva combinacion se expresa de la siguiente manera

Crr = Cr + BC(s), (2.36)

en donde 3 es un entero tal que los valores propios del operador C1 no se encuentren degenerados.
La representacion matricial del operador asociado al CCOC-II en un espacio de funciones base
L, y su posterior diagonalizacién permitird obtener funciones adaptadas por simetria con las
etiquetas apropiadas para distinguir las componentes de cada representacion irreducible del grupo.
Esto queda expresado en la siguiente ecuacién de valores propios

Cir “l’g)> =y )‘113”> : (2.37)

El método descrito serd sumamente eficiente para casos en los que se tenga que efectuar
la proyeccion de decenas o cientos de funciones base, como queda en evidencia en la referencia
[51], en donde se proyectan los grados de libertad de flexion del benceno. Otra bondad del
método de funciones propias es que puede ser utilizado para distinguir funciones con un indice
de multiplicidad ¢ > 1 al establecer un CCOC-III [51]. Situacion que no puede ser estudiada
haciendo uso del método tradicional a partir de operadores de proyeccion, aunque fue omitida
dado que en este trabajo no se presenta multiplicidad en las funciones proyectadas.

2.4. Inducciéon de representaciones irreducibles

En la seccion 2.2.3 se definié un proceso en el que una representacion matricial de un grupo
G era restringida a los elementos de un subgrupo H, generando asi, una representacion de H.
Este procedimiento fue nombrado como subduccion de representaciones. Afortunadamente, existe
el proceso opuesto: una representacion de G puede ser generada a partir de una representacion del

33



2.4 Induccion de representaciones irreducibles

subgrupo H. Este proceso recibe el nombre de induccién de representaciones, y es de gran utilidad
en la construcciéon y anélisis de la estructura de representaciones. Esta técnica sera fundamental
para estudiar la estructura del grupo de simetria de los potenciales escalén en 2D, y por tanto,
estudiar el fenémeno de rompimiento de la simetria. Lo anterior se esclarecera en el capitulo
posterior. La induccién de representaciones irreducibles requiere definir una serie de conceptos,
los cuales se abordaran de forma resumida a continuacion.

2.4.1. Representacion basal

Dado un subgrupo H de G, seré posible escribir a G en términos de un desarrollo en clases
laterales de H, tal como se muestra en (2.2). El conjunto {s,H} de clases laterales izquierdas es
un espacio de representacion de G, lo que a su vez permitird genera una representacion del grupo
G, es decir,

g(s1H,s2H, ... 55 H) = (s1H,52H, ..., 5., H)AY (). (2.38)

En donde la matriz Ag) (g) recibe el nombre de representacion basal [52]. La expresion (2.38)
puede ser reescrita en términos de los elementos de matriz de la representacién basal:

lo

glscHy = {sxH} AP (9)xo. (2.39)
A

Puesto que {s,;H} constituye un espacio de representacion de G, este conjunto debera
ser invariante bajo la accion de los elementos g del grupo. A partir de esta observacion se
puede deducir que la accién de un elemento arbitrario g sobre algin elemento representativo del
desarrollo en clases laterales genera un nuevo elemento del grupo que deberé estar contenido en
cierta clase lateral, es decir,

9So = srh. (2.40)

El elemento h queda completamente determinado por g y s,. Esta idea permite expresar a h
como una funcion h = h,(g). Por lo que la relacion (2.40) se transforma a

9So = S+he(9). (2.41)

El elemento h,(g) recibe el nombre de subelemento de g en H por s,. El determinar los
subelementos de una cadena de grupos seré fundamental en la construccion de la representaciéon
inducida, como podra notarse a continuacion.

2.4.2. Representaciéon inducida

Como se ha sugerido a lo largo de este capitulo, es posible contar con un conjunto de
funciones base que generen la u-ésima representacion de un grupo. Siendo el conjunto {¢,()“ ) (x); a =
1,2,...,n,} la base de una representacion irreducible de un subgrupo H de G, la acciéon de los
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elementos de H sobre la base estara dada por

()(x) = fj DY) (164 (). (2.42)
B

Tomando en cuenta un desarrollo en clases laterales equivalente a (2.2), es posible generar
un nuevo conjunto de funciones base a partir de los elementos representativos del desarrollo,

esto es {5, d)&“ ) (x)}. Este nuevo conjunto es invariante bajo la accion del grupo G, por lo que
constituye un espacio de representacion del grupo. La acciéon de los elementos g € G sobre las
nuevas funciones base sera

3(3.0%) = (354)04", (2.43)

lo cual puede ser expresado en términos de la representaciéon basal y los subelementos del grupo
al considerar las ecuaciones (2.39) y (2.41)

=" 5aho(9)60 AR (9o (2.44)

A

Finalmente, al considerar que el subelemento h,(g) genera una representacion equivalente a (2.42),
se obtiene la siguiente expresion:

(3.0 ZZA re D1 (hy (9)) o (3047, (2.45)

es decir, la accién de los elementos de G sobre la base {§U¢((f )} en términos de la representacion
basal y la representacion del subelemento hy(g).

Con la anterior expresion se pueden definir los elementos de la representacién inducida de
H sobre G para el elemento g [52]:

AU (9)3 500 =der A (9)r0 DY (ho(9))- (2.46)

En donde la dimension de la representacion inducida esta dada por
G
AT g) =, (2.47)

En adicién, y puesto que los caracteres de una representacién permiten analizar la estructura
del grupo sin hacer uso de las representaciones explicitas, es conveniente plantear la siguiente
relacion:

xHTE)( ZXH 1950); s;lgs, € H, (2.48)

la cual permite obtener los caracteres de la representacién inducida.
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2.4.3. Representacion conjugada

Hasta ahora se tienen las herramientas para llevar a cabo la induccién de una representacion
del grupo G mediante una representaciéon del subgrupo H. Esta representacion inducida no es
estrictamente irreducible, como se ha indicado al usar el simbolo A. Para obtener representaciones
inducidas irreducibles serd necesario establecer un procedimiento adicional que involucra la
induccion a través de una cadena de grupos G O K D H [52]. La definicién de representacion
conjugada forma parte de este procedimiento complementario.

Si se considera que H < G, debera cumplirse que
ghig™" = hy; Vg € G. (2.49)

Por otra parte, se desea establecer la conexién entre la representaciéon irreducible del elemento h;
y su conjugado (2.49), es decir,
D" (h;) = D(ghig ™), (2.50)

en donde es importante notar que la representacion del elemento conjugado no necesariamente por-
ta la p-ésima representacion, lo que permite establecer la anterior forma funcional. Considerando
la conjugacion (2.49), la igualdad (2.50) corresponde a

D" (h;) = ,DI(h;), (2.51)

en donde la notaciéon ,DY establece a partir de qué representacion irreducible y elemento del
grupo G es obtenida la nueva representaciéon. Adicionalmente, se sabe que h; = gilhj g, por tanto,
(2.51) se podra reescribir como

,DI(h;) = DWW (g7 hg) = DW(h,). (2.52)
La representacion ,DY(h;) se define como representacion conjugada [52].

Cabe aclarar que se partié de que H es invariante en G, por lo que para un elemento h; el
numero de representaciones conjugadas sera igual al orden de G. En caso de que no se cumpla
esta invarianza, se debera trabajar mediante grupo normalizador de H en G, el cual se define
como

Ng(H)={ne€G: nHn'=H}, (2.53)

es decir, el grupo formado por los elementos que dejan invariante al subgrupo H. Esta definicién
serd relevante para construir el grupo K antes mencionado.

Una consecuencia que se deriva a partir de la definicién de representaciéon conjugada
es el teorema de transitividad entre representaciones conjugadas, el cual establece que si dos
representaciones ,D"(H) y ,DP(H) son conjugadas a D) (H), entonces estas estaran conjugadas
entre si. Esto es consecuencia de que la conjugacién es una relacién de equivalencia.
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2.4 Induccion de representaciones irreducibles

2.4.4. Superorbita, grupo pequeno y orbita

Como quedd en evidencia en la seccion anterior, habré tantas representaciones conjugadas
DI(H) como elementos tenga el normalizador Ng(H). Al conjunto de las distintas representa-
ciones conjugadas se le llama superorbita, y se define como

S(uH) = {,D"(H)| ¥n € No(H)}: (2.54)

cuyo orden sera

S(uH)| = |Na(H)|. (2.55)

Un caso particular se presenta si H <, en donde el grupo GG es normalizador de H, y por tanto
S(.H)| = |Gl. (2.56)

Cada uno de los elementos de la superérbita recibe el nombre de punta de S(,H). Considerando
la transitividad entre representaciones conjugadas, se infiere que una sola punta de la superoérbita
serd suficiente para caracterizarla.

Como puede esperarse, existiran elementos de la superérbita que son equivalentes. Partiendo
de una representacion D) (H), podra establecerse la equivalencia entre dichos elementos. El
conjunto de representaciones equivalentes podré ser definido de acuerdo a la siguiente expresion:

K(,H) = {n € Ne(H)| ,D"(IH) ~ D®W(H)}, (2.57)

en donde ~ representa la equivalencia. El conjunto K (, H) formado por elementos del normalizador
cumple los postulados que definen un grupo, por lo que recibe el nombre de grupo pequenio [52].
En adicién, para el grupo pequeiio es posible demostrar la siguiente relacién de contencion:

GDOK(,H)DH. (2.58)

Esta cadena de subgrupos sera fundamental para obtener representaciones irreducibles a lo largo
del proceso de induccién.

Es evidente que si la superérbita es el conjunto de representaciones conjugadas ,D"(H),
dentro de este conjunto habra representaciones que no son equivalentes. A dicho conjunto se le
denomina orbita de la representacion D) (H), y se define a través de la siguiente expresion:

S(,H) = {,D"(H)| ,D"(H) #, D"(H), Vn,p€ No(H)}. (2.59)

La relacién entre estos conceptos y la induccién de representaciones se puede plantear
de manera formal mediante una serie de teoremas. A pesar de que estos no son expuestos en
este trabajo, la relaciéon antes mencionada quedaré en evidencia una vez que se aplique la teoria
de induccién para obtener las representaciones irreducibles del grupo de simetria del pozo de
potencial cuadrado en 2D.
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2.4 Induccion de representaciones irreducibles

2.4.5. Representacion pequena permitida

Partiendo de que existe una cadena de subgrupos en donde se incluye al grupo pequeno
(2.58), seré posible llevar a cabo la induccion #H 1 K(,H). Esta induccion es en general reducible,
como indica la siguiente expresion

l1]
ACHTE(H) Z o a:HTK(uH) D(i)(K(“H)). (2.60)

:HTK(“H), denominado coeficiente de multiplicidad da cuenta del naimero de veces

que estard contenida la i-ésima representacién irreducible en la representacién inducida. Este
coeficiente podra ser diferente de cero, y para este caso, las representaciones Di(uH ) son llamadas
representaciones pequefias permitidas [52]. En términos de la subduccion, la i-ésima representacion
pequena permitida, que se representa por ‘K (oH) debera cumplir

El término a

ACKGH)LH) a;K(uH)iH D (H), (2.61)

es decir, que en la subduccién se encuentre una tnica representacion irreducible del subgrupo
H. Esta propiedad se cumple particularmente para la representaciéon pequena permitida, ya
que en general, una representacién subducida se escribe en términos de la suma directa de
representaciones irreducibles, como fue presentado en la expresion (2.16).

2.4.6. Irreducibilidad y completez de las representaciones inducidas

Identificar el grupo pequeno y sus respectivas representaciones pequenas permitidas es
fundamental para que el proceso de induccién genere representaciones completas e irreducibles.
Estas dos propiedades son necesarias si se quieren analizar las representaciones inducidas. La
induccién de una representacion del grupo G a través de una representacion pequenia permitida
permite lo anterior. Esto se presenta en dos teoremas: de la irreducibilidad y de la completitud
[52].

Teorema de la irreducibilidad. Cumpliéndose que H < G y siendo D) (H) una repre-
sentacion irreducible del subgrupo H con un grupo pequefio asociado K (,H) con representaciones
pequenas permitidas ‘K (,H ), se cumplird que la representacion generada por la induccion

‘K(,H)1G (2.62)
es irreducible.

Teorema de la completitud. El conjunto de representaciones generadas mediante la
induccién

'K(,H)1G (2.63)

es completo, por lo que los indices (i, u) etiquetan de forma biunivoca las representaciones de G.
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2.4 Induccion de representaciones irreducibles

A pesar de que no se demuestran los anteriores teoremas, es mediante su aplicaciéon que se
generara el conjunto completo de representaciones irreducibles del grupo de simetria del pozo
de potencial cuadrado en 2D. Esto tendré la finalidad de analizar el fenémeno de rompimiento
de la simetria cuando se pasa de un potencial de profundidad infinita a uno de profundidad
finita. Ademaés, el contar con las representaciones de dicho grupo permitiré analizar también la
degeneracion accidental sistematica que se ha identificado en los estados propios del potencial.
En el siguiente capitulo se abordaran las soluciones de distintos potenciales y se mostraré la
existencia de la degeneracién antes mencionada.
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Capitulo 3

Pozos de potencial

El propésito de este capitulo es presentar un analisis de las soluciones analiticas de los
distintos pozos de potencial en una y dos dimensiones. Para los casos unidimensionales, se
analizara el problema de una particula confinada en un pozo de potencial de altura infinita, una
particula sometida a un pozo de potencial de altura finita, y finalmente, el pozo de potencial
asimétrico con altura finita. Por otra parte, en el caso bidimensional se presentaré la solucién de
los potenciales cuadrado y rectangular conmensurable de profundidad infinita en términos del
producto directo de soluciones unidimensionales. En ambos casos se presentara la degeneracion
que se encuentra en los estados propios de ambos potenciales, asi como la conexién que se puede
establecer entre dicha degeneracion y la teoria de representaciones de grupos. Cabe mencionar
que las soluciones analiticas de dichos problemas, seran empleadas para establecer la calidad de
las energias y funciones de onda generadas por los métodos ADVR antes presentados y por tanto
establecer criterios de convergencia para evaluar estas aproximaciones algebraicas.

3.1. Potenciales 1D

3.1.1. Pozo de potencial infinito

Uno de los problemas que permiten introducir los conceptos clave de la mecanica cudntica
es el pozo de potencial con altura infinita. Este potencial es esquematizado en la Figura 3.1, en
donde la altura del potencial es Vi ~ co. El potencial del sistema podré ser representado como
una funcién por partes:

00, x < —4/2
Vieg)=4¢ 0, —4/2<xz<l/2 . (3.1)
00, x>1/2

Considerando una particula de masa p sometida a dicho potencial y resolviendo la ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo dado el potencial (3.1) e imponiendo las condiciones a la
frontera, se obtiene la siguiente expresiéon para la energia de los estados propios

h272n?
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3.1 Potenciales 1D

mientras que las funciones de onda son
n
cos (ix) : n=135...; (3.3a)

2
¢
@ = ﬁsin (%x) . n=24,6,..., (3.3b)

en donde se han usado las etiquetas p e i para los estados pares e impares, respectivamente.

V(z)

Vo

I 11 11

—0)2 0 0/2

Fig. 3.1: Esquematizacion de un pozo de potencial simétrico en 1D. La altura del potencial esta dada por Vjp.

3.1.2. Pozo de potencial finito

La solucién antes expuesta para Vj ~ 0o es un caso muy particular del problema de una
particula confinada en un potencial con la forma presentada en la Figura 3.1. A pesar de dicha
particularidad, la solucién del problema resulta sumamente sencilla, pues este se reduce a resolver
una sola ecuacion diferencial correspondiente a la region II del potencial. En caso de que el
potencial V tome un valor finito, se tendra que resolver la ecuaciéon de Schrodinger independiente
del tiempo para las tres regiones del potencial V(x). La solucion de dichas ecuaciones tomando
en cuenta las condiciones a la frontera del problema conduce a la siguiente funcién de onda para
los estados ligados pares de una particula de masa u

P (2) =Aeo,
w%) (2) =Ae™ 2 ec <2> cos(kx), (3.4)
il (@) =Ae™o,

con las siguientes definiciones para los pardametros o y k:

2uF 2uVo
2 _ . 2 _ 2
o = F, k = hQ —Qa,




3.1 Potenciales 1D

y siendo A determinado con la normalizacién de la funcion. Con respecto a las energias de los
estados ligados, estas se obtendran mediante la ecuacién trascendental

tan (g) - % (3.6)

cuya solucién permitird obtener la funcion de onda analitica presentada en la ecuacion (3.4).

De manera similar, para los estados ligados impares, se tienen las siguientes soluciones que
conducen a la funcién de onda:

v (@) =Ae,

(0) ke .
i (x) =— Acsc 5 sin(kx), (3.7)
(@) = = A",

con energias propias determinadas por la ecuacién trascendental

tan (?) __k (3.8)

(07

La solucién de este potencial es una muestra de la evidente complicacién que surge en la
solucién de distintos potenciales escaldn, esto a pesar de que este caso atn es relativamente simple.
Para casos en los que se puedan definir més regiones en el potencial, es decir, que existan un
mayor nimero de escalones, la solucién analitica no podra ser establecida de manera simple, por
lo que hacer uso de métodos aproximados para resolver la ecuacién de onda serd una propuesta
adecuada. Es en este contexto en donde los métodos ADVR podran tomar ventaja en la solucion
de la ecuacién de Schrodinger asociada a dicho tipo de potenciales.

3.1.3. Pozo de potencial finito asimétrico

La introduccién de un pozo de potencial asimétrico permitira establecer la conexién entre
los potenciales escalonados y potenciales asimétricos tal como un potencial de Morse. Para este
caso, el potencial como funcién de la coordenada z se define de la siguiente forma

o0, <0
V(ig)=<¢ -V, O0<z</{ (3.9)
0, x>/

y es esquematizado en la Figura 3.2. Es evidente que la funciéon de onda deberd anularse en
la region I del potencial, por lo que obtener los estados propios de una particula sujeta a este
potencial consiste en resolver la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo en las regiones
IT y III. Si se considera una particula de masa u, se obtiene la siguiente funciéon de onda para los
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3.2 Potenciales 2D

estados ligados [53]:

Yr(z) =0
Yrr(x) =Asin(yzx) (3.10)
Yrrr(r) =De™”,

en donde las constantes A y D son determinadas mediante las condiciones de frontera y la
normalizaciéon de la funcién de onda, y ademas, se tienen las siguientes relaciones que involucran
los parametros v y «
2uVe 2u|FE
2 _ MO_QQ; o = 1l ’
K2 72

(3.11)

| 11 [IT

—Vo

Fig. 3.2: Esquematizacién de un pozo de potencial asimétrico en 1D. La profundidad del potencial est4 dada por —Vj.

Ademés de la normalizacion de la funcion de onda, imponer las condiciones de frontera
permite obtener las energias propias del sistema. Estas estaran dadas por

h2pj2-
Ej = 241 2

~Vo:  j=0,1,2,..., (3.12)

en donde se defini6 al parametro adimensional p = v/, el cual se obtiene a partir de la solucion
de la siguiente ecuacion trascendental [53]:

1 [2uVyl?
;\/ 'MTQO — p? = —cotp. (3.13)

3.2. Potenciales 2D

A partir de la solucién del pozo de potencial infinito en 1D se establecera la solucion de
dos potenciales en 2D con base en el producto directo. Estos potenciales posiblemente sean los
casos mas simples en mecénica cuantica en donde se presenta degeneraciéon accidental sistemaética
en los estados ligados. Esto se mostrara a continuaciéon.
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3.2 Potenciales 2D

3.2.1. Pozo de potencial cuadrado

El sistema consta de una particula de masa p confinada a un potencial cuadrado de
altura Vpy ~ o0, el cual es esquematizado en la Figura 3.3. Este potencial suele introducirse para
ejemplificar la solucion de sistemas bidimensionales haciendo uso del producto directo de soluciones
unidimensionales, por lo que para este caso no sera necesario efectuar la solucién explicita de
la ecuacion de onda. Tomando la definicion [¢p, n,) = [1n,) & |1n,), €s posible establecer la
siguiente expresion que define los estados propios en la representacion de la coordenada

2
(@, y|ning) = T sin (%x) sin (%y) : ni,no =1,2,3,..., (3.14)
en donde L es el ancho del potencial. Con base en el producto directo, las energias propias de los

estados ligados seran la suma de energias propias unidimensionales, es decir,

EanLQ = W(nl + n2). (315)
H Vo
Vo V=0 Vo
0 L
Vo

Fig. 3.3: Esquematizacion de un pozo de potencial cuadrado en 2D. La altura del potencial estd dada por Vj.

A partir de la expresion (3.15) es posible identificar dos posibles tipos de degeneracion. La
primera se deduce a partir de la simetria de (3.15) con respecto al intercambio de los indices ny y
N9, es decir,

Enin, = Engn, - (3.16)

Por otra parte, el segundo tipo de degeneracién, llamada “pitagorica”; esta relacionada a los
estados propios que cumplen la siguiente relacién

n? +n3 =n3 +nj. (3.17)

Este segundo tipo de degeneraciéon ha sido estudiado en términos de la teoria de ntimeros, en donde
se hall6 una relacién que da cuenta del ntimero de estados degenerados a un estado especifico [54].
La degeneracién pitagorica no serd estudiada en este trabajo, debido a que no es evidente cémo
abordarla en términos de la teoria de grupos. Por el contrario, la degeneraciéon correspondiente al
intercambio de indices (3.16) podra ser estudiada en términos de los conceptos antes introducidos
de la teoria de representacion de grupos, por lo que constituye uno de los principales objetivos de
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3.2 Potenciales 2D

este trabajo. Este tltimo tipo de degeneraciéon para un pozo de potencial con altura infinita puede
ser clasificada en dos tipos: natural y accidental sistematica; las cuales han sido introducidas y
estudiadas mediante la teoria de representacion de grupos [10, 55].

En este trabajo y en el siguiente desarrollo se retomaran en parte, las observaciones hechas
por Leyvraz et. al. [10] acerca de la degeneracion normal y accidental sisteméatica en el potencial
cuadrado 2D. El grupo de simetria del potencial puede ser identificado como Cy,, esto debido
a que el potencial permanece invariante ante los elementos de simetria de dicho grupo puntual.
Como debe ser claro, considerando lo expuesto en la Seccién 2.3, un espacio de funciones base
puede portar representaciones irreducibles (R.I.) del grupo de simetria del sistema. Para que lo
anterior se cumpla, se ha propuesto la siguiente combinacién lineal de las soluciones dadas en
(3.14) para el pozo de potencial cuadrado:

1
qﬁ’fltan (I’, y) = W (wnl'ﬂQ (.CI?, y) + ¢n2n1 (.CC, y)) : (3'18)

La proyeccion de las funciones (3.18) se efecttia considerando dos subespacios de representacion:

Esto conduce a la clasificacién en representaciones irreducibles mostrada en la Tabla 3.1 de
acuerdo a la paridad de los indices n y m.

Tabla 3.1: Representaciones irreducibles de los estados propios (3.18) del potencial cuadrado en términos de la paridad
de los indices (n1,nz2).

|Prin) |Grtim) |Prm)
R.I. n n n m n m
Aq impar impar impar impar
A2 DY “ e PEEEEY PR par par
B par par “ee e impar impar
B2 PEEEEY “ e par par
E ‘e e par impar par impar

Con la proyeccion de las funciones base en términos del grupo Cy,, los estados energéticos
dados por la ecuacion (3.15) tendran las representaciones irreducibles segin se indica en la Figura
3.4, en donde se define Ey,n, = (8ua?/h?7?)E,,n,. Haciendo uso de dicho diagrama, es posible
identificar de forma inmediata la degeneraciéon natural y accidental sistematica. Recordando la
notacion de Mulliken para las representaciones irreducibles, el simbolo FF da cuenta de un estado
degenerado debido a que porta una representacién bidimensional, es decir, ng = 2; mientras que
los simbolos A y B se utilizan para representaciones unidimensionales, es decir nr = 1. Por lo
anterior, es evidente que los estados del pozo cuadrado que portan la representacion irreducible
poseen una degeneracién normal con respecto al grupo Cy4,; mientras que los estados que portan
los pares (A1, B1) y (A2, B2) no se esperan que sean degenerados, por lo que se dice que poseen
una degeneracion accidental sistematica.
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=€ 42
y B, (42)
18 + A_ (33)
1 r TE (4
14 + (3
o 32
g: a1 E E
) 10 + (31)
& Ay By
o0 + (22)
g By
B 64
21
1 E FE 1)
2+ S 11
o (11)

Fig. 3.4: Representaciones irreducibles asociadas a los estados propios del potencial cuadrado bidimensional. Los
estados con degeneraciéon accidental sistematica se remarcan en color rojo. Los paréntesis (nin2) corresponden a las
etiquetas de los estados ligados.

Como ya fue mencionado, la existencia de una degeneraciéon accidental sistemética en
mecanica cuantica podré ser indicio de la existencia de una simetria oculta, es decir, que el grupo
de simetria del potencial debe ser otro distinto al grupo puntual C4,. En este contexto, se ha
propuesto la existencia de una simetria dindmica, en donde un operador F®) que porta la p-ésima
representacion irreducible del grupo C4, debera conectar los pares de estados (A1, B2) v (A2, B2).
El operador diferencial antes mencionado se ha identificado como

2 2
() — o 87’ (3.20)
ox?  Oy?
el cual cumple que [ﬁ F (P)] = 0, mientras que la representacién irreducible p debera ser By,
como se hara notar en detalle en los resultados de este trabajo. Con base en lo anterior, es posible
proponer que el nuevo grupo de simetria del pozo de potencial cuadrado en 2D, ahora llamado G,
posee una parte dindmica, que se representara por 7 y una parte geométrica, identificada como el
grupo puntual Cy4,,. Con respecto al subgrupo continuo 7, se identifican sus elementos U (o) como

Ula) = e, (3.21)
dados en términos de su generador F0).

Adicionalmente, ya que se tienen identificados los subgrupos de G, debera hallarse la
forma de estudiar la estructura del nuevo grupo a partir de los dos subgrupos T y C4,. Bajo este
proposito, se identificd al subgrupo 7 como invariante, es decir, 7 < G, por lo que el nuevo grupo
de simetria puede ser construido en términos del siguiente producto semidirecto

G =T ACu. (3.22)
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3.2 Potenciales 2D

La identificaciéon de T como invariante se efectuara en detalle en los resultados de este trabajo.
Por ultimo, con el fin de relacionar lo establecido acerca del nuevo grupo de simetria del pozo de
potencial cuadrado con los conceptos de la teoria de representaciéon de grupos antes expuestos
es conveniente recordar el proposito de la induccién de representaciones. Esta teoria permitird
generar las representaciones irreducibles de un grupo a partir de las representaciones irreducibles
de un subgrupo. Por lo que si se construyen las representaciones del subgrupo 7, sera posible
estudiar la estructura de G siguiendo el procedimiento de induccién antes presentado.

Cabe aclarar que el desarrollo hasta ahora expuesto es valido para un potencial que cumple
que Vj ~ 0o, por lo que es posible cuestionarse qué sucede para alturas Vj finitas. La solucion
analitica para este caso no es evidente, lo que implica que se debe hacer uso de métodos de
aproximacion para resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo asociada a dicho
potencial. La implementacion de los métodos ADVR en conjunto con el método de funciones
propias para el pozo cuadrado, es lo que permitira estudiar la degeneraciéon para Vj finito. Lo
anterior esta relacionado a un rompimiento de la simetria, representado como G | Cy4y, en donde
se da la transicién de un pozo cuadrado con V; infinito a uno con Vj finito.

3.2.2. Pozo de potencial rectangular

El pozo de potencial rectangular se esquematiza en la Figura 3.5. La solucién para una
particula de masa p confinada en un potencial con Vj ~ oo sera similar a la establecida en (3.14)
para el potencial cuadrado. En términos del producto directo de soluciones unidimensionales, y
en la representacion de la coordenada, los estados propios se definen por

[ 2 . (mm \ . [nom
(,y|Ppiny) = I, (ix) sin ( 52 y) ; ni,ng =1,2,3,..., (3.23)

en donde Lj y Lo son el ancho y largo del potencial. Considerando la solucién dada por el
producto directo, las energias propias del sistema son

k22 <n2 n2
Epny = — | = + 2) . 3.24
2 2u \L} L3 (3:24)

Cierta degeneracion aparecera para este potencial, aunque antes de presentarla es necesario
definir la idea de conmensurabilidad para los limites del potencial. Este término hace referencia
a que uno de los parametros L1 o Lo puede ser expresado en términos del otro mediante su
producto con un entero positivo, es decir,

nLi =mLo = L n, m enteros positivos, (3.25)
con lo que la expresion (3.24) para la energia se transforma en

2 2
h*m 2 2 2 2

Epiny = ——5 (n°ni +m?n3) . (3.26)
e ok
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3.2 Potenciales 2D

De manera analoga a lo presentado para el pozo de potencial cuadrado, en el caso
rectangular se tendréan dos tipos de degeneracion: una pitagoérica y otra asociada al cambio de
indices. La degeneracion pitagorica esta dada por la siguiente expresién para los indices

2

(nn1)? 4 (mn2)? = (nn})? + (mnkh)% (3.27)

Esta degeneracién se omitira en este trabajo. El segundo caso corresponde al cambio en los indices,
lo cual se puede expresar como

E'ﬂan - En’ln'27 (328)
para lo que se deberan cumplir las siguientes condiciones:
nny = mnsy, mny = nnj, (n1,n2) # (n}, nb); (3.29)

con lo cual los estados [®n,p,) ¥ [Py py) estardn degenerados. Esta tltima degeneracion serd
estudiada en este trabajo debido a que es posible analizarla en términos de la teoria de grupos.

Y v

Lo

X

L
0 Vo 1

Fig. 3.5: Esquematizacién de un pozo de potencial rectangular en 2D. La altura del potencial est4 dada por V.

Ahora, con el fin de ejemplificar la degeneracién del sistema, serd conveniente estudiar
un ejemplo. Si el largo del potencial es dos veces el ancho, es decir, n = 2 y m = 1, se puede
establecer la siguiente relacion para la energia:

s = 20 4 3.30

mnz_w nlnz_( n1+n2)- ( : )
Por otra parte, y con el fin de etiquetar los estados con representaciones irreducibles del grupo
de simetria aparente, se debera proyectar el espacio de funciones propias dado por (3.23) en
términos del grupo puntual Cs,. Esta proyeccion ha sido presentada por Lemus et. al. [13] y
se expone en la Tabla 3.2 en términos de la paridad de los indices que etiquetan los estados
propios. Con base en lo anterior es posible visualizar de manera grafica la degeneracién mediante
el espectro de energias presentado en la Figura 3.6. Como era de esperarse, debido a que el grupo
puntual Co, es abeliano, no existe degeneraciéon natural, sino que toda degeneraciéon es accidental
sistematica. Esta degeneracion se presenta en los pares de estados (Az, B2) v (B2, B2), los cuales
portan representaciones irreducibles unidimensionales. Esta degeneracion accidental sistematica
serd prueba de una posible simetria oculta.

48



3.2 Potenciales 2D

Tabla 3.2: Representaciones irreducibles de los estados propios (3.23) del potencial rectangular en términos de la
paridad de los indices (n1,n2).

R.I. "y N2
Ay impar impar
Ao par par
B; par impar
By impar par

Similar al estudio efectuado para el potencial cuadrado, en el que se hallo la existencia
de una simetria dindmica, existe una propuesta similar para el potencial rectangular; esto fue
presentado por Lemus et.al. [13]|. Existe un operador diferencial que porta la representacion
irreducible Ay, el cual conecta los estados degenerados (B2, Bs), este es

S04 82 62

FAD) — oo (3.31)
Para establecer una conexion entre los estados degenerados (A, By) se debera contar con un
operador que porte la representacion Bj. Esto es evidente, ya que By € By ® As. Dicho operador
no podra ser definido, pues los armonicos esféricos que portan la representacion irreducible del
grupo Co, no conservan las condiciones en la frontera del potencial. Esto es evidente si se recurre
a la tabla de caracteres del grupo puntual. Como alternativa se ha propuesto al operador 6§ [13].
Esta reflexion intercambiara los ejes cartesianos x y y, lo que permitira conectar los estados |® 4, )
y |®p,). Esta propuesta se discutira con mayor detalle en los resultados de este trabajo una vez
que se presenten las funciones de onda.

40 SR
Ay (16) (32)
35 + (31)
Ay
30 1 Al (24)
g 5 B
S 2T (23)
~ AQ BQ
\‘b% 20 1+
: B, (22) (14
15+
€2 Ay (21)
10+ (13)
Ay
5 =S
(11)

Fig. 3.6: Representaciones irreducibles asociadas a los estados propios del potencial rectangular bidimensional con
n =2y m = 1. Los estados con degeneracion accidental sisteméatica se remarcan en color rojo. Los paréntesis (nin2)
corresponden a las etiquetas de los estados ligados.
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3.2 Potenciales 2D

De nuevo, el desarrollo antes presentado es valido para Vjj ~ oco. Para tratar con potenciales
de altura finita, se hara uso de los métodos ADVR. En el caso del potencial rectangular no se
presentara el grupo de simetria completo, sino que tinicamente se discutiré el rompimiento de
simetria que ocurre al darse una transicion entre Vj infinito y finito. Ademés, se presentara las
consecuencias que dicho fenémeno genera en la degeneraciéon del sistema.
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Parte 11

Resultados y discusion
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Capitulo 4

Potenciales escalonados en 1D

En esta seccién se presentaran los resultados con respecto a los diversos potenciales
unidimensionales estudiados. Primero se describird de manera breve el uso de la base discreta
generada por los métodos ADVR en estos potenciales. Con lo anterior se presentara el espectro
de energia obtenidas para un pozo de potencial cuadrado 1D, asi como algunas de sus funciones
de onda. La convergencia de estos métodos también sera evaluada. Posteriormente, se haré
uso de las aproximaciones ADVR para generar la solucién de potenciales mas complejos cuya
solucién analitica no se conoce. Estos son los potenciales multipasos, los cuales son potenciales
interatémicos tal como el potencial de Morse o de Poschl-Teller expresados en términos de
potenciales escalonados.

4.1. Pozo de potencial 1D

Antes de proceder con las distintas soluciones, es conveniente aclarar la forma en que se
utilizan los métodos ADVR presentados en la seccién 1 para los casos en 1D. Considerando por
ejemplo, el potencial definido por partes en la ecuacion (3.1), el cual corresponde al caso Vp ~ oo,
la representacion del Hamiltoniano previamente establecido, en términos de la aproximacion
U(2)-UGA-DVR es

H=A® 4 TIAQT,

Es claro que hay dos representaciones matriciales que son necesarias para obtener el Hamiltoniano.
La matriz A®) corresponde a la contribucién diagonal de un oscilador armoénico deformado, es

decir,
1 n?
(B))] = Z o e— '
[|AM]] MKTHQ €N>:|5n,n

Esta contribuciéon es corregida sustrayendo la contribuciéon del potencial de oscilador arménico y
anadiendo la contribucién correspondiente al pozo de potencial. Lo anterior se efectia a través de
la segunda matriz involucrada A(9). En términos de la base discreta en la representacion de la
coordenada, los elementos de dicha matriz seran

2 1

HA(Q)H = hw {V <§ N) - N/MQCQ] dcers (4.1)
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4.1 Pozo de potencial 1D

en donde V es el potencial que se pretende describir y es una funcién de la coordenada espacial q.
Finalmente, los coeficientes de transformacion son T = || ((N]n|[N]() ||, de acuerdo a la ecuacion
(1.31a).

Posteriormente, considerando la representaciéon matricial del Hamiltoniano en términos de
la aproximacion HO-DVR
H=WAPW + TTA(‘])T,

es conveniente establecer el uso de la base discreta en el potencial de pozo cuadrado 1D (3.1).

La matriz A®) corresponde a la contribucion de la energfa cinética, es decir, [|AP)|| = hw % ijs
en donde p; es la base discreta del momento y W los coeficientes de transformaciéon dados en la
ecuacion (1.9b). La siguiente matriz A@ corresponde a la contribucion de la energia potencial, la
cual es diagonal y en términos del potencial de pozo cuadrado en 1D es ||[A@|| = fw V(g;) 6;5; en
donde ¢; es la base discreta de la coordenada y T los coeficientes de transformacion dados en la
ecuacion (1.9a). El uso de los métodos PT-DVR y M-DVR en 1D es similar al HO-DVR. La tnica
consideracion es pasar de la coordenada de Péschl-Teller o Morse a la coordenada espacial q. Esto
se hace a través de las ecuaciones (1.52) y (1.68), respectivamente. Adicionalmente, en la anterior
descripcion se tiene el pardmetro w en los casos U(2)-UGA y HO-DVR. Este corresponde a la
frecuencia asociada al oscilador armonico y serda un pardmetro a determinar tal que se minimice
el error en las energias. De forma similar, los parametros o y 8 de las aproximaciones PT-DVR y
M-DVR fueron ajustados bajo el mismo criterio.

Como primer acercamiento de los métodos ADVR para la soluciéon de potenciales escalén,
se considera una particula de masa p confinada a un pozo de potencial de altura V) ~ oo.
Esto tiene como fin evaluar la calidad del método en el caso méas simple. Para este problema
se propone hacer uso de los métodos U(2)-UGA, HO-DVR y PT-DVR. Esta eleccion se hace
bajo la condicion de elegir bases que tengan la misma simetria que el problema a resolver, en
este caso los tres métodos parten de potenciales simétricos. Para hacer uso de estos métodos
se obtuvieron los parametros w y a adecuados con la condicién anteriormente mencionada. Los
parametros del potencial son ¢ =4 A, V) = 108 em™, como aproximaciéon a un potencial infinito
y = 1.6726219 x 10727 kg, como aproximacion de la masa de un protén. Los resultados de este
calculo se muestran en la Tabla 4.1. En dicha tabla se comparan los tres métodos algebraicos
vy se muestra el error en la energia con respecto a los valores propios del potencial dados en la
ecuacion (3.2). El criterio para truncar la dimension de la base N fue obtener un error porcentual
menor o igual a 1% en los estados que se requieren describir. De este analisis es evidente que el
método U(2)-UGA no genera un resultado adecuado en el caso de este potencial. A pesar de
que la dimension de la base N = 2483 es mucho mayor en comparacion a los métodos HO-DVR
y PT-DVR, no se logré alcanzar el criterio de convergencia en el error porcentual. La anterior
observacion se puede explicar en términos de la localizaciéon de los estados que generan la base
discreta. Mientras que el método U(2)-UGA no posee estados localizados, las aproximaciones
HO-DVR y PT-DVR si poseen estados localizados. Esto fue demostrado Rodriguez-Arcos et.al.
[37]. Por su parte, los métodos HO-DVR y PT-DVR generan resultados muy similares con una
dimension de la base cercana entre si.

El siguiente sistema a evaluar es una particula de la misma masa p sometida a un pozo
de potencial 1D con altura finita. Para este caso el nimero de estados ligados del potencial
es funcién de la altura Vj y ancho £. Los parametros elegidos son Vy = 1000 cm™ y ¢ = 4 A.
Estos parametros generan la existencia de 10 estados ligados. De la misma forma, la descripcion
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4.1 Pozo de potencial 1D

de este espectro de energias se realiza mediante las aproximaciones U(2)-UGA, HO-DVR y
PT-DVR. Con el fin de demostrar la calidad de los resultados obtenidos, se comparan las energias
resultantes de la diagonalizaciéon del Hamiltoniano matricial con las energias analiticas dadas
por (3.6) y (3.8) para los estados pares e impares, respectivamente. Los resultados obtenidos
para este potencial, junto con las dimensiones de la base empleadas se muestran en la Tabla 4.2.
De nuevo la aproximacion por grupo unitario U(2)-UGA no logra describir de forma adecuada
los estados ligados del potencial, mientras que las aproximaciones HO-DVR y PT-DVR generan
valores sumamente cercanos a la energia exacta. Para este potencial la dimensiéon de la base N,
en el caso de PT-DVR necesaria para cumplir con el criterio de convergencia de 1% en el error es
mucho mayor al caso del potencial infinito, mientras que el HO-DVR logra dicho criterio con una
dimension menor. Con el fin de comparar las energias obtenidas por ambos métodos, los errores
obtenidos se representan de forma grafica en la Figura 4.1, en donde es claro que PT-DVR genera
energias de mayor calidad. A pesar de que U(2)-UGA no representa una buena aproximacion para
la solucion de este tipo de potenciales, su evaluacién es una tarea necesaria, ya que ha demostrado
ser una mejor aproximacion que HO-DVR en estudios previos [36].

Tabla 4.1: Descripcién del pozo de potencial 1D con altura infinita con tres métodos ADVR: U(2)-UGA, HO-DVR y
PT-DVR. Los parametros del potencial son Vo = 108 cm™, £ = 4 A y p = 1.6726219 x 1027 kg. Los parametros
ajustados para los métodos ADVR son w = 1.6 x 10'2 cm™! para U(2)-UGA, w = 2.0 x 10'® cm™! para HO-DVR y
a = 4.5 x 109m™ para PT-DVR. E. corresponde a las energias calculadas en cm™ mediante el método correspondiente.
La dimensién de la base utilizada N se muestra en la parte superior de la tabla para cada uno de los métodos.

HO-DVR PT-DVR U(2)-UGA

N =58 N = 60 N = 2483
n Exacta (cm™) E, % Error E, % Error E, % Error
1 10.32 10.37 0.45 10.32 0.04 18.73 81.41
2 41.30 41.37 0.16 41.16 0.33 49.35 19.50
3 92.92 93.34 0.45 92.88 0.04 100.13 7.76
4 165.19 165.43 0.14 164.62 0.35 170.66 3.31
5 258.11 259.30 0.46 258.02 0.03 260.43 0.90
6 371.67 372.05 0.10 370.28 0.37 368.68 0.80
7 505.89 508.31 0.48 505.75 0.03 494.70 2.21
8 660.75 660.80 0.01 657.97 0.42 637.34 3.54
9 836.26 840.45 0.50 836.11 0.02 795.73 4.85
10 1032.43 1030.30 0.21 1027.25 0.50 968.36 6.21

Con respecto al espectro de energias, se obtuvo que el método PT-DVR genera errores
menores, aunque con el uso de una dimensién de la base mayor. Este criterio no es tinico para
determinar la calidad del método. Adicionalmente, la calidad de las funciones de onda debera ser
evaluada. En este caso se propone estudiar las funciones de onda ADVR mediante la fidelidad.
Para un estado ]\115 > parametrizado con la dimension de la base N, la fidelidad F,(N) se define
como el traslape de estados propios separados por un cambio en la dimensiéon de la base AN, es

decir,
Fo(N) = (AN 1wl (4.2)

Con el fin de evaluar la calidad del calculo efectuado con las dimensiones de la base mostradas en
la Tabla 4.2, se determiné la fidelidad de las funciones de onda correspondientes a los 10 estados
ligados del potencial. El célculo se realizé con una diferencia de AN = 20 para cada estado propio.
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4.1 Pozo de potencial 1D

Los resultados para la fidelidad del pozo de potencial 1D finito se muestran en la Figura 4.2.
Puesto que la fidelidad evalta el traslape entre un mismo estado propio parametrizado con una
dimension N distinta, es claro que al acercarse a la unidad, es decir F,(N) = 1, la diferencia entre
los estados ‘\I’flv > y ‘\I’év +AN > es menor. Por lo anterior debe ser claro que el método PT-DVR
genera mejores funciones de onda para el pozo de potencial 1D finito. Hasta ahora se han evaluado
los métodos HO-DVR y PT-DVR, haciendo uso de distintas dimensiones de la base. Con el fin de
mostrar una comparaciéon con una dimensién igual, y ademaés, las consecuencias de una mejor
fidelidad en las funciones de onda, se determino la diferencia absoluta entre los estados propios
analiticos (3.4) y (3.7) y las funciones de onda ADVR en la representacion de la coordenada.
Esta diferencia absoluta consiste inicamente en restar la funcién de onda analitica con la funcion
de onda ADVR. En la Figura 4.3 se muestra este anélisis con respecto a los estados ligados
(q)01),(q|¥s) v (q|W10), asi como sus respectivas funciones de onda. Es claro que el método
ADVR que genere una menor diferencia con respecto a las funciones de onda analiticas se podra
considerar mejor para la descripcion de este tipo de potenciales. Con los resultados obtenidos, y
con la observacién anterior, es evidente que el método PT-DVR ofrece mejores resultados con
respecto a las funciones de onda. Dicho resultado podia ser anticipado, ya que ademés de tener la
misma simetria que el pozo de potencial 1D, la base asociada al potencial de Poschl-Teller usada
posee informacién del espectro continuo, el cual esta presente en el potencial finito evaluado.

Tabla 4.2: Descripcion del pozo de potencial 1D con altura finita con tres métodos ADVR: U(2)-UGA, HO-DVR y
PT-DVR. Los pardmetros del potencial son Vy = 1000 cm™, £ =4 A y = 1.6726219 x 10~27 kg. Los parametros
ajustados para los métodos ADVR los mismos que en el caso de altura infinita. F. corresponde a las energias calculadas
en cm™! mediante el método correspondiente. La dimensién de la base utilizada N se muestra en la parte superior de la
tabla para cada uno de los métodos.

HO-DVR PT-DVR U(2)-UGA

N = 58 N =94 N = 2483
n  Exacta (cm™) E, % Error E, % Error E, % Error
1 9.11 9.02 0.99 9.07 0.44 17.79 95.28
2 36.43 36.07 0.99 36.25 0.49 45.58 25.12
3 81.83 81.13 0.86 81.51 0.39 91.64 11.99
4 145.27 144.03 0.85 144.69 0.40 155.55 7.08
5 226.53 224.90 0.72 225.76 0.34 236.75 4.51
6 325.34 323.16 0.67 324.26 0.33 334.44 2.80
7 441.25 439.07 0.49 440.13 0.25 447.65 1.45
8 573.49 571.19 0.40 572.19 0.23 575.08 0.28
9 720.62 719.82 0.11 719.86 0.11 714.90 0.79
10 878.85 878.85 0.00 878.18 0.08 863.81 1.71

Con el fin de observar la dependencia del calculo con la dimensién de la base N, y por
tanto caracterizar la convergencia de las aproximaciones HO-DVR y PT-DVR, se evaltian los
errores porcentuales obtenidos para el estado (q|Us5) a distintas N. En la Figura 4.4 se muestra
de forma grafica la dependencia de dicho error porcentual. Es evidente que existe un patréon
oscilatorio para ambos métodos, aunque dichos patrones son distintos entre si. Adicionalmente,
se observa que no existe una convergencia exponencial en las aproximaciones ADVR 1D en el
caso de potenciales escalén, contrario a lo que ha sido descrito para otras aplicaciones del DVR
[56]. Por lo anterior es que aumentar la dimension de la base no generara un mejor resultado,
sino que habra que evaluar los errores tal como se hizo y seleccionar una dimensiéon N apropiada.
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4.1 Pozo de potencial 1D

A pesar de esta desventaja, dicho anélisis de los errores puede hacerse en poco tiempo, dado
que la dimensién de la base es relativamente pequena. De nuevo, haciendo uso de los resultados
mostrados en la Figura 4.4, el método PT-DVR representa una mejor opcién para la descripciéon
de potenciales escaléon en 1D. Esta observaciéon parte del hecho de que se requiere una menor
dimensiéon de la base para alcanzar menores errores porcentuales en las energias.

Lor o o e HO-DVR ]
e o . PT-DVR
0.8} ]
[ ]
o [ J
o 0.6} ]
—
) A °
N 0.4f A A A ) 7
A A
0.2F A a ]
&,
0.0" 1 1 1 M ol
0 2 4 6 8 10

Nuimero de estado

Fig. 4.1: Comparacién de los métodos HO-DVR y PT-DVR de acuerdo a los errores porcentuales en la energias de la
Tabla 4.2.
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Fig. 4.2: Fidelidad de las funciones de onda determinadas mediante el calculo mostrado en la Tabla 4.2. Se utilizé6 un
AN = 20 para el calculo de la fidelidad.
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4.1 Pozo de potencial 1D
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4.2 Potenciales multipasos
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Fig. 4.4: Errores asociados al estado |¥5) del pozo 1D como funcién de la dimensiéon de la base N. La fila inferior
corresponde a un acercamiento de las graficas superiores.

4.2. Potenciales multipasos

Para los fines de este trabajo, un potencial multipasos hace referencia a expresar un potencial
cuya forma analitica se conoce, en términos de un potencial escalonado. Se analizaran de forma
particular dos casos: el potencial de Pdschl-Teller y el potencial de Morse. Una caracteristica de
estos potenciales es que poseen un espectro de energias anarmoénico. Dicho espectro se caracteriza
por una pendiente negativa en una grafica de Birge-Sponer, la cual se obtiene a partir de las
diferencias AF = E, 11 — E,, para cada estado propio. Por el contrario, el espectro de energias de
un pozo de potencial finito posee una pendiente positiva en la recta que se genera a través del
grafico de Birge-Sponer, dado por AE = E, 1 + E,. Con dichas observaciones se analizara la
transicién de un espectro de energias del tipo de pozo de potencial a un espectro anarmoénico.
Lo anterior tiene como fin identificar si existe una zona particular del potencial responsable de
la apariciéon del espectro de energia caracteristico de un potencial anarmoénico. Puesto que la
solucion de analitica de los potenciales multipasos que a continuacién se presentan no es evidente,
se haré uso de las aproximaciones ADVR para su respectiva solucion.
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4.2 Potenciales multipasos

4.2.1. Potencial de Poschl-Teller

Se retoma la expresion (1.38) que define a un potencial de Poschl-Teller en su forma
hiperbélica. Se utiliza 7 = 9 y las definiciones

o .
p=2Uth 5 [ 2 (43)
2j+1 2j+1

en donde D y & son parametros adimensionales. La forma analitica de este potencial se expresa en
términos de un potencial escalonado. En la Figura 4.5 se representa dicha aproximacion haciendo
uso de 3 y 21 pasos para representar el potencial de PT. Cabe mencionar que en el limite de
pasos infinito se recupera el potencial analitico. Ademés, es importante notar que al aumentar
el nimero de pasos estos no se distribuyen uniformemente en el potencial, sino que la mayor
cantidad se concentra en la zona cercana a la disociacion, es decir, cerca del continuo. Lo anterior
es consecuencia de que la longitud para cada paso es la misma.
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a) Aproximacién con 3 pasos. b) Aproximacién con 21 pasos.

Fig. 4.5: Potencial de Poschl-Teller multipasos. La linea roja corresponde a la aproximaciéon multipasos del potencial,
mientras que la linea azul corresponde al potencial analitico.

En el limite minimo de pasos para representar el potencial de PT se recupera el problema
antes expuesto de una particula sujeta a un pozo de potencial finito, por lo que es conveniente
utilizar los métodos HO-DVR y PT-DVR en este analisis. Se llevd a cabo la solucién de una
serie de 26 potenciales con distinto niimero de pasos. Con el espectro de energias obtenido para
cada solucion se genero una grafica de correlaciéon entre las energias de cada potencial. Dicha
grafica se muestra en la Figura 4.6, y permite analizar la dependencia en la energia de cada
nivel como funcién del nimero de pasos. Haciendo uso de la aproximacion multipasos y de los
métodos ADVR es posible recuperar el espectro del potencial de PT al aumentar el nimero de
pasos, siendo PT-DVR la aproximacion mas adecuada para este caso. Ademés, como sugiere el
grafico de Birge-Sponer de la Figura 4.7, 53 pasos en el potencial son suficientes para obtener un
espectro totalmente anarmoénico. Tomando en cuenta que el mayor ntimero de pasos se concentra
en la zona cercana al continuo, se concluye que dicha regién del potencial es responsable de
generar un espectro anarmonico. La anterior observaciéon es relevante, ya que demuestra que
describir de forma precisa esta zona de un potencial interatémico o intermolecular es esencial
para obtener resultados correctos en el espectro energético. Estos resultados son consistentes con
lo obtenido por Rodriguez-Arcos et. al. [35], en donde utilizando una prueba de corte (notch-test)
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4.2 Potenciales multipasos

en el potencial ab-initio de la molécula Oy se obtuvo su sensibilidad.
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a) Solucién HO-DVR con N = 230. b) Solucién PT-DVR con N = 230.

Fig. 4.6: Diagramas de correlaciéon para la transicién de un pozo de potencial simétrico finito a un potencial de PT.
En el borde izquierdo de cada diagrama se muestran los estados propios analiticos del pozo de potencial, mientras que
en el borde derecho se muestra el espectro exacto generado por el potencial de PT. La correlaciéon de los estados que
permanecen ligados se representa por lineas solidas de distintos colores, mientras que los estados que pasan al continuo
corresponden a las lineas grises rayadas.
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Fig. 4.7: Graficos de Birge-Sponer obtenidos mediante la aproximaciéon PT-DVR para tres potenciales multipasos
distintos. Se observa la transicién hacia un espectro de energias anarmoénico caracterizado por su pendiente negativa.

4.2.2. Potencial de Morse

Se recupera la expresion (1.56) que representa la forma analitica de un potencial de Morse.

Se utiliza gy = 0, j = 9 y las definiciones
- 2
B=\5—"7;
27+1

en donde D y /3 son parametros adimensionales. La forma analitica antes mencionada se repre-
sentarda como un potencial multipasos. En la Figura 4.8 se presenta la aproximaciéon del potencial
de Morse con la cantidad minima de pasos y con 19 pasos. De la misma forma que en el caso
del potencial PT, en el presente caso sucede que la mayor cantidad de pasos se acumulan en la
region cercana al continuo. Como es evidente de la Figura 4.8, en el limite minimo de pasos la

o 2j+1
D:%, (4.4)
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4.2 Potenciales multipasos

representacion del potencial de Morse toma la forma de un pozo de potencial finito asimétrico, el

cual fue presentado en la seccion 3.1.3 de este trabajo. Dicha identificacién permite hacer uso de
las soluciones analiticas previamente establecidas.

10F : : : : : 10F : : : : :
8t : 8t :
6f Morse ] 6F Morse ]
~~ 4> :| ] ~~ 47 ]
(o) ' (o))
= 2 = 2
o—+t 0
—2f |y LT : _of :
—4r “‘ ‘o' ] —4F 1
-5 0 5 10 15 20 25 30 -5 0 5 10 15 20 25 30
q q

a) Aproximacién con 3 pasos. b) Aproximacién con 19 pasos.

Fig. 4.8: Potencial de Morse multipasos. La linea roja corresponde a la aproximaciéon multipasos del potencial, mientras
que la linea azul corresponde al potencial analitico.

Puesto que el potencial de Morse es asimétrico, es claro que hacer uso de una base que
tenga esta misma caracteristica es necesario. Por esto es que se propone utilizar la aproximaciéon
M-DVR en este anélisis. Se llevod a cabo la solucién de una serie de 14 potenciales con distinto
numero de pasos. Haciendo uso del espectro energético generado para cada solucién se construye
un diagrama de correlacién, en donde se analiza la dependencia de cada nivel con el nimero de
pasos en el potencial. Dicho diagrama de correlacién se muestra en la Figura 4.9. La evaluaciéon
del potencial de Morse multipasos se efectué con dos dimensiones de la base distintas, siendo
estas N = 150 y N = 2500. El uso de una dimensién de la base mayor fue necesario ya que
existen un nimero considerable de estados ligados del pozo de potencial asimétrico, como puede
apreciarse en los bordes izquierdos de los diagramas de correlacion. A pesar de que no para todos
estos niveles mostrados en rojo se logré una descripcién adecuada, los estados ligados de menor
energia se describen de forma adecuada, particularmente al aumentar la dimension N como puede
apreciarse. De forma similar al caso PT, al aumentar el nimero de pasos del potencial los estados
ligados del potencial asimétrico pasan al espectro continuo, mientras que ciertos niveles adquieren
la energia de los estados ligados de Morse. Adicionalmente, los graficos de Birge-Sponer mostrados
en la Figura 4.10 demuestran la apariciéon gradual de un espectro anarmoénico. La explicacion
de este fendmeno de nuevo esta dada en términos de la sensibilidad que posee el potencial en la
region cercana al continuo.

Los dos casos de potenciales multipasos son de utilidad para demostrar las ventajas de
los métodos ADVR en la solucién de la ecuaciéon de Schrédinger en 1D. Hacer uso de estas
aproximaciones representa una forma sencilla de evaluar potenciales cuya solucién analitica es
compleja, tal como es el caso de los potenciales multipasos; y ademés, permite analizar ciertos
problemas de forma mas detallada, tal como se hizo al identificar la sensibilidad de estos potenciales
y su transiciéon a un especro anarmonico.
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4.2 Potenciales multipasos

Energia (fiw)
Energia (fiw)

0 11 21 31 41 51 0 11 21 31 41 51

Pasos Pasos

a) Soluciéon HO-DVR con N = 150. b) Solucién M-DVR con N = 2500.

Fig. 4.9: Diagramas de correlacién para la transiciéon de un pozo de potencial asimétrico finito a un potencial de Morse.
En el borde izquierdo de cada diagrama se muestran los estados propios analiticos del pozo de potencial, mientras que
en el borde derecho se muestra el espectro exacto generado por el potencial de Morse. La correlacion de los estados que
permanecen ligados se representa por lineas solidas de distintos colores, mientras que los estados que pasan al continuo
corresponden a las lineas grises rayadas.

Graficos Birge—Sponer

Pasos: 3 Pasos: 27 Pasols; 59
1.0

0.08 08 08

0.06 0.6
S m 06 )
< < < 04

0.04 04 .

0.02 0.2 0.2

0.00 0.0 0.0

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
n n n

Fig. 4.10: Graficos de Birge-Sponer obtenidos mediante la aproximaciéon M-DVR y N = 2500 para tres potenciales
multipasos distintos. Se observa la transicion hacia un espectro de energias anarmonico caracterizado por su pendiente
negativa.
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Capitulo 5

Potenciales escalonados en 2D

5.1. Pozo de potencial cuadrado 2D

En esta seccion se analizard de manera particular el problema de una particula sujeta a un
potencial de pozo cuadrado bidimensional. Este problema es relevante ya que como se mencion6
en la seccion 3.2.1, existe cierta degeneracién que no puede ser explicada en términos del grupo de
simetria Cy4,. Dado lo anterior, se procedera primero a identificar al grupo completo de simetria del
potencial, siendo este el grupo semidirecto 7 A Cy,. Una vez que se cuente con dicha identificacion,
se obtendran las representaciones irreducibles de dicho grupo mediante el proceso de induccién; lo
cual permitira analizar mediante la subduccién el fenémeno de rompimiento de la simetria antes
expuesto. Posteriormente, haciendo uso de los métodos ADVR, y una base del producto directo
adaptada por simetria, se obtendran las soluciones de una serie de potenciales que permitan
identificar el rompimiento de la simetria al pasar de un potencial infinito a uno finito.

5.1.1. Base adaptada por simetria

Contar con una base adaptada por simetria tendra dos ventajas significativas. La primera
es que permite simplificar en gran medida el calculo ADVR ya que la representacién matricial del
Hamiltoniano se reduce a una matriz diagonal en bloques. Ademas, la base adaptada permitira
etiquetar en dicha base cada estado propio del sistema, de acuerdo a las representaciones
irreducibles del grupo de simetria geométrico, lo que a su vez permite identificar la degeneracion
accidental sistemé&tica. Para obtener la base adaptada por simetria se utilizara el método de
funciones propias presentado en la seccion 2.3.2. Identificando los elementos de simetria del
potencial cuadrado en 2D, tal como se muestra en la Figura 5.1, es claro que el grupo de simetria
geométrico es Cyy. Adicionalmente, se usard la base de producto directo dada en la ecuacion
(1.92).

El método de funciones propias consiste en diagonalizar un conjunto completo de operadores
que conmutan (CCOC). Dicho CCOC esta dado en términos de una combinacion lineal de las
clases del grupo de simetria y se nombr6 como Cjy en la ecuacion (2.36). La definicion de este
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

operador se hara de acuerdo a una cadena canénica, que para el potencial cuadrado es
d
Csy D Cy, (5.1)

siendo
¢t = {B,a3}. (5.2)

El CCOC-II a emplear esta definido como una combinacién del CCOC-I de los grupos de la
cadena (5.1), es decir

é[[ = CA'?M + écg, (5.3)

v en términos de la clases de cada grupo
AC A A A~ cd A~
014” = Ks + 3K5, CIS = ko; (5.4)
en donde cada clase se define de acuerdo a los elementos de los grupos que forman la cadena (5.1)
Kg :é4+éi, f(g, :634-02, ];32 :é'g. (55)

El operador C’f“” asignara una etiqueta de acuerdo a la representacion irreducible del grupo Cy,

que porte cierto estado del potencial. Mientras que C’fg permitira distinguir las componentes de
las representaciones bidimensionales con degeneracién natural. Lo anterior se efectia a través de
la diagonalizacién simultanea de ambos operadores, obteniendo asi un conjunto de valores propios
(r, asociados a las representaciones (I',y), tal como se muestra en la ecuacion (2.37).

Fig. 5.1: Elementos de simetria del potencial cuadrado en 2D. El origen se encuentra en el centro del potencial.

Para obtener los valores propios del operador C)1 es necesario establecer el efecto de los
operadores que definen las clases (5.5) sobre cierta base. Por practicidad se definira tnicamente
la accién de los generadores del grupo, siendo estos Cy y 0§. La accion de los generadores sobre
la base cartesiana es

Cile) =|C7'e) = 1-w), 83 le) = [542) = Iy) (5.60)
Caly) = |CTly) =2y, Galy) = I65y) = |2 (5.6b)
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

Para los elementos del grupo que constituyen a Cyr se tienen los siguientes elementos de matriz:

<”;";|é4|”xny> =

<n&n;!CZ’!nxny> =

<”,zn{y|&g|nx”y> =

(nyny|6d|nany) =

/4 dady de'dy’ (! ey (zy] Cala'y ) &'y |nany)
/4 dxdy dx'dy’ (nyn |xy) (xy| — y'2") 2"y [nan,,)
/4 dudy de'dy’ (nn! |ey) ('y |nany) 8(2' — y)6(' + )

/ / ddy (! |2y)(y, —zlngny)
(_1)ny6n§!nx6n;ny§ (5.7)

/4 dzdy da'dy’ (! |xy)ay|C3)a'y) (2'y] |nany)

/4 drdy do'dy’ (! |ey) (wyly, —2' )"y [ngny)
A dedy da'dy’ (nn! Jay) (s Inany) 5(' +4)8(y/ — )

/ / dady (n! ! jzy)(—ye|ngny)
(_1)nz5n’ynz(5n;ny; (5.8)

/4 dady de'dy’ (nn! ey (ey]B2]2'y' ) 'y Ingny)
A dxdy dz'dy’ (njn |xy) (xyly'c') (@'Y [neny)

A dedy de'dy’ (! |ey) (&'y Ineny) (' — 9)(y’ — )

[[ dady i femyainn,)

/4 dady de'dy’ (nn! ey (ey]B2]2'y' ) 'y Ingny)
A dxdy dx'dy’ (g |zy) (xy| —y', —2) (@'Y Ingny)
/4 dudy de'dy’ (! |ey) (o'y |neny) (' + 9)(y’ + )

[[ dady oy -y, ~sinn,)
(_1)nz+ny5ngjn15n;ny‘ (5.10)
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

En donde se hizo uso de las funciones propias de oscilador armonico (1.2) para obtener cada
elemento de matriz. Con estos resultados y haciendo uso de las ecuaciones (5.3)-(5.5), es posible
obtener la representacion del operador Cyy, siendo sus respectivos elementos

(nn,| Crr|neny) = [(=1)" + (=1)™ + 4 4 3(—1)"=+"] Ot g Ontyny - (5.11)

Debe ser claro, que como consecuencia de usar una base de producto directo, la represen-
tacion matricial de Cy; tiene dimension N2 para el presente caso. A pesar de lo anterior, dicha
representacion toma la forma diagonal en bloques, con N bloques unidimensionales y N(N —1)/2
bloques bidimensionales, lo cual simplifica en gran medida su diagonalizacién. Como ejemplo,
si se toma N = 4, generando asi una representacién de dimension N2 = 16, el subespacio se
representacion se reduce a la suma directa

Lip=LalLPerclor? ot (5.12)

en donde se omitié el subespacio degenerado £;?, ya que Ginicamente es necesario contar con una
componente de la representacion E. La diagonalizacion de la representacion de C; genera la
matriz de cambio de base S que permite obtener las representaciones irreducibles, es decir,

STIAC(Cr)S = @a,DW(Cry), (5.13)
17

tal como se present6 en la seccion 2.2.2 de anélisis de representaciones. A partir de dicho cambio
de base es como se logra simplificar la representacion matricial del Hamiltoniano ADVR mediante
la relacion (1.90), es decir,

H, = S' [WIA®W 4 TTAW)T} S. (5.14)

Lo anterior se traduce en diagonalizar una Hamiltoniano diagonal en bloques, en donde cada uno
de los 5 bloques esté asociado a cada representacion irreducible del grupo C4, de dimension a,,.

5.1.2. Identificacién del grupo 7 A C4, e induccién de representaciones irredu-
cibles

Como ya ha sido mencionado, la presencia de una degeneraciéon accidental sistematica en
el pozo de potencial cuadrado infinito es muestra de la existencia de una simetria adicional. El
hecho anterior se traduce en que el grupo Cy, es un subgrupo del grupo completo de simetria
del potencial. En esta seccién se presentaré la identificacion del grupo completo, ademas de la
generacion de sus representaciones irreducibles a través del proceso de induccion.

Primero consideremos la solucién del pozo de potencial cuadrado de altura infinita esque-
matizado en la Figura 3.3, la cual, en términos del producto directo es

wnmz(x?y) - %1 (l‘) % (y)a (5'15>
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

con

Uy (z) = \/zsin(nfx>, (5.16a)

Uy (y) = % sin(”QL”y). (5.16b)

La proyeccion de las funciones (5.15) permitira asignar una etiqueta de las representaciones
irreducibles de una cadena de grupos, como fue demostrado previamente. Efectuando dicho proce-
dimiento es posible definir dos subespacios de representaciéon. El primer subespacio unidimensional

es
para el cual se cumple el siguiente etiquetado

fﬁ’A/> con n par,

Al,A’> .

s con n impar.

Por otra parte, el segundo subespacio, que es bidimensional, corresponde a

£2 - {‘wnm> 5 ’wmn>} con n 7é m, (518>

cuya asignacion de las representaciones irreducibles del grupo Cy, es equivalente al presentado en
la Tabla 3.1. Haciendo uso de dicho etiquetado y de las energias dadas por la ecuacion (3.15),
se demostro la existencia de cierta degeneraciéon accidental sistemética en los pares de estados
A1® By A2 @ Bs.

Una vez identificada dicha degeneraciéon accidental, es conveniente definir un nuevo grupo
de simetria cuyas operaciones permitan conectar las parejas de estados degenerados, convirtiéndose
asi, en una degeneracién natural. Para lo anterior se debe identificar un operador que conecte los
estados degenerados. Este operador, que porta la p-ésima representacion irreducible del grupo
Cap €s nombrado como F(), y debera satisfacer que

WUE@ Y con (D= A, I" = By) y ([ = Ay, I = By). (5.19)
Por lo anterior se debe de cumplir la siguiente relaciéon para la p-ésima representacion irreducible
Fepal. (5.20)

Haciendo uso de la Tabla 5.1 de caracteres del grupo Cy,y, se obtiene que el operador tensorial
F® debera portar la representacion irreducible p = Bj. Dicho operador no genera cambio alguno
en los estados con representacion irreducible E, como debe ser claro al efectuar el producto
tensorial correspondiente. En la Tabla 5.1 se muestran las funciones base de cada representacion
irreducible, en donde el armoénico Cartesiano 22 — 2 porta la representacion irreducible B;. La
anterior observacion sugiere que la misma combinacién con respecto al cuadrado de los momentos
se transforma de acuerdo a Bj, por lo que se podra definir el siguiente operador

B
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

el cual conecta los estados con degeneraciéon accidental, posee la siguiente relacién de conmutaciéon
[ﬁ,ﬂf”l)} —0, (5.22)

y ademas, preserva las condiciones de frontera del potencial. Esta identificacién coincide con el
operador (3.20), propuesto por Leybraz et. al. [10]. Las propiedades que cumple F(B1) permiten
adicionarlo a los elementos del grupo puntual Cy4,, generando asi el grupo continuo 7, cuyos
elementos son

Ula) = ei*F™, (5.23)

Tabla 5.1: Tabla de caracteres del grupo Cy,.

C41_, E 2C4 C2 20’1, 20‘d

Aq 1 1 1 1 1 z 2 + 9% 22
Ay 1 1 1 1 1 R,

By 1 -1 1 1 -1 2 — 92
B 1 -1 1 -1 1 Yy

E 2 0 -2 0 0 (x,y); (Re, Ry) (xz,y2)

Ahora, con el fin de establecer la estructura del grupo completo de simetria con respecto
al grupo dinamico 7 y al grupo geométrico Cy,, €s conveniente analizar las propiedades de los
elementos U (a). Considerando los operadores R € Cy, que acttian sobre el espacio de funciones
del potencial, se conjuga U () con dichos elementos, es decir,

RU(@)R'=U(d) €T, (5.24)
en donde se cumple que
o = xBY(R)a (5.25)

y X(Bl)(R) es el caracter del elemento R correspondiente a la representacion By del grupo Cyy,.
Puesto que los elementos R € Cy, pertenecen al grupo completo de simetria G, y considerando
la expresion (5.24), se concluye que el subgrupo 7 es invariante, es decir, 7 < G. Este hecho, en
adicion a que la interseccién de T con Cy, es la identidad, permite expresar al grupo completo

como el producto semidirecto
G =T ACyp, (5.26)

o bien, como el desarrollo en clases laterales izquierdas

[Al
g = ZS)\ T, |N= g; sy € Cyy. (5.27)
= 7]

Lo anterior implica que todo elemento g € G se escriba como el producto de operadores

§=RU(a); RECh. (5.28)
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

Ahora que se cuenta con la estructura del grupo completo del potencial, siendo este el
producto semidirecto de un grupo continuo y el grupo discreto Cy,, €s conveniente generar sus
respectivas representaciones irreducibles. Lo anterior se hard mediante el proceso de induccién de
representaciones antes presentado. Como fue mencionado, dicho procedimiento consiste en generar
las representaciones irreducibles de cierto grupo a partir de las representaciones irreducibles de
un subgrupo. Por lo anterior, es conveniente generar las representaciones del grupo 7. Primero
consideremos el subespacio de representaciéon bidimensional

Lo = {[¥nins) s [¥nani) ni # na. (5.29)
La accién de los elementos del grupo 7 se puede escribir de la siguiente forma general
U (@) [¥nins) = D) [thnyny) (5.30)
en donde
Dkn) — gickn (5.31)
y

2
kn = Co(nf —n3), Go = 121 ! \/g (5.32)

Puesto que el estado [i,,n,) porta la representacion irreducible ky, del grupo T, se podran
etiquetar los estados propios de acuerdo a esta nueva etiqueta. Siguiendo esta idea se tiene la
siguiente relacion:

Ulw)

o Fn) > _ pDlkn)

nin2

¢§L’i’;)2> - (5.33)

Dado el subespacio invariante (5.29), y haciendo uso de la anterior definicion para ky, se tienen
los siguientes dos casos:

ki = knan CO( - ’I’L2) ko = kn2n1 = Co(n% - n%) = —k1. (5'34)

Con lo que la representacion matricial del subespacio bidimensional es diagonal, siendo esta

iak
D) () = (e . 2k2> . (5.35)

e

Por otra parte, respecto al espacio de representacién unidimensional £ = {Wy(ﬁ?))}, se tiene que
la representacion irreducible es Do) = 1, es decir,

U(a) [ufly)) = D

) =) (5.36)
en donde debe ser evidente que kg = 0.

Parte del procedimiento para efectuar la induccién consiste en encontrar el conjunto de
representaciones conjugadas no equivalentes, es decir, la 6rbita del subgrupo a partir del cual
se induce. Para definir dicho conjunto comencemos obteniendo la representaciéon conjugada de
forma general. Anteriormente se obtuvo la siguiente relacién para los elementos del grupo 7

RU(R=U(), o =axPI(R), (5.37)
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lo que implica que la representaciéon conjugada sea

ko DE () = D) (o). (5.38)
O escrito de diferente forma
p DE(a) = ¢@'Fn = eiox PV (R)kn _ ciakly DFa) (a), (5.39)
en donde se define
K. = kaxPY(R). (5.40)

Como fue mostrado, existen dos representaciones irreducibles para el subespacio bidimen-
sional, siendo estas k; y ko. Partiendo de que ky = k1, es claro que se cumple la siguiente relacién
para su representacion conjugada:

w DE(a) = D¥)(RU(a)R™) = D*)(a), VR € Cy. (5.41)

De la Tabla 5.1 de caracteres del grupo Cy,, se observa que X(Bl)(R) = {1,—1}, VR € Cyp.
Lo anterior implica que k] = {k1,k2}, es decir, existen dos representaciones conjugadas no
equivalentes. Dicho conjunto es llamado la 6rbita de la representacion ki del subgrupo 7T, lo
cual se representa como S(x, 7). En la ecuacion (5.41) se partié de la representacion k;. Si ahora
se parte de la representacion ko el resultado es igual, obteniéndose asi dos representaciones no
equivalentes. De la observacion previa se obtiene la relacion S(x,7) = S(x,7), por lo que se
puede escribir la 6rbita de forma general como

SwT) = {k, ka}. (5.42)

Para obtener la orbita (5.42) se deben efectuar |C4,| = 8 conjugaciones, lo que da origen a
una o6rbita de orden |S(;7)| = 2. Por lo anterior se infiere que existen 4 elementos R € C4, que
generan representaciones equivalentes. Dichos elementos forman el grupo Cs,. Ademés, al conjugar
con los elementos del grupo continuo 7, se obtienen representaciones iguales o equivalentes. Los
elementos que generan representaciones conjugadas equivalentes forman cierto grupo denominado
grupo pequeno, tal como se defini6 en (2.57). Dicho grupo, en términos del producto semidirecto
es

K&T) =T ACa. (5.43)

A pesar de que cada punta de la 6rbita (5.42) tiene asociado su grupo pequeno, estos son isomorfos,
por lo que basta con etiquetar dicho grupo con el elemento arbitrario k. Debido a que el grupo
pequenio es infinito, se debera definir el co-grupo pequeno X mediante la definiciéon del grupo
factor presentada en la seccion 2.1.5. Con esta idea el co-grupo pequerio es

K(.T)
T

en donde se indica que este es isomorfo al grupo finito Cs, y cuyos elementos son los elementos
representativos sy del siguiente desarrollo en clases laterales:

KT) = ~ Cay, (5.44)
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A
KGT) =Y _sxT;  sx€Ca (5.45)
A

Por otra parte, en la busqueda de trabajar con grupos finitos se tiene la siguiente relacién
para el grupo factor:

g
= = Cyy, A4
=~ Cy (5.46)

en donde se indica el isomorfismo con el grupo puntual Cy,, €l cual tiene el siguiente desarrollo en
términos de clases laterales:

Al

Cav
C4U = ZPACQU; ‘)“ = ‘ ! |
A

‘C2v|.

(5.47)

Este desarrollo implica que cualquier elemento g € Cy4,, podra ser escrito en términos del producto
g=prh; heCo. (5.48)
Adicionalmente, el desarrollo en clases laterales izquierdas en su forma explicita es
Cav = Cop + 03Cay, (5.49)
en donde se identificaron los elementos representativos como p1 = E y py = 0.

Ahora debera ser identificado un conjunto de funciones base que sea invariante bajo la
accion del grupo G. Para esto es conveniente observar la acciéon de los elementos representativos
del desarrollo (5.49) sobre el estado propio ‘1/)’“1 >, lo cual lleva a las siguientes dos relaciones:

ning
f |k k
E ‘@Z)nin2> = n1n2> ) (5503,)
sa .k k
4 nin2> = ’¢n§n1> - (5.50b)
Con lo que se identifica al conjunto {|¢f, ), |4F2 )} como un subespacio de representacion de G.

Este conjunto podra ser reescrito de forma compacta en términos de los elementos representativos
Py COMO {ﬁ,\|¢gn2>; A =1,2}. Una vez identificado dicho subespacio, podran ser obtenidas las
representaciones irreducibles de los elementos g € C4,. Lo anterior implica la siguiente relaciéon
para cada elemento del subespacio:

G |V, ) = Brha(g)

fiin2> i halg) € Cap (5.51)

En la ecuacién anterior se hizo uso de la notaciéon introducida en la seccién 2.4.1 para el
subelemento de g en Co, por py. Recordando, dichos subelementos se encuentran relacionados
con la representaciéon basal, la cual es necesaria para formar la representacion inducida. Por lo
anterior, cada uno de estos se presenta en la Tabla 5.2.
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Tabla 5.2: Subelementos h)(g) definidos en (5.51) mediante el desarrollo (5.47).

g DX prh b (g )
E E EFE E
C?; E agag 01‘2
Cy E o T lopd
fope E Eod o
ob E Eo? ab
lop E oqk E
og E 05Cs Cs
E lop lop E
Cy oy Eo? ob
C3 ol Eq? ol
o og agag ob
b
Top lop lopTop og
lop og EE E
ag lop EC, Cy

Ya se cuenta con todos los elementos necesarios para inducir las representaciones irreducibles
del grupo G. Puesto que para obtener representaciones irreducibles y completas es necesario inducir
a través del grupo pequerno, y puesto que este resultoé ser un grupo infinito se defini6 el co-grupo
pequeno K(;7T). El co-grupo pequenio es isomorfo a Ca,, y €l grupo factor G/T es isomorfo a Cyy,
lo que explica el porqué el desarrollo anterior se realiz6 haciendo uso de dichos grupos puntuales.

. kT L. . .
Puesto que los estados propios [¢n;n,) portan la I'-ésima representacion irreducible del co-grupo
pequeinio, la induccién podra ser escrita de la siguiente forma:

LG ="KGT) 1, (5.52)

es decir, mediante la representacion pequenia permitida. Ahora, se generaran las representaciones
(5.52). Para esto se debe considerar que el subespacio bidimensional (5.29) dio origen a la érbita
(5.42), cuyas puntas son {k1,k2 = —k1}, o simplemente {k, —k}. Cada una de estas puntas es
llamada un vector general del co-grupo pequeno isomorfo a Co,. Y ahora, si se considera el segundo
subespacio invariante, el cual es unidimensional, se tendré la representacion irreducible del grupo
dindmico j,7 . Esta representacion la portan los estados propios |¢,’§%>, generando asi una segunda
orbita S(x,T) = {ko = 0}. La representacion ko al ser invariante bajo todos los elementos del
grupo Cy, es llamado un punto especial. Los vectores asociados a la érbita S(,7) = {k, —k} y el
punto asociado a la orbita S(k,7) = {ko = 0} se representan en la Figura 5.2.

¢ o

k K, k

Fig. 5.2: Representaciones irreducibles del grupo 7 asociadas a distintos co-grupos. Dos co-grupos pequenos han sido
identificados: K(;T) esta asociado a un vector general k, mientras que K(x,7) al punto especial kg = 0.
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Sigamos entonces con la induccién de las representaciones irreducibles del grupo G. Como
ha sido expuesto en multiples ocasiones, la inducciéon se hara a través del co-grupo pequeno,
el cual es isomorfo a Cy,. El subespacio Lo = {Wﬁi};), |¢f§§£>} porta las representaciones del
co-grupo pequeno, y por tanto de Cy,. La definicion (2.46) indica que se debera contar con las
representaciones irreducibles del grupo mediante el cual se induce, siendo estas las representaciones
pequenas permitidas; por lo que obtengamos las representaciones de los generadores {Cy, 0%} del

co-grupo pequeiio Co,. Dichas representaciones del subespacio L5 son diagonales, siendo estas

B (_1)n1+n2 0 . an (_1)n2+1 0
A(CQ) - < 0 (_1)n1+n2 ’ A(U’U) - 0 (_1)n1+1 ’ (553>
las cuales se obtienen mediante la definicion (5.15) y la periodicidad de la funcion seno.

Las representaciones de los generadores deberan ser irreducibles, lo cual es evidente ya
que el grupo Cs, Unicamente cuenta con representaciones unidimensionales. Las representaciones
irreducibles contenidas en (5.53) son las siguientes:

pi o DW(Cy) = (—1ymtre DW () = (~1)™+; (5.54)

(%

v:  DW(Cy) = (—1)mtn2; DW(g8) = (—=1)m+L, (5.55)

v

Estas representaciones podran ser identificadas como representaciones irreducibles del grupo
puntual Co, haciendo uso de la Tabla 5.3 de caracteres de dicho grupo. Para obtener dichas
representaciones se consideran las posibles combinaciones de acuerdo a la paridad de los indices
n1 y ng. Este analisis se muestra en la Tabla 5.4.

Tabla 5.3: Tabla de caracteres del grupo Cay.

Cay E C, oy (x2) ov(yz)

Ay 1 1 1 1 z x2;y?; 22
As 1 1 —1 -1 R, Ty
By 1 -1 1 -1 z; Ry Tz
B> 1 -1 —1 1 y; Ry Yz

Tabla 5.4: Identificacion de las representaciones irreducibles del co-grupo pequeno Ca, de acuerdo a su paridad.

ny=2m-+1 ny = 2m ny =2m ny=2m-+1
ne =2n+1 ne = 2n ne =2n+1 ne = 2n
DWW (Cy) 1 1 —1 —1
DWW (g®) 1 -1 1 -1
Iz Ay Ay By By

Finalmente, obtengamos las representaciones irreducibles del grupo G, las cuales que-
dan determinadas al generar las representaciones matriciales de sus respectivos generadores
{U(a),Cy4,04}. De acuerdo a las relaciones (5.50), el espacio de representacion es {E|pkrry, GapFmy Y,
Comencemos por obtener la representacion de Cy:

) ) (5.56a)
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5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D

Cy [a—g

)| = Bt k) = (b [ | )], (5.56)

en donde se hizo uso de la Tabla 5.2 de subelementos para obtener las relaciones anteriores. Con
dichos elementos de matriz se obtiene la representacién matricial del generador Cy, es decir,

, (ot
D) = (Lage © o) (5.5)

Ahora, consideremos el siguiente generador, siendo este la reflexion ¢J. De la misma forma,
considerando el mismo subespacio de representaciéon y la Tabla 5.2 de subelementos se obtienen
los elementos de matriz

o4 [ B [wr)] = Bog|wh) = x0(B) (o5 ]wh)] (5.58)
55 [0 [p*)] = BE |ph) = x0(E) [E]w))] (5.58D)
con lo que se obtiene la siguiente representacion matricial para el generador oj:
(1)
#G) ay _ 0 X (E)
D%¥)(03) = (X(“)(E) 0 (5.59)

Resta obtener la representacion del generador U(«) asociado al grupo continuo 7. Con-
siderando el subespacio de representacion antes utilizado y la invarianza de T, se obtienen los
siguientes elementos de matriz:

00 [ [s##)] = BO) [y = o0 [ [ye)] = ook [B]y)] . (s.000
U(a) |55 |0h)| = 30(a/) |phn) = eox PPk (g lyh) | — emiok [ [k | (5.600)

los cuales generan la representaciéon matricial diagonal
DU () (egk e_gak) | (5.61)

Ahora que se cuenta con las representaciones inducidas del subespacio bidimensional,
restaré obtener las del espacio unidimensional £; = {wﬁ?{” }. Para este caso el co-grupo pequeno
serd Cqy ya que sus elementos dejan invariante al punto especial kg. Lo anterior implica que la
identidad E sea el tinico elemento representativo del desarrollo en clases laterales y genere asi,
la representacion basal. Ahora obtengamos las representaciones de los generadores del grupo G.
Estas son:

O [Blut)] = [Blokr)]. (5.62)
Cu|Bluf)] = (- [Bluke)] (5.63)
oo [B|wk)] = [Bluk)]. (5.64)
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Si consideramos la Tabla 5.1 de caracteres del grupo Cy,, se podran identificar los siguientes casos:

B B
n par D9 (cy) = —1; Dl D52y = 1, (5.65)
: (119) (2)9)
n impar D% 7 (Cy) = 1 Do 7 (0g) =1, (5.66)

o bien, escrito de forma general en términos de caracteres arbitrarios se obtienen las siguientes
representaciones irreducibles:

D% (a) = 1; (5.67a)
D% () = W (Cy):; (5.67Db)
D% (0g) = X (09), (5.67c)

siendo todas ellas unidimensionales.

Ya que se cuenta con las representaciones irreducibles de los generadores del grupo completo
del potencial cuadrado bidimensional de altura infinita, sera posible llevar a cabo el anélisis de los
estados que porten las nuevas representaciones inducidas. Recordando, existe cierta degeneracién
accidental sistematica que no puede ser explicada en términos del grupo geométrico Cyy. En la
seccion 2.2.3 se remarcod que el proceso de subduccién consiste en restringir cierta representaciéon
de un grupo G a los elementos de un subgrupo H. Dicha restriccion se encuentra intimamente
relacionada al rompimiento de una simetria en el sistema. Para estudiar de manera formal el
rompimiento de simetria que acontece al pasar de un potencial de altura infinita a uno de altura
finita es posible llevar a cabo la subduccion z G | C4y, lo cual se muestra en la Tabla 5.5. Es ahora
evidente que las parejas de estados {A1, B1} y {Aq2, Bo} presentan una degeneracion natural en
términos del grupo semidirecto G. Solo cuando el potencial sea finito y el grupo completo sea Cy,
dichos estados no se encontraran degenerados. Esta tltima idea sera tratada haciendo uso de las
aproximaciones ADVR en la siguiente seccion, permitiendo asi, un estudio més completo.

Tabla 5.5: Subduccién 4G | Cay.

Cav E Cy, CZ’ CZ 0’3 ’ Ug Ug ’ 0'3 Zg 4 Cao
A
ko 9) 1 1 1 1 1 A,
B
Yo 9) 1 1 1 1 1 By
) 2 0 2 2 0 A @ B
(220)
Xk 2 0 2 —2 0 As ® By
(x19)
Y p 0 —9 0 E
V29 2 0 ) 0 E

5.1.3. Analisis de las soluciones ADVR

En esta seccién se analizara el rompimiento de la simetria en el pozo de potencial cuadrado
haciendo uso de los métodos ADVR. Tal como se efectud en el caso unidimensional, sera conveniente
validar dichas aproximaciones estableciendo la soluciéon de un potencial particular. Como fue
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previamente demostrado, los métodos HO-DVR y PT-DVR resultan los méas adecuados para este
tipo de sistemas, por lo que tnicamente se hara uso de dichas aproximaciones. Consideremos
una particula de masa p = 1.6726219 x 10727 kg sujeta a un pozo de potencial cuadrado
bidimensional con L =4 A y Vi = 10® cm?, tal como es esquematizado en la Figura 3.3. De
forma anéaloga al pozo de potencial 1D, hacer uso de los métodos HO-DVR y PT-DVR implicara
ajustar los pardmetros w y «, respectivamente. En la Tabla 5.6 se muestra dicho ajuste, asi como
los resultados obtenidos para las energias del potencial. El criterio para seleccionar una dimension
de la base N? adecuada fue obtener un error porcentual menor al 1% en los 10 estados analizados.
La eleccion de dichas dimensiones se aclarard mas adelante una vez que se presente el anélisis
del RMS para ambas aproximaciones. Respecto a los resultados, ambos métodos generan una
descripcién similar del sistema, aunque el método HO-DVR, posee una ligera ventaja, ya que el
error porcentual tiende a ser menor, asi como la dimension de la base requerida. Cabe mencionar
que dichos calculos se efectuaron con una base de producto directo, tal como fue presentado en la
seccion 1.5.1, siendo este el motivo de la notacion empleada para N2. Ademés, haciendo uso del
método de funciones propias se logré obtener una base adaptada por simetria, simplificando de
esta forma el calculo y logrando etiquetar cada estado con su respectiva representacion irreducible.

Tabla 5.6: Descripcion del pozo de potencial cuadrado 2D con altura infinita con dos métodos ADVR: HO-DVR y
PT-DVR. Los parametros del potencial son Vp = 108 cm™, L = 4 A y = 1.6726219 x 10~27 kg. Los parametros
ajustados para los métodos ADVR son w = 2.0 x 10'3 cm™! para HO-DVR y o = 4.5 x 10° m'! para PT-DVR. E.
corresponde a las energias calculadas en cm™! mediante el método correspondiente. La dimensién de la base utilizada
N? se muestra en la parte superior de la tabla para cada uno de los métodos.

HO-DVR PT-DVR
N2 = 2704 N? = 3600
R.I. (ni,n2) Exacta (cm™!) E. % Error E. % Error
Aq (1,1) 20.65 20.62 0.14 20.64 0.04
E (2,1) 51.62 51.57 0.10 51.48 0.27
B (2,2) 82.59 82.49 0.12 82.32 0.33
Ay (3,1) 103.24 103.25 0.01 103.20 0.04
B (3,1) 103.24 103.25 0.01 103.20 0.04
E (3,2) 134.22 134.17 0.03 134.04 0.13
E (4,1) 175.51 175.29 0.13 175.94 0.24
Ay (3,3) 185.84 186.85 0.54 185.77 0.04
Ao (4,2) 206.48 206.21 0.13 205.78 0.34
By (4,2) 206.48 206.21 0.13 205.78 0.34

Generar una descripcion adecuada del espectro de energias no basta para describir por
completo un sistema. Las funciones de onda asociadas a los estados mostrados en la Tabla
5.6 deberan ser evaluadas. Con este fin, los vectores propios resultantes han sido proyectados
a la representacion de la coordenada, lo que permite obtener las funciones de onda de forma
grafica. Puesto que se hizo uso de una base adaptada por simetria, cada estado propio \w£’7> del
Hamiltoniano (1.90) serd una combinacion lineal de la base adaptada (1.89), es decir,

EET) =D Vi |40l ) (5.68)
q

Al proyectar a la representacion de la coordenada, las funciones de onda adquieren la siguiente
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formas:
ve (@) = (aylpn ) =Y <wy‘q¢(f)> : (5.69)
q
en donde se cumple que
(a9]a@") = 37 Sucnyiar Y. () n, (9) (5.70)
N, My

la cual es anédlogo a (1.89) y en donde 9y, (2) y ¥n,(y) es la base de funciones seleccionada,
tal como la de oscilador armoénico. Adicionalmente, Sy, p,.qry son los elementos de la matriz S
obtenida mediante el método de funciones propias y que permite obtener la base adaptada por
simetria.

El conjunto de funciones de onda seleccionadas se observa en la Figura 5.3. Estas funciones
se encuentran etiquetadas con las representaciones irreducibles del grupo C4,, aunque como
fue demostrado previamente, existe cierta correspondencia entre dichas representaciones y las
del grupo completo de simetria G. Dicha correspondencia se encuentra en la subduccién de la
Tabla 5.5. Los distintos tipos de degeneracién son ilustrados en las funciones de onda. El primer
renglon (a) muestra la pareja de estados con degeneracion accidental sistematica A; @ B;. Dicha
degeneracion es tnicamente accidental en términos del grupo Cy4y, aunque en términos del grupo
G dichos estados portan la representacion bidimensional flg , que da cuenta de una degeneracion
natural. El segundo rengléon (b) posee una pareja de estados con degeneracion natural. Estos
portan la representacion bidimensional E con componentes A’ y A”, respectivamente. Ademas,
es evidente que una rotacién Cj conecta ambos estados, lo cual explica que la degeneraciéon
sea natural con respecto a Cy,. Posteriormente, el tercer renglon (c) corresponde a la pareja de
estados con degeneracion accidental sistematica As @ Bs. Al igual que en el primer renglén, esta
degeneracion se torna natural en términos del nuevo grupo G, puesto que portan la representacion
bidimensional fQQ . Por ltimo, en el cuarto renglon (d) se observa uno de los estados totalmente
simétricos. Este no posee degeneraciéon alguna y porta la representaciéon unidimensional ?01(] del
nuevo grupo. Por otra parte, y con el fin de evaluar las aproximaciones ADVR utilizadas en
términos de las funciones de onda se compararon las funciones calculadas con las funciones de onda
exactas de un pozo de potencial infinito. Esta comparacion se efectud a través del valor absoluto
de la diferencia entre ambas funciones, lo cual se muestra de forma grafica en la Figura 5.4. Este
anéalisis muestra de forma clara que el error en las funciones de onda generadas mediante PT-DVR
es en la mayoria de los casos mucho menor. Lo anterior es evidencia de que la aproximacion
PT-DVR es una mejor alternativa para el calculo de las funciones de onda con la dimensién de la
base utilizada.

7



5.1 Pozo de potencial cuadrado 2D
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Fig. 5.3: Funciones de onda adaptadas por simetria de una particula sujeta a un potencial cuadrado en 2D. Los
métodos HO-DVR y PT-DVR generan la misma calidad de funciones al graficarlas a este nivel de resolucion y utilizando
los parametros mostrados en la Tabla 5.6. Las funciones estdn agrupadas de acuerdo con (a) su degeneraciéon accidental
con representaciones irreducibles (A1, B1), (b) degeneracion natural con componentes (E 4/, E41/), (c) degeneracion
accidental con representaciones (A2, B2) y (d) estado totalmente simétrico.
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R.I. HO -DVR PT-DVR
N?%=2704 N2 =3600
2R I r . 2K g r - -
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125 il 125
1.00 1.00
= o =<
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025 0.25
0 0
-2 N L I
-2 -1 0 2
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08
2 2 ©0.003
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Fig. 5.4: Valor absoluto de la diferencia entre la funcién de onda exacta y la calculada del pozo cuadrado. Las
diferencias muestran que la aproximacién PT-DVR es méas apropiada para describir este sistema. Las respectivas
dimensiones de la base utilizadas para el calculo de cada funcién se muestran en la parte superior y son las mismas que
se emplearon para el calculo mostrado en la Tabla 5.6.
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Como ya fue mencionado, parte de este proyecto involucra evaluar la calidad de las
aproximaciones ADVR para el estudio de potenciales escalonados. Con este fin, serd conveniente
revisar la convergencia de las dos aproximaciones empleadas para el anélisis del pozo de potencial
cuadrado en 2D. La convergencia fue evaluada observando la dependencia del RMS en las energias
calculadas con respecto a la dimension de la base N. En los recuadros superiores de la Figura 5.5
se representa de manera grafica dicha dependencia. La caracteristica que mas resalta es el patron
de ambas graficas: Tanto para el método HO-DVR como para el PT-DVR se presenta un patron
oscilatorio, aunque para el método PT-DVR este tiende a ser més regular. En ambos casos es
claro que existen distintas dimensiones N que permiten minimizar el RMS en las energias y por
tanto, alcanzar un error minimo. Ahora, con el fin de complementar este anélisis conviene recordar
la idea central de los métodos DVR, siendo esta es la discretizacion. Este concepto sugiere que la
funcion asociada a la energia potencial, es decir, V(x,y), sera evaluada en un conjunto discreto de
puntos, siendo estos los valores propios de la representaciéon matricial de la coordenada. El nimero
total de puntos {z;,y;} serd N 2. Del total de puntos, habra una cantidad que nombraremos Ny,
que caen dentro del pozo de potencial, es decir, cuando la funcion V(z,y) = 0. Con la anterior
idea es posible definir la siguiente relacion:

N.

~ 100, (5.71)

% P =

es decir, el porcentaje de puntos DVR que caen dentro del pozo. En los paneles inferiores de
la Figura 5.5 se muestra la relacion hallada entre el porcentaje de puntos % P y el RMS. La
existencia de un minimo o maximo en el porcentaje de puntos dentro del potencial corresponde a
un minimo o maximo, respectivamente, en el RMS. Dicha observacién permitira seleccionar la
dimensiéon N adecuada para efectuar el calculo, ya que el porcentaje de puntos puede ser calculado
sin la necesidad de diagonalizar la representaciéon matricial de la coordenada, sino tinicamente
obteniendo las raices de los polinomios asociados a cada base. Esta tltima idea es discutida por
Rodriguez-Arcos et. al. [37].

Con respecto al rompimiento de la simetria que se quiere analizar, es adecuado mostrar la
influencia de la altura Vj del potencial en el espectro de energias. Para esto, en la Figura 5.6 se
presenta un diagrama de correlaciéon como funciéon de Vj para ciertos estados. Con relacién a los
niveles con degeneracion accidental sistemética (A, B1) y (Ag, B2), se espera que se presente un
desdoblamiento en estos al disminuir la altura V4. Lo anterior se predice, ya que como sugiere
la subducciéon G | Cyy en la Tabla 5.5, cuando Vj toma un valor finito, el grupo de simetria es
C4yp. Con el fin de estudiar este desdoblamiento, en la Figura 5.7 se presenta un acercamiento del
diagrama de correlacién antes expuesto. Para examinar con mayor detalle el desdoblamiento, se
introduce el parametro (:

(=

2 < FE1 — E5 )
—arctan
s

(E1 + Ey)/2

el cual toma el valor ( = 0 cuando existe una degeneraciéon total, mientras que tiende al limite
¢ — 1 mientras el desdoblamiento aumenta. Con este parametro se observa que el par de estados
{|¢£f}, |¢fi>} comienza a separarse alrededor de F = 350 cm™!, mientras que {|¢§4j>, |¢3Bj>} en
una energia £ = 250 cm™!. Por tltimo, cabe aclarar que a pesar de que V) deja de ser finita, atn
se logra observar degeneracion en los niveles antes mencionados. Este acontecimiento es muestra
de la transicién de una degeneracién accidental sistemética, a una dnicamente accidental; ya que
esto solo sucede en ciertas parejas de estados, mas no en todo el espectro.

: (5.72)
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Fig. 5.5: Media cuadratica (RMS) como funcién de la dimension de la base N para las aproximaciones HO-DVR
y PT-DVR para el pozo de potencial cuadrado 2D. En los paneles superiores la linea roja corresponde al promedio
tomando del RMS obtenido tomando siete puntos a cada lado. Ademaés, la dimensiéon N2 que genera los resultados de
la Tabla 5.6 fue senalada. Por otra parte, en los paneles inferiores se muestran acercamientos de las graficas globales
del RMS, en donde se efectua el analisis correspondiente al porcentaje de puntos definido en la ecuacion (5.71). La
lineas punteadas senalan la relaciéon entre el minimo en el RMS y el porcentaje de puntos.
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Fig. 5.6: Diagrama de correlacion de los niveles de energia como funcién de la altura V del potencial cuadrado. Los

parametros de calculo y la dimensién N2 utilizados son los presentados en la Tabla 5.6.
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D
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Fig. 5.7: (a) Acercamiento a los niveles (A1, B1) y (A2, B2) del diagrama de correlacion en la Figura 5.6. (b) El
parametro (¢, en conjunto con el desdoblamiento energético en los estados con degeneracién accidental muestran el
fenémeno de rompimiento de la simetria del potencial de pozo cuadrado 2D.

5.2. Pozo de potencial rectangular 2D

El pozo de potencial rectangular, tal como fue descrito en la seccién 3.2.2 es un caso similar
al cuadrado. Lo anterior debido a que el grupo de simetria Co, no logra explicar la degeneracion
en el espectro energético, por lo que se identifica una degeneraciéon accidental sisteméatica. Tal
como fue discutido previamente, y con base en las ideas presentadas por Lemus et. al [13], la
identificacion de un grupo completo de simetria para este caso se torna mucho més complicada, ya
que no es posible proponer un operador diferencial adecuado que conecte los estados degenerados
(Az, By) que se muestran el la Figura 3.6, y por tanto, generar un grupo dinamico con base en
este. Con esta idea, el proceso de identificacién de un grupo semidirecto, asi como la inducciéon de
sus respectivas representaciones no se hara en este trabajo, sino se que analizaré la posibilidad
de conectar los estados antes mencionados mediante una reflexion. Primero, para analizar el
sistema rectangular se obtendra una base adaptada por simetria con el fin de simplificar la base
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

de producto directo e identificar las representaciones irreducibles asociadas al grupo Cs, para
cada estado. Una vez que se cuente con esta base, se procedera a establecer la solucion ADVR,
y con esto, analizar la degeneracién del sistema, as{ como dos casos en los que se presenta un
rompimiento de la simetria: uno asociado a la altura V[, del potencial, y otro asociado a su
conmensurabilidad, es decir, la razén entre el largo y ancho del pozo.

5.2.1. Base adaptada por simetria

El siguiente procedimiento seré efectuado con el método de funciones propias previamente
utilizado, esto con el fin de adaptar la base de funciones (3.23). Recordando, este método consiste
en diagonalizar un CCOC. Puesto que el grupo de simetria del potencial es Co,, tal como se muestra
en la Figura 5.8, y este inicamente cuenta con representaciones irreducibles unidimensionales,
bastaré con utilizar el CCOC-I, o bien, C;. La definicién de este operador con base en las clases
del grupo Co, es

Cr = 3K, + K3, (5.73)
o bien, en términos de sus elementos
Cr = 3Cy + 6% (5.74)
La diagonalizacion del operador (5.74)
Cr ‘\IJ(F)> = ur ‘\11<F>> (5.75)

asignard una etiqueta de acuerdo a la representacion irreducible del grupo geométrico Ca,, mediante
la obtencién de los valores propios ur asociados a la I'-ésima representacion irreducible.

Y

A

b

Oy

Fig. 5.8: Elementos de simetria del potencial rectangular en 2D. El origen se encuentra en el centro del potencial.

Con el fin de obtener los valores propios del operador C; es necesario establecer el efecto
de los operadores (5.75) sobre la base cartesiana, siendo esta

Co|z) =

Cile) =|-2),  6%l) = |54e) = |a) (5.762)
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

Coly) = |Cily) = |-}, o2ly) = I6%) = I-y). (5.76b)

Para los elementos que forman C7 se tienen los siguientes elementos de matriz:
(n;n;|é’2|nwny> = /4dxdy da' dy’ (n;n;uy)(xy|ég|x'y'><w'y'|nxny>
- / dady da'dy’ (w,n)ay) (wy] — o, —y) @'y Ineny)

= /da:dy dz'dy' (g |zy) (2'y' [nany) 6(x" + 2)6(y' + y)

// dxdy (n |xy>< s —Ylnany)

nz—&-ny& !N 6n§cny; (577)

(nyny |Gy ngny) = /d:ndy dx'dy’ (niny|zy) (zylog|a'y) (@'y [nany)
4
- A dady da'dy’ (nnloy) @yl —y'Ya'y Inny)

- / dady do'dy’ (! |ey) (o'y |neny) 8(z' — 2)8( + 1)

= // dxdy (n ;Ixy><93, —y|ngny)
Ny

En donde se hizo uso de las funciones propias de oscilador armonico (1.2) a manera de ejemplo.
Ahora, con las ecuaciones (5.77) y (5.78) es posible obtener la representacion de C7, siendo esta

(n'xn;]él|n$ny> = [3(_1)nz+ny + (—1)”7’] 5”5,"966”&"%' (5.79)

A pesar de que la dimension de la base a utilizar es N2, y por tanto, el operador C tendra
la misma dimension, este posee la ventaja de ser totalmente diagonal, por lo que sus valores
propios ur estardn dados en la misma representacion. A manera de ejemplo, si se utiliza una
dimension de la base N = 4, se generara una representacion de dimension N? = 16, la cual se
descompone en la siguiente suma directa de subespacios invariantes:

L6 =L o L2 B g P2 (5.80)

aunque como ya se comentod, todos estos son diagonales, lo que simplifica en gran medida la tarea
computacional. Finalmente, tal como se discutié al momento de obtener la base adaptada del
potencial cuadrado, la misma diagonalizacién de o} generara la matriz de cambio de base S que
permite obtener el Hamiltoniano diagonal en bloques (5.14), y por tanto, la base adaptada por
simetria.
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

5.2.2. Analisis de las soluciones ADVR

Con el fin de estudiar la degeneracion accidental sistematica y los rompimientos de la
simetria en el pozo de potencial rectangular, se hizo uso de los métodos ADVR y de una
base de producto directo adaptada por simetria. Primero, para determinar la capacidad de las
aproximaciones ADVR para establecer la solucién de un potencial rectangular en 2D, se estudiara
un caso simple. Se considera una particula de masa pu = 1.6726219 x 10727 kg sujeta al pozo
de potencial representado en la Figura 5.8, con altura V5 = 108 cm™, L1 = 2 A y Lo =4 A La
solucion mediante los métodos ADVR, implica ajustar los pardmetros w y a para el HO-DVR y
PT-DVR, respectivamente. Dado que los limites L; y Lo son distintos, sera posible ajustar un
parametro w, asociado a la base del eje cartesiano z y un pardmetro w, asociado a la base del eje
cartesiano y. Dichos parametros pueden tomar valores distintos, aplicando de manera anéloga para
o Y . Siguiendo dicho esquema, se obtuvo el espectro de energias del potencial antes descrito.
Los resultados se muestran en la Tabla 5.7, en donde se utilizé la dimension N? que generara
un error porcentual menor al 1%. Ademas, el criterio antes expuesto que relaciona % P con los
minimos en el RMS fue utilizado para dicha eleccién. Para HO-DVR se utiliz6 N = 97, mientras
que para PT-DVR se utiliz6 N = 73. Mediante la anterior observacion, y considerando la mejor
descripcion energética de los estados degenerados, para el potencial rectangular la aproximacion
PT-DVR genera mejores resultados con una dimensioén de la base menor. El analisis del RMS
y de % P se muestra en la Figura 5.9. Es evidente un comportamiento oscilatorio, similar al
identificado en el potencial cuadrado. Finalmente, se comprueba de nuevo la relacion existente
entre el porcentaje de puntos que se encuentran dentro del pozo y los minimos en el RMS.

Tabla 5.7: Descripcién del pozo de potencial rectangular 2D con altura infinita con dos métodos ADVR: HO-DVR y
PT-DVR. Los parametros del potencial son Vg = 10% cm™, L1 = 2 A, Lo=4 4 y = 16726219 x 1027 kg. Los
parametros ajustados para los métodos ADVR son wy = 2.0 x 1013 ecm™ y wy = 4.0 x 10'3 cm™! para HO-DVR y
oz =9.0x109mly oy =4.5 % 10° m! para PT-DVR. E. corresponde a las energias calculadas en cm™! mediante el
método correspondiente. La dimension de la base utilizada N2 se muestra en la parte superior de la tabla para cada
uno de los métodos.

HO-DVR PT-DVR

N2 = 5329 N2 = 3600
R.I. (ni,n2) Exacta (cm™1) E. % Error E. % Error
Ay (1,1) 51.62 51.18 0.85 51.60 0.04
By (1,2) 82.59 82.11 0.58 82.44 0.19
Ay (1,3) 134.22 133.60 0.46 134.16 0.04
B (2,1) 175.51 173.99 0.87 174.96 0.31
By (1,4) 206.49 205.82 0.32 205.90 0.28
Ay (2,2) 206.49 204.92 0.76 205.80 0.33
B (2,3) 258.11 256.40 0.66 257.52 0.23
Ay (1,5) 299.40 298.43 0.32 299.30 0.03
Ay (2,4) 330.38 328.63 0.53 329.25 0.34
Ay (3,1) 382.00 378.19 1.00 381.85 0.04
By (1,6) 413.00 409.12 0.94 411.56 0.34
B, (3,2) 413.00 412.01 0.24 412.69 0.07
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Fig. 5.9: Media cuadratica (RMS) como funcién de la dimension de la base N para las aproximaciones HO-DVR y
PT-DVR para el pozo de potencial rectangular 2D. En los paneles superiores la linea roja corresponde al promedio
tomando del RMS obtenido tomando siete puntos a cada lado. Ademas, la dimensién N2 que genera los resultados de
la Tabla 5.7 fue senalada. Por otra parte, en los paneles inferiores se muestran acercamientos de las graficas globales
del RMS, en donde se efectua el anilisis correspondiente al porcentaje de puntos definido en la ecuacion (5.71). La
lineas punteadas senalan la relaciéon entre el minimo en el RMS y el porcentaje de puntos.

Ahora que se demostro la validez de las aproximaciones ADVR, para reproducir el espectro
energético, queda mostrar que las funciones de onda obtenidas también son apropiadas. Con este
fin, se proyectaron a la representacién de la coordenada los vectores propios de la diagonalizacién
del Hamiltoniano obtenido. En la Figura 5.10 se muestran las funciones de onda adaptadas por
simetria que se generan con el método PT-DVR para el potencial descrito en la Tabla 5.7. Se
seleccionaron las funciones de los estados degenerados {|¢'fi>, |<I>’247§>} y {|<I)fé), |¢'£§>} Cabe
mencionar que estas funciones, a pesar de haber sido obtenidos a través de una base adaptada
por simetria, coinciden por completo con la solucién analitica del potencial dada en la ecuacién
(3.23). Observando dichas funciones es evidente que ningin elemento del grupo Cs, conecta dichos
estados, contrario a lo observado en los estados con degeneracién natural del potencial cuadrado.
En adicién, en la Figura 5.11 se representa de forma gréfica el error asociado a las funciones
de onda de los estados {|<I>f 3 |<I>2A7 3)}. Con lo anterior se demuestra que la base del producto
directo ADVR es apropiada para reproducir las funciones de onda, tanto con HO-DVR como con
PT-DVR, aunque no es posible determinar cuél aproximacién sera mejor.
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

Por otro lado, para establecer una conexién entre los estados con degeneracién accidental
habra que identificar un nuevo operador que permita obtener el grupo de simetria. Retomando las
ideas presentadas por Lemus et. al. [13], la conexion de los estados degenerados (Ba, Bs) estara
dada por el operador diferencial

sy L[5 09* 97

en donde se indica que dicho operador portara la representacién totalmente simétrica del grupo
Cay. Esto se puede comprobar efectuando el producto tensorial de los caracteres del grupo Ca,
presentados en la Tabla 5.3, con lo que se obtiene que By € A1 ® By. Ademés, dicho operador
conservara las condiciones de frontera del potencial, por lo que es una propuesta valida, tal
como en el caso cuadrado. Con respecto a los estados degenerados (Bz, A2), a pesar de que se
cumple que As € B ® B, no existe una combinacion de los armonicos cartesianos que portan la
representacion By que conserven las condiciones de frontera del potencial. Lo anterior implica
que no se podra considerar un operador diferencial FB para explicar la simetria dindmica del
potencial, y por tanto, conectar los estados antes mencionados. Como alternativa, Lemus et. al.
[13] proponen la reflexion o para conectar los estados (Ba, A2). En este trabajo, haciendo uso de
las funciones generadas mediante las aproximaciones ADVR se complementa esta idea mediante
la representacion grafica de la accion del operador 6§ sobre los estados degenerados, lo cual se
observa en la Figura 5.12. La anterior propuesta implicara contar con condiciones periédicas en
la frontera del potencial.

y (&)
y (&)
(=3
y (&)
(=3
y (&)
(=3

B e ——————— B e ———— e
10 05 00 05 10 10 05 00 05 10 10 05 00 05 10
X (A) X (A) X (A)

Fig. 5.10: Funciones de onda de los estados degenerados y calculadas con el método PT-DVR, N = 60 y asociadas a
una particula sujeta al pozo de potencial rectangular descrito en la Tabla 5.7.
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R.I. HO - DVR PT-DVR
N? =5329
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—r0.000
—0.010
—r0.007
—0.008
= - =
Dy 4(Bo)| = -
1,4\L2 0.005 0.006
0.004
0.003
0.002
0.001

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x (A)
oF T , , T
Diferencia absoluta Diferencia absoluta
1
—10.012
0.006
—10.010
< —0.008 =
D o(Ag)| * -
s 0.004
0.006
0.004
-1 0.002
0.002
-2 L L L L L il 4
-Lo -05 0.0 0.5 10 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x (A x (&)

Fig. 5.11: Valor absoluto de la diferencia entre la funciéon de onda exacta y la calculada del pozo rectangular. Las
zonas mas claras implican un mayor error en la funcién. Las respectivas dimensiones de la base utilizadas para el

céalculo de cada funcién se muestran en la parte superior y son las mismas que se emplearon para el calculo mostrado
en la Tabla 5.7.
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

A pesar de que se lograron identificar los operadores F(An) y 6§ que conectan los estados
degenerados (Bg, B2) v (B2, A2), respectivamente; atn no es evidente la manera en la que se
pueda generar un nuevo grupo que explique la aparente simetria dindmica y que en conjunto con
Cyy forme el grupo completo del potencial. No obstante, las aproximaciones ADVR permitiran
elucidar mas cuestiones relacionadas a la degeneraciéon accidental en este sistema, tal como el
rompimiento de simetria al pasar de una altura V| infinita a una finita, o bien, el cambio en la
razéon Lo/ L1, es decir, la conmensurabilidad del potencial.

617) |655)

v (A)

-0 -05 00 05 10 -0 <05 00 05 10

T(A) T
Fig. 5.12: Acci6n de la reflexion o (cuyo elemento de simetria es representado con la linea roja) sobre las funciones
propias con degeneraciéon accidental sistematica del potencial rectangular. En la columna derecha se muestran traslapadas
la funcién de onda original y la resultante. Se observa que es posible conectar ambos estados, aunque el espacio debe
ser extendido mediante cierta condiciéon periddica.
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

Ahora que se estableci6 la validez de las aproximaciones ADVR para el estudio del potencial
rectangular, y que ademas se hallaron los parametros w y a adecuados para minimizar el error,
pasemos al estudio del rompimiento de la simetria. Tal como en el caso cuadrado, el potencial
rectangular adquiere una simetria dinamica cuando Vi ~ oo. Si Vj toma un valor finito la simetria
pasaré a ser totalmente geométrica y estara dada por el grupo Cs,. Para mostrar lo anterior, se
deberé primero demostrar que existe cierta dependencia en la energia de los estados ligados del pozo
de potencial con su respectiva altura. En la Figura 5.13 se observa un diagrama de correlacién que
muestra la dependencia en la energia de cada estado con su respectiva representaciéon irreducible
y como funcién de V. Una vez establecida dicha idea, enfoquémonos en los estados degenerados
(B2, A2) v (B2, B2). En el renglon (a) de la Figura 5.14 se muestra un acercamiento hacia los
niveles con degeneracion accidental sistematica. En dichas graficas se observa que al disminuir la
altura V{y del pozo, los estados previamente degenerados adquieren distintos valores de energia,
lo que implica la perdida de la simetria dindmica del potencial. Por otra parte, y con el fin de
completar este anélisis se hara uso del pardmetro ( que mide la separaciéon relativa entre las
parejas de estados degenerados, y que fue definido en la ecuacion (5.72). En el renglon (b) de la
Figura 5.14 se observa que los estados {|¢ﬁ 20, |¢§4§>} y {|¢f &), |¢§ 2)} comienzan a desdoblarse
en una energia cercana 25 000 cm™
(B3, By) con respecto a (Ba, As).

, aunque un mayor desdoblamiento caracteriza a los estados

600_ T T T T
__ 500f
T i
= 400f Ay
O [
& 300f A,
0 [
€ 200}
= [ ° B]
= :
100}
L L] BQ
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
200 400 600 800 1000
Vo (Cm_l)

Fig. 5.13: Diagrama de correlacién de los niveles de energia como funcién de la altura Vg del potencial rectangular.
Los parametros de célculo y la dimensién N? utilizados son los presentados en la Tabla 5.7.

Por ltimo, y con respecto al potencial rectangular se estudiara la dependencia de la
degeneracion accidental sistemética con la conmensurabilidad del potencial, es decir, la razén
Lo/ Lq. Lo anterior permitira estudiar pozos de potencial con una razon distinta a Lo/Lq = 2.
Con el anterior fin, se define el siguiente parametro:

7 =10.5,4]; (5.82)

en donde se indica que se utilizard un intervalo continuo en el que se variara la razon Lo/L; del
potencial. Recordando la definicién de un potencial conmensurable, los tinicos casos del intervalo
propuesto en (5.82) que son conmensurables son 7 = {1,2,3,4}. En la Figura 5.15 se muestra un
diagrama de correlacion en los niveles de energia como funcién de 7. El etiquetado de acuerdo a
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5.2 Pozo de potencial rectangular 2D

la representacion irreducible que portan los estados se efectué en términos del grupo Cs,. Esta
observacion es relevante ya que para 7 = 1 se tiene el caso cuadrado, ya que L1 = Lo, lo que implica
que el grupo geométrico es Cyy. Considerando esté situacion, es posible ejemplificar la utilidad
de la subduccién en el analisis de sistemas en los que la simetria toma un papel relevante. Para
7 =1, en la Figura 5.15 se indica que los estados (B, B2) y (A1, A1) se encuentran degenerados,
siendo que estos se subducen de los estados F'y (Aj, By), respectivamente, tal como se muestra
en la Tabla 5.8. Ademas, recordando, estos los estados con degeneracion natural y accidental
sistemética del potencial cuadrado, respectivamente. Para 7 = 2 se tienen los estados (Ba, A2) y
(B2, Bs), siendo estos los que se han analizado a lo largo de esta seccion. Después, para 7 = 3 se
tendra la degeneracion accidental sistematica

B B B B
{loPar ot} {lofh, o3}, (5.83)
Y por dltimo, para 7 = 4 se presenta la degeneracién
A B B A
{lotof1}. {1of). 001} (5.84)

la cual no es evidente en el diagrama de correlacién ya que no se buscé la convergencia en este
calculo, pues se tendrfa la tarea de hallar los parametros «v y la dimension N? apropiada para este
potencial. No obstante, este diagrama es una muestra clara del rompimiento de la simetria que
ocurre cuando se pasa de un caso conmensurable, a un potencial rectangular que posee una razén
Ls/Ly que no es un namero entero. A pesar de la anterior observacion, los casos no conmensurables
presentan estados degenerados, aunque quedara la tarea de identificar si la degeneracién accidental
es sistematica. Este analisis es de utilidad para identificar la degeneraciéon en los casos en los
que Ly/L; no sea un numero entero, y por tanto, estudiar si la conmensurabilidad aporta una
simetria al sistema.

Tabla 5.8: Subduccion Cy, | Coy.

Cay E C> ab oy Cav 4 C2y
Ay 1 1 1 1 Ay
As 1 1 -1 -1 Ao
B, 1 1 1 1 Aq
By 1 1 -1 -1 Ao
E 2 —2 0 0 B1® By
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Fig. 5.14: (a) Acercamiento a los niveles (Bg, A2) y (B2, B2) del diagrama de correlacién en la Figura 5.13. (b) El
parametro ¢, en conjunto con el desdoblamiento energético en los estados con degeneracién accidental muestran el
fenémeno de rompimiento de la simetria del potencial de pozo rectangular 2D.

Fig. 5.15: Diagrama de correlacion de los niveles de energia de un potencial con Vp = 10 cm!
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parametro 7 definido en (5.82). La aproximacién utilizada fue PT-DVR con los mismos parametros que en la Tabla 5.7.
Los estados degenerados se indican con circulos. Para 7 = 4, a pesar de haber identificado la degeneracién de forma
exacta, esta no es evidente bajo las aproximaciones ADVR por falta de convergencia. La lineas verticales indican los
casos conmensurables.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se propuso estudiar distintos potenciales escalonados haciendo uso de
los métodos algebraicos de representacion por variable discreta. Se comenz6 introduciendo las
aproximaciones ADVR, asi como los conceptos de teoria de grupos necesarios para generar una
base adaptada por simetria e inducir representaciones irreducibles. Primero se estudio el problema
més simple en el que se presenta un potencial escalén: una particula sujeta a un pozo de potencial
en 1D. Se demostro a través del error porcentual en las energias calculadas, asi como en las
funciones de onda que el mejor método para estudiar estas aproximaciones es PT-DVR, aunque
HO-DVR también logra generar buenos resultados. Por el contrario, la aproximacion U(2)-UGA
no logra describir de forma correcta el espectro energético. La anterior observacion se explico
en términos de la localizacion de la base discreta. Mientras que PT-DVR y HO-DVR generan
una base localizada en los ceros de los respectivos polinomios, la base generada a través de
U(2)-UGA no se encuentra localizada. Una vez que se estudi6 la convergencia de los métodos y
fue demostrado que esta no es exponencial, se procedié a analizar problemas sin solucién analitica.
Con el fin de describir la correlaciéon entre un espectro de los pozos de potencial simétrico y no
simétrico con los espectros anarmonicos de Poschl-Teller y Morse, respectivamente; se establecid
la representacion de un potencial por escalones. Esta representacién nombrada como potencial
multipasos permitié demostrar que el espectro anarmoénico es generado por la forma de la funcién
asociada al potencial cerca del continuo, més no por la presencia del mismo espectro continuo.

Siguiendo los objetivos de este trabajo, y una vez que se establecieron las aproximaciones
ADVR en 1D de forma correcta, se estudi6 el problema de un pozo cuadrado en 2D. En este
sistema, la degeneracion accidental sisteméatica en términos del grupo puntual Cy, se hace presente
cuando Vy ~ oo. Para abordar este problema se tomaron dos vertientes: analizar el problema
desde el punto de vista de la teoria de representacion de grupos y las aproximaciones ADVR.
Con respecto a la primer opcion, se retomé el grupo completo del potencial propuesto por
Leybraz et. al. [10], el cual es el grupo mixto 7 A Cyy. En términos de este grupo la degeneracion
accidental debera aparecer como normal, por lo que se generaron sus representaciones irreducibles
mediante el método de induccion. Con dichas representaciones fue como se efectuéd la subducciéon
T A Cyy | Cqy, permitiendo entonces demostrar que efectivamente la degeneraciéon aparece como
normal en el nuevo grupo de simetria y como accidental con respecto a grupo puntual Cy4,. De la
anterior observacion se puede inferir que existird un rompimiento en la simetria que permita que
el verdadero grupo sea Cy4,. Para demostrar lo anterior se hizo uso de las aproximaciones ADVR
para generar la soluciéon de potenciales con distinta altura V{. Este anéalisis permitié6 demostrar
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que efectivamente acontece un rompimiento en la simetria del potencial y es dependiente de Vj.
Con respecto a la base ADVR del producto directo, se estudié su convergencia al ser aplicada en
los pozos de potencial. Se demostr6é de nuevo que no existe una convergencia exponencial, aunque
si existe una correlaciéon entre los minimos en el error dado por el RMS y el porcentaje de puntos
dados por la base discretizada y que se encuentren dentro del potencial. Esta observacion sera de
utilidad para establecer la mejor dimensién de la base a utilizar y podra ser utilizada de manera
eficiente si se relaciona el porcentaje de puntos y los ceros de los polinomios ortogonales asociados
a la base [37].

El segundo sistema bidimensional abordado fue el pozo de potencial rectangular. De forma
similar al caso cuadrado, se presenta una degeneracién accidental sistematica en términos del
grupo Cy, cuando la altura Vy ~ oco. Siguiendo parte de la misma logica, se mostré que la altura
Vo se relaciona a un rompimiento de la simetria. Cuando Vj toma un valor finito se observa
un desdoblamiento en los estados con previa degeneracion accidental. Por otra parte, para el
mismo tipo de potencial, se generé un diagrama de correlaciéon que muestra la dependencia en
cada nivel energético con la relacion entre el largo y ancho del potencial, es decir, La/L;. El
diagrama generado permite encontrar casos en los que se haga presente la degeneracién accidental
identificando cruces entre distintos estados. Asimismo muestra la degeneraciéon accidental que
se hace presente debido a la conmensurabilidad entre los limites del potencial. Cabe mencionar
que tanto para este caso, como para el caso del pozo cuadrado se evaluaron las funciones de
onda generadas mediante las aproximaciones ADVR, demostrando que se generan funciones
correctas con un nivel de exactitud adecuado. De forma anéloga al estudio unidimensional, en
estos sistemas en 2D se hall6 que el mejor método es PT-DVR. Lo anterior se explica ya que la
base de Poschl-Teller posee informacion del continuo. No obstante, HO-DVR también representa
un método adecuado para estudiar potenciales escalén en 2D.

El presente estudio sienta las bases para emplear potenciales escalén y aproximaciones
ADVR en problemas mas cercanos al campo de la fisica atémica y molecular, o bien, de la
quimica cuéntica. Los sistemas més inmediatos al presente estudio son aquellos en los que cierto
confinamiento espacial puede ser identificado. Casos como particulas interactuantes y confinadas
podran ser abordados partiendo del presente estudio. Por otro lado, y como un caso particular, en
el ion molecular H; el desarrollo del potencial electron—ntcleo en términos de armoénicos esféricos
toma una forma que se puede asociar a un potencial escalén, por lo que se encuentra intimamente
relacionado a este trabajo. Una situacion analoga se presenta en el caso del &tomo de helio, en
donde los paréntesis de transformacion propuestos por M. Moshinsky [57] podran ser empleados
en conjunto con las aproximaciones ADVR para generar nuevos métodos de solucién.
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