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Glosario

o Deformacion: Cambio de posicion de un punto material a otro.

o Ecuacion constitutiva: Ecuacion que relaciona las variables dindAmicas en un
sistema (Rapidez de deformacion, Esfuerzo, Deformacion)

o Ecuacion de continuidad: Ecuacion diferencial parcial que representa la
conservacion de materia en un sistema fisico.

o Ecuacion de movimiento: Segunda ley newton aplicada aun medio continuo.

o Esfuerzo en la pared: Esfuerzo evaluado en la pared.

o Estado estacionario: Estado en el que ninguna propiedad dinamica del sistema
depende del tiempo.

o Fluido: Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una deformacion
continua e irreversiblemente.

o Fluido bioldgico: Son las diferentes excreciones y secreciones que provienen del
organismo.

o Fluidos complejos: Son aquellos que presentan comportamiento reologico en
estado estacionario y no estacionario.

o Flujo cortante: Flujo que se aplica una fuerza tangencial al sistema que se
deforma continua e irreversiblemente.

o Flujo homogeéneo: Es el flujo en la cual las propiedades del sistema no dependen
de la posicion.

o Fluido incompresible: Fluido que tiene una densidad constante.



Fluido newtoniano: Son aquellos donde la viscosidad muestra una relacion lineal
entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion.

Fluido no-newtoniano: La viscosidad no muestra una relacion lineal entre el
esfuerzo cortante y la velocidad de deformacién.

Flujo oscilante: Es el flujo que se origina cuando un plato oscila a una funcion
periddica.

Flujo pulsatil: Flujo asociado a un gradiente de presion pulsatil representado por
una funcién matematica estocéstica.

Fluido viscoelastico: Es aquel fluido que tiene una contribucion viscosa y otra
elastica.

Flujo volumétrico: Volumen por unidad de tiempo.

Frecuencia Angular: Se refiere a la frecuencia del movimiento circular expresada
en proporcioén del cambio de angulo.

Funcién de Transferencia: Relaciona la variable de entrada y salida en un estado
dinamico.

Funcién estocastica: Funcion probabilistica que evoluciona en el tiempo.
Gradiente: Operador matematico espacial que fisicamente describe los cambios
de la propiedad respecto al espacio.

Modelo de Jeffreys: Ecuacién geoldgica viscoelastico lineal que acopla un
solvente con un polimero.

Modelo de Maxwell: Ecuacidon constitutiva que describe el estado viscoelastico
de un sistema en el régimen de rapideces de deformacién bajas (viscoelasticidad

lineal).



Mobdulo elastico: Esta asociado con la energia almacenada en el material, y se
mide en pascal.

Mddulo viscoso: Esta asociada con la energia disipada por el material, y se mide
en pascal.

Modulo complejo: Es el médulo del vector obtenido como suma de las
contribuciones de los médulos elasticos y viscosos.

Rapidez de deformacidon: Rapidez con la que se deforma un fluido.

Sangre: Fluido biologico que presenta dos fases y que es viscoelastico.
Reologia: Ciencia que estudia el flujo de materia y su deformacion.

Tensor de Esfuerzo: Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el cual
se describe el estado de las fuerzas en un elemento de control.

Tiempo de relajacion: Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado
de equilibrio después de un periodo.

Tiempo de retardo: Es el tiempo en el que tarda el material en llegar al equilibrio
debido a la aplicacion de un esfuerzo cortante.

Velocidad promedio: Es la velocidad axial promediada a través del area de flujo.
Viscoelasticidad lineal: Es la region a bajas deformaciones, en donde el fluido
presenta repuestas viscosas Yy elasticas.

Viscoelasticidad no lineal: Es la regién a medias y altas deformaciones, en
donde el fluido presenta repuestas viscosas Yy elasticas.

Viscosidad: Es una medida de la resistencia a fluir de
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Nomenclatura

Vectores y Tensores
(o)

D

\AY/

VT

\Y

g

Operadores Matematicos
V= 0lox, oloy, dloz

Oo(im)

On(io)

olox

V-

T

F

oVz/or,

Variables Dimensionales
a

Ri1

R2

Tensor de esfuerzos viscoso [Pa]
Tensor rapidez de deformacion [1/s]
Tensor gradiente de velocidad [1/s]
Tensor gradiente de velocidad transpuesto [1/s]
Vector de velocidad [m/s]

Vector de aceleracion de la gravedad [m/s?]

Operador Nabla [1/m]

Operador fluidez [1/Pas]

Operador viscosidad [1/Pas]

Derivada parcial de la coordenada x' [1/m]
Operador divergencia [1/m]

Constante Pi [1]

Formalismo de la Transformada de Fourier [1]

Rapidez de deformacion rz [1/s]

Radio del capilar [m]
Radio menor corona circular [m]
Radio mayor corona circular [m]

Longitud del capilar [m]
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Vz
Vi

Vo

Go

T(iw)
Re[T(io)]
Im[T(io)]
Vp
Vp,

<\Vz>

Letras Griegas
B
Po

)

Componente axial del vector de velocidad [m/s]
Componente radial del vector velocidad [m/s]
Componente angular del vector velocidad [m/s]
Coordenada radial adimensional [m]

Tiempo [s]

Flujo volumétrico viscoelastico [m3/s]

Flujo volumétrico newtoniano [m3/s]
Permeabilidad dinamica [m?/s]

Permeabilidad Newtoniano [m?/s]

Modulo Elastico [Pa]

Funcion de transferencia [1/Pas]

Parte real de la funcion de transferencia [1/Pas]
Parte imaginaria de la funcién de transferencia [1/Pas]
Gradiente de presion [Pa]

Gradiente de presion en la direccion axial [Pa]

Velocidad promedio [m/s]

Vector de onda [1/m]
Fluidez a baja rapidez de deformacion [1/Pa s]

Tiempo de relajacién de Maxwell [s]
Frecuencia angular [rad/s]

Densidad [rad/s]
12



-
Variables Adimensionales

Orz

()

T(iw)

B(iw)

NUmeros adimensionales

De

R

Componente rz del esfuerzo cortante [Pa]
Esfuerzo en la pared [Pa]

Viscosidad a bajo corte [Pa s]

Parte real de la Viscosidad compleja [Pa s]

Viscosidad compleja [Pa s]

Esfuerzo cortante adimensional [1]

Frecuencia adimensional [1]
Funcion de transferencia [1]

Funcion beta [1]

Deborah [1]

Razon geométrica [1]

13



CAPITULO 1. INTRODUCCION

14



1.1 PRELIMINARES

El flujo de liquidos complejos como: (i) polimeros, (i) fluidos biolégicos, (iii)
suspensiones, (iv) sistemas micelares, etc., es uno de los temas mas estudiados en los
fendmenos de transporte y reologia de fluidos complejos (Bird et al. 2002). Este sistema
ha sido de interés, en ingenieria, fisica, y ciencias biomédicas. También, ha sido
estudiada en bio-reologia en la descripcion de sangre humana Collepardo-Guevara y
Corvera Poiré (2007). El estudio de sangre con hipercolesterolemia ha sido ampliamente
investigado debido a sus potenciales aplicaciones en la ciencia de la medicina
especialmente, en anticoagulantes (Moreno et al. 2015; Herrera Valencia 2017, 2019).
La sangre combinada con altos contenidos de colesterol presenta resultados
sorprendentes respecto a su reologia (Moreno et al. 2015). Al aumentar el colesterol la
sangre pasa de un fluido adelgazante a uno con esfuerzo de cedencia por lo que su
viscosidad aumenta considerablemente (Moreno et al. 2015; Herrera Valencia 2017,

2019).
1.1.1 PERMEABILIDAD

Para hablar de lo sistemas antes mencionados, se deben de definir ciertos
conceptos fisicos los cuales seran de utilidad en esta seccion. El flujo en sangre, medios
porosos, en recuperacion terciaria de petroleo, estimulacién acustica etc., dependen de

la resistencia que presenta el medio para obtener una respuesta dindmica a un estimulo.
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1.1.2 PERMEABILIDAD INTRINSECA: K|
La permeabilidad intrinseca se define como una medida que presenta el medio,
poroso, en donde el fluido has sido caracterizado por un fluido newtoniano y

mateméaticamente, tiene la siguiente estructura (Del Rio y Castrejon-Pita 2002)

(Vz) =%(—Vzp) (1.1)

Enla Ec. (1.1) <Vz> es la velocidad promedio, Ki (m?) es la permeabilidad intrinseca del
sistema, u es la viscosidad newtoniana y -Vzp es el gradiente de presion en la direccion
z,y es la fuerza motriz que deforma continua e irreversiblemente. El signo negativo, tiene
gue ver con una consecuencia de la segunda ley de la termodindmica, que describe que
los procesos se llevan de estados de mayor a menor presion. La permeabilidad

intrinseca, se define como:

2
K. :80% (1.2)

En la Ec. (1.2), Ki es la permeabilidad intrinseca del sistema que solo depende de la
porosidad, de la longitud caracteristica de los cilindros con los que se simula el medio
poroso r = a. La porosidad, para un numero N de poros de radio r = a y longitud z = L,

por lo que se tiene lo siguiente:

2 2
g =N L _ N(i) (1.3)

La Ec. (1.3) implica que la porosidad esta definida entre 0 y 1.
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1.1.3 PERMEABILIDAD DINAMICA: Kp

La permeabilidad dinAmica como una medida que presenta la geometria del
sistema fisico, para que el fluido ya sea un liquido o un gas pueda fluir continua e
irreversiblemente en el sistema. La permeabilidad no solo depende las caracteristicas
geomeétricas sino también las caracteristicas dinamicas, podemos visualizarlo como una
resistencia. La permeabilidad dinamica se puede definir en términos de un cociente de

funciones de Bessel, i.e.

a2t v a(ap)/ap)_ . v
oo (2 R ) o

En la Ec. (1.4), J1 y Jo son las funciones de Bessel de primera y segunda especie de
orden cero respectivamente. La Ec. (1.4) se puede interpretar como que la permeabilidad

dinamica es un multiplo de la permeabilidad intrinseca y el factor que amplifica esta se

define como:
_ [, _,%(@B)/ap 15
f (aB) (aB)z(l 2 - (a) j (1.5)

En la Ec. (1.5) se define el parametro fa como:

ap=i"? |22, (1.6)
n

En la Ec. (1.6) p es la densidad del liquido (kg/m3), o es la frecuencia angular (rad/s) y p
es la viscosidad newtoniana (resistencia del liquido a fluir) y “@” es la longitud
caracteristica del radio r =a. Las Ecs. (1.1-1.6) son punto de partida en la descripcion de

la fisica del sistema.
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1.1.4 PERMEABILIDAD DINAMICA PARA UN FLUIDO VISCOELASTICO: Kp
La permeabilidad dindmica para un fluido viscoelastico se define a partir de la Ec.

(1.4), por lo que se tiene lo siguiente:

(Vz) =S (v p) (1.7)
Mo
Entonces,
Ky =K, %(2}[1_2‘]1(2313&} (1.8)
(aB)” L@ Jo(aB)
Para un fluido viscoelastico de Maxwell.
o=t (1.9)
n

En donde la viscosidad compleja, se puede expresar como:

“—_ Mo 1.10
T T IH (20) (1.10)

La Ec. (1.10) es la viscosidad compleja de Maxwell, que define a un fluido viscoelastico,

es decir un fluido que contiene componentes viscosas Yy elasticas del material de estudio.

1.1.5 MEDIOS POROSOS, LEY DE DARCY

Si hablamos de poros debemos de entender que estan en el medio y que
dependiendo de su disponibilidad para el flujo es que tanto se le dificulta pasar al fluido
de un lado a otro; también es importante mencionar que todos los poros tienen tamafios
diferentes ya para facilitar nuestros calculos podemos hablar de poro promedio. Los

siguientes puntos son importantes
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v' La permeabilidad es una funcién de respuesta, es decir, es una propiedad fisica
del sistema que nos indica como responde el sistema ante cambios de presién
con un flujo.

v' En particular, la amplitud de este nimero complejo nos indica la magnitud de la
respuesta, mientras que la parte imaginaria esa ligada con la fase entre el
estimulo, en este caso, la presion y la respuesta, el flujo.

v El pardmetro adimensional para medir la permeabilidad estara relacionado con el
namero de Deborah que nos indica la importancia relativa de los efectos viscosos
y los elasticos en el fluido problema.

v' La forma en la que se mide la permeabilidad es con la ley de Darcy, muy usada
en el transporte de fluidos en medios porosos y que nos dice que el flujo promedio
en un medio poroso es proporcional al gradiente de presiones y que la constante
de permeabilidad nos da una medida de qué tan facilmente un fluido fluye a través

del medio.

En este trabajo de investigacion a nivel licenciatura y para evitar ambigledades, de que,
si la permeabilidad tiene que ver con la geometria o con la geometria y el fluido, se
utilizara el concepto de “funcion de transferencia”, donde la variable de entrada es el

gradiente de presién y la variable de salida seré el flujo volumétrico.
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1.2 ANTECEDENTES



En esta seccion se presentan algunos de los antecedentes del flujo pulsatil descrito en
la literatura cientifica.

El comportamiento de los fluidos newtonianos en tubos elasticos sujetos a
gradientes de presion pulsatil para mostrar la relacion entre la viscosidad del fluido, la
elasticidad de las paredes y el tamafo caracteristico del medio dando una variada
fenomenologia, encontrando asi el impacto que tiene la elasticidad de los tubos en la
permeabilidad dindmica de un fluido newtoniano incompresible sujeto a un gradiente de
presion pulsatil (Torres Rojas et al. 2017). Se encuentra también que la funcién d
respuesta no es monétona a la frecuencia, por lo que en ciertos rangos de parametros
(tiempos caracteristicos elasticos de tubo, médulo de Young) presentan resonancias.
Estos resultados pueden guiar experimentos potenciales ya que se encontraron
resonancias en el orden de algunas decenas de kHz (Torres Rojas et al. 2017).

Algunos autores consideraron un modelo simple para dar una explicacién
mecanica plausible de cuales son los valores reales en reposo de la frecuencia cardiaca
de mamiferos; estudiando cual es la frecuencia Optima para un fluido que circula de
manera pulsatil a raves de una red de tucos, concluyendo que las frecuencias reales en
reposo de los mamiferos ocurren a frecuencias que optimizan el flujo en vasos de radios
gue correspondientes a arterias grandes que llevan sangre oxigenada rapidamente lejos
del corazén hacia la cabeza y las extremidades (Torres Rojas et al. 2017).

Determinaron la frecuencia de un fluido viscoelastico circulante pulsatil a través
de unared de tubos mostrando las frecuencias optimas obtenidas con la experimentacion
de distintos radios y también se establece una relacién alome trica entre la frecuencia y

el radio (Flores et al. 2010).
21



La mayoria de estos trabajos se centra en la derivacién de una ley de Darcy generalizada
en el dominio de las frecuencias para un fluido viscoelastico que fluye en una celda. Este
analisis permitié obtener una expresion analitica de la permeabilidad dinamica (inercia-
viscosas-elastica) la cual, tiene varios maximos con diferentes ordenes de magnitud
mayores que la permeabilidad eléstica.

Cuando la fuerza motriz consiste en un gradiente de presién modificado por una
sefial oscilatoria, los resultados indican que el ancho vario con el tiempo siguiendo la
sefial de frecuencia y que el ancho de banda es funcion del tiempo y de la frecuencia
impuesta a través de la permeabilidad dinamica (Corvera Poiré y del Rio 2004).

La permeabilidad dinamica o de Darcy ha sido, aplicada en la descripcién del flujo
pulsatil en arterias, o venas y en general en el sistema circulatorio del cuerpo humano.
Flores et al. (2010) proponen una nueva teoria dindmica lineal 1-D de flujo sanguineo en
redes de vasos flexibles basado en una extension de la ley de Darcy generalizada. Lo
importante de este trabajo es que los autores deducen expresiones analiticas en el
dominio de las frecuencias mediante el formalismo de Fourier. A través de esto, se
calculan los perfiles de velocidad, flujo volumétrico sanguineo, presion pulsatil en la las
arterias, aorta superior y bifurcacion aortica. La solucién propuesta reproduce las
caracteristicas principales de las formas de onda en el pulso y en redes de grandes
arterias en condiciones fisiolégicas normales, el modelo reduce el tiempo computacional
y proporciona un nuevo enfoque para estudiar la onda de pulso arterial (Flores et al.

2016).
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Por ultimo, este tipo de desarrollos se han utilizado en la descripcion del flujo de
liquidos viscoelasticos en micro canales (Collepardo Guevara y Corvera-Poire 2107).
Considerando que existe deslizamiento en las paredes, obtiene una expresion analitica
para la permeabilidad dinAmica que da la respuesta del sistema en gradientes de presion
dinamicos. Este tipo de dispositivos, se podrian aplicar en experimentos micro reometria,
velocimetria y podria ser punto de partida para calcular coeficientes de deslizamiento en
fluidos viscoelasticos lineales modelados con la ecuacion de Navier-Stokes

respectivamente (Collepardo Guevara y Corvera Poire 2017).
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1.3 OBJETIVOS E HIPOTESIS
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1.3.1 OBJETIVOS.

1.3.2 GENERAL
Estudiar la respuesta dinamica del flujo volumétrico y el gradiente de presion mediante
la funcién de transferencia del sistema para dos sistemas de estudio: (i) oclusiones

periféricas y (ii) centrales

1.3.3PARTICULAR

P.1 Obtener expresiones analiticas para la velocidad axial, flujo volumétrico y funcion de
transferencia en funcién de las propiedades materiales del sistema.

P.2 Caracterizar la transferencia de momento y reologia del sistema separando la
contribucion del plasma, del Rouleux y del hematocrito en el sistema biolégico.

P.3. Analizar la funcion de transferencia en el espacio de Fourier en funcion de la
frecuencia y las propiedades del sistema.

P.4. Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las
ecuaciones y que se obtengan grupos adimensionales que describan los mecanismos
fisicos que gobiernan al sistema de estudio.

P.5 Utilizar datos reométricos provenientes de la literatura con el fin de obtener las curvas
resonantes en funcion de la concentracion de colesterol en la muestra biolégica (Sangre

humana con hipercolesterolemia).
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1.3.2 HIPOTESIS
El efecto de la incorporacion de un gradiente de presion oscilante para un sistema de
flujo pulsétil generara un cambio en el flujo volumétrico y este ser& cuantificado a través

de la funcién de transferencia.

1.3.3 DISTRIBUCION DEL MATERIAL

En el capitulo 1 se presenta la introduccion del trabajo del flujo pulsatil,
antecedentes, hipétesis y objetivos (general y particulares)

En el capitulo 2 se discuten los conocimientos basicos para entender el flujo
pulsatil, se comienza con las ecuaciones de continuidad, de transporte Navier Stokes.

En el capitulo 3 se presenta el sistema fisico de estudio, las consideraciones
matematicas, fisicas y biolégicas.

En el capitulo 4 presenta el modelo matematico y los principales resultados de
flujo pulsatil con funcion de transferencia compleja.

En el capitulo 5 se presentan las simulaciones obtenidas mediante el programa
Mathematica (Licencia, FESZ-UNAM). Por ultimo, se analiza el caso particular de un
fluido biolégico (Sangre humana con diferentes niveles de colesterol). El analisis de
resultados, conclusiones y trabajo futuro sobre este tema se discuten al final de este

capitulo.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO
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2.1 ECUACIONES DE CONTINUIDAD Y DE TRANSPORTE

En esta seccion se presentaran las bases teoricas para entender el trabajo de
investigacion de esta tesis de licenciatura. La presente seccion estd basada en los

siguientes libros clasicos (Fredrickson AG 1964; Bird et al. 1987, 2002).

2.2 MODELO DE NEWTON

En el fundamento de la ingenieria quimica se encuentran los fendmenos de
transporte, los cuales son caracterizados en tres estudios importantes: (i) momento, (ii)
energia y (iii) masa (Currie 1974; Bird et al. 1987, 2002). La trasferencia de momento se
caracteriza por el estudio y su aplicacion en la mecanica de fluidos, la cual analiza dos
partes fundamentales como la propia mecanica clasica: la cinematica y dinamica de los
fluidos (Currie 1974). Analizar la dinamica de los fluidos implica conocer las fuerzas
superficiales que deforman el elemento de control de forma continua e irreversible.
Enfatizando en la naturaleza del fluido y en las razones por las cuales éste se mueve, en
la primera clasificacién se pueden definir los fluidos newtonianos y no newtonianos
(Currie 1974; Bird et al. 1987, 2002). La definicién de fluido newtoniano es aquel en el
cual, no importa como la rapidez con la que sea deformado, su funcidn viscosidad
permanece constante (Currie 1974; Bird et al. 1987, 2002). La expresion mas simple que
relaciona el tensor rapidez de deformacion D (Parte simétrica del tensor rapidez de
deformacion) y el tensor de esfuerzos o es el modelo tensorial de Newton.
Mateméticamente se escribe como:

o =2uD (2.1)
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Enla Ec. (2.1) se muestra la relacién descrita en el parrafo anterior, donde D representa
la parte simétrica del gradiente de velocidad, describiendo el cémo es que la substancia
es deformada. Este es el tensor rapidez de deformacibn y se representa
mateméaticamente como un promedio del gradiente de velocidad y la transpuesta de este
gradiente de velocidad:

2D=VV+VV' (2.2)
Donde, el desarrollo del gradiente de velocidad, VV, y su transpuesta, VV', dependera
del sistema de coordenadas utilizado. Todo fluido que cumpla la Ec. (2.1) se le llamar&
fluido newtoniano.

2.2.1 MODELO NO NEWTONIANO (NEWTONIANO GENERALIZADO)

Para un fluido no newtoniano, la Ec. (2.1) no puede describir de una manera
adecuada a los fluidos no newtonianos (Bird et al. 1987, 2002). De hecho, al momento
de realizar una gréfica entre el tensor de esfuerzos respecto al gradiente de velocidad,
para todos los fluidos newtonianos se obtendra una recta con pendiente igual al valor de
su viscosidad (Bird et al. 1987, 2002). Para los fluidos no newtonianos no ocurre eso, y
la diferencia de la geometria para un fluido de esta naturaleza con un newtoniano
dependera en gran medida del esfuerzo aplicado al fluido y su respectiva deformacion
(Bird et al. 1987, 2002). Las expresiones matematicas para modelar un fluido no
newtoniano también dependeran, por supuesto, del tipo de fluido estudiado, pues los
parametros y variables que se relacionan son diferentes entre fluidos.
Independientemente del modelo para el fluido no newtoniano, la expresion de la

viscosidad, u, es remplazado por la funcion viscosidad, n (Bird et al. 1987, 2002).
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6 =2n(Il,)D (2.3)

En la Ec. (4) el doble producto punto, se conoce como una contraccion de tipo tensorial
del tensor rapidez de deformacion. El resultado de esta es un escalar que son conocidos
como invariantes debido a que no cambian su valor ante un transformacion o rotacion.
Las leyes fisicas de la mecanica clasica estan basadas en estos invariantes debido a
gue no deben de depender del sistema de coordenadas y por lo tanto ser generales, i.e.

invariantes (Fredrickson AG 1964; Bird et al. 1987, 2002).

2.2.2 MODELO VISCOELASTICO DE MAXWELL (VISCOELASTICIDAD LINEAL)
Una extension de la Ec. (3) es el modelo viscoelastico de Maxwell el cual, combina

la naturaleza viscosa y elastica del material que se analiza.
06
o+ }LOE:2n0D (2.5)

Enla Ec. (2.5) 2o es un tiempo de relacion viscoelastico de maxwell y no es la viscosidad
cortante a bajas deformaciones. La Ec. (2.5) solamente es valida para deformaciones
pequefias, es decir en el régimen de viscoelasticidad lineal. Los limites de la Ec. (2.5)
son el liqguido newtoniano y el solido elastico de Hooke. Estas clasificaciones permiten
estudiar la naturaleza reoldgica del material a través del flujo y la deformacién del

material.
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2.3 ECUACIONES DE BALANCE DE MASAS Y DE MOMENTO

2.3.1 ECUACION DE CONTINUIDAD

La ecuacion continuidad describe la conservacion de la materia en un elemento
de control, es decir describe los cambios de la densidad en funcién de los cambios
espaciales del flux de momento. La expresion matematica en términos del operador de

Stokes toma la forma (Bird et al. 1987, 2002)
o +V-pV =0 (2.6)
ot P P :

La cual puede ser reescrita en términos del operador del operador de Stokes:

%p—FpV-V:O (2.7)

Si suponemos que el fluido es incompresible, es decir la densidad no depende del tiempo

y del espacio, por lo que, se simplifica de la siguiente forma:
V-V=0 (2.8)
La Ec. (2.8), es la forma simplificada de la ecuacion de continuidad para un fluido

incompresible y matematicamente describe un campo solenoidal.

2.3.2 ECUACION DE MOVIMIENTO

La ecuacion de movimiento es basicamente la segunda ley de Newton extendida
a un sistema fuera del equilibrio (Bird et al. 1987, 2002) y viene expresada de la siguiente
manera:
%+V~[pV®V]=V-T+f (2.9)
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Los primeros dos términos de la Ec. (2.9) se relacionan con la aceleracion del sistema
instantanea y convectiva respectivamente. Del lado derecho de la Ec. (2.9), estan las
fuerzas que inducen esta aceleracién asociados a la divergencia del tensor de esfuerzo
total (fuerzas superficiales) y fuerzas de bulto (gravitacionales, eléctricas, magnéticas,
etc). Esta ecuacion diferencial parcial no lineal describe las fuerzas que hacen que el
elemento de control sea deformado de forma continua e irreversible (Bird et al. 1987,

2002).

2.3.3 TENSOR DE ESFUERZOS TOTALES

La Ec. (2.9) puede escribirse de una manera equivalente al desarrollar cada
término. Por ejemplo, del miembro derecho, el tensor de esfuerzos total, T, es la suma
de una contribucion hidrostatica y del tensor esfuerzos que puede ser de naturaleza

viscosa o viscoelastica respectivamente.
T=-pl+o (2.10)
En donde | representa la matriz identidad que da el caracter tensorial al elemento escalar

de la presién p. La forma matematica de la matriz | es como sigue:

(2.11)

Il
o O
o - O
— O O

Al sustituir las Ecs. (2.10) y (2.11) en la Ec. (2.9) y desarrollando las propiedades de los

operadores diferenciales (divergencias) se obtiene:

oV
p(EJrV.VVj:—VerV-(Hpg (2.12)

32



Si suponemos que los mecanismos inerciales y gravitacionales son despreciables, la
ecuacion de balance del momento se simplifica de la siguiente manera:

V-6=Vp (2.13)
La Ec. (2.13) es punto de partida en el célculo del flujo volumétrico y del presente andlisis

del flujo volumétrico y del flujo pulsétil.

2.4 FLUJO VOLUMETRICO
El flujo volumétrico (volumen por unidad de tiempo), se puede calcular mediante

la integral de volumen del producto interior entre el vector de velocidad y el vector de

superficie. La expresion general para el flujo volumétrico es:

Q:jvv-dszj(v-n)dA (2.14)

La Ec. (2.14) es basica en el célculo del flujo pulsatil, punto central de este trabajo.

2.4.1 ECUACION DE MOMENTO MODIFICADA POR UN GRADIENTE DE PRESION PULSATIL.

Las Ecs. (2.1-2.14) descritas en la primera seccion de este capitulo nos permiten
obtener bajo geometrias simples el flujo de Poiseuille, i.e., el flujo volumétrico a
gradiente de presién pulsétil. Para esto, se modifica el tensor de esfuerzos total, y se
introduce una fluctuacion en el gradiente de presion pulsatil. El tensor de esfuerzos

modificado por la perturbacién toma la forma:

T=—p(t)l+o (2.15)
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En la Ec. (2.15), p(t) es la presion del sistema que depende del tiempo. Basicamente,
describe las desviaciones del gradiente de presion constante y un trata de describir en
forma matematica el concepto de ruido. Este tipo de estudios son muy importantes en
aplicaciones médicas, pues actualmente, los estudios de sangre con bajo, medio y alto
colesterol, cirrosis hepatica, hipoglucemia, entre otras, desde un punto vista tedrico y
geométricos (Herrera-Valencia et al. 2019, 2017, 2016; Herrera et al. 2009, 2010). Al
sustituir el tensor total de esfuerzos, y despreciando los mecanismos inerciales y

gravitacionales en la ecuacion de movimiento, se tiene lo siguiente:

V-6=Vp(t) (2.16)

2.5 MODELO MECANICO VISCOELASTICO DE MAXWELL.

El modelo por excelencia viscoelastico lineal, es la ecuacion constitutiva reolégica de
Maxwell, en este modelo se puede suponer que:
a) La deformacion total del fluido es la suma de las contribuciones viscosas y
elasticas del material
b) Los esfuerzos viscosos y elasticos el material son iguales en magnitud es decir
que el esfuerzo= esfuerzos viscosos + esfuerzos elasticos.

Definiendo la deformacién total como:

=Y e (2.17)
La rapidez de deformacion viscosa se puede aproximar mediante el modelo de Newton:
Gv =n0’.Yv (218)

Y para el sélido elastico, se tiene lo siguiente:
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G, :GOYe (219)

En la ecuacion de Hooke, , es el modulo elastico de corte. Derivando la expresion la
deformacion total, se tiene lo siguiente:

i’:' V_Pi,e (2'20)
Del modelo Newtoniano, se tiene lo siguiente:

o, = (2.21)
Mo

Sustituyendo en la deformacion total, se tiene lo siguiente:

j=%uy L 00, (2.22)
N, Gy ot
Simplificando, se tiene la siguiente expresion analitica:
- N, 06,
— + o % 2.23
Mo Y=0y G, ot ( )

Como los esfuerzos viscoso y elastico son iguales, se tiene la siguiente expresion

matematica:
(¢)

=0,=c (2.24)

Finalmente obtenemos:

N, do,
c+—— = 2.25
G, ot NoY ( )
Definiendo el tiempo de relajacion de Maxwell de la siguiente forma:
ho=—0 (2.26)

GO
Y la derivada temporal de la deformacién, se puede definir en términos del tensor rapidez
de deformacion, que es la parte simétrica del tensor espacial gradiente de velocidad
=2D (2.27)
El tensor simétrico D, se puede expresar como:

2D=VV+V\V' (2.28)
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En la Ec. (2.28) T significa la matriz transpuesta del tensor espacial gradiente de
velocidad.

Finalmente, el modelo de Maxwell puede ser expresado en forma tensorial de la siguiente

manera:

G+ %" =2n,D (2.29)

‘Modelo de Maxwell‘

o(t)

Figura 1. Arreglo del modelo mecanico de Maxwell
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CAPITULO 3. SISTEMA FisICO
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3.1 SISTEMA FiSICO Y MODELADO MATEMATICO

3.1.1 PROBLEMA DE ESTUDIO
3.1.1.1 GEOMETRIAS

En esta seccién se describird las principales restricciones del sistema de estudio,
desde un punto geomeétrico, fisico, bioldgico y matematico. EI modelo de estudio es

representado por la Fig. (1) y Fig. (2):

r‘ V,(r=a,t)=0

1TF"C3Y

Figura 2. Geometria de un capilar

Figura 2. llustra un capilar de radio r = a y longitud z = L en donde el fluido se
mueve debido a un gradiente de presidn pulsatil. Naturaleza reolégica del fluido

Figura 3. Geometria de corona circular

Figura 3. llustra un capilar de radios r =R1y r = Rz en los que la velocidad es cero
por adherenciay fluyendo en la direccion axial z=L
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El fluido es incompresible, i.e. su densidad permanece constante en el tiempo y
en la posicién. Ademas, consideraremos que este es viscoelastico, es decir que tiene
componentes viscosas asociadas a la disipacion y elasticas de recuperacién o
almacenamiento de la energia (Herrera-Valencia et al. 2016, 2017, 2019). El fluido
biolégico que se estudia es sangre humana con hipercolesterolemia, i.e., que existe un
exceso de colesterol debido a un trastorno alimenticio (condiciones actuales, sobrepeso,
sedentarismo etc). En este estudio, se supone que la sangre se obtuvo de pacientes
hombres y mujeres y que se siguieron los protocolos establecidos para la extraccién de

esta (Moreno et al. 2015; Herrera-Valencia et al. 2016, 2017, 2019).

3.2 CONDICIONES DE PROCESO

Las condiciones de proceso son formuladas a continuacién: Proceso isotérmico,
i.e. la temperatura en el sistema es constante por lo que no hay variacion de las
propiedades materiales en é€l. Biologicamente, se supone que el cuerpo humano tiene
una temperatura constante de aproximadamente T = 37°C. Mecanismos inerciales no
son tomados en cuenta, es decir, la aceleracion instantanea no es cero, por lo que los
cambios de la velocidad son importantes en el analisis del problema. El flujo pulsétil es
modelado introduciendo una funcion transitoria para el gradiente de presion, i.e., Vp(t).
Los mecanismos gravitacionales son despreciables debido a la geometria del sistema.

El liquido, se mueve por un gradiente de presion pulsatil.
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3.3 CONDICIONES BIOLOGICAS

El hematocrito que es basicamente el plasma compuesto por sales y minerales
permanece constante (Moreno et al. 2015). No existen otras patologias en la sangre de
tal manera que intervenga en el desarrollo mateméatico de la misma, el intercambio de
minerales, proteinas, etc., se desprecia del presente andlisis (Moreno et al. 2015)
3.4 FLUJO INHOMOGENEO Y CORTANTE

En el flujo homogéneo las variables dinamicas del sistema no dependen de la
posicion por lo que los gradientes de estas son cero, i.e. VX = 0, X={c,D}. Por otra parte,
en el flujo cortante el vector velocidad solo tiene una componente, i.e. las demas son
cero por lo que las demas componentes son cero. En particular, en coordenadas
cilindricas (r, 6,z) el vector velocidad toma la forma (Herrera-Valencia et al. 2016, 2017,
2019).
V=(Vr, Vo, Vz)=(0, 0, Vz(rt)) (3.1)
En este caso, los tensores gradiente de velocidad, transpuesta del tensor gradiente de

velocidad y de esfuerzo se escriben en la siguiente forma matricial (Herrera-Valencia et

al. 2016, 2017, 2019):

L0001 [0 00
w=>0 0 ol wi=Ng 0 0 (3.2)
or or
000 100

Los tensores rapidez de deformacion y de esfuerzo toman la forma (Herrera-Valencia et

al 2016, 2017, 2019):

40



ove

0
1 1 or
]
D=E(VV+{VV})=E 83 0 0 (3.3)
ovz 0
or

El tensor de esfuerzos para un flujo cortante de un liquido viscoelastico se puede escribir

de la siguiente manera (Herrera-Valencia et al. 2016, 2017, 2019)

Grr 0 GYZ
=0 o, O (3.4)
0 o

Es importante resaltar que la matriz del tensor de esfuerzos, definida en la Ec. (3.4)

fisicamente no da informacion de las fuerzas cortantes o extensionales que actian sobre

el volumen de control.
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CAPITULO 4. MODELADO MATEMATICO
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4.1 MODELO MATEMATICO

Célculo de la permeabilidad dinamica de un fluido viscoelastico lineal mediante

la transformada de Fourier.

Liquido no-newtoniano viscoelastico

Liquido incompresible: La densidad no depende de la posicion ni del tiempo.
Proceso en estado no estacionario: La velocidad y la presion dependen del
tiempo, i.e. Vz(r,t).

El fluido se deforma continua e irreversiblemente, debido a un gradiente de
presién pulsétil en la direccion axial.

Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de
presion pulsétil y los mecanismos viscoelasticos lineales.

Existe simetria angular 6 € [0, 2x]

El capilar (a << L) se encuentra en la posicion vertical, por lo que los mecanismos
gravitacionales son despreciables con respecto a los cambios espaciales de la

presiéon y del esfuerzo cortante.

Suponiendo que, el fluido es incompresible, e isotérmico, simetria cilindrica y flujo

unidireccional,

oVz _

oz

(4.1)
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4.2 ECUACION DE MOVIMIENTO CON MECANISMOS INERCIALES
La componente z de la ecuacibn de movimiento tomando en cuenta los
mecanismos inerciales, toma la siguiente forma:

% :_@ + lg(rcrz) (4.2)
ot oz ror

El primer termino del miembro izquierdo de la Ec. (4.2) representa la inercia del fluido o
la aceleracién instantanea en el sistema. El esfuerzo cortante orz puede ser expresado

en términos del producto de la funcién viscosidad y la rapidez de deformacion:
5,=0, (Dt)% (4.3)

En donde On(Dt) es un operador viscosidad que generaliza a cualquier fluido Newtoniano
0 viscoelastico lineal. Es decir, este fluido, se aplica a materiales isotropicos. En la
siguiente tabla (Tabla 1) se presentan algunos de los modelos reoldgicos lineales mas

comunes empleados para describir fluidos viscoelasticos.

Tabla 1. Operador viscosidad para diferentes ecuaciones reolégicas

On(Dt) On(io)
Newton mno no
Maxwell no/1+roDt no/1+ho(io)
Jeffreys  mo(1+1s Dt )/1+1oDt no(1+13 (io))/1+ho(i)

Burgers mo(1+As Dt )/1+XoDt+BD?t mo(1+ia (im)) / 1+ho(im)+P(im)?

Al combinar las Ecs. (4.2) y (4.3), se tiene lo siguiente:
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o Bt o) “
4 ror or

Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

( %j (4.5)

oz

2 0,() o[

La Ec. (4.5) puede expresarse de la siguiente manera:

{12 o p Q}VZ: ) (4.6)

ror or 0,(D,)at 0,(D,) 0z

La Ec. (4.6) es diferencial lineal y describe las variaciones de la velocidad por efectos del
espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en las derivadas temporales de la

Ec. (4.6)

k

i (i)' (4.7)

Y para las funciones: (i) Velocidad axial Vz = Vz (r, t), p = p(t), Q = Q(t). Ademas, el

operador viscosidad en el espacio de Fourier, toma la forma:
O,][Dt :%)a 0, (i) (4.8)

Por lo que al aplicar la ecuacion diferencial lineal toma la forma

{ lgrngB (co)}Vz(r o) =0, (i) ap((o) (4.9)
Y el parametro Beta, tiene la forma:

B*(w) = ‘o =pO,, (iw)i’w (4.10)

O (I )
En la Ec. (4.10) se ha definido la fluidez compleja Os» como el inverso del operador

viscosidad O,
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(4.11)

Las Ecs. (4.9-4.11) representan, el punto de partida para el calculo de la velocidad axial

Vz y el flujo volumétrico Q respectivamente.

4.3 PERFIL DE VELOCIDADES

Para resolver la Ec. (4.9), se propone que la solucion general se puede

descomponer en términos de una solucibn homogénea y particular.

Vz(r,0)=Vz, (r,0)+Vz, (r,0) (4.12)

4.3.1 ECUACION DIFERENCIAL HOMOGENEA

Solucién de la ecuacion diferencial homogénea, por lo que, se tiene lo siguiente:

1o o) .

-—|r—1[+p(w); Vz(r,w)=0

{r@r[ 8r) il )} (r0) (4.13)
Desarrollando la velocidad en el espacio de Fourier, se tiene lo siguiente:

¢ 10
{yﬁng (m)}Vz(r,w) =0 (4.14)

Multiplicando por r? se tiene la ecuacion diferencial del modelo de Bessel:

2
{rz%Hgﬂiz(w)rz}w(r,m):o (4.15)

La Ec. (4.15) es paramétrica de Bessel y para resolverla se propone el siguiente cambio

de variable z = Br
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2
{zz%ﬂgﬂz}Vz(r,w):O (4.16)
La solucién de la ecuacion diferencial Ec. (4.16) esta dada por la expresion:
Vz(z,0)=CJ,(z)+C,Y,(2) (4.17)
En la Ec. (4.17) {Jo (2), Yo (2)} son las funciones de Bessel de orden cero de primera y

segunda especie respectivamente.

4.3.2 SOLUCION PARTICULAR

La solucién particular para el problema de la Ec. (4.17) se puede expresar como:
VZP(I’,(»):A; AeR (4.18)

Al sustituir la Ec. (4.18) en la Ec. (4.16)

0
B (0) A= 0, (i) pa(z‘”) (4.19)
Por lo que, la constante A se despeja y se tiene lo siguiente:
0, (io)( dp(w)
A — (0]
Bz (co) [ Y (4.20)

La solucion general del perfil de velocidades de la Ec. (4.9) en términos de la coordenada

radial r, se puede expresar como:

V(1) = CJ, )+ C.Y, (Br)+%§((;‘”))(apa(z°’)] @.21)

4.3.3 CONDICIONES DE FRONTERA
La solucion general (Ec. 4.21) contiene dos constantes de integracion C1y Co, las

cuales deben de determinarse a partir de las siguientes condiciones de frontera:
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CFLr=0; |Vz(0o)|<M (4.22)

CF2r=R; Vz(a0)=0 (4.23)

La primera de estas condiciones obedece a que la solucion particular debe de
permanecer acotada, i.e. que para ningun valor que tome la coordenada radial debe ser
infinita. La segunda condicion de frontera, se relaciona con la condicibn de no
deslizamiento en la frontera (pared del tubo capilar). Al sustituir la primera C.F.1 en la

ecuacion diferencial, se tiene lo siguiente:

Vz,., =Vz(r=00)=CJ, (B:0)+C,Y, (B-0)+ ([)3‘2 ((('S) [@;Zw)] (4.24)

Simplificando la expresion se obtiene la siguiente expresion algebraica:

vz, =C,-0+C, .(—oo)+(l);’(iw)[8p(m)j (4.25)

max

V2 =G, .(—oo)+ Oq)(iw)[ap(m)]; C, .(_oo) (4.26)

La dltima igualdad, demuestra que la velocidad en el centro del capilar, es infinita lo que
carece de sentido fisico. Para evitar esta inconsistencia fisica, la constante C2 debe ser

cero, i.e. C2 = 0. Por lo que la solucién general tiene la siguiente estructura:

Vz(ro)=CJ,(Br)+ %‘; ((:00;) (Gpa(zm)j (4.27)

La segunda condicién de frontera al sustituirla nos da la siguiente informacion fisica:
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vZ(a,w):clJo(Ba)+?;E;“;)(ap(w)]:o (4.28)

De analisis de la primera condicion de frontera se deduce que la constante C2 es cero

por lo que al despejar C1 se tiene lo siguiente:

C,(0)=- %% (iw)[ép((ﬂ)] (4.29)

Vz(re)=C,(0)J,(pr)+ %‘2’ ((:00;) [épé(zw)j (4.30)

Esta expresion nos permite obtener el perfil de velocidades en funcién de los parametros
materiales del liquido, la fuerza motriz que deforma continua e irreversiblemente el fluido
asociado al gradiente de presion en la direccion axial. Notese que, el perfil de velocidades
esta determinado por un cociente de funciones de Bessel, lo que podria inducir efectos
resonantes en el sistema.
4.3.4 FLUJO VOLUMETRICO CON TRANSFORMADA DE FOURIER

La expresion para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r = a'y longitud
z = L, se puede expresar como la doble integral del producto interno del vector de
velocidad y la diferencial de superficie. El vector velocidad solo tiene componente axial z
y el vector unitario que describe la seccion de &area transversal es el vector unitario en la

direccion z,

2 a

Q(t)= | [Va (1) e = 2 Va (e @31

0
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Al tomar la transformada de Fourier del flujo volumétrico, se tiene lo siguientes:

Q(m):F{Q(t)}:F{znjw(r,t)rdr} @32)

0
Por otra parte, suponiendo que la funcidén es continua, el operador de Fourier se puede
introducir en la doble integral por lo que se tiene lo siguiente:
a a a
F{Zn_[ Vz(r,t)rdr} = 2njF{Vz(r,t)}rdr = 2nJ-Vz(r,oa)rdr (4.33)
0 0 0

El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:
a

Q(o)= 2nsz(r,w)rdr (4.34)
0

Al sustituir el perfil de velocidades en el flujo volumétrico, se obtiene la siguiente
expresion analitica:
a

Q(w)=2nJ:Vz(r,w)rdr=2nj [Cl(w)Jo (r)+ %@(im)[ap(m)]}dr (4.35)

0

Haciendo el cambio de variable,

Q(0)= 2nC1(m)j(Jo(Br))rdr+ o O@(iw)[ﬁp(w)]jrdr (4.36)

2
; Bro) L 2 )y
Definiendo las siguientes cantidades adimensionales: u= r/a; p = fa como una longitud

caracteristica adimensional, la Ec. (4.36) se puede expresar como:

Q(m)=zﬁizazq (m)JE'zJO (z)dz + 2ma’ OB‘I; ((;D)) [apa(zw)]iudu (4.37)
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En donde z = pBr. Para integrar las funciones de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad

matematica:
d 3 (1= (4.38)
E[Z 21=23,(2) :

Al sustituir la Ec. (4.38), en la integral de la expresion del flujo volumétrico (Ec. 4.37), se

tiene lo siguiente por lo que,

2ma’ " d 2 0, (10)( p(0) ) {
= C —[z] + 2 d
Qo) 7 (o) ! o Ai@Hz+ 2ma o) | o {u u (4.39)
La Ec. (4.39), se puede simplificar a lo siguiente:
2R? | Om(iw)[ap(w)]l :
Qlo)= C,(o)|d[z],(z)] + nR* du 4.40
( ) BZ 1( )! 1 BZ ((D) oz _([ ( )
Finalmente, se tiene lo siguiente:
0, (lo)( dp(® L (P
En donde la constante Ci(w), dada por la Ec. (4.29) se sustituye en la Ec. (4.41), y se
obtiene:
_m’ 81’0, (iv) L)Y 10p(o)
o= ) [l SN (4.42)
4.3.5 FUNCION DE TRANSFERENCIA COMPLEJA
La Ec. (4.42) puede ser descrito en términos de la funcidén de transferencia T(w),
na’ 16p(0)
=27 i WA
Qo) 51(0) -5 2 e

En donde la funcion de transferencia T (o), tiene la siguiente expresion analitica:
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T(0) =8 E)(iw)[ 122 (? ()p (Q)J (4.44)
La funcion de transferencia T (o),

- )gi2 0, (i) B Jl(B(w))/B(oo) _gi 0, (i) 2 B ) “
L u)—)OT( ) 8 BZ((’)) {1 2 Jo(B(w)) }_8 BZ((D)( 88i2]_0®( ) (4-45)

4.3.6 PARAMETRO BETA

4.3.7 FLUIDO NEWTONIANO

El parametro adimensional B tiene la forma adimensional:

B(w)=a\B(o) (4.46)
El parametro beta en forma adimensional tiene la siguiente forma:
2
B(w)=aB(w) =i*? J( PatC‘PCJow (iw)w (4.47)
En donde el operador fluidez fue escaladao con la sigueintes variablesa dimesnioales:
O(D(ico)zw; ® = tcw (4.48)
¢cC

En donde la fluidez caracteristica ¢c y la frecuencia caarteristica oc para un fluido
newtoniano estan dada por las siguientes expresione: (i) oc =1/u y (ii) tc = a?/p =a?/(u/p)
=a?/v, en donde v es el coeficiente de transferencia de momento. Por lo que el parametro

beta, para un fluido newtonianoeste coeficiente se simplifica de la siguiente manera:

B(w)=""o (4.49)
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4.3.7 FLUIDO NO-NEWTONIANO: MAXWELL
Para un fluido no-newtoniano viscoelastico lineal, la fluidez caracteristica ¢c =1/no
y el tiempo caracteristico del sistema tc es el tiempo unimodal de Maxwell, i.e. tc = Xo.

Por lo que el parametro B tiene la forma:

B(0)=i*?/DeO, (in)w (4.50)

Enla Eq. (4.50) De es el numero de Deborah, el cual puede ser descrito como un coeinte

de tiempos caracteristicos asociados a la inercial y viscoelasticidad del material.

De = Pa"0c (4.51)
tc

4.4 CALCULO DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA PARA UNA CORONA CIRCULAR.
Para resolver el problema se asumen las siguientes condiciones de proceso en el
sistema:
e Estado estacionario:
e Fluido incompresible
e Proceso isotérmico
e Flujo unidireccional
e Mecanismos gravitacionales despreciables
e Elfluido es deformado por un gradiente de presién en la direccién axial.
e Simetria cilindrica
Bajo las anteriores aseveraciones, obtenemos lo siguiente:
e El vector de velocidad es solo funcion de a la coordenada radial r

e El gradiente de presion es constante en la direccion z
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e Existe un balance entre las fuerzas viscosas y el gradiente de presion.
e Porlotanto, las siguientes ecuaciones se cumplen como en el caso de un a capilar

inextensible, por lo que se tiene:

o 0z

V(r0)=CJ (1a) +C,Y, (m)+o®(i°")(a"(°’)} @52)

La Ec. (4.52) contiene dos constantes de integracion {C1, C2}, por lo que estas deben ser
calculadas mediante dos condiciones de frontera.

C.F.1.: La velocidad axial en la frontera del tubo es cero, i.e., Vz (r = R2) = 0.

C.F.2.: La velocidad axial en el centro del tubo es maxima, i.e., Vz (r = R1) = 0.

Aplicando las condiciones de frontera, en la Ec. (4.52) se tiene lo siguiente:

e e 59

Vz(R,0)=CJ,(Ra)+C,Y, (Ra)+ O (Zioa) [51)8(0))} —0 (4.54)
o V4
Cy (Ryt)+C,Y, (Rya) + 2 (ziw)[ap;m)} -0 (4.55)
o /4

Y para la segunda constante de integracion, se tiene lo siguiente:

Cdy(R)+C,Y, (Ra)+ O (i@)[ap(m)J ) (4.56)

o’ 0z

Las Ecs. (4.55) y (4.56) pueden ser rescritas de la siguiente forma:
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CJy(B)+C,Y, (B)+R: O (Ziw)[ﬁpa(zw)j ) (4.57)

Y para la segunda constante de integracion, se tiene lo siguiente:

Cl‘]o(RB)+C2Y0 (RB)"'RE O(D (ziw)[apa(@)j_o (4.58)
Z

En donde R = R1/R2. Al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas, podemos obtener
las constantes Ci y Co2. Al restar las Ecs. (4.57) y (4.58), se obtiene la constante Ci en

terminos C2

Yo (B)— Yo (RB)

= ()1, (RB)

(4.59)

Al despejar C2 de la Ec. (4.58)

C-c, L(RB) 1 cb(im)[ap(@)JRg

Y,(R8) Y,(RB) B | @z

Al combinar las Ecs. (4.59) y (4.60)

_c Gulio)fop(0) ],
C,=C,—; [ % ij (4.61)

(4.60)

En donde C4, esta definida como

C,= 3 (RP)-J, (P) (4.62)

‘]0 (B)Yo (RB)_YO (B)Jo (RB)

De la Ecs. (4.59) y (4.60), se tiene:

O(D I ap 2
4= B(Zm)[ a(zm)]Rz (469

Entonces Cs3, se define como:
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_ Yo (B)_Yo (RB)
C4 =3, (B)Ye (RB)-Y, (B) s (RP) (4.64)

Por lo que el perfil de velocidades puede ser reescalado de la siuiente manera.

V(1) =CJy (1B)+C,Y, (1) + OQB(Zi@)[Gp;Z )ij (4.65)

4.4.1 FLUJO VOLUMETRICO EN UNA CORONA CIRCUALR EN EL ESPACIO DE FOURIER

El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:

R2

Q(v)= 2nj Vz(r,0)dr (4.66)

R1
Al sustituir el perfil de velocidades en el flujo volumétrico, se obtiene la siguiente

expresion analitica:

H; 0, (i ®
Q(m)ZnJ'[ClJO (rB)+C,Y, (1B)+ ®5(2 )[8p<3(z )jRg}dr (4.67)
Rl
Escalando la Ec. (4.67) con la longitud caracteristica radial Rz, se tiene lo siguiente:
r 0, (io ®
Q((D): 2nR§j[C1J0 (TB)+C2Y0 (TB)+ (DB(z )[@a(z )]Rg}dr (4.68)
R
Aplicando linealidad a la Ec. (4.68), se tiene lo siguiente:
1 1 1 O
Q(w)=2nC1R§J.J0(rB)rdr+2nC2R§JYO 1B )rdr +27R J' CDB [ } rdr (4.69)
R R R

Escalando de nueva cuenta, la Ec. (4.69) toma la forma:

oy O®B(zi°°)[apa(°°)]R

R Rp Z

1
AR (4.70)
R
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Finalmente, el flujo volumétrico puede ser descrito como:

Q(0)= P li@R; (ap(m)j

p? 0z
(4.71)
{l—RZ +§C3[JO(B)—JOR(RB)]+§C4 [Y,(B)-RY, (RB)]}
La Ec. (4.71) se puede escribir de la siguiente manera:
1 . . 10p
O R @2)
En donde se definio la funcién de transferencia compleja como T(iw)
. T(i ., 80, (1 , 2 2
T(i0)= (i0) _. (12“)){1—11 + 25, [1,(B) IR (RB) ]+ 22C, [ Y, (B) - RY, (RB)]}
0 0P p p
(4.73a)

En la funcion de transferencia (4.73), se escalo el parametro Beta con Rz, por lo que se

tiene lo siguiente:

B(w)=i"? \/[%5"’0)0@ (i) o =i*? De Jo-0, (io) (4.73b)

Y el Debora se puede expresar como:

2
De = PR2%0 (4.73¢)
)\’0

Sisuponemos que, el gradiente de presion se puede expresar en terminos de una funcion

exponencial compleja, se tiene lo sigueinte:

ap(©) _ op,

Al sustituir la Ec. (4.74) en la Ec. (4.72), se tiene lo siguiente:
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Q(w)= Ri@OT(im)[_%MRZJ = %Rg@OT(im)[—%%S(m—mo )sz (4.75)

1
4 0z

Reordenando la Ec. (4.75), tenemos la siguiente expresion:
Q(w)=0Q\T(i0)d(w—w,) (4.76)

En donde el flujo volumétrico, tiene la siguiente expresion analitica:

Qy =%R§(p0 (—%%sz 4.77)
Fisicamente, la Ec. (4.77) puede interpretarse como que el flujo volumétrico de un fluido
viscoelastico, se puede expresar como el producto de una amplitud asociada al fluido
newtoniano, la funcién de transferencia, y finamente la funcién delta de Dirac.

Al antitransformar la Ec. (4.76) al espacio del tiempo, se tiene la siguiente expresion en

terinos de la variable temporal t, es decir:

Q(w,,t)=Q\T (i, ) Exp(icyt) (4.78)
Finalmente la Ec. (4.78) representa la mayor contribucion de este trabajao de licenciatura
y se resume que el flujo volumetrico de un fluido no-newtoniano (viscoelastico lineal) se

define como el producto entre las siguientes cantidades fisicas:

a) El fflujo volumétrico de Newton

b) La funcion de transferencia compleja que depende de las funciones expeciales de
Bessel de primera y segunda especie, de la relacion geometrica R y de la
informacion reoldgica a traves del parametro 3.

c) Elparametro 3 se puede interpretar como un vector de longitud de onda y depende

de la informacion fisica a través de los nimeros adimensionales: (i) Womersley vy
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(i) Deborah, y del operador fluidez que nos permite generalizar esta expresion
para cualquier fluido viscoelastico lineal o fraccionario.

d) La Ec. (4.78) se puede utilizar en otros contextos de la fisica, como por ejemplo
las células ciliadas externas del oido, que solo los amplificadores del oido
humano.En general la variable A, que depende de la frecuencia wo, el tiempo t, la

amplitud Am, funcion de transferencia compleja y la funcion exponencial Exp(imot)

A(wy,t)=A, -T(io, )-Exp(iot) (4.79)
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CAPITULO 5. SIMULACIONES Y MODELADO MATEMATICO
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5.1 RESULTADOS

5.1 MoODELO DE NEWTON

5.1.1. CAPILAR

En esta seccion, se analiza el aumento en la fluidez a través de datos reométricos

de sangre con hipercolesterolemia (alto contenido en colesterol). Los datos y protocolos

experimentales fueron realizados bajo estrictos criterios de higiene y seguridad los cuales

fueron descritos a detalle por Moreno et al. (2015) y empleados en esquemas

perturbativos y analiticos (Herrera-Valencia et al. 2017, 2019). A partir de pruebas

experimentales reométricas en estado estacionario y no estacionario, se obtienen los

siguientes valores numéricos para el médulo de corte Go. Los datos obtenidos fueron de

pacientes que presentaban trastornos alimenticios con el contenido de colesterol en la

sangre.

=
()

CAPILAR: N-SH

—

e
@

=
*

=
=

=
[

0
1LE-3

FUNCION DE TRANSFERENCIA

& @J"'&*' 3

= T,(0) =

Vap(o) Qo)

1 : Partereal

i : Parteimaginaria

LE-1 LE+0 LE+1 1L.E+2 1.E+3 1.E+4
FRECUENCIA

Figura 4. Capilar fluido newtoniano

Figura 4. llustra la funcién de transferencia real y compleja en funciéon de la
frecuencia en el caso del fluido newtoniano. La geometria que se analiza
corresponde a una oclusion periférica (Fluido Newtoniano).
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Matematicamente, la parte real de la funcion de transferencia compleja (RFTC)
se muestra en la Fig. (1) (Roja). En la ventana de observacion de frecuencias bajas (0.01,
1), la RFTC, RM es constante e independiente de la frecuencia. A una frecuencia critica
(w < 1), la respuesta real dinAmica del sistema se comporta de una forma monotdnica
decreciente, en donde geométricamente la derivada es negativa. A otra frecuencia critica
(altas frecuencias) la respuesta es asintética y tiende a cero conforme la frecuencia
aumenta.
La parte imaginaria de la funcién de transferencia compleja (IFTC) se observa de color
negro en la Fig. (1). A frecuencias bajas (0.01, 0.1) observamos un comportamiento
independiente de la frecuencia como en el caso real de la FTC. A una frecuencia critica,
el dispositivo muestra monoétona creciente en donde la derivada de la IFTC con respecto
a la frecuencia es positiva. A un valor de la frecuencia, se observa un maximo global en
donde la pendiente es cero. Notese que, para valores mayores al punto critico, la curva
es simétrica, i.e., se observa una clasica curva resonante asociada a el efecto de la parte
imaginaria de la FTC (Bird et al. 1977).
Fisicamente, se observa en la parte real un comportamiento de relajacion asociado a
gue el sistema llega de estado de menor a mayor frecuencia por efecto del gradiente de
presién pulsétil. Mientras que, la parte imaginaria esta asociada a la disipacion.
Biol6gicamente, la anchura y el maximo estan asociados a proceso bioldgicos, en este

punto se necesita mas informacion.
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5.1.2 CORONA CIRCULAR

CORONA CIRCULAR: N-SH

0.7
a:R=0.1
0.6 > T ((D) —>
0.5 Vzp(o) Qo)
b:R=0.2 . e er =i
C 0.4 R, p == R,
E. c:R=0.03 . %m — ¥
z 0.3 »
d:R=04
0.2
e:R=0.5
0.1
0
LE-2 1.E-1 LE+0 LE+1 1.E+2 1.E+3

FRECUENCIA

Figura 5. Corona circular fluido N, R variable, parte Re.

Figura 5. llustra la funcion de transferencia real y compleja en funcién de la
frecuencia en el caso del fluido newtoniano. La geometria que se analiza
corresponde a una oclusién periférica (Fluido Newtoniano).

En la Fig. (5) se ilustra la parte RFTC vs frecuencia en funcion del radio adimensional,
0< R= R1/R2<1. En este caso, este sistema simula una oclusion central en la cual existe
un objeto suspendido en el seno del fluido Newtoniano, el cual reduce la geometria y se
puede aproximar como dos cilindros concéntricos (corona circular). En la Fig. (5) cada
simulacién representa una obstruccién en el sistema. El color azul claro menos obstruido
y la azul oscuro mas obstruido.

De la misma manera que en la Fig. (4), matematicamente se observa una zona constante
0 meseta independiente de la frecuencia (0.01, 10). Posteriormente, existe un valor critico

de la frecuencia para el cual la respuesta es monoténico decreciente (pendiente negativa

63



o la derivada de la RFTC es negativa), en el intervalo (10, 100) hasta un segundo valor
critico en la frecuencia. Finalmente, el valor tiende asintGticamente a cero. Notese, que:
() las curvas son similares y (i) que el efecto geométrico a través de R es el de desfasar
las curvas a menores valores de la meseta que se observa a valores bajos en la
frecuencia.

Fisicamente, existe una respuesta con la frecuencia en la venta de observacién de
frecuencias moderadas.

Biolégicamente, en esta simulacion no se observan las clasicas curvas resonantes que
se presentan en otro sistema y solo se tiene una respuesta dinamica en las frecuencias
moderadas. Se analizard la parte imaginaria para ver la resonancia, el maximo y la

anchura del sistema.

CORONA CIRCULAR: N-SH

0.45
0.4 ﬁ a a:R=0.01
0.35 b: R=0.05
77 Vip(o) Q(w)
0.3 c:R=0.1
E 0.25 r ,' Ve(r =R t)=0i=12 d : R — 0.2
b eitt_excil R, -R.
- 0.2 . | 9, i
0.15 ' : : :
0.1
0.05
0
0.01 0.1 1 10 100 1000

FRECUENCIA

Figura 6. Corona circular fluido N, R variable, parte Im

Figura 6. llustra la funcion de transferencia real y compleja en funcién de la
frecuencia en el caso del fluido newtoniano. La geometria que se analiza
corresponde a una oclusién periférica (Fluido Newtoniano).
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En la Fig. (6) se ilustra la parte IFTC vs frecuencia en funcién del radio adimensional, 0<
R= R1/R2<1. En este caso, este sistema simula una oclusion central en la cual existe un
objeto suspendido en el seno del fluido Newtoniano, el cual reduce la geometria y se
puede aproximar como dos cilindros concéntricos (corona circular). En la Fig. (6) cada
simulacion representa una obstruccion en el sistema. El color azul claro menos obstruido
y la azul oscuro més obstruido.

De la misma manera que en la Fig. (1) de la parte IFTC, a frecuencias bajas (0.01, 0.1)
observamos un comportamiento independiente de la frecuencia como en el caso real de
la FTC. A una frecuencia critica, el dispositivo muestra comportamiento monétono
creciente en donde la derivada de la IFTC con respecto a la frecuencia es positiva. A un
valor de la frecuencia, se observa un maximo global en donde la pendiente es cero.
Nétese que, para valores mayores al punto critico, la curva es simétrica, i.e., se observa
una clasica curva resonante asociada a el efecto de la parte imaginaria de la FTC (Bird
et al. 1977). Curva con menos obstruccion negra tiene la maxima respuesta resonante,
curva azul con mayor obstruccion la frecuencia esta en funcién de la geometria, hay un
desfase.

Fisicamente la parte imaginaria esta asociada a la disipacion.

Biol6gicamente, la anchura y el maximo estan asociados a proceso bioldgicos, en este

punto se necesita mas informacion.
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5.2 MODELO DE MAXWELL

5.2.1 CAPILAR (OCLUSION CENTRAL)

En las Figs. (5) y (6) se presentan las simulaciones real e imaginaria de la funcién
de transferencia real e imaginaria a diferentes valores del nimero de Deborah el cual, es
una manifestacion de los mecanismos viscoelasticos en el sistema. Se observa que el
sistema despliega varios picos resonantes, y el mayor esta relacionado con el tiempo
caracteristicos de Maxwell. Las resonancias secundarias pueden estara asociadas al
cociente de funciones de Bessel. Cuando el niumero de Deborah es pequefio, el sistema
corresponde a un fluido débilmente elastico el cual se comportaria como Newtoniano.
Cuando el sistema incrementa la elasticidad, este presenta curvas resonantes y una
claramente dominante asociada a los mecanismos inerciales y viscoelasticos. Estas
resonancias son un efecto del almacenamiento de energia asociado a la elasticidad del
sistema. En esta grafica se supone que cualesquiera otras interacciones elasticas son
despreciables. Enla Fig. (5) se observa la parte imaginaria de la funcion de transferencia
compleja. Los mismos valores para la simulacién de la Fig. (4) fueron ocupados en la
Fig. (5). Es claro que el sistema presenta graficas resonantes y anti-resonantes y que la
transicion entre una y otra se debe principalmente a una discontinuidad en el sistema.
Estas curvas son conocidas como dientes de sierra las cuales se presentan en sistemas
en donde existe disipacion entre los elementos que los constituyen, ejemplo de esto
serian los circuitos eléctricos. Como en la Fig. (4) se observa varias curvas secundarias
asociadas a los mecanismos elasticos. La diferencia entre un fluido Newtoniano y uno
de Maxwell es la energia de almacenamiento. Los sistemas Newtonianos solo disipan la

energia
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Figura 7. Capilar fluido de Maxwell, G=0, De variable parte Re

Figura 7. llustra la parte real de la funcion de transferencia compleja en funcion de
la frecuencia en el caso del fluido de Maxwell. La geometria que se analiza
corresponderia a una oclusion periférica.
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Figura 8. Capilar fluido de Mxwell, G=0, De variable parte Im

Figura 5. llustra la parte imaginaria de la funcion de transferencia compleja en
funcion de la frecuencia en el caso del fluido de Maxwell. La geometria que se
analiza corresponderia a una oclusion periférica.
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5.2.1 CORONA CIRCULAR (TUBOS CONCENTRICOS)

En las Figs. (7) y (8) se ilustra la parte real e imaginaria de la funcion de
transferencia compleja en una corona circular, que se puede expresar como dos cilindros
conceéntricos de radior = R1y r = Rz y longitud z = L.

Es claro que el comportamiento lineal entre la variable el gradiente de presion y el flujo
volumétrico despliegan las mismas curvas resonantes que el capilar tanto en la parte real
e imaginaria.

La dnica diferencia notable es el efecto del radio reducido. Esta variable tiene los
siguientes puntos notables:

El menor valor de R = 0.1 presenta la mayor y menor resonancia y anti resonancia en el
sistema.

Estas curvas resonantes y anti resonantes matematicamente estan asociadas a una
discontinuidad de salto del sistema.

Cuando el factor reducido R se incrementa las curvas se desfasan hacia valores mayores
en la frecuencia.

Este sistema sencillo puede estar relacionado biolégicamente con una oclusion central
en donde existe un obstaculo en una vena la cual, se presenta por materia o tejido
muerto.

En la Fig. (8) se observa la parte imaginaria de la funcion de transferencia compleja en
funcion del parametro reducido R. Es claro que, al disminuir el area de seccion

transversal, la respuesta resonante disminuye.
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Biol6gicamente: la oclusién central disminuye considerablemente la respuesta en el
sistema y energéticamente el sistema necesita una mayor frecuencia en el régimen de
viscoelasticidad lineal

En el régimen de viscoelasticidad no lineal el flujo pulsatil induce una mayor respuesta
por lo que, se necesita un mayor gradiente de presion para obtener un aumento en el
flujo volumétrico.

El efecto del nimero de Deborah es modificar los efectos viscoelasticos del material.
Cuando el Deborah tiende a cero, se recupera el fluido Newtoniano.

A valores del numero de Deborah diferentes de cero, el sistema presenta varias curvas

resonantes asociadas a los mecanismos viscoelasticos del material.

Es claro que, en las simulaciones presentadas, los mecanismos inerciales, viscoelasticos
del material juegan un papel muy importante en la reologia del sistema, y determina las
propiedades de:

o ElI'maximo en la resonancia

o La anchura del de las curvas resonantes

o La frecuencia resonante que esta determinada por los tiempos caracteristicos en

el sistema, por ejemplo, el tiempo caracteristico de Maxwell.

Este tipo de dispositivo se utiliza en la deteccion de los tiempos caracteristicos del
material debido a que, cuando la frecuencia coincide con la frecuencia natural del

sistema, el sistema presenta la maxima respuesta
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Figura 9. Corona circular fluido de Maxwell, De=1, G=0, R variable

Figura 9. llustra la parte real de la funcion de transferencia compleja en funcion de
la frecuencia en el caso del fluido de Maxwell. La geometria que se analiza
corresponderia a una oclusién central (Fluido de Maxwell).
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Figura 10. Corona circular fluido de Maxwell, De=1, G=0, R variable.
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Figura 10. llustra la parte imaginaria de la funcién de transferencia compleja en
funcion de la frecuencia en el caso del fluido de Maxwell. La geometria que se
analiza corresponderia a una oclusién central (Fluido de Maxwell).

5.3 APLICACION: SANGRE HUMANA CON COLESTEROL BAJO

En esta seccidn se presenta una aplicacion a sangre human con contenido de
colesterol bajo. Los datos de sangre fueron obtenidos de pacientes con contenido de
colesterol bajo medio y alto. Los datos que ajustaron al modelo de Maxwell multimodal,
son los pacientes de colesterol bajo, es decir aquellos con no presentaron
hipercolesterolemia. Es claro de las Figs. (9) y (10) que la respuesta que tiene la parte
real y la parte imaginaria tiene le mismo comportamiento que lo descrito en esta teoria.
La parte real, induce un maximo que es descrito integramente por el tiempo dominante
de Maxwell, es decir el tiempo de cruce en un diagrama de flujo oscilatorio a baja amplitud
entre (G" y G” vs m). La frecuencia de cruce G (o) = G”'(») se da en la frecuencia
resonante, i.e. ® = 1/A0. Cuando se tiene un espectro de tiempos caracteristicos, se
considera el tiempo de cruce, es decir el tiempo reométrico, el tiempo experimental o el
tiempo medible. Los otros tiempos de ajuste, determinan la ventana del flujo oscilatorio
es decir la ventana en donde se disipan las resonancias en la parte real imaginaria.

En esta seccidn discutimos las bondades del modelo desarrollado en este trabajo
por lo que se demostré que, puede ser utilizado para detectar las frecuencias naturales
de sistemas bioldgicos.

Este sistema puede ser utilizado para extrapolarlos a otros tipos de fluidos

cambiando la ecuacion constitutiva a través del operador fluidez, descrito por la Tabla 1.
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Figura 11. Fluido de Maxwell bajo colesterol parte real

Figura 11. llustrala partereal de launcion de transferencia compleja para el modelo
multimodal de Maxwell para sangre humana con bajo colesterol.
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Figura 12. Fluido de Maxwell bajo colesterol parte imaginaria

Figura 12. llustra la parte imaginaria de la uncion de transferencia compleja para el
modelo multimodal de Maxwell para sangre humana con bajo colesterol.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO
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6.1 CONTRIBUCION AL CONOCIMIENTO

En el caso newtoniano se observa que la parte real describe una funcion de
relajacion en donde hay dos mesetas y una zona de transicion tipo ley de potencia. En
el caso imaginario, se observa una curva resonante la cual se observa en los sistemas
de estudio de la mecénica clasica en donde se tiene un sistema fisico que esta vibrando
(oscilador armonico simple). Este tipo de campanas resonantes son punto de partida
para el estudio de sistemas que se someten a campo eléctricos y magnéticos, por
ejemplo: (i) la resonancia magnética nuclear, (ii) los movimientos geofisicos asociados a
los temblores en donde las capas tectonicas se mueven y al contacto existen fuerzas de
friccion las cuales liberan energia y con los gases combinados que salen del subsuelo
hay una reaccién y se producen luces de color azul (tribologia).

Por otra parte, cuando se toma la elasticidad del fluido por efecto de la interaccion de la
estructura se tiene un comportamiento completamente diferente. Un ejemplo de esto
seria la sangre humana con colesterol tomando en cuenta la parte elastica del
hematocrito. Las simulaciones de la parte real de la Funcion de Transferencia Compleja
demuestran, que al incluir la parte elastica se obtienen varias curvas resonantes y que el
maéaximo y la anchura de éstas son funcion de la elasticidad del hematocrito. Otro hecho
importante es que, al incluir la elasticidad del hematocrito, la méxima energia resonante
se desplaza a mayores frecuencias.

La parte imaginaria de la Funcion de Transferencia Compleja muestra un
comportamiento anti resonante y resonante por lo que, existe una zona de transicion de

menos a mayor energia por efecto de la frecuencia. Es importante destacar que el
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minimo y el maximo anti resonante esta determinado por un acoplamiento con la parte
elastica y los mecanismos inerciales.

En el caso de un fluido viscoelastico la dinamica cambia significativamente. Se observa
gue existe una resonancia dominante seguida de varias resonancias secundarias. El
primer hecho importante es que el maximo y la anchura de la curva resonante dominante
depende de los mecanismos inerciales y viscoelasticos a través del nimero de Deborah
el cual, es un cociente de tiempos caracteristicos asociados a la inercia y la
viscoelasticidad del material. En la parte imaginaria, se observa el clasico
comportamiento tipo diente de sierra, es decir, se observan funciones oscilantes y
discontinuas para ciertos valores de la frecuencia. Desde un punto de vista bioldgico, las
subresonancias pueden estar relacionadas a procesos bioldgicos asociados a la
amplificacion de la informacién acustica (células ciliadas del oido interno humano) o al
bombeo dindAmico de sangre con hipercolesterolemia.

En el caso de un fluido de Maxwell con elasticidad del hematocrito, se observa
gue la parte real de la Funcion de Transferencia Compleja aumenta las resonancias del
sistema por efecto de los mecanismos elasticos del material. Desde un punto de vista
fisico, al incluir un valor de elasticidad del hematocrito las curvas resonantes disminuyen
el maximo y su anchura. Lo que significaria que la elasticidad del hematocrito en un fluido
viscoelastico juega un papel negativo en el aumento del flujo debido, a que el sistema
entre mayor sea la relacion entre el gradiente de presion pulsétil y el flujo volumétrico,
tendria una implicacion fisica significativa. Mientras que, una minima relacién tendria un

efecto negativo en el aumento de flujo.
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Por otra parte, la parte imaginaria de la funcién de transferencia muestra un
comportamiento similar que en el caso del modelo de Maxwell. Sin embargo, es claro,
gue las curvas tipo diente de sierra y las discontinuidades aumentan. En conclusion, el
efecto elastico asociado al hematocrito tiene una importancia relevante en este trabajo
debido a que nos da informacion a acerca de la resonancia en el sistema, que es un
parametro clave para estos sistemas dindmicos. La combinacion de la viscosidad con la
viscoelasticidad del fluido y de los cimulos de particulas a través de los mecanismos
elasticos modifican drasticamente la descripcion de los fenomenos de transporte y de la
reologia lineal del sistema. Finalmente, la contribucion de este trabajo es presentar una
metodologia general e incluir la parte elastica del hematocrito que se observa a bajas

rapideces de deformacion.

6.2 TRABAJO FUTURO

En este trabajo se analizo el flujo pulsatil en el régimen de viscoelasticidad lineal,
es decir, fluidos que poseen las dos propiedades, viscosas (disipativas) y elasticas
(almacenamiento de energia). Una continuacion natural del mismo seria extenderlo al
régimen no lineal de rapideces de deformacion. Otro hecho importante es analizar la
Funcion de Transferencia asociado a la interaccion entre el solido (pared del capilar) y el
fluido a través de la Funcion de Transferencia asociada al esfuerzo. Otra continuacion
natura de este trabajo seria acoplar la transferencia de movimiento con ecuaciones de
masa. Finalmente, la parte experimental es un pilar para contrastar estos resultados
tedricos y los de laboratorio. Por ultimo, este trabajo representa un esfuerzo constante y

permanente en la busqueda de conocimiento basado en fendmenos de transporte y
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reologia como herramientas fundamentales en la descripcion de nuevos sistemas y

materiales.
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