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Capitulo 1
Introduccion

Desde los griegos, quien dice matemdticas, dice demostracion.
—Nicolas Bourbaki

Me gustaria comenzar esta introduccion relatando el problema que motivo esta

tesis. Luego, resumiré el trabajo realizado en cada capitulo.

Quiza uno de los grandes textos en la historia de la humanidad sea Elemen-
tos de Euclides, en donde nos podemos encontrar con muchas proposiciones
acerca de las relaciones que existen entre rectas, puntos, circunferencias, etc.
Tales proposiciones no vienen como simples creencias sin justificacién alguna,
sino que cada una de ellas estd acompafiada de una demostracion, esto es,
a grandes rasgos, una justificacion de por qué la proposiciéon se cumple. Esta
justificacion esta dada por una serie de pasos logicos que, al leerlos, facilmente
podemos decir que cada paso se sigue de un paso anterior, y que el paso final

de la demostracion es justo a lo que nos interesaba llegar.

Esta situacion en la matematica no cambi6é durante mas de dos mil afios.
Cualquier texto sobre matematicas que nosotros leamos viene en una presenta-
cién muy similar a los Elementos de Euclides, a saber, axiomas y proposiciones
sobre las relaciones que hay sobre ciertos objetos, acompafiados de algtin argu-
mento que justifica dichas relaciones. De este modo, se pretende que cualquier

persona pueda comprender el texto con tan solo leerlo.



Esta manera de proceder de la matematica fue lo que hizo a Kant pensar
que esta disciplina «...habia tomado el camino seguro de la ciencia» [12, p.
17]. Esto es, la matematica, debido a su proceder y sus demostraciones, habia
alcanzado un alto nivel de rigor, por lo que sus proposiciones no eran mera
opinioén, sino que podian llamarse conocimiento universal, y toda ciencia que

quiera erigirse como conocimiento habria de seguir los pasos de la matematica.

Asi, el conocimiento universal de una proposiciéon matematica depende con-
siderablemente, si no es que totalmente, de que se tenga una demostracion.
Hasta mediados del siglo pasado las demostraciones habian sido todas muy
similares, bastaba tener lapiz, papel y los conocimientos necesarios para po-
der realizar una demostracion, o s6lo un libro de matematicas para poder leer
alguna de éstas. Los métodos utilizados para demostrar una proposicion, de
los cuales hablaré en el primer capitulo, también solian ser siempre los mismos
desde los griegos. Esto cambi6 recientemente con la aparicién de los ordena-
dores. En particular, con el problema de los cuatro colores, una proposicién
bastante facil de comprender pero la cual necesité6 de una computadora pa-
ra ser «demostrada». Hasta ese entonces, jamas se habia hecho uso de una
computadora para atacar una proposicién matematica, tampoco se habia pre-
sentado en la historia de las matematicas una «demostraciéon» con cientos de
pasos logicos que fuera imposible o casi imposible de leer en un tiempo de vida
humana. Este suceso en la historia de las matematicas caus6 gran controver-
sia, habia quienes argumentaban en favor de la demostracién por ordenador
y quienes la desacreditaban. A lo largo de esta tesis, analizaré y debatiré con

ambas posturas.

A continuacién mostraré brevemente y a grandes rasgos lo que se realiz6

en cada capitulo.

En el primer capitulo me propongo esclarecer el concepto de «demostra-

cién». Para conseguirlo, hago un muy breve esbozo histérico de la nocioén de



demostracion, esto con la finalidad de mostrar que desde Aristételes la palabra
«demostracién», en las ciencias formales, se ha intuido como una especie de
argumento finito en el que se deduce la conclusion a partir de premisas ya da-
das como verdaderas. Posteriormente abordo este concepto de demostracion
desde dos sentidos; el primero, un sentido 16gico; y el segundo, un sentido
epistemologico. El sentido logico es la parte formal del argumento matemati-
co, esto es, la union del conjunto de premisas, el conjunto de reglas validas de
inferencia, las reglas de formacién de una proposicion y los respectivos opera-
dores l6gicos; en palabras mas vagas, nos referimos al sentido l6gico como la
parte sintactica de una demostracién. Mientras que en el sentido epistemol6-
gico partimos del supuesto de que no toda demostracién que es aceptada en
la comunidad matematica consiste inicamente en una serie de pasos logicos.
Un ejemplo de esto es que dentro del quehacer matematico existen demostra-
ciones que pareciera que se saltan pasos o tienen huecos, algunas otras son
simplemente platicadas o se apoyan fuertemente de una intuicién geométrica
sacada de dibujos con regla y compas. Por lo que, en el sentido epistemolégico,
buscamos las condiciones suficientes y necesarias para que podamos hablar de
una demostracion bien realizada. Dentro de estas condiciones hablaré de dos

muy importantes:

1. Inspeccionabilidad.

2. Transferibilidad.

A muy grandes rasgos, estas dos propiedades de una demostraciéon nos indi-
can que basta con considerar el contenido de una demostracién para poder
llegar a conocer la verdad de la proposicién que se intenta demostrar. Dicho
de otro modo, para conocer la verdad de esa proposicion es suficiente consi-
derar los pasos escritos dentro de la demostracién, aunque cabe sefialar que

quien considera estos pasos es algun sujeto ya con cierta formacion dentro de
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la comunidad matematica.

Continuando con el segundo capitulo, para introducir los problemas que
suscitan la nociéon de demostracién, primero enuncio el problema de los cua-
tro colores, e introduzco algunas definiciones relevantes de la teoria de grafos
para formalizar dicho problema. Luego, hago mencién de que el problema de
los cuatro colores fue «demostrado» con la ayuda de un ordenador. Este méto-
do de demostraciéon apoyado en una computadora fue en contra de toda una
tradicion de matematicos que acostumbraban a ver y hacer las demostraciones
a lapiz y papel. A partir de esto analizo y discuto los argumentos dados para
defender o rechazar la demostracién por ordenador del problema de los cuatro

colores.

La motivaciéon que hay detras para rechazar la demostraciéon del proble-
ma de los cuatro colores es que dicha demostracion no contiene la propiedad
de ser inspeccionable, esto es, que ningin matematico es capaz de leer la de-
mostracion en su entereza y concluir su verdad, principalmente porque dicha
demostracion tiene pasos faltantes que solo una computadora es capaz de leer.
De esta idea se desprende la creencia de que la «demostracién» del problema
de los cuatro colores es mas bien un experimento bien realizado, por lo que si
aceptamos la demostracion, entonces estariamos frente a una verdad matemati-
ca a posteriori. Por otro lado, las motivaciones para aceptar la demostracion del
problema de los cuatro colores son especialmente dos. La primera es argumen-
tar que la nocion de inspeccionabilidad no captura en su totalidad una condicién
suficiente para la nociéon de demostracion, esto es, a grandes rasgos, decir que
ya hay casos de demostraciones aceptadas por la comunidad matematica que
no son totalmente inspeccionables. La segunda es sostener que las demostra-
ciones que utilizan ayuda de una computadora si son inspeccionables bajo el
argumento de que es suficiente tener el cédigo de la demostracion, es decir,

es suficiente tener el algoritmo que se va a implementar en la computadora,



ya que se puede demostrar que dicho algoritmo realiza lo que deseamos que

realice.

Una consecuencia importante que se desprende del segundo capitulo es la
discusion sobre si las demostraciones que se apoyan en una computadora son
verdades matematicas a priori o son verdades matematicas a posteriori, ya que
si dichas demostraciones no son mas que experimentos bien hechos y no son
inspeccionables, entonces nos encontramos frente a una verdad matematica a
posteriori. Pero, por otro lado, si las demostraciones a computadora resultan
ser inspeccionables al igual que otras demostraciones tradicionales, entonces

al igual que estas, nos encontramos con verdades matematicas a priori.

Esta consecuencia es la que motiva el tercer capitulo de esta tesis, por lo que
el principal objetivo del tercer capitulo sera esclarecer si las demostraciones a
computadora son verdades matematicas a priori o a posteriori. Para esto comen-
cé por analizar brevemente las nociones de a priori y a posteriori dentro del
conocimiento matemaético, apoyandome en Kant y Frege, posteriormente iden-
tificaré como resulta ser una demostracion desde la nocién de Frege y desde la
nocion de Kant. Para fines préacticos de esta tesis, a la nociéon de demostracion
desde la perspectiva de Frege la nombro «la nocién fregeana», y a la nocién de
demostracion desde la perspectiva de Kant la nombro «la nocién kantiana».
De manera breve, la nocién fregeana es aquella en la que cada paso dentro
de la demostracion se deduce de un paso anterior mediante una definicién o
mediante una ley l6gica, mientras que la nocién kantiana es aquella en la que
cada pasa dentro de una demostracién proviene de una intuicion, entendida

como un juicio sintético a priori, o bien, proviene de un juicio analitico.

Por otro lado, para lograr el objetivo de identificar a las demostraciones
como verdades matematicas a priori o a posteriori, resulté importante distinguir
si las categorias epistémicas se aplican sobre el contenido del juicio o bien

si se aplican sobre la justificaciéon que tenemos de un juicio. No intentaremos



sostener que tales categorias epistémicas solo se aplican en un sentido, sino que
en cuanto hayamos hecho la distincién entre contenido y justificacién, mostraré
las consecuencias que esto puede tener sobre una demostraciéon a computadora.
Nuevamente, por razones practicas y expositivas, a la idea de que las categorias
epistémicas se aplican al contenido de un juicio la he identificado con la nocién
kantiana, mientras que a la idea de que las categorias epistémicas se aplican a

la justificacion del juicio la he identificado con la nocién fregeana.

Brevemente explicaré aqui qué consecuencias tienen ambas nociones para
la demostracion a computadora. En la nocioén kantiana, si el contenido de un
juicio es a priori, entonces dicho contenido resulta ser independiente de la ex-
periencia, de modo que es no es relevante como se ha llegado a saber tal juicio,
por lo tanto, si defendemos esta nocién, una demostracién por computadora
puede ser una verdad matematica a priori a pesar de que el método que sea to-
mado para demostrarla se apoye de procedimientos aparentemente empiricos.
Ahora, en la nocion fregeana si una proposicién matematica es a priori, nos
referimos a que la justificacion mediante la cual se llego a saber dicha proposi-
cion es la que resulta ser a priori, esto es, que la justificacion es independiente
de la experiencia o bien que dicha justificacién procede tnicamente de defi-
niciones y leyes logicas. Esta nocion tiene consecuencias no muy buenas para
las demostraciones con ordenador pues no es claro como los pasos realizados
por la computadora puedan ser independientes de la experiencia o dependan

unicamente de definiciones y de leyes logicas.

Esta importante consecuencia nos llevé a preguntarnos en qué sentido las
demostraciones por ordenador podian llegar a ser independientes de la expe-
riencia, o bien, si las demostraciones por ordenador son simples experimentos.
Para resolver esta importante cuestion, lo primero que se hizo fue aclarar el
concepto de «experimento», y posteriormente analizar si una computadora co-

mo objeto fisico es equiparable con instrumentos de laboratorio por parte de



los cientificos cuando estos realizan experimentos. Esto es importante, ya que
se puede pensar que, al igual que un cientifico debe depositar confianza en
sus instrumentos de laboratorio y la teoria cientifica que hay detras de ellos, el
matematico debe depositar confianza en la fisica e ingenieria que hay detras

de un ordenador.

Una vez que hayamos aclarado en qué sentido una demostracién por ordena-
dor puede introducir experimentos a las matematicas, cierro el tercer capitulo
con el debate entre Tymoczko y Swart. Por un lado, Tymoczko sostiene que el
problema de los cuatro colores es una verdad conocida a posteriori; y por otro
lado, Swart va a sostener que es mejor seguir considerando las matematicas a

priori independientemente de como se ha llegado a conocer dicho problema.

Pasando al cuarto capitulo, el ultimo de esta tesis, ahi sostendré que las de-
mostraciones realizadas con la ayuda de un ordenador estan justificadas den-
tro de la practica matematica, esto es, sostendré que hacer una demostracion
en la que se apoye de una computadora para resolver una parte fundamen-
tal de algiin problema es tan aceptable como cualquier otra demostracién de
las que se consideran tradicionales. Para esto primero responderé a dos de
los argumentos que desacreditan este tipo de demostraciones, a saber, que las
demostraciones por ordenador introducen elementos empiricos a la practica
matematica y que una demostracion asi no puede ser inspeccionable. Poste-
riormente, diré que las demostraciones por ordenador pueden considerarse a
priori siempre que tengamos conocimiento de que el algoritmo que se ejecuta

en el ordenador realiza lo que deseamos que realice.

Para el argumento de que las demostraciones introducen elementos empi-
ricos, sostendré que bajo las mismas hipotesis que hay para pensar en que
una computadora introduce cierto grado de empiria, se puede concluir que las
pruebas tradicionales hechas por matematicos a lapiz y papel también resultan

introducir cierto grado de empiria, y en ese sentido también se pueden pensar



como justificaciones a posteriori. Dichas hipotesis son, en esencia, que el orde-
nador es un objeto del mundo fisico y por tanto debemos depositar confianza

en él.

Ahora bien, no nos gustaria afirmar que las matematicas tienen contenido
a posteriori, puesto que cuando decimos saber como verdadera una proposi-
cion, no lo decimos sobre la base de nuestros estados mentales, sino que lo
decimos sobre la base de que tenemos una justificacién bien fundada, la cual
no depende de elementos empiricos. De modo que seguiremos considerando a
las matematicas como a priori, sin importar quien sea el agente ejecutor de la

demostracion.

Pasando al segundo argumento, el cual reza que una demostracién que se
apoya en un ordenador no es inspeccionable, me parece que se pueden explorar
dos caminos para argumentar en contra de esta postura; la primera, cuestionar
la inspeccionabilidad como criterio de aceptacion de una demostracion; y la
segunda, argumentar que, en efecto, las demostraciones con computadora son

inspeccionables.

De manera breve, para cuestionar la inspeccionabilidad como criterios de
aceptacion diré que si toda demostracion es aceptada en tanto que es inspec-
cionable, entonces el nimero de demostraciones que se podrian aceptar seria
un nimero que, por muy grande que sea, es finito. Esto puesto que no parece
ser que toda proposicion matematica demostrada sea tal que se pueda verificar
paso a paso desde sus hipétesis hasta su conclusion; esto a menudo pasa con
los nimeros primos muy grandes, que son infinitos, pero es imposible inspec-
cionar en un tiempo finito si un nimero primo grande en efecto resulta ser un

numero primo.

Por otro lado, para argumentar que una demostracién por ordenador es
inspeccionable sostendré que dichas demostraciones son inspeccionables en

tanto que sabemos que el algoritmo utilizado en el ordenador es correcto, esto
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es, que se puede demostrar con los métodos usuales que el algoritmo realiza lo
que deseamos que realice. Ahora, como dicho algoritmo fue demostrado con
métodos usuales de las matematicas, podemos afirmar que dicha demostracion
es a priori.

Por tultimo, para hacer mas fuerte la postura de que los ordenadores no
introducen cierto grado de empiria a las matematicas, argumentare desde el
fiabilismo que los procesadores son un proceso fiable, esto es, que podemos
depositar nuestra confianza en los procesos de la computadora sin que esta
nos vaya arrojar resultados erréneos. Este proceso es comparable con el que

tenemos al hacer uso de las calculadoras.






Capitulo 2
El concepto de demostracion

En este primer capitulo introduciré la nocion de demostracién. Para esto, primero
hablaré brevemente del sentido que se le da al término «demostracién» en las
ciencias formales y daré un esbozo del nacimiento de la idea de demostracion.
Luego, caracterizaré a la nocién de demostracion en dos sentidos. El primero es
el sentido puramente 16gico y formal de lo que es una demostracion. El segundo
es el sentido epistemol6gico, en donde menciono que una demostracion tiene
las propiedades de ser inspeccionable y de ser transferible, esto es, en muy
resumidas palabras, que una demostracion bien realizada es aquella que con
s6lo considerar el contenido de la demostracién es suficiente para conocer la
verdad de su conclusién. Y por ultimo, para mostrar qué tanto puede abarcar

la nocién de demostracién, menciono los métodos de prueba mas usuales.

2.1. Esbozo histdorico de la nocion de demostracion

Existen varios sentidos para el uso de la palabra «demostracién». En el lengua-
je ordinario tiene varios usos, por ejemplo: «El atleta hizo una demostracién
de su fuerza», «La persona demostr6 que si era digno», «El demostré que si
la amaba», etc. En el ambito cientifico se le da otros usos, por ejemplo, «la
teoria quedé demostrada con este experimento». Por otro lado, en las ciencias
formales tenemos expresiones como «Demuestra que la suma de cuadrado de

los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa» o bien, «El teorema quedé
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demostrado».

En los tres ambitos mencionados, el lenguaje ordinario, en las ciencias em-
piricas y en las ciencias formales, se tiene que el sentido de la palabra demos-
tracion es distinto. En el lenguaje ordinario se refiere a poner de manifiesto
alguna accién, a mostrar un hecho o un suceso frente a un conjunto de indivi-
duos que posteriormente juzgaran de bueno o malo, de correcto o incorrecto,
etc.. En las ciencias empiricas, el uso de la palabra «demostracién», se refiere
a la realizaciéon de un experimento que pone a prueba un conjunto de hipétesis
sobre algun fen6meno, pero realizar un experimento es también mostrar ciertos
hechos para determinar si algo es el caso o no, pero no es un mostrar hechos
sin mas, previo a ese mostrar existe una metodologia propia de la ciencia ex-
perimental [19, p. 10]. Por ultimo, el caso que nos interesa es la demostracion

en las ciencias formales.

Pitagoras sabia que su teorema seria una verdad para toda la eternidad,
Euclides sabia que los nimeros primos son infinitos y moriria seguro de ello,
Gauss estaria seguro de que sus teoremas formarian parte del gran conjunto
de conocimientos matematicos. ;Qué es lo que les permitia a estas personas
no dudar o tener seguridad con respecto a una afirmaciéon? Tener una prueba,

una demostraciéon. Pues, como dice John Corcoran:

La prueba tiene la notable capacidad de proporcionar creencia fir-
me e inquebrantable en aquellos casos en los que de lo contrario
nos veriamos condenados a suspender nuestro juicio o a lo sumo a

conformarnos con una atenuada certeza moral [...] [4, p. 71].

Podemos decir que la idea de demostracién nacié en Grecia hace poco
mas de 2500 afios, sin embargo, mucho antes que los griegos, ya los egipcios
habian obtenido resultados bastantes interesantes en el campo de la geometria.

Pero, debido a que, siguiendo a Vega [19, p. 30], los griegos del siglo VI a.n.e.,
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adoptaron una postura racional que consistia en dar cuenta y razén del mundo
que les rodea. Y no sélo eso, también reconocieron la capacidad que tenia un
argumento para poder dirigir cualquier discusiéon. Asi fue que naci6 la nocion
de demostracion. Ademas, esta actitud racional de los griegos frente al mundo
los llevo a razonar sobre la argumentacién misma; sobre qué argumentos eran
validos, y cudles no; o bien, cuales eran aquellos argumentos que tenian mayor
capacidad de convencimiento. Asi, Aristoteles escribiria los Primeros Analiticos,
cuyo objeto de estudio seria la prueba demostrativa, aunque, como menciona

John Corcoran:

Ya antes de Aristételes, se consideraba obvio que una unica prueba
incluia varios conceptos (o términos), que ademas de la conclusion
(o proposiciéon a demostrar) habia premisas cuya verdad tenia que

ser establecida antes de que la prueba pudiese ser realizada [...] [4,

p- 74l

Aristoteles concebia la nociéon de demostracién como un proceso de inferir
consecuencias a partir de proposiciones ya sabidas como verdaderas, y ade-
mas, también estableceria una diferencia entre deducciones y demostraciones.
Pensaba que toda demostraciéon es una deduccién, pero que no toda deduc-
cién era una demostracion. Para Aristoteles existian dos vias por los cuales
se llegaba a una determinada conclusién, esto es, dos maneras de llevar a ca-
bo una deduccién. La primera es la que conocemos como deduccién directa, y
consistia en partir de las premisas e ir infiriendo hasta formar una cadena de
razonamientos que concluye en lo que se queria probar. La segunda via es lo
que conocemos como deduccion indirecta, esta consistia en suponer la negaciéon

de lo que se quiere probar, y comenzar a deducir hasta llegar a un absurdo [4,
p. 75l.

Esta nocion de demostracion fue la que perduré durante muchos siglos en
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el quehacer del matematico. Sin embargo, todos aquellos que hemos visto o
realizado demostraciones estaremos de acuerdo en que una demostracién no
es un proceso tan sencillo como el de s6lo ir deduciendo consecuencias a partir
de cosas ya sabidas como verdaderas. Incluso hoy en dia podemos observar
que hay pruebas aceptadas por la comunidad matematica que se apoyan en
computadoras. De modo que muchas veces no existe un criterio claro para
determinar qué pruebas seran aceptadas por la comunidad matematica. Esto
representa un gran problema, pues gran parte del conocimiento cientifico, des-
de Galileo hasta nuestros dias, se apoya en las matemaéticas, pero no estamos
justificados en usar herramientas de la matematica sin que dichas herramientas
no hayan sido demostradas previamente. Por lo que, en lo que sigue, haré un

analisis sobre la nocion de demostracién.

2.2. Sentido I6gico y epistemoldgico de la nociéon de demostracion

Con lo dicho hasta este momento es relativamente claro que una demostracion
en logica o matematica no consiste en s6lo mostrar algun hecho; a diferencia de
las ciencias empiricas, en las ciencias formales un experimento no es suficiente

para determinar la verdad de una proposicion.

Piénsese en la siguiente proposicion: «El area de un cuadrado nunca es igual
a la suma de las areas de dos cuadrados iguales». Para determinar si dicha pro-
posicion es cierta, podriamos ir probando ntimero por nimero hasta hallar que
tales cuadrados si existen y con esto ver que el enunciado es falso, o bien, has-
ta terminarnos todos los numeros sin encontrar tales cuadrados y con esto ver
que el enunciado es verdadero. Pero hay un problema evidente si procedemos
de esta manera, a saber, que los numeros son infinitos: podriamos llevarnos el
tiempo que ha existido el universo experimentando con cada niimero y seguir

ignorando la verdad de dicha proposicion. Por estas razones es que un experi-
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mento en ciencias formales no es suficiente para determinar la verdad de algtn

enunciado.

Para saber si dicho enunciado es cierto, apelamos a una especie de argu-
mento donde la Gltima linea del argumento es justo que lo deseabamos saber.

Justo como se muestro a continuacion:

Proposicion 2.2.1. El area de un cuadrado nunca es igual a la suma de las areas

de dos cuadrados iguales.

Demostracion. Sea A un cuadrado de lado a y sea B un cuadrado de lado b.

Supongamos que dos veces el area de B es igual al area de 4; es decir,

@’ =b+ b
Entonces,
a’ = 2b°
a?/b? =2
(a/b)? =2

alb =2

Pero la raiz cuadrada de 2 no puede ser expresarse como una fraccién. Con-
tradiccién. Por lo tanto, a? # 6% + b2. Es decir, el area de un cuadrado nunca

es igual a la suma del area de dos cuadrados iguales. ]

Observemos que el tipo de argumento que se dio para saber si dicho enun-
ciado era o no verdadero, es de tipo deductivo: en cada paso se sigue del an-
terior mediante alguna regla o argumento que ya se haya demostrado valido.
Otras caracteristicas importantes del argumento es que es finito, concluyen-
te, y no circular. De no ser asi, tendriamos un gran problema, a saber, que

seguiriamos sin poder determinar la verdad del enunciado.
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El ejemplo anterior me permite dar un primer acercamiento a la definicion

de prueba. Esto es, una definicion de deduccion [7, p. 65].

Definicién 2.2.1. Una deduccion de B a partir de 4 es una sucesion finita

Py, P1,...,P, de férmulas tal que P, = B y para cada £ < n, o bien:

a) Pr estd en AU @ donde ® es un conjunto de férmulas llamadas axiomas

logicos, o bien

b) P, se obtiene mediante modus ponens a partir de dos férmulas anteriores

de la sucesion; esto es, para algunos i y j menores que &, P; es P; = Py.

Lakatos menciona que usualmente los estudiantes en filosofia de las ma-
tematicas piensan a la demostracién como una secuencia finita de férmulas
de algun sistema, donde cada férmula de la secuencia es un axioma del siste-
ma o es una férmula derivada mediante una regla del sistema de una fé6rmula

precedente [15, p. 62].

Ahora bien, dentro de la practica matematica no siempre es claro que en las
demostraciones se procede tinicamente con la pura definicién que acabamos
de introducir, es decir, en las demostraciones podemos notar muchas veces que
introducen elementos del lenguaje natural o bien, elementos de otros sistemas
formales consolidados dentro de la matematica, también podemos notar que
en algunas demostraciones existen «<huecos» donde pareciera que una férmula
no se sigue de la anterior pero que se justifica mediante algun lema que ya ha
sido probado. Por otro lado, existen argumentos que son validos pero que no
podemos decir que constituyen una demostracion, ejemplo de esto pueden ser
algunas tautologias; si nosotros deseamos demostrar que 4, y para ello supo-
nemos que A4, sabemos que la forma «si 4, entonces A4» es siempre valida, por
lo que cumple con nuestra definicién puramente formal de una demostracion,

pero es mas que evidente que proceder de esta manera no nos proporciona
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ninguna especie de conocimiento. De modo que una demostracién nos exige

mas que so6lo proceder conforme a la definicién dada.

A continuacién daré un ejemplo de una demostracién en donde no es claro

como la prueba cumple con la definicién dada.

Proposicion 2.2.2. El conjunto de nimeros primos es infinito.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que el conjunto de numeros

primos {P1,Py,...,P,} es finito.
Consideremos ahora a Q = (P1)(P2)...(P,) + 1. Notemos que Q no es

divisible entre algiin elemento del conjunto {P1, Ps,. .., P,}, pues al dividir a Q

entre algun elemento de dicho conjunto nos queda como residuo 1.

Por lo tanto, Q es un nimero primo o bien existe un ntimero primo P; que
divide a Q que no se encuentra en {P;, Ps,...,P,}. Esto entra en contradicciéon
con nuestro supuesto de que {P1,Py,...,P,} eran los tnicos nlimeros primos.

Por lo que existe una infinidad de nimeros primos. |

En la anterior demostracién notamos que existe un paso en el que no parece
cumplir la definicién de deduccién que dimos. Esto pas6 cuando consideramos
al niimero Q: a este s6lo lo introdujimos, pues no parece haber modo de que
deduzcamos a Q a partir del supuesto de que los nimeros primos son finitos.
Por otro lado, la demostraciéon no parece ser, a simple vista, una sucesiéon de

féormulas, pues introdujimos oraciones tomadas del lenguaje natural.

Del anterior ejemplo podemos decir que una demostraciéon no es meramente
una deduccién, esto es algo que muchos fil6sofos y matematicos han notado y
por lo cual muchos de ellos han intentado dar un criterio para determinar qué
demostraciones seran aceptadas por la comunidad matematica. Uno de estos
criterios lo da el fil6sofo Thomas Tymoczko [18, p. 59], quien sostiene que una

demostracién cumple con las siguientes caracteristicas:
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a)
b)

c)

Son convincentes.
Son formalizables.

Son inspeccionables.

Cabe sefialar que cada una de estas tres caracteristicas de la demostracion

pertenece a un ambito distinto: a) ser convincente corresponde a un aspecto

social de la prueba; b) ser formalizable corresponde a un aspecto 16gico; y c) ser

inspeccionable corresponde a un aspecto epistemologico [18, p. 61].

Veamos en qué consiste cada una de estas caracteristicas:

a)

Dentro de la comunidad matemaética, quien declara que una proposicion
es verdadera debe dar cuenta de ello. Esto es claro: si yo no logro con-
vencerte de que cierta proposicion es verdadera, entonces no hay razon
alguna por la cual dicha proposicion se tenga que afiadir como conoci-

miento matematico.

Las pruebas son formalizables. Tymoczko dice que «siempre podemos
encontrar un lenguaje formal apropiado y una teoria en la cual la prueba

informal se pueda incorporar y completar en un formal rigurosa» [18, p.

60].

Quiza este aspecto es el que mas ruido causa: ;Qué significa que una prue-
ba sea inspeccionable? Una prueba es inspeccionable en tanto que puede
ser revisada y verificada por cualquier persona con cierto dominio en el
area de la matematica a la cual pertenezca la prueba. Més atin, Tymoczko
menciona que una prueba al ser inspeccionable no necesita nada fuera de
la misma prueba para que su conclusion llegue a ser conocida por quien

examine la prueba [18, p. 59].
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Me parece que vendria bien un ejemplo de alguna demostracion en la que
sea facil identificar esta ultima propiedad de inspeccionabilidad. Para ello de-
mostraremos un resultado sencillo, este es, que la raiz cuadrada de 2 es un

numero irracional.

Proposicion 2.2.3. V2 es un numero irracional.

Demostracion. Supongamos que V2 es un namero racional, es decir, V2 = a/8

tal que a/B es irreducible y es distinto de cero.

= 2= (a/B)?
= 2:a2/ﬂ2
= 2,82 = a2

Por lo que a?

es un multiplo de 2, por lo que a resulta ser multiplo de 2, es
decir, @ = 2k para alguna £ € Z. Sustituimos @ = 2k en 9B2; asi, 282 = (2k)?,

y:
= 2B8% = 4k

= B%=2k?

Por lo que 52 es un multiplo de 2, por lo que S resulta ser un multiplo de 2,
es decir, B = 2k para alguna 4 € Z. Por ello, @ = 2k y = 2h, esto es una
contradiccién, pues ya habiamos dicho que (a/8) era irreducible. Por lo que

V2 es un ntimero irracional. ]

:Como identificar la nocién de inspeccionabilidad en la demostracion an-
terior? Hay que resaltar en primera instancia que esta demostracion es la mas
realizada para demostrar la irracionalidad de V2, esto no es un hecho menor,

pues nos dice que es la demostracién mas aceptada y por consiguiente es una
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demostracion que es convincente. Es importante sefialar esto pues una prueba
bien podria ser no-inspeccionable y atn asi el argumento de la prueba nos po-
dria convencer, lo cual sugiere que la caracteristica convincente de las pruebas
es un aspecto mas subjetivo que objetivo. Por lo que una demostracién también
puede ser el caso que no estemos convencidos de la verdad de su conclusion y

sin embargo dicha demostraciéon sea inspeccionable.

Veamos ahora si como es que la demostracion que acabamos de realizar es
inspeccionable. Si examinamos la prueba paso por paso, notamos que no hay
nada fuera de la prueba misma que nos impida llegar a conocer su validez, es
decir, inicamente con lo que estaba escrito dentro de la demostracién fue sufi-
ciente para llegar a conocer que raiz cuadrada de dos es un nimero irracional.
En muchos casos, hay pruebas en las que encontramos «huecos argumentati-
vos» y podriamos pensar que necesitamos recurrir a algo fuera de ella para
conocer su veracidad; en realidad, esto no es un problema, pues muchas de
estas demostraciones justifican esos huecos con lemas que fueron probados
previamente, o con ejercicios que se dejan al lector; asi, en cualquier caso, el
matematico puede ir a verificar esos lemas por su cuenta o realizar el lema por

si mismo.

El que algunas demostraciones sean convincentes pero no sean inspeccio-
nables nos hace también cuestionarnos dos cosas: (a) ;/Toda prueba formali-
zable es inspeccionable? y (b) ;/Toda prueba inspeccionable es formalizable?
Es relativamente claro que no toda prueba formalizable es inspeccionable, por
ejemplo, las pruebas que son demasiado largas y que no podrian ser leidas en
el tiempo de vida de una persona. Por otro lado, Tymoczko dice que algunos
intuicionistas niegan que algunas pruebas puedan ser totalmente capturadas
por los sistemas formales [18, p. 61]. Esto es, para cada teoria podemos encon-
trar alguna prueba que sea inspeccionable pero que no sea formalizable en la

teoria.
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Hasta aqui, tenemos una nocién medianamente clara de qué podria ser una
demostracion segin Tymoczko. Otro autor que se pregunta acerca de la natu-
raleza de las demostraciones es Kenny Easwaran en «Probabilistic Proofs and
Transferability». Easwaran menciona que las demostraciones que los matema-
ticos aceptan suelen ser mas informales que el tipo de demostraciones que se
estudian en teoria de la prueba [0, p. 342], esto dado que los matematicos in-
cluso han aceptado pruebas realizadas con la ayuda de una computadora, pero
han rechazado pruebas probabilisticas. De modo que no existe un criterio claro

para saber qué pruebas son las que se deben aceptar y cuales no.

Ante esta situacién, Easwaran propone un nuevo criterio que llama la pro-
piedad de transferibilidad [6, p. 353]. Podemos expresar dicho criterio como
sigue: Una prueba es transferible si y solo si la secuencia de proposiciones por
si solas constituyen toda la prueba. Esto nos sugiere dos cosas. La primera es
que cualquier persona dentro de la comunidad matematica que esté familiariza-
do con el area matematica de la cual sea la prueba deberia poder convencerse
de la verdad de la conclusién con so6lo considerar los pasos realizados en la
prueba. Y la segunda es que la propiedad de transferibilidad no nos dice nada
acerca de los métodos con los que se deberian de demostrar, es decir, pode-
mos aceptar una prueba sin importar como fue probada siempre y cuando la

prueba sea transferible.

Cabe sefialar que esta nocién de transferibilidad puede ser grupal, esto es,
puede existir una prueba demasiado larga en la que se necesite mas de un
matematico para que cada uno realice un paso de la prueba. De modo que,
aunque ninguna persona sea capaz de leer la totalidad de la prueba, la prueba
misma continta siendo transferible pues los matematicos pueden revisar las
partes de la prueba que ellos deseen como si estas partes fueran lemas dentro de
un sistema matematico. Esto, de hecho, ha sucedido: el teorema de clasificacion

de grupos se ha publicado en diferentes revistas y cada parte de la prueba ha
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sido escrita por diferentes matematicos debido a que la prueba requiere repasar

una variedad de casos [2].

Veamos ahora que la propiedad de transferibilidad de Easwaran y la carac-
teristica de inspeccionabilidad de Tymoczko son dos nociones que se asemejan
mucho. Por un lado, la inspeccionabilidad nos dice que una prueba es inspec-
cionable siy sélo si la prueba puede ser revisada por cualquier persona versada
dentro de las matematicas y que dicha persona no necesita nada fuera de la
prueba misma para llegar a conocer la verdad de su conclusién, mientras que
una prueba es transferible si y sélo si la secuencia de las proposiciones consti-
tuyen la totalidad de la prueba. De modo que tanto inspeccionabilidad como
transferibilidad apelan a que la verdad de la conclusién de la prueba dependa
unicamente de todo aquello que aparezca dentro de dicha prueba, y que cual-
quier persona con dominio en el area sea capaz de llegar a conocer la verdad

de la conclusién sélo considerado los pasos de la prueba.

Por ultimo, me gustaria hacer un analisis sobre las nociones de transferibili-
dad e inspeccionabilidad, a saber, si dichas nociones son condicionales.' Si si
lo son, entonces P es una prueba inspeccionable/transferible si y solamente si:
si un matematico revisa la prueba, entonces adquiere conocimiento de la verdad
de su conclusion. Y si no es condicional, entonces P es una prueba inspeccio-
nable/transferible si y solamente si: «los pasos dentro de la prueba constituyen
la totalidad de la prueba» [6, p. 353]. La formulacion de la definicion de que
una prueba sea transferible sugiere que esta nocién es condicional. Tenemos

dos formulaciones de Easwaran:

a) los pasos dentro de la prueba constituyen la totalidad de la prueba; v,

b) la mera consideraciéon de los pasos de la prueba por un matematico es

suficiente para que este se conozca la verdad de la conclusion.

'Este analisis fue sugerido y realizado por mi asesor de tesis Carlos Romero.
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Notemos que si solo nos quedamos con a), entonces podemos pensar que la
transferibilidad no es una nocién condicional. Sin embargo, vemos que a) no
aflade nada a la concepcion légica de la prueba, la de la definicion 2.2.1. Por

otor lado, una prueba es inspeccionable siempre y cuando:

c) puede ser revisada y con ello verificada por cualquier persona con dominio

en la matematica; de forma equivalente,

d) alser inspeccionada, la prueba no necesita nada fuera de la misma prueba

para que su conclusién llegue a ser conocida.

Notemos que c) sugiere que la inspeccionabilidad es una nocién condicional:
si se revisa, eso basta para verificarse. Igualmente con d), vemos que la ins-
peccionabilidad es una nocién condicional: si es inspeccionada, entonces no se
necesita nada fuera de ella misma para que llegar a conocer su conclusion. Es
relevante saber si estas dos nociones son condicionales o no, ya que si dichas
nociones son condicionales, entonces nos muestran la relacion existente entre

pruebas, matemdticos, y proposiciones.

Con ello, los conceptos de transferibilidad e inspeccionabilidad van mas
alla del concepto puramente l6gico de prueba, relacionando a las pruebas con

la comunidad matematica y dandoles un sentido epistemoldgico.?

2Como dice Tymoczko: «Surveyability is an important subjective feature of mathematical
proofs which relates the proofs to the mathematicians, the subjects of mathematical investiga-
tions» [18, p. 60]. De forma consistente con esto, Easwaran usa esta criterio para contrastar
pruebas que no son transferibles: «nothing about the method by which the propositions were
generated is essential [...] unlike arguments in which one needs to know that certain proposi-
tions were generated in a suitably random manner, or were generated by a reliable source» [6,

P- 354]. Esto también habla de la relacién entre matematicos, pruebas y proposiciones.
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2.3. Métodos de prueba

Ahora, después de haber mencionado qué caracterizaba a las demostraciones
en su sentido l6gico y epistemol6gico, pasaré a mencionar cuales son los méto-
dos de demostraciones mas utilizados por la comunidad matematica. Esto con
el fin de ampliar nuestro panorama de la nocién de demostracioén, lo cual nos

servird mas adelante en la discusién que se planteara en la presente tesis.

El primer método de demostraciéon que presentaré es también el método
mas comun para realizar una demostracion, este método es llamado prueba
directa. E1 método de demostracion por prueba directa consiste en que si se
tiene una proposicién, digamos, que 4 implica B, entonces para demostrar
dicha proposicion el matematico debe partir de 4 e ir infiriendo consecuencias
mediante las reglas del sistema en el que se esté trabajando hasta concluir que
B; esto es, «suponer que A es verdadero y, de alguna forma, debe usar esta
informacion para lograr la conclusién de que B es verdadero» [16, pp. 24]. El

esquema de esta prueba es el siguiente:

A Hipotesis
A; Deduccién 1

Ag Deduccion 2

Ay Deduccion £

B Conclusién

Ahora daré un ejemplo de como se ve una prueba directa, puesto que du-
rante la tesis no he presentado ninguna prueba que se pueda decir que es una

prueba directa:

Proposicion 2.3.1. Sea XY Z un tridngulo rectangulo de lados x,y e hipotenusa

. 2 . r . r
z tal que su area es igual a %, entonces el tridngulo es is6sceles.
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Demostracion. Queremos demostrar que el tridngulo XY Z es is6sceles, es decir,
que tiene dos lados iguales, o lo que es lo mismo, que x = y. Sabemos que el area

oz X oz .
de un tridngulo es su base por su altura sobre dos, esto es, 3. Y, por hipotesis,
2 xy

% = %. Ahora, como el triangulo es rectangulo, sabemos por Pitagoras que
2
x? + 92 = 2%, Entonces sustituimos 2% en £ = %y, de modo que nos queda
2442
z Zy = %, y haciendo algebra tenemos que:
2, o2
X+ x
Tyzgy@)xz—Qxy+y2:O@(x—y)Q:O@x—y:O(:)x:y
Por lo tanto, el tridngulo resulta ser isosceles. |

Notemos que en esta demostracién la conclusion fue deducida paso a paso

a partir de suponer como verdaderas nuestras hipétesis [16, pp. 26-28].

Pasaré ahora al siguiente método de demostracion, este método es llamado
prueba por contrapuesta. La idea de este método de prueba es que si se quiere
demostrar que 4 implica B, basta con probar que si no se cumple B entonces
tampoco se cumple 4, esto es asi pues «4 implica B» y «=B implica —=4» son

légicamente equivalentes y esto se puede ver facilmente comparando sus tablas

de verdad:

A| B|A=>B |- B=-A|-B| -4
V|V \Y4 \Y4 F | F
V| F F F V | F
F|V A\ \Y4 F |V
F | F \Y% \Y4 V|V

Veamos un ejemplo sencillo de este caso.

Proposicion 2.3.2. Sean n y m niimeros enteros impares, entonces mn es un nu-

mero entero impar.

Demostracién. Por contrapuesta, supongamos que mn es un nimero entero par.
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Observacion: Notemos que la negacion del enunciado «n y m son nuimeros
enteros impares» es el enunciado «o # es un ntimero entero par, o bien m es
un numero entero par». De modo que basta probar que alguno de los dos,
n o bien m, es un namero entero par. Ademas, como las proposiciones de la
forma «A4 vV B» son légicamente equivalentes a las proposiciones de la forma
«—~4 = B», podemos suponer que 7# es un nimero entero impar. Ahora, por
hipotesis, mn = 2k, y n = 2h + 1, por lo que m(2h + 1) = 2k. Asi, tenemos que

2hm +m = 2k. Y, por tanto, m tiene que ser un nimero entero par. u

El siguiente método de demostraciéon es uno que ya se ha presentado en
esta tesis, me refiero a la prueba por contradiccion. La demostracion de que raiz
cuadrada de 2 era un namero irracional y de que los nimeros primos son
infinitos se hizo por contradiccién. Este método consiste en suponer como falso
aquello que se quiere demostrar y mediante una serie de pasos concluir que
la negacion de lo que se desea probar en unién con las premisas de nuestra

proposicién resulta inconsistente.

Es comun que en matematicas nos encontremos con proposiciones que uti-
lizan cuantificadores como «Para todo» y «Existe». Las pruebas de este tipo de
proposiciones entran en los métodos de prueba ya mencionados pero requieren

de algunas especificaciones.

Si se tiene una proposicion de la forma «Para todo», basta con tomarnos un
elemento, e/ que sea, de nuestro dominio de discurso y mediante una serie de

deducciones observar que dicho elemento cumple con lo que se predica de él.

Por otro lado, si se tiene una proposicién de la forma «Existe» basta con
exhibir que un elemento de nuestro dominio de discurso cumple la propiedad
que se le predica a dicho elemento. Muchas veces exhibir el elemento indicado
no es tarea facil y se requiere que este elemento pueda construirse dentro de la

teoria. Mostraré un ejemplo sencillo de este caso, pero antes hay que recordar
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algunas definiciones de la teoria de conjuntos [7, 17-18].

Definicion 2.3.1. Sean 4 y B conjuntos cualesquiera. El producto cartesiano de

A con B es el conjunto A X B :={(a,b)|la € Ay b € B}.

Definicién 2.3.2. Una relaciéon F es llamada funcion si (a,b) € F'y (a,c) € F

implican que b = c.

Definicién 2.3.3. Una funcién F es llamada inyectiva si a,c € DomF y a # ¢

implican F(a) # F(¢).

Definicién 2.3.4. Una funcién F : A — B es llamada sobreyectiva si para todo

b € B, existe a € A tal que F(a) =b.

Definicién 2.3.5. Una funcién F es biyectiva si F es inyectiva y sobreyectiva.

Ahora si estamos en las condiciones de mostrar como se realiza una prueba

de la forma «Existe», partiendo del siguiente ejemplo:

Proposicion 2.3.3. Existe una correspondencia biyectiva entre 4 X By B X A.

Demostracion. Buscamos una funcién F : 4 X B — B X A biyectiva.

Definimos una relacién ' como F(a,b) = (b,a). Veamos primero que F es

un funcion.

Si ((a,b),(b,a)) € Fy((a,b),(c,a)) € F, entonces (b,a) = F(a,b) = (¢,a),

por lo que (b,a) = (¢,a), y por tanto, F es funcion.

Veamos ahora que F es inyectiva, si F(a,b) = F(¢,d), entonces (b,a) =

(d,c), porloque b =dya=c,y por lo tanto (a,b) = (¢,d).

Veamos ahora que F es sobreyectiva, sea (b,a) € B X 4, entonces por como

definimos F sabemos que existe (a,b) € A X B tal que F(a,b) = (b,a).

Por lo tanto, F' es una funcién biyectiva y es lo que queriamos demostrar. =
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Hemos visto un ejemplo de como se demuestra una proposicion de la forma
«Existe», en la que construimos el objeto a partir de las definiciones que tene-
mos. Pero en algunas otras ocasiones nos piden demostrar que Existe un énico
elemento de cierto tipo, y para demostrar esto s6lo basta exhibir un elemento
que cumple con lo que se pide, luego suponer que existe otro elemento con las
mismas propiedades, y observar que estas mismas propiedades nos conducen

a que son el mismo elemento.

Por ultimo, otro de los métodos de demostracién conocido es la prueba por
induccion. Esta se utiliza cuando se trata de demostrar «propiedades infinitas»,
que se aplican a infinitos objetos. Por ejemplo, si queremos decir que existe
una propiedad que la cumplen todos los nimeros naturales, no podemos pro-
bar nimero por nimero hasta terminar, pues los nimeros son infinitos. Por
ello, basta probar que hay un primer elemento que cumple la propiedad, luego
suponer que la propiedad se cumple para una cantidad determinada de elemen-
tos, y después, con esa informacién, probar que la propiedad se cumple para

el siguiente elemento del que ya habiamos supuesto como cierta la propiedad.
Veamos un tipico ejemplo de este caso:

L, . , n(n+l
Proposicion 2.3.4. La suma de los primeros n nimeros naturales es (T)

Demostracién. Veamos que 1 cumple. Es decir, si n = 1, entonces:

11+1) 2 _1
2 2
Ahora, supongamos que:
1
14943444 +n= 2t (1)

2

Esta ecuacion 1 es la hipétesis inductiva: 1a hipotesis es que la propiedad men-
cionada en 2.3.4 se cumple para un nimero zn. A partir de esto, demostramos

que esa propiedad también se cumple para el siguiente nimero, n + 1. Para
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ello, sustituimos n + 1 por =z en la propiedad, lo que nos da:

(n+1)((n+1)+1)
2

(2)

1+2+3+4+...+n+(n+1) =

Tenemos que demostrar la ecuacion (2). Para ello, sustituimos los primeros =
numeros en (2). Si analizamos su lado derecho, este nos da:

n(n+1)

=+ (n+1) 3)

Ahora, si desarrollamos (2) nos queda que:

(n+1)((n+1)+1) (n+1)(n+2) n*+3n+3
2 B 2 B 2

y si desarrollamos (3) nos queda que:

n(n+1)+(n+1)_ n(n+1)+2n+2 n®+3n+3
- 2 2
Por lo que1+2+3+4+...+n+(n+1):wsecumple, que era lo

que habia que demostrar. |

La idea detras de la induccion es simple. Si sucede que (hipétesis inductiva):
si la propiedad se cumple para n elementos entonces también para el siguiente
elemento de n, entonces podemos decir que dicha propiedad se hereda para
todos los elementos a partir de #n. Cuando la propiedad ademas se cumple para

1, podemos inferir que se cumple para Zodos los ntimeros naturales, n € N.

Con esto termino la parte de métodos de demostracion.

2.4. Conclusion

Para finalizar el presente capitulo quiero anunciar lo que sera el siguiente ca-
pitulo: en él hablaré sobre el famoso teorema de los cuatro colores y la con-

troversia que hay en torno a la validez de su demostraciéon. Para esto, nos
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adentraremos en la discusion de si la demostracién de dicho teorema es vali-
do, analizaremos los argumentos de quienes sostienen que la demostracién no
deberia ser aceptada y de quienes sostienen que si, entre ellos veremos si la
validez del teorema se sostiene ante la postura de Easwaran y Tymoczko de

que las pruebas son inspeccionables y transferibles.
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Capitulo 3
El teorema de los cuatro colores

3.1. Conceptos basicos de teoria de grafos

En teoria de grafos, el teorema de los cuatro colores afirma que son suficientes
cuatro colores para colorear cualquier mapa de tal manera que regiones ad-
yacentes tengan colores distintos. Esta afirmacion fue propuesta en 1852 por
Francis Guthrie. De Morgan, quien habia sido profesor de Guthrie, escribi6 a

Hamilton lo siguiente:

Un estudiante mio me pidi6 hoy que le diera una explicaciéon a un
hecho que no sabia que lo fuera, y que todavia no lo sé. Afirmaba que
si dividimos una figura arbitrariamente y la coloreamos de manera
que regiones vecinas lleven colores distintos, entonces cuatro colores

son necesarios, pero no mas [8].

Ahora, ilustremos esta situacién y formalicémosla [20].

Definicién 3.1.1. Sean V' y E conjuntos, V' no vacio y E posiblemente vacio.
A los elementos de V los llamamos vértices (puntos, nodos) y a los elementos de
E los llamamos aristas. Sea F una funcion que va de las aristas a los vértices.
Decimos que G = (V,E,F) es una grdfica. V(G) denota a los vértices de G y
E(G) alas aristas de G.

Ejemplo 3.1.1. En esta grafica, los nimeros son los vértices y las letras repre-
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sentan las aristas:

O
@ ®

Definicion 3.1.2. Una coloracién de una grafica G es una funcion ¢ : V(G) —

{1,...,k}, con k € N.

Definicion 3.1.3. Una buena coloracion de una grafica G es una coloracion ¢ tal

que si existen dos vértices # y v unidos por una arista, entonces c¢(u) # ¢(v).

Definicion 3.1.4. El niamero cromdtico de G es X(G) := min{k : existe una

buena coloracion de G que usa k£ colores}.

Definicién 3.1.5. Una grafica es plana si se puede dibujar en un plano sin que

dos de sus aristas se crucen.

Ejemplo 3.1.2. El siguiente ejemplo es de una grafica no plana:

En vista de las anteriores definiciones ya podemos enunciar el teorema de

los cuatro colores de manera mas formal.
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Teorema g.1.1 (Teorema de los cuatro colores). Si G es una gréafica plana,

entonces X (G) < 4.

Durante muchos afios los intentos por resolver el problema no dieron frutos,
fue hasta 1976 que los matematicos Appel y Haken lograron resolverlo con la

ayuda de un ordenador.

3.2. Discusion filosofica del teorema de los cuatro colores

Appel y Haken ofrecieron ante la comunidad matemaética una prueba, la cual
incluia el uso de ordenadores, esto suponia ir en contra de toda una tradiciéon
de matematicos de mas de 2500 afos, pues durante todo ese tiempo sélo se
habia acostumbrado a demostrar con los métodos mas usuales: prueba directa,
contradiccion, contrapuesta, induccion, etc. O, como se suele decir: sé6lo se
realizaban pruebas a ldpiz y papel. La comunidad matematica se habia quedado
sorprendida ante tal prueba. Cuentan que cuando Wiles present¢ la tltima linea
de la demostracion del tltimo teorema de Fermat, el auditorio entero regocij6
de la emocion, mientras que el dia que Appel y Haken presentaron su tltima
linea, toda la audiencia se quedd en silencio y nadie aplaudio6 [3]. ;A qué se

debia esto? Sin duda, a que la prueba utilizaba un ordenador.

La prueba realizada con ayuda de un ordenador abri6 todo un debate entre
los matematicos y fil6sofos, ya que seria la primera vez en la historia en que
una computadora juega el rol del lapiz y el papel en una demostracién. Muchos
matematicos aceptaron la prueba y otros tantos la rechazaron. Cabe destacar
que las razones por los cuales se argumenta a favor o en contra de la validez de
dicha prueba poco tienen que ver con argumentos matematicos, pues son mas
argumentos de indole filoséfica, por lo que no nos adentraremos en cémo se
realiz6 la demostracion del teorema de los cuatro colores, pues, mas en general,

lo que aqui nos interesa es la validez de las demostraciones hechas con ayuda
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de ordenadores.

A continuacion, daré a conocer las razones que se dieron para justificar
la validez de la prueba, asi mismo daré a conocer las razones que se dieron
para sostener que la prueba no era valida. Posteriormente, discutiré con ambas

posturas.

3.3. Las criticas de Tymoczko

Thomas Tymoczko, siguiendo su propia linea de argumentacioén se pregunta
si la prueba del teorema de los cuatro colores es convincente, formalizable, e

inspeccionable [18, pp. 70-73].

Menciona que la prueba de dicho teorema es convincente, ya que en realidad
muchos matematicos han aceptado la prueba, pero otros, aquellos matematicos
que se formaron antes del desarrollo de los ordenadores, contintian insatisfe-
chos con la prueba realizada por Appel y Haken. Es claro que, del hecho de
que la prueba sea o no sea convincente no se sigue que la prueba es valida,
pues el que sea convincente es una caracteristica mas subjetiva que objetiva de
la prueba: una persona continuamente se convence facilmente de argumentos

que resultan invalidos.

Ahora bien, ;la prueba de dicho teorema es inspeccionable? Segtin Tymocz-

ko, la prueba no puede ser inspeccionable. Pues, en palabras de este autor:

Los matematicos no pueden resolver los pasos faltantes por si mis-
mos, ni trabajando durante toda su vida lo conseguirian, y estos pa-
sos tampoco se encuentran registrados en algtin lugar. Lo tnico que
quedoé registrado es la evidencia de que alguna vez una computadora

resolvio los pasos faltantes (ibid., p. 71).

Si consideraramos que los pasos realizados en un ordenador son un método
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de prueba, entonces trivialmente se cumple que dicho teorema es inspeccio-
nable. Pero esto supone un gran problema, a saber, que este nuevo método
de prueba es equiparable con preguntarle a alguna especie de oraculo si los
pasos intermedios de una prueba —que no puede ser realizada en tiempo de
vida humana— estan bien justificados dentro de un sistema matematico. Esta
especie de oraculo, Tymoczko lo ejemplific6 con un marciano llamado «Simén»
(Ibid., p. 72).

Simén no solamente era una eminencia de las matematicas, sino que sus
matematicas también eran mas avanzadas que las matematicas de la Tierra.
De este modo, cuando alguna prueba realizada por un terricola requiriera de
mucho tiempo de elaboracién, es decir, una prueba que considerara cientos
de casos o mas, y por economia de tiempo la prueba no pudiera ser llevada
a cabo en su totalidad, entonces el matematico de la tierra acudia a Simoén a

preguntarle sobre el resultado de los pasos faltantes.

(Cual es el problema de recurrir a Simén? Pues que muchos de los nuevos
teoremas en las matematicas estaran justificados bajo el lema de «Simén dice»,
o «Fue verificado por Simén», o alguna frase similar, por lo que algunos podrian
aprovecharse de esta situacion y justificar enunciados y proposiciones bajo estas
frases atn sin siquiera haber acudido a Simén. Esto bien podria solucionarse
acudiendo directamente a Simén y preguntarle sobre la afirmacion de la cual
se hace uso de dichas frases. Pero el problema no termina ahi, ya que los
matematicos terricolas necesitan depositar extrema confianza en que Simoén
es un ser moralmente correcto que jamas tendria intenciones de engafiarnos, o
que incluso €él, a pesar de ser un genio y tener matematicas mas avanzadas no se
pudiera equivocar. De cualquier modo, optar por preguntarle a Simén parece
ser que no es buena idea; de hecho, Tymoczko menciona que no hay mucha
diferencia entre las frases «Fue verificado por Simén» y «La prueba hizo uso

de un ordenador» (ibid., p. 72). Se podria concluir entonces que la prueba del
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problema de los cuatro colores, segiin Tymoczko, no es inspeccionable, porque
los pasos realizados con la ayuda de un ordenador son inaccesibles para el

entendimiento humano.

Por ultimo, ;La prueba del teorema de los cuatro colores es formalizable?
Siguiendo con Tymoczko (ibid., p. 72), muchos matematicos estan de acuerdo
en que existe la prueba formal de dicho teorema, pero la creencia de que existe
esta prueba formal descansa en que hemos aceptado previamente el uso de
ordenadores para realizar la prueba, esto es, pensamos que existe una prue-
ba formal porque ya hemos aceptado como valido el uso de la computadora.
Esto no descarta que pueda existir en un futuro una prueba formal de dicho
teorema, simplemente nos dice que de momento no hay tal prueba formal. En
resumen, para Tymoczko la prueba del teorema de los cuatro colores puede
ser convincente para aquellos matematicos que se formaron junto con el desa-
rrollo de los ordenadores y no ser convincente para quienes se formaron antes
del desarrollo de los ordenadores. Ademas, esta prueba no es inspeccionable,
y de momento no podemos decir que exista una prueba formal a menos que

supongamos que es valido el uso de ordenadores para realizar pruebas.

Por otro lado, Tymoczko argumenta que la prueba del teorema de los cuatro
colores es mas un experimento bien realizado que una prueba genuina (ibid.,
pP- 74) Y en ese sentido, aceptar la prueba del teorema de los cuatro colores
implicaria que hemos llegado a conocer una verdad matematica a posteriori.
Esto por diversas razones. La primera, que su verdad depende de la confianza
depositada en el programa y en la computadora. La segunda, la confianza en
el ordenador depende de la ingenieria y la fisica detras de ese ordenador, por
lo que, para este autor, apelar a los ordenadores es comparable con la tarea
que hace el fisico al usar los instrumentos de laboratorio, como el telescopio,
pues el fisico deposita su confianza en la 6ptica que hay detras del telescopio,

pero sabemos que estos instrumentos de laboratorio tienen un rango de error
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y pueden fallar. Por Gltimo, para intentar probar dicho teorema se construy6
un codigo cuya finalidad es probar en todos los casos posibles la afirmacion de
que todo mapa plano es 4-coloreable, y al ser introducido a la computadora
esta nos arroja informacién sobre si se cumple o no tal afirmacién. Por todo
esto, lo tinico que nos dice esta prueba es que una mdquina programada con
cierto codigo arroja ciertos resultados afirmativos. Esto, segiin Tymoczko, es mas
un experimento que una prueba genuina. En el siguiente capitulo analizaré

con mas cuidado el concepto de experimento.

3.4. La propuesta de Easwaran

Dejaré de lado por un momento a Tymoczko y pasaré a exponer la postura de

Easwaran con respecto a la pruebas realizadas con la ayuda de computadoras.

Recordemos que, como se defini6 en el primer capitulo, una prueba es trans-
ferible siy sélo sila secuencia de proposiciones constituyen toda la prueba, esto
nos sugiere que es irrelevante el método usado para realizar una prueba siem-
pre y cuando esta cumpla con ser transferible. Dado que esta es una nocién
muy similar a la nocién de inspeccionabilidad, uno estaria inclinado a pensar

que el teorema en cuestiéon no es transferible, pero Easwaran opina diferente:

Pienso que las pruebas por computadora en principio también son
transferibles, aunque esta situacion es poco clara. Si el autor de la
prueba proporciona el c6digo, entonces el lector competente deberia

ser capaz de convencerse de la conclusion al igual que el autor [6, p.

356].

Asi, segun Easwaran [6, p. 356], las pruebas por ordenador son un caso limite
de transferibilidad, en el que si, por ejemplo, la prueba resulta ser excesiva-

mente larga, es decir, que contenga cientos de casos o mas a probar, entonces
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facilmente el lector de la prueba puede recurrir al c6digo que le proporcio-
no6 el autor y verificar por si mismo los segmentos de la prueba que no son

publicados.

Una objeciéon que se le puede hacer a la postura de que una prueba por
ordenador es transferible es que no es claro coémo el lector de la prueba pueda
verificar la totalidad de la prueba por si mismo, esto es, a pesar de que el lector
tenga el codigo, si la prueba es muy larga, s6lo se puede verificar un pequefio
numero de segmentos, pero tal vez no sea suficiente el tiempo de vida humana
para lograr verificar todos los segmentos que constituyen la totalidad de la
prueba. Ahora, podriamos pensar que se le asigna a un grupo de personas
el codigo de la prueba, de tal manera que cada uno se encargue de verificar
un cierto segmento de la prueba para que al reunirse pudiesen confirmar la
veracidad de la prueba. Evidentemente, esto nos ahorraria una gran cantidad
de tiempo, pero nos enfrentamos a un nuevo problema, a saber, que cualquier
persona de dicho grupo necesitaria depositar confianza en que alguno de sus
compaiieros hizo bien su trabajo y no se equivocé al verificar la prueba, incluso
habria que depositar confianza en que algin compaifiero no tenga intenciones

de mentirnos.

3.5. La respuesta de Swart a Tymoczko

Ahora, para continuar con la discusion, revisaré la respuesta de E. R. Swart a

Tymoczko.

Swart sostiene durante todo su ensayo que la ayuda de los ordenadores para
realizar pruebas esta justificado, y a lo largo de sus criticas a Tymoczko [17],
sostendra que es mejor seguir considerando a las proposiciones matematicas
como verdades a priori sin importar cual sea el método usado para llegar a la

conclusién de la proposicion.
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Para justificar la ayuda de los ordenadores, Swart argumenta que la imple-
mentacién de los algoritmos en los ordenadores resulta ser eficaz [17, p. 7].
Esto quiere decir que los algoritmos logran hacer lo que pretenden, y nos lo
muestra con un ejemplo. Antes de mostrar el ejemplo es necesario que dé tres

definiciones mas de la teoria de graficas [20, p. 43].
Definicion 3.5.1. Un bosque es una grafica que no contiene ciclos.

Definicion 3.5.2. Un drbol es un bosque conexo, es decir, todos sus vértices

estan conectados por alguna arista o alguna trayectoria de aristas.

Definicion 3.5.3. Una grafica tiene peso si a cada arista de la grafica le asigna-
mos un valor, es decir, algin niimero entero. (El peso de una grafica G viene

dado por una funcién p : E(G) — Z.)

El ejemplo de Swart no es otro mas que el algoritmo usado para encontrar un
arbol de peso maximo dada cualquier grafica conexa [17, p. 6], dicho algoritmo

dice lo siguiente:

Paso 1 Elija una arista de peso maximo tal que:

a) Aun no ha sido elegida.

b) No genera un ciclo con las aristas que ya fueron escogidas.

Paso 2 Si el nimero de aristas elegidas es n — 1, deténgase, de lo contrario,

vuelva al paso 1.

Swart llama a este algoritmo «el algoritmo ingenioso» [17, p. 7], pues men-
ciona que es bastante sencillo demostrar que dicho algoritmo logra realizar lo
que se propone, y no sé6lo eso, sino que este algoritmo es bastante facil de im-
plementar a mano para graficas pequefias. El problema surge cuando se tienen

graficas tan grandes que resulta imposible, en términos de tiempo, implementar
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este algoritmo a mano, por lo que es mas facil poner a trabajar a una compu-
tadora para que ejecute el algoritmo y nos ahorre tiempo. De modo que, para
Swart [17, p. 3], existen cuatro categorias para las pruebas que requieren una

verificacién por casos, estas son:

1. Las pruebas que pueden realizarse en nuestras cabezas.
2. Las pruebas que no podrian realizarse sin la ayuda de lapiz y papel.

3. Las pruebas que casos pueden realizarse con un esfuerzo inmenso y se

requiere de cientos de horas para completar la prueba.

4. Las pruebas que son imposibles de completar con el simple calculo ma-

nual y para su realizacion se requiere la ayuda de un ordenador.

Un ejemplo de la categoria 3) es la primalidad de nimeros demasiado gran-
des que bien podrian verificarse a mano pero hacerlo requiere demasiado tiem-
po, por lo que se opta por la ayuda de un ordenador. Y un ejemplo evidente

de la categoria 4) es el teorema de los cuatro colores.

Asi, para Swart, el uso de ordenadores esta justificado en las demostracio-
nes, pues los algoritmos son tales que se puede demostrar que logran lo que
se desea, y no solo eso, sino que los algoritmos utilizados pueden ser imple-
mentados a mano por los matematicos, pero dado que la capacidad del calculo
manual es ineficiente, se opta por el uso de un ordenador. Por ello, la ayuda

de las computadoras no introduce experimentos en las matematicas.

Para concluir con la critica de Swart a Tymoczko, veamos por qué para
Swart es mas conveniente seguir considerando todas las verdades matematicas
como a priori y no como algunas a priori y otras a posteriori, esto sin impor-
tar como se lleguen a ellas [17, p. 1]. Esto es, Swart no comparte la idea de

Tymoczko, quien considera que si aceptamos la prueba del problema de los

40



cuatro colores, entonces esta es una nueva verdad matematica la cual ha si-
do conocida a posteriori: para Swart, el teorema de los cuatro colores ha sido

conocido a priori.

Segun Swart [17, p. 4], «a priori» puede significar lo siguiente:

a) Una verdad que posee validez universal y necesaria; es decir, una verdad

que es verdadera en todos los mundos posibles.

b) Una verdad cuya validez puede establecerse independientemente de la

experiencia sensorial.

Ahora bien, si tomamos (a) como la definicién de «a priori», y decimos que
las verdades de las matematicas son a priori, entonces podemos conceder que
estas verdades matematicas «son verdaderas antes e independientemente del
descubrimiento de una prueba real por parte de un ser humano real» [17, p.
5]. Por ello, esto no nos dice nada acerca de cémo conocer dichas verdades
matematicas, es decir, la naturaleza de las verdades matematicas no cambia
si se ha llegado a ellas mediante pruebas tradicionales o mediantes pruebas
con ayuda de ordenadores. Por otro lado, si las pruebas con la ayuda de un
ordenador estan justificadas y admitimos que este método de prueba nos lle-
va a conocer verdades matematicas a posteriori, entonces tenemos el siguiente
problema. Existen algunos nimeros tan grandes que para calcular su primali-
dad se necesita la ayuda de ordenadores, y hay otros nimeros suficientemente
pequeiios que para calcular su primalidad basta con lapiz y papel, por lo que
tendriamos que admitir que existen nimeros primos que son a priori mientras

que otros nimeros primos son a posteriori.

Para profundizar en esta discusion, voy a analizar los conceptos de a priori

y a posteriori en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4
Lo a priori, lo a posteriori y la demostracion

4.1. Introduccion

Finalicé el capitulo anterior mencionando la respuesta de Swart a Tymoczko,
en particular, mencioné la discusién sobre si el teorema de los cuatro colores
es conocido a priori o a posteriori. Para poder continuar con dicha discusion, en
este capitulo analizaré las nociones de a priori y a posteriori en la naturaleza del
conocimiento matematico, y para ello me apoyaré en dos autores: Kant y Frege.
Voy a utilizar a estos dos autores pues ambos son considerados clasicos en la
literatura sobre el tema de los juicios a priori y a posteriori, en particular, ambos
tienen una filosofia de las matematicas que consta de la aplicaciéon de dichas
categorias epistémicas. Luego, analizaré co6mo seria una prueba bien hecha
desde las distintas nociones que se tienen acerca del conocimiento matematico.
Y, por tultimo, discutiré si las pruebas con la ayuda de computadoras nos llevan

a un conocimiento a priori o a posteriori de las proposiciones matematicas.

4.2. El conocimiento matematico segun Kant

Kant define el conocimiento a priori como aquel conocimiento que es inde-
pendiente de toda experiencia, mientras que el conocimiento a posteriori es
empirico, es decir, el que so6lo es posible mediante la experiencia [12, p. 41].

El conocimiento a priori se caracteriza, segin Kant, por poseer universalidad

43



y necesidad. Por otro lado, el conocimiento a posteriori se caracteriza por no
traer siempre consigo universalidad ni necesidad. Otros conceptos que Kant
defini6 son los de juicios analiticos y juicios sintéticos. Los primeros son aquellos
juicios en donde el predicado pertenece al sujeto, esto es, el predicado ya esta
implicito en el sujeto; los segundos son aquellos en los que el predicado no se

encuentra contenido en el sujeto [12, p. 45].

Ahora bien, ;cual es, segun Kant, la naturaleza del conocimiento mate-
matico? De acuerdo con este autor, los juicios de las matematicas son todos
sintéticos a priori [11, p. 47]. Esto debido a que los juicios de la matematica son
necesarios y universales, por lo que son juicios a priori. Ademas, son sintéticos,
pues estos juicios no pueden derivarse de los conceptos ya dados, sino que te-
nemos que remitirnos hasta la intuicién para conocer la verdad del juicio. Esto
puede entenderse mejor con el siguiente ejemplo: piénsese en el axioma de la
geometria euclidiana que dice: «la linea mas corta que pasa entre dos puntos
es la linea recta». Segun Kant, este axioma es sintético, pues el concepto de
linea recta, por si mismo, no nos dice nada con respecto a la magnitud o la
distancia, por lo que el concepto de «la mas corta» es un concepto afiadido; en
este caso, es un anadido de la intuicion del espacio [11, p. 48]. Otro ejemplo
que ayudard mejor a entender esta situacion es el famoso argumento de la su-
ma de 5+ 7 = 12. Este nos dice que el nimero 12 no puede ser deducido de la
suma de 5y 7, ya que el concepto de suma de tales numeros sélo contiene la
unioén de dos ntimeros en un solo, pero no nos dice qué numero especifico es.
Para saber qué ntimero resulta de la unién de 5y 7 debemos acudir a la intui-
ciéon que tenemos de cada ntimero y descomponerlo en puntos; asi, al contar
los 5 puntos junto con los 7 puntos obtenemos 12 puntos. En resumen, Kant
considera que las proposiciones de las matematicas son todos juicios sintéticos
a priori porque contienen universalidad y necesidad. Ademas, sus conceptos se

construyen mediante la intuicién y no a través de la descomposicion de otros
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conceptos.

4.3. El conocimiento matematico segun Frege

Pasando con Frege, este fil6sofo considera que las categorias de a priori y a
posteriori, y sintético y analitico, refieren a la justificacion que hay para creer
un juicio y no al contenido del juicio mismo, es decir: «se juzga el fundamento
ultimo sobre el que descansa la justificacion para tenerla por verdadera» [g, p.
383]. Frege define «analitico» y «sintético» de la siguiente manera: si al intentar
justificar una verdad solo se apela a definiciones y leyes de la l6gica, enton-
ces podemos decir que esta es una verdad analitica; si, por el contrario, para
justificar una verdad se necesita apelar a otras areas del conocimiento y no a
verdades logicas, entonces se trata de un juicio sintético [g, p. 383]. Con res-
pecto a las categorias de a priori y a posteriori, Frege las define como sigue: una
verdad que se produce a posteriori es aquella que s6lo puede darse apelando
a los hechos; mientras que una verdad a priori es aquella que se produce s6lo

apelando a las leyes generales [9, p. 383].

Ahora bien, en cuanto a la naturaleza de las proposiciones matematicas,
Frege opina diferente a Kant, pues piensa que estas son juicios analiticos a
priori [g, p. 469]. Esto porque ellas pueden ser probadas con pasos puramente
logicos, y por tanto, ya estan contenidas en las definiciones. Por ejemplo, se

puede probar que 2+2=4 como sigue [g, p. 386].
Definicién 4.3.1. 2 es 1y 1.
Definicién 4.3.2. 3es 2y 1.

Definicién 4.3.3. 4 es 3y 1.

Demostracion. Por lo que,

2+2=2+(1+1)
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Suponiendo que la suma es asociativa tenemos que:
2+(1+1)=(2+1)+1

Luego,
2+1)+1=3+1

Y, por la definicién 4.3.3:
3+1=4.

Este argumento s6lo nos muestra que los juicios de la aritmética pueden ser
analiticos a priori, pero no nos dice mucho sobre por qué tales juicios no pue-
den ser sintéticos a priori. Frege argumenta que no podemos verificar mediante
la intuicién la suma de numeros altamente grandes, pues, por ejemplo, en la
suma 135,664 + 37,863 = 173,527, no es posible tener la intuicion de 135,664
y 37,863 puntos, para concluir en nuestra intuicién que la unién de dichos
numeros resulta en 173,527 puntos [g, p. 385]. Por lo que habria férmulas de
numeros muy grandes, tales que, para saber su verdad, se requeriria una prue-
ba; mientras que las férmulas de nimeros pequefios serian evidentes con s6lo
recurrir a la intuicion. Pero esto es un gran problema pues tendriamos que ha-
cer una distincién fundamental entre nimeros pequefios y ntimeros grandes,
y no tenemos un criterio objetivo para ello. En resumen, estos juicios no son
a posteriori sino a priori porque no se requiere apelar a hechos empiricos para
justificarlos; como para ello basta con apelar a definiciones y verdades de la

logica, también son analiticos.

Por otro lado, cabe sefialar que Frege consideraba que los juicios analiticos
a priori corresponden a la aritmética, ya que en la geometria las cosas parecen

ser diferentes, pues:



Un punto geométrico considerado en si no se distingue de ningun
otro; lo mismo vale para lineas y planos. Sélo los distinguimos cuan-
do varios puntos, o lineas, o planos son aprehendidos en una sola
intuicion. Por tanto, en la geometria resulta explicable que las pro-

posiciones generales hayan de derivarse de la intuicién [g, p. 398].

Sin embargo, hoy en dia sabemos, gracias al trabajo de Hilbert, Fundamen-
tos de la Geometria, que también las proposiciones de la geometria pueden ser

probadas por leyes logicas y definiciones [10, p. 83].

4.4. Las pruebas desde las perspectivas kantiana y fregeana

Pasaré ahora a hacer un analisis de como seria una prueba desde la perspectiva

de Kant y Frege.

Comenzaré con Kant. Tomando en cuenta que, para él, los juicios de las
matematicas son todos juicios sintéticos a priori, entonces podemos pensar que
cada paso dentro de una prueba deberia ser una proposiciéon que sea necesaria,
y que ademas, o bien es un juicio analitico o bien es un juicio sintético. El caso
que nos interesa evidentemente es cuando un paso de la prueba es un juicio
sintético, ya que los juicios analiticos sélo serian definiciones. Asi, un juicio
sintético dentro de una prueba, al ser también a priori, debe estar fundado
en la intuicién, por lo que algunos pasos dentro de las prueba estaran bien
justificados por ser evidentes para la intuicién, estos pasos pueden verse como

lemas que carecen de una prueba.

Para Frege las cosas cambian significativamente, al menos en las pruebas
aritméticas y en logica, pues cada paso en la prueba debe contener enunciados
analiticos a priori, esto es, cada paso dentro de la prueba debe justificarse
mediante definiciones o mediante leyes l6gicas. Notemos que esta manera de

justificar las pruebas no nos dice sobre si los pasos han de deducirse siempre
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de un paso previo, pero podemos pensar que, para probar una afirmacioén, esta
permitido tomar enunciados ya probados que pertenezcan a un determinado

sistema matematico en donde nos encontremos trabajando.

En conclusién, Kant aceptaria que una prueba tenga pasos en donde la
justificacion ultima de estos es que sean evidentes para la intuicion, y Frege sélo
aceptaria aquellas pruebas en las que sea claro como cada paso fue deducido

por medio de una definicién o por una ley légica.

Por otro lado, es importante aclarar si la categoria de los juicios analiticos
a priori y la de los sintéticos a priori se aplican a las cosas de las cuales hablan
las matematicas, esto es, a los contenidos, o bien, se aplican a la justificacion
que tenemos para emitir un juicio matematico. Dicho de otro modo, nos pre-
guntamos: ;Las categorias analitico a priori y sintético a priori las aplicamos
al contenido del juicio o a la base sobre la cual conocemos la verdad de un
juicio? Frege es claro en esto y, como cité al comienzo de este capitulo, cree
que tales categorias se aplican inicamente a la justificacién que tenemos para
emitir el juicio. Kant no es muy claro en esto. Lo cierto es que de momento
no resolveremos esta cuestion aqui, s6lo veremos qué consecuencias tiene para
la prueba aceptar una u otra nocién sobre el marco de aplicaciéon de dichas
categorias epistémicas, es decir, veremos qué implicaciones hay para la prueba
si aceptamos que las categorias epistémicas se aplican sobre el contenido de
los juicios, o bien, qué implicaciones hay para la prueba si aceptamos que las
categorias epistémicas se aplican sobre la justificacién que tenemos para emitir

nuestros juicios matematicos.

Antes de continuar, me gustaria llamar «kantiana» a la concepcién de que
las categorias epistémicas han de aplicarse al contenido de los juicios, y «fre-
geana» a la concepcion de que las categorias epistémicas han de aplicarse a
la justificacién de que tenemos para emitir juicios. Al nombrar asi a estas dos

concepciones no estoy suponiendo que necesariamente correspondan a una
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imagen fiel a estos dos autores: no quiero afirmar categéricamente que estos
autores hayan sostenido estas posturas respectivamente, pues esto requeriria
de una exégesis mas detallada de la que me permite el enfoque de esta tesis.
Mas bien, es una manera ttil de distinguir ambas concepciones, que conlleva

cierta similaridad con una lectura inicial y razonada de ambos autores.

Ahora revisemos la concepcién kantiana. Si el contenido de los juicios ma-
tematicos es a priori, entonces decimos que el contenido de dichos juicios es
independiente de la experiencia, por lo que esto no nos dice nada sobre cémo
llegar a conocer dichos juicios; si procedemos mediante un analisis o sintesis de
los conceptos involucrados en dichos juicios, resulta un tanto irrelevante, pues
no afecta en nada a la naturaleza del contenido de los juicios. Asi, una ver-
dad matematica seguird siendo a priori a pesar de que hayamos llegado a ella
por vias puramente empiricas. Esto resulta en un buen argumento para quie-
nes defienden la ayuda de los ordenadores en las pruebas, pues usar o no el

ordenador no cambia en nada la naturaleza a priori de los juicios matematicos.

Por otro lado, si pensamos que las categorias epistémicas se aplican a la
justificacién que tenemos para emitir nuestros juicios matematicos, esto es,
la concepcion fregeana, entonces decimos que es esta justificaciéon la que es
a priori. Asi, si por a priori entendemos aquello que es independiente de la
experiencia, entonces nuestras justificaciones para emitir tales juicios deben
ser todos independientes de la experiencia. Esto resulta ser importante para
la cuestion de las pruebas, pues una prueba, como mencioné en el primer
capitulo, brinda una justificacién, por lo que en este sentido se pide que las
pruebas procedan mediante métodos que no dependan de nuestra experiencia.
({Qué métodos son estos? Siguiendo a Kant, diriamos que estos juicios son
sintéticos, por lo que deben proceder de nuestra intuicién pura; siguiendo a
Frege, estos juicios deben ser analiticos, por lo que las pruebas deben proceder

mediante definiciones y leyes logicas.
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Nos preguntamos ahora: ;Qué consecuencias tiene para las pruebas por
ordenador las diferentes nociones que acabamos de mencionar de estas cate-

gorias epistémicas?

1. Si consideramos la concepcién kantiana, es decir, si consideramos que
el contenido de los juicios matematicos es a priori, entonces podemos
decir que tales juicios son independientes de la experiencia, por lo que
si procedemos en una demostraciéon con la ayuda de un ordenador o si
procedemos con los métodos de prueba tradicionales, no cambiamos en

nada la naturaleza a priori del contenido de los juicios matematicos.

2. Si consideramos la concepcién fregeana, es decir, si consideramos que
la justificacién de nuestros juicios matematicos son a priori, y por a priori
entendemos aquellos enunciados que son independientes de nuestra expe-
riencia, entonces segun nuestros analisis hechos hasta ahora, tenemos dos
maneras de proceder en una demostracién, ambas con sus consecuencias

particulares para una prueba por ordenador. Estas son:

a) De manera que los enunciados dentro de la prueba sean sintéticos. En
tal caso, estos pasos han de justificarse en que son evidentes para la
intuicion. ;Son los pasos realizados por el ordenador evidentes para
la intuicion? Parece ser que no, pues los ordenadores deben repasar
miles de casos que un ser humano en un tiempo de vida no podria,
por lo que existen casos que una persona no puede intuir simplemente

porque no tendria tiempo para hacerlo.

b) De manera que los enunciados dentro de la prueba sean analiticos. En
este caso, los pasos dentro de las pruebas han de estar ya contenidos
de algtin modo en las premisas o los lemas que ya han sido probados;
también, dichos pasos han de deducirse mediante definiciones y leyes

logicas. ;Son analiticos los pasos realizados por el ordenador? Me
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parece que es facil responder afirmativamente a esta cuestion, pues
sabemos que los programas de los ordenadores funcionan siguiendo

reglas logicas.

La cuestion que, me parece, es mas importante aqui, es la siguiente: ;Son las
pruebas por ordenador una via a priori? O dicho de otro modo, ;Las pruebas
por ordenador realmente son un método que es independiente de la experien-
cia? En el segundo capitulo mencioné que Tymoczko considera que introducir
ordenadores en las pruebas es equivalente a realizar experimentos, esto porque
depositamos nuestra confianza en que los ordenadores van a funcionar correc-
tamente, pues debemos confiar en la ingenieria que hay detras de una compu-
tadora. Esto es comparable con el trabajo del fisico, quien deposita confianza

en el telescopio y en la teoria de la 6ptica para poder hacer sus observaciones.

Antes de continuar, me gustaria aclarar que por «experimento» entiendo un
procedimiento realizado con la finalidad de validar o invalidar una afirmacién,
dicho procedimiento puede llevarse a cabo mas de una vez, en cada caso con la
misma finalidad de confirmar la afirmacién. De modo mas simple, podemos de-
cir que un experimento es un procedimiento empirico, mediante el cual se pone
a prueba un modelo cientifico. Ademas, cabe sefialar que los experimentos, al
menos en las ciencias naturales hoy en dia, involucran instrumentos fisicos, los

cuales han sido desarrollados como aplicaciones de teorias cientificas.

Esta idea de que introducir ordenadores a las pruebas es comparable con
el uso de instrumentos de laboratorio por parte de los cientificos me parece
debatible, por la siguiente razon: el c6digo de la prueba puede reproducirse en
distintas computadoras y arrojar exactamente los mismos resultados, mientras
que los experimentos realizados por los cientificos siempre traen consigo un
rango de error cada que se reproduce nuevamente el experimento. Asi, pode-

mos pensar que las pruebas por ordenador no introducen experimentos en el
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mismo sentido en que lo hace la ciencia, pero a su vez, este método de prueba,
no es del todo independiente de la experiencia, pues hay que poner nuestra

conflanza en la ingenieria detras del ordenador.

3. Por ultimo, nos queda considerar cuando a priori se aplica a la justifica-
ciéon que tenemos para emitir juicios, esto nuevamente es la concepcién
fregeana, pero ademas, consideramos que a priori significa, en el sentido
de Frege, aquel conocimiento que se produce s6lo apelando a leyes gene-
rales. En este caso no hay mucho por decir, ya que lo a priori se identifica
con lo analitico, de modo que si pensamos que las matematicas son a
priori, entonces decimos que sus enunciados han de deducirse mediante
definiciones y leyes logicas. Por lo que, como mencioné anteriormente, po-
demos conceder que los pasos realizados por un ordenador en una prueba
son analiticos, ya que los programas en los ordenadores funcionan bajo

leyes logicas.

Por el momento es suficiente con el analisis de las categorias epistémicas
aplicadas a la nocién de prueba. Regresaré ahora a la discusion que dejé pen-

diente en el segundo capitulo, a saber, la discusion entre Swart y Tymoczko.

4.5. La discusion entre Swart y Tymoczko

Recordemos que Tymoczko piensa que el teorema de los cuatro colores, de
estar justificada su prueba, es una verdad matematica conocida a posteriori;
mientras que Swart considera que es mejor seguir pensando que las proposi-
ciones de la matematica son verdades a priori sin importar como estas lleguen

a ser conocidas.

A partir de aqui argumentaré que la critica de Swart a Tymoczko no se

sostiene ya que ambos parten desde diferentes posturas. Esto es, mostraré que
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Swart considera que las categorias epistémicas se aplican al contenido de los
juicios matematicos, y que Tymoczko considera que dichas categorias se aplican
a la justificacion que tenemos para emitir nuestros juicios matematicos. Dicho
de manera mas simple, Swart argumente desde la postura kantiana, mientras

que Tymoczko argumenta desde la postura fregeana.

Tymoczko considera que si aceptamos la prueba del teorema de los cua-
tro colores, entonces tenemos que aceptar que dicho teorema es una verdad
matematica que ha sido conocida a posteriori [18]. Esto nos sugiere que dicho
teorema es una verdad matematica a la cual se ha accedido de manera a poste-
riori, esto es, que el método por el cual fue probado es un método a posteriori,
por lo que Tymoczko esta considerando que la justificaciéon para emitir el juicio

de que todo mapa plano es 4-coloreable es la que resulta a posteriori.

Por su parte, Swart considera que «a priori» puede significar:

1. Una verdad que posee validez universal y necesaria; es decir, una verdad

que es verdadera en todos los mundos posibles.

2. Una verdad cuya validez puede establecerse independientemente de la

experiencia sensorial.

De hecho, Swart menciona que podemos poner la definicién 1) en linea
con la definicién 2) para que ambas sean equivalentes [17, p. 5], para esto

cambiamos 2) por:

3. Una verdad cuya validez puede establecerse en principio sin recurrir a la

experiencia sensorial del mundo fisico.

Teniendo en cuenta 1), como ya mencioné en el capitulo anterior, podemos
pensar que las verdades matematicas son verdades antes e independientemente

del descubrimiento de una prueba por parte de un ser humano; por lo tanto,
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resulta evidente que Swart aplica la categoria a priori al contenido de los juicios
matematicos. Sin embargo, parece ser que en 3) se estd considerando que la
categoria a priori se aplica a la justificacion de los juicios, pues habla de cémo
se puede establecer la validez de una verdad, que en este caso es sin apelar a

la experiencia sensorial.

Asi, Tymoczko y Swart tienen diferentes puntos de vista con respecto a
la aplicacién de las categorias epistémicas en los juicios matematicos; pues el
primero, esta considerando que la justificacion del teorema de los cuatro colores
es a posteriori; mientras que el segundo, esta considerando que el contenido de

dicho teorema es un contenido a priori.

El problema que parece haber de fondo con la postura de Swart es que se
estan ligando a las nociones modales con las categorias epistémicas; es decir,
Swart parece estar confundiendo la necesidad del contenido de las matematicas

con la aprioridad con la cual se suele proceder en matematicas.

Un ejemplo sencillo de como pueden estar separadas estas dos nociones es
el siguiente: piense en una verdad matematica, por ejemplo, el famoso teorema
de Pitagoras que dice que para cualquier tridangulo rectangulo de lados a,b e
hipotenusa ¢, se cumple que a? + % = ¢2. Es bien sabido que dicho teorema
se conocia mucho antes de que los griegos dieran una demostracion formal de
este hecho. El conocimiento de este teorema por parte de los egipcios depen-
dia en gran medida de sus observaciones y su manejo realizado sobre figuras
geométricas. Podemos pensar que los griegos llegaron al conocimiento de esta
verdad matematica por una via a priori, mientras que los egipcios llegaron al
conocimiento de esta verdad por una via a posteriori. Aqui no estoy diciendo
que toda verdad matematica puede ser conocida tanto a priori como a posterio-
ri, de ser asi ya habriamos acabado con el problema del teorema de los cuatro
colores y declarariamos que su prueba estd justificada, sea como sea. De he-

cho, el conocimiento de una verdad matematica por ambas vias s6lo sucede
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con casos muy sencillos en los que nuestra experiencia puede tener acceso.

Ahora, si no se me concede el anterior ejemplo como un caso en el que
las nociones modales estan separadas de las categorias epistémicas, sugiero
este otro ejemplo: la proposiciéon expresada por la oraciéon «5+4=9 o bien el
nimero de planetas es ¢g» sabemos que es verdadera pues ambos disyuntos
son verdaderos, mas alin, 5+4=9 es una verdad necesaria. Y dicha proposiciéon
puede ser conocida a priori si una persona deduce analiticamente que 5+4 es
igual a g, y después infiere que «5+4=9 o bien el nimero de planetas es g».
Pero también puede ser conocida a posteriori por una persona que, estudiando
el sistema solar mediante un telescopio, haya descubierto que el ntimero de
planetas es g y posteriormente declare que «5+4=9 o bien el nimero de planetas

es g».

El ultimo ejemplo que quiero presentar para sostener la postura de que la
nocién modal de necesidad no se encuentra ligada a los juicios a priori es uno
ya presentado por Kripke [14, pp. 55-59]. Recordemos primero que un metro
mide la longitud de 4 en un tiempo fijo %, donde 4 es la barra estindar que
se encuentra en Paris. Entonces, nos preguntamos: ;Es una verdad necesaria
la expresion «La barra 4 tiene un metro de largo en el tiempo #»? Podriamos
pensar que si, pues es una proposiciéon que se conoce a priori ya que un metro,
por definicion, es la longitud que tiene la barra A4 en el tiempo £. Pero esto no
es asi pues, aunque la expresiéon «un metro» tiene como finalidad designar rigi-
damente una determinada longitud en todos los mundos posibles, la expresion
«la longitud de 4 en #>» no designa nada rigidamente, esto es, la longitud de 4
en ) pudo haber sido otra de la que de hecho es (si hubiéramos calentado la
barra, por ejemplo, esta se hubiera expandido). Por lo tanto, la expresién «La
barra A tiene un metro de largo en el tiempo #» es un juicio que se conoce a

priori pero que carece de necesidad, es decir, es un juicio contingente a priori.

Por supuesto, cada uno de estos ejemplos puede ser controversial, pero pa-
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recen suficientemente razonables como para sugerirnos que no debemos sim-

plemente suponer que todo juicio a priori es necesario.

4.6. Conclusion

Hasta aqui, he expuesto las posturas fregeana y kantiana con respectos a los
juicios matematicos; analicé como seria una prueba bien hecha para ambas
posturas; ademas, analicé las consecuencias para una prueba por ordenador
dependiendo de si aplicamos las categorias epistémicas al contenido de los
juicios o a la justificacién de los juicios; y, por ultimo, retomé el debate entre
Tymoczko y Swart, donde sostengo que Tymoczko considera que la justificacion
de los juicios matemaéticos son a priori, mientras que Swart considera que el
contenido de tales juicios son los que deberian ser a priori. En este debate,
concluyo diciendo que las categorias epistémicas no guardan relacion con las

nociones modales, por lo que la critica de Swart a Tymoczko esta infundada.



Capitulo 5
La justificacion del uso de computadoras en
las demostraciones

5.1. Introduccion

En el presente capitulo voy a sostener que las pruebas por ordenador estan
justificadas dentro de la practica matematica, es decir, voy a sostener que el
uso de los ordenadores en la practica demostrativa es valido. Para esto, pri-
mero responderé a dos de los argumentos que desacreditan las pruebas por
ordenador, a saber, estos argumentos son: i) las pruebas por ordenador intro-
ducen elementos empiricos a la matematica; ii) las pruebas por ordenador no
son inspeccionables. Luego, sostendré que las pruebas por ordenador son a
priori siempre que tengamos conocimiento de que el algoritmo de la prueba es

correcto, esto es, que el algoritmo realiza lo que se le pide.

5.2. Las pruebas por ordenador y el a priori

Uno de los argumentos mas comunes para la no aceptabilidad de las pruebas
por ordenador, como ya mencioné en el segundo y tercer capitulo, es que las
pruebas por ordenador no son a priori, es decir, son a posteriori y en este sentido
introducen elementos empiricos, a diferencia de las pruebas tradicionales que

son completamente a priori.
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Argumentaré que, bajo las mismas hipétesis de quienes dicen que las prue-
bas por ordenador son a posteriori, se puede concluir que las pruebas tradi-
cionales hechas por matematicos también introducen elementos empiricos a la

matematica y, en este sentido, tales pruebas resultarian ser a posteriori.

Se ha mencionado que las pruebas por ordenador introducen elementos
empiricos principalmente porque la prueba se ejecuta en una computadora,
haciendo énfasis en que esta es un objeto del mundo fisico y por tanto debemos
confiar en que la ingenieria de la computadora no tiene alguna falla que nos
arroje resultados erréneos. Incluso se puede decir, en favor de ellos, que a pesar
de que distintas computadoras nos arrojen los mismos resultados cada que se
ejecute la prueba, en cada ocasién que se ejecute todos los ordenadores nos
pueden arrojar el mismo resultado erréneo, algo que parece muy poco probable

pero que puede ser totalmente factible.

Bien, comienzo con mi argumento: se ha dicho que la computadora es un
objeto del mundo fisico y es esta la que ejecuta la prueba, pero esto tiene su
analogo con las pruebas tradicionales, pues son los humanos quienes realizan
las pruebas, los cuales puede pensarse que también son objetos del mundo
fisico, de modo que un error en la computadora podria ser equivalente a un
error por un humano en la prueba [13, p. 94]. De hecho, podemos preguntarnos
iqué tan a priori es una prueba tradicional? [1, p. 187] Existen muchas pruebas
tradicionales que suelen ser largas y que incluso se requiere de semanas para
poder llegar a probar un teorema, por lo que estas pruebas estan respaldadas
en gran medida por la memoria y otros estados mentales, en este sentido los

matematicos también introducen contenido empirico a las pruebas.

En resumen, el argumento es muy sencillo, a saber, que asi como los or-
denadores pueden cometer errores por ser objetos del mundo fisico, también
los matematicos pueden, y de hecho suelen, cometer errores. Por otro lado, el

argumento de que una prueba se puede ejecutar en distintas computadoras y
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cada una de ellas nos arroja el mismo resultado, pero un resultado erréneo,
bien puede generalizarse, ya que introduce una especie de genio maligno a
los ordenadores que también puede ser pensado dentro de los matematicos
humanos.' Para ser mas concisos: pensemos en el algoritmo de la division,
dicho algoritmo se puede demostrar desde la teoria de nameros, por lo que
pensamos que el algoritmo es correcto, pero al igual que los ordenadores, los
seres humanos son capaces de ejecutar el algoritmo y nada nos dice que los
humanos no podrian equivocarse a la hora de ejecutar el algoritmo. De modo
que el problema de este argumento es que, si se generaliza dicha situacion,
podemos quedarnos sin conocimiento matematico. Por lo dicho hasta aqui, po-
demos concluir que asi como los ordenadores introducen elementos empiricos

a la matematica, también lo hacen los matematicos.

Ahora bien, no nos gustaria afirmar que las matematicas tienen conteni-
do empirico como el mencionado anteriormente, puesto que la mayoria de la
tradicion filosofica ha caracterizado a la matematica por tener contenido a prio-
ri.” Ademas, cuando nos preguntan sobre qué bases estamos justificados para
creer alglin teorema o proposicion, no diremos que los creemos sobre la base
de nuestros estados mentales, sino que estamos justificados en creerlo porque
tenemos una prueba, la cual no depende de elementos empiricos [1, p. 188].
Por lo que aqui infiero que podemos considerar a la matematica como a priori
sin importar si el agente ejecutor de la prueba, ya sea un humano o una compu-
tadora, pueda introducir elementos empiricos. Aqui todavia no estoy diciendo
que las pruebas por ordenador son a priori; mas adelante argumentaré que si
hay buenas razones para considerar a las pruebas por ordenador como a priori.
Mucho menos digo que, como tales pruebas son a priori, entonces deben de

ser aceptadas como una prueba dentro de la practica matematica: de hecho,

'Esta observacion me la sugirié mi asesor de tesis, Carlos Romero.
?Estoy pensado en autores como Leibniz, Kant, Frege, o Hilbert.
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existen muchos juicios que son a priori y no son considerados como pruebas.
Por ejemplo, el ya mencionado caso en el capitulo anterior de la barra de metal

que mide un metro.

5.3. La inspeccionabilidad como criterio de aceptabilidad de prue-

bas

Un criterio de aceptabilidad de pruebas dado por Tymoczko es el de la ins-
peccionabilidad. Recordemos que una prueba es inspeccionable si y sélo si una
persona con cierto dominio relevante de la matematica es capaz por si mismo
de conocer la verdad de la conclusiéon de la prueba con tan solo considerar
todos los pasos de la prueba misma. Por lo que podemos pensar intuitivamen-
te que una prueba es aceptable s6lo si esta es inspeccionable. Esto me lleva
a responder el segundo argumento sobre la aceptabilidad de las pruebas por
ordenador, este es, que las pruebas por ordenador no son inspeccionables y
por tanto no deben de ser aceptadas. Me parece que hay dos vias para defen-
der a las pruebas por ordenador de este argumento; la primera, cuestionar la
inspeccionabilidad como criterio de aceptabilidad de las pruebas; y la segun-
da, argumentar que las pruebas por ordenador son inspeccionables. Exploraré

ambas vias.

Comenzaré por cuestionar la inspeccionabilidad como criterio de aceptabi-
lidad de las pruebas. Parece que la inspeccionabilidad es un buen criterio para
la aceptabilidad de pruebas ya que los juicios a priori podrian tener relaciéon con
la inspeccionabilidad. De esta manera, podemos creer que un juicio matemati-
co es a priori siy solo si este es inspeccionable. Analizaré ambas implicaciones

de este bicondicional.

(Es verdad que si un juicio es inspeccionable entonces este es a priori? Si un

juicio matematico, en este caso una prueba, es inspeccionable, entonces por
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definicion quiere decir que con solo considerar los pasos dentro de la prueba
un matematico es capaz de conocer la verdad de su conclusion; asi, la verifi-
cacion es sobre una prueba que incluye los pasos necesarios para conocer su
conclusion, por lo que la verificacién corre sobre una serie de pasos logicos
en donde la prueba es légicamente valida, y si la prueba es l6gicamente vali-
da, entonces esta solo incluye leyes generales, axiomas, definiciones, y reglas
logicas, por lo que no tiene dependencia empirica, por tanto, la prueba es a
priori.

Veamos qué ocurre con la otra implicacién: ;si un juicio es a priori entonces
es inspeccionable? Esta implicacion es falsa: creo que un contraejemplo a esta
implicacion son los nimeros primos muy grandes; un matematico humano es

incapaz de inspeccionar por si mismo si nimero muy grande es primo.

También pienso que un contraejemplo a esta implicacién son las demos-
traciones excesivamente largas, pues incluso si se publicara toda una prueba
de estas que llamamos excesivamente largas, esta no seria capaz de ser ins-
peccionada, pues nadie particular tendria el tiempo suficiente en su vida para

concluir con la prueba.

Aqui alguien me podria argumentar que ya estoy suponiendo que existen
pruebas que no son inspeccionables. A esto podemos responder cuestionando
si en verdad toda prueba que ha sido aceptada es también inspeccionable.

Arkoudas y Bringsjord sostienen que:

Si el concepto de prueba se limitara solo a las pruebas que realmente
pudieran inspeccionarse, las matematicas dejarian de existir tal co-
mo las conocemos por la sencilla razén de que solo hay un niimero
finito de tales pruebas, no mas, digamos, que el numero de atomos
en el universo, llamese n. Pero si s6lo hay n teoremas en matemati-

cas, no importa cuan grande sea n, el campo degenera en una lista

61



finita de oraciones [...] Que haya infinitas pruebas es algo tan funda-
mental y profundamente entretejido en el tejido de las matematicas
que rechazarlo seria rechazar a las matematicas. [...] En realidad,
s6lo se pueden examinar algunas pruebas, asi como so6lo se pueden

escribir y manipular algunos nimeros naturales [...] [1, p. 186-187]

En efecto, si una prueba es aceptada en tanto que esta prueba es inspeccio-
nable, entonces el nimero de pruebas se limitaria a las pruebas que estan al
alcance de la verificacion humana. En realidad, la matematica misma se redu-
ciria a todo juicio matematico que esté al alcance de la verificacién humana,
excluyendo asi a gran cantidad del conocimiento matematico actual, por ejem-

plo, los niimeros primos muy grandes.

5.4. La inspeccionabilidad de las pruebas por ordenador

Habia mencionado que se puede defender a las pruebas por ordenador desde
dos vias, a saber; la primera, cuestionado la inspeccionabilidad como criterio
de aceptabilidad; y la segunda, argumentado que la prueba por ordenador
es inspeccionable. Pasaré a explorar la segunda via, en la cual respondo a los

argumentos segtin los cuales las pruebas por ordenador no son inspeccionables.

Supongamos, por principio de cuentas, que la inspeccionabilidad es un buen
criterio para la aceptabilidad de pruebas. El argumento por el cual se dice
que las pruebas por ordenador no son inspeccionables es muy sencillo y es el
siguiente: una prueba por ordenador no es inspeccionable porque la prueba no
se puede verificar paso a paso desde que se introduce al ordenador hasta que
este lanza los resultados. Ante este argumento, sostengo que las pruebas por

ordenador si son inspeccionables y por tanto son a priori.

(En qué sentido las pruebas por ordenador son inspeccionables? Una prueba

por ordenador es inspeccionable en tanto que se ha demostrado que el algoritmo que se
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implementa en el ordenador realiza lo que debe de realizar. Por ejemplo, en la teoria
de grafos, se puede demostrar que el algoritmo para encontrar un arbol de
peso maximal logra encontrar al arbol de peso maximo en cualquier arbol da-
do. Las pruebas de que estos algoritmos realizan lo que queremos es mediante
métodos tradicionales, de modo que podemos pensar que las pruebas de estos
algoritmos generan un conocimiento a priori [1, p. 193]. De hecho, podemos
afirmar que las pruebas de estos algoritmos son inspeccionables en un sentido
fuerte de inspeccionabilidad, pues estas pruebas no son mas que pruebas tradi-
cionales. Por «sentido fuerte de inspeccionabilidad» quiero decir simplemente
aquellas proposiciones que se han probado con los métodos clasicos que revi-
sé en el capitulo 2, seccion 2.3: prueba directa, contrapuesta, contradiccion, e
induccion.

Asi, si A es un algoritmo y P una proposicion, y si alguien nos preguntara
por qué afirmamos que el resultado P, el cual ha sido probado en un ordenador,
es verdadero, nosotros diriamos lo siguiente: Afirmamos que P porque 4 da

como salida P, y sabemos a priori que A4 es correcto [1, p. 195].

Ahora bien, se nos podria decir que s6lo sabemos a priori que un algoritmo
puede ejecutar la prueba, pero que no somos capaces de verificar la prueba
en su entereza, es decir, que no podemos analizar paso por paso la prueba
incluso si tenemos el algoritmo de la prueba. Pero esto tiene un analogo muy
particular con las pruebas tradicionales, a saber, cuando un matematico esta
realizando una prueba, esta la hace en fisico, esto es, la realiza sobre algun
trozo de papel, en el que ademas se salta pasos y no justifica todo; de hecho
dificilmente en una prueba tradicional todos los pasos estaran justificados, pues
en la mayoria de los casos se da por hecho que quien esta leyendo la prueba ya
tiene un cierto nivel de conocimiento matematico que le permite entender las
suposiciones de dicha prueba. A esta instancia fisica de la prueba, Arkoudas y

Bringsjord le llaman «Zoken», y la prueba token es la que nos permite creer que
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existe una prueba abstracta e ideal del teorema que se esta probando [1, p. 189g].
De modo que, cuando un matematico inspecciona una prueba, la inspecciéon se
hace sobre una prueba token y no sobre la prueba ideal. Por tanto, la inspeccién
que se realiza sobre las pruebas tradicionales tampoco es una inspeccion en
la que se pueda verificar la prueba en su entereza, pues solo se inspecciona la
instancia fisica de la prueba, la cual no contiene todos los pasos que si tendria

la prueba ideal.

El que exista una prueba ideal y una instancia fisica de esta en el caso de
las pruebas tradicionales, nos lleva a pensar que, en el caso de las pruebas por
ordenador, también existe una prueba ideal. Esto es, las pruebas por ordena-
dor juegan el papel de las pruebas en fisico, es decir, la instancia fisica de una
prueba ideal. Entonces, tanto en las pruebas tradicionales como en las prue-
bas por ordenador, la inspeccién que se realiza siempre es sobre la instancia
fisica. Por lo que no podemos exigir que las pruebas sean inspeccionadas en
su entereza para que estas puedan ser aceptadas. De hecho, podemos ir atn
mas lejos y afirmar que cuando decimos que sabemos a priori un resultado ma-
tematico, no lo decimos sobre la base de la prueba token, sino sobre la base de

la existencia de una prueba ideal.

Si estas ultimas afirmaciones son correctas, entonces, cuando sostenemos
que las pruebas por ordenador son a priori, lo hacemos sobre la idea de que el
algoritmo instanciado en una computadora no es mas que una prueba en fisico
que nos permite estar justificados en la creencia de una prueba ideal y abstracta
que contiene todos los detalles posibles. Por tanto, la inspeccién que se lleva
a cabo en las pruebas por ordenador, es una inspeccién sobre el algoritmo de
prueba, el cual es una instancia fisica de la prueba, y no la prueba ideal, la
cual es a priori, asi como en las pruebas tradicionales también la inspeccién se

realiza sobre la instancia fisica de esta y nunca sobre la prueba a priori ideal.

Una buena pregunta que surge es: ;por qué estamos justificados en creer
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que una prueba token nos lleva a la creencia de que existe una prueba ideal? A
esta pregunta simplemente responderé que cuando un matematico realiza una
prueba, este lo hace de tal forma que la prueba resulte ser l6gicamente valida:
cada paso de la prueba se deduce l6gicamente (por alguna regla de inferencia)

de alguna definicién o de un lema previamente ya probado.

Ahora bien, dado que la inspeccionabilidad se realiza sobre las pruebas
token, me gustaria proponer que existen diferentes grados de inspeccionabilidad.
Esto es asi porque, en principio, parece claro que existen pruebas que son mas
dificiles de verificar que otras, y esto sucede precisamente porque las pruebas
que se inspeccionan son las pruebas token. Por ejemplo, es claro que es mas
facil de verificar la prueba sobre la infinidad de ntimeros primos que verificar
el ultimo teorema de Fermat. Cabe destacar también que si nos preguntamos
cual de las dos pruebas es mas facil de aceptar dentro del gran conjunto del
conocimiento matematico, nosotros pensamos que la prueba sobre la infinidad
de numeros primos, esto se debe a que la prueba sobre la infinidad de nu-
meros primos es mas facil de inspeccionar que el ultimo teorema de Fermat.
Por lo tanto, si pensamos que la inspeccionabilidad es un buen criterio para la
aceptabilidad de pruebas, entonces podemos afirmar que una prueba es mas
aceptable en tanto que tenga un mayor grado de inspeccionabilidad. Esto im-
plica que, como vimos con el caso del altimo teorema de Fermat o en el caso del
teorema de clasificacién de grupos, hay pruebas que son especialmente com-
plicadas de inspeccionar, es decir, tienen un bajo grado de inspeccionabilidad,

pero no por ello no se les acepta dentro del conocimiento matematico.

5.5. La fiabilidad de los procesos computacionales

Otra de las tantas objeciones que se le han hecho a las pruebas por ordenador

es la siguiente: no podemos estar seguros de que el algoritmo implementado
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para la prueba dé la salida correcta.

Esta objecion nace de la desconfianza que se deposita en el ejecutor del
algoritmo, en este caso, en la desconfianza del ordenador. Como ya mencioné,
las razones que se dan para pensar que el ejecutor de la prueba puede introdu-
cir errores nos llevan a pensar que también los matematicos humanos, quienes
también son ejecutores de las pruebas, pueden introducir errores similares. A
pesar de que tanto los matematicos como las computadoras pueden introducir
dichos errores, la desconfianza en que un ordenador nos dé una salida inco-

rrecta persiste.

Quiza esta desconfianza en la salida del ordenador persista debido a la pers-
pectiva de la primera persona, esto es, porque parece ser que somos incapaces

de observar todos los procesos computacionales involucrados en una prueba.

Para aumentar nuestra confianza en las salidas que los ordenadores nos

arrojan, pienso argumentar que los procesos computacionales si son altamente

fiables.

Comenzaré por definir qué es un proceso fiable: un proceso que, en una
mayoria ponderada de casos, brinda el resultado correcto (el que buscamos al
implementarlo). A partir de ello, podemos utilizar a la teoria fiabilista de la
justificacion (que en esencia nos dice: Si una persona cree que P porque P resulto
de Q y Q es un proceso fiable, entonces esta persona estd justificada en creer que P)
para fundamentar la aceptabilidad de los procesos computacionales para el

conocimiento matematico [5, p. 653].

Para ejemplificar esta situacion, imaginemos el siguiente hecho de la vida
cotidiana: Pensemos en un vendedor de frutas quien tiene mucha clientela y
debe usar una calculadora para poder hacer las cuentas rapido y asi atender a
todos. Esta persona, a pesar de saber hacer cuentas elementales por si mismo,

prefiere usar su calculadora, pues ademas de que es mas rapida que €l para

66



hacer las cuentas, siempre que la utiliza esta le ha devuelto un resultado co-
rrecto. Pensemos que esta persona, desde que compré su calculadora, hizo con
ella operaciones basicas que él mismo podia verificar como correctas, de modo
que la siguiente vez que esta persona realizaba una operacion y verificaba que
el resultado de dicha operacién era correcto, aumentaba su confianza en la
calculadora. Asi, lleg6 un momento en que esta persona tuvo tan alto grado
de confianza en la calculadora que ya no verificaba si el resultado era correcto,
pues sabia que cada vez que verificaba el resultado, su calculadora le arrojaba

el resultado correcto.

Notemos que en el ejemplo anterior, la confianza depositada en la calcu-
ladora no depende de que la persona sepa cémo esta funciona, sino que su
confianza esta basada en que la calculadora siempre arrojé resultados correc-
tos. Existen muchos ejemplos de procesos fiables en nuestra vida cotidiana.
En la mayoria de los casos no sabemos cémo funcionan dichos procesos; sin
embargo, podemos confiar en ellos simplemente porque sus resultados siempre

han sido los esperados (en las condiciones normales).

Asi como en el caso de la calculadora, podemos pensar que los procesos
de los ordenadores mas sofisticados son fiables, pues los resultados obtenidos
mediante los ordenadores son los que esperamos. Dicho esto, un proceso fiable
en una prueba por ordenador puede ser definido como sigue: Si una persona
cree que P porque P result6 de implementar el algoritmo de prueba en Q y
0 es un proceso fiable, entonces esta persona esté justificada en creer que P,

donde P es una proposicién matematica y Q es un proceso computacional [5,
P- 654l.
Veamos ahora qué hace que la implementacién de ordenadores sea un pro-

ceso fiable. Siguiendo a Duran y Formanek [5, p. 656], existen diferentes fuentes

para atribuir confiabilidad a los procesos computacionales:
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a) Verificacion y validacion de métodos.

b) Analisis de robustez para simulaciones por computadora.

Hay que sefialar que Duran y Formanek estin pensando en procesos compu-
tacionales de las simulaciones por computadora, por lo que los incisos anterio-
res estan pensados para esa situacion particular. Aqui haré una reformulacién

de los mismos para el caso de las pruebas por ordenador.

No es dificil de averiguar a qué podemos referirnos con a) cuando hablamos
de pruebas por ordenador. Nos referimos a lo que ya he mencionado anterior-
mente, a saber, a la verificacién del algoritmo de implementacion, esto es, a
que podemos demostrar que el algoritmo de implementacion hace lo que se le
pide mediante métodos tradicionales de prueba. Por otro lado, Duran y For-
manek [5, p. 660] definen al andlisis de robustez como la capacidad de analizar
si un grupo de modelos predicen un resultado comun, esto para las pruebas
por ordenador no es mas que la capacidad de implementar el algoritmo en
distintos ordenadores y observar que todos arrojan el mismo resultado. En la
medida en que a) y b) se han implementado para un proceso computacional
particular, podemos confiar en los resultados de ese proceso. Y estos ya se han

realizado para el caso del teorema de los cuatro colores [1].

Con esto concluyo que si podemos basarnos en la confiabilidad de los pro-
cesos computacionales para justificar nuestra aceptacion de la prueba del pro-

blema de los cuatro colores.

5.6. Conclusion

Hasta aqui, podemos destacar cuatro cosas que he concluido en esta discusion:

La primera Que se puede demostrar la eficacia del algoritmo implementado

en el ordenador mediante pruebas tradicionales, por lo que este resulta
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ser inspeccionable y a priori;

La segunda Que las pruebas realizadas por matematicos y ordenadores son
pruebas foken que nos llevan a la creencia justificada de la existencia de
una ideal, es esta prueba ideal a la que nos referimos cuando decimos que

una prueba es a priori;

La tercera Que existen diferentes grados de inspeccionabilidad, y una prueba
puede tener un bajo grado de inspeccionabilidad, sin que por ello no se

le acepte dentro del conocimiento matematico.

La cuarta Que los procesos computacionales en la demostracion del teorema
de los cuatro colores son confiables, por lo que es razonable aceptar los

resultados que arrojan.

Con todo lo anterior, las pruebas por ordenador no quedan mal paradas
frente a las pruebas tradicionales, es decir, hay buenas razones para aceptar
dichas pruebas dentro de la practica matematica. Esto es asi porque podriamos
pensar que las pruebas por ordenador no tienen un grado muy alto de inspec-
cionabilidad comparado con las pruebas tradicionales, pero como mencioné,
esto no es motivo para rechazar las pruebas, pues incluso en las pruebas tradi-
cionales se han aceptado pruebas que dificilmente se pueden verificar. Ademas,
estas pruebas por ordenador suelen ser a priori, y en tanto que sus algoritmos
se hayan demostrado con pruebas tradicionales, estos son inspeccionables. Fi-

nalmente, los procesos involucrados son confiables.






Conclusiones

En esta ultima seccion daré las conclusiones a las que se llegé en cada uno
de los problemas a los que se enfrent6 la presente tesis, asimismo, teniendo
en cuenta que muchos de estos problemas pueden no estar cerrados, motivaré

nuevos debates.

Antes de empezar, recordemos que el objetivo general de esta tesis es res-
ponder a la cuestién de si una demostracion por ordenador tiene los elementos
suficientes para lograr ser aceptada por la comunidad matematica. En el primer
capitulo nos encontramos que dos propiedades importantes que caracterizan a
las demostraciones para que sean aceptadas por la comunidad matematica son
la inspeccionabilidad y la transferibilidad, dichas nociones son muy similares
y cada una apela a que una prueba es aceptada en tanto que un matematico
pueda concluir la verdad de la prueba con solo considerar los pasos dentro de

ella.

A lo largo de la tesis, estas nociones nos arrojaron mucha luz sobre nuestro
objetivo principal, pero a su vez resultaron ser nociones muy problematicas. El
primer problema no menor que arrojaron dichas nociones fue si transferibilidad
e inspeccionabilidad eran nociones condicionales, esto es, que una prueba re-
sultaba transferible/inspeccionable de manera condicionada a si un matematico
adquiere conocimiento de la verdad de lo demostrado solamente con conside-
rar los pasos, o bien, que una prueba resultaba transferible/inspeccionable de
forma no condicional si un mateméatico puede llegar a adquirir conocimiento

de la verdad de lo demostrado.
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Notemos que esta sutil distincion es relevante para el caso de las pruebas
por ordenador, pues si una prueba es aceptada porque es transferible e ins-
peccionable y dichas nociones son condicionales, entonces si la prueba por
ordenador es excesivamente larga, parece ser que la prueba no tiene por qué
ser aceptada, ya que la verdad de su conclusién nunca podria llegar a ser
conocida por ningtin matematico. En cambio, si dichas nociones no son con-
dicionales, cabe la posibilidad hipotética de que en una prueba por ordenador
excesivamente larga nos planteemos si la prueba puede o no llegar a ser cono-
cida, es decir, podemos pensar que en una prueba excesivamente larga exista
un ser humano con una cantidad de tiempo ilimitada en la sea capaz de revisar
la prueba en su totalidad; si pensamos que esto es posible, entonces podemos
concluir que la prueba debe ser aceptada por la comunidad matematica. En
principio, tal como se formula la transferibilidad y la inspeccionabilidad en el
primer capitulo, nos sugiere que son nociones condicionales, y las ventajas de
pensarlas asi es que pensamos el conocimiento matematico para humanos nor-
males que no tienen acceso a capacidades ilimitadas de tiempo; sin embargo,
esto puede ser debatible pues hoy en dia vemos que hay teoremas los cuales,
por ser excesivamente largos, se revisan por una comunidad de matematicos
y no sélo por una tnica persona. Como ya vimos en la tesis, es el caso del
teorema de clasificacion de grupos del algebra. Esto nos lleva a pensar que las
pruebas largas por ordenador pueden ser transferibles e inspeccionables pues
el conocimiento de una misma prueba puede ser comunitario y alcanzado a lo
largo de los afios. Mas adelante mencionaré mas conclusiones sobre estas dos

nociones.

En cuanto a las pruebas por ordenador, en esta tesis, especificamente en
el segundo capitulo, se mostr6 que hay dos razones principales por las que la
comunidad matematica suele rechazar este tipo de pruebas. La primera esta

nuevamente relacionada con la nocién de inspeccionabilidad, pues se dice que
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una prueba por ordenador no es inspeccionable ya que ningiin matemaético
puede verificar los pasos realizados en el ordenador. Y la segunda, que las
pruebas por ordenador son un experimento bien realizado que una prueba
genuina, lo que convertiria a este tipo de pruebas en conocimiento matematico
a posteriori, esto se debia a que debemos de depositar confianza en el programa

y en la ingenieria fisica detras del ordenador.

Ambas razones nos dieron mucho de qué hablar durante la tesis, pasaré a

mencionar lo que se lleg6 a concluir a partir de estas dos razones.

Comenzaré con la segunda, a saber, que las pruebas por ordenador intro-
ducen verdades matematicas a posteriori. Autores como Swart consideraban
que era mejor seguir pensando en las verdades matematicas como a priori sin
importar el método con el que habian sido probadas, una de sus principales
razones era que una verdad a priori era aquello que posee validez universal y
necesaria, esto es, una verdad que es verdadera en todos los mundos posibles.
Mientras que Tymoczko pensaba a las verdades a priori como verdades que
pueden establecerse independientemente de la experiencia. Esto nos llev6 a
distinguir entre dos maneras diferentes de pensar a las categorias epistémicas,

cada una con diferentes consecuencias para las pruebas por ordenador.

Llamé a la primer forma de pensar a las categorias epistémicas «la nocion
kantiana», que consiste en pensar que «a priori» se dice del contenido de los
juicios matematicos. Bajo esta nocion, decimos que el contenido de los juicios
matematicos es independiente de la experiencia, por lo que esta naturaleza del
contenido de los juicios no cambia si procedemos por ordenador o por méto-
dos tradicionales de prueba. A la segunda manera de pensar a las categorias
epistémicas la llame «la nocion fregeana», la cual consiste en pensar que a prio-
ri se dice de la justificacion que tenemos para emitir juicios. Bajo esta nocion,
podemos hablar de que una prueba es a priori si no depende de la experiencia,

este fue el caso que mas nos intereso, pues es aqui donde nos preguntamos
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si una prueba por ordenador puede ser independiente de la experiencia y no
ser un simple experimento, como lo entiende Tymoczko. Lo que concluimos
fue que las pruebas por ordenador no son un experimento en el sentido en el
que se entiende experimento en las ciencias empiricas ya que, justo como lo
mencioné en el tercer capitulo, el cé6digo de la prueba puede reproducirse en
distintas computadoras y arrojar exactamente los mismos resultados. Mientras
que los experimentos realizados por los cientificos siempre traen consigo un
rango de error cada vez que se reproduce el experimento; sin embargo, no pu-
dimos afirmar con certeza que una prueba por ordenador esté separada en su
totalidad de la experiencia, pues atin queda depositada cierta confianza en el

instrumento fisico que es el ordenador.

Sin embargo, esta problematica, sobre la confianza depositada en el ordena-
dor como instrumento fisico, fue resuelta al final del cuarto capitulo, en donde
introdujimos la postura del fiabilismo. Concluimos que ejecutar el codigo de la
prueba en un ordenador es un proceso altamente fiable. Esto es, si una persona
cree que P, donde P es una proposicién matematica, y P resulté de Q y Q es
un proceso fiable —en este caso, un proceso computacional—, entonces esta
persona esta justificada en creer que P. Concluimos también, bajo esta postu-
ra, que los procesos computacionales son procesos fiables porque se pueden
verificar sus métodos, esto es, se pueden probar que los algoritmos realizan lo
que queremos que realicen, y porque si implementamos el c6digo en distintos

ordenadores, todos nos arrojan los mismos resultados.

Otro resultado importante que pudimos concluir en cuanto a la naturaleza
epistémica de una prueba por ordenador es que los argumentos dados para de-
cir que tales pruebas hacen de la matematica un conocimiento con elementos
empiricos se pueden utilizar para decir que las pruebas tradicionales hechas a
mano también introducen elementos empiricos. Esto es porque se piensa que

debemos confiar en la ingenieria de los ordenadores, al ser objetos del mundo
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fisico, pero sucede que las pruebas hechas a mano son ejecutadas por perso-
nas que, al igual que los ordenadores, resultan ser objetos fisicos. De hecho,
para una persona normal, seguir una prueba que resulta muy larga requiere de
gran capacidad de memoria y concentracién que depende del estado fisico y
emocional de dicha persona, mientras que un ordenador no depende de cierto
cansancio fisico, por lo que en este caso los humanos traen consigo un mayor
grado de error que los ordenadores. De esto evidentemente no se sigue que las
pruebas por ordenador no introducen elementos empiricos, simplemente con-
cluimos que las razones para creer que las pruebas por ordenador introducen
un conocimiento a posteriori en las matematicas, también son buenas razones

para creer que las pruebas tradicionales tienen contenido a posteriori.

Regresando al tema de las nociones de inspeccionabilidad, en el cuarto
capitulo, se defendi6 a las pruebas por ordenador de la objecién de que estas
no eran inspeccionables y que por tanto no tenian por qué ser aceptadas en la
comunidad matematica. Mientras haciamos esta defensa llegamos a distintas
conclusiones. La primera es que habia dos maneras de defender a las pruebas

por ordenador:

a) Cuestionando la inspeccionabilidad como criterio de aceptabilidad de las

pruebas.

b) Argumentando que las pruebas por ordenador eran inspeccionables.

Mediante la via a) llegamos a que si un juicio matematico es inspeccionable,
entonces este resulta ser a priori, pero no inversamente, pues si un juicio es
inspeccionable, entonces, tal como se dijo en el cuarto capitulo, s6lo con con-
siderar los pasos dentro de la prueba un matematico es capaz de conocer la
verdad de su conclusién, por lo que la verificacién corre sobre una serie de
pasos légicos en donde la prueba es l6gicamente valida, y si la prueba es 16-

gicamente valida, entonces esta sélo incluye axiomas, definiciones, y reglas

75



logicas, por lo que no tiene dependencia empirica; por tanto, la prueba es a
priori. Inversamente, es claro que no todo juicio a priori es inspeccionable, el
ejemplo de esto son pruebas sobre nimeros primos grandes que son incapaces

de ser inspeccionadas.

Otra conclusién que se desprendi6 a partir de este ultimo ejemplo, es que
el concepto de prueba matematica no puede sélo limitarse a las pruebas que
pueden inspeccionarse, puesto que si asi fuera, entonces existiria un namero
finito de pruebas, esto es, habria un ntimero finito de teoremas, y pensar que
existe un numero finito de teoremas resulta ser algo muy contradictorio en el

campo de las matematicas.

Ahora, mediante la via de b) llegamos a la conclusién de que una prueba
por ordenador puede ser inspeccionable en tanto que se puede demostrar que
el algoritmo es correcto, esto es, que el algoritmo que se implementa en la
computadora realiza lo que queremos que realice. E]1 método para demostrar
que estos algoritmos son correctos en el sentido que se acaba de mencionar, es

mediante métodos de prueba tradicionales.

Llegamos a concluir también que si se demuestra por métodos de prueba
tradicionales que estos algoritmos son correctos, y por tanto son inspecciona-
bles, entonces la prueba de estos algoritmos resultaban en un conocimiento a
priori. De modo que si alguien nos preguntara por qué afirmamos un resultado
P, diriamos que estamos justificados en afirmar P pues tenemos un algorit-
mo A4, del cual sabemos a priori que es correcto, y 4 da como salida P al ser

introducido en un ordenador.

Otro resultado importante resulta de la critica de que incluso si sabemos que
nuestro algoritmo de prueba A es correcto a priori, no podemos verificar paso a
paso la salida P. Pero esta critica tiene su analogo con las pruebas tradicionales,
ya que ningun matematico puede verificar en su entereza una prueba puesto

que no siempre las pruebas contienen todos los detalles posibles.
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De aqui se desprende la idea de las pruebas token, como las llama Arkoudas,
que son instancias fisicas de una prueba ideal que si contiene todos los pasos
y detalles. Este tipo de pruebas son las que abundan dentro de la comunidad
matematica, pues es claro que no toda prueba contiene todos los detalles; asi,
cuando un matematico inspecciona una prueba, la inspeccion se hace sobre
una prueba token y no sobre la prueba ideal, por lo que no siempre se puede

hacer una inspeccion exhaustiva de la prueba.

Ahora, el que tengamos una prueba Zoken de las pruebas tradicionales nos
hace pensar que las pruebas por ordenador también son pruebas token. Esto
es, las pruebas por ordenador juegan el papel de las pruebas en fisico, es decir,
la instancia fisica de una prueba ideal. Por lo que llegamos a la conclusién de
que no podemos exigir que las pruebas sean inspeccionadas en su entereza
para que estas puedan ser aceptadas. Incluso llegamos mas lejos y pudimos
decir que, cuando decimos que sabemos a priori un resultado matematico, no
lo decimos sobre la base de la prueba token, sino sobre la base de la existencia

de una prueba ideal.

Otra conclusién no menor que sacamos y que quiza en un futuro necesita
revision y mas investigacion, es que el hecho que nos justifica a creer en la
existencia de una prueba ideal sobre la base de una prueba token es que dicha
prueba token se hace de tal forma que resulte ser l6gicamente valida. De aqui
también se desprendi6 la idea de que existen diferentes grados de inspeccio-
nabilidad, pues habra pruebas como algunas de las tradicionales que suelen
ser pequenas las cuales son mas faciles de verificar; mientras que hay otras que
incluso a pesar de ser pruebas tradicionales son largas y pueden llevarse dias

antes de poder verificarse completamente.
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