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INTRODUCCION

En las distintas areas de investigacion que han empleado la geometria surgen de
forma natural una variedad ilimitada de curvas, superficies y variedades de dimen-
siones superiores. Para abordar estas nuevas clases de objetos, en geometria sen han
aplicado herramientas de varias partes de las matematicas, y viceversa, cada uno de
los distintos campos con una orientacién diferente y con un conjunto diferente de
resultados muy fructiferos. Por ejemplo, las técnicas del calculo y del analisis condu-
jeron a la geometria diferencial, los métodos tedricos de conjuntos puros condujeron
a la topologia y el dlgebra moderna contribuyé al campo de la geometria algebraica.
La geometria diferencial es el campo cuyo objeto de estudio son las propiedades
de curvas, superficies y espacios curvos de dimensiones superiores, por medio de
herramientas del célculo y del dlgebra (multi)lineal.

Los tipos de preguntas que uno suele hacer en geometria diferencial se extien-
den mucho mas alld de lo que uno puede hacer en la geometria elemental y, sin
embargo, las primeras no subsumen por completo a la tltima. Las cuestiones de la
geometria diferencial a menudo se dividen en dos categorias: (a) las que tienen que
ver con propiedades locales o propiedades de una curva o variedad general definidas
en la vecindad de un punto, y (b) las propiedades globales, que se refieren a las
propiedades de la curva o variedad tomada como un todo. Algunos de los teore-
mas mas interesantes de la geometria diferencial clasica relacionan las propiedades
locales con las globales. El teorema fundamental en este sentido es el teorema de
Gauss-Bonnet, pues relaciona las propiedades globales de curvas y superficies con
la topologia de una superficie y conduce a resultados fundamentales en geometria
esférica e hiperbdlica.

Un precursor en el estudio de la geometria diferencial de curvas en el plano
euclidiano fue Huygens', aunque en el momento en que emprendié su trabajo sobre
este tema no pudo disponer del calculo. Sin embargo, al investigar algunos problemas

relacionados con péndulos y relojes, llegd a la nocion de la curvatura de curvas planas

L Horologium, La Haya, 1658 (Oeuvres complétes t. XVII), Horologium oscillatorium, sive de
motu pendulorum ad horologia aptato demonstrationes geometricae, Paris, 1673 (Oeuvres complétes
t. XVIII).
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en un punto p de la curva y desarroll6 la teoria de evolutas y evolventes o involutas
(1659). El primero que obtuvo una férmula adecuada para la curvatura, k = 1/r, en
términos de las derivadas de la curva v fue Newton en Un tratado sobre los métodos
de series y fluziones, del que un manuscrito data al menos de 1670%. El teorema
fundamental (de congruencia) de las curvas planas euclidianas establece que, salvo
movimientos euclidianos rigidos, dada una funcién continua £(s), existe una tnica
curva v(s) en E? tal que (s) es la curvatura de v en 7(s), donde s es la longitud
de su arco. Esto significa que, salvo rotaciones y traslaciones, una curva en E* esté

completamente caracterizada por su curvatura.

El primero en descubrir las dos curvaturas de una curva en E? fue Monge® en
1775. También obtuvo una expresion analitica para la primera curvatura, pero no
para la segunda curvatura o torsién. Esto tltimo lo calculé Lancret* en 1802. Fue
Cauchy®, en sus Lecciones sobre las aplicaciones del cdlculo infinitesimal a la geo-
metria de 1826, quien primero hizo un estudio de las curvas espaciales investigando
sistematicamente sus derivadas superiores, con especial atencién en el contacto geo-

métrico entre dos curvas y entre una curva y una superficie.

Un gran paso en el estudio de la geometria diferencial de las curvas espaciales
en E? vino con las férmulas de Frenet-Serret. Estas ecuaciones se obtuvieron de
forma independiente por Frenet® en 1847 y por Serret” en 1851. Definieron el marco
ortonormal {t,n,b}, conocido actualmente como marco de Frenet, a lo largo de
una curva espacial y(s), usando como pardmetro su longitud de arco s. Aqui t, n
y b son los vectores tangente, normal, y binormal unitarios, respectivamente. Los
elementos del marco ortonormal estan relacionados entre si mediante las ecuaciones

de Frenet-Serret t' = kn, n’ = —kt + 7b, b’ = —7n, donde k es la curvatura y

2Cf. D. T. Whiteside, The Mathematical Papers of Isaac Newton. Volume III 1670-1673, parte
I, Cambridge University Press, 1969.

3Sur les propriétés de plusieurs genres de surfaces courbes, particulierement sur celles des sur-
faces développables, avec une application a la théorie des ombres et des pénombres, Mémoires de
Mathématique et de Physique présentés devant I’Académie Royale des Sciences par divers savants
et recueils ultérieurs analogues, t. IX, 1780, pp. 593-624.

4Mémoire sur les courbes a double courbure, Mémoires présentés a UInstitut des Sciences,
Lettres et Arts, par divers savans, t. 1, 1806, pp. 416-54.

5 Lecons sur les applications du calcul infinitésimal a la géométrie, Parfs, I (1826) y II (1828).

6 Sur les fonctions qui servent a déterminer lattraction des sphéroides quelconques. Programme
d’une these sur quelque propriétés des courbes a double courbure, tesis, Tolosa, 1847. Cf. también
«Sur quelque propriétés des courbes a double courbure», Journal de Mathématiques Pures et Ap-
pliquées, serie 1, t. 17, 1852, pp. 437-47 y «Théoremes sur les courbes gauches», Nouvelles Annales
de Mathématiques, serie 1, t. 12, 1853, pp. 365-72.

"Sur quelques formules relatives & la théorie des courbes & double courbure, Journal de Mathé-
matiques Pures et Appliquées, serie 1, t. 16, 1851, pp. 193-207.
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7 es la torsién de la curva y(s). A su vez, las derivadas sucesivas de los vectores
del marco de Frenet determinan todas las derivadas de la curva 7(s). El teorema
fundamental de las curvas espaciales euclidianas establece que, salvo movimientos
euclidianos rigidos, si k(s) y 7(s) son dos funciones continuas, entonces existe una
unica curva y(s), parametrizada por la longitud de su arco s, cuyas funciones de
curvatura y torsion son k(s) y 7(s). Este teorema fue demostrado por Aoust® en
1876.

El estudio de la geometria extrinseca de superficies en E?® se dio de forma natural
para describir superficies por medio de las curvas que resultan al seccionarla con
varios planos. Como las superficies no son el tema de esta tesis, nos basta mencionar
que los primeros resultados en la direccién indicada se deben a Euler (en los afnos
1728-32 y 1760-86) y a Monge y sus discipulos’. La teorfa de superficies alcanzé un
gran desarrollo con Gauss y Riemann. Gauss'® descubrié que, ademds de la geome-
tria extrinseca de las superficies en E?, donde se identifican dos superficies si y solo
si difieren solamente por un movimiento euclidiano en el espacio, existe una nocién
geométrica basica, su curvatura, que es invariante bajo el grupo de isometrias de
superficies. El estudio de la geometria de las superficies en E® con estas isometrias
como transformaciones se denomina geometria intrinseca de las superficies en E.
La principal contribucién de Riemann!'! a la geometria diferencial fue la de llevar a
cabo el programa establecido en el Theorema Egregium de Gauss: desarrollar una
geometria diferencial de objetos que no necesariamente tienen que estar situados en
un espacio euclidiano tridimensional. Riemann propone considerar un método para
asignar longitudes a los vectores tangentes. Una asignacién a cada espacio tangente
de una norma definida positiva, o mas precisamente, del producto interno del que
proviene, es lo que ahora llamamos una métrica riemanniana en una variedad M.
La geometria intrinseca correspondiente se llama geometria riemanniana. Podemos
estudiar las variedades riemannianas por si solas (geometria intrinseca) o como sub-
variedades en algun espacio euclidiano que las contiene (geometria extrinseca). Si

la métrica de una variedad diferenciable es indefinida, obtenemos una variedad se-

8 Analyse infinitésimale des courbes dans I’espace, Paris, Gauthier-Villars, 1876.

9Cf. D. J. Struik, Outline of a History of Differential Geometry I, Isis, Vol. 19, No. 1, 1933
(abril), pp. 92-120, y Outline of a History of Differential Geometry II, Isis, Vol. 20, No. 1, 1933
(noviembre), pp. 161-91.

0Disquisitiones generales circa superficies curvas, Commentationes soc. reg. sc. Géttingensis, 6,
1828 (Werke IV, pp. 217-58). Cf. también «Neue allgemeine Untersuchungen iiber die krummen
Flatcheny, 1825 (Werke VIII, p. 408 ss.), una versién preliminar de las Disquisitiones.

H{ber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen, Gétt. Abh., 13, 1867 (leida en
1854), Werke No. XIII.
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mirriemanniana, y la geometria correspondiente es la geometria semirriemanniana.
Una variedad semirriemanniana también puede verse como una subvariedad en algin
espacio semieuclidiano, por lo que nuevamente podemos trabajar intrinsecamente o
extrinsecamente.

El espacio de Minkowski E7, es decir, la variedad E" equipada con un tensor
métrico g de indice 1, es una variedad semirriemanniana muy importante. Si n = 4,
se tiene el ejemplo méas simple de un espacio-tiempo relativista'?. La geometria
del espacio-tiempo de Minkowski juega un papel importante en el estudio de la
relatividad especial y de la relatividad general. Por ejemplo, las particulas materiales
se pueden modelar como ciertas curvas tipo tiempo y las particulas tipo luz se pueden
modelar como con ciertas curvas tipo luz (cf. O’Neill [O’N83, caps. 6, 12]). Por lo
tanto, ademas de su valor intrinseco, algunas razones para estudiar curvas en el
espacio de Minkowski son que se pueden aplicar a la fisica relativista.

En el primer capitulo de esta tesis introducimos de manera formal el espacio
de Minkowski y sus principales caracteristicas, las propiedades que tienen que ver
con los aspectos geométricos y algebraicos de las diferentes clases de vectores y las
isometrias, con particular interés en el plano de Minkowski E] v en el espacio de
Minkowski tridimensional E?.

En los capitulos segundo y tercero analizamos las curvas (como subvariedades
unidimensionales), desde el punto de vista de la teoria local, en el espacio de Min-
kowski bidimensional y tridimensional respectivamente. Estudiamos los marcos mo-
viles de Frenet de las curvas planas y espaciales y, en este tltimo caso definimos las
curvas de Frenet en contraste con las curvas tipo luz y las curvas con vector normal
tipo luz. Las grandes diferencias entre el estudio de las curvas riemannianas euclidia-
nas y las curvas semirriemannianas de Minkowski aparecen inmediatamente desde
el segundo capitulo, por ejemplo, el cardcter causal de una curva que desempena
un papel importante cuando construimos su marco de Frenet. Especialmente para
curvas tipo luz y curvas con vector normal tipo luz, hay una falla en el procedimiento
habitual para encontrar las ecuaciones de Frenet, y es més simple usar un marco
moévil con algunos vectores tipo luz en la base. Sin embargo, tal marco resulta no

ser Unico, ni ortogonal, ni mucho menos los vectores son de norma igual a uno.
En el cuarto capitulo estudiamos algunas familias especiales de curvas, en parti-

12Cf. J. Walrave, Curves and Surfaces in Minkowski Space, tesis, K. U. Leuven, 1995. También
es recomendable consultar The Principle of Relativity: A Collection of Original Memoirs on the
Special and General Theory of Relativity, Dover Publications Inc., 1952. Se trata de un conjunto
de articulos sobre la teoria de la relatividad especial y general escritos por autores como Lorentz,
Einstein, Minkowski y Weyl.
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cular las hélices y las curvas de Bertrand. También estudiamos algunas propiedades
globales tanto de las curvas en el plano de Minkowski ]E%, como de las curvas en el
espacio de Minkowski tridimensional E?. Damos los elementos necesarios para ex-
tender la teoria de curvas al espacio de Minkowski n-dimensional, EY, y finalizamos
con el teorema fundamental de las curvas de Frenet en dimensiones superiores.






CAPIiTULO 1
EL ESPACIO DE LORENTZ-MINKOWSKI E?

En este capitulo presentamos las propiedades elementales y los resultados princi-
pales del espacio de Lorentz-Minkowski que utilizaremos en los capitulos siguientes.
La teorfa del espacio de Minkowski esté expuesta por S. C. Newman en [New19], en
la obra de B. O’Neill [O’N83], y de manera més general (variedades lorentzianas) en
el texto de J. K. Beem, et. al. [BEE9G6]. Los resultados principales que nos interesan
aqui son los que se ocupan de la métrica de Lorentz, la clasificacion de vectores, el
producto interno y el producto cruz, asi como las caracterizaciones de los subespa-
cios vectoriales tipo tiempo, tipo espacio, y de los vectores tipo luz. La geometria de
los espacios vectoriales de Lorentz-Minkowski es considerablemente mas complicada
que la de los espacios con producto interno positivo definido y, cuando se traducen
a términos fisicos, las implicaciones pueden resultar sorprendentes para una sensibi-
lidad euclidiana. Al final del capitulo presentamos los resultados principales de las
isometrias del espacio de Lorentz-Minkowski.

§1.1 Propiedades elementales del espacio de Lorentz-Minkowski

Sea R? el espacio vectorial real con su estructura de espacio vectorial usual.
Vamos a denotar por B, = {e;,es, e3} a la base usual o canénica de R3, donde

e; = (1,0,0), ey=(0,1,0), e;=(0,0,1).

Denotamos por (x,y, z) las coordenadas de un vector de R? con respecto a la
base B,. Ademés, vamos a considerar la estructura afin de R®. También tenemos
que definir una forma bilineal que desempene el papel de métrica.

Definicién 1.1. El espacio de Lorentz-Minkowski es el espacio métrico Y = (R?, (-, -)),
donde la métrica (-,-) : R* x R* = R esta dada por la forma bilineal

<u, V> = UV + UgVgy — Us3vs, (11)

para todo par de vectores u = (uy, U, us), v = (vy,v9,v3) € R® A esta métrica la
llamaremos métrica de Lorentz-Minkowski. Diremos que dos vectores no nulos u y
v son ortogonales (o perpendiculares) si (u,v) = 0.

La convencién de signos que adoptamos en la ecuaciéon (1.1) no es la unica que
aparece en la literatura. Por ejemplo, algunos autores consideran (u,v) = —ujv; +
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UsVs + uzvs y también se puede considerar (u,v) = u3v; — ugvs + uszvs. La eleccién
de un enfoque sobre otro puede dar lugar a diferencias en el niimero y la ubicacion
de los signos negativos en las expresiones, pero no afecta la sustancia de la teoria.
La métrica de Lorentz-Minkowski es una métrica no degenerada, es decir, si
para todo w se tiene (v,w) = 0, entonces v = 0. En ocasiones también se usa
el nombre de «espacio de Minkowski» y «métrica de Lorentz» para referirnos al
espacio y la métrica que acabamos de definir. El espacio vectorial R® también es
compatible con la métrica euclidiana, que se denota por (-,-), : R3xR?® — R. En
consecuencia, denotaremos el espacio euclidiano tridimensional por E* = (R?, (-, -),)
para distinguirlo del espacio de Minkowski E} = (R®, (-,-)). Vamos a tomar como
base canénica de E? la base canénica de R®) y esto lo podemos hacer porque la
existencia y eleccion de una base no depende de la presencia de una métrica.

Definicién 1.2. Dado un vector v € E}, la norma (o médulo) de v se define como
la funcién || - || : B3 — [0, 00) dada por

VIl = {v. v |. (1.2)
Diremos que v es un vector unitario si ||v|| = 1, es decir si (v,v) = +1.
De la ecuacion (1.2) se sigue que ||v|| =0 siy solosiv=0o0 (v,v) =0.

Definicién 1.3. La signatura de la métrica de Lorentz con la base candnica, se
define como la terna

(<elﬁ el> ) <62,62> ) <83, eS)) = (+1, +1, —1>

Debido a la presencia del término —1 en la tercera coordenada, decimos que la
métrica lorentziana es una métrica de indice 1.

Para cualquier otra base ortonormal {e;,es, e}, denotamos (e;,€;) = ¢; y asi
tenemos que (e;,€;) = €0;;, donde J;; es la delta de Kronecker. La signatura con
esta nueva base es (e, €9,€3). El siguiente par de resultados nos serd de mucha
utilidad en los capitulos posteriores.

Proposicién 1.1. Sea (€, €, €3) una base ortonormal de E} con signatura (e;, €5, €3).
a) Siv e E:{’ es un vector, entonces

V =€ <V, él> é1 —|— €9 <V, ég) ég —|— €3 <V, ég> ég.
b) Siu = (u1,us,u3) y v= (v1,v2,vs) son dos vectores, entonces
(U, v) = e1u1v1 + €aUsvy + €3u3vs3.

Tomando prestada la terminologia de la teoria de la relatividad, tenemos varios
tipos de vectores en el espacio de Minkowski, con respecto a la métrica de Lorentz.
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Definicién 1.4. Sea v un vector en el espacio de Minkowski E2. Diremos que
a) v es tipo espacio si (v,v) >0 o bien v = 0.

b) v es tipo tiempo si (v,v) < 0.

c) v es tipo luz o nulo si (v,v) =0y v # 0.

En el contexto de la fisica relativista, un vector v se llama causal si es tipo
espacio o tipo luz. Por lo general, se considera que el vector cero es tipo espacio,
pero algunos autores consideran que es tipo luz (v. g. Ye, Ma, y Wang [YMW16], y
muchos otros). Es claro que cada vector es o bien tipo espacio, o bien tipo tiempo,
o bien tipo luz, y esto da como resultado una correspondiente escisién de E?.

El cono de luz del espacio de Minkowski E? es el
conjunto de vectores tipo luz definido como T .z

¢={vecE :(v,v)=0}-{0}
={(z,y,2) €E} : 2* +¢* — 2> =0} — {(0,0,0)}.

Anélogamente, el cono de tiempo es el conjunto de >¢<§

vectores tipo tiempo definido como r

T={vecE: (v,v) <0} |
= {(z,y,2) € B} : 2* + 9% — 2* < 0}. |

En términos geométricos, € es la unién de un par de
conos sin sus vértices, ¥ es el «interior» de €, mientras
que el conjunto de vectores tipo espacio es el «exterior» de €. Observamos que ambos
conjuntos de vectores € y ¥ tienen dos componentes conexas.

Dado un subespacio vectorial V < Ef, consideramos la métrica inducida (-, )y, :
V x V — R dada por

<u=V>V = <u7 V> )

para todo par de vectores u,v € V. La métrica en V puede ser de alguno de los
siguientes tres tipos:

a) Definida positiva, y en tal caso decimos que V' es un subespacio tipo espacio.

b) De indice 1, y decimos que V' es un subespacio tipo tiempo.

c¢) Degenerada, y decimos que V' es un subespacio tipo luz o nulo.

Evidentemente, cada subespacio de E? es o bien tipo espacio, o bien tipo tiempo
o bien tipo luz. Por convencién, el subespacio cero {0} se considerard tipo espacio.
En (c) vemos que, en contraste con la situacién de un producto interno definido
positivo, el producto escalar de Lorentz en ]E‘i’ puede ser degenerado en V' y, por
lo tanto, no es un producto escalar en E?. La naturaleza (o cardcter) causal de un
vector o de un subespacio es la propiedad de ser tipo espacio, tipo tiempo o tipo
luz.

Cualquier subespacio bidimensional de E? se puede representar mediante un
plano P que pasa por el origen. Esto da exactamente tres posibilidades. (a) Cuando



4 CAPITULO 1. EL ESPACIO DE LORENTZ-MINKOWSKI E?

P no corta a €, contiene solo vectores tipo espacio. (b) Cuando P corta a € en un
par de rectas (menos el origen), contiene tanto vectores tipo espacio, como vectores
tipo tiempo y vectores tipo luz. (¢) Cuando P corta a € en una sola recta (menos
el origen), contiene vectores tipo espacio y vectores tipo luz, pero no contiene vec-
tores tipo tiempo. Observamos que de acuerdo con este andlisis, todo subespacio
bidimensional de E} contiene vectores tipo espacio. Formalizamos esta observacién
en las siguientes proposiciones (cuyas pruebas se pueden ver en [New19, §4.8]).

(a) (b) (c)

Proposicion 1.2. Sea V' < ]E:f un subespacio vectorial. Entonces se tienen los si-
guientes enunciados:

a) dim V +dim V+ = 3.

b) (VHt =V.

¢) Si V es no degenerado, entonces V+ también es un subespacio no degenerado.
d) V es tipo tiempo (tipo espacio, tipo luz, resp.) si y solo si V1 es tipo espacio
(tipo tiempo, tipo luz, resp.).

e) Si dim V' = 2, entonces V' contiene algiin vector v # 0 tipo espacio.

f) V es tipo espacio si y solo si consiste solamente de vectores tipo espacio.

g) Un vector v es tipo espacio (tipo tiempo, tipo luz, resp.) si y solo si Rv es un
subespacio tipo espacio (tipo tiempo, tipo luz, resp.) de E‘;’

h) Si v es un vector tipo tiempo o tipo espacio, entonces E¥ = Rv @ (Rv)*.

Proposicién 1.3. a) Dos vectores tipo luz u,v € ]E‘Z’ son linealmente dependientes
si y solo si son ortogonales; es decir, u = Av < (u,v) = 0.

b) Si u y v son dos vectores tipo tiempo o tipo luz tales que (u,v) = 0, entonces
son vectores tipo luz.

¢) Si u es tipo tiempo y v es tipo tiempo o tipo luz, entonces (u,v) # 0.

d) Si V es un subespacio tipo luz, entonces dim(V N'V+) = 1.

Proposicién 1.4. Sea P < E? un subespacio vectorial bidimensional. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

a) P es un subespacio tipo tiempo.

b) P contiene dos vectores tipo luz linealmente independientes.

c¢) P contiene algin vector tipo tiempo.
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Proposicién 1.5. Sea V < E? un subespacio vectorial. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) V' es un subespacio tipo luz.

b) V contiene algiin vector tipo luz pero ninguno tipo tiempo.

c) VNe&=Rv—{0} para algiin vector v € V tipo luz.

El siguiente resultado es til desde el punto de vista euclidiano.

Proposicién 1.6. Sea P < E? un espacio vectorial bidimensional y sea n, un vector
ortogonal a P con respecto a la métrica euclidiana (-, -)_. P es un plano tipo espacio
(tipo tiempo, tipo luz, resp.) si y s6lo si n, es un vector tipo tiempo (tipo espacio,
tipo luz, resp.).

Prueba. Si escribimos el espacio vectorial P como
P={(z,y,2) €E® : ax + by + cz = 0},
entonces n, es proporcional al vector (a, b, ¢). También podemos escribir P como
P={(z,y,2) €EE® : ar + by — (—c)z = 0} = (R(a, b, —c))™.

Como la naturaleza causal del vector (a,b, —c) es la misma que la del vector n, y
por el inciso (d) de la proposicién 1.2, tenemos que P es tipo espacio (tipo tiempo,
tipo luz, resp.) si y solo si P = (R(a,b, —c))* es tipo tiempo (tipo espacio, tipo
luz, resp.) si y solo si n. es tipo tiempo (tipo espacio, tipo luz, resp.). Q. E. D.

El siguiente resultado justifica por qué cuando se dibuja un vector unitario or-
togonal a un plano tipo espacio, el tamano euclidiano es mayor que 1.

Proposicién 1.7. Si P = (Rv)* es un plano tipo espacio, entonces
[Iv]le = [Iv]].

Prueba. Como P es tipo espacio, v es tipo tiempo, es decir (v,v) < 0. Entonces, si
v = (a, b, ¢), tenemos

VI[P = e+ =P = —a® - <A +a®+0° =||v[|2. Q. E.D.

§1.2 Vectores tipo tiempo y conos de tiempo
Si u es un vector tipo tiempo, el cono de tiempo de u es el conjunto
Clu) ={veT:(uv) <0}

Este conjunto no es vacio, pues u € €(u). Ademads, si v es otro vector tipo tiempo,
y por el hecho que (u,v) # 0 (Prop. 1.3(c)), se sigue que (u,v) <0 o (u,v) > 0.
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Si definimos la relacién u ~ v cuando (u,v) < 0. Esta relacion es una relacion
de equivalencia en T que escinde el conjunto de vectores tipo tiempo en dos clases
disyuntas €(u) y €(—u) = —€(u), con €(u) N €(—u) = &. Denotamos estas clases
de equivalencia T+ y T~ y las llamamos cono de tiempo futuro y cono de tiempo pa-

sado, respectivamente. Como ez = (0,0,1) € T es un
z vector tipo tiempo, entonces

i
E

v=(x,y,2) ~(0,0,1)=e3 < z>0.

Del mismo modo, dado que —e3 = (0,0,—1) € ¥,
tenemos

=

Moo ooo oo d.

><

>
<

P

v=(z,y,2) ~(0,0,—-1) < z<0.

Por lo tanto, los conos de tiempo son los conjuntos

15
\
=

Tt ={(r,y,2) € T: 2> 0},
T ={(z,y,2) € T: 2 <0}.

En la siguiente proposicion resumimos las principales propiedades de los conos
de tiempo.

Proposicién 1.8. a) Dos vectores tipo tiempo u y v se encuentran en el mismo
cono de tiempo si y solo si (u,v) < 0.

b) (u,v) y (u, w) tienen el mismo signo si y solo si v y w se encuentran en el mismo
cono de tiempo.

c) u € €(v) siy solosi €(u) = €(v).

d) Los conos de tiempo son conjuntos convexos con forma de cono.

Observacion 1.1. La existencia de conos de tiempo se debe a que el conjunto ¥ de
vectores tipo tiempo tiene dos componentes conexas. Para los vectores tipo luz se
tiene una situacion similar, ya que el cono de luz € también tiene dos componentes
conexas, a saber:

¢ ={(z,y,2) €C:2>0} vy € ={(z,y,2) € C:2<0}.

Dados dos vectores linealmente independientes u,v € €, se tiene que (u,v) # 0,
segin la proposiciéon 1.3 (a). En este caso (u,v) < 0 si y solo si ambos vectores
estdn en la misma clase del cono de luz €. A los vectores de la clase € los llamamos
vectores dirigidos hacia el futuro y a los vectores de la clase €~ los llamamos vectores
dirigidos hacia el pasado.

Definicién 1.5. Una base {&;,&,,e3} de E} (salvo el orden) se llama base nula (o
marco nulo) si €; es un vector unitario tipo espacio y €, y €3 son dos vectores tipo
luz en (Re;)t y tales que (e, e3) = —1. En particular, ; y €3 estdn en la misma
componente de €.
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Una diferencia importante que encontramos entre el espacio euclidiano E? y el
espacio de Minkowski E‘I’ se refiere a la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Recordemos
quesi u,v € E?, la desigualdad de Cauchy-Schwarz afirma que | (0, v), | < |[ul|||v]|.
y la igualdad se cumple si y solo si u y v son proporcionales (es decir, linealmente
dependientes). Para los vectores tipo tiempo en el espacio de Minkowski existe una
desigualdad de Cauchy-Schwarz inversa. Ademas, si los vectores estan en el mismo
cono de tiempo, entonces también tenemos una desigualdad del triangulo inversa.
(cf. [New19, pp. 91, 96]).

Proposicién 1.9. a) Sean u,v € T dos vectores tipo tiempo. Entonces
| (w,v) | = [[ul[[]v]],

y la igualdad se da si y solo si u y v son proporcionales.
b) Sean u,v € ¥ dos vectores tipo tiempo en el mismo cono de tiempo T+ 0 T, es
decir (u,v) < 0. Entonces

[+ ][ = [lul[ +[}v]],
y la igualdad se da si y solo si u y v son proporcionales.

Proposicién 1.10. Si u, v € E? son dos vectores tipo tiempo en el mismo cono de
tiempo, entonces existe un tnico nimero ¢ > 0 tal que

(u,v) = —[[u|[[v][ cosh ¢. (1.3)
Al nimero ¢ lo llamamos dngulo hiperbélico entre u y v.
Prueba. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos la desigualdad
(w,v)* > |[ul[*[|v]?, (1.4)

que a su vez reescribimos como

(v (1.5)
[[al P[] — '

Siuy v se encuentran en el mismo cono de tiempo, entonces (u,v) < 0y la ecuacién
(1.5) implica que
_fuw) oy
[ f[v]] —
Como la funcién coseno hiperbdlico cosh : [0,00) — [1,00) es inyectiva, existe un
tnico nimero ¢ € [0, 00) tal que

h(b <u7v>
cosh¢ = —————,
[[allf[v]|
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y de aqui se sigue el resultado. Q. E. D.

Una vez que hemos definido el angulo entre dos vectores que se encuentran
en el mismo cono de tiempo, nos preguntamos cémo podemos definir el dngulo
entre dos vectores cualesquiera u,v € Ei’ Supongamos que u y v son linealmente
independientes y que u y v no son tipo luz. El angulo entre estos dos vectores
se define en funcién del plano P determinado por los vectores u y v. La métrica
inducida en P puede ser (a) riemanniana, (b) lorentziana o (c) degenerada.

Caso 1. Si el plano P es riemanniano, entonces la definicion del dngulo entre
ambos vectores (tipo espacio) es la habitual, como en el espacio euclidiano.

Caso 2. Si el plano P es lorentziano, entonces es isométrico al plano de Minkowski
[E? y una isometria no cambiaria la definicién de 4ngulo que dimos arriba, donde de-
finimos el angulo entre dos vectores tipo tiempo en el
mismo cono de tiempo y basta considerar los vectores
u y v unitarios. El conjunto U? de vectores unitarios
de [E? tiene cuatro componentes disyuntas, a saber:

HY = {(z,y) € BT : 2> —y* = —1, y > 0},
H' = {(2,y9) € E?: 22 —y? = —1, y < 0},
SiT={(z,y) €E}: 2?2 —y? =1, x > 0},
Si” ={(z,y) €E? : 2% — 9> =1, v <0}

Notemos que los vectores en IHHL LIH! son tipo tiempo
y los vectores en Sit LIS~ son tipo espacio.

Observacién 1.2. Al cambiar (z,y) por (y,z), el
plano E? cambia a R? equipado con la métrica dy? — dz?. Entonces, un vector tipo
espacio (tipo tiempo) de E? se convierte en un vector tipo tiempo (tipo espacio) del
nuevo espacio métrico. Consideremos dos vectores unitarios tipo espacio u,v € U?
y, ademds, supongamos que se encuentran en la misma componente de U?, es decir,
u,v €S{t ou,veS] . Entonces, se puede demostrar que (u,v) > 1.

Definicién 1.6. Sean u,v € E% dos vectores tipo espacio tales que ﬁ y ﬁ estan

en la misma componente de U?. Entonces, definimos el 4ngulo ¢ = Z(u,v) entre u
y v como el inico nimero ¢ € [0,00) tal que

(u,v)

cosh ¢ = (1.6)

[all{IvI

Caso 3. Tenemos el tercer caso si el plano P, generado por ambos vectores u y
v, es tipo luz. Necesariamente u y v no son tipo tiempo, por la proposicion 1.5 (b),
y en este caso no definimos el dngulo entre dos vectores (tipo espacio).

Para ofrecer una definicion de orientacion tipo tiempo, primero vamos a recordar
la nocién de orientacion en el espacio vectorial R®. En el conjunto de todas las bases
ordenadas de R®, consideramos la relacién de equivalencia ~, dada por B ~, B’
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cuando la matriz de cambio de base tiene determinante positivo. Existen exacta-
mente dos clases de equivalencia, llamadas orientaciones de R3. Para una base fija
By cualquier otra base B’, diremos que B’ esta orientada positivamente si B’ ~, B.
En el caso contrario, decimos que B’ esta orientada negativamente. La eleccién del
par ordenado (R3, [B]) nos dice que R? estd orientado por B.

En el espacio de Minkowski ]Ei’, dado que el espacio base es R? y dado que
tomamos como base canénica la base canénica de R?, la nocién de orientacion es la
misma que la de R* porque esta nociéon no depende de la presencia de una métrica.
La orientacion tipo tiempo que vamos a introducir a continuacion si es un concepto
métrico porque usaremos la métrica lorentziana (-, -) y, por lo tanto, no hay relacién
a priori con la nociéon que definimos arriba sin métrica.

En ]E:I’ consideramos el conjunto B de todas las bases ordenadas, de manera que
si B = {ej, e, €3} € B, entonces €3 es un vector tipo tiempo. Si B = {e;, ey, €3} y
B = {é€], e;, e} } son dos bases, definimos la relacién de equivalencia B ~ B’ cuando
€3 y €; estdn en el mismo cono de tiempo, es decir,

B~B si (e &) <0.

La relacién de equivalencia ~ determina dos clases de equivalencia, que se denominan
orientaciones tipo tiempo. Cada clase de equivalencia [B] determina un tnico cono
de tiempo definido por el vector es de B. A la inversa, dado un cono de tiempo,
existe una tnica orientacion tipo tiempo tal que cualquier base B que pertenezca a
esta orientacion tiene el ultimo vector e3 en dicho cono de tiempo. Por lo tanto, si
fijamos el cono de tiempo T, estamos asociando una orientacién tipo tiempo. En
consecuencia, decimos que una base ortonormal B = {ey, €, €3} esta dirigida hacia
el futuro si ez estd dirigido hacia el futuro, o de manera equivalente, si e3 € 7.

Definicion 1.7. Decimos que Ei’ tiene una orientacion tipo tiempo si fijamos una
orientacién tipo tiempo, es decir, para alguna base B consideramos un par ordenado

(B3, [B]).

Terminamos esta seccion con la definicion del producto vectorial para el espacio
de Minkowski.

Definiciéon 1.8. Sean dos vectores u,v € E‘I’ El producto vectorial de Lorentz de u
y v es el tnico vector, denotado por u x v, que satisface

(ux v,w) = det(u,v,w), (1.7)

donde det(u,v,w) es el determinante de la matriz que se obtiene colocando por
columnas las coordenadas de los vectores u, v y w, con respecto a la base candnica.

La bilinealidad de la métrica de Lorentz asegura la existencia y unicidad del
vector u X v. Si tomamos el vector w en la ecuacién (1.7) como cada uno de los
vectores e; de la base candnica B,, obtenemos la expresion en coordenadas de u x v
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con respecto a la base B, como

€ € —€3
uXxXvVv=|U Us Uus
U1 V2 U3

Si denotamos por u X, v el producto vectorial euclidiano, entonces u x v es la
reflexion de u X, v con respecto al plano con ecuacion z = 0. De aqui se sigue que

€] X ey = —e3, €y Xez3=e, e3Xe =e;.

En general, si (€1, €,,€3) es una base ortonormal de E? con signatura (e, s, €3),
entonces
€1€1 €262 €3€3
uXxXv=]|1u U9 us |,
U1 (%) U3

y de aqui se sigue que
e X ey = €3é3, €y X ég = 61(_31, ég X €] = €9€9.

Las propiedades del producto vectorial de Lorentz son analogas a las propiedades
del producto vectorial euclidiano, salvo un cambio de signo en algunas ocasiones. A
modo de ejemplo podemos dar el siguiente par de resultados:

(vi,w1) (v1,W2)

<V1 X Vg, W1 X W2> = <V2>W1> <V2aw2> .

Si uy v son dos vectores no degenerados, entonces B = {u,v,u x v} es una
base de 2. Sin embargo, y en contraste con el espacio euclidiano, la naturaleza
causal de u y v determina si la base esta o no orientada positivamente. De manera
precisa, si u'y v son dos vectores tipo espacio, entonces u X v es tipo tiempo y B
estd orientada negativamente porque det(u,v,u x v) = (ux v,;uxv) < 0. Siuy
v tienen diferente naturaleza causal, entonces B esta orientada positivamente.

§1.3 Isometrias de E?
Un mapeo A : E? — E? es una isometria vectorial o lineal si

(Av, Av) = (v,v), esdecir, ||Av||=]lv]|.
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Consideramos el conjunto de todas las isometrias vectoriales de E?, O;(3). La ex-
presion matricial de una isometria vectorial A con respecto a una base ortonormal
satisface la ecuacién A'GA = G, donde

0
0
-1

G —

S O =
S = O

En otras palabras, expresamos el conjunto O;(3) como el conjunto de matrices
0.3) ={A € GIB,R): A/GA = G}.
Las principales propiedades de las isometrias son las siguientes.

Proposicién 1.11. Sea A € O;(3) una isometria. Entonces

a) A mapea vectores tipo espacio (tipo tiempo, tipo luz, resp.) a vectores tipo espacio
(tipo tiempo, tipo luz, resp.).

b) Si u, v son dos vectores, entonces

Au x Av = det A(u x v).

c) det A =<1y O1(3) tiene al menos dos componentes conexas.

Denotamos por SO (3) al conjunto de isometrias con determinante +1, y lo deno-
minamos grupo especial de Lorentz, el cual se relaciona con la nocién de orientacion
de E3. De manera precisa, dada una orientacién B € B, se tiene que la base B’ € B
estd orientada positivamente si la matriz A de cambio de base pertenece al conjunto

SOL(3).

Definicién 1.9. Decimos que A conserva la orientacion tipo tiempo si A transforma
una base B dirigida hacia el futuro en otra base B’ dirigida hacia el futuro. Y
definimos el grupo ortécrono como

O (3) = {A € O,(3) : A conserva la orientacién tipo tiempo}.

El conjunto OF (3) es un grupo con dos componentes, uno de ellos es OF (3) N
S0O;(3). Esto prueba que O;(3) tiene exactamente cuatro componentes, en contraste
con el grupo de isometrias O(3) del espacio euclidiano E?, que tiene exactamente
dos componentes conexas, siendo una de ellas el grupo ortogonal especial SO(3).

El grupo ortécrono especial de Lorentz es el conjunto Of 7(3) = O (3) NSO (3).
Este conjunto es un grupo con la matriz identidad I € O7 7 (3). Desde un punto de
vista topoldgico, O 7(3) no es un conjunto compacto, en contraste con SO(3) C
O(3), que si es compacto.

Proposicién 1.12. Las cuatro componentes conexas de O1(3) son Of " (3),

Of(3)={A€50:(3) :az3 <0}, O;t3)={A€Of(3):detA=—-1}, ¥y
07 (3) ={A € 01(3) : detA = —1,a33 < 0}.
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Si denotamos por 1} y Ty las isometrias de E} definidas por

1 0 0 10 0
Tiv=10 -1 0|, Twv=10 1 0],
0 0 1 00 —1

entonces las tres ultimas componentes que aparecen en la proposicién 1.12 corres-
ponden a Ty - Ty - O 1 (3), T1 - OF T (3) y Ty - Of 7(3), respectivamente.

Para aclarar por qué aparecen cuatro componentes conexas de O;(3), vamos a
calcular las isometrfas en el caso bidimensional Ef. Sea A = [¢ %] una isometria en el
plano de Minkowski. Entonces, A € O;(2) si y solo si G = A‘GA, donde G = [} 9 ].

Esto nos lleva a las siguientes tres ecuaciones:

a?-ct=1
b —d> =—1 (1.8)
ab—cd =0

Si comparamos con las isometrias O(2) del plano euclidiano E?, la diferencia radica
en los signos negativos. Las tres ecuaciones correspondientes equivalen a a? 4 b* = 1
(un circulo) y ab+cd = 0, con ¢ = +b, d = +a, y la solucién del sistema es a = cos 6,
b = sen . Sin embargo, para las ecuaciones (1.8) tenemos a® —b* = 1 (una hipérbola
con dos ramas o componentes) y ab—cd = 0, con ¢ = +b, d = £a # 0. Combinando
todos los casos obtenemos las siguientes cuatro componentes:

a) Existe t tal que a = cosh(t) y ¢ = senh(t). De v* — d*> = —1, aparecen dos
casos nuevamente:

i) Existe s tal que b = senh(s) y d = cosh(s). Usando la tercera ecuacién
del sistema, concluimos que s = t.

ii) Existe s tal que b = senh(s) y d = — cosh(s), y ahora tenemos s = —t.

b) Existe ¢ tal que a = — cosh(t) y ¢ = senh(t). La ecuacién b? — d*> = —1 da dos

posibilidades:
i) Existe s tal que b = senh(s) y d = cosh(s). La tercera ecuacién del sistema
nos permite concluir que s = —t.
ii) Existe s tal que b = senh(s) y d = — cosh(s), y aqui tenemos s = t.

Recapitulando, obtenemos los siguientes cuatro tipos de isometrias, en el mismo
orden en que las obtuvimos:

cosh(t) senh(t) i cosh(t) —senh(t) -
[senh(t) cosh(t)} €0 (), [senh(t) —cosh(t)l €01 (2),

—cosh(t) —senh(t 4 —cosh(t) senh(t -
[ senh<t<>> cosh(t(> )1 €07 (2), [ senh(t()) N cosﬁ&)] €0~ (2).
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Terminamos el estudio de las isometrias con la familia de isometrias que dejan fija
puntualmente una recta £. Este tipo de isometrias se denominan rotaciones espacio-
temporales o transformaciones de Lorentz impropias (boosts) de la recta £ [O’'N83, p.
236] y son la contraparte de los grupos de rotaciones de E3. Dependiendo de la
naturaleza causal de ¢, existen tres tipos de tales isometrias:

Caso 1. La recta ¢ es tipo tiempo. Supongamos que ¢ = Rez. Dado que la
restriccién de la isometria a ¢+ es una isometria en un plano tipo espacio, es definida
positiva (como en el caso euclidiano) y es de la forma

cosf —senf 0
A= [senf cosf O0]. (1.9)
0 0 1

Caso 2. La recta £ es tipo espacio. Supongamos ¢ = Re;. Entonces ¢+ es un
plano de Lorentz y la restriccién de la isometria a ¢+ pertenece a O *(2). Entonces

la isometria es
1 0 0

A= 1|0 coshf senhf|. (1.10)
0 senhf cosh#@

Caso 3. La recta £ es tipo luz, digamos ¢ = R(ey+e3). Resolviendo las ecuaciones
A'GA =Gy A(es + e3) = ey + e3 para A, encontramos que

1 a —a
a? a?
a — 1+7

Terminamos este capitulo mencionando que los conceptos y resultados basicos de
limite, continuidad y diferenciabilidad (cf. [Car00, Apo04]) se extienden de manera
muy natural al espacio de Minkowski. Las técnicas estandar del algebra lineal se
pueden consultar en cualquier libro que trate del tema, como el clasico texto de K.
Hoffman y R. Kunze [HK74] y en el ya citado texto de S. C. Newman [New19).



CAPITULO 2

TEORIA LOCAL DE LAS CURVAS PLANAS EN [E?

En este capitulo estudiamos las propiedades locales de las curvas planas en el
plano de Minkowski E?, donde por propiedad local se entendera toda propiedad que
se define en una vecindad de un punto de la curva. En aras de la comparacion
con el calculo, la derivada f’(a) de una funcién f en un punto a es una propiedad
local de la funcién, ya que para definir f’(a) solo se necesita conocer f(x) para
r € (a —€,a+ ¢€), donde € es cualquier nimero real positivo. Por el contrario, la
integral definida [° f(z)dz de una funcién en un intervalo I = [a, b] es una propiedad
global, ya que se necesita conocer la funcién f en todo el intervalo [a, b] establecido
para calcular la integral.

A diferencia con el caso euclidiano, tenemos dos opciones. La primera opcion es
considerar el caso bidimensional del espacio de Minkowski, E} = (R? dz? — dy?).
La segunda opcion es considerar una curva de E? contenida en un plano afin. En el
segundo caso hay tres posibilidades dependiendo de si el plano es (a) tipo espacio,
(b) tipo tiempo o (c) tipo luz. (a) Si el plano es tipo espacio, la teorfa se corresponde
a la de curvas en una superficie de Riemann. En este caso, el plano es isométrico al
plano euclidiano E? y, por tanto, se trata de la teorfa usual de curvas planas en E2.
(b) Si el plano es tipo tiempo, entonces es isométrico a ]Ef, y estamos en la primera
opcién. (c¢) El caso en el que el plano es tipo luz es nuevo y no esté cubierto por la
teoria en el plano euclidiano E? ni en el plano lorentziano ]E% Vamos a considerar
aqui la primera opcion.

§2.1 Parametrizaciones

Partiendo de una comprension fisica del movimiento en el plano, podemos pensar
en las curvas planas especificando las coordenadas z e y como funciones de una
variable ¢ (pardmetro), que dan la posicion de un punto que viaja a lo largo de
la curva. Por tanto, necesitamos dos funciones x(t),y(t) : I € R — E2. Cuando
usamos la notacion vectorial para ubicar un punto en la curva, a menudo escribimos
v(t) = (z(t),y(t)) para este par de funciones coordenadas, y llamamos a 7(t) una
funcion vectorial en el plano de Minkowski E3.

Ejemplo 2.1 (Recta). Dados dos puntos distintos p; = (21,¥1) y Py = (22, ¥2) en
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el plano de Minkowski, el vector y

V =Py — P = (T2 — 1,92 — Y1)

se llama wvector de direccion de la recta porque todos

los vectores a lo largo de esta recta son miultiplos de P+l v

v. Cualquier otro vector de direccién de la recta es un

multiplo de v distinto de cero. Entonces, cada punto de p

la recta se puede describir con un vector de posiciéon

p + tv para algin ¢ € R. En coordenadas, dado un \ z

punto p = (o, yo) y un vector de direcciéon v = (vy, vq)
en el plano de Minkowski, una recta que pasa por p en la direccion de v es la imagen
de la siguiente funcion vectorial:

v(t) =p+tv=(xg+vit,yo +vat), con teR.

Ejemplo 2.2 (Circulos de Lorentz). Dado un escalar r > 0, podemos considerar
el lugar geométrico de los puntos p en el plano de Minkowski que equidistan del
origen por una distancia fija igual a 7:

lpll =7 obien (p,p)==+r*
Si p = (z,y), los puntos del lugar geométrico satisfacen la ecuacién
x? — y2 = 472,

Observamos que la curva 22 —y? = r? tiene dos ramas, y es una hipérbola euclidiana
horizontal que se parametriza como

7 (t) = (rcosht,rsenht), con te€R.

De manera similar, la curva 2?2 — y?> = —r? tiene dos ramas y es una hipérbola
euclidiana vertical que se parametriza como

v2(t) = (rsenht,rcosht), con teR.

/,
\
7 ‘\
v 4
/ N\ ¥ / \\ x

(a) B1(t) = (a + rcosht,b+ rsenht) (b) B2(t) = (a + rsenht,b+ rcosht)
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Por analogia con el caso euclidiano, a cada rama de estas hipérbolas le llamamos
circulo de Lorentz con centro O y radio r.

Para obtener una funcién vectorial que describa un circulo de Lorentz centrado
en el punto (a, b), simplemente debemos trasladar cada hipérbola por el vector (a, b).
De esta manera obtenemos las curvas

B1(t) = (a+ rcosht, b+ rsenht),
Pa(t) = (a+rsenht,b+rcosht), con te€R.

Ejemplo 2.3 (Gréficas de funciones). Sea~ : I — EZ una funcién parametrizada
por y(t) = (z(t),y(t)) tal que v'(t) es tipo tiempo o tipo luz, y sea ty € I. Sabemos
que z'%(t) —y"(t) < 0y en consecuencia y'(ty) # 0. El teorema de la funcién inversa
nos asegura que existen 0, € > 0 tales que y : (to — 0,t0 + 0) — (y(to) — €,y(to) + ¢€)
es un difeomorfismo. Denotamos J = (y(to) — €, y(to) +€) y ¢(s) = y~'(s). Entonces
la curva § = v o ¢ satisface

Bs) = v(o(s)) = (x(¢(s)),y(d(s))) = (f(s), ),

donde f = x o ¢ es una funcién lisa o suave f : J C R — R. Por lo tanto, la
grifica G; = {(t, f(t)) € E] : t € [a,b]} de una funcién continua f : [a,b] — R
en un intervalo [a,b] se puede ver como una curva parametrizada por las funciones
coordenadas (t) = (¢, f(t)), con t € [a, b].

El concepto de continuidad nos proporciona el marco matematico para lo que
generalmente se considera una curva en la intuicion fisica y de aqui se motiva la
siguiente definicién.

Definicién 2.1. Una curva parametrizada o curva paramétrica en el plano de Min-
kowski es una funcién continua v : I € R — E2. Siy(t) = (z(t), y(t)), a las funciones
z(t), y(t) : I — R las llamamos funciones coordenadas o funciones paramétricas.
Una curva parametrizada v : I — E? se llama regular si es de clase C" (es decir,
continuamente diferenciable) y 7/(t) # 0 para todo t € I.

Es importante notar la distincién en esta definicién entre una curva parame-
trizada y su lugar geométrico. Por ejemplo, en el ejemplo 2.1 mostramos que la
parametrizacién y(t) = p + tv describe una recta ¢ que pasa por el punto p con
vector de direccién v. Sin embargo, la linea £ es el lugar geométrico de v : R — E} y
no la funcién vectorial v en si misma. La funcién vectorial es la curva parametrizada.

El conjunto de puntos C = {v(t) € E? : t € I} como un subconjunto de E? no
depende tnicamente de las funciones coordenadas x(t) e y(t). De hecho, es impor-
tante hacer una distinciéon cuidadosa entre la nocién de curva parametrizada como
se defini6 en la definicién 2.1, la imagen de la curva parametrizada como un subcon-
junto de E? (también llamado el lugar geométrico de la curva) y la nocién de curva
como una variedad unidimensional. A los efectos de la intuicién, se puede equiparar
el término «curva» con el lugar geométrico o, de forma equivalente, con la imagen
de una curva parametrizada.
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Definicién 2.2. Siy : I — E? es una curva parametrizada y f : J — I una funcién
continua y sobreyectiva, podemos obtener una nueva curva v : J — IE% definida
como 7 = vy o f. A esta nueva curva la llamamos reparametrizacion de ~.

Notemos que la imagen de la nueva curva 7 vuelve a ser el conjunto C definido
por la curva inicial 7. Pero si f no es sobreyectiva en I, entonces la imagen de ¥
puede ser un subconjunto propio de C y en este caso, generalmente, no llamamos a
7 una reparametrizacion ya que no describe el mismo lugar geométrico que 7.

Sea 7 : I — E? una curva parametrizada regular. Si ¢ € I, el espacio tangente
T;1 se identifica con R y el mapeo diferencial (dvy); : T, = R — T E? = R? viene
dado por

Y(t + su) = s-7(t).

u=0

(@)uls) =

Por lo tanto, el mapeo lineal (d7), es una homotecia de R a E} dada por ¢ ~ s-+/(t).
Identificamos la diferencial (dv); con la derivada 7/(t), es decir, si £ es el vector
tangente unitario en 7}/, entonces

dry; (;) =7'(t).

En el intervalo I consideramos la métrica inducida de E? por el mapeo v que con-
vierte a

v (Iv ’7* <'7 >) — ]E% = (RQ’ <'7 >)

en una inmersién isométrica. El pullback de la métrica v* (-, -) es entonces
V) (myn) = (dy(m), dy(n)) = mn (y(t),7' (1)),

con m,n € R. O bien, si tomamos la base { 0 } en T;1:

ot
76 () = 0O,

,*)), dado que I es una variedad unidimensio-
nal, necesitamos conocer el signo de (+'(t),~'(t)). Tenemos los siguientes tres casos:
a) Si (7/(t),~'(t)) > 0, entonces (I,7*(-,-)) es una variedad riemanniana.
b) Si (v/(t),7(t)) <0, entonces (I,7*(-,-)) es una variedad lorentziana, es decir, la
métrica inducida es no degenerada de indice 1.
c) Si (7/(t),~/(t)) = 0, entonces ({,7*(-,-)) es una variedad degenerada.
Esta clasificacion nos lleva a la siguiente definicion.

Para clasificar la variedad (I,~* (-

Definicién 2.3. Una curva vy : I — E? es tipo espacio (tipo tiempo, tipo luz, resp.)
en t si 7/(t) es un vector tipo espacio (tipo tiempo, tipo luz, resp.). La curva = es
tipo espacio (tipo tiempo, tipo luz, resp.) en I si es tipo espacio (tipo tiempo, tipo
luz, resp.) para todo t € I.
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Ejemplo 2.4. a) La linea recta y(t) = p + tv tiene la misma naturaleza causal
que su vector de direccién v, pues v/(t) = v.

b) El circulo de Lorentz ~y(t) = (rsenht,r cosht) es una curva tipo espacio, pues
v'(t) = (rcosht,rsenht) es tipo espacio.

c¢) El circulo de Lorentz ~y(t) = (r cosht,rsenht) es una curva tipo tiempo, pues
~'(t) = (rsenht, rcosht) es tipo tiempo.

En particular, una curva tipo tiempo o tipo luz necesariamente es regular porque
en ambos casos 7/ (t) # 0 por definicién de vectores tipo tiempo y tipo luz. Notemos
también que una curva en EF puede no ser de uno de los tipos anteriores para todo
t € I. Por ejemplo, consideramos la pardbola euclidiana v(t) = (¢, ?). Como ~/(t) =
(1,2t) # 0, entonces v es una curva regular. Como (y/(t),~/(t)) = 1—4t?, entonces la

curva es tipo espacio en el intervalo (—%, % ; es tipo tiempo en (—oo7 —%) U (%, oo);
y es tipo luz en los puntos {—%, %} Ademas, ||/ (i%)H = 0, pero 7 es regular en

t =41, pues (j:%) = (1,£1) # 0.

Sin embargo, la condicién de ser tipo espacio (tipo tiempo) es una propiedad
abierta, es decir, si v es tipo espacio (tipo tiempo) en ty € I, existe un intervalo
(to — 0,tp + O) alrededor de t, donde v es tipo espacio (tipo tiempo): si en ty €
I tenemos (v'(t),7'(t)) # 0, la continuidad asegura la existencia de un intervalo
alrededor de ¢y donde (y/(t),~/(t)) tiene el mismo signo que en ¢t = ty. Finalmente,
si y(t) es una curva y ¥ = 7 o f es una reparametrizacién, entonces la naturaleza
causal de 7 es la misma que la de v, pues

YO =10 -AW) = F®),70) =107 1),

y de aqui es claro que la naturaleza causal de v(t) y 7/(¢) es la misma.

§2.2 Posicién, velocidad y aceleracion

En aplicaciones de fisica se interpreta la funcién vectorial v(t) = (z(t),y(t))
como la funcién que proporciona la posiciéon a lo largo de una curva en el tiempo
t con referencia a algiin marco fijo, donde por marco (generalmente ortonormal)
entendemos una base anclada a un origen fijo. El punto O(0,0) junto con la base
usual o canénica B, = {e;,es}, donde e; = (1,0) es un vector tipo espacio y
ey = (0,1) es un vector tipo tiempo que forman el marco de referencia ortonormal
estandar del plano de Minkowski. Llamamos a esta funcién vectorial v(t) la funcion
de posicion. Cuando se usa el marco de referencia estdndar también se acostumbra
escribir

V(1) = x(t)er + y(t)e.
Si tanto x(t) como y(t) son funciones diferenciables en su dominio, la funcién

vectorial derivada ~/(t) = (2/(t),y/(t)) se llama funcion de velocidad. Matematica-
mente, esta es solo otra funcién vectorial y describe otra curva cuando se coloca en
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el marco de referencia estandar. Sin embargo, debido a que sefiala la direccion del
movimiento a lo largo de la curva, a menudo se dibuja el vector de velocidad corres-
pondiente a t = to anclado en el punto () de la curva. Siguiendo el lenguaje de la
fisica, llamamos a la segunda derivada de la funcién vectorial v"(t) = (2" (t),y"(t))
la, funcién de aceleracion relacionada con v(t).

Sea C el lugar geométrico de una curva y(t) con t € [a, b].
Entonces podemos aproximar la longitud del arco {(C) con
la suma de Riemann

C)%ZHV(TZ) tic1 ||~Z||7 )| At
i=1

Si, como en todos los libros de calculo (v. g. [Apo69,Dinl4]), O
tomamos el limite de esta suma de Riemann y usamos el teorema del valor medio,
obtenemos la siguiente férmula para la longitud del arco de C:

E—/Ilv )| dt = /w 02 dt. (2.1)

Con base en esta ecuacién, definimos la funcién de longitud del arco s : [a,b] — R
relacionada con la curva y(t) como la longitud del arco a lo largo de C en el intervalo

la, t]. Por lo tanto,
= [l du = [ Vi lw? =y ()] du (2.2

Por el teorema fundamental del calculo tenemos

$(0) = IOl = y/l2'(0)? — ' (021,

que, siguiendo atn el vocabulario de la trayectoria de una particula en movimiento,
llamamos a esta funcién la rapidez de la curva y(t). En particular, la longitud del arco
de una curva tipo luz es cero, y por ende también la rapidez es cero. En el contexto
de la fisica relativista, la longitud del arco de una curva tipo tiempo representa el
intervalo de tiempo que le toma a una particula material para ir entre dos eventos
ay b;sis=1,a este tiempo se le llama tiempo propio de la particula.

La funcién de rapidez nos permite entender que una curva parametrizada v :
I — E2 no solo contiene la informacién que describe el lugar geométrico de la curva,
sino que también contiene informacién sobre la rapidez de desplazamiento s(t) a lo
largo del lugar geométrico, aunque con la sola observacion del lugar geométrico es
imposible discernir la funcién de rapidez. La rapidez de una funcién vectorial ~(t)
en un punto no es una cantidad geométrica, es decir es una cantidad que puede
cambiar bajo cualquier reparametrizacion, lo que no cambia es el lugar geométrico
C de la curva.

En efecto, consideramos una reparametrizacion ¥ = vy o f de la curva parametri-
zada v, donde f : J — I es una funcién sobreyectiva diferenciable, y sea ty = f(uy),
con f diferenciable en wugy. Entonces v(f(uo)) = v(to) vy

§'(ug) =

|dcfﬂ(f(uo))H 1 () -+ o)



20 CAPITULO 2. TEORfA LOCAL DE LAS CURVAS PLANAS EN E?

= [f"(wo) [ 17 (f (wo))[| = [ (uo) | 5" (to)-

Salvo un cambio de signo, la direccion de v/(t) (i. e. el vector unitario asociado a
+'(t) cuando ||7/(t)|| # 0) no cambia con una reparametrizacién. Mas precisamente,
si 7 = 7y o f, en cualquier valor del parametro ¢ donde f(t) # 0y ||V (f(¢))|] # 0,

enemes YO _ PO Y0, )
Bl PO~ TGl

Definicién 2.4. Sea v : I — E? una curva parametrizada y sea f : J — I una
funcion real, sobreyectiva, con derivada continua. Llamamos a 7 = v o f una repa-
rametrizacion reqular de +y si para todo t € J, f'(t) estd bien definida y nunca es 0.
Ademas, decimos que una reparametrizacion regular esta orientada positivamente
(negativamente) si f'(t) > 0 (f'(t) < 0) para todo t € J.

(2.3)

Debido al teorema del valor medio, si f'(t) # 0 para todo t € J, entonces
f:J — I es una funcién inyectiva. Asi, dado que f es por definicién sobreyectiva,
las reparametrizaciones regulares involucran una funcién biyectiva f : J — [.

La ecuacion (2.3) muestra que el vector unitario % es invariante bajo una
reparametrizacion regular orientada positivamente y solo cambia de signo bajo una
reparametrizacion orientada negativamente. En consecuencia, este vector unitario es
un objeto geométrico importante asociado a una curva en un punto. A una propiedad
de una curva C o una propiedad de un punto P en una curva C se le suele llamar
propiedad geométrica si esta no depende de la parametrizacion del lugar geométrico
cerca del punto. En particular, una propiedad geométrica no depende de la rapidez
de desplazamiento a lo largo de la curva a través del punto.

Dado que en Ef hay solo dos direcciones linealmente independientes de vectores
tipo luz, para una curva tipo luz () el vector tangente +'(t) es proporcional a una
de estas dos direcciones, y esto implica que la curva ~ es una linea recta. Por esta
razon, en lo que sigue vamos a descartar las curvas planas tipo luz por ser poco
interesantes y vamos a suponer que 7y(t) es una curva tipo espacio o tipo tiempo.

Definicién 2.5. Sea v : I — ]Ef una curva paramétrica plana. Un punto ¢ty € I se
llama punto critico de y(t) si y(t) no es diferenciable en g o si v/(ty) = 0. Si ¢y es un
punto critico, entonces 7(to) se llama wvalor critico. Un punto t = ¢y que no es critico
se llama punto regular. Si t es un punto regular de (t) y si y(t) es tipo espacio o
tipo tiempo, definimos el vector tangente unitario t(t) como

En cualquier punto de una curva (tipo espacio o tipo tiempo) donde el vector
tangente unitario t(¢) esta definido (es decir, en cualquier punto regular de la curva),
la funcién de velocidad se puede escribir como

7'(8) = 1Y OI1t(E) = 5" ()6(1). (2.4)
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La ecuacion (2.4) expresa la funcién velocidad como el producto de su magnitud
(rapidez) y direccion (vector tangente unitario). En la mayoria de textos de geome-
tria diferencial de curvas los autores simplifican sus féormulas reparametrizando por
la longitud del arco. Desde la perspectiva de las coordenadas, esto significa elegir un
«origen» O en la curva C que esta en algin t = ¢, fijo y usar la longitud de arco a
lo largo de C entre O y cualquier otro punto P como parametro para ubicar P en
C, y por lo tanto se tiene que s’ = ||7/(s)|| = 1.

Proposiciéon 2.1 (Reparametrizaciéon por la longitud de arco). Si 7(t) es
una curva parametrizada, regular, tipo espacio o tipo tiempo, entonces hay una
reparametrizacion regular de v por la longitud de su arco. Ademas, si v es de clase
C*, entonces la reparametrizacién por la longitud de su arco también es de clase C*.

Prueba. Sea s = f(t) la funcién de longitud del arco con s = 0 correspondiente a
algiin punto de la curva. Dado que 7y es regular en su dominio, entonces f'(t) :=
[|7/(t)|] > 0 para todo t. Dado que f(t) es estrictamente creciente, tiene una funcién
inversa t = g(s). Por el teorema de la funcién inversa, dado que f'(t) # 0, se sigue
que g(s) es derivable y

1 1
/
g(s) = - L 25)
f'(g(s)) — f'(1)
Notemos que la funcién compuesta 7(s) = v(g(s)) satisface que
- 1 V' (¢)
/ / / /
(s) =9g'(s)-7'(9(s)) = o= (1) = :
f'(t) @)l
De aqui se sigue que & = ||3/(s)|| = 1 y en consecuencia la reparametrizacién por

longitud de arco es ¥y =~vog.

Si v es de clase CF, entonces s'(t) = f'(t) = ||/ (¢)|| es de clase C*~1. Por tanto,
s(t) por si misma es de clase C*. El teorema de la funcién inversa establece que la
funcién inversa g(s) también es de clase C*. En consecuencia, la reparametrizacién

por la longitud del arco 7 = 7 o g es de clase C* por ser composicién de funciones
de clase C*. Q. E. D.

El habito de reparametrizar una curva por la longitud del arco tiene ventajas
e inconvenientes. Primero, a lo largo de una curva parametrizada por la longitud
del arco, la funcién de rapidez s’ es idénticamente 1 y el vector de velocidad es
exactamente el vector tangente: 7/(s) = t(s).

Esta formulacion a menudo simplifica las pruebas y los calculos dificiles. Sin
embargo, en la practica, dada una curva parametrizada y(t), a menudo es muy dificil
encontrar s(t) como se define en la ecuacion (2.2). Ademds, para reparametrizar por
la longitud de arco, serfa necesario encontrar la funcién inversa t(s), que representa el
pardmetro original ¢ en funcién de s. Incluso si es posible encontrar s(t), su funcién
inversa generalmente no se puede escribir en términos de funciones elementales.
Entonces, la reparametrizacion por la longitud del arco es v(s) = v(¢(s)). Incluso
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utilizando sistemas computacionales, reparametrizar por la longitud del arco sigue
siendo un problema insoluble.

La nocién de «regular» refleja en muchos sentidos las propiedades geométricas
de las funciones de una variable continuamente diferenciables. En particular, si una
curva parametrizada () es regular en t,, entonces localmente la curva parece lineal.
Con el formalismo vectorial resulta facil expresar la ecuacién de la recta tangente a
una curva en un punto en cualquier nimero de dimensiones. Si y(¢) es una curva tipo
espacio o tipo tiempo y ty no es un punto critico de la curva, entonces la ecuacién
de la recta tangente ¢y, (t) en tq es

ly(u) = y(to) +ut(ty), con ueR. (2.6)

Solo se puede definir una tinica recta tangente a y(t) en t = o si t(t;) = t(t7).
Por otro lado, si ¢ty € I es un punto critico de la curva v(t), la curva puede tener o
no una recta tangente en t = ty. Si existen los siguientes limites laterales, podemos
definir dos vectores tangentes unitarios en y(¢y):

t(td) = lm t(t) y t(ty)= lim t(¢).

t—td t—ty
En consecuencia, el angulo que forma la curva consigo misma en el pico ty es
¢o = % cosh™ ((t{), t(t) ),

siempre que t(tf) y t(ty) sean ambos tipo tiempo o tipo espacio en la misma com-
ponente de U? (pues de otro modo el dngulo no estd definido). Para ser mds precisos,
el 4ngulo de t(ty) a t(t]) es el &ngulo exterior de la curva en el pico t = tg.

Si tp es un punto critico, ain puede suceder que lim; ,;, t(t) exista, es decir,
cuando t(t5) = t(tJ), lo que también significa que ¢y = 0. Luego, cometiendo un
abuso del lenguaje, ain podemos hablar del vector tangente unitario en ese punto
de la curva. Cuando existe este limite, aunque ¢, sea un punto critico, se pueden
usar las ecuaciones (2.6) como ecuaciones paramétricas de la recta tangente en t,
reemplazando t(ty) por lim, ., t(t).

§2.3 Curvatura

Sea v : I — E? una parametrizacién dos veces diferenciable de una curva C
tipo espacio o tipo tiempo. Como vimos en la ecuacién (2.4), la descomposicién
del vector velocidad +/(t) = s'(t)t(t) en magnitud y direccién separa el invariante
geométrico (el vector tangente unitario t(¢)) del aspecto dindmico (la rapidez s'(t))
de la parametrizacion. Tomando una derivada mas, obtenemos la descomposicion

V(1) = " (D8(t) + /(O (8). (2.7)

La primera componente de la ecuacién (2.7) describe una aceleracién tangencial,
mientras que la segunda componente describe una razén de cambio de la direccion
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de la tangente, en esencia, como la curva se «curvay. Dado que para una curva tipo
espacio o tipo tiempo t es un vector unitario, tenemos (t,t) = £1. Por lo tanto,

t,t) =0 = ({,th=0 = ¢t Lt. (2.8)

Asi como hay dos vectores tangentes unitarios en un punto regular de la curva,
también hay dos vectores unitarios normales. Dada una parametrizacién particular,
no hay una forma preferida de definir «el» vector normal unitario, por lo que debemos
tomar una decision.

Definicién 2.6. Sea v : [ — E% una curva regular, parametrizada, tipo espacio o
tipo tiempo y t = (¢1(¢), t2(t)) el vector tangente unitario en un valor regular (t).
Definimos el vector normal unitario n como

n(t) = (t2(t), 11(1)).

Dado que t' L t, la funcién vectorial t' es un miltiplo de n para todo t € I, y
por esta razon t y n han de tener una naturaleza causal distinta. Aqui aparece una
nueva diferencia con la configuracién euclidiana. En E?, se elige el vector normal
unitario n.(t) de modo que {t(¢),n.(¢)} sea una base orientada positivamente. En
E? elegimos {t(¢),n(t)} de manera que sea una base orientada de manera positiva,
pero el orden de los vectores t(t) y n(t) se elige bajo la condicién de que el primer
vector sea tipo espacio y el segundo tipo tiempo. En otras palabras, tenemos los
siguientes dos casos:

Caso 1. Si la curva es tipo espacio, entonces definimos el vector normal n(t) tal
que {t(t),n(t)} esté orientada positivamente.

Caso 2. Si la curva es tipo tiempo, entonces definimos el vector normal n(t) tal
que {n(t),t(t)} esté orientada positivamente.

Sea €; = (t(t),t(t)) = %1, dependiendo de si la curva es tipo espacio o tipo
tiempo, respectivamente. Entonces €, = (n(t),n(t)) = —¢. Esto nos conduce a la
definicién de curvatura.

Definicién 2.7. Sea « : I — E] una curva paramétrica, regular, dos veces diferen-
ciable, tipo espacio o tipo tiempo. La funcién de curvatura k(t) es la tnica funcién
real definida intrinsecamente por la ecuacion

t(t) = s/ (H)r(t)n(t). (2.9)

Podemos obtener una féormula explicita de la curvatura de la siguiente manera.
Si multiplicamos la ecuacién (2.9) por §'(t) y sustituimos la ecuacién (2.7), entonces
obtenemos (sin escribir la dependencia del parametro)

7" = §"t + s*kn. (2.10)

Al ver el plano de Minkowski como el plano zy en el espacio tridimensional, tenemos
t X n = —ej3. Por lo tanto,

7' x 4" =5t x (5"t + s?kn)
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= st xt+ skt xn

= —5"K es.
Y de aqui se sigue que
(v x 7", e3) = —5"k (e3, e3) = s"k.
Pero s'(t) = ||7/(t)||, lo que nos lleva a concluir que
o= O X0 00— a0y oy
Iy @I |2/ (t)? — o/ (£)?[*/*

La ecuacién (2.11) nos da una expresion explicita para la curvatura k(t) en
términos de las derivadas 7/(t) y 7”(t) de la curva (t). Si queremos una expresién
en términos del vector tangente unitario t y el vector normal unitario n, podemos
proceder de la siguiente manera:

(t'(),n(t)) = (s'(O)s(t)n(t), n(t)) = ens'(t)(1).

Entonces tenemos

(t/(0), n(t)) 212

K(t) = €,

Cabe preguntarse por qué en la definicién de x(t) incluimos el factor s'(¢). No
es dificil confirmar que incluir el factor s'(t) hace que k(t) sea independiente de
cualquier reparametrizacién regular (excepto quiza un cambio de signo). De manera
precisa, si ¥ = v o f es una reparametrizacién de vy con tg = f(uo) y ¥(ug) = v(to),

entonces (o) = < (o) )3 K(to) = k(to).

|/ (uo)
En este punto se debe tener en cuenta que si una curva 7y(s) estd parametrizada

por la longitud de arco, s' = ||7/(t)|| = 1, y entonces de las ecuaciones (2.4), (2.7) y
(2.10), la velocidad y la aceleracién tienen las siguientes expresiones simples:

YO =tt) y A1) =t = s(t)n), (2.13)
y la curvatura (2.11) tiene la expresion
R(t) = (1) x 7"(t), es) = 2" (t)y" () — 2" (1)y' (1), (2.14)

o bien
K(t) = e, (t'(t),n(t)) . (2.15)

Ejemplo 2.5. El conjunto A = {(z,y) € E] : 2% — y> = —r?} tiene dos componen-
tes, a saber,

At ={(z,y)eA:y>0} y A" ={(x,y) € A:y<0},
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que se parametrizan como circulos de Lorentz tipo espacio. Para A" consideramos
. - s s , :
la parametrizacién (s) = (r senh 2, r cosh ;). De aqui se sigue que

T

t(s) = (cosh *,senh f) , n(s)= (Senh *,cosh f) , tl(s)=1 (senh %, cosh f) ,

y por lo tanto, x(s) = 1.

Para A~ consideramos la parametrizacién f(s) = (7" senh ?, —r cosh f), de donde
se obtiene

t(s) = (cosh S, —senh?), n(s) = (— senh 2, cosh f) ,tl(s)=1 (senh &, —cosh f) ,
y por lo tanto x(s) = —1.

El estudio de las trayectorias en fisica da nombres particulares a las componentes
de la primera y segunda derivada de una funcién vectorial en la base {t,n}. Ya vimos
que la funcién §'(t) en la ecuacion (2.4) se llama rapidez. En la ecuacién (2.10), la
funcién s”(t) se llama aceleracién tangencial, mientras que la cantidad s™(t)x(t)
se llama aceleracion centripeta. El ejemplo 2.5 liga la funcién de curvatura con el
reciproco de un radio, por lo que si k(t) # 0, entonces definimos el radio de curvatura

de v(t) en t como la funcién
1

k(1))
El radio de curvatura es 0 (y por lo tanto la curvatura no esté definida) en puntos
criticos de la curva o para curvas degeneradas como pueden ser los puntos.

R(t) =

Proposicién 2.2. Una curva regular v : I — E7 tiene curvatura x(t) = 0 para todo
t € I siy solo si el lugar geométrico de v es un segmento de recta.

Prueba. Si el lugar geométrico de 7 es un segmento de recta, entonces (quiza después
de una reparametrizacién regular) podemos escribir v(t) = a + ¢(t)b, donde ¢(t) es
una funcién real, diferenciable, con ¢'(t) # 0. Entonces

V() =d b y "(t) =¢"(t)b.
Luego, por la ecuacién (2.11), obtenemos

I{(t) _ ¢/(t)¢”(t) <M> e3>
(") 1[bl1)?
A la inversa, si y(t) = (x(t),y(t)) es una curva tal que x(¢) = 0, entonces por (2.11)

#(8)y"(t) — 2" ()y'(t) = 0.

Necesitamos encontrar soluciones a esta ecuacion diferencial o determinar cémo se
relacionan las soluciones. Dado que 7(t) es regular, 7/(t) # 0 para todo t € I. Sea
I un intervalo donde ¥/(t) # 0. Entonces en Iy, tenemos

d x/ x/y// _ x//y/ T
Y AT ST 2
Yy Y Y

=0.
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donde C' es una constante. Por tanto, ' = C'y/ para todo t. Integrando con respecto
a t se sigue x = C'y + D. De manera similar, en un intervalo /s donde 2/(t) # 0, de-
ducimos que y = Axr + B para algunas constantes A y B. Dado que I puede cubrirse
con intervalos donde 2'(t) # 0 o y/(t) # 0, deducimos que el lugar geométrico de ~y
es una recta quebrada. Sin embargo, dado que v es regular, no tiene picos y, por lo
tanto, su lugar geométrico es un solo segmento de recta. Q. E. D.

No es dificil ver que si una curva v : [—a,a] — E? se reparametriza por y(—t),
entonces la funcién de curvatura modificada serfa —x(t). Asi, el signo de la curvatura
depende de lo que podriamos llamar la «orientaciéon» de la curva, una nocién en
ultima instancia arbitraria en este caso. Excluyendo este tecnicismo, la curvatura
tiene una interpretacion fisica que uno puede observar en curvas particulares. Si una
curva es casi una linea recta, entonces la curvatura es cercana a 0, pero si una curva
regular se dobla grandemente a lo largo de una determinada seccion, entonces la
curvatura es grande (en valor absoluto). De particular interés son los puntos donde
la curvatura alcanza un extremo local.

Definicién 2.8. Sea C una curva regular parametrizada por v : I — E2 con funcién
de curvatura x(t). Un vértice de la curva C es un punto P = (), donde la funcién
de curvatura k(t) alcanza un extremo.

Por el criterio de la primera derivada, los extremos de k(t) ocurren en ¢ = tg, si
'(t) cambia de signo en ;. Obviamente, esto debe ocurrir donde «’(¢y) = 0, pero el
reciproco no es cierto.

Notemos que la funcién de curvatura surgi6 al calcular 7" como la derivada de
la expresion ' = §'t, que implicaba encontrar una expresion para t'(¢). Tomando la
tercera derivada de 7(¢) y usando la descomposicién de la ecuacién (2.10), obtenemos

7/// — S”/t + (38”8//{ _I_ SIQK/)H—I— SIQIﬂ’l,.

En consecuencia, necesitamos una expresién para la derivada n’(¢). Por definicién,
para una curva tipo espacio (tiempo) y para todo ¢, el conjunto {t,n} ({n,t}) forma
una base ortonormal orientada positivamente y de la proposicion 1.1, se tiene

n=¢ ' t)t+¢, (n' n)n.

Sin embargo, dado que n(t) es un vector unitario, se tiene la identidad (n’,n) = 0
para todo ¢t. Ademés, dado que (n,t) = 0 para todo ¢, concluimos que

(n',t) = — (n,t') = =k (n,n) = —¢, k.

En consecuencia,
n'(t) = §'(t)k(t)t(t). (2.16)

De esta discusién uno puede notar que dado que los vectores {t(¢),n(¢)} forman
una base ortonormal para todo t, cada derivada superior de (t), si existe, puede
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expresarse como una combinacién lineal de t(¢) y n(t). Las componentes de v™ ()
en términos de t(t) y n(¢) involucran sumas de productos de derivadas de s(t) y x(t).
Ademas, si v estd parametrizada por la longitud de arco, entonces los coeficientes
de 7™ (s) solo involucran sumas de potencias de derivadas de x(s).

Terminamos esta secciéon con las siguientes definiciones. Vimos que para todo
t, los vectores {t(¢),n(t)} forman una base ortonormal de E?, pero el orden de los
vectores t(t) y n(t) se eligié bajo la condicién de que el primer vector sea tipo espacio
y el segundo tipo tiempo. A esta base o marco le llamamos el diedro (o marco) de
Frenet de la curva «y(t) en t. Si derivamos cada una de las funciones vectoriales del
diedro de Frenet y escribimos las derivadas en coordenadas en la misma base de
Frenet, obtenemos las ecuaciones (o formulas) de Frenet:

t'(t) = s'(t)k(t) n(t)
{ n'(t) = s'(t)k(t) t(t) (2.17)

Si asumimos, como se hace en dlgebra lineal, que t(¢) y n(t) son vectores columna
y escribimos la matriz que tiene estos vectores como columnas como |t n} , entonces
podemos reescribir las ecuaciones de Frenet (2.17) en forma matricial como

/

v ow] <[ n |0, ) (215

§2.4 Circunferencia osculatriz, evolutas y evolventes

En la geometria diferencial clasica se introduce la nociéon de orden de contacto
para medir el grado de interseccién entre dos curvas o superficies en un punto de
interseccion particular (cf. [Str88, p. 23] para esta definicién clésica). Aqui vamos a
proporcionar una definicién alternativa pero equivalente que es mas relevante para
nuestro enfoque de describir siempre curvas por medio de una parametrizacion.

Definicién 2.9. Dos funciones f(z) y g(z) definidas en una vecindad de x, tienen
contacto de orden k si las derivadas f)(xq) v g% (x0) existen y f@(zo) = ¢@(x0),
para i = 0,1,..., k. Decimos que f y g tienen contacto de orden estricto k en x si
tienen contacto de orden k pero no tienen contacto de orden k + 1.

Notemos que la funcién f(z) = ™ tiene contacto de orden estricto n — 1 con el
eje = en (0,0), ya que f@(0) =0 parai=0,1,...,n— 1 pero f™(0) =n! # 0. Al
intentar generalizar esta nocion al orden de contacto entre dos curvas parametriza-
das en el plano de Minkowski, nos encontramos inmediatamente con dos obstaculos.
Primero, en general el pardmetro de una curva parametrizada no tiene conexion,
geométrica o de otro tipo, con el parametro de la segunda curva. En la definicion de
orden de contacto para funciones reales, el parametro x en un intervalo abierto de
R se usa para ambas funciones f(z) y g(x). En segundo lugar, las curvas parametri-
zadas generalmente no se describen como funciones con respecto a algin marco de
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referencia comun. En consecuencia, debemos elegir un parametro en ambas curvas
que simultdneamente tenga un significado geométrico. El enfoque clasico es utilizar
como referencia una de las curvas parametrizada por la longitud de arco.

Definiciéon 2.10. Supongamos que C; : y(t) y Co : S(u) son dos curvas parame-
trizadas que se cortan en un punto P, que corresponde a donde t = tg y u = ug.
Reparametrizamos C; por la longitud de arco y sea sy tal que P = ~y(sq). Sea u(s)
la funcién tal que la proyeccién de (s) sobre Cy esté ubicada en f(u(s)). Entonces
decimos que C; y Cy tienen contacto de orden n en P si son de clase C™ sobre un
intervalo abierto alrededor de Py

&

(i) —
7 (0) dsi

Bluls)),

S0

para todo 0 < 7 < n. Ademas, C; y Cs tienen contacto de orden estricto n si no
tienen también contacto de orden n + 1.

La imagen intuitiva del orden de contacto indica que dos curvas que se cortan
con contacto de orden 1 tienen la misma recta tangente en el punto de interseccion.
En particular, una curva y su recta tangente tienen orden de contacto 1. Por el
contrario, un punto de interseccion entre dos curvas con contacto de orden estricto
0 se dice que es una interseccion transversal. Tengamos en cuenta que dado que el
concepto de orden de contacto se refiere a 6rdenes de diferenciacién, si dos curvas no
son ambas de clase C™ cerca de un punto P, no tiene sentido discutir el contacto de
orden n. A primera vista, la definicion de orden de contacto parece asimétrica. Sin
embargo, se puede demostrar que usar S como curva de referencia y la longitud de
arco de Cy como parametro de referencia es equivalente a la definicién 2.10. De hecho,
para un entero n dado, no negativo, en el conjunto de curvas parametrizadas en el
plano se tiene que la relaciéon de contacto de orden n es una relaciéon de equivalencia.
En contraste, la relaciéon de contacto de orden estricto n es reflexiva y simétrica pero
no necesariamente transitiva (cf. [BL16,dC17,Kiil5]).

Definicién 2.11. Sea C una curva parametrizada por v : [ — Ef, y sea ty un valor
regular de la curva. La circunferencia osculatriz de C en el punto ¢y es un circulo de
Lorentz que tiene contacto de orden 2 con C en el punto v(t).

Proposicién 2.3. Sea C una curva tipo espacio (tipo tiempo) parametrizada por
v : I — E2, y sea ty un valor regular de la curva. Supongamos que (t) es dos
veces diferenciable en ¢y y que k() # 0. Entonces, existe una tnica circunferencia
osculatriz tipo espacio (tipo tiempo) de C en ~v(ty) y estd dada por la siguiente
funcién vectorial:

(senht - t(tg) + cosht - n(ty)) .
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El centro de la circunferencia osculatriz en t = tg, y
es el punto a(t)
(a.8) = 5(to) — ——n(to) (@,
Iﬁl(to) :
y se llama centro de curvatura. (1) x
La prueba de esta proposicion es analoga a la prue-

ba en el caso euclidiano (cf. [BL16,dC17,Kil5]). A la

luz de la proposicién 2.3 y del ejemplo 2.5, la funcién de curvatura x(t) (en valor
absoluto) de una curva plana +y tiene una bonita interpretacion fisica, a saber, como
el reciproco del radio de la circunferencia osculatriz. Un orden de contacto mas alto
indica una mejor aproximacién geométrica y, por lo tanto, dado que hay una tnica
circunferencia osculatriz, es, en un sentido geométrico, la circunferencia de Lorentz
que mejor se aproxima a una curva en un punto. Ademas, no necesariamente existe
una circunferencia osculatriz con un orden de contacto mayor que 2. Por lo tanto, la
curvatura (en valor absoluto) es el inverso del radio de la circunferencia de Lorentz
que se aproxima mejor a una curva en un punto. La evoluta de una curva C es el
lugar geométrico de los centros de curvatura, y de la discusién anterior se sigue el
siguiente resultado.

Proposicién 2.4. Sea v : I — E? una curva plana, paramétrica, regular, de clase
C?, tipo espacio o tipo tiempo. Sea I’ un subintervalo de I en el cual k(t) # 0.
Entonces, en el intervalo I’, la evoluta de ~ tiene la siguiente parametrizacion:

n(t). (2.19)

Por ejemplo, para la parabola euclidiana ~y(t) = (¢,t?), con t € R, tenemos

1 2
/ o 1" _ _ —
7 (t) - (172t)7 Y (t) - (07 2)a n<t) - |1 o 4t2|1/2 (2t7 1)7 I{(t) |1 _ 4t2|3/2‘
Entonces, la evoluta es la curva
B 3 1 5 ’Y(t) 0.6
£(t) = (4%, —5 +312) . os
Una curva estrechamente relacionada con la evolu- o2 x

ta de y(t) es la evolvente o involuta. Llamamos evol- -1 -08-06-04%2 | 0Z 04 06 08 1
vente de v a cualquier curva parametrizada ¢ tal que e
para todo t € I, 1(t) corta de manera perpendicular a
la recta tangente de ~y en ¢.

Para todo t € I, el punto de la evolvente ¢(t) estd en la recta tangente de v en
t, por lo que es natural escribir la ecuacién paramétrica de la evolvente como

L(t) =y(t) + A)t(t).
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Como queremos calcular la derivada ¢/(t), que involucra la derivada t'(t), debemos
asumir que la curva (t) es de clase C?. La definicién de la evolvente requiere que
el vector /() esté en una direcciéon perpendicular a t(t), por lo que tenemos

0=(t,/) = (t,7 + Nt + Mt') = (t,s't + N't + \s'kn)
= S+N=0 = A¢t)=c—st),

donde ¢ es una constante de integracién. Por lo tanto, la ecuacién de la evolvente es
u(t) = 7(t) + (¢ — s()) ().

Es claro que una curva es la evoluta de cualquiera de sus evolventes, y reciprocamen-
te, una curva es una evolvente de su evoluta (donde «/(t) # 0). A. Saloom estudia
algunas propiedades elementales de las evolutas en [Sall2, cap. 3].

§2.5 Ecuaciones naturales

Hemos visto que para una curva parametrizada tipo espacio o tipo tiempo = :
I — E2, la funcién de curvatura estéd dada por la ecuacion (2.11):

_ @)y () — 2"y (1)
K(t) = /()2 — o/ (£)2[3/2

Dado que cualquier isometria o movimiento rigido en el plano no modifica las dis-
tancias, tal transformaciéon no deberia distorsionar una curva. Por tanto, como es
de esperarse, la curvatura se conserva bajo movimientos rigidos, como demostramos
mas abajo.

Teorema 2.1. Sea v : [ — E% una curva plana, regular, tipo espacio (tipo tiempo).
Supongamos que existe un vector unitario tipo espacio (tipo tiempo) v € ]E% tal que
t(t) y v se encuentran en la misma componente de U? (vectores unitarios) para todo
t. Si 6= Z(t(t),v) es el dngulo entre el vector tangente de v y v, entonces

Prueba. De las ecuaciones (1.3) y (1.6) sabemos que

RCOR N
& coshf1) = ryy = OV

Derivamos:

+0'(t)senh 0(t) = (t'(t),v) + EBvT
= s'(t)x(t) (n(t), v) . (2.20)
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De la proposicion 1.1 tenemos que v = ¢ (v, t(t)) t + ¢, (v,n(t)) n(t), y de aqui
+1 = (v,v) = (v, t(t))* (t, ) — 2 (v, t) (v, n) (b11) + (v, n)’ (n, n)
= (v,t)’ 4+ ¢, (v,n)?
— ¢,(cosh?(A(t)) — (v,n)?).

Entonces, (v,n(t)) :l:\/cosh2 (0(t)) — 1 = £ senh(0(t)) y de la ecuaciéon (2.20) se
sigue directamente que 0'(s) = £s(t)'k(t). Q. E. D.

Teorema 2.2. Sea 7 : I — E? una curva plana, regular, de clase C2, tipo espacio
(tipo tiempo). Sea M : E? — E? un movimiento rigido del plano de Minkowski dado
por Mv = Av+b, donde A es un movimiento rigido positivo y b es cualquier vector
en E?. Entonces la funcién vectorial ¥ = M o es una curva regular, parametrizada,
de clase C?, tipo espacio (tipo tiempo) y la funcién de curvatura % de 7 es igual a
la funcion de curvatura s de 7.

Prueba. Si Mv = Av + b es un movimiento rigido de E con A € SO;(2), es claro
que si v : I — E? es una curva plana, regular, parametrizada, de clase C2, tipo
espacio o tipo tiempo, la curva 7 = Ay +b también lo es. Por otro lado, dado que la
curvatura tiene signo, solo se conserva mediante movimientos rigidos positivos. De
manera precisa, si vy : [ — E% es una curva tipo espacio o tipo tiempo, entonces la
relacion entre los diedros de Frenet de vy ¥ = Ay + b es

t(t) = At(t) y n(t) = An(t).

Por lo tanto,

y esto prueba que k(t) = k(). Q. E. D.

Hemos probado que la funcién de curvatura es invariante bajo cualquier isome-
tria positiva. Ademas, también vimos que la funciéon de curvatura es invariante bajo
cualquier reparametrizacion regular, excepto por un signo que depende de «la direc-
cién de desplazamiento» a lo largo de la curva. En consecuencia, |k| es un invariante
geométrico que solo depende de la forma de la curva en un punto particular y no
de cémo la curva estd parametrizada o dénde se encuentra situada. Es natural pre-
guntarse si se cumple una relacién reciproca, es decir, si la funcién de curvatura es
suficiente para determinar una curva parametrizada salvo una isometria positiva del
plano. Como se planted, esta pregunta no esta bien definida ya que una curva puede
tener diferentes parametrizaciones. Sin embargo, podemos probar lo siguiente.

Teorema 2.3 (Teorema fundamental de las curvas planas). Dada una funcién
integrable x(s), existe una curva regular v : I — E2, de clase C?, parametrizada por
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la longitud de arco, con funcién de curvatura x(s). Ademas, la curva estd determi-
nada de forma tnica salvo un movimiento rigido en el plano.

Prueba. Primero veamos la existencia de «y. El caso k(t) = 0 estd considerado en la
proposicion 2.2. Entonces, supongamos que x(t) # 0. Si una curva regular v(s) (que
no es un segmento de recta) estd parametrizada por la longitud de arco, entonces la
formula de la curvatura es

k(s) = 2'(s)y"(s) — ' (s)a"(s).

La demostracion de este teorema consiste en exhibir una parametrizacién que satis-
faga esta ecuacion diferencial. Para una curva regular, v : I — EZ, tipo espacio, de
clase C?, parametrizada por la longitud de arco, tenemos 7/(s) = t(s), y entonces po-
demos ver a t(s) como una funcién vectorial de clase C*(U?) como t : I — S}t US] ™.
Por lo tanto,

t(s) = (cosh6(s),senhd(s)), (2.21)

para alguna funcién continua 6(s). Sin embargo, la ecuacién t'(s) = k(s)n(s) y la
ecuaciéon (2.21) muestran que

k(s)n(s) = 0'(s)(senh §(s), cosh f(s)) = 6'(s)n(s).

En consecuencia, deducimos que k(s) = 0'(s).

Las observaciones anteriores conducen al siguiente resultado. Supongamos que
se nos da la funcién de curvatura r(s). Realizando dos integraciones, vemos que la
tnica curva 7(s) con funcién de curvatura k(s) debe ser

v(s) = </ cosh0(s)ds + e,/senh 0(s)ds + f> , (2.22)

donde
o(s) = / k(s) ds + 0o, (2.23)

y donde 6y, e y f son constantes de integracién. Tengamos en cuenta que el teorema
requiere que k(s) sea continua por segmentos para ser integrable.
Para una curva regular tipo tiempo 7, : I — E? tenemos la funcién vectorial

t: ] — H, UH' dada por t(s) = (senh(f(s)), cosh(f(s))). Y de la misma manera
obtenemos una curva de clase C?, parametrizada por la longitud de arco:

a(s) = (/ senh ¢(s) ds—i—eg,/coshG(s) ds + f2> : (2.24)

Para la unicidad, salvo movimientos rigidos, las férmulas trigonométricas hiper-
bolicas de adicién de angulos muestran que el producto de dos movimientos rigidos
es otro movimiento rigido. Asi, una constante 6y # 0 transforma v por un movi-
miento rigido A € SO;(2) y las constantes e, f # 0 corresponden a una traslacion a
lo largo del vector b = (e, f). Entonces, v(s) se transforma en 3(s) = Ay(s) + b y
el teorema 2.2 nos asegura que k(s) = k(s). Q. E. D.
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Debido a la naturaleza geométrica de la funcién de curvatura s(s) (con respecto
a la longitud de arco) y debido a que existe una curva plana unica (salvo un mo-
vimiento rigido) para una funcién de curvatura dada, llamamos a x(s) la ecuacion
natural de su curva correspondiente. El teorema fundamental de las curvas planas
es sorprendente porque, a priori, esperamos que una curva requiera dos funciones
(coordenadas) para definirla. Sin embargo, solo se requiere una funcién, x(s), para
definir de manera univoca la forma de una curva.

Si asumimos que estamos trabajando con curvas planas 7y(s) que son analiticas
reales, podemos ver por qué se cumple el teorema 2.3 usando series de Taylor. En
efecto, sea v : I — ]E? una curva analitica real parametrizada por la longitud de
arco y supongamos sin pérdida de generalidad que 0 € I. Podemos expandir la serie
de Taylor de v(s) alrededor de 0 para obtener

1(s) = 7(0) + () + 5:7"(0) + 5:7"(0) +.

Sin embargo, dado que la curva esta parametrizada por la longitud de arco, entonces

7' (s) = t(s), ¥"(s) = r(s)n(s), 7"(s) = k*(s)t(s) + £'(s)n(s), y asi sucesivamente.
Entonces, los primeros términos se ven de esta manera:

1) = 70) + (s + SR(0) o)+ (55(0)52 R0+ (o). (225

Por lo tanto, dado que el vector normal n(s) es solo una rotacién de t(s) por
7, dada una funcién x(s), una vez que se eligen para las condiciones iniciales el
punto v(0) y la direccién t(0), la serie de Taylor estd determinada de forma tnica
en un nuevo intervalo abierto J que contiene a s = 0, y que es la intersecciéon de
los intervalos de convergencia de las dos series de Taylor en las componentes t(0)
y n(0). Elegir un t(0) diferente equivale a una rotacién de la curva en el plano, y
elegir un v(0) diferente equivale a una traslacion. Por lo tanto, vemos nuevamente
que hacer diferentes elecciones para las condiciones iniciales corresponde a un movi-
miento rigido de la curva en el plano de Minkowski. A la representacién (2.25) se le
llama forma candnica local de y(s) y describe el comportamiento de cualquier curva
regular, parametrizada por la longitud de arco, en la vecindad de un punto 7y(sg):
nos dice que si k(sg) # 0, la imagen de ~y(s) se encuentra en un solo lado de la recta
tangente de y(s) en s = s.

Incluso para expresiones simples de la curvatura x(s), a menudo es dificil usar el
enfoque de la demostracion del teorema 2.3 para resolver explicitamente para ~y(s).
Sin embargo, usando un software para resolver ecuaciones diferenciales, es posible
producir una imagen de curvas que poseen una funcién de curvatura dada k(s). Se
puede crear una solucién numérica utilizando la solucién (2.22) o (2.24) junto con la
ecuacion (2.23). De manera equivalente, podemos resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales

2'(s) = cosh 0(s) 2'(s) = senh 6(s)

y'(s) =senhf(s) o bien y'(s) = cosh 6(s)
0'(s) = K(s) 0'(s) = K(s)
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y solo graficar la solucién para la pareja (z(s),y(s)). De nuevo, cada eleccion de
condiciones iniciales determina una posicién y orientacién distinta de la curva en el
plano de Minkowski.

Terminamos la seccion y el capitulo describiendo las curvas en el plano de Min-
kowski E% con curvatura constante. Supongamos que la curvatura  es una constante
a # 0. Entonces, de la ecuacion (2.23) obtenemos

0(s) :/ H(S)dS:/ ads=as+b, con beR.
S0 S0

De las ecuaciones (2.22) y (2.24) se sigue que solo las siguientes curvas tienen una

curvatura contante Kk = a:

a) La curva tipo espacio

1
(senh(as + b), cosh(as + b)).

v(s) = 4

b) La curva tipo tiempo

1
B(s) = —(cosh(as + b),senh(as + b)).
a
Por lo tanto, las tinicas curvas con curvatura constante distinta de cero son los
circulos de Lorentz que definimos en el ejemplo 2.2. Esta caracterizacion como curvas
de curvatura constante justifican el nombre de «circulo» de Lorentz.



CAPITULO 3

TEORIA LOCAL DE LAS CURVAS ESPACIALES EN [

La teoria local de las curvas espaciales es similar a la teoria de las curvas planas,
pero surgen diferencias debido a la variedad mas rica de configuraciones disponibles
para las curvas en el espacio de Minkowski E?. En el estudio de las curvas planas
introdujimos la funcién de curvatura, una funcién de fundamental importancia que
mide cuanto se desvia una curva de ser una linea recta. En el estudio de las curvas
espaciales introduciremos nuevamente una funcién de curvatura que mide cuanto se
desvia una curva espacial de ser rectilinea, y también presentaremos una funcién
de torsion que mide cuanto se tuerce la curva para dejar de ser plana. Para ciertas
curvas no es posible definir una funciéon de curvatura y una funcién de torsion, pero
en cambio aparece una funcion nueva que llamamos pseudotorsion.

En ciertas fuentes es comun llamar a las curvas tipo tiempo «curvas temporales»
y llamar a las curvas tipo espacio «curvas espaciales». Aqui no vamos a seguir esa
nomenclatura para evitar confusiones innecesarias. A toda curva en el espacio de
Minkowski Ei’ le vamos a decir «curva espacial», del mismo modo que a toda curva
en el plano de Minkowski E? le decimos «curva planay.

§3.1 Definiciones, ejemplos y parametrizaciones

Al igual que en el estudio de las curvas planas, se debe tener cierto cuidado al
definir qué se entiende por curva espacial. Si I es un intervalo de R, llamar cur-
va espacial a cualquier funcién x : I — E} (o la imagen de la misma), permitiria
segmentos inconexos o incluso un conjunto de puntos dispersos. Por una curva nor-
malmente se piensa en un lugar geométrico de puntos y, al igual que con las curvas
planas, la propiedad deseada es la continuidad como se define en los textos de calculo.

Definicién 3.1. Sea I un intervalo de R. Una curva espacial parametrizada en E?
es una funcién continua vy : I — 3. Si para todo ¢ € I tenemos

Y(t) = (z1(t), 22(1), 23(1)),

entonces las funciones x; : I — R para ¢ = 1,2, 3 se denominan funciones coordena-
das o ecuaciones paraméltricas de la curva. La curva parametrizada y(t) es regular
si es de clase C' y 7/(t) # 0 para todo t € I.
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Ejemplo 3.1 (Rectas). En el espacio de Minkowski E?, una recta est4 definida de
forma tnica por un punto p en la recta y un vector de direcciéon v distinto de cero.
Las ecuaciones paramétricas de la recta son

Y(t) =p +tv.

Ejemplo 3.2 (Curvas planas). Una curva plana «y : I — E} parametrizada como
~v(t) = (x(t),y(t)) se puede considerar como una curva espacial parametrizada si
hacemos

V() = (x(t), (1), 0).
De manera més general, recordemos que si a y b son vectores linealmente indepen-
dientes de Ei’ y si p es cualquier punto en Ei’, entonces el plano generado por {a, b}
que pasa por p puede describirse mediante la expresion p+ua+wvb, donde u, v € R.

Notemos que un vector normal a este plano es n = a x b. En consecuencia, una
curva en este plano vendra dada por una parametrizacién de la forma

v(t) = p+u(t)a+ v(t)b,

donde u(t) y v(t) son funciones continuas I — R en un intervalo de R.

Para disenar correctamente parametrizaciones de curvas especificas en planos en
E?, puede ser necesaria una eleccién cuidadosa de los vectores a y b, por ejemplo,
una curva espacial de la forma

v(t) = p + r(cosht)a + r(senh t)b

serd en general una rama de una hipérbola euclidiana (un circulo de Lorentz) en el
plano afin generado por a y b que pasa por p.

Ejemplo 3.3 (Circulos). Las rotaciones espacio-temporales nos permiten definir
un circulo en E?. En el espacio euclidiano E®, hay diferentes formas de definir un
circulo. Una primera idea es que el circulo es una curva que esta contenida en un
plano y la curva es cerrada. Entonces, tenemos las siguientes posibilidades: (a) el
conjunto de puntos equidistantes a un punto dado; (b) una curva con curvatura
constante; y (c) la 6rbita de un punto bajo un grupo de rotaciones de E®.

En el espacio de Minkowski E?, seguimos la tercera aproximaciéon usando rota-
ciones espacio-temporales en lugar de rotaciones (espaciales). Sea ¢ una recta fija de
Ei’ y sea Gy = {¢g : 0 € R} el grupo de rotaciones espacio-temporales que fijan la
recta £ de forma puntual. Asi, un circulo es la 6rbita {¢py(po) : ¢ € G4} de un punto
Po = (0, Yo, 20) & L. Después de una isometria distinguimos tres casos en funcién de
la naturaleza causal de la recta ¢, como vimos al final de la seccién 1.3.

Caso 1. La recta ¢ es tipo tiempo. Consideremos ¢ = R e3. Entonces, el conjunto
{®a(po) : 0 € R} es el circulo euclidiano que se encuentra en el plano con ecuaciéon

z = zg y tiene radio r = (/23 + y3, segin la matriz (1.9).
Caso 2. La recta / es tipo espacio. Tomamos ¢ = R e;. Aqui suponemos y2 — 23 #
0, pues en otro caso tenemos una linea recta. La orbita de py es una rama de la
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hipérbola y? — 22 = y2 — 22 en el plano x = z (cf. matriz (1.10)). Dependiendo de
siyd — 28 > 00 yd — 22 <0, tendremos hasta cuatro circulos distintos.

Caso 3. La recta ¢ es tipo luz. Supongamos que ¢ = R(ey + e3) y consideremos
el plano /+ = gen{e;, e, + e3}. La drbita de un punto py = (29, %o, 20) € ¢+ es una
curva en el plano y — z = yo — 2. Segun la matriz (1.11), si = z¢ + a(yo — 20) €
Y =Yg — Tol — M, entonces la érbita de pg satisface la ecuacion

—x? 4 2yo(yo — 20) + 22

2(yo — 20)

b

es decir que el conjunto {¢s(po) : @ € R} es una parabola euclidiana.

z z z
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(a) Caso 1 (b) Caso 2 (c) Caso 3

En general, si el eje £ no es alguno de los anteriores tres, entonces las érbitas son
elipses afines; hipérbolas o pardbolas (euclidianas), segin el caso.

Ejemplo 3.4 (Gréficas de funciones). Sea v : [ — E} una curva parametrizada
por y(t) = (z(t),y(t), z(t)) tal que ~'(t) es tipo tiempo o tipo luz, y sea tq € I.
Sabemos que z%(t) + y'*(t) — 2”(t) < 0 y en consecuencia 2'(ty) # 0. El teorema
de la funcién inversa asegura que existen d, € > 0 tales que z : (ty — d,tp + 0) —
(2(to) — €, 2(to) + €) es un difeomorfismo. Denotamos J = (z(tg) — €, 2(tg) + €) y
d(s) = 271(s). Entonces la curva 3 = v o ¢ satisface

Bs) = 7(8(s)) = (x(o(s)), y(¢(s)), 5) = (f(s), 9(s), 5),

donde f(s) = (z o ¢)(s) y g(s) = (y o ¢)(s) son dos funciones lisas en J C R — R.

Por lo tanto, la grafica Gj, = {(t, f(t),g(t)) € E} : t € [a,b]} de una funcién
continua h : [a,b] — R?, h(t) = (f(t), g(t)) en un intervalo [a,b] se puede ver como
una curva parametrizada por las funciones coordenadas v (t) = (¢, f(t), g(t)).

Como en E?, para cualquier curva y(t) : I — E?, tomando prestado el lenguaje
de las trayectorias en mecéanica, a menudo llamamos a y(t) la funcion de posicion, a
v (t) la funcion de velocidad y a +"(t) la funcion de aceleracion. Ademads, definimos
la funcion de rapidez asociada a ~y(t) como la funcién s’ : I — R dada por

S(t) = |V ()] = ]a2(t) + y2(t) — 22(8)]-
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También es una cuestion sencilla definir ecuaciones de la recta tangente a una curva
parametrizada y(t) en t = ty siempre que 7/(ty) # O:

l(u) = ~(to) + uy'(ty), con wu€R.

Usando el mismo vocabulario que en el capitulo 2, llamamos reparametrizacion
de una curva parametrizada v : [ — E‘Z’ a cualquier otra funcion continua 7 : J — E?
definida por

y=70/,

para alguna funcién sobreyectiva f : J — I. Entonces, la imagen C C E? de 7 es
la misma que la imagen C C E? de . Cuando f no es sobreyectiva, la imagen de
podria ser un subconjunto propio de C, y no llamamos a 5 una reparametrizacion.
Ademas, decimos que la reparametrizacién 5 de ~y

a) es reqular si f es continuamente diferenciable y f'(¢) # 0 para todo t € J.

b) estd orientada positivamente si es regular y f'(t) > 0 para todo t € J.

c) estd orientada negativamente si es regular y f'(t) < 0 para todo t € J.

Definicién 3.2. Sea v : I — E? una curva espacial. Decimos que () es tipo espacio
(tipo tiempo, tipo luz, resp.) en t si ' (t) es un vector tipo espacio (tipo tiempo, tipo
luz, resp.). También diremos que la curva «y es tipo espacio (tipo tiempo, tipo luz,
resp.) en [ si es tipo espacio (tipo tiempo, tipo luz, resp.) para todo ¢ € I.

También aqui, como en el caso plano, tenemos que una curva tipo tiempo o tipo
luz es regular porque 7/(t) # 0. Una curva en E? puede no ser de uno de los tipos
anteriores para todo t € I. Por ejemplo, la curva

v:I = E A1) = (Cosh(t), %, senh(t))
es regular, pues 7/(t) = (senh(t),t, cosh(t)) # 0. Ademds, como (7/(t),7/(t)) = t*—1,
entonces la curva es tipo espacio en (—oo, —1)U(1, 00); es tipo tiempo en el intervalo
(—=1,1); y es tipo luz en los puntos {—1,1}. Notemos ademas que ||7/(£1)|| = 0,
pero 7 es regular en ¢t = +1. Ademas, la condiciéon de ser tipo espacio o tipo tiempo
es una propiedad abierta, como en el caso plano.

Ejemplo 3.5. a) La linea recta y(t) = p + tv tiene la misma naturaleza causal
que el vector v.

b) Consideremos la hélice circular v(t) = (rcost,rsent,ut), de radio r > 0 y
paso 2mu, con u # 0. Esta hélice estd contenida en el cilindro 2 + y? = r2. Si
r?2 > u?, v es una curva tipo espacio; si r? = u?, v es una curva tipo luz; y si
r? < u?, v es una curva tipo tipo tiempo.

c) La curva y(t) = (ut,rsenht,rcosht) con u # 0y r > 0 esta contenida en el
cilindro hiperbélico y? — 22 = —r?. Esta curva es tipo espacio.
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d) La curva y(t) = (ut,rcosht,rsenht) con u # 0, r > 0 estd contenida en el
cilindro hiperbdlico y? — 22 = r2. Si u? > r2, entonces la curva es tipo espacio;
si u? = r?, la curva es tipo luz; si u? < r?, la curva es tipo tiempo.

g Z

(a) Hélice (r cost,rsent, ut) (b) Curva (ut,rsenht,r cosht) (¢) Curva (ut,r cosht,rsenht)

En algunas pruebas que encontraremos mas adelante, a menudo es 1til suponer
que una curva 7y(t) tipo espacio o tipo tiempo estd parametrizada por la longitud
de arco, es decir ' = ||7/(s)|| = 1 para todo s.

Proposicién 3.1 (Reparametrizacién por la longitud de arco). Si () es
una curva parametrizada, regular, tipo espacio o tipo tiempo, entonces hay una
reparametrizacion regular de v por la longitud de su arco. Ademas, si v es de clase
C*, entonces la reparametrizacién por la longitud de su arco también es de clase C*.

La prueba de esta proposicién es andloga a la de la proposicion 2.1 del caso plano
y no merece la pena repetirla. Para una curva tipo luz no tiene sentido reparametrizar
por la longitud de su arco porque s'(t) = ||7/(t)|| = 0 para todo ¢. Sin embargo, una
derivacion nos da:

LOOAO)=0 5 G0 0) =0

Como +/(t) es un vector tipo luz para todo ¢, entonces la proposicién 1.2 (d) implica
que (R+/(t))* es un plano tipo luz (que contiene solamente vectores tipo luz y
vectores tipo espacio). Entonces distinguimos los siguientes dos casos:

Caso 1. Si v”(t) es tipo luz, entonces 7" (t) = a~'(t) segin la proposicion 1.3 (a).
Si la misma constante a funciona para todo ¢, dos integraciones nos conducen a

Y(t)=u+e'v, con u,veE y (v,v)=0.

Esto significa que y(t) es una parametrizacion de una linea recta (tipo luz).
Caso 2. Si+y”(t) es tipo espacio, podemos parametrizar (¢) de modo que || (s)|| =
1, como probamos en el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.2 (Parametrizacién por la pseudolongitud del arco). Sea
v : I — E? una curva tipo luz, de clase C2, que no sea una linea recta. Entonces
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existe una reparametrizacién ¥ de y(t) tal que [|7”(s)|| = 1, y en tal caso decimos
que 7 esta parametrizada por la pseudolongitud de su arco.

Prueba. Consideremos la curva 5(s) = v(f(s)). Derivando dos veces obtenemos:

F(s)=1'(s) 7' (f(5)) v F'(s)=f"(s) -7 (f(s) + f2(s) - 7"(f(5))-

(3'(s),7"(s)) = £/ ()" 1" (f (DI

Entonces, basta tomar
1

[y (f ()]
para concluir que ||7”(s)|| = 1. Q. E. D.

f'(s) =

Como en el caso plano, si y(t) es una curva regular y ¥ = o f es una repara-
metrizacion de y(t), la naturaleza causal de y(t) y 7(¢) es la misma.

§3.2 Curvatura, torsién y el marco de Serret-Frenet

Sea I un intervalo de R y sea v : I — E? una curva espacial diferenciable.
Siguiendo la teoria de las curvas planas, podemos hablar del vector tangente unitario
t(t) definido como un multiplo escalar de +/(t) # 0. La definicién de punto critico y
de punto regular que dimos en la definicién 2.5 se generaliza naturalmente a curvas
espaciales parametrizadas v : I — E?. En la practica, si /() = 0 pero 7/(t) # 0
para todo t en algin intervalo J alrededor de %y, es posible que exista el limite
lim; 4, 7' (t), y en tales casos es comun pensar a t(¢) como completado o extendido
por continuidad al llamarle t(¢y) al limite anterior, salvo un multiplo escalar. En
cualquier punto ¢ de la curva donde t'(t) # 0, definiremos el vector normal unitario
n(t) de la curva () en ¢ como un multiplo de t'(t).

De nuevo, a veces se puede extender n(t) por continuidad incluso en los puntos
t = to, donde t'(ty) = 0. En tales casos, es comtin suponer que n(t) se extiende
por continuidad siempre que sea posible. No obstante, el requisito de que t(t) sea
diferenciable equivale a que y(t) sea dos veces diferenciable. Para una curva espacial
definida en cualquier intervalo J, donde existen t(¢) y n(¢) (extendidos por continui-
dad si es necesario), completamos el conjunto {t,n} a un marco para el espacio de
Minkowski al anadir el vector binormal b(t) usando el producto vectorial de Lorentz
o bien completando un marco nulo.

Definicién 3.3. Sea v : [ — ]Ei’ una curva espacial, continua, de clase C? (es decir,
tiene una segunda derivada continua). A cada punto y(t) de la curva le asociamos
el marco de Frenet definido como la terna de vectores (t(t),n(t), b(t)).
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Las funciones que miden la rapidez con que cambian t(t) y b(t) se denominan
funciones de curvatura y (pseudo) torsion de la curva, respectivamente. Del mismo
modo que en el caso de las curvas planas, el marco de Frenet {t(¢),n(t), b(t)} pro-
porciona una base geométricamente natural para estudiar las propiedades locales de
las curvas espaciales. El marco de Frenet {t(¢),n(t),b(t)} es una base de E? que
también se llama triedro de Frenet de (t).

Antes de escribir las ecuaciones de Frenet para las curvas en el espacio de Min-
kowski, conviene recordar cémo se escriben estas ecuaciones para curvas en el espacio
euclidiano E®. Para esto primero recordemos que la rapidez es s'(t) = ||/ (t)||. y, por
definicion del vector tangente unitario tenemos

Y (t) =5 (t) - t(t).

Siy(t) es dos veces diferenciable en ¢, t'(t) existe. Y si n(t) esté definido en ¢, entonces
t'(t) vy n(t) son paralelos por definicién. Esto nos permite definir la curvatura & :
I — R" de una curva espacial euclidiana ~y, parametrizada, de clase C?, como

_IE @)l
()

En cualquier punto donde n(t) esta definido, tenemos

t'(t) = ' (t)k(t)n(t).

K(t)

Para determinar cémo se comportan los otros vectores unitarios del marco de
Frenet bajo derivacién, lo que se suele hacer es derivar el producto cruz b(t) =
t(t) X, n(t) una vez:

b'(t) = t/ (s h1(l) + t(t) X 0'() = t(t) x. ' (F),

donde la tltima igualdad se tiene porque t'(t) es paralelo a n(t). Sin embargo, al
igual que t'(¢t) L t(t), tenemos lo mismo para n’(¢) L n(¢). De modo que si t'(t) = 0
o si t'(t) es proporcional a t(t) para todo t, entonces la curva es una linea recta.

Como en el espacio euclidiano estamos en tres dimensiones, podemos escribir
n'(t) = f(t) - t(t) + g(t) - b(t) para algunas funciones continuas f,g : I — R. En
consecuencia, se sigue que

b'(t) = f(t) t({L) = t(@) + g(t) t(t) x. b(?)
= —g(t) -n(?).

Por tanto, la derivada del vector unitario binormal es paralela al vector normal. Esto
nos conduce a la definicion de la funcion de torsion 7 : I — R de una curva espacial
euclidiana + como la tnica funcién tal que

b'(t) = —s'()7(t)n(t),

siempre que 7 : I — E* sea una curva espacial, regular, de clase C?, para la cual el
marco de Frenet esta definido en todas partes.
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Para determinar n’(t), sabiendo que tiene la forma f(¢)t(¢) + g(¢)b(t), se apro-
vecha el hecho de que (t(t),n(t),b(t)) es un marco ortonormal para todo t, pues
tenemos las siguientes ecuaciones:

(t(t),n(t)), =0 y (n(t),b(t)), = 0.

Tomando derivadas con respecto a t, tenemos

(t'(t),n(t)), + (t(t),n'(t), =0 y (0'(t),b(t)), + (n(t),b'(t)), =0,

es decir,

f(t) = = (t'(t),n(t), = =s'(Os(t) vy g(t) = —(n(t), b)), =5O)r1), (3.1)

es decir,
n'(t) = —s'(t)s(t)t(t) + ' (t)7(¢)b(1). (3.2)

Notemos que las ecuaciones (3.1) nos permiten escribir la curvatura y la torsién
como

(n(),b'(t), _ (n'(),b(1)),
R(t) = ~—— e = ——— ey () = ———2 = ; :
s'(t) s'(t)
Podemos resumir las definiciones de curvatura y torsion y la ecuaciéon (3.2) en
forma matricial como

0 —sk 0
{t’ n’ b’}:{t n b} sk 0 —=d7|. (3.3)
0 s'7 0

En el espacio euclidiano, el marco de Frenet es una base ortonormal orientada
positivamente, con b(t) = t(t) x. n(t), pero en el espacio de Minkowski aparecen
algunos problemas, como los siguientes:

a) Sila curva y(t) es tipo luz, t(¢) es un vector tipo luz y, por lo tanto, {t(¢), n(¢),b(¢)}
no es una base ortonormal. En esta situacion, usaremos el concepto de marco nulo.
b) Si suponemos que {t(t),n(t),b(t)} es una base ortonormal de E?, el vector bi-
normal b(¢) siempre se definird como b(t) = t(t) x n(¢). Pero sucede que la base
{t(t),n(t),b(t)} no necesariamente esta orientada positivamente, como por ejemplo
cuando t(t) y n(t) son ambos vectores tipo espacio (vedse el caso 2.1 més abajo).
c¢) Seria deseable que cuando {t(¢),n(¢),b(t)} sea una base ortonormal, esta base
esté dirigida hacia el futuro, es decir, que el tercer vector de la base ordenada esté
dirigido hacia el futuro. Sin embargo, esto no se puede asegurar a priori. Incluso en
el caso de que 7(t) sea una curva tipo tiempo, ya que t(¢) podria no estar dirigido
hacia el futuro, es decir t(t) € T*.
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Por estas razones, tenemos que distinguir por lo menos tres casos de curvas en
el espacio de Minkowski, dependiendo de la naturaleza causal de t(t).

Caso 1. Curvas tipo tiempo
Como t(t) # 0 es un vector tipo tiempo, de la proposicion 1.2 (d) se sigue que

t'(t) L t(¢) es un vector tipo espacio, y en consecuencia, es linealmente independiente
de t(¢). Definimos la curvatura de v(t) como

El vector normal n(t) se define por

t'(¢)
) =
RUORO)
de donde se sigue t'(t) = s'(t)k(t)n(t), y podemos reescribir la curvatura como

{t'(t),n(t)) _ (t'(t),n(t))

B 7 T ()

Definimos el vector binormal b(¢) como
b(t) = t(t) x n(t),

de modo que b(t) es unitario y tipo espacio. La base {t(t),n(¢), b(t)} estd orientada
positivamente porque

det(t(t),n(t),b(t)) = (t(t) x n(t),b(t))

Derivando cada una de las funciones vectoriales del triedro de Frenet como en el
caso euclidiano, y escribiendo en coordenadas de la misma base de Frenet, obtenemos
que las ecuaciones de Frenet son las siguientes:

0 sk 0
[t’ n’ b'}:{t n b} sk 0 —sT]. (3.4)
0 s'7 0

Caso 2. Curvas tipo espacio
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Dado que t'(t) y t(¢) son ortogonales entre si y t(t) # 0 es tipo espacio, entonces
t'(t) esta en un plano tipo tiempo ortogonal a t(t), segtn la proposicién 1.2 (g), (d).
De manera que t'(t) puede ser o tipo espacio, o tipo tiempo o tipo luz y, por tanto,
tenemos que analizar los tres casos por separado.

Caso 2.1. El vector t/(t) es tipo espacio para todo t. En este caso definimos la
curvatura, el vector normal y el vector binormal como

'@l t'(t)
s'(t) s'(t)k(t)

respectivamente. Aqui b(t) es un vector unitario tipo tiempo y la base {t(¢), n(t), b(¢)}
estd orientada negativamente porque

det(t(t), n(t), b(t)) = (t(t) x n(t), b(t))
= (b(?),b(t))

r(t) = n(t) = b(t) = t(t) x n(t),

La torsién de 7(t) se define como

y las ecuaciones de Frenet son

0 —sx 0
[t’ n’ b'}:{t n b} sk 0 §T|. (3.5)
0 s 0

Caso 2.2. Si el vector t'() es tipo tiempo para todo ¢, definimos la curvatura

Ccomo ,
_wol 1

t t' (1), t'(1)]).

K0 =" = V1.0
También definimos el vector normal y el vector binormal como

t'(t)
s' ()~ (1)

respectivamente. Aqui b(¢) es un vector tipo espacio y la base {t(¢),n(¢),b(t)} esté
orientada positivamente, como en el caso de las curvas tipo tiempo.
La torsion se define como

n(t) = b(t) = t(t) x n(t),

y entonces las ecuaciones de Frenet son
0 sk 0
[t’ n’ b'} = [t n b} sk 0 §7|. (3.6)
0 s'7 0
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Caso 2.3. Si el vector t'(t) es tipo luz para todo t, no hay una definicién de
la curvatura de 7(t) que tenga sentido, pues ||t'(t)|| = 0. Pero definimos el vector
normal como

t'(t)

n(t) = S

que es linealmente independiente de t(¢). Definimos el vector binormal b(t) como el
tnico vector tipo luz perpendicular a t(¢) tal que

(n(t),b(t)) = —1.

Los vectores {t(t),n(¢),b(t)} no forman una base ortonormal de E? ya que n(t) y
b(t) son tipo luz. Ademés, {t(¢),n(t), b(t)} es un marco nulo y a priori no sabemos
si estd orientado positivamente o no. Definimos la funcion de pseudotorsion de ~(t)

e (n'(1), b(®))
EOR

T(t) = —

Las ecuaciones de Frenet son entonces

0 0 !
oo )=t nob]|¢ g 0| (57)
0 0 —=d7

Puede ocurrir que la naturaleza causal de t'(t) varie en I, pero en los tres sub-
casos anteriores asumimos que la naturaleza causal de 7”(t) es la misma en todo
intervalo .

Caso 3. Curvas tipo luz

En este caso tampoco podemos definir la curvatura de la curva y dado que t(t)
es tipo luz, se tiene que s' = ||7/(¢)|| = 0. Si s'(¢) = ||7”(t)]| es la pseudolongitud de
su arco, definimos el vector normal como

t'(t)

n(t) = i

que es un vector unitario tipo espacio. El vector binormal b(t) se define como el
tinico vector tipo luz que es ortogonal a n(t) y es tal que

y por tanto, {t(¢),n(t),b(t)} también es un marco nulo de E?. La pseudotorsién de
~(t) se define como
(0 (1), B(1)

s'(t)

T(t) = —
Las ecuaciones de Frenet son
0 s’ 0
[t’ n’ b’} = [t n b} s 0 §7]. (3.8)
0 s 0
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Debido a que hay diferentes posibilidades para elegir el marco de Frenet de las
curvas tipo luz, hay varios conceptos donde no todos los autores coinciden, y esto
hay que tenerlo en cuenta, como R. Lépez lo senala en [L614, p. 59].

§3.3 Curvas de Frenet

Las curvas tipo tiempo y las curvas tipo espacio con vector normal tipo espacio
o tipo tiempo se denominan curvas de Frenet. En este caso, las ecuaciones de Frenet
se escriben de forma unificada. Si (t(t),t(¢)) = ¢ y (n(t),n(t)) = €,, donde €, €, €
{1, —1}, entonces las ecuaciones de Frenet de las curvas de Frenet quedan como

0 —ees’s 0
{t’ n’ b/}:{t n b} s’k (/) as'T| . (3.9)
0 s'T 0

Hay que senalar que para estas curvas, cuando t(t) estd definido, es un vector
de norma constante para todo t € I, y si t(¢) mismo es diferenciable, se tiene

d : _
77 (t(0),6(1) = 2'(), £(1)) = 0,

i. e. la derivada del vector tangente es perpendicular a t(¢), como en el caso plano.

La curvatura k(t) se define implicitamente como la funcién tal que t'(¢) es pro-
porcional a n(t). De manera similar, la torsion 7(¢) se define implicitamente como
la funcién tal que b'(¢) es proporcional a n(t) o bien como la tercera coordenada de
n’(t) con respecto a la base de Frenet, y en consecuencia

__ {t'(t),n(?)) _ (n'(1), b(t))
K(t) = enw y 7(t) = —etenw. (3.10)

Para curvas tipo espacio con vector normal tipo luz y curvas tipo luz con (pseudo)
longitud de arco s, tenemos €, ¢, € {0,1} y € # €,. Entonces, las ecuaciones de
Frenet se escriben de la siguiente manera:

0 €87 &5
{t' n’ b/}:{t n b} s s'T  es'T | (3.11)
0 e€,8 —es't

Para estas curvas la pseudotorsion se define como

(n'(t),b(t))
)= ———F—. 3.12
Como se han escrito, las definiciones de curvatura y torsién de una curva espacial

de Frenet no se prestan particularmente para cédlculos directos cuando se da una
curva especifica. De manera que para obtener formulas para () y 7(t) en términos
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de v(t), vamos a analizar las derivadas de una curva de Frenet (¢) con respecto al
marco de Frenet. Para que nuestras formulas tengan sentido, asumimos en el resto
de esta seccién que la curva parametrizada « : I — E? es regular y de clase C?.

Primero, para encontrar la curvatura de una curva de Frenet, tomamos las si-
guientes derivadas:

V(t) = s"()t(t), (3.13)
V() = 8" (t)t(t) + s*(t)k(t)n(t). (3.14)
Tomando el producto cruz de estos dos vectores, obtenemos

V(1) % 7"(1) = " (D)k(E)b(D). (3.15)
Sin embargo, por definicién de la curvatura para una curva espacial, x(t) es una

funcién no negativa. Ademas, s'(t) = ||7/(¢)||, por lo que obtenemos

/ t 1 t
Iy (@)

En segundo lugar, para obtener la funcion de torsién directamente de (t), ne-
cesitaremos tomar la tercera derivada:

F(t) = " (t)t + s"(t)s' (1) (t)n + 25 (t)s” () k(t)n(t)
+ 52 (0K (t)n(t) + 5" ()r(t) (—eenn()t(t) + 7(0)b(1),
que, sin escribir la dependencia de t explicitamente, queda como
V" = (8" — €6,5” k)t + (35" s’k + sk )n + k7D, (3.17)

Tomando el producto escalar de v/(t) x v”(t) con +"(t), eliminamos todos los tér-
minos de 7" (t) asociados a t(¢) y n(t). Se obtiene

(V'(8) x 7"(1),7" (1)) = —ereas” (1) ()7 (2),
ya que (b(t),b(t)) = —e€i€,. De aqui y de la ecuacién (3.16) se deduce una férmula
para 7(t) solo en términos de la curva (¢):
/ t 7 t 7 t
Iy (&) <y (@)]]
Cuando una curva de Frenet 7(t) estd parametrizada por la longitud de arco,

en todas las formulas anteriores se tiene que s’ = 1y s” = 0 como funciones. La
ecuacion (3.14) nos da v”(t) = x(t)n(t). Por tanto, la funcién de curvatura es

k(s) = (17" ()],
y, en cualquier punto donde x(s) # 0, la funcién de torsion es

6] — e, )X 9(5).7"(5))
SR PTG

T(t) = —€€,

La siguiente proposicion se sigue de un calculo directo sencillo que omitimos.
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Proposicién 3.3. Sea  : I — E? una curva de Frenet parametrizada y sea ¥ = yo f
una reparametrizacion regular de . Entonces

a) La funcién de curvatura k no cambia bajo una reparametrizaciéon regular, es decir,
que £(u) = K(f(u)).

b) La funcién de torsién 7 no cambia bajo una reparametrizaciéon de orientacién
positiva y se convierte en —7 bajo una reparametrizacion de orientaciéon negativa.

Como en el espacio euclidiano, para las curvas de Frenet la curvatura es una
funcién que mide cémo de lejos esta una curva de ser recta y la torsion mide cémo
de lejos esta una curva de ser plana.

Proposicién 3.4. Sea v : I — [E? una curva de Frenet regular, parametrizada por
la longitud de su arco.

a) Si v(t) es de clase C?, entonces ¥(t) es un segmento de recta si y solo si la
curvatura k(t) es idénticamente 0.

b) Si v(t) es de clase C?, entonces v(t) yace en un plano afin si y solo si la torsién
se anula.

Los dos resultados anteriores se demuestran igual que en el caso euclidiano (cf.
[BL16,dC17,Kii15]) y las podemos omitir. Sin embargo, hay més curvas a considerar.

Proposicién 3.5. a) Sea vy : I — Ef una curva tipo espacio con vector normal tipo
luz o una curva tipo luz. Si la pseudotorsion 7 es cero, la curva yace en un plano.
b) Si v : I — E? es una curva plana tipo luz, entonces es una linea recta.

Prueba. Para demostrar la parte (a) supongamos primero que y(t) es una curva tipo
espacio con vector normal tipo luz. Si la pseudotorsién se anula,

(n'(1), b(1))

r= R 0 s () =0,

s'(t)

porque b # 0 por ser tipo luz. En consecuencia, n(t) = v es un vector constante
para todo t. Sea ty € I y consideremos la siguiente funcion:

ft) = {y(t) = ko), v) -
Tenemos que f(ty) = 0 y la derivada es
F1(t) = (1), v) = §'(1) (6, v) = 0.
Entonces, f(t) es una funcién constante, y de hecho
f(t) = (y(t) = ~(to), v) = 0.

Esto prueba que la curva ~y(t) yace en el plano perpendicular al vector normal
n(t) = v que pasa por y(tp).
Si la curva y(t) es tipo luz, la demostracién es analoga al caso anterior.
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Para demostrar la parte (b), supongamos que 7(¢) es una curva tipo luz conte-
nida en un plano P. Como la curva es tipo luz, el plano P es tipo tiempo o tipo luz.
Si el plano P es tipo tiempo, hay solo dos direcciones tipo luz. Entonces t(t) = ~/(¢)
es proporcional a alguna de estas direcciones. Si el plano P es tipo luz, hay solo una
direccion tipo luz, y t(t) = 7/(t) es proporcional a esta direccién. En cualquier caso,
~(t) es una linea recta. Q. E. D.

El reciproco de la proposicién 3.5 (a) es falso para las curvas tipo espacio con
vector normal tipo luz. Es decir, hay curvas planas tipo espacio con vector normal
tipo luz y pseudotorsion distinta de cero.

Por ejemplo, la curva y(s) = (s, %, %), con s > 0,

que estd contenida en el plano y—z = 0. Aqui tenemos Az
t(s) = (1,5%s%) vy n(s) =t'(s) = (0,2s,2s),

de donde se sigue que

s st—1 st+1
'(5) = 2,2 == .
W= 022 v b= (50

Entonces, la pseudotorsion es

(s) = — (al(5), b(s)) = #0.

De manera similar al caso de las curvas planas, definimos la evoluta de una curva
espacial v : I — [E? de Frenet como la curva

§(t) =~(t) +

y definimos la evolvente o involuta de v como cualquier curva parametrizada de la
forma

L(t) = () + exc — s(t))t(t).

§3.4 Plano osculador y esfera osculatriz

En esta secciéon vamos a considerar solamente curvas espaciales de Frenet en
el espacio de Minkowski. Al igual que con las curvas planas, si 7(t) es una curva
espacial de Frenet, regular, de clase C?, se puede hablar del circulo osculador de
~(t) en un punto t = ty. Recordemos que el circulo osculador de una curva en un
punto es un circulo de Lorentz con contacto de orden 2 en ese punto (cf. ejemplo
3.3). Siguiendo la proposicién 2.3, encontramos que en cualquier punto t = t,, donde
k(to) # 0, el circulo osculador existe y una férmula paramétrica para él es

€n
—" n(ty) +

1
K(to) K(to)

a(t) = y(to) + (senht - t(ty) + cosht - n(tp)). (3.19)
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Incluso sin referencia a los circulos osculadores, dada cualquier curva paramétrica
de Frenet v : [ — E:f, la aproximacion de Taylor de segundo orden de v en t = ¢,
es una curva plana con contacto de orden 2. Si t'(ty) # 0, esta aproximacion f de
segundo orden es

f(t) = y(to) + (t — t0)y' (o) + 5(t — t0)*v"(to)
=(ty) + (s’(to)(t — to) + 25" (o) (t — tO)Q) t(to) + 25" (to)k(to)(t — to)’n(to).

La funcién vectorial f es una curva plana que se encuentra en el plano que pasa
por el punto (o) y tiene a t(to) y n(fy) como vectores de direccion. (Si k(ty) = 0,
entonces n(ty) estrictamente no esta definido y es posible que ni siquiera esté definido
extendiendo por continuidad. En este caso, la aproximacion de segundo orden f de
v en ty se encuentra en una recta.) Esto nos conduce a la siguiente definicion.

Definicién 3.4. Sea v : I — E? una curva de Frenet parametrizada y sea to € 1.
Supongamos que 7 es de clase C? en un intervalo abierto que contiene a tq y k(t) # 0.
El plano osculador de v en t = 1, es el plano que pasa por ¥(tg) generado por t(tg)
y n(ty), es decir, el plano osculador es el conjunto de puntos u € E‘;’ tales que

(b(to),u —~(to)) = 0.

Notemos que de la ecuacién (3.15) se tiene que b(tg) es paralelo a +/(to) x 7" (o),
por lo que el plano osculador también tiene la ecuacion

(7 (to) x v"(to), u — y(to)) = 0.

En la seccién 2.4 introdujimos la nociéon de orden de contacto entre dos curvas,
pero también podemos hablar del orden de contacto entre una curva C y una super-
ficie ¥ definiendo esta tiltima nocién como el orden de contacto entre C y C’, donde
C' es la proyeccion ortogonal de C sobre X.

Proposicién 3.6. Sea v : [ — ]E? una curva de Frenet, parametrizada, regular, de
clase C?. El plano osculador de 7 en t = t; es el tnico plano en E‘Z’ de orden de
contacto 2 o mayor. Ademds, si suponemos que 7 es de clase C?, el plano osculador
tiene orden de contacto 3 o mayor si y solo si 7(ty) = 0 o k(ty) = 0.

Prueba. Sea a = 7(ty) y reparametrizamos 7(t) por la longitud de arco de modo que
s = 0 corresponde al punto a = (). La distancia ortogonal f(s) desde v(s) hasta
el plano osculador P esta dada por

f(s) = [(b(0),v(s) = 7(0)) |

La aproximacion de Taylor de v(s) hasta orden 3, entorno a s = 0, se puede obtener
de las ecuaciones (3.13), (3.14) y (3.17) como

€Et€ERS

(6 =200+ (1= “0) ) e+ 0+ ) mio)+ (5 (0)7(0)) o)

6
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Usando el hecho de que (b,t) = (b,n) =0y (b,b) = —¢s¢,, tenemos

f(s) = —é€t€n83li<0)7'<0) +0(sY = lim f(s) _ |/€(0)T(0)|.

z—0 g3 6

En consecuencia, el plano osculador P tiene orden de contacto mayor o igual que 2
y tiene orden de contacto mayor o igual que 3 si y solo si k(0)7(0) =0. Q. E. D.

Podemos interpretar el signo de la funcién de torsion 7(¢) de una curva para-
metrizada de Frenet en términos de la posicion de la curva con respecto a su plano
osculador. De hecho, 7(ty) > 0 en 7(tp) cuando la curva sube a través del plano
osculador (donde el vector binormal b define la direccién ascendente) y 7(ty) < 0
cuando la curva desciende a través del plano osculador.

(a) Torsién positiva (b) Torsién negativa

El plano osculador junto con otros dos planos forman lo que se llama el triedro
movil, que consta de los tres planos coordenados del marco de Frenet. El plano que
pasa por (ty) generado por el vector normal n(ty) y el vector binormal b(¢y) se lla-
ma plano normal y es el conjunto de puntos u € E?

que satisfacen (
normal

<t (to)7 u— ’y(to» =0. rectificador b//

El plano generado por el vector tangente t(to) y el 2/
binormal b(ty) se llama plano rectificador y es el con-

junto de puntos u € E? que satisfacen i

osculador

(n(to),u—~(to)) = 0.

De manera analoga al caso plano, para un escalar
dado r > 0, podemos considerar el lugar geométrico de los puntos p en el espacio
de Minkowski que equidistan de un punto ¢ por una distancia fija igual a 7:

lp—c||=r obien (p—c,p—c)==+r

Denotamos los conjuntos

H(r,c) = {p € B} : (p —c,p —c) = =17},
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S2<T7C) - {p eE% : <p—c,p—C> :T2},
que representan un hiperboloide euclidiano de dos hojas y de una hoja respectiva-
mente, de radio r y centrados en c.
Si p=(z,y,2) y c es el origen, el hiperboloide de dos hojas x? + y* — 2% = —r?
se parametriza como

H2 = (r costsenh s, 7 sentsenh s, r cosh s),

donde 0 <t <27y s € R. A esta superficie la llamamos plano hiperbélico de radio
r > 0 centrado en el origen. Cada una de las hojas del plano hiperbdlico es una
superficie tipo espacio (cf. [L614, p. 73-74]), de modo que al elegir un centro y un
radio y una hoja adecuados tenemos una buena candidata para desempenar el papel
de «esfera» osculatriz para curvas tipo espacio.

El hiperboloide de una hoja 2% + 3% — 2? = r? se parametriza como

ST = (rcost cosh s, 7 sent cosh s, 7 senh s),

donde 0 <t <27y s € R. A esta superficie la llamamos pseudoesfera de radio r > 0
centrada en el origen. Si r = 1, la superficie se llama plano de Sitter. Esta superficie
es tipo tiempo (cf. [L614, p. 73-74]), y en consecuencia, es una buena candidata para
desempenar el papel de «esferay osculatriz de curvas tipo tiempo, después de elegir
un centro y un radio adecuados.

Vamos a aplicar la teoria del orden de contacto de
42 la seccion 2.4 para encontrar la «esfera» osculatriz de
i una curva (t): una pseudoesfera o un plano hiperbé-
i lico que tiene orden de contacto 3 o superior con una
: curva y(t) en t. Supongamos que la «esferay tiene cen-

\‘“::.-»:::T’/ tro ¢ y radio r. Consideramos una curva de Frenet C
-— T . . 3
z . y  parametrizada por su longitud de arco por v : I — Ej.
; La distancia euclidiana f(s) entre el punto y(s) en la
i curva y la «esfera» es
f(s)=1llr(s) —cl| =l
Dado que las derivadas de la funcién G(t) = /g(t) son iguales a 0 si y solo si

g'(t) = 0, entonces las derivadas de f(s) son iguales a 0 si y solo si las derivadas de

h(s) = (v(s) —¢,7(s) —¢)
son iguales a 0. De aqui se siguen los siguientes resultados.

Proposicion 3.7. Sea C una curva de Frenet, parametrizada por la longitud de su
arco por v : I — 2, regular, de clase C3. Sea sy € I un punto en la curva donde

k(so) # 0y definimos R(s) = 1/k(s).
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a) Si 7(sg) # 0, entonces en sy la curva admite una tnica «esfera» osculatriz con
centro c y radio r, donde

R'(s0)
7(s0)

c =(s0) + &€, R(s0)n(so) + €, b(ty)) v r=

R’(so)>2 |

7(s0)

R(s0)? — € (

b) Si 7(sg) =0y K'(sg) = 0, entonces en sg la curva admite como «esferay» osculatriz
cualquier «esfera» con centro c y radio r, donde

c =(sg) + €dR(so)n(so) + dcpyb(sg) vy r=+/|R(s0)2 —ec?|, con ¢, €R.

Prueba. Para probar la parte (a), hay que observar que como la «esferay osculatriz
tiene orden de contacto 3 o superior con la curva C, necesitamos que por lo menos
las primeras tres derivadas de la distancia euclidiana f(s) se anulen, es decir, las
primeras tres derivadas de h(s) se deben anular. Con esta condicién, las primeras
tres derivadas de h(s) nos llevan a

En consecuencia, en cualquier punto 7(sg) de la curva donde x(sg) # 0y 7(s¢) # 0,
las primeras tres derivadas pueden ser iguales a 0 si tenemos

€t K/

(v —c,t) =0, (’y—c,n>:—£, (v —¢,b) = (3.20)

K2T

Las ecuaciones (3.20) dan una descomposicién del centro ¢ de la «esfera» osculatriz
de la curva de Frenet v(s) en el punto s = sg. Si aislamos ¢, encontramos

R'(s0)
7(s0)

donde R(s) = 1/k(s). De aqui se sigue que el radio de la esfera osculatriz r =
lv(s) —cll es

c =(s0) + e, R(s0)n(s0) + €5 b(s0),

r =

R(so) — & (R/(5°)>2‘.

7(s0)

Para probar la parte (b), supongamos que 7(sg) = 0. Entonces h"”'(s) atn puede
ser 0 siempre que '(s¢) = 0 al mismo tiempo:

h"(s) =0 < <7(s) — ¢, k' (s)n(s) — ee,k(5)%t(s) +W> =0.
> #(s) (7(s) —c,n(s)) =0
<~ K'(s) :

"(5) =0
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En este caso, la curva admite una familia uniparamétrica de «esferas» osculatrices
en 7(sg), donde la componente b del centro ¢ puede ser cualquier cosa porque el
término k(s)7(s) (v — ¢, b) siempre se anula. Por tanto, el centro y el radio de la
esfera osculatriz son

c =7(s0) + &enR(s0)n(so) + €ncpb(sg) v 7= \/|R(30)2 AL

donde ¢, es un escalar real arbitrario. Q. E. D.

Observamos que cada punto 7y(s) de la curva se proyecta a la «esfera» osculatriz
desde c si el vector y(s)c se normaliza y se reescala por el radio r. Por tanto, la
proyeccién ortogonal de y(t) en la «esfera» osculatriz tiene por ecuacién

_ (s)—c .
A = e = "

Mas aun, si 7(s) y R'(s) nunca se anulan, la curva C yace en una «esfera» si y solo

) R(s)2 — e, (E(@)Q _ const.

Si C es una curva de Frenet, regular, con una parametrizacion v : [ — Ei’ de
clase C®, entonces la hélice osculatriz de C en un punto P = 7(ty) se define como
la tnica hélice circular que pasa por P y tiene curvatura x(ty) y torsiéon 7(¢y). La
hélice osculatriz tiene contacto de orden 3 con C en el punto P.

§3.5 Ecuaciones naturales

En la seccién 2.5 mostramos que la funcién de curvatura (en términos de la
longitud del arco) determina de manera univoca una curva regular, salvo su ubicacién
y orientacion en E% Para las curvas espaciales de Frenet, se debe introducir la funcién
de torsién para medir cudnto se desvia la curva de ser plana, y la ecuacién (3.17)
muestra cémo aparece la funcién de torsién como una componente de 7" en el
marco de Frenet. Ya que sabemos como cambian t(t), n(t) y b(t) con respecto a
t, podemos expresar todas las derivadas superiores 7™ (¢) de 7(t) en el marco de
Frenet en términos de s(t), k(t), 7(t) y sus derivadas. Esto nos lleva a suponer que
una curva estd determinada, hasta cierto punto, tnicamente por sus funciones de
curvatura y (pseudo) torsion.

Teorema 3.1. Para una curva de Frenet, la curvatura es invariante bajo un movi-
miento rigido y la torsion es invariante, salvo un signo, dependiendo de si el movi-
miento es positivo o negativo. En caso de que la curva sea tipo espacio con vector
normal tipo luz o que sea tipo luz, entonces la pseudotorsion es invariante bajo
movimientos rigidos.
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Prueba. Sea Mx = Ax + u un movimiento rigido con A € 01(3) y u € E?. Conside-
remos la curva

3(t) = M oy(t) = Ay(t) + u.
Supongamos primero que v : I — E} es una curva de Frenet. Entonces 7(t) =
A~v(t) + u también es una curva de Frenet y la relacién entre los marcos de Frenet

de v(t) y 4(t) es
t(t) = At(t), n(t) = An(t), b(t) = £Ab(t),

dependiendo del signo de det A, segtin la proposicion 1.11. De aqui se sigue directa-
mente que R(t) = k(t) y 7(t) = £7(¢).
Supongamos ahora que y(t) es una curva tipo espacio con vector normal tipo
luz. Entonces tenemos t(t) = At(t) y el vector © (t) = At/(t) es tipo luz. Luego,
_ t (¢ At/ (t At/ (t
sy - FO A0 av)
1O [[AY Ol (@]
Como b(t) es tipo luz y b(t) L t(t), entonces Ab(t) es tipo luz y Ab(t) L t(t).
Tenemos

= An(t).

{(Ab(t),n(t)) = (Ab(t), An(t)) = (b(t),n(t)) = —1.
Por lo tanto, b(t) = Ab(t) y de aqui se sigue que
(H(1),B()  (An'(t), Ab(t)  (w'(£),b(t)

7~'(7f):— - — = — :T(t).

1@l @l s'(t)

Supongamos ahora que y(t) es tipo luz. Entonces J(t) también es tipo luz. Y de
nuevo tenemos que

t(t) = At(t), n(t) = An(t), b(t) = Ab(t),
lo cual implica que 7(t) = 7(t). Q. E. D.

En el espacio euclidiano, el teorema de existencia y unicidad afirma que dadas
dos funciones £ > 0 y 7, existe una tnica curva, salvo un movimiento rigido, con
curvatura s y torsion 7. En el espacio de Minkowski, el resultado de la existencia
es el mismo pero la unicidad no se tiene debido al cardcter causal de la curva. Por
ejemplo, las curvas

~(t) = (cos(t),sen(t),0) v B(t) = (0, cosh(s),senh(s))

tienen K = 1 y 7 = 0. Sin embargo, no hay un movimiento rigido que lleve ~(t)
a [B(t) porque (t) es tipo espacio y 5(t) es tipo tiempo. Incluso si ambas curvas
tuvieran la misma naturaleza causal, debemos tener en consideraciéon la naturaleza
causal de los otros dos vectores del triedro de Frenet. Por ejemplo, la curva

a(t) = (0,senh(s), cosh(t))
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también tiene k = 1 y 7 = 0, pero no hay un movimiento rigido de ~(t) a a(t).
Observemos que y(t) y «(t) son tipo espacio pero n,(t) es tipo espacio y n,(t) es
tipo tiempo. Cuando no existe un movimiento rigido que lleve una curva en otra,
conservando la naturaleza causal de los triedros de Frenet, consideramos que las
curvas son diferentes. Entonces, en el espacio de Minkowski las condiciones iniciales
impondran la naturaleza causal de la curva y, en consecuencia, el andlisis se tiene
que hacer para los diferentes casos. Primero consideramos las curvas de Frenet.

Teorema 3.2. Dadas las funciones x(s) > 0y 7(s) continuamente diferenciables en
algiin intervalo J C R que contiene a 0, existen un intervalo abierto I que contiene
a 0y tres curvas regulares distintas v : I — E?, parametrizadas por la longitud de
arco, con funcién de curvatura £(s) y funcién de torsién 7(s).

Prueba. Sea sy € J y sea B = {€}, e, €3} una base ortonormal de E?. Las diferentes
curvas se obtienen segtin la naturaleza causal de los vectores de la base.

Caso 1. Supongamos que e; es un vector tipo tiempo y que la base B esta orien-
tada positivamente. Entonces, tenemos que resolver el sistema (3.4) de 9 ecuaciones
diferenciales ordinarias:

(
b'(s) = (8) (s)
con condiciones iniciales t(0) = e;, n(0) = e, y b(0) = es.

Con las condiciones establecidas para k(s) y 7(s), y de acuerdo con el teorema
de existencia y unicidad para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden
(cf. [Arn92, §31.8]), existe una tnica solucién para el sistema anterior definida para
s en una vecindad I de 0. Sea {t(s), n(s), b(s)} la solucién del sistema y para sy = 0

definimos la curva s
m(s) = / t(u)du. (3.21)

S0

Hay que mostrar que 7 (s) es una curva tipo tiempo con funcién de curvatura x(s)
y funcién de torsién 7(s). Primero veamos que la solucién {t(s), n(s), b(s)} es una
base ortonormal con la misma naturaleza causal que la base {ej, e, €3}, respecti-
vamente. Para esto, consideremos el siguiente sistema de 6 ecuaciones diferenciales
ordinarias:

o+
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con condiciones iniciales en sy = 0 dadas por (—1,1,1,0,0,0), respectivamente. Por
otra parte, notemos que las funciones constantes

flz_]-ﬂ f2:17 f3:17 f4:O7 f5:07 f(j:O,

satisfacen trivialmente las mismas ecuaciones diferenciales ordinarias del sistema.
Asi, la unicidad de las soluciones nos lleva a concluir que

— (t(s), t(s)) = (n(s),n(s)) = (b(s),b(s)) = 1,
(t(s),n(s)) = (t(s),b(s)) = (n(s),b(s)) = 0.

Por tanto, {t(s), n(s), b(s)} es una base ortonormal de E?, con t(s) tipo tiempo.
Derivando la ecuacién (3.21) obtenemos v;(s) = t(s), es decir, 71(s) es una cur-
va tipo tiempo parametrizada por su longitud de arco. Si continuamos derivando
para obtener el vector normal y el vector binormal y sus derivadas, encontramos
precisamente que la curvatura de v;(s) es k(s) y la torsién es 7(s).

Podemos decir un poco més sobre la curva tipo tiempo ~;(s). Si el vector e; esta
dirigido hacia el futuro, entonces 7 (s) también estd dirigida hacia el futuro. Pues
dado que t(s) y e3 = (0,0, 1) son vectores unitarios, se tiene

(t(s),e3) =1 o (t(s),e3) < —1
para todo s € I. Pero como la base B esta orientada positivamente,
<t(0),83> = <élae3> S _17

y lo mismo pasa para todo s € I, por conexidad.

Caso 2. Supongamos que €3 es un vector tipo tiempo y que la base B = {ey, €2, €3}
estd orientada negativamente. Entonces tenemos que resolver las ecuaciones (3.5) con
condiciones iniciales t(sg) = e, n(sg) = €3 y b(sg) = e3. De manera analoga al caso
1, obtenemos una curva tipo espacio, con vector normal tipo espacio,

() = [ tu)du, (3.22)

S0

y con funcién de curvatura k(s) y funcién de torsién 7(s).

Caso 3. Supongamos que €, es un vector tipo tiempo y que la base B = {ey, €, €3}
estd orientada positivamente. Entonces tenemos que resolver las ecuaciones (3.6) con
condiciones iniciales t(sg) = €1, n(sg) = €3 y b(sg) = €3. Del mismo modo que en los
casos anteriores, obtenemos una curva tipo espacio, con vector normal tipo tiempo,

V3(s) = / t(u)du, (3.23)

S0

y con funcién de curvatura x(s) y funcién de torsién 7(s). Q. E. D.

Ahora analizamos los dos casos restantes. Demostramos la existencia de una
curva tipo espacio con vector normal tipo luz o una curva tipo luz. Sea 7 : I — R
una funciéon continuamente diferenciable y buscamos curvas con la naturaleza causal
mencionada y con pseudotorsion 7. La situacion es similar a las curvas de Frenet y
la solucion también depende de las condiciones iniciales.
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Teorema 3.3. Dada una funcién 7(s) : I — R continuamente diferenciable en algin
intervalo J C R que contiene a 0, existen un intervalo abierto I que contiene a 0
y una curva regular v : I — [E? tipo luz o tipo espacio con vector normal tipo luz,
parametrizada por la pseudolongitud de su arco y con funcién de pseudotorsion 7(s).

Prueba. Sea sy € J y sea B = {€,, ey, €3} una base nula de E?. Las diferentes curvas
se obtienen segun la naturaleza causal de los vectores de la base.

Caso 1. Supongamos que e; es un vector tipo espacio. Entonces, tenemos que
resolver el sistema (3.7) de 9 ecuaciones diferenciales ordinarias:

() n()

con condiciones iniciales t(0) = e;, n(0) = ey y b(0) = e3. Con las condiciones
establecidas para k(s) y 7(s), y de acuerdo con el teorema de existencia y unicidad
para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, existe una tinica soluciéon
para el sistema anterior definida para s en una vecindad I de 0. Sea {t(s), n(s), b(s)}
la solucién del sistema y para sqg = 0 definimos la curva

m(s) = /St(u)du. (3.24)

S0

Vamos a mostrar que v, es una curva tipo espacio con vector normal tipo luz y con
funcién de pseudotorsién 7(s). Primero veamos que la solucién {t(s), n(s), b(s)} es
una base nula con la misma naturaleza causal que la base nula {e;, e,, €3}, respecti-
vamente. Para esto, consideremos el siguiente sistema de 6 ecuaciones diferenciales
ordinarias:

=+

(s),6(5)) = 2 (t(s), n(s))
n(s),n(s)) = 27 (n(s), n(s))
b(s),b(s)) = 2{t(s), b(s)) — 27(s) (b(s), b(s))
s),n(s)) = (n(s),n(s)) + 7 (t(s),n(s))

(s)) = (n(s),b(s)) + (t(s), t(s)) — 7(s) (t(s), b(s))
n(s), b(s)) = (t(s),n(s))

con condiciones iniciales en s; = 0 dadas por (1,0,0,0,0, —1), respectivamente.
Como las funciones

f1:17 f2:oa f3:O, f4:0, f5:O, f6:_

satisfacen trivialmente las mismas ecuaciones diferenciales ordinarias del sistema, la
unicidad de las soluciones nos lleva a concluir que

(t(s),t(s)) = — (n(s),b(s)) = 1,
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(n(s),n(s)) = (b(s),b(s)) = (t(s),n(s)) = (t(s),b(s)) = 0.

Por tanto, {t(s), n(s), b(s)} es una base nula con t(s) tipo espacio. Derivando la
ecuacion (3.24) obtenemos i (s) = t(s): 71(s) es una curva tipo espacio, parametri-
zada por la pseudolongitud de su arco, con vector normal tipo luz y pseudotorsion
7($).

Caso 2. Supongamos que €, es un vector tipo espacio. Entonces tenemos que
resolver las ecuaciones (3.8) con condiciones iniciales t(sg) = e, n(sg) = ey y
b(sg) = e3. De manera andloga al caso 1, obtenemos una curva tipo luz,

() = [ tw)du (3.25)

S0

parametrizada por la pseudolongitud de su arco, con pseudotorsiéon 7(s). Q. E. D.

Una vez que hemos establecido la existencia, la unicidad no se mantiene como
hemos senalado anteriormente, pero se mantiene si el caracter causal del marco
de Frenet concuerda para ambas curvas. Es decir, si 7,3 : I — E? son dos curvas
parametrizadas por la (pseudo) longitud del arco, las curvas tienen marcos de Frenet
de la misma naturaleza causal si (t,,n,,b,) y (t3,ng, bg) tienen la misma naturaleza
causal, respectivamente.

Teorema 3.4 (Teorema fundamental de las curvas espaciales). Sean v, :
I — E? dos curvas regulares, que tienen marcos de Frenet de la misma naturaleza
causal, con funcién de curvatura x(s) y funcién de (pseudo) torsion 7(s), segun el
caso. Entonces existe un movimiento rigido M de ]E:f que mapea una curva en otra,
es decir § = M o .

Prueba. Sea sy € I y consideremos una isometria A € O;(3) tal que
Aty (s0) = ta(s0),  Any(s) = ma(so),  Abs(so) = ba(so).  (3.26)

Si u = f(sg) — Ay, consideramos el movimiento rigido Mx = Ax + u. El teorema
3.1 nos dice que la curva v = M o v satisface las mismas ecuaciones diferenciales
(3.26) del marco de Frenet de 5. Como las condiciones iniciales son las mismas para
ambas curvas, entonces la unicidad de la solucién nos dice que § = 7. Por lo tanto,
concluimos que = M o 7. Q. E. D.

El par de funciones «(s) y 7(s), donde k(s) es una funcién no negativa, se de-
nominan ecuaciones naturales de una curva porque definen la curva de forma tnica
salvo un movimiento rigido en el espacio de Minkowski.

Al igual que en la seccion 2.5, la demostracion del teorema 3.4 proporciona
un algoritmo computacional para reconstruir una curva espacial a partir de sus
funciones de curvatura (s) y (pseudo) torsion 7(s), segin el caso.



CAPITULO 4

MISCELANEA DE VARIOS RESULTADOS DE CURVAS

En este capitulo incluimos varios resultados diversos que no tienen un lugar
natural en los capitulos anteriores, pero que son interesantes por si mismos. Se trata
de resultados que tienen que ver con las hélices, con las curvas de Bertrand, y con
las propiedades globales tanto de las curvas planas como de las curvas espaciales.
Por 1ltimo, establecemos el teorema fundamental de las curvas en el espacio de
Minkowski n-dimensional.

§4.1 Hélices

En el espacio euclidiano E?, una hélice es una curva cuyas rectas tangentes forman
un angulo constante con una direccién fija. Esta direccion se llama eje de la hélice.
Un resultado clasico debido a Lancret muestra que una curva es una hélice si y solo
si la razén 7/k es una funcién constante. Un ejemplo trivial de esto son las curvas
planas, es decir, todas las curvas planas son hélices. Una hélice con curvatura k y
torsiéon 7 constantes se llama hélice circular, y es una curva que se enrolla entorno
a un cilindro circular.

Queremos extender esta nocién de hélice para curvas v : I — E? en el espacio
de Lorentz-Minkowski. El problema aparece cuando hablamos del dngulo entre dos
vectores, porque el dngulo no necesariamente esta definido para todo par de vectores
de una curva vy : I — ]E‘Z’ Este es el caso si, por ejemplo, la curva es tipo luz. En
otros casos también pueden ocurrir problemas cuando el eje es tipo tiempo (tipo
espacio) y la curva es tipo espacio (tipo tiempo). Incluso en el caso cuando el eje
y la curva son tipo tiempo, las direcciones del eje y el vector tangente pueden no
estar en el mismo cono de tiempo. Por estas razones, siguiendo a R. Lépez [L614],
ampliamos la nocién de hélice en el espacio de Lorentz-Minkowski como sigue.

Definicién 4.1. Una curva parametrizada, regular, v : I — E?, es una hélice general
si existe un vector v € E} —{0} tal que la funcién (t(¢),v) es constante. Cualquier
recta paralela a esta direccion v se llama eje de la hélice.

Definicién 4.2. Sea v : I — E? una curva parametrizada, regular, y sea t(t) su
vector tangente en cada punto t. Si el vector tangente t(¢) es unitario y lo colocamos
en el origen, este describe una curva t : I — E? que llamamos indicatriz tangente
de 7.
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Si la indicatriz tangente de una hélice general 7 es t(t) = (2'(t),y/(t), 2'(t)) y un
eje de la hélice es v = (a,b, —c), con a, b, ¢ € R, entonces tenemos

(t(t), v) = ax'(t) + by (t) + c2'(t) = const.,

es decir, la indicatriz tangente yace en un plano bidimensional. Si la hélice es tipo
espacio o tipo tiempo, es decir, si el vector tangente unitario t(t) es tipo espacio
o tipo tiempo para todo t, entonces la indicatriz tangente yace en la pseudoesfera
(hiperboloide de una hoja) o en el espacio hiperbdlico (hiperboloide de dos hojas) de
radio uno, respectivamente. En otras palabras, la indicatriz tangente de una hélice
no nula yace en una seccion plana de un hiperboloide unitario de una hoja o de dos
hojas, dependiendo de su naturaleza causal. Esto caracteriza las hélices generales en
el espacio de Minkowski.

Definicién 4.3. Una hélice general es no degenerada si su eje es no nulo (tipo
espacio o tipo tiempo). Y es degenerada si su eje es tipo luz o nulo.

Es claro que una linea recta y una curva plana son hélices con respecto a cual-
quier vector ortogonal al plano que la contiene. En lo que sigue descartamos ambas
situaciones por ser casos poco interesantes. Nuestro primer resultado es un teorema
tipo Lancret para curvas de Frenet.

Teorema 4.1 (Lancret). Sea v : [ — E? una curva de Frenet. Entonces 7 es una
hélice si y solo si el cociente 7/k es una funcién constante.

La prueba de este resultado es andloga a la del caso euclidiano (cf. [BL16,dC17,
Kiul5]), de manera que podemos omitirla y vamos a analizar lo que sucede en los
demas casos, para curvas que no son de Frenet.

Teorema 4.2. a) Toda curva tipo espacio con vector normal tipo luz es una hélice.
b) Una curva tipo luz es una hélice si y solo si su pseudotorsion es constante.

Prueba. La prueba sigue los pasos de la prueba euclidiana. Para probar la parte
(a), sea y una curva tipo espacio con vector normal n tipo luz. Buscamos un vector
v # 0 y una constante a tales que (t(t),v) = a. Al derivar (t(¢),v) obtenemos
(n(t),v) = 0. Dado que n(t) es tipo luz y t(t) es tipo espacio, existe una funcién
b(t) tal que v = at(t) + b(t)n(t). Derivando de nuevo y usando las ecuaciones de
Frenet (3.7), tenemos

v/ = at'(t) + ¥(H)n(t) + b(em'(1
= 0= (as' + (1) + <>m<>>n
) =

= as’ + V' (t) + b(t)s'T(¢ (4.1)

La ecuacién (4.1) nos dice que cualquier curva tipo espacio con vector normal tipo
luz es una hélice, porque siempre existe el vector v = at(t) + b(t)n(t), donde a € R
y b(t) satisfacen la ecuacion diferencial ordinaria (4.1). Hay que subrayar que las
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ecuaciones de Frenet implican que v # 0 es un vector fijo porque v/ = 0. Por tanto,
~ es una hélice.

Para probar la parte (b), sea y una curva tipo luz y supongamos que es una hélice.
Entonces existen un vector v # 0 y una constante a tales que (t(¢), v) = a. Al derivar
(t(t),v), obtenemos (n(t),v) = 0. Como t(t) es tipo luz, existe una funcién b(t) tal
que v = b(t)t(t) — ab(t). Derivando de nuevo, y usando las ecuaciones de Frenet
(3.8), se sigue

v =V (t)t(t) + b(t)t'(t) — ab(t)
= 0="0(t)t(t) + b(t)s'n(t) — as'T(t)n(t)
= b'(t)t(t) + ' (b(t) — ar(t))n(t) =0 (4.2)

Si comparamos las componentes en t y en n de la ecuacién (4.2), se sigue que t/'(t) = 0
y b(t) —ar(t) = 0, es decir, b(t) es una funcién constante y la pseudotorsién 7 = b/a,
a # 0, también es una funcién constante. El caso a = 0 no puede ocurrir, porque si
a = 0, tendriamos v = 0.

Para ver que cualquier curva tipo luz con pseudotorsion 7 constante es una hélice,
tomamos cualquier constante a # 0 y consideramos la constante b = a7. Entonces,
para el vector v = bt — ab, que no depende de ¢, tenemos

(t(), v) = (b(t), bt (t) — ab(t))
= D(6)-4(T]) + a ((t), b(1))

)

es decir, v es un eje de la curva y la curva es una hélice. Q. E. D.

Un corolario inmediato de los dos teoremas anteriores es que para una hélice
no degenerada tenemos xk = c7, mientras que para una hélice degenerada tenemos
k = £+7. Probablemente, las curvas mas estudiadas en el espacio de Minkowski son

las hélices, cf. [SABAA20, BDFI11, Fer04, FGLO1].

§4.2 Curvas de Bertrand

Asi como la evoluta de una curva involucra su curvatura, a una curva dada
se le puede asociar cierta curva descrita en términos de su curvatura y su torsion
conectadas mediante una ecuacion afin no lineal. En el caso euclidiano, estas curvas
se llaman curvas de Bertrand, se definen como curvas con la misma recta normal.
Su principal caracteristica es que la distancia entre dos puntos correspondientes a lo
largo de la recta normal comin es constante, y el dngulo formado por las tangentes
correspondientes es constante. Queremos adaptar esta nocién para las curvas en el
espacio de Minkowski, pero tal como nos pasaba con las hélices, tenemos problemas
cuando hablamos del dngulo entre dos vectores. Es por eso que vamos a evitar hablar
de angulos. También vamos a evitar las curvas tipo espacio con vector normal tipo
luz y las curvas tipo luz porque no tienen curvatura definida.
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Definicién 4.4. Sea v : I — E? una curva de Frenet, regular, parametrizada, con
k(t) # 0y 7(t) # 0 para t € I. La curva (t) se llama curva de Bertrand si existe
otra curva 3 : I — E? tal que las rectas normales de (t) y 3(t) son iguales en todo
t € I. La curva B(t) se llama companera de Bertrand de ~(t).

Las principales propiedades de las curvas de Bertrand son las siguientes.

Proposicién 4.1. a) Siy: [ — E? es una curva de Bertrand y 8 es su compafera
de Bertrand, entonces podemos escribir

B(t) = v(t) +rn(t), para alguna constante 7.
b) v es una curva de Bertrand si y solo si existe una combinacién lineal
ak(t) +br(t) =1, paratodot € I,

donde a y b son constantes distintas de cero, k(t) es la curvatura y 7(t) = const. es
la torsiéon de ~.

c¢) Una curva 7 tiene més de una companera de Bertrand si y solo si v es una hélice
circular. Si este es el caso, hay una infinidad de companeras de Bertrand de 7.

Prueba. La parte (a) se sigue directamente de la definicién 4.4, pues si y(t) es una
curva de Bertrand y [(t) su companera, las rectas normales de 7(t) y B(t) son
iguales. Entonces, 5(t) es un punto en la recta normal de (t) para todo t:

Bt) = () +rt)n(t).

Para demostrar que 7(t) es una funcién constante, derivamos una vez:

()

Y'(E) + ' (On(t) + r(t)n'(1)
s () (1 — ee,r(t)r(t)) t(t) + ' (O)n(t) + s (&)r ()7 (t)b(1).

Como ['(t) es tangente a [(t) y las rectas normales de y(t) y £(t) son iguales, sin
escribir la dependencia de t, se tiene

0=(f,n)=5'(1- EtEnTli)M_|_ ' (n,n) + S,T‘TM

=7 (t)=0 = r(t) = const.

Para la parte (b), supongamos primero que 7(¢) es una curva de Bertrand con
funcion de curvatura x(t) # 0 y funcién de torsién 7 # 0 constante. Entonces, segin
la parte (a), la companera de Bertrand de v se puede escribir como

p(t) =~(t) + (),

para alguna constante r € R, y su derivada es

B(t) = ') (1 — erenrr(t)) 8(t) + ('(t)r7(t))b(2).
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De nuevo, dado que §'(t) es tangente a (t) y como las rectas normales de () y
[(t) son iguales, para la derivada del producto de los vectores tangentes tenemos

d
el = (t 0
o ¢ ) = (WA + (L841)) =
= (t(t ) (t)) = const.
= §'(t)(1 — ee€,rk(t))e, = const.
1 — e rr(t
N €r€nTR(t) 0
7(t)
para alguna constante b. De aqui se sigue directamente que
ak(t) +br(t) =1
donde a = ¢€,r es una constantes distinta de cero.

Para probar la necesidad, suponemos vélida la ecuacién ax(t) +b7(t) = 1 y hay que
demostrar que

B(t) = () + r(t),
es una companera de Bertrand de v, donde r = ¢,€,a es una constante. Podemos
reescribir la derivada de §(t) en términos de las constantes r y 70 = 1 — €€, 7k(t):

p(t) = ') (1 — eenrs(t) t(t) + (s'(t)r7(2))b(t)
= §'(t)7(bt(¢t) + rb(1)).
El vector tangente unitario de 5(t) es
~pB(t) bt(t) +rb(t)
O =T

ts(?)

La derivada del vector tg(t) es
bt'(t) +rb'(t)  s'(t)(br(t) + erT(t))

t(t) = =
? V|0 — €1 \/ |02 — €r?|

y asi, ng(t) también es un multiplo escalar de n(t). Por lo tanto, las rectas normales
de v(t) y B(t) coinciden en cada punto t.

Para demostrar la parte (c) de la proposicién, primero suponemos que () tiene
mas de una companera de Bertrand, digamos 3(t) y «(t), para las cuales se tiene

ak(t) +br(t) =1 y ck(t) +dr(t) =1,

respectivamente, segin la parte (a). Resolviendo estas ecuaciones para k(t) y 7(¢)
encontramos que ambas funciones son constantes y, en consecuencia, y(t) es una
hélice circular. Sabemos que el sistema tiene solucién porque si su determinante se
anula, las curvas 3(t) y «(t) son iguales.

Reciprocamente, si () es una hélice circular, entonces (t) y 7(t) son constantes.
Basta tomar cualquier combinacién lineal ax(t) 4+ br(t) = 1, con constantes a, b # 0,
para probar que (t) es una curva de Bertrand, segin la parte (b). De hecho, toda
combinacion lineal de este tipo nos da una curva de Bertrand distinta y, por lo tanto,
~(t) tiene una infinidad de curvas de Bertrand. Q. E. D.

n(t),
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§4.3 Propiedades globales de las curvas planas

La mayoria de las propiedades de las curvas que hemos estudiado hasta ahora se
denominan propiedades locales. Por definicién, una propiedad local de una curva (o
superficie) es una propiedad que esta relacionada con un punto de la curva en funcién
de la informacion contenida solo en una vecindad de ese punto. Por el contrario,
las propiedades globales se refieren a los atributos de la curva en su conjunto. La
longitud del arco y la pseudolongitud del arco de una curva son las tinicas nociones
que hemos introducido que se podrian considerar propiedades globales.

Hablando intuitivamente, las propiedades locales de una curva en un punto impli-
can derivadas de las ecuaciones paramétricas en una vecindad de ese punto, mientras
que las propiedades globales se ocupan de integrales a lo largo de la curva y de las
propiedades topolégicas y geométricas de la ubicacion y de la situaciéon de la curva
en el espacio. En otras palabras, las propiedades globales de las curvas son propie-
dades que involucran a la curva como un todo, en contraste con las propiedades
locales que se definen en la vecindad de un punto de la curva. Algunas pruebas
de algunas propiedades globales se basan en teoremas de topologia, por lo que se
pueden consultar algunas referencias clésicas como M. A. Armstrong [Arm97] y R.
Engelking [Eng89].

Definicién 4.5. Una curva parametrizada C es cerrada si existe una parametrizacion
7 : [a,b] — E} de C tal que v(a) = v(b). Una curva cerrada es de clase C* si, ademas,

todas las derivadas (laterales) de vy en a y en b son iguales y de orden i =0, 1,. .., k.
En otras palabras, si como derivadas laterales tenemos
V(@) =701), "(@=7"0), ... "W(a)=1P).

La nocién de derivada lateral izquierda y derecha de funciones reales se extiende
naturalmente a las curvas parametrizadas. Las condiciones sobre las derivadas de v
en la definicién anterior parecen incémodas, pero con ellas queremos establecer el
hecho de que la funcién vectorial v se comporta de manera idéntica en a y en b. Un
enfoque més topolégico implica el uso de un circulo S* en lugar de un intervalo como
dominio para el mapeo 7. Definimos un cérculo topoldgico S* como el conjunto 0, 1]
con los puntos 0 y 1 identificados. La topologfa de S! es la topologia de identificacién,
que en este caso significa que una vecindad abierta U de p contiene, para algtin € > 0,
los subconjuntos

(p—€,p+e)cone<min{p,1—p}, sip#0,
[0,e) U (1 —¢,1], sip=0(=1).

Entonces, decimos que una curva C es cerrada si existe una funcién continua y
sobreyectiva ¢ : S — C. Utilizando este lenguaje, decimos que una curva cerrada C
es simple si existe una biyeccién ¢ : S' — C que es continua y tal que ¢~ también
es continua. En términos de parametrizaciones tenemos lo siguiente.
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Definicién 4.6. Una curva C es simple si existe una parametrizacién v : I — E?
de C tal que 7 es una funcion inyectiva. Una curva cerrada C es simple si existe una
parametrizacién v : [a,b] — E? de C tal que y(t;) = 7(t3) solo cuando t; = a y
ty = b, con t; < to.

Segiin estas definiciones, una curva cerrada « : I — E? es una curva parametri-
zada por funciones coordenadas periddicas. Si la curva es regular, existe un valor
minimo 7" > 0 tal que (¢t + T') = v(t). En particular, la traza de -y es un conjunto
compacto. Si una curva no es simple, intuitivamente pensamos que la curva se corta
a si misma. Diremos que una curva C tiene una autointerseccion en un punto P € C
si para toda parametrizaciéon vy : I — E? de C existen ¢; # t, que no son puntos
extremos de I, tales que

v(t) = P =(t2).

Vamos a ver que la naturaleza causal de una curva en E? impone restricciones a
las curvas cerradas, y en particular a las curvas planas.

Teorema 4.3. No hay curvas cerradas en E? que sean tipo tiempo o tipo luz.

Prueba. Supongamos que la curva v : I — E? es cerrada y estd parametrizada por
funciones coordenadas periédicas como

Debido a que la funcién coordenada z = z(t) es periddica, existe t = to donde z()
alcanza un maximo, es decir que 2'(¢y) = 0. Entonces

(7'(to), 7' (to)) = 2" (to) + " (to) = 0. (4.3)

Esto es una contradiccién si 7y es tipo tiempo. Pero si 7 es tipo luz, entonces la ecua-
cién (4.3) implica que z'(ty) = ¥/'(tp) = 0, y por lo tanto 7'(ty) = 0. En particular,
~(t) no seria regular en t = ty: esto contradice el hecho de que las curvas tipo luz
siempre son regulares. Asi, probamos que (¢) no puede ser ni tipo tiempo ni tipo

luz. Q. E. D.

Dado que solo puede pasar que una curva cerrada vy sea tipo espacio, llegamos a
la conclusion de que no existe una teoria de curvas cerradas tipo tiempo o tipo luz.
Ademas, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.4. Sea v : [ — Ei’ una curva regular, cerrada, contenida en un plano
bidimensional P. Si 7 es tipo espacio, entonces P es un plano bidimensional tipo
espacio.

Prueba. Supongamos que P no es un plano tipo espacio. Entonces P es un plano
tipo tiempo o tipo luz.
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Caso 1. Supongamos que el plano P es tipo tiempo. Después de aplicar un mo-
vimiento rigido de E}, podemos suponer que P es el plano con ecuacién z = 0.
Entonces la curva esta parametrizada como

() = (0,y(t), 2(1))-

Dado que la funcién coordenada y : R — R es periddica, alcanza un méaximo en
algin punto ¢ = to. En consecuencia, y/'(ty) =0y

v (to) = (0,0, 2'(to)).

Como 7 es regular, z/(tg) # 0, y esto implica que ¥(t) es una curva tipo tiempo en
t = tg, porque (v (to), 7 (to)) = —2"*(tp) < 0. Esto contradice la propiedad de ~ de
ser tipo espacio. Por tanto, P no puede ser tipo tiempo.

Caso 2. Supongamos que el plano P es tipo luz. Después de aplicar un movimiento
rigido de Ei’, podemos suponer que P es el plano con ecuacion y — z = 0. Entonces
la curva estd parametrizada como

(1) = (2(t),y(), y(1)).

De nuevo, dado que la funcién coordenada z : R — R es periddica, alcanza un
maximo en algin punto t = tg, es decir, 2/(tg) =0y

Y (to) = (0,4 (t0), ¥/ (t0))-

Nuevamente, 3/(ty) # 0 por la regularidad de 7, pero esto implica que (to) es
tipo luz en t = tg, porque (v (to),7 (t0)) = y?(to) — y*(tp) = 0. Esto contradice la
propiedad de v de ser tipo espacio. Por tanto, P no puede ser tipo luz.

De la discusion anterior, llegamos a la conclusion de que P es necesariamente un
plano tipo espacio. Q. E. D.

Por lo tanto, y después de aplicar una isometria, una curva plana, cerrada, tipo
espacio es una curva cerrada en un plano euclidiano, E. Esto significa que la teoria
de curvas planas, cerradas (tipo espacio) en el espacio de Minkowski es la misma que
la teoria de curvas cerradas en el plano euclidiano. Hay varios resultados globales
clasicos muy importantes, por ejemplo el teorema de Jordan, el teorema de Green, el
teorema del indice (de rotacién), el teorema de las tangentes rotantes, la desigualdad
isoperimétrica, y el teorema de los cuatro vértices (cf. [AT12,BL16, Apo69]).

§4.4 Propiedades globales de las curvas espaciales

Como antes, las propiedades globales de las curvas son propiedades que involu-
cran a la curva como un todo, en contraste con las propiedades que se definen en la
vecindad de un punto de la curva. Las curvas en el espacio exhiben nuevos tipos de
propiedades globales, como la propiedad de anudacién caracterizada por el teorema
de Fary-Milnor.
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Del mismo modo que definimos la indicatriz tangente (cf. definicién 4.2) de una
curva espacial v : I — E* podemos definir la indicatriz normal n : I — E* y la
indicatriz binormal b : I — E* como las curvas espaciales generadas por los vectores
normal y binormal, respectivamente. Dependiendo de la forma de +, las indicatrices
pueden cambiar de velocidad, detenerse y retroceder, etc. No obstante, podemos
utilizar la teoria de curvas que hemos desarrollado para estudiarlas.

Dado que los vectores del marco de Frenet de las curvas de Frenet son de longitud
1, las indicatrices de las curvas de Frenet son curvas que yacen en la pseudoesfera
unitaria o espacio de Sitter (si son tipo espacio), o yacen en una hoja del espacio
hiperbdlico unitario (si son tipo tiempo). Si alguna de las indicatrices es tipo luz,
yace en el cono de luz. Para las curvas planas tenemos que las indicatrices yacen en
los circulos de Lorentz o en el cono de luz. En contraste con las curvas planas, hay
mas posibilidades para curvas en un hiperboloide unitario (de una o de dos hojas)
que para curvas en un circulo de Lorentz.

Definicién 4.7. La curvatura total de una curva C, regular, cerrada, parametrizada
por 7 : [a,b] — E, se define como

/C/fds = /ab k(t)s'(t)dt.

Esta integral es un niimero real no negativo ya que x(t), s'(t) > 0.

Para curvas de Frenet tenemos t' = s'kn, entonces la rapidez ||t'|| de la indicatriz
tangente es igual a s'(t)k(t). Por lo tanto, la curvatura total de una curva de Frenet
v, es igual a la longitud de la indicatriz tangente. Ademas, es claro que la indicatriz
tangente tiene un punto critico en cada punto donde k(t) = 0. Para las curvas que
no son de Frenet, tenemos simplemente t'(¢) = s'n, donde s es la (pseudo) longitud
de arco. Esto es asi porque no es posible definir la curvatura, y en consecuencia, no
hay curvatura total definida.

Los teoremas globales més interesantes, como en el caso euclidiano, tienen que
ver con curvas cerradas. Sin embargo, en el espacio de Minkowski las tinicas curvas
cerradas son las curvas tipo espacio. De manera que cabe esperar que las propiedades
globales méas interesantes de curvas espaciales tendrian que ver con las curvas tipo
espacio, como versiones del teorema de Fenchel (que da un limite superior para la
curvatura total) o del teorema de Fary-Milnor (que da una relacién entre una curva
anudada y la curvatura de una curva espacial).

Para extender estos bonitos resultados al espacio de Minkowski, es crucial encon-
trar las condiciones adecuadas que deben satisfacer las curvas cerradas. Por ejemplo,
N. Ye, et. al. [YMW16], consideran solo las curvas 7(t) cuyo vector tangente t(¢) y
vector de curvatura xkn generan un plano bidimensional tipo espacio en cada punto
de y(t). Estas curvas no solo son curvas tipo espacio, sino que también tienen planos
osculadores tipo espacio en cada punto. En particular, no se permiten puntos de
inflexion donde la curvatura sea nula, y entonces podemos suponer que la curvatura
es siempre positiva. Bajo estas condiciones se prueban los siguientes resultados.
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Teorema 4.5 (Fenchel). Sea v : I — EJ una curva cerrada, de indice 1, tipo
espacio, con k > 0y tal que P = gen{t, xn} es un plano bidimensional tipo espacio
en cada punto de ~y(t). Entonces, la curvatura total satisface

/ kds < 2.
.

La igualdad se da si y solo si v es una curva plana convexa.

A diferencia de lo que ocurre en el espacio euclidiano, en el espacio de Minkowski
existe una nocién bien definida de indice para curvas cerradas tipo espacio. El indice
I es el nimero de vueltas que la indicatriz tangente da alrededor de la pseudoesfera
de Sitter y tiene un valor entero. En el caso especial de I = 1, la curva cerrada gira
alrededor de un eje tipo tiempo exactamente una vuelta. N. Ye, et. al. [YMW16]
observan que la curvatura total de curvas cerradas con indice I > 2 puede ser
arbitrariamente grande, como en la concha de almeja. Cuando la curva es ain mas
complicada, no solo porque su indice es I > 1, pero su situacién en el espacio es mas
complicada (por ejemplo el nudo de trébol y otros nudos no triviales), tenemos la
siguiente extension del teorema de Fary-Milnor.

(a) Nudo de trébol (b) Concha de almeja

Teorema 4.6 (Fary-Milnor). Sea v : I — E? una curva tipo espacio, de indice
I =2, con k> 0y tal que P = gen{t,xn} es un plano bidimensional tipo espacio
en cada punto de y(t). Entonces, si 7(f) no es un nudo trivial, la curvatura total
satisface

/ kds < 4.

g

Observamos que la diferencia principal entre estos resultados y sus analogos
euclidianos es que el sentido de la desigualdad esta invertido.

§4.5 Curvas en dimensiones superiores

Hasta este punto, hemos estudiado las curvas en el plano de Minkowski IE% y en
el espacio de Minkowski ]E‘Z’ con énfasis en las nociones de velocidad, aceleracion,
rapidez, curvatura y (pseudo) torsién y presentamos los marcos (ortonormales) na-
turales (de Frenet) ligados a una curva en cada punto, a saber, el marco (t,n) para
una curva regular plana, y el marco (t,n,b) para una curva regular espacial de clase
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C?. En esta seccién generalizamos una serie de definiciones y teoremas sobre curvas
y superficies para el espacio de Minkowski n-dimensional, E7.

Muchas de las propiedades y definiciones locales tienen generalizaciones inme-
diatas muy naturales a curvas v : [ — E} en el espacio de Minkowski n-dimensional
E! parametrizadas por

1(t) = (2:1(1), 22(1), .., (1)),

como los conceptos de velocidad, ~'(t), rapidez, s'(t) = ||7/(t)||, (pseudo) longitud de
arco, s(t), aceleracion, v"(t), parametrizacion regular, etc.
En cualquier punto regular t = tg, el vector tangente unitario se define como

7/(t0> : /
t(to) = 77> st 1Y (o)l # 0,
|1y (to)l
Esta claro que el vector tangente unitario no esta definido para un valor t = ¢ si
v no es diferenciable en ty o si ||/ (t9)|| = 0. Cuando ||7/(¢o)|| = 0 (para las curvas

tipo luz), simplemente hacemos t(ty) = v/ (to).

Para generalizar nuestra teorfa de curvas en el espacio E?, a curvas en E?, tenemos
que generalizar el producto cruz para n — 1 vectores. Esto se puede lograr haciendo
uso de determinantes (cf. [New19, §8.4]):

€1€1 €n€n
vi v}
Vi X XV = | .
1 n
Un—1 Un-1
donde (€1, ...,¢€,) es la signatura de una base ortonormal (ey,...,e,) de El.

Como cualquier funcién vectorial de norma constante F : I — [E satisface
(F(t),F(t)) = const., después de derivar esta expresion, para todo t € I tenemos

2(F'(t),F(t)) =0 = F(t) LF(). (4.4)

Por tanto, si existe la derivada, t'(¢) es perpendicular a t(t), aunque t'(¢) no es
necesariamente de longitud unitaria.

Supongamos que 7y : I — E} es una curva parametrizada, regular, de clase C?
tal que [|7/(t)|| # 0 para todo t € I, con 1 < i < n. Definimos implicitamente la
primera curvatura k1(t) de v(t) como la tinica funcién no negativa tal que

t'(t) = ' (t)r () (2),

donde ny(t) es una funcién vectorial de norma constante. Esta definicién implicita
podria no producir un vector bien definido en n;(ty) si k1(ty) = 0, es decir, si
t'(ty) = 0. Este problema puede remediarse si t'(t) # 0 para 0 < [t — to| < 0, para
algun 0 positivo. En este caso, n;(t) es una funcion vectorial continua y bien definida
en la «esfera unitaria», para 0 < |t — to| < 0. Entonces, se puede asignar un valor a



§4.5. Curvas en dimensiones superiores 71

n; (tp) extendiendo n,(¢) por continuidad. Por otro lado, si £1(t) = 0 en un intervalo
de t, entonces para los puntos en este intervalo la funcién vectorial n;(t) no esté
definida. Al igual que con las curvas en E?, asumiendo que existen las derivadas,
tenemos
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La funcién vectorial n; (¢) se denomina primera funcion normal (principal) o simple-
mente primera normal. Como consideramos derivadas superiores de ~y(t) con respecto
a este tipo de descomposicion, necesitamos dar sentido a la derivada de n;(t) y a
las derivadas de funciones vectoriales subsiguientes que surgen de manera similar.

Consideremos dos funciones vectoriales F(t) y G(t) de norma constante con el
mismo intervalo I como dominio. Si estas funciones son perpendiculares entre si en
todas partes, es decir (F(t), G(t)) = 0, entonces para todo t € I, tenemos

(F'(1), G(1)) = — (F(1), G'(1)) - (4.5)

Ahora, consideremos la funcién vectorial n/(t). De la ecuaciéon (4.4) tenemos
(n{(t),ny(t)) = 0y de la ecuacion (4.5) se sigue

(my (1), 6()) = —exs'(t)ra(t),

donde €; = (ny(t),n;(t)). Si n > 3, definimos implicitamente la seqgunda curvatura
ko de y(t) como la tinica funcién no negativa sy : I — R tal que

(1) = —eer8 () (Ob(E) + 8 (E)ka(t)na(8),

para alguna funcién vectorial unitaria ny(t) que es perpendicular tanto a t como a
n;. Siempre que kq(t) no sea cero, ny(t) estd bien definida y se denomina segunda
funcion normal (principal) o simplemente seqgunda normal.

Al repetir este proceso, definimos recursivamente la i-ésima funcion de curvatura,
ki, v la i-ésima normal asociada, n;, para 1 <7 <n — 1, como

n;(t) = —€ 168 (O)ki(t)n_1(t) + ' () ki ()01 (1),

donde €; := (n;(t),n;(t)) paral <i<n-—1y

mi(t),t(t)y =0, ..., (ni(t),n_1(t)) = —s )i, ..., (ni(t), n,(t)) =0.
Sin embargo, se hace una excepcién para la curvatura k,_; y la normal n,_;.
Al definir t,ny, ..., n,_; como acabamos de indicar, establecemos un conjunto orto-

normal de vectores unitarios. Por construccion, la n-tupla de vectores organizados
en una matriz como

Aty = [t(t) m(t) -+ nu(D)] (4.6)
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define una matriz ortogonal. Las matrices ortogonales pueden tener un determinante
que sea 1 o —1. Dados los vectores t,ny, ..., n, o, junto con la condicién de que A(t)
sea ortogonal, nos quedan exactamente dos posibilidades para n, ;. Para facilitar
los célculos, es deseable que A(t) sea una matriz ortogonal positiva, es decir, que
satisfaga det A(t) = 1. Por lo tanto, con el requisito de que det A(t) =1, el (n — 1)-
ésimo vector normal n,,_; se determina univocamente a partir de los n — 1 vectores
t,ny,...,n, o . Sin embargo, debido a que usamos t,ny,...,n,_» para determinar
n, 1, no podemos definir la funcién de curvatura (n — 1)-ésima, £,_1(t), como una
funciéon no negativa.

A la n-tupla de funciones vectoriales (t(t),n;(¢),...,n, 1(t)) como se construyé
arriba la llamamos marco de Frenet de v(t). Al igual que con las ecuaciones (2.18) y
(3.9), podemos resumir las derivadas de los vectores del marco de Frenet mediante
la ecuacién matricial

[0 —ee8'Ky 0 e 0 0 |
s'ky 0 —€1698' Ky -+ 0 0
Alt) = A(t) | - : : RPN : , (47
0 0 0 e 0 —€1—92€n_15 Kn_1
| 0 0 0 R 0 |

donde A(t) es la matriz ortogonal positiva definida en la ecuacion (4.6). A las curvas
que satisfacen la ecuacion (4.7) las llamamos curvas de Frenet.

La ecuacion (3.16) que nos da una férmula para la curvatura de una curva espacial
se basé en tomar el producto cruz de los vectores 7/(t) y +"(t). Podemos proceder
de la misma manera en E}', para n > 3, pero en ocasiones es mas eficiente usar otra
férmula para 1 (t). Como tenemos

,7/ — Slt y 7// — S”t + S/2K1n1’
y dado que la férmula (3.16) contiene el factor ||y x 4”||, nos inspira a considerar
el siguiente célculo:

2

) " €S €8's"

/ "
||7 Xy || = "or "o = ;o "2 4,2
LY A" €SS €587+ €18 K]
2 / 2
= 5% 2—1—66136&% §?s"
/
= €t€1S 6:"{,%

Esto nos conduce a la siguiente formula para la primera curvatura:

1
= wJ

donde B(t) es la matriz [7’ t) +" (t)] de n x 2. Para probar la férmula més general,

07 )
<,y//’ ,.yl> <,y//’ ,.y//>

€t€1

\ e (BTGB |

debemos usar la férmula de Cauchy-Binet que se puede ver en S. C. Newman [New19,
§2.4]. Definimos [m] = {1,2,...,m}. Si M es una matriz de n x my S C [n] y
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S’ C [m], usamos la notacién Mg g para representar la submatriz que consta de
las entradas a;; con renglones ¢ tomados del conjunto S y columnas j tomadas del
conjunto S’. De esta manera, si A es una matriz de m X n y B una matriz de n X m,
con m < n, entonces

det(AB) = > det (Apys) det (Bspm) - (4.8)
SCln], |S|=m

Con la férmula de Cauchy-Binet (4.8) podemos calcular de manera inductiva
féormulas para las funciones de curvatura de una curva de Frenet v : I — ET,
parametrizada, regular, de clase C™. Para cualquier entero m con 1 < m < n,
definimos la matriz B,,(t) = ('y’ (t) ~"(t) ---fy(m)> con columnas dadas par las
derivadas de la curva. Entonces si 1 < m < n — 2, tenemos

§mADMID/2 ¢y em () =L (f) g, (E) = \/det (Bt (t) B (1)) (4.9)
y para la (n — 1)-ésima funcién de curvatura k,_1(t), tenemos
D) R - e (8) = det (B (1) (4.10)

Las ecuaciones (4.9)-(4.10) nos dan férmulas recursivas para las curvaturas supe-
riores y, en consecuencia, es un ejercicio sencillo, aunque a veces tedioso, calcular las
funciones de curvatura de una curva parametrizada en E'. También hay que notar
que estas ecuaciones generalizan directamente la formula (2.11) de la curvatura de
una curva plana, la formula (3.16) de la curvatura de una curva espacial y la férmula
(3.18) de la torsién de una curva espacial. Con estas ecuaciones también se puede
mostrar que las funciones de curvatura son invariantes bajo una reparametrizacion
de orientacién positiva, pero bajo una reparametrizacion de orientacién negativa las
curvaturas kq(t), ka(t), ..., k,_2(t) permanecen invariantes y x,_; cambia de signo
segin la regla dada por K,,—1(t) = (—1)"Kkn_1(t).

Siguiendo la teoria local de curvas planas y curvas espaciales como se desarrolld
anteriormente, para las curvas en E} podemos considerar k-planos osculadores y
k-«esferas» osculatrices, donde k es cualquier niimero entero con 1 < k < n — 1.
Definimos el k-plano osculador de una curva v : [ — E" parametrizada, regular,
de clase C™, como el k-plano que pasa por el punto y(tg) y estd generado por los
vectores t(to), ny(to), ..., ng_1(fo). Notemos que la recta osculatriz a una curva en
un punto es simplemente la recta tangente. Llamamos k-esfera en E} a cualquier
esfera» k-dimensional en un plano (k + 1)-dimensional en ET. Tengamos en cuenta
que en esta indexacién, un circulo de Lorentz es una l-esfera (en un 2-plano), la
pseudoesfera o espacio de Sitter y el espacio hiperbdlico son una 2-esfera (en un
3-plano), y asi sucesivamente. Una curva en E! yace en un plano k-dimensional (4.
e. un subespacio de EY de la forma p+ V', donde V' es un subespacio k-dimensional)
si y solo si kg(s) =+ = kp_1(s) = 0.

El teorema fundamental de las curvas espaciales de Frenet se extiende natural-
mente al caso de n dimensiones. La prueba de esta generalizacién no implica ninguna
nueva estrategia, por lo que podemos omitirla.



74 CAPITULO 4. MISCELANEA DE VARIOS RESULTADOS DE CURVAS

Teorema 4.7 (Teorema fundamental de las curvas de Frenet). Sean v, :
I — EY dos curvas regulares, que tienen marcos de Frenet de la misma naturaleza
causal, con funciones de curvatura x1($), ..., k,—1(s). Entonces existe un movimiento
rigido M de E} que mapea una curva en otra, es decir f = M o 7.

Por la misma razén que en el caso de las curvas espaciales, llamamos a la (n—1)-
tupla de funciones de curvatura (k1(s), k2(S),...,Kkn_1(8)) las ecuaciones naturales
de la curva en EJ.
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