UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

(k,I,H)-nacleos en digraficas H-coloreadas

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTOR EN CIENCIAS

PRESENTA:
GERARDO MIGUEL TECPA GALVAN

DIRECTORA DE LA TESIS
DRA. HORTENSIA GALEANA SANCHEZ, INSTITUTO DE MATEMATICAS UNAM

MIEMBROS DEL COMITE TUTOR

DR. HUGO ALBERTO RINCON MEJIA, FACULTAD DE CIENCIAS UNAM
DRA. MARIA DEL ROCIO SANCHEZ LOPEZ, FACULTAD DE CIENCIAS UNAM

CIUDAD DE MEXICO, AGOSTO 2022.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Prefacio

En este trabajo de investigacién se abordan temas especializados en digraficas, por lo que se recomienda
tener algunas nociones en Teoria de Graficas. Sin embargo, dedicaremos el primer capitulo para presentar algunos
conceptos y resultados que utilizaremos en este trabajo con la intencién de que éste sea autocontenido.

El segundo capitulo consta del contexto histérico general de los conceptos y resultados referentes a nicleos
en digraficas, dentro de los que se incluyen nicleos usuales, (k,[)-nacleos, nicleos monocromaticos, nicleos
alternantes y H-nucleos.

El tercer capitulo se centra en la introduccién y estudio de un concepto nuevo en digraficas H-coloreadas:
las digraficas .77-pancromaticas. Se exhiben algunas familias de digraficas .77-pancromaticas, y se muestra
que la propiedad de ser ##-pancromatica se preserva bajo algunas operaciones en digraficas. Los resultados
presentados en este capitulo fueron expuestos en el 18th Workshop on Graph Theory Colourings,
Independence and Domination 2019, realizado en Piechowice, Polonia, y actualmente se encuentran
publicados en el articulo J7-panchromatic digraphs en la revista AKCE International Journal of
Graphs and Combinatorics.

En el cuarto capitulo se introduce un nuevo tipo de nicleo en digraficas H-coloreadas, a los que llamados
(k, 1, H)-nucleos, los cuales son una generalizacién de diversos tipos previos de nicleos, como lo son los nicleos
usuales, los nacleos por trayectorias monocromaticas, los nicleos por trayectorias alternantes, H-nicleos y
(k,1)-ntcleos. En este capitulo se presentan algunos resultados preliminares y generales de la existencia de este
tipo de nacleo. Sin embargo, debido a la dificultad de encontrar condiciones necesarias para la existencia de
ellos, serd necesario el introducir algunas estructuras auxiliares, como lo son las particiones en H-clases y la
digrafica de H-clases.

En el quinto capitulo se trabaja con una extensién de algunos resultados clasicos de nicleos pero en términos
de los (k,l, H)-nicleos, como lo son el teorema de Richardson y el teorema de Kwasnik. En este capitulo
explotaremos las propiedades de la digrafica de H-clases para poder encontrar condiciones suficientes que nos
garanticen la existencia de (k, [, H)-nucleos. Los resultados presentados en este capitulo seran enviados
a una revista de investigacién bajo el nombre del articulo Richardson’s Theorem for (k, H)-kernels

in H-colored digraphs.



En el sexto capitulo se desarrollan resultados similares a los del cuarto capitulo, pero con una visiéon mas
general. Nuevamente la herramienta principal sera la digrafica de H-clases, pero en ocasién se abordara la
siguiente idea: si la digrafica de H-clases tiene un (k,1)-nicleo, jqué condiciones son suficientes para garantizar
la existencia de un (k,l, H)-nicleo en la digrafica original? Este quinto capitulo estd enfocado a responder
dicho planteamiento. Los resultados presentados en este capitulo estan en revision en la revista Discrete
Mathematics and Theoretical Computer Science bajo el articulo On (k,l, H)-kernels and the H -class
digraph.

En el séptimo capitulo se analiza la existencia de (k, [, H)-nlcleos en algunas generalizaciones de torneos,
como lo son las digraficas r-casi-transitivas, los torneos locales y los torneos multipartitos. Estas familias de
digraficas, ampliamente estudiadas en la literatura, seran atiles para mostrar que existen digraficas bajo las cuales
siempre es posible garantizar la existencia de (k, 1, H)-nucleos, para ciertos valores de k y I. Los resultados
presentados en este capitulo actualmente se encuentran aceptados para su publicacién en la revista
Discussiones Mathematicae Graph Theory bajo el nombre de (k,l, H)-kernels in nearly tournaments.

El octavo y altimo capitulo consta de las conclusiones globales del trabajo presentado.
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Capitulo 1

Introduccién

Ya que se pretende que este trabajo sea autocontenido, este primer capitulo servira para introducir todos
los conceptos, notacién y resultados previos en digraficas que seran utilizados en el trabajo. Si el lector desea

ahondar en algunos de los conceptos presentados en esta seccion, le recomendamos consultar [4].

1.1. Notacién, conceptos y resultados basicos

Una digrafica es una pareja ordenada (V, A) donde V' es un conjunto finito y no vacio de objetos llamados
vértices y A es un conjunto de parejas ordenadas de elementos de V' llamadas flechas. Dada una digrafica
D, usaremos la notacién V(D) y A(D) para indicar el conjunto de vértices y el conjunto de flechas de D
respectivamente. Al namero de vértices de una digrafica D le llamaremos orden y al nimero de flechas le
llamaremos tamafo. Una digrafica de tamafio 0 es llamada vacia.

Una de las propiedades caracteristicas de las digraficas es que se pueden representar en el plano de la si-
guiente manera: A cada vértice de una digrafica D se le asocia un punto en el plano y una flecha (u,v) se
representa mediante un segmento dirigido continuo desde el punto asociado al vértice u hacia el punto asociado
al vértice v. Por ejemplo, la digrafica con conjunto de vértices {1, x9, x3, 21, 22, t2,t1} y conjunto de flechas
{(z1,22), (%1, 22), (21, 21), (%2, 22), (22, , 21), (T2, @3), (22, 2), (22, 11), (1, t2), (21, 22), (21, 1), (@3, 21), (23, 22),
(x3,21)} se muestra en la figura 1.1.

Dados dos vértices de una digrafica, z y 2, « y z son adyacentes en D si hay una flecha de D entre
ellos. Si (x, z) es una flecha de D, diremos que x es in-vecino de z. Dado un vértice = de una digrafica D, la
vecindad interior de x en D, denotada por N, (x), o simplemente N~ (z) cuando es claro en qué digrafica
se trabaje, es el conjunto {z € V(D): (z,2) € A(D)}. Al namero de in-vecinos de un vértice = se le llama

in-grado de x y se denota por d,,(x) o simplemente por §~(x) cuando es claro la digrafica en la que se trabaja.
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Figura 1.1: Representacién de una digrafica

Si (x, z) es una flecha de D, diremos que z es ex-vecino de x. Dado un vértice x de una digrafica D, la
vecindad exterior de = en D, denotada por N, () o simplemente N (z) cuando es claro en qué digrafica
se trabaje, es el conjunto {z € V(D): (x,z) € A(D)}. Al niamero de ex-vecinos de un vértice = se le llama
ex-grado de z y se denota por §};(z) o simplemente por 61 () cuando es claro la digrafica en la que se trabaja.
Al conjunto N, (z) U N (z) se le llama vecindad de x y se denota por Np(z).

Un vértice es un pozo si su ex-grado es 0, y diremos que es una fuente si su in-grado es 0. Si un vértice es
un pozo y una fuente simultaneamente, diremos que es un vértice aislado.

Si D es una digrafica y S es un subconjunto de vértices de D, la vecindad exterior abierta de S en D,

denotada por N}, (S), se define como

Nj(S) = (U Ngm) \ 5.

zes

Si (x, z) es una flecha de D, diremos que (x, z) es in-flecha de z. Al conjunto de in-flechas de z en D
se le denota por A} (), es decir: A5(2) = {(u,v) € A(D): v = z}. Si (,2) es una flecha de D, diremos
que (z,z) es ex-flecha de z. Al conjunto de ex-flechas de = en D se le denota por Af(z), es decir:
Af () = {(u,v) € A(D): u =z}

Dada una flecha (u, v) en una digrafica, el vértice u es el vértice inicial de la flecha y v es el vértice final de
la flecha. Cuando una flecha e tenga como vértice inicial o vértice final a z, diremos que e es incidente en x. Al
conjunto de flechas incidentes en un vértice x lo denotamos por Ap(z). Nétese que Ap(z) = AL (z) U A} (z).

Dada una digrafica D y dos flechas de D, digamos a y b, diremos que b es una flecha consecutiva de a
si el vértice final de a es es igual al vértice inicial de b. Otra forma de hacer referencia a este mismo hecho es
decir que a es una flecha antecedente de b.

Dada una digrafica D, y S y T dos subconjuntos ajenos y no vacios de V(D), una ST-flecha en D es
cualquier flecha de D que tenga su vértice inicial el S y vértice final en T'. Bajo las condiciones anteriores, si
z € V(D)\S, una xS-flecha en D (respectivamente, una Sz-flecha en D) es cualquier flecha (u,v) € A(D)

tal que u = x y v € S (respectivamente, u € S'y v = z). Una flecha (u, v) de D es simétrica si (v, u) € A(D),
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en otro caso, diremos que (u,v) es asimétrica. Una flecha de la forma (x, z) es un lazo. Una digrafica sin lazos
sera llamada simple. En lo que respecta a este trabajo, las digraficas que trabajaremos seran simples a menos
que se especifique lo contrario. Un conjunto de vértices en una digrafica D es un conjunto independiente si
cada par de vértices distintos en el conjunto no son adyacentes en D.

Dadas dos digraficas D y H, decimos que H es subdigrafica de D, denotado por H < D, si se satisface que
V(H) CV(D)y A(H) C A(D). Bajo las condiciones anteriores, también diremos que D es superdigrafica de
H . Dadas una digrafica D y H una subdigrafica de D, decimos que H es una subdigrafica generadora de D
si V(H) = V(D). Dado un subconjunto de vértices no vacio de D, digamos S, la subdigrafica inducida por
S en D, denotada por D[S], es la digrafica cuyo conjunto de vértices es Sy se satisface que (z, z) € A(D[S])
siy sélosi (z,2) € A(D)y {x,z} € S.Si D es una digrafica y S es un subconjunto propio de V (D), la
subdigrafica D — S es la digrafica D[V (D) \ S]. En caso de que S = {z}, omitiremos la notacién conjuntista
y escribiremos simplemente D —x en lugar de D —.S. Dada una digrafica D y un subconjunto no vacio de flechas
de D, digamos F', la subdigrafica flecha-inducida por F' en D, denotada por D(F'), es la subdigrafica de
D tal que A(D(F)) = F'y cuyo conjunto de vértices es {z € V(D): x es extremo de alguna flecha en F'}.
Nétese que este tipo de subdigraficas no puede tener vértices aislados.

Si D es una digrafica y F' es un subconjunto de flechas de D, la subdigrafica D — F es la subdigrafica
generadora de D cuyo conjunto de flechas es A(D) \ F'. En caso de que F' = {(u,v)}, omitiremos la notacién
conjuntista y escribiremos D — (u,v) en lugar de D — F.

Dadas dos digraficas D y H, diremos que D es isomorfa a H si existe una funcién f: V(D) — V(H)
biyectiva que preserva adyacencias; es decir, (u,v) € A(D) siy sélo si (f(u), f(v)) € A(H). La funcién f es
nombrada isomorfismo entre D y H. Al hecho de que D y H sean digraficas isomorfas lo denotaremos por

D=H.

1.2. Caminos y conexidad

Sea D una digrafica. Un camino no necesariamente dirigido en D es una sucesién de vértices de D,
digamos (xzg, z1,...,x,), tal que para toda i en {1,...,n — 1}, x; y x;4+1 son adyacentes. Una digrafica es
conexa si entre cada par de vértices de D hay un camino no necesariamente dirigido que los une, y diremos
que D es 2-conexa si es conexa y para todo z en D, D — x es conexa. Un bloque de D es una subdigrafica
de D que es 2-conexa y es maximal por contencién con dicha propiedad. El concepto de camino no dirigido no
sera usado posteriormente, sélo fue introducido en este punto para poder definir el concepto de bloque en una
digrafica, el cual si sera usado en resultados posteriores.

Sea D una digrafica. Un camino dirigido en D es una sucesién finita de vértices de D, digamos

(xo,x1,...,2y), tal que para toda i en {1,...,n — 1}, (z5,xi+1) € A(D). Debido a que en este trabajo
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utilizaremos principalmente caminos dirigidos, cada que hablemos de una camino, presupondremos que éste
es dirigido. Al vértice xg se le llama vértice inicial y al vértice x,, se le llama vértice final. Cuando quere-
mos especificar el vértice inicial y final de un camino, podemos hacer referencia a estos al decir que C' es un

Toxn—camino. Sii € {1,...,n— 1}, diremos que z; es un vértice interno de C. Si x; es un vértice interno

de C, denotamos por vf a su sucesor en el camino y por v; a su predecesor en el camino. Al nimero n se le
conoce como la longitud del camino y se denota por {(C). Si C = (xq,...,zy) es un camino, denotaremos
por V(C) al conjunto {xq,...,zn}y por A(C) al conjunto {(z;, zi+1) € A(D): i€ {0,...,n—1}}. Un sub-

camino de C es cualquier subsucesion de C, digamos C” que también sea un camino y tal que A(C’) C A(C).

Si{i,j} €{1,...,n}estal quei < j, entonces el subcamino (x;, Zjt1, ..., ;) lo denotaremos por (z;, C, x;).
Si C" = (z20,...,2n) es un camino tal que 29 = x,, la concatenacién de C con C’, denotada por C'U (',
se define como el camino (zg, ..., Ty = 20,21, - -, Zm)-

Un camino C' es una trayectoria si no repite vértices. Un resultado conocido en la teoria de digraficas es
que, dada una digrafica D y dos vértices en D, digamos, z y z, la existencia de un zz-camino siempre implica
la existencia de una xz-trayectoria [4]. Por otro lado, diremos que C' es un paseo si no repite flechas. Un
camino es cerrado si su vértice inicial y final son iguales, en otro caso, diremos que el camino es abierto. Un
camino cerrado es un ciclo si tiene no repite vértices salvo el vértice inicial y el vértice final. A los lazos los
consideraremos como ciclos de longitud uno.

Si S es un subconjunto de vértices de Dy z € V(D) \ S, un xS-camino es cualquier camino cuyo vértice
inicial es = y vértice final esta en S. De manera analoga, un Sx-camino es cualquier camino cuyo vértice inicial
esté en Sy vértice final sea .

Una digrafica D es unilateralmente conexa si para cada par de vértices de D, digamos u y v, existe en
D un wv-camino o un vu-camino (pero no necesariamente ambos). Una digrafica D es fuertemente conexa
si para cada par de vértices de D, digamos u y v, existe un uv -camino y un vu-camino, ambos en D.

Dada una digrafica D, una componente fuertemente conexa de D es una subdigrafica de D que es
fuertemente conexa y es maximal con dicha propiedad. Dada una componente fuertemente conexa de D, digamos
H, diremos que H es terminal si no existe (u,v) € A(D) tal que u € V(H) y v ¢ V(H). De manera analoga,
diremos que H es una inicial si no existe (u,v) € A(D) tal que v € V(H) y u ¢ V(H). Un resultado conocido
es que toda digrafica tiene al menos una componente fuertemente conexa inicial y al menos una componente

fuertemente conexa terminal [4].

1.3. Tipos de digraficas

Sea D una digrafica (posiblemente con lazos) con conjunto de vértices {zg,...,xx—1} y k > 2, diremos

que D es un k-ciclo si D es fuertemente conexa y toda flecha de D es un lazo o es de la forma (x;, z;+1) para
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algin i € {0,...,k — 1}, donde los indices se considerados médulo k.

Una digrafica D es completa si para todo par de vértices distintos de D hay una flecha simétrica entre
ellos. Diremos que D es semicompleta si entre cada par de vértices distintos hay al menos una flecha entre
ellos, y diremos que D es un torneo si entre cada par de vértices distintos existe una anica flecha.

Una digrafica D es transitiva si A(D) es un conjunto transitivo. El torneo transitivo de orden tres es
denotado por Ts. Una digrafica casi-transitiva es una digrafica en la cual, dados tres vértices distintos u, v y
w, si (u,v)y (v,w) son flechas de D, entonces (u,w) o (w,u) es una flecha de D. El siguiente es un resultado

que usaremos referente a digraficas casi-transitivas.

Lema 1.3.1. [4] Sea D una digréfica casi-transitiva. Si u y v son vértices distintos de D y existe en D una
wv-trayectoria, entonces u y v son adyacentes o existen vértices w y z en D tales que (u,w), (w,z), (z,v),

(z,u) y (v,w) son flechas de D.

Si D es una digrafica (posiblemente con lazos) y k > 2, diremos que D es ciclicamente k-partita si existe
una particién de los vértices de D en k conjuntos independientes, digamos {Vj, ..., Vi_1}, tales que toda flecha
de D es un lazo o una V;V;;1-flecha (los indices son considerados médulo k). Nétese que ninguna digrafica

ciclicamente k-partita puede contener a fg como subdigrafica.

1.4. Operaciones y digraficas asociadas

Si D es una digrafica, la digrafica de lineas de D, denotada por L(D), es la digrafica tal que V(L(D))
es el conjunto A(D) vy (a,b) € A(L(D)) siysélosia by b es una flecha consecutiva de a. El complemento
de D, denotada por D, es la digrafica tal que V(D) = V(D) y (u,v) € A(D) siy sélo si (u,v) ¢ A(D). En
caso de que D admita los lazos, su complemento también los admitira.

Si Dy y D, son digraficas (no necesariamente ajenas en vértices), denotamos por DU D5 la unién de Dy y
D>, la cual es la digrafica cuyo conjunto de vértices es V(D) UV (Dz) y conjunto de flechas es A(D;)UA(Ds).
Si {D;: i € I} es una familia finita de digraficas, denotamos por U;crD; la digrafica cuyo conjunto de vértices
es UijcrV(D;) y conjunto de flechas es U;cr A(D;). Dada una digrafica G con conjunto de vértices {v1,...,v,}
y una familia de digraficas ajenas en vértices dos a dos, digamos 2 = {D;: i € {1,...,n}}, la composicién de
G con respecto a &, denotada por G[Dy, ..., D,], o simplemente por G[Z], es la digrafica cuyo conjunto de
vértices es U, V' (D;) y conjunto de flechas (U}, A(D;))U{(u,v): uw € V(D;),v € V(Dj)y (vi,v5) € A(G)}.
Bajo estas condiciones, la digrafica G es llamada digrafica base de la composicidn. En la figura 1.2 se muestra
un ejemplo de esta operacion.

En el caso particular en que G sea una trayectoria de orden dos, la digrafica G[D1, D3| la denotaremos

simplemente por D1 + Ds. Ademas, si la familia & consiste de digraficas vacias, entonces diremos que G[¥|
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G G[D;, D», D3|
® - >0 o
1y wa wsa pe
2
iy
Ty
Ty =2 0 Q4 2z t,
T2 3
T 210 oh
D1 Dg D3

Figura 1.2: Ejemplo de una digrafica D, una familia de tres digraficas D1, Dy y D3, y su composicién

es una extensién de G. Es importante notar que todas las digraficas ciclicamente k-partitas son subdigraficas

de la extensién de un k-ciclo.

1.5. Coloraciones de flechas en digraficas

Una digrafica D es m-coloreada si sus flechas estan coloreadas con un conjunto de m colores. Si una
digrafica D estd m-coloreada y a € A(D), denotaremos por p(a) el color de la flecha a. Si todas las flechas
reciben un color distinto, diremos que es una coloracién arcoiris de A(D). Dada una digrafica m-coloreada,
la digrafica de clases de color de D, denotada por %(D), es la digrafica cuyo conjunto de vértices son los
colores representados en las flechas de Dy (c1,c2) € A(€(D)) si y sélo si existen dos flechas de D, digamos
a y b, tales que b es una flecha consecutiva de a, el color de a es ¢1 y el color de b es co. La digrafica de clases
de color puede contener lazos. En la figura 1.3 se muestra una digrafica 6-coloreada y su digrafica de clases de
color.

Dada una digrafica m-coloreada, digamos D, y = un vértice de D, diremos que = es monocromatico si
todas las flechas de Ap(x) tienen el mismo color. De manera analoga, diremos que x es arcoiris si todo par
de flechas distintas de en Ap(x) tienen colores distintos. Si C' = (xq, ..., zy) es un camino en una digrafica
m-coloreada, diremos que C' es monocromatico si cualquier par de flechas consecutivas en C tienen el mismo
color. Por ejemplo, en la figura 1.3, el camino (v, vg, v7,v6) €s monocromatico. De manera dual, diremos que
C' es alternante si cualquier par de flechas consecutivas en C' tienen color distinto, por ejemplo, en la figura 1.3,
el camino (vg, vy, vs, v, v2) €s un camino alternante. Ademas, si k > 0, diremos que C es un camino con
k cambios propios si existen exactamente k indices en {0,...,n — 1}, digamos {aq,...,ax}, tales que para

todo i € {1,...,k}, p(xg,. 2a;) # p(%a;,28,) (los indices se toman médulo n si el camino es cerrado). Por
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Figura 1.3: Ejemplo de una digrafica m-coloreada y su digrafica de clases de color

ejemplo, nuevamente al considerar la digrafica mostrada en la figura 1.3, el camino (v, vy, vs, vg, U5, v4) €S
un camino con 2 cambios propios. Los conceptos de trayectoria monocromatica, ciclo monocromatico,
trayectoria alternante, ciclo alternante, trayectoria con k cambios propios y ciclo con k cambios
propios son definidos de manera analoga al concepto de camino monocromatico, camino alternante y camino
con k cambios propios, respectivamente. Nétese que si un camino tiene 0 cambios propios, entonces es un
camino monocromatico, mientras que un camino de longitud n que tenga n — 1 cambios propios, debe ser un
camino alternante.

Dada una digrafica simple y H una digrafica (posiblemente con lazos), una H-coloracién de D es una
funcion p: A(D) — V(H). Bajo estas condiciones, diremos que D es una digrafica H-coloreada y que H

es el patrén de color de la coloracién p. En la figura 1.4 se muestra el ejemplo de una digrafica H-coloreada.

Figura 1.4: Ejemplo de una digrafica H-coloreada

Una ventaja de considerar H-coloraciones en lugar de m-coloraciones es que el patrén de color determinara

cuales cambios de color en flechas consecutivas de D seran permitidos o no. Intuitivamente hablando, dada una
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digrafica H-coloreada, digamos D, si (c1,c2) es una flecha en el patrén H, entonces el cambio de una flecha
con color ¢1 seguida por una flecha con color co serd un cambio permitido por el patrén H. Si consideramos la
digrafica mostrada en la figura 1.4, la flecha (c4, c3) forma parte de las flechas del patrén H, por lo que en D,
siempre que exista una flecha con color ¢4 seguida de una flecha con color c3, éste serda un cambio permitido
por el patrén, por ejemplo, en las flechas (v1,v7) y (v7,v6) hay un cambio de color permitido por el patrén.
Por el contrario, el cambio de color de la flecha (vg,v;) y la flecha (v1,v7) no es un cambio permitido por el

patrén H, pues (c2,c4) no es una flecha en el patrén de color.

A pesar de que el patrén de color H no tiene restricciones, existen algunos patrones de color que nos
seran importantes considerar. Por ejemplo, si H es un patrén de color tal que todo vértice de H tiene un
lazo y estas son las (nicas flechas, diremos que H es un patrén monocromatico. Notemos que los cambios
de color permitidos por este tipo de patrones son justamente los monocromaticos (véase figura 1.5). Si H es
una digrafica completa, pero sin lazos, diremos que H es un patrén alternante, los Ginicos cambios de color
permitidos por este tipo de patrones son los alternantes (véase la figura 1.5). Si H no tiene ni flechas ni lazos,
diremos que es un patrén vacio. En este tipo de patrones, cualquier par de flechas consecutivas tienen cambio
de color no permitido. Por altimo, un patrén con todas las flechas posibles, incluidos los lazos, sera un patrén

completo. Este tipo de patrén de color permite cualquier cambio de color.

Hl H2 H3 H4
Q O o o
C1 C3 Cy C3 (&) C3 Cy C3
o o
Cy Cq Cy Cy o Cy Cy Cy
Cualquier cambio de color Los cambios de color permitidos Los cambios de color permitidos No hay cambios de color
es permitido son los alternantes son los monocromaticos permitidos
® >0 o @o—>0 ® @ L ® - -
No hay cambios de color Los cambios de color prohibidos Los cambios de color prohibidos  Cualquier cambio de color
prohibidos son los monocromaticos son los alternantes es prohibido
® »—>® [ ° [ ) o @ [ ) *o— o )

Figura 1.5: Patrones de color particulares

Si D’ es una subdigrafica de D, diremos que D’ es una H-subdigrafica de D si para toda flecha de D/,

digamos a, y toda flecha consecutiva de a en D’, digamos b, se satisface que (p(a), p(b)) € A(H). Un vértice
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z en una digrafica H-coloreada es libre de obstrucciones en D si para toda a € A, () y toda b € A7 (),
(p(a), (b)) € A(H).

Dada una digrafica H-coloreada, digamos D, y un camino C' = (xq,...,2,) en D diremos que C' es un
H-camino si para todo i € {0,...,n—1}, (p(zi—1,2:), p(zi, xit1)) € A(H) (los indices se consideran médulo
n en caso de que el camino sea cerrado). Al camino C' también se le conoce como un zyx,-H-camino. Los
conceptos de H-trayectoria, H-paseo y H-ciclo se definen de manera analoga. Por ejemplo, en la digrafica
H-coloreada mostrada en la figura 1.4, el camino (ve, v1,vs, v9) es una H-trayectoria.

Nétese que bajo ciertos patrones de color H, los H-caminos son tipos de caminos ya definidos en digraficas
m-coloreadas. Por ejemplo, no es dificil ver con lo previamente dicho sobre el rol del patrén de color H en
la H-coloracién, que si H es un patrén monocromatico, entonces un camino es un H-camino si y sélo si es
monocromatico. Si H es un patrén alternante, entonces un camino es un H-camino si y sélo si es alternante.
Si H es un patrén vacio, entonces un camino es un H-camino si y sélo si es de longitud a lo mas 1. Y si H es
un patrén completo, cualquier camino es un H-camino.

Por otro lado, es importante mencionar que se sabe que si C' es un uv-H-camino en una digrafica H-
coloreada, entonces no necesariamente existe una uv-H-trayectoria, por lo que hay que tener cuidado al trabajar
estos dos conceptos. Ademas, también es sabido que la concatenaciéon de H-caminos no necesariamente es un
H-camino.

La H-cerradura de una digrafica H-coloreada D, denotada por Z (D), se define como la digrafica cuyo
conjunto de vértices es V(D) y (w,z) € A(Zu(D)) si y sélo si existe una wz-H-trayectoria en D. En la
figura 1.6 se muestra el ejemplo de una digrafica y su H-cerradura.

U1

o
H ¢ o D
- cy (&1
vy U3
C3 cy
cs cy cy
u,i v;,* \Uu
c3 C2
A vy
Cy cy C3 cs
{9 V10 V11 o V12 b Vg V10 V11 V12
Figura 1.6: Ejemplo de una digrafica H-coloreada y su H-cerradura
Dados una digrafica H-coloreada D, un camino en D, digamos C = (zo,...,%,), y k en {0,...,n — 1},

diremos que C' tiene una obstruccion en k si (p(xg_1,2k), p(k, Tkr1)) ¢ A(H), donde los indices seran

tomados médulo n si z, = xg. Las obstrucciones son puntos en un camino para los cuales el cambio de color
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de la flecha previa y la consecuente no estan permitidos por el patrén H. Notemos que de la definiciéon de
obstruccién, en el caso de los caminos cerrados el primer indice puede tener o no una H-obstruccién, mientras
que en los caminos abiertos, el primer indice del camino nunca puede tener una obstruccion. Ademas, por
definicién se sigue que cualquier camino, sea abierto o cerrado, no tendra obstruccién en el altimo indice del
camino. Por ejemplo, consideremos la digrafica H-coloreada mostrada en la figura 1.7. En dicha digrafica, el
ciclo (x5, 3, x4, x5) tiene una obstruccién al inicio del ciclo y en el vértice siguiente, por lo que podemos decir
que dicho camino tiene una obstruccién en 0 y en 1. Por otro lado, la trayectoria (x4, x7, xs, 21, 2) sélo tiene

una obstruccién en los vértices xg y x1, los cuales se encuentran en la posicién i =2 e i = 3.

c2
C 3 H i H g

Figura 1.7: Ejemplo de una digrafica H-coloreada

1.6. Nuacleos y conceptos relacionados

Dada una digrafica D y S C V(D), diremos que S es un conjunto absorbente si para todo z € V(D) \ S,
existe w € S tal que (z,w) € A(D). En este sentido podemos decir que w absorbe a z. Un nicleo en una
digrafica D es un conjunto independiente en D y absorbente en D. Debido a que en este trabajo se usaran
variantes del concepto de niicleo, a un conjunto absorbente e independiente también le llamaremos niicleo
usual.

Dada una digrafica D y S C V(D), diremos que S es independiente por trayectorias si entre cada
par de vértices distintos de S, no existen trayectorias en D que los unan y diremos que S es un conjunto
absorbente por trayectorias en D si para todo = € V(D) \ S, existe una xS-trayectoria en D. Un nicleo
por trayectorias es un conjunto de vértices de D que satisface simultaneamente con ser independiente por

trayectorias y absorbente por trayectorias. El siguiente resultado sera de utilidad en lo consecuente.
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Lema 1.6.1. Sea D una digrafica y D' una subdigréfica de D sin vértices aislados. Si N es un nicleo por

trayectorias de D', entonces todo vértice en N tiene al menos un in-vecino en D’.

Demostracion. Procederemos por contradiccion al suponer que existe un vértice en N, digamos z, el cual no
tiene in-vecinos en D’. Dado que D’ no tiene vértices aislados, entonces x tiene al menos un ex-vecino en D',
digamos z. Claramente, z ¢ N. Asi, por ser N absorbente por trayectorias en D’ existe w € N y un zw-camino
en D', digamos T'. por la eleccién de z, no es posible que w = z, pues x no tiene in-vecinos en D’. Asi,
(x,2) UT es un zw-camino en D’ lo cual contradice la independencia por trayectorias de N en D’. Con lo

anterior, podemos concluir que todo vértice en N tiene un in-vecino en D’. O

Dada una digrafica m-coloreada, digamos D, y S un conjunto de vértices de D, diremos que S es indepen-
diente por trayectorias monocromaticas (respectivamente, independiente por trayectorias alternantes)
si entre cada par de vértices distintos de S no hay trayectorias monocromaticas que los unan (respectivamente,
trayectorias alternantes) y diremos que S es absorbente por trayectorias monocromaticas (respectivamente,
absorbente por trayectorias alternantes) si para todo z € V(D) \ S existe una xS-trayectoria monocro-
matica (respectivamente, una xS-trayectoria alternante). Un conjunto que sea simultaneamente independiente
por trayectorias monocromaticas y absorbente por trayectorias monocromaticas es llamado un nicleo por tra-
yectorias monocromaticas. Un conjunto que sea simultaneamente independiente por trayectorias alternantes
y absorbente por trayectorias alternantes es llamado un nicleo por trayectorias alternantes.

Dados k£ > 1, D una digrafica m-coloreaday S C V' (D), diremos que S es independiente por trayectorias
de k cambios propios si entre cada par de vértices distintos de S no hay trayectorias con menos de k cambios
propios que los unan. Diremos que S es absorbente por trayectorias de k cambios propios si para todo
x € V(D) \ S, existe una zS-trayectoria con a lo mas k cambios propios. Si & > 2, un nicleo de k cambios
propios es un conjunto de vértices que es simultaneamente independiente por trayectorias con k — 1 cambios
propios y absorbente por trayectorias con k — 2 cambios propios.

Dados una digrafica H-coloreada, digamos D, y S C V(D), diremos que S es un conjunto absorbente
por H-trayectorias si para todo z € V(D) \ S existe w € Sy una zw-H-trayectoria en D. En este sentido,
diremos que w H-absorbe a x. Diremos que S es independiente por H-trayectorias si entre cada par de
vértices distintos de S no existen H-trayectorias que los unan. Un niicleo por H-trayectorias o, simplemente,
H-nicleo, es un conjunto que es simultdneamente independiente por H-trayectorias e independiente por H-

trayectorias. Es importante sefialar el siguiente lema.
Lema 1.6.2. Sean D una digréfica H-coloreada y S un H-niicleo de D. Los siguientes enunciados se satisfacen:
a) Si H es un patrén completo, entonces S es un nicleo por trayectorias.

b) Si H es un patrén alternante, entonces S es un nicleo por trayectorias alternantes.
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c) Si H es un patrén monocromatico, entonces S es un niicleo por trayectorias monocromaticas.
d) Si H es un patrén vacio, entonces S es un nicleo usual.

Demostracion. a) En este inciso, basta con ver que como S es absorbente por H-trayectorias, en particular
es absorbente por trayectorias. Ademas, como H es un patrén completo, entonces cualquier camino es
un H-camino, por lo que, al saber que S es independiente por H-trayectorias, no es posible que existan

caminos entre cada par de vértices distintos de S. Asi, S es un nucleo por trayectorias.

b) Recordemos que si H es un patrén alternante, todos los H-caminos deben ser trayectorias alternantes
y viceversa, todos los caminos alternantes deben ser H-caminos. Asi, bajo el patrén alternante H, la
absorbencia por H-trayectoria es equivalente a la absorbencia por trayectorias alternantes y la indepen-
dencia por H-trayectorias es equivalente a la independencia por trayectorias alternantes. Con ello, un

H-nacleo es un nicleo por trayectorias alternantes.

c) Este inciso es analogo al inciso anterior, pero al tener en cuenta que bajo un patrén monocromatico H,

un camino es un H-camino si y sélo si es monocromatico.

d) Este inciso es analogo al inciso (b), pero al tener en cuenta que bajo un patrén vacio H, un camino es
un H-camino si y sélo si tiene longitud a lo mas 1.

O

El siguiente resultado nos habla sobre la existencia de un H-nlcleo cuando cualquier cambio de color en la

digrafica no estd permitido por el patrén H.

Lema 1.6.3. Sean D una digrafica H-coloreada. Si D es una H-digréfica, entonces: D tiene H-niicleo si y

sélo si D tiene niicleo.

Demostracién. Primero nétese que por ser D una H-digrafica, entonces para cualquier flecha a y cualquier
flecha consecutiva de a, digamos b, se cumple que (p(a), p(b)) ¢ A(H), por lo que, si C' es un H-camino,
entonces éste debe ser de longitud a lo mas uno. Asi, bajo estas condiciones, un camino en C' es un H-camino
si y sélo si tiene longitud a lo mas 1. Con ello, el concepto de independiente por H-trayectoria es equivalente
al de independencia usual, y el concepto de H-absorbencia es equivalente al de absorbencia usual, por lo que si
D tiene un H-nucleo, entonces éste debe ser un nicleo usual. Y si D tiene un nicleo usual, éste debe ser un

H-nicleo, lo que muestra lo deseado. O

Por altimo, tenemos este resultado que nos muestra la relacién que hay entre un H-niicleo en una digréafica

H-coloreada y un nicleo usual en la H-cerradura de la digréafica.
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Lema 1.6.4. [27] Sean D una digrafica H-coloreada y S C V(D). S es un niicleo de Z (D) siy sélo si S es

un H-nicleo de D. En particular, D tiene H-nicleo si y sélo si Z (D) tiene niicleo.
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Capitulo 2

Contexto histdérico

En el afio de 1994, von Neumann y Morgenstern [49] introducen la idea de nicleo en digraficas como un
conjunto de vértices S tal que todo vértice de la digrafica que no estd en S tiene al menos un ex-vecino en
Sy cualquier vértice en S no tiene ex-vecinos en S. Es importante mencionar que la idea propuesta por von
Neumann y Morgenstern fue nombrada por los autores como solucién, el cual es un conjunto independiente y
todo vértice fuera del conjunto tiene un in-vecino en el conjunto. Su concepto y el de nicleo pueden considerarse
duales. Este concepto fue propuesto como una solucién a juegos cooperativos y debido a su amplio espectro
de aplicaciones y resultados teéricos, diversos autores han trabajado con nicleos en digraficas, por mencionar
algunos: [12], [15], [16] y [18]. Sin embargo, es sabido que no todas las digraficas tienen nicleo, por ejemplo,
cualquier ciclo de longitud impar carece de nicleo. Y no solo eso, en [10] se demostré que el problema de
determinar si una digrafica arbitraria tiene niicleo es un problema NP-completo, lo cual hace que el encontrar
condiciones suficientes que garanticen la existencia de nicleos en digraficas sea una tarea no sélo interesante,
sino necesaria. Con ello en mente, han surgido diversos resultados remarcables que nos garantizan la existencia

de nacleos en digraficas. Por ejemplo, un primer resultado sobre la existencia de nicleos es el siguiente:
Teorema 2.0.1. [49] Toda digréfica aciclica tiene un niicleo.

Esta primera aproximacién a la existencia de nacleos pone de manifiesto que ciertas condiciones sobre los
ciclos de una digrafica pueden ser suficientes para la existencia de niicleos. De hecho, un segundo resultado muy

conocido en la teoria fue propuesto por Richardson en [46].
Teorema 2.0.2 (Richardson). Toda digréfica sin ciclos de longitud impar tiene al menos un nicleo.

Nétese que el teorema 2.0.1 prohibe la existencia de ciclos en una digrafica, mientras que el teorema de
Richardson es mas laxo y sélo prohibe la existencia de ciclos de longitud impar. En la misma linea de investigacion,
Duchet [17] mostré que no es necesario prohibir la existencia de los ciclos en una digrafica para que garanticemos

la existencia de un nicleo, basta con con pedir condiciones sencillas sobre los ciclos:

23
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Teorema 2.0.3 (Duchet). [17] Si todo ciclo de una digrafica tiene al menos una flecha simétrica, entonces la

digréfica tiene nicleo.

Como paréntesis, no todas las condiciones para existencia de nicleos estan relacionadas con condiciones de

ciclos, por ejemplo, tenemos el siguiente resultado que es bien conocido en esta teoria.
Teorema 2.0.4. [38] Toda digréfica transitiva tiene niicleo

Paralelamente a la busqueda de condiciones suficientes para garantizar la existencia de nicleos en digréaficas,
conceptos relacionados con la idea de nacleo fueron apareciendo en la literatura. Muchos de ellos surgen de una
idea intuitiva sobre los nicleos: el definir un tipo de absorbencia al usar cierto tipo de caminos, aunado a un
tipo de independencia al prohibir ciertos caminos. Por ejemplo, un primer concepto que podemos mencionar es
el de nacleo por trayectorias, el cual fue introducido por Berge en [9] (véase el corolario 2 en la pagina 311
de dicha cita) como un conjunto de vértices de una digrafica D, digamos S, que cumple con que no existan
caminos abiertos en D tal que ambos extremos estén en S y que para todo vértice  de D que no estd en S,
exista una xS-trayectoria. Curiosamente, a pesar de que los nicleos son estructuras que no siempre existen en
algunas digraficas y que en general es dificil determinar si existen o no, es bien sabido que todas las digraficas
tienen ndcleo por trayectorias [9].

Otro concepto relacionado con nicleos fue el presentado por Kwasnik y Borowiecki en [40]. Los autores
introducen un nuevo tipo de absorbencia y un nuevo tipo de independencia al utilizar longitudes de caminos.
Dado un conjunto de vértices en una digrafica D, digamos S, y | > 1, diremos que S es l-absorbente si para
todo vértice z de D que no estd en S, existe una x.S-trayectoria de longitud a lo mas [. Si k > 2, diremos que
S es k-independiente si cualquier trayectoria abierta de D que tenga ambos extremos en S, tiene longitud al
menos k. Con esta nocién de absorbencia e independencia, un (k,1)-nicleo es un conjunto de vértices que es
simultaneamente k-independiente y [-absorbente. Cuando [ = k — 1, diremos que el conjunto es un k-nicleo.

Una primera y pertinente observacién es verificar que los nicleos usuales son 2-nicleos, por lo que los
(k,1)-nacleos son una generalizacién de los nicleos usuales. Ademas, este nuevo concepto ha sido estudiado
por diversos autores, como puede verse en [37], [22], [39], [50] y [51]. Uno de los resultados mas conocidos en

este tipo de nicleos es el propuesto por Kwasnik en [39].

Teorema 2.0.5 (Kwasnik). Sean k > 2 y D una digréfica fuertemente conexa. Si todo ciclo en D tiene longitud

congruente con 0 médulo k, entonces D tiene al menos un k-nicleo.

Este resultado es una generalizacién del teorema de Richardson en digraficas fuertemente conexas, pues
dicho teorema es un caso particular del teorema de Kwasnik cuando & = 2. Como nota, es sabido que el
teorema de Kwasnik no es valido para digraficas que no sean fuertemente conexas [47]. Por otro lado, otro

resultado que debemos mencionar debido a la importancia que tendra en resultados posteriores, es el siguiente:
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Teorema 2.0.6. [22] Si D es una digrafica simétrica, entonces para todo k > 2 y todo l > k — 1, D tiene un

(k,l)-nicleo. En particular, para todo k > 2, D tiene k-nicleo.

Por otro lado, el tipo de absorbencia e independencia propuestos por Kwasnik y Borowiecki pueden encon-
trarse en otros conceptos que también han sido muy estudiados, como pueden ser los k-reyes o los (2, 2)-nucleos,
también conocidos como casi-nicleos. Estos altimos tienen algunas aplicaciones interesantes en comportamien-
tos de dominacién en sociedades de animales (por ejemplo, véase [43]) y también es sabido que toda digrafica
tiene casi-nucleo [11].

Los conceptos de nicleos dieron un salto importante al considerar digraficas m-coloreadas. Recordemos que
una digrafica es m-coloreada si las flechas de D estan coloreadas con m colores. Gracias a este concepto, sera
posible definir maltiples tipos de caminos en términos de los colores usados en sus flechas. Por ejemplo, los
caminos monocromaticos, alternantes y con k& cambios propios.

Este tipo de caminos pueden ser usados para definir nuevos tipos de nicleos, como vimos en el capitulo
pasado. Por ejemplo un niicleo por trayectorias monocromaticas (o simplemente, un nicleo monocro-
matico) es un conjunto de vértices que es simultdneamente independiente por trayectorias monocromaticas y
absorbente por trayectorias monocromaticas.

Este concepto fue presentado inicialmente por Sands, Sauer y Woodrow en [48], y sélo hemos de mencionar
que, aunque algunos resultados de ellos estan centrados en digraficas infinitas, como consecuencia de su trabajo
es sabido que toda digrafica 2-coloreada y finita tiene niicleo por trayectorias monocromaticas. Por otro lado, el
concepto de nicleo es un caso particular del de nicleo por trayectorias monocromaticas, pues en una digrafica
m-coloreada en la que todas sus flechas tengan colores distintos, un nicleo por trayectorias monocromaticas
es un nicleo en el sentido usual. Esto pone de manifiesto que el saber si existe un nacleo por trayectorias
monocromaticas en una digrafica m-coloreada arbitraria es un problema dificil de determinar.

Sin embargo, es sabido que existen familias de digraficas en las cuales siempre es posible encontrar un niicleo
por trayectorias monocromaticas independientemente de la coloracion que se considere. A dichas digréaficas se
les conoce como digraficas pancromaticas y fueron introducidas por Galeana-Sanchez y Strausz en [30] y
también estudiadas posteriormente por Galeana-Sanchez y Toledo en [33].

A pesar de lo anterior, determinar la existencia de niicleos monocromaticos es un problema dificil de abordar,
por lo que es normal que surjan algunos métodos y estructuras auxiliares que faciliten el garantizar su existencia.
Ejemplo de ello es la digrafica de clases de color. Esta digrafica asociada fue definida por Galeana-Sanchez
en [19] y ha sido un gran auxiliar para garantizar la existencia de nicleos monocromaticos, asi como para
comprender el comportamiento global de una coloracién en una digrafica m-coloreada. Diversas condiciones
sobre la digrafica de clases de color han permitido garantizar no solo la existencia de nicleos monocromaticos,

también de otros tipos de nicleos, como veremos mas adelante.
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Es importante mencionar que la digrafica de clases de color puede ser mas pequefia, en lo que se refiere
a orden y tamafio, con respecto a la digrafica m-coloreada, y por consiguiente, mas sencilla de trabajar en un
sentido practico. Por ejemplo, el comportamiento de la coloracién de una digrafica 5-coloreada cuyo orden y
tamafio sean considerables, puede ser simplificado en su digrafica de clases de color, que constara de 5 vértices.

El tema principal de este trabajo esta relacionado con ciertos tipos de coloraciones en digraficas. Dada una
digrafica simple D; es decir, sin lazos ni flechas paralelas, y una segunda digrafica H, la cual puede tener lazos,
pero no flechas paralelas, una H-coloraciéon de D es una funcién que colorea las flechas de D al usar los
vértices de H. Bajo las condiciones anteriores, diremos que D es una digrafica H-coloreada y que H es el
patrén de color de la H-coloracién. Un camino en D, digamos W, es un H-camino si los colores consecutivos
encontrados en W forman un camino dirigido en H. Este tipo de caminos fue introducido por Linek y Sands
en [41] y diversos autores han trabajado en este tipo de caminos, por ejemplo [1], [2], [27] y [45], sélo por
mencionar algunos.

En primera instancia, este tipo de caminos en digraficas H-coloreadas plantea un punto importante: los
cambios de color permitidos por el patrén H. Es decir, si en el patrén de color H esta la flecha (azul, rojo),
entonces el cambio de color de una flecha con color azul seguida de una flecha con color rojo en D podria
llamarse un cambio de color permitido por el patrén, como vimos en el capitulo pasado. Por el contrario, si
(azul, rojo) no es una flecha de H, a pesar de que si pueden existir flechas con color azul seguidas de flechas

con color rojo en D, estos cambios de color estan prohibidos por el patrén H (véase la figura 2.1).

H, H, D

® rojo =il
azul azul

] azul

rajo rojo l

Figura 2.1: El cambio de color azul-rojo es permitido en D bajo el patréon Hi, pero no es permitido bajo el

patrén Ho

Asi, la digrafica H indica cuales cambios de color son permitidos y cuéles no. Un H-camino es un camino
en D en el que todos los cambios de color de flechas consecutivas del camino son permitidos por el patrén H.
Esto puede dar pie a muchos patrones interesantes tanto en el aspecto teérico como en el aspecto practico, por
ejemplo, véase [26]. Mas aun, algunos de los caminos antes mencionados resultan ser casos particulares de los

H-caminos, como vimos al usar patrones monocromaticos, alternantes, completos y vacios.
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Esto altimo muestra la amplia gama de posibilidades que ofrecen los H-caminos en digraficas. Sin embargo,
nosotros nos enfocaremos a las condiciones de niicleos mediante estos conceptos. Recordemos que dada una
digrafica H-coloreada, digamos D, y S C V(D), diremos que S es independiente por H-caminos (respec-
tivamente, independiente por H-trayectorias) si entre cualquier par de vértices distintos de S no existen
H-caminos (respectivamente H-trayectorias) que los unan en D. Por otro lado, diremos que S es un conjunto
absorbente por H-caminos (respectivamente, absorbente por H-trayectorias) si para cualquier vértice =
que no esta en S, existe un H-camino en D (respectivamente una H-trayectoria en D) cuyo vértice inicial sea
x y vértice final esté en S. Y como hemos visto previamente, dado un concepto de absorbencia y un tipo de
independencia, podemos definir un nuevo tipo de nicleo. En este caso, dada una digrafica H-coloreada y S
un conjunto de vértices de la digrafica, diremos que S es un nicleo por H-caminos (respectivamente, ni-
cleo por H-trayectorias) si S es simultaneamente independiente por H-caminos y absorbente por H-caminos
(respectivamente, independiente por H-trayectorias y absorbente por H-trayectorias). Un primer resultado que
es importante mencionar es que el concepto de nicleo por H-caminos y nicleo por H-trayectorias no son
equivalentes, en [8] se muestra una familia infinita de digraficas con nicleo por H-caminos y sin nicleo por
H-trayectorias. Y también se muestra una familia infinita de digraficas con nicleo por H-trayectorias, pero sin

nacleo por H-caminos.

Las ideas de estos dltimos tipos de nicleos fueron presentadas por Arpin y Linek en [2], principalmente en
H-caminos, y posteriormente por Delgado-Escalante y Galeana-Sanchez en [13] en términos de H-trayectorias.
Debido a que los H-nicleos son un caso mas general que otros tipos de nicleo (lema 1.6.2), los H-niicleos y los
nacleos por H-caminos plantean un reto interesante: si bien ya es dificil encontrar condiciones para garantizar la
existencia de los niicleos usuales, monocromaticos y alternantes, j qué condiciones pueden garantizar la existencia

de los H-nicleos? Pues bien, el hecho es que si existen diversos trabajos referentes a dar respuesta a dicha

pregunta, por ejemplo: [27], [29] vy [32].

A pesar de la dificultad que representa el encontrar nicleos por H-caminos o nicleos por H-trayectorias,
existen ciertos patrones de color bastante amigables en términos de existencia de nicleos por H-caminos. Por
ejemplo, en [2] los autores dieron una clasificacién de ciertos patrones de color como sigue: la familia %3
consiste de todos aquellos patrones de color tales que cualquier multidigrafica H-coloreada con algin patrén
en la familia tiene un conjunto independiente por H-caminos y absorbente por H-caminos; es decir, contenga
un nacleo por H-caminos. La familia %5 consiste de todos aquellos patrones de color bajo los cuales, cualquier
multidigrafica H-coloreada con algiin patrén de la familia tiene un conjunto independiente en el sentido usual,
pero absorbente por H-caminos. Y la familia #4; que consiste de todos los patrones de color tales que cualquier

torneo H-coloreado tiene un conjunto unitario que sea absorbente por H-caminos.

Uno puede ser escéptico sobre la existencia de tales patrones, pero si retomamos un poco el trabajo pre-
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sentado por Sands, Sauer y Woodrow en [48], no es muy dificil ver que existen patrones en la familia #3. De
hecho, cualquier patrén monocromatico de orden dos debe pertenecer a la familia %3, pues toda digrafica finita
cuyas flechas estén coloreadas con 2 colores necesariamente tiene nicleo monocromatico (véase [48]), el cual
debe ser un nicleo por H-caminos bajo el patrén antes mencionado.

Ademas, se demostré en [2] que B3 C HBy C By, con todas las contenciones estrictas. Nétese que por el
hecho de que %3 es no vacia, ninguna de estas tres familias puede ser vacia. Y mas aln, existe una caracterizacién
de los patrones en Ay, la cual puede ser consultada en [2]. Otro trabajo relacionado, pero en el que se pretende
encontrar una caracterizacién de los miembros de la familia %3, puede ser encontrado en [31]. La familia %,
permanece sin caracterizar. Al seguir la misma linea de investigacién de las familias antes mencionadas, en [13]
Delgado-Escalante y Galeana-Sanchez definen la familia @3 como todos los patrones bajo los cuales cualquier
digrafica H-coloreada bajo algtin patrén en la familia tiene un conjunto que es independiente por H-trayectorias
y absorbente por H-trayectorias; es decir, un H-nlcleo. Los miembros de esta familia permanece sin clasificar.

Al seguir la idea de las digraficas pancromaticas definidas previamente, y debido a la naturaleza de los patro-
nes en %3, podemos nombrar a los patrones de dicha familia como patrones pancromaticos por H-caminos
y a los patrones en %5 como patrones pancromaticos por H-trayectorias. Dichos patrones satisfacen que
sin importar la digrafica H-coloreada, ni la H-coloracién, ésta tiene nicleo por H-caminos o nicleo por H-
trayectorias, respectivamente. Por lo que es muy natural el preguntarse si existen digraficas para las cuales,
sin importar el patrén de color H ni la H-coloracién que se les dé, estas tengan niicleo por H-caminos o por
H-trayectorias. Esta pregunta es uno de los objetivos de este trabajo.

Por altimo, como ya se mencioné anteriormente, determinar condiciones necesarias para encontrar H-nucleos
y nicleos por H-caminos ha sido de interés para diversos autores, y una de las motivaciones es que este tipo
de nucleos generaliza otras versiones de nicleos interesantes. Sin embargo, no es una generalizacién global de
todos los nicleos preexistentes, por ejemplo, los k-nicleos, los nicleos arcoiris [3] o los nicleos k-coloreados
[42] no son casos particulares de los H-ntcleos. Con vista en ello, nosotros propondremos un nuevo concepto de
nacleo que nos permitira generalizar dos clases de nicleos interesantes y de manera simultanea: los H-nucleos y
los (k,)-nacleos. Algunas proposiciones previas sobre existencia de nicleos seran consecuencia de los resultados

presentados en este trabajo.



Capitulo 3

Digraficas J7-pancromaticas

En este capitulo estudiaremos algunas familias de digraficas las cuales, sin importar el patrén de colores
H, ni la H-coloracién que se les dé, estas siempre tienen H-nicleo. Esta idea surge a partir de los patrones

pancromaticos estudiados en [2] y [31] y las digraficas pancromaticas estudiadas en [30] y [33].

Una digrafica D es .#-pancromatica (respectivamente, J#-pancromatica por caminos) si para todo
patrén de color H y toda H-coloracién de D, existe un H-nucleo en D (respectivamente, un nicleo por
H-caminos en D). La idea inicial del trabajo de este capitulo era aproximar una caracterizacién de estas
familias de digraficas. Algunas ideas previas a la nuestra, pero referentes a una posible caracterizacién de
algunos patrones de color pancromaticos, pueden encontrarse en [2] y [31]. Sin embargo, las digraficas .77-
pancromaticas y #’-pancromaticas por caminos resultaron ser una familia de digraficas mas amplia de lo que
se tenia previsto originalmente, por lo que no fue posible realizar dicha caracterizaciéon. Mas aun, dado que las
digraficas pancromaticas tampoco estan caracterizadas, la dificultad de encontrar una caracterizacién de las

digraficas .77-pancromaticas es atin mayor, pues no hay una antecedente de trabajo sobre el cual partir.

A pesar de lo anterior, en este capitulo se muestran diversos resultados referentes a digraficas 77’-pancromaticas
y J-pancromaticas por caminos. Mostraremos algunas familias de digraficas que son .7#-pancromaticas, lo que
pone en evidencia que este tipo de digraficas efectivamente existen, y también veremos algunas operaciones en
digraficas que nos permitan preservar la /#-pancromaticidad de los operandos, permitiéndonos exhibir aan mas

digraficas .7-pancromaticas.

Los resultados presentados en este capitulo se encuentran publicados y pueden ser consultados en [32].
Ademas,fueron presentado en el 18th Workshop on Graph Theory Colourings, Independence and Domination,

realizado en Piechowice, Polonia, en 2019.
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3.1. Familias de digraficas .7Z-pancromaticas

Antes de comenzar a explorar los resultados de este capitulo, es conveniente mencionar que en algunas
demostraciones trabajaremos con una digrafica D y un patrén H, pero posiblemente tengamos mas de una
H-coloracién de D a lo largo de las demostraciones. Ello implica, en primera instancia, que un camino en una
digrafica sea un H-camino bajo una H-coloracién, pero no bajo otra H-coloracién distinta, por ejemplo, en la
figura 3.1 se da el ejemplo de una digrafica D, un patrén de color H y dos H-coloraciones diferentes de D, a
las que llamamos p y p’. Bajo la coloracién p, el camino (z1,z2,x3,24) es un H-camino, pero no es asi bajo

la coloracién p'.

H D bajo la coloracion p D bajo 1a coloracion o'
ey Ca T Ty Tz T3
? e T Cy m—ml
ey Ca [ Cy
Cy l
- ’ .
T, €y &1 Ty

Figura 3.1: Ejemplo de una digrafica bajo dos H-coloraciones diferentes

Por ello conviene refinar nuestra notacién de H-caminos por el de (H, p)-camino cuando es necesario
especificar que un camino es un H-camino bajo la coloracién p. Al razonar de esta manera, un conjunto de
vértices puede ser independiente por H-trayectorias dependiendo de la coloracién que tenga la digrafica, por lo
que también extenderemos esta notacién a otras definiciones previamente establecidas. En particular, la notacién
para (H, p)-trayectoria, conjunto (H, p)-independiente, conjunto (H, p)-absorbente y (H, p)-nicleo
se definen de manera analoga. En medida de lo posible, preferiremos la notacién simple que omite la coloracion
p, aunque en algunas demostraciones esto no sera posible.

Ahora procederemos a analizar los resultados de este capitulo. El primero, y mas natural, es verificar que

las digraficas 7-pancromaticas son una generalizacién de las digraficas pancromaticas introducidas en [30].

Teorema 3.1.1. Toda digrafica 7#-pancromatica es pancromatica. En particular, toda digrafica 7¢ -pancromatica

tiene nicleo.

Demostracion. Consideremos una m-coloraciéon de D arbitraria, digamos p: A(D) — {1,...,m}. Si H es el
patrén monocromatico cuyo conjunto de vértices es {1,...,m}, entonces p es una H-coloracién de D. Dado
que D es % pancromatica, entonces D tiene H-nicleo, el cual es un nicleo por trayectorias monocromaticas
en D. Con lo anterior, D es una digrafica pancromatica.

Por otro lado, para ver que que D tiene nicleo, basta con colorear a A(D) de tal manera que todas las

flechas tengan asignado distinto color. Dado que D tiene nacleo por trayectorias monocromaticas, pues ya
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mostramos que D es pancromatica, en particular dicho nicleo por trayectorias monocromaticas debe ser un

nicleo de D. O

Este resultado, aunque sencillo, muestra que caracterizar a las digraficas 77-pancromaticas puede ser mas
dificil de lo que se tenia pensado originalmente, pues actualmente no existe una caracterizacion para las digraficas
pancromaticas. Ahora iniciaremos a exhibir familias de digraficas que sean 7-pancromaticas. La primera familia

es la de los ciclos pares. Pero para ello mostraremos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. Un ciclo C' que sea H-coloreado tiene H-niicleo si y sélo si no es un H-ciclo de longitud

impar.

Demostracién. Primero mostraremos la parte suficiente del enunciado; es decir, si C' es un ciclo H-coloreado y
tiene H-ntcleo, entonces C no es un H-ciclo de longitud impar. Procederemos por contradiccién al suponer que
C es un H-ciclo de longitud impar. Como C tiene un H-niicleo por hipétesis, digamos S, entonces el lema 1.6.3
garantizaria que S es un nicleo en C, lo cual no es posible pues los ciclos de longitud impar no tienen nicleo.
Asi, C es un ciclo H-coloreado y tiene H-niicleo, entonces C' no es un H-ciclo de longitud impar.

Ahora sélo resta por demostrar la parte necesaria del enunciado; es decir, si C' no es un H-ciclo de longitud
impar, entonces C tiene al menos un H-nucleo.

Supongamos que C' = (x1,...,Zy,21). Notemos que si C' es un H-ciclo, entonces el conjunto unitario de
cualquier vértice de C' es un H-nucleo, por lo que supondremos para el resto de la demostracion que C no es
un H-ciclo. Si C' es un H-ciclo, entonces por hipétesis C' debe tener longitud par, y podemos concluir que C'
tiene nacleo (teorema 2.0.2), en cuyo caso, por el lema 1.6.3, C' debe tener un H-nicleo, por lo que también
podemos suponer para el resto de la demostracién que C' no es un H-ciclo. Ahora consideremos los siguientes

posibles casos sobre C.

Caso 1. C tiene una H-trayectoria generadora.

Para este caso, supongamos sin pérdida de generalidad que 7' = (21, C, z,,) es una H-trayectoria de C.
Notemos que todos los vértices internos de T' deben tener una obstruccién en C, por lo que los Gnicos
vértices de C' que no tienen obstrucciones en C' pueden ser x1 0 x,,. Por otro lado, como habiamos supuesto
que C no es un H-ciclo, entonces (p(xn_1,%n), p(Tn, Tni1)) € A(H) o (p(xn, 1), p(x1,72)) € A(H).

Ahora consideremos los siguientes subcasos:

Subcaso 1.1. n es par.
Si ambas flechas (p(zp—1,%n), p(zn, 1)) y (p(2n, z1), p(x1,x2)) estan en H, entonces no es dificil
ver que el conjunto S = {zx: k € {1,...,n — 1} con k par} es un H-nicleo de D (véase la

figura 3.2), pues para un vértice en S, su sucesor en C' tiene una obstruccién, y para cualquier
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vértice en V(C)\ S, distinto de x,,_1 y x,, su sucesor estd en S. Para z,,_1 y x,, el vértice x5 € S

los H-absorbe.

Sin obstruccion en 4 Sin obstruccion en @,

Ty Ta Iy Tn-2 Lp—1 Ty

'H — trayectoria

Figura 3.2: Fragmento de la demostracion en el subcaso 1.1

Si (p(xn,x1), p(z1,22)) € A(H) y (p(Tpn—1,2n), p(xn, 1)) ¢ A(H), entonces el conjunto S defi-
nido como {xy: k € {1,...,n} con k impar} es un H-ntcleo de D (véase la figura 3.3), pues para
un vértice en S, su sucesor en C' tiene una obstruccién y para cualquier vértice en V(C) \ S, su

sucesor esta en S.

Sin obstruccion en Obstruccion en Iy
& O [
T, Ty Ty Lp_3 Tp_1 T,

H— trayectoria
Figura 3.3: Fragmento de la demostracién en el subcaso 1.1

Si (p(xn—1,2n), p(xn,x1)) € A(H) y (p(xn,x1), p(x1,22)) ¢ A(H), entonces el conjunto S defi-
nido como {zy: k € {1,...,n} con k par} es un H-nicleo de D (véase la figura 3.4), pues para
cualquier vértice en S, su sucesor en C' tiene una obstruccién, y cualquier vértice en V/(C) \ S es
H-absorbido por su sucesor en C.

Obstrucciénen a, Sin obstrucciénen x,

H —trayectoria

Figura 3.4: Fragmento de la demostracion en el subcaso 1.1
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Subcaso 1.2. n es impar.
Si ambas flechas (p(zp—1,zn), p(Tn, 21)) ¥ (p(Tn, 1), p(x1,22)) estan en H, entonces el conjunto
S definido como {xy: k € {1,...,n — 1} con k impar} es un H-nucleo de D (véase la figura 3.5),
pues para un vértice en S, su sucesor en C tiene una obstruccién, y para cualquier vértice en
V(C)\ S, distinto de x,,—1, su sucesor esta en S. Para x,,_1, el vértice x1 € S lo H-absorbe.

Sin obstruccion en &, Sin obstrucciénen @,

@, Ta T3 Ln-2 Tp-1 T,

H — trayectoria
Figura 3.5: Fragmento de la demostracién en el subcaso 1.2

Si (p(xn—1,2n), p(xn,x1)) € A(H) y (p(xn,x1), p(x1,22)) ¢ A(H), entonces el conjunto S defi-
nido como {zj: k € {1,...,n — 1} con k impar} es un H-nicleo de D (véase la figura 3.6), pues
un argumento como el del parrafo previo lo verifica.

Obstruccion en Sin obstruccionen &,

T, o T3 Tn-2 Tn—1 x,

H- trayectoria
Figura 3.6: Fragmento de la demostracién en el subcaso 1.2

Si (p(zn,x1), p(z1,22)) € A(H) y (p(xn—1,2n), p(xn,z1)) ¢ A(H), entonces el conjunto S defi-

nido como {zy: k € {1,...,n} con k par} es un H-nicleo de D (véase la figura 3.7).
Sin obstruccionen @, Obstruccionen I,
c
@y Ty Ty Lp-2 Tp-1 T

H — trayectoria

Figura 3.7: Fragmento de la demostracién en el subcaso 1.2
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De los subcasos anteriores, podemos concluir que si C contiene una H-trayectoria generadora, entonces C'

tiene un H-nicleo. Ahora procederemos con el siguiente caso.

Caso 2. C no contiene H-trayectorias generadoras.

Para este caso, consideremos la familia de H-trayectorias maximales en C, la que denotaremos por .7.
Primero, para argumentar que .7 es no vacia, basta con ver que como supusimos que C' no es un H-ciclo,
entonces debe tener al menos una obstruccién en un vértice, digamos z;. Asi, (z;_1, z;, x;11) debe ser una
H-trayectoria, la cual es subtrayectoria de alguna H-trayectoria maximal, con lo que la familia .7 debe
ser no vacia. Por otro lado, podemos ordenar a los miembros de la familia en .7 como .7 = {T1, ..., T},
donde para toda i € {1,...,k}, T; es una x,,xg,-trayectoria en C'y para toda i € {1,...,k — 1},

Bi < 41 (véase la figura 3.8).

C

- s @ - -

Lo, x Toyy za, , Ty

-

i

[ I N N |

Figura 3.8: Ordenamiento de la familia .7

Nétese que todos los vértices internos de las trayectorias T; tienen obstrucciones en C, pues dichas
trayectorias son H-trayectorias. Mas aun, a continuacién veremos que dichos vértices son los tinicos que

tienen obstrucciones en C'. Para ello consideremos la siguiente afirmacion.

Afirmacién 1. Para todo i € {1,...,k — 1} y todo j € {B;,...,ait1}, (p(xj—1,25),p(xj,241)) €s

una flecha de H.

Procederemos por contradiccion al suponer que existen ¢ € {1,...,k—1}yj € {5, ..., a;y1}, tales
que (p(zj_1,2;5), p(zj,z41)) ¢ A(H). Notemos que si j = f3;; es decir, z, tiene una obstruccién
en C, entonces T' = T; U (:EBL,:L‘EZ) es una H-trayectoria en D que contiene propiamente a T},
lo cual no es posible pues ésta altima es maximal con la propiedad de ser una H-trayectoria. De
manera analoga, si j = ;41 obtenemos una contradiccion similar al usar la trayectoria T;41. Con lo
anterior, 5; < j < ;1. Sin embargo, como se supuso que hay una obstruccién en x; en C, entonces
(j—1,7j,xj4+1) es una H-trayectoria, la cual debe estar en una H-trayectoria maximal de C. Sin
embargo, por el ordenamiento de .7, no es posible que exista una H-trayectoria entre T y T}, 1. Por lo
anterior, paratodoi € {1,...,k—1} ytodoj € {f;,...,aiy1}, (p(xj—1,2)), p(xj,241)) € A(H),

lo que concluye la demostracion de esta afirmacién.
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Gracias a la afirmacién 1, podemos garantizar que los Gnicos vértices que tienen obstrucciones en C
son los vértices internos de las trayectorias en la familia .7. Asi, podemos dividir a la digrafica C' en
varias subtrayectorias: por un lado, estan las trayectorias en la familia .7, en las cuales, cualquier vértice
interno de una trayectoria en la familia, siempre genera obstruccién. Y por otro lado, estan las trayectorias
P = (zg,,C, «l“ai“). las cuales son H-trayectorias, de acuerdo con la afirmacién 1. Ademas, notemos
que C puede verse como la sucesion de trayectorias T1, seguida de P, seguida de T5, seguida de Ps, etc.

(véase la figura 3.9).

- P I
‘ H -trayectoria ’
>9 »$ »9 s o . L - >9
Ta, T Lay 1‘.}) Tay :r\jj'_.'| Tay s,
H Arayectoria H trayectoria H trayectoria | | H -trayectoria | H -trayectoria H -trayectoria !
T, Py T Tk P T
Figura 3.9: Ordenamiento de la familia .7
Con esto en mente, para todai € {1,...,k}, definimos t; como el natural mas grande tal que 3; —2t; > «;
yseaS; = {xg,_2,T8,—4,.-.,%8,—2t, - Observemos que el conjunto .S; son algunos de los vértices internos
de T;, de hecho, los toma de manera intercalada (véase la figura 3.10).
H -rayectoria
[ >0 - g =0 © - g >0 - g -9
Loy Tg—2t; Tg-—2t41  TH-242 Lgi—4 Tg-3 Tg—2 Tg—1 g

Figura 3.10: Fragmento de la demostracion. Los vértices de T; resaltados en naranja estan en S;

Con base en todo lo anterior, ya estamos listos para mostrar a nuestra propuesta de H-nicleo en C, al

que llamaremos S, y esta definido como: S = UleSi.

Ahora mostraremos que S es un H-nucleo de C. Primero, para ver que S es un conjunto absorbente por
H-trayectorias, consideremos x,,, € V(C)\ S. Si x,, no es vértice de ninguna trayectoria de .7, entonces
por el ordenamiento de la familia .7, debe existir j € {1,...,k} tal que z,, es un vértice entre xg, y

. . ., v, + . .
Ta,,,. Gracias a la afirmacién 1, no es dificil ver que (2, C, a:ajﬂ) es una H-trayectoria. Sin embargo,

Ta;y, € Sj+1 0 x;rjﬂ € Sj4+1 (dependiendo de la paridad de la longitud de 7)j11), por lo que existe una

TmS-H-trayectoria en D.



36 CAPITULO 3. DIGRAFICAS #-PANCROMATICAS.

Por otro lado, si x,,, estd en algin miembro de .7, digamos T}, entonces podemos considerar los siguientes
casos: si m < [3; — 2, entonces su sucesor en T;; es decir, z,,+1, debe estar en S; y, en particular, en S.
Por ello, (Zm, Tmy1) €s una z,,S-H-trayectoria. Si m € {; — 1, 5;}, entonces se sigue de la afirmacion
1 que (z,, C, x&LHl) es una H-trayectoria. Sin embargo, z,,, € Sj11 0 xgz_ﬂ € Si+1 (dependiendo de

la paridad de la longitud de Tj41), por lo que existe una z,,S-H-trayectoria en D (figura 3.11), lo que

concluye que S es un conjunto absorbente por H-trayectorias.

T; P Tija

g1 T Ty x,,

| H -trayectoria |

Figura 3.11: Fragmento de la demostracién. El vértice x,,, es H-absorbido por z,,, y por xz{iﬂ

Por altimo, para mostrar que S es un conjunto independiente por H-trayectorias, basta con ver que
para cualquier vértice en S, su sucesor tiene una obstruccién en C, por lo que no es posible que existan
H-trayectorias entre vértices distintos de .S, lo que concluye que S es independiente por H-trayectorias,

y asi S es un H-nicleo de C.

De los casos anteriores podemos concluir que si C' no es un H-ciclo de longitud impar, entonces tiene un

H-nucleo. O
Como consecuencia del enunciado anterior, tenemos nuestra primera familia de digraficas /#’-pancromaticas.

Corolario 3.1.3. Todo ciclo de longitud par es .7¢-pancromatico.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de la condicién necesaria del teorema 3.1.2 O
Y con ello, también tenemos algunos resultados que se deducen de éste altimo corolario.

Corolario 3.1.4. [33] Todo ciclo de longitud par es pancromatico.

Demostracién. Dado que todo ciclo par es #-pancromatico y toda digrafica J#-pancromaética es pancromatica,

este corolario es inmediato. O

Corolario 3.1.5. [33] Todo ciclo de longitud par y m-coloreado tiene niicleo monocromatico.
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Demostracion. Por el corolario anterior, todos los ciclos de longitud par y m-coloreados tienen nicleo mono-

cromatico. O]

Corolario 3.1.6. [33] Si C' es un ciclo de longitud impar m-coloreado y no es propiamente coloreado, entonces

C' tiene nicleo monocromatico.

Demostracion. Consideremos un patrén monocroméatico H cuyo conjunto de vértices son los colores represen-
tados en C'. por la eleccion del patrén y la coloracién dada, C' no es un H-ciclo, por lo que por el teorema 3.1.2,

C tiene H-nicleo, el cual debe ser un niicleo por trayectorias monocromaticas. O

Ahora procederemos a mostrar otras familias de digraficas que son JZ-pancromaticas, las cuales seran

enunciadas en un solo teorema. Antes de ello, es importante hacer la siguiente observacion:

Observacion 3.1.7. Sea D una digréfica arbitraria. Si existe S C V(D) tal que (i) S es independiente por

trayectorias y (ii) S es absorbente, entonces D es una digrafica 7 -pancromatica.

La observacion anterior es facilmente verificable pues, dada una digrafica con las condiciones descritas en la
observacion previa, el conjunto S es un H-nucleo, independientemente del patrén H y de la H-coloracion en D.
Debido a que los conjuntos descritos en la observacién 3.1.7 seran de importancia en el siguiente resultado y en la
siguiente seccion, diremos que un conjunto de vértices es un conjunto ##-pancromatico si es independiente
por trayectorias y absorbente. Si una digrafica tiene al menos uno de dichos conjuntos, diremos que es una
digrafica #-pancromatica débil. La observacion 3.1.7 establece que toda digrafica .77-pancromatica débil es
J-pancromatica. Por ejemplo, en la figura 3.12 se muestra una digrafica con un conjunto 7’-pancromatico, a
saber, S = {x1,z2}. Dado cualquier patrén de color H y cualquier H-coloracién que se le de a dicha digrafica,
el conjunto S debe ser independiente por H-trayectorias, pues es independiente por trayectorias, y absorbente

por H-trayectorias, pues es absorbente.

Figura 3.12: Ejemplo de una digrafica con un conjunto .##’-pancromatico {z1,z2}

Por otro lado, la condicién de ser 7-pancromatica no es equivalente a la existencia de estos conjuntos
J#-pancromaticos. Consideremos, por ejemplo, un ciclo de longitud 8. Por el corolario 3.1.3 dicha digrafica es

J-pancromatica, sin embargo, cualquier conjunto absorbente (en el sentido usual) en dicho ciclo debe tener al
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menos dos vértices, y dado que el ciclo es fuertemente conexo, ello implicaria que cualquier conjunto absorbente
del ciclo de longitud 8 no es independiente por trayectorias, lo que concluye que dicho ciclo no tiene conjuntos
F¢-pancromaticos.

Gracias a los conjuntos .7#’-pancromaticos nos sera mas sencillo mostrar que algunas familias de digraficas
son #-pancromaticas, como se vera en el siguiente teorema. Cabe sefialar que algunos puntos de este teorema

son una generalizacién de algunos resultados presentados en [33].
Teorema 3.1.8. Una digréfica D es 5#-pancromatica en cualquiera de los siguientes casos:
a) D tiene un vértice absorbente.
b) D es un torneo y tiene niicleo.
¢) D es transitiva.
d) D es casi-transitiva y tiene nicleo.
e) D es aciclica.
f) D es asimétrica y todo bloque de D es transitivo.

Demostracion. Para el inciso (a), si = es un vértice absorbente en D, entonces el conjunto unitario de = es
¢ -pancromatico, por lo que, de acuerdo con la observacién 3.1.7, D es #-pancromatica. El inciso (b) se
sigue inmediatamente del inciso (a), pues todo torneo con nicleo tiene un vértice absorbente.

Para el inciso (c), primero necesitamos recordar que toda digrafica transitiva tiene ntcleo (teorema 2.0.4).
Ahora, si S es un nicleo de D, entonces por definicién de nicleo, S es un conjunto absorbente de D. Mas aun,
debido a que D es una digrafica transitiva y S es un conjunto independiente en D, entonces S debe ser un
conjunto independiente por trayectorias en D; es decir, S es un conjunto .#Z-pancromatico. Nuevamente, por
la observacion 3.1.7 se seguiria que D es una digrafica .7#-pancromatica.

Ahora procedamos a demostrar el inciso (d). Para ello consideremos un nucleo de D, digamos S. Al igual
que en las demostraciones previas de este teorema, veremos que S es un conjunto .#Z’-pancromatico. Dado que
S es un nacleo, en particular es absorbente. Para verificar que S es independiente por trayectorias, supongamos
lo contrario; es decir, existe una uv-trayectoria en D, donde {u,v} C S. Dado que u y v no son adyacentes,
pues S es independiente, se sigue del lema 1.3.1 que existen vértices w y z en D tales que (u,w), (w, 2), (z,v),
(z,u) y (v,w) son flechas de D. Claramente, w ¢ S, por lo que al usar que S es absorbente, existe z € S tal
que (w,x) € A(D).

De lo anterior, (v, w,x) es un camino en D de longitud dos. Sin embargo, dicho camino no puede ser una

trayectoria, pues en caso contrario, por ser D es casi-transitiva, los vértices v y x deberian ser adyacentes,
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lo cual contradice que S es un conjunto independiente. Asi (v, w,x) es un camino, pero no una trayectoria,
por lo que v = z; es decir, (w,v) también es una flecha en D. Sin embargo, esto implicaria que (u,w,v) sea
una trayectoria de D, lo que concluye que u y v son adyacentes, lo cual contradice la independencia de S.
Con lo anterior S es un conjunto independiente por trayectorias y, de acuerdo con la observacién 3.1.7, D es
J-pancromatica.

Para demostrar el inciso (e), consideremos una digrafica aciclica, digamos D, un patrén de color arbitrario
H y consideremos una H-coloracién arbitraria de D. Mostraremos que Zp (D) tiene nicleo al probar que
dicha digrafica es aciclica. Procederemos por contradiccién al suponer que Zp (D) tiene un ciclo, digamos
(xo,...,Tn-1,20). Por definicién de la H-cerradura de D, se puede garantizar que para todoi € {0,...,n—1}
existe una x;x;41-H-trayectoria en D, digamos T; (los subindices se toman médulo n). En tal caso, notemos
que U?:_(}Ti es un camino cerrado en D, el cual debe contener un ciclo. Esto altimo no es posible pues D es
aciclica. Asi concluimos que Z (D) es aciclica, por lo que debe tener nacleo y, de acuerdo con el lema 1.6.4,
D tiene H-nicleo. Por lo anterior, D es J#-pancromatica.

Por altimo, para probar el inciso (f), basta con ver que si D es asimétrica y todo bloque de D es transitivo,
entonces D tiene que ser aciclica, pues en caso contrario, si D tuviera un ciclo, digamos C, entonces éste esta
contenido en un bloque de D, y por ser dicho bloque transitivo, C' tendria al menos una flecha simétrica, lo
cual no es posible por hipétesis sobre D. Asi, D debe ser aciclica y por el inciso (e) de este mismo teorema, D

es J¢-pancromatica. O

Como se mencioné anteriormente, algunos puntos del teorema anterior son una generalizacion de algunos

resultados previos.
Corolario 3.1.9. Una digréfica D es pancromatica en cualquiera de los siguientes casos:
a) [30] D es una torneo y tiene niicleo.
b) [30] D es casi-transitiva y tiene nicleo.
¢) [30] D es aciclica.
d) [33] D es asimétrica y todo bloque de D es transitivo.

Demostracién. Estos puntos se siguen inmediatamente del teorema 3.1.8 y del hecho de que toda digrafica

J-pancromatica es pancromatica. O

Corolario 3.1.10. Si D es una digrafica aciclica y m-coloreada, entonces tiene niicleo por trayectorias mono-

cromaticas.
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Demostracién. Sea H un patrén monocromatico cuyo conjunto de vértices son los colores representados en las
flechas de D. Como D es .7Z-pancromatica por ser aciclica, entonces D tiene H-nlcleo, el cual es un nicleo

por trayectorias monocromaticas. O

Corolario 3.1.11. Si D es una digréfica aciclica y m-coloreada, entonces tiene nicleo por trayectorias alter-

nantes.

Demostracion. Una demostracion analoga al corolario previo, pero al usar un patrén alternante, muestra este

corolario. O

Corolario 3.1.12. [33] Si D es una digrafica m-coloreada, aciclica y todo bloque de D es transitivo, entonces

D tiene ntcleo monocromético.

Demostracién. Primero notemos que D es una digrafica .7#-pancromatica. Por otro lado, sea H un patrén
monocromatico cuyo conjunto de vértices son los colores representados en las flechas de D. Como D es una
digrafica 77-pancromatica, entonces D tiene H-nicleo, el cual es un nicleo por trayectorias monocromaticas.

O]

Corolario 3.1.13. [33] Si D es una digrafica m-coloreada, aciclica y todo bloque de D es transitivo, entonces

D tiene nacleo alternante.

Demostracién. Una demostracion analoga al corolario previo, pero al usar un patrén alternante, muestra este

corolario. O

El método empleado por Arpin y Linek [2] para caracterizar a los patrones de la familia % fue mediante
subdigraficas prohibidas. Sin embargo, una caracterizacién similar para las digraficas .7#-pancromaticas no es
posible, como justificaremos a continuacién. Notemos que si D es una digrafica arbitraria, la digrafica obtenida
a partir de D al agregar un nuevo vértice, digamos x, y hacer todos los vértices de D adyacentes hacia x es

una digrafica .7#-pancromatica (inciso (a) del teorema 3.1.8), por lo que:

Observacion 3.1.14. Si D es una digrafica arbitraria, entonces existe una digrafica 7¢-pancromatica que

contiene a D como subdigrafica inducida.

Con ello, caracterizar a las digraficas .77-pancromaticas mediante subdigraficas prohibidas no es posible.
Sin embargo, si podemos obtener algunos resultados referentes a algunos tipos de subdigraficas de digraficas

F¢-pancromaticas.

Proposicién 3.1.15. Sea D una digrafica 5 -pancromatica. Si D' es una subdigrafica inducida de D tal que
no existen flechas de V(D) hacia V(D) \ V(D'), entonces D’ es 7#-pancromatica.
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Demostracion. Antes de iniciar la demostracién, notemos que si 1" es una trayectoria en D cuyo vértice inicial
estd en D', entonces T debe ser una trayectoria completamente contenida en D', pues no existen flechas de
V(D) hacia V(D) \ V(D').

Ahora, para demostrar que D’ es una digrafica .7#-pancromatica, consideremos un patrén de color arbitrario,
digamos H’, y una H’-coloracién de D’, digamos p’. Definimos al patrén de color H obtenido a partir de H’
al agregar un vértice nuevo, digamos ¢, y no existen flechas entre c y los vértices de H'. Ademas, definimos la
H-coloracién p sobre D de la siguiente forma:

ple) siee A(D')o

ple) =
¢ en otro caso.

La coloracién anterior esta representada en la figura 3.13. La coloracién p conserva los colores que tenian
las flechas en D’ bajo la coloracién p’, mientras que al resto de las flechas de D se les asigna el nuevo color ¢

que fue agregado al patrén H.

@ c
H' H
Flechas con color ¢
Coloracion p’ D Conserva la coloracién p’
D' D’

Coloracion p

Figura 3.13: Representacién de las coloraciones p y p/

Es importante notar que cualquier (H, p)-trayectoria en D que ademas esté contenida en D’, debe ser una
(H', p')-trayectoria en D', pues la H-coloracién p se comporta igual que la H' coloracién p’ en D'. El reciproco
también es verdadero: cualquier (H’, p’)-trayectoria contenida en D’ debe ser una (H, p)-trayectoria de D por
el mismo argumento.

Por otro lado, dado que D es una digrafica (H, p)-coloreada y es .#’-pancromatica, entonces D tiene un
(H, p)-nicleo, digamos S. Mostraremos que S’ = SNV (D’) es un (H', p')-ncleo de D’. Para ver que S’ es
(H', p')-independiente en D', procederemos por contradiccion; es decir, supondremos que existen {u,v} C S’
y una uv-(H', p')-trayectoria en D', digamos T'. Debido a la construccién de H, se sigue que T' es también
una uv-(H, p)-trayectoria en D, lo cual contradice el hecho que S es (H, p)-independiente, por lo que S’ es

(H', p')-independiente en D’.
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Ahora, para ver que S’ es (H', p')-absorbente en D', consideremos x € V(D') \ S’. Claramente, x esta en
V(D) \ S, por lo que existe w € Sy una xw-(H, p)-trayectoria en D, digamos T'. Dado que el vértice inicial
de T esta en D', entonces T' estd completamente contenida D’, como se justificé al inicio de la demostracién.
Se sigue de ello y de la definicién de p, que T es una zw-(H', p’)-trayectoria en D’. Con lo anterior, S’ es un

(H', p')-nacleo de D', lo que concluye que D’ es s#-pancromatica. O

Con base en el resultado previo, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 3.1.16. Toda componente fuertemente conexa terminal de una digrafica /¢ -pancromatica es una

digrafica 7 -pancromatica.

Demostracién. Notemos que toda componente fuertemente conexa terminal de D, digamos D’, es una subdi-
grafica inducida de D vy satisface que no existen flechas de V(D) hacia V(D) \ V(D’), por lo que D’ debe ser

F¢-pancromatica. O

Corolario 3.1.17. Sea D una digrafica 7 -pancromatica con al menos una componente fuertemente conexa
no inicial. Si D1, ..., Dy, son las componentes fuertemente conexas iniciales de D, entonces D\ U,V (D;) es

una digrafica 7¢-pancromaética.

Demostracién. Notemos que la digrafica D' = D\ U, V(D) es una subdigrafica inducida de D, y como para
todo i € {1,...,n}, D; es una componente fuertemente conexa inicial de D, entonces no existen flechas de

V(D') hacia V(D) \ V/(D'), por lo que D’ debe ser s#-pancromatica. O

3.2. Digraficas 77-pancromaticas y operaciones en digraficas

En esta altima seccién de este capitulo revisaremos algunas operaciones bajo las cuales se pueda preservar
la propiedad de ser Z-pancromatica. Algunos de estos resultados son extensiones a las condiciones propuestas
en [33]. Nuestra primera propuesta es la unién simple de digraficas. Aunque es una operacién sencilla, la unién
de dos digraficas .77-pancromaticas no necesariamente es .##’-pancromatica. Tomemos por ejemplo la digrafica
D = ({u,v,w},{(u,v), (v,w)}) yla digrafica D' = ({w,u}, {(w,u)}), las cuales son ambas .7’-pancromaticas
por ser aciclicas. Sin embargo, DU D’ no es .7#-pancromatica, pues DU D’ es un ciclo de longitud tres, el cual
no tiene nicleo. Con vista en lo anterior, proponemos algunas propiedades que deben cumplir dos digraficas

J-pancromaticas para que su unién sea también 7-pancromatica.

Teorema 3.2.1. Sean D; y D, dos digraficas 7¢-pancromaticas. Si todo vértice en V(D) NV (D3) tiene

ex-grado cero en D1 U Dy, entonces D1 U Dy es 5-pancromatica.

Demostracién. Antes de iniciar la prueba, denotamos por D la digrafica Dq U Dy. Ademéas, mostraremos la

siguiente afirmacion.



3.2. DIGRAFICAS ##-PANCROMATICAS Y OPERACIONES EN DIGRAFICAS 43

Afirmacion. Si T = (z1,...,x,) es una trayectoria en D, entonces A(T') C A(D;) o A(T) C A(D3).

Procederemos por contradiccién al suponer que A(T) Z A(D1) y A(T) € A(Ds2). Con lo anterior,
consideremos (x;, zi+1) € A(T') tal que (z;, zi11) ¢ A(D2) y también consideremos (z;,x;4+1) € A(T)
tal que (zj,zj41) ¢ A(D1). Claramente, (zj, zit1) € A(D1) y (z4,241) € A(Dz2). Debido a la eleccion
de dichas flechas, i # j y, en particular, i < j o j < i. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
quei < j.Sik=méx{l € {i+1,...,75}: (zj—1,2;) € V(D1)}, entonces (zy,zr+1) € A(D2), en cuyo
caso, xy, es un vértice en V(D) NV (Dz2) con ex-grado al menos uno en Dy U Dy, lo cual no es posible

por hipétesis. Con lo anterior, la afirmacién queda demostrada.

Ahora, para demostrar que D es s#-pancromatica, consideremos un patrén de color arbitrario, digamos H,
y una H-coloracién de D. Claramente, dicha H-coloracién induce una H-coloracién en Dy y una H-coloracién
en Dsy. Se sigue del hecho de que D1 y Dy son ambas digraficas 57-pancromaticas, estas deben tener H-nicleo.
Supongamos que S7 es el H-nicleo de Dy y S5 es el H-nlcleo de Dy. Ahora mostraremos que S = S1 U S5 es
un H-nicleo de D.

Para ver que S es un conjunto absorbente por H-trayectorias en D, basta considerar x € V(D) \ S. Si
x € V(Dy), se sigue que existe una x.S1- H-trayectoria en Dy, la cual debe ser una x.S-H-trayectoria en D. Del
mismo modo, si x € V(D3), debe existir una xS-H-trayectoria en D. En cualquier caso, S es absorbente por
H-trayectorias en D.

Ahora sélo resta por demostrar que S es un conjunto independiente por H-trayectorias en D. Procederemos
por contradiccién al suponer que existen {u,v} C Sy una uv-H-trayectoria en D, digamos T'. Por la afirmacién
demostrada al inicio de esta demostracién, T' debe ser una trayectoria en D7 o debe ser una trayectoria en Ds.

Supongamos que T es una trayectoria en D;. Ahora veremos que ambos extremos de T estan en S1, lo
cual contradice que Sy es independiente por H-trayectorias en D;. Debido a que u tiene ex-grado al menos 1,
entonces u no puede estar simultaneamente en D1 y Dy, sin embargo, como todas las flechas de T' estan en
D7 por suposicién, entonces concluimos que u no puede estar en Dy vy, en particular, u ¢ Sy, pero al pertenecer
u al conjunto S, concluimos que u € Sy.

Ahora sélo resta por demostrar que v también esta en Sp. Si por el contrario, v ¢ Sy, entonces v € Sy, sin
embargo, ya que 7" es una uv-trayectoria en D1, podemos concluir que v € V(D1)NV (Dy3), asi que v debe tener
ex-grado 0 en D, como lo establecen las hipétesis. De ello, v es un vértice de ex-grado 0 en D1, pero que no
esta en Sp, por lo que v no puede ser H-absorbido por S7 en D1, lo cual es contradictorio pues S7 es absorbente
por H-trayectorias. Asi, v € Sy. De lo anterior se tiene que {u,v} C S; y T es una uv-H-trayectoria en D1, lo
cual no es posible pues S7 es un conjunto independiente por H-trayectorias en D. Una contradiccion analoga
surge de suponer que T es una trayectoria en Ds. Asi, podemos concluir que S es un conjunto independiente

por H-trayectorias en D. Por lo anterior, S es un H-nicleo de D, en particular, D es 7#-pancromatica. O
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Gracias al teorema anterior y un simple proceso inductivo, tenemos el siguiente corolario con respecto a

unién finita de graficas .7#-pancromaticas.

Corolario 3.2.2. Sean {D;, ..., D,} una familia de digraficas .2 -pancromaticas y D = U' | D;. Si para todo
{i,5} € {1,...,n} coni # j se cumple que para todo = € V(D;) NV (Dy), 5(z) = 0, entonces D es

J-pancromatica.

De manera similar al teorema 3.2.1, tenemos el siguiente resultado en la unién simple de dos digraficas

J-pancromaticas pero ahora con respecto a los in-grados de los vértices en la interseccién de las digraficas.

Teorema 3.2.3. Sean D y Ds dos digraficas 7¢-pancromaticas. Si todo vértice en V(D1) NV (D3) tiene

in-grado cero en D1 U D5, entonces D1 U Do es 57 -pancromatica.

Demostracién. Antes de iniciar la prueba, denotamos por D la digrafica D1 U Dy. Ademas, mostraremos la

siguiente afirmacion.

Afirmacion. Si T = (z1,...,x,) es una trayectoria en D, entonces A(T') C A(D1) o A(T) C A(D3).

Procederemos por contradiccion. Supondremos que A(T') € A(D1) y A(T) € A(D2). Con lo anterior,
consideremos (z;,x;+1) € A(T) tal que (z4,zi41) ¢ A(D2) y también (zj,z;11) € A(T) tal que
(xj,xj11) ¢ A(D1). Claramente, (z4,241) € A(D1) y (zj,2j41) € A(D2). Debido a la eleccion de
dichas flechas, i # j vy, en particular, i < j o j < i. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
i<j.Sik=max{l € {i+1,...,75}: (z1-1,2;) € V(D1)}, entonces (xy, zx+1) € A(D2), en cuyo caso,
X es un vértice en V(D7) NV (Ds3) con in-grado al menos 1 en D, lo cual no es posible por hipétesis.

Con lo anterior, la afirmacién queda demostrada.

Ahora, para demostrar que D es JZ-pancromatica, consideremos un patrén de color arbitrario, digamos
H, y una H-coloracién de D. Claramente, dicha H-coloracién induce una H-coloracién en Dy y una H-
coloracién en Ds. Se sigue del hecho de que Dy y D5 son ambas digraficas .77-pancromaticas, estas deben
tener H-nicleo. Supongamos que S; es el H-nicleo de Dy y Ss es el H-nicleo de Ds. Ahora mostraremos que
S =[(S1US2)\ (V(D1)NV(Dy))]U(S1NS2) es un H-nicleo de D. Dicho conjunto S se encuentra resaltado
con gris en la figura 3.14.

Para ver que S es un conjunto absorbente por H-trayectorias en D, basta con considerar x € V(D) \ S.
Primero analizaremos el caso en que x € V(D). Ya que = ¢ S, se sigue de la definicién de dicho conjunto que

x ¢ S1NSyy, ademas, x ¢ S1US2 0 x € V(D1) NV (D3). Asi, consideremos los siguientes casos:

Caso 1. z ¢ S; U Sy.

En este caso, en particular, ¢ Sy. Asi, como por suposicién x es un vértice en D1, se seguiria del hecho

de que Sy es un conjunto absorbente por H-caminos en D; que existe una xS1-H-trayectoria en Dy,
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Figura 3.14: Propuesta de H-nucleo en D1 U Dy, resaltado en gris

digamos T' = (zo, ..., 2p). Ya que x,, tiene in-grado al menos uno, entonces x,, ¢ V(D) NV (D3) y asi

xn € (S1US2) \ (V(D1) NV(D2), en particular, x,, € S. Por ello, T es una x.S-H-trayectoria en D.

Caso 2. z € V(D) NV (D2).

Para este caso, consideremos dos subcasos con respecto a x 'y Sy: si x ¢ So, entonces por ser x un vértice
en Dy y ser Sy un conjunto absorbente por H-trayectorias en Dy, existe una x.So- H-trayectoria en Do,
digamos 7" = (20, ..., 2,). Ya que 2, tiene in-grado al menos uno, entonces z, ¢ V(D1) NV (Ds) y asi

zn € (S1US2) \ (V(D1) NV (Dz2)), en particular, z, € S. Por ello, T es una xS-H-trayectoria en D.

Por otro lado, si z € Sy, entonces x ¢ S;, pues sabemos desde el inicio de los casos que = ¢ S1 N Sy; es
decir, nuevamente tenemos la situacién en la que = ¢ S; U Sa2. Asi, un argumento analogo al mostrado

en el caso 1 justifica la existencia de una xS-H-trayectoria en D.

Con lo anterior, si € V(Dy), existe una xS-H-trayectoria en D. De manera analoga, si x € V(Dz), debe
existir una x.S- H-trayectoria en D. En cualquier caso, S es un conjunto absorbente por H-trayectorias en D.

Ahora sélo resta por demostrar que S es un conjunto independiente por H-trayectorias en D. Procederemos
por contradiccién al suponer que existen {u,v} C Sy una uv-H-trayectoria en D, digamos T'. Por la afirmacién
probada al inicio de esta demostracién, T' debe ser una trayectoria en D1 o debe ser una trayectoria en Ds.

Supongamos que T' es una trayectoria en D;. Ahora veremos que ambos extremos de T estan en S1, lo
cual contradice que S; es un conjunto independiente por H-trayectorias en D. Primero notemos que, de la
definicion de S, se tiene que S C S71USs, y como v esta en S, entonces v esta en S;USs. Por otro lado, debido
a que v tiene in-grado al menos 1, entonces v no puede estar simultaneamente en D y Ds. Sin embargo, como
T es una uv-trayectoria en Dy, v si estd en D1, por lo que v no puede estar en D5 vy, en particular, v ¢ Sy. De

lo anterior, v € S;.



46 CAPITULO 3. DIGRAFICAS #-PANCROMATICAS.

Ahora sélo resta por mostrar que u también esta en S7. Como u € S, entonces por definicién de S tenemos
queu € S1NS20u € (S1US2)\(V(D1)NV(D3)). Siu € S1NSa, en particular u € S; y habremos terminado,
por lo que resta por ver qué sucede cuando u € (S1 U S2) \ (V(D1) NV (D2)). Para este caso, notemos que
u € S1U Sy, pero u ¢ V(D1) NV (Ds). Ademas, como T es una uv-trayectoria en Dy, entonces u € V (D),
por lo que u ¢ V(Dz3), en particular, u ¢ Sa, lo que concluye que u € 5.

En cualquier situacién, concluimos que {u,v} C S; y que T' es una uv-H-trayectoria en Dy, lo cual no
es posible pues S7 es un conjunto independiente por H-trayectorias en D. Una contradicciéon analoga surge
de suponer que T es una trayectoria en Dy. Asi, podemos concluir que S es un conjunto independiente por

H-trayectorias en D, por lo que D tiene H-nucleo y, con ello, D es s#-pancromatica. O

Gracias al teorema anterior y con un simple proceso inductivo, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4. Sean {D;, ..., D,} una familia de digraficas .7 -pancromaticas y D = U’ | D;. Si para todo
{i,5} € {1,...,n} con i # j se cumple que para todo x € V(D;) NV (D;), é,(x) = 0, entonces D es

J-pancromatica.

Ahora analizaremos la composicién de digraficas. Es importante mencionar que la composicién de digrafi-
cas J#-pancromaticas no necesariamente es .J#-pancromatica. Tomemos por ejemplo las siguientes digraficas:
para la base de la composicién, una trayectoria G = (v1,va,v3). D; la digrafica con conjunto de vértices
{z1,...,24} y flechas {(z1,x3), (z2,21), (z2, x3), (3, 27), (x3,21), (T4, 22), (x4, 21)}. D2 una digrafica com-
pleta de orden dos con conjunto de vértices {z1, 22} y la digrafica D3 sera trivial, con vértice w;. Ahora, sea
D = G[D1, D2, D3]. Un patrén H de orden 9, en la que la Gnica flecha es un lazo en el vértice 9 y consideremos

la H-coloracién de D exhibida en la figura 3.15.
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Figura 3.15: La composicién de digraficas .77-pancroméaticas no necesariamente es ./#’-pancromatica
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Para ver que D no es .77’-pancromatica, bastara ver que no tiene H-niicleo bajo esta coloracién. Procedere-
mos por contradiccién al suponer que D tiene un H-nicleo, al que llamaremos V. Notemos que necesariamente
w1 € N, pues este vértice no puede ser absorbido mediante trayectorias y, en particular, mediante H-trayectorias.
Con esto, V(D3) N N = (), pues todos los vértices de Dy son adyacentes hacia wy en D. Asi, N sélo debe
constar del vértice wy y posiblemente algunos vértices en D;. Sin embargo, por ser D semicompleta, a lo mas

un vértice de D; pertenece a IN. Ahora consideremos dos posibles casos sobre el vértice 3.

Caso 1. z3 ¢ N.

En este caso, x3 deberia ser H-absorbido por algiin vértice en N, pero no existen x3w;-H-trayectorias
en D, por lo que algtn vértice de V(D;), que ademas H-absorba a x3, tiene que estar en N. No es
posible que dicho vértice sea 1, pues existe una xywi-H-trayectoria en D y N es independiente por
H-trayectorias. Tampoco es posible que x5 sea dicho vértice, pues x5 no H-absorbe a x3. Asi, el tnico

vértice de N en D; debe ser z4. Con ello, N no H-absorbe a x2, lo cual no es posible.

Caso 2. z3 € N.

En este caso, el anico vértice de N que esta en V(D) debe ser x3. Asi, al considerar que NNV (D3) = (),

se tiene que N = {z3, w1}, pero dicho conjunto no H-absorbe al vértice 4.

Con lo anterior, la digrafica D no es J7-pancromatica, pues para esta coloracién y patrén particular, no
tiene H-nicleo. Nétese ademas que G es . -pancromatica (por sea aciclica) y que Dy, Do y D3 son -
pancromaticas (por tener cada una un vértice absorbente), lo que demuestra que, en general, la composicién
de digraficas s7-pancromaticas no necesariamente es J#-pancromatica. Asi, es importante considerar algunas
condiciones extras sobre las digraficas involucradas en la composicién que nos garanticen que lo obtenido sea

una digrafica #-pancromatica.

Teorema 3.2.5. Sean G una digrifica s¢-pancromatica débil sin flechas simétricas, N un conjunto ¢ -
pancromatico de D y 9 = {D,: v € V(G)} una familia de digraficas ajenas dos a dos. Si para todo v € N,

D, es s#-pancromatica, entonces G|9)| es 7 -pancromatica.

Demostracién. Para ver que D = G[%] es una digrafica #-pancromatica, consideremos un patrén de color
arbitrario, digamos H, y una H-coloracién de D. Dado que para todo v € N, D, es una subdigrafica de D,
entonces la H-coloracién de D induce una H-coloracién en D,, y como por hipétesis dichas digraficas son
J¢-pancromaticas, se seguiria que D, tiene H-nlcleo, digamos S,. Ahora mostraremos que S = Uyen S, €s
un H-nicleo de D.

Primero mostraremos que S es un conjunto absorbente por H-trayectorias en D. Para ello, consideremos

xz € V(D) \ S. De acuerdo con la definicién de composicién, z € V(D,) para algin v € V(G).
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Si v € N, entonces en particular tenemos que x € V(D,) \ S,. Dado que S, es un conjunto absorbente
por H-trayectorias en D,, entonces existe una x.S,- H-trayectoria en D,,, digamos T'. No es dificil ver que T es
una x.S-H-trayectoria en D.

Por otro lado, si v ¢ N, dado que N es un conjunto absorbente en G, existe u € N tal que (v,u) € A(G).
Notemos que, por definicién de D, todos los vértices de D,, son adyacentes hacia todos los vértices de D,, en
D. En particular, si z € Sy, se sigue que (z,2) € A(D), por lo que (z, z) es una xS-H-trayectoria en D. En
cualquier caso, podemos concluir que S es absorbente por H-trayectorias en D.

Ahora sélo resta por demostrar que S es independiente por H-trayectorias en D. Esto lo demostraremos por
contradiccion; es decir, supondremos que existe {z, z} C S, tal que existe una xz- H-trayectoria en D, digamos
T. Por definicién de S podemos suponer que z € S, y z € S, para algin u y v en N. Dado que T es un
xz-camino en D, entonces existe un uwv-camino en GG. Sin embargo, por ser N independiente por trayectorias
en G, se concluiria que u = v.

Por otro lado, no es posible que T esté completamente contenida en D,, pues en caso contrario S,
no seria independiente por H-trayectorias en D,. Asi, si w es el primer vértice de T que no estd en D,
entonces w € V(D,) para algin r # v, por lo que, por definicién de composicién, se tiene que (v,r) € A(G).
Claramente, w ¢ N, pues N es independiente por trayectorias en G, lo que indicaria que w debe ser absorbido
por N. Nuevamente, por ser N independiente por trayectorias, el Gnico vértice que puede absorber a w debe
ser u, lo que concluye que (u,w) es una flecha simétrica en G, lo cual no es posible por hipétesis sobre G. Con
lo anterior, S es un conjunto independiente por H-trayectorias.

Asi, podemos concluir que S es un H-nicleo de D y con ello, D es #-pancromatica. O

Aunque las condiciones del teorema 3.2.5 seran las condiciones mas generales que daremos para garantizar
que la composicién de digraficas sea /#’-pancromatica, los siguientes casos particulares pueden ser mas ilustra-
tivos con respecto a los resultados referentes a .7#-pantromaticidad y composicién, siendo el que mas usaremos

el siguiente corolario.

Corolario 3.2.6. La composicion de digraficas 7¢-pancromaticas sobre una digrafica 7¢-pancromética débil y

asimétrica es ¢ -pancromatica.

Demostracién. Se sigue inmediatamente del teorema 3.2.5. O

Gracias a este corolario y a que conocemos algunas digraficas #-pancromaticas débiles, podemos pedir
algunas condiciones sobre la digrafica base de la composicién; es decir, sobre G. Con ello en mente, probaremos
los siguientes corolarios. Cabe sefialar que resultados analogos a los corolarios 3.2.8 y 3.2.9, pero para digraficas

pancromaticas, pueden ser encontrados en [33].
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Corolario 3.2.7. Si D1 y D, son digraficas ajenas dos a dos y ambas son 7 -pancromaticas, entonces D1+ Do

es J¢-pancromatica.

Demostracién. Dado que D; + Do es el caso particular de una composicién G[D1, Ds], donde G es una
trayectoria de longitud 1, la cual es J#-pancromatica débil y asimétrica, este corolario se sigue directamente

del corolario 3.2.6. O

Corolario 3.2.8. Sean G una digrafica casi-transitiva y asimétrica, 9 = {D,: v € V(QG)} una familia de
digraficas ajenas en vértices dos a dos y N un niicleo de G. Si todas las digraficas en la familia 9 son -

pancromaticas, entonces G|Z)] es 7€ -pancromatica.

Demostracion. Recordemos que en la demostracion del inciso (d) del teorema 3.1.8 mostramos que cualquier
digrafica casi-transitiva con nicleo es una digrafica Z’-pancromatica débil, por lo que G y Z satisfacen todas

las condiciones del teorema 3.2.5, lo que concluye que G[Z] es J#-pancromatica. O

Corolario 3.2.9. Sean G una digrafica transitiva y asimétrica, y 9 = {D,,: v € V(G)} una familia de digréficas
ajenas en vértices dos a dos. Si todas las digraficas en la familia & son ¢ -pancromaticas, entonces G[Z] es

JC-pancromatica.

Demostracion. Al igual que en el corolario anterior, en la demostracién del inciso (c) del teorema 3.1.8 mostra-
mos las digraficas transitivas son .7’-pancromaticas débiles, por lo que G y Z satisfacen todas las condiciones

del corolario 3.2.6, lo que concluye que G[Z] es J#-pancromatica. O

Corolario 3.2.10. Si G es un torneo transitivo y 9 = {D,: v € V(G)} una familia de digréficas ajenas
en vértices dos a dos tal que todas las digraficas en la familia & son ¢-pancromaéticas, entonces G|| es

F¢-pancromatica.

Demostracién. Dado que G debe tener nicleo por ser una digrafica transitiva, y dicho nacleo debe constar de
un Gnico vértice por ser G un torneo, entonces GG es una digrafica s7-pancromatica débil. Ademas, G debe ser
asimétrica por ser un torneo. Asi, G y & satisfacen todas las condiciones del corolario 3.2.6, lo que concluye

que G[Z] es #-pancromatica. O

Los corolarios anteriores simplifican las hipétesis de la digrafica base en una composicién al involucrar familias
de digraficas que ya sabemos son 7#-pancromaticas débiles. Con ello en mente, también podemos simplificar las
condiciones de las digraficas en la familia & al usar familias de digraficas .77-pancromaticas. Sin embargo, esta
idea s6lo la consideraremos con un tipo muy particular de familias s#-pancromaticas: las digraficas vacias. Asi,
la composicién que hemos trabajado puede verse como una extensién de la digrafica base, obteniendo resultados

como los siguientes:
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Corolario 3.2.11. Si D es la extensién de una digrafica asimétrica y ¢ -pancromética débil, entonces D es

J-pancromatica.

Demostracién. Como D es la composicién de una digrafica 7-pancromatica débil y asimétrica sobre una familia
de digraficas vacias, las cuales deben ser .77-pancromaticas, entonces por el corolario 3.2.6 se sigue que D es

J¢-pancromatico débil. O

Corolario 3.2.12. Si D es la extensién de una digrafica casi-transitiva, asimétrica y con niicleo, entonces D es

F¢-pancromatica.

Demostracién. Como D es la composicién de una digrafica casi-transitiva, asimétrica y con nicleo sobre una
familia de digraficas vacias, las cuales deben ser .7#-pancromaticas, entonces por el corolario 3.2.8 se sigue que

D es s7-pancromatico débil. O

Corolario 3.2.13. Si D es la extension de una digrafica transitiva y asimétrica, entonces D es .7 -pancromatica.

Demostracién. Como D es la composicién de una digrafica transitiva y asimétrica sobre una familia de digraficas
vacias, las cuales deben ser s7-pancromaticas, entonces por el corolario 3.2.9 se sigue que D es J#-pancromatico

débil. O
Corolario 3.2.14. Si D es la extension de un torneo transitivo, entonces D es 7 -pancromatico.

Demostracién. Como D es la composiciéon de un torneo transitivo sobre una familia de digraficas vacias, las
cuales deben ser ##-pancromaticas, entonces por el corolario 3.2.10 se sigue que D es #-pancromatico débil.

O]

Explotando un poco mas el teorema 3.2.5, podemos encontrar resultados referentes a digraficas pancroma-
ticas, pues estas son un caso particular de las digraficas #-pancromaticas. Con ello en mente, los siguientes

son consecuencia de los corolarios 3.2.12, 3.2.13 y 3.2.14, respectivamente.

Corolario 3.2.15. Si D es la extension de una digrafica casi-transitiva, asimétrica y con nicleo, entonces D es

pancromatica.
Corolario 3.2.16. Si D es la extensién de una digrafica transitiva y asimétrica, entonces D es pancromética.
Corolario 3.2.17. Si D es la extensién de un torneo transitivo, entonces D es pancromaética.

Y todavia explotando un poco mas los resultados, podemos usar que las clases de los tres corolarios ante-
riores son .7/-pancromaticas para obtener resultados mas particulares al usar patrones de color convenientes:
patrones vacios para la obtencién de nicleos usuales, patrones monocromaticos para la obtencién de nicleos por
trayectorias monocromaticas y patrones alternantes para la obtencién de nicleos por trayectorias alternantes.

Dichos resultados se enuncian a continuacion.
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Corolario 3.2.18. Si D es la extensién de una digrafica casi-transitiva, asimétrica, con niicleo y es m-coloreada,

entonces:
a) D tiene nicleo.
b) D tiene niicleo por trayectorias monocromaticas.
¢) D tiene nicleo por trayectorias alternantes.

Demostracién. Por el corolario 3.2.12 se tiene que D es una digrafica /#-pancromatica. Asi, es posible demostrar
(a) al usar un patrén de color vacio, para (b) basta con usar un patrén de color monocromatico y para (c) un

patrén de color alternante. O
Corolario 3.2.19. Si D es la extensién de una digrafica transitiva y asimétrica y es m-coloreada, entonces:
a) D tiene nicleo.
b) D tiene niicleo por trayectorias monocromaticas.
¢) D tiene nicleo por trayectorias alternantes.

Demostracién. Por el corolario 3.2.13 se tiene que D es una digrafica .##-pancromatica. Asi, es posible demostrar
(a) al usar un patrén de color vacio, para (b) basta con usar un patrén de color monocromatico y para (c) un

patrén de color alternante. O
Corolario 3.2.20. Si D es la extensién de un torneo transitivo y es m-coloreada, entonces:

a) D tiene niicleo.

b) D tiene niicleo por trayectorias monocromaticas.

¢) D tiene niicleo por trayectorias alternantes.

Demostracion. Por el corolario 3.2.14 se tiene que D es una digrafica .##-pancromatica. Asi, es posible demostrar
(a) al usar un patrén de color vacio, para (b) basta con usar un patrén de color monocromatico y para (c) un

patrén de color alternante. O

Después de esta oleada de corolarios, queremos retomar una pregunta muy natural. Ya sabemos que del
corolario 3.2.6 que la composicién de digraficas 7#-pancromaticas sobre una digrafica .7#-pancromatica débil
es .7/ -pancromatica. Con ello, es natural el preguntarse lo siguiente: si la extensién de una digrafica resulta
ser J#-pancromatica, jentonces la base de dicha composicién es 77-pancromatica? El siguiente lema sera de

utilidad para resolver dicha pregunta.
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Lema 3.2.21. Sea D un digréfica 7-pancromatica por caminos. Si u y v son vértices en D que satisfacen

que Nt (u) = N*t(v) y N~ (u) = N~ (v), entonces D — u es una digrafica s#-pancromatica por caminos.

Demostracién. Para ver que D' = D — u es J/-pancromatica, consideremos un patrén de color arbitrario,

digamos H, y p’ una H-coloracién de D’. Denotamos por p la H-coloracién en D definida como sigue:

pe) siee A(D),

ple) =< p/(xz,v) sie=(x,u) paraalgin z € N~ (u) o

P (v,x) sie=(u,x) para algin x € N*(u).
Es importante notar que gracias a que N*(u) = NT(v) y N~ (u) = N~ (v), la coloracién p efectivamente

colorea todas las flechas de D

Haremos una pequefia pausa en la demostracién para analizar el comportamiento de p’ y p. La coloracién
p' es una H-coloracién de D’; es decir, p’ colorea todas las flechas de D, con excepcién de las in-flechas y
ex-flechas de u. Con esto en mente, la coloracién p’ puede extenderse de manera conveniente a todas las flechas
de D mediante la coloracién p, la cual colorea las in-flechas y ex-flechas de u con base en los colores que tenian
las in-flechas y ex-flechas de v de |a siguiente manera: si  es un in-vecino de v (y también debe ser un in-vecino
de u por hipétesis), entonces el color que tendra (x,u) bajo p sera el color que ya tenia asignado (z,v) bajo
p'. Y del mismo modo, si w € NT(v), entonces el color que tendrd (u,w) bajo p sera el mismo que ya tenia

asignado (v, w) bajo p’. Un ejemplo concreto sobre cémo asigna colores la funcién p en D se muestran en la

figura 3.16.

D —u D
x, @- T @ 4 2
l'] (’.',
v .
cy ch
32 4
Y 2 z, O e =
. e
(&1 %
& CGAQ
-'133 Z:s Iy z3
Coloracién p’ Coloracién p

Figura 3.16: Ejemplo de la coloracién p’ en D —uy pen D
Con esto en mente, es sencillo verificar los siguientes puntos:
1. Sizx e N~ (v)y e € A (x), entonces: (p(e), p(z,u)) € A(H) siy sélosi (p'(e), p/(x,v)) € A(H).

2. Siw e NT(v) y ae At (w), entonces: (p(u,w), p(a)) € A(H) siy sélo si (p'(v,w),p'(a)) € A(H).
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3. Siz e N (v) yw € N*(v), entonces (p(z,u), p(u,w)) € A(H) siy sélosi (p/(z,v),p'(v,w)) € A(H).

Con base en lo anterior, podemos seguir la demostraciéon con un poco de mas claridad sobre el compor-
tamiento de p’ y p. Nétese que dado que D’ es una subdigrafica de D y de acuerdo a la coloracién p, todo
(H, p')-camino en D es un (H, p)-camino en D. Sin embargo, aunque el reciproco no necesariamente es verda-
dero debido a que no todo camino de D es un camino de D', es sencillo notar que todo (H, p)-camino en D

que no contiene al vértice u es un (H, p’)-camino en D’. Primero tenemos la siguiente afirmacién.

Afirmacién. Sean {z,z} C V(D) \ {u,v}. Si existe un x2z-(H, p)-camino en D, entonces necesariamente
existe un xz-(H, p)-camino en D que no contiene al vértice u. En particular, dicho camino debe ser un

x2-(H, p')-camino en D',

Para realizar la demostracién de esta afirmacién procederemos por contradiccién; es decir, supondremos
que todo xz-(H, p)-camino en D necesariamente pasa por el vértice u. Ahora bien, de todos los posibles

xz-(H, p)-caminos en D, consideremos el que recorre la menor cantidad posible de veces al vértice u,

digamos T' = (xq,...,2,). Por suposicién, el camino T' debe recorrer el vértice u, por lo que existe
i€ {l,...,n— 1} tal que z; = u. Notemos que de acuerdo con los puntos (1), (2) y (3), el camino
T = (xg,. .., i—1,V, Tit1,--.,Ty) €s un xz-(H, p)-camino, y ademas, recorre menos veces el vértice u

que el camino T, lo cual no es posible por la eleccién de T'. Con lo anterior, existe un xzz-(H, p)-camino en
D que no contiene el vértice u. Notemos que, en particular, dicho camino debe ser un x2-(H, p’)-camino

en D',

Ahora continuemos con la demostracién del lema en cuestién. Ya que D es una digrafica (H, p)-coloreada
y es J#-pancromatica por caminos, entonces D tiene un nicleo por (H, p)-caminos, al que llamaremos S. Con

base en dicho conjunto, exhibiremos un (H, p’)-nicleo de D’. Para ello, consideremos los siguientes casos.

Caso 1. u ¢ S.

En este caso probaremos que S es un (H, p')-nicleo en D’. Primero, para mostrar que S es un conjunto
(H, p')-absorbente, consideremos = € V(D’) \ S. Es sencillo notar que = € V(D) \ S, por lo que existe
un xz-(H, p)-camino en D, al que llamaremos T, tal que z € S. Si T' no recorre u, entonces T es un xz-
(H, p')-camino en D’ y si T recorre el vértice u, entonces por la afirmacién mostrada previamente, se sigue
que existe un zz-(H, p')-camino en D’. En cualquier caso, se puede concluir que S es (H, p)-absorbente

en D',

Ahora, para mostrar que S es un conjunto independiente por (H, p’)-caminos en D’, procederemos por
contradiccién al suponer que existe un zz-(H, p’)-camino en D', digamos T, tal que {z, 2z} C S. Es sencillo

notar que 7" es un zz-(H, p)-camino en D, lo cual no es posible pues S es un conjunto independiente por
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(H, p)-caminos en D. Con lo anterior, se muestra que en este caso, S es un nucleo por (H, p)-caminos

en D',

Caso 2. u € S.

Para este caso, mostraremos que S’ = (S'\ {u}) U {v} es un nicleo por (H, p')-caminos en D’. Primero
mostraremos que S’ es absorbente por (H, p’)-caminos. Sea = € V(D’) \ S’. Por definicién de S" y D/,
se tiene que z € V(D) \ S, con lo cual existe un zz-(H, p)-camino en D, digamos T' = (o, ..., %),
tal que z € S. Si z # u, entonces por la afirmacién mostrada previamente llegamos a que existe un xz-
(H, p)-camino en D que no contiene el vértice u, por lo que dicho camino debe ser un zz-(H, p')-camino
en D'. Si z = u, podemos suponer sin pérdida de generalidad que u no es un vértice interno de T' (en
otro caso, si i es el primer indice para el cual z; = u, podemos considerar al camino (z, T, z;)), en tal
caso, T" = (x¢, ..., Zn—1) no contiene al vértice u, por lo que 7" es un (H, p')-camino en D’. De acuerdo
con el punto (3) enunciado previamente, pero aplicado al vértice x,,_1, el camino 7" U (z,,—1,v) es un
xv-(H, p')-camino en D’'. Asi, podemos concluir que S’ es un conjunto absorbente por (H, p’)-caminos

en D',

Ahora veremos que S’ es un conjunto independiente por (H, p’)-caminos. Procederemos por contradiccién
al suponer que existe un zz-(H, p’)-camino en D', digamos T' = (x¢,...,x,), tal que {x,z} C 5"
Notemos que no es posible que {z, 2z} C S, pues en caso contrario, T seria un (H, p)-camino en D con
ambos extremos en S, lo cual contradice la independencia por (H, p)-caminos de S. Asi, z = v 0 z = v.
Si z = v, se sigue del punto (1) aplicado al vértice 1, que el camino (u,z1,...,%,) es un uz-(H, p)-
camino en D con ambos extremos en S, lo cual contradice que S sea independiente por (H, p)-caminos. De
manera similar, si v = z, entonces por el punto (2) aplicado al vértice z,_1 se tiene que (xq, ..., Tn_1,u)
es un zu-(H, p)-camino en D con ambos extremos en S, lo cual contradice nuevamente que S sea
independiente por (H, p)-caminos. Asi, no existe un xz-(H, p’)-camino en D', digamos T' = (o, . .., xy),
tal que {z,z} C S’; es decir, S’ es un conjunto independiente por (H, p’)-caminos. Con lo anterior, se

muestra que en este caso, S es un nicleo por (H, p)-caminos en D'.

Los casos anteriores muestran que D’ tiene un (H, p’)-nacleo por caminos, independientemente del patrén

de color H y la H-coloracién p'. Por ello, D’ es una digrafica .7#-pancromatica por caminos. O

Una nota importante del lema anterior es que, en general, si tenemos una digrafica J#-pancromatica, ya sea
por caminos o por trayectorias, el remover algiin vértice arbitrario de la digrafica no garantiza que lo obtenido
nuevamente sea .sZ’-pancromatica. Pensemos, por ejemplo, en un ciclo de longitud 5 al cual se le agrega un
nuevo vértice x que sea absorbente. La digrafica obtenida debe ser 57-pancromatica, pero al remover el vértice

x, lo que se obtiene no es .J#-pancromatica. Ello pone de manifiesto que las condiciones sobre las vecindades en
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el resultado previo no pueden ser omitidas. Por otro lado, gracias al lema anterior podemos mostrar de manera
sencilla que si la extension de una digrafica es ##-pancromatica por caminos, entonces la digrafica base debe

ser J¢-pancromatica por caminos.

Teorema 3.2.22. Si D es la extension de una digrafica D' y D es . -pancromatica por caminos, entonces D’

es J¢-pancromatica por caminos.

Demostracién. Consideremos una digrafica D’ arbitraria. La demostracién la haremos por induccién con base en
el orden de la extension de D’; es decir, si D’ tiene una extensién de orden n > |V (D')| que es .#-pancromatica

por caminos, entonces D’ es ./-pancromatica por caminos.

Base de induccién. Si D es una extension de D’ tal que |V(D)| = |V(D')| y D es J#-pancromatica por

caminos, entonces D es .7#-pancromatica por caminos.

En este caso, por ser D una extensiéon de D'y |[V(D)| = |V(D')|, se tiene que Dy D’ son isomorfas,

por lo que D’ debe ser 7#-pancromatica.

Hipétesis de Induccion. Si D’ tiene una extensidn .7/ -pancromatica por caminos de orden k, entonces D’

es J¢-pancromatica por caminos.

Paso Inductivo. Si D es una extensién de D’ de orden k + 1 y es .7#-pancromatica por caminos, entonces

D’ es .7#-pancromatica por caminos.

Para el paso inductivo, supongamos que 2 = {D,: v € V(D')} es la familia de digraficas vacias,
ajenas dos a dos en vértices, tal que D'[Z] = D. Podemos suponer, en virtud de la base inductiva, que

[V(D)| > V(D).

Gracias a esta Gltima suposicién, alguna de las digraficas en 2 es no trivial, digamos que dicha digrafica
es Dy, cont € V(D'), y consideremos dos vértices distintos en Dy, a los que llamaremos u y v. Debido a
lo anterior, es sencillo ver que N, (u) = Np,(v) y que N (u) = N} (v). Ya que D es .7 -pancromatica
por caminos, tenemos por el lema 3.2.21 que D — u es una digrafica JZ-pancromatica por caminos. Sin
embargo, la digrafica D — u es una extensién de D’ de orden k, por lo que, de acuerdo con la hipétesis

de induccién, D’ debe ser .7#-pancromatica por caminos.

O]

Con esos resultados ponemos fin al estudio realizado sobre digraficas 7#-pancromaticas y J#’-pancromaticas

por caminos. Los resultados aqui mostrados actualmente se encuentran publicados en [32].
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Capitulo 4

(k,l, H)-nGcleos en digraficas

H-coloreadas

En este capitulo introduciremos un nuevo tipo de nicleo, a los que llamamos (k, 1, H)-nacleos, los cuales
representan una generalizacién de diversos nicleos previamente definidos en la literatura y que han sido am-
pliamente estudiados, como lo son los nicleos monocromaticos, nicleos alternantes, k-nacleos, (k,1)-ntcleos
y H-nicleos. Para introducir el concepto de (k,l, H)-nacleo, debemos realizar un pequefio analisis de un par
de trabajos previos, los cuales pueden ser consultados en [27] y [1], donde se introduce y trabaja un concepto

novedoso en términos de longitud y H-coloraciones.

4.1. H-longitud en digraficas H-coloreadas

Recordemos momentaneamente que, dada una digrafica H-coloreada D, un camino en la digrafica D,
digamos C' = (xg,...,2y) y un indice k en {0,...,n — 1}, diremos que C' tiene una obstruccién en k
si (p(xg—1,2k), p(Tk, Tkt1)) ¢ A(H), donde los indices seran tomados médulo n si x,, = zo. Es decir, las
obstrucciones en caminos son puntos en el camino bajo los cuales el cambio de color de la flecha antecedente y
la flecha consecuente no son permitidos por el patrén de color. En este capitulo dichas obstrucciones recibiran
mas protagonismo, por lo que denotaremos por Oy (C') al conjunto {k € {0,...,n—1}: C tiene una obstruccién
en k}; es decir, el conjunto O (C) son todos los indices del camino C en los que hay una obstruccién. Cuando
se requiera, supondremos que los indices en O (C') estan ordenados de manera creciente. Es importante resaltar

la siguiente observacioén, la cual se deduce directamente de la definicion de obstruccién.

Observacién 4.1.1. Sean D una digrafica H-coloreada y C' un camino en D, C es un H-camino si y sélo si

Og(C)=0.
También necesitamos hacer notar que las obstrucciones en un camino no son los vértices en si, sino un

57
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conjunto de indices. Esto tiene una razén practica. Por ejemplo, prestemos atencién a la digrafica de la figura 4.1
mostrada a continuacién. En dicha figura, el camino (u,v,w,x,v, z,t,v,s) recorre tres veces el vértice v, de
hecho el vértice v esta en los indices 1, 4 y 7 del camino (tenga en cuenta que el primer indice del camino
es 0). Sin embargo, en el indice 1 y 7 no hay obstruccién pues hay cambios permitidos de color, mientras que
en el indice 4 si la hay. Es por ello que es importante tener en cuenta que las obstrucciones del camino no las
determinan los vértices, mas bien la posicién que ocupan los vértices en el camino.

w

D Ta—-oj

Figura 4.1: Ejemplo de un vértice cuya posicion en el camino determina si tiene obstruccién

Por otro lado, notemos que si C' = (zg,...,x,) es un camino arbitrario en una digrafica H-coloreada y
O = {a1,...,01}, donde a; < ... < ay, entonces para todo i € {1,...,k} se tiene que los subcaminos
(%, C,xq, ) son H-caminos, asi como el subcamino (z,,C,x,) y, en caso que que C' no tenga obstruccion
en el primer indice, el camino (z9,C,x4,) es un H-camino. Con lo anterior, cada que tengamos un camino
arbitrario en una digrafica H-coloreada, éste resulta dividido en subcaminos que si son H-caminos, delimitados
en sus extremos por los indices donde hay obstrucciones. Por ejemplo, en la figura 4.2 se muestra un patrén de
color concreto, una trayectoria con obstrucciones en i = 2,5,6,8 (tenga en cuenta que el vértice 21 ocupa el

lugar del indice 0), y como estos puntos dividen la trayectoria en varios subcaminos que si son H-caminos.

H

H-trayectoria H-trayectoria H trayectoria H-trayectoria H trayectoria
@ c1 @ 2 = C} il C3 @ — < ] & ] 3 @ ) ey @— 2 —nl
Ty T2 X4 @, S T Ty Ty &g Ty Fa

Figura 4.2: Ejemplo de una trayectoria con obstrucciones en i = 2,5,7,8

Asi, esta idea sobre en cuantos H-subcaminos puede descomponerse un camino al considerar las obstruc-
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ciones puede ser utilizada para definir un tipo de longitud en términos de H-coloraciones. Sean D una digrafica
H-coloreada y C' = (xq, ..., zy) un camino en D. La H-longitud de C, denotada por {5 (C), se define como
O (C)| cuando C' es cerrado y como |Oy(C)| + 1 cuando C' es abierto. Intuitivamente, esta H-longitud nos
dice en cuantos H-subcaminos puede partirse el camino C. Por ejemplo, la trayectoria en la figura 4.2 mostrada
previamente tiene 4 obstrucciones, lo que la divide en 5 H-subcaminos, por lo que su H-longitud es 5. Otro
ejemplo se muestra en la figura 4.3, donde el ciclo (u,v,w,z,z,r,s,t, u) tiene tres obstrucciones, las cuales lo

descomponen en tres H-subcaminos; es decir, su H-longitud es tres.

veg” e
<1 <1
e /. z
u
€3 c2

Figura 4.3: Ejemplo de un ciclo de H-longitud tres

En los capitulos consecuentes emplearemos de manera continua la H-longitud en caminos, asi que revisa-
remos algunas propiedades basicas de esta longitud que seran de utilidad posteriormente, sin mencionar que

empezaran a esclarecer un poco el comportamiento de la H-longitud.

Lema 4.1.2. Sea D una digrafica H-coloreada, {u,v} C V(D) y C un uv-camino en D. Los siguientes

enunciados se satisfacen:
a) lg(C) <1(0O).
b) Si H es un patrén vacio, entonces Iy (C) = I(C).
¢) SiC’ es unvw-H-camino en D tal que u, v y w son distintos, entonces 7 (C) < Iy (CUC") < Iy (C)+1.
d) Si C es un ciclo, digamos C = (wy, ..., wy,) e {i,j} € {0,...,n— 1} con i < j, entonces se cumple
que |Op (w;, wit1, ..., wj)| < |Op(C)].

Demostracion. a) Para este inciso, basta con ver que |Og(C)| es a lo mas la cantidad total de indices del
camino menos uno, pues recordemos que por definicién, nunca hay obstruccién en la altima posicion del

camino. Asi, independientemente de si el camino C' es abierto o cerrado, se tiene que I (C) < I(C).

b) Para este inciso, notemos que si C' = (zo,...,Z,), entonces Oy (C) = {1,...,n — 1} si C es abierto

y O (C) ={0,...,n—1} si C es cerrado, pues H es un patrén vacio y cualquier cambio de color no
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es permitido. Por lo anterior, si C' es abierto, tenemos por definicién que i (C) = |Og(C)| + 1, lo que
concluye que I (C) = I(C). Si C es cerrado, tenemos por definicién que Ig(C) = |Ox(C)|, lo que

concluye nuevamente que I (C) = [(C).

Para este inciso, supongamos que C' = (g, ..., 2,)y que CUC’ = (g, ..., Tn, Tpt1,- - -, Tm). Primero
mostraremos que [ (C) < Iz (CUC"). Notemos que por simple definicion del conjunto de obstrucciones,
se tiene que Oy (C) C Ox(CUC"), lo que concluye que I (C) < Iy (CUC"). Por otro lado, para mostrar
que lg(CUC") <ly(C)+ 1, basta con ver que Oy (CUC") C Ox(C)U{n}. Siie Oyg(CuUCC’),
entonces por ser C' un H-camino, ninguno de sus vértices internos puede tener obstruccién, por lo
que i ¢ {n+1,n+2,...,m}, asi, i debe ser una obstruccién de C' 0 i = n, lo que demuestra que

i € Og(C)U{n}. Con lo anterior, Ig(CUC") <ly(C)+1.

Para este dltimo inciso, denotamos por C’ al camino (wj, ..., w;t+1). Basta con ver que si k € Oy (C");
es decir, en la k-ésima posiciéon del camino C’ hay una obstruccién, entonces en la (k + i)-ésima
posicién del camino C' también debe haber una obstruccién, con lo cual k+ ¢ € Oy (C). De lo anterior
[Or(C)] < 0H(C)].

O

Es importante recalcar que dada una digrafica H-coloreada D, un uwv-camino en D, digamos C, y T

un uwv-subcamino de C, entonces no necesariamente se satisface que Iy (7T") < [y (C). Por ejemplo, en la

figura 4.4, se muestra una digrafica D coloreada con dos patrones distintos, Hy y Hy. Prestemos atencién al

camino C' = (u,v,w,v,2) y a su subcamino 7' = (u, v, z). Bajo el patrén Hj, se tiene que [ (C) = 1, pero

lg(T) = 2; es decir, Iy (C) < lg(T). Por otro lado, bajo el patrén Ha, se tiene que (g (C) =4y ly(T) = 1;
es decir, Iy (T) < g (C).

H, H,

c, @

D ,”"\ D ;\

I z uw z
v v

Figura 4.4: Ejemplos de la relacion entre la H-longitud de un camino y la H-longitud de sus subcaminos
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Asi, no es posible establecer un lema que relacione la H-longitud de un camino con la H-longitud de

subcaminos arbitrarios. Mas aun, al usar nuevamente la figura 4.4, el lector podra percatarse que el camino C

es un uz-camino en Dy que T' es una uz-trayectoria en D, por lo que debemos tener en cuenta que, en general,

la existencia de un uz-camino de H-longitud k no garantiza la existencia de una wz-trayectorias de H-longitud

a lo mas k, ni al menos k, ni tampoco igual a k.

A pesar de lo anterior, esta H-longitud puede resultar bastante interesante, sobre todo en términos de algunos

patrones de color conocidos. De hecho, los caminos de cierta H-longitud bajo algunos patrones particulares,

resultan ser caminos que ya hemos definido previamente. Algunos de ellos se enuncian en el siguiente lema:

Lema 4.1.3. Sean D una digrafica H-coloreada y C' un camino en D. Los siguientes enunciados se satisfacen:

a) Si C es abierto, entonces C' es un H-camino si y sélo si ly(C) = 1.

b) Si C es abierto y H es un patrén monocromatico, entonces C' es monocromatico si y sélo si ly(C) = 1.

c) Si C es abierto y H es un patrén alternante, entonces C' es alternante si y sélo si ly(C) = 1.

d) Si C es abierto y H es monocromatico, entonces C' tiene k cambios propios si y sélo silg(C) = k+ 1.

e) Si C es cerrado, entonces C es un H-camino si y sélo si l(C) = 0.

f) SiC es cerrado y H es un patrén monocromatico, entonces C' es monocromaético si y sélo silg(C) = 0.

g) Si C es cerrado y H es un patrén alternante, entonces C' es alternante si y sélo si ly(C) = 0.

h) Si C es cerrado y H es monocromatico, entonces C' tiene k cambios propios si y sélo si L (C) = k.

Demostracion. a) Para este inciso primero notamos que, por ser C' abierto, entonces por definicién de

H-longitud, I;7(C) = |Ox(C)| + 1. Por otro lado, es sencillo verificar que C' es un H-camino si y sélo si
no tiene obstrucciones; es decir, C' es un H-camino siy sélo si Oy (C') = (). Con esto dltimo y lo escrito

al inicio de este inciso, se sigue que C' es un H-camino si y sélo si i (C) = 1.

Supongamos que C' es abierto y H es un patrén monocromatico. Notemos que por el inciso (a) de este
lema, C es un H-camino si y sélo si Iy (C) = 1. Pero al ser H un patrén monocromatico, podemos

concluir que C' es monocromatico si y sélo si iz (C) = 1.

Este inciso es analogo al anterior, pero al tener en cuenta que al ser H un patrén alternante, los Gnicos

H-caminos de D son los caminos alternantes.

Primero notemos que, por ser H un patrén monocromatico, los cambios de color propios son justamente

los Gnicos cambios de color no permitidos por el patron H. En tal caso, si C tiene k cambios propios,
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entonces C tiene k obstrucciones, por lo que por definicion de H-longitud, y al tener en cuenta que C
es abierto, podemos concluir que I (C) = k + 1. De manera analoga, si C' tiene H-longitud & + 1,

entonces C' tiene k obstrucciones, por lo que debe tener exactamente k& cambios propios.

Para este inciso primero notamos que, por ser C' cerrado, entonces por simple definicién de H-longitud,
lg(C) = |Op(C)|. Dado que C' es un H-camino si y sélo si no tiene obstrucciones; es decir, C' es un

H-camino si y sélo si Oy (C) = (), podemos concluir que C' es un H-camino si y sélo si Iy (C) = 0.

Supongamos que C' es cerrado y H es un patrén monocromatico. Notemos que por el inciso (e) de este
lema, C' es un H-camino si y sélo si [ (C) = 0. Pero al ser H un patrén monocromatico, podemos

concluir que C' es monocromatico si y sélo si iz (C) = 0.

Este inciso es analogo al anterior, pero al tener en cuenta que al ser H un patrén alternante, un los

Gnicos H-caminos de D son los caminos alternantes.

Al igual que en el inciso (d), notemos que, por ser H un patrén monocromatico, los cambios de color
propio son los Gnicos cambios de color no permitidos por el patréon H. Asi, si C tiene k cambios
propios, entonces C' tiene k obstrucciones, por lo que por definicién de H-longitud en caminos cerrados,
lg(C) = k. De manera analoga, si C' tiene H-longitud k, entonces C' tiene k obstrucciones, por lo que
debe tener exactamente k£ cambios propios.

O]

El lema anterior es para caminos abiertos en general y caminos cerrados en general, sin embargo, como casos

particulares tenemos los siguientes lemas que se deducen del anterior. Uno de ellos hace referencia a trayectorias

y otro para ciclos.

Lema 4.1.4. Sean D una digrafica H-coloreada y T una trayectoria en D. Los siguientes enunciados se

satisfacen:

a) T es una H-trayectoria si y sélo si l(C) = 1.

b) Si H es un patrén monocromatico, entonces T' es monocromatica si y sélo si l(T) = 1.

c) Si H es un patron alternante, entonces T' es alternante si y sélo si ly(T) = 1.

d) Si H es un patrén monocromatico, entonces T tiene k cambios propios si y sélo silg(C) =k + 1.

Lema 4.1.5. Sean D una digrafica H-coloreada y C' un ciclo en D. Los siguientes enunciados se satisfacen:

a) C es un H-ciclo si 'y sélo si iy (C) = 0.
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b) Si H es un patrén monocromatico, entonces C' es monocromatico si y sélo si ly(C) = 0.
c) Si H es un patrén alternante, entonces C' es alternante si y sélo si 1 (C) = 0.
d) Si H es un patrén monocromatico, entonces C' tiene k cambios propios si y sélo si Ly (C) = k.

Por altimo, queremos sefialar que el uso de las obstrucciones en digraficas H-coloreadas fue introducido por
Galeana-Sanchez y Sanchez-Lépez en [27], lo que demuestra que es posible garantizar la existencia de H-ncleos

al pedir condiciones sobre el nimero de H-obstrucciones de los paseos cerrados, a saber:

Teorema 4.1.6. [27] Sea D una digréfica H-coloreada. Si todo paseo cerrado de D tiene una cantidad par de

obstrucciones, entonces D tiene H-nicleo.

Posteriormente, Andenmatten mostré en [1] que bajo la suposicién P#NP, encontrar uv-trayectorias de H-
longitud minima tanto en graficas como en digraficas H-coloreadas no puede resolverse en tiempo polinomial.
Sin embargo, es sabido que bajo algunos patrones de color especifico encontrar este tipo de caminos se resuelve

en tiempo polinomial (véase [1]).

4.2. (k,l, H)-nacleos en digraficas H-coloreadas

Gracias a la nocién de H-longitud en digraficas H-coloreadas, podemos establecer un nuevo tipo de nicleo.
Para ello, introduciremos un nuevo tipo de absorbencia e independencia, pero usando la H-longitud. Sean D

una digrafica H-coloreada, S C V(D), k y [ enteros tales que k > 2y [ > 1.

a) Diremos que S es (I, H)-absorbente por trayectorias (respectivamente, (I, H)-absorbente por
caminos) si para todo z € V(D)\S existe una xS-trayectoria de H-longitud a lo mas [ (respectivamente,

existe un zS-camino de H-longitud a lo mas [).

b) Diremos que S es (k, H)-independiente por trayectorias (respectivamente, (k, H)-independiente
por caminos) si para todo {u,v} C .S con u # v, toda uv-trayectoria en D tiene H-longitud al menos

k (respectivamente, todo uv-camino en D tiene H-longitud al menos k).

Ahora, dadas las definiciones anteriores, diremos que S es un (k,l, H)-nlcleo por trayectorias si S es
(k, H)-independiente por trayectorias y (I, H)-absorbente por trayectorias. Respectivamente, diremos que S es
un (k,l, H)-nacleo por caminos si S es (k, H)-independiente por caminos y (I, H)-absorbente por caminos.

En el caso particular en que I = k—1, un (k, 1, H)-ntcleo por trayectorias sera llamado simplemente (k, H)-
nicleo por trayectorias y de manera analoga, un (k,l, H)-nlcleo por caminos serd llamado simplemente

(k, H)-nlcleo por caminos.
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Ahora veamos un ejemplo concreto de este tipo de nicleos. En la figura 4.5 se muestra una digrafica D
que esta H-coloreada. Notemos que el conjunto S = {u,t}, resaltado en gris, es (3, H)-independiente por
trayectorias, pues la Gnica trayectoria entre u y t es (u,v, z,t), la cual tiene H-longitud tres. Ademas, es un
conjunto (2, H)-absorbente por trayectorias: (w, v, u) es una wS-trayectroria de H-longitud dos, (v, u) es una
vS-trayectoria de H-longitud 1, (x, z,t) es una xS-trayectoria de H-longitud 1y (z,t) es una zS-trayectoria
de H-longitud 1. Asi, el conjunto S es un (3,2, H)-nacleo por trayectorias, o simplemente, un (3, H)-ntcleo

por trayectorias.
A A
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Figura 4.5: El conjunto {u,t} es un (3,2, H)-nicleo en D

Para ver el ejemplo de un (k, [, H)-nicleo por caminos concreto, veamos la figura 4.6. En ella, el conjunto
S = {t,r} es un conjunto (3, H)-independiente por caminos, pues el Gnico tr-camino en D es (t,z,s,r), el
cual tiene H-longitud tres. Para ver que es un conjunto (2, H)-absorbente por caminos, basta con ver que
(u,v,w,v,2,t) es un uS-camino de H-longitud 2, (v, z,t) es un vS-camino de H-longitud 2, (w, v, z,t) es un
wS-camino de H-longitud 2 y (z,t) es un camino de H-longitud 1. Por otro lado, el camino (z, s, r) es un zS-
camino de H-longitud dos y el camino (s, ) es un sS-camino de H-longitud dos. Asi, S es un (3,2, H)-ntcleo

por caminos en D; es decir, un (3, H)-nlcleo por caminos.
D Aw

c2 ca
t
o—a c3 — 1 —Q
u v z

Figura 4.6: El conjunto {u,t} es un (3,2, H)-nicleo en D

Una vez revisados ejemplos muy concretos de estos dos conceptos de nicleos, es prudente mencionar que el

concepto de (k, [, H)-ntcleo por caminos y (k,, H)-nlcleo por trayectorias no son equivalentes. Por ejemplo,
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nuevamente al usar la figura 4.5, el conjunto {u,t} es un (3, H)-nacleo por trayectorias, pero ahora veremos
que no es un (3, H)-nucleo por caminos, pues el camino (u, v, w,v, z,x, z,t) es un ut-camino de H-longitud 1;
es decir, dicho conjunto no es (3, H)-independiente por caminos. De manera similar, el conjunto S = {¢,7} en
la figura 4.6 es un (3, H)-nicleo por caminos, pero no es un (3, H)-nacleo por trayectorias, pues para el vértice
u, las Gnicas uS-trayectorias en D son (u,v, z,t) y (u,v, z,t,z,s,r), las cuales tienen H-longitud tres y seis,
respectivamente; es decir, {¢,7} no es un conjunto (2, H)-absorbente por trayectorias.

De hecho, en [8] los autores muestran una familia infinita de digraficas H-coloreadas con (2, H)-nicleo
por caminos pero sin (2, H)-nucleo por trayectorias, y también mostraron una familia infinita de digraficas H
coloreadas con (2, H)-nucleo por trayectorias pero sin (2, H)-nacleo por caminos.

Sin embargo, si podremos mostrar que existe una relacién entre los conjuntos (k, H)-independientes por ca-
minos y los (k, H)-independientes por trayectorias, asi como una relacién entre los conjuntos (I, H)-absorbentes

por caminos y los (I, H)-absorbentes por trayectorias, como queda de manifiesto en el siguiente lema.

Lema 4.2.1. Sean D una digrafica H-coloreada, S C V (D), k > 2 y 1 > 1. Los siguientes enunciados se

satisfacen:
a) Si S es (k, H)-independiente por caminos, entonces S es (k, H)-independiente por trayectorias.
b) Si S es (I, H)-absorbente por trayectorias, entonces S es (I, H)-absorbente por caminos.

Demostracién. Para demostrar (a), consideremos {u,v} C S tal que u # v y supongamos que hay una
uv-trayectoria en D, digamos T'. Dado que S es (k, H)-independiente por caminos, entonces se tiene que
lg(T) > k, lo que demuestra que S es (k, H)-independiente por trayectorias.

Para demostrar (b), consideremos = € V(D) \ S. Como S es (I, H)-absorbente por trayectorias, entonces
existe una xS-trayectoria de H-longitud a lo méas [, en particular se sigue que dicha trayectoria es un x.S-camino

de H-longitud a lo mas [, por lo que S es (I, H)-absorbente por caminos. O

Claramente, los reciprocos del lema anterior no necesariamente son verdaderos, como de hecho ya mostra-
mos con los ejemplos de las figuras 4.5 y 4.6. Un punto que puede ser interesante, pero que no abordaremos en
este trabajo, es determinar si existen patrones de color para los cuales el concepto de (k, H)-independencia por
caminos y (k, H)-independencia por trayectorias son equivalentes. O si existen patrones de color para los cuales
es equivalente el concepto de conjuntos (I, H)-absorbente por caminos y (I, H)-absorbente por trayectorias en
general. En un paréntesis momentaneo, se sabe, por ejemplo, que bajo un patrén monocromatico la indepen-
dencia por H-caminos y H trayectorias, y la absorbencia por H-caminos y H-trayectorias son equivalentes,
respectivamente.

Ahora mostraremos que los nicleos definidos al inicio de este capitulo son generalizaciones de diversos

nacleos que ya se encuentran en la teoria.
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Teorema 4.2.2. Sean D una digrafica H-coloreada, k > 2,1 > 1y S C V(D) un (k,l, H)-ndcleo por

trayectorias. Los siguientes enunciados se satisfacen:
a) Sik=2yl=1, entones S es un H-niicleo.
b) Sik=2,1=1yH es un patrén monocromético, entonces S es un niicleo monocromatico.
c) Sik=2,1=1y H es un patrén alternante, entonces S es un nicleo alternante.
d) Sik=2,1=1y H es un patrén vacio, S es un nicleo usual.
e) Sil=Fk—1y H es un patrén monocromatico, entonces S es un niicleo de k cambios propios.
f) Si H es un patrén vacio, entonces S es un (k,1)-nicleo.
g) Sil=Fk—1y H es un patron vacio, entonces S es un k-nicleo.

Demostracién. Para mostrar (a), notemos que por definicion de (k,l, H)-nlcleo por trayectorias, entre todo
par de vértices distintos de S, cualquier trayectoria tiene H-longitud al menos 2, por lo que no puede haber
H-trayectorias entre vértices distintos de S; es decir, S es independiente por H-trayectorias. Por otro lado,
siz € V(D) \ S, entonces por definicién de (k,1, H)-nlcleo por trayectorias, existe una x.S-trayectoria de
H-longitud a lo mas 1, por lo que dicha trayectoria debe ser una H-trayectoria; es decir, S es un conjunto
absorbente por H-trayectorias. De lo anterior, S es un H-nucleo.

Gracias al inciso anterior, sera sencillo mostrar (b), (c) y (d). Con respecto al inciso (b), se tiene que como
k=2yl=1, 5 debe ser un H-nicleo. Sin embargo, como H es un patrén monocromatico, entonces S es
un nicleo por trayectorias monocromaticas. De manera analoga, para el inciso (c), pero al considerar que H
es un patrén alternante, se concluye que S es un nicleo por trayectorias alternantes. Nuevamente, de manera
analoga a (b), pero al considerar que H es un patrén vacio, se concluye que S es un nicleo usual.

Para el inciso (e) usaremos el lema 4.1.4 (d), el cual establece que bajo un patrén monocromatico, una
trayectoria tiene H-longitud & si y sélo si tiene k — 1 cambios propios. Asi, como S es (k, H)-independiente
por trayectorias, entonces S es independiente por trayectorias con k& — 1 cambios propios. Y como S también
es (k — 1, H)-absorbente por trayectorias, entonces es absorbente por trayectorias con k — 2 cambios propios,
por lo que S es un nicleo de k cambios propios.

Sélo resta por mostrar que (f) y (g) son verdaderas. Para el inciso (f), como S es (k, H)-independiente por
trayectorias, entonces toda trayectoria entre vértices distintos de S tiene H-longitud al menos k. Sin embargo,
por ser H un patrén vacio, la H-longitud y la longitud usual coinciden (inciso (b) del lema 4.1.2), por lo que
entre cada par de vértices distintos de S, toda trayectoria entre ellos tiene longitud al menos k; es decir, S es un

conjunto k-independiente. Por otro lado, como S es un conjunto (I, H)-absorbente por trayectorias, entonces
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para todo = € V(D) \ S existe una xS-trayectoria de H-longitud a lo mas [. Nuevamente al usar que H es un
patrén vacio, entonces dicha trayectoria tiene longitud a lo mas [, por lo que S es [-absorbente. Asi podemos
concluir que S es un (k,)-nacleo. Ya que hemos demostrado que (f) se satisface, (g) se deduce inmediatamente

de (f) pues es el caso particular cuando [ = k — 1. O

Como se ha mencionado anteriormente, el problema de determinar si una digrafica tiene un nacleo usual
es un problema NP-completo [10], y dado que los nicleos son un caso muy particular de los (k, [, H)-nacleos,
podemos aseverar que determinar la existencia de dichos conjuntos en digraficas H-coloreadas es un problema
interesante, pero dificil de abordar. En lo que resta del trabajo, propondremos algunas condiciones que garanticen
la existencia de (k,l, H)-nucleos en digraficas H-coloreadas. Aunque los los capitulos 5, 6 y 7 se dedican a
dicha labor, concluiremos esta seccién al mostrar algunos resultados sencillos que garantizan la existencia de

(k,1, H)-nucleos.

Lema 4.2.3. Si D es una H-digrafica, entonces para toda k > 2 y | > 1, cualquier nicleo por trayectorias de

D es un (k,l, H)-nicleo por trayectorias y un (k,l, H)-nicleo por caminos.

Demostracion. Para este lema, basta con ver que si IV es un nicleo por trayectorias de D, entonces el hecho de
ser independiente por trayectorias implica que para toda k > 2, N es un conjunto (k, H)-independiente tanto
por caminos como por trayectorias. Por otro lado, como N es absorbente por trayectorias y D es una H-digrafica,
entonces N es absorbente por H-trayectorias, lo que implica que para todo [ > 1, N es (I, H)-absorbente por

trayectorias y por caminos, lo que demuestra el lema. O

Corolario 4.2.4. Sean D una digréfica H-coloreada. Si ¢ (D) < H, entonces para toda k > 2yl > 1, D

tiene al menos un (k,l, H)-nicleo por trayectorias y un (k,l, H)-nicleo por caminos.

Demostracion. Para este corolario, bastara ver que D es una H-digrafica y al aplicar el lema 4.2.3, habremos
terminado.

Sean a una flecha arbitraria en D y b una flecha consecutiva de a en D. Por definicién de la digrafica de
clases de color, (p(a), p(b)) € A(€ (D)) y por hipétesis sobre dicha digrafica, podemos concluir que (p(a), p(b))
es una flecha en H. Asi, D es una H-digrafica y por el lema 4.2.3, paratoda k > 2 y todal > 1, D tiene

(k,l, H)-nuacleo por trayectorias y (k, [, H)-ntcleo por caminos. O

En esta seccién se introdujo el concepto de (k,l, H)-nicleo en digraficas H-coloreadas. Para encontrar
condiciones suficientes que garanticen la existencia de dicho tipo de niicleos sera necesario el introducir otros

conceptos, los cuales abordaremos en la siguiente seccién de este capitulo.



68 CAPITULO 4. (k, 1, H)—NUCLEOS EN DIGRAFICAS H-COLOREADAS
4.3. Particiones en H-clases

La primera estrategia que usaremos para buscar condiciones suficientes que garanticen la existencia de
(k,l, H)-nucleos en digraficas H-coloreadas esta relacionada con la digrafica de clases de color definida en [19].
Recordemos momentaneamente dicha definicion. Dada una digrafica m-coloreada, digamos D, en la cual no
necesariamente hay un patrén de color involucrado explicitamente, su digrafica de clases de color, denotada
por (D), es la digrafica cuyo conjunto de vértices son los colores representados en las flechas de D y una
flecha (c1, c2) esta en €(D) siy sélo si existe una flecha en D de color ¢1, digamos a, y una flecha consecutiva
de a con color co. Por ejemplo, en la figura 4.7 se muestra una digrafica m-coloreada y su digrafica de clases

de color.

D (D)

L0

Figura 4.7: Ejemplo de una digrafica m-coloreada y su digrafica de clases de color

Recordemos que dicha digrafica fue definida para encontrar condiciones que garanticen la existencia de
nacleos monocromaticos [19], sin embargo, ha servido también para dar condiciones suficientes respecto a la
existencia de otros tipos de nucleo (por ejemplo, véase [24], [28] y [29]). Por otro lado, un motivo por el
cual dicha digrafica puede ser un gran auxiliar es debido a su posible simplicidad: mientras que una digréafica
m-coloreada puede tener una cantidad considerable de vértices y flechas, su digrafica de clases de color puede
ser bastante pequefia tanto en orden como en tamafio. En el ejemplo mostrado previamente en la figura 4.7, la
digrafica D tiene orden 13 y tamaiio 17, pero su digrafica de clases de color sélo tiene orden 3 y 7 flechas, dos
de las cuales son lazos. Asi, puede ser considerablemente mas sencillo verificar condiciones sobre la digrafica de
clases de color que sobre la digrafica m-coloreada. Debido a ello, nuestro primer acercamiento al problema que
nos compete sera mediante el uso de esta digrafica asociada, o mejor dicho, una generalizacién de la digrafica
de clases de color. Para poder asentar dicha generalizacién, primero necesitamos analizar un poco mas a fondo

el comportamiento de la digrafica de clases de color y tener presente que, en nuestro caso, hay un patrén de
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color involucrado en la coloracion.

Lo primero que notaremos es que los colores de las flechas en una digrafica m-coloreada inducen una
particiéon muy natural con respecto a los colores que se usan, a saber, dos flechas pertenecen a la misma clase
de dicha particién si y s6lo si tienen el mismo color. A dichas clases les lamaremos clases monocromaticas. Es
trivial ver que si a es una flecha de D y b es una flecha consecutiva de a, entonces a y b tienen el mismo color si
y sélo si pertenecen a la misma clase monocromatica. Esta propiedad, aunque simple, sera el punto de partida
de la generalizacién que propondremos, pues si consideramos que la digrafica de clases de color estaba pensada
originalmente para trabajar con los casos monocromaticos, podemos dejar un poco de lado la formalidad para
pensar intuitivamente: las clases arriba descritas son tales que dada una flecha a y una flecha b consecutiva de
a, sus cambios de color son buenos cambios (con respecto a la condicién de ser monocromaticos) si y sélo si
pertenecen a la misma clase. Pero, jqué significa un buen cambio de color en digraficas H-coloreadas, que es
el caso que nos compete? Pues podemos decir que son buenos cambios si son permitidos bajo el patron H.
Asi, la propiedad a y b tienen el mismo color si y sélo si pertenecen a la misma clase monocromatica, puede ser
reinterpretada en términos de H-coloraciones como sigue: dada una flecha a en D y b una flecha consecutiva
de a, entonces (p(a), p(b)) € A(H) y sblo si pertenecen a la misma clase. Y esa sera la idea intuitiva que
trabajaremos, pero procederemos a formalizarla

Sean D una digrafica H-coloreada y F' C A(D) no vacio. Diremos que F' es una H-clase de D si para
toda flecha de D, digamos a, y toda flecha consecutiva de a, digamos b, tales que {a,b} N F # () se satisface
que: {a,b} C F siy solo si (p(a),p(b)) € A(H). Esto nos dice que, dadas dos flechas consecutivas de D,
si al menos una esta en la clase, entonces ambas van a estar en la clase si y sélo si el cambio de color entre
ellas es permitido por el patrén de color. Un ejemplo de una H-clase se muestra en la figura 4.8. En ella, el
conjunto F' = {(v,w), (w,z), (xz,v)} es una H-clase: tomemos, por ejemplo, la flecha (v, w) en F'. Las flechas
consecutivas de (v, w) son (w, z) y (w, x), de las cuales (p(u, w), p(w,x)) € A(H)y (p(u, w), p(w, z)) ¢ A(H),
por lo que (w,z) € F'y (w,z) ¢ F. Ademas, las flechas antecedentes de (v, w) son (u,v) y (x,v), de las cuales
(p(u,v), p(v,w)) ¢ A(H)y (p(z,v), p(v,w)) € A(H), por lo que (u,v) ¢ F'y (v,z) € F. Un comportamiento

similar se tiene en las otras flechas de F', por lo que F es efectivamente una H-clase de D.

H D

e A \\ —
2
v w
Cc3 -E\

Figura 4.8: Ejemplo de una H-clase
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Asi pues, nuestro concepto de H-clase en digraficas H-coloreadas establece que dada una flecha en la clase,
digamos a, cualquier flecha antecedente de a y cualquier flecha consecuente de a que tenga un cambio de
color permitido por el patrén H con respecto al color de a, necesariamente debe estar también en la clase. Y
reciprocamente, cualquier flecha antecedente de a y cualquier flecha consecuente de a que no tenga un cambio
de color permitido por el patrén H con respecto al color de a, no puede estar en la clase. Nétese que, en el caso
de que el patron H sea monocromatico y F' sea una H-clase de D, entonces dos flechas consecutivas estan en
F si y solo si tienen el mismo color.

Pero la generalizacién no termina ahi, pues recordemos que en el caso de las clases monocromaticas, estas
inducen una particién de las flechas de D en dichas clases. Con esto en mente, propondremos nuestra siguiente
definicién. Dada una digrafica H-coloreada, digamos D, y .% una particién de A(D), diremos que % es una
particién en H-clases de D si todas las clases de .%# son H-clases de D. Equivalentemente, para toda flecha
de D, digamos a, y toda flecha consecutiva de a, digamos b, se satisface que: (p(a), p(b)) € A(H) siy sélo si
existe F' € . tal que {a,b} C F.

Usaremos la figura 4.9 para ejemplificar una particién en H-clases. Si F} = {(v,w), (w,x), (z,v)}, F» =

{(w,2),(z,u)} y F3 = {(u,v)}, entonces la familia # = {F}, F», F3} es una particién en H-clases de D.

» 1]

Figura 4.9: Ejemplo de una particién en H-clases

Para probar que % es una particiéon en H-clases, mostraremos que dos flechas consecutivas, digamos a
seguida de b, estan en la misma clase si y sélo si (p(a),p(b)) € A(H). Para la flecha (u,v) € Fj3, su Gnica
flecha consecutiva es (v, w), pero estan en clases distintas pues (c1,c2) ¢ A(H). Para la flecha (w, z) € F3, su
anica flecha consecutiva es (z,u), la cual esta en la clase F; pues (c1,c4) € A(H). Para la flecha (z,u) € F3, su
anica flecha consecutiva es (u,v), la cual no esta en F» pues (¢q,c1) ¢ A(H). Ahora, con respecto a las flechas
en F. Las flechas consecutivas de (v, w) son (w, z) y (w,x), de las cuales (c2,c2) € A(H) y (c2,c1) ¢ A(H),
por lo que (w,z) € F1 y (w,z) ¢ Fy. Con respecto a la flecha (w,x), su tnica flecha consecutiva es (x,v),
y como (ca,c3) € A(H), entonces (x,v) € Fy. Por altimo, para la flecha (x,v), su Gnica flecha consecutiva

es (v,w), y como (c3,c2) € A(H), entonces (v,w) € Fy. Lo anterior muestra que, efectivamente, .% es una
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particién en H-clases de A(D).

Es importante puntualizar que, en general, una digrafica H-coloreada no necesariamente tiene una particion
en H-clases. Por ejemplo, la digrafica mostrada en la figura 4.10 no tiene particién en H-clases. Para ello,
supongamos que D tiene una de dichas particiones. La flecha (z, ) debe estar en alguna clase, digamos F'. Ya
que: (c1,¢2) € A(H), (c3,c2) € A(H), (u, z) tiene color ¢ y (w, 2) tiene color c3, entonces tanto (u, z) como
(w, z) deben estar en la misma clase que (z, z); es decir, en F. Ahora bien, como (u, z) € F'y (c1,c1) € A(H),
entonces también (z,v) € F. Sin embargo, como (w, z) € F, pero (c3,c1) ¢ A(H), entonces deberia pasar que

(z,v) ¢ F, lo cual no es posible. Asi, D es el ejemplo de una digrafica H-coloreada sin particién en H-clases.

H

3 (]

C3 \
w @ ]

Figura 4.10: Ejemplo de una digrafica H-coloreada sin particién en H-clases

Con lo anterior, uno puede hacerse algunas preguntas con respecto a la existencia de las particiones en
H-clases. Por ejemplo, jqué condiciones nos garantizarian que una digrafica H-coloreada tenga una de dichas

particiones? En particular:

1. iEs suficiente pedir condiciones a la coloracién para que garanticemos la existencia de un particién en

H-clases?
2. jBasta pedir condiciones al patrén H?

3. jExistiran patrones de color tales que, sin importar cual sea la coloracién que demos a la digrafica, siempre

tiene al menos una particién en H-clases?

Aunque nuestro trabajo central no esta enfocado a resolver tales preguntas, si queremos aportar algunas
cosas con respecto a ellas. Por ejemplo, para la pregunta (1), al final del siguiente capitulo mostraremos que al
establecer ciertas condiciones a la H-coloracién, entonces la digrafica tendra una particién en H-clases. Para la
pregunta (3), en el caso de los patrones monocromaticos, la particién inducida por las clases monocromaticas
siempre es una particién en H-clases, por lo que efectivamente existen patrones de color bajo los cuales, sin
importar la digrafica D y la H-coloracién que se le dé, ésta siempre tiene una particiéon en H-clases. Con
respecto a la pregunta (2), tenemos una condicién que consideramos interesante, no sélo por lo sencilla que

puede ser la verificaciéon de sus hipétesis, sino por las implicaciones que podremos darle posteriormente.
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Lema 4.3.1. Sean D una digrafica H-coloreada, ¢ (D) su digrafica de clases de color y 7 una particién de

V(€ (D)). Para todo W € .%, denotamos por Fyy al conjunto {a € A(D): p(a) € W}. Si se satisface que:
a) Para todo W € .F, € (D)[W] < H.
b) Para toda {W1, Wy} C % con Wy # Ws, toda W1 Wa-flecha en €' (D) no es una flecha en H.

Entonces la familia %' = {Fw: W € #} es una particién en H-clases de A(D). En particular, D tiene una

particién en H-clases.

Demostracién. Primero veremos que .#’ es una particion de A(D). Para mostrar que todo Fyy € %', Fiy es
no vacio, basta con ver que por ser .% una particién de V(% (D)) entonces W es no vacio, si ¢ € W, entonces
al menos una flecha de D, digamos a, debe tener color ¢. Con ello, a € Fy vy, en particular, Fy # (0.

Por otro lado, para ver que .%’ es una familia de conjuntos ajenos dos a dos, procedamos por contradiccién;
es decir, supongamos que Fyy N Fy # 0 para algan {W, W'} C % y W # W', De esta suposicién podemos
considerar una flecha a en Fyy N Fy y por definicién de estos conjuntos, el color de a esta simultaneamente
en Wy W', lo cual no es posible pues .# es una particién de V(€' (D)).

Por altimo, resta por verificar que U.#’ = A(D). Ya que todo elemento de .% es un subconjunto de flechas
de D, entonces U.#' C A(D). Para comprobar la otra contencién, si e es una arista de D, entonces e debe
tener algin color bajo la m-coloracién, digamos c. Ya que % es una particién de V(% (D)), ¢ debe estar en
alguna clase de dicha particién, digamos W. Se sigue de lo anterior que a € Fyy y asi a estad en U.Z.

Lo anterior muestra que .#’ es una particién de A(D), sélo resta por demostrar que efectivamente es una
particion en H-clases. Para esto altimo tomemos dos flechas a y b tales que b es consecutiva de a. Ahora
mostraremos que (p(a), p(b)) € A(H) si y sélo si existe Fyy € #' tal que {a,b} C Fyy.

Primero mostraremos la condicién suficiente; es decir, si (p(a), p(b)) € A(H), entonces existe Fyy € F'
tal que {a,b} C Fy . Primero, como ya mostramos que .#’ es una particién de A(D), podemos suponer
que a € Fy para algin W € Z. Con esto altimo, p(a) € W. Ya que por definicién de €' (D) se tiene que
(p(a),p(b)) € A(€(D)) y por suposicion, (p(a), p(b)) € A(H), entonces podemos concluir de nuestra hipétesis
(b) que p(b) € W, por lo que b € Fyy. Asi, existe Fyy € #' tal que {a,b} C Fy .

Ahora mostraremos la parte suficiente; es decir, si existe Fyy € #' tal que {a,b} C Fy, entonces
(p(a),p(b)) € A(H). Como {a,b} C Fyy, entonces por definicion de Fyy se tiene que {p(a),p(b)} C W,
y por definicién de €(D), se tiene que (p(a), p(b)) € A(€(D)). Por lo anterior, (p(a), p(b)) es una flecha
de € (D)[W]. Sin embargo, por nuestra hipétesis (a), podemos concluir que (p(a), p(b)) € A(H), como era
deseado. O

Una vez que hemos visto la idea formal del lema 4.3.1, pasemos con un ejemplo concreto. En la figura 4.11

se muestra una digrafica D, la cual estd H-coloreada, junto con su digrafica de clases de color (D). En la
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digrafica de clases de color consideremos los conjuntos W7 = {c1,co,c6}, Wo = {c3,c4} y W3 = {c5}. Es
sencillo ver que .# = {W;, Wy, W3} es una particién de V(%' (D)). Por otro lado, las digraficas inducidas en
% (D) por cada uno de dichos conjuntos (cuyas flechas fueron resaltadas con flechas negras en la imagen) todas
son subdigraficas de H, y las W;Wj-flechas en €¢'(D) con i # j (las cuales fueron resaltadas con flechas grises)
ninguna esta en H. Con ello, es posible dar una particién en H-clases de A(D): si F es el conjunto de flechas
en D con color en W7, F; es el conjunto de flechas de D con color en W5 y F3 es el conjunto de flechas de D

con color en W3, entonces por el lema 4.11, {F, F», F3} es una particién en H-clases de A(D).

D ¢(D)

Figura 4.11: Ejemplo de una particién en H-clases usando la digrafica de clases de color

Ya que tenemos una idea de cémo funcionan las H-clases en una digrafica H-coloreada, procederemos a
definir una generalizacién de la digrafica de clases de color como sigue. Sean D una digrafica H-coloreada y
F una particion en H-clases de A(D). La digrafica de H-clases relativa a .#, denotada por C'z (D), es la
digrafica cuyo conjunto de vértices es .F y (F, F') € A(C#(D)) siy s6lo si existe a € F'y existe b € F' tales
que b es una flecha consecutiva de a. La digrafica de H-clases puede contener lazos.

Un ejemplo del concepto anterior se mostrara en la figura 4.12. Primero notemos que el patréon H puede
verse como la unién de tres graficas completas: la que esta formada por los vértices c1, o, cg, la formada por
los vértices c3 y ¢4, y la formada por el vértice c5. Ese comportamiento nos facilitara encontrar una particién
en H-clases de A(D) mediante el lema 4.3.1. Para tal fin, definimos Wy = {c1,co,c6}, Wo = {c3,c4} y
W3 = {c5}. Ademas, consideremos el conjunto F'; que consta de todas aquellas flechas de D con color en W7,
F3 es el conjunto de las flechas en D con color en W5, y F3 consta de todas las flechas con color en W3. Ahora,
denotamos por .% la familia {F}, Fy, F3}. Para ver que dicha familia es una particién en H-clases, basta con
observar que para toda i € {1,2,3}, H[W,] es completa, por lo que sin importar cémo sea € (D), podemos
asegurar que para todo i € {1,2,3}, ¢(D)[W;] < H.

Por otro lado, como en H no existen W;W;-flechas cuando i # j, entonces nuevamente sin importar el

comportamiento de €' (D), cualquier W;Wj-flecha en €' (D), con i # j, no puede ser una flecha de H. Por el
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lema 4.3.1, podemos asegurar que la familia .# = {F}, F,, F3} es una particion en H-clases de A(D). Con base
en ello, podemos mostrar la digrafica de clases relativa de D con respecto a .%. Los vértices de dicha digrafica
seran Fy, Fy y F3. Ahora empezaremos a ver cémo se comportan las flechas en C' (D).

Primero procedamos con la clase F. Notemos que (z, y) es una flecha en la clase F}, y dicha flecha tiene una
flecha consecutiva en la clase F3, a saber, (y,7). Por ello, (F1, F3) debe ser una flecha en C# (D). De manera
similar, (w, z) es un flecha en la clase F} y tiene una flecha consecutiva en la clase F», a saber, (z,t), por lo
que (F1, F») también es una flecha de C'z (D). Por altimo, cualquier flecha en F} tiene una flecha consecutiva
en F, por lo que ademas (F, F1) es un lazo en C#(D). Con ello determinamos todos los ex-vecinos en de la
clase Fy en C#(D). Ahora, con respecto a la clase F%, ésta consta sélo de dos flechas: (y,s) y (z,t), de las
cuales sélo (y, s) tiene una flecha consecutiva (s, ), la cual esta en la clase F3. Por ello, (F5, F3) es una flecha
en C'z (D). Por altimo, con respecto a la clase F3, ninguna flecha en dicha clase tiene flechas consecutivas, por

lo que F3 no tiene ex-vecinos en C'z (D). La digrafica C'z (D) también se muestra en la figura 4.12.

H D C#(D)

c2 F]

Figura 4.12: Ejemplo de una digrafica y una digrafica de H-clases

Algo importante de mencionar es que una digrafica puede tener asociadas varias digraficas de H-clases, pues
dada una digrafica H-coloreada, ésta no necesariamente tiene una Gnica particiéon en H-clases. Por otro lado,
y como ya hemos venido mencionando hasta este punto, la digrafica de H-clases es una digrafica que engloba
la digrafica de clases de color: cuando tenemos un patrén monocromatico H y una digrafica H-coloreada, una
particion muy natural de A(D) es en clases monocromaticas, las cuales, bajo el patréon H, deben ser H-clases.
En tal caso, por las definiciones de digrafica de clases de color y la digrafica de H-clases, estas dos deben ser
isomorfas. Con ello, la digrafica de H-clases es una generalizacién de la digrafica de clases de color, pero que
utiliza H-coloraciones.

Para continuar, necesitamos establecer un par de definiciones. Dada una digrafica H-coloreada, .% una
particiéon en H-clases de A(D) y x € V(D), denotamos por N (z) al conjunto de todas aquellas clases

en .Z que intersecan a A”(z); es decir, N (x) es el conjunto {F € #: A= (z) N F # (0}. De manera
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analoga, denotamos por N;i(x) al conjunto de todas aquellas clases en .# que intersecan a A'(x); es decir,
Ni(z) = {F € #: At (z) N F # 0}. Por dltimo, Nz (x) denotara la unién de N (z) y de Nt(z). Por
ejemplo, consideremos nuevamente la digrafica H-coloreada en la figura 4.12, W1 = {c1, ca,c6}, Wo = {c3, ¢4}
y W3 = {cs}. Ademas, para toda i € {1,2,3}, consideremos el conjunto F; = {e € A(D): p(e) € W},
Previamente ya habiamos mostrado que .# = {F}, F», F3} es una particién en H-clases. Si prestamos atencién
en el vértice z, las ex-flechas de z, las cuales son (z,y) y (z,t), estan en Fy y F» respectivamente, por lo que
NE(z) = {F1, F2}. O al tomar, por ejemplo, el vértice r, éste tiene tres in-flechas, a saber (z,7), (y,r) y
(s,7), pero las tres estan en la clase F3, por lo que N (r) = {F3}.

Ahora procederemos a mostrar diversas propiedades generales de la digrafica de H-clases, muchas de las
cuales seran utilizadas en los siguientes dos capitulos, pues sera la digrafica de H-clases la que sera usada para

encontrar condiciones suficientes que garanticen la existencia de (k,{, H)-ntcleos en digraficas H-coloreadas.

Lema 4.3.2. Sean D una digrifica H-coloreada y % una particion en H-clases de A(D). Los siguientes

enunciados se satisfacen:
a) Para todo F € %, D(F) es una H-subdigréfica de D.
b) Sixz € V(D) tiene al menos un in-vecino y un ex-vecino en D, entonces N ;(z) # 0 y N%(z) # 0.

c) Si x € V(D) tiene al menos un in-vecino y un ex-vecino, entonces para toda F' € N_(x) y toda

F' € N (), se satisface que (F,F') € A(C#(D)).

d) Si x no es fuente ni pozo en D, entonces: x es libre de obstrucciones en D si y sélo si existe una dnica

F e .7 tal que x € V(D(F)).
e) Si C es un camino en D, entonces: Oy (C) = () si y sélo si existe F € .F tal que A(C') C F.

f) Si (F,F") € A(C#(D)), entonces V(D(F)) N V(D{(F")) # 0.

Demostracion. a) Para este inciso, consideremos una flecha a en D(F') y una flecha consecutiva de a en
D(F), digamos b. Como a y b estan en F'y ésta es una H-clase, entonces (p(a), p(b)) € A(H), lo que

demuestra que D(F) es una H-subdigrafica.

b) Por hipétesis sobre x, este vértice debe tener al menos una in-flecha, a la que llamaremos a, y una
ex-flecha, a la que llamaremos b. Ya que .% es una particién de A(D), entonces a € F'y b € F’ para

algtn F'y F' en .Z. En particular, F € N (z) y F' € N1(z), lo que demuestra este inciso.

c) Como F € N(z) y F' € N(z), entonces por definicién existe una in-flecha de z, digamos a, tal que
a € F vy existe una ex-flecha de x, digamos b, tal que b € F’. Como b es una flecha consecutiva de a,

entonces por la definicién de digrafica de H-clases podemos concluir que (F, F’) € A(C#(D)).
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Primero mostraremos que la parte suficiente del enunciado; es decir, si z es libre de obstrucciones,entonces
existe una anica F' € .% tal que x € V(D(F')). Para ello, como z no es una fuente ni un pozo en D,
entonces x tiene al menos una in-flecha, digamos a, y al menos una ex-flecha, digamos b, ambas en D.
Por ser .% una particién de A(D), entonces tanto a como b deben estar cada una en una clase de .%.
Sin embargo, como z es libre de obstrucciones, entonces (p(a), p(b)) € A(H), por lo que a y b deben
estar en la misma clase, digamos F'. Ahora veremos que F' es la clase requerida, y para ello basta con
ver que todas las in-flechas y ex-flechas de = en D estan en F. Si a’ es una in-flecha de z, entonces por
ser x libre de obstrucciones, (p(a’), p(b)) € A(H). Se sigue que a’ y b estan en la misma clase de .7,
la cual es F. Si b/ es una ex-flecha de z, nuevamente tenemos que (p(a), p(t')) € A(H), por lo que a
y b’ estan en la misma clase; es decir, en F'. Como todas las in-flechas y ex-flechas de z estan en F,

entonces F es la tnica clase de .# tal que z € V(D(F)), lo que muestra lo deseado.

Ahora demostraremos la parte necesaria; es decir, si existe una anica F' € .Z tal que x € V(D(F)),
entonces z es libre de obstrucciones en D. Para ello, tomemos una in-flecha arbitraria de = en D,
digamos a, y una ex-flecha arbitraria de = en D, digamos b. Por hipétesis, tanto a como b deben estar
en la clase F', por lo que, de acuerdo con la definicion de H-clase, (p(a), p(b)) € A(H). Asi, x es libre

de obstrucciones en D.

Supongamos que C' = (xq,...,Z,). Primero mostraremos la parte necesaria del enunciado; es decir,
si existe F' € % tal que A(C') C F, entonces Oy (C) = (). Para esto, basta con ver que para todo
i€{0,...,n—1}, (wi—1,x;) y (zi, zi+1) estan ambas en F (los indices se consideran médulo n cuando
C'es cerrado), y por ser F' una H-clase, entonces (p(zi—1,;), p(zi, xi+1)) € A(H), en tal caso podemos

concluir que para toda i € {0,...,n — 1}, C no tiene obstruccién en i, por lo que Oy (C) = 0.

Ahora demostraremos la parte suficiente; es decir, si Oy (C) = 0, entonces existe F' € .Z tal que
A(C) C F. En este caso, procederemos por contradiccion; es decir, supondremos que no existe F' € %
tal que A(C) C F. Dado que .% es una particién de A(D), se sigue que (zg,z1) € F para algin
F € %, sin embargo, por nuestra suposicién, no es posible que todas las flechas de C' estén en F,
por lo que podemos definir & = min{i € {1,...,n}: (z;—1,2;) ¢ F}. Noétese que k > 2, pues
(xo,x1) € F. Asi, (xg_2,25-1) € F'y (xp_1,2r) ¢ F, se sigue de la definicién de particién en H-
clases que (p(zg—2,Tk—1), p(Tk—1,Tk) ¢ A(H); es decir, C tiene una obstruccién en k — 1, por lo que
Op(C) # 0, lo cual contradice nuestras hipétesis sobre C'. Asi, si Oy (C) = (), entonces existe F' € .F
tal que A(C) C F.

Dado que (F, F’) es una flecha en C#(D), entonces existe una flecha a en F'y una flecha consecutiva

de a en F’, digamos b. Si z es el vértice final de a, entonces x € V(D(F)) y x € V(D(F")), lo que
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demuestra este inciso.

O]

El siguiente lema nos muestra un comportamiento interesante con respecto a los conjuntos independientes

en la digrafica de H-clases.

Lema 4.3.3. Sean D una digrafica H-coloreada y .7 una particién en H-clases de A(D). Si S es un conjunto
independiente en C# (D), entonces US es una H-clase de D. En particular, D(US) es una H-subdigrafica de
D.

Demostracién. Sea S’ = US y {a,b} C A(D) tal que {a,b} NS’ # () y b es una flecha consecutiva de a.

Primero mostraremos que si {a, b} C S’, entonces (p(a), p(b)) € A(H). Para ello, como a y b estan en §’,
entonces existen F'y F’ en S tales que a € F' 'y b € F'. Por definicién de C'#(D), se tiene que (F, F’) es
una flecha en C# (D). Sin embargo, por ser S un conjunto independiente en C'z (D), se sigue que F = F’; es
decir, {a,b} C F. Ya que F' es una H-clase de D, entonces (p(a), p(b)) € A(H), como era deseado.

Ahora mostraremos que si (p(a), p(b)) € A(H), entonces {a,b} C S’. Ya que por suposicién {a,b}NS" # 0,
entonces por definicién de ', existe F' € S tal que {a,b} N F # (. Por ser F' una H-clase de D, se sigue del
hecho de que (p(a), p(b)) € A(H) que {a,b} C F y con ello, {a,b} C S’. Con lo anterior, podemos concluir
que S’ es una H-clase de D. O

Una consecuencia interesante, y derivada del resultado previo, es la siguiente: ya habiamos mencionado
anteriormente que una digrafica H-coloreada podia tener varias particiones en H-clases, pero de acuerdo con el
lema anterior, cada que la digrafica de H-clases tenga algin conjunto independiente, entonces es posible unir

dicho conjunto en una sola H-clase. Con esto en mente, podemos proponer el siguiente corolario.

Corolario 4.3.4. Si D es una digrafica H-coloreada y tiene una particién en H-clases, entonces existe una

particion en H-clases de A(D), digamos .#, tal que Cz(D) es semicompleta.

Demostracién. Consideremos una particion en H-clases de A(D) que tenga la menor cantidad posible de
clases, digamos .%. Afirmamos que C'z (D) es semicompleta. Procederemos por contradiccién, si Cz(D) no
es semicompleta, entonces dicha digrafica debe tener un conjunto independiente, digamos .S, con al menos dos
vértices. En tal caso, al aplicar el lema 4.3.3, podemos concluir que (.# \ \S)U{US} es una particién en H-clases

de A(D) con menos clases que .%, lo cual no es posible. Por lo anterior, C'#(D) es semicompleta. O

Los altimos resultados que veremos en esta seccién son referentes a la conexidad de la digrafica de H-clases.
Este primer lema indica que si D es una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada con al menos una particién

en H-clases, entonces su digrafica de H-clases hereda la propiedad de ser fuertemente conexa.
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Lema 4.3.5. Sea D una digréfica H-coloreada y .% una particion en H-clases de A(D). Si D es fuertemente

conexa, entonces Cz(D) es fuertemente conexa.

Demostracion. Sean F'y G dos vértices de C#(D). Como F'y G son conjuntos no vacios de flechas en D,
podemos tomar (u,v) € F'y (z,2) € G. Dado que D es fuertemente conexa, entonces existe un uz-camino en
D, digamos C' = (xo, ..., y), tal que su flecha inicial es (u, v) y su flecha final es (z, z). Como toda flecha de
C' debe estar en alguna clase de .#, podemos suponer que para toda i € {0,...,n — 1}, la flecha (z;, z;41)
esta en la clase F;. Nétese que Fy = F' y que F,,_; = G. Ademas, como para todo i € {0,...,n — 1},
(%, zit1) € F;, entonces se sigue de la definicion de C'# (D) que para toda i € {0,...,n — 2}, (F}, Fiy1) es
un flecha en la digrafica de H-clases. De lo anterior, (Fp, ..., F,—1) es un camino en C'z(D); es decir, existe

un FG-camino en C# (D). Con lo anterior, podemos concluir que C# (D) es fuertemente conexa. O

Corolario 4.3.6. Sean D una digréfica fuertemente conexa y H-coloreada, y .% una particién en H-clases no
trivial de A(D). Si S es un conjunto independiente en Cz (D), entonces todos los vértices de S tienen al menos

un ex-vecino en V(Cz (D)) \ S.

Demostracion. Primero notemos que como .# es no trivial, entonces C'z (D) es no trivial. Por otro lado, como
D es fuertemente conexa, entonces podemos concluir que C'z (D) es fuertemente conexa no trivial. Se sigue

de manera inmediata que todos los vértices de S tienen al menos un ex-vecino en V(C (D)) \ S. O

Lema 4.3.7. Sean D una digrifica H-coloreada, % una particion en H-clases de A(D), S C .7 tal que para
toda F' € S, D(F) es unilateralmente conexa. Supongamos, ademas, que N es un nicleo por trayectorias en

D(US) y{z,z} CN conz # z. Siz € V(D(F)) y z € V(D(G)) con {F,G} C S, entonces F # G.

Demostracién. Procederemos por contradiccién al suponer que F' = G. Ya que D(F') es unilateral, existe un
camino entre = y z en la digrafica D(F'), al que llamaremos C. Como F' € S, entonces C' debe ser un camino
en D(US), lo cual no es posible pues {x,z} C Ny N es un nicleo por trayectorias en D(US). Por lo anterior,
F+G. O

Con los conceptos y resultados vistos previamente podremos desarrollar los siguientes capitulos, los cuales

se centran en la existencia de (k, [, H)-nicleos en digraficas H-coloreadas.



Capitulo 5

Una extension del teorema de

Richardson para (k,l, H)-ntacleos

Un primer acercamiento para buscar condiciones suficientes que garanticen la existencia de (k, [, H)-ntcleos
en digraficas H-coloreadas es mediante condiciones sobre los ciclos. Durante la introduccién de este trabajo se
mencioné algunos teoremas con los que es posible garantizar la existencia de nicleos usuales al pedir condiciones
sobre los ciclos de la digrafica y, con esto en mente, nosotros abordaremos un método similar con respecto a los
(k,l, H)-nucleos, pero desde la perspectiva de la digrafica de H-clases. En general, los resultados principales de
este capitulo tendran como hipétesis principal cierto comportamiento ciclico en la digrafica de H-clases, como
lo es pedir que dicha digrafica sea ciclicamente k-partita. Como consecuencia de los teoremas aqui propuestos,

tendremos generalizaciones de algunos teoremas existentes en la literatura.

5.1. Resultados preliminares

En esta primera seccion demostraremos algunos resultados previos que seran de utilidad para demostrar los
teoremas principales de este capitulo especifico. La hipétesis principal que manejaremos sera que la digrafica
de H-clases sea una digréafica ciclicamente k-partita, para cierto valor de k. Con dicha hipétesis, obtendremos
bastantes propiedades estructurales de la digrafica base, como se mostrara en los siguientes resultados. Sin em-
bargo, el pedir que la digrafica de H-clases sea una digrafica ciclicamente k-partita hace que muchos resultados
sean dificiles de enunciar, comprender y demostrar debido a la notacién requerida para ello. Con intencién de
simplificar las cosas, los lemas que se presentan en esta seccién tendran como hipétesis que la digrafica de
H-clases sea un k-ciclo en lugar de una digrafica ciclicamente k-partita. Esto altimo mejora considerablemente
la notacién usada y simplifica las pruebas.

El lema 5.1.1, el cual serd demostrado a continuacién, establece que, dada una particién en H-clases cuya
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digrafica de H-clases es ciclicamente k-partita, dicha particién puede modificarse para obtener una estructura

mas sencilla de trabajar.

Lema 5.1.1. Sean D una digrafica H-coloreada, fuertemente conexa y .% una particion en H-clases de A(D).
SiC#(D) es una digréfica ciclicamente k-partita, entonces existe una particion en H-clases de A(D), digamos

F', tal que C4/(D) es un k-ciclo.

Demostracion. Dado que C#(D) es ciclicamente k-partita, supongamos que {C;: i € {0,...,k —1}} es la
particion de V(C#(D)) en conjuntos independientes dada por la definicién. Para cada i € {0,...,k — 1},
definimos P, = UC;. Es sencillo verificar que la familia %’ definida como {P;: i € {0,...,k — 1}} es una
particion de A(D). Ademas, ya que para todo i € {0,...,k — 1}, C; es un conjunto independiente en C'& (D),
entonces P; es una H-clase de D, como lo establece el lema 4.3.3; es decir, %’ es una particién en H-clases de
A(D). Nétese que por ser D fuertemente conexa, entonces Cz/(D) es fuertemente conexa, como lo enuncia el
lema 4.3.5. Por altimo, debido a que toda flecha en C'# (D) es una C;C;1-flecha o un lazo, entonces toda flecha
en Cz/(D) es una P, P;;1-flecha o un lazo. Por ello, C'z/(D) es un k-ciclo, lo que concluye la demostracién de

este lema. O

Sin perder de vista el lema anterior, ahora podremos simplificar nuestras hipétesis al utilizar k-ciclos en lugar

de digraficas ciclicamente k-partitas.

Lema 5.1.2. Sean D una digréfica H-coloreada fuertemente conexa no trivial y % una particién en H-clases

de A(D) tal que C (D) es un k-ciclo, digamos (Py, ..., Px_1, Py). Los siguientes enunciados se satisfacen:

a) Sia € P,, b€ Ps yb es consecutiva de a, entonces s € {r,r + 1} (los indices se consideran médulo k).

Mas aun, s = r + 1 si y sélo si (p(a), p(b)) ¢ A(H).

b) Para todo x € V(D) se satisface al menos una de las siguientes condiciones: (i) N ;(z) N N5 (z) =0

o (i) N3 (x) € Ni(x) o (i) N3(x) € N ().

¢) Para todo = € V(D) se satisface que: existe r € {0,...,k — 1} tal que A(x) C P, si y sélo si
N7 (2) = N() y [N7()] = 1.

d) Sixz € V(D) y no exister € {0,...,k — 1} tal que A(z) C P,, entonces existe s € {0,...,k — 1} tal

que A(z) C PsU Psy1, Ps € N;(z) y Pst1 € N1(z). En particular, [N ;(z) UN 5 (z)| = 2.

Demostracién. a) Para este inciso, primero notemos que como b es una flecha consecutiva de a, a € P, y
b € Ps, entonces debido a la definicion de digrafica de H-clases, se tiene que (P, Ps) € A(C#(D)). Ya

que C#(D) es un k-ciclo, entonces s € {r,r + 1}.
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Por otro lado, para mostrar que s = r + 1 si y sélo si (p(a), p(b)) ¢ A(H), se tiene lo siguiente. Si
(p(a),p(b)) ¢ A(H), entonces no es posible que a y b estén en la misma H-clase, por lo que P, # Ps y

asi s = r + 1. De manera analoga, si s = r + 1, entonces a y b no estan en la misma H-clase, se sigue

de ello que (p(a), p(b)) ¢ A(H).

b) Este inciso sera demostrado por contradiccion; es decir, supondremos que existe un vértice x € V(D)
tal que se cumple que (i) N;(z) N NL(z) # 0, (i) Nz (z) € NL(2) y (i) Ni(z) € Nz(z). Por el
punto (i), consideremos P, € N (z) N N4 (x), por el punto (ii) podemos considerar P; € N (z) tal
que P; ¢ Nt (z) y por el punto (iii) consideremos P; € Nk (z) tal que P; ¢ N (). Por la eleccién
de P;, P; y P, estas tres clases son distintas. Mas aun, gracias al inciso (c) del lema 4.3.2, podemos
concluir que Cz(D)[P;, P;, P}] contiene un torneo transitivo de orden tres, lo cual no es posible pues
Cz(D) es un k-ciclo. Con lo anterior, se satisface que N (z) N N4 (z) = 0 o Nz(z) C Ni(z) o

N3 (x) € N5 (z).

c) Primero mostraremos la parte necesaria de este inciso; es decir, si N;(z) = N1(z) y [Nz (z)| = 1,
entonces existe € {0,...,k — 1} tal que A(z) C P.. Para ello, basta notar que si P, es la Gnica
clase en .7 tal que P. € N (), entonces todas las in-flechas de x pertenecen a la clase P,.. Ya que
N5 (z) = N}(x) se sigue que P, es la Gnica clase tal que P, € N;,C(x) por lo que todas las ex-flechas

de = deben pertenecer también a P,. Asi, A(z) C P,.

Ahora, para mostrar la parte suficiente del enunciado, basta con ver que A(x) C P, implica que todas
las in-flechas y ex-flechas de z estan en la clase P, por lo que N (z) = {P,} y N1 (z) = {P.}, lo que

muestra en particular que N (z) = N1 (z) y que [N (z)| = 1, como era deseado.

d) En lo que respecta a este inciso, primero mostraremos la siguiente afirmacién.

Afirmacién. Existen P; y Pj en .7 tales que P, # P;, P, € N, (z) y Pj € N1 (z).

Notemos que gracias al inciso previo, N (z) # N£(z) o [N;(z)| # 1. Ademas, dado que D es
fuertemente conexa, tanto N ;(x) como N (z) son conjuntos no vacios.

Si [N (z)| # 1, entonces [N (x)| > 2, por lo que, si tomamos una clase arbitraria en N} (),
digamos P;, entonces es posible escoger P; € N (x) de tal forma que P; # P;. Por otro lado, si
consideramos que N (x) # N (z), entonces uno de estos conjuntos no esta contenido en el otro.
Al suponer que N (z) Z N (x), es posible tomar P; € N (z) de tal forma que P; ¢ N ().
Dado P; € N (z) arbitrario, se satisface que P; # P;j. Un razonamiento anélogo verifica el caso

cuando Nt (z) € N (z). En cualquiera de las situaciones anteriores, existen P; y P; en .7 tal

que P; # P, P, € Nz(z) y Pj € N%(z), como se deseaba.
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Sean P; y Pj las clases cuya existencia esta garantizada por la afirmacién previa. Primero nétese que,
por la eleccion de P; y P;, se tiene que (P;, P;j) es una flecha de C# (D). Como dicha digrafica es un
k-ciclo, entonces j € {i,i + 1}. Pero ya que P; # P, entonces j =i+ 1. En este punto, tengamos en

consideracién que P; € N () y que Py € N;}(m)

Ahora veremos que A(z) C P; U Piy1, lo que muestra que N () C {P;, P41} y que Ni(z) C
{P;, Piy1}. Para demostrar que N (z) C {F;, P11}, tomemos Py, € N (z). Se sigue que (P, Piy1) €
A(C#(D))y como Cz (D) es un k-ciclo, entonces P, € {P;, Pi11}, por lo que N (x) C {P;, P;41}. De
manera anéloga, si P, € N % (), entonces (P;, P;,) € A(C#(D)), lo que concluye que Py, € {P;, P11}
y asi podemos decir que N (z) C {P;, Pi11}. De lo anterior se seguiria que, si a € A(z), entonces las
anicas posibles clases en las que esta a son P; o P;11; es decir, a € P;UP;11, por lo que A(x) C P,UP;4;.

Ademas, por la eleccién inicial de P; y Piy1, P € N;(z) y Piy1 € N1(z), como era deseado.

Por dltimo, para demostrar que [N (2) UN £ (x)| = 2, tenemos que por lo previamente visto, todas las
flechas en A(z) estan en P; o Piiq, por lo que N (2) U Ni(z) C {P;, Pix1}, pero mas aun, como
P, € N;(z)y Piy1 € Ns(z), entonces {P;, Pii1} € N (2) UNL(z), con lo cual Nz (z) UNL(z) =
{P;, Pis1}, en particular, [Nz (z) UNL(z)| = 2.

O

Todos los incisos del lema anterior seran muy importantes, pero hay que recalcar la importancia particular
de tres de ellos: los incisos (a), (c) y (d). Vamos a poner un poco de énfasis en estos. Supongamos que tenemos
una digrafica D que es fuertemente conexa, H-coloreada y .% es una particion en H-clases de A(D) tal que
Cz(D) es un k-ciclo (Py,...,P;_1). El inciso (a) indica que, si tenemos una flecha de D en una clase P;,
digamos ¢, y una flecha consecutiva de ¢, digamos b, que no esta en la clase P;, entonces b tiene que estar en
la clase P;;1. Esto hace que sea mas sencillo saber cémo estan organizadas las flechas de la digrafica D.

Por otro lado, es muy natural poder clasificar a los vértices de D en dos tipos: (i) aquellos vértices x para
los cuales todas sus flechas incidentes estan en una anica clase de .# y (ii) aquellos vértices = que no cumplen
lo anterior; es decir, sus flechas incidentes estan en varias clases de .%. En el caso del punto (i), el inciso (c) del

lema 5.1.2 establece que dichos vértices = sélo pueden tener una clase P en N

7(x) y una clase P’ en N1 (z)

y, ademas, dichas clases son iguales. Sin embargo, para el caso (ii), las flechas en A(x) no estan en una Gnica
clase, pero tampoco pueden estan en muchas clases diferentes: de hecho, por el inciso (d) del lema previo, las
flechas en A(z) s6lo pueden estar en dos clases de .7 y, ademas, en dos clases consecutivas con respecto a
C#(D), digamos P; y P;11. Por si eso no fuera poco, x debe tener al menos una in-flecha en P; y al menos
una ex-flecha en P;; ;. Con ello, todos los vértices de D tienen un comportamiento intuitivo, pero atil: dado un
vértice arbitrario de D pasa una de dos: o todas sus flechas incidentes estan en una (nica clase, o estan en dos

clases consecutivas de C'# (D). Dicha idea sera de mucha ayuda a lo largo de las siguientes demostraciones. De
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hecho, el siguiente lema establece que, bajo algunas condiciones extras, los vértices del segundo tipo tienen un

comportamiento aln mejor.

Lema 5.1.3. Sean D una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada, y % una particién en H-clases de D
de tal forma que C#(D) es un k-ciclo, digamos (Py, ..., Px_1, Py). Consideremos x € V(D) tal que existe
s €10,...,k—1} que satisface que A(x) C P;UPsy1, Ps € Ny (x) y Py € N}(:U) (los indices se consideran

mddulo k). Los siguientes enunciados se satisfacen:
a) SiNz(z) N NL(z) =0, entonces A~ (z) C Py y AT () C Poy1.
b) Sik >3 o0 Nj(z)# NE(x), entonces A= () C Py 0 A% (z) C Pyyy.

c) Sik>30Nz(z)# Ni(zx), y ademds, N;(xz) C N%(x), entonces A~ (z) C Ps.

Demostraciaon. a) Para este inciso, primero recordemos que por el lema 5.1.2 (d) y por nuestras hipétesis
sobre z, |[N;(z) U N (z)| = 2. Ademas, ya que Ps € N (), Psy1 € N4 (2) y N4 (z) NN (z) =0,
entonces N (z) = {Ps} y Nt (z) = {Ps41}. Asi, cualquier in-flecha de x sélo puede estar en la clase
P, por lo que A~ (z) C Ps. De manera analoga, cualquier ex-flecha de = sélo puede estar en la clase

Psyq, con lo cual, AT (z) C Psyg.

b) Para este inciso, primero veremos el caso en que k > 3. Procederemos por contradiccién al suponer que
A= (z) € Psy que AT (z) € Psy1. Ya que A(z) C Ps U Psyq, entonces = debe tener al menos una
in-flecha en Ps;1 y una ex-flecha en Py, y con ello (Psy1, Ps) es una flecha en C'# (D), lo cual no es

posible por ser ésta un k-ciclo con k > 3. Asi, podemos concluir que A~ (z) C Ps 0 At (z) C Ps41.

Ahora veremos el caso en que N (z) # N (z). Nuevamente, por el lema 5.1.2 (d) y la hipétesis sobre
x, podemos decir que [N (z) U NL(z)| = 2. Por otro lado, gracias al lema 5.1.2 (b) y el caso en el
que estamos, se tiene que N (z) N NL(z) # 0 o N (z) C N1(z) o NE(z) C N(z), siendo estas
altimas contenciones propias. Asi, por simple conteo, se sigue que N (z) consta de un Gnico elemento
o N (z) consta de un Gnico elemento; es decir, N (z) = {Ps} o N4 (z) = {Ps41}. Por lo anterior,
cualquier in-flecha de x esta en Ps o cualquier ex-flecha de x esta en Psyq, y conello A= (z) C Ps o

A+(IL‘) C Ps—i—l-

c) Para demostrar este inciso procederemos por contradiccion; es decir, supondremos que A~ (z) € Ps.
De acuerdo con el inciso previo, A~ (z) C Ps o AT (z) C Psyq, por lo que AT (z) C Psyq; es decir,
cualquier ex-flecha de x esta en Psy1, por lo cual N}(a:) = {Ps41}. Sin embargo, por hipétesis se tiene
que N (z) C N%(x) en cuyo caso, también se tiene que N (2) C {Ps11}. Esto implica que cualquier
in-flecha de z y cualquier ex-flecha de x estan en Ps;q, por lo que A(x) C P41, lo cual contradice la

eleccion de x. Por lo anterior, A~ (z) C Ps.
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A partir de este punto y lo que resta del capitulo, cada que se tenga una digrafica H-coloreada, digamos D,
y una particién en H-clases .Z tal que C'#(D) es un k-ciclo (Py,...,Py_1,P), paracada i € {0,...,k— 1}
denotaremos por D; la digrafica D(PF;). Esto es principalmente con la intencién de simplificar la notacién usada

a lo largo de los resultados.

Lema 5.1.4. Sean D una digréfica fuertemente conexa y H-coloreada y % una particién en H-clases de A(D)
tal que C#(D) es un k-ciclo, digamos (P, ..., Pyx_1,Py). Para toda i € {0,...,k — 1} existe un nicleo por

trayectorias en D(P;), digamos N, tal que N C V(D(P;11)) (los indices se consideran médulo k).

Demostracién. Para simplificar notacién, consideraremos el caso i = 0 y el caso general puede ser demostrado
de manera anéloga.
Sea N un nicleo por trayectorias de D cuya interseccién con V' (D;) tenga la mayor cantidad posible de

vértices, es decir: para todo nicleo por trayectorias de Dy, digamos N’, se satisface que:
IN'NV (D) < |NNV(Dy)| (5.1)

Ahora mostraremos que N es en nicleo por trayectorias deseado; es decir, N C V(D;). Procederemos por
contradiccion al suponer que existe xg en N tal que o ¢ V(D;). Para tener una mejor idea de la estructura

de esta demostracién, dividiremos el resto de la prueba en varias afirmaciones.

Afirmacién 1. Af(zy) C A(Dy).

Sea a € A} (z¢) arbitraria. Debido a que .7 es una particién en H-clases, se sigue que a € P; para algin
j €{0,...,k — 1}. Notemos que P; € Nk (zg). Por otro lado, gracias al lema 1.6.1, zy debe tener al
menos una in-flecha en Dy, digamos b. Esta in-flecha de xy pertenece a la clase Py, se sigue de ello que
(Py, Pj) es una flecha en C#(D) vy, gracias a que C'#(D) es un k-ciclo, entonces j € {0,1}. Por otro
lado, como g no pertenece a D1, entonces no es posible que a sea una flecha en P;, porloque j =0y

asi a € Py, lo cual implica que a € A(Dy), lo que concluye esta afirmacién.

Afirmacidn 2. Existe una xz-trayectoria en Dy, para algin z € V/(Dy) NV (Dy).

Por el inciso (f) del lema 4.3.2, sabemos que V(Dy) N V(D) es no vacio, y ya que D es fuertemente
conexa, podemos considerar una zow-trayectoria arbitraria en D tal que w € V(Dy) NV (D;), digamos
T" = (xo,...,x). De acuerdo con la afirmacién 1 de esta demostracién, la flecha (x¢, 1) es una flecha
de Dy, y con ello podemos definir a m como max{i € {1,...,t}: (xo,T",2;) es una trayectoria en Dy}.
Sim =t, entonces w y T” son el vértice y la trayectoria deseada, por lo que podemos suponer que m < t.

Asi, se seguiria que (Zym—1,2m) € A(Do) Y (Zm, Tm+1) € A(D;) para algan j € {0,...,k—1}, pero con
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j # 0. Yaque Cz(D) es un k-ciclo, entonces (T, Tm+t1) € A(D1) y, con ello, z,,, € V(Do) NV (Dy).
Asi, por definicién de m, tenemos que x,, y (2o, 1", x,,) son el vértice y la trayectoria deseados, lo que

concluye la demostracién de esta afirmacion.

Gracias a la afirmacién 2, consideremos una xgz-trayectoria contenida en Dy, a la que llamaremos T, tal
que z € V(Do) NV (Dy). Ya que N es un conjunto independiente por trayectorias en Dy, se tiene que z ¢ N
y, al usar la propiedad de N de ser un conjunto absorbente por trayectorias en Dy, debe existir v € N y una
zv-trayectoria en Dy, digamos T”. Notemos que si xg # v, entonces T'U T’ es un camino en Dy entre dos

vértices distintos de NV, lo cual contradice la independencia por trayectorias de N, asi, xg = v.

Afirmacion 3. El conjunto N, definido como (N \ {z0}) U {z}, es un nacleo por trayectorias en Dy (dicho

conjunto de encuentra representado en la figura 5.1).

Primero mostraremos que N’ es un conjunto absorbente por trayectorias en Dy. Para ello, consideremos
w € V(Dg) \ N'. Si w = x, entonces T es una xoNN’ trayectoria en Dy. Por otro lado, si w # x,
entonces w € V(Dgy) \ N y asi por ser N un conjunto absorbente por trayectorias en Dy, existe una
wu-trayectoria en Dy con u € N, digamos C. Si u # ¢, entonces C' es una wN’-trayectoria en Dy. Y
si w = xq, entonces C' U T es un wN’-camino en Dy, al cual se le puede sustraer una wN’-trayectoria.

En cualquier caso, se puede concluir que N’ es un conjunto absorbente por trayectorias en Dj.

Ahora procederemos a demostrar que N’ es un conjunto independiente por trayectorias en Dy. Para ello,
supongamos por contradiccién que existen dos vértices distintos en N’, digamos r y s, y una rs-trayectoria
en Dy, digamos C. Ya que N es un conjunto independiente por trayectorias, no es posible que r y s estén
ambos en N \ {xo}, por lo que uno de dichos vértices es igual a z y el otro esta en N \ {zo}. Si r = 2,
entonces T'U C' es un xgs-camino en Dy, lo cual no es posible pues 2 y s son vértices distintos en Ny
este conjunto es independiente por trayectorias en Dy. Si s = z, entonces C UT’ es un rxg-camino en
Dy, lo que genera una contradiccién similar. Con lo anterior, se puede concluir que N’ es un nacleo por

trayectorias en Dy.

De acuerdo con la afirmacién 3, y por la eleccion de N, se deberia cumplir que [N'NV(D4)| < NNV (D1)],
sin embargo, por la construccién de N’ y la eleccién de xq y z, se tiene que |[N' NV (Dy)| = |NNV(Dy)|+1,

lo cual es contradictorio. De los argumentos previos, podemos deducir que N C V(Dy). O

Pondremos un paréntesis en el enunciado anterior, pues serd muy importante en lo consecuente. El lema antes
demostrado propone que si tenemos una digrafica H-coloreadas y una particion en H-clases cuya digrafica de
H-clases es un k-ciclo, digamos (P, ..., Py_1, Py), entonces para todo i € {0,...,k — 1}, siempre es posible

encontrar un nicleo por trayectorias de D(P;) que ademas esté contenido en los vértices de D(P;11). Por
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Figura 5.1: El nacleo N’ exhibido en la afirmacién 3, resaltado en color

un lado, es sabido que encontrar nicleos por trayectorias en digraficas en general es bastante sencillo (véase
[9]), sin embargo jqué tan sencillo es encontrar un nicleo por trayectorias de D(P;), digamos N, tal que
N C V(D(P;+1))? La respuesta la encontraremos en la demostracién del lema previo.

El objetivo es encontrar un nicleo por trayectorias de D(P;) que interseca a V(D(P;+1)) lo mas posible.
Pero gracias a la demostracién del lema 5.1.4, basta iniciar con un nucleo por trayectorias en D(P;) arbitrario,
digamos N. Si dicho niicleo por trayectorias esta contenido en V(D (P;11)), habremos terminado. Si no, podemos
tomar un vértice en N que no esté en V(D(P;41)), al que llamaremos x. Por ser D fuertemente conexa, debe
existir una xw-trayectoria en D, donde w esta simultaneamente en V(D(P;)) y V(D(P;4+1)). Al intercambiar el
vértice x por el vértice w, obtenemos un nuevo nicleo por trayectorias de D(P;) pero que tiene mas vértices en
D(P;11) que N. Asi, al realizar este procedimiento una cantidad finita de veces (a lo mas | N| veces), obtenemos
el nacleo por trayectorias deseado. Por lo anterior, encontrar el ntcleo por trayectoria descrito en el lema 5.1.4
es bastante sencillo. Ello serd muy importante en lo consecuente.

Por otro lado, el siguiente lema formaliza una idea intuitiva, pero importante. Si tenemos que D es una
digrafica H-coloreada y % es una particién en H-clases de A(D) tal que C#(D) es un k-ciclo, digamos
(Po,...,Py_1,Py), entonces siempre que tengamos un camino C en la digrafica D cuya flecha inicial esté en
P, y flecha final esté en P, (con I # ¢), entonces las flechas del camino C' debe intersecar a cada una de las

clases entre P, y P,. Esa idea queda formalizada en el lema siguiente.

Lema 5.1.5. Sean D una digréfica fuertemente conexa y H-coloreada y % una particién en H-clases de A(D)
tal que Cz(D) es un k-ciclo, digamos (Py, ..., Py_1,P). Si T es un camino en D cuya flecha inicial esta en
P, y flecha final esta en P, para algin {t,q} C {0,...,k—1} yt # q, entonces para todo ! € {t,t+1,...,q}
(los indices se toman médulo k), A(T) N P; # 0. En particular, si ¢ < t, entonces A(T) N Py # 0.

Demostracion. Supongamos que 7' = (xq,...,xy) Y, para cada i € {0,...,n— 1}, sea o; € {0,...,k— 1} tal

que (24, zi41) € P,,. De acuerdo con la definicién de C'#(D), podemos deducir que 77 = (Pyy, - .., Pa, ;) €s
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un camino en C'z (D). Sin embargo, debido a nuestra hipétesis sobre T', se sigue que 7" es un P, P;-camino en
C# (D). Asi, por ser Cz(D) un k-ciclo, entonces T” debe recorrer a todos los vértices de Cz(D) entre P, y
Py; es decir, para todo i € {t,t+1,...,q}, P = Py, para algin j € {0,...,n —1}. Por lo anterior, para todo
ie{t,t+1,...,q}, A(T)NP; #0. O

Con lo que hemos demostrado hasta ahora, procederemos a probar el siguiente lema. Debido a la notacién
que se usara a lo largo de la demostracion, necesitamos recordar que si C' es un camino en una digrafica D y w
es un vértice en en la i-ésima posicién del camino C', entonces w™ denota el vértice de C' en la (i — 1)-ésima

posicién de C'y w™ denota el vértice en la (i + 1)-ésima posicién de C.

Lema 5.1.6. Sean k > 2, D una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada y .7 una particién en H-clases
de D tal que C#(D) es un k-ciclo, digamos (Fy,...,Px_1,FPy). Sii € {0,...,k —1} y N es un nicleo
por trayectorias en D; tal que N C V(D;y1) (los indices se consideran médulo k), entonces las siguientes

afirmaciones se satisfacen:

a) Sizg e V(D)\ N y Ap(z0) € Pj+1, entonces existe una zoN-trayectoria en D de H-longitud a lo mas
k—1.

b) Size N, Aj(x) C P; yT es un Nx-camino abierto en D, entonces T tiene H-longitud al menos k.

Demostracién. Para simplificar notacién, mostraremos que este lema se satisface para ¢ = 0 y una prueba

analoga mostrara el caso general.

a) Sea zp € V(D) \ N tal que Ap(z0) € Py1. Si zp € V(Dy), se sigue del hecho de que N es absorbente
por trayectorias en Dy que exista una zoN-trayectoria en Dj. Ya que esta Gltima digrafica es una H-
subdigrafica de D, entonces dicha trayectoria tiene H-longitud 1, cumpliéndose lo deseado. Asi, para el

resto de la demostracién, supondremos que zg no es vértice de Dy.

Afirmacion 1. Existe [ € {2,...,k — 1} y una 2oV (Dy)-trayectoria en D cuya flecha inicial esta en la
clase P.
Para realizar la prueba de esta afirmacién, primero mostraremos que existe [ € {2,...,k — 1} tal

que A} (20)N P, # 0. Gracias a los incisos (c) y (d) del lema 5.1.2, existe [ € {0,...,k—1} tale que
se cumple alguna de las siguientes dos posibilidades: (i) Ap(z0) C P, o (ii) Ap(z0) € P_1 U P,
Ap(20) NP1 #0y A5 (20) NP # 0. Si l = 0, entonces se deduce de (i) y (ii) que 2o € V(Dy),
lo cual no es posible por nuestra suposicién sobre zy. Si I = 1, entonces de (i) se deduce que
Ap(zp) C P, lo cual no es posible por hipétesis, y de (ii) se deduciria que zp € V(Dy), pues
A (20)N Py # 0, lo cual nuevamente no es posible por nuestra suposicién sobre z. Con lo anterior,

1 >2.



88

CAPITULO 5. TEOREMA DE RICHARDSON PARA (k,1, H)-NUCLEOS

Ahora, por lo acabado de demostrar, consideremos una ex-flecha de zy en P, digamos (zo, 21)
y sea T’ = (20,...,2) una z1V(Dy)-trayectoria de longitud minima en D. Notemos que dicha
trayectoria existe pues D es fuertemente conexa. Ademas, también es importante recalcar que,
debido a que T” es de longitud minima, ninguna de las flechas de 7" esta en P.

Si (z0,21) UT’ es una trayectoria, entonces ésta es la trayectoria deseada en la afirmacién. Por
otro lado, si llegase a pasar que (29, 21) UT" no es una trayectoria, entonces el vértice zo debe ser
vértice de T"; es decir, existe r € {0, ..., t} tal que zp = z,. Como z; € V(Dy), pero zo ¢ V(Dy),
entonces r < t. Ya que .# es una particién de A(D), supongamos que (zp, z,41) € Py, para algin

m € {0,...,k— 1} (véase la figura 5.2).

Ti’
V(Dy)

z Q= . Zp= 2z, 9 =t

® Zr4
T

Flechaen P Flechaen P,

Figura 5.2: Fragmento de la demostracién de la afirmacién 1

Una vez mas, como zg ¢ V(Dy), pero (20, zr+1) € P, en particular se tiene que m # 0. Ademas,
si m = 1, entonces (29, 21) U (21,T",2,41) es un camino en D cuya flecha inicial esta en P, y
flecha final esta en P;. Se sigue del lema 5.1.5 que (29, 21) U (21, 7", z,41) tiene una flecha en Dy,
en particular, dicha flecha debe ser una flecha de 7”7, lo cual contradice la minimalidad de 7”. Por

lo anterior, m > 2y (2,,T", 2;) es la trayectoria deseada.

De acuerdo con la afirmacién 1, podemos considerar una zoV (Dy)-trayectoria, digamos T' = (2o, . . ., zp),
tal que (zp,21) € P, para algin [ € {2,...,k — 1}, y que ademas sea de longitud minima con dicha

propiedad. Notemos que, debido a esta altima suposicién, A(T)N Py = 0 y, ademas, (2,1, 2) € Pr_1.

Gracias al lema 5.1.5 se tiene que debido a que la primera flecha de T esta en P, y la dltima flecha
de T esta en P._1, entonces las flechas de esta trayectoria deben intersecar a todas las clases entre
P,y Py_1; es decir, para todo r € {l,l+1,...,k— 1}, A(T)N P, # () y con ello podemos definir,
para todo r € {l,1 +1,...,k — 1}, al vértice z,, como el altimo vértice de T" tal que (z, ,2a,) € P;.
Antes de continuar, notemos que, de acuerdo con las definiciones antes dadas, z, = z,,_, y para todo
re{l,l+1,....,k—2}, (23, %2ar) € Pr ¥ (2a,,2%,) € Pry1. Ahora, denotaremos por 7} la trayectoria

(20,T, 2,) y para cada i € {{+1,...,k — 1}, denotamos por T; la trayectoria (2q, ,,T, 2q;)- En la
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figura 5.3 se muestra una imagen de la trayectoria T y los vértices y trayectorias antes descritos.

@ T - Tisa > o o @ Ty—» - Ty 9

20 Zay Zapy Zag_ g Zaj Zn

Figura 5.3: Descomposicién de T es las subtrayectorias T;

Ahora mostraremos algunas afirmaciones que seran de utilidad para la conclusién de esta demostra-
cién. Todas ellas estan encaminadas a poder realizar un conteo mas sencillo de las obstrucciones de la

trayectoria Ty, por consiguiente, poder calcular su H-longitud.

Afirmacion 2. Para toda i € {I,l +1,...,k — 1}, T; es una H-trayectoria.
Para realizar la demostracién de este enunciado, bastara ver que, para todoi € {l,i+1,...,k—1},
todas las flechas de T; estan en P;. Con ello, y al saber que D; es una H-subdigrafica, podremos
concluir que T; es una H-trayectoria. Es importante recordar que tanto la flecha (z4,_,, 2, ) como
(24,» %a;) estan en P;. Sea (zj, zj11) una flechaen T; y s € {0,...,k— 1} tal que (2, 2j41) € Ps.

Véase la figura 5.4.

T;
Flechaen P; Flechaen P, Flechaen P;
® . =@ - - ~9
oy Z;i . Z Zi+1 'Zn, Zay

Figura 5.4: Fragmento de la demostracién de la afirmacién 2

Si s < i, entonces (za, ,, T, 2j+1) €s una trayectoria en D cuya flecha inicial esta en P; y flecha
final esta en Ps, pero con s < i. De acuerdo con el lema 5.1.5, dicha trayectoria debe tener una
flecha en Dy, por lo que T debe tener una flecha en Dy, lo cual contradice la eleccién de T'. De
manera analoga, si ¢ < s, entonces (z;, T}, 2o,) €S una trayectoria en D cuya flecha inicial esta en
P; y flecha final estd en P;, pero como 7 < s, se seguiria nuevamente del lema 5.1.5 que T tiene
una flecha en Dy, lo cual contradice nuevamente la eleccién de T'. Con lo anterior, i = s, lo que

demuestra que toda flecha de T; esta en P;. Esto concluye la demostracién de esta afirmacion.
Afirmacion 3. Oy(T) ={a,:r e {l,l+1,...,k—2}}.

Esta afirmacién la mostraremos por doble contencién. Primero, para demostrar que el conjunto

{ap:r e {l,l+1,...,k —2}} es subconjunto de Oy (T), consideremos un objeto arbitrario c,

en {a;:i € {l,l +1,...,k — 2}}. Debido a la eleccién de z,,, se tiene que (2 ,za,) € Py
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(Zay» 24, ) € Pry1, pero al ser .7 una particién en H-clases, entonces concluimos que 7 tiene una

obstruccién en «a; y asi . € Oy (C). Por lo tanto, {a,.: r € {I,1+1,...,k—2}} COgx(T).

Ahora, para mostrar la otra contencién, consideremos s € O (T'). Debido a la afirmacién 2, para

todai € {l,I+1,...,k—1}, T; es una H-trayectoria, por lo que no es posible que x5 sea un vértice
interno de T;. Asi, existe r € {l,1+1,...,k—1} tal que s = . Ademas, ya que z,, _, es el vértice
terminal de T, entonces no puede ser que = a1, por lo que s € {a,: r € {l,...,k—2}}. Con

lo anterior, se muestra que la afirmacién 3 se satisface.

Notemos que, de acuerdo con la afirmacién 3, Iy (T) < k — 1y como 2 <, entonces Iy(T) < k — 2.
Con lo anterior, si el vértice final de T esta en N, es decir z, € N, entonces T es una zyN-trayectoria

en D tal que Iy (T) < k — 1, como era deseado.

Si z, ¢ N entonces, por ser N un nicleo por trayectorias en Dy, existe una z,N-trayectoria contenida
en Dy, digamos T'. Notemos que por ser Dy una H-subdigrafica de D, entonces T es una H-trayectoria
de D. Gracias al inciso (c) del lema 4.1.2, la H-longitud de TUT es a lo mas Iy (T) + 1, pero como
Ig(T) < k—2, se tiene que Iy (T'UT) < k—1. Si logramos probar que TUT es una trayectoria, nuestra
demostracién habra finalizado, pues ésta seria una zoN-trayectoria en D de H-longitud a lo mas k& — 1.

Supongamos que TUT = (2n, Zni1,- - » Zm)-

Afirmacién 4. T UT es una trayectoria.

Procederemos por contradiccién al suponer que T'U T no es una trayectoria; es decir, existe
{i,5} €{0,...,m} tal que z; = zj e i < j. Ya que tanto 7' como T son trayectorias, no es posible
que z; y z; estén ambos en T o ambos en T, por lo que i € {0,...,n—1}yj e {n+1,...,m}.
En tal caso, (%,z2i+1) € P, para algin r € {l,{ +1,...,k — 1} y (2j-1,2;) € Py. Pero como
z; = zj, entonces (P, P;) es una flecha en C'z(D). Sin embargo, como I > 2, entonces se tiene
que en particular, r ¢ {0,1}, lo cual no es posible pues C#(D) es un k-ciclo. Con lo anterior,

T UT es una trayectoria.

De acuerdo con la afirmacién 4 y lo previamente mostrado, T'UT es una zyN-trayectoria en D cuya

H-longitud es a lo mas k — 1, lo que concluye la demostracién de este primer inciso.

Supongamos que T' es un Nx-camino abierto en D, donde T' = (xq,...,Z,). Ya que xo es un vértice
de N, entonces x( es un vértice en Dy y Dy, por lo que A(z) € PyU P1, y N (xo) NPy # (), como lo
establece el lema 5.1.2 (d). Con ello, y al considerar que T" no puede tener todas sus fechas en Dy pues

N es un conjunto independiente por trayectorias en Dy, al menos una de las flechas de T no pertenece
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a la clase Py, pero tiene una flecha antecedente que si pertenece a la clase Py, lo que concluye que T'

debe tener al menos una flecha en la clase Py, digamos (z,, x,41).

Por otro lado, ya que por hipétesis A, (x) C Py, en particular se tiene que (z,,—1,,) € Py. Con ello,
(xy, T, ) es una trayectoria en D cuya flecha inicial esta en P; y flecha final esta en Py. Se sigue del
lema 5.1.5 que A(T') interseca a todas las clases de la particién .%. Asi, para toda s € {0,...,k — 1},
definimos oy = max{j € {0,...,n—1}: (zj_1,2;) € Ps}. Notemos que para toda s € {1,...,k—1},

(Ta,,Ta,) € Psy (%a,,xt,) ¢ Ps, por lo que T' tiene una obstruccion en «; es decir, T' tiene al menos
k — 1 obstrucciones. Por ser T' un camino abierto, entonces k < I (T"), lo que concluye la demostracién

de este inciso.

Si prestamos atencion al lema previo, podremos notar que sus incisos establecen ciertas condiciones para
que algunos nicleos por trayectorias en una digrafica H-coloreada sean (k — 1, H)-absorbentes por trayectorias
y (k, H)-independientes por caminos. Dicho lema sera la herramienta que usaremos en la siguiente seccién para
demostrar los resultados principales de este capitulo.

Por altimo, el siguiente lema sera de utilidad para relacionar las H-longitudes de los caminos en una
digrafica H-coloreada, digamos D, y su digrafica de lineas L(D). Dada una digrafica H-coloreada, digamos
D, necesitaremos introducir una 2-coloracién en L(D) como sigue: sea p*: A(L(D)) — {azul, rojo} dada por
p*(a,b) = rojo siy sélo si (p(a),p(b)) ¢ A(H). Si C = (ag,...,a,) es un camino en L(D), denotamos por
R(C) al conjunto {i € {0,...,r — 1}: p*(a;,a;+1) = rojo}. Dichos conceptos fueron descritos en [27]. En la
figura 5.5 se muestra el ejemplo de una digrafica D que esta H-coloreada y su digrafica de lineas L(D) con la

2-coloracién p* descrita previamente.

D L(D)
H (451 az agz
o 1 €1 —plfp— a, — C3 —oT -y — ) L ) N T —np— T —A
(&1 a a5 ag ar r a a a

1 | h a6
€2 2 ca c2 ay 5
Q8 — Ct el (19 — 3 _.l e

cy 3 LTI T a a
a
r ay @19
c3 c1 ca c3 r r
ay
l | /’ ;
¢s @y a; a3 Qig @ r r r
@y a3 g ayy

Figura 5.5: Ejemplo de una digrafica H-coloreada y su digrafica de lineas bajo p*
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Una posible utilidad de esta coloracién es que podemos determinar de manera rapida en dénde hay obs-
trucciones en la digrafica D. Por ejemplo, al usar la figura anterior, si nos fijamos en la flecha (a;,a2) en la
digrafica de lineas, ésta tiene color rojo, por lo que en la digrafica D, el cambio de color de la flecha a; hacia
as no es permitido por el patron H; es decir, (p(a1),p(az)) ¢ A(H). Se sigue que cualquier camino en D que
use dichas flechas de manera consecutiva, tendrd una obstruccién en ese punto del camino. Por otro lado, si
prestamos atencion en (a1, as), dicha flecha es azul, por lo que en D, el cambio de color de la flecha a; hacia
as es un cambio permitido por el patrén; es decir, (p(a1), p(as)) € A(H).

Con esto en mente, podemos usar de manera mas sencilla los H-caminos en D. Por ejemplo, si prestamos
atencién al camino (a1, as,a9,a6) en L(D), éste contiene Gnicamente flechas azules, por lo que el camino
en D que tiene esa secuencia de flechas, debe ser un H-camino. Pero si prestamos atencién en el camino
(a11,as, ag, ag), éste tiene sélo una flecha roja, por lo que intuitivamente el camino en D que use esa secuencia
de flechas debe tener una obstruccion.

Asi, explotaremos esta dualidad entre la H-coloracién en D y la 2-coloracién p* en L(D) para enunciar el
siguiente resultado, el cual establece una relacién entre el nimero de flechas rojas de los caminos en L(D) y la

H-longitud de los paseos cerrados en D.

Lema 5.1.7. Sik > 2 y D es una digrafica H-coloreada tal que todo paseo cerrado de D tiene H-longitud
congruente con 0 mddulo k, entonces todo camino cerrado de L(D), digamos C, satisface que |R(C)| es

congruente con 0 médulo k.
Demostracién. Para realizar esta demostracién, primero mostraremos la siguiente afirmacién:

Afirmacién 1. Si C es un ciclo en L(D), entonces |R(C')| es congruente con 0 médulo k.

Supongamos que C' = (ay,...,at,ag) y que para todo i € {0,...,t}, a; = (x;,x;+1), donde ademas

{zi,xiy1} C V(D) y los indices se toman médulo ¢ + 1.

Ahora, al considerar C" = (xq,...,x¢,20), éste es un camino cerrado en D. Mas aun, C’ debe ser un
paseo, pues C es un ciclo en L(D). Ademas, notemos que si i € Oy (C"), entonces por definicion de
dicho conjunto, (p(a;—1),p(a;)) ¢ A(H); es decir, p*(aj—1,a;) = rojo, por lo que i — 1 € R(C). De
manera analoga, si | € R(C), entonces p*(a;, a;11) = rojo, por lo que (p(a;), p(ar+1)) ¢ A(H) y con
ello, I +1 € Oy (C"). Por lo anterior, es sencillo verificar que la funcién ¢: R(C) — Oy (C”’) dada por
©(m) = m + 1 es una funcién biyectiva, lo que concluye que |0 (C")| = |R(C)], sin embargo, como
C’ es un paseo cerrado en D, se tiene que I (C") es congruente con 0 médulo k, lo que concluye que

|R(C)| es congruente con 0 médulo k, lo que demuestra esta afirmacién.

Con base en la afirmacién previa, serd mas sencillo mostrar el caso general; es decir, que cualquier camino cerrado

en L(D), digamos C, satisface que |R(C')| es congruente con 0 médulo k. Esta demostracion la realizaremos
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por induccién sobre la longitud del camino.

Base de induccién. Si C' es un camino cerrado en L(D) y tiene longitud dos, entonces |R(C')| es congruente

con 0 médulo k.

Para la base inductiva, basta con ver que C' debe ser un ciclo de longitud 2 y por la afirmacién 1, éste

debe satisfacer que |R(C)| es congruente con 0 médulo k.

Hipotesis de induccion. Si C’ es un camino cerrado en L(D) y tiene longitud menor a ¢ en L(D), entonces

|R(C")| es congruente con 0 médulo k.

Paso inductivo. Si C' es un camino cerrado en L(D) y tiene longitud ¢, entonces |R(C)| es congruente con

0 médulo k.

Supongamos que C' = (ag,...,a;-1,a;). Si C' es un ciclo, entonces por la afirmacién 1 concluimos
que |R(C)| es congruente con 0 médulo k, por lo que basta con verificar el caso en que C' no sea un
ciclo. Para ello, supongamos que a; = a; para algin ¢ < j. Con lo anterior, definimos los caminos
C" = (ao,...,ai,aj41,...,a¢) y C"” = (a;,...,a;) son ambos caminos cerrados en L(D) de longitud
menor a t, por lo que, por hipétesis de induccién, |[R(C")| y |R(C")| son ambos congruentes con 0 médulo
k. Ademas, por construccién de los caminos C' y C”, se sigue que |R(C")| + |R(C")| = |R(C)], lo que

concluye que |R(C)| es congruente con 0 médulo k.

Por principio de induccién matematica, para todo camino cerrado en L(D), digamos C, se satisface que |R(C)|

es congruente con 0 médulo k. O

El anterior es el Gltimo resultado basico de esta seccién. Ahora procederemos a demostrar los resultados

principales del capitulo.

5.2. Resultados principales

Ahora retomamos la idea del lema 5.1.6, el cual nos brindaba condiciones suficientes para que un nicleo
por trayectorias en ciertas digraficas H-coloreadas fueran (k, H)-independientes por caminos y (k — 1, H)-

absorbentes por trayectorias, tenemos lo siguiente.

Teorema 5.2.1. Sean D una digréafica fuertemente conexa y H-coloreada y % una particion en H-clases de
A(D) tal que C#(D) es una digrafica ciclicamente k-partita (k > 3) con particion {C;: i € {0,...,k—1}}. Si
existe t € {0,...,k — 1} tal que ningin vértice en Cy tiene un lazo en Cz (D), entonces D tiene un conjunto

(k — 1, H)-absorbente por trayectorias y (k, H)-independiente por caminos.
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Demostracion. Mostraremos que este teorema es valido cuando ¢t = 1; es decir, supondremos que ningin vértice
en (1 tiene un lazo en Cz(D), y un prueba analoga mostrara el caso general.

Consideremos la particiéon en H-clases de D descrita en el lema 5.1.1, la cual denotaremos por .7'.
Recordemos que dicha familia tiene las siguientes propiedades: para todo i € {0,...,k — 1}, P, = UC;,
F'={P;:i€{0,...,k—1}} y Cz/(D) es un k-ciclo, digamos (P, ..., Py_1, Py). Por otro lado, para todo
i €{0,...,k— 1}, denotamos por D; la digrafica D(F;).

Primero mostraremos que todos los caminos de D; deben ser de longitud a lo mas 1. Si suponemos lo
contrario y (x,z,w) es una camino en D1, entonces por definicion de dicha digrafica, las flechas del camino
deben estar en la clase Py, sin embargo, por definicién de dicha clase, se tendria que (z,2) € F'y (z,w) € F’
para dos clases F'y F’ en .7 tales que ambas estan en Cy. Asi, por definicién de C'z (D), (F, F’) debe ser una
flecha en C'# (D), pero ya que {F, F'} C C y éste es un conjunto independiente en C'z (D), entonces F' = F,
por lo que (F, F’) es un lazo en C#(D), lo cual contradice nuestra suposicién sobre Cy. Con lo anterior, todo
camino en (' tiene longitud a lo mas 1.

Por otro lado, por el lema 5.1.4 podemos considerar un niicleo por trayectorias de Dy, digamos NV, tal que

N C V(D). Las siguientes afirmaciones seran de utilidad

Afirmacién 1. Para todo z € V(D) \ N, Ap(x) Z Pi.

Procederemos por contradiccion al suponer que existe z € V(D) \ N tal que Ap(z) C P;. Ya que D es
fuertemente conexa, = debe tener un in-vecino en D y un ex-vecino en D, digamos u y w, respectivamente.
Asi, (u,z,w) es un camino en D y por nuestra suposicién sobre x, dicho camino es también un camino en

D, lo cual no es posible pues todo camino en D tiene longitud a lo mas 2. Con lo anterior, Ap(x) € P;.

Afirmacién 2. Para todo x € N, A, (x) C F.

Sea x € N arbitrario. Dado que N C V(D;), entonces podemos concluir que xz € V(Dg) NV (Dy), por
lo que x tiene flechas incidentes tanto en A(D;) como en A(Dy). por los incisos (c) y (d) del lema 5.1.2
y la definicién de las digraficas D;, podemos afirmar que Ap(z) C Py U P;. Ya que todos los caminos en
D1 son de longitud a lo mas 1, entonces no es posible que x tenga in-flechas y ex-flechas simultaneamente
en Dy, por lo que A (z) NPy =0 o Af(z) N Py = 0. Sin embargo, por el inciso (d) del lema 5.1.2, se
tiene que A} (z) N Py # 0, por lo que A, (z) N Py = ), pero como Ap(z) C Py U Py, concluimos que
Ap(z) C Po.

Gracias a la afirmacién 1y al inciso (a) del lema 5.1.6, N es un conjunto (k— 1, H )-absorbente por trayectorias.
Y por la afirmacién 2 y al inciso (b) del lema 5.1.6, N es un conjunto (k, H)-independiente por caminos, lo

que muestra lo deseado. O
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Corolario 5.2.2. Sean D una digréafica fuertemente conexa y H-coloreada, y . una particion en H-clases de
A(D) tal que C#(D) es una digrafica ciclicamente k-partita (k > 3) con particion {C;: i € {0,...,k —1}}.
Si existe t € {0,...,k — 1} tal que ningin vértice en Cy tiene un lazo en Cz(D), entonces D tiene un

(k, H)-nicleo por caminos y un (k, H)-ndcleo por trayectorias.

Demostracién. El conjunto descrito en el teorema 5.2.1 es simultaneamente un (k, H)-niacleo por caminos y un

(k, H)-nacleo por trayectorias. O

Teorema 5.2.3. Sean D una digréafica fuertemente conexa y H-coloreada y % una particion en H-clases de
A(D) tal que C#(D) es una digréfica ciclicamente k-partita (k > 2) con particion {C;: i € {0,...,k—1}}. Si
existe t € {0,...,k — 1} tal que todo vértice z en D(UC}) satisface que N1 (x) € N;(z), entonces D tiene

un conjunto (k — 1, H)-absorbente por trayectorias y (k, H)-independiente por caminos.

Demostracion. Mostraremos que este teorema es valido cuando ¢ = 1; es decir, supondremos que para todo
vértice z en D(UCY) se satisface que N} () € N (z). Un prueba anéloga mostrara el caso general.

Consideremos la particiéon en H-clases de D descrita en el lema 5.1.1, la cual denotaremos por .7’
Recordemos que dicha familia tiene las siguientes propiedades: para todo i € {0,...,k — 1}, P, = UC;
F'={P;:i1€{0,...,k—1}} y Cz/(D) es un k-ciclo, digamos (P, ..., Py_1, Py). Por otro lado, para todo
i €{0,...,k— 1}, denotamos por D; la digrafica D(F;).

Notemos que para todo i € {0,...,k — 1}, D; = D(UC;), por lo que por nuestra suposicién inicial, para
todo z € V(D1), N1(z) € N (). Gracias al lema 5.1.4, podemos considerar un nicleo por trayectorias en

Dy, digamos N, tal que N C V(D). Las siguientes afirmaciones seran de utilidad.

Afirmacién 1. Para todo z € V(D) \ N, Ap(z) € Pi.

Procederemos por contradiccién al suponer que existe x € N tal que Ap(x) C Py; es decir, A(z) C UC).
Asi, todas las clases en Nz (z) deben pertenecer a C. Ello nos servira para ver que Nf(z) C N (z),
lo cual contradice nuestras hipétesis. Considérese F' € Nk (z) arbitrario y F' € N (z). Por lo antes
dicho, tanto F' como F’ estan en Cy, y por definicién de C'z (D), (F,F') € A(C#(D)). Sin embargo,
como (] es un conjunto independiente en dicha digrafica, entonces podemos concluir que F' = F'y, en
particular, F’ € N (z). Asi, N (z) C N (), lo cual no es posible por hipétesis, lo que demuestra que

AD(.T) Z Pl.

Afirmacién 2. Para todo . € N, A (z) C F.

Procederemos por contradiccion al suponer que existe € N tal que A () € Fy. Ya que x € N,
entonces podemos utilizar el lema 1.6.1 y garantizar que x tiene una in-fecha en Py, a la que llamaremos

ag. Por nuestra suposicién en z, no es posible que todas sus in-flechas estén en la clase Py, por lo que
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debe existir una in-flecha de x, digamos a; que esté en una clase distinta de P. Sin embargo, como x
esta en N, en particular, en V(Dg) NV (D1), entonces las Gnicas clases en las que pueden estar las flechas
incidentes en x son las clases Py y P;, como lo establecen los incisos (c) y (d) del lema 5.1.2. Asi, a;

debe estar en la clase P;.

Al utilizar la definicién de las clases Py y P, podemos deducir que existe Fyy € Cj tal que ag € Fj y existe
F) € Cy tal que a1 € Fy. Recordemos que tanto F;y como F} son clases de la particién .%. Mas aun, por
simple definicién de N (z), se seguiria que {Fy, F1} C N (z). Por hipétesis, N+ (z) Z N (), por lo
que podemos tomar Fy € N}(m) tal que F» ¢ N (), en particular, Fy # Iy y Fy # I3, por lo que
(Fo, F2) y (F1, F») son flechas en C'z(D) que no son lazos. Debido a que Fy € Cy y que Cz(D) es
ciclicamente k-partita, tenemos que F» € C1, llegando a que (F1, F3) es una flecha con ambos extremos
en C7 y no es un lazo, lo cual contradice que C sea un conjunto independiente en C'# (D). De lo anterior,

para todo z € N, A (z) C F.

Gracias a la afirmacién 1y al inciso (a) del lema 5.1.6, N es un conjunto (k— 1, H)-absorbente por trayectorias.
Y por la afirmacién 2 y al inciso (a) del lema 5.1.6, N es un conjunto (k, H)-independiente por caminos, lo

que muestra lo deseado. O

Corolario 5.2.4. Sean D una digréafica fuertemente conexa y H-coloreada, y . una particion en H-clases de
A(D) tal que C#(D) es una digrafica ciclicamente k-partita (k > 2) con particion {C;: i € {0,...,k—1}}. Si
existe t € {0,...,k — 1} tal que todo vértice = en D(UC}) satisface que N1 () € N (z), entonces D tiene

un (k, H)-nicleo por caminos y un (k, H)-ndcleo por trayectorias

Demostracion. El conjunto descrito en el teorema 5.2.3 es simultaneamente un (k, H)-niacleo por caminos y un

(k, H)-nacleo por trayectorias. O

Quisiéramos hacer un paréntesis antes de continuar con el siguiente resultado. Notemos que el corolario
recién enunciado nos da condiciones para la existencia de un (k, H)-nicleo por trayectorias, pero jqué tan
dificil es encontrar dicho (k, H)-ntcleo? La respuesta estd en la demostracién del teorema 5.2.3. Supongamos
que D es una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada y .%# es una particién en H-clases de A(D) tal que
Cz(D) es una digrafica ciclicamente k-partita (k > 2) con particion {C;: i € {0,...,k — 1}}, que ademas
satisfaga las condiciones del teorema 5.2.3. Por un lado, gracias al lema 5.1.1, podemos encontrar de manera
inmediata una particiéon en H-clases de A(D) cuya digrafica de H-clases es un k-ciclo, digamos (FPp, ..., Px_1).
Pero en la demostracién del teorema 5.2.3 se demostré que para cualquier i € {0, ...,k — 1}, cualquier nacleo
por trayectorias en D(P;) que ademas esté contenido en los vértices de D(P; 1), debe ser un (k, H)-nacleo por

trayectorias y por caminos. Sin embargo, ya habiamos mencionado con anterioridad que encontrar estos nicleos
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por trayectorias en las intersecciones de las clases era bastante sencillo, por lo que, si una digrafica satisface

todas las condiciones del teorema 5.2.3, encontrar un (k, H)-ntcleo por trayectorias es bastante inmediato.

Teorema 5.2.5. Sik > 2 y D es una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada tal que todo paseo cerrado
tiene H-longitud congruente con 0 médulo k, entonces D es una H-digrafica o D tiene una particién en

H-clases, digamos .7, tal que Cz(D) es un k-ciclo.

Demostracién. En caso de que D sea una H-digrafica, no hay mas qué demostrar, por lo que supondremos que D
no es una H-digrafica; es decir, existe {b1, b2} C A(D) tal que by es consecutiva de by y (p(b1), p(b2)) ¢ A(H).
Guardaremos momentaneamente estas flechas, pues las usaremos mas adelante. Ademas, al retomar la idea
del lema 5.1.7, denotamos por p* la 2-coloracién de L(D) dada por p*: A(L(D)) — {azul,rojo}, donde
p*(a,b) = rojo si y sélo si (p(a),p(b)) ¢ A(H). Si C = (ao,...,a,) es un camino en L(D), denotamos por
R(C) al conjunto {i € {0,...,r —1}: p*(ai,ai+1) = rojo}.

Para mostrar que A(D) tiene una particién en H-clases, tomemos ag fija en A(D) y para cada valor
l € {0,...,k — 1}, denotamos por Fj al conjunto de vértices b en L(D) tal que existe un agb-camino en
L(D), digamos C, tal que |R(C)| es congruente con | médulo k. Mostraremos que la familia .%#, definida
como {F;:i€{0,...,k—1}} es una particién en H-clases de A(D) tal que C'z(D) es un k-ciclo. Para ello,

procederemos a demostrar las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1. UF_ F; = A(D).

Para esta afirmacion, primero notemos que para toda i € {0,...,k — 1}, F; C A(D), por lo que
UF o F; C A(D). Ahora sélo resta por demostrar la otra contencién. Si b € A(D), entonces por ser
D fuertemente conexa, debe existir un agb-camino en L(D), digamos C. Claramente, |R(C)| debe ser
congruente con ¢ médulo k para algan ¢t € {0,...,k — 1}, por lo que b € F, y asi b € Uf“‘:OFi, lo que

concluye que A(D) C U¥_F,, lo que demuestra la igualdad deseada.

Afirmacion 2. Para todo {i,j} C {0,...,k — 1}, con i # j, se cumple que F; N F; = 0.

Procederemos por contradiccion al suponer que F; N Fj # (), y consideremos b € F; N F}j. Se sigue de la
definicion de F; y F}; que existe un apb-camino en D, digamos C, y existe un agb-camino, digamos Co,
que cumplen que |R(C1)| =i méd ky |R(Cs)| = j méd k. A estas altimas congruencias las nombraremos

momentaneamente (x).

Por otro lado, como D es fuertemente conexa, podemos considerar un bag-camino en L(D), al que
llamaremos C3. Ya que C; U C3 y Co U C3 son dos caminos cerrados en L(D), se sigue del lema 5.1.7
que tanto |R(C7) U R(C3)| como |R(C2) U R(C3)| son ambos congruentes con 0 médulo &, es decir:
|R(C)|+|R(C3)] = 0méd ky |R(C2)|+|R(Cs)| = 0 méd k. Asi, al usar simple algebra de congruencias,
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tenemos que |R(C1)| — |R(C3)| = 0 méd k, y por las congruencias (x) podemos concluir que i — 5 =0
mdd k. Por altimo, como i y j son valores entre {0,...,k — 1}, se deduce que i = j, lo cual contradice

la suposicién sobre i y j. De lo anterior, F; N F; = ().

Afirmacion 3. Para toda i € {0,...,k — 1}, F; #0.

Primero recordemos que por no ser D una H-digrafica, existe {b1,b2} C A(D) tal que bo es consecutivo
de b1y (p(b1),p(b2)) ¢ A(H). Dichas flechas seran de utilidad a continuacién. Consideremos un agb1-
camino en L(D), digamos C1, y un baag-camino, digamos Cs. Notemos que C' = C1 U (b1, b2) U Cy es
un camino cerrado en L(D), por lo que |R(C')| debe ser congruente con 0 médulo k, como lo establece
el lema 5.1.7. Sin embargo, como la flecha (by, b2) tiene color rojo bajo p*, entonces |R(C)| debe ser
un maltiplo no nulo de &, por lo que C' debe tener al menos k flechas con color rojo bajo p*. Con esto
en mente, no es dificil ver que para todo i € {0,...,k — 1} existe z; € V(C) tal que (xo, C,x;) tiene
exactamente i flechas rojas, por lo que z; € F; y en particular se sigue que para todo i € {0,...,k— 1},

F; # 0, lo que demuestra la afirmacion.

Afirmacién 4. Para todo {i,j} € {0,...,k — 1}, sia € F;, b € Fj y b es una flecha consecutiva de a,

entonces j € {i,7 + 1} (los indices se consideran médulo k). Mas aun, i = j si y sélo si p*(a,b) = azul.

Dado que a € F;, podemos considerar un aga-camino en L(D), digamos C, tal que |R(C)| es congruente
con ¢ médulo k, y sea C' = C'U (a,b). Ahora consideremos dos posibles casos sobre p*(a, b).

Si p*(a,b) = rojo, entonces C’ es un agb-camino en L(D) tal que |R(C")| = |R(C)| + 1, por lo que
|R(C")| es congruente con i + 1 médulo k, se sigue de ello que b € F;11. Por la afirmacién 2 de esta

demostracion, ¢ + 1 = j. Nétese que, en este caso, i # j si p*(a,b) = rojo.

Si p*(a,b) = azul, entonces |R(C")| = |R(C)|, por lo que |R(C")| es congruente con i médulo k, y asi
b € F;. Gracias a la afirmacién 2 de esta demostracion, podemos concluir que ¢ = j. Nuevamente, nétese

que en este caso, i = j si p*(a,b) = azul, lo que concluye la demostracién de esta afirmacién.

Gracias a las afirmaciones anteriores, serd mas sencillo concluir el teorema. Primero, por las afirmaciones
1, 2 y 3, deducimos que la familia .# es una particién de A(D). Ahora veremos que % es una particién en
H-clases. Para ello, consideremos {a,b} C A(D) tal que b es una flecha consecutiva de a.

Si {a,b} C F; para algin i € {0,...,k — 1}, se sigue de la afirmacién 4 que p*(a,b) = azul, por lo que
(p(a),p(b)) € A(H). De manera similar, si (p(a), p(b)) € A(H), entonces p*(a,b) = azul y, nuevamente por
la afirmacién 4, {a,b} C F; para algin i € {0,...,k — 1}, lo que demuestra que, efectivamente, .%# es una
particion en H-clases de A(D).

Por altimo, resta por mostrar que C'# (D) es un k-ciclo. Para ello, primero notemos que por el lema 4.3.5,

C# (D) es fuertemente conexa. Por otro lado, si (F}, Fj) € A(C'#(D)), entonces por definicién existe a € Fj y
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b € Fj tal que b es una flecha consecutiva de a. Por la afirmacion 4, se tiene que j € {i,i + 1}; es decir, toda

flecha en C'#(D) es una F;F;;-flecha o un lazo, lo que concluye que C'#(D) es un k-ciclo. O

5.3. Algunas consecuencias

Los teoremas antes presentados tiene consecuencias interesantes con relacién al patrén de color usado en

la coloracién. Para mostrar algunos de ellos, el siguiente lema serad de utilidad:

Lema 5.3.1. [24] Sea D una digrafica fuertemente conexa y k > 2. Si todo ciclo dirigido de D tiene longitud

congruente con 0 médulo k, entonces D y su digrafica de lineas son digréficas ciclicamente k-partitas.

Con el lema anterior y los resultados de la seccién previa, se tienen los siguientes resultados para digraficas

fuertemente conexas:

Teorema 5.3.2 (Kwasnik). Sik > 2 y D es una digréfica fuertemente conexa tal que todo ciclo dirigido tiene

longitud congruente con 0 mddulo k, entonces D tiene un k-niicleo.

Demostracion. Sea H un patrén vacio de orden |A(D)|y p una H-coloracién de D de tal forma que cualquier
par de flechas distintas en D tiene asignado color distinto. Para cada e € A(D), denotamos por F, al conjunto
{e} ysea # = {F.: e € A(D)}. No es dificil ver que, gracias a la H-coloracién de D, la familia .% es una
particion en H-clases de A(D). A continuacién veremos que bajo esta coloracién y esta particién en H-clases,
la digrafica D satisface todas las condiciones del corolario 5.2.4.

Primero, para mostrar que C'z (D) es ciclicamente k-partita, podemos hacer notar de la simple definicién
de C#(D) y L(D) que la funcién g: V(C%(D)) — V(L(D)) dada por g(F,) = a es una funcién biyectiva
que preserva adyacencias, pues (Fy, Fy) € A(C#(D)) siy sélo si (a,b) € L(D). Con ello, C#(D) es isomorfa
a L(D). Sin embargo, gracias al lema juanchol, L(D) es ciclicamente k-partita, lo que concluye que C'#(D)
es ciclicamente k-partita.

Por altimo, veremos que todo vértice = en V(D) satisface que N} (z) € N (z). Esto es sencillo de ver
pues si F,, € N}(az) entonces a es una ex-flecha de D, la cual no puede ser una in-flecha de D y asi F,, # F}
para toda Fy, € N (), lo que demuestra que N1 (z) € N (). Con lo anterior, y por el corolario 5.2.4, se
sigue que D tiene un (k, H)-nicleo, digamos S. Sin embargo, ya que H es un patrén vacio, entonces S debe

ser un k-nicleo. O

Otra consecuencia interesante de los resultados de la seccién previa es el caso particular para k = 2, el cual

es una generalizacién del teorema de Richardson para digraficas fuertemente conexas.

Teorema 5.3.3 (Richardson). Si D es una digrafica fuertemente conexa y no tiene ciclos de longitud impar,

entonces D tiene nicleo.
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Demostracion. Procederemos de manera analoga al resultado previo. Sea H un patrén vacio de orden |A(D)| y
p una H-coloracion de D de tal forma que cualquier par de flechas distintas tiene asignado color distinto. Para
cada e € A(D), denotamos por F al conjunto {e} ysea .# = {F.: e € A(D)}. No es dificil ver que, gracias a la
H-coloracién de D, la familia % es una particién en H-clases de A(D). Al igual que en la demostracién previa,
Cz (D) es ciclicamente 2-partita y todo vértice = en D satisface que N (z) € N (z). Por el corolario 5.2.4,

se sigue que D tiene un (2, H)-nicleo, el cual es un nacleo, pues H es un patrén vacio. O

Otro resultado que se puede deducir de los teoremas de la seccidn previa, es un resultado tipo Richardson

para digraficas H-coloreadas.

Teorema 5.3.4. Sean k > 3 y D una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada tal que todo paseo cerrado
de D tiene H-longitud congruente con 0 médulo k. Si para todo x € V(D) existea € A~ (z) y {b,c} C At (z)

tales que (p(a), p(b)) € A(H) y (p(a),p(c)) ¢ A(H), entonces D tiene un (k, H)-nicleo por trayectorias.

Demostracién. Para esta demostracién, veremos que D satisface las condiciones del corolario 5.2.4. Primero
notemos que por el teorema 5.2.5, D es una H-digrafica o A(D) tiene una particién en H-clases cuya digrafica
de H-clases en un k-ciclo. Si D es una H-digrafica, no hay nada mas que demostrar, pues el lema 4.2.3
establece que D debe tener un (k, H)-nicleo por trayectorias. Asi, supondremos que A(D) tiene una particién
en H-clases, digamos .# = {P;: i € {0,...,k — 1}}, tal que C#(D) es un k-ciclo (Py,...,Py_1, )

Ahora, procederemos a demostrar que todo vértice  en V(D) satisface que N1 (2) € N (z). Para ello,
si x € V(D), entonces por hipétesis existe a € A~ (z) y {b,c} C AT (z) tales que (p(a),p(b)) € A(H) y
(p(a),p(c)) ¢ A(H). Dado que .# es una particiéon de A(D), entonces a € P; para algan i € {0,...,k— 1}y
¢ € Pj para algtn j € {0,...,k—1}. Por otro lado, como (p(a), p(b)) € A(H), entonces tanto b como a estan
en la misma clase; es decir, b € P;, en particular, P; € N}(x) Ademas, como c es una flecha consecutiva de
a, entonces j € {i,i+ 1}. Pero como (p(a), p(c)) ¢ A(H), entonces j =i + 1.

Con lo anterior, P11 € N}(:U) pero no es posible que P;11 € N (z), pues en caso contrario, ya que
P, € N (z), concluirfamos que (P11, P;) € A(C#(D)), lo cual no es posible pues Cz(D) es un k-ciclo con
k > 3. Por lo previamente dicho podemos afirmar que todo vértice z en D satisface que N1 (z) € N ().

Gracias al corolario 5.2.4, D tiene un (k, H)-nlcleo por trayectorias. O
Es importante sefialar que en [27] se mostr6 el siguiente resultado

Teorema 5.3.5. Si H es una digrafica H-coloreada tal que todo paseo cerrado tiene H-longitud par, entonces

D tiene H-niicleo.

El teorema 5.3.4 puede considerarse una extension del resultado antes mencionado. Como dato importante,

en la siguiente seccién mostraremos que no es posible eliminar la condicién sobre la coloracién de las in-flechas
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y ex-flechas de los vértices en el teorema 5.3.4. Por ahora continuaremos exhibiendo algunas consecuencias de
los teoremas de la seccién previa. Por ejemplo, tenemos el siguiente resultado al usar la digrafica de clases de

color.

Teorema 5.3.6. Sean k > 3, D una digrafica fuertemente conexa, H-coloreada y supongamos que V(%€ (D))

tiene una particion {W;: i € {0,...,k — 1}} que satisface que:

a) Si existe una W;Wj-flecha en € (D) con i # j, entonces j = i + 1 y dicha flecha no esta en H (los

indices se consideran médulo k).
b) Para todoi € {0,...,k—1}, €(D)[W;] < H.

Si todo vértice de D tiene una in-flecha y una ex-flecha con color en una clase W; y una ex-flecha con color en

una clase W; con i # j, entonces D tiene un (k, H)-niicleo por trayectorias.

Demostracion. Para empezar definiremos, para todo i € {0,...,k — 1}, P, = {a € A(D): p(a) € W;} y sea
Z la familia de las clases P; con i € {0,...,k —1}. Gracias a las hipétesis (a) y (b) y al lema 4.3.1, .% es una
particién en H-clases. Ahora veremos que, de hecho, C'#(D) es un k-ciclo. Primero en conveniente notar que
como D es fuertemente conexa, entonces C'z (D) es fuertemente conexa (lema 4.3.5). Por otro lado, si (P;, P})
es una flecha en C'z(D) e i # j, esto querria decir, por definicién de la digrafica de H-clases, que existe una
flecha a en D y una flecha consecutiva de a, digamos b, tales que a € P; y b € P;. Con ello, y por definicién
de P; y Pj, podemos garantizar que (p(a), p(b)) es una W;Wj-flecha en € (D) con i # j. Por la hipétesis (a),
podemos concluir que j = i+ 1. Asi, toda flecha en C'z(D) es un lazo o una P;P;;-flecha, por lo que C# (D)
es un k-ciclo.

Ahora, procederemos a demostrar que todo vértice = en V(D) satisface que N (z) € Nz (z). Para ello
tomemos un vértice x arbitrario en D. Por hipétesis, = tiene tiene una in-flecha, digamos a1, y una ex-flecha,
digamos as cuyos colores estan en una misma clase W;. En consecuencia, tanto a; como as estan en la clase P;
y de esto podemos deducir que P; € N (z) NN (z). Por otro lado, por hipétesis también existe una ex-flecha
de x, digamos a3, tal que el color de a3 est4 en una clase distinta de W;, a la que llamaremos W;. Asi, a3 esta
en P}, en particular, P; € N (z).

Lo siguiente que demostraremos es que P; ¢ N (x). Procederemos por contradiccién al suponer que
P; € N (x). Esto altimo nos lleva a deducir que P; € N (x) N Nz(x). Sin embargo, como anteriormente
habfamos visto que P; € N (z) NN % (z), podemos concluir que (P;, P;) es simétrica en Cz (D), lo cual no es
posible pues dicha digrafica es un k-ciclo con k > 3. Asi, P; ¢ N_(z), en particular, N} (z) € N (), como
era deseado.

Por lo previamente dicho podemos concluir que todo vértice z en D satisface que N}(m) Z Ng(z) vy,

gracias al corolario 5.2.4, D tiene un (k, H)-nucleo por trayectorias. O
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Antes de continuar, queremos hacer un pequefio ejemplo con el resultado previamente visto. Para eso
consideremos la digrafica D fuertemente conexa y H-coloreada mostrada en la figura 5.6. En la misma imagen
se puede observar también su digrafica de clases de color. Primero veamos que V(%'(D)) tiene una particion que
satisfacen las condiciones del teorema previo. Notemos que los conjuntos Wi = {c1, o}, Wa = {¢3,c4,¢5} y
W3 = {cg} forman una particiéon de V(% (D)). Nétese que para toda i € {1,2,3}, €(D)[W;] son subdigraficas
de H (dichas subdigraficas son resaltadas con flechas negras en € (D)). Por otro lado, si prestamos atencién a
las W;W;-flechas en € (D) con i # j (dichas flechas estan resaltadas en color gris en (D)), entonces i = j+1
y ninguna de ellas estd en H. El lector puede corroborar ambas condiciones a continuacién. Ahora sélo hace
falta ver que todo vértice de D tiene una in-flecha y una ex-flecha con color en una misma clase W; y una

ex-flecha con color en una clase distinta W.

Figura 5.6: Ejemplo de una digrafica y su digrafica de clases de color que satisfacen las condiciones del teore-

ma 5.3.6

Para verificar que todo vértice de D tiene una in-flecha y una ex-flecha con color en una misma clase, nétese
que para todo vértice x de D, existe un color ¢; tal que x tienen una in-flecha y una ex-flecha con color ¢;.
A dicha propiedad la llamaremos momentaneamente (x). Por ejemplo, para los vértices v; y vg, estos tienen
una in-flecha y una ex-flecha de color c;. En el caso de los vértices vy y v3, estos tienen una in-flecha y una

ex-flecha de color cg. Para vy4 y vs, el color es c5. Para vg y v7, el color es c3 y para vy, el color es ¢y. Obsérvese
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que para cada vértice de D, el color que satisface () es Gnico.

Por altimo, hay que corroborar que todo vértice tiene una ex-flecha cuyo color pertenece a una clase distinta
del color que satisface (). Para los vértices v y vs, el color que buscamos es c¢4. En el caso de los vértices
vy y v3, el color deseado es c¢y. Para v4, vs, vg y v7, €l color es cg y para wvg, el color es c3. Con todo
ello, por el teorema 5.3.6, la digrafica D tiene un (3, H)-nlcleo. Ahora bien, es muy natural el preguntarse
iqué tan dificil es encontrar dicho (3, H)-ntcleo? Para dar respuesta a esa pregunta hay que tener en cuenta
el corolario 5.2.4. Primero tengamos en consideracién que la existencia del (3, H)-nacleo del ejemplo aqui
analizado estd garantizado por el teorema 5.3.6, el cual es consecuencia del corolario 5.2.4, sin embargo, en
dicho corolario realizamos un analisis sobre lo sencillo que era encontrar un (k, H)-nuacleo por trayectorias bajo
las condiciones del corolario 5.2.4. En este caso particular, podemos considerar un nicleo por trayectorias en
la digrafica inducida por las flechas cuyo color esta en W5, pero que ademas esté contenido en los vértices
de la digrafica inducida por las flechas con color en W3 (figura 5.7). En este caso, {v4} es dicho nicleo por

trayectorias, el cual debe ser un (3, H)-ntcleo por trayectorias en D.

Vo U3

Figura 5.7: Digrafica inducida por el conjunto de flechas con color en W5 (izquierda) y digrafica inducida por

el conjunto de flechas con color en W3 (derecha)

Con lo anterior, podemos notar que aunque es dificil en general determinar la existencia de (k, H)-ntcleos
por trayectorias y por caminos, las hipétesis planteadas en el teorema 5.3.6 son facilmente verificables y, ademas,
encontrar el (k, H)-nlcleo también es bastante sencillo.

Para finalizar los resultados de esta seccién, usaremos el corolario 5.2.4 para el caso monocromatico.

Teorema 5.3.7. Sean k > 3 y D una digréfica fuertemente conexa y m-coloreada tal que € (D) es ciclicamente
k-partita. Si todo vértice de D tiene una ex-flecha con un color no representado en sus in-flechas, entonces D

tiene un niicleo de k-cambios propios.

Demostracion. Consideremos un patrén monocromatico, digamos H, cuyo conjunto de vértices son los colores

representados en las flechas de D. Ademas, como % (D) es una digrafica ciclicamente k-partita, consideremos
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su particién en conjuntos independientes dada por la definicion {C;: ¢ € {0,...,k — 1}}. Ahora veremos que
dicha particién satisface las condiciones del lema 4.3.1 para poder encontrar una particién en H-clases de A(D).

Ya que cada uno de los conjuntos C; es un conjunto independiente en %’(D) y todos los vértices de H tienen
un lazo, entonces podemos afirmar que para todo i € {0,...,k—1}, €(D)[C;] < H. Ademas, como las tnicas
flechas de H son los lazos, entonces toda C;C)-flecha en € (D) con i # j, no puede ser una flecha en H. Por
lo anterior, y de acuerdo con el lema 4.3.1, los conjuntos P; = {a € A(D): p(a) € C;}, coni € {0,...,k—1},
forman una particién en H-clases de A(D), a la que llamaremos .%.

Ahora que tenemos esta particién, usaremos el corolario 5.2.4 para encontrar un (k, H)-nlcleo por trayec-
torias en D, por lo que hay que verificar que % satisface las hipétesis de dicho enunciado. Primero, para ver
que C'z (D) es ciclicamente k-partita, mostraremos que dicha digrafica es un k-ciclo. Sea (P;, P;) una flecha en
C#(D). Por definicion de esta digrafica, existen flechas a en P; y b en P; tales que b es una flecha consecutiva
de a. Por definicién de la digrafica de clases de color, (p(a), p(b)) € A(€(D)). Ademas, por la definicién de
las clases en .7, se tiene que p(a) € C; y p(b) € C;. Se sigue de ello que (p(a), p(b)) sea una C;Cj-flecha en
€ (D), y por hipétesis sobre dicha digrafica, podemos concluir que j € {i,i+ 1}. De lo anterior, toda flecha en
C%(D) es un lazo o una P; P, -flecha. Ademas, por ser D fuertemente conexa, podemos concluir que C'z (D)
es un k-ciclo.

Ahora mostraremos que para todo z € V (D), Nt(z) € N (x). Sea = un vértice arbitrario de D. Por
hipétesis, existe un color en las ex-flechas de x, digamos ¢, que no esta en las in-flechas de 2. Ademas supongamos
que la ex-flecha de x con color ¢ es la flecha a. Es sencillo ver que ¢ esta en alguna clase de la particién de
%(D), digamos C;. Por ello, a € P;, en particular, P; € N£(x). Sélo resta por demostrar que P; ¢ N (z).
Procederemos por contradiccién al suponer que P; € N (x); es decir, existe una in-flecha de 2, digamos b,
que esta en la clase P;, equivalentemente, el color de b, digamos ¢’ debe pertenecer a la clase C;. Ya que por
suposicién, ninguna in-flecha de x tiene color ¢, entonces ¢ # /. Sin embargo, al ser a una flecha consecutiva
de b, entonces (¢, ¢) es una flecha en € (D) con ambos extremos en Cj, lo cual no es posible pues éste es un
conjunto independiente. Por lo anterior, P; ¢ N (D), lo que demuestra que N (z) € N ().

De lo anterior, y por el corolario 5.2.4, D tiene un (k, H)-nGcleo por trayectorias. Sin embargo, como H es

un patrén monocromatico, entonces dicho (k, H)-nicleo debe ser un nicleo de k-cambios propios. O

Ahora veremos un ejemplo de este ltimo resultado. Prestemos atencién a la digrafica m-coloreada mostrada
en la figura 5.8 y a su digrafica de clases de color. Es sencillo ver que D es una digrafica fuertemente conexa
y ademas podemos notar que % (D) es una digrafica ciclicamente 4-partita: las clases Cy = {c1,c2}, C1 =
{es,ca,0c5}, Co = {c} y C3 = {cr} forman una particion de los vértices de la digrafica de clases de color de
tal forma que toda flecha en dicha digrafica es un lazo o una C;C;1-flecha. Ahora bien, también es cierto que

todos los vértices de D tienen una ex-flecha cuyo color no esta representado en sus in-flechas: para los vértices
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v y vg dicho color es ¢;. En el caso del vértice vs, tenemos el color c3. Para los vértices vy y v7, el color c4.
En el caso del vértice v1, el color c5. Para los vértices vy, vg, V9 y v10, tenemos el color ¢cg y para los vértices
c11, €12 Y c13, €l color ¢7. Asi, la digrafica mostrada en la figura 5.8 debe tener un nicleo de 4-cambios propios

en D.

(D)

Figura 5.8: Digrafica m-coloreada cuya digrafica de clases de color es ciclicamente 4-partita

Pero, jqué tan dificil en encontrar este conjunto? Al igual que en los analisis previos, es bastante sencillo:
para este caso, basta con tomar una clase de la particiéon de V(€ (D)), por ejemplo, la clase Cy. Basta con
encontrar un nicleo por trayectorias en la digrafica inducida por las flechas con color en Cy, pero que ademas
esté contenido en la digrafica inducida por las flechas con color en C; (véase la figura 5.9). Como ya habiamos
mencionado con anterioridad, encontrar dichos niicleos por trayectorias no es muy complicado. En nuestro caso,

estamos hablando del conjunto {v5, v7}. Dicho conjunto debe ser un nicleo de 4-cambios propios.

c vlT @ v
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V5 Vs '
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Figura 5.9: Digrafica inducida por las flechas con color en C (izquierda) y digrafica inducida por las flechas

con color en C (derecha)
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5.4. Sobre las condiciones suficientes de los resultados de la seccién 4.2

Para finalizar este capitulo, mostraremos a lo largo de esta seccién que algunas de las condiciones de los
resultados de la seccién 5.2 no pueden ser omitidas, principalmente en los teoremas 5.2.1 y 5.2.3.

Primero necesitamos notar que dichos teoremas tienen algunas hipétesis en comin, a saber: (i) D es
fuertemente conexa, (ii) D es H-coloreada, (iii) D tiene una particién en H-clases, digamos .7 vy (iv) C#(D)
es ciclicamente k-partita. Lo tnico en lo que varian es en que el teorema 5.2.1 ademas se pide que (v) exista una
clase de la particion de C'#(D) que no tiene lazos y para el teorema 5.2.3 se pide que (vi) exista una clase C
en Cz(D) tal que cualquier vértice x en D con al menos una flecha incidente en alguna clase de C, satisfaga
que N:(x) £ N5 (a)

Ahora exploraremos lo justo de estas condiciones. Debido a que la idea de este capitulo es tener como
hipétesis una digrafica H-coloreada que tenga una particién de H-clases cuya digrafica en H-clases se comporte
de manera ciclica, no consideremos omitir las condiciones (ii), (iii) y (iv). Con respecto a la condicién (i), vimos
que es posible deducir el teorema de Kwasnik del teorema 5.2.3, y es sabido que el teorema de Kwasnik no es
verdadero cuando se omite la hipétesis de conexidad fuerte [47], por lo que consideramos que no es posible omitir
dicha hipétesis en el teorema 5.2.3. Es importante mencionar que el teorema de Kwasnik para & > 3 también
puede deducirse del teorema 5.2.1 al realizar exactamente el mismo procedimiento que en la demostracién del
teorema 5.3.2, por lo que tampoco omitiremos la hipétesis de conexidad fuerte en el teorema 5.2.1.

Asi pues s6lo quedan por explorar lo justo de dos hipétesis: En el caso del teorema 5.2.1, la hipétesis que
dice: existe t € {0,...,k — 1} tal que ningln vértice en C; tiene un lazo en C'z(D). A dicha hipétesis le
llamaremos (x). En el caso del teorema 5.2.3 la hipétesis que nos falta analizar es: existe t € {0,...,k — 1} tal
que todo vértice z en D(UC;) satisface que N1 (z) € N (z). A dicha hipétesis la nombraremos (5x). Para

ello mostraremos que la digrafica m-coloreada mostrada en la figura 5.10 no tiene nicleo de 6 cambios propios.
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Figura 5.10: Ejemplo de una digrafica 6-coloreada sin nicleo de 6 cambios propios
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Lema 5.4.1. La digradfica m-coloreada mostrada en la figura 5.10 no tiene nicleo de 6 cambios propios. En
particular, D no tiene un conjunto de vértices que sea simultineamente independiente por caminos con 5

cambios propios y absorbente por trayectorias con 4 cambios propios.

Demostracién. Antes de inicial la demostracién, nétese que dicha digrafica puede verse como la unién de seis
torneos transitivos de orden tres que ademas son monocromaticos. Ademas, los vértices v1, v3, vs v7, V9 Y V11
son los Gnicos vértices en los que hay una in-flecha y una ex-flecha con distinto color, por lo que, de haber un
cambio de color, sélo puede ser en dichos vértices. Al conjunto que contiene estos vértices lo llamaremos S.

Ahora veremos que D no tiene un nicleo de 6 cambios propios. Procederemos por contradiccion al suponer
que D tiene un nicleo de 6 cambios propios, digamos N. Consideraremos dos casos sobre N: si contiene un
vértice de S y el caso en el que no. Para el primer caso, supongamos sin pérdida de generalidad que v1 € N.
Ahora mostraremos que N consta Gnicamente del vértice v. Claramente, vy y v3 no pueden estar en N, pues
éste debe ser un conjunto independiente. Por otro lado, notemos que si v; es cualquier otro vértice distinto de
v1, V2 Y V3, entonces la v;v1-trayectoria de longitud minima tiene que pasar necesariamente por vs, v7, Vg Y v11.
Se sigue que dicha trayectoria tenga 4 cambios propios y por ser N un conjunto independiente por trayectorias
con 5 cambios propios, el conjunto NV debe constar Gnicamente del vértice v1. Sin embargo, como vy no esta
en N, éste deberia ser absorbido por v; mediante una trayectoria con a lo mas 4 cambios propios, pero todo
U2U1-Camino necesariamente pasa por vs, Us, U7, Vg Y v11, lo que concluye que todo vyvi-camino tiene al menos
5-cambios propios, lo cual contradice que N es un nicleo de 6-cambios propios.

Ahora veremos el caso en el que N no tiene vértices de S. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que v estd en N. Nuevamente demostraremos que N sé6lo consta de un vértice, a saber, vo. Como para todo
i€ {3,4,...,8}, la vov;-trayectoria de longitud minima pasa por a lo mas vs, vs y vy, entonces dicha trayectoria
tiene a lo mucho 3 cambios propios. Debido a que IV es un conjunto independiente por trayectorias con 5 cambios
propios, para toda i € {3,4,...,8}, v; ¢ N. Con un razonamiento analogo, pero al usar una v;v,-trayectoria
de longitud minima, podemos concluir que para todo i € {9,10,...,12,1}, v; ¢ N. Asi, N sélo consta de vs.
Sin embargo, cualquier vgvo-trayectoria contiene a los vértices vs, v7, vg, v11 Y v1, por lo que cualquier v3vo-
trayectoria tiene al menos 5 cambios propios, lo cual contradice el hecho de que N es un conjunto absorbente
por trayectorias de 4 cambios propios. Con lo anterior, la digrafica D no tiene nicleo de 6 cambios propios. En
particular, como todo conjunto independiente por caminos con 5 cambios propios y absorbente por trayectorias
con 4 cambios propios es un nicleo de 6 cambios propios, entonces por lo previamente demostrado D no puede
contener un conjunto independiente por caminos con 5 cambios propios y absorbente por trayectorias con 4

cambios propios O

Con base en el lema anterior serd mas sencillo nuestro trabajo de esta seccién. Primero consideremos un

patrén monocromatico H con conjunto de vértices ci,...,cs. Para cada i € {0,...,k — 1}, sea P; la clase
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monocromatica del color ¢; y denotamos por .# a la familia {P;: i € {1,...,6}}. Es sencillo ver que .Z es una
particion en H-clases bajo el patrén monocromatico H. La digrafica de H-clases relativa a .7 se muestra en la

figura 5.11.
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Figura 5.11: Ejemplo de una digrafica 6-coloreada sin nicleo de 6-cambios propios y una digrafica de H-clases

Nétese que la digrafica D es una digrafica H-coloreada, fuertemente conexa y ademas tiene una particién
en H-clases tal que C'z(D) es 6-partita, pues de hecho es un 6-ciclo. Sin embargo, para todo i € {1,...,6},
P; tiene un lazo en C'#(D), por lo que no satisface la hipétesis (x). Ademas, D no puede tener un conjunto
de vértices que sea simultaneamente (6, H)-independiente por caminos y (5, H)-absorbente por trayectorias,
pues un conjunto con esas condiciones, bajo el patréon H, debe ser un conjunto independiente por caminos con
5 cambios propios y absorbente por trayectorias con 4 cambios propios, lo cual mostramos que no es posible
(lema 5.4.1). Asi, en el teorema 5.2.1, no es posible omitir la hipétesis (x).

De manera analoga para el teorema 5.2.3, notemos que para todo i € {1,...,6}, existe un vértice en
D(P;), a saber, x2;, que cumple que N (x2;) = N}(wgz) por lo que nuevamente D no satisface la hipétesis
(**). Ademas, ya vimos previamente que D no puede tener un conjunto de vértices que sea simultdneamente
(6, H)-independiente por caminos y (5, H )-absorbente por trayectorias. Asi, en el teorema 5.2.3, no es posible
omitir la hipétesis (*x).

Un razonamiento analogo mostraria que no es posible omitir (x) del corolario 5.2.2, ni omitir la hipétesis

(%*) en el corolario 5.2.4. Eso concluye nuestro analisis con respecto a los resultados principales de este capitulo.



Capitulo 6
(k,l, H)-nGcleos y la digrafica de H-clases

Como vimos en el capitulo previo, la digrafica de H-clases es una herramienta interesante la cual, bajo ciertas
condiciones, garantiza la existencia de (k, H)-nlcleos en digraficas H-coloreadas. Al analizar los resultados del
capitulo anterior, principalmente los de la seccién 5.2, podemos notar que en los teoremas 5.2.1 y 5.2.3, la
digrafica de clases tiene, de hecho, un k-nicleo: en los resultados mencionados, la digrafica de H-clases es
fuertemente conexa y ciclicamente k-partita, por lo que debe tener un k-nicleo, de acuerdo con el teorema de
Kwasnik. Sin embargo, en ningin punto de las demostraciones de tales resultados se utilizé dicha propiedad.
Con base en ello, es natural el pensar si la existencia de un k-nicleo en la digrafica de H-clases garantiza de
alguna manera la existencia de un (k, H)-nlcleo en la digrafica H-coloreada. O mas aun, si la existencia de
un (k,l)-ntcleo en la digrafica de H-clases puede ser condicion suficiente para que la digrafica base tenga un

(k,1, H)-nacleo. Este capitulo tiene como objetivo dar respuesta a dichas preguntas.

6.1. Resultados preliminares

En esta primera seccion, y siguiendo la misma estructura del capitulo anterior, se presentaran algunos resul-
tados previos antes de abordar los teoremas principales del capitulo. Algunos de los resultados aqui mostrados
son una generalizacién de los presentados en capitulos anteriores. Antes de iniciar, necesitamos un concepto
nuevo que sera de importancia en lo consecuente. De acuerdo con el lema 4.3.5, dada una digrafica H-coloreada,
digamos D, y una particiéon de H-clases de D, digamos .#, siempre que D sea fuertemente conexa, la digrafica
de H-clases heredara la propiedad de ser fuertemente conexa. La idea de la demostracién en dicho enunciado
es sencillo: si consideramos dos vértices en C'# (D), digamos F'y F’, podemos tomar una flecha arbitraria a en
F y una flecha arbitraria b en F’. Si C es un camino en D cuya flecha inicial es a y flecha final es b, entonces
la secuencia de las clases a la que pertenecen las flechas del camino C' forman un FF’-camino en C#(D).

Sin embargo, uno podria preguntarse lo siguiente: Si hay un FF’-camino en C (D), digamos (Fp,...,Fy),

109
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entonces para todo vértice en D(F'), digamos z, y todo vértice en D(F”), digamos z, jexistird un xz-camino en
D que recorra las clases Fy, F1, ..., F, y, ademas, en ese orden? La respuesta es no. Tomemos, por ejemplo,
la digrafica H-coloreada mostrada en la figura 6.1. Para ¢ € {1,...,4}, definimos la clase P; como las flechas
de D con color ¢; y la clase P5 como las flechas con color ¢5 o ¢g. La familia # = {P;: i € {1,...,5}} es una

particion en H-clases de A(D) y su digrafica de H-clases se muestra en la misma figura.

Figura 6.1: Ejemplo de una H- particiéon que no preserva caminos

Notemos que en C# (D) existe una PyPs-trayectoria, a saber, (Py, P3, P;). Sin embargo, si consideramos
el vértice x3, el cual esta en D(Py) y el vértice xg, el cual estd en D(P,), no existen xzxg-caminos en D que
recorran sélo las clases Py, P3 y P, pues las ex-flechas de x3 estan todas en la clase P5. En cierto sentido,
podemos decir intuitivamente que no podemos heredar los caminos existentes en la digrafica de H-clases hacia
caminos en la digrafica D. Con base en lo anterior, propondremos la siguiente definicién.

Dada una digrafica H-coloreada y % una particién en H-clases de D, diremos que .# preserva caminos
si para toda (F,G) € A(C#(D)) y todo vértice z en V(D(F')), se cumple que existe un xz-camino en D(F’)
para algin z € V(D(G)) NV (D(F)).

Primero veremos de manera intuitiva la idea de que una particién en H-clases preserve caminos, pues dicho
concepto sera usad ampliamente a lo largo de este capitulo. Dada una digrafica H-coloreada, una particion de
A(D) en H-clases que preserve caminos y un camino en la digrafica de H-clases, digamos (Fy, Fi, ..., Fy)
(véase la figura 6.2) podemos considerar un vértice arbitrario en D(Fp), digamos xo. Ya que (Fp, F1) es una
flecha en C'#(D), se seguiria del hecho de que .% preserva caminos que debe existir un vértice en V(D (Fp)) N
V(D(F1)), digamos x1, y un xoxi-camino en D(Fy), digamos T. Dicho camino debe ser un H-camino en
D, pues todas sus flechas estan en una anica clase de .#. De manera analoga, como z; € V(D(F1)), se
sigue del hecho que (F1, F») es una flecha en C#(D) y de que .% preserva caminos, que existe un vértice en
V(D(F1)) NV (D(F»)), digamos x2, y un z1ze-camino en D(F}), digamos T;. Nétese que dicho camino debe

ser un H-camino en D, pues todas sus flechas estdn en una anica clase de .%. Nuevamente, pero ahora al
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considerar el vértice xo, existe un vértice z3 € V(D(F1)) NV (D(F3)) y un zoz3-camino en D(F»), digamos
T5. Dicho camino también es un H- camino.

Notese que la concatenacion Ty UT7 UT5 es un camino en D que recorre en orden las clases Fy, Fy, Fs, por
lo que intuitivamente hablando, siempre que tengamos un camino en la digrafica de H-clases, digamos C, nos
va a ser posible encontrar un camino en D, digamos C’ cuyas flechas estén en el primer vértice del camino C,
después, las flechas de C” estaran en la segundo vértice del camino C, posteriormente en el tercer vértice de C
y asi sucesivamente. Esta es la idea de las particiones en H-clases que preservan caminos. Es importante decir
que este concepto nos permitira trabajar con cierta libertad entre la digrafica de H-clases y la digrafica base.
Ademas, el camino en D encontrado a partir del proceso antes explicado tiene la peculiaridad de que es posible
localizar facilmente dénde estan las obstrucciones: justamente en los extremos de los caminos contenidos en

D(F;), por lo que sera posible controlar la H-longitud de dicho camino.

Fy
F F, Fy Fi
Cz(D) o - - - -
D D{(Fy) D(Fy) D{Fy) D(Fy) D(Fy)

Figura 6.2: Idea del concepto de particion en H-clases que preserva caminos

El lector podra preguntarse qué tan sencillo o complicado puede ser encontrar condiciones que garanticen que
una particién en H-clases preserve caminos. Creemos que no tienen por qué ser condiciones muy complicadas.
De hecho, en el capitulo anterior trabajamos justamente con particiones en H-clases que preservan caminos,

como lo muestra el lema siguiente.

Lema 6.1.1. Sean k > 2, D una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada y .7 una particién en H-clases

de A(D). Si C#(D) es un k-ciclo, digamos (Py, ..., Px_1, Py), entonces .7 preserva caminos.

Demostracion. Consideremos (P;, P;) € A(C#(D)) arbitraria y x € V(D(F')). Mostraremos que existe un
vértice z en V(D(F;)) N V(D(P;})) y un zz-camino contenido en D(P;).
Six € V(D(F;)) N V(D(P;)), entonces el camino trivial (x) satisface las condiciones requeridas, por lo

que podremos suponer que x no estd en la interseccién de dichos conjuntos. Notemos que, de lo anterior,
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podemos suponer que i # j, y por ser C'# (D) un k-ciclo, entonces j = i+ 1. Primero mostraremos la siguiente

afirmacién.

Afirmacidn. x tiene una ex-flecha en D(P;).

Procederemos por contradiccién al suponer que = no tiene ex-flechas en la clase P;. Ello querria decir
que x tiene al menos una in-flecha en P;, pues z € V(D(F;)). Supongamos que dicha in-flecha es a.
Por otro lado, por ser D fuertemente conexa, x necesariamente tiene una ex-flecha, la cual llamaremos
b. Esta debe estar en alguna clase de ., digamos P;. Por suposicién, t # i, y por definicién de C#(D),
tendriamos que (F;, Fy) € A(C#(D)), pues a € Py b € P;. Asi, como C#(D) es un k-ciclo, entonces
t =1+ 1, se sigue de ello que x € V(D(P,41)), lo cual no es posible, pues supusimos que = no estaba

simultaneamente en D(P;) y D(P;11). Con lo anterior, x tiene al menos una ex-flecha en P;.

Por la afirmacién previa, supongamos que (z,z1) es una ex-flecha de x en P;. Como D es fuertemente
conexa, podemos considerar una trayectoria desde x; hacia cualquier vértice en V(D(P;)) N V(D(P+1)),
digamos w. Con ello, la concatenacién de la flecha (x,21) y dicho camino es un zw-camino en D, digamos
C = (zo,x1,...,2y), cuya flecha inicial esta en P;. Ahora, si C' tiene todas sus flechas en P;, entonces wy C
son el vértice y el camino deseados. Si las flechas de C' no estan todas en P;, podemos considerar a 23 como el
primer vértice en C' tal que (zs,xs41) ¢ P;. Notese que (xg, C, x5) es un camino en D(P;). Por otro lado, como
(xs,T511) & P;, pero (xs—1,25) € P;, se deduce del hecho de que C'z(D) sea un k-ciclo que (zs,x541) € Piy1
y, en particular, x5 € V(D(F;)) NV (D(P;41)). Asi, s y (x0,C, zs) son el vértice y el camino deseados. Por

lo antes dicho, % preserva caminos. O

Como podemos darnos cuenta del lema anterior, ya habiamos trabajado con particiones en H-clases que
preservan caminos, pero en el caso en el que D fuera fuertemente conexa y la digrafica de H-clases, un ciclo.
En este capitulo también trabajaremos con este tipo de particiones, pero en digraficas mas generales; es decir,
cuando D no necesariamente es fuertemente conexa y cuando la digrafica de H-clases no necesariamente es un
ciclo.

Ahora que tenemos la idea intuitiva y formal de las particiones en H-clases que preservan caminos, proce-

deremos a demostrar algunas propiedades de ellas.

Lema 6.1.2. Sean D una digréfica H-coloreada y .7 una particién en H-clases de A(D) tal que para toda

F e .7, D(F) es fuertemente conexa. Los siguientes enunciados se satisfacen:
a) .F preserva caminos.

b) C#(D) es una digréfica simétrica.
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c) Si S es un conjunto independiente en Cz(D) y {F,G} C S con F' # G, entonces D(F) y D(G) son

ajenas en vértices.

Demostracion. a) Para este inciso, primero notemos que si (F,G) € A(C#(D)), entonces se sigue de ello
que V(D(F)) N V(D{(G)) # (. Por otro lado, si x € V(D(F)), entonces por ser D(F) fuertemente
conexa, debe existir una trayectoria entre = y cualquier vértice en V(D(F')) NV (D(G)), en particular,
si z pertenece a dicha interseccion, debe existir una xz-trayectoria en D(F'), lo que demuestra que .#

preserva ca minos.

b) Para demostrar este inciso, consideremos (F, G) arbitraria en A(C'z(D)). Por definicién de la digrafica
de H-clases relativa, debe existir (u,v) € F'y (v,w) € G para algunos vértices u, v y w en D. Como
tanto D(F) y D(G) son fuertemente conexas y no triviales, entonces v debe tener un ex-vecino en
D(F), digamos u’, y un in-vecino en D(G), digamos w'; es decir (w',v) € Gy (v,u') € F. Se sigue de
la definicion de C'z (D) que (G, F) € A(C#(D)) y asi C#(D) es simétrica.

c) En este inciso procederemos por contradiccion; es decir supondremos que V(D(F)) NV (D(G)) # 0, y
consideremos = € V(D(F')) N V(D(G)). Como D(F) y D(G) son fuertemente conexas y no triviales,
entonces x debe tener un ex-vecino en D(F'), digamos u, y un in-vecino en D(G), digamos w; es decir
(w,v) € Gy (v,u) € F. Se sigue que (G, F) € A(C#(D)), lo cual no es posible pues {F,G} C Sy S
es un conjunto independiente en C# (D). Asi, V(D(F)) NV (D(G)) =0

O

Dentro de los resultados que remarcamos el capitulo anterior se encuentra el lema 5.1.4, el cual establece
que si D es una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada y % es una particion en H-clases de A(D) tal
que C#(D) es un k-ciclo, digamos (Py, ..., Px_1, Py), entonces para todo i € {0,...,k — 1}, siempre es
posible encontrar un nicleo por trayectorias en D(P;) que ademas esté contenido en D(P;1). Dicho nicleo
por trayectorias fue el conjunto que usamos en los resultados principales del capitulo pasado para demostrar la

existencia de un (k, H)-nacleo en D. Ahora procederemos a generalizar dicho lema.

Proposicion 6.1.3. Sean D una digréfica H coloreada y .F una particion no trivial en H-clases de A(D) que
preserva caminos tal que C'z(D) no tiene pozos. Si S es un conjunto independiente en C (D), entonces existe

un nicleo por trayectorias en D(US), digamos N, tal que N C V(D{(UNT(S))).

Demostracion. Para simplificar notacién, denotaremos por Dy la digrafica D(US) y por Dy la digrafica D(UNT(S));
es decir, D1 es la digrafica inducida en D por todas las flechas de D que estén en una clase perteneciente a S, y
D es la digréafica inducida en D por todas las flechas de D que estén en una clase perteneciente a N (S). Sea

N un nucleo por trayectorias de Dy cuya interseccién con V(D;) tenga la mayor cantidad posible de vértices,
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equivalentemente: para todo nicleo por trayectorias de Dy, digamos N’, se satisface que:
IN'NV(Dy)| < |INNV(Dy)] (6.1)

Ahora mostraremos que N es el nicleo por trayectorias deseado, por lo que probaremos que N C V(D).
Procederemos por contradiccion al suponer que existe zp en N tal que xo ¢ V(D). Para tener una mejor idea

de la estructura de esta demostracién, dividiremos el resto de la prueba en varias afirmaciones.

Afirmacion 1. Existe z € V(D) N V(Dy) y una zgz-trayectoria en Dy.

Primero notemos que, como xg € V(Dy), entonces x tiene una flecha incidente que esta en alguna clase
de S; es decir, debe existir F' € S tal que x € V(D(S)). Ya que F no puede ser un pozo en Cz(D),
entonces existe G € V(C#(D)) tal que (F, G) es una flechaen Cz (D) y G # F. Como S es un conjunto
independiente, entonces no es posible que G € S, por lo que G € N*(S). Por otro lado, como .Z preserva
caminos, debe existir una xz-trayectoria en D(F'), digamos C, para algin z € V(D(F)) N V(D(G)).
Como F es una clase en Sy G es una clase en N*(S), es sencillo verificar que z € V(Do) N V(D).

Asi, z y C son el vértice y la trayectoria deseados, respectivamente. deseados.

Gracias a la afirmacién 1, consideremos una x(z-trayectoria contenida en Dy, la cual llamaremos T, tal que
z € V(Do) NV (Dy). Ya que N es un conjunto independiente por trayectorias en Dy, se tiene que z ¢ N v,
al aplicar la propiedad de IV de ser un conjunto absorbente por trayectorias en Dy, debe existir v € N y una
zv-trayectoria en Dy, digamos T”. Notemos que si xg # v, entonces T'U T’ es un camino en Dy entre dos

vértices distintos de NV, lo cual contradice la independencia por trayectorias de N, asi, xg = v.

Afirmacion 2. El conjunto N’, definido como (N \ {z0}) U {2}, es un nucleo por trayectorias en D.

Primero mostraremos que N’ es un conjunto absorbente por trayectorias en Dy. Dicho conjunto se
encuentra representado en la figura 6.3. Primero veremos que N’ es absorbente por trayectorias en D.
Para ello, consideremos w € V(Dg) \ N'. Si w = x(, entonces T es una xoN'-trayectoria en Dy. Por
otro lado, si w # xg, entonces w € V(Dy) \ N y asi por ser N un conjunto absorbente por trayectorias
en Dy, existe una wu-trayectoria en Dy con u € N, digamos C. Si u # x, entonces se tiene que C' es
una wN'-trayectoria en Dg. Y si w = xq, entonces C'U T es un wN'-camino en Dy, al cual se le puede
sustraer una wN'-trayectoria. En cualquier caso, se puede concluir que N’ es un conjunto absorbente por

trayectorias en Dy.

Ahora procederemos a demostrar que N/ es un conjunto independiente por trayectorias en Dy. Para ello,
supongamos por contradiccién que existen dos vértices distintos en N, digamos ' y s, y una rs-trayectoria

en Dy, digamos C. Ya que N es un conjunto independiente por trayectorias, no es posible que r y s sean
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ambos vértices en N \ {z(}, por uno de uno de dichos vértices es igual a z y el otro esta en N \ {zo}. Si
r = z, entonces T'UC es un zgs-camino en Dy, lo cual no es posible pues xg y s son vértices distintos en
N y este conjunto es independiente por trayectorias en Dy. Si s = z, entonces C UT” es un rzp-camino
en Dy, lo que genera una contradiccién similar. Con lo anterior, se puede concluir que N’ es un nicleo

por trayectorias en Dy.

Figura 6.3: El nacleo N’ exhibido en la afirmacién 2, resaltado en color

De acuerdo con la afirmacién 2, y por la eleccién de N, se deberia cumplir que [N'NV(D1)| < INNV (Dy)],
sin embargo, por la construccién de N’ y la eleccién de xg y z, se tiene que |[N'NV(Dy)| = |NNV (D) +1,

lo cual es contradictorio. De los argumentos previos, podemos deducir que N C V' (Dy). O

Ahora, casi para finalizar esta seccién de resultados previos, enunciaremos el resultado que relaciona la
existencia de conjuntos [-absorbentes en la digrafica de H-clases y los conjuntos (I, H )-absorbentes por caminos
en la digrafica base. Con este lema remarcamos la necesidad de usar particiones en H-clases que preserven

caminos.

Proposiciéon 6.1.4. Sean D una digrafica H-coloreada sin vértices aislados, .7 una particién en H-clases que
preserve caminos y S un conjunto independiente y l-absorbente de C#(D) (I > 1). Si N es un nicleo por

trayectorias de D(US), entonces N es un conjunto (I + 1, H)-absorbente por caminos en D.

Demostracion. Para simplificar notacién, denotemos por D’ la digrafica D(US). Consideremos x¢ € V(D) \ N
arbitrario. Si xg € V(D'), se sigue del hecho de que N es un nacleo por trayectorias en D’ que deba existir
una xoN-trayectoria en D', digamos T. Por el lema 4.3.3, D’ es una H-subdigrafica de D, por lo que T es una
H-trayectoria, en particular, [7(T) <1+ 1, lo que muestra lo deseado.

Ahora, supondremos que x ¢ V(D’). Ya que D no tiene vértices aislados, entonces z debe tener al menos

una in-flecha o al menos una ex-flecha, misma que debe estar en alguna clase de %, digamos Fy. Como
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zo ¢ V(D'); es decir, no tiene flechas incidentes en ninguna de las clases pertenecientes a .S, en particular
se tiene que Fy ¢ S. Asi, por ser S un conjunto [-absorbente en C'#(D), entonces podemos considerar una
FyS-trayectoria en C'z(D) de longitud minima, digamos T' = (Fy, ..., F;). Nétese que [(T") < . Ademas, para
todo i € {0,...,7}, denotaremos por D; la digrafica D(F;).

Por otro lado, por ser .% una particién en H-clases que preserva caminos, entonces para toda i € {1,...,r}
debe existir x; € V(D;—1) NV (D;) tal que para toda i € {0,...,r — 1}, existe una z;x;41-trayectoria en D;,
digamos T;. Es inmediato del hecho de que .% sea una particién en H-clases, que todas las trayectorias T;

son H-trayectorias en D, por lo que ninguna de ellas tiene obstrucciones. Ahora consideremos C' = Uf;&Ti y

supongamos que C' = (2, ..., 2,). Véase la figura 6.4 para referencia.
F Fy F, F,. 4 F,
Cz(D) e e - o =
D D, D, D, , D,

Figura 6.4: Fragmento de la demostracién

Afirmacion 1. Iy (C) <1

Para cada i € {0,...,r — 2}, definimos U; = {s € {1,...,n — 1} : (25_1,25) € F;}; es decir, los
indices i para los cuales (251, z5) es una flecha de la clase F;. Sin embargo, es posible que algunos de
estos conjuntos sean vacios, pues algunos de los caminos T; pueden ser caminos triviales. Asi, definimos

L={ic{0,...,7—2}:U; #0} y para todo i € L, 5; = max Uj,.

Ahora mostraremos que Og(C) C {B;: i € L}. Si m € On(C), entonces se sigue de la definicion de
Ou(C) que (p(zm—1,2m), P(Zm, 2m+1)) ¢ A(H). Por otro lado, por definicion de C, necesariamente
(Zm—1, 2m) € A(Tj) para algin j € {0,...,7 — 1}, y por ser T; un H-camino en D, entonces no es
posible que (2, 2m+1) € A(T}), lo que implica que z, = x;41; es decir, z,, es el vértice final de Tj.
Asi, (zm—1,%m) es la ultima flecha de C' que esta en T}, por lo que m = maxU; y que j < r — 2,
y asi, m € {B;: 1 € L}, lo que demuestra que Oy (C) C L. Con ello, |Og(C)| < |L|; es decir,
|0 (C)]| <r—1<1-1,ydelo anterior, ig(C) <.
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Por altimo, si z,, € N, entonces C' es un xgN-camino en D de H-longitud a lo mas (. Si z,, ¢ N, se sigue del
hecho de que N sea un nicleo por caminos en D’ que exista una z, N-trayectoria en D’, digamos T,.. Notemos
que T, es una H-trayectoria en D, por lo que, C' U T, es un xgN-camino en D tal que Ig(CUT,) <1+1,
como lo mostramos en el inciso (c) del lema 4.1.2. Con lo anterior, N es un conjunto (I + 1, H)-absorbente por

caminos en D. O]

Como mencionamos anteriormente, este capitulo lo dedicaremos a lo siguiente: dada una digrafica, digamos
D, que esté H-coloreada, y una particion en H-clases de A(D) tal que su digrafica de H-clases tenga un (k,[)-
nacleo, jqué condiciones debemos pedir para que D tenga un (k’,!’, H)-nlcleo, para ciertos valores de I y k'?
El lema recién demostrado ya nos empieza a dar algunas pistas sobre ello con respecto a la [-absorbencia, pues
cuando hay un conjunto l-absorbente en la digrafica de H-clases, entonces bajo ciertas condiciones es posible
encontrar conjuntos (I + 1, H)-absorbentes por caminos en D. En cierta forma, podemos decir que tenemos
manera de usar la [-absorbencia de la digrafica de H-clases para obtener (I + 1, H)-absorbencia por caminos
en D. Esto nos permitira dedicarnos a buscar condiciones similares pero con respecto a la k-independencia: Si
sabemos que algunos conjuntos en la digrafica de H-clases son k-independientes, entonces jcémo podemos
usar dicha independencia para obtener (k, H)-independencia por caminos en D? Si logramos obtener respuestas
satisfactorias a esa pregunta, entonces podremos usar a los (k,l)-ntcleos en la digrafica de H-clases para
obtener algunos (k’,1’, H)-nacleos en D. Asi, en la siguiente seccién nos dedicaremos a verificar condiciones
sobre independencia.

Pero antes de ello, es importante mencionar que continuaremos agregando como hipétesis que la particion
en H-clases preserve caminos. De hecho, sin ella no nos sera posible garantizar que los conjuntos I-absorbentes
de la digrafica de H-clases puedan usarse para garantizar la existencia de conjuntos (I + 1, H)-absorbentes por
caminos en la digrafica H-coloreada.

Primero veamos que sin la hipétesis de pedir que .# sea una particién en H-clases que preserva adyacencias,
no es posible concluir la proposicion 6.1.4. Observemos la digrafica H-coloreada mostrada en la figura 6.5.
Ademas, para toda i € {1,...,5}, sean F; el conjunto de flechas en D que tienen color ¢; y .# la familia
{F;:ie{l,...,5}}. Es sencillo ver que .# es una particién en H-clases de A(D).

Sin embargo, (F3, F3) es una flecha en C#(D), pero para el vértice x5 en D(F»), no existe un camino
en D(F3) que inicie en xo y termine en V(D(F»)) N V(D(F3)), por lo que .# no preserva caminos. Por
otro lado, {F5} es un conjunto 4-absorbente en C'# (D), pero veremos que ningin nicleo por trayectorias en
D(F5) es (4, H)-absorbente por caminos, pues el tnico nicleo por trayectorias en D(F5) es {zg, 26}, el cual
no absorbe por caminos a x5, en particular, no lo absorbe por caminos de H-longitud a lo mas cuatro. Asi, si
queremos conservar esta dualidad entre los conjuntos l-absorbentes de la digrafica de H-clases y los conjuntos

(I + 1, H)-absorbentes en D, requeriremos que la particion en H-clases preserve caminos.
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51:1? ?zl
C1

C1
D * $= H C#(D)
e c @ oc,
Ll';;* izl cs
C3 C3 ® L - =@ - ]

F F, Fy F, F;
Ty r r24 1@ @cs

Cy Cy
s + *25
Cs Cs

Figura 6.5: No es posible omitir que la particién en H-clases de la proposicién 6.1.4 preserve caminos

Por otro lado, también veremos que no es posible mejorar el valor [+ 1 en la proposicién 6.1.4. Consideremos
la digrafica H-coloreada mostrada en la figura 6.6. Para cada i € {1,...,6}, denotamos por F; al conjunto de
flechas en D con color ¢;. Nétese que la familia .7 = {F;: i € {1,...,6}} es una particién en H-clases que
preserva caminos. Es sencillo ver que {Fs} es un conjunto independiente y 3-absorbente en C'z(D). Por otro
lado, nétese que {4} es un nicleo por trayectorias en D(Fg), sin embargo, dicho conjunto no es un conjunto
(r, H)-absorbente por caminos para toda r € {1,2,3}, pues para el vértice x5, cualquier x524-camino en D
tiene al menos tres obstrucciones; es decir, tiene H-longitud al menos cuatro. Asi, no es posible mejorar el valor

l+1enla(l+1,H)-absorbencia por caminos de la proposicién 6.1.4.

D H C#(D)
1 C2
:r,], ,:c_r, L ] O
c, Cs
* C3 Cy
@ @
Iy Ig
Cg Cy

]
s e
o
@

Figura 6.6: No es posible mejorar la (I + 1, H)-absorbencia por caminos de la proposicién 6.1.4
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6.2. Resultados principales

Antes de presentar los resultados principales de este capitulo, es importante y conveniente que hagamos
una observacién. Sean D una digrafica H-coloreada y denotamos por D° la digrafica H-coloreada obtenida a
partir de D al eliminar todos sus vértices aislados. Notemos que D debe tener un (k, [, H)-ntcleo por camino
si y s6lo si D° tiene un (k, 1, H)-nacleo por caminos. Con ello en mente, a pesar de que los resultados de esta
seccién son validos independientemente de si la digrafica tenga o no vértices aislados, nosotros presupondremos,
para lo que resta del capitulo, que las digraficas aqui trabajadas no tienen vértices aislados. Esto nos ayudara
a simplificar los enunciados de los resultados y volver mas simples sus demostraciones. Ademas, en virtud de
la proposiciéon 6.1.4, nuestro objetivo principal sera el preservar de alguna manera la k-independencia de los

conjuntos en C'# (D) hacia conjuntos (k, H)-independientes en D.

Teorema 6.2.1. Sean D una digrafica H-coloreada y F una particion en H-clases de A(D) que preserve
caminos y S C V(C#(D)) tal que S es independiente y l-absorbente para alginl > 1. SiINt(S) =0y k > 2,

entonces todo nicleo por trayectorias de D(US) es un (k,l + 1, H)-nicleo por caminos en D.

Demostracién. Para simplificar notacién, denotamos por D’ la digrafica D(US), y consideremos un nicleo por
trayectorias en D', digamos V.

Por la proposicién 6.1.4 se tiene que N es un conjunto (I + 1, H)-absorbente por caminos en D, por lo
que s6lo resta por demostrar que para todo k > 2, N es un conjunto (k, H)-independiente por caminos en D.
Esto altimo lo demostraremos al ver que, de hecho, N es un conjunto independiente por trayectorias en D.
Procederemos por contradiccién al suponer que existe una xqx,-trayectoria en D, digamos 7" = (x1,...,x,),
donde 1 y x, son vértices distintos en IN. Buscaremos contradecir el hecho de que el conjunto S no tiene
ex-vecinos en C'z (D). Por el lema 1.6.1 se tiene que x( tiene un in-vecino en D, digamos xy. Con base en ello,
definimos T = (zg, 1) UT".

Por otro lado, como (xg,x1) es una flecha en D’, se sigue de la definicién de D’ que exista Fy € S tal que
(x0,21) € Fo. Si A(T") C Fu; es decir, todas las flechas de 7" también estan en Fy, entonces por definicién
de D', todas las flechas de T” estan en D’ y asi T” es un x1z,-trayectoria en D’, lo cual no es posible pues
N es un conjunto independiente por trayectorias en D’. Por lo anterior, A(T') € Fy. Con base en esto altimo,
podemos definir t = min{i € {1,...,n—1}: (;,zi41) ¢ Fo}. Por definicion de t, se sigue que (x¢—1,2¢) € Fy
y que (zy,244+1) € G para algin G € .Z, con Fy # G. Nétese que (Fy,G) € A(C#(D)), pues (x¢,z14+1) €s
una flecha consecutiva de (z;—1, ;). Sin embargo, por ser S un conjunto independiente en C# (D), se sigue
que G ¢ S. Enresumen, Fy € S, G ¢ Sy (Fy,G) € A(C#(D)), lo que concluye que G € N*(S), lo cual no
es posible por la hipdtesis sobre S.

Asi, N es un conjunto independiente por trayectorias en D’, por lo que N es (k, H)-independiente por
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caminos para todo k > 2. Por lo anterior N es un (k,l + 1, H)-ntcleo de D. O
Como consecuencia inmediata del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 6.2.2. Sean D una digrafica H-coloreada, % una particion en H-clases de A(D) que preserva
caminos, k > 2 y 1 > 1. Si S es un (k,l)-nacleo en C#(D) y ademis N*(S) = (), entonces D tiene un

(k,l+ 1, H)-ndcleo por caminos.

Demostracion. Dado que todo conjunto k-independiente es, en particular, un conjunto independiente, entonces
por el teorema 6.2.1 se sigue que cualquier nicleo por trayectorias de D(US) es un (k,l + 1, H)-nuacleo de la

digrafica D. O

Para el siguiente teorema necesitamos recordar momentaneamente una notacién. Si W es un camino en
una digrafica D y z es un vértice en el camino, denotaremos por x~ y por z ™ al antecesor y al sucesor de z en

el camino W, respectivamente.

Teorema 6.2.3. Sean k > 2,1 > 1, D una digrafica H-coloreada y .# una particion de A(D) que preservan

caminos tal que C (D) tiene un (k,l)-ndcleo, digamos S. Si las siguientes condiciones se satisfacen:

a) Cz(D) no tiene pozos y todo ciclo en Cz (D) es un lazo o tiene longitud al menos k.

b) Para todo x € V(D) tal que Nz(x) NS # 0 y Nz (x) N NT(S) # 0, se cumple que N 7(z) C S.
Entonces D tiene un (k,l + 1, H)-ndcleo por caminos.

Demostracion. Para simplificar notacién, denotemos por D; la digrafica D(US). Por otro lado, como D no
tiene pozos y S es un conjunto independiente, entonces cualquier vértice de S tiene un ex-vecino fuera de S, por
lo que N*(S) # 0 y con ello, denotamos por D5 la digrafica D(UN*(S)). Asi, la digrafica D; es la inducida
en D por todas aquellas flechas que estén en alguna clase perteneciente a S, mientras que D> es la inducida en
D por todas aquellas flechas que estan en alguna clase perteneciente a N*(S). Gracias a la proposicién 6.1.3
podemos considerar un nicleo por trayectorias en Dy, digamos N, tal que N C V(D) (véase la figura 6.7).
Mostraremos que N es un (k,l + 1, H)-nacleo en D.

En virtud del teorema 6.1.4 se tiene que N es un conjunto (I+1, H)-absorbente por caminos en D, por lo que
s6lo resta por demostrar que N es (k, H)-independiente por caminos en D, pero antes de ello, demostraremos

una afirmacién que sera de utilidad.

Afirmacién 1. Para todo 2 € N, N (z) C S.

Para demostrar esta afirmacién, notemos que si x € N, entonces se sigue de la eleccién de N que

x € V(D1)yz € V(D2), por lo que de acuerdo con la definicién de estas digraficas, « debe tener una
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Digrafica inducida en 1) por flechas en las clases
Gy Gy Gy

Digrafica inducida en [) por flechas en las clases
Fy, Fy Fy Fy

Figura 6.7: Representacion de las digraficas Dy, D5 y el conjunto N

flecha incidente en alguna clase perteneciente al conjunto S y una flecha incidente perteneciente a alguna
clase en el conjunto N1 (S); es decir, A(z) N F # 0 para algtn F € Sy A(z) NG # () para algan
G € Nt(S). Porello, Na(x) NS # 0y Ng(x) N NT(S) # 0. Asi, por la hipétesis (b) de este teorema,

Nz (xz) € S, lo que concluye la demostracién de esta afirmacion.

Ahora iniciaremos la demostracién que justifica que N es un conjunto (k, H)-independiente por caminos en
D. Consideremos un xox,-camino en D, digamos T = (zy,...,zy) tal que ¢ # x,, y ambos extremos estan
en N. Nuestro objetivo en esta demostracién es verificar que la H-longitud de 7" es al menos k. Para tener una

mejor idea de la demostracién, la dividiremos en varias afirmaciones.

Afirmacién 2. Oy (T) # 0.

Procederemos por contradiccion al suponer que O (T) = 0; es decir, T es un H-camino. Asi, existe
F € .7 tal que A(T) C F. En particular, (,-1,2,) € F'y gracias a ello, F' € N (x,). Sin embargo,
por la afirmacién 1 de este resultado, N (x) C S, por lo que F' € S. Se sigue que T es un zox,-camino
en D1, lo cual contradice el hecho de que N sea independiente por trayectorias en D1, lo que concluye

la demostracién de esta afirmacion.

Por la afirmacién 2, podemos suponer que Oy (T") = {a;: i € {1,...,t}}, donde ¢t > 1. Ademas, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a7 < as < ..., < 4. Ya que por definicion % es una particién de
A(D), consideremos, para todo i € {1,...,t}, F; € .Z tal que (2q,,7f,) € Fi y Fy € .7 tal que (xg, 1) € Fp.

Notese que para todo i € {1,...,t — 1}, (2q,, T, Zq,,,) €s un H-camino, por lo que sus flechas deben estar
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contenidas en la clase F;, lo mismo para (xo, T, x4, ), cuyas flechas deben estar en Fy y con (z4,, T, x,), cuyas
flechas deben estar en F;. Ya que T es un camino en D, se seguiria que 77 = (Fp, F1, ..., F;) es un camino en
Cz(D) (véase la figura 6.8). Nétese que de la simple definicién de longitud y H-longitud, i (T") = I(T') + 1.
Ademas, por la afirmacién 1y el hecho de que x, € N, se tiene que N (x,) C S, pero como Iy € N (xy,),

podemos concluir que F; € S.

T
@T + t o 4
o L., Tay €T, Loy T,
) Lp
D ® »—=9 »— o o =—=0 .
Camino con flechas en Camino con flechas en ‘Camino con flechas en Camino con flechas en
By F Fi, F,
Fy F F, Fi F;
C 7 ® -8 = N )

Figura 6.8: Representacion del camino T'en Dy T’ en Cz(D)

Para encaminarnos a la conclusién final de esta demostracién, consideremos los siguientes casos con respecto

a la clase Fy.

Caso 1. F € S.

En este primer caso, si Fjy # F}, entonces por ser S un conjunto k-independiente en C'z (D), se tiene que
I(T") > k y por lo mencionado en parrafos anteriores, concluimos que Iy (T') > k+ 1. Ahora, si Fy = F,
entonces 1" es un camino cerrado en C'z (D) que no es un lazo, pues ¢ > 1. Asi, por la hipétesis (a) de

este teorema, [(T") > k y nuevamente por lo dicho en los parrafos previos, Iy (T) >k + 1

Caso 2. Fyp ¢ S.

Por el lema 1.6.1, z( tiene al menos una in-flecha en Dy, por lo que xq tiene una in-flecha en alguna
clase perteneciente a S; es decir, debe existir F' € S tal que ' € N (D). Ya que por suposicién Fyy ¢ S,
entonces F' # Fy y ademas se sigue de la definicion de C'z (D) que T = (F, Fy) UT"' es un camino en
C# (D). Nétese que por la definicion de H-longitud y longitud usual, I (T") = I(T"). Ahora, si F' # F,
entonces por ser S un conjunto k-independiente en C'z (D), se tiene que [(T") > ky conello, Iy (T) > k.
Si F' = F}, entonces T” es un camino cerrado en C'z(D) y no es un lazo, por lo que debe tener longitud

al menos k vy asi ly(T) > k.
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De los casos anteriores podemos concluir que Iz (T') > k, por lo que N es un conjunto (k, H)-independiente
por caminos en D.
Por lo anterior, N es un (k,l + 1, H)-ntcleo por caminos y, en particular, D tiene un (k,l + 1, H)-nGcleo

por caminos. L]
Como consecuencia de la proposicién anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 6.2.4. Sean k > 2,1 > 1, D una digrafica fuertemente conexa y H-coloreada, y ¥ una particién de
A(D) que preservan caminos tal que C'z (D) tiene un (k,l)-nicleo, digamos S. Si las siguientes condiciones se

satisfacen:
a) Todo ciclo en Cz(D) es un lazo o tiene longitud al menos k.

b) Para todo x € V(D) que satisface que Ngz(z) NS # 0 y Ng(z) N NT(S) # 0, se cumple que
N3 (@) CS.

Entonces D tiene un (k,l + 1, H)-ndcleo por caminos.

Demostracion. Si D es una H-digrafica, entonces para todo &k > 2y [ > 1, D tiene un (k,l, H)-nacleo
(lema 4.2.3), por lo que podemos suponer que D no es una H-digrafica. Asi, por el lema 4.3.5, C'#(D) es una
digrafica fuertemente conexa y no trivial, por lo que C'z(D) no tiene pozos. Por el teorema 6.2.3, D tiene un

(k,l+ 1, H)-nicleo por caminos. O

Encaminandonos a los altimos resultados de este capitulo, analizaremos las siguientes condiciones: dada una
digrafica H-coloreada y una particién en H-clases que preserva caminos, digamos .%, jbastara pedir condiciones
de conexidad a las digraficas inducidas por las clases de .# para heredar la k-independencia en la digrafica de

H-clases hacia (k, H)-independencia en D? Los siguientes resultados son consecuencia de dicha pregunta.

Teorema 6.2.5. Sean k > 3,1 > 1, D una digréfica H-coloreada, % una particién en H-clases que preserva
caminos y S un (k,l)-nicleo de C (D). Si para todo F' € S, D(S) es unilateralmente conexa y no tiene pozos,

entonces todo niicleo por trayectorias en D(US) es un (k — 1,1+ 1, H)-ndcleo por caminos en D.

Demostracion. Para simplificar notacién, denotamos por D; la digrafica D(US) y sea N un nacleo por tra-
yectorias en Dq. Dado que .# es una particién en H-clases de A(D) que preserva caminos, entonces por el
lema 6.1.4 se tiene que N es un conjunto (I + 1, H)-absorbente por caminos, por lo que nos dedicaremos
a demostrar que N es un conjunto (k — 1, H)-independiente por caminos en D. Para ello, consideremos un
xoZn-camino abierto en D, digamos C' = (xy, ..., x,), tal que {zo,z,} C N. Antes de continuar con nuestra

demostracién, la siguiente afirmacion sera de utilidad.
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Afirmacién 1. N (z0) NS # 0y Nx(z,) NS # 0.

Primero, para demostrar que N (x9) NS # (), basta con ver que como zy € N, y de acuerdo con el
lema 1.6.1, al menos una in-flecha de z( debe estar en D1, por lo que debe existir una clase F/ € S a la que
pertenece dicha in-flecha y con esto se tiene que F' € N (), lo que demuestra que F' € N (z)N S.
Por otro lado, para mostrar que N;C(J:n) NS # (b, basta con ver que como x,, € N, en particular,
x, € V(D1), entonces alguna de las flechas incidentes en x debe estar en alguna clase de S, por lo que
existe I € S tal que z,, € V(D(F")). Pero por hipétesis, D(F") no tiene pozos, por lo que z;, debe
tener al menos una ex-flecha en F”. Asi, F” € N1 (x,), lo que concluye que F” € N (z,) NS, lo cual

termina la demostracién de la afirmacién.

Ahora, por la afirmacién anterior, consideremos F’ € N (z9) NSy F” € N (zy,) N S. Nétese que por el

lema 4.3.7, podemos concluir que F’ # F”. Ademas de lo anterior, tendremos la siguiente afirmacién.

Afirmacién 2. Oy (C) # 0.

Procederemos por contradiccién al suponer que Oy (C) = (), ello implica que C es un H-camino, por
lo que debe existir F' € .# tal que A(C) C F. Por la definicion de Cz(D) y la eleccién de las clases
F', Fy F", se tiene que (F',F) y (F,F") son ambas flechas de C#(D). Ya que {F',F"} C Sy S
es un conjunto independiente en C'z(D), tenemos que F # F' y que F # F”, y también sabiamos que
F' # F". Asi, (F',F,F") es una trayectoria en C'#(D), lo cual no es posible pues S es un conjunto
k-independiente en C'#(D), con k > 3. De lo anterior, Oy (C) # 0.

Por la afirmacién 2, podemos suponer que Oy (C) = {o;: i € {1,...,t}}, donde ¢t > 1. Ademas, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a7 < agy < ..., < 4. Ya que por definicion % es una particién de
A(D), consideremos, para todo i € {1,...,t}, F; € .Z tal que (2q,,7{,) € Fi y Fy € .7 tal que (xg, 1) € Fp.
Notese que para todo i € {1,...,t—1}, el camino (zq,,C, Za,,,) €s un H-camino, por lo que todas sus flechas
estan en la misma clase, que de hecho debe ser la clase F;. Lo mismo ocurre para el camino (zg, C, z,, ), cuyas
flechas deben estar en Fjy y con el camino (z,,, C, x,) cuyas flechas deben estar en F}. Ya que C' es un camino
en D, se seguiria que Cy = (Fp, Fi,...,F;) es un camino en Cz(D). Nétese que de la simple definicion de
longitud y H-longitud, {5 (C) = 1(Cp) + 1.

Ahora bien, con las afirmaciones antes realizadas nos serd mas sencillo empezar la conclusién de esta

demostracién, la cual toma en cuenta los siguientes casos.

Caso 1. Fy € 5.

Primero analizaremos el caso en que F; € S. Como xg € V(D(Fpy)) y x, € V(D(F})), nuevamente por

el lema 4.3.7, se tiene que Fy # Fy, por lo que C es un camino abierto en C'# (D) cuyos extremos estan
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en S. Se sigue del hecho de que S es un conjunto k-independiente en C' & (D), obtenemos que I(Cy) > k,

por lo que ix(C) > k — 1.

Ahora, en el caso de que F; ¢ S, podemos considerar C; = Cy U (Fy, F”). El camino Cy es un camino
en Cz(D) tal que lg(C) = I(C1). Ahora, como {Fy, F"} C S, xg € V(D(Fp)) y xn € V(D(F")),
entonces nuevamente por el lema 4.3.7 se sigue que Fyy # F”. Asi, como S es un conjunto k-independiente
en Cz(D), podemos concluir que [(C1) > k, por lo que I (C) > k. Una representacién del camino C

puede verse en la figura 6.9.

Caso 2. Fp ¢ S.

Primero analizaremos el caso en que F; € S. Para ello, consideremos Cy = (F”, Fy) U Cy. Nétese que Co
es un camino en Cz(D) tal que I (C) = I(Cy). Por otro lado, como {F',F;} C S, xy € V(D(F')) y
xn € V(D(F})), entonces una vez mas por el lema 4.3.7, F’ # F}. Por lo anterior, C es un camino abierto
en Cz(D) cuyos extremos estan en S, y por ser este conjunto k-independiente, entonces [(C) > k, lo

que demuestra que [ (C') > k. Una representacién del camino Cy puede verse en la figura 6.9.

Por altimo, analizaremos el caso en que F; ¢ S. Definimos C5 = (F', Fy) U C U (Fy, F”). Es sencillo
notar que I (C) + 1 =1(C). Por la eleccién de F' y F" se tiene que {F',F"} C S, z9g € V(D(Fp)) y
xn € V(D(F;)), podemos concluir que F’ # F”, por lo que C5 es un camino abierto en C'z(D) cuyos
extremos estan en S, lo que concluye que I(C3) > k y asi I (C') > k — 1. Una representacién del camino

C5 puede verse en la figura 6.9.

C,
E ) 1
| C: |
C
t 0 I
. ® - -9 9 -+ @ -e -+
F F F F F, 4 F, F
I Cs |

Figura 6.9: Representacién de los caminos Cy, Cq, Cy y Cs

De los casos anteriores, se puede concluir que N es un conjunto (k — 1, H)-independiente por caminos en

D yasi Nesun (k—1,l+1, H)-nicleo por caminos en D. O
Como consecuencia del anterior resultado, tenemos los siguientes dos corolarios.

Corolario 6.2.6. Sean D una digréfica H-coloreada y .% una particién en H-clases que preserva caminos tal
que para todo F' € %, D(F) es unilateralmente conexa y no tiene pozos. Si C# (D) tiene un (k,l)-ndcleo para

algan k >3 y 1 > 1, entonces D tiene un (k — 1,1+ 1, H)-nicleo por caminos.
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Demostracién. Este corolario es inmediato del teorema 6.2.5. O

Corolario 6.2.7. Sean D una digrafica H-coloreada y .# una particién en H-clases de A(D). Si para toda
F € .7, D(F) es fuertemente conexa, entonces para todo k > 2 y todal > k+ 1, D tiene un (k,l, H)-nicleo

por caminos.

Demostracion. Sean k > 2y | > k + 1. Primero, notemos que por del hecho de que todas las clases en %
inducen digraficas fuertemente conexas, tenemos que .# preserva caminos (inciso (a) del lema 6.1.2) y para
todo F' € .#, D(F') es unilateralmente conexa y no tiene pozos. Ademas nétese que por el inciso (b) del
lema 6.1.2, C'z(D) es una digrafica simétrica. Ya que por hipdtesis k > 2y [ > k + 1, en particular se tiene
quek+1>3yquel—12>(k+1)— 1. Se sigue del teorema 2.0.6 que C'z(D) tiene un (k+ 1,1 — 1)-nicleo.
Por el corolario 6.2.6, D tiene un (k, 1, H)-ntcleo. O

Casi para concluir este capitulo, mostraremos el siguiente resultado referente a conexidad fuerte en las

digraficas inducidas por las clases en una particiéon de H-clases.

Teorema 6.2.8. Sean k > 2,1 > 1, D una digrifica H-coloreada, 7 una particién en H-clases de A(D) y S
un (k,l, H)-ndcleo de C# (D). Si para toda F' € .# (D) se cumple que D(F’) es fuertemente conexa y tiene un

vértice libre de obstrucciones en D, entonces D tiene un (k + 1,1+ 1, H)-nicleo por caminos.

Demostracién. Primero supongamos que S = {F1,..., F,.} para algin r > 1 y denotamos por D; la digrafica
D(US). Para cada i € {1,...,7}, sea z; un vértice en D(F;) que ademas sea libre de obstrucciones en D.
Noétese que del inciso (c) del lema 6.1.2, z; # z; si ¢ # j. Ahora denotamos por N la coleccién de dichos

vértices.

Afirmacion 1. N es un nicleo por trayectorias en Dj.

Para ver que NN es un conjunto absorbente por trayectorias en Dj, basta con tomar w € V(D) \ N.
Ya que w € V(Dy), al menos una de las flechas incidentes en w debe estar en una clase perteneciente
al conjunto S, por lo que existe j € {1,...,r} tal que w; es un vértice de D(Fj). Asi, por ser D(Fj)
una digrafica fuertemente conexa, se tiene que existe una wz;-trayectoria en D(Fj), la cual llamaremos
P. Con ello, P es una wN-trayectoria en D1, lo que demuestra que N es un conjunto absorbente por

trayectorias en Dy.

Ahora veremos que N es un conjunto independiente por trayectorias en D;. Procederemos por contra-
diccion al suponer que existe una z;z;-trayectoria en Dy, con i # j, digamos T". Ya que z; es un vértice
libre de obstrucciones, todas las flechas incidentes en z; deben pertenecer a una anica clase, la cual debe
ser F;. En particular, la flecha inicial de T debe estar en F;. Al razonar de manera analoga para el vértice

zj, se tiene que la flecha final de T" debe estar en F};. Asi, la trayectoria T" no tiene todas sus flechas en
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una Gnica clase de .%, por lo que T debe tener una obstruccién (inciso (e) del lema 4.3.2), lo cual no es
posible, ya que D7 deberia ser una H-subdigrafica de D, como lo establece el lema 4.3.3. Por lo anterior,

N es un conjunto independiente por trayectorias en Ds.

Ahora veremos que N es un (k+ 1,1 + 1, H)-nacleo por caminos en D. Una vez mas, el lema 6.1.4 nos
permitira concluir que N es un conjunto (I + 1, H)-absorbente por caminos en D, pues .% es una particién en
H-clases que preserva caminos (inciso (a) del lema 6.1.2) y S es un conjunto independiente y [-absorbente por
en Cz(D).

Por lo anterior, sélo nos resta por demostrar que N es un conjunto (k+ 1, H)-independiente por caminos en
D. Consideremos un z;zj-camino en D con i # j, digamos C' = (%; = o, ..., %y = z;), ¥ nos enfocaremos a
demostrar que I (C) > k+ 1. Para tener una mejor estructura de las ideas de esta demostracion, la dividiremos

en algunas afirmaciones.

Afirmacién 2. Oy (C) # 0.

Procederemos por contradiccién al suponer que O (C) = (). Se sigue de lo anterior que C' es un H-
camino y con esto Gltimo, debe haber una clase de .% que contenga a todas las flechas de C'. Sin embargo,
como z; es un vértice libre de obstrucciones en D, todas las flechas incidentes en z; deben estar en una
tnica clase, que de hecho debe ser F;. En particular, la primera flecha de C debe estar en F; y por lo
previamente dicho, entonces todas las flechas de C deben estar en F;. Asi, la Gltima flecha de C también
deberia estar en Fj, por lo que z; debe ser un vértice de D(F;), lo cual no es posible pues z es un vértice

de D(Fj;) y dichas digraficas son ajenas en vértices, como se mostré en el inciso (c) del lema 6.1.2. Asi,

Ou(C) #0.

Por la afirmacién 2, podemos suponer que Oy (C) = {a;: i € {1,...,t}}, donde t > 1. Ademas, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a1 < s < ..., < . Ya que por definicién .Z es una particiéon de A(D),
consideremos, paratodoi € {1,...,t}, G; € 7 tal que (zq,,2,) € Giy Go € .F tal que (x9,21) € Go. Nétese
que paratodo i € {1,...,t =1}, T} = (xq,,C,%q, ) es un H-camino en D, lo mismo que Ty = (x0,C, xqa,) ¥
T, = (zo,,C, zy), por lo que para todo i € {0, ...,t}, todas las flechas de T; estan en la clase G;. Ya que C es
un camino en D, se seguiria que C' = (G, G1,...,G¢) es un camino en C'z (D). Nétese que z; € V(D{(Gy)),
zj € V(D(GYy)) y de la simple definicion de longitud y H-longitud, I (C) = I(C") + 1.

Por otro lado, como tanto z; como z; son libres de obstrucciones en D, entonces las flechas incidentes en
cada uno de estos vértices estan en una Gnica clase de .Z, por lo que F; = Gy y Fj = G, por ello C” es un
camino abierto en C'#(D) cuyos extremos estan en S. Asi, debido a que S es un conjunto k-independiente en
C#(D), se tiene que [(C") > k. Lo que concluye que I (C) > k + 1, como era deseado.

Por los argumentos anteriores, N es un (k+ 1,1+ 1, H)-ntcleo por caminos en D. O
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Como consecuencia de resultado previo, tenemos los siguientes enunciados.

Teorema 6.2.9. Si D es una digrafica H-coloreada y .7 es una particion en H-clases tal que para todo F' € .7,
D(F') es fuertemente conexa y tiene un vértice libre de obstrucciones en D, entonces para todo k > 3, D tiene

un (k, H)-nicleo por caminos.

Demostracion. Dado que C#(D) es una digrafica simétrica (inciso (b) del lema 6.1.2), para todo k > 2,
C#(D) tiene un k-nicleo (teorema 2.0.6). Por el teorema 6.2.8, para toda k£ > 3, D tiene un (k, H)-nacleo

por caminos. O

Corolario 6.2.10. Sea D una digrafica m-coloreada tal que la digrafica inducida en D por cualquier clase
monocromatica es fuertemente conexa. Si para todo color representado en las flechas de D, digamos ¢, existe
un vértice de D tal que A(x) es monocromatico de color ¢, entonces para todo k > 3, D tiene nicleo de k

cambios propios por caminos.

Demostracién. Consideremos un patrén monocroméatico H cuyo conjunto de vértices son los colores represen-
tados en las flechas de D. Bajo este patrén, la particion % que consta de las clases monocromaticas de D es
una particion en H-clases. Nétese que para todo F' € . %, D(F') es fuertemente conexa y tiene un vértice libre
de obstrucciones en D, por lo que para todo k& > 3, D tiene (k, H)-nlcleo por caminos, el cual debe ser un

nacleo de k cambios propios por caminos. O



Capitulo 7

(k, H)-nlcleos en generalizaciones de

torneos

En este altimo capitulo pretendemos abordar la existencia de (k, H)-nicleos en ciertas familias de digraficas
que son generalizaciones de torneos. Esto tiene una doble intencién. Por un lado, las generalizaciones de
torneos son familias de digraficas que han ayudado a atacar diversos problemas bastante complicados en graficas
dirigidas, como por ejemplo, hamiltonicidad. Es por ello que empezaremos a trabajar con estas familias de
digraficas en el tema que nos compete, que es el de los (k,, H)-nicleos. Por otro lado, consideramos que a
pesar de que encontrar condiciones suficientes para la existencia de (k, H)-nicleos en digraficas H-coloreadas en
general puede ser muy complicado, deben existir ciertas familias de digraficas tales que, sin importar el patrén H
ni la H-coloracién que se les dé, estas siempre tendran un (k, H)-ntcleo. De hecho, las digraficas que nombramos
A -pancromaticas y que fueron estudiadas en el capitulo 3 muestran que para el caso k = 2, existen digréaficas
que sin importar el patrén H nila H-coloracién, siempre tendran (k, H)-nacleo por trayectorias. Asi, utilizaremos
algunas digraficas que son generalizaciones de torneos para encontrar cierto tipo de (k, H)-pancromaticidad para

k mas general.

7.1. Resultados preliminares

En esta seccién introduciremos los resultados que nos seran de utilidad para demostrar la existencia de
(k, H)-nacleos en digraficas H-coloreadas. La gran mayoria de ellos estan relacionados con una digrafica auxiliar
que definiremos a continuacién. Si D es una digrafica H-coloreada y k£ > 1, definimos la (k, H)-cerradura
de D, denotada por R¥ (D), como la digrafica tal que V/(RY (D)) = V(D) y (u,v) € A(RY (D)) si y sélo
si existe una uv-trayectoria de H-longitud a lo mas k en D. Nétese que esta digrafica es una extensién muy

natural de la H-cerradura pero al considerar la H-longitud. Por otro lado, una relacién natural entre los niicleos

129
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y los (k, H)-nucleos por trayectorias en la (k — 1, H)-cerradura es la siguiente:

Lema 7.1.1. Sean D una digrifica H-coloreada y k > 2. D tiene un (k, H)-ndcleo por trayectorias si y sélo

si RE-Y(D) tiene un nicleo.

Demostracién. Primero mostraremos la condicién suficiente del enunciado lo que demuestra que si la digrafica
D tiene un (k, H)-ntcleo por trayectorias, digamos N, entonces N es un nicleo en Rl}{_l(D).

Para mostrar que N es un conjunto absorbente en RII’C{_l(D), consideremos = € V(Rz_l(D)) \ N. Por
definicion de (k, H)-nlcleo por trayectorias, existe una xN-trayectoria en D cuya H-longitud es a lo mas
k — 1, se sigue de la definicion de RY!(D) que existe una 2 N-flecha en R% (D). Ahora, para mostrar que
N es un conjunto independiente en R’}jl(D), procederemos por contradiccion; es decir, supondremos que
(u,v) € A(RE(D)) y {u,v} C N. Por definicién de R (D), existe una uv-trayectoria en D de H-longitud
a lo mas k — 1, lo cual no es posible pues N es un conjunto (k, H)-independiente por trayectorias en D. Asi,
N es un nicleo de RY (D).

Ahora para mostrar la parte suficiente del enunciado, veremos que si R’;I_I(D) tiene un nacleo, digamos NV,
entonces N es un (k, H)-nlcleo por trayectorias en D.

Primero, para verificar que N es un conjunto (k — 1, H)-absorbente por trayectorias en D, basta con ver
que si z € V(D) \ N, entonces necesariamente debe existir una 2 N-flecha en R%(D), pues N es absorbente
en la (k — 1, H)-cerradura. Se sigue de ello que debe existir una xN-trayectoria de H-longitud a lo mas
k — 1 en D. Por otro lado, para mostrar que N es un conjunto (k, H)-independiente por trayectorias en D,
procederemos por contradiccién; es decir, supondremos que existen dos vértices distintos de N, digamos u y v,
unidos por una uwv-trayectoria de H-longitud a lo mas k — 1 en D. Asi, por definicién de R’;jl(D), se tiene que
(u,v) € A(Rz_l(D)), lo cual contradice la independencia de N en Rz_l(D). De lo anterior podemos concluir

que N es un (k, H)-nicleo por trayectorias de D. O

Por altimo, analizaremos el siguiente lema que nos permite garantizar la existencia de algunas flechas en la

(k — 1, H)-cerradura mediante condiciones sencillas de verificar en la digrafica D.

Lema 7.1.2. Sean D una digrafica H-coloreada, k > 2 y {u,v} C V(D). Los siguientes enunciados se

satisfacen:
a) Si existe un uv-camino de longitud a lo mas k — 1 en D, entonces (u,v) € A(RY(D)).
b) Toda flecha en D es una flecha en lef{_l(D).

¢) Siu y v estan en un camino cerrado de longitud a lo mas k, entonces (u,v) es una flecha simétrica en

Rj; (D).
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Demostracion. a) Para este inciso, basta con ver que si existe un uv-camino de longitud a lo mas k — 1 en
D, en particular debe existir una wwv-trayectoria de longitud a lo mas k — 1. Se sigue del inciso (a) del

lema 4.1.2 que dicha trayectoria tiene H-longitud a lo mas k — 1, por lo que (u,v) € A(R’E_I(D)).

b) Sea (u,v) una flecha en D. Como (u,v) es un uv-camino de longitud a lo mas & —1 en D, entonces por

el inciso previo, (u,v) € A(RY(D)).

c) Dado que existe un camino cerrado de longitud a lo mas k en D que contiene simultaneamente a u y v,
entonces debe existir un uv-camino en D y un vu-camino en D, ambos de longitud estrictamente menor
a k. Por el inciso (a) de este lema, (u,v) y (v,u) son flechas de R5 (D).

O

Los enunciados anteriores ayudaran a simplificar varias de las demostraciones presentadas en la siguiente

seccion.

7.2. Existencia de (k, H)-niicleos en generalizaciones de torneos

Esta seccién consta de resultados de existencia de (k, H)-nlcleos por trayectorias en torneos, digraficas
semicompletas, r-transitivas, r-casi transitivas, torneos multipartitos y torneos locales. Con la intencién de

presentar un trabajo mas organizado, dividiremos esta seccién en varias subsecciones.

7.2.1. Torneos y digraficas semicompletas

Para esta subseccion, recordemos que una digrafica es semicompleta si entre cada par de vértices distintos
hay al menos una flecha entre ellos. Si ademas dicha digrafica es asimétrica, diremos que D es un torneo. La
familia de los torneos es sin lugar a dudas una de las familias mas estudiadas en digraficas, no sélo por sus
multiples aplicaciones y resultados tedricos, también porque aportan una primera aproximaciéon para resolver
problemas bastante complicados de abordar en otras familias de digraficas. Con ello en mente, iniciaremos

nuestro trabajo sobre (k, H)-nucleos por trayectorias en esta familia de digraficas.

Lema 7.2.1. Si D es una digrafica semicompleta y H-coloreada, entonces para todo k > 3, D tiene un

(k, H)-nicleo.

Demostracién. Para este resultado, basta con considerar un casi-nicleo de D, digamos N. Dado que D es
semicompleta y N es un conjunto independiente, entonces N consta de un Gnico vértice, digamos x, por lo
que N debe ser un conjunto (k, H)-independiente por trayectorias. Por otro lado, como todo vértice de D esta

a distancia a lo mas dos hacia z, entonces por el inciso (a) del lema 4.1.2 podemos concluir que todo vértice
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en D, digamos z, tiene una zN-trayectoria de H-longitud a lo mas dos en D, por lo que N es un conjunto

(k — 1, H)-absorbente. Asi, N es un (k, H)-nicleo de D. O

Es importante mencionar que en general no serd posible garantizar la existencia de un (2, H)-ntcleo por
trayectorias en una digrafica semicompleta y H-coloreada. Una forma de ver lo anterior es |a siguiente. En [25]
se mostré que para todo n > 6 existe un torneo T, que estd 4-coloreado pero no tiene nicleo por trayectorias
monocromaticas. Por ejemplo, notemos que el torneo 4-coloreado mostrado en la figura 7.1 satisface que para
todo i € {1,...,6}, no existe una v, v;-trayectoria monocromatica (los indices se consideran médulo 6), por

lo que dicho torneo no puede tener un nicleo por trayectorias monocromaticas.

n

Vg

Figura 7.1: Ejemplo de Tj

Con ello en mente, si consideramos un patrén monocromatico H cuyos vértices son los colores representados
en T, entonces T, no puede tener un (2, H)-nlcleo por trayectorias, pues éste deberia ser un nicleo por
trayectorias monocromaticas. Asi, en general no es posible mejorar las conclusiones en el teorema previo. Sin
embargo, al agregar una sencilla hipétesis si sera posible garantizar la existencia de (2, H)-nacleos en digraficas

semicompletas.

Teorema 7.2.2. Sean D una digrafica semicompleta y H-coloreada en la que todo ciclo de longitud 3 es un

H-ciclo. Si k > 2, entonces D tiene un (k, H)-nicleo.

Demostracion. Por el lema 7.2.1, basta con analizar el caso k = 2. Nuevamente, consideremos un casi-niicleo
de D, digamos N, y mostraremos que N es un H-niacleo de D. Claramente, como N es independiente y D
una digrafica semicompleta, entonces N consta de un anico vértice, digamos z, se sigue de ello que N es un
conjunto independiente por H-trayectorias. Ahora sélo resta por mostrar que N es un conjunto absorbente
por H-trayectorias. Para ello, tomemos w € V(D) \ N. Si (w,z) € A(D), entonces (w,z) es una wN-H-

trayectoria. Si (w,x) ¢ A(D), entonces existe z € V(D) tal que (w, z,z) es una trayectoria en D. Ademas,
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por ser D semicompleta y no existir la flecha (w, z), se sigue que (w, z,z,w) es un ciclo en D, el cual es un

H-ciclo. Asi, (w, z,z) es la wN-H-trayectoria deseada. O
Gracias a los resultados previos, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 7.2.3. Si D es un torneo H-coloreado y k > 3, entonces D tiene un (k, H)-nicleo.

Demostracién. Se sigue inmediatamente del lema 7.2.1. O

Corolario 7.2.4. Si D es un torneo H-coloreado y todo ciclo de longitud tres es un H-ciclo, entonces para

todo k > 2, D tiene un (k, H)-nicleo.
Demostracion. Se sigue del teorema 7.2.2. O

Corolario 7.2.5. [20] Si D es un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud tres es monocromatico,

entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromaticas.

Demostracion. Para esta demostracion, consideremos un patréon monocromatico H cuyos vértices sean los
colores representados en A(D). Bajo esta coloracién, D es un torneo H-coloreado en el que todo ciclo de longitud

tres es un H-ciclo, por lo que debe tener un H-nucleo, el cual es un nicleo por trayectorias monocromaticas. [

Corolario 7.2.6. Si D es un torneo m-coloreado en tal que todo ciclo de longitud tres es propiamente coloreado,

entonces D tiene un nicleo por trayectorias alternantes.

Demostracion. Para esta demostracion, consideremos un patrén alternante H cuyos vértices sean los colores
representados en A(D). Bajo esta coloracién, D es un torneo H-coloreado en el que todo ciclo de longitud tres

es un H-ciclo, por lo que debe tener un H-nicleo, el cual es un nicleo por trayectorias alternantes. O

7.2.2. Digraficas r-transitivas

Dada una digrafica D y r > 2, diremos que D es r-transitiva si para cualquier par de vértices de D, digamos
u y v, la existencia de una uv-trayectoria de longitud r implica que (u,v) € V(D). Este tipo de digraficas han
sido ampliamente estudiadas, como puede verificarse en [5], [36], [34] y [50], debido a sus mltiples aplicaciones
y que son un caso general de las digraficas transitivas cuando r = 2. El resultado que usaremos para esta

subseccién sera el siguiente:

Lema 7.2.7. [37] Sean D una digrafica r-transitiva y {u,v} C V(D). Si existe una wv-trayectoria en D,

entonces dp(u,v) <r —1.

Gracias al resultado anterior, sera sencillo verificar el siguiente resultado:
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Teorema 7.2.8. Sea D una digrafica r-transitiva (r > 2) y H-coloreada. Para todo ! > r — 1 y todo k > 2,

D tiene un (k,l, H)-ndcleo.

Demostracion. Sean N un nicleo por trayectorias en D, [ > r y k > 2. Dado que NN es independiente por
trayectorias, entonces N es (k, H)-independiente. Por otro lado, para verificar que N es (I, H)-absorbente,
consideremos = € V(D) \ N. Ya que existe una xN-trayectoria en D, se sigue del lema 7.2.7 que debe existir
una xN-trayectoria de longitud a lo mas » — 1, digamos T, en particular, dicha trayectoria debe tener longitud
a lo mas [. Sin embargo, por el inciso (a) del lema 4.1.2, se sigue que T tiene H-longitud a lo mas [, lo que

demuestra que N es (I, H)-absorbente. Por lo anterior, N es un (k, [, H)-nucleo. O

Como consecuencia, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 7.2.9. Si D es una digréfica r-transitiva (r > 2) y H-coloreada, entonces para todo k > r, D tiene

un (k, H)-nicleo.
Demostracién. Esta demostraciéon es inmediata del teorema 7.2.8 cuando k =1 + 1. O

Corolario 7.2.10. Si D es una digréfica transitiva y H-coloreada, entonces para todo k > 2, D tiene un

(k, H)-nicleo.
Demostracion. Nuevamente, el corolario es inmediato del teorema 7.2.8 en el caso particular r = 2. O

Corolario 7.2.11. [37] Si D es una digrafica r-transitiva (r > 2), entonces para todo k > r, D tiene un

k-nacleo.

Demostracion. Sea k > r y consideremos un patrén vacio de orden |A(D)|, digamos H, y una H-coloracién
de A(D) que asigna a cada par de flechas distintas de D un color diferente. Claramente, D es una digrafica
H-coloreada y por el teorema 7.2.8, D tiene un (k, H)-nlcleo, el cual, por la eleccién del patrén, debe ser un

k-nacleo de D. O

7.2.3. Digraficas casi-transitivas

Las digraficas casi-transitivas surgen como una generalizacién de las digraficas transitivas. Recordemos que
una digrafica D es casi-transitiva si para todo trio de vértices distintos, digamos u, v y v, si (u,v) y (v, w)
son flechas de D, entonces u y w son adyacentes. Esta familia de digraficas fue introducidas en [35] como una
consecuencia de su relacién con graficas de comparabilidad y es una de las familias de digraficas mas estudiadas,
posiblemente debido a un teorema de caracterizacién propuesto por Bang-Jensen y Huang en [6]. La propiedad

de esta familia que nosotros utilizaremos sera la siguiente:
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Lema 7.2.12. [4] Sean D una digréfica casi-transitiva y {u,v} C V (D), con u # v, tales que existe una
uv-trayectoria en D. Siw y v no son adyacentes en D, entonces existe {z,z} C V(D) \ {u,v} tal que (u,x),

(x,2), (z,v), (z,u) y (v,z) son flechas de D.

Al aplicar la propiedad previa en el caso de digraficas casi-transitivas y H-coloreadas, se tiene el siguiente

resultado:

Lema 7.2.13. Sean D una digrafica casi-transitiva y H-coloreada, {u,v} C V(D) conu # vy k > 4. Si

existe un wv-camino en D, entonces: u y v son adyacentes en D o (u,v) es una flecha simétrica en Ry (D).

Demostracién. Primero notemos que si (u,v) o (v,u) es una flecha de D, entonces no hay nada que demostrar,
por lo que supondremos que u y v no son adyacentes en D. Se sigue del lema 7.2.12 previamente enunciado
que existe {z,z} C V(D) \ {u,v} tal que (u,z), (z,2), (z,v), (2,u) y (v,x) son flechas de D. Asi, tanto
(u,z, z,v) como (v, x, z,u) son trayectorias en D de longitud tres, las cuales deben tener H-longitud a lo mas

tres y asi por la definicion de (k — 1, H)-cerradura, tanto (u,v) como (v,u) son flechas de R (D). O
Ahora, gracias al lema anterior, podemos demostrar con mayor facilidad el siguiente teorema.

Teorema 7.2.14. Si D es una digrafica casi-transitiva y H-coloreada, entonces para todo k > 4, D tiene un

(k, H)-nicleo.

Demostracion. Primero mostraremos que todo ciclo en R’I“_I_I(D) tiene una flecha simétrica, luego se seguira
de ello que RY (D) tiene un nicleo (por el teorema 2.0.3) y, finalmente, al aplicar el lema 7.1.1 habremos
terminado.

Procederemos por contradiccién al suponer que RIEI(D) tiene un ciclo tal que ninguna de sus flechas es
simétrica en R];{_l(D), digamos C' = (uo,...,u,). Claramente, n > 3. Primero veremos que, de hecho, C'
también es un ciclo en D. Por el lema 7.2.13 y al tener en cuenta que (u;,u;+1) no es una flecha simétrica
en RII?I(D), pero existe un u;u;41-camino en D, se tendria que para todo i € {0,...,n — 1}, u; y u;41 son
adyacentes en D. Sin embargo, como C' no tiene flechas simétricas en R’;{l(D), en particular no es posible que
(uiy1,u;) € A(D) para algin ¢ € {0,...,n — 1}, pues en caso contrario, dicha flecha deberia estar también
en RZ‘I(D) como lo demostramos en el lema 7.2.13 (b), lo que concluye que para todo i € {0,...,n — 1},
(i, ui+1) € A(D), con lo cual, C' también es un ciclo en D.

Ahora, definimos ¢ = max{: € {1,...,n — 1}: (uo,u;) € A(D)}. Nétese que ¢ < n — 2, pues en caso
contrario, (un—1,up) seria una flecha simétrica en D vy, en particular, seria una flecha simétrica en R’}fl(D),
lo cual no es posible. Asi, (ug,ugq, uq+1) es una trayectoria en D y dado que D es casi-transitiva, entonces
(uo, ugt+1) € A(D) o (ugt1,u0) € A(D). Sin embargo, por la eleccién de ¢, podemos deducir que (ug41,uo)

es un flecha en A(D).
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Con lo anterior, no es dificil ver que (ug4+1,u0,uq) es una trayectoria de longitud 2 en D, por lo que
debe tener H-longitud a lo mas 2. Se sigue de ello que (ugy1,uq) € A(Rz_l(D)), lo cual contradice nuestra
suposicion sobre C.

Por lo tanto, todo ciclo de R¥, ! (D) tiene una flecha simétrica. Por el teorema 2.0.3, R% (D) tiene nicleo

y por el lema 7.1.1 podemos afirmar que D tiene (k, H)-nicleo. O
Como consecuencia de lo anterior, se tiene que:
Corolario 7.2.15. [21] Si D es una digrafica casi-transitiva, entonces para todo k > 4, D tiene un k-nicleo.

Demostracion. Sean k > 4 y H un patrén vacio de orden |A(D)|. Si consideramos la H-coloracién de D en la
que cada par de flechas distintas de D tienen asignado distinto color, entonces por el teorema 7.2.14 podemos

concluir que D tiene un (k, H)-nicleo, el cual debe ser un k-nicleo. O

7.2.4. Digraficas 3-casi-transitivas

Una digrafica D es 3-casi-transitiva si para todo par de vértices distintos de D, digamos u y v, la existencia
de una wv-trayectoria de longitud 3 implica que (u,v) € A(D) o (v,u) € A(D). Al igual que en las subsecciones
previas, es posible explotar la estructura de este tipo de digraficas en términos de H-coloraciones. Para ello,

utilizaremos el siguiente resultado:

Lema 7.2.16. [37] Sean D una digréafica 3-casi-transitiva y {u,v} C V(D) con u # v. Si existe un uv-camino
en D, entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

a) Sidp(u,v) =3 odp(u,v) > 5, entonces dp(v,u) = 1.

b) Sidp(u,v) =4, entonces dp(v,u) < 4

Gracias al lema anterior, podemos deducir el siguiente corolario:

Corolario 7.2.17. Sean D una digrafica 3-casi-transitiva y H-coloreada, k > 5 y (u,v) € A(R% (D)). Si

(u,v) es una flecha asimétrica en R (D), entonces dp(u,v) < 2.

Demostracién. Procederemos por contradiccion al suponer que dp(u,v) > 3. Se sigue del lema 7.2.16 que
debe existir una vu-trayectoria de longitud a lo mas 4 en D, la cual debe tener H-longitud a lo mas cuatro. Asi

(v,u) € A(R’f-_fl(D)), lo cual no es posible pues (u,v) es asimétrica en le_fl(D). Asi, dp(u,v) < 2. O
Ahora podemos demostrar de manera mas sencilla el siguiente resultado.

Teorema 7.2.18. Si D es una digrafica 3-casi-transitiva y H-coloreada, entonces para todo k > 5, D tiene un

(k, H)-nicleo.
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Demostracién. Primero mostraremos que todo ciclo en R’;{l(D) tiene una flecha simétrica, luego por el teorema
de Duchet (teorema 2.0.3) podremos afirmar que Rz_l(D) tiene nacleo y, finalmente, por el lema 7.1.1 se
concluira que D tiene un (k, H)-nicleo.

Procederemos por contradiccién al suponer que R];fl(D) tiene un ciclo sin ninguna flecha simétrica en

RZ‘I(D), digamos C = (ug, ..., uy,). Es claro que bajo estas condiciones, n > 3.

Ahora, para cada i € {0,...,n — 1}, consideremos una u;u;1-geodésica, a la que llamaremos W; (los
indices se consideran médulo n). Gracias al corolario 7.2.17, podemos deducir que para todo i € {0,...,n—1},
I(W;) < 2. Sea C' la concatenacién de las trayectorias W; y supongamos que C’' = (xg, ..., x;). Notemos que

C’ es un camino cerrado en D, pues g = ug y ug = x;. En lo consecuente, dividiremos la demostracién en

varias afirmaciones, ello con la intencién de simplificar las ideas de la demostracién.

Afirmacioén 1. Para todo i € {{ — 3,1 —2,1 — 1,1}, (u1,2;) ¢ A(D).

Procederemos por contradiccion al suponer que existe ¢ € {{ — 3,1 — 2,1 — 1,1} tal que (u1, ;) € A(D).
Si i = [, entonces (u1,up) es una flecha de D, pues x; = ug, por lo que dicha flecha es también una
flecha en RY1(D), lo cual no es posible pues (ug,u1) es asimétrica en Ry (D). Asi, i # 1, en cuyo
caso, (uy,x;) U (x;,C’", ;) es un ujug-camino en D de longitud a lo mas cuatro, lo que implica que
dicho camino tiene H-longitud a lo mas cuatro y por ello, (u,up) € A(R’;{l(D)), lo cual contradice la

elecciéon de C, lo que demuestra la afirmacién.

Por otro lado, dado que u; € V(C"), entonces u; debe tener al menos un ex-vecino en C’ y ello nos permite

definir ¢ = méx{i € {1,...,{}: (u1,z;) € A(D)}. Nétese que u; no puede tener ex-vecinos de la forma z;
cont e {g+1,...,l}. Con respecto a g, las siguientes observaciones seran de utilidad:
1. ¢g<[l—-4.

Esto se deduce de la afirmacién 1.

2. Paratodot e {g+1,¢g+ 2,9+ 3,q+4}, x4 # 4.

Esto se deduce de la definicién de q.

3. Paratodo t € {q,+1,q+ 2,9+ 3,q +4}, u1 # x.

Para este punto, notamos que todo vértice en C’ tiene un ex-vecino en C’, por lo que si ¢ < [ — 4,
entonces se sigue de la definicion de ¢ que para todo t € {q,+1,q + 2,9+ 3,q + 4}, u1 # x4. Por otro
lado, si ¢ = [ —4; es decir, z444 = 27, entonces se sigue que u; # x; para todo i € {¢,q+1,¢+2,q+3},

pues todo estos vértices tienen un ex-vecino en C’ 'y, como ug = x;, también debe ser que u; # x;.
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Se sigue de (2) y (3) que (u1,xq, Tq+1,Tq42) €S una trayectoria en Dy, por ser D una digrafica 3-casi-
transitiva, entonces (u1, q42) € A(D) o (x442,u1) € A(D), pero debido a la eleccion de ¢, podemos concluir

que (xg42,u1) € A(D).

Afirmacion 2. Existe t € {0,...,n — 1} tal que z441 = ut y Tg43 = Uy1.

Primero mostraremos que (4, Z4+1, Zq+2) NO tiene vértices consecutivos del camino C. Procederemos por
contradiccion al suponer que (24, Zq11, Tq+2) tiene dos vértices consecutivos de C, a los que llamaremos
Up Y Up41. Ya que (U1, Tq, Tg41, Tg4+2,u1) €S un ciclo en D de longitud cuatro, podemos deducir del inciso
(c) del lema 7.1.2 que (u,, ur+1) es una flecha simétrica en Rz_l(D), lo cual no es posible por la eleccién

de C. Asi, (x4, Zg41,Tq4+2) NO tiene vértices consecutivos del camino C'.

Para continuar con la demostracién de la afirmacién 2, recordemos que C’ es la unién de las geodésicas
W, las cuales son de longitud a lo mas dos, por lo que el camino (x4, 441, Z412) necesariamente tiene al
menos uno de los extremos de alguna geodésica W;, al que llamaremos w;. Sin embargo, como mostramos
en el parrafo anterior, (24, Zq+1,%¢4+2) No puede tener al vértice u;,1, se sigue de ello que u; = zgq1 y

que U1 = Tq43, lo que demuestra la afirmacion (véase la figura 7.2).

Uy
" — .‘
Lgp3 = Upp Tgi2 LTgy1 = Uyt Ty

Figura 7.2: Fragmento de la demostracién

Ahora, para obtener la contradiccién final de este teorema, mostraremos que T' = (24, Zg+1,- - - Tqt4) €S
una trayectoria. Para ello bastara ver que ningan vértice de la sucesion T' coincide con ninguno de los vértices
siguientes en la sucesién T.

Recordemos que por (2), 24 ¢ {Zq41,Tq4+2, Tg4+3, Tgta}-

Para mostrar que x4+1 ¢ {Tq+2,Tq+3,Tq1+4}, basta con ver que x441 y 2442 son adyacentes, por lo que
deben ser distintos. Como 411 = u; ¥y 2q13 = w1 (por la afirmacion 2), entonces zq1 # x443. Y por
altimo, si xq41 = 444, entonces (Tq43,241+1) € A(D); es decir, (uty1,ur) € A(D), lo cual implicaria que
(Ug41,u) esta en R];I_l(D), lo cual no es posible por la eleccion de C, lo que concluye que x441 # Zg44. Asi,
Tat1 & {Tq12, Tgr3, Tgya}-

Ahora, para mostrar que z442 ¢ {2443, Tq1a}, basta con ver que por ser z,12 y z443 adyacentes, entonces

deben ser distintos. Y si 2442 = 414, se tendria que (u¢r1, Tgt2, U1, Ty, Ur) €S UN Uz 1u-camino de longitud
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cuatro en D, por lo que por el inciso (a) del lema 7.1.2 se tendria que (u;41,u;) € A(RE (D)), lo cual no es
posible por la eleccién de C, lo que concluye que gy # Zqia. Asi, 2412 & {Tg+3, Tgta}-

Por altimo, z413 ¢ {xq14} pues x443 y T4+ son adyacentes en D.

Con los argumentos anteriores, podemos deducir que (zq, Zg41, ..., Zq+4) €S una trayectoria en D.

Ya que D es una digrafica 3-casi-transitiva, entonces (x4, 2413) € A(D) o (g43,x¢) € A(D). Si (2443, %)
esta en A(D), entonces (2443, Zq, Tq+1) €S UNA Uz us-trayectoria en D de longitud a lo mas k& — 1, por lo que
(urt1, ur) € A(RETH(D)), lo cual no es posible. Con ello, (24, 2413) € A(D).

Nuevamente, al usar que D es 3-casi-transitiva y que (u1,2q, Tq43,Zq+4) €S UNa trayectoria en D, se
tiene que (u1,xq+4) € A(D) o que (z444,u1) € A(D). Pero debido a la eleccién de ¢, concluimos que
(xg+4,u1) € A(D). Con esto Gltimo en mente, se deduce que (u1,Zq, Tg+3, Tg+4, u1) €s un ciclo de longitud 4
en D, el cual contiene tanto a u; como a w1, lo cual implicaria, por el inciso (c) del lema 7.1.2 que (u, us41)

es una flecha simétrica en R¥~'(D), lo cual contradice la eleccién de C' (véase la figura 7.3).

Uy

— .‘
Lgt+4 Lg+3 = Ui+l Lgy2 Tg+1 = Ut T4

Figura 7.3: Fragmento de la demostracion

Por lo tanto, todo ciclo en RY (D) tiene una flecha simétrica. Se sigue del teorema 2.0.3 que Rk !(D)

tiene nacleo y por el lema 7.1.1 se seguiria que D tiene un (k, H)-nicleo. O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente. Un resultado similar fue demostrado en

[37], pero para k-nicleos con k > 4.
Corolario 7.2.19. Si D es una digrafica 3-casi-transitiva, entonces D tiene un k-nicleo para todo k > 5.

Demostracion. Sean k > 5, H un patrén vacio de orden |A(D)| y consideremos una H-coloracién de A(D) en
la que a cada par de flechas distintas de D se les asigna un color distinto. Por el teorema 7.2.18, D tiene un

(k, H)-nacleo, el cual debe ser un k-nicleo. O

7.2.5. Digraficas r-casi-transitivas

Una generalizacién natural de las digraficas casi-transitivas y 3-casi-transitivas es el de las digraficas r-

casi-transitivas. Para r > 2, una digrafica D es r-casi-transitiva si para todo par de vértices distintos de D,
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digamos u y v, la existencia de una uwv-trayectoria de longitud r implica que u y v son adyacentes. Es sencillo
ver que para el caso r = 2, una digrafica r-casi-transitiva es simplemente casi-transitiva. Con esta definicién en
mente, podemos analizar los teoremas 7.2.14 y 7.2.18, vistos en las subsecciones previas, y formular la siguiente

conjetura:

Conjetura 7.2.20. Si D es una digrifica H-coloreada y r-casi-transitiva, entonces para toda k > r + 2, D

tiene un (k, H)-ndcleo.

Actualmente, con el trabajo que realizamos y los métodos empleados en los teoremas de las dos subsecciones
previos, no es posible determinar si esta conjetura es verdadera o falsa para digraficas H-coloreadas. Sin embargo,
se mostré en [37] que toda digrafica r-casi-transitiva (r > 2y r par) tiene k-nicleo para toda k& > r+2. Nosotros
no abordaremos la resolucién de dicha conjetura, sin embargo, si podremos aportar un resultado en digraficas

r-casi-transitivas y H-coloreadas, pero bajo una hipétesis extra. Para ello, usaremos el siguiente lema:

Lema 7.2.21. Sean r > 2, D una digréfica r-casi-transitiva y H-coloreada tal que todo ciclo en D con
longitud r 4+ 1 es un H-ciclo y {u,v} C V(D). Si dp(u,v) > r y T es una uv-geodésica, entonces T' es una

H -trayectoria.

Demostracién. Supongamos que 7' = (u = zg,...,Z, = v). Si n = r, se seguiria del hecho de que D es
r-casi-transitiva que (u,v) € A(D) o (v,u) € A(D), sin embargo, como T es una geodésica y r > 2, no es
posible que (u,v) € A(D). Asi, T U (v,u) es un ciclo en D de longitud r + 1 el cual, por hipétesis, es un
H-ciclo. En particular, T" debe ser una H-trayectoria.

Ahora supondremos que n > r. Para mostrar que T es una H-trayectoria, mostraremos que 1" no tiene

obstrucciones. Consideremos i € {0,...,n — 1} y los siguientes casos sobre i.

Casol.ie{l,....n—r}.

En este caso, notemos que (x;—1,;,...,T;yr—1) €s una trayectoria de longitud r en D, por lo que z;_1
y x;4r—1 deben ser adyacentes. Sin embargo, como 7" es una geodésica, no es posible que (z;_1, Zitr—1)
sea una flecha de D, por lo que (z;4,—1,2;—1) es una flecha en D, en particular, (x;_1,...,Zitr—1,Ti—1)
es un ciclo de longitud » + 1 en D, el cual es un H-ciclo por hipétesis. Asi, podemos concluir que no hay

obstruccién en 1.

Caso 2.iec{n—r+1,...,n}.

En este caso, notamos que (Zy—r, Tpn—r+1,...,Ty) €s una trayectoria de longitud r en D que ademas
contiene el vértice x;. Como D es r-casi-transitiva, entonces x,,_, y &, deben ser adyacentes. Sin embargo,

como T es una geodésica, no es posible que (z,_,,z,) sea una flecha de D, por lo que (xy,z,—,) es
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una flecha de Dy asi (xy—p, ..., Zpn, Tn—r) es un ciclo de longitud » + 1 en D, el cual es un H-ciclo por

hipétesis y, en particular, 7 no es una obstruccién de T'.
Gracias a lo aqui mostrado, podemos concluir que T' es una H-trayectoria. O

Ahora, con el resultado anterior, sera sencillo mostrar el teorema principal de esta subseccién.

Teorema 7.2.22. Sean r > 2 y D una digrafica r-casi-transitiva. Si todos los ciclos de longitud r +1 en D

son H-ciclos, entonces para todo k > r, D tiene un (k, H)-nicleo por trayectorias.

Demostracién. Para esta demostracién, primero veremos que R’;{l(D) es transitiva. Luego, por el teore-
ma 2.0.4, R];{_l(D) debe tener nicleo, lo que concluye que D tiene un (k, H)-nucleo por trayectorias.

Consideremos tres vértices distintos en D, digamos u, v y w tales que (u,v) y (v,w) son flechas en
R];{_I(D). En particular se tiene que existe un uv-camino en D y un vw-camino en D, por lo que debe existir
un uw-camino en D. Asi consideremos una uw-geodésica, digamos T'. Si I[(T') < k — 1, entonces se sigue del
inciso (a) del lema 7.1.2 que (u,w) es una flecha de Rz_l(D). Si {(T") > k, entonces por hipdtesis sobre r se
tiene que [(T) > r y gracias al lema 7.2.21 se concluye que T' es una H-trayectoria. En particular podemos
deducir que (u,w) € A(RY (D).

Con lo antes mostrado, Rl}{l(D) es una digrafica transitiva, la cual debe tener nicleo y con ello, D tiene

un (k, H)-nacleo por trayectorias. O

Algunas consecuencias del enunciado anterior son las siguientes:

Corolario 7.2.23. Si D es una digrafica r-casi-transitiva (r > 2) sin ciclos de longitud r + 1, entonces para

todo k > r, D tiene k-nicleo.

Demostracién. Consideremos un patrén vacio H y una H-coloracién de D en la que cada par de flechas
tiene asignado distinto color. Por hipétesis en D, todo ciclo de longitud r + 1 es un H-ciclo y se sigue del

teorema 7.2.22 que D tiene un (k, H)-nlcleo, el cual es un k-nicleo. O

Corolario 7.2.24. Si D una digréfica casi-transitiva y H-coloreada en la que todo ciclo de longitud tres es un

H-ciclo, entonces para todo k > 2, D tiene un (k, H)-ndcleo.

Demostracién. Se sigue inmediatamente del teorema 7.2.22 en el caso particular r = 2. O

Corolario 7.2.25. Si D es una digrafica casi-transitiva y m-coloreada en la que todo ciclo de longitud 3 es

monocromatico, entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromaticas.
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Demostracion. Consideremos un patrén monocromatico H cuyos vértices son los colores representados en
A(D). Como todo ciclo de longitud 3 en D es monocromatico, en particular todo ciclo de longitud 3 en D
es un H-ciclo. Por el teorema 7.2.22 se tiene que D tiene un (2, H)-nucleo, el cual debe ser un nacleo por

trayectorias monocromaticas. ]

Corolario 7.2.26. [14] Si D es una digrafica casi-transitiva y m-coloreada en la que todo ciclo de longitud 3

es propiamente coloreado, entonces D tiene niicleo por trayectorias alternantes.

Demostracion. Una demostracion analoga al del corolario previo, pero al considerar un patrén alternante, mues-

tra este corolario. O

7.2.6. Torneos multipartitos

Los torneos multipartitos son una familia de digraficas consideradas inicialmente por Moon en [44]. Sir > 2
y D es una digrafica, diremos que D es un torneo r-partito si existe una particion de los vértices de D en
conjuntos independientes, digamos {W7, ..., W, }, tales que para todo {i,5} C {1,...,7}, coni # j, y todo
x € W; y todo z € Wj, existe una tnica flecha de D entre  y z. Cuando no es necesario especificar el valor
de r, diremos simplemente que la digrafica es un torneo multipartito. Notemos que, en particular, si D es un
torneo de orden n, entonces es un torneo n-partito. Diversos autores han estudiado propiedades en esta familia
de digraficas debido a su hermosa estructura y comportamiento. Una amplia recopilacién de resultados en esta
familia de digraficas se puede encontrar en [5].

Gracias a la buena estructura de los torneos multipartitos, podemos garantizar la existencia de (k, H)-ntcleos

por trayectorias para ciertos valores de k. Al igual que en las subsecciones previas, un lema preliminar nos sera

de utilidad.

Lema 7.2.27. Seanr > 2, k > 5, D un torneo r-partito y H-coloreado y (u,v) € A(R%(D)). Si (u,v) es

asimétrica en R’I‘}_I(D), entonces dp(u,v) < 2.

Demostracién. Primero supongamos que {Si,...,S,} es la particién en V(D) en conjuntos independientes
dada por la definiciéon. Procederemos por contradiccién al suponer que dp(u,v) > 3 y consideremos W =
(u = xg,...,2, = v) una uv-geodésica en D. Notemos que si u € S; y v € S; con i # j, entonces por ser
D un torneo multipartito, (u,v) € A(D) o (v,u) € A(D). Ya que dp(u,v) > 3, entonces (v,u) € A(D),
en particular, (v,u) esta en A(Rz_l(D)), lo cual contradice nuestras suposiciones sobre (u,v). De lo anterior,

existe t € {1,...,r} tal que {u,v} C S;. Ahora consideremos los siguientes casos sobre la longitud de .

Caso 1. |(W) = 3.

Dado que S; es un conjunto independiente y u estd en Sy, entonces z1 ¢ S;. Se sigue de ello que

(z1,v) € A(D) o que (v,z1) € A(D). Sin embargo, como dp(u,v) = 3, entonces (x1,v) ¢ A(D); es
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decir, (v,z1) € A(D). Un argumento analogo muestra que (z2,u) € A(D). Entonces podemos concluir
que (v, x1,x2,u) es un vu-camino de longitud a lo mas k — 1. Por el inciso (a) del lema 7.1.2, se concluye

que (v,u) € A(R’;{_I(D)), lo cual contradice la hipétesis sobre la flecha (u,v).

Caso 2. [(W) > 4.

Primero mostraremos que para todo i € {2,...,n — 2}, el vértice x; debe estar en S;. Procederemos
por contradiccién al suponer que z; ¢ S;. Como D es un torneo multipartito, entonces (u,z;) € A(D)
o (zj,u) € A(D). Sin embargo, por ser W una uv-geodésica, no es posible que (u,z;) € A(D), lo que
concluye que (x;,u) € A(D). Un argumento analogo mostraria que (v, z;) € A(D). Asi, (v, x;,u) tiene
que ser una vu-trayectoria de longitud a lo mas & — 1 en D, por lo que, de acuerdo con el inciso (a)
del lema 7.1.2, (v,u) € A(R’;{_l(D)), lo cual contradice nuevamente la hipétesis sobre (u,v). Asi, para
todo i € {2,...,n — 2}, z; € S;. Con esto dltimo y al tener en consideracion que S; es un conjunto

independiente, entonces n = 4.

Dado que S; es un conjunto independiente y u estd en Sy, entonces x; ¢ S;. Se sigue de ello que
(z1,v) € A(D) o que (v,z1) € A(D). Sin embargo, como dp(u,v) = 4, entonces (x1,v) ¢ A(D); es
decir, (v,2z1) € A(D). Un argumento analogo muestra que (z3,u) € A(D). Asi, (v,z1,22,23,u) €s un

uv-camino de longitud a lo mas k—1 en D, por lo que nuevamente por el lema 7.1.2, (v, u) € A(R’;{_l(D)).

Por los casos previos, podemos concluir que dp(u,v) < 2. O
Con base en el lema previo, podremos demostrar de manera mas sencilla el siguiente teorema:
Teorema 7.2.28. Seanr > 2 y D un torneo r-partito. Si k > 5, entonces D tiene un (k, H)-nicleo.

Demostracion. Primero, supongamos que {Si,...,S,} es la particién en conjuntos independientes dada por
la definicion de D. Nuevamente veremos que todo ciclo en RY (D) tiene una flecha simétrica, gracias a
ello, R%(D) tiene nacleo y ello implicaria que D tiene un (k, H)-nicleo. Procederemos por contradiccién al
suponer que R%(D) tiene un ciclo asimétrico, digamos C' = (ug,...,uy,). Para todo i € {0,...,n — 1},
sea W; una u,u,1-geodésica (los indices se consideran médulo n). De acuerdo con el lema 7.2.27, para todo
i € {0,...,n — 1}, I(W;) < 2. Ademas, denotaremos por C’ la concatenacién de las trayectorias W;, y
supondremos que C’ = (x,...,x;). Nétese que C’ es un camino cerrado en D, pues zg = x; = ugp. Para

mejorar la estructura de la demostracién, probaremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacioén 1. Para todo i € {l — 3,1 — 2,1 — 1,1}, (u1,z;) ¢ A(D).

Procederemos por contradiccion al suponer que existe ¢ € {l — 3,1 — 2,1 — 1,1} tal que (u1,z;) € A(D).

Si i =1, entonces tenemos que (u1,up) estd en D, en particular, estd en R¥~(D), lo cual no es posible
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por la eleccién de C, asi, | # i. Con ello, (u1,2;) U (z;,C’, x;) es un ujup-camino de longitud a lo mas
k —1 en D. Se sigue del inciso (a) del lema 7.1.2 que (u1,up) € A(Rz_l(D)), lo cual no es posible por

la eleccién del ciclo C.

Por otro lado, como u1 es un vértice de C’, entonces u; tiene al menos un ex-vecino en C’, por lo que
podemos definir ¢ = max{i € {1,...,l}: (u1,x;) € A(D)}. Nétese que por la definicion de g, u; no tiene

ex-vecinos en el conjunto {x¢41,Tg+2,. .., }. Por otro lado, por la afirmacién 1, también se tiene que ¢ < [—4.

Afirmacion 2. (z442,u1) € A(D).

Procederemos por contradiccién al suponer que (z442,u1) ¢ A(D). Por otro lado, por la eleccién de g,
ademas se cumple que (u1,zq42) ¢ A(D), ello implica que existe un clase S, tal que tanto u; como
Zq+2 estan en Sy, (véase la figura 7.4). Como S, es independiente, entonces x,43 ¢ Sy, en cuyo caso,
por ser D un torneo multipartito, (x44+3,u1) es una flecha de D o (u1,z443) es una flecha de D. Por
la eleccion de ¢, se sigue que (z443,u1) € A(D). Por lo anterior, (u1,Zq, Tq11, Tg42, Tg43,U1) €S UN
camino cerrado de longitud a lo mas k — 1 en D. Pero como para toda i € {0,...,n — 1}, [(W;) <2,
entonces en el camino (x4, Tg41, Z¢+2, T¢4+3) tiene al menos a dos vértices consecutivos de C, digamos
g y ugt1. Asi, por el lema 7.1.2, (ug, ui41) es una flecha simétrica en R (D), lo cual no es posible por

la eleccion de C'. Por lo anterior, (z44+2,u1) € A(D).

Uy

Lq+3 Tgt2 Lgt1 Iq
Figura 7.4: Fragmento de la demostracién

Afirmacioén 3. Existe t € {0,...,n — 1} tal que zg11 = ur y Tgq3 = Upy1-

Primero mostraremos que (x4, Zg41, Zq+2) No puede contener dos vértices consecutivos de C. Procedere-
mos por contradiccion al suponer que ug y usq estan en (z4, Tg41, Tgt2). Por ser (w1, zq, Tgt1, Tgt2, U1)
un camino cerrado de longitud a lo mas k — 1 en D, se seguiria del inciso (c) del lema 7.1.2 que us y
us11 estén unidos por una flecha simétrica en RI}{_l(D), lo cual no es posible. Asi, (24, Zg+1,Zg4+2) NO

puede contener dos vértices consecutivos de C.

Para continuar con la demostracién de esta afirmacién, recordemos que C’ es la unién de las geodésicas

W;, las cuales son de longitud a lo mas dos, por lo que el camino (z,, xy+1, Tg+2) nNecesariamente tiene al
¢ Tg+1, T+



7.2. EXISTENCIA DE (k, H)-NUCLEOS EN GENERALIZACIONES DE TORNEOQOS 145

menos uno de los extremos de alguna geodésica IW;, al que llamaremos u;. Sin embargo, como mostramos
en el parrafo anterior, (x4, 241, Zg+2) no puede tener al vértice u;41, se sigue de ello que u; = z441 y

que Uiy = Tq43, lo que demuestra la afirmacion.
Ahora, para preparar nuestra contradiccién final, consideremos los siguientes casos.

Caso 1. {u1,z443} € Sy, para algin m € {1,...,7}.

En este caso, como S;, es un conjunto independiente, entonces g4 ¢ Sy, pues T443 € Sy,. Pero ya
que D es un torneo multipartito, entonces (z443,u1) € A(D) o (u1,x4+3) € A(D), pero por la eleccién
de g, se tiene que (2g44,u1) € A(D). Asi, (£g43, Tgya, U1, Tq, Tg+1) €S UN Uz ug-camino de longitud a
lo mas k — 1 en D, por lo que, por el inciso (a) del lema 7.1.2, (ug,uz41) es simétrica en R% (D), lo

cual contradice nuestra suposicién sobre C' (véase la figura 7.5).

Uy

- L
Tgiq Lgry = U1 Tgyn Lgi1 = Ut Lq

Figura 7.5: Fragmento de la demostracion

Caso 2. uj; € Sy, y Tg+3 € Spy con m # m/.

En este caso, por ser D un torneo multipartito, u; y z443 deben ser adyacentes en D, y por la eleccién
de g, se tiene que (z443,u1) € A(D). Con ello, (xg43,u1,Tq, Tg+1) €S un ugu-camino de longitud a
lo mas k — 1 en Dy, nuevamente por el inciso (a) del lema 7.1.2, (u¢, us+1) debe ser simétrica, lo cual

contradice la eleccién de C' (véase Figura 7.6).

wy

Loz = Uty Lgi2 Tgp1 = U Lq

Figura 7.6: Fragmento de la demostracion

Gracias a las contradicciones obtenidas en los casos anteriores, podemos concluir que todo ciclo en RY (D)
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tiene una flecha simétrica. Se sigue del teorema 2.0.3 que R’f-_fl(D) tiene nicleo, y por el lema 7.1.1 se seguiria

que D tiene un (k, H)-niacleo por trayectorias. O

Como consecuencia directa del resultado arriba demostrado, tenemos el siguiente corolario. Es importante

mencionar que en [23] se mostré que todo torneo r-partito tiene k-nicleo con k > 4.
Corolario 7.2.29. Si D es un torneo r-partito, entonces para todo k > 5, D tiene un k-niicleo.

Demostracion. Sean k > 5y H un patrén vacio de orden |A(D)|. Consideremos ademas una H-coloracién de
A(D) que asigne a cada par de flechas distintas, colores diferentes. Se sigue del teorema 7.2.28 que D tiene un

(k, H)-nacleo, el cual debe ser un k-nucleo. O

7.2.7. Torneos locales

Los torneos locales seran la altima familia que trabajaremos. Esta familia de digraficas fue introducida
por Bang-Jensen en [7] como sigue. Una digrafica D es un torneo local interior (respectivamente, es un
torneo local exterior) si la in-vecindad de cualquier vértice de D induce un torneo en D (respectivamente,
si la ex-vecindad de cualquier vértice de D induce un torneo en D). Un torneo local es una digrafica que es
simultaneamente un torneo local interior y exterior. Una de las propiedades interesantes de los torneos locales
interiores (torneos locales exteriores) es que, bajo la hipétesis de ser fuertemente conexa, estas resultan ser
hamiltonianas [7], propiedad que explotaremos ampliamente en esta subseccién. De dicha propiedad se deduce

el siguiente lema.

Lema 7.2.30. [/] Todo par de vértices en una misma componente fuertemente conexa de un torneo local

interior (torneo local exterior) estan en un mismo ciclo.

Gracias a esta propiedad de los torneos locales interiores, serd posible garantizar la existencia de (k, H)-

nacleos por trayectorias en este tipo de digraficas bajo ciertas condiciones.

Teorema 7.2.31. Sea D un torneo local interior y H-coloreado. Si todo ciclo de D tiene H-longitud a lo mas

k — 2, entonces D tiene un (k, H)-ndcleo por trayectorias.

Demostracion. Una vez mas, el protagonista de esta demostracion sera el teorema de Duchet (teorema 2.0.3).
Mostraremos que todo ciclo en R'I“_I_I(D) tiene una flecha simétrica, lo que implicaria que R][“{_I(D) tiene un
nacleo y con ello, D tiene un (k, H)-nacleo por trayectorias.

Sea C' = (zo,...,x,) un ciclo en R%~(D). Por definicién de R (D), se tiene en particular que para todo
i € {0,n — 1}, existe un x;x;41-camino en D (los indices se toman médulo n), por lo que la concatenacién de
dichos caminos es un camino cerrado en D y contiene a todos los vértices de C. En particular, xg y x1 estan

en la misma componente fuertemente conexa de D. Por el lema 7.2.30, los vértices ¢ y 1 estan en un mismo
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ciclo de D, digamos Cy = (uy, . .., u;). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 1 = ugp y o = um,
para alguna m € {1,...,1 —1}. Si C} = (up, Co, u,), entonces gracias al inciso (d) del lema 4.1.2 tenemos

que |Og(Cp)| < |0 (Coh)

, y por hipétesis sobre los ciclos de D, podemos concluir que |Og (C))| < k—2. Asi,
como CJ es un camino abierto, entonces I;7(C})) < k—1, por lo que (1, z0) € A(RY (D)), lo que demuestra
que C tiene una flecha simétrica.

Como todo ciclo en R¥~!(D) tiene una flecha simétrica, entonces R5;!(D) tiene un nucleo y con ello, D

tiene un (k, H)-nacleo por trayectorias. O

De manera natural, tenemos un resultado similar para torneos locales exteriores.

Teorema 7.2.32. Sea D un torneo local exterior y H-coloreado. Si todo ciclo de D tiene H-longitud a lo mas

k — 2, entonces D tiene un (k, H)-ndcleo.

Demostracion. Una demostracion analoga al del teorema previo muestra la veracidad de este teorema. O

Y como consecuencia de los resultados arriba enunciados, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 7.2.33. Sean k > 2, D un torneo local y H-coloreado. Si todo ciclo en D tiene H-longitud a lo mas

k — 2, entonces D tiene (k, H)-nicleo.

Demostracién. Este corolario se deduce directamente del teorema 7.2.31, pues todo torneo local es, en particular,

un torneo local interior. ]

Corolario 7.2.34. Sean k > 2 y D un torneo local interior. Si todo ciclo en D tiene longitud a lo mas k — 2,

entonces D tiene un k-nicleo.

Demostracion. Consideremos un patrén vacio H de orden |A(D)| y una H-coloracién de D tal que a cada
flecha de D le asigna un color distinto. Dado que todo ciclo en D tiene longitud a lo mas k& — 2, entonces todo
ciclo debe tener H-longitud a lo mas k& — 2. Se sigue del teorema 7.2.31 que D tiene un (k, H)-nacleo por

trayectorias, el cual debe ser un k-nucleo. O

Corolario 7.2.35. Sean k > 2 y D un torneo local exterior. Si todo ciclo en D tiene longitud a lo mas k — 2,

entones D tiene un k-nicleo.

Demostracion. La demostracion de este corolario es analoga a la del corolario anterior. O

Corolario 7.2.36. Sea D un torneo local interior o local exterior y estd m-coloreado. Si todo ciclo en D tiene

longitud a lo mas k — 2, entonces D tiene un niicleo de k cambios propios.
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Demostracion. En este corolario basta considerar un patrén monocromatico H cuyo conjunto de vértices son
los colores representados en las flechas de D. Notemos que D es una digrafica H-coloreada y, como todo ciclo
en D tiene longitud a lo mas k — 2, entonces todo ciclo tiene H-longitud a lo mas k& — 2. Con ello, D tiene un

(k, H)-nuacleo por trayectorias, el cual debe ser un nicleo de & cambios propios. O

7.3. Una pequeiia nota sobre digraficas (k, H)-pancromaticas

En el capitulo referente a digraficas .7#-pancromaticas analizamos algunas familias para las cuales, sin
importar el patrén H ni la H-coloracién, estas siempre tenian un nicleo por H-trayectorias. De manera similar,
algunos de los teoremas presentados en este capitulo establecen cierto tipo de pancromaticidad en algunas
familias de digraficas. Ello quedarad de manera explicita en el altimo teorema de este capitulo, pero primero es
conveniente establecer una definicion. Dada una digrafica D y un valor fijo k£ > 2, diremos que D es (k, 7)-
pancromatica si para cualquier patrén de color H y cualquier H-coloracién de D, la digrafica tiene un (k, H)-
nacleo por trayectorias. Para k = 2, una digrafica (k, ##°)-pancromatica es una digrafica .#’-pancromatica, las
cuales fueron estudiadas en el capitulo 3 de este trabajo. Gracias a lo demostrado en este capitulo, podemos

reescribir algunos de los resultados antes expuestos en términos de esta nueva clase de digraficas.

Teorema 7.3.1. Si D es una digrafica, entonces D es (k, H)-pancromatica si se satisface alguna de las

siguientes condiciones:
a) (Teorema 7.2.1) D es semicompleta y k > 3.
b) (Corolario 7.2.10) D es transitiva y k > 2
¢) (Corolario 7.2.9) D es r-transitiva, 7 > 2 y k > r.
d) (Teorema 7.2.14) D es casi-transitiva y k > 4.
e) (Teorema 7.2.18 D es 3-casi-transitiva y k > 5.

f) (Teorema 7.2.28) D es un torneo multipartito y k > 5.



Capitulo 8

Conclusiones

A lo largo de este trabajo realizamos el estudio de diversos conceptos en digraficas H-coloreadas concer-
nientes a nicleos. En primera instancia, dada una digrafica arbitrara, el determinar si ésta tiene un nicleo o
no es un problema NP-completo, por lo que en general es un problema que puede ser dificil de abordar. A
pesar de ello, existen diversos resultados que nos garantizan la existencia de nicleos en general. Derivado de las
diversas aplicaciones de los niicleos, tanto teéricas y practicas, han surgido variantes de este concepto. Dentro
de los muchos tipos de nuicleo existentes, nosotros nos centramos en el estudio de H-nlcleos en digraficas

H-coloreadas.

Nuestro estudio inicié planteandonos la posibilidad de la existencia de familias de digraficas bajo las cuales,
sin importar el patrén de color H, ni la H-coloracién que estas tuvieran, siempre fuera posible garantizar la
existencia de un H-nicleo. A estas digraficas las llamamos 7#-pancromaticas. Aunque nuestra idea inicial era
adentrarnos en una caracterizacién de dichas digraficas, notamos que en general dicha familia de digraficas
es bastante variada y no fue posible aproximar la caracterizacién. Entre algunos de estos motivos destacan el
que actualmente no se haya encontrado una caracterizacién de las digraficas pancromaticas, las cuales son un
caso particular de las digraficas que nosotros estudiamos y que podria haber servido de referencia para nuestro
trabajo. Por otro lado, varias familias de digraficas resultaron ser -pancromaticas, como lo son las digraficas
transitivas, los torneos con nucleo, las digraficas casi-transitivas con nicleo y las digraficas aciclicas. Si las familias
antes descritas son parte de las digraficas .7-pancromaticas, entonces una caracterizacién de las digraficas 77-
pancromaticas necesariamente debe de considerar a todas las familias antes descritas, lo que hace pensar que
una caracterizacién de las digraficas J#-pancromaticas puede ser mas complicado de abordar. Ademas, vimos
varias condiciones para las cuales ciertas operaciones entre digraficas resultan ser .7-pancromaticas, por lo
que las digraficas con esta propiedad pueden llegar a ser mas variada de lo previsto: unién de digraficas, suma
de digraficas, composicién de digraficas y extensiones de digréaficas son ejemplo de lo antes dicho. En lo que

respecta al capitulo 3, sélo resta por mencionar que es evidente que las digraficas .7#-pancromaticas pueden
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aportar resultados interesantes no sélo en cuestiones de H-niicleos en digraficas H-coloreadas, pues también
obtuvimos resultados para nicleos usuales, nacleos por trayectorias monocromaticas y nicleos por trayectorias

alternantes como consecuencia de nuestro estudio en las digraficas .7-pancromaticas.

El contenido restante del trabajo es el concerniente al concepto de (k, I, H)-nacleo por trayectorias y por
caminos en digraficas H-coloreadas. Fue posible definir este tipo de nicleo gracias al concepto de H-longitud
en digraficas H-coloreadas, el cual ya habia sido estudiado previamente por otros autores. Los (k, [, H)-nucleos
antes mencionados, como se tenia previsto, son una generalizacién de diversos tipos de niicleos ya estudiados
en la literatura, como lo son los nicleos usuales, los (k,[)-nicleos, nicleos por trayectorias monocromaticas,
nicleos por trayectorias alternantes y H-nucleos, y también tenemos otros tipos de nicleos que no se han
estudiado previamente por separado, como son lo nicleos de k cambios propios. Debido a la dificultad general
de encontrar condiciones suficientes que garanticen la existencia de (k, [, H)-nucleos, fue necesario introducir
algunas digraficas asociadas a una digrafica H-coloreada, como lo fue la digrafica de H-clases y la (k — 1, H)-
cerradura. Con respecto a la digrafica de H-clases, vimos que ésta representa una generalizacién de la digrafica
de clases de color, la cual es indiscutiblemente una herramienta bastante atil al momento de comprender el
comportamiento global de una m-coloracién en digraficas. Con ello, la digrafica de H-clases result6 ser un gran
auxiliar para encontrar condiciones de existencia de (k, [, H)-nlcleos, como puede verse en los capitulos 5y 6 de
este trabajo. En dichos capitulos, exploramos las propiedades de la digrafica de H-clases desde diversos angulos:
propiedades estructurales, condiciones ciclicas, (k,[)-ntcleos, digrafica de lineas, digrafica de clases de color,
etc. Todo ello con la intencién de estudiar el comportamiento de la digrafica de H-clases y obtener condiciones
suficientes para la existencia de (k, [, H)-ntcleos. Como consecuencia de los resultados aqui presentados, se ob-
tuvieron diversos corolarios para nicleos usuales, k-nicleos, nicleos por trayectorias monocromaticas, nicleos
por trayectorias alternantes y nicleos de k& cambios propios. Incluso algunos teoremas importantes de niicleos
fueron generalizados, como el teorema de Richardson para digraficas fuertemente conexas, el teorema de Kwas-
nik, y diversos resultados previos referentes a existencia de nicleos en generalizaciones de torneos. Por altimo,
retomamos la idea de las digraficas .7#-pancromaticas, definimos las digrafica (k, .7¢)-pancromaticas, las cuales
son un tipo de digrafica tales que, sin importar el patrén de color H ni la H-coloracién, estas siempre tendran
un (k, H)-ntcleo por trayectorias. A lo largo del capitulo 7 pudimos mostrar que algunas generalizaciones de

torneos entran dentro de esta nueva categoria de digraficas.

Después de todo lo anterior, sélo queda decir que el trabajo realizado en esta tesis nos permitié responder
diversas preguntas que nos habiamos planteado al inicio del trabajo, pero que fueron abriendo el camino a
muchas otras que no nos fue posible abordar por cuestiones de tiempo. Por ejemplo, si existen patrones de
color H para los cuales el concepto de (k, H)-independiente por caminos y (k, H)-independiente por trayec-

torias sean equivalentes. O si existen patrones de color para los cuales es equivalente el concepto de conjunto
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(I, H)-absorbente por caminos y (I, H)-absorbente por trayectorias. También nos planteamos condiciones que
garanticen la existencia de particiones en H-clases, pues vimos que estas no siempre existen. Mas aun, existi-
ran patrones de color H, ademas de los patrones monocromaticos, bajo los cuales una digrafica H-coloreada
siempre tenga una particion en H-clases? Con respecto a los resultados referentes a existencia de (k, H)-nicleos
en generalizaciones en torneos es sabido que algunas de los valores k para los cuales es posible garantizar la
existencia de un (k, H)-nucleo por trayectorias puede reducirse para el caso particular de los k-nacleos, en
cuyo caso, jsera posible mejorar los valores de k para los resultados mostrados por nosotros? Dichas preguntas

pueden quedar como un inicio para futuros temas de investigacién.
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