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Introduccion

En esta tesis se presentan la bases de la teoria de integracion estocastica, un
tema principal en el estudio moderno de la probabilidad. El principal objetivo es
proporcionar al lector una referencia clara y concisa sobre la construccion del proceso
de integral estocéstica de Ito, respecto de una semimartingala continua X,

t
(V-X)tz/ VidXs
0

y sus principales propiedades. Asi como exponer la estructura de distintas clases de
procesos estocésticos, principalmente para la clase de las semimartingalas continuas.

A lo largo de tres capitulos buscamos exponer la base, la construcciéon y la estruc-
tura de una teoria de integracion estocastica general.

Concretamente, en el primer capitulo presentamos conceptos y métodos requeridos
en el desarrollo posterior, mediante un breve recordatorio de lo que es un proceso
estocastico, las distintas formas de estudiarlos y la exposicion de tres grandes clases
de procesos estocasticos: procesos medibles, procesos adaptados y progresivamente
medibles. En especial, buscamos generar familiaridad con esta tltima clase pues nos
limitaremos a integrar procesos estocasticos pertenecientes a ella.

El segundo capitulo tiene dos grandes objetivos:

I Mostrar la existencia de un proceso adecuado de integral estocastica [VdA
respecto de procesos de variacion finita, basados mayormente en la teoria de
integracion de Lebesgue-Stieltjes.

IT Demostrar la existencia de los procesos de variacion cuadratica [M] y de cova-
riacion [M, N|, para cualesquier dos martingalas locales M y N, a partir de los
cuales construimos y caracterizamos al proceso de integral estocastica [ VdM,
concluyendo con una discusién de la famosa isometria de Ito.
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En el tercer capitulo, extendemos la integral estocastica para considerar semi-
martingalas continuas X = M + A como procesos integradores y establecemos las
principales propiedades del proceso extendido

t t
(V-X)t:/ vdeer/ V.dA, .
0 0

Posteriormente, nos enfocamos en exponer la estructura de la clase de semimartinga-
las continuas dentro de la teoria de integracion estocastica. Esto tltimo lo hacemos
mediante la exposicion de dos resultados principales: la Formula de It6 y el Teorema
de Girsanov.

Durante el texto presentamos algunos ejemplos que clarifican a los resultados
principales y que motivan el interés sobre sus posibles aplicaciones en diversas areas.

La inspiracion de realizar un trabajo como el presentado a continuacion surge
de la poca oferta de libros béasicos en espanol que mantengan la generalidad en el
desarrollo de una integral estocastica, ya que si bien las propiedades del movimiento
browniano hacen que la integral estocastica f V.dB, sea de un interés central, una
teoria més general enriquece de conceptos y métodos probabilisticos cuya utilidad no
se limita a la integracion estocastica o a las ecuaciones diferenciales estocasticas.



Capitulo 1

Procesos Estocasticos

El objetivo de este capitulo es exponer de forma concisa distintas clases de procesos
estocasticos y las principales relaciones entre ellas, fundamentales para el desarrollo
de los siguientes capitulos.

En la Seccion 1.1, damos una definicion general de lo que es un proceso estocés-
tico y presentamos los distintos objetos matemaéticos que surgen de esta, necesarios
para analizar las distintas caracterisiticas de un proceso. Presentamos las principa-
les maneras de definir igualdades entre procesos estocasticos y establecemos algunos
detalles importantes a considerar.

En la Seccion 1.2, desarrollamos las clasificaciones de procesos medibles, adaptados
y progresivamente medibles. En donde buscamos mostrar como se relacionan entre si
y la importancia de sus consecuencias en la teoria de integracion a desarrollar.

1.1. Conceptos Béasicos

Dado un espacio de probabilidad fijo (€2, @7, P), un elemento aleatorio es cualquier
mapeo medible £ de € en un espacio medible (S, S). La naturaleza del espacio 2 pierde
interés, salvo en casos especificos, al considerar la medida inducida en .S, conocida
como la distribucion de &:

LE)[B]=(Po&")[B] ; BeS.
Decimos que dos elementos aleatorios £ y 1, en un espacio medible comun S, tienen

la misma distribucion si £(§) = L(n), situacion que denotamos como § <.

El interés particular en ciertos espacios S justifica la asignaciéon de términos pro-
pios, nombrando a un elemento aleatorio £ como una wvariable aleatoria en el caso
S = R1 y mas especificamente, como un vector aleatorio cuando S = R
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Diversas situaciones requieren para su total descripcion la consideracién de no
una, si no una colecciéon de variables aleatorias indexadas adecuadamente. Esta es la
idea detras de la siguiente definicion.

Definicién 1.1.1 Dado un espacio de probabilidad (2, o7, IP) fijo, un proceso es-
tocdstico es una coleccion de variables aleatorias indexadas por un conjunto T', de-
notada por (Xy)ier-

El conjunto 7" es conocido como el espacio parametral del proceso y usualmente
esta relacionado con alguna nociéon temporal. En este trabajo nos enfocamos prin-
cipalmente en los procesos estocdsticos a tiempo continuo (T = R,), debido a su
aplicabilidad en la descripcion de sistemas que evolucionan con el tiempo de forma
aleatoria. En adelante, la notacion (X;);>o hace referencia a un proceso a tiempo
continuo.

De la definicién anterior se desprenden distintos objetos matematicos que des-
criben distinta informacion caracteristica del proceso, utilizando el mas conveniente
segin la situacion. Esto es, dado un proceso estocéstico (X;)er, para cada t € T fija,
recuperamos una variable aleatoria

X(): Q=R | wi X(w); weQ
Mientras que, para cada w € ) fija, obtenemos la funciéon
X(w,):T =R | t X(w,t):=Xi(w); teT
conocida como la trayectoria del proceso respecto de w.

En este trabajo buscamos definir un nuevo proceso Y;(w) = [ ! Vs(w)dX (w, s) que
concuerde con la nocién de integrar las trayectorias de V' respecto de las trayectorias
de un proceso X, para una gran clase de procesos V. Destacamos que esta es solo la
motivacion detras de la construccion a realizar, el proceso Y resultara ser un limite
(en L?*(P)) de procesos méas simples y no tiene mucho sentido pensarlo de forma tra-
yectorial.

Ejemplo 1.1.1 (Proceso de Saltos.) Sea {U, },en una coleccion de variables alea-
torias i.i.d, uniformes sobre el intervalo [0, 1], cuyas distribuciones equivalen a la
medida de Lebesgue en dicho intervalo. Definimos,

Xi =Y Undlpnun)(t) ; t>0.

n>0

X, es una variable aleatoria al considerar que las funciones medibles son cerradas
bajo la suma y el producto. Por tanto, (X;);>¢ es un proceso estocastico, constante
por pedazos y con trayectorias continuas por la izquierda. En general, a los procesos
definidos similarmente se les conoce como procesos de saltos.
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Figura 1.1 Trayectoria de una realizaciéon del proceso X.

La definiciéon anterior no es la tnica manera de establecer lo que es un proceso
estocéstico, pero si la mas comin e intuitiva. Para presentar una interpretacion equi-
valente pero menos elemental, introducimos la siguiente terminologia.

Dado un espacio de medida (S,S) y un conjunto 7', denotamos mediante ST a la
clase de funciones f : T' — S, y como ST a la o-algebra en ST generada por los
mapeos de evaluacion {m, : ST — S; t € T}, dados por m(f) = f(t). La pareja
(ST, 87) es un espacio medible bien definido.

Lema 1.1.1 Sea un espacio de medida (S,S), T un conjunto indexador y U un
subconjunto de ST. Una funcion H : Q — U es U N ST -medible si, y solo si, la fun-
cion ¢y ;=m0 H : Q) — S es S-medible para cada t € T.

Prueba: La medibilidad de H respecto de U N ST es equivalente a la medibilidad
respecto de ST, por lo que el resultado es inmediato al considerar que ST es generada
por los mapeos ;.

O
Asi, asociando a cada w € () con su respectiva trayectoria del proceso X
wi— X(w) = {(t, X¢(w)) : t €T},

es posible entender a las variables aleatorias X; como la composicion X; = m; o
X (w). Esto justifica entender al proceso como un solo elemento aleatorio en el espacio
medible de las funciones de T' en R¢, (R9)7T.
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1.1.1. Tipos de Igualdad entre Procesos Estocasticos

La ultima interpretacion posibilita definir un tipo igualdad entre procesos esto-
casticos basados tnicamente en su distribucion. Para esto, resulta importante notar
que a cada proceso (X;)ier es posible asociarle una familia de medidas definidas en
RF: k € N, conocidas como las distribuciones finito-dimensionales del proceso X,
definidas como

,utl,_“,tk = E(th, ...,th) ) tz - T, 1 S 7 S kf S N+ .

Destacamos que es posible comparar las distribuciones finito-dimensionales de dos
procesos, incluso si estos estan definidos en distintos espacios de probabilidad. Atun
més, esta familia de distribuciones determina propiedades importantes del proceso,
especialmente a la distribucion del proceso £(X). ([I4], p. 84)

Basados en estos hechos establecemos el tipo de igualdad més general para pro-
cesos estocasticos.

Definiciéon 1.1.1 Sean dos procesos estocdsticos (Xy)er y (Yi)ier definidos en espa-
cios de probabilidad (Q, o7 ,IP) y (', o' '), respectivamente. Decimos que los proce-
sos son equivalentes si tienen la misma familia de distribuciones finito-dimensionales.

En cambio, para procesos estocésticos definidos en un mismo espacio de proba-
bilidad existen dos principales tipos de igualdad: Uno para identificar la situacion
cuando las variables que conforman ambos procesos son iguales una a una c.s., y otro
que identifica la igualdad casi segura entre sus trayectorias.

Definicion 1.1.2 Sean (X;)ier, (Yi)ier dos procesos estocdsticos definidos en un mis-
mo espacio de probabilidad (2, </ ,IP). Decimos que:

1) (Xi)ier es una version de (Y;)ier si para todat € T, X; =Y, c.s.
ii) (Xi)ier es indistinguible de (Yy)ier si PH{X: =Y, Vt € T} = 1.

Es inmediato reconocer que la indistinguibilidad implica que los procesos sean una
version del otro y en consecuencia, que sean equivalentes entre si. Es decir,

Indistinguible = Version = Equivalente

Las implicaciones reciprocas no suelen ser ciertas, pero existen condiciones bajo las
cuales hay uniformidad entre los distintos tipos de igualdad. Por ejemplo, cuando los
procesos son continuos o cuando el espacio parametral es discreto, es posible probar
que el ser una versiéon implica el ser indistinguible.
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En general,dado un proceso X, los distintos tipos de igualdad cobran relevancia
al asegurar la existencia de un determinado proceso Y que conserve la esencia del
proceso original pero que también satisfaga nuevas propiedades convenientes.

Posiblemente el resultado mas importante en involucrar algtin tipo de igualdad
entre procesos estocasticos es el Teorema de Continuidad de Kolmogorov, el cual da
condiciones para que un proceso tenga una version continua.

Teorema 1.1.1 (Continuidad de Kolmogorov.) Sea (Q,.o/,P) un espacio de
probabilidad y (Xt)i>0 un proceso estocdstico definido en él. Si existen nimeros reales
positivos «, B, ¢ tales que

E[|X; — X,|*] <t —s|"*7 5 s,t € Ry

entonces existe un proceso Y con trayectorias continuas, tal que es una version de X .

1.2. Clasificaciones de procesos estocasticos

En el estudio de los procesos estocasticos y particularmente en su clasificiacion,
se hace uso de distintos criterios, ya sea el tipo de espacio parametral del proceso,
la continuidad de las trayectorias o la dependencia entre las variables que conforman
un proceso. Los distintos criterios, por variados que sean, pueden ser divididos en dos
grandes grupos: Analiticos y Probabilisticos.

La principal diferencia entre ellos es, esencialmente, que los primeros estan en-
focados en el comportamiento de las distribuciones, vistas como funciones, de los
procesos estocésticos y/o las variables que los conforman. Por su parte, los métodos
probabilisticos se enfocan directamente en las relaciones entre las variables aleatorias,
entendidas como elementos en espacios de probabilidad.

En esta seccion estudiamos clasficaciones relacionadas con la medibilidad de las
variables que componen al proceso o del proceso mismo, visto como una sola funcién.
Claramente estas son de naturaleza probabilistica. Especificamente, exponemos los
principales resultados de tres grandes clases de procesos estocasticos:

= Procesos Medibles
= Procesos Adaptados
» Procesos Progresivamente Medibles

cuya importancia no se limita a la teoria de integracion estocastica.
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1.2.1. Procesos Medibles

Dado un proceso a tiempo continuo X, es particularmente conveniente considerar
al proceso como una funcién del espacio producto  x R, en R?, esto es:

X (4, P) x (Ry, BR,)) — (RY, BRY) | (w,t) = X(w,t) = X;(w) |

Notamos que no todos los procesos vistos de esta manera son una funciéon medible.
Por ejemplo, si V & ZB(R,) entonces el proceso X;(w) = Lpevy 5 (w,t) € @ x Ry no
es medible respecto la o-algebra producto &7 @ B(#., ). Pues para cualquier B € #(R)
que no contenga al 0 pero si al 1,

{(wt): X, (W) eBY=Qx{teV}=QxV ¢ o ® BR,) .

Esto justifica la siguiente definicion.

Definicion 1.2.1 Un proceso estocdstico (X;)ier definido en un espacio de proba-
bilidad (2, .2/ ,P), es un proceso (conjuntamente) medible, si el proceso visto
como funcion de Q x T en R?, es medible respecto la o-dlgebra producto o/ @ B(T).

La importancia de que un proceso sea medible es evidente al considerar la aplica-
bilidad de toda la teoria de funciones medibles, ya sea permitiendo aproximaciones o
desigualdades convenientes.

Como un ejemplo concreto dentro de la teoria de integracion estocastica presenta-
mos la siguiente aplicacion del Teorema de Fubini-Tonelli, especialmente importante
al momento de definir la clase de procesos sobre los cuales tiene sentido una integral
estocéstica respecto de un movimiento browniano:

Teorema 1.2.1 (Fubini-Tonelli.) Sean p y v dos medidas o-finitas definidas en es-
pacios medibles (E,E) y (F,F), respectivamente. Entonces existe una unica medida
p v sobre (Ex F,EQ F) tal que (n@v)(BxC)=puB)w(C) ; Be& CeF.

Audn mds, para cualquier funcion medible f : E x F — R, se cumple:
i) La funcion x — [ f(z,y)v(dy) es E-medible,
ii) La funcion y— [ f(z,y)p(dz) es F-medible,

iii) y se satisface la igualdad de integrales:
[ st = [ ([ samian) utao) = [ (s pputao)) vian)

Los puntos 1, 2 y 3 siguen siendo vdlidos para cualquier funcion f: E x F — R que
sea integrable respecto de la medida p ® v.
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Entonces, dado un proceso medible (X});>¢ definido en un espacio de probabilidad
(Q, «,P), nos enfocamos en su potencia al cuadrado X? que vuelve a ser un proceso
medible y que satisface las hipotesis del teorema anterior. Por lo que la funciéon

MH/OOXL?(M) ds (1.1)

es .@/-medible, siendo posible definir la esperanza

([ sta] 2 ra] - [ ([ rere) o

Destacamos que al definir a la funcion en (1.1)) se requiere que el mapeo
XQ(W7'):R+_>R+ | tHXQ(wvt):XtQ(w) )
sea una funcion Z (R, )-medible para toda w € ). Esto también se sigue de la medi-

bilidad de X ([21], p. 63).

Naturalmente, es posible establecer los resultados analogos relacionados con la
seccion w — X?(w,t) para t > 0, que en conjunto permiten el intercambio de inte-

[l [ ([reom)es [axa

1.2.2. Procesos Adaptados

Desarrollamos ahora el concepto de adaptabilidad, del cuédl surgen una variedad
de objetos matematicos tan necesarios como naturales en el estudio de los procesos
estocasticos.

Definicién 1.2.2 Dado un espacio de probabilidad (0,27, P) y un conjunto T C R,
una filtracion en T es una familia {F;}ier no-decreciente de sub o-dlgebras de < .

Hoy en dia es ampliamente aceptada la idea de Doob: el contexto adecuado para
estudiar procesos estocasticos es el de un espacio filtrado (2, &7, %7, P); es decir, un
espacio de probabilidad (€2, .o/, P) equipado con una filtracion Fr = {F; }ier.

De hecho, cada proceso estocastico (X;);er induce de manera natural una filtracion
en su espacio parametral, conocida como la filtracion candnica de X, en donde

T =o({Xs;s < t}) ,

es la o-algebra generada por las variables aleatorias X, s < t.
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Es decir, la o-dlgebra mas chica contenida en .o/ para la que todas las variables
{Xs; s <t} son funciones medibles. Notamos que en particular, cada variable X es
medible respecto de .%;. La siguiente definicién generaliza esta situacion.

Definicion 1.2.3 Un proceso estocdstico (Xy)ier, definido en el espacio (2, o | Fr,P),
es adaptado a la filtracion Fr si para toda t € T, X, es F-medible.

El concepto de adaptabilidad resulta estar relacionado estrechamente con la inter-
pretacion temporal del pardametro ¢ de un proceso estocastico X;. Esto es porque en
ciertos contextos, como al considerar un proceso a tiempo continuo y una filtracion
a tiempo continuo %>y = Fr,, la adaptabilidad de un proceso puede ser interpre-
tada como que, para cada tiempo t, la o-algebra .%; contiene toda la informacion de
los eventos observables del proceso hasta el tiempo en cuestién. En concordancia, la
filtracion candnica de un proceso cumple con ser la filtracién mas chica para la cual
el proceso es adaptado/l]

Por otra parte, asi como es posible generar una filtraciéon dado un proceso esto-
castico, también es posible generar nuevas filtraciones a partir de una filtraciéon dada.
Destacamos que, a diferencia de la interseccion, la uniéon arbitraria de o-algebras NO
es siempre una o-algebra, razon por la que en adelante denotamos mediante \/, .%; a
la minima o-algebra que contiene a la union |J; %;.

Entonces, dada una filtracion .%#;>o definimos dos nuevas filtraciones asociadas como

Ty =F, F=\Z | F=()F ;t=0

s<t s>t

con V507 = Vizo Z = Vs P una o-dlgebra a la que denotamos por F.

Notamos que para toda t > 0, se cumplen las contenciones
F. CFHC I

Mostrando que, en particular, todo proceso .%;-adaptado también es .Z, -adaptado.

A partir de ahora, siempre que el conjunto T sea lo suficientemente claro, una filtra-
cion { % }er puede ser denotada simplemente como .%;.

En el caso que se cumpla la igualdad en filtraciones .7, = .%,", decimos que la
filtracion es continua por la derecha. Esta es una suposicion clave en el estudio de
martingalas, pues suponiendo esta propiedad sobre la filtracion .%; de nuestro espacio
filtrado, es posible probar que todas las .#;-martingalas tienen una versién cadlag y
por tanto, limitarnos a trabajar con martingalas de este tipo. Esencialmente, este es
el resultado principal del Teorema de Regularizacion de Doob.

en el sentido de que si X es adaptado a la filtraciéon o7, entonces %, C o para toda t € T
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Otra situacion importante es cuando para toda t € T, la o-algebra .%; contiene
a todos los conjuntos P-nulos, en cuyo caso decimos que la filtracion es completa o
alternativamente, que el espacio de probabilidad filtrado (€2, o7, %, P) es completo.

En particular, en este trabajo resultara 1til establecer la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.1 Dado un espacio de probabilidad filtrado y completo (0, o7 , F, P),
i) Un limite c.s. de procesos adaptados es un proceso adaptado.
ii) Un proceso indistinguible de un proceso adaptado también es adaptado.

Prueba: Supongamos que, para cada t > 0, existe una sucesion {XF},cn de variables
aleatorias .#;-medibles y un conjunto de medida cero N € .%;, tales que

Xy(w) = h’]anf(w) ; weQ\N.
Sea entonces a € R y consideremos la descomposicion
Xi ! (la, 00)) = (X ([a, 00]) N N) U (X, ([a, 00]) N (Q\N))

Notando que la primer interseccion es de medida cero, pues es subconjunto de N, es
inmediato que pertenece a .%; ya que la filtracion es completa. Mientras que conside-
rando que el limite de funciones medibles es una funcién medible es claro que

X (Ja,00)) N (Q\N) ={we: h’ian(w) >a} € .F .

Asi pues, X; !([a, oc]) € %, siguiendose que X, es .Z,-medible.

Similarmente, si X es un proceso indistinguible de un proceso adaptado Y, el
resultado del segundo inciso se sigue de la igualdad

X (A) = (X A) n{Xe # Vi H U (X (A) n{X, = V2})

= (X, () Nn{X, Y H Uy H(A),
valida para cualesquiera A € Z(R), t > 0.

En conjunto, las condiciones anteriores son sumamente convenientes dentro de la
teoria de los procesos estocasticos, por lo que comtnmente se dice que una filtracion
Fi>o satisface las hipotesis habituales si es continua por la derecha y completa.
Resulta entonces relevante mostrar como toda filtracién %> puede ser extendida a
una filtraciéon completa y continua por la derecha.
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Dado un espacio filtrado (2, o7, >0, P), consideramos la o-dlgebra completada
o ={AUN:Ac o ,NecN},

endonde N ={ACQ:3Bec .« (AC B, P(B)=0)}. A su vez, consideramos a la
colecciéon de conjuntos con medida cero dentro de o7

Ny={AcA; PA) =0}

y definimos, para cada t > 0,

ﬁt = U(ﬁt,Nd) .
Cumpliendose que .# ;> es la extension completa mas chica de .%#;>o. Similarmente,
Z.L, es la extension continua por la derecha mas chica de Z>¢. Estas operaciones
conmutan y en conjunto definen a

G=(7")=(F)" 1 t20

la minima extensiéon completa y continua por la derecha de .#;>, conocida como su
filtraciéon aumentada.

Dado un proceso estocastico, un objetivo natural es determinar la ocurrencia de
eventos especificos relacionados con el proceso. Es en este sentido que se introducen
los tiempos de paro, variables aleatorias valuadas en el espacio parametral del proceso
que solo requieren de la informacién disponible en .%; para determinar si un evento
ha ocurrido, o no, al tiempo ¢.

Definiciéon 1.2.4 Una variable aleatoria T valuada en T U {+oc} es un tiempo de
paro respecto de una filtracion Fr, si para toda t € T se cumple que {T <t} € .%;.
Es decir, si el proceso X; = 1;<4y 5 t €T es Fr-adaptado

Destacamos que toda constante ¢ € T es un tiempo de paro, asi como que el
minimo (A) y el maximo (V) de dos tiempos de paro también forman un nuevo
tiempo de paro. Aun mas, dado un tiempo de paro 7 es posible inducir una o-élgebra

Fr={AcF; An{r <t}te F, teT}

cuya interpretacion, similar a la de adaptabilidad, es que contiene toda la informacion
de los eventos observables hasta el tiempo de paro 7. Cumpliendose que si 7y ¢ son
dos tiempos de paro tales que 7 < o, entonces .Z, C .%,.

La importancia de los tiempos de paro en la teoria de procesos estocasticos no
puede ser exagerada. En especial, porque los tiempos de paro nos permiten considerar
un cierto grado de aleatoriedad en la definiciéon de variables aleatorias y procesos
estocasticos.

2En este punto la notacién P hace referencia a la tinica extension de la medida original sobre la
o-algebra completada, </ (|21, p. 40).
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Dado un proceso X en un espacio de probabilidad filtrado (2, &7, %7, P) y un
tiempo de paro 7 respecto de la filtracion %7, es posible definir una nueva variable
aleatoria para cada realizacion del tiempo de paro, como:

Xr(w) = 1)<} " Xr@)(W) 5 we,
y un nuevo proceso estocastico,
X[ (w) = Xiprwy(w) 3 teT, wef.
Este tipo de procesos "detenidos" juegan un papel central en los siguientes capitulos.

El siguiente ejemplo puede ser considerado como una extension a los procesos de
saltos presentados en el Ejemplo 1.1.1, permitiendo considerar ahora intervalos de
saltos definidos aleatoriamente.

Ejemplo 1.2.2 (Procesos Simples.) Sean {7,},en una coleccion de tiempos de
paro tales que 7, T 00, v {&, }nen una coleccion de variables aleatorias adaptadas a la
filtracion {.%,, }en. Definimos el proceso simple V,

Vi = ka A (t) 5 20
P

La naturaleza de un proceso simple permite definir para cualquier proceso X, un
proceso de integral estocéstica elemental V - X, como:

(V-X)tE/VdX ng X[ - X)) ;620

Notamos que la serie converge debido a que solo hay un ntmero finito de términos
no nulos, que (V- X)g = 0 y que ademés V - X hereda las posibles propiedades de
continuidad de X.

1.0-

| 1-
0.5-
= =
0.0- >—[ o-
05~
-

0 2 4 6 00 25 5.0
t

Figura 1.2 Trayectoria de dos realizaciones de un proceso simple.
Destacamos que los saltos se dan en distintos puntos.

Nuestro principal objetivo en los siguientes capitulos es extender la idea de esta
integral a una clase mas general de procesos V.
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1.2.3. Procesos Progresivamente Medibles

La definiciéon de la integral estocéstica se limita por necesidad a cierto tipo de
procesos con particularidades técnicas muy especificas, en particular se requiere que
los integrandos sean progresivamente medibles respecto de cierta filtracion asociada
con el proceso integrador. A continuaciéon exponemos los principales resultados rela-
cionados al concepto, esto con el fin de entender la naturaleza e importancia de tal
condicion.

En adelante, dado un conjunto A, denotamos como %4 a la o-algebra formada

por los conjuntos de Borel del conjunto A.

Definicion 1.2.5 Un proceso estocdstico (Xt)i>o definido en un espacio de probabili-
dad (2, o7 ,P) es progresivamente medible, o simplemente progresivo, respecto la
filtracion {F: }i>0, si para cada t > 0, la restriccion del proceso a € x [0,t] es medible
respecto la o-dlgebra producto Fy @ By 4.

Algunas de las consecuencias de ser progresivo pueden ser consideradas analogas
a las expuestas sobre la medibilidad de un proceso, lo que es natural al considerar el
siguiente resultado.

Proposicion 1.2.2 Todo proceso progresivamente medible es medible.
Prueba: Supongamos que un proceso X : Q x R, — R? es progresivamente medible
con respecto a una filtracion Z;>q y sea B € %B(R?), es sencillo verificar la igualdad

X1(B) = J(@x [0,k) nX1(B))

k>1
en donde, para cada k € NT, el hecho de ser progresivamente medible asegura que
Qx[0,kh)NXHB) e o PBloy C A RA .

Es decir, X ~!(B) es igual a una unién numerable de elementos de &7 ® % y por tanto
un elemento de la o-algebra producto.

g

A diferencia de lo expuesto sobre procesos medibles, para un proceso progresivo X
resulta relevante establecer explicitamente resultados sobre la seccion w — X (w, t).
Notemos que dado un tiempo fijo ¢t € R, la funcién

X(,9): Q=R | w— X(w,s)
es .Z;-medible para cada s < t. En particular, la variable aleatoria X; es .#;-medible.

Proposicién 1.2.3 Todo proceso progresivamente medible con respecto a una
filtracion Fi> es adaptado a la misma filtracion.
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En resumen, la propiedad de ser progresivo es mas fuerte que la propiedad de ser
medible y/o adaptado. Asimismo, su definicién es mucho menos intuitiva y generar
una interpretacion del concepto es més complicado.

Buscando facilitar el entendimiento del concepto, consideramos lo siguiente:

Dado un proceso progresivo X y un tiempo fijo t > 0, definimos
Y = Xlaxpyg | Y(ws):=X(w,s) ; 0<s<t, we.

Notando que, en particular, cada variable Y, es medible respecto .%;, esto define un
proceso estocdstico (Ys)s<i en el espacio restringido (€2, ., IP’]%)H Atn mds, Y es un
proceso medible respecto de la o-dlgebra producto ., @ By y adaptado respecto de
la filtracion {Fs} <.

Es decir, un proceso progresivo X tiene la estructura suficiente para que toda la
informacion del proceso hasta un tiempo ¢ € [0,00) este compactada de tal forma
que nos permita considerar a las variables {X; : s < t} como un proceso medible y
adaptado por si mismo.

Asi, en analogia con la seccién de procesos medibles, se asegura la correcta defi-
niciéon y el intercambio de integrales

t t
E[/des]:/E[Xf]ds ;>0
0 0

Si ademés X es positivo o intregrable respecto de la medida producto P ® A, resulta
que el proceso definido por

(X - ds)(w) := /OtXS(w) ds ; te[0,00), we

es adaptado a la filtracion {.%; };>0. Esta es una propiedad que buscaremos preservar
bajo una gran variedad de medidas distintas a la de Lebesgue.

Por otra parte, anteriormente se mostré como a partir de un tiempo de paro es
posible definir nuevos elementos aleatorios. Ahora veremos que consecuencias tiene
el que un proceso sea progresivo sobre este tipo de objetos.

En especial, el primer inciso de la siguiente proposiciéon muestra un mecanismo
para construir una coleccién de variables aleatorias adaptadas a una filtraciéon indu-
cida por tiempos de paro (Z,, )nen. Esto resulta util al momento de definir procesos
simples como en el Ejemplo 1.2.2.

3P| #, denota la restricion de la medida P a la sub o-algebra %,
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Proposicion 1.2.4 i X un proceso progresivamente medible y T un tiempo de
paro, ambos respecto a una filtracion Fr, entonces:

i) X, es una funcion medible respecto de la o-dlgebra inducida por T, F,.
i) X7 es progresivamente medible respecto de la filtracion Fr.

Prueba :

i) Sea t € T. Dado que 7 es un tiempo de paro, para cualesquiera 0 < a <b <t
{weQ:T(w)Ate(a,b)}={we:7(w) <a}N{weN:T(w) <b}

eﬁaﬂybggta

mostrando que la funcién w — 7(w) At es HBjoy/F-medible y en consecuencia, que
w— (w, T(w) At) es (F ® Bjoy) | F: -medible. Mientras que como X es progresivo,
la restriccion (w, s) — X(w, s), s < ¢ es una funcion Bjg o)/ (Fi @ Bo) -medible y
por tanto, la composicion

W (W, T(W) At) = X(w, T(w) A t) = Xewne(w)
resulta ser una funcion 2 — R medible respecto de .%;. Asi, dado B € Z(R)
{(XreBin{r <t} ={weQ: X, nulw) € B}n{r <t} € % .

Siguiendose que {X, € B} € .Z,.

ii) Sea t € T. Retomamos que, para cada s < t, la funcion w — 7(w) A s es
B4/ Fs-medible y por tanto, medible respecto de .%;. Siguiendose que la funcién

Qx[0,t] = [0,t] | (w,s)—~7T(w)As

es Bloy/ ('@[Ovﬂ ®fft)—medible y similarmente, (w,s) — w es F;/ (@[o,t] ®ﬁt) -
medible. En consecuencia, el mapeo

Qx[0,t] > Qx[0,t] | (w,8) = (w,7(w)ASs)

es medible respecto de %)y, ® #;. Ademas, dado que X es progresivo se tiene que
(w, s) = X,(w) , s <t esuna funcion B(R)/ (B ® F:) -medible.

Por tanto, el mapeo
Ox0,t] =R | (w,s) = X(w,7(w) As) = Xrwyns(w)
es B(R)/ (,%’[O,t] ® ft) -medible. Concluyendo que X7 es progresivo respecto de .

i
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Naturalmente, después de explorar las principales consecuencias, surge la necesidad
de buscar condiciones para asegurar que un proceso sea progresivamente medible.

Proposicion 1.2.5 Si un proceso (X;)i>o es adaptado a la filtracion (%) y todas
sus trayectorias son continuas por la izquierda o continuas por la derecha, entonces
el proceso es progresivamente medible respecto a la filtracion F;.

Proposicion 1.2.6 Sea (X;)i>0 un proceso adaptado a la filtracion (F)i>o con tra-
yectorias continuas y f : R — R una funcidn medible. Entonces el proceso (f(Xy))i>o
es progresivamente medible con respecto a la filtracion dada.

Notese entonces que dado un proceso adaptado, basta comprobar las hipotesis del
Teorema de Continuidad de Kolmogorov (Teorema 1.1.1) para asegurar la existencia
de una version progresivamente medible.

Asimismo, el siguiente teorema asegura la existencia de una version progresiva
para cualquier proceso medible y adaptado. Este resultado puede llegar a ser consi-
derado como el reciproco de las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.3.

Teorema 1.2.3 (Doob & Chung.) Sea (X;);>0 un proceso estocdstico medible y
adaptado a la filtracion {F}i>0. Entonces el proceso tiene una version progresiva-
mente medible con respecto a la misma filtracion.

La estructura de la prueba es la siguiente: Primero, demostramos que todo proceso
X tiene una aproximacion por procesos de la forma

Xn(t) = ZYn,kﬂAn,k (),
k

en donde A, son una particiéon formada por conjuntos de Borel del espacio pa-
rametral y Y, son variables aleatorias. Posteriormente, las variables Y,, ;. (que son
aproximacion de X sobre A, ;) son reemplazados por valores exactos de X de tal
forma que las sumas de las expresiones Y, ;14,, definan en conjunto un proceso

progresivo X,,. Finalmente, dados los procesos progresivos X,,, definimos

X =limsup X,, .

n

Este proceso es una version progresiva de X.

Referimos al lector a [I3| para consultar la prueba formal de este resultado, asi
como su motivacion y detalles relacionados con los procesos progresivos.



Capitulo 2

Integral Estocastica

En este capitulo mostramos la existencia de un proceso adecuado de integral
estocastica para procesos integradores de variacion finita y posteriormente, a través
del proceso de variacién cuadratica, construimos la integral estocastica respecto de
una martingala local continua para una clase amplia de procesos progresivos.

En la Secciéon 2.1, exponemos caracteristicas importantes de los procesos de va-
riacion finita y definimos un proceso de integral estocastica respecto de esta clase de
procesos, basados en la teorfa de integracion de Lebesgue-Stieltjes. Presentamos un
resumen de esta teoria de integracion en el Apéndice A.

En la Seccion 2.2, introducimos el concepto de martingala local y probamos la
existencia del proceso de variacion cuadratica [M] y de covariacion [M, N]|, para
cualesquiera dos martingalas locales continuas M y N.

En la Secciéon 2.3, a través de los procesos de variacion cuadratica y covariacion,
construimos y caracterizamos un proceso de integral estocastica [ VdM para una
gran clase de procesos progresivos V', extendiendo la integral estocastica elemental.

Destacamos que a partir de la Secciéon 2.2., hasta el final del trabajo, es necesario
estar familiarizado con la teoria de martingalas a tiempo continuo. Es por esto que en
el Apéndice B enunciamos los resultados indispensables para la comprension del texto.

Mientras que especificamente para este capitulo, en adelante consideramos un es-
pacio filtrado (92, 7, .%>0,P), con %> una filtracion completa y continua por la
derecha. Salvo menciéon explicita, vamos a suponer que:

» Tanto la adaptabilidad como el ser progresivo es respecto de la filtracion .%;>.

» La propiedad de ser medible es respecto de la o-algebra producto #., ® Z(R.).

22
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2.1. Integral Estocastica respecto Procesos de Varia-
cién Finita

En el capitulo anterior, especificamente en el Ejemplo 1.2.1, fue posible definir un
proceso de integral estocéstica trayectoria por trayectoria, descartando la naturaleza
del proceso integrador, dada la estructura de los procesos simples. Sin embargo, para
integrandos mas generales es necesario considerar méas detalladamente las trayectorias
del proceso integrador. Comenzamos por establecer la siguiente definicion.

Definicion 2.1.1 Un proceso X es de vartacion finita si es adaptado y sus tra-
yectorias t — X (w) son finitas, continuas por la derecha y de variacion finita c.s.
St en cambio las trayectorias son finitas, continuas por la derecha y crecientes c.s.,
decimos que X es creciente.

Dado un proceso X y un tiempo ¢ > 0, denotamos por (Vx); =sup ). | Xy, — X3,
a su variacion sobre el intervalo [0,¢], en donde el supremo corre sobre todas las
particiones de la forma A = {0 <ty < t; < ... <t, = t}. De esta manera definimos
un nuevo proceso, sensible a las caracteristicas de X.

Proposicion 2.1.1 Sea X un proceso de variacion finita. Entonces:
i) El proceso de variacion Vx es adaptado y creciente.
ii) Para cualquier tiempo de paro 7, (Vx)™ = Vixny .

Prueba: i) Sea t > 0. Notamos que (Vx); = sup ) ;| Xq,, — X/, donde el supremo
corre sobre las particiones de [0,¢] contenidas en Q.. Dado que solo hay un nimero
contable de tal particiones y que X, es #-medible para ¢ < t, obtenemos que (Vx); es
el supremo de una coleccion numerable de sumas de variables aleatorias .%; medibles.
Por tanto, (Vx); es .%;-medible.

ii) Sea w € (2 fija. Considerando el supremo sobre las particiones de [0,¢ A 7(w)]

n—1 n—1
(Vi)inr@w) = sup Y [Xey, () = X, (@) = sup ) X7 () = X7 ()]
1=0 =0

= (Vxr)inr(w) (W) < (Vxr)e(w).
Similarmente, considerando ahora el supremo sobre las particiones de [0, ¢,

n—1

n—1
(Vir)i(w) = sup Y X7 (@) = X[ (@) = sup > [ X 4 (@) = Xyiar(en) (W)]
=0 1=0

< (Vx)inr(e)(@)- 0



CAPITULO 2. INTEGRAL ESTOCASTICA 24

Denotamos por V, al espacio de procesos de variacion finita que empiezan en cero y
como V; al subconjunto de Vy compuesto por los procesos crecientes. Por la propo-
sicion anterior, es claro que para cualquier proceso en Vy, su proceso de variacion es
un elemento de V.

Ademés, en consideracion de la Proposicion A.2, notamos que todo proceso adap-
tado con trayectorias finitas, continuas por la derecha y monétonas es de variacion
finita. Asi como que la descomposiciéon de un proceso X como la resta de dos procesos
en V; es equivalente a que el proceso sea de variacion finita.

Lema 2.1.1 Sea A un proceso adaptado con trayetorias finitas, continuas por la
derecha y que empieza en cero. Entonces A € YV, si, y solo si, existen procesos

AT AT € Vi tales que A= AT — A™.

La naturaleza de un proceso de variacion finita A € V), posibilita su uso como proceso
integrador y atn mas, permitira definir para una gran clase procesos H un tinico c.s.
proceso de integral estocastica (H - A) € Vy, tal que la variable aleatoria (H - A); sea
equivalente a la integral ordinaria de Lebesgue-Stieltjes fg HdA, para cada t > 0.

Destacamos que la importancia del siguiente teorema no radica en mostrar la exis-
tencia de la integral [ HdA, si no en aseguar la existencia de un proceso en Vy que
concuerde con ella.

Teorema 2.1.1 Si A € Vy y H es un proceso progresivo e integrable respecto de
A c.s., entonces existe un inico proceso H - A € Vy, tal que (H - A); es igual c.s. a la
integral de Lebesque de H con respecto de A sobre el intervalo [0,t], para toda t > 0.
Demostracion:

CASO 1: A €V, acotado

Sea N = {w € Q: H(w) no es integrable respecto A(w)}, el ctial por hipotesis es de
medida cero. Dado que .%; es una filtracion completa se tiene que N € %t > 0y
en consecuencia,

{(w,s) € 2 x[0,t] | In(w) =1} =N x [0,t] € F, @ Bjoy -

Mostrando que tanto (w,t) — 1y(w) como (w,t) — L xe(w) son procesos progresivos
y por tanto, K := H1yc es progresivo e integrable respecto de A para toda w.
Definimos entonces,

Yi(w) = /Ot K(w)dA,w) : wet>0

un proceso que a cada tiempo ¢t > 0, concuerda c.s. con la integral de Lebesgue de H
respecto de A, sobre cada intervalo [0, ¢].
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Notamos que al ser la integral de Lebesgue respecto de una medida (no-negativa),
es una funcién de variacion finita. Mientras que para comprobar que Y tiene tra-

yectorias continuas por la derecha basta ver que lo son en N¢ dado que Y se anula
dentro de N.

Sea w € N¢y t >0, entonces por el Lema A.1

t+h t+h
Vi) =)l = | [ Hdda@n] < [ 1) aA@L L B2 0,

Por convergencia dominada (considerando la funcion s — |H,(w)|1 (44 (s) para algin
e > 0 adecuado) esto implica que

t+h
imsup [Visn(w) — Yiw)] < lim [ |H.()] [dA@).] =0
h—0 h—0 J,
Mostrando que Y tiene trayectorias continuas por la derecha. Solo falta probar que
es adaptado.

Sea v4(w) la medida inducida por A(w) como en el Lema A.2. Notesé que aqui se
utiliza la hipotesis de que A es acotado para garantizar que (V4)s < +00 sea finita
para toda w € 2.

Por dicho lema, la familia restringida (va(w)|j,4q)weq €s un kernel P-integrable
de (2, %) en ([0,t],PBpy). A su vez, como K es progresivo se tiene que la res-
triccion a Q x [0,] es una funcion %, ® By g-medible. Concluyendo que el mapeo
wre Y, = fot K (w)dAs(w) es F-medible, en consideracion del Lema A.3.

CASO 2: A €V, arbitrario

Definimos la sucesion de tiempos de paro,
T, =mf{t >0]||A]>n} ; n>0.

Estos satisfacen que 7, 1 oo c.s., dado que A € V; . Claramente, para cada n, el
proceso detenido A™ es acotado y pertenece a V. Siguiendose por el caso anterior,
la existencia de procesos H - A™ € V), que coinciden con la integral de Lebesgue de
H respecto de A™ sobre cada intervalo [0, ], ¢ > 0.

Sea entonces el conjunto comin de medida cero

N={we Q] lim7,(w) < oo, H no es integrable respecto de A} .

Anéalogamente al caso anterior, definimos K := H1 . un proceso progresivo y Y; =
fot K dAg un proceso que concuerda c.s. con la integral de H respecto de A, sobre
cada intervalo [0, ¢].
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Notamos que para toda w € N¢,
t t t
Y, = / H,dA, = lim/ Lio,7,)(5) Hd A, = lim/ H AT =lim(H - A™),
0 " Jo mJo "
en donde la segunda igualdad se da por convergencia dominada. Esto muestra que
Y es el limite c.s. de procesos adaptados respecto de una filtraciéon completa, por lo
que Y es adaptado por si mismo. De igual manera se sigue que Y es continuo por la

derecha. Concluyendo Y € V.

CASO 3: A €, arbitrario

Por el Lema 2.1.1 tenemos la descomposicién A = AT — A~ con A* € V. Y asi, por
el caso anterior, sabemos que existen procesos H - AT en V, que coinciden c.s. con la
integral de H respecto de A* sobre cada intervalo [0,], respectivamente. Por tanto,
el proceso

H- A=H -A"—H-A"

satisface las propiedades requeridas del teorema.
0

Ejemplo 2.1.1 Dada {73, 75, ...} una sucesion infinita de v.a.i.i.d exp(}), un proceso
de Poisson homogéneo de tasa A es definido como:

Ny = Z]I{ant} ;o 120

n>0

endonde Wy =0y W, =T\+..+T,,n>1.

Figura 2.1 Trayectoria de un proceso de poisson (A = 2.5)

Es facil verificar que, restringido un intervalo de tiempo finito [0, 7], las trayectorias
del proceso N; son finitas, mondtonas crecientes y continuas por la derecha, por lo
que el proceso (restringido) es de variacion finita y de hecho, un elemento de V; .
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Asi, para cada w € €2, existe una tnica medida py(w) sobre [0, 7] tal que:
MN((CLJ)];(’U) = Nb<w) - Na<w) ) (aa b] - [OvT] .

Siguiendose por el teorema anterior que si H es un proceso progresivo e integrable
respecto de IV c.s., entonces existe un tinico proceso H - N € V), tal que

(H /H JdN(w /HS,uNdsw) cs. 5 t<T.
Atn mas, es posible probar que

~(dz;w) Z Ow,, (w)(dz)

n>0

y en consecuencia,

Ne(w)
(H-N)w) =Y Hw,mw) cs.

Destacamos la dependencia de la w elegida sobre la medida py y la integral (H - N).

Los resultados anteriores son importantes por si mismos y por su relacion con el
tercer capitulo, especificamente al definir la integral estocastica respecto de semimar-
tingalas. Sin embargo, la condicion A € V, del Teorema 2.1.1 no es una limitacion
menor.

Proposicién 2.1.2 Si una martingala continua M pertenece a Vy, entonces M == M,
Prueba: Supongamos s.p.g. que My = 0, bastando probar que M = 0 c.s.

Considerando ahora a V; la variacion de M, definimos S,, = inf{s : V;, > n},n >0
siendo claro que la martingala M*» es de variacion acotada para toda n. Esto simpli-
fica nuevamente el problema, siendo suficiente probar el resultado para martingalas
con variacion acotada, digamos por N € NT,

Sea entonces t > 0y A = {0 =1y < t; < .. <ty =t} una particion de [0, ].
Como M es una martingala, E[M,,,, M,,] = E[E[M,,,, M, |%,]] = E[M}] y por tanto

k—
Z Mtz+l Mtz ]
=0 .

i+1

ZMZH ~ M} =

Asi, por la continuidad de M tenemos que

E[MtQ] S E[‘/t Sujp |Mti+1 - Mt1|] S Nsup |Mti+1 - Mtz’ — 0 ’

conforme |A| — 0. Mostrando que M = 0 c.s.
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Este resultado establece la necesidad de nuevos conceptos y métodos, capaces
de considerar una clase mas amplia que V, como procesos integradores, buscando
abarcar con particular interés al movimiento browniano y en general, a las martingalas
continuas.

2.2. Procesos de Variacion Cuadratica Finita

Definiciéon 2.2.1 Dado un proceso estocdstico a tiempo continuo X y una sucesion
de particiones A, = {0 =ty < t; < ... <ty, =t} del intervalo [0,t] tales que
|A,| = 0, definimos

Fen—1
Q?(X) = Z(Xti-H - Xti)2 .
i=1
Decimos que X es de variacion cuadrdtica finita, si existe un proceso [X] tal que
para toda t > 0, QP (X) converge en probabilidad a [X]; conforme |A,| — 0.

Vie>0 lim P({w: |Q7(X ()~ [Xw)| > <)) = 0.

En caso de existir, el proceso [X] es conocido como la variacion cuadrdtica de X,
siendo la extension en términos probabilistas de la variaciéon cuadratica clésica.

Ejemplo 2.2.1 La variacién cuadratica del movimiento browninano sobre un in-
tervalo [0, ¢] converge en L?(IP) a la longitud del intervalo, es decir:

kn—1

Hm (Bt

— B;,)? =t , en el sentido L*(P) .
[An]—0 i1

i+1

Prueba: Dada una particion A = {0 =ty < t; < ... < ty = t} del intervalo [0, 1],
denotamos ABy, = By,,, — By, y At; = t;41 — t;. Entonces, es sencillo verificar que:

E =E

(D_(aB)* — 1)’

i

(S (AB,) — AL

)

=> Var[(AB,)* — Atj]

=2 (A)* < [2 (m?XAti)(Z At) | =2|Alt .

Mostrando la convergencia deseada conforme |A| — 0.
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El siguiente resultado muestra que el proceso de variacion cuadréatica no genera
redundancia con el proceso de variaciéon. De hecho, considerando la contrapuesta, se
establece que el proceso de variacion cuadratica [X] solo es relevante cuando Vy no
es una opcion.

Proposicion 2.2.1 Sea X un proceso con trayectorias continuas. St X es de variacion
finita, entonces es de variacion cuadrdtica nula.

Por su parte, la siguiente caracterizacion del proceso de variacion cuadratica de
una martingala acotada es clave en el entendimiento del concepto y un paso necesario
para establecer resultados mas generales.

Proposicion 2.2.2 Toda martingala M continua y acotada es de variacion cuadrdtica
finita y el proceso [M] es el inico proceso en Vg tal que M? —[M] es una martingala.
La prueba de este resultado corresponde a la del Teorema 1.3, p. 120 de [22].

2.2.1. Martingalas Locales

Aunque el resultado anterior no considera ni siquiera al movimiento browniano,
siendo insuficiente para nuestros propositos, este puede ser extendido a una clase mas
amplia de procesos que abarca minimamente a las martingalas continuas. Es con este
proposito que introducimos el concepto de martingala local, un tipo fundamental de
proceso estocastico con variacion cuadratica finita.

Definiciéon 2.2.2 Decimos que un proceso estocdastico M, adaptado y continuo por la
derecha es una (F;, P)-martingala local si se satisface que:

i) Ezisten tiempos de paro {1, : n > 1} tales que 1, T o0 c.s.
ii) y para toda n, M™ es una (%, P)-martingala.

Evitamos la notacion (%, P) siempre que el contexto lo permita.

Nota: Comiinmente en la literatura se requiere que los procesos M™ 1, <oy sean
martingalas uniformente integrables, pero considerando los tiempos de paro acotados
Tn A M siempre se asequra tal condicion. En adelante siempre suponemos que My es
constante, por lo que también es posible prescindir del término 1y, <oy -

En este contexto decimos que los tiempos de paro 7, forman una secuencia de loca-
lizacion para (o que reducen a) M, siendo posible encontrar distintas secuencias de
localizacion para un mismo proceso. Este concepto de reduccion por localizacion es
esencial en la teoria de integracion estocastica, permitiendo un anéalisis secuencial de
procesos cuya naturaleza dificulta un analisis general.
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Por otra parte, desde la definicién es evidente que existe una relacion entre las
martingalas y las martingalas locales. De hecho, es sencillo verificar que toda mar-
tingala continua por la derecha es una martingala local y que toda martingala local
acotada es una verdadera martingala.

Sin embargo, destacamos que el concepto de martingala local es mucho més general
que el de martingala. No todas las martingalas locales son martingalas.

Ejemplo 2.2.2 (Martingala local estricta.) Sea B; un movimiento browniano

uni-dimensional y 7' = inf{t > 0 ; B, = —1}, el cual resulta ser un tiempo de paro
finito c.s. Definimos:
. o .
- 1+B%AT sit<l1, o — ’/’(ﬁ) sit<1,
0 sit>1. Foo sit>1.

Cumpliendose que X es una ¥,-martingala local estricta. Para ver esto, afirmamos
que la sucesion de tiempos de paro

n T
[ +<1+T+n) T<n 5 0

es una secuencia de localizacion para X.

Dado que T es finito c.s., después de cierto punto siempre tendremos que T < n
y por tanto, que 7, = T'(1 + T)~! + n c.s.. Mostrando que 7, 1 oo c.s.

Sea ahora n > 0; Entonces, podemos ver que para t < 1

Tn __ n n _ n/(n"’l) TL—Q—l—’—n
Xt - (Xt )]szn + (Xt )1T<n - Xt ILTzn + Xt 1T<n

= (Xt/\ﬁ_l> Lrsn + (Xo) Irey = (1 + Bﬁ/\n/\T> Lr>n + (1 + Bﬁ/\T) Iren
= (L Byt Lron (14 B ey Tran = 1+ B

y similarmente, que X;" =1+ B, 1 para t > 1.

Es decir,
Xim=(1+ B?/A(lT_t)) Lici+ (1 + Buar) Lz 5 120
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Notamos entonces que por el Corolario B.3, BT es una .Z;-martingala y que de
hecho es uniformemente integrable. Mientras que por el Corolario B.1, el proceso

By 5 t20

es una martingala respecto de la filtracion %;. Siguiendose que efectivamente, para
cada n, X™ es una ¥,-martingala y por tanto, que X es una martingala local.

Sin embargo, su esperanza no es constante en t,

por lo que X no puede ser una martingala.

No obstante, algunos resultados para martingalas locales parecieran extender re-
sultados de martingalas. Por ejemplo, que la clase de todas las martingalas locales
es un espacio vectorial sobre el campo de los reales (notando que la secuencia de
localizacion puede diferir de un elemento a otro) o que una martingala local detenida
por un tiempo de paro sigue siendo una martingala local.

Adicionalmente, es posible establecer que un proceso es una martingala local si
cualquier sucesion de tiempos de paro 7,, T 0o reduce al proceso en una sucesion de
martingalas locales. Este criterio lo utilizamos repetidas veces en el resto del trabajo.

Lema 2.2.1 Sea 7,,,n > 1 una coleccion de tiempos de paro arbitraria tal que 7,, T oo.
Entonces un proceso M es una martingala local si, y solo si, M™ es una martingala
local para toda n.
Prueba: Sea M una martingala local con secuencia de localizacion (o,,) y 7 un tiempo
de paro arbitrario. Claramente, para cada n, (M7)°» = (M°")7 es una martingala.
Esto es, el proceso M" es una martingala local con secuencia de localizacion (o) .
Supongamos ahora que cada M™ es una martingala local con secuencia de loca-
lizacion (o})x. Dado que para toda n, o — oo c.s., es posible elegir un conjunto de
indices (k,), tales que

P{op <mAn}<2™ ; neN.

Definiendo 7, = 7, A 0} , por el Lema de Borel—Cantellil] obtenemos que 77 — 00 y
en consecuencia para los tiempos de paro 7/ = inf,,>, 7,,, que 7,/ T 0o c.s. Notando

1"

que (M™) = (M™)™ se obtiene el resultado.

g

'Para su consulta referimos al lector a [I4], p. 92.
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2.2.2. El Proceso de Covariacion

Notamos que en cuanto a las propiedades de sus trayectorias, el concepto de
martingala local también extiende al de martingala continua. En particular, las mar-
tingalas locales no triviales son de variacién infinita.

Proposicion 2.2.3 Si una martingala local M pertenece a Vo, entonces M < M.

Ahora, establecemos la existencia del proceso de covariacion [M, N| para cuales-
quiera dos martingalas locales continuas M y N. Este proceso es de variacion finita
y coincide con el proceso de variacion cuadratica [M] en el caso N = M, formando
conjuntamente el puente entre la teoria de integracion de Lebesgue-Stieltjes y la de
integracion estocastica a desarrollar.

Teorema 2.2.1 (Covariacion.) Para cualesquiera dos martingalas locales continuas
M y N, existe un unico (c.s.) proceso continuo [M,N] en Vy tal que MN — [M, N]|
es una martingala local continua.

Demostracion: Comenzamos por probar la existencia y unicidad del proceso [M, M].
Sea {7,}n>1 una sucesion creciente de tiempos paros con 7, T oo y tales que para
cada n, X,, = M™1;, ¢ sea una martingala continua y acotada. Entonces por la
Proposicion 2.2.2 existe, para cada n, un proceso A, € V" tal que X2 — A, es una
martingala continua. Notando que (X2, — A1) = X2 — A", es también una
martingala continua, por la unicidad de A,, obtenemos que A, = A" ;.

Esto nos permite definir un proceso [M, M|, como:
[Ma M]t = (An>t ; t e [077_71] .

Cumpliendose que (M™)? — [M, M]™ = (M? — [M, M])™ es una martingala continua
y por tanto, una martingala local continua. Asi, por el Lema 2.2.1 obtenemos que
M? — [M, M] es una martingala local continua. Mientras que la unicidad global de
[M, M] es consecuencia directa de la unicidad en cada intervalo [0, 7,,].

En adelante utilizamos las notaciones [M] y [M, M| indistintamente, a pesar de que
propiamente [M, M] es el proceso de variacion cuadrética de M2

Sean ahora M, N dos martingalas locales continuas. Considerando la existencia
de los procesos [M + N] y [M — NJ, es inmediato verificar que

AMN — ([M + N] = [M = N]) = ((M+ N)* = [M + N]) — (M = N)* - [M — N])

es una martingala local, por lo que definiendo [M,N] = 1 ([M + N]— [M — NJ)
obtenemos el proceso buscado.

En general, la unicidad del proceso [M, N| se sigue de la Proposicion 2.2.3.
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El proceso [M, N| cumple con propiedades bastante convenientes, similares a las
de un producto interior. Estas propiedades seréan utilizadas con bastante frecuencia
en pruebas posteriores.

Proposicion 2.2.4 Para cualesquiera martingalas locales continuas M y N, el pro-
ceso [M, N| satisface las siguientes propiedades:

i) [M,N] =[N, M] .
ii) [M] es no-decreciente c.s.
iii) [M] =0 si, y solo si, M es constante c.s.
iv) [aM; + bMsy, N] = a[M, N] + b[Ms, N] |
v) [MT,N]=[M,N|" = [M7",N7| para cualquier tiempo de paro T.

Notese la similitud entre los incisos iii) y v) con la Proposicion 2.1.1

Considerando ahora que los procesos [M] y [M, N| pertenecen a Vy, es posible
definir procesos de integrales respecto de ellos, como en el Teorema 2.1.1. De hecho,
el siguiente resultado acerca de este tipo de integrales resultara sumamente 1til en la
prueba de resultados importantes.

Proposicion 2.2.5 Para cualesquiera par de martingalas locales continuas M y N,
y procesos medibles U,V se cumple c.s

/0 UIIV] d|[M,N]| < (U2 - [M])," (V? - [N])* 5 620,

Prueba: Seat > 07y a,b € R, por la proposiciéon anterior es sencillo verificar que

0 < [aM +0bN] = a[M,aM +bN|+b[N,aM +bN]| = a[aM +bN, M]+blaM +bN, N|

— a(a[M, M] + b[N, M]) + b (a[M, N] + b[N, N])

= a*[M] + 2ab[M, N] + b*[N] .

ie.,

0 S aZ[M]t—I—Qab[M, N]t+b2[N]t C.S.

en donde, para cada a, podemos considerar a esta ultima expresiéon como una forma
cuadratica Az? + Bx + C no-negativa. Cumpliendose que B? —4AC < 0 y por tanto,

[M, N]? < [M],[N], c.s.
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Sea ahora s < t. Notamos que para los procesos M — M?* y N — N*¥,
[M — M* N — N°| =[M,N — N°] — [M* N — N?]
= [M7N] - [MﬂNS] - [MS7N] + [MS>NS]
= [M,N]—2[M,N]* + [M?® N7
= [M,N]—[M,N]s .
Obteniendo por la ultima desigualdad que
| [M, N], — [M,N], | < (M, — [M],)"* ([N], — [N],)*

Consideramos ahora el caso

—_
—_

n—

U(wv 8) = Ui(w)]l(tz',tiﬂ](‘s) ’ V(S7w) = ‘/;(w)]l(ti,tiﬂ](‘g) ’

1

n—

I
=)

i 7

con 0 =ty < t...t, = t una particion del intervalo [0,¢] y variables aleatorias
acotadas U;, V;. En tal caso, es posible ver que

' /Ot UV d[M, N] ‘ < ;inVil | [M,Nl,,, — [M, NJ,,

< ZIUz! Vil ([M]eiyy = [M])"? ([N)oisr — [N])'2

A su vez, gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz, esto es menor que

1/2
(Z Ui2<[M]ti+l - [M]tz)) (Z ‘/;2([N]ti+1 - [N]tz)>

B (/ot v d[M])w (/Ot V2 d[N])l/Z
‘ /0th d[M, N] ’ < (/OtU2 d[m)m (/OtVQ d[N])'l/Q

Por convergencia dominada esto se extiende para procesos medibles.

1/2

Es decir,
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Finalmente, consideramos a las derivadas de Radon-Nikodym
Js :=d[M, N]s/|d[M, N]| .

Es necesario aclarar que d[M, N|s y |d[M, N],| denotan la medida asociada y la medida
de variacion total de [M, N], restringidas sobre el intervalo (0, s], respectivamente.

Asi, J es un proceso medible con valores en {—1,1}, por lo que utilizando la
desigualdad anterior con UJ - sgn(UV') obtenemos que

/Ot UVd[M, N[ = '/Ot UV - ldIM, N]|'

d[M, N]?

_ ‘/Ot(Uv)sgn(UV)M

_ ‘ /O (U Jsgn(UV)VA[M, N

< ((UJsgn(UV))? - [M])l/Z (V2 [N])/2

t

= (U [M]),2(V* - [N])2
Il
Corolario 2.2.1 (Kunita-Watanabe.) Para cualesquiera p > 1 y ¢ € RT tales que

E [/Ooownw AN | < ) @ R ], || 2 IND2

2.3. Integral Estocastica de It6

Denotamos por £ al espacio de los procesos simples, acotados y con saltos en
solo un nimero finito de tiempos fijos. Retomando la integral estocéstica elemental
previamente definida, establecemos la siguiente relacion caracteristica.

Proposicion 2.3.1 Para cualesquiera dos martingalas locales continuas M y N,
y procesos U,V € &, los procesos U - M y V - N son martingalas locales continuas, y
satisfacen

[U-M,V-N]|=(UV)-[M,N] cs. (2.1)
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Prueba: Suponiendo que la suma V - M = Y, (M*" — M]*) tiene solo un
ntmero finito de términos no nulos, por el Lema B.1 tenemos que V - M es una
martingala y la propiedad se extiende al caso general por la integrabilidad uniforme.
Mediante un proceso de localizacién obtenemos la primer afirmacion.

Probamos ahora la igualdad en (2.1). Sea U; = . &L, 1,,,)(t) donde & es
acotada y %, -medible para cada k. Mediante localizacién suponemos a M, N y
[M, N] acotadas, de tal forma que M, N y M N —[M, N| sean verdaderas martingalas.
Asi,

E[U-M)xNe] =E Zéj (Mtj+1 - Z Ny — Ntk
j k

ka (Mtk+1Ntk+1 - Mtthk)

=E ka ([M’ N]thrl - [M7 N]tk)

Il
=

=E[U-[M,N]),] .

Reemplazando a M, N por M7, N™ para un tiempo de paro arbitrario 7, tenemos que
E(U - M).N, = E(U - M")ouNZ,) = E(U - [M", N"))ou = E(U - [M, N]), ,
asegurando que (U - M)N — U - [M, N| es una martingala y en consecuencia, que
U-M,N|=U-[M,N] cs.
O

La importancia de este resultado radica en que al momento de extender V - M para
una clase mds amplia de procesos V', consideraremos a (2.1) como la propiedad ca-
racteristica de la integral estocdstica.

Introducimos ahora el espacio M? constituido por todas las martingalas continuas,
L?-acotadas, que comienzan en cero, equipado con la norma

1/2
1M]| v = [[Mooll2 = E [(Me)?]
cuya estructura resulta clave en el desarrollo posterior.
En adelante, para un proceso X definimos

X;=swp|X) , X" =sup|Xi|.
t>0

s<t
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Lema 2.3.1 La pareja (M?,|| - ||pm2) es un espacio de Hilbert.

Prueba: Sea MY, M?, ... una sucesion de Cauchy en M?, entonces la sucesion inducida
(M) es de Cauchy en L? y por tanto converge a algun elemento ¢ € L?. Considerando
la L?-martingala M; = E[{|Z] , t > 0 notamos que M,, = £ c.s., ya que & es Fo-
medible. Asi, por la Desigualdad de Doob

[(M™ = M)y < 2[[M"™ = M|pe = 2[|ME — Muo|lz — 0

y |[M" — M|| — 0. Adn mas, (M™ — M)* — 0 c.s. para alguna subsucesion,
asegurando que M es continua c.s. y que My = 0.

]
Lema 2.3.2 Para todo proceso M € M?,
1M ||z = || [MIY? |]2 = (E[M]o0)"?

Finalmente contamos con las herramientas necesarias para demostrar la existen-
cia de un proceso que extienda a la integral estocéastica elemental, respecto de una
martingala local continua.

Definiciéon 2.3.1 Dada una (%, P)-martingala local M, denotamos mediante L(M)
el espacio de los procesos progresivos V' respecto de la filtracion Z;, tales que

t
(V2. [M]); = /0 V2d[M] < oo c.s. para todat >0 .

Es posible ver que, equivalentemente, L(M) consiste de todos los procesos progresivos
V' para los que existe una sucesion de tiempos de paro 7, 1 oo tales que

E [ /0 v

Teorema 2.3.1 (Integral Estocastica, Itd6, Kunita, Watanabe.) Para cualquier
martingala local continua M y cualquier proceso V- € L(M), existe una unica (c.s.)
martingala local continua V - M que comienza en cero, tal que

<400 ; m>0.

[V-M,N]=V-[M,N] ecs. (2.2)

para toda martingala local continua N .
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Demostracion: (Unicidad) Sean M’y M" dos martingalas locales continuas con
M = M}J = 0 tales que [M',N] =V - [M,N] = [M",N] c.s., para toda martingala
local continua N. Siguiendose por la linealidad de la covariacion que [M'—M" N| =0
c.s. En particular, tomando N = M’ — M" obtenemos que [M' — M"] = 0 c.s.
Mostrando que (M’—M")? es una martingala local continua y constante que comienza
en cero, siendo inmediato que M’ = M" c.s.

(Ezistencia) Consideramos primero el caso [|V|[3; = E(V? - [M])s < 00.
Dado que V es medible, por el Lema A.1 y el Corolario 2.2.1

E((V - [M, V)] \ < E{|<v~ M, N1>oo|] <E [ [ vias NH]
< E[(V?- [M])o] 2 B [N1a]"2 = [[VIlat [IN]lne 5 N € M2

Esto asegura que el mapeo N — E(V - [M, N])4 es un funcional continuo en M? el
cual es un espacio de Hilbert. Asi, por el Teorema de Representacién de Riesz-Fréchet
existe un elemento V - M € M? tal que:

E[(V-[M,N)o =E[(V-M)sNs] ; NeEM?. (2.3)

Considerando ahora un tiempo de paro arbitrario 7, por el ultimo inciso de la Pro-
posicion 2.2.5 y el Teorema del Paro Opcional,

E(V - [M,N)- = E(V - [M, N]")oo = E(V - [M, N"])oo = E[(V - Moo N]
=E[(V - M)ooN;] = E[E[(V - M)oo| F-]N;] = E(V - M), N, .

Mientras que como V es adaptado por ser progresivo, por el Corolario B.2 obtenemos
que (V- M)N —V -[M, N] es una martingala y en consecuencia,

V-M,N|=V-[M,N] cs. ; Ne&M*.
Mediante localizacion extendemos el resultado para cualquier martingala local N.
En el caso general V' € L(M), definimos
To = nf{t > 0; (V2. [M]);=n} ; n>0.

Cumpliendose que para toda n, V € L(M™). Esto asegura, por el desarrolo pre-
vio, la existencia de martingalas locales continuas V' - M™ tales que, para cualquier
martingala local continua N,

V-M™ N|=V-[M™ N| cs. ;neN (2.4)
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Notando que para cualesquiera m < n, (V - M™)™ satisface la relacion equivalente
con [M™ NJ, obtenemos que (V - M™)™ = V . M™ y por tanto, que existe un
proceso continuo V - M tal que:

(V-M)»=V-M™ cs. ; n>0.

Este proceso es una martingala local por el Lema 2.2.1. Ademaés, por (2.4) sabemos
que [V - M,N| =V -[M,N] cs. sobre cada [0, 7,],n > 0. Considerando que 7,, T 00,
esta relacion se extiende a todo R,..

g

El proceso V' - M es conocido como la integral estocdstica de Ité de V respecto de M,
dando pie a la notacion

t
0

Comparando la igualdad en con la igualdad en (2.2), notamos que efectiva-
mente este proceso extiende a la integral estocastica elemental previamente definida.
Esperaremos a extender la integral a una clase més grande de integrandos, antes de
presentar sus principales propiedades.

Usualmente, el proceso de integral estocéstica es de interés solo sobre intervalos
de tiempo finitos. No siempre es necesario que el proceso V pertenezca a L(M) de
manera global.

Por ejemplo, supongamos que solo buscamos definir al proceso V' - M sobre un
intervalo [0, T’]. Considerando:

Ulw. 1) V(w,t) si t<T,
w,t) =
0 si t>1T.

solo es necesario que U pertenezca a L(M), para poder definir a (V' - M) como la
restriccion de (U - M) sobre [0,T]. En adelante, a este tipo de integrabilidad es a la
que nos referimos cuando digamos que un proceso V' pertenece a L(M) sobre [0, 7.

2.3.1. Isometria de Itd
Destacamos que por la igualdad en ([2.3)), se satisface que

E(V - M), =E[(V - M)u(V - M)o] =E(V - [M, (V- M)])oo = E(V* - [M, M])o

para cualquier V € L%*(M). Esto no es un resultado trivial, por lo que es necesario
establecerlo propiamente.
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Para esto tltimo, si M una martingala local continua, denotamos
LA(M) = {V € L(M) : [[V][3; = E(V* - [M])o < 00} ,
y mediante L?(M) al espacio de sus clases de equivalencia; el cual es un espacio de

Hilbert bajo la norma || - ||as-

Corolario 2.3.1 (Isométria de Itd.) Para cualquier martingala local continua M,
el mapeo

O (L2(M), || llar) — (M| - [ a2)

Vi—oV):=V-M
es una isometria. Es decir, para todo V € L*(M)
vl =5 | viani| = | [T vz an) = v,
0 0

La importancia de este resultado radica en asegurar que bajo ciertas condiciones el
proceso de integral estocastica es una martingala perteneciente a M?2. En general,
solo podemos decir que el proceso V - M es una martingala local continua.

Ejemplo 2.3.1 Sea (B;);>o un (%, P)-movimiento browniano estandar y 7" > 0.
Este proceso es una martingala local continua y de hecho, por la Proposicion 1.2.5
es un proceso progresivo. Siguiendose ademas, por lo visto en la secciéon de procesos

medibles, que
T T T
EU B?d[B]S] :EU B?ds] :/ E [BZ] ds
0 0 0

T T2
:/ sds = —
0 2

Es decir, B; € L*(B) sobre el intervalo [0, T].
Por tanto, el proceso {f(;5 BdB, ; t <T} es una martingala en M? tal que

E {(/OTBSdMSY] =E {/OTdes] = T; :
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Nota Historica

Mencionamos que la manera en como construimos y caracterizamos a la integral esto-
castica no es la tinica manera de hacerlo. De hecho, llegar a los métodos y conceptos
que utilizamos en este trabajo requirié mas de 20 anos en contribuciones de diversos
personajes.

Inicialmente, en 1944 K. Itd prob¢ la existencia de la integral estocastica solo para
el caso en que el proceso integrador fuera un movimiento browniano y tnicamente
sobre el intervalo [0, 1] ([8]). En esencia, su construccion consiste en definir la integral
estocéastica para procesos elementales X* y probar la isometria:

i ] [ fa]

Entonces, para cualquier proceso X que pueda ser aproximado adecuadamente por
esta clase de procesos, se define su integral como un limite de integrales elementales

/ X,dB, = hm Xkst,

en donde el limite se entiende en el sentido de L2(IP’).

En 1951 K. It6 mismo extiende estos resultados para definir la integral estocéstica
respecto de un movimiento browniano sobre conjuntos méas generales ([9]). Por ejem-
plo, sobre los conjuntos de Borel de un intervalo (a, b]. En esta misma publicacion se
comienza a ver a la integral estocastica como un proceso estocéstico por si mismo.

Dos anos mas tarde, en 1953 J.L. Doob extendi6 la integral estocéastica de It6 para
considerar como integrandos a las martingalas M para las cuales exista una funcion
no-decreciente (por tanto, de variacion finita) F' tal que

E[|M; — M,*] =F(t)—F(s) ; 0<s<t<T. (2.5)

Ya que a partir de este hecho, para cualquier proceso conjuntamente medible, adap-
tado respecto de la misma filtracion para la que M es martingala y que satisfaga la
condiciéon de integrabilidad

/ "EIX?) dF(s)

es posible definir, nuevamente mediante un procedimiento de limites, la integral es-
tocéstica de X respecto de M ([5]). La isometria de Ito se extiende ahora como:

2 [ o] e[ surco]
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En 1962, como una aplicacion de los resultados desarrollados en su prueba del
Teorema de Descomposicion de Supermartingalas, P.A. Meyer probé que para cual-
quier proceso en la clase )1 de martingalas cuadrado integrables también existe una
funcion creciente que satisface la relacion en (2.5), generalizando asi el trabajo de
Doob para la clase 0 ([17]).

Hasta este punto, la integral estocastica siempre habia sido caracterizada como
un limite, pero en 1965 M. Motoo y S. Watanabe vislubran a la integral estocastica
como un operador lineal sobre 9 ([I8]) y establecen la propiedad caracteristica:

(f-M,N)=f-(MN).

Aqui (X,Y) denota un predecesor del proceso de covariacion, definido tnicamente
para procesos X, Y € 9, cuya principal caracteristica es la igualdad

E[(X:— X,)(Y; = Y)|Z] =(X,V), —(X,Y), ; 0<s<t

con .%; denotando la filtracion para la cual X,Y son martingalas.

Ese mismo ano, en 1965, K. Itd6 y S. Watanabe introducen el concepto de martin-
gala local ([10]).

Por su parte, en 1967 H. Kunita y S. Watanabe prueban que para cualesquiera
dos martingalas locales M y N, cuyos procesos detenidos pertenezcan a 91, existe un
tinico proceso de variacion finita (M, N) que satisface la igualdad

<M7 N)t/\’r = <MTaNT>t )

para cualquier tiempo de paro 7 con M7, N™ € M ([16]).

Durante la construccion de la integral estocéastica respecto de una martingala
local M, el proceso (M, M) juega un papel similar al de la funcién F' anteriormente
mencionada. Sin embargo, lo novedoso en los trabajos de S. Watanabe fueron las
ideas asociadas al proceso (M, N).



Capitulo 3

Semimartingalas

En este tercer capitulo extendemos la integral estocastica para abarcar a las se-
mimartingalas como proceso integrador y exponemos la estructura de esta clase de
procesos dentro de la teorfa de integracion estocastica. En especifico, desarrollamos
los resultados conocidos como la Férmula de [t6 y el Teorema de Girsanov.

En la Secciéon 3.1, introducimos a las semimartingalas como una extension si-
multanea de los procesos de variacion finita y de las martingalas locales. Entonces,
establecemos las principales propiedades del proceso de integral estocastica.

En la Seccion 3.2, presentamos la Formula de It6 como el teorema central dentro
de la teorfa de integracion estocastica y por tanto, de las ecuaciones diferenciales esto-
casticas. Establecemos algunas consecuencias ttiles de esta féormula, destacando que
la clase de semimartingalas continuas es invariante bajo la composiciéon de funciones
suficientemente suaves.

En la Seccion 3.3, establecemos el Teorema de Girsanov y su relacion con la teoria
de integracion estocastica. Esto lo hacemos con el objetivo de mostrar las conse-
cuencias mas importantes sobre la clase de semimartingalas continuas, al considerar
distintas medidas de probabilidad.

3.1. Extension de la Integral Estocastica

Una vez probada la existencia de un proceso de integral estocéstica con respec-
to a una martingala local, resulta conveniente la extensiéon a una clase més amplia
de procesos integradores, que abarque y extienda simultaneamente lo expuesto sobre
martingalas locales continuas y los procesos de variacion finita. Con este fin introdu-
cimos el concepto de semimartingala continua.

43
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Definicion 3.1.1 Un proceso continuo X es una (%, P)-semimartingala continua
si puede ser escrito en la forma X = M + A, con M una (F;, P)-martingala local
continua y A un proceso continuo en V.

Entendemos por una semimartingala continua en R? a un proceso X = (X1, ..., X%)
en donde cada componente X' es una semimartingala continua. La descomposicion
X = M + A es tnica c.s., siendo conocida como la descomposicion candnica de X.

Intuitivamente, la variacion cuadratica de una semimartingala X = M+ A deberia
ser igual a la suma [M] + [A], lo que en consideracion de la Proposicion 2.2.1 es
solamente [M]. El siguiente resultado confirma esta idea, mostrando que el proceso de
variacion cuadratica se extiende de manera natural a las semimartingalas continuas.

Proposicion 3.1.1 Sea X = M + A una semimartingala continua, entonces X es
de variacion cuadrdtica finita y ademds [ X, X| = [M, M].

Prueba: Sea A = {0 =ty < t; < ... < ty = t} una particion del intervalo [0, ].
Claramente,

Zi<k |th‘+1 - th‘

| 2

‘= ZZ |Mti+1 + Ati+1 - Mti + Ati

= Z |Mti+1 - Mti|2 +2 Z(Mti+1 - Mti)(Ati+1 - Atz) + Z |Ati+1 - Ati|2 . (311>
Asi, es posible ver que conforme |A| — 0,

Z ‘(Mti-H - Mti)<Ati+1 - Atz)‘ < Sup [(Mti+1 - Mtz)] Z |Ati+1 - Atz’ —0 )

dado que M es continua y A es de variacion finita. Ademas, como A es de variacion
finita entonces es de variaciéon cuadratica nula y por tanto, el tltimo término en

(3.1.1)) tiende a cero. Esto es,

(UZE]MM—Mﬁ—%MLMt,|m%0.

Mostrando el resultado deseado, [ X, X| = [M, M].

A partir de este ultimo resultado, establecemos la siguiente definicion.

Definicion 3.1.2 Sean X y Y dos semimartingalas continuas con descomposicion
canonica M + A y N + B, respectivamente. Definimos el proceso de covariacion de
X yY, como

X, Y]=[M,Nl== ([X+Y, X+Y]-[X -V, X -Y]).

N —
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Ademas, es posible mostrar que para cualquier ¢ > 0 y sucesiéon de particiones
A, ={0=ty <ty <..<t =t} como en la Definicion 2.2.1, se satisface el limite
en probabilidad

kn—1
lim Z(Xti+1 - Xti)(y;fprl - Yiz) - [Xv Y]t )

|Ap|—0

i=0
justificando asi el término de covariacion para el proceso [ X, Y].

Extendemos ahora la integral estocastica para considerar semimartingalas conti-
nuas como procesos integradores:

Dada una semimartingala continua X = M + A, denotamos mediante L(A) a la
clase de procesos progresivos V', tales que el proceso (V - A), = fot VdA existe en el
sentido del Teorema 2.1.1. Y retomando la Definicién 2.3.1, establecemos

L(X) := L(M) N L(A) . (3.1.2)

Notemos que dado un proceso progresivo V', se cumple que V € L(X) si, y solo si,
V2 e L(M])yV e L(A).

Asi, para cualquier semimartingala continua X = M + A y proceso V € L(X)
definimos el proceso de integral estocdstica de V' respecto de X, como la suma

V- X=V-M+V-A. (3.1.3)

En general, V - X es nuevamente una semimartingala continua con descomposicion
canoénica V - M 4V - A. Pero notamos que si X es estrictamente una martingala local
o un proceso de variacion finita, el proceso V - X también lo es de manera estricta.

3.1.1. Propiedades de la Integral Estocastica

Como es de esperarse, las caracteristicas del proceso extendido de integral estocés-
tica asemejan a las de una integral ordinaria y ain mas, las del proceso de variacion
cuadratica (inciso 3). Destacamos que las propiedades presentadas a continuacion son
validas, en particular, para integrales estocasticas respecto martingalas locales estric-
tas. Es por esta razéon que no las establecimos al final del capitulo 2 y preferimos
esperar hasta haber extendido la integral estocastica.
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Proposicion 3.1.2 Dada una semimartingala continua X, un proceso V- € L(X)
y un proceso progresivo U :

i) SiU € L(X), para cualesquiera a,b € R,

(U +bV)- X =a(U-X)+b(V-X) .

i) Ue L(V-X) si, y solo si, UV € L(X). En cuyo caso,

U-(V-X)=UV)-X cs

iii) Para cualquier tiempo de paro 7, (V- X)" =V - X7 = (Vlp,)- X c.s.

El segundo inciso es conocido como la regla de la cadena, al ser una extension del
resultado homoénimo para integrales ordinarias de Lebesgue-Stieltjes. Asimismo, es
posible establecer una version estocéstica del teorema de convergencia dominada.

Teorema 3.1.1 (Convergencia Dominada Estocastica.) Sea X una semimar-
tingala continua. St U, V, Vi, Vs, ... son procesos en L(X) tales que |V,,| < U para toda
nyV,—V, entonces

i

lIim(V, - X-V-X);=0 ; t>0.

Para la prueba de este teorema consideramos la siguiente propiedad de continui-
dad de la integral estocastica respecto de martingalas locales continuas.

Lema 3.1.1 Para cualesquiera martingalas locales continuas M, y procesos V,, en

L(M,), se cumple (V,, - M,)* 50 si, y solo si, (V2 [My])oo Lo,

Demostracion del Teorema 3.1.1: Considerando la descomposicion X = M + A, te-
nemos que U? € L([M]) y U € L(A). Esto porque U € L(X).

Asi, por convergencia dominada tenemos que
(Vo =V)2- M)y =0 v (V-A=V-A)F =0 cs..
Por el lema anterior, la primer convergencia implica que
(V,-M -V -M):5o0,

siguiendose el resultado al considerar los tltimos dos limites.
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En este punto surge un resultado clave en el entendimiento de la relaciéon entre las
martingalas locales y el proceso de covariacion, ya que este taltimo no solo sirve para
caracterizar al proceso de integral estocastica, la relacion va mas alld y se extiende
hasta las semimartingalas continuas.

Proposicion 3.1.3 (Integracion por partes.) Para cualesquiera dos semimartin-
galas continuas X y Y, se satisface que

XY =XYoo+ X -Y+Y X+ [X)Y] cs. (3.1.4)

Prueba: Sean ¢t > 0 y A,, una sucesion de particiones del intervalo [0,¢], como en la
Definicién 2.1.1. Entonces, para cualquier n > 0

kn—1 kn—1 kn—1 kn—1 kn—1
Z (Xti+1_Xti)2 - Z <X752i+1 = 2Xy, Xy + Xi) - Z X752i+1_2 Z XtiXti+1+Z Xth
i=0 i=0 =0 i=0 =0

kn—1 kn—1 kn—1
_ (Xf + )X - X02> -2 Xy X, + > X7
=0 =0 =0

kn—1 k-1
=X7 - X0 -2) X\ X, +2) X7
=0 =0
kn—1
= th o Xg —2 Z Xti<Xt¢+1 - Xti) .
1=0
ie.,
kn—1 kn—1
(Xti+1 - Xti>2 - ‘)(t2 - Xg —2 Z th‘(Xti+1 - th) .
i=0 =0

Tomando el limite n — oo, el lado derecho es igual al término [X, X];. Mientras que
en el lado izquierdo, es posible ver que el limite de la suma equivale a la integral
fot XdX, y asi obtener la relacion

t
[X,X]t:Xf—Xg—Q/ XdX, .
0

Esto prueba el caso X =Y y mediante polarizacién obtenemos el resultado general.

g
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Para finalizar la seccién presentamos el siguiente resultado de aproximacion.

Proposicion 3.1.4 Sea una semimartingala continnua X = M + A y un proceso
V € L(X), entonces existen procesos Vi, Vs, ... € € tales que (V,, — V)? - [M]); — 0
y (V,=V)-A)f — 0 para toda t > 0, c.s.

En particular, por el Lema 3.1.1 la convergencia ((V,, — V)? - [M])s — 0 implica

la convergencia ((V,, — M) - M)* £ 0. Y dado que la convergencia c.s. implica la

*

convergencia en probabilidad ((V,, — V) - A); L 0, obtenemos por propiedades del
supremo que

(Vo= V) X) < (Vo= V) - M) + (Ve = V) - A 50

Mostrando que para todo V' € L(X), la integral estocastica respecto de X puede ser
aproximada mediante integrales de procesos simples. Esto debe recordar al lector la
construccion usual de Itd6 mencionada en la nota histoérica.

3.2. Fo6rmula de Ito

La féormula de Ito, establecida por primera vez en 1951 por Kiyoshi It6, es ac-
tualmente considerada como una de las formula més importantes en la teoria de la
probabilidad y la principal dentro de la teoria de integracion estocéstica. En el limi-
tado contexto de este trabajo, su importancia radica en asegurar que la propiedad
de ser semimartingala se preserva bajo la composicion de funciones suficientemente
suaves.

Esto ltimo no sucede, por ejemplo, con la propiedad de ser martingala ni con la
propiedad de ser martingala local; Si M es una martingala y f una funcién convexa,
entonces f(M) es una semimartingala. Mientras que si M es una martingala local,
usualmente f(M) no es una martingala local sino una semimartingala estricta.

En adelante, de manera usual denotamos mediante C* = C*(R¢, R) a la clase de
funciones reales en R? que son k veces continuamente diferenciables.

Teorema 3.2.1 (Féormula de Itd.) Sea X = (X1, ..., X9) una semimartingala con-

tinua en RY. Entonces, para cualquier funcion f € C*(RY) se tiene que f(X) es una
semimartingala continua tal que

f(Xt XO

) dXE + Z/ aan X,)d[ X, X7, (3.2.1)

para toda t > 0.
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Demostracion: Por claridad solamente probamos el caso d = 1, ya que el caso
general sigue la misma estructura. Sea entonces X una semimartingala continua
unidimensional y C la clase de funciones f € C*(R) tales que

FOX) = F(Xo) 4+ /(X)X + 3 f"(X) - [X] (322)

Claramente, C es un subespacio lineal de C? que contine a las funciones f(z) =1
y f(x) = z, por lo que basta mostrar que es cerrado bajo multiplicacion para aseguar
que C contine a todos los polinomios.

Para ver esto, sean f y g en C. Entonces, tanto F' = f(X) como G = ¢g(X) son
semimartingalas continuas y asi, por la féormula de integracion por partes,

() = (f9)(X) = (f9)(Xo) = FG — FoGo = F -G+ G- F + [F,G]

= r (00 X+ 3000 1))

ey (f’(X) X+ %f”(X) - [X]>

+ [f1(X) - X, g'(X) - X] .

En donde [F, G| = [f(X)- X, ¢'(X)-X] debido a que f(Xy), g(Xo) son solo constantes
y f7(X) - [X], ¢"(X) - [X] son procesos de variacion finita.

A su vez, por la regla de la cadena tenemos que

F(g/(X) - X 4 2g"(X) - [X]) = () (X) - X + 2 (f")(X) - [X].

y anadlogamente

G- (F(X)- X+ 37(X) - [X]) = (o )(X) - X+ L(f"9)(X) - [X]

Mientras que por la propiedad caracteristica de la integral de Ito,

[F'(X)- X, g'(X) - X] = (f'g)(X) - [X] .

Por tanto,

()= (Fg'+ F9)(X) - X + (7" + 2 + f')(X) - [X]

= (F9) (X)X + 5 (f0)"(X) -[X]

mostrando que efectivamente el producto fg es un elemento de C.
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Sea ahora f € C? arbitraria. Por el Teorema de Aproximaciéon de Weierstrass,
para cada ¢ > 0 existen polinomios pi,ps, ... tales que supy, . [p.(z) — f"(z)| — 0.
Integrando dos veces cada p,, obtenemos polinomios f,, que satisfacen

sup (If(ff) — f@IVIf' (@) = f(@)| V1) — f”(l’)l) =0 ; ¢>0.

|z|<e

En particular, f,(X;) — f(X;) para cada t > 0.

Considerando entonces a M + A como la descomposicién canénica de X, por conver-
gencia dominada (ordinaria) obtenemos que

(00 4+ 37200 1)) — (FO0-a+300-10) 5 120

t t

y similarmente, que ((f/(X) — f/(X))*- [M]); — 0 para t > 0.
Asi, por el Lema 3.1.1

(fa(X) - M)y 25 (F1(X)- M), 5 t>0.

Mostrando que la igualdad en (3.2.2)) valida para los polinomios f,, se mantiene valida
en el limite para f. Obteniendo el resultado deseado.

0

Observacion: Considerando la funcion f(z,y) = zy, la formula de integracion por
partes resulta ser simplemente una aplicacién directa de la Féormula de 1t6.

En algunos casos, la condicién f € C? puede ser reemplazada por condiciones
mas débiles. Por ejemplo, si algunos componentes X* son de variacion finita solo es
necesario que F sea de clase C'! en las respectivas coordenadas, para que F(X) sea
nuevamente una semimartingala. El siguiente resultado es un ejemplo muy importan-
te de esta situacion.

Corolario 3.2.1 Sea X es una semimartingala continua y f(t,z) una funcion de
clase C* ent y de clase C* en x, entonces f(X;) = f((t, X;)) es una semimartingala
continua tal que

ta t a t 82
f(Xt) = f(XO) +/0 a_J; (Xs)d3+/0 (‘3_)f( (XS)dXS +%/0 aXJ; (Xs)d[X]s !

para toda t > 0.
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Mientras que en el caso f(X;) = f(t), en conjunto con una aplicacion directa de
la férmula de integracion por partes, obtenemos la siguiente férmula.

Corolario 3.2.2 5i X es una semimartingala continua y f(X;) = f(t) es una funcion
de clase C?, entonces se satisface que

f(t)X: = f(O)XO—l—/O f(s)dXs+/D Xdf(s) 5 t>0.

Ahora nos enfocamos en ejemplificar el uso de la Formula de It6. Comenzando
por el siguiente ejemplo clasico de como la formula de It6 facilita la evaluacion de
integrales estocasticas.

xn+1
n+1

Ejemplo 3.2.1 Sea f(x) = con n > 1, y X una semimartingala continua.

Por la formula de 1to,

thJrl
n+1

t 1 t
:/ ngXSJr—/ nX"Nd[X], ; t>0.
0 2 0

Equivalentemente,

t Xn+1 t
/ XMdX, = St E/ Xr1d[x], .
0 n+1 2 ),

3.2.1. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas y su relaciéon con
la Formula de Ito

En este punto estamos listos para introducir a la ecuaciones diferenciales estocas-
ticas y en especial, mostrar la importancia de la formula de It6 en su resolucion.

Definicion 3.2.1 Sean b.o: funciones de R, x R* en R%. Una ecuacion diferen-
y Uy +
cial estocdstica es una ecuacion de la forma

t t
Xi x4 / bi(s, X)ds + 3 / (s, X)dB] ;t>0  (3.2.3)
0 j 0

en donde B = (B!, ..., B") es un movimiento browniano r-dimensional respecto de una
filtracion Fi>o, y la solucion X = (X1, ..., X?) es una F>o-semimartingala continua
en RY. Siempre que todas las integrales existan.

En general, nos referimos a la ecuacion en (3.2.3]) simplemente como la ecuaciéon
(b,0) vy la escribimos preferentemente en su forma diferencial,

dX] = b (t, X)dt + o'(t, X)dB] .
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Por conveniencia nos limitaremos a trabajar el caso d = 1. Esto es algo usual en
la literatura, considerando que los resultados se extienden fécilmente a dimensiones
superiores. Bajo esta restriccion, la ecuacion (b, o) toma la forma

Este tipo de ecuaciones sirven, en analogia a la ecuaciones diferenciales ordinarias,
para describir sistemas cuyos cambios infinitesimales son generados por perturbacio-
nes aleatorias. Evidentemente, su alcance practico es muy grande y es gracias a estas
aplicaciones que la teoria de integracion estocastica ha llegado a ser relevante en areas
como la fisica, economia, biologia, ingenieria, entre otras.

Sin embargo, en las ecuaciones diferenciales estocasticas sucede algo que no tiene
analogia con las ecuaciones ordinarias: Las soluciones a ecuaciones diferenciales es-
tocasticas dependen directamente de un espacio de probabilidad (2,.27,P) y de un
movimiento browniano dado.

Esta dependencia es expuesta a lo largo de todo el desarrollo anterior, desde la
definicién de martingala local hasta la construccion de la integral estocéstica. Siempre
trabajamos bajo una filtracion y medida establecida. Debido a esto, es necesario esta-
blecer distintos tipos de soluciones posibles para una ecuacion diferencial estocastica.

Definicion 3.2.2 (Soluciéon Fuerte.) Dado un espacio de probabilidad filtrado fijo
(Q, o, F, P), un F-movimiento browniano B y una funcion Fy-medible . Una so-
lucion fuerte de la ecuacion (b,o) es definida como un proceso adaptado X, tal que
Xog =& c.s. y que satisface la igualdad en .

Definicion 3.2.3 (Soluciéon Débil.) Dada una distribucion p, una solucion débil de
la ecuacion (b, o) consiste de un espacio de probabilidad filtrado (2, <7, F,P), junto
con un F-movimiento browniano B y un proceso adaptado X, tal que L(Xo) = p y
que satisface (3.2.4]).

Esencialmente, una solucion fuerte es inducida a partir de un movimiento brow-
niano fijo, definido en un espacio de probabilidad dado. Mientras que una soluciéon
débil requiere de la definiciéon de un espacio de probabilidad adecuado, en el que exis-
ta un movimiento browniano a partir del cual sea posible construir una solucién a la
ecuacion dada.

Mencionamos también que a los procesos estocasticos que resultan ser soluciones
(débiles o fuertes) de una ecuacion diferencial estocéstica se les conoce como difu-
siones. En adelante, siempre que hagamos referencia a una difusion sera a través de
la ecuacion (b, o) que soluciona, pero hacemos un llamado a no confundir a la ecua-
cién misma como el proceso difusivo. Una difusion es una soluciéon, no una ecuacion
diferencial estocastica.
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Dada una ecuacion (b, ) en un espacio de probabilidad fijo y con un movimiento
browniano dado By, es posible utilizar la féormula de [t6 para evaluar la integral
o(t, X;)dB; y verificar directamente si un proceso dado X satisface la ecuacion (b, o).
Es decir, verificar si X es una solucién fuerte de la ecuacion. Pero su utilidad no se
limita a la evaluacion de integrales.

Presentamos ahora un ejemplo de como a partir de la férmula de 1t6 podemos
construir una solucion fuerte a una ecuaciéon diferencial estocastica.

Ejemplo 3.2.2 (Igualacion de coeficientes.)
Buscamos encontrar una solucién a la ecuaciéon

dXt = OéXtdt + BXtdBt ’ XO =1 (325)

con B; un movimiento browniano fijo en un espacio de probabilidad dado.

Para esto, supongamos que X; = f(t, B;) para alguna funcion f tal que esta sea de
clase C"! respecto la primer coordenada y de clase C? respecto la segunda coordenada.
Entonces, si igualamos los coeficientes de con los de la férmula de [t6 podemos
generar el sistema de ecuaciones

fi(s,z) + %fm(s, x) = af(s,x)
fo(s,2) = Bf(s,2)

en donde de la segunda ecuaciéon obtenemos que

f(s,2) = Cexp(Br + g(s)) ,

con ¢(s) una funcién dependiente unicamente de s y C' una constante en R. Substi-
tuyendo esto en la primer ecuacion y simplificando, llegamos a que g(s) = (a—2)s .

2
2
Asi, en consideracion de la condicién inicial Xy = 1 podemos concluir que

52
X; = f(t,B;) = exp (ﬁBt + (a — 7) t)

es una solucion fuerte de (3.2.5)).

La discusion de las ecuaciones diferenciales estocasticas es breve debido a cuéles
son los objetivos principales de este trabajo. Sin embargo, recomendamos ampliamen-
te el trabajo presentado en [20].
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Nota Historica

Hacemos una pausa para mencionar el destacado trabajo del matemético Vincent
Doeblin, quien en 1940 por causa de la II Guerra Mundial tuvo que resguardar la
mayoria de sus notas sin publicar en la Academia Nacional de Ciencias Francesa, con
la instrucciéon de ser reveladas hasta 100 anos despues. Lamentablemente, Doeblin
murié ese mismo ano siendo parte de las tropas francesas. Pero en el ano 2000, a
peticion de su hermano, las notas fueron compartidas con la comunidad matematica.

En esas notas, adelantandose a su época, Doeblin utiliz6 ideas relacionadas con el
entonces recién introducido concepto de martingalas para estudiar difusiones a través
de sus sample paths, marcando una gran diferencia con la manera puramente anélitica
de hacerlo que se tenia por esos tiempos.

V. Doeblin también fue capaz de establecer una relaciéon que describe el comporta-
miento de ciertas difusiones bajo la composicion de funciones suaves, en una manera
similar a como lo hace la féormula en . Es debido a la independencia entre los
trabajos de Doeblin y los trabajos de K. It6 que dicha férmula es también conocida
como la Formula de Ito-Doeblin.

3.3. Teorema de Girsanov

Hasta el momento hemos visto como se comporta la clase de las semimartingalas
bajo la integracion estocastica y la composicién de funciones de clase C?. Ahora
veremos que pasa bajo cambios de medidas absolutamente continuas.

En adelante consideramos un solo espacio de medida (£, %), equipado con una
filtracion continua por la derecha y completa .%;>¢. Mientras que para una mayor
claridad, dada una medida de probabilidad P, denotamos:

» S(P), la clase de (%, P)-semimartingalas

= M(P), la clase de (%#;, P)-martingalas locales

Asimismo, sean () y P dos medidas de probabilidad definidas sobre la o-algebra
terminal %.,. Denotamos como @ <0 P la situacién en que la restriccion @]z, sea
absolutamente continua respecto de la restriccion P|gz,, para toda t > 0. Esto es, si
para todo conjunto A € .Z; tal que P(A) = 0 se cumple que Q(A) = 0.

En tal caso, para cada t > 0, denotamos a la derivada de Radén-Nikodym como

_dQ|

D, =
t dP| 5,



CAPITULO 3. SEMIMARTINGALAS %)

Reconociendo que para cualesquiera 0 < s < t, se satisface que
EP[IADt] :Q<A) :EP[]-ADS] ; Aeys gyt ;

obtenemos que la coleccion de variables aleatorias D = {D;};>¢ es una P-martingala.

Atn més, por las hipotesis sobre la filtracion es posible elegir a cada D;, dentro de
las P-clases de equivalencia [D;], de tal forma que el proceso D sea una P-martingala
con trayectorias cadlag P-c.s.

Destacamos que la condicion () <t P es una condicién mas débil que la continuidad
absoluta de @ respecto P sobre toda .%#.,, denotada simplemente como ) < P. En
el siguiente resultado exponemos la principal diferencia entre ambas condiciones.

Proposicion 3.3.1 5i Q < P, las siguientes condiciones son equivalentes:
i) D es uniformemente integrable.
i) Q < P.

Prueba: i = ii) Supongamos que D es uniformemente integrable, existiendo
D, € L' tal que D; = E[D,|.%;] para toda t > 0. Considerando A € %, tenemos
que A € %, para algtn to > 0. Y asi,

Ep[laDy] = ]EP[]IAH%'H Dy = liPEp[ﬂADt] ,
en donde para toda t > ¢y, A € F,, C Z, y por tanto Ep[l4D;] = Eg[14].
Siguiendose que
Ep[laDs] = h’l{nEQ[]lA] =Eg[la] = Q(A4) .
Esto es, Q = D, - P sobre toda %,.
ii = i) Supongamos ahora que ) < P. Entonces para toda A € .7,
Q(A) = Eq[14] = Ep[laDs] = Ep[laEp [Do| F4]] .
Por la tinicidad de la derivada de Radén-Nikodym esto equivale a mostrar que
Dy = Ep[Ds|F#] cs.,

asegurando la integrabilidad uniforme.



CAPITULO 3. SEMIMARTINGALAS 56

Notamos que en general la martingala D no solamente es positiva, sino que tam-
bién lo es c.s. bajo la medida Q).

Proposicion 3.3.2 §i QQ << P, D es una martingala estrictamente positiva (Q-c.s.

Asimismo, resulta importante establecer el tipo de continuidad que existe entre
las medidas, restringidas a filtraciones inducidas por tiempos de paro.

Proposicion 3.3.3 Si Q < P, entonces para cualquier tiempo de paro T
Q=D,-P sobre . N {1 < o0} .
Prueba: Seat >0y A € %;,,, entonces por el Teorema de Paro Opcional
ErlDisr L] = B[ EplDIFor 1) = B [ErlDLo|Fin] = BolDiL] = BolL]
i.e,

Q(A) = EP[Dt/\T]lA] ; A € yt/\T .

Siguiendose que para toda t > 0,
Q(A N {7— < t}) = EP[DTﬂAﬂ{Tgt}] ) Ae 97 .
Tomando el limite ¢ — oo, llegamos al resultado deseado.

g

Lema 3.3.1 5i Q << P y X es un proceso cadlag adaptado tal que XD es una P-
martingala local, entonces X es por si mismo una Q-martingala local.

Prueba: Debido a la continuidad entre medidas, una secuencia de localizacion 7, para
X D también es una sucesion de tiempos de paro tal que 7, T oo c.s., respecto de Q).
Basta probar entonces que, para cada n, X™ es una (Q-martingala.

Notamos primero que para toda t > 0,
Eq[|X71] = Ep[IX7D|] =Ep[|(XD)]]] < +o0.

Es decir, cada X es ()-integrable.

Sean ahora s <ty A € Fu,,, entonces
Eq[X"14] = Ep[(XD)"14] = Ep[(XD)i"14] = Eq[X["14] .

Mencionamos que la segunda igualdad se da porque (X D)™ es una martingala, mien-
tras que la ultima se debe a la contencion A € F4n, C Finr,-
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Retomando la ultima igualdad, tenemos por la propiedad caracteristica de la

esperanza condicional que
EqlX/™

ar _ T
Js/\rn] - XS" .

Mostrando que X™ es una @-martingala respecto de la filtracion %4, y por tanto,
también respecto de .%;. Esto como una aplicacién del Corolario B.1.

U

Establecemos ahora el resultado principal de la seccién, cuya esencia es mostrar
la invariancia de las semimartingalas bajo cambios de medidas suficientemente con-
tinuas.

Teorema 3.3.1 (Girsanov.) Si Q<P y D es una P-martingala continua, entonces
cualquier P-semimartingala es también una QQ-semimartingala. Mds especificamente:

s St M es una P-martingala local continua, entonces
M =M —D™'.[M,D] (3.3.1)
es una QQ-martingala local continua.

Demostracion: Consideremos los tiempos de paro
T, =Mf{t: D, <1/n} ; n>0 (3.3.2)

los cuales satisfacen que 7, 1 co, P-c.s., dado que D es estrictamente positiva )-c.s.

Notamos que, para cada n, por la Proposicion 2.2.5

[ praln D)) < v ) < 0 (D)) < +oc

Esto asegura que D! es integrable respecto [M, D] y consecuentemente, D' -[M, D]
es de variacion finita, sobre cada intervalo [0, 7,]. Siguiendose asi que el proceso
(D! . [M, D])™ es finito P-c.s. y por tanto, que (MD)™ es el producto de dos
P-semimartingalas.

Por la formula de integracion por partes,

tATh ~ tATh 5 5
(MD)™ = MyDy + MdD, + D,dM, + [M, D),
0 0

tATp ~ tATh
= MyDy + MydD, + D,dM,
0 0

—[M, Dlinr, + [Mu Dlipr,
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tATh 5 tATh
= MyDy + My,dD, + / D,dM, .
0 0

Mostrando que (M D)™ es una P-martingala local y, por el Lema 3.3.1, que M™ es
una (Q-martingala local. Finalmente, M es una )-martingala local por el Lema 2.2.1.

Asi, cualquier P-semimartingala X = M + A puede ser escrita como
X=M+D"' [MD]+A

bajo la medida @, en donde D~ - [M, D] es de variacién finita pues lo es sobre cada
intervalo [0, 7,] y 7, T 0o. Probando la contencion S(P) C S(Q).

g

Veamos ahora las principales consecuencias de este tltimo resultado sobre la in-
tegracion estocastica. Comenzando por notar que para cualquiera dos P-martingalas
locales M y N, su proceso de covariacion coincide con el de las (-martingalas locales
My N.

Esto tltimo es inmediato al considerar que la covariacién de un proceso de varia-
ciéon finita con cualquier semimartingala siempre se anula:

[M,N]=[M —D"-[M,D],N - D[N, DI

= [M.N = D" -[N.D]] = [D'- M. DL.N = D+ [N D]

=[M,N]— [M,D™"-[N,D]| — [D™"-[M,D],N] + [D~'-[M,D],D~" - [N, D]]

= [M,N] = D" - ([MAND]] = [[M B N] + D" - [[M. DI D]]) = [M, N] .
Similarmente, podemos ver que
[N,N] = [M = D™" [M, N],N] = [M, N] = D" [[M, N], N] = [M,N]

En resumen,

[M,N]=[M,N]=[M,N] ;: M,NecM(P).
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En particular esto muestra que para cualquier P-semimartingala X, su proceso de
variacion cuadratica es el mismo bajo ambas medidas:

[(X]o = [M] = [M] = [X]p .

Debido a esto, en adelante evitamos la distinciéon con subindices. Sin embargo, para
una mayor claridad, denotamos por Lp(X) a la clase de procesos integrables bajo
una medida P, respecto de una P-semimartingala X, en el sentido de la definicion
en (3.1.2).

Por su parte, la formula en (3.3.1)) define un mapeo
GE:M(P) — M(Q) | GEM)=M
conocido como la transformacion de Girsanov de P a (). Es justo por esta transfor-
maciéon que el Teorema de Girsanov ha ganado relevancia en diversas areas practicas.

Antes de profundizar en este hecho, exponemos la relacion entre esta transforma-
cién y la integracion estocastica. Para empezar, notamos que la transformacion de
Girsanov conmuta con la integracion estocastica.

Proposicion 3.3.4 Sea M una P-martingala local. Si H es un proceso en Lp(M),

entonces H también pertenece a Lo(M) y ademds, H-M=H-M.
Prueba: Supongamos H € Lp(M). Reconociendo que el ser progresivo no depende

de la medida en cuestion y que por la igualdad [M] = [M], tenemos (V2 - [M]), =
(V2. [M]). La primer afirmacién resulta de que la filtraciéon es completa y Q <1 P.

En cuanto a la igualdad entre integrales,
H- M=H - (M—D ' [M,D))=H-M—H-(D™'-[M,D])
—H-M—(HD™)-[M,D]* H-M —D™\[H-M,D| = H-M
O

Corolario 3.3.1 Sea X = M+ A una P-semimartingala. Entonces, Lp(X) C Lg(X)
y para cualquier proceso V- € Lp(X) se cumple que (V- X)p = (V- X)q c.s., bajo Q.
Prueba: Sea V' € Lp(X). Entonces, por definicion
V? e Lp([X]) = Lp([M]) = Lo([M]) ,
yV € Lp(A) = Lg(A).
Falta mostrar que V € Lo(D™! - [M, Z]). Pero dado que D! € L([M, D]), por la
regla de la cadena, esto es equivalente a mostrar que VD € Lg([M, D]). Consideremos

entonces los tiempos de paro definidos en (3.3.2) y notemos que para cada n > 1, por
la Proposicion 2.2.5,

1/2

/0 VD= Hd|[M, D]| <n{(V*- [M]); x [D];} "~ =n {(W - (M), x [D]t}l/2 < 400

para toda t < 7,,. Es decir, (VD)™ € Lo([M, Z]).
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Esto altimo se generaliza a todo R, puesto que 7, T 0o. Concluyendo,
V € Lo(D™'-[M,D)) .
Para la segunda afirmacion, por simplicidad denotamos
I=V-M+V-A | I''=V-M+V-(D" [M,D]+A)
Siendo posible ver que

[ -1 =[V-M —2[,1+[V M,

y ademaés,
[I,IN=[V-MV-M+[V-MV- (D" [MD]+A)]
+ [V AV M+ [V-AV . (D [M,D]+ A)]
=[V-MV-M].
Por tanto,

[ —I'=[V-M|=2[V-MV-M+[V-M]

P S R R

=V M =2 [V M (VM) + [(V )]
=V -M]=-2[V-M,V-M|+[V-M]=0.
Mostrando que I = I, Q-c.s.
O
Retomando la proposicién anterior, si H es un proceso progresivo podemos definir
H-M ; He Lp(M)
by M(P) - M Oy (M) =

Wi MP) S M@ | Bu(M) {EO e

cumpliendose la conmutatividad en la composicion G% o &y = & o G%.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta.

M(P) M—M . M(Q)

tl)H—!f-}\IJ( J(q)H—H-;(J

M(P) > M(Q)

p—
H-M—H-M

Figura 3.1 Diagrama de la composiciéon Gg ody.
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Si bien la prueba del Teorema de Girsanov solo requiere de la condicion ) < P,
cuando las medidas resultan ser equivalentes surgen consecuencias muy interesantes,
principalmente sobre la transformacion de Girsanov. Denotamos por @) ~ P la situa-
cion en que dos medidas son equivalentes; es decir, cuando Q << Py P < Q.

Definicion 3.3.1 Decimos que un par de medidas de probabilidad (P, Q) forman un
par de Girsanov si (Q ~ P sobre Z,, y la P-martingala D es continua.

En tal caso las medidas generan una simétria interesante, pues (@, P) resulta
ser también un par de Girsanov y como consecuencia de la siguiente proposicion, la
transformacion de Girsanov resulta ser un mapeo uno-a-uno y sobre (una biyeccion).

Proposicion 3.3.5 Si (P, Q) y (Q, R) son dos pares de Girsanov, entonces (P, R) es
un par de Girsanov y se satisface que:

GEoGY=GE

En particular, G§ o GL=G%oGE=1.
Prueba: Considerando que para cualquier conjunto A € %,

dR dR dQ dR dQ
Er[la] =Eg |14 — =Ep |[(1g— — =Ep |14 ( — —
it =B 11 g | =2 0| ) 3], | =2 [t (g, <))
Obtenemos que
dR|  dR " dQ
dp Ft B dQ Fi ap F ’

siendo inmediato que (P, R) es un par de Girsanov.

Por otra parte, GE(M) es por definicién la martingala local en la descomposicion
de M bajo R. Pero M y Gg(M ) solo difieren por un proceso de variacion finita, por
lo que GE(M) también es la martingal local en la descomposicion de GE(M) bajo R.

U

Asimismo, la integral estocastica conmuta con la composicion iterada de distintas
transformaciones de Girsanov. Este hecho lo resumimos en el siguiente diagrama, en
donde consideramos a ®5 como en la Figura 3.1.
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M(P) (I)H o (;f;
MP) — M) —2 s M(R)
‘I’ul l‘l’u
M(P) ————— M(Q) ———— M(R)

(;IB’ ody ” M(R)

Figura 3.2 Diagrama de la composicion Gg o Gg ody.

3.3.1. Aplicaciéon del Teorema de Girsanov

Anteriormente se mencion6 que, en la mayoria de los contextos donde el Teorema
de Girsanov tiene importancia, esta no es debida a la afirmacion S(P) C S(Q) sino
a la formula en (3.3.1)). Esto es porque, en esencia, a partir de ella es posible cambiar
convenientemente la expresion de un proceso, considerando distintas medidas a las
del espacio original.

Justamente en la aplicacion del Teorema de Girsanov, la manera més natural de
construir a la medida @) es a partir de una martingala M, como :

Q(A) = /AMt(w)dP(w) para toda A€ % ; t >0 (3.3.3)

lo que denotamos simplemente por () = M - P.

Debido a esto, es necesario establecer versiones méas constructivas del Teorema 3.3.1.

Corolario 3.3.2 Sea (2, o7, P) un espacio de probabilidad, B un (F;, P)-movimiento
browniano y X un proceso tal que

1
sea una (F, P) -martingala. Entonces,
B=B-|[B,X]

es un Fy-movimiento browniano bajo la medida Q@ = &(X) - P.
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Prueba: Notese que si suponemos valida la igualdad

t
X, =log&(X)o +/ E(X)1dE(X)s (3.3.5)
0
por la formula de Ito,
t 1 t
log £(X), =log 60 + | 60018 (X). - 5 [ 600260,
0 0
1
- Xt - §[X7 X]t .
Mostrando que de hecho, la igualdad en (3.3.5)) se cumple y por tanto

(B, X, = [By,log &(X)o + /t E(X)dE(X),]

=[B, (6(X)7"-£(X)) ] = (6(X)7" - [B,£(X)))

t

Asi, reconociendo a &(X) en el papel de la martingala D, por el Teorema 3.3.1
tenemos que B = B — [B, X| es una (.%, Q)-martingala. Dado que ademas [B, B]; =
[B, B]; = t, por el Teorema de Caracterizacion de Lévy concluimos que B es un
(Z:, Q)-movimiento browniano.

U

Naturalmente surge la necesidad de establecer condiciones sobre el proceso X bajo
las cuales &(X) sea una verdadera martingala. El resultado mas destacado en esta
cuestion es conocido como la condicion de Novikov.

Lema 3.3.2 (Novikov.) Si X es una martingala local tal que

E lexp (%[X]OO>

entonces &(X) es una martingala uniformemente integrable.

< 400,

El siguiente caso particular tiene un mayor reconocimiento que incluso el Teorema
3.3.1. Esto puede ser atribuido a que esta version fue establecida por R. Cameron y
W. Martin en 1944, mientras que la versiéon mas general fue probada por I. Girsanov
en 1960.

Corolario 3.3.3 (Cameron-Martin-Girsanov.) Sea (2, .o/, P) un espacio de pro-
babilidad, B un (%#;, P)-movimiento browniano y A un proceso F-adaptado tal que

E [exp (% /O h A2(s)ds>

< 400 . (3.3.6)
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M, = eXp{—/OtA(s)st _ %/OtA(s)st}

es una (F, P)-martingala y el proceso

Entonces,

t
B:B—{—/A(s)ds
0

es un F-movimiento browniano bajo la medida QQ = M - P.
Prueba: Considerando que

[/OtA(S)dBS} :/OtAQ(SMS ) {Ba/otA(s)st} =/OtA(s> d[B, B, Z/OtA(s)ds

el resultado es una aplicacion de la Proposicion 3.3.5 con & (X); = &(— f(f A(s)ds).
g

Para finalizar la seccién, ahora ejemplificamos la importancia del Teorema de Girsa-
nov en el area de las ecuaciones diferenciales estocasticas. En adelante solo conside-
ramos intervalos de tiempo finitos [0,7],7 > 0.

Supongamos que dado un espacio de probabilidad (2, .%;, P) y una difusion

con B un .#;-movimiento browniano, buscamos modificar la deriva p de alguna ma-
nera conveniente. En tal caso, podemos considerar un proceso adaptado A(X;) que
satisfaga la condicion de Novikov simplificada,

E {exp (/OT %AQ(XS)ds)} < 400,

de tal forma que el proceso que resuelve la ecuacion
d_ét — A(Xt)dt + dBt ,

sea un .#;-movimiento browniano bajo la medida () = M - P, en donde
M, = exp (— /0 A(X.)dB, - % /0 tA(Xs)2d3>
Asi, dada la relacion dB, = dB, — A(X,)dt podemos desarrollz.ir
dX, = p(X,)dt + o(X)) [dét - A(Xt)dt] - (,u(Xt) - U(Xt)A(Xt)) dt + o(X,)dB,

para obtener que
dX, = (u(Xy) — o(X) A(Xy))dt + o(X,)dB, (3.3.8)

es una difusion en el espacio (€2, %, Q)) que surge tras cambiar la deriva de X.
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En esencia, lo que hicimos fue construir una solucién débil para esta tltima ecua-
cion a partir de una solucién fuerte de la ecuacién en . Esta resulta ser la
aplicacion de mayor uso del Teorema de Girsanov, principalmente porque nos pro-
porciona una herramienta para simplificar la deriva de una difusiéon. El siguiente
ejemplo muestra que incluso es posible eliminar la deriva por completo.

Ejemplo 3.3.1 Sea (€2, %#;, P) un espacio de probabilidad y X una difusion:

con B un (%#;, P)-movimiento browniano. Entonces, es inmediato que ¢ = 6 satisface
la condicion de Novikov simplificada y en consecuencia,

t 1 t
M, = exp (— JRZE eds) - exp(—e(Bt - %))
0 0

es una P-martingala. Siguiendose que () = M - P es una medida de probabilidad,
bajo la cual X es simplemente igual a un movimiento browniano.

Es decir, en el espacio (92, 47, @), se tiene que
dX; = dB;
con B = B — [B, M] un Q-movimiento browniano.

Notese también la diferencia en los valores esperados

Ep[Xt] :Sl?(]—i—@t s EQ[Xt] =Xp .
P Q
(=)
< 7 @
o | —
©
=< 7 = .
<
™ —
o | S
T T I I T T I I I T I T
0.0 0.4 0.8 0.0 0.4 0.8

Figura 3.3 Trayectoria del proceso X bajo las medidas P y Q. (6 = 2.5)
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Ejemplo 3.3.2 Sea (€2, .%#;, P) un espacio de probabilidad y X una difusion:

dXy = —X,(1 = Xp)dt +/X,(1 = X,)dB, | t€0,T)

con B un .%;-movimiento browniano. Consideramos entonces el proceso

A(s) = —cv/ Xs(1 = X,) 5 s>0

en donde la condicion de Novikov se satisface porque A es una funciéon acotada,
siguiendose que

t 2 t
M, = exp (c/ VX, (1= X,)dB, — %/ X, (1 - Xs)ds)
0 0

es una (%, P)-martingala a partir de la cual definimos la medida ) = M - P.

De esta forma, en el espacio (€2, 47, Q) se tiene que

dX, = \/X,(1 - X,)dB, , (3.3.9)
con B = B — [B, M] un Q-movimiento browniano.

La ecuacion caracteriza a la difusion de Wright-Fisher. Este proceso es
muy importante en la teorfa matemaética de genética de poblaciones, describiendo
el comportamiento de una poblaciéon que evoluciona aleatoriamente, sin mutacion,
seleccion o superposicion entre sus generaciones. En este trabajo nos limitamos a
retomar que c.s. la difusion de Wright-Fisher siempre alcanza el valor 0 6 1 en un
tiempo finito.

Sea ahora N un conjunto de medida () cero, entonces
Q(N) =Eqg[ly] =Ep[InMyp] =0 .

Reconociendo que 1My es no negativa, esto asegura que 1yMp = 0, P-c.s. Adn
mas, como en este caso M es estrictamente positiva, tenemos que 1y = 0, P-c.s. y
por tanto que P(N) = 0. Mostrando que N también es de medida P cero.

En particular, para el tiempo de paro
r=mf{t >0; X, €{0,1}} <+o0 , Q—cs.

tomamos N = {7 < 400} y concluimos que 7 también es finito P-c.s.

Concretamente, esto muestra que el conjunto de trayectorias en las que X no toma
el valor 0 ni el valor 1, tiene medida cero en ambos espacios de probabilidad. Esto es,
bajo ambas medidas, el proceso eventualmente llegara a tomar el valor 0 6 1 c.s.



Apéndice A
Funciones de Variacion Finita

En esta seccion presentamos un resumen de la teoria de integracion de Lebesgue-
Stieltjes, en donde debido a nuestro interés en las trayectorias de un proceso a tiempo
continuo, nos limitamos a tratar con funciones reales definidas sobre [0,00). Esta
seccion esta basada mayormente en el texto A brief introduction to Lebesgue-Stieltjes
integral [26].

Comenzamos por retomar que significa que una funcion sea de variaciéon finita.

Definicion A.1 Dada una funcion f: Ry — R y una particion del intervalo [0,t],
A={0=ty<t; <..<t,=t}, definimos

Sp = Z |f(tr1) — f(te)]
k=0

y denotamos al supremo, sobre todas las particiones del intervalo, como

Vi(t) :=sup S .
A
Cuando este nimero es finito, decimos que f es de variacion finita sobre [0, t].

Si f es de variacion finita sobre cada intervalo [0,t], decimos que f es de varia-
cion finita. Mientras que si sup, V;(t) < 400, decimos que f es de variacion acotada.

Destacamos que para cualquier coleccion de particiones {A, },en , tal que

A, = OSIES(CE(—I |tkr1 — te] — 0,

el supremo de V;(t) coincide con el limite de las sumas S;**, n — oco.
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Proposicion A.1 Toda funcion monotona es de variacion acotada. Aun mds,
i) si f es una funcion creciente, Vi([a,b]) = f(b) — f(a).
ii) si f es una funcion decreciente, Vy([a,b]) = f(a) — f(b).

para cualesquiera a < b € R, .

En adelante, denotamos por F'V al espacio de las funciones f : Ry — R de
variacion finita, continuas por la derecha, y mediante F'Vj al subconjunto de F'V
compuesto por las funciones que comienzan en cero.

Teorema A.1 Sea f: R, — R una funcion medible que comienza en cero. Entonces
se cumple que f € FVy si, y solo si, existe una iunica descomposicion f = ft — f~
con f*£ € FVy, y medidas inicas ,uj? tales que

pa bl = 750) ~ fH0) (@b CR, .

En cuyo caso, la descomposicion esta dada por [+ = %(Vf + f).

A partir de las medidas del teorema anterior, podemos definir a la integral de
Lebesgue-Stieletjes respecto de funciones en F'V, como una integral ordinaria de
Lebesgue. Para esto, consideramos la medida de variaciéon total de f:

gl = wf + g

la cual coincide con la medida inducida por la variaciéon Vy, pues satisface que

g (10, 2]) = Vi(t) 5 =0

Definicion A.2 Sea f € FVy y h : Ry — R una funcion medible. Decimos que h
es integrable respecto de f si fot \h(s)| d|pfls < oo, para cada t > 0. En cuyo caso,
definimos a la integral de h respecto de f sobre [0,t] como:

[ w1 = [ ~ [ wisying

Proposicion A.2 Sea A € FVy y f : [0,t] — R una funcion medibe, integrable
respecto de A. Definimos g(t) = fot f(s)dAs. Entonces, para cualquier funcion medible
h:[0,7] = R que sea integrable respecto de g ¢ tal que [ |h(s)f(s)] |[dAs| < oo, se
satisface

[ wss, = [ npsaa,
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Lema A.1 Si f es una funcion medible y acotada, y p es una medida finita (signada),

entonces
\ / fdu‘ < [1slaln.

Si bien los resultados anteriores son esencialmente la base de la teoria de integra-
cion respecto de funciones en F'V, en el desarrollo del texto, especificamente en el
segundo céapitulo, es necesario considerar algunos resultados més sofisticados.

Decimos A € F'V es integrable si su proceso de variacion V4 € V' es integrable.

Lema A.2 Sea A € V integrable, con (V4)s(w) finita para toda w. Para cada w,
sea pia(w) la medida (signada) en (Ry, A.) inducida por A(w). Entonces, la familia
(va(w))weq es un kernel P-integrable de (2,.%) en (R4, %) y similarmente, la fa-
milia restringida (va(w)|jo,q)weq €s un kernel P-integrable de (2, %) en ([0,t], Bjo)

Referimos al lector a consultar la prueba de este resultado en [28], p. 33

Lema A.3 Sea (Q, 7, P) un espacio de probabilidad, (E,£) un espacio meidble y
(vy) un F-kernel P-integrable sobre €. Denotamos por \ a la integracion de (v,)
respecto de P. Entonces, si f : Q x E — R una funcion % ® E-medible e integrable
respecto de |\l

i) El mapeo x — f(w,z) es E-medible para cada w € .

ii) El mapeo z — f(w,x) es integrable respecto de v, y w — [ f(w,x)dv,(z) es
F-medible y P-integrable c.s.

Este resultado corresponde al T.A.1.17, p. 147 de [28§].



Apéndice B
Martingalas

A continuaciéon presentamos algunos resultados esenciales sobre martingalas, re-
queridos para el entendimiento del texto. Solamente buscamos formar una guia sobre
la cual basar una lectura més profunda, pues una correcta exposicion requiere de un
tiempo considerable de estudio. Esta seccion es solo una parte de lo expuesto en el
Capitulo 9 de Foundations of Modern Probability [14] y en el Capitulo 2 de Conti-
nuous Martingales and Brownian Motion [22].

Definicion B.1 Dado un espacio de probabilidad filtrado (2, o7, Fi>0,P), decimos
que un proceso M es una (Fy, P)-martingala si satisface las siguientes condiciones:

i) M es integrable, i.e. E[|M;|] < +o0 para toda t > 0.
ii) M es adaptado respecto de la filtracion F.

iii) Para cualesquiera s <t € Ry, se cumple la igualdad

E[M,|Zs] = M .

Evitamos la notacion (%, P) siempre que el contexto lo permita y similarmente de-
finimos dos clases més de procesos estocasticos. En donde decimos que M es una
supermartingala si, en lugar de la igualdad, se cumple que

E[Mt’ys] SMS ) s<t.
En cambio, si se satisface que
E[M,;|.%]| > M, ;s <t

decimos que M es una submartingala.

70



APENDICE B. MARTINGALAS 71

Notamos que la funcion ¢ — E[M,] es constante en el caso de que M sea una
martingala, decreciente en el caso que sea una supermartingala y creciente en el caso
de que sea una submartingala. Destacamos que la clase de las supermartingalas tiene
la estructura de un espacio vectorial sobre el campo de los reales, para el cual las
martingalas forman un subespacio vectorial.

Los métodos asociados a las martinglas cuentan actualmente con una presencia
e importancia innegable en gran parte de la teoria de procesos estocastica. En gran
parte, esto es debido al trabajo de Joseph L. Doob, quien en su libro Stochastic
Processes [5] concreto la teoria béasica de las martingalas y mostré algunas aplicaciones
a juegos de azar.

Sin embargo, algunos de sus resultados més importantes solo fueron probados para
martingalas a tiempo discreto y tomé un tiempo llegar a los resultados hoy en dia
mayormente conocidas. Por ejemplo, fue hasta 1963 que Meyer extendi6 el teorema
de descomposicion para supermartingalas en [17].

Asimismo, el concepto de optional stopping ha sido desarrollado a profundidad
y se han establecidos distintas versiones para ampliar sus aplicaciones. Solamente
presentamos la version utilizada requerida en el trabajo presente.

Teorema B.1 (Paro Opcional.) Si M es una martingala y S,T son dos tiem-
pos de paro acotados tales que S < T, entonces

MS = E[MTlﬁS] C.S.

St ademds, la martingala M es uniformemente integrable, entonces la propiedad se
mantiene para cualquier par de tiempos de paro.

Este resultado es el contenido del Teorema 3.2, p. 67 de [22].

Justamente a partir de este resultado es posible establecer criterios bastante tti-
les sobre cuando un proceso es una martingala y transformaciones bajo las cuales la
propiedad de ser martingala se mantiene.

Corolario B.1 Sea M una martingala y (75) una coleccion no decreciente de tiem-
pos de paro. Entonces, si M es uniformemente integrable o cada tiempo de paro es
acotado, el proceso (M,,)s es una martingala respecto de la filtracion {F, }s.

Corolario B.2 Un proceso adaptado cadlag X es una martingala si, y solo si, para
cualquier tiempo de paro acotado 7,, X, € L' y E[X,] = E[X,].

Corolario B.3 Si M es una martingala y 7 un tiempo de paro arbitrario, enton-
ces el proceso detenido M™ vuelve a ser una martingala.
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En particular, el siguiente resultado es utilizado para probar una propiedad clave
de la integral estocéstica elemental.

Lema B.1 Si M es una %;-martingala, para cualquier tiempo de paro T con una
cantidad numerable de valores y cualquier variable aleatoria n que sea F#.-medible y
acotada, el proceso Ny = n(M; — My,,) es nuevamente una F-martingala.

La prueba de este resultado se encuentra disponible en [14], p. 194.
A su vez, en el desarrollo de la teoria de martingalas se han encontrado algunas

condiciones que surgen de manera natural y que resultan sumamente convenientes en
diversas situaciones.

Por ejemplo, la propiedad de que una martingala sea uniformemente integrable.
Esta condicién surge de manera natural, considerando que una martingala definida
en un intervalo cerrado por la derecha es uniformemente integrable, y trae consigo
consecuencias muy importantes, como en la segunda afirmaciéon del Teorema B.1.

Proposicion B.1 Si M es una martingala, las siguientes tres condiciones son equi-
valentes:

i) im0 M; existe en L' ;
ii) existe una variable aleatoria My, € L' tal que My = E[M |.%);
iii) M es uniformemente integrable.

en cuyo caso, Xo = limy Xy c.s. Ademds, si la martingala es acotada en LP (p > 1):

sup || X[, < 400
t

entonces las condiciones anteriores se satisfacen, y se cumple la convergencia en LP.
Esta proposicion corresponde al Teorema 3.1, p. 68 de [22].

Mientras que si la filtracion %, sobre la que estamos trabajando es continua por la
derecha, es posible limitarnos a tratar solamente martingalas con trayectorias cadlag.
Este resultado es parte del Teorema 9.28, p. 201 de [14].

Teorema B.2 (Regularizacion, Doob.) Sea X una %;-submartingala a tiempo
continuo. Si la filtracion F; es continua por la derecha, entonces X tiene una version
cadlag si, y solo si, la funcion t — E[Xy]| es continua por la derecha.

En particular, esto se cumple cuando X es una martingala.
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