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Introduccion.

El problema del consenso consiste en n agentes con valores iniciales da-

dos que quieren decidir uno de ellos. ;Como podrian lograrlo?

Una de las metas mas importantes de la computacion distribuida es imitar el compu-
to secuencial con varias computadoras trabajando al mismo tiempo. La finalidad de esto
es mejorar el rendimiento (dos cabezas piensan mejor que una) al tiempo que se evita el
sobrecalentamiento, fruto del incremento de poder al que las computadoras son someti-

das afo con afofd

Para lograr esta meta, el problema del consenso surge como una tarea fundamental
para conseguir que varias computadoras trabajen como una, sin embargo se han hallado
casos en los que sencillamente es imposible (por ejemplo cuando las computadoras no
se pueden comunicar entre si), lo que genera el problema lateral de la resolubilidad
del consenso que consiste en determinar con precision cuando es posible alcanzarlo y
cuando no. El objetivo principal de esta tésis es resolver dicho problema, por lo que a
continuacion se presenta una disertacion sobre el estado del arte ya que esta no es la

primera vez que se aborda el problema.

2Dicho de forma muy burda, en lugar de duplicar el poder de una computadora, ahora se ejecutan
dos al mismo tiempo. Para una discusién detallada consiltese el prélogo y el capitulo 1 del libro [23],
donde se explica la ley de Amdahl que formaliza el hecho de que “dos computadoras” no necesariamente
equivalen a “una sola con el doble de potencia”.
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Trabajos relacionados Historicamente, el estudio de la resolubilidad del consenso es
muy extenso y se puede remontar hasta la década de los anos ochenta. Ahi, se puede en-
contrar el primer resultado relevante conocido en [16], donde los autores Fischer, Lynch
y Paterson probaron que cualquier protocolo de consenso en un sistema asincrono puede
no terminar jamas si alguien muere sin que haya forma de saberlo (quiza sélo esté muy
lento y le tome un punado de milenios volver a reaccionar). Posteriormente, Santoro y
Widmayer [34] proporcionaron la primera caracterizacién extensa de la resolubilidad del
consenso en sistemas sincronos propensos a fallas en la comunicacion, usando los argu-
mentos de bivalencia presentados en [16]. En su articulo, mostraron que el consenso es
imposible si algin agente no recibe n — 1 mensajes en alguna ronda arbitraria y desco-
nocida a priori (quiza podria no pasar nunca, quizd pase. No hay forma de saberlo ni
cuando). Entonces, Schmid, Weiss y Keidar refinaron esta cota de mensajes al probar
en [35] que el consenso aun puede ser resuelto si el nimero de mensajes perdidos es de
orden cuadrético, siempre que nunca aislen al proceso (es decir que la condicién de n — 1
mensajes perdidos de Santoro y Widmayer). A pesar de que se habian obtenido tantos
resultados y tan fructiferos, para principios del siglo XXI todavia habia una entendi-
miento mas bien vago sobre la resolubilidad del consenso. En el ano 2002, Moses
y Rajsbaum presentaron en el articulo [29] la herramienta de las capas la cual permite
analizar ejecuciones con un buen comportamiento en términos de resolucion del consenso.
Ademas, gracias a esta herramienta, fueron capaces de hacer un analisis independiente
del modelo (es decir, que no depende de ser sincrono, asincrono, que los mensajes se dis-
tribuyan a través de un buffer de mensajes o por senales de humo, etc.), lo que significo
un gran avance rumbo a un entendimiento unificado del problema. Unos de los resultados
més recientes sobre resolubilidad del consenso pueden encontrarse en [39, B1], donde se
caracteriza para adversarios de mensajes cerrados y generales (ver [1]). En el ano 2020,
Armenta-Segura, Ledent y Rajsbaum presentaron en el articulo [4] una caracterizacién
para la resolubilidad del problema del acuerdo aproximadoﬂ para dos agentes utilizando

logica epistémica, y también presentaron un algoritmo basado en mismo resultado. En

3En el problema del acuerdo aproximado, los agentes deben elegir valores que estén a distancia a lo
mas ¢ entre si, dada una ¢ > 0 fija.
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mismo trabajo, los autores formalizaron la nocién topoldgica del conocimiento grupal en

términos de vecindades, sobre la que se basa su algoritmo.

Perspectivas multiples Este estudio tan extenso en el tiempo y en los enfoques ha
conllevado a que se utilicen muchas herramientas matematicas de indoles muy diver-
sas, desde un acercamiento combinatorio [10], [34], hasta topologia de punto fijo [311 2],
pasando por herramientas raras pero utiles como topologia combinatoria [22] y légica
epistémica [32]. Entonces uno puede verse tentado a preguntarse sobre puentes. Por
ejemplo en el articulo [31] se descubrié un puente entre topologia de punto fijo y los ar-
gumentos de bivalencia de [I6] en términos de limites, mientras que en [10} [34] se esbozé
una relacién entre combinatoria y logica epistémica a través de topologia combinatoria
(relacién mucho més explotada y desarrollada en [I8, 22]). Finalmente, en el presente
trabajo se propone un modelo de topologia combinatoria basado en légica epistémica
[22, 18], donde los resultados principales de |34} [39] [31] son interpretados y confrontados
entre si. Ademas, se proporciona una caracterizacion de la resolubilidad del consenso en
cualquier sistema distribuido basada en la relaciéon entre el conocimiento comun y

alcanzar acuerdos.

El punto de vista epistémico se remonta a principios de los ochentas [32] 28], donde
se mostré que el conocimiento comin (definido por primera vez, al menos hasta don-
de mejor sabemos, en [25]) es necesario para alcanzar acuerdos, y a veces suficiente en
algunos casos (ver capitulo 6 del libro [32]). Posteriormente, en [27] se present6 un pro-
tocolo 6ptimo basado en conocimiento comun para el consenso continuo, el cual es una
variacion del consenso en el que los valores iniciales cambian con el tiempo (por ejemplo
la base de datos de la pagina web de un periédico). Por iltimo, los modelos de topo-
logia combinatoria para problemas de computo distribuido ya han sido propuestos en
diversos trabajos, como por ejemplo en el articulo [I9] donde Goubault, Lazic, Ledent y
Rajsbaum analizaron el problema del equality negation bajo esta perspectiva, y también
en la tesis de licenciatura [3], donde Armenta-Segura propuso un modelo de topologia

combinatoria para el problema criptografico de las Cartas Rusas y aproveché el poder
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del modelo para generalizarlo.

Organizacién Esta tesis de maestria se divide en cuatro capitulos:

= En el Capitulo [I|se expone la teoria topoldgica-epistémica sobre la que se cimentan
los resultados de esta tesis. Dado que esta area no es muy famosa, se proveen ejem-

plos y discusiones intuitivas y filosoficas para explicar con claridad sus conceptos.

En el Capitulo[2]se extiende lo expuesto en el capitulo anterior para el caso de l6gica
epistémica dinamica, la cual estudia los cambios de conocimiento en los sistemas

distribuidos.

En el Capitulo|3|se aplica la teoria topoldgica-epistémica para estudiar el problema
del consenso. También se proporcionan varios teoremas y lemas importantes para
comprender la forma de los modelos simpliciales del consenso (por ejemplo que el
consenso binario induce esferas, Teorema, asi como de su tarea y la naturaleza

topoldgica subyacente en su resolubilidad.

En el Capitulo [4 se presenta el resultado més importante de la tesis: el Teorema
que caracteriza la resolucién del consenso. Se discuten algunas consecuencias
del mismo, y se discuten los resultados de [39, 31] donde se proporcionan caracte-

rizaciones del consenso para casos muy particulares.

= Finalmente, en el Capitulo [5| estan las conclusiones.

La escritura de este trabajo pretende ser jovial para ser accesible al mayor piblico

posible y que no se requieran conocimientos previos de nivel posgrado para su compren-

sion. Sin embargo, si que es conveniente tener los siguientes conocimientos previos de

nivel licenciatura para facilitar su comprension:

= Un conocimiento elemental de l6gica matemética y cierta familiaridad con sistemas
de primer orden (en particular el sistema con implicacién material que describe la

l6gica clasica).
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» Cierta experiencia leyendo/escribiendo pruebas, al menos la que se adquiere al final
de un primer ano de licenciaturaﬁ

Es menester advertir que existen muchas pruebas densas como las del Capitulo

= Nociones bésicas de algebra abstracta y matematicas discretas. Concretamente
algebra de conjuntos, particiones, relaciones de equivalencias, conjuntos potencia,
induccién y recursién matemética y teoria de grafos (los cuales son el primer paso

previo a topologia combinatoria).

» Alguna experiencia bésica en ciencias de la computacién (aunque no es necesario
saber programar). Mds concretamente en lenguajes formales y graméticas formales
(por ejemplo lenguajes libres de contexto y generaciones de la forma de Backus-
Naur), asi como los conceptos de sintaxis y semdntica (asi como la diferencia entre

ambos).

= Es bastante conveniente tener experiencia con sistemas distribuidos pero no es

indispensable dado el enfoque tedrico del trabajo y los ejemplos introducidos.

En caso de que el lector desee rellenar algin hueco que pudiera tener,ﬂ a continuacién

se enumeran algunas referencias tutiles:

» El libro de Enderton [13] es perfecto para iniciarse en ligicas formales.

» El poderosisimo Laveaga [24] es el libro perfecto para iniciarse en dlgebra abstracta
y mateméticas discretas, aunque el todopoderoso Fraleigh [17] y el buen Rotman

[33] no se quedan atras (pero son menos didacticos).

» El bien conocido Bondy [8] es uno de los libros més estdndar para iniciarse en teoria

de gréficas.

Finalmente, es posible extender el entendimiento sobre la parte computacional a
través del libro de Herlihy y Shavit [23] (para cémputo distribuido), asi como los libros

[11, [36] (para graméticas y lenguajes formales, semantica y sintaxis).

4En la Facultad de Ciencias de la UNAM en México, alumnos de este nivel son capaces de probar
con soltura propiedades basicas de los nimeros reales y hacer construcciones con regla y compés, como
en los elementos de Fuclides [14]

Y reducir su grupo fundamental al trivial. Este fue el mejor chiste que nadie leyé nunca [21]



Capitulo 1

Un modelo simplicial para légica
epistémica

En este capitulo se presenta el marco tedrico de logica epistémica basada en complejos
simpliciales crométicos como en [I8, 37]. Ademéds se presenta un ejemplo sobre cémo
aplicarlo en la “vida real” para obtener cierta familiaridad con los conceptos. Aunque el
consenso no es mencionado con frecuencia, toda esta teoria tiene como fin estudiarlo junto
al concepto de conocimiento comin en términos de conocimiento grupal, muy importante
para la caracterizacién presentada en el capitulo

1.1. Fundamentos de légica epistémica

La logica epistémica es la rama de la l6gica modal que estudia el conocimiento desde
una perspectiva formal, y analiza problemas del tipo “;Coémo puede descubrirse algo
dadas ciertas restricciones?”. Como rama de la logica que es, consta de un lenguaje con
sintaxis propia (las reglas con las que los simbolos pueden pegarse entre si) y seméntica
(lo que significan las “palabras” determinadas por la sintaxis).

Un problema inicial de la légica epistémica es determinar lo que puede conocerse
o no. Intuitivamente, es posible conocer sujetos (“yo conozco a Sergio”) pero también
proposiciones (“yo sélo sé que no sé nada”) incluyendo el caso particular de las variables
proposicionales parametrizadas por un sujeto y un predicado, por ejemplo:

Anita lava la tina
—— N ——

sujeto werbo predicado

El presente trabajo se centra en este 1ltimo tipo de cuestiones, pues son suficientes
para estudiar el problema del consenso (como se muestra en capitulos futuros). El len-
guaje especializado en este tipo de proposiciones se conoce como el lenguaje basico
epistémico modal, que a continuacién se explica.



CAPITULO 1. UN MODELO SIMPLICIAL PARA LOGICA EPISTEMICA

1.1.1. Sintaxis para lenguajes basicos epistémicos modales

A la hora de observar conceptos de la forma Yo sé que Anita lava la tina, lo
primero que salta a la vista es que tienen las siguientes partes:

= Los agentes que aprenden las proposiciones.

= Las proposiciones que pueden ser aprendidas por ellos, parametrizadas a su vez por
otros agentes a través del sujeto.

Mientras los agentes pueden ser formalizados como los elementos de un conjunto finito
A, las variables proposicionales estan definidas en términos del sujeto y su accién. Para
ilustrar esto, considérense los siguientes ejemplos:

1. Anita lava la tina.
2. Los Tigres UANL tienen sélo 3 puntos de 21 posibles en el torneo.

En el primer ejemplo, la agente Anita tiene asociada la propiedad “lavar la tina” (su
accién). En el segundo ejemplo, Tigres UANL tiene asociado el valor 3 representando sus
puntos en el torneo (también se le puede asociar el valor 3/21). En general, el predicado
junto con el verbo pueden corresponder a un valor asociado:

1. Si “lavar la tina” corresponde a una propiedad p entonces Anita tiene asociado el
valor p.

2. Los Tigres UANL tienen asociado el valor 3/21.

De esta forma, es posible definir un dominio V de propiedades (como “lavar la tina”)
o bien valores (como 3 0 3/21), de manera que las variables proposicionales se definen
como pares del producto cartesiano A x V denotadas (a,v) = p,, tales que p,,, significa
que “el agente a tiene asociado el valor v” o “el agente a satisface la proposicion v”.

Finalmente, estas formulas pueden componerse entre si para obtener féormulas mas
grandes utilizando conectivos de la légica clésica:

1. Si Anita lava la tina entonces los Tigres UANL pierden el clasico regio.
2. Si los Tigres UANL ganan el cldsico regio entonces Anita no lava la tina/l]

3. Juanito viajo a Zacatecas pero Pedrito viajoé a Yucatan. Te digo esto para que sea
de tu conocimiento.

Formalizando lo anterior, se presenta la siguiente gramaética en la forma de Backus-
Naur, extraida de [I§], que define el lenguaje de las férmulas epistémicas Li(AP) con

LiA qué equipo le va Anita?
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AP C A x V siendo un conjunto no vacio de variables proposicionales denominadas
atémicas

pu=p|l@|(@Np)| Kilp) p€eAP, acA

Este lenguaje también se denota como Ly si los conjuntos A y AP estan implicitos.
A continuacién se presenta una explicacion sobre los significados de cada uno de los
operadores.

1. Cuando ¢ es p € P, es una variable proposicional. Notese que estos son los tinicos
simbolos terminales por lo que todas las férmulas de Lx consisten en combinaciones
de variables proposicionales acorde a las otras reglas.

2. El hecho de que ¢ pueda ser —y significa que el lenguaje incluye negacién. Por
ejemplo, dado p, o significando que “el agente a tiene valor 07, Lx contiene también
la férmula “el agente a no tiene el valor 07, es decir, —p,.o

3. ¢ siendo (p A @) permite pegar dos férmulas con la conjuncién. Si se combina con
la negacién, esto proporciona disyuncién y por tanto también implicacion material
acorde a las reglas de inferencia de la logica clésica.

4. Finalmente, el operador del conocimiento K,(¢) se lee como “el agente a sabe ¢”.
Notese que toda la teoria desarrollada hasta ahora es insuficiente para describir
una semdntica de este operador en términos de los otros operadores.

Este lenguaje epistémico vino junto con varios sistemas axioméaticos como el S5,
(usado implicitamente en este trabajo) o el KB4, (empleado en trabajos como [20]
donde los agentes involucrados pueden morir eventualmente). El lector interesado en
estudiar estos sistemas a profundidad y gran detalle puede remitirse a las fuentes [7]
(Capitulo 4) y [12] (Capitulos 7.2 y 7.3).

1.2. Usando el lenguaje basico epistémico modal

A continuacién se presenta un ejemplo de como esta version del lenguaje basico
epistémico modal es lo suficientemente expresiva para modelar cuestiones de conoci-
miento:

Ejemplo 1 (El problema de los memes robados) En un mundo post-apocaliptico
donde el Internet es historia antigua, los ultimos memes sobre la tierra son hojas im-
presas pequenas, muy vulnerables a la lluvia y a las flamas (lo que los hace mds valiosos
aun). Un grupo de tres amigos: Alice, Bob y Catalina la gmndeﬂ tienen un gran tesoro

2Este es una versién muy centrada en conocimiento y en cosas “que pasan o no pasan”, por lo que
el inico operador modal que incluye es el de conocimiento y no considera al rombo de la posibilidad ni
al cuadrado de la necesidad. No obstante si que es posible hacer 1égica epistémica considerando a estos
altimos.

3La gran zarina (no confundir con la marca de galletas) fue resucitada con magia chachalaca-dentista
marxista-bolchevique. En el fin del mundo este tipo de cosas pasan con mucha frecuencia.
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de memes para su deleite propio. Sin embargo, un dia horrendo desaparecieron misterio-
samente, sin mayor explicacion.

Dado que no hay animales salvajes, otros humanos, inundaciones o incendios recientes,
los memes sdlo pudieron ser robados y el ladron (o ladrones) estd entre ellos. ;Cémo
podrian los inocentes encontrar a los culpables?

A continuacién se presenta una disertacion sobre herramientas ttiles para entender
este problema en términos de lenguaje basico epistémico modal. Posteriormente, en la
Seccién se plantea lo que es una solucién para este problema (y se anticipa su rela-
cién tan intima con el consenso) y finalmente en la Seccién se presenta una solucién.ﬁ

El lenguaje basico epistémico modal 1util para este problema es el siguiente. Los
agentes son A (Alice), B (Bob) y C (Catalina, también llamada Cath para ahorrar
espacio E[), mientras que las proposiciones y valores son los estados de culpabilidad: 0 si
se es inocente y 1 en otro caso. Las proposiciones atémicas para este Lx son px o para
el agente X siendo inocente y px ;1 para el agente X siendo culpable. A continuacién se
presentan algunos ejemplos de formulas compuestas:

" pao A pca. Significa que Alice es inocente pero Catalina no lo es. Vale la pena
mencionar que, para casos con valores binarios, se suele establecer como axioma

que pao siy solo si =pa;

= =(pp1 A “pay). El significado inmediato es “no es cierto que Bob sea culpable
pero no Alice”. También puede significar “Bob no es el ladréon, o Alice es inocente”
(disyuncion), o bien “Si Bob es el culpable entonces Alice es inocente” (implicacién
material).

» Kp(pan). Significa que Bob sabe que Alice es culpable.

» Ka(pcyo). Significa que Alice sabe que Catalina es inocente.

El siguiente paso es descubrir una forma de interpretar el operador de conocimiento
en términos formales para poder demostrar la culpabilidad /inocencia de un agente desde
el punto de vista de otro, en una situaciéon dada. Para lograr esto, va a ser necesario
anadir un nuevo factor: incertidumbre, representada por la existencia de mundos posibles
en los que un agente pueda vivir, dado que conoce lo que conoce.

4Este ejercicio es meramente informativo y su finalidad es servir como un ejemplo de aplicaciones de
toda la teoria presentada aqui. Por lo tanto, no se recomienda saltar a la lectura directa de la secciones
y sin antes haber leido lo anterior.

®Catalina la grande, la més célebre de todas las zarinas de Rusia, detesta que le llamen simplemente
“Cath” pero a nadie le importa: ni a Alice, ni a Bob, ni al que escribe la tesis, ni a su tutor, ni a los
sinodales que evaluaron la tesis, ni al rector de la UNAM, etc. Pues en el fin del mundo el anarquismo
irrespetuoso es algo muy comun: no existen dioses, reyes ni héroes, sélo pedazos andantes de carne que
buscan sobrevivir (y reifr con memes impresos muy fragiles y de combustién fécil).
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1.2.1. Hacia un entendimiento concreto del conocimiento

El conocimiento es el dual natural de la incertidumbre: mientras conocer es conscien-
cia, incertidumbre es también indistinguibilidad. Un ejemplo bonito y entranable seria
que uno no puede distinguir entre un mundo en el que la abuela cocina rico de un mundo
en el que cocina espantoso, si se desconocen las capacidades culinarias de la abuela.

En el Problema [I} todos los mundos posibles pueden caracterizarse como combina-
ciones de estados de culpa e inocencia, excluyendo los casos triviales donde todos son
inocentes (jalguien robé los memes!) o todos son culpables (jcudl seria el punto de robar
los memes si todos estan involucrados?). Asi, los mundos posibles serian:

1. Mundos donde Alice, Bob y Catalina no son inocentes simultdaneamente.

2. Mundos donde hay dos inocentes.

Es posible desglosarlos al describirlos mediante férmulas compuestas de L:

1. Wi = (Pao N\ Pp1 A Pcy) (Alice inocente)

2. Wy = (Pa1 A Pgo A Pcy) (Bob inocente)

3. W3 = (Pa1 A Pg1 N\ Pop) (Catalina inocente)

4. Wy = (Pao A Ppo A Pcy) (Alice y Bob inocentes)

5. W5 = (Pa1 A Pgo A Pop) (Bob y Catalina inocentes)
6. Ws = (Pao A Pp1 A Pop) (Alice y Catalina inocentes)

Gracias a esto, es posible razonar informalmente sobre conocimiento. Por ejemplo
supéngase que Alice es inocente, entonces ella deberia poder saber que no vive en los
mundos W, W3, Wy (donde es culpable). En otras palabras, Alice puede distinguir entre
los mundos Wy, W3, W5 (culpable) y los mundos Wy, Wy, Wy (inocente).

Supongamos ahora que Alice ignora la identidad del ladrén(es), entonces Alice no
puede distinguir el mundo W; de W, o Wg ya que sélo sabe lo que tienen en comin (que
ella es inocente). Partiendo de esto, es legitimo pretender que el conocimiento equivale
a las cosas comunes que tienen los mundos indistinguibles para el agenteﬁ En términos
mas generales, si una férmula ¢ no se cumple en todos los mundos indistinguibles para
Alice entonces ¢ marca una diferencia entre todos estos mundos por lo que Alice, o la
ignora, o es capaz de distinguir entre ellos.

Para definir indistinguibilidad formalmente (Alice sabe que puede vivir en los mundos
Wy, Wy, Ws, icémo es que no puede distinguir entre ellos si de hecho ya los conoce?) es

6Por supuesto es posible discutir esto como se hace en [32]. Por tanto deberd ser establecido como
un axioma (uno bien justificado intuitivamente), pero no debe olvidarse que existen modelos més alld
del que se presenta aqui.
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necesario hablar primero sobre qué significa que una féormula sea cierta en un mundo.
En la siguiente seccién se proporciona una semantica que define todas estas cuestiones
en términos de complejos simpliciales.

1.3. Fundamentos de topologia combinatoria

En esta seccion se presenta la forma de representar mundos posibles a través de com-
plejos simpliciales mostrada en [I8] junto con una seméntica formal para el lenguaje
bésico epistémico modal presentado en la Seccién que ademsés es lo suficientemente
expresiva para definir formalmente resolubilidad y representar la evolucion del conoci-
mzento.

Considérese un mundo s, por ahora indefinido aunque con la propiedad intuitiva de
que hay varios agentes viviendo en él (por ejemplo p). En el mundo s, el agente p conoce
muchas cosas dado que vive en él (intuitivamente su wvisidn del mundo), lo que puede
representarse como una férmula s, € Lx. Asi, es posible representar a p y su conoci-
miento de manera compacta como un par ordenado (p, s,). Si se toman todos los agentes
P1,--.,Pn que viven en s, entonces es posible definir s = {(p1,sp,),-- -, (Pn, spn)}E] Fi-
nalmente, para quitar la recursion en la definicién, s puede definirse como un conjunto
arbitrario {(p1, 1), ..., (pn, @)} donde a; € Li.

Recordando que dos mundos s y r son indistinguibles para un agente p si este conoce
lo mismo de ambos (es decir, s, = r,), se tiene que s y r comparten al par ordenado
asociado a p (es decir, (p,s,) = (p,sr)) de manera que la indistinguibilidad se convierte
en una propiedad de interseccion de conjuntos.

Finalmente, es posible visualizar estos conjuntos como figuras en el espacio. A conti-
nuacion se expone de manera concreta como se hace esto exactamente.

1.3.1. Complejos simpliciales

Una muy buena forma de motivar el concepto de complejo simplicial abstracto es a
través de su caso particular més famoso: el grafo. Un grafo consiste en un conjunto de
vértices que pueden unirse dos a dos mediante aristas. E1 complejo simplicial generaliza
esta nocion al unir aristas entre si con planos, luego planos entre si con volimenes, luego
hipervoliimenes, etc.

Desde un punto de vista abstracto, la tnica informacién relevante necesaria para
determinar un complejo simplicial es:

1. Sus vértices.

"En este trabajo se asume el estatuto filoséfico de que la suma de las visiones de todos los involucrados
proporciona la suficiente informacién para determinar un mundo. Vale la pena preguntarse hasta qué
punto este estatuto es vigente dada la fisica cuantica y la teoria de la relatividad, pero ello es material
para otro trabajo.
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2. Como esos vértices se conectan entre si (a través de aristas, planos, volimenes,
hipervolimenes, etc.)

La manera mas sencilla de representar esto es a través de la pertenencia a conjuntos:
si m vértices estan conectados entonces deberian pertenecer a un mismo conjunto por lo
que es legitimo definir complejos simpliciales como familias de conjuntos. Por tltimo, es
necesario anadir una propiedad de consistencia: si tres vértices estan conectados entre
si entonces también lo estan dos a dos, si cuatro vértices estan conectados entonces lo
estan tres a tres, y esas ternas dos a dos, etc. en general, si n vértices estan conectados
entonces también lo estan cualesquiera subconjuntos de vértices.

Definicién 1.3.1 (Complejos simpliciales abstractos [18]) Un complejo simplicial
C' sobre un conjunto finito de vértices V' es una familia de subconjuntos C' C (V') tal
que:

» VoeV, {v}eC.
» Vye C, si() #x Cy entonces v € C.

El conjunto V' se denota V(C) (los vértices de C').

Los elementos de un complejo simplicial se llaman simplejos y deben ser entendidos
como una generalizacién de la nocién de arista en un grafo, como por ejemplo un triangulo
para 3-simplejos (cara de poliedro) o un tetraedro para 4-simplejos (volumen de poliedro).
En general se desea que un m-simplejo determine una superficie de dimension n — 1
acotada (es decir un poliedro@, lo que corresponde a una realizacién geométrica. A
continuacién se presenta la definicién de [30], parafraseada y limitada al caso de un sélo
simplejo.

Definicién 1.3.2 (Realizacién Geométrica de un simplejo)

Considérese un n-simplejo S. Una realizacion geométrica de S en el espacio R? con
d>n—1 es una funcion G : S — R? tal que los elementos de G|V (C)] (es decir, las
imagenes de los vértices) satisfacen la siguiente propiedad:

» Impenetrabilidad: G es inyectiva (dos vértices no pueden ocupar el mismo espa-
cio).

» Geométricamente independientes: Para cualquier g € G|V (C)] se tiene que
el conjunto:

{g—nhlh e GIV(CO)], h # g}
Es linealmente independiente o es unitario.
La independencia geométrica es la manera formal de conseguir que los simplejos sean

aristas, caras, volumenes, hipervélumenes, etc. Con la finalidad de que un n-simplejo
determine una superficie acotada de dimensién n — 1 es necesario que dichas cotas sean

80 politopo, como es denominado en dimensiones superiores.
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superficies de dimensiones inferiores: una arista (superficie de dimension 1) estd acotada
por sus vértices (superficies de dimensién 0), un tridngulo (superficie de dimension 2) esté
delimitado por sus lados (los cuales son aristas), y un tetraedro (superficie de dimensién
3) estd delimitado por sus caras (las cuales son tridngulos). De esta forma, la peticién
de que el conjunto {g — h|h € G[V(C)], h # g} sea linealmente independiente conlleva a
que estas superficies de dimensiones inferiores no se traslapen unas con otras y por ende
bajen la dimensién real del simplejo: en el ejemplo del 3-simplejo, las dos aristas que
determinan al tridngulo forman un dngulo no nulo y no se sobreponen entre si (dicho
de otras palabras, los tres puntos no son colineales). Para méas ejemplos véase la Figura

Finalmente, el relleno de la realizacion geométrica se obtiene a través de la envol-
vente convexa:

Definicién 1.3.3 (Envolvente convexa [30]) Considérese un conjunto de puntos en
el espacio X = {z; € RYi € I} con I un conjunto arbitrario de indices. Se define la
envolvente convera de X como:

conv(X) = {Za,wi | a; > 072“1‘ = 1}
il i€l

Esta envolvente consiste en todas las combinaciones lineales entre estos puntos que
quedan comprendidas en su “interior”, lo que corresponde a la nociéon de rellenar. El
lector més interesado puede remitirse al libro [30] para ahondar més al respecto.

A eeé

2797

a)

c)

Figura 1.1: (a) Un 3-simplejo es un tridngulo pero nunca tres puntos colineales. (b) Un 4-
simplejo es un tetraedro pero nunca un cuadrado con sus diagonales. (c) Este maravilloso
poliedro de ocho vértices no es un 8-simplejo, jpero cémo se veria en realidad uno de esos?

Volviendo a los complejos simpliciales abstractos, dado un simplejo se tiene que todos
sus simplejos contenidos se llaman caras debido a la misma nocién geométrica: en
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la Figura (b), el tetraedro tiene cuatro 3-simplejos como caras. Es también posible
clasificarlos en ese sentido geométrico:

Definicién 1.3.4 (Dimensién [18]) Sea C' un complejo simplicial. s € C' tiene di-
mension d si y solo si |s| — 1 = d. En este caso, se dice que s es un d-simplejo de C.
Finalmente, C' tiene dimension d si y solo si d = Maz{|s| — 1|s € C'}.

Definicién 1.3.5 (Facetas [18]) Un simplejo s € C' es una faceta si es C-mazimal.
Es decir, para todo simplejo o € C' distinto de s es imposible que s C o. El conjunto de
facetas de C' se denota como F(C').

Este ultimo concepto es extremadamente importante ya que todos los mundos posibles
conformaran las facetas de un complejo simplicial.

Definicién 1.3.6 (Pureza [18]) Un complejo simplicial es puro si todas sus facetas
tienen la misma dimension.

En este trabajo, todos los complejos simpliciales seran puros a menos que se estipule
lo contrario.

Antes de empezar a aplicar esta teoria es necesario hablar de la caracteristica mas
importante de los complejos simpliciales en lo que respecta a este trabajo: la conexidad.

Definicién 1.3.7 (Conexidad de caminos [8]) Sea C' un complejo simplicial y con-
sidérense simplejos s y t. Se dice que s y t estan conectados por caminos si y solo
si existen vértices ay, . .., a, € V(C) tales que:

1. ag € s ya, €1t (o visceversa).
2. Para todo 0 <i <n—1 se tiene que {a;,a;1+1} es un simplejo de C

Intuitivamente dos simplejos s y t estan conectados por caminos si es posible ten-
der una cadena continua de aristas entre ambos. Esta nocién se puede abstraer hacia
complejos simpliciales:

Definicién 1.3.8 (Conexidad [8]) Sea C un complejo simplicial. Se dice que es co-
nexo si y solo si todos sus simplejos estin conectados por caminos. Un subcomplejo
D C C es una componente conexa de C si es C-maximal con la propiedad de ser
conectado por caminos.

Sin embargo es una definicién computacionalmente cara en el sentido de que no es la
forma mas eficiente de revisar si un complejo es conexo o no.

Definicién 1.3.9 (Conexidad éptima) Sea C' un complejo simplicial. Se dice que es
conexo si y solo si todas sus facetas estan conectadas por caminos.

Ambas definiciones son, de hecho, equivalentes. Para probarlo vale la pena probar un
lema previo:
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Lema 1.3.1 Sea C' un complejo simplicial, entonces todas sus facetas son conexas acorde

a la Definicion [1.3.8F)

Prueba. Dada una faceta F' € C', considérese simplejos s,t C F'y sean = € s, y € t,
entonces {z,y} C F por lo que se concluye lo deseado. m

Teorema 1.3.1 Las Definiciones y[1.3.9 son equivalentes.

Prueba. La ida es trivial: si todos los simplejos de un complejo simplicial C' estan
conectados por caminos entonces en particular lo estan sus facetas.

Para la vuelta, considérese simplejos s,t € C' vy sean F,G facetas tales que s € F'y
t € G. Si F = G entonces por el Lema [1.3.1] se tiene lo deseado. Si F' # G entonces
estdn conectadas por caminos, sea ayg,...,a, uno de los posibles y considérese x € s,
y € t, entonces x, ag, - . ., a,,y €s un camino desde s hasta t (si z = ag 0 y = a,, entonces
simplemente no se anadan los redundantes). m

Finalmente, es posible empezar a hablar de complejos simpliciales como las bases de
una semantica para el conocimiento.

Indistinguibilidad como una propiedad de conexidad FEn el Problema [I| de los
memes robados, cada uno de los mundos posibles W; estan descritos en términos de
formulas de L. Para representarlos como las facetas de complejos simpliciales, es ne-
cesario percatarse de que existen dos tipos de conocimientos iniciales: no saber nada
sobre la identidad de los culpables (pues se es inocente), o saber a detalle la identidad de
todos los miembros de la conspiracién (pues se es culpable). Por tal motivo, s6lo puede
haber dos tipos de vértices: (z,()) cuando el agente z es inocente, y (z,K) cuando z
conoce a todos los miembros de la conspiracién K = {y € {4, B, C'}|y robé los memes}.
Formalmente, los vértices son:

V(C) ={(¢,K)|lg € {A,B,C},K =00 {¢} CK S {A,B,C}}
De esta forma, los mundos Wi, ..., Wy se convierten en las siguientes facetas:

= (A,0),(B.{B,C}H(C,{B,C})

= (A,{4,C}),(B,0)(C.{A,C})

= (4,{4, B}),(B. {4, B})(C.0)
4. Wy = (A,0),(B,0)(C,{C})

= (A,{A}), (B,0)(C.0)

= (A,0),(B.{B}(C.0)

10
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(Cath, A,C) (Alice, A) (Bob, A,B)

(Alice, A,C) (Alice, A,B)

(Bob, B)

(Cath, A)

(Bob, B,C) (Cath, B,C)

Figura 1.2: Complejo simplicial para el problema de los memes robados. Nétese que los tinicos
casos con incertidumbre son los casos cuando un agente es inocente. Por ejemplo, si Alice es
inocente entonces los ladrones pueden ser Bob (WWs), Cath (W) o ambos (W7).

Por tanto, el complejo simplicial para el problema de los memes robados es el de la
Figura 1.2

A continuacion se formaliza la seméantica para el conocimiento en complejos simpli-
ciales.

1.3.2. Modelos simpliciales

En el mundo Wy de la Figura se tiene que es cierto pg o (que Bob es inocente) pero,
salvo la representacién intuitiva (B, () no se tiene una manera formal de comprenderlo en
general. Para resolver esto, se puede definir un mapeo que asocie (B, ) con la férmula
correspondiente ppo. A continuacién se presenta todo lo necesario para definir dicho
mapeo:

Definicién 1.3.10 (Etiquetado [18]) Sea C' complejo simplicial y sea Q) un conjunto
contable. Un etiquetado es una funcion f : V(C) — Q que asigna a cada vértice v una

etiqueta f(v) de Q.

El ejemplo inmediato de etiquetado es cuando ) = L, y entonces a cada vértice v
se le asigna una férmula acorde a la regla de correspondencia de f.

9Las facetas se toman como complejos simpliciales contenidos en C

11
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Otro ejemplo menos inmediato es la proyeccién canénica 7y, la cual es un mapeo que
lleva cada vértice (p,p(s)) a su primera coordenada. En términos de lo ya visto, este
mapeo informa a qué agente esta asociado cada vértice y cumple con la propiedad de
que es inyectivo al restringirse en cada faceta (es decir que los vértices tienen distintos
colores) ya que es imposible que un agente se duplique.ﬂ Esto ultimo es lo que se conoce
como cromatismo:

Definicién 1.3.11 (Cromatismo) Sea C' complejo simplicial y K un conjunto finito
de elementos denominados colores. Se dice que un etiquetado x : V(C) — K es una
K-coloracion si es inyectiva restringida a cualquier faceta. C' y x definen una estructura
< C,x > llamada complejo simplicial K-cromdtico (o sélo complejo simplicial
cromdtico si K es evidente por contezto).

En otros trabajos se suele presentar una definicién mas estdndar como por ejemplo
en el libro [22], donde la inyectividad se pide a todos los simplejos y no sélo a las facetas.

Definicién 1.3.12 (Cromatismo seguin [22], A8]) Sea C' complejo simplicial y K un
conjunto finito de colores. Se dice que un etiquetado x : V(C) — K es una K-coloracidn
si es inyectiva restringida a cualquier simplejo. C' y x definen una estructura < C|x >
llamada complejo simplicial K-cromdtico (o sélo complejo simplicial cromdti-
co si K es evidente por contexto).

Lema 1.3.2 Ambas definiciones son equivalentes: x : V(C) — K es una K-coloracién
segun [22, (18] si y solo si es inyectiva restringida a cualquier faceta.

Prueba.

La ida es trivial: si x es inyectiva en cualquier simplejo entonces en particular lo es
restringida a cualquier faceta.

Para la vuelta, sea s € C' un simplejo. Entonces existe una faceta F' € F(C') tal que
s C F (nota: s = F es posible). Supéngase que x no es inyectiva restringida en s,
entonces existen vértices distintos a,b € s tales que x(a) = x(b) por lo que existen
vértices distintos a, b € F tales que x(a) = x(b), lo que es una contradiccién. =

Definicién 1.3.13 (Modelo simplicial [18]) Sea Lx un lenguaje bdsico epistémico
modal generado por un conjunto de agentes A y proposiciones atomicas AP. Un modelo
simplicial C =< C, x, € > es una estructura conformada por una estructura A-cromdtica
< C,x > y un etiquetado £ : V(C) — P (AP) llamado valuacion tal que para todo
uwe V(C), pij € L(u) siysolosii= x(u). Es decir, {(u) es un conjunto de proposiciones
atomicas que solo hablan sobre u (como por ejemplo sus valores iniciales o lo que conoce
de st mismo).

10Sin embargo, puede que haya realidades donde este principio no se satisfaga. Por ejemplo, en la
serie Padre de Familia hay un gag recurrente en el que Peter Griffin es reemplazado por un clon (por
ejemplo su gemelo lampifio o su doble de helado), por lo que este modelo es insuficiente para estudiar
resolubilidad de problemas distribuidos en Quahog (a menos que los clones se consideren como seres
distintos al original).

12
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Ya se tiene lo necesario para definir la semantica para L.

Definicién 1.3.14 (Estado epistémico) Sea C =< C, x, ¢ > un modelo simplicial. Se
definen los estados epistémicos como los elementos del conjunto Eps = {C} x F(C'). Se

denotan (C,X) =C, X

Para comprender intuitivamente esta definicion, un estado epistémico debe leerse
como C, X = “la faceta X considerada en el modelo C satisface la siguiente férmula...”
(ndtese que es el inicio de una oracién incompleta).

Definicién 1.3.15 (Operador de satisfaccion [18]) Sea C =< C,x, ¢ > un modelo
simplicial. Se define la verdad de una formula ¢ € Lx en el estado epistémico C, X
como el siquiente operador =C Eps x L tal que:

C,XEp syss p € ([X]

C,.X E-p syss  C, X o

CX [ (pAw) syss CX |yl Xy

C,XEK/p) syss VY € F(C),qe x(XNY) implica que C,Y = ¢

Donde x(XNY) = {x(v)|lv € XNY} es el conjunto de todos los colores de los vértices
compartidos por ambas facetas X y'Y

Este operador es definido para cada férmula posible de L por lo que también es la
semantica buscada. A continuacién se explica a detalle:

1. C, X = psyss p € ([X] significa que las unicas férmulas atémicas que son ciertas
en el mundo X son las de la valuacién. Por tanto, ¢ proporciona todo lo que es
cierto acerca de los agentes en X en su forma mas simple.

2. C,X E —ypsyss C, X [~ ¢ significa que una férmula no es cierta en X si este no
la satisface. Aunque simple, esta proposicién tiene la gran consecuencia de que
convierte esta logica en completa: si una férmula ) no se cumple en X entonces
=1 si lo hace.

3.C, X E (pANY)syssC, X E ¢ AC, X [ o significa que la conjuncién de dos
formulas equivale a que estas se cumplan por separado.

4. C, X E K (¢)syssVY € F(C),ge x(XNY)=C Y Eop
Finalmente, la tan esperada seméntica para el conocimiento. Esta proposicién sig-
nifica que el agente g conoce ¢ en el mundo X (es decir, C, X = K,(¢)) syss ¢ es
cierto en todos los mundos entre los que ¢ no puede distinguir, dado que vive en
X (representado por g € x(X NY)).

Notese que el tener una semantica para conjuncién y negacién permite incorporar
también la disyuncién y la implicacién material.

Definicién 1.3.16 (Disyuncién e implicacién material) El lenguaje bdsico epistémi-
co modal se puede expandir a los siguientes dos simbolos: dados p,v € Ly, se define:

13
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1. Disyuncion: (¢ V) == =(—p A =)
2. Implicacion material: (¢ = ) == (—p V).

Estas ultimas definiciones son de hecho leyes de De Morgan y reglas de inferencia
cldsicas [15].

Teorema 1.3.2 (Disyuncién en modelos simpliciales)
C,XE(@VY) syssC, X EpoC, X =1

Prueba.

Por la Definicién[1.3.16]se tiene que C, X = (¢V¢) syss C, X = —(=pA-w), luego, por la
semdntica del operador de satisfaccion (Definicién[1.3.15) se tiene que C, X |= —(—pA—)
siy solo si C,X [~ —p A=) siy solo si no es cierto que C, X E —py C, X E .
Finalmente, por leyes de De Morgan se tiene que no es ciertoque C, X = -y C, X E -
siysolosiC,X fr—poC, X E-siysolosiC,XEFpoC, XEY m

Teorema 1.3.3 (Implicacién material en modelos simpliciales) C, X = (p = v)
syss C, X = ¢ implica que C, X = 9

Prueba.

Por la Definicién |[1.3.16] se tiene que C, X = (¢ = ) siy solosi C, X = (mp V) y

por el Teorema se tiene que C, X = (mp V) siy solosi C, X £~ v oC, X | 1.
Finalmente, por la regla de inferencia de implicacién material, C, X £~ ¢ o C, X | 1 si

y solo si C, X |= ¢ implica que C, X =1 m

1.4. Conocimiento como una propiedad de conexi-
dad

En esta seccion se aprovecha la semantica del conocimiento para obtener propiedades
muy relevantes para el estudio de la resolubilidad del consenso. La primera de estas
propiedades es el conocimiento grupal: que todos los agentes sepan una férmula al
mismo tiempo.

Definicién 1.4.1 (Conocimiento grupal [4])

Considérese L un lenguaje bdsico epistémico modal con conjunto de agentes A. FEl
operador de conocimiento grupal se define como E : Lx — Ly tal que E(p) =
Noes Ko@) donde \ es el operador de conjuncion generalizado y su semdntica se define
como C, X |= N\,c4 Ka(p) siy solo si para todo a € A, C, X |= K,(p)

Notese que este operador puede ser anidado en si mismo mediante composicion. Por
ejemp107 EQ(()O) = /\aeA Ka(/\aeA Ka((lp))

El conocimiento grupal tiene un significado muy elegante en modelos simpliciales y
es que C, X | E(p) equivale a que ¢ es cierta en todos los mundos que intersecan a X.

14
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Luego, el conocimiento grupal doble conlleva a que ¢ es cierta en todos los mundos que
intersecan a los que intersecan a X, e inductivamente E"(y) conlleva a que ¢ es cierta
en todos los mundos tales que es posible encontrar un camino de longitud n hacia X.
Para formalizar esta intuicién (usada en [4]) es necesario definir primero el concepto de
vecindad:

Definicién 1.4.2 (n-vecindad) Sea C un modelo simplicial y sea X € F(C). La ve-
cindad de radio n de X se define recursivamente como sigue:

1. N9(X)={X}
2. NYX)={Y e F(O)IV(X)NV(Y) # 0} es el conjunto de todas las facetas Y que

comparten al menos un vértice con X (es decir, que lo intersecan,).

3. N""HX) = U NY(Z) es el conjunto de todas las facetas Y que comparten al
ZeN™(X)
menos un vértice con alguna faceta de N™(X).

Y, finalmente, la semantica para conocimiento grupal. Este lema fue presentado en
[4] pero a contiuacién se muestra con una prueba extendida original.

Lema 1.4.1 Sea C un modelo simplicial, X € F(C) y ¢ € Li. Entonces para todon > 1

se tiene que:
C.X | E"(¢), syss C,Y |= E(p) para todo Y € N"7(X).

Prueba.
La prueba es por induccién aprovechando la definicién recursiva de N"(X).

Para n =1 se tiene que N"1(X) = {X} y E"(¢) = E(p) por lo que C, X = E(p),
siysolosiC,Y | E(p) para todo Y = X.

Para n = 2 se tiene que C,X | E*(p) si y solo si C,X E FE(E(p)) ya que
E?(p) = E(E(p)). Sea Y € N'(X), entonces por definicién de conocimiento grupal
se tiene que E(E(¢)) = N,ca Ko(E(p)), luego, si Y € N'(X) entonces C,Y = E(p)
debido a que la férmula A, K. (E(p)) equivale a que, para cada a € A, si Y es una
faceta que comparte el vértice correspondiente al agente a con X entonces C,Y = E(y)
Por lo tanto, si C, X = E?(y) entonces C,Y | F(p) para todo Y € N'(X).
Conversamente, supéngase que C,Y = E(yp) para todo Y € N'(X) ysea Y € F(C)
tal que existe ¢ € x(X NY), entonces Y € N'(X) por lo que C,Y | E(p) y por tanto
C,X | K.(E(p)) para todo agente ¢. Finalmente, C, X = A, .4 Ko(E(0)) = E*(p)

Para el paso inductivo, scan > 1tal que C, X = E™(p)siysolosiC,Y = E(p) pa-
ra todo Y € N"1(X), y supéngase que C, X = E""! (), entonces anidando el operador
de conocimiento grupal se tiene que C, X = E"(p) siy solosi C, X | E"(E(p)), luego,
por hipétesis de induccion se tiene que C, X = E"(E(p)) siy solo si C,Y = E(E(p))
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para todo Y € N"1(X). Nétese ahora que C,Y | E(FE(p)) siy solosi C,W | E(p)

para todo W € N(Y) y, por definicién de n-vecindad, se tiene que N"(X) = {W €

NY(Y)Y e N 1(X)} = U NY(Y). Finalmente, se concluye C, X = E"*!(yp), si
YeNn-1(X)

y solo si C,W = E(p) para todo W € N"(X) =m

A continuacion se discute un caso muy especial de conocimiento grupal: el conoci-
miento comun. Para motivar este concepto, notese de que, en una faceta aislada, no
hay secretos de nadie y para nadie ya que todos los agentes pueden distinguir entre ese
mundo y cualquier otro (el que sea). Formalmente esto equivale a que se cumple C, X | ¢
si y solo si C, X = E(p) para toda féormula ¢, en particular para la férmula E"(p) para
toda n € N. En general, cuando esto ltimo sucede se dice que existe conocimiento
comun sobre la formula ¢

Definicién 1.4.3 (Conocimiento comin) Sea C un modelo simplicial. Se define el
conocimiento comun de una formula ¢ en un mundo X € F(C) como el hecho que se
cumpla que para todon € N, C, X = E™(p). Esto se denota como C, X = E>(p).

En el articulo [I8] se puede encontrar otra definicién de uso mucho més estandar:

Definicién 1.4.4 (Conocimiento comin segun [18]) Sea C un modelo simplicial y
anddase el simbolo Cg(p) al lenguaje basico epistémico modal con ¢ € Lx y B un
conjunto de agentes.

Considérese la relacion Rg C F(C) x F(C) definida como X RgY si y solo si existe un
agente a € B tal que a € x(X NY'), y sea Ry su cerradura transitiva, es decir, R} es la
C-menor relacion que contiene a Rp y que ademds satisface que si (X,Y),(Y,Z) € Rp
entonces (X, Z) € Ry Entonces la semdntica de Cg(p) se define como:

C,X = Cg(p) siysolosiVY € F(C), si XRLY entonces C,Y |= .

Sin embargo ambas definiciones son equivalentes. Para ello se emplean los siguientes
lemas:

Lema 1.4.2 La relacion R} es de equivalencia para todo B conjunto de agentes.

Prueba. Para probar la reflexividad, considérese faceta X € F(C), entonces B C
X(X NX)=x(X) por lo que XRyX

Para probar la simetria, considérense facetas X,Y € F(C) t.q XR3Y, entonces existe
ae BNx(XNY)=Bnx(YNX) porlo que YRX

Finalmente, por definicion es transitiva. m

Lema 1.4.3 Si una cadena de facetas relacionadas bajo Ry es de la forma X Ra 73
Ry---Ra Zy Ry Y (se dird que es de longitud k) entonces Y € N*1(X)
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Prueba.
La prueba es por iduccién sobre la longitud k de la cadena.

Para k = 0 (es decir, X,Y comparten al menos un vértice) entonces el resultado se
sigue por definicién.

Para k£ = 1, supéngase que la cadena es XRsZ1R4Y. Ahora bien, ndtese que
N*(X) =Ugenixy N'(Z2) y Y € N'(Z1) por lo que Y € N*(X).

Para el paso inductivo, sea k € N tal que si la cadena es de longitud £k entonces Y €
N F1(X), y considérese una cadena de longitud k +1, XRAZ 1R -+ RAZyRaZj 1 RAY .
Noétese que XRaZ1Ra--- RaZiRaZky 1 es una cadena de longitud k& por lo que Zi ;1 €
N*™1(X). Ahora bien, como N**(X) = Uycnwsrxy N'(Z) y Y € N'(Zj41), se tiene
que Y € N*2(X) m

Lema 1.4.4 Sea [X]}; la R}-clase de equivalencia que contiene a la faceta X, entonces
para todo n € N, N"(X) C [X]%. Mis ain, [X]3 = | N"(X)
neN

Prueba.
Primera parte de la prueba: para todo n € N, N*(X) C [X]}

La prueba es por induccion sobre n € N:
Para n = 0 el resultado es trivial, pues {X} C [X]%.

Para n = 1, como N'(X) = {Y € FO)|V(Y)NV(X) # 0} entonces todo
Y € N'(X) se relaciona con X a través de Ra ya que existe a € x(X NY) el color
de algtin elemento de V(Y) NV (X) por lo que N'(X) C [X]%

Para el paso inductivo, sea n € N tal que N*(X) C [X]%. Recuérdese ahora que

NHH(X) = U NY(Z), luego, por hipétesis de induccién, para todo Z € N™(X) se
ZeN™(X)

tiene que Z € [X]%. Ahora bien, Para todo W € N'(Z), W € [Z]} por lo que, como

Z € [X]%, se tiene que W € [ X%, sin embargo W es cualquier elemento de U NY(Z)
ZeN"(X)
por lo que N"*(X) C [X]}

Segunda parte de la prueba: [ X% C U N"(X)

neN

Sea Y € [X]%, entonces como R’ es la cerradura transitiva de R4 se tiene que existen
Zy,...,Zx € F(C) tales que X Ry Zy Ra---Ra Z), R4 Y. Finalmente, por el lema [1.4.3]

se tiene de manera inmediata que Y € N*"1(X) C U N'(X) m
neN
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Finalmente, es posible probar de manera sucinta que ambas definiciones de conoci-
miento comin son equivalentes:

Teorema 1.4.1 C, X |= Cy(p) si y solo si C, X | E"(¢) para todo n € N

Prueba.

Para demostrar la ida, supéngase que C,X | Cyu(p) y sea n € N. Sea ahora
Y € N 1(X) y sea W € NY(Y), entonces por Lema se tiene que Y € [X]}
por lo que XR3Y y por tanto C,Y |= ¢. Andlogamente, como también W € [ X% en-
tonces C,W = ¢, y como esto pasa para todo W € N(Y') entonces se concluye que
C,Y E E(p) y por tanto C, X = E™(p)

Para demostrar la vuelta, supéngase que para todo n € N se cumple que C, X
E™(p). Sea Y € F(C) tal que XR%Y, entonces Y € U N"(X). Sea k € N tal que

neN

Y € N¥(X). Nétese que C, X = E*1(p), por lo que, por el Lema [1.4.1, se tiene que
C,Y E E(p) yaque Y € N¥(X). De esta forma, C,Y = ¢ por lo que C, X = Ca(p) =

A continuacién se presenta otro lema muy ttil para comprender atin mejor las clases
de equivalencia de Rj:

Lema 1.4.5 Sea C un modelo simplicial y sea X € F(C). Sea Kx la componente conezxa
que contiene la faceta X |11 entonces Kx = [X]%

Prueba.
notese que:

Kx ={Y € F(C)|3vo,...,v, € V(C) t.q. {vs,v;41} € Cvg € X, v € Y}

Ahora bien, los vértices de la forma v; pertenecen a facetas Zy, Z1,. .., Zy, Z,+1 tales que
Zo=X, Zy1=Y,yademds ZgRaZ1Ra--- RaZyRaZ,1 por lo que Kx C [X]4

Finalmente, dado Y € [X]% con cadena X = ZoRaZ1R4 -+ RaZ,RaZ,+1Y, se esco-
gen vértices b; € V(C) tales que b; € V(Z;)NV (Zi41), y luego caminos b; = g, i1, . .., i;, =
biy+1 dentro de Z;. De esta forma, se tiene el camino by, 71, ..., %1, b1, ..., b, que conecta
la faceta X con la faceta Y, por lo que [X ]} C Kx
]

En general, hay mas propiedades interesantes sobre el conocimiento comin que, hasta
donde sabemos, no han sido abordadas directamente en otros trabajos (aunque si han
sido usadas implicitamente en [4, [I§]). Por ejemplo la siguiente:

Teorema 1.4.2 Sea C un modelo simplicial y sea X € F(C). Entonces C, X |= E*(p)
si y solo si para todo Y € Kx, C,Y | ¢

HT.as componentes conexas se definieron en la Definicién m
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Prueba.

Para probar la ida del teorema, supdéngase que C, X = E>®(p) y sea Y € Kx.
Como Kx = [X]% entonces por Lema se tiene que existe n € N tal que YV €
N*(X). Ademéas C, X | E>~(p) implica que C,X = E™"(p) por lo que para todo
Z € N"(X),C,Z = E(¢) (por Lema [1.4.1)), en particular para Z = Y por lo que
C,Y = E(p) y finalmente C, Z = ¢

Finalmente para la vuelta, sean € Ny sea Y € N"}(X) C Ky, entonces C,Y [
E(p) ya que para todo Z € N(Y') C |J,,ey N™(X) se tiene que C, Z |= ¢ (por hipétesis,
pues |J,,cy N(X) = Kx). Finalmente, por Lema se concluye que C, X = E"(p)
y por tanto C, X = E*(¢) m

El siguiente paso es estudiar la forma en la que el conocimiento evoluciona: en el
problema de los memes robados los inocentes no tienen suficiente conocimiento para
determinar a los culpables, por lo que deben idear una forma para revertir ello. En
general, cualquier evento que altere el conocimiento se denomina accion, y estos pueden
ser desde un interrogatorio hasta el descubrimiento del arca perdida. En el siguiente
capitulo se introduce la formalizaciéon de todas estas cuestiones a través de la légica
epistémica dinamica.
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Capitulo 2

Loégica epistémica dinamica con
topologia

La logica epistémica dinamica es la extension de la logica epistémica que estudia la
evolucion del conocimiento a lo largo del tiempo. Por ejemplo, en el Problema de los
memes robados [I] alguien inocente puede empezar un interrogatorio con la finalidad de
tender trampas a los culpables de manera que se traicionen y acaben revelando su culpa-
bilidad. Este interrogatorio puede visualizarse como una accién de la siguiente manera:
las respuestas obtenidas determinan una evoluciéon del conocimiento en un mundo posi-
ble. Por ejemplo, si Bob es inocente, le pregunta a Alice y Catalina si también lo son, y
ambas confiesan estar coludidas, entonces el conocimiento de Bob habra cambiado. Eso
es una accion.

En esta seccion se formaliza con precisién esta cuestién para cualquier problema
dentro del marco teérico propuesto en esta tesis.

2.1. Modelos de accion

Como ya se dijo, una accién conlleva a una alteracién en los conocimientos (en térmi-
nos de la conexidad de un complejo simplicial gracias al operador de satisfaccién). Para
representarlo se puede definir un modelo de accién como un complejo simplicial que
represente todos los conocimientos finales obtenidos tras el término de la accion.

Definicién 2.1.1 (Modelos simpliciales de accién [4]) Un modelo de accion sim-
plicial A =< T, x,pre > consiste en un complejo simplicial cromdtico < T,x > y un
etiquetado pre : V(T) — Lk que asigna a cada vértice una precondicion represen-
tada por una formula de Lx. Las precondiciones se extienden a simplejos como sigue:
pre: T — Lk es tal que pre(s) = N\, pre(u).

Cada faceta del modelo A representa una consecuencia posible de la accién, pues esta
no puede ser la misma en todos los mundos posibles (por ejemplo, en el interrogatorio de
los memes robados, Alice y Catalina no pueden confesar el crimen de manera fidedigna
en un mundo donde Bob es el inico culpable). El etiquetado pre determina con precision
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qué consecuencia corresponde a qué mundos a través de féormulas de Lx: una faceta f
s6lo puede provenir de mundos donde se satisfaga pre(f)

El siguiente paso es construir un modelo simplicial que aglutine las acciones junto
con los mundos donde se realizan. Ello induce un producto, por lo que antes es necesario
definir con presicion lo que es esto.

Definicién 2.1.2 (Producto cartesiano cromatico [18]) Sean < C,x > y<T,x >
complejos simpliciales cromdticos (de misma coloracion).

Su producto cartesiano cromdtico se define como el complejo simplicial < C'xXT, x >
tal que:

» Vértices: V(C x T) = {(u,v) € V(C) x V(T)|x(u) = x(v)}.
» Simplejos: {(ug,vp), ..., (ug,vr)} € C x T siy solo si:

{uo, ..., ur} € C{vo,...,vp} €T y V0 < i <k, x(wi) = x (i)
A weces los simplejos {(ug,vo), ..., (ug,vr)} € C x T se denotan como

{ug, ..., up} x {vo, ..., v}

Una cuestién curiosa sobre este producto cartesiano es que, a diferencia del producto
de espacios vectoriales, la dimension resultante no es el producto de las dimensiones de
los factores. Mas aun, puede ser menor como se muestra en la Figura [2.1

(B.2) (AY)

°@
[
@

N

v (€X)

Figura 2.1: El producto de dos complejos simpliciales puros.

Ahora considérense dos modelos simpliciales C y D. Si sus vértices son de la forma
(q,vc) y (q,vp) respectivamente entonces los vértices de su producto cartesiano crométi-
co C x D son de la forma (g, ve, q,vp). Sin embargo aqui hay redundancia en la primera
y tercera coordenada ya que ambas tienen el mismo valor por definiciéon. Por tanto, los
vértices del producto cartesiano cromaético seran denotados como sigue:

<Q7 Ve, UD)

Lo que también ayuda muchisimo a la intuicién, pues (¢, v¢, vp) puede ser leido como:
“el agente ¢ empezd con el valor ve pero, tras la accién D, obtuvo el valor vp”.
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Finalmente, es posible formalizar lo previamente discutido sobre el significado de las
precondiciones a través del producto actualizado (del inglés “product update”, de uso
muy extendido en trabajos como [18] 20]).

Definicién 2.1.3 (Producto actualizado [18]) Sea C =< C, x,{ > un modelo sim-
plicial y A =< A, x,pre > un modelo de accion, ambos con la misma coloracion. El
producto actualizado de A sobre C se define como el modelo simplicial

C[A] =< C[A], x[A], C[A] > tal que:
a) C[A] CC x A es tal que X xY € F(C[A]) si y solo si C, X |= pre(Y)
b) L[A] : V(C[A]) = PP (AP) se define como ([A]((u,v)) = {(u)

El punto a) proporciona una explicacién seméntica formal para las precondiciones
que coincide con la intuicion planteada: si un mundo X en C satisface la precondicion
de la acciéon Y entonces las consecuencias de realizar Y se pueden manifestar en X,
representado ello por la faceta X x Y, cuyos vértices son de la forma (g, v,b): “el agente
q empezo con el valor v vy, tras realizar Y, termino con el valor b”.

2.2. Resolucion de tareas

Para resolver el Problema de los memes robados [1| es necesario que las personas ino-
centes descubran las identidades de los ladrones. En el problema del consenso, el objetivo
de los agentes es decidir uno de los valores iniciales de alguien. Ambos tienen en comun
que necesitan decidir estados finales validos (como coincidir en un mismo valor inicial o
conocer a los ladrones de memes), lo que nuevamente puede ser representado con modelos
simpliciales: un estado final valido para un sistema distribuido corresponde a un mundo
final vdlido, pero estos sélo pueden provenir de mundos iniciales dados. Ello permite
modelar tareas como modelos de accién.

Un problema de interés es saber si una acciéon basta para resolver una tarea. Por
ejemplo uno querria saber si un interrogatorio realizado por Bob (sea culpable o no) seria
suficiente para resolver el problema de los memes robados. Esta cuestién es, de hecho,
la resolubilidad discutida en la introduccion, pero para formalizarla con propiedad
es necesario definir un par de conceptos previos que permitirdn comparar productos
actualizados entre si.

Definicién 2.2.1 (Mapeos simpliciales [18]) Sean C' y D complejos simpliciales ar-
bitrarios. Un mapeo simplicial entre ellos se define como la funcién f: V(C) — V(D)
tal que Vs € C, f[s] € D.
Para complejos simpliciales cromdticos < C,x > t < D,x > con la misma coloracion,
el mapeo simplicial f : V(C) — V(D) es también cromdtico si para todo v € V(C') se
tiene que x(u) = x(J(w).

Estos mapeos simpliciales pueden extenderse a modelos simpliciales de la siguiente
manera:
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C 6(C)

34

5(ag,ag)

Figura 2.2: Este es un mapeo simplicial § que lleva cuatro tridngulos a uno solo. Claramente
no es inyectiva. jExiste una coloracién que lo haga cromatico? Noétese que las preimagenes del
vértice inferior de §(C) son adyacentes, pero al compartir imagen bajo ¢ deben ser, por fuerza,
del mismo color. Asi, § no puede ser cromético bajo ninguna circunstancia.

Definicién 2.2.2 (Morfismo simplicial [18]) Un morfismo f entre modelos simpli-
ciales C =< C,x, 0 > y D =< D, x, ¢ > es un mapeo simplicial cromdtico f : C — D
que preserva valuaciones. Es decir, {(v) = 0'(f(v)) para todo v € V(C). Se dice que es
un tsomorfismo si ademds es biyectivo.

Existen dos propiedades claves que satisfacen estos morfismos: la primera es que
preservan conexidad (y por tanto conocimiento) y la segunda es que no incrementan el
conocimiento en la imagen: por ejemplo si Bob no sabe que Alice es la ladrona de los
memes entonces Bob tampoco puede saberlo en la imagen de un morfismo simplicial.

Lema 2.2.1 Sea f: C — D un mapeo simplicial. St C' es un subcomplejo conexo de C
entonces f(C") es un subcomplejo conexo de D.

Prueba. Considérese x,y € f(C') y sean u,v € V(C") tales que f(u) =z y f(v) =v.

Ya que C' es conexo, existe una secuencia de vértices u = ug,...,ur = v en C’ tales
que {u;,u; 1} € C' (es decir, que forman un camino) asi, {f(u;), f(u;s1)} € f(C") al ser
f mapeo simplicial y por tanto f(u) = z, f(u1),..., f(ug_1),y = f(v) es un camino en

f(C") por lo que se tiene la conexidad deseada. m

A continuacién se presenta un caso particular de féormula de gran interés, con la
finalidad de estudiar cémo evoluciona el conocimiento en estos modelos:

Definicién 2.2.3 (Férmulas positivas [18]) Dado un lenguaje bdsico epistémico mo-
dal Ly, se dice que p € Li es una formula positiva si no contiene negaciones salvo,
quizd, en proposiciones atomicas.

A continuacion se reformula esta definicién en términos recursivos: el paso base con-
siste en la parte de la definicién que se refiere a las atémicas y negaciones de atomicas,
y el paso recursivo estd en términos de los demds operadores de Lx (conjuncién y el
operador de conocimiento):
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1. Toda atémica es férmula positiva.
2. Toda atémica negada es férmula positiva.

3. Sean ¢ y 1 férmulas positivas, entonces ¢ Ay K,(¢) son féormulas positivas para
todo a € A.

4. No hay maés férmulas positivas que las construidas con este procedimiento]T]

Lema 2.2.2 (Ganancia de conocimiento [4, 18]) Considérense modelos simplicia-
les M =< Cyx, 0 >y M =< C' X', l' >, y un morfismo de modelos f : M — M'.
Sea X € F(C) una faceta de M, a un agente (color), y ¢ € Lx una férmula positiva.
Entonces M', f(X) = ¢ implica que M, X = .

Prueba.

La prueba es por induccién estructural sobre la definicién recursiva de las formulas
positivas. En este caso las bases inductivas son las formulas atémicas y sus negaciones,
mientras que los pasos inductivos son los demés operadores.

Para las bases inductivas: supongase que ¢ es atémica, entonces M’, f(X) = ¢
siy solosi g € (f(X))=4¢(X), por lo que M, X |= .
Si ¢ = —p es la negacién de la atémica p entonces M’ f(X) }~ p, por lo que
p € U(f(X))=1(X). Por lo tanto M, X £~ p.

Para los pasos inductivos: supéngase que ¢ = 1 A 6 para férmulas positivas v, 0
que satisfacen el teorema (al menos son atémicas o negaciones de atémicas), entonces
se tiene que M, f(X) = ¥ A6 por lo que M, f(X) E ¢ y M, f(X) | 0 y por tanto
M X Eyvy M X 6. Se concluye entonces que M, X = ¢ A 6.

Sea ¢ = K,(¢) con ¢ férmula positiva que satisface el teorema, y sea Y € F(C') tal que
a € x(Y NX), entonces a € x(f(Y)N f(X)) por lo que M’ f(Y) = ¢ y por lo tanto
M, Y |= 9, implicando esto que M, X |= ¢.

Finalmente, como toda férmula positiva se obtiene recursivamente con el procedimiento
descrito antes de enunciar el lema, se concluye lo deseado. m

La restriccién de ¢ siendo formula positiva cumple con un cometido concreto: limitar
a la formula de decir cosas sobre lo que un agente no sabe, pues un morfismo simplicial
si permite “ganar” conocimiento sobre este tipo de cuestiones. Para ilustrar mejor esto,
considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2 Muchos anos antes del episodio desastroso de los ladrones de memes, Alice
y Bob no conocian a Catalina por lo que sobrevivian solos en el Apocalipsis. En una
ocasion, un demonio oscuro y malévolo les exigio que escogieran un valor del conjunto
{0, 1}EI tras lo cual provoco una anomalia cudantica y provoco el surgimiento de dos
universos paralelosf’

!Por tanto no hay disyunciones ni implicaciones materiales positivas.
2En el fin del mundo, estas cosas pasan habitualmente.
3Leer pie de pagina anterior.
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1. Universo Anomalia,: donde Alice y Bob obtienen clarividencia sobre el nimero del
otro.

2. Universo Anomaliay: donde no obtienen clarividencia alguna.

El demonio les exigio que hicieran los modelos simpliciales de ambos universos para que
descubrieran en cual vivian (les prohibid darse cuenta trivialmente de ello) para asi salvar
sus almas del castigo eterno (qué demonio tan extrano...)

Dado que poco después conocieron a Catalina y sucedio la catéstrofe de los ladrones
de memes, queda claro que Alice y Bob pasaron la prueba del demonio. A continuacién
se muestran los modelos simpliciales que emplearon para salvar sus almas: a la izquierda
Anomalias y a la derecha Anomaliay

Alice,01—— Bob, 01

Alice,0l——— Bob, 1.1 Alice, 00 Bob, 11

Bob, 10— Alice, 1.1 Bob, 00 Alice, 11

Bob, 10 —— Alice, 10

Donde los vértices son de la forma (Agente, Valor de Alice, Valor de Bob) utilizando
el simbolo L para representar ignorancia sobre dichos valores en caso de haberla. Se
define el modelo con la valuacién ¢(Alice, ab) = pa, y {(Bob,ab) = ppp en ambos casos.

Notese ahora que existe un morfismo 6 que va de Anomalia,; a Anomaliay definido
como 0(Alice,ab) = (Alice,al) y §(Bob,ab) = (Bob, Lb).

Lema 2.2.3 § es un morfismo simplicial.

Prueba. Es inmediato que d mapea vértices en vértices. Considérese ahora una arista
{(Alice,ab), (Bob,ab)}, entonces d[{(Alice, ab), (Bob, ab)}| = {(Alice,al), (Bob, Lb)} es

una arista en Anomalias

Es obvio que es cromatico por definicion. Finalmente, nétese que también preserva la
valuacién ya que ((Alice,al) = ((Alice,ab) y ¢(Bob, Lb) = ¢{(Bob,ab) m

Considérese ahora la férmula positiva K4(pg1) que significa “Alice sabe que Bob
tiene el 17. En el universo Anomalias Alice nunca sabe el valor de Bob mientras que en
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Anomaliay lo sabe en el mundo X¢ = {(Alice,01), (Bob,01)}. Por tanto si se denotan
A; vy As a los modelos simpliciales asociados a los universos entonces:

w AL Xy ): KA(pB,l)
n Ay, 0(Xo1) = Ka(psa) o, 1o que es equivalente, Ay, §(Xo1) = ~Ka(ps1)

Sin embargo, si el Lema admitiera férmulas no positivas (como, por ejemplo,
—Ka(pp,1)) entonces se tiene que Ay, §(Xo1) = 7K a(pp1) implica Ay, Xo1 = —Ka(ps1),
lo que contradice el analisis previo.

Por tltimo, para definir la resolubilidad de tareas, hay un morfismo muy importante
a tener en cuenta: las proyecciones candnicas de un producto simplicial. A continuacion
se presenta una version explicada de la definicién de [I§]

Definicién 2.2.4 (Proyecciones canénicas simpliciales) Dado < R, x,l > modelo
simplicial cromatico de dimensionn, sean < C,x,l' >y < T, x,l” > modelos simpliciales
cromaticos tales que R = C'XT'. Entonces se definen las proyecciones candénicas como
morfismos simpliciales tales que:

» 70 R — C es tal que mo((u,v)) = u.

» 17 R — C es tal que mp((u,v)) = v.
Esto ya permite definir resolubilidad de tareas de manera formal.

Definicién 2.2.5 (Resolubilidad de tareas [18]) Sea Z un modelo simplicial, T una
tarea con misma coloracion y A un modelo de accion también con misma coloracion. La
tarea T se puede resolver por el modelo de accion A si existe un morfismo simplicial
d: I[A] — Z[T] tal que w7 o § = 7z (el diagrama de abajo conmuta,).

Para comprender esta definicién, ndtese que d es un morfismo que Z[A]
indica qué conocimientos finales del modelo de accion A permiten

deducir qué conocimientos finales de la tarea 7: un valor final a &

|

|

|

|

!

!

|

|

|
N2

de A permite deducir 6(a) en 7. La propiedad conmutativa del 0
diagrama asegura que a y 6(a) fueron obtenidos desde el mismo co-
nocimiento inicial en Z. T - I[T]

Esta definicién también funciona en mundos indistinguibles: considérese un vértice
(q,i,a) € X € F(Z[A]), entonces el agente ¢ deduce el conocimiento final en 7 sola-
mente acorde a su conocimiento en Z[A]: si otra faceta X' contiene a (g, 4, a) entonces
d((q,i,a)) € 6(X) No(X') por lo que a tiene que realizar la misma accién en ambos
mundos y por tanto resolver la tarea de la misma manera en dichos casos.
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2.3. Preliminares para solucionar el problema de los
memes robados

Recuérdese que, en el Problema de los ladrones de memes|[I], la persona inocente debe
descubrir la identidad de los ladrones. Por ejemplo, si Bob es inocente entonces existen
tres posibilidades:

1. Que Alice o Catalina sea culpable.

2. Que ambas lo sean.

Esto induce los tres mundos correspondientes W, Wy v W5 en el modelo inicial de la
Figura[[.2] Ahora bien, en la tarea a resolver es necesario que Bob pierda la indistingui-
bilidad, por lo que es necesario encontrar una tarea tal que estos tres mundos se separen
en triangulos aislados en el producto actualizado. Haciendo este mismo procedimiento
con Catalina y Alice inocentes, se tiene que la tarea de los memes robados es la de la

Figura 2.3

En este caso se prescinde de la notacién (B, ) y se sustituye con (B, Culpables) pues
el valor final de Bob es la identidad de los culpables. Notese también que ninguno de
los tridangulos se intersecan con los otros, ni siquiera en los vértices correspondientes a
agentes culpables, pues no existe indistinguibilidad alguna entre los diversos casos.

(Cath, A,C) (Cath, AB) (Cath, B,C)
*
D S
(Alice, A,C) (Bob, A,C) (Alice, A,B) (Bob, A,B) (Alice, B,C) (Bob, B,C)
(Cath, A) (Cath, C) (Cath, B)
(Alice, A) (Bob, A) (Alice, C) (Bob, C) (Alice, B) (Bob, B)

Formalmente, la tarea de los memes robados se define de la siguiente manera:

Definicién 2.3.1 (Tarea de los memes robados) Dado el conjunto de agentes A =
{A,B,C}, se defineV = {D C A|) # D # A} el conjunto de todos los valores fina-
les posibles, consistentes en los conjuntos de culpables. Entonces la tarea de los memes
robados R se define como:
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1.

El complejo simplicial cromdtico subyacente R tiene las siguientes facetas:

F(R) = U{(AaD)’(B>D)’(CwD)}

Dey

Las cuales se denotan como Xp

2. Las precondiciones pre : V(R) — Ly son tales que:

pre((Q, D)) = /\ Pg1 A /\ Dq,0

qeD q¢D

Ahora bien, debido a las siguientes razones, queda evidenciada la similitud entre los
ladrones de memes y el problema del consenso:

1.

2.

Todos los vértices de cada Xp tienen un mismo valor D asociado.

Gracias a las precondiciones, cada vértice de Xp tiene que venir de un mundo en
el que los culpables sean los elementos de D

Mirando muy fijamente los mundos iniciales de la Figura[I.2] resulta que, en cada
mundo donde los culpables son los elementos de D, hay al menos un agente cuyo
valor asociado es D.

Por esta dltima razoén la similitud es inmediata. Concretamente:

1.

2.

Los agentes tienen valores iniciales dados () o la lista de miembros de la conspira-
cién).

Los agentes deben decidir uno de ellos (aunque aqui estd la restriccion de que no
debe ser ).

Por lo tanto es legitimo pretender que, si se logra resolver el consenso, entonces se
puede lograr también resolver el problema de los ladrones de memes. En el siguiente
capitulo se presenta todo sobre la resolucion del consenso, y finalmente se propone una
forma de solucionar los memes robados a través del consenso en la Seccién [4.2.11

28



Capitulo 3

Modelos de topologia combinatoria
para consenso

En este capitulo, se presenta un modelo de topologia combinatoria para el problema
del consenso.

3.1. Modelos iniciales

En la introducciéon se presenté el siguiente enunciado intuitivo que describe el pro-
blema del consenso:

El problema del consenso consiste en n agentes con valores iniciales dados
que quieren decidir uno de ellos. ;Como podrian lograrlo?

Sea A ={1,...,n} el conjunto de agentes. Un lenguaje basico epistémico modal 1til
es el generado por las variables proposicionales AP = {p,,|¢ € A,v € V} donde p,,
significa que el agente ¢ tiene el valor v.

El siguiente paso es disenar un modelo simplicial que contenga toda la informacién
sobre los mundos iniciales posibles, como el de la Figura para el problema de los
memes robados. Para ello, lo primero es hablar sobre qué puede saber o no un agente al
inicio del problema.

Al principio de los tiempos, cada agente recibe un valor de V[[ y posteriormente
aprende o no valores de otros agentes. Es muy comun asumir que cada agente conoce
unicamente su propio valor inicial, sin embargo en este trabajo se generaliza esta nocion,
permitiendo que sea posible conocer otros valores ademas del propio (por ejemplo en el
Problema de los memes robados[I}, todos los culpables saben el valor inicial de los demads

'Hay una discusién amplia sobre cémo se reciben estos valores (incluso més alld del problema del
consenso), por ejemplo en el articulo [15] se menciona una caja negra que entrega los valores al azar
(en ese caso se trata de cartas), mientras que en [22] los valores son tomados a consciencia por cada
agente y luego son propuestos publicamente por los mismos. El modelo propuesto en este trabajo es lo
suficientemente general para que ello sea irrelevante.
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culpables). De esta forma, las visiones iniciales de cada agente se determinan por un par
ordenado (ay,...,a,) donde q; es el valor del agente i en caso de conocerse, o bien L
en caso de desconocerse.

Definicién 3.1.1 (Visiones iniciales) Considérese un conjunto de n agentes enume-
rados {0,1,...,n — 1} y un dominio de valores V. El conjunto de visiones iniciales
vdlidas para el agente i-ésimo se define como:

Vi={(a1,...,a,) € VU{L})"|a; # L}

En particular, se denota como €;(x) al vector canénico que tiene todas las entradas como
L salvo la i-ésima, que vale x.

De esta forma, los mundos iniciales se definen como todas las combinaciones posi-
bles de agentes con sus vistas tales que son consistentes entre si: si el agente ¢ sabe que
el agente j tiene el valor k, y otro agente h conoce en el mismo mundo que el valor del
agente j es k/, entonces k = £’

Definicién 3.1.2 (Mundos inciales) Considérese un conjunto de n agentes enume-
rados {0,1,...,n — 1} y un dominio de valores V. Se definen el conjunto de todos los
mundos inictales posibles como:

F(I) = {{(1,01),...,(n,v,) }¥; € V; y para todo h,j, k 7;(Vy) # 7;(Vy) syss uno es L}
Donde m;(v,) es la proyeccion candnica que arroja la j-ésima coordenada del vector v,

A continuacién se demuestra que esta definicién mantiene consistencia entre los co-
nocimientos de los agentes en un mundo dado:

Teorema 3.1.1 Sea {(1,71),...,(n,v,)} € F(I), entonces si m;(0;) = k y mj(v) = ¥
conk # L # k' (es decir, los agentes i, h saben que j tiene el valor k y k' respectivamente)
entonces k = k'

Prueba.

Como {(1,v1),...,(n,v,)} € F(I), entonces se tiene que para todo i, h se cumple que
7;(0;) # m;j(vp) siy solo si uno es L. Sin embargo, para agentes ¢, h como en las hipdtesis
del enunciado del teorema se tiene que 7;(v;) # L # m;(v)) por lo que 7;(4;) = m;(vp),
porloque k =k m

Es posible discutir atin mas sobre la Definicion siendo una representacién fiel
de posibles configuraciones iniciales en el mundo real: por ejemplo es posible caer en
un planteamiento inicial en el que ciertos mundos de F'(I) estén vetados, como aquellas
situaciones en las que todos saben tnicamente su propio valor inicial y nada mas (es
decir, solamente se cae en mundos de la forma {(1, €;(z1)),..., (n,€,(x,))}), o bien sélo
se vive en casos en los que la mitad de los agentes tienen el mismo valor, o mundos en los
que la seleccién de futbol de Armenia no puede coexistir en el mismo grupo de Eurocopa
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que la seleccion de Azerbaiyan, y mas aun el arreglo debe ser tal que su nico encuentro
sea hasta la final del torneo (cantadisimaﬂ), o mundos en los que si Alice tiene 0 entonces
Bob no puede tener 5, etc.

Todas estas situaciones se pueden representar como subconjuntos de F'(I) sin ningtin
problema, por lo que vale la pena preguntarse si es posible encontrar casos fuera de F'(1).
La respuesta es afirmativa ya que la Definicion no considera la situacién en la que
uno ignora su propio valor inicial, gracias a la peticion a; # L, sin embargo considerar
este caso tiene consecuencias no triviales hasta el punto que es necesario renunciar a la
pureza de los complejos simpliciales y cambiar el sistema axiomatico S5,, por el sistema
KB4, (como se establece en [20], donde los agentes pueden morir y por tanto desconocer
su propio valor inicial a partir de cierto momento).

3.2. La forma de modelos iniciales

En esta seccién se discute la forma de ciertos modelos. A continuacién se presenta
terminologia original:

Definicién 3.2.1 (Modelos iniciales absolutos)
El modelo inicial absoluto 7 =< I,x,{ > es un modelo simplicial definido de la
siguiente manera:

1. El complejo simplicial I es el inducido por el conjunto de facetas ya definido:

F(I) = {{(1,01),...,(n,U) }; € Vs, y Vi, h m;(0;) # 7;(Vh) syss uno es L)}

2. La coloracion x es la primera proyeccion candnica: x(i,v;) =1

3. La valuacion se define como £((q,7,)) = Pq,r,(v,)

De estos modelos absolutos, un subconjunto importante son los totales, quienes
corresponden al problema del consenso original en el que sélo se sabe el propio valor
inicial:

Definicién 3.2.2 (Modelos iniciales totales (basado en la definicién de [18]))
El modelo wnicial total T =< I, x, ¢ > es un modelo simplicial definido de la siguiente
manera:

1. El complejo simplicial I es el inducido por el conjunto de facetas:
F(‘[) = {{(17 él<I1))7 SRR (’I"L, én(xn)ﬂxl S V}

2. La coloracion x es la primera proyeccion candnica: x(i,v;) =1

2Como ya se explicé en los memes robados, este tipo de cosas pasan con mucha frecuencia en el fin
del mundo.
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3. La valuacion se define como £((q, €4(2q))) = Pga,

A continuacion se estudia la forma de los modelos totales, mas en particular el caso
mas sencillo y fundamental de todos: el binario.

3.2.1. Modelos iniciales totales binarios

Considérese V = {0, 1}, en este caso los conjuntos de valores iniciales posibles corres-
ponden a las diversas palabras binarias de longitud n. Cuando n = 2 con agentes Alice
y Bob, los mundos correspondientes son:

F(I) = {{(A10), (B, L1}, {(A, 11), (B, L0)}, {(A,01), (B, L1)}, {(A,0.1), (B, L0)}}

Y es inmediato pegarlos entre si para formar un grafo ciclico de orden 4. El resultado
es un cuadrado ilustrado en la Figura [3.1j).

Cuando se involucra una tercer agente Catalina, la dimension del complejo simplicial
se incrementa y deja de ser un grafo para convertirse en un poliedro, mas en particular
en un octaedro con caras correspondientes a las siguientes facetas:

F(I) ={{(A,1L1),(B,L1L1),(C, LL1)}, {(A,1L11),(B, L0L),(C, L11)},
{(A,0L1),(B, L11),(C, LL1)},{(A,0LL),(B,L0L),(C,L11)},
{(A,111),(B, L11),(C, L10)},{(A,1L1),(B,L0L),(C,L10)},
{(A,0LL1),(B, L11),(C, L10)},{(A,0LL),(B,L0L),(C,LLO)}}

Como puede verse en la Figura [3.1p)

O—O
.

Figura 3.1: a) El complejo inicial binario de dos agentes. Alice es gris y Bob es blanco. b) El
complejo inicial binario para tres agentes. Alice es gris, Bob es blanco y Catalina es negra. Los
mundos de hasta arriba y abajo son aquellos donde todos tienen el mismo valor inicial.

Tanto en a) como en b), el vértice (agente, éqgente(x)) es representado como un circulo coloreado
por el agente y con el valor z dentro del mismo, por ejemplo (Bob, 1L01) se representa como
un circulo blanco con el valor 0 dentro. Fuente: [18]

Cabe ahora preguntarse como se veria el modelo inicial total si de pronto se integra a
la fiesta el cocodrilo Dante (un cuarto agente D), y luego le sucede la zombi sanguinaria
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de Elizabeth Bathory (una quinta agente E), etc. En general, ;qué clase de figura se
formaria para n agentes? pegar faceta por faceta de manera artesanal podria no brindar
la suficiente informacién topolégica (sin mencionar que tomarfa muchisimo tiempo), por
lo que es necesario tomar otro camino.

Ahora bien, si se observan con atencién los complejos simpliciales de la Figura
entonces se notara algo muy interesante: el complejo de dos agentes es la triangulacion
de una circunferencia, mientras que el complejo de tres agentes es la triangulacién de una
esfera (es decir, son homeomorfos a dichos objetos), lo que se hace obvio si las aristas
se curvan y las caras se abomban. Es entonces una buena conjetura el pretender que
el complejo inicial binario de n agentes es homeomorfo a una (n — 1)-esfera, lo que de
hecho es cierto como es asegurado en [22] (donde se le deja como ejercicio al lector).
En este trabajo se demuestra dicho teorema, pero antes de ello es necesario discutir una
serie de cuestiones. En primer lugar, los autores de [22] son crueles pero justos y, siendo
conscientes de la dificultad intrinseca de este teoremaf] dejaron la sugerencia de notar
que el complejo en cuestién es una bola abierta acorde a la distancia Manhattan.

Definicién 3.2.3 (Distancia Manhattan o métrica del taxista [9]) Dados dos vec-
tores (x1,...,%n), (Y1,---,Yn) € R", se define su distancia Manhattan como:

d((xh R axn)a (yh v 7yn)) = Z |CL’Z - yZ|
=1

Para finalmente aplicar el siguiente lema de analisis matematicof

Teorema 3.2.1 Sean dy,ds distancias en R™, sean 11,7 las topologias inducidas por
estas métricas y sea Bi(z) = {§ € R"|d;(%,9) < r} la bola de radio r y centrada en
& con la métrica inducida por d;. Entonces para todo v > 0, B}(0) es homeomorfa a
Bf(()) Mas atin, las fronteras de ambas bolas también son homeomorfas.

Existen también otras pruebas para este teorema, destacando la de [26], Capitulo 4,
Ejemplo 4.2.2, (también encontrada en el libro [2I], Capitulo 0, seccién correspondiente
al “Join”) donde se construye paso a paso el complejo inicial correspondiente utilizan-
do herramientas topolégica mas avanzadas, de manera que el homeomorfismo es casi
inmediato| En este trabajo se realizard la prueba esbozada en [22],

A continuacién se demuestra:

Teorema 3.2.2 El complejo inicial binario de n agentes es homeomorfo a una
(n — 1)-esfera.

3De hecho es el mas extenso y complicado de esta tesis.

4Este enunciado es una paréfrasis del que puede encontrarse en la fuente no primaria [9], Definicién
3.8, Desigualdades (3.2), (3.1).

5El resultado es generalizable a cualquier centro distinto del origen gracias a que las traslaciones son
isometrias. Sin embargo para los intereses de esta tesis no hay necesidad.

6 Aunque en esta fuente no se considera el aspecto epistémico y cromético, sino tinicamente la natu-
raleza topoldgica del objeto.
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Prueba.
Considérese el siguiente morfismo G : I — R"™ definido como:

€; st x; =1
G(i,é;(x;)) = ! o
(7, €i(wi)) —e; st ox; =0
Donde e; € R™ es el vector candnico que tiene todas las coordenadas 0 salvo la i-ési-
ma, que vale 1.

Noétese ahora que el conjunto de vértices es {£e;|1 < i < n} y que, para todo i, el
conjunto {£e; Fe;|l <j <n}U{xe; £e;/1 <j <n} eslinealmente independiente por
lo que G es una realizacién geométrica.

Posteriormente, el morfismo G se puede extender a simplejos rellenando el cascaron
con la envolvente convexa: la arista {(i,¢é;(x;)), (4,€:(z;))} se mapea a la recta que
va de G(%,€;(z;)) a G(j,€(x;)), la imagen de un 3-simplejo bajo G es un tridngulo con
vértices los tres elementos del 3-simplejo, y asi sucesivamente. En general, un k-simplejo
K ={(i1,é(xy)), ..., (ir,é(z;,))} es mapeado al siguiente conjunto:

{Zaj (ij,€(xy;)) | aj >0, Zaj—l}

El cual es la envolvente convexa de las imagenes de sus vértices conv(G[K]). Ademas,
satisface la siguiente propiedad:

Lema 3.2.1 Un escalar a; es nulo si y solo si a;G(iy,é;(z;;)) =0

Prueba.

La ida de la prueba es trivial ya que a; = 0 implica que a;G(ij, é;(x;;)) = 0. La
vuelta es inmediata ya que G(ij, é;(2;;)) € {e;, —e;} no es un vector nulo por lo
que a; = 0 forzosamente. m

El siguiente paso es demostrar que la imagen de esta realizacion geométrica es ho-

meomorfa a una (n — 1)-esfera, para ello basta con notar que es una bola con la distancia
k

Manhattan. Para notar ello, sea Z a;G(ij, é(z;;)) € G[I] y definase:

7j=1
.o 0 sz J}Z‘jzl
5@”{1s¢%=0

k k
Esto permite hacer ZajG(ij,é(xij)) = Zaj(—l)‘s(i’j)eij. Ahora bien, el vector
j=1 j=1
aj(—l)‘;(i’j)eij es aquel que tiene todas las coordenadas nulas salvo la ¢;-ésima, que vale
k

a;(—1)°G9 | por lo que Zaj(—l)é(i’j)eij es el vector que tiene todas las coordenadas
j=1
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nulas salvo las i;-ésimas para toda 1 < j < k, las cuales valen a;(—1)°*) cada una. De
esta forma:

La igualdad no es “menor-qué” gracias al Lema(3.2.1] y por lo tanto G[I] € 9(B;(0))

Finalmente, para revisar que 9(B;(0)) € G[I] y por tanto concluir que la realizacién
geométrica es efectivamente una bola con la distancia Manhattan, considérese z € B;(0)

tal que & = (z1,...,,), entonces £, (&,0) Z |z;] = 1. Sean x;,,...,x; las coordena-
k
das no nulas de z, entonces Z |z;,| = 1. Sea ahora a; = |z;,| y se define:
j=1
0 st x;;, >0
Sl 7) = ’ i; Z
0(27]) { 1 si xij S 0

Esta dg es una especie de reciproco de la 6(1, j) definida para probar la otra conten-
cién, y ademds con la propiedad 1til de que z;, = (—1)50(i’j)]a:ij] para todo z;

Finalmente, notese que:

k
= le&'eii
j=1
k
- Z(_ 60 5 |x21|611
- Z ’x’J 60 (7 €i

k
Y dado que 1 = Z |z;,|, y ademds G[I] es la envolvente convexa, se tiene que Z € G[/]
j=1
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Por ultimo, gracias al Teorema G[I] es homeomorfa a la frontera de la bola
euclidiana centrada en el origen y de radio 1, o lo que es lo mismo: a la (n — 1)-esfera =

3.3. Tareas de consenso

En el problema del consenso, todos los agentes necesitan decidir uno de los valores
iniciales. Como ya fue mencionado en el Capitulo [2], la tarea del consenso es un ctimulo
de facetas aisladas, una para cada posible decision.

En el articulo [38] se senala una lista de propiedades importantes que formalizan
la tarea del consenso de una manera axiomatica. Dado un protocolo ejecutado por los
agentes, este protocolo resuelve el consenso si y solo si satisface las siguientes propiedades:

s Terminacion. Cada agente debe decidir eventualmente un Valor.[Z]
» Acuerdo. Todos los valores decididos son el mismo.

» Validez. El valor decidido fue el valor inicial de alguien.

De esta manera, si la tarea del consenso se denota como un modelo de accion
T =<T,x,pre > entonces T debe ser el siguiente cimulo de facetas:

F(T) = |J{{(p. d)lp € A}}

dey

Una por cada posible decision marcada por la condicién de terminacion. Ademas en
cada faceta todos los agentes tienen el mismo valor, lo que corresponde a la condicion
de acuerdo.

Estas facetas pueden denotarse como {(p,d)|p € A} = X4, y es muy fécil demostrar
que estan aisladas:

Teorema 3.3.1 5i X;N Xy # (0 entonces d = f

Prueba. Sea (a,i) € V(XqN X;), entonces por definicion i =d e i = f porlo que d = f
[
Como corolario inmediato, las facetas Xy estan aisladas entre si.

Finalmente, la tarea del consenso se define formalmente como sigue:

Definicién 3.3.1 (Tarea del consenso [18]) Considérese un conjunto de n agentes A
y un dominio de valores V. Sea V- C V el conjunto de todos los valores iniciales posibles
(V =V para modelos totales), entonces la tarea del consenso T se define como sigue:

"Nétese que esto implica que todo protocolo que resuelva el consenso debe terminar algin dia.
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1. El complejo simplicial cromdtico subyacente T’ tiene facetas:

F(T) = J{(p.d)p € A}}

deV
Y tiene la coloracion usual x = m

2. Las precondiciones pre : V(T) — Lx son tales que:

pre((p, d)) - \/ Pq,d

geA

Noétese que las tres condiciones de [38] salvo la de terminaeio’nﬂ quedan bien repre-
sentadas en esta definicidn:

s Acuerdo. Dada una faceta X, , todos tienen el valor d en ella.

= Validez. Formalizada por la precondicion. Si p decidié d entonces p vivia en un
mundo donde alguien tenia p, lo que equivale a la siguiente férmula:

\/ Pq,d

geA
Para estudiar el producto actualizado, a continuacién se presentan un par de ejemplos.

En primer lugar, en la figura de abajo se ilustra el modelo inicial Z (izquierda) y el modelo
de accién C (derecha) para el caso binario con dos agentes Alice (blanco) y Bob (gris):

0 1
Xoi i)ﬁ
0 1

T C

Los niimeros de los nodos son proposiciones atémicas que describen valores iniciales

de 7.

Para obtener el producto actualizado, basta con emparejar cada accién X; con los
mundos donde alguien tiene el valor inicial 7. Para casos pequenos como este es posible
enlistar cada uno de ellos, por ejemplo si ¢ = 0 entonces los mundos que satisfacen
pre(Xg) son:

= {(4,0),(B,0)}

8Puede quedar representado por el hecho de que aplicar la accién implica que, eventualmente, algo
sucederd. Sin embargo es posible representar acciones que suceden en el infinito con este mismo marco
tedrico.
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= {(4,0),(B,1)}
. {(A’ 1), (370)}

Luego, en el producto actualizado, evolucionaran a los siguientes mundos:
= {(A,0,0),(B,0,0)}
= {(A,0,0),(B,1,0)}
= {(4,1,0),(B,0,0)}

Como nota curiosa, ndtese que el vértice (A, 1) también podria evolucionar a (A,1,1)
ya que {(A,1),(B,0)} cumple ademds con pre(X;). En general, siempre es posible que
un vértice evolucione a miltiples vértices en el producto actualizado (concretamente, a
tantos como precondiciones satisfaga).

Ahora bien, gracias a la estructura topologica del producto actualizado, las indistin-
guibilidades se comportan de manera adecuada: las facetas se intersecan en los vértices
que tienen en comun. Por ejemplo, (A, 0, 0) pertenece a dos facetas del producto actuali-
zado. De esta forma, es posible construirlo de manera artesanal, pegando cuidadosamente
las facetas conforme corresponda. En este caso, el resultado es el siguiente:

0 0 1 1

O—O® O—O

@ O © ©

0 0 1 1
z[c]

A la izquierda estan todos los mundos donde deciden 0 mientras que a la derecha
donde deciden 1. En general, el producto actualizado del problema del consenso es tal
que cada accion Xy conforma una componente conexa, lo que es intuitivamente cierto
ya que lo contrario implicaria que un agente no podria distinguir entre un mundo donde
eligieron d de otro donde eligieron algiun otro valor, lo que es una contradiccion a lo
previamente discutido.

Teorema 3.3.2 El subcomplejo Cy del producto actualizado Z|C| consistente en el sub-
complejo inducido por los vértices {(q,v,d)|q € A,v € V} es conexo. Ademds, si d # e
entonces Cyq y C, estdn aislados.

Prueba.
Conexidad:

Sean (q,v,d), (p,b,d) € V(Cy). Nétese que (¢q,v) € V(I) comparten facetas con algin
vértice (r,d), pero (r,d) € {(a,d)|a € A} € F(I). Asi, el siguiente camino esta en I[C]:

(q,v,d), (r,d,d)
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Finalmente, por argumento andlogo, tenemos el camino (r,d,d), (p,b,d) y por tanto el
camino (q,v,d), (r,d,d), (p,b,d). Nétese que esto también demuestra que los Cy tienen
forma de estrella cuyo nticleo es el mundo donde inicialmente todos tenian d.

Componentes aislados:

Aprovechando la prueba previa, sera suficiente mostrar que los mundos {(q,d,d)|q €
A} v {(g,e,e)|q € A} estan aislados.

Supéngase que existe un camino (q, d,d), (q1,v1,d1), - - ., (qx, vk, di), (g, €, €), entonces
debe haber algtin momento i tal que d; # d;y1 (definase dy = dy dxs1 =€, Go = ¢ = Qr11)
y por tanto la decision hecha en esos mundos debe ser diferente. Considérese el primero
de estos i’s y considérese el agente del vértice (g;,v;,d;)), entonces ¢; no puede distin-
guir entre mundos donde todos decidieron lo tomado en {(g¢;—1,vi—1,di—1), (¢, vi, d;)} de
mundos donde todos decidieron lo tomado en {(q;+1,vit1,dit1), (g, vs, d;) }, lo que es una
contradiccién. m

Para un ejemplo més elaborado, supdéngase que Alice y Bob también pueden tomar
un tercer valor 2, entonces el modelo inicial es mas complicado (aunque atin posible
de dibujar), consistente en el grafo K33 completo bipartito con tres vértices de cada
color/ agenteﬂ mientras que el modelo de accién consiste en un cumulo de tres aristas
ajenas Xg, X1, Xa:

En este caso, el producto actualizado es como sigue:

o o0 o o0 1 1 1 1 2 2 2 2
| i i o i i o i i |
0 0 11 2 2
z[c]

Notese que se mantiene el hecho discutido en la prueba del Teorema de que las
componentes conexas del producto actualizado tienen forma de estrella cuyo nicleo es
el mundo en el que todos tienen el mismo valor inicial.

9Este grafo no es plano por el teorema de Kuratowski [8]. En general, ningtin complejo de dos agentes
es plano si V tiene tres o mas elementos.
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El siguiente paso es discutir el problema principal del presente trabajo: responder
a la pregunta de cudndo el consenso se puede resolver y cudndo no. Para resolver esta
cuestion va a aglomerarse todo lo visto en capitulos previos.
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Capitulo 4

Sobre la resolubilidad del consenso

En este capitulo, se discute a profundidad la resolubilidad del consenso desde el
punto de vista topoldgico-epistémico. Finalmente, se presentan dos resultados famosos
de consenso y se discuten bajo esta misma perspectiva.

4.1. Una caracterizacion con conocimiento comun

Existe una relacion intima entre la resolucion del consenso y el conocimiento comun:
si todo el mundo sabe que resolvi6 el consenso entonces puede resolverlo (esto fue am-
pliamente discutido en el libro [32] capitulo 6, pero desde una perspectiva logica). Sin
embargo cabe preguntarse si aquello no seria una condicion equivalente y, mas en parti-
cular, qué significa “saber que se resolvié la tarea”.

Para aterrizar lo anterior, recuérdese que el conocimiento grupal (Deﬁnicién fue
definido como E(¢) = A, c4 Ka(¢). En estos términos, las tres propiedades del consenso
discutidas en el Capitulo [3] Seccién se pueden traducir a las siguientes férmulas
epistémicas:

» Acuerdo. Z[T],I X Xq = N,cs Pad

= Validez. Si Z[T], I x Xq = \,ea Paa entonces I, I |= V¢ s Paa-
» Terminacion. Z[T], 1 x Xq = E® (e Pad)-

Sobre el conocimiento comun usado en la terminacion, nétese que, para poder decidir
un valor final, los agentes deben estar seguros de que, si alguien no ha tomado ain
una decision, eventualmente lo hard (y serd la misma que la de ellos). Mas atn, esta
cuestion proporciona una caracterizacion para el consenso, lo cual es el resultado
mas importante de esta tesis:

Teorema 4.1.1 Un protocolo distribuido representado mediante un modelo de accion
T resuelve el consenso si y solo si Z[T], X | V,cp E®(Vyea Paw) para toda faceta
X € Z[T]. En otras palabras, existe un valor v € V tal que el que alguien lo tenga como
valor inicial es de conocimiento comin.
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Prueba.

Supdngase que la tarea T resuelve el consenso.

A continuacién se procede por induccién a partir de n = 1, sobre la cantidad de veces
que se anida el operador de conocimiento grupal en la férmula \/ . 4 Pa,v

Para probar que Z[T], X = E'(\/,c4 Pa.a), considérese  : Z[C] — Z[T] el morfismo
como en la Definicion y considérese la componente conexa Cy en [[C] para un
d € V arbitrario, entonces la imagen directa 6[Cy] es una componente conexa aislada en
Z[T] por el Lema [2.2.1] Més atin, todas las facetas en §[Cy] provienen de una configura-
cién inicial donde alguien tiene d como valor inicial (pues 77 o § = 77) por lo que, para
toda faceta X € 0[Cy], se tiene que Z[T], X = \/,c4 Pa,¢- Finalmente, ello implica que

Z[T], X |= E(Vaen Pad)

Ahora bien, supéngase que para toda faceta X € Z[T] se tiene que
I[T], X & E™(V 4e4Paa) Para alguna n € N, entonces por argumento andlogo al de la
base inductiva se tiene que Z[T], X = E""(\/,c 4 Pasa)

Finalmente, nétese que 0[Z[C]] = Z[T| por lo que Ué[C’v] = ZI|[T] y por tanto
veC

IIT], X = Vyev EX(V aea Paw) Para toda faceta X de X € Z[T]|

Supéngase que Z[T], X =V, ey E¥(V 44 Paw) Para toda faceta X € Z[T]

Al final de la ejecucion es posible alcanzar consenso con el siguiente algoritmo:

Sea I el conjunto de todos los valores que satisfacen la condicién del conocimiento
comun.

= PASO 1: Asignese un orden parcial para [. Esto puede hacerse de mane-
ra greedy tomando elementos al azar e irlos enumerando conforme vayan
saliendo.

» PASO 2: Decidir Max(I)

Este algoritmo es correcto ya que toda [ es igual para todos los agentes en el mismo
mundo gracias al conocimiento comin. m

Para terminar, vale la pena recalcar una nota importante: en los ejemplos del consenso
binario y ternario presentados en la Seccién [3.3] el didmetro de las componentes C, es
de a lo més dos, por lo que E?(p) = E>=(ip). Sin embargo esto sélo pasa en la tarea del
consenso y es posible construir una componente conexa con un diametro mayor y que
también satisfaga conocimiento comun.
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4.2. Un método de coloraciéon para resolubilidad del
consenso

Otra consecuencia del Teorema es que permite saber si un protocolo resuelve o
no el consenso a través del siguiente método que recuerda al analisis topologico de datos:

1. Primero se asigna un color a cada valor de V.

2. Considérese el modelo de accién A asociado al protocolo, entonces se asigna el
color d a cada mundo en I[A] si y solo si ese mundo proviene de un mundo donde
alguien tiene d como valor inicial (es posible que haya mundos multicolores. Por
ejemplo para A = 7T, un mundo tiene tantos colores como elementos del conjunto
I descrito en la prueba del Teorema .

3. Considérese una componente conexa K de [[A]. Si existe un valor d que colorea
todos los mundos de K entonces se tiene conocimiento comun sobre d siendo el
valor inicial de alguien.

4. En cada K quitense todos los colores que no satisfacen la propiedad del conoci-
miento comun. Los colores sobrevivientes son los elementos del conjunto 1.

Teorema 4.2.1 El consenso no se puede resolver en A si y solo si existe una componente
conexa K C T sin color alguno en el algoritmo previo.

Prueba.

Supdngase que el consenso no se puede resolver en A

Supdngase también que toda componente conexa K C T tiene color al finalizar el
algoritmo previo, entonces en cada una de ellas se puede resolver el consenso ejecutando
el algoritmo de la prueba del Teorema ya que el conjunto I nunca es vacio (sus
elementos son los colores que pintan la componente conexa en la que viven los agentes,
como ya se menciond), lo que es una contradiccion.

Supongase que existe componente conexa K C T' sin color alguno.

Entonces para todo valor d existe un mundo en K donde alguien no tiene d por lo que
para todo X faceta de K se tiene que Z[A], X = A ey 7E*(V e Pa,a) (intuitivamente,
no se tiene conocimiento comtin sobre la posesién de ningun valor por parte de alguien)
por lo que, por el Teorema [4.1.1} el consenso es imposible. m

4.2.1. Resolviendo el problema de los memes robados

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, es legitimo sospechar que el problema
de los memes robados puede resolverse a partir del problema del consenso ya que es un
caso particular del mismo. Para corroborarlo formalmente basta con ver que el modelo
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inicial de los memes robados estd contenido dentro del modelo inicial del problema del
consenso, sin embargo ello no tiene sentido a prior: ya que los vértices del modelo de los
memes robados son de la forma (A, (0, L, 1)) mientras que los del modelo del consenso
son (A, valor). Para sortear esta dificultad, nétese que la vista (0, L, 1) de ser inocente
e ignorar a los culpables corresponde al valor inicial () de manera biunivoca, por lo que
existe un submodelo del modelo inicial absoluto que es isomorfo (es decir, que existe un
morfismo biyectivo) al modelo de los memes robados.

Teorema 4.2.2 Considérese el modelo inicial absoluto T =< I,x,{ > con el conjunto
de valores V = {X C {A, B,C}|X # {A, B,C}} Entonces el modelo inicial de los memes
robados, denotado M =< M, x,l > es isomorfo a un submodelo de Z.

Prueba. Para esta prueba, se presentan también los lemas auxiliares anidados Lema

y Lema[£.2.2]

Recuérdese que M se define con los siguientes vértices:

V(C) ={(g,0), (¢, )lg € {A, B,C}, {q} K S {4, B,C}}

También recuérdese que los agentes culpables conocen la identidad de todos los cul-
pables (y por tanto saben quienes son inocentes) mientras que los inocentes no tienen la
menor idea de lo que esté pasando, lo que induce los siguientes subconjuntos de vistas:

1. Vistas posibles de Alice:
Ba={0,1,1),{A},0,0), {4, B}, {4, B},0), {4,C},0,{A, B})} =W

2. Vistas posibles de Bob:
BB = {(J_7 ®7 L)’ (®7 {B}7 ®)7 ({A’ B}’ {A7 B}’ 9)7 (®7 {B7 C}’ {B7 C})} g VQ

3. Vistas posibles de Catalina:
Be ={(L,1,0),(0.0.,{C}), {A,C},0,{A,C}),(0.{B,C},{B,C})} C Vs

De esta manera, el submodelo isomorfo M’ C 7 se define con las siguientes facetas:
F(M") ={{(A,04),(B,0p),(C,0c)}|ox € Bx, y VX,Y,j 7;(0x) # 7;j(0y) syss uno es L}

Debido a su definicién, M’ es submodelo de Z por lo que basta rectificar que es
isomorfo a M. Para ello considérese la siguiente funcién ¢ : V(M) — V(M') definida
por casos como sigue:

L. 90(("47 @)) = (A’ <@7J-7J-))> 90((37@)) = (B’ (J-7®7J-))7 (10((07 (D)) = (07 (J->J—7®))

2. Para K conjunto unitario, ¢((g,K)) es el vértice cuya vista tiene todas las coorde-
nadas () excepto la correspondiente al tinico elemento de K. Por ejemplo,

p(A,{4}) = (A, ({A},0,0))

3. Para IC con dos elementos, ¢((q,K)) es el vértice cuya vista tiene unica coor-
denada () la correspondiente al tnico elemento de {A, B,C} — K. Por ejemplo,

QO(Bv {B7 C}) = (Bv (®7 {Bv O}v {Bv C}))
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Lema 4.2.1 ¢ es biyectiva.

Prueba.

1. Inyectividad: Sean (X,Vx),(Y,Vy) € V(M) tales que ¢o((X,Vx)) =
(Y, Vy)). Si p((X,Vx)) = ¢((Y,Vy)) y tienen “L” en alguna coordena-
da entonces Vx = V4 = (. En particular, si la i-ésima coordenada no es
1 entonces X y Y coinciden con el agente correspondiente a dicha coor-
denada, por lo que X = Y. Por otra parte, si o((X,Vx)) = o((Y,Vy))
tienen () en todas sus entradas salvo en una, donde tienen al conjunto uni-
tario {¢}, entonces Vx = V3 = {¢} y ademas X = Y = ¢. Finalmente, si
e((X,Vx)) = ¢((Y,Vy)) vy ademds tienen dos coordenadas con el conjunto
{q, k} entonces Vx = V3 = {q, k}. Ademads, como ¢((X,Vx)) = ¢((Y, V¥)),
el agente de ambos es el mismo por lo que X =Y

2. Suprayectividad: La definicion por casos de ¢ permite revisar suprayecti-
vidad de manera inmediata, ya que todos los vértices de M’ caen en uno de
€s0S Casos.

[
Lema 4.2.2 ¢ es cromatica y preserva valuaciones.

Prueba. El cromatismo es inmediato por la definiciéon por casos: el color de un
vértice (X, Vx) € V(M) es X, y la imagen ¢((X, Vx)) tiene siempre color X por
definicion. Sobre las valuaciones, se tiene que se define explicitamente como sigue:

_J pxo st X ¢gVx
0X, Vx) = { px1 st X €Vy

Mientras que la valuaciéon en M’ se define como (((X,0x)) = Dx ry (ox

caso, se tiene que:

). Caso por

1L, é(gp((X, @)) - E(Aa (@, 5, —L)) = PA0, é(gp((B, w)) - E(B7 (L7 ®7 —L)) =PBo0Y
4(90«07 (b))) = E(C’ (J—7 i Q))) = Pc,o

2. Para KC conjunto unitario, ¢(¢((¢,K))) = pg1 ya que es el vértice cuyas
coordenadas son todas “()” salvo la correspondiente al tinico elemento de I,

pero £((¢,K)) = pg.1.

3. Para IC con dos elementos, ¢(¢((q,K))) = pg1 ya que g € K, pero también
é((q,lC)) = pq,l
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Gracias a los Lemas y [4.2.2] se concluye entonces la existencia del isomorfismo.
|

Notese ahora que la tarea de los memes robados estd contenida en la tarea del con-
senso con valores V = {X C {A, B,C}|X # {A, B,C}}, pues esta tultima consiste en un
cumulo de siete triangulos aislados: seis correspondientes a los de la tarea de los memes
robados (donde deciden {A},{B},{C},{A, B},{A,C} o {B,C} respectivamente) junto
con aquel en el que deciden (). Por lo tanto, es legitimo pretender que, si R es la tarea
de los memes robados entonces M'[R] C Z[C], y por tanto resolver el consenso conlleva
a resolver los memes robados.

Si bien esta solucion es véalida, no necesariamente es la tnica posible: debido a que
M'[R] C Z|C], existen mundos en Z|C| que no estan en M'[R] por lo que existen in-
distinguibilidades en Z|C] que no estdan en M'[R]. Asi, en los memes robados hay més
conocimiento que en el consenso ordinario (lo que concuerda con el hecho de que los cul-
pables se conocen entre si), por lo que no debe descartarse la existencia de una solucién
que tome ventaja de esto.

4.3. Resolucion del consenso en otros modelos

En esta seccion se presentan dos resultados sobre la resolubilidad del consenso: el
de Moses-Winkler-Schmidt [39] para sistemas sincronos compactosﬂ y el méas reciente de
[31] para todo tipo de sistemas sincronos. Son discutidos bajo la perspectiva topoldgico-
combinatoria.

4.3.1. Sistemas sincronos con redes dinamicas

En el articulo [31], el problema del consenso es estudiado en sistemas donde los me-
dios de comunicacién estan determinados por redes dinamicas, las cuales son un sistema
basado en rondas (sincronos) de envio de mensajes sin intermediarios como una memoria
compartida o un bifer de mensajes (por ejemplo comunicacién por radiofrecuencias). El
interés de las redes dindamicas es que no estan exentas de fallas y existe la posibilidad de
que un mensaje no pueda llegar a su destino (esto ha sido entendido con el concepto de
Adversario de Mensajes, presentado en [I]).

Un ejemplo de redes dindmicas es el modelo de graficas dinamicas, denotado DG",
y estudiado en [4]:

!Para ver mas sobre la compacidad, se recomienda revisar [39]. En este trabajo no se utiliza el hecho
de ser compacto en ningin momento de las pruebas.
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O—©

—C1L—0—0
O—@—0C—0

O—O©

T Z[Dg|

Aqui, las comunicaciones admitidas son {A — B, A <~ B, A +» B} (donde Q — P
significa que el mensaje enviado por @) llega a P, lo mismo que P <+ @) y los conoci-
mientos evolucionan acorde a Z[DG"], lo que es un ciclo con 4 x 3"~ vértices. El consenso
es imposible aqui [5], 6, 22, 29)].

En general, la pregunta de interés es saber en qué redes dinamicas el consenso puede
ser alcanzado. En [31] se definié una métrica para medir la “cercania en conocimiento”
de las diversas ejecuciones. En dicho trabajo las ejecuciones son denotadas por letras
griegas y se definen como una configuracién inicial, un algoritmo y un adversario de
mensajes (dicho concepto equivale al medio de comunicacién en este caso). Notese que
una ejecucién en la ronda r tiene asociada una faceta en Z[MA"], por lo que se denotan
las facetas de dicho producto actualizado con letras griegas.

La métrica del minimo La distancia entre dos facetas/ejecuciones «, 3 se define como
pmin(c, B) = 1/27 si y solo si 7 — 1 es la tltima ronda donde los agentes son incapaces
de distinguir entre o y S (equivalentemente, r es la primer ronda cuando al menos un
agente puede distinguir entre a y ). De esta forma, si dpn(c, ) = 1/2" entonces a y
3 seran la misma faceta hasta Z[M.A"]. Una bola abierta con radio r centrada en « es
entonces el conjunto de todas las facetas § que comparten todos los vértices de P con «
al menos hasta la ronda r.

Teorema 4.3.1 (Nowak-Schmid-Winkler [31]) Eziste una ronda r tal que Z|JM.A"]
resuelve el consenso si y solo si existe una particion {PS(v)|v € Vo} de las facetas de

MA" tal que:
1. Cada PS(v) es un conjunto abierto.

2. Si Z, es una faceta de una configuracion inicial donde todos tienen valor inicial v
entonces Z, € PS(v) (Z, es una faceta z-valente).

Esto es otra forma de comprender el resultado de los colores que mostramos previa-
mente: en PS(v) se decide v, por lo que corresponde a un cimulo coloreado con v.
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CAPITULO 4. SOBRE LA RESOLUBILIDAD DEL CONSENSO

4.3.2. Adversarios de mensajes cerrados

La topologia minima descrita previamente fue definida en términos de ejecuciones,
por lo que un adversario de mensajes puede ser un conjunto cerrado de ejecuciones (es
decir, su complemento es abierto).

Este caso fue ampliamente estudiado en [39], donde los autores definieron que un agen-
te A influye otro agente B en la ronda r si existe una secuencia de agentes Ay, ..., A,
tales que A envia mensaje a A; en la ronda 1, luego A; envia a Ay en la ronda 2 y asi
sucesivamente hasta llegar al agente A,_1, que finalmente envia mensaje a B en la ronda
r: es una cadena de mensajes desde A hasta B a lo largo de las rondas. El nicleo de
una secuencia de comunicaciones se define como el conjunto de agentes que influencian
a todos los demas en dicha secuencia.

Entonces definieron indistinguibilidad entre secuencias de comunicacién en términos
de relaciones de equivalencia, y finalmente el Kernel de una clase de indistinguiblidad
como la interseccion de todos los niicleos de los elementos de la clase. Finalmente, dieron
su teorema principal:

Teorema 4.3.2 (Moses-Schmid-Winkler [39]) Un adversario de mensagjes cerrado
resuelve el consenso si y solo si el Kernel de todas sus clases de indistinguibilidad es no
vacio.

De esta forma, en la ronda r, si un agente no puede distinguir entre dos secuencias
de comunicacién entonces las facetas asociadas compartiran el vértice coloreado con
ese agente. Asi, las clases de indistinguibilidad son componentes conexas del producto
actualizado Z[MA]. Finalmente, tener un Kernel no vacio en cada componente conexa
significa que existe un agente que logré comunicar su valor inicial a todo el mundo. En
otras palabras, si v es dicho valor inicial, entonces la férmula E(\/ ., Pa,v) se satisfard
en la clase de indistinguibilidad. Por tanto, en adversarios de mensajes cerrados, un
conocimiento grupal equivale a conocimiento comun:

Teorema 4.3.3 Un adversario de mensajes cerrado MA resuelve consenso en la ronda
r siy solo st IIMA™], X =V, cp Ea(V gea Paw) para toda faceta X € TJMA'].

La moraleja principal de estas dos ultimas secciones es que, bajo la lupa de la topologia
combinatoria, resultados tan tedricamente distantes como los de Moses-Schmid-Winkler
y Fischer-Lynch-Paterson de pronto se tornan demasiado cercanos y estrechos entre si
gracias al Teorema [4.1.1], lo que es una evidencia mds del gran poder que tiene esta rama
de las matematicas al ser aplicada en computacion.
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Capitulo 5

Conclusiones

El problema del consenso consiste en n agentes con valores iniciales da-
dos que quieren decidir uno de ellos. ;Como podrian lograrlo?

Una de las metas mas importantes de la computacion distribuida es imitar el compu-
to secuencial mediante sistemas de multiples computadoras para mejorar el rendimiento.
Una forma de lograrlo es a través del consenso, lo que desafortunadamente no siempre
es posible.

En esta tesis de maestria, se demostré en el Teorema que el consenso es posi-
ble si y solamente si existe conocimiento comun sobre la tenencia de uno de los valores
iniciales, lo que tiene como consecuencia que el problema del consenso sea uno de esos
casos descritos en el libro [32] donde el acuerdo y el conocimiento comiin son equivalentes.

Para obtener este resultado se utilizé el modelo de topologia combinatoria basado
en logica epistémica mostrado en [I8], pero generalizado en la Seccién Usando este
modelo, se estudiaron algunos resultados conocidos sobre el problema y se obtuvieron
visiones frescas. Por ejemplo se mostro el hecho de que, en conjuntos de ejecuciones ce-
rrados en la topologia de Alpern-Schneider (véase [2]), el conocimiento comin equivale
a conocimiento grupal.

Desafortunadamente, las logica epistémica y la topologia combinatoria son areas fa-
mosas por ser oscuras y dificiles de comprender ya que requieren muchos conocimientos
previos y un gran esfuerzo. Para resolver esta vicisitud se proporcioné una introduccién
jovial y facil de entender a través del Ejemplo [1| de los ladrones de memes, el cual
resulto tener conexiones intimas con el problema del consenso.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

En sintesis, las contribuciones principales de este trabajo son:

1.

El Teorema [4.1.1]

El método de la Seccién [4.2] que se aprovecha del Teorema[4.1.1] para determinar si
el consenso es posible 0 no a partir de colores en componentes conexas del producto
acutalizado (donde tener el color p es igual a tener conocimiento comin sobre p).

La presentacién de los resultados de [39] y [31], mds en particular el Teorema [4.3.3]
el cual tiene como corolario inmediato que, en conjuntos cerrados de la topologia
de Alpern-Schneider, el conocimiento comin equivale a conocimiento grupal.

Una introduccién jovial a la topologia epistémica a través del problema de los
ladrones de memes.

Por otra parte, existe el siguiente trabajo a futuro:

1.

En el Teorema [L.1.1], la férmula que debe satisfacer conocimiento comin es la
condicién de terminacion, ;y si todos los problemas de decisién se pueden reducir
a este tipo de condiciones? Entonces podria obtenerse una caracterizacién universal.

El método de color de la Seccién es, como ya se senald, muy similar a los
métodos de andlisis topoldgico de datos (ATD). Por tanto, es posible tender un
puente entre ATD y topologia epistémica tomando esto como punto de partida.
Maés aun, colorear un producto actualizado e informar si hay una componente sin
colorear puede ser un programa computacional.

Sin duda alguna hay muchas més preguntas que se pueden derivar de este trabajo,

siendo estas tres algunas de las mas importantes.

Por 1ltimo, esperamos que este proyecto impulse el enfoque de la topologia combi-

natoria para abordar problemas de conocimiento y que, en general, se extienda hacia el
estudio generalizado de problemas de decisiéon o, jpor qué no?, todo tipo de problemas
distribuidos.
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