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Resumen

En este trabajo se encuentran patrones genéticos o genémicos haciendo uso de un éarea re-
ciente de las matemaéticas: los Sistemas Dindmicos. En particular, se utilizaran los sistemas
de funciones iteradas, que cuentan con un componente estocastico, para la construccion
de fractales y, a partir, de ellos reconocer algiin patréon o caracteristica particular de la

estructura de los genes o genomas.

Esta idea surge del articulo de Joel Jeffrey titulado “Chaos game representation of gene
structure” donde se menciona una forma grafica de representar secuencias de ADN, ha-
ciendo uso del famoso sistema de funciones iteradas denotado como el Juego del Caos.
Sin embargo, en ese articulo se dejan muchas preguntas abiertas. El presente trabajo se
inspira en ellas para formular y contestar la pregunta: ;FEl patron que se observa en el

genoma varia con respecto al de los genes?

Con las anotaciones que ofrece la base de datos de secuencias genéticas del National Insti-
tutes of Health (NIH) que es llamada “GenBank”, resulta sencillo poder extraer las secuen-
cias de ADN que son reconocidas como regiones codificantes; ademés, son las secuencias
de ADN mas actualizadas y completas. En total se tomaron 30 genomas provenientes de
representantes de los 5 reinos en los que se dividen los seres vivos de acuerdo a la biologia

y se les aplico el sistema de funciones iteradas.

Haciendo uso del lenguaje de programacion Python se logré repetir el algoritmo que
se menciona en el articulo de Jeffrey y se realizd una comparacion cualitativa de las
representaciones gréaficas de los genes y genomas, las cuales revelan informacion sobre
la estructura de ambas secuencias y ademés se hizo una comparacion entre especies, lo
cual, bajo un estudio mas sistemético y especializado, podria revelar informacion sobre la

taxonomia.
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Introduccion

Desde la década de los setenta se han desarrollado metodologias que permiten la realiza-
cion de modificaciones genéticas. Estas son las llamadas técnicas recombinantes de acido
desoxirribonucleico (ADN), las cuales tienen por objetivo modificar el genoma para el
beneficio del ser humano; consisten en cortar, unir y reintroducir ciertos fragmentos de
ADN en forma de cromosomas. Las técnicas de recombinacion genética son muy utiliza-
das en la actualidad, ya que la modificacién genética es bastante ttil e importante para
el desarrollo de la medicina como la creacion de farmacos, el estudio de enfermedades y

tratamientos, trasplantes de 6rganos, etc.

La arquitectura genética se refiere al patron de efectos genéticos que construyen y contro-
lan un caréacter observable de un organismo dado y sus propiedades variacionales; en la
actualidad, aiin no se comprenden las arquitecturas genéticas que hacen a un individuo
mas susceptible a determinadas enfermedades que a otros. Sin embargo, la prediccion de
la arquitectura genética representa un gran problema en el reconocimiento de patrones.
Por lo cual se han implementado modelos de predicciéon que han tenido grandes avances
en la identificacion computacional de genes utilizando, por ejemplo, los Modelos Ocultos

de Markov, los cuales son reconocidos ampliamente por tener una gran precision.|25]

En esta investigacion se utilizan herramientas de un area aparentemente distante, los
sistemas dinamicos. Estos forman parte de una rama reciente de las matematicas que surge
en la ultima década del Siglo XIX, gracias al matematico francés Henri J. Poincaré. Esta
teoria moderna tiene como objetivo entender las irregularidades o azares de la naturaleza
utilizando sistemas continuos o discretos. El caos juega un papel muy importante en
esta area, ya que varios sistemas naturales o mecanicos presentan trayectorias erraticas e

impredecibles y se dice que tienen un comportamiento cadtico.

La teoria del caos trata con sistemas dinamicos particulares, aquellos que cumplen la
particularidad de ser sensibles a condiciones iniciales, es decir, dos soluciones muy similares
tienen trayectorias muy diferentes. Sin embargo, lo que busca esta rama de la ciencia es
el orden subyacente en sistemas aparentemente aleatorios. Tiene su origen en 1963, con el

meteorologo y matemético Edward Lorenz, quien trabaj6 en un sistema de ecuaciones que
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predijera el clima. En cierta ocasion, Lorenz quiso volver a emplear un resultado que habia
obtenido e introdujo un nimero que habia obtenido a mitad de la trayectoria solucion, pero
el resultado final fue totalmente diferente al que habia obtenido por primera vez. El error
se debi6 a que su computadora almacenaba seis decimales y ¢l habia utilizado solo tres
decimales. De modo que, en los sistemas estudiados dentro de la teoria del caos, cualquier
pequena perturbacion en las condiciones iniciales puede tener una gran influencia sobre el
resultado final y esta caracteristica es conocida como el famoso efecto mariposa “el aleteo

de las alas de una mariposa puede provocar un Tsunami al otro lado del mundo”.

En 1989 H. Joel Jeffrey en su articulo Chaos game representation of gene structure, mues-
tra una nueva forma de analizar patrones genéticos, la idea consiste fundamentalmente en,
dada una secuencia de nucleétidos provenientes de un genoma, realizar una representacion
grafica con un sistema de iteraciéon de funciones. Sorprendentemente esta representacion
da origen a Figuras fractales, lo que indica, que se pueden interpretar los patrones gené-

ticos a través de Sistemas Dinamicos.

El objetivo de este trabajo es encontrar patrones que sean caracteristicos del genoma y
hacer un anélisis comparativo de su representacion completa y de secuencias codificantes.
Este anélisis depende del tipo de célula ya que, por ejemplo, en los eucariontes dentro
del gen se encuentran secciones no codificantes que pueden tener estructuras diferentes
de las codificantes. De hecho, se pudo encontrar que en bacterias cuyo tipo de celular es
procariota no hay una diferencia significativa entre la representacion del genoma comple-
to y las regiones codificantes. Por otro lado, en especies con células eucariotas se pudo
observar una diferencia significativa entre el genoma y las regiones codificantes; esta se
acentiia mas cuando el porcentaje del genoma perteneciente a las regiones codificantes es

menor.

El trabajo comienza exponiendo los conceptos basicos de biologia molecular para la codi-
ficacion genética; se parte dando una concisa descripcion de la estructura quimica de las
moléculas de ADN y ARN para posteriormente, hablar de fragmentos de ADN o ARN
codificantes los cuales son llamados genes. La importancia de los genes radica en que
contienen la informacion necesaria para la creacion de distintas proteinas y determinan
su funcién. Subsecuentemente se introducen las estructuras del genoma de las células
procariontes y eucariontes; resaltando que la forma en la que se distribuyen las regiones
codificantes en cada célula es distinta y se habla de las regiones no codificantes y su

importancia, también se recalca algunas caracteristicas vitales para su reconocimiento.

El objetivo de la bioinforméatica es analizar informaciéon biologica, por esta razém, no
es de extranarse querer trabajar con las regiones codificantes del ADN; y asi se han
desarrollado métodos estadisticos para la prediccion genética. En el presente trabajo se

mencionan algunos métodos de prediccion genética para asi dar a conocer la base de datos
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de secuencias genéticas del National Institutes of Health(NIH) que es llamada ‘ GenBank’.;

aqui se pueden encontrar las secuencias genéticas mas actualizadas y completas.

Para introducir la parte matematica del trabajo, se inicia hablando de los fractales. Un
fractal es un objeto matemaéatico que cumple con la particularidad de contar con una
estructura que se repite a diferentes escalas. Este objeto abstracto fue considerado una
monstruosidad geométrica, carente de utilidad, sin embargo, Benoit B. Mandelbrot en su
libro The Fractal Geometry of Nature, muestra que los fractales pueden encontrarse en la

naturaleza justo en los lugares menos esperados.

La ecuacion logistica es un sistema dinamico que describe el crecimiento de una pobla-
cién en un ecosistema con recursos limitados; lo interesante de este sistema es analizar el
comportamiento a largo plazo dada una poblacion inicial; el cual estd determinado por
un parametro: la tasa de crecimiento de poblacion. Los resultados a largo plazo varian,
la poblaciéon puede estabilizarse en una cantidad u oscilar, estas cantidades son llama-
das puntos atractores. Al graficar los puntos atractores de acuerdo con la variacién del
parametro se divisa un fractal, a estos curiosos atractores se le suele llamar atractores

extranos.

En los sistemas dinamicos existen otros sistemas que poseen atractores que usualmente
son fractales, estos son los nombrados Sistemas de Funciones de Iteradas los cuales son
un conjunto de funciones contractivas. Para programar y asi poder visualizar su atractor;
generalmente se utilizan dos formas, el algoritmo determinista o el algoritmo aleatorio,
los cuales son descritos, programados y probados para asi poder hacer un analisis riguroso

sobre su complejidad y su efectividad.

Un sistema de funciones singular es El Juego del Caos; este sencillo algoritmo fue propuesto
por Michael Barnsley en 1980. Para ejecutar el algoritmo solo se necesita una secuencia
de ntmeros aleatorios y un tridngulo; el sistema cuenta con la singularidad de que la
forma de su atractor es el tridngulo de Sierpinski, un fractal reconocido en el mundo de
las matematicas. Este algoritmo se puede ejecutar con diversos poligonos, sin embargo,
el caso de interés es para un cuadrado donde su atractor parece llenar uniformemente el
interior de este, aunque se puede obtener distintos resultados si la secuencia que se utiliza

no es completamente aleatoria.

Finalmente, se indaga y analiza meticulosamente los patrones observados en los fractales
generados por medio del Juego del Caos eligiendo al cuadrado como el poligono a utilizar
y usando secuencias con distintas distribuciones de probabilidad. Para asi posteriormente
con el método para representar los patrones del ADN a través del Juego del Caos propuesto
por H. Joel Jeffrey poder ilustrar y justificar las formas fractales obtenidas al usar las

secuencias de ADN originarios del genoma y de las regiones codificante. Esto se hace para
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cada representante proveniente de los cinco reinos en los que se dividen los seres vivos de

acuerdo con la biologia.



Capitulo 1

Codificacion Genética

Las moléculas de ADN y acido ribonucleico (ARN) son probablemente las més impor-
tantes de la biologia molecular, ya que trabajan juntas para una correcta transmision de
informacion genética, también se encargan de su almacenamiento y recombinaciéon; dando
como resultado mutaciones y con ello una diversidad genética importante para el proceso

evolutivo de una especie.

El acido desoxirribonucleico codifica la informacion que determina las caracteristicas de
un organismo y sus funciones, también se encarga de transmitir estos atributos a su
descendencia y posee una estructura de doble hélice; por lo que acttia como portador de
informacion genética expresable con ciertas particularidades. En las células eucariotas el
ADN se encuentra en el ntucleo de la célula comprimido en cromosomas, mientras que en las
células procariotas tienen un solo cromosoma circular que se encuentra en el citoplasma.
[34, Cap. 4.0
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Cﬁ Oi
N 0 1 o
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Figura 1.1: Comparaciéon entre ARN y ADN.
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1.1. Estructura del ADN

La principal funcién del acido ribonucleico es la transmision de informacion genética y es
sintetizada a partir del ADN. Su estructura molecular es similar a la del ADN, pero la
diferencia es que el ARN esta constituido por una sola hebra o una hélice. En la Figura

1.1' se muestra la estructura de una hebra del ARN y de doble hebra que corresponde al
ADN.[34, Cap. 4.0]

La estructura de la molécula del ADN es un polimero quimico que esté formado por dos
cadenas antiparalelas que se enrollan entre si, unidas por bases nitrogenadas con giro a la

derecha, Esta estructura de doble hélice fue descubierta por Watson y Crick en 1953.

Las hélices estan formadas por nucleétidos, compuestos por un azicar, un grupo fosfato y
una base nitrogenada. En el ADN las bases nitrogenadas son cuatro: La adenina (A) y la
guanina (G) que son purinas, estructuras biciclicas de dos anillos; la timina (T) y la cito-
sina (C), que son pirimidinas, estructuras monociclicas. En la Figura 1.2 %, a la izquierda
se encuentra la estructura base de las pirimidinas y purinas numeradas por sus carbonos,
y en la derecha se encuentran las bases nitrogenadas utilizadas en el ADN y ARN. En el
ARN la timina es remplazada por el uracilo (U), el cual también es una pirimidina. En
el ADN, la molécula de aztcar se le denomina desoxirribosa, mientras que, en el ARN,
la molécula de aztucar se le conoce como ribosa. La diferencia entre la desoxirribosa y
la ribosa se encuentra en el carbono 2’ con un enlace -H o -OH, respectivamente; sus

estructuras se muestran en la Figura 1.3a 3. [34, Cap. 4.1]

O )\Jj )\Jj )\)j

Pyrimidine UraCII v)] Thymlne (Th C)'lCIbInE [(a]

RNA only DNA only both DNA and RNA
& NH; 0
g NE_AN
N & N w
Ty ”L)\D I
2 S IilLJ \N N )“\\N N
3 H | H,N |
Purine Adenine (A) Guanine (G)

Figura 1.2: Estructura de las pirimidinas y purinas.

Las secuencias de ADN y ARN se suelen representar solamente con letras A, T, C, Gy U.

En quimica se suele numerar la cadena o ciclo carbonado, de manera que a los que tienen

'Figura tomada de [49).
Figura tomada de [3].
3Figura tomada de [22].



Brenda Quintana 1.1. Estructura del ADN

sustituyente * les corresponda el niimero mas bajo posible y son nombrados de acuerdo a
los grupos funcionales que son responsables de la reactividad y propiedades quimicas de
los compuestos organicos [21]. En el ADN y ARN las moléculas de azticar se unen entre
si a través de grupos fosfato que forman enlaces fosfodiéster en los 4tomos de carbono 3’
y 5’ como se ve en la Figura 1.3b °. La sintesis de proteinas procede de 5 a 3’, por esta

razon surge la convencion de leer y escribir las secuencias de 5’ a 3’.[34, Cap. 4.1]

5
Hoc|H2 B T c| 5 C‘)H
#C I #C cr
N
P 5 ¥y 2
on [ or
2-Desoxirribosa Ribosa
OH
(a) Desoxirribosa y Ribosa. (b) Enlace fosfodiés-

ter en la posicion.

Figura 1.3: Estructuras quimicas.

Como ya se menciond, el ADN estd formado por dos cadenas. Cada cadena o hebra
dextrogira © estd formada por azticares unidos por un grupo fosfato y, unido a cada
azucar, se encuentra una de las cuatro bases nitrogenadas de ADN; estas hebras se enrollan
alrededor de un eje formando una doble hélice. Estas son antiparelelas y estan orientadas
de 5 a 3" 7; en la Figura 1.4 se ilustra el sentido de la cadena y su unién con los grupos
fosfatos.[Cap. 4.1|[34]

En el exterior de la doble hélice, dos cadenas de aziicares unidas a través de grupos fosfatos
y en el interior se proyectan las bases nitrogenadas de las dos cadenas unidas a través de
puentes de hidrégeno. Una purina de una de las cadenas se encuentra enfrentada y unida
a una pirimidina en la otra cadena. De esta forma surge una complementariedad de bases
que es consecuencia del tamano, forma y composicion quimica de las bases. La adenina
(A) se une con la timina (T) con dos puentes de hidrogeno y la citosina (C) se une con la

guanina (G) mediante tres puentes de hidrogeno en el ADN. En la Figura 1.4% se aprecia

4Grupo funcional o grupo alquilo, que ocupa el lugar de un 4tomo de un grupo saliente de un compuesto
organico en general.

°Figura tomada de [57].

5Del lat. dexter, -tra, -trum: derecha, derecho. Que gira a la derecha.

"Posicion del grupo fosfato en la ribosa.

8Figura tomada de [54].
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esta estructura. En que la estructura del ARN se cambia la unién de adenina-timina por

adenina-uracilo. [54]
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Figura 1.4: Representacion en dos dimensiones del ADN.

1.1.1. Genes

Oculto en el ADN se encuentran los genes, que son fragmentos de ADN cuya secuencia
nucleotidica codifica la estructura y funcién de cada proteina. Estos tienen la informacion
para construir todas las células y tejidos del organismo, ademés, también son responsables
de la regulacion de la expresion génica. Las células que conforman un organismo tienen
el mismo genoma, pero la diferencia entre los distintos tipos de células son los genes que
se expresan. ‘Por ejemplo, aunque una célula de la piel tiene toda la informacion genética
al igual que la célula del higado, en la piel solo se expresardn aquellos genes que den
caracteristicas de piel, mientras que los genes que dan caracteristicas de higado, estaran
alli “apagados”. Por el contrario, los genes que dan rasqgos de “higado” estardn activos en

el higado e inactivos en la piel.’|6]

Esta informacion esta organizada por unidades hereditarias y es lo que hoy se le conoce
como genes. En términos més formales un gen se define como la secuencia completa de
acidos nucleicos necesarios para la sintesis de un producto génico funcional (polipéptido)
o ARN funcional y a este fragmento del ADN se le denomina region codificante [34, Cap.
4.1].

1.2. Sintesis de Proteinas

Las proteinas son moléculas que cumplen diversas funciones estructurales, enziméticas,

hormonales, transportacion de oxigeno, etc. Por lo que es de vital importancia conocer
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Brenda Quintana 1.2. Sintesis de Proteinas

qué secuencias de bases nitrogenadas codifican genes que dan lugar a distintas proteinas.

Las proteinas estan compuestas a partir de aminoacidos. Hay 20 aminoacidos diferentes,

y cada proteina tiene una secuencia de aminoacidos particular.|6]

1.2.1. Transcripcién

La sintesis de proteinas inicia con la transcripcion: los genes representados en el lenguaje
de los nucledtidos se copian o transcriben a otra molécula. Para esto utiliza una hebra del
ADN como molde para formar una cadena complementaria de ARN como se ve en 1.5,
comunmente se le llama ARN mensajero (ARNm). Este proceso es llevado a cabo por
las enzimas ARN polimerasas. En el inicio de la transcripciéon, la ARN polimerasa con
ayuda de factores proteinicos, denominados factores de transcripcion generales, reconoce
y se une a un sitio especifico, denominado promotor para asi iniciar la transcripcion, al
finalizar el ARNm, se libera de la ARN polimerasa |34, Cap. 4.2]

Polymerase
movement

RNA POLYMERASE

Unwinding

being added
to the 3’ end of the RNA

RNA-DNA
hybrid region

Figura 1.5: Transcripcion.

1.2.2. Traduccién

Luego de la transcripcion, el ARNm se traduce al idioma de los aminoacidos para hacer
proteinas. Consiste en utilizar el ARNm para ordenar y unir los aminoacidos en una
cadena polipeptidica. La lectura correcta de los aminoacidos es muy importante para la
produccién de proteinas funcionales y lograr asi el correcto funcionamiento de células y

organismos. |34, Cap. 4.4|

La traduccion se lleva a cabo en el ribosoma. El ARNm trasporta la informacion genética
y se lee la secuencia de nucledtidos del ARN mensajero por tripletes o trios de nucle6ti-
dos, denominados codones. A medida que el ribosoma lee la secuencia de codones se va

formando una proteina a partir de la union de aminoécidos. [34, Cap. 4.4]

9Figura tomada de [9].
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En este proceso participan principalmente tres moléculas: ARN mensajero (ARNm), ARN
transferencia (ARNt) y ARN ribosémico (ARNT).

= ARNm: Transporta la informaciéon del ADN en forma de una serie de secuencias de

tres nucledtidos, denominados codones, cada una especifica un aminoacido.

= ARNt: Cada tipo de aminoécido tiene su propio subgrupo de ARNt, que contiene
una secuencia de tres nucledtidos en un extremo de esta molécula, que es llamada
anticodén y es complementaria de las bases del codon. Transfiere el aminoacido
adecuado a la creciente cadena polipeptidica en el procesos de sintesis. En la Figura

1.6a!Y se seniala la estructura de esta molécula.

= ARNr: Se asocia con un conjunto de proteinas para formar ribosomas. Su principal
funcion es catalizar el ensamblaje de aminoacidos para formar cadenas polipeptidi-
cas; ademas, unen el ARNt con las proteinas. En la Figura 1.6b ! se muestra su
estructura. [34, Cap. 4.4

3
9 — Amino Acido
sitio de fijacion

T loo|
D loop P

Anticodon loop

Anticodén

cucC
GAG

GUC CAG !!!CCA UAG
mRNA

Codon

(a) ARNt.

Figura 1.6: Tipos de ARN.

Si se toman todas las combinaciones de cuatro bases tomadas de a tres, existe un total
de 64 codones posibles. Cada codén determina qué aminoacido se colocara en la proteina

que se esta fabricando. De los 64 codones, 61 corresponden a aminoacidos y 3 son codones

0Figura tomada de [37].
HFigura tomada de [44].
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de terminacion (stop), responsables de la finalizacion de la sintesis proteica. Soélo existen
20 aminoécidos en la naturaleza, asi que, varios codones pueden codificar para el mismo
aminoacido. Al cédigo se le denomina degenerado ya que més de un codén puede especi-
ficar el mismo aminoacido. En la Figura 1.7'2 se puede ver qué codones corresponden a

cada aminoécido.|26].

Ala | GCU, GCC, GCA, GCG Leu UUA, UUG, CUU, CUC, CUA, CUG
Arg | CGU, CGC, CGA, CGG, AGA, AGG Lys AAA, AAG
Asn | AAU, AAC Met AUG
Asp GAU, GAC Phe UUU, UUC
Cys UGU, UGC Pro CCU, CCC, CCA, CCG
Gin  CAA, CAG Ser UCU, UCC, UCA, UCG, AGU, AGC
Glu  GAA, GAG Thr  ACU, ACC, ACA, ACG
Gly | GGU, GGC, GGA, GGG Tp UGG
His | CAU, CAC Tyr  UAU, UAC
lle | AUU, AUC, AUA Val GUU, GUC, GUA, GUG
START AUG STOP UAG, UGA, UAA

RIOINMOVA
innovatiologia con

Figura 1.7: Aminoacidos asociados a cada codon.

En la mayoria de los ARNm, el codén de inicio (AUG) especifica la metionina aminoter-
minal. Sin embargo, en algunos ARNm bacterianos, GUG se usa como el codén iniciador,
y en ocasiones CUG se usa como codon iniciador para la metionina en los eucariontes. En
general, el significado de cada codén es el mismo en la mayoria de los organismos cono-

cidos; pero se han encontrado organismos ** en los que el significado de algunos codones
difiere. [34, Cap. 4.3]

A la secuencia de codones que se encuentra desde un codén de inicio hasta un codéon
de terminacién se le denomina marco de lectura abierto; a este fragmento también se le
conoce como ORF por sus siglas en inglés Open Reading Frame. Un ARNm podria ser
traducido en tres marcos de lectura diferentes, cada uno de ellos comienza en un nucleétido
diferente de un mismo triplete. Sin embargo, la mayoria de los ARNm pueden ser leidos
solamente en un marco de lectura, ya que los codones de terminacién se encargan de
detener la traduccién antes de que se produzca la proteina funcional. Otra disposicion
de codificacion no habitual se debe al corrimiento del marco de lectura (frameshifting),

donde cuatro nucledtidos son leidos como un aminoécido y se retrocede una base.|56]

12Figura tomada de [26].
13Un ejemplo son los protozoos ciliados y las acetabularia.
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1.3. Diferencias de Genes Procariontes y Eucariontes

Las células del tipo procariota'* se caracterizan por carecer de un nticleo definido y tienen
una estructura interna sencilla. Las bacterias, cianobacterias o algas verdeazuladas son
organismos unicelulares o cadenas filamentosas de células procariontes. Las células del
tipo eucariota!® contienen un niicleo definido rodeado por una membrana y otros com-
partimientos internos. Los organismos que poseen este tipo de célula son protozoarios,

hongos, plantas y animales.

La codificacion y la densidad de los genes cambia entre células eucariontes y procariotas,
por ejemplo, se estima que en eucariontes el ADN codificante constituye aproximada-
mente el 2% del genoma, mientras que en procariotas el 98 % del ADN es codificante.
En eucariontes existen regiones no codificantes dentro de los genes llamados intrones, los

cuales son importantes para tener diversas proteinas. [56]

La regulacién génica corresponde a la forma en que una célula controla los genes que se
expresan; también puede regular qué proteina produce y con qué rapidez. Asi, se pueden
tener células con diferentes funciones y que contienen la misma informacion genética.
La forma de controlar la expresion de genes también difiere si la célula es procarionte o

eucarionte. [34]

1.3.1. Procarionte

Los genes codificadores de proteinas en células procariontes que estan dedicados a un tinico
objetivo metabdlico y se suelen encontrar en posiciones contiguas en el ADN. A este grupo
funcional se denomina operén pues actiia como una unidad a partir de un tinico promotor
y produce una hebra continua de ARNm, que luego es traducido a proteina. Los operones
son inducibles o reprimibles, de acuerdo al mecanismo de control. En la Figura 1.8 ¢ se
ilustra esta estructura. Ademas, los genes estan estrechamente empaquetados, con muy

pocos intervalos no codificadores. [34, Cap. 4.3]

14Esta palabra se compone etimolégicamente del prefijo pro que significa antes de y karyo que se refiere
a niucleo. Se considera a la célula procariota anterior a la célula que tiene un nucleo celular.

15Esta palabra deriva del griego eukayron, compuesta por eu = verdadero, y karyon— nicleo. Asi refiere
a nucleo verdadero.

6 Figura tomada de [31].
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OPERON

Senales de terminacion

l‘ S VPR Wm '~. T { AL LI TR TR L ) ‘Vl\‘ll\l“}i 0 [ TR LR ) mlllt
I ‘ Gen | Gen 2 Gen 3 ‘
Genes ales |

Promotor
Regulador Operador
Estructurales
Regulador Promotor Operador E1 E2 E3 Ea4
B NS o N N N .
ADN

—7 EL MODELO DEL OPERON

ARN- polimerasa

Figura 1.8: Estructura del operon.

Un operoén se conforma de:

Operador: controla el acceso de la ARN polimerasa al promotor.

Promotor: donde la ARN polimerasa reconoce el sitio de inicio de la transcripcion.

Gen regulador: Controla el tiempo y velocidad de transcripciéon de otros genes.

Gen estructural: codifica las enzimas relacionadas o las proteinas estructurales.

Otra caracteristica de los procariontes es que pueden llevar a cabo la transcripcion y la

traduccién al mismo tiempo.

La transcripcion de un gen es reprimida cuando el ARNm correspondiente es sintetizado
a baja velocidad y la trascripcion de un gen es activada cuando el ARNm es codificado a
mayor velocidad para asi obtener proteinas mas rapido. La expresion génica en bacterias
y otros organismos unicelulares es mayormente regulada por enzimas y componentes es-
tructurales que reaccionan a cambios en el medio nutricional y fisico. De modo que, estos
organismos solo sintetizan las proteinas que son requeridas para sobrevivir en condiciones

particulares.|34, Cap. 4.3]

Un operén estéa regulado conjuntamente, es decir, todos los genes en el operén son activa-
dos o son reprimidos. La transcripciéon de operones es controlada por una interaccion entre
la ARN polimerasa y proteinas represoras y activadoras especificas. El proceso general,
involucra un represor, el cual es una proteina especifica que se une a la region operadora
de un gen evitando el inicio de la transcripcion. Algunos genes son regulados exclusiva-
mente por activadores cuyos sitios de union estan localizados comtinmente 80 — 160 pares

de bases antes del sitio de inicio y son denominados amplificadores.[34, Cap. 4.3|
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1.3.2. Eucariontes

Los genes en células eucariotas dedicados a una tnica via estan a menudo separados fi-
sicamente en el ADN, es decir, se pueden encontrar en diferentes cromosomas. Cada gen
se transcribe a partir de su propio promotor, produciendo un ARNm. Ademas, el gen
eucarionte existe en porciones de secuencias codificantes que se les conoce como exones,
separados por segmentos no codificadores de proteinas, a los cuales se les denomina in-

trones.

Los intrones se transcriben junto con todo el gen, pero deben ser removidos del ARNm
antes de que se complete el producto maduro de ARNm. El paso final es el corte y empalme
(splicing) del ARN, la division interna del transcrito para eliminar los intrones, seguida

por la ligacion de los exones codificadores. En la Figura 1.9'7 se aprecia este proceso.[34]

Comienze EXONES INTRONES Final {Stop)

i,
T T R B SR 0 -oH
5 3
Encasquetado en §' i

casquete 5~ [ EERRINNN Bl ) T RN N EEEEEEN 0 - oH
3
lPoIiadenilacién

casmte s SRR TN T TN O RN AAA,—OH
Cola de poli-A
]

[ 7.700 nucledtid |

ARNm Transcrito

Secuencias de los intrones
eliminadas por escision

casquete s -JTTTTTTT 77 AAA,—OH
1,872 —]
nucledtidos

Al citoplasma donde
se traduce

Proteina sintetizada
(Ovoalbtimina)
H2N —COOH

Figura 1.9: Proceso de transcripcion de genes en células eucariontes.

La presencia de intrones en eucariontes permite la expresion de proteinas multiples y
emparentadas a partir de un gen tnico por el corte y empalme alternativo, también es
un mecanismo para la produccion de diferentes formas de una proteina que se les llama
isomorfas. Se estima que el 60 % de los genes humanos se expresan como producto del

corte y empalme alternativo.

La expresion génica en organismo multicelulares tiene como objetivo que sea expresado
el gen correcto en la célula correcta en el momento adecuado y asi contar con diferentes

tejidos.

"Figura tomada de [31].
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1.3.3. ADN no Codificador

El ADN no codificador que se encuentra dentro de los genes es el ADN no codificador
intragenético, también denominado intrén. Estos deben ser removidos del ARN antes de
que se complete el producto maduro de ARN. Aun no se sabe con exactitud cuél es el
papel de los intrones en el ADN, pero se sabe que algunos regulan la expresion de los

genes adyacentes a ellas; sin embargo de otros no se tiene ninguna funciéon conocida. [13|

El ADN no codificador en los organismos multicelulares contiene muchas regiones que
son similares, pero no idénticas; ademas, no se hallan en posiciones constantes dentro del
ADN de individuos de las mismas especies. También estas regiones varian entre individuos

originando asi una huella digital de ADN.

En eucariontes superiores los genes se encuentran en medio de grandes extensiones de
ADN no codificador; ademas, dentro de los genes se encuentran los intrones que es ADN
aparentemente no funcional que suele ser mas grande que el ADN codificante, los exones.
Por ejemplo, en seres humanos alrededor del 30 % de su genoma estéa formado por intrones.
Solo alrededor del 3% consiste de ADN codificador y el resto del genoma consiste de ADN

no codificador, secuencias repetitivas y regiones regulatorias.|13]

Los intrones son poco frecuentes en eucariontes unicelulares y muy raros en bacterias.
Se sabe que algunas porciones de intrones regulan la expresion de los genes adyacentes a
ellos; sin embargo, entre intrones existe variacion en las secuencias, incluso puede ser un

cambio total, por esta razon se sugiere que tienen poca significancia funcional.|[34, Cap.
10.1]

1.4. Prediccion de Genes

Es indispensable usar enfoques computacionales para la prediccion de genes. Este proceso
involucra la prediccion de la secuencias de nucledtidos que hay entre un codén de inicio
y otro de terminacién en la secuencia de ARN de traducciéon. A esta secuencia se le
denomina marcos de lecturas abiertos (ORF). Ademads, en caso de células eucariontes se
tiene que hacer la prediccion de los delimitadores correspondientes a intrones. [56]

La prediccion de genes representa un gran problema en el reconocimiento de patrones,

1

ya que las regiones codificantes no tienden a conservar ‘motivos’ ¥, por lo que es dificil

reconocer un patréon con caracteristicas pequenas.|56|

18Un motivo en bioinformética es una secuencia de nucledtidos que es muy extendida con un significado
biolégico.
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1.4.1. Programas de Prediccion Genética

Estos métodos pueden ser clasificados en dos categorias, los enfoques initio based y ho-

mology based.

Initio—based se fundamenta en la prediccion de genes dada una sola secuencia basandose
principalmente en dos caracteristicas. La primera es el reconocimiento de senales como
los codones de inicio y parada, senales de corte y empalme de intrones, sitios de uniéon a
factores de transcripcion, sitios de uniéon a ribosomas y sitios de poliadenilacion (poli-A).
Ademés, la estructura del triplete del codén limita la longitud del marco de codificacion
a multiplos de tres, lo que puede usarse como condicién para la prediccion de genes. La
segunda caracteristica es el contenido genético a partir de una descripcion estadistica de
las regiones de codificacion. Se puede hacer esta descripcion o caracterizacion de regiones
codificantes empleando modelos probabilisticos como las Cadenas de Markov o los Modelos
Ocultos de Markov.[56]

Homology-based se fundamenta en hacer predicciones usando coincidencias de la secuencia
que se analiza con secuencias de genes conocidas. Si mediante una bisqueda en una base
de datos, se obtiene que la secuencia a predecir es similar a una proteina conocida o una
familia de proteinas puede ser una fuerte evidencia de que la regiéon codifica una proteina.
[56]

Algunos algoritmos usan las dos estrategias anteriores para obtener mejores resultados. De
igual manera, hay programas que combinan los resultados de diferentes algoritmos para
obtener un consenso. Por tltimo, también se pueden aplicar los métodos estadisticos que
se utilizan en procariontes para la identificacion de genes o técnicas de Machine Learning
como una Red Neuronal (Neuronal Network - NN) o Anélisis de Discriminante Lineal

(Linear discriminant analysis - LDA). [56]

1.4.2. Prediccion Genética en Procariontes

Los procariontes suelen tener un genoma pequeno con un rango de 0.5 Mbp a 10Mbp,
tomando en cuenta que 1 Mbp = 105 mp (par de bases). La densidad del genoma es alta.
Alrededor del 90 % de este contiene secuencias codificantes. Como se mencioné antes, los
genes en eucariontes estan en bloques u operones. Los sitios codificantes suelen iniciar con
el codon ATG y ocasionalmente GTG o TTG. La presencia de estos codones no necesa-
riamente indican un sitio de inicio de la traducciéon. En cambio, para identificar el codon
de iniciacién de la trascripcion, se utilizan otras caracteristicas como el sitio de union
ribosomal también llamado ‘Shine-Delgarno’ que es un tramo de secuencia rica en purina.

Se encuentra después del sitio de inicio de la transcripcion y ligeramente antes del codén
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de inicio de la traduccién. En muchas bacterias, tiene un motivo de AGGAGGT. El codon
de parada se caracteriza por una senal de terminaciéon de la transcripcion llamada termi-
nador independiente. El p-independient terminator se distingue por tener una estructura
secundaria de tallo-bucle seguida de una cadena de T’s. Por otro lado, si se encuentra un
codon de terminacion en aproximadamente veinte codones, los méas probable es que se esté
en una region no codificante. Un marco de més de treinta codones sin interrupcion sugiere
una region de codificacion de genes, aunque generalmente son més largos de cincuenta o
sesenta codones. Los genes tipicos estan en el rango de 100 a 500 aminoacidos y los genes
atipicos son més cortos o mas largos; estos genes tienden a escapar a la deteccion de genes

utilizando el modelo genético tipico. [56]

El ADN procarionte se puede traducir en los seis cuadros posibles: tres cuadros hacia ade-
lante y tres cuadros hacia atras. En la practica se suelen calcular los patrones estadisticos
para todos los marcos posibles. Existe el método TESTCODE que usa el hecho de que los
nucleotidos del tercer codén en una regiéon codificante tienden a repetirse. Al trazar los
patrones repetidos de los nucledtidos en esta posicion se pueden diferenciar las regiones

codificantes y no codificantes. 56|

1.4.3. Prediccion Genética en Eucariontes

El genoma en los eucariontes es muy largo, con un tamano que va desde los 10 Mbp
a los 670 Gbp (1 Gbp = 10° bp), sin embargo la densidad de genes es muy baja. Por
ejemplo, en los humanos solo el 3% del genoma es codificante. En promedio hay un gen
por cada 100 kbp. La transcripcion de un gen en eucariontes se modifica de tres formas.
La primera consiste en el corte de los extremos, metilacién en el residuo inicial del ARN.
El segundo es el empalme, el cual consiste en eliminar los intrones y unir los exones, aun
no se sabe con exactitud cémo ocurre este proceso. También hay un fenémeno llamado
empalme alternativo, este consiste en que algunos genes pueden tener sus transcripciones
empalmadas y unidas de diferentes formas para generar mas de una transcripciéon por gen.
La tercera modificacion es la poliadenilacion, que es la adicion de un tramo de A’s (mas
o menos 250) en el extremo 3’ del ARN. [56]

Hay caracteristicas de los genes en eucariontes que hacen menos dificil su predicciéon. Por
ejemplo, las uniones de empalme de intrones y exones siguen la regla GT-AG en la que un
intron en la unién de la posicion 5 de empalme tiene un motivo de GTAAGT; y, del lado
3’ la unién de empalme es un motivo de consenso de (Py);o2NCAG. Ademas, la mayoria
de estos genes tienen una alta densidad de dinucledtidos CG cerca del sitio de inicio de la

transcripcion, a esta region se le conoce como isla CpG. [56]
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1.4.4. Bases de Datos

Para contestar la pregunta ;FEl patron que se observa en el genoma varia con respecto al
de los genes? Primero se necesita extraer los genes, sin embargo, como ya se expuso en
la seccion anterior el reconocimiento de genes no es una tarea sencilla y es un problema
que no se va tratar en este estudio, pero si es necesario conocerlos. Para solucionar este
problema se hara uso de la base de datos de secuencias genéticas de la National Institutes
of Health (NIH) que es llamada ‘GenBank’. Esta es una coleccion anotada de todas las
secuencias de ADN disponibles piiblicamente y que esta conformada por el Banco de Datos
de ADN de Japon (DDBJ), el Archivo Europeo de Nucledtidos (ENA) y el GenBank del
NCBI.

GenBank esta disenada para proporcionar el acceso a la informaciéon de secuencias de
ADN més actualizada y completa, para saber mas sobre esta base y su uso, visitar la

pagina oficial a través del siguiente url https://www.ncbi.nlm.nih.gov/genbank/.

Para encontrar los genes se utilizaron identificadores de secuencia y anotaciones con Entrez
Nucleotide y la libreria de Python Bio. BioPython es un conjunto de herramientas para la
computaciéon biologica. En particular se utilizara Bio.SeqlO, el cual es un médulo que se
utiliza para trabajar con archivos de GenBank. Para analizar archivos GenBank, hay que
iterar sobre un identificador que contiene varios registros de GenBank, estos son objetos

de registro especificos.

Cada secuencia de ADN contiene informacion como: el nombre, id, descripcion, referencias

a otras bases de datos y un atributo muy util para el presente trabajo, que es features.

Features contiene informacion de regiones codificantes para diferentes etapas de la sintesis

de proteinas.

s CDS - Secuencias codificantes (CDS, coding sequence). Estas incluyen los codones

de comienzo y fin.

= mRNA - Es la version del ARN del gen, el cual es utilizado para fabricar las
proteinas ARNm.

= gene - Region de interés biolégico identificada como gen.

En particular se van tomar los CDS, porque el objetivo del trabajo es describir la estruc-
tura de genes. Para mas informacion sobre la estructura de los datos que ofrece GenBank

consultar repositorios universitarios, UNAM|17].

Los genomas y las regiones codificantes actuales que se encuentran en la base de datos

de las diferentes especies se estdn actualizando constantemente, el ultimo genoma que
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se obtuvo fue el dia 19/02/2021. Ademaés, hay que tener presente la existencia de genes
o regiones codificantes que ain no estan identificados y esto afectaria levemente a las

representaciones graficas de los genomas como de genes.

Por otro lado, seria interesante observar el patréon que forman las proteinas funcionales
asociadas a un gen, considerando que esto solo se podria hacer con células eucariontes,

pero esto no es tema de la presente investigacion.
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Capitulo 2

Fractales y Sistemas Dinamicos

Discretos

Los sistemas dinamicos tienen como objetivo estudiar la dindmica de una funcién a través
del tiempo. Usualmente, para hacer este analisis se utiliza la composiciéon de una funcion
consigo misma, a este proceso se le llama iterar sobre una funcién. Suelen ser de interés
los puntos fijos, que son aquellos tales que f(x) = z. Los sistemas aleatorios de funciones
iteradas son un conjunto de funciones que se iteran de tal forma que, en cada repeticion
se escoge aleatoriamente la funcién a aplicar del conjunto de funciones. En esta seccion
se expone como se puede definir una nociéon de ‘punto fijo’ para los sistemas de funciones
iteradas. Estos se pueden encontrar por un método determinista o aleatorio y algunos

tienen una estructura fractal muy interesante.

El término fractal, que viene del latin ‘fractus’ y significa fragmentado o roto, fue dado por
el matemaético Benoit B. Mandelbrot. Un fractal es un objeto matemaético cuya estructura

se repite a diferente ‘escalas’, el cual tiene generalmente la propiedad de auto similitud.

Las caracteristicas de los fractales hicieron que se les considerara como monstruosidades
geométricas sin ninguna aplicacion. Mandelbrot en 1967 publicé el articulo How Long Is
the Coast of Britain? [36] donde la problematica central es dar la longitud exacta de la
costa de Gran Bretana; en él explica que la medida depende de cuanto detalle se tenga al
medir. La costa no es estrictamente similar a si misma: varfa al azar. En la Figura 2.1a!
se observan tres aproximaciones a la longitud de la costa con diferentes escalas, este fue
el primer acercamiento a curvas autosimilares. Posteriormente en 1977 Mandelbrot en su
libro ‘The Fractal Geometry of Nature’[35] muestra su aplicacion en fenémenos como la

distribucion de las estrellas del Universo, la ramificacion alveolar en los pulmones (ver

'Figura tomada de [48].
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Figura 2.1b ?), la frontera difusa de una nube, las fluctuaciones de precios en un mercado

y en la frecuencia de repeticion de las palabras de un texto.

—

(a) Midiendo la costa de Gran Bretana. (b) Pulmones humanos (con sistema

circulatorio a la izquierda).

Figura 2.1: Ejemplos de fractales en la naturaleza.

Hoy en dia se les utiliza, entre muchas cosas, para almacenar o transmitir senales visuales
y para simular paisajes a través de funciones iteradas. Se utilizan también en la mecéanica
estadistica, en particular cuando se trata de sistemas fisicos que tienen caracteristicas que
parecen aleatorias. Por ejemplo, Benoit B. Mandelbrot en su libro utiliza fractales para
analizar la turbulencia de fluidos, singularidades en ecuaciones diferenciales, el movimiento
browniano, entre otras aplicaciones [35]. La geometria fractal también ha contribuido a

los graficos por computadora (ver Seccion 2.5).

2.1. Ecuacion Logistica

Un sistema dinamico tiene como objetivo analizar un fenémeno natural a través del tiem-
po. Uno de los sistemas mas sencillos a estudiar, es la dinamica de poblaciones, que
tiene como objetivo relacionar la reproduccion de la poblacion actual con la generacion
precedente involucrando distintos factores. En 1976, Robert May formula la ecuacion
Tpi1 = 12,(1 — x,) para el estudio de crecimiento de poblaciones. Este es un sistema
no lineal que toma en cuenta los efectos de saturacion del ecosistema, donde r > 0 es
la tasa de crecimiento, n = 0,1,... corresponde a la generaciéon, y x,, > 0 representa la
relacion entre la poblacion existente y la poblaciéon maxima posible. Para saber mas de

planteamiento de este sistema dindmico ver [32, pag. 4].

Para entender su comportamiento a largo plazo, se vera el mapeo logistico en términos

més generales; como un ejemplo de un mapeo a tiempo discreto unidimensional, tal y

2Figura tomada de [12]
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como se muestra en la siguiente ecuacion.

Tpi1 = [(xn,r), donde f(x,r)=rz(l—x) (2.1)

La dindmica de f solo tiene sentido en [0, 1] que es donde existe una poblacion; es decir,
x, representa una densidad no negativa. Ademaés, se puede observar que, fijando r, el
méximo de f se encuentra en z = % donde alcanza el valor de 7. Més atn, se puede
demostrar que para cada r, la funcion f(z,r) representa una pardbola hacia abajo que
pasa por los puntos (0,0) y (1,0) y, por lo tanto, su méximo lo alcanza en % En la Figura

2.2 se presenta la funciéon para diferentes valores de 7.

[k}

06 e Y
04

02

0w ¥ — =2 =
00 02 04 06 08 10

Figura 2.2: Grafica de la ecuacién logistica para los valores de r =1, 2, 3.3, 3.9.

El objetivo es analizar el comportamiento a largo plazo, ya que de esta manera se pue-
de predecir el crecimiento de la poblacion. Asi, se introduciran los siguientes conceptos
para formalizar la idea de iterar una funciéon y ademaés este concepto seré de utilidad en
capitulos posteriores. La mayoria de las definiciones fueron tomadas del libro Sistemas

dindmicos discretos, escrito por Jefferson King y Héctor Méndez [32].

Un sistema dinamico discreto se compone de dos elementos: X un espacio métrico y
f X — X una funciéon continua. En esta seccion se va a tomar a X como el conjunto de

los nameros reales a menos que se diga lo contrario.

Definiciéon 2.1.1. La orbita de x bajo f se define como:

ofa. f) = {z, f(x), F(a). f*(x) ... }.

Definicién 2.1.2. Se dice que xg € X es punto fijo de f si f(xy) = x¢; equivalentemente

si o(wo, f) = {wo}.
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Definiciéon 2.1.3. Sea f : X — X y 2o € X. Se dice que x( es un punto periodico de f
si existe n € N tal que f"(zg) = x¢. Al conjunto de todos los puntos periddicos de f se

denota por Per(f). Six € Per(f), se dice que o(z, f) es una drbita periddica.

Sea xo € Per(f). Se dice que x( tiene periodo k si

k=min{n e N: f"(xg) = xo}.

Definicion 2.1.4. Sea xy un punto fijo de f. Se dice que xg es un punto fijo atractor si

existe un intervalo I abierto que contenga a xy que satisface la condicion:

si x € I entonces f"(z) € I para toda n, y ademas, f"(x) — x¢ cuando n — oc.

Definiciéon 2.1.5. Sea xg un punto fijo de f. Se dice que xg es un punto fijo repulsor si

existe un intervalo I abierto que contenga a x( que satisface la condicion:

six € [y x+# xyentonces hay un entero n > 0 tal que f"(z) ¢ I.

Definiciéon 2.1.6. Sea f : X — X una funcién continua en X. Se dice que un punto x
de X tiene drbita (Lyapunov) estable, si para toda e > 0, existe § > 0, tal que para toda
x € B(xo,d) y para toda n > 0 se tiene que

d(f"(x), f"(20)) <€

Definiciéon 2.1.7. La orbita de xyp € X no es estable si sucede lo siguiente: existe ¢y > 0
tal que para todo 0 > 0, se puede encontrar un punto y € B(z,d) y un nimero natural

n, que depende de y, tales que

d(f"(x0), ["(y)) = €.

El siguiente teorema (tomado de [32, Pag. 128]) proporciona condiciones suficientes para

caracterizar el tipo de punto fijo.

Teorema 2.1.1. Sea f: A — A un funcién continua en un intervalo A C R. Sea zy € A.

Supoéngase que f es derivable en g, y que f(xo) = .

1. Si |f'(x0)| < 1 entonces x( es un punto fijo estable.
2. Si |f'(x)] > 1 entonces x( es un punto fijo que no estable.

Definicion 2.1.8. Una funcion f es contractiva o una contraccion si existe una constante

k < 1, tal que para x,y € X se cumple

d(f(x), [(y)) < kd(z,y).
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Una forma para poder visualizar la 6rbita de un punto es usando el Diagrama de telarana.
Para construirlo primero se tiene que graficar la funcion y = f(z) del mapeo discreto y la

funcion identidad y = .

Algoritmo 2.1.1 (Diagrama de telarana.). Sea f : X — X una funcién y xy en el
dominio de la funcion [32, pag. 17].

1. Se comienza en el punto (zg,0).

2. Ubicar en la curva de la funcion f la imagen de xg, cuyas coordenadas son (zo, f(zo))

y trazar una linea vertical que una el punto (z¢,0) con el punto (zo, f(zo)).

3. Se traza una linea horizontal desde un punto anterior hasta la identidad, es decir,

un segmento que una el punto (zq, f(zo)) con el punto (f(xo), f(xo)).

4. Unir verticalmente desde el punto de la diagonal hasta la curva de funcion f. Este
segmento une los puntos (f(zo), f(z0)) y (f(@o), f(f(20)))-

5. Volver al paso 3, hasta que sea necesario.

Para maéas detalles sobre la implementacion del algoritmo 2.1.1 en el apartado D.1 se
adjunta el codigo escrito en el lenguaje Python3 . En la Figura 2.3a, se hace el diagrama
de telarana con el mapeo logistico que corresponde a la ecuacion (2.1) para r = 1/3. Se
observa que la orbita de o = 0.8 converge a x = 0 que es punto fijo estable (ver Ejemplo
2.1.1), es decir, la tasa de crecimiento no es lo suficientemente grande para evitar que la
poblacién se extinga. De hecho se puede decir més, si una funcién es contracciéon entonces
el punto fijo es atractor global, en otras palabras, para toda condiciéon inicial su 6rbita
converge al punto fijo; este resultado se obtiene directamente del Teorema de Punto Fijo
de Banach [38].

Teorema 2.1.2 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea X un espacio métrico completo,

no vacio, y sea ¢ : X — X una contracciéon. Entonces se cumple lo siguiente:

= ¢ tiene un Unico punto fijo z*.
» Para cualquier 7o € X, la sucesion (¢*(zy)) converge a z* en X, y se cumple que:

n

11—k

d(z*, ¢"(z)) < d(¢p(xg),x0), Vn>1. (2.2)

Ejemplo 2.1.1. La funcién logistica con r = 1/3 es una contraccion y por lo tanto zo = 0

es su unico punto fijo. Para demostrar que f es una contraccion se calcula:

25



Fractales y SDD Brenda Quintana

1 1
A(F(@), £) = 1500 — )~ 591 )]
Usando el Teorema de Valor medio el cual dice: Sean a,b € Rcona <by f:[a,b] = R

una funciéon continua en [a,b] y derivable en [a,b]. Entonces existe ¢ € [a,b] tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b— a). Se tiene que:

1

gfv(l —x) — syl —y) = fl(c)(z —y)

Como z € [0,1] entonces f'(c) = 5(1 — 2z) € [, 4] por lo que f'(¢) € [F, 5]. Tomando

valor absoluto de ambos lados

1 1 ,
32 —2) =gy —y)| = [[ (@ —y)l < |z —y|
.. f es contraccion.
fix) = 2x{1-x)
f(x) = 1/3x(1-x)
045 1.0
040
035 08
030
ag
025 -
- 0.20 04
015
010 — 02
005 ‘ E S
P — 0o
00800 005 10 015 020 025 030 035 040 045 oo 02 04 06 oe 10
(a) f(z) = %:L'(l —x), g = 0.8 (b) f(z) =2z(1 —x), xg = 0.9
Figura 2.3: Diagrama de Telarana para el mapeo logistico con r = %, 2.

En la Figura 2.3 se muestran a los diagramas de telarana para la ecuacion logistica con
r = % y r = 2 en 2.3b. Para el segundo caso, su 6rbita converge a un punto fijo que es
distinto de cero, es decir, la poblaciéon no se extingue; se estabiliza. Por tdltimo, se hace
el diagrama para r = 3.7 en la Figura 2.4 para diferentes puntos de inicio o = 0.1 y

xo = 0.9, donde no se puede apreciar una convergencia, mas bien parece tener un ciclo.
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f(x) = 3.75(1-%) fix) = 3.7%(1-%)
1.0 1.0
08 = = 08
i i
06 / A 06 ’
= / Y = Iy Y
04 / \ 4 / \
H
02 \ 02 \
oo A oo \
oo 02 04 0g oe 1.0 oo 02 04 g 08 1.0
x X
(a) f(z) =3.7z(1 —z), 20 = 0.1 (b) f(z) =3.7z(1 —x),, 20 =10.9

Figura 2.4: Diagrama de Telarana para el mapeo logistico con r = 3.7.

La caracteristica a destacar de los puntos fijos, es que su estabilidad da informacion de
como se comporta el sistema a largo plazo. Si se tiene un punto atractor, todos los puntos
en una vecindad tienden al punto fijo atractor cuando se itera la funciéon, por otro lado,
si el punto fijo es repulsor, entonces todos los puntos cercanos al ser iterados se alejan de

este.

La figura 2.5 ilustra este fenémeno para diferentes valores iniciales x, con valores fijos
de r. Si se itera x,, para una tasa menor que 1 la poblacion se extingue; hay que resaltar
que solo hay un punto fijo (el origen) y es atractor, por lo tanto, la poblacion tiende a

extinguirse, ya que x,, — 0 cuando n — oo.

Por otro lado, para valores de 1 < r < 3 habra dos puntos fijos * =0y 2* =1 — %, y
puede mostrarse que la poblacion tiende a estabilizarse en el valor distinto de cero. Para

verificar que esto es cierto, se puede hacer uso del Teorema 2.1.1.

Ejemplo 2.1.2. Los puntos fijos para la ecuacion f(z) = rz(l—z)sonz* =0y a* = 1—1.
Obsérvese que z = rz(1 — z) entonces (1 — r)x + rz* = 0; las soluciones estan dadas por
ri=0ya25=1-— %, esta ultima solucién solo tiene sentido para el modelo si x5 € (0, 1);
es decir, r > 1.

Como se menciona en el Teorema 2.1.1 se puede saber la estabilidad de los puntos fijos
evaluandolos en la derivada. Se sigue que f'(z) = r(1 — 2x) y evaluando los puntos se
obtiene f(xf) = £1(0) = ry f(x3) = f(L—1) =r(1—201 - 1) =2—r.

En el caso r < 1 se tiene un solo punto fijo que |f'(z1)| = |f'(0)] =r < 1y asi 7 =0
es el atractor del sistema. Si 1 < r < 3 se producen dos punto fijos 7 = 0 es un punto
fijo repulsor, mientras que el punto z5 = 1 — % es atractor. Finalmente, si » > 3 ambos

puntos fijos x7 y 3 son repulsores.
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Esto se puede ver graficamente en la Figura 2.5 se ve como x,, converge al punto atractor
independientemente del punto zy. En el eje x se muestra el nimero n que corresponde a

la iteracion y en el eje y se muestra su valor en la funcion.

| — =01 — x=09 sy — x=01 — x=09
oe | — %=05 o8 | — x=05
a7 |
06 |
5 08 |
04
03 |
oz
||ll
a1 f
o 10 20 0 40 50 a 10 20 o 40 50
n n
(a) Mapeo logistico para r = % (b) Mapeo logistico para r = 2

Figura 2.5: Gréfica de las orbitas para los puntos o = 0.1, 0.5, 0.9. Representa la
secuencia de valores al iterar un punto zo en la funcion a través del tiempo (namero de
iteraciones).

Para valores de » > 3 no se puede llegar a un estado donde la poblaciéon se estabilice.
Por ejemplo, para r = 3.3 la 6rbita de xg bajo f, que se obtiene para diferentes valores
iniciales tienden a oscilar entre dos valores que alternan entre una poblacion grande en
una generacion y una poblacion més pequena en la siguiente, es decir, surgen érbitas de
periodo dos que son atractoras. Para r = 3.5 se duplica este periodo, obteniendo érbitas

de periodo 4. La Figura 2.6a y 2.6b muestran estas oscilaciones.
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0z | — xa=01 — x3=03 0z | — x=01 — x;=03
o | — x=05 a1 | — x=05

a 10 il I 40 50 a o 2 0 40 50

n n
(a) Mapeo logistico para r = 3.3 (b) Mapeo logistico para r = 3.5

Figura 2.6: Gréficas de las orbitas para los puntos zg = 0.1, 0.5, 0.9. Representa la
secuencia de valores al iterar un punto zo en la funcion a través del tiempo (nimero de
iteraciones).
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2.1.1. Atractor de la Funcién Logistica

Como se vio en la secciéon anterior, variando el parametro r en la ecuaciéon logistica se
puede describir la estructura del flujo del sistema. Se logra observar la aparicion o des-
aparicion de puntos fijos u orbitas periddicas, asi también, coémo cambia su estabilidad;
a estos cambios cualitativos en la dindmica del sistema se les llama Bifurcaciones. [41]
Ademés, a los valores del parametro donde ocurren estos cambios se les llama puntos de
bifurcaciéon. El Diagrama de Bifurcaciones es una herramienta para visualizar las bifurca-
ciones de un sistema dindmico y con esta informacién poder especular el comportamiento
del sistema.|32]

El Diagrama de Bifurcaciones consiste en graficar para cada valor fijo de r el ciclo atractor
al que tiende el sistema. Por ejemplo, en la Figura 2.6a se ve que su ciclo es de periodo 2
y sus valores son x1 =~ 0.81... y 5 = 0.49... por lo que, en la Figura 2.7, en r = 3.3 se

grafica 1 y xs.

Se suele construir este diagrama utilizando un ordenador, pues para ciertos valores del
parametro r la Orbita atractora tiene muchos valores, y seria muy dificil calcularlos de
forma exacta. Se empieza tomando un punto arbitrario xy perteneciente al dominio de la
funcion, en este caso xg € [0, 1], posteriormente se itera el punto zy una cantidad de veces
N donde N es un nimero grande para asegurar la convergencia a la orbita atractora
y finalmente se grafican los tdltimos valores que resultaran ser los valores de la orbita
atractora, m donde m < N. Por ejemplo, si se itera xy 1000 veces entonces se grafican los
tltimos 300 valores.[32]

Diagrama de drbitas Diagrama de érbitas. Diagrama de érbitas
a18
10

a8

e
B3

s
o

arbitas afractoras
s o
Grbitas atractoras
= o
- =

Grbitas atractoras

oz 04

ao
200 225 250 275 300 325 150 375 34 15 16 a7 18 39 40 o ERIES 2850 aes52 2854 3856
r

(a)2<r<4 (b)34<r<4 (c) 3.847 < r < 3.857

Figura 2.7: Diagrama de orbitas.

La Figura 2.7c es una aproximacion a la region (r,z) € [3.847,3.857] x [0.13,0.18]. Ines-
peradamente se forma una copia del diagrama en miniatura y dentro de esta copia va
a existir otra minicopia de ella misma y esto va a suceder una cantidad infinita de ve-
ces. Este fenomeno es llamado autosemejanza. Esta es una caracteristica que posee un

conjunto de ser igual a un nimero fijo de copias reescaladas de si mismos y se observa
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en los fractales que se veran en la Seccion 2.2. El diagrama de orbita revela una mezcla
inesperada de orden y caos, con ventanas periddicas intercaladas entre nubes cadticas de

puntos, alcanzando su limite en 7., = 3.5699 ... con una oOrbita infinita [53, pag. 356].

2.2. Fractales

Antes de dar la definicion formal de fractal, es importante partir de algunos conceptos

previos.

Definicion 2.2.1. Un conjunto S C R” tiene dimensiéon topologica k, donde k es el
entero no negativo méas pequeno para el que se tiene: cada punto en S tiene vecindades
arbitrariamente pequenas cuyas fronteras interceptan a S en un conjunto de dimension
k — 1. Si S es una coleccién numerable de puntos de R™ se dice que S tiene dimension
cero |16, pag. 186].

Para ilustrar este concepto en la Figura 2.8 se muestran dos ejemplos. El primero son
curvas en el plano que corresponde a la Figura 2.8a, el conjunto que corresponde a la
interseccion de la curva y de la frontera para cualquier vecindad arbitrariamente pequena;
se puede observar forzosamente que coinciden en uno o dos puntos. Por lo tanto, un

segmento tiene dimension topologica igual a 1 [16, pag. 186].

N__& QQOO

= O p

(a) La frontera cualquier vecindad se inter-  (b) La frontera de cualquier vecindad se in-
secta con S en un conjunto de dimensiéon 0. tersecta con S en un conjunto de dimensién

1.

Figura 2.8: Ejemplos de dimensiéon topologica.

De manera analoga en el segundo ejemplo, para A una region en el plano, la interseccion
de la frontera con A es un conjunto de dimensiéon 1 como se muestra en la Figura 2.8b,

por lo tanto A tiene dimension 2. Las siguientes definiciones y ejemplos fueron tomados
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del libro A First Course in Chaotic Dynamical Systems escrito por Robert L. Devaney
[16].

Definicion 2.2.2. Un conjunto S es llamado autosimilar afin, si S puede ser subdivi-
dido en k subconjuntos congruentes. Es decir, cada uno de los subconjuntos puede ser

expandido por la magnitud de un factor M para reconstruir el conjunto S. [16, pag. 187|

Definicion 2.2.3. Sea S un conjunto autosimilar afin que puede ser subdividido en k
piezas congruentes cada una, las cuales pueden ser expandidas por la magnitud de un

factor M para formar el conjunto S. Entonces la dimension fractal D de S es:

_log(k)  log(nro. de piczas)
~log(M)  log(magnitud del factor)

(2.3)

Definicién 2.2.4. Un fractal es un subconjunto de R™ que es autosimilar afin y cuya

dimension fractal excede su dimension topologica.[16, pag. 178|

A continuacién se presentan algunos ejemplos de los fractales mas famosos.

Ejemplo 2.2.1. La Curva de Koch

Para construir la Curva de Koch se parte del segmento unidad [0, 1] el cual es kg, poste-
riormente se elimina el intervalo abierto central de longitud % y sustituyéndolo por dos
intervalos de longitud % cada uno de ellos y que forman en el intervalo eliminado un trian-
gulo equilatero. Con esto se habra obtenido una curva K; formada por cuatro segmentos
de longitud %

Si se repite este proceso sobre cada uno de los segmentos de K se obtendra otra curva K,
formada por 42 segmentos de longitud 372 cada uno de ellos, y asi sucesivamente. En el
paso n se tendra una curva K,, formada por 4™ segmentos de longitud 37". Esta sucesion
de curvas cuando n tiende a infinito, converge a una curva K llamada Curva de Koch. En

la Figura 2.9 se muestra las primeras 3 iteraciones de la curva.

A U o

(a) Inicio. (b) la. iteracion. (c) 2a. iteracion. (d) 3a. iteracion.

Figura 2.9: Construccion de la curva de Koch.

Una de las caracteristicas de la Curva de Koch es que no tiene tangente en ningin punto,

es decir, no es diferenciable. La longitud de toda la curva es infinita, pero esta contenida
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en un area finita, esto es facil de ver, ya que en la iteracion n se tienen 4"s segmentos
de longitud 37" por lo que la longitud de la curva en el paso n, K, es ;% y sin — oo
entonces la longitud de la curva lim,, g—: = oo tiende a infinito. Ademaés la longitud de
la curva entre dos puntos cualesquiera de la curva también es infinita, ya que hay una
copia de la curva de Koch entre dos puntos cualesquiera; lo cual es asombroso, ya que hay
una distancia infinita entre puntos que se ven ‘cercanos’. De aqui se sigue que la distancia
entre dos puntos de su perimetro es infinita.

Utilizando la ecuacion (2.3), se obtiene que la dimension fractal de la Curva de Koch es

__ log(4)
D = log(3)

~ 1.261, mientras que su dimension topologica es 1.

Ejemplo 2.2.2. El Triangulo Sierpinski

Para construir el tridngulo de Sierpinski, se parte de un tridngulo equilatero de longitud
de lado 1, llamese Ty. En el primer paso se toma los tres triangulos equilateros cerrados
T}, Ty, T3 contenidos en Ty de lado 3 y que contiene sus vértices como se puede apreciar

en la Figura 2.10.

En el siguiente paso se repite el proceso anterior a escala % sobre cada uno de los triangulos
obtenidos, el nimero total de triangulos sera 32 de lado }1 y asi sucesivamente, en el paso

» ., n
n se tendran 3" tridngulos cerrados de lado % .

Este conjunto tiene como caracteristicas tener perimetro infinito, ser compacto, area nula

y donde sus puntos de ramificacion forman un subconjunto denso. [46].

A\ L) L

) Inicio. ) lra iteracion. ) 2da iteracion. (d) 3ra iteracion.

Figura 2.10: Construccion del Triangulo de Sierpinski.

Finalmente la dimension fractal del triangulo de Sierpinski es D = ;ng g 1.584 y su

dimension topologica es 1.

Los fractales son objetos matemaéticos, los cuales no se pueden encontrar en la naturaleza
por su muy estricta construcciéon infinita; sin embargo, son una excelente herramienta
para modelar e intentar comprender la naturaleza, como los problemas que se expusieron
en la introduccion de este capitulo, un ejemplo de ello es el problema de la costa de Gran
Bretana. Lo que se pretende hacer es encontrar una forma de utilizarlos para modelar un

problema; con la finalidad de mejorar estas aproximaciones se crea otro objeto matemaético
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que no es un fractal estrictamente, pero localmente si, el cual seria como una aproximacion

a un fractal.

2.2.1. Fractales Deterministas y Aleatorios

En el momento de analizar fractales es atractivo poder describirlos de una forma detallada,
por lo que una nocién natural que surge es modelarlos de forma aleatoria para obtener

una representacion més fiel de la naturaleza y asi surgen los siguientes tipos de fractales.

Para los fractales deterministas, como los que se mostraron anteriormente, no importa
cuantas veces se vuelvan a construir, siempre se obtendra el mismo resultado, pues aunque

no se pueda ver en su totalidad el fractal, su estructura ya estéd determinada.

A continuacion se da otro ejemplo de un fractal determinista, el cual también es muy
famoso en diversas ramas de las matematicas por tener caracteristicas muy importantes

y peculiares.

Ejemplo 2.2.3 (Conjunto de Cantor). Es un subconjunto de puntos del intervalo [0, 1]
que se construye a partir de un proceso infinito. Se parte del intervalo unidad I, = [0, 1]
a este se le quita el intervalo abierto central de longitud %, quedandose con los intervalos
It =1[0,3]y I3 = [3,1], es decir I = I U I3.

A cada uno de estos nuevos intervalos se le quita el intervalo abierto central que ahora
tendré longitud § obteniendo cuatro intervalos I3, I3, I2, I7 de longitud § por lo que I =
IFUIZUIZUIL. Asi, sucesivamente en el paso enésimo se tendra 2" intervalos I, I, .. . | I},
de longitud 1", en general, I, = I UL} ---UI?". En Figura 2.11 se muestran las primeras

6 iteraciones para la construccion del conjunto.

I I |
I B
EE ER BN EHBE L
mm nn nm nun kL

Figura 2.11: Construccion del Conjunto de Cantor.
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Entre algunas propiedades, destaca el hecho de que el conjunto tiene medida 0, tiene
una cantidad no numerable de puntos y se puede dar una biyecciéon del conjunto con el
intervalo [0, 1] y es compacto. Ademaés, en sistemas dinamicos es el conjunto atractor de

la funcién iterada ‘tienda’ [32, Cap. 10].

Para obtener una representacion alternativa del conjunto de Cantor se debe de considerar
la expresion ternaria de todos los nimeros z € [0, 1], entonces por definicion x es de la

siguiente forma:

o
b; .
xzzg—z con b; € {0,1,2} parai > 1
i=1
o escrito de otra forma x = 0.b1bsbs . ... Por otro lado, obsérvese que para ciertos valores
de x, este puede tener una doble expansiéon ternaria. Por ejemplo, x = % y su expansion
x=0.1

1 1
xrT=— = —
3t 3
Por otro lado, la expansion z = 0.0222 - - - = 0.02 también es una representacioén de z = %

i 2 2 i N 23 1
xr = _— = — — —_ — ¢ — = —
—~3 94 \3 9 2 3
Hay que notar que los numeros para los cuales ocurre esta ambigiiedad son los niimeros
con una expansion finita = 0.b1b . .. by para alguna k. Por ejemplo, si b, = 1 entonces
se puede reemplazar este 1 por un 0 seguida de una cola infinita de 2, si z = 0.01 su

segunda representacion serfa x = 0.002.

Un método sencillo para obtener la representacion ternaria es el siguiente. Si x tiene
expansion ternaria x = 0.b1bobs ... entonces b; determina a cual de los 3 intervalos del
[0, 1] pertenece. Si by = 0 entonces z € [0, %], esto se debe a que la cola de b; no es mas

grande que x = 0.002

b =2 1
25253

Siguiendo el mismo razonamiento b; = 1 entonces = € [3, 2] y si by = 2 entonces z € [2, 1].

273
Argumentando exactamente de la misma forma by indica en qué tercera parte (izquierda,
media o derecha) de estos subintervalos = pertenece. La representacion ternaria tiene una

relacion directa con el conjunto de Cantor, pues si x = 0.b1bsbs ... tiene una expansion
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ternaria tal que b, = 1 para alguna k, esto implica que = debe estar en alguno de subinter-
valos medios que son removidos durante la construccion del conjunto de Cantor. La tinica
excepcion es si x es un extremo del intervalo, entonces x tiene una expansion ternaria

alternativa, que no contiene algin 1 [16].

Por lo tanto, se puede decir que el conjunto de Cantor es el conjunto de ntimeros reales
pertenecientes al intervalo [0, 1], para los cuales existe una expansion ternaria que no
contiene algin 1. Ahora, si dada una x perteneciente al conjunto de Cantor se cambia
cada 2 por 1, la secuencia resultante es la expansion binaria de los niimeros pertenecientes
al intervalo [0, 1]. Con esto se puede concluir que la cardinalidad del conjunto de Cantor

es igual a la del intervalo [0, 1] y su representacion alternativa esta dada por

C:{xe[o,l]:xzzg—z dondebizo,QVneN}

i=1

Por ltimo, tomando la definiciéon de dimension fractal, se obtiene que D =

y su dimension topologica es 0.

Los fractales aleatorios son aquellos en que, para su generaciéon actua el azar. Tienen
formas irregulares y por esta razon son los que mejor representan a la naturaleza. Este
tipo de fractales tiene la caracteristica de que nunca se formara el mismo fractal aunque
la probabilidad p se fije; cada vez que se construya un fractal aleatorio seréa diferente.

Ejemplo 2.2.4. Curva de Koch aleatoria.

Su construcciéon es muy similar a lo curva de Koch solo que esta vez se pondran las dos
lineas arriba o abajo con probabilidad p con p € (0,1). En la Figura 2.12 se muestra una

ejecucion de este algoritmo con p = 1/2.

VANEES SN SN

(a) Inicio. (b) la. iteracion. (c) 2a. iteracion. (d) 3a. iteracion.

Figura 2.12: Construccion del Tridngulo de Sierpinski con p = 1/2.

Su dimension fractal se mantiene igual a la de la curva de Koch D = ;Zigg ~ 1.261. Este

conjunto es utilizado para simular costas [19, pags 244-257|.

La deduccion de la dimension en los fractales aleatorios es un poco mas elaborada que la

de los fractales deterministas, ya que ahora se estara hablando de una familia de fractales
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que son todos los posibles fractales que pueden resultar de un algoritmo aleatorio. Estos
fractales poseen una dimension fractal y otra topologica, las cuales suelen no variar entre
ellos. Sin embargo, existe un grupo de fractales para los cuales la dimension fractal toma
todo tipo de valores, aunque la probabilidad de este conjunto es nula. Al valor caracteris-
tico de la dimension fractal de las deméas muestras se le denomina valor casi seguro. No
se profundizard en el método para la obtencion de la dimension fractal, pues no resulta
relevante para el desarrollo del presente trabajo; para mas detalles se puede consultar los
capitulos IV, VII y VIII del libro La geometria Fractal de la naturaleza [35].

2.3. Sistemas de Funciones Iteradas y el Espacio de los

Fractales

Los sistemas de funciones iteradas son un conjunto de funciones contractivas que tienen
la particularidad de poseer conjuntos atractores. Si las funciones son escogidas adecuada-
mente, estos atractores pueden ser fractales. Estos sistemas sirven como base de algunos
métodos para comprimir datos, en especial imagenes. Por ejemplo, en la Figura 2.17 se
observar una hoja de Maple creada a partir de un sistema de funciones iteradas [14, pag.
89].

Definicién 2.3.1. Un Sistema (hiperbolico) de funciones iteradas consiste en un espacio
métrico completo (X, d) aunado a un conjunto finito de mapeos o funciones que sean

contracciones w; : X — X con su respectivo factor de contraccion s; parat=1,2,...,n.

Se suele usar {X, w;,7 = 1,...,n} como notaciéon para un sistemas de funciones iteradas,
se dice que su factor contractivo es s = max {s, : n =1,..., N}. Usualmente se omite el

término hiperbolico y es llamado simplemente sistema de funciones iteradas [8|.

Hay que recordar que la norma Euclidiana en R™ se denota de la siguiente manera

@l = /23 + 4o+ a2

Ejemplo 2.3.1. Sea 0 < 8 < 1y (R?||||,)- Sea 21, 29, . . ., 2, puntos en el plano. Definase
A(z) = B(z — z;) + z; para cada i € {1,...,n}. La coleccion de funciones {Ay,...,A,} es
un sistemas de funciones iteradas, ya que cada A; es una transformacion afin con punto

fijo z;, que ademas es contraccion.

En notacién vectorial los sistemas de funciones iteradas en R? que utilizan transforma-

ciones afines, se escriben como en la ecuacion (2.4), donde z; = (a;, b;) es el punto fijo de

A;
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() () e e

Estos sistemas dindmicos poseen atractores que resultan interesantes de observar, puesto

que son conjuntos fractales. Originalmente a estos conjuntos se les llama atractores ex-
tranos, sin embargo, hoy en dia se denomina asi a un atractor que exhibe sensibilidad a
condiciones iniciales [53]. En gran parte de este trabajo se hara uso mayormente de SFI

cuyas funciones son transformaciones afines.

Para producir un fractal, se escoge arbitrariamente un punto inicial en el plano y se itera
su orbita bajo la funcion A; que es escogida aleatoriamente. Se puede demostrar que con
probabilidad 1 la érbita converge a un subconjunto en el plano, el cual es el atractor [16,
Péag. 199]. Los siguientes ejemplos fueron tomados del libro A First Course in Chaotic

Dynamical Systems: Theory and Experiment [16]

Ejemplo 2.3.2. Supdngase que se tiene el siguiente sistema de funciones iteradas

S0 QA

Los puntos fijos atractores corresponden al (0,0) y (1,0) y el factor de contraccion es 3.

Hay que notar que, independiente de cualquier punto con el que se comience, este tiende
. . L. b

al eje x. Sea x, = (an, by) el enésimo punto, hay observar que by; = "% sin importar la

funciéon que se escoge, esto quiere decir, que b, tiende a cero con una tasa geométrica. Es

decir,

n

xn:<zn) donde bn:—z VneN

Para analizar el comportamiento en la primera entrada, definase una sucesion s = (sy, so, . .. ),

donde cada s; es 0 o 1, si se escogi6 a la funcién A; o A, respectivamente.

Por ejemplo, si tiene esta secuencia s = (01010 1...) entonces las coordenadas de las

iteraciones tienen la siguiente forma:

Qo CLO+2 a0+2 a0+2+2
a=—, G=——-+=, 3=+, @u=—+—=+=2
73y M2y W8T gy gy M T ag Ty g

Se pueden pensar las sumas anteriores como:
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% si n es par
2 sinesimpar

a 2 2 2
. — 3_g+3n—1+3n—3+3n—5+”.+
R R T SRR
3n 3n—1 3n—3 3n—>5

w

En general, para cualquier iteraciéon f" con una sucesion s = (si,s9,...) asociada, se

puede describir de la siguiente forma:

B ag 281 282 283 28n
an = 3n < 3n + gn—1 + In—2 + 31
donde s1 = s3 =85 =--- =0y 8o = 84 = s = --- = 1. Si se toma el limite cuando z,

tiende a infinito, entonces

oo 3n gn " 3gn-1 " 3gn-2 31 3n’

=1

2 2 2 2s,, — 1
h’man:@+(31+ 32+ 33,_,_‘_i_|__”>:z_. t; € {0,2} (2.6)

El primer término tiende a cero cuando n tiende a infinito, esto quiere decir que, en el
limite la 6rbita es independiente de ag, el punto inicial. El término ¢; toma valores en
{0,2} dependiendo de la s;, es importante percatarse que la serie de la ecuacion (2.6) no
converge a un solo punto ya que depende de la sucesion; méas bien, es la representacion de

los puntos pertenecientes al conjunto de Cantor como se vio en el Ejemplo 2.2.3.

Por ejemplo, considérese la sucesion s = (1,1,1,...) entonces

oo

h’ma—ZZ—Z 1+§:1 =24+ 2
n—)oon— 3n_ n:OSn - 1—%—

=1

El cual es un punto dentro del conjunto de Cantor. En conclusién, cuando n — oo el
conjunto de puntos {zx,zni1,...} para una N > n tal que n, N € N, converge el
conjunto de Cantor. Los cuales son el resultado de iterar un punto aleatorio xy en el

sistema de funciones iteradas (2.5).

Con los Sistemas de funciones iteradas (SFI) se pueden construir una infinidad de fractales.

A continuacién se muestra un ejemplo grafico.

Considérese un factor de contraccion = 1/3 | los siguientes puntos fijos y funciones

contractivas

) o) ) ) ()
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Ai(z) = é (x— ) + 2. (2.7)

La Figura 2.13 es el conjunto atractor, el cual es resultado de iterar un punto aleatorio

xTg = (%, 1) en el sistema (2.7), para mas informacion ver el algoritmo del Apéndice D.2,

10 Fe Pag
X4 0.75-
08 |
X3
06 > 0.50-
P
0.4 1
X1 0.25-
02
Xz
0.0 {FogXo Fie o
I ! I I ! I 0 025 050 075 1
00 02 04 06 08 10 X
(a) Primeras 5 iteraciones. (b) Atractor resultante.

Figura 2.13: Conjunto atractor del sistema de funciones iteradas (2.7).

Estos sistemas pueden tener variaciones. Por ejemplo, en cada iteraciéon contraer con un

factor (3, aplicar una matriz de rotacién con pg punto atractor
x cost)  —sinb r—a a
AlT ) =8(" : NEA (2.8)
Y sinf  cost y — by bo

-
AR

' | ' ' ' '
-0.5 0 0.5 1 15 2
X

Figura 2.14: Sistema con rotacion con = 1/2, § = 7/4 y tres puntos atractores (0,0),
(1,0) y (0,1).
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La Figura 2.14 es conjunto atractor, el cual es resultado de iterar un punto aleatorio

zo = (2,1) en el sistema (2.8), para mas informacion ver el algoritmo del Apéndice D.3,

2.4. Visualizacion de Sistemas de Funciones Iteradas

Normalmente se utilizan dos algoritmos para programar un sistema de funciones iteradas,
el determinista y el aleatorio. El determinista consiste en aplicar a un conjunto cualquiera
cada una de las N diferentes funciones, obteniendo N conjuntos y a la unién de dichos

conjuntos se le vuelve a aplicar las N funciones.

Por otro lado, el algoritmo aleatorio estd fundamentado en la teoria ergddica. En dicho
algoritmo se aplican las funciones a un tnico punto, a cada transformacion se le asigna
una probabilidad. La eleccion de dichas probabilidades determina la forma y la densidad
del atractor (ver Figuras 2.17 y 2.18). Esta subseccion esta basada principalmente en los
capitulos III,IV y IX del libro Fractals Everywhere [8].

2.4.1. Algoritmo Determinista
Para sustentar el procedimiento determinista se presentan los siguientes conceptos.

Definiciéon 2.4.1. Sea X un conjunto. Una métrica (o distancia) en X es una funcion

d: X x X — R que tiene las siguientes tres propiedades:

1. d(z,y) = 0siysolosixz=y.
2. d(z,y) = d(y, x) para cualesquiera x,y € X.

3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para cualesquiera x,y,z € X. A esta desigualdad se le

llama desigualdad de triangulo.

Un espacio métrico es un conjunto de X provisto de una métrica d. Se le denota por

(X,d). [38]

Definiciéon 2.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico y dos subconjuntos no vacios Ay B de

X. La métrica de Hausdorff se define:

h(A, B) = max {sup{d(a,B) : a € A}, sup{d(b, A) : b € B}}

donde
d(a, B) = inf{d(a,b) : b € B}
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Se denota a H(X) como el espacio correspondiente de subconjuntos compactos no vacios
con métrica de Hausdorff h(d) de un espacio métrico (X, d). Se puede probar que la métrica
de Hausdorff es en efecto una métrica, para mas detalles ver el capitulo 5 de Lectures on

Hausdorff and Gromov-Hausdorff Distance Geometry [1].

Esta métrica mide qué tan lejos estan dos subconjuntos de un espacio métrico entre si. Es
la mayor de todas las distancias desde un punto en un conjunto al punto mas cercano en
el otro conjunto. Fue introducida por Ponpeiu y Hausdorff; en su honor se le suele llamar
la métrica de Hausdorff o métrica de Ponpeiu-Hausdorff. La demostracion del siguiente

teorema se puede encontrar en |8, pag. 81].

Teorema 2.4.1. Sea {X,w,,n=1,2,..., N} un sistema de funciones iteradas hiperbo-
lico con un factor contractivo s. Entonces la transformacion W : H(X) — H(X) definida

por

w(B) = |Jw.(B)

para todo B € H(X), es un mapeo contractivo en el espacio métrico completo (H(X), h(d))

con un factor contractivo s. Y satisface

h(W(B),W(C)) <s-h(B,C)

para todo B,C' € H(X). Su tnico punto fijo, A € H(X) satisface

y esta dado por A = limy_,., W¥(B) para toda B € H(X).

La secuencia de iteraciones w*(A) converge con la distancia Hausdorff al atractor A.

Definiciéon 2.4.3. El punto fijo A € H(X) descrito en el teorema anterior es llamado el

atractor del sistema de funciones iteradas { X, w,,n=1,..., N}.

El atractor puede considerarse como una generalizacién de puntos fijos de transformacio-

nes contractivas [30].

De modo que, el siguiente algoritmo genera una aproximacién al atractor de un sistema

de funciones iteradas.

Algoritmo 2.4.1. Sea {X,wy, ..., w,} un sistema de funciones iteradas hiperbolico. Eli-

jase un subconjunto compacto Ay C R?, entonces, se calcula sucesivamente W (A) de
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acuerdo a

Apyr = U wi(Ar) parake{l,...,M}
j=1
Por el Teorema 2.4.1, la secuencia {A; : £ =0,1,2,3... M} C H(X) converge al atractor
del sistema de funciones iteradas con la métrica de Hausdorff, si M es suficientemente
grande [8, Pag. 85],

Es importante notar que, no necesariamente se tiene que utilizar un conjunto de transfor-
maciones afines que sean contracciones, como se usé en los ejemplos anteriores, se puede
hacer uso de transformaciones no lineales. En este ejemplo, se emplean transformaciones

de Mobius, estas funciones son de la forma:

az+b

&=

donde z,a, b, ¢, d son niimeros complejos que cumplen que ad — be # 0.

Ejemplo 2.4.1. Sea X =Cy

(0.6966 — 0.46077) - z — 0.3307 — 0.0497¢

wi(2) = 0.2i - 2 + 1.0523 + 0.601i
. —0.8438 -z +0.5119i

wa2) = — o T 13064

Se elige como conjunto a iterar un cuadrado como el que se ve en la Figura 2.15a. La
eleccion de este conjunto es por conveniencia, ya que su parametrizacion es sencilla; sin
embargo, se puede iterar cualquier otro conjunto. En el Apéndice D.4 se adjunta el codigo

escrito en Python3 utilizado para la ejecucion del algoritmo.

En las Figuras de 2.15 se distingue la transformacion del conjunto original, formando un

fractal.

04

08 02
02

0.6
0.0

04
-0.2 —04
02
-06
-04
00

0.0 02 0.4 0.6 08 10 -02 0o 02 04 06 08 -06 -04 -02 0o 02

(a) Conjunto inicial (b) la. iteracion (c) 3a. iteracion
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06 06 -"'.:;p:’ 06 %
04 qﬁ}% 04 '—;-5:%5:’9“‘:%“?? 04 f?’ gﬂ‘iﬁ'
e o T D To ST | | Mg SR
00 00 ,..:!;%ae-"” 3 00

BT SIS | LB e | e e i

= a T
—
04 @ 04 #" ‘:::__;a. e 04 ﬁ&
-06 @ -06 "‘_:a'_—-.a -06
08 Q} 08 f‘q 08 *
-06 -05 -04 03 -02 -01 0.0 -0.7 -0& -05 -04 03 -02 -01 00 01 07 -0& -05 -04 -03 -02 -01 0.0 01
(d) 5a. iteracion (e) 10a. iteracion (f) 13a. iteracion

Figura 2.15: Algoritmo Determinista con funciones no lineales.

Obsérvese que es sencillo deducir cuantas iteraciones se tienen que hacer si se quiere que

la iteracion Ay tengo un error de a lo mas e,

h<Ak+17 Ak) = h(Wk(Al), Wk(Ao)) S Sk : h(Al, Ao)

Ademés para cualesquiera B, C € X, se cumple que:

h(B,C) < h(B,W(B)) + h(W(B), W (C)) + h(W(C),C)

h
h(B,W(B))+ S - h(B,C) + h(W(C),C)

IN

es decir,

(1—s)-h(B,C) < h(B,W(B))+h(W(C),C)
Tomando B = A, y C = A,

h(Ag, W(Ag)) + h(W(A;), Aj) < sk 4 s
1—s - 1-—s

h(Ak,A ) S h(Il,J?O)

Sea € > 0. Como s € (0,1) existe ky € N tal que:

Sk:

1—s

B(An Ag) < S V> ky (2.9)

€
2
Como consecuencia, si se quiere una aproximacion con en error de € solo se tiene que

encontrar la k que satisfaga la ecuacion (2.9) y k sera el ntimero de iteraciones que se

tiene que hacer.
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2.4.2.

Algoritmo Aleatorio

Para definir el algoritmo aleatorio se tiene que asignar una probabilidad a cada una de

las funciones en el sistema.

Definicion 2.4.4. Un sistema de funciones iteradas con probabilidades consiste en un

sistema de funciones iteradas

junto con un conjunto ordenado de nimeros {pi, po, . ..

{X;wl,wg,...,wN}

pr+p+---+pyv=1yp;>0parais=1,2,..., N.

Algoritmo 2.4.2. Sea {X, wy,..
probabilidades {p1, pa, . . .

independiente

,pn} tal que

.,wy } un sistema de funciones iteradas hiperbolico con

,DN }- Se escoge xy € X y se escoge otro recursivamente de forma

Ty € {wi(Tp_1), wo(Tp_1), ..., wn(Tp_1)} paran=1,2,3...

donde la probabilidad del evento {z,, = w;(x,_1)} es p;. Asi se construye la secuencia

{r,:n=0,1,2,3...} C X.

Ejemplo 2.4.2. Para ilustrar el Algoritmo 2.4.2, se toma el mismo sistema de funcio-

nes iteradas del Ejemplo 2.4.1, un punto al azar en el plano y ambas funciones seran

equiprobables de elegir.

Sea X =Cy

wy(z) =

wy(z) =

(0.6966 — 0.46077) - z — 0.3307 — 0.0497¢

0.2¢0- 24 1.0523 + 0.601%

~ —0.8438- 2+ 0.5119:

(a) N = 1000

Figura 2.16:
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En el Apéndice D.5 se agrega el codigo en Python3 para implementar el Algoritmo 2.4.2.

La Figura 2.16 muestra la evolucion del algoritmo mediante graficas de densidad.

Lo mas natural seria preguntarse por la convergencia de este algoritmo para asegurarse
que la orbita de xy que se obtiene como resultado de este algoritmo converja al mismo
atractor que en el algoritmo determinista. Debido a la alta complejidad de la demostracion
de esta afirmacion solo se dara un esbozo de esta, pero si se quiere ver una explicacion

detallada consultar el capitulo IX del libro Fractals Everywhere|8].

El algoritmo aleatorio proporciona la idea de masa, ya que la densidad de puntos por
pixel en la figura varia de acuerdo a las probabilidades asignadas, esto se aprecia mejor
en las Figuras 2.17 y 2.18. Se necesita un nuevo concepto mateméatico para describir esta
densidad, tal concepto es el de ‘medida’. Las medidas se pueden utilizar para describir
distribuciones de ‘masa’ en espacios métricos, por esta razéon se tiene que explorar y
formalizar el concepto de medida en un espacio métrico. Para ver las nociones bésicas de

Teoria de la medida consultar el Apéndice C.1.

Se podria cuestionar acerca de esta medida, jcémo se sabe que esta medida siempre es
la misma?, la respuesta no es trivial, ya que se tienen que introducir nuevos conceptos
como la métrica Hutchinson, el operador de Markov asociado a un sistema de funciones
iteradas junto con varios teoremas que se pueden ver en el Apéndice C.4, todas estas

formulas estan motivadas para darle una justificacion matemaética a la formula (2.10).

Sea A el atractor del SFI, entonces existe una medida invariante del SFI, el cual se
denotara por pu, tal que p asigna ‘masa’ a varios subconjuntos de X. Por otro lado, los
subconjuntos de X tales que tienen ‘masa’ son llamados subconjuntos de Borel de X y se

denotan por B(X).

Sea B la bola cerrada en X. Para calcular la ‘masa’ de la bola u(B), se ejecuta el algoritmo

aleatorio al SFI con probabilidades para producir la secuencia {z;};_, entonces

N (B) = ntmero de puntos en {29, 21,...,2,} N B

entonces casi seguramente

wu(B) = lim N—(B,n)

(2.10)

Al final se llega a la conclusion de que esta medida es invariante, asi se asegura la conver-

gencia de los sistemas de funciones iteradas con probabilidades.
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2.5. Aplicacién al Diseno de Imagenes

Para simplificar la notacién se puede ver cada transformacion afin A; : R? — R? con una

probabilidad p;, de la siguiente manera:

AO)=C00)-0)

En el libro fractals everywhere [8], Barnsley ilustra como se pueden utilizar los sistemas
de funciones para la creacion de imagenes realistas a través de multiples ejemplos que son
muy famosos como the spleenwort fern cuyo atractor tiene forma de helecho. Uno de los

sistemas que enuncia es el siguiente:

0.14 | 0.01 | 0.00 | 0.51 | -0.08 | -1.31 | 0.10
043 | 0.52 | -0.45 | 0.50 | 1.49 | -0.75 | 0.35
0.45|-0.49 | 0.47 | 0.47 | -1.62 | -0.74 | 0.35
0.49 | 0.00 | 0.00 | 0.51 | 0.02 | 1.62 | 0.20

Cuadro 2.1: Sistema de funciones iteradas para la hoja de Maple.

Hoja de maple

Mumber of points per pixel

T T T T T T T T
=3 -2 -1 o 1 2 3 =3

(a) Hoja de Mapple. (b) Hoja de Mapple iluminada de acuerdo
a su densidad.

Figura 2.17: Representacion grafica del sistema de funciones iteradas del Cuadro 2.1, con
probabilidades [0.25,0.25,0.25, 0.25].
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Hoja de maple

1000

800

600

400

Number of points per pixel

200

o

3 2 a1 0 1 2 3
(a) Hoja de Mapple con cambio probabili- (b) Hoja de Mapple con cambio probabili-

dades. dades iluminada de acuerdo a su densidad.

Figura 2.18: Representacion grafica del sistema de funciones iteradas del Cuadro 2.1 con
probabilidades [0.3,0.25,0.25, 0.20].

Es preciso senalar que la cantidad de iteraciones es la misma en las Figuras 2.17b y 2.18b,
sin embargo, la distribucién de puntos es diferente. En la Figura 2.17 se puede apreciar
una distribuciéon uniforme o equitativa de las iteraciones dentro de atractor cuya forma se
parece a una hoja de maple. En la Figura 2.18 se ve una distribuciéon més concentrada en
ciertas areas dentro del atractor como si se tratase del tallo de la hoja de maple, esto se
debe al cambio de probabilidades asignadas a cada funciéon del sistema. Se puede concluir
que la forma es la misma pero la ‘densidad’ del atractor final se ve afectado por el conjunto

de probabilidades que se escojan.

Si se quisiera considerar en el problema inverso, donde dada una imagen se quiera en-
contrar el sistema de funciones iteradas con probabilidades que dé como resultado una
textura que se asimile mucho a la imagen original, esto se puede lograr. Esto tiene su
sustento en un teorema llamado The Collage Theorem for Measures. No obstante, este

problema no es relevante para el presente trabajo, para més informacion véase el Capitulo
IX del libro Fractals Everywhere|8|.

2.5.1. Relaciéon Entre los Algoritmos

Al comparar el resultado de ambos algoritmos lo que se puede concluir es que el resultado
es el mismo, ambos convergen al mismo atractor. Sin embargo, la diferencia de estos
algoritmos se encuentra en el costo computacional, el cual es de vital importancia para

este estudio.

El algoritmo aleatorio converge rapidamente y es muy facil de programar, como se ve en
el apartado D.5. Tiene un orden de complejidad lineal O(n), pues solo se tiene que evaluar

el punto anterior en la funcién que se escoja al azar.
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Por otro lado, el algoritmo determinista tiene un orden exponencial O(N*), donde M
es el nimero de iteraciones en la aproximaciéon y N es nimero de funciones en nuestro
sistema. En el Ejemplo 2.4.1 se tiene N = 2 y un conjunto de cuatro lados, a estos se
les tienen que aplicar ambas funciones por lo que se realizan 4 - 2 = 8 operaciones. En
el siguiente paso a esos 8 conjuntos se les aplican ambas funciones, en total se tiene que
hacer 4 - 22 = 16 operaciones. Siguiendo el mismo razonamiento en el paso M el niimero
de operaciones a ejecutar es 4 - 2™ y asi se concluye que su orden de complejidad es
exponencial; es importante mencionar computacionalmente no es un algoritmo 6ptimo ni

eficiente.

En conclusion, el algoritmo determinista esta asociado directamente con el atractor del
sistema y es maés intuitivo, pues se ven las transformaciones que le estan ocurriendo a
nuestro conjunto en cada iteracion; eso da una mejor nociéon del por qué se va formando
el fractal. En cambio, el algoritmo aleatorio es el que se usa para generar imégenes por su
versatilidad computacional. Su implementacion resulta ser mas sencilla y practica, aunque

no es muy intuitivo porque se forman imagenes fractales.
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Capitulo 3

Representacion del ADN con el Juego
del Caos

El Juego del Caos es un sencillo algoritmo propuesto por Michael Barnsley en 1980. Este

solo requiere la presencia de un triangulo cualquiera en el plano con vértices A, By C.

La regla del juego es la siguiente: Dado un punto cualquiera en el plano lldmese Py, escoger
un vértice del tridngulo al azar. A partir de este vértice se determina un nuevo punto al
cual se le denotaré P;, este estara posicionado en el punto medio entre el vértice elegido
y el punto inicial F,. Posteriormente se repite este proceso, pero ahora con Pj, se elige un
vértice del tridngulo de forma aleatoria y se obtiene P, como producto de tomar el punto
medio entre el vértice y P;. Se aplica esta regla descrita una gran cantidad de veces y el

resultado es una sucesiéon de puntos.

La pregunta es jcudl es el resultado de graficar los puntos de esta sucesién en el plano?
La respuesta no es obvia, ya que se podria pensar que el resultado son puntos dispersos
dentro del triangulo; sin embargo, el producto que se obtiene no es mas que el triangulo
Sierpinski; fractal visto en el Ejemplo 2.2.2. Este es un resultado sorprendente, ya que se
empez6 con un punto arbitrario en el plano, se construyé la secuencia de puntos a partir
de elecciones aleatorias y se obtuvo un conjunto que claramente no es aleatorio.

El Juego del Caos es un caso particular de un sistema de funciones iteradas aleatorio

1
3

para todas las funciones, como se describe en las ecuaciones 3.1 y 3.2. Como se menciond

cuyos puntos fijos son los vértices A, B y C de triangulo y la probabilidad de eleccion es
en la seccion anterior, estos sistemas poseen un conjunto atractor que en este caso es el

triangulo Sierpinski. En la Seccion 3.1.1 se indagara més acerca de este peculiar algoritmo

y su atractor.
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T 1 (z—A, A, T 1 {z— B, B,
W1 = = + Wo = — + (31)
Y 2 \y— Ay Ay Y 2 \y - B, B,
T 1 (z—-C, n C, 1 (3.2)
w = — con P2, P3 = — )
3 Y B y— Cy C’y Pb1,D2, D3 3

Este algoritmo se puede generalizar para poligonos de k lados, lo que se tiene que hacer es

ampliar el sistema de funciones iteradas a uno de tamano k y los puntos fijos deben coin-
cidir con cada vértice del poligono. Casi siempre el resultado de este algoritmo aplicado
a diferentes poligonos resulta ser una imagen fractal. No obstante, hay una notable dife-
rencia en el caso de k = 4 la cual se vera con detalle en la Seccién 3.1.2, pues su atractor
es todo el poligono, por lo cual el interior se llena de puntos distribuidos uniformemente,

y esta caracteristica sera de gran utilidad para el desarrollo de esta investigacion.

En 1990, Jeffrey Joel propuso ciertas modificaciones al Juego del Caos para el caso de un
poligono regular de 4 lados, donde a cada vértice se le asigna un nucleétido. La fuente
de elecciones de los 4 vértices es la secuencia genética que ofrece cualquier genoma, este
nuevo método es ttil para estudiar e interpretar la estructura del genoma de cualquier

especie.

3.1. Juego del Caos

Definicién 3.1.1 (Juego del Caos Generalizado). Para k > 3. Considérese k puntos

Py, ..., Py en una posicion convexa y P; = (P*, PY). Definase las funciones Ay, ..., A

donde
1 (z—Pr P\ 1 1(pPe
Al = T e ) =S () s (33)
y) 2\y-r/ F) o 2\y) 2\F/

El juego del Caos es la implementacion de este sistema de funciones iteradas como se
defini6 en el Algoritmo 2.4.2. Con la particularidad de que cada A; es una transformacion

lineal cuyo punto fijo es P;, que ademas, cada una es una contracciéon con factor 5 = %

Algoritmo 3.1.1. [El Juego del Caos Generalizado| Sea Py, Ps, ..., Py los vértices de un
poligono con k >3,i€{l,...,k} yn=0,...,N.

1. Sin pérdida de generalidad se comienza tomando un punto z; al azar dentro del

poligono. Este punto corresponde al punto inicial. Se hace n = 0.

20



Brenda Quintana 3.1. Juego del Caos

2. Elegir de manera equiprobable uno de los vértices Py, ..., Py, nombrese (F;), al

i-ésimo vértice seleccionado en la enésima iteracién.

3. Se hace 2,1 al punto medio entre Y Zn, se actualiza n = n + 1 y se vuelve al

in

paso 2 hasta que n = N.

El juego del Caos se puede realizar con cualquier poligono, por ejemplo: tridngulos, he-
xagonos, pentagonos, etc. En casi todos los casos el conjunto atractor del sistema de
funciones iteradas resultante es un fractal, sin importar que no sea un poligono regular.
A continuaciéon se muestran simulaciones del Juego del Caos para poligonos de 3, 5y 6
lados. En la Figura 3.1 se muestran las simulaciones realizadas con el software Python3

de este algoritmo, el codigo se puede consultar en la apéndice E.1.

(a) Triangulo. (b) Hexagono. (¢) Pentagono.

Figura 3.1: Juego del Caos con distintos poligonos.

Cabe destacar que todas las funciones son contractivas, de modo que, si el Algoritmo
2.4.2 comenzara en un punto arbitrario en el plano, entonces eventualmente una de las
iteraciones de x( caeria dentro del poligono P, ..., P, y la 6rbita de xy convergeria al
atractor del sistema. Ademaés, en la mayoria de casos, las probabilidades de eleccion que
son distintas de cero, es decir, ningtin vértice tiene asignada la probabilidad igual a cero,
la forma de fractal es la misma, sin embargo, la distribucién de los puntos en el fractal es
la que varia de acuerdo a las probabilidades asignadas, como se vio en las Figuras 2.17 y
2.18.

3.1.1. Analisis del Juego del Caos

Primero se demostrara que el atractor del Juego del Caos en el caso £ = 3 es homotético
al Tridngulo Sierpinski. Mas atn, si se tiene que el punto x, estd en cierta region del
triangulo P, P, P3 entonces se puede inferir cuales fueron las tltimas elecciones (aleato-
rias) de algoritmo. Esta subseccion esta basada en la unidad 2 del libro Fractals for the

Classroom: Strategic Activities Volume One [43|
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Toémese un triangulo cualquiera en el plano cuyos vértices sean Py, P, v P, en la Figura
3.2a se muestra el triAngulo que se utilizara. Sin perdida de generalidad se supondréa que

el punto inicial estd dentro del triangulo.

Siguiendo el algoritmo del Juego del Caos, el siguiente paso es elegir un vértice al azar.
Supongase que se eligio el vértice Py, cualquier punto que se encuentre en el tridngulo al
aplicarle la transformacion lineal, sera desplazado a la mitad de la distancia que tiene con
respecto al punto Fy. En la Figura 3.2b se ve en verde la zona en la que caeré el punto

en el siguiente paso.

Triangulo inicial Eleccion de la funcidn iterada cuyo punto fijo es Py
175
150
125
100
075
0.50
0.25
000 # » 000 # "
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100
(a) Triangulo inicial. (b) En color verde se nuestra la transformacion del
tridngulo original al elegir el vértice Fp.
Figura 3.2: Anélisis Juego del Caos.
Eleccidn de la funcidn iterada cuyo punto fijo es Py Eleccién de la funcién iterada cuyo punto fijo es P;
175 175 . P
150 150 & A
e P
125 125
100 100
0.75 0.75
0.50 0.50
0.25 025
000 # » 000 # "
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100 -1.00 -0.75 -0.50 -025 000 025 050 OF5 100

(a) En color rojo se nuestra la transformacion del (b) En color jade se nuestra la transformacion del

tridngulo original al elegir vértice P;. tridngulo original al elegir vértice Ps.

Figura 3.3: Analisis del Juego del Caos, 1¢ iteracion.

Lo mismo pasa si elige alguno de los otros dos vértices, en cada eleccion se aplica una

transformacion lineal que contrae al tridngulo hacia el vértice que se eligié con un factor
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de contraccion g = %, en la Figura 3.3 se muestran las otras dos alternativas. Por lo tanto,
en la primera iteracion solo hay tres zonas a las que se podria acceder, la cual es resultado
de la unién de las zonas formadas al aplicarle las distintas transformaciones al triangulo

como se ve en el Figura 3.5a.

Siguiendo el mismo razonamiento, se puede analizar lo que pasara en la siguiente iteracion.
Cualquier punto en la zona accesible, después de la primera iteracion, sera desplazado a
la mitad de la distancia que tiene con respecto al punto P; para i = 0,1, 2, en la Figura
3.4 se observa las distintas zonas a las que se puede acceder en la segunda iteracion. El
conjunto al que se puede acceder en la segunda iteracion es el resultado de la uniéon de los
conjuntos que se obtienen al aplicar cada distinta transformacién a la regién accesible que
se obtuvo en la iteracién anterior. Este nuevo conjunto es el que se muestra en la Figura

3.5Db.

Segunda iteracian Segunda iteracian Segunda iteracian

® P ® P

150 * P 150 * P 150
L L

-100 -075 -050 -025 000 025 050 075 100 -100 -075 -050 -025 000 025 050 075 100 -100 -075 -050 -025 000 025 050 075 100

(a) Transformacion de la zona (b) [Transformacion de la zona (c) [Transformacion de la zona
accesible si la eleccién fue el vér- accesible si la elecciéon fue el vér-  accesible si la eleccion fue el vér-
tice Fy. tice P. tice Ps.

Figura 3.4: Analisis del Juego del Caos, 2¢ iteracion.

Con el anterior analisis se enfatiza que hay regiones a las que no se puede acceder en
cada iteracion y estas son independientes de las elecciones del algoritmo. Este conjunto
es la primera iteracion de la construccion del Tridngulo de Sierpinski que se mostro en el
Ejemplo 2.2.2.

VAVAVAVAN

(a) Regiones accesibles en la la. (b) Regiones accesibles en la 2a. (c) Regiones accesibles en la 3a.

iteracion del Juego del Caos. iteracion del Juego del Caos. iteracion del Juego del Caos.

Figura 3.5: Regiones accesibles del Juego del Caos.
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En la segunda iteracion las regiones accesibles se muestran en la Figura 3.5b, la cual
corresponde a la segunda iteracion de la construccion del Triangulo de Sierpinski. Con
este patron ya se puede deducir que la enésima iteraciéon corresponde al enésimo paso de la
construccion del Triangulo de Sierpinski. Por esta razon, cualquier conjunto {z1,...,zx}
obtenido con el Juego del Caos tiende al atractor del sistema: el Tridngulo de Sierpinski.
En otros palabras, la 6rbita de x, llena ‘densamente’ al atractor, es decir, dado cualquier
punto del tridngulo de Sierpinski, habra puntos de la érbita tan cerca como se quiera de

este punto.

Hay que mencionar que existen algunas series de elecciones de vértices que no tienden al
atractor. Por ejemplo, supéngase el caso donde siempre se elige el mismo vértice entonces
lo que obtendria es una secuencia de puntos que se acerca tanto como se quiere al vértice

que se elige. Sin embargo, la probabilidad de que esto pase es 0.

3.1.2. Variantes del Juego del Caos

Como ya se mencion6 anteriormente, se puede ejecutar el Juego de Caos con distintos
poligonos y se obtendréan conjuntos atractores diferentes, que también son fractales. Sin
embargo, existen excepciones, una de ellas es el caso de un poligono de 4 lados. El conjunto
de puntos {zy,...,xy} obtenido de la trayectoria de cualquier punto en el plano bajo el
algoritmo, se distribuye equitativamente en el interior del cuadrado como se ve en la

Figura. 3.8a.

(a) Regiones accesibles en la 1a. (b) Regiones accesibles en la 2a. (c) Regiones accesibles en la 3a.

iteracion. iteracion. iteracion.

Figura 3.6: Regiones accesibles del JC para k = 4.

Se puede justificar la forma de este peculiar atractor haciendo un anélisis similar al que
se hizo en la seccion anterior. Se comienza visualizando el resultado de aplicar cada una

de las transformaciones lineales posibles y se marcan las regiones accesibles en la primera
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iteracion. Recuérdese que geométricamente cada transformacion contrae al cuadrado hacia

cada vértice diferente como se muestra en la Figura 3.6a.

A diferencia del juego del Caos en un tridngulo, aqui no hay hueco, es decir, no existe
esa region a la que no se pueda acceder independientemente de la funcién seleccionada;
por lo que, la unién de todas las posibles regiones accesibles es el cuadrado original y
este comportamiento se repite para las siguientes iteraciones como se ve en las Figuras
3.6b y 3.6¢. Por esta razon, la 6rbita de cualquier punto llena uniformemente el cuadrado
pues todo cuadrado es el atractor de este sistema de funciones iteradas. No obstante, si se
cambia la probabilidad de eleccion el cuadro ya no se llenaria de manera equitativa pues

habria zonas con mas probabilidad de acceso.

A pesar de ello, se puede modificar el Juego del Caos para k = 4 para obtener figuras
fractales. Si se imponen restricciones en la eleccion de los vértices se pueden obtener
fractales como se ve en la Figura 3.8. Si se numeran los vértices del cuadrado comenzando
en la parte superior izquierda, comenzando desde cero y se sigue en sentido horario como

se muestra en la Figura 3.7, se pueden imponer las siguientes restricciones:

Po P4

P P:

Figura 3.7: Enumeracion del cuadrado.

075~ 0.75-

> 0.50-

> 0.50-

0.25- 0.25-

(a) Juego del Caos original. (b) Restriccion, Caso 1
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> 0.50-

i el e i cBee e oIRE ol o

N e e N i e e e e W Y W Y

(¢) Restriccion, Caso 2 (d) Restriccion, Caso 3

Figura 3.8: Variantes.

= Caso 1. El vértice elegido no puede ser vecino del vértice elegido anteriormente. Si
los dos vértices elegidos previamente son los mismos; en este caso se elige de forma
equiprobable uno de los 2 vértices restantes. La Figura 3.8b es el resultado de esta

restriccion.

= Caso 2. El vértice elegido no puede ser P si el vértice elegido previamente fue Py
y se escoge de manera uniforme uno de los 3 vértices restantes. En la Figura 3.8c se

muestra el Juego del Caos habitual con esta restriccion.

= Caso 3. Finalmente, el vértice elegido aleatoriamente no puede ser el P, si el anterior
vértice fue el P, y se escoge de forma uniforme uno de los 3 vértices restantes.
Ademas, tampoco puede ser el vértice P; si el vértice previo fue el vértice P; y se
elige de manera equiprobable entre los vértices restantes. La Figura 3.8d muestra la

ejecucion del algoritmo.

En los apartados E.2, E.3, y E.4 se puede ver el cédigo para las anteriores restricciones

respectivamente, escrito en el lenguaje de Python3.

Los ejemplos anteriores no son como los sistemas de funciones iteradas como con los que
se habia trabajado, ahora las elecciones no son independientes de las elecciones anteriores;
en el Algoritmo 3.1.1 cada P, es escogida de forma uniforme e independiente, es decir,
para (in,n > 1) i, es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con una distribuciéon uniforme discreta en {1,2,3,4}; es decir,

1
Pli, = k] = 7 para k=1,23,4.
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En cambio, en las variantes existe una dependencia con los estados previos, esto es, la

distribucion del estado ,, depende del estado i,,_1 e incluso %,_». Las modificaciones en los

casos anteriores se pueden ver como procesos estocasticos a tiempo discreto; en particular,

el proceso de los Casos 2 y 3 forma una cadena de Markov.

Sea F = {0,1,2,3} el espacio de estados accesibles del proceso estocastico i, con n > 0.

Se tomaran los indices modulo 4 para simplificar la notacion.

s Caso 1.

Si [ # m entonces:

P[ln = k|in_1 = l,in_g = m] =

=

para k=0,1,2,3

Plip, = klin—1 =1,in2=1=0 para |[k—I1]=1 mbd4
1
2

Pliy, = klin1 = Lin_s =] =

s Caso 2.

Pli, = klin_1 = I] =

s Caso 3.

para |k —1| 21 mdd 4

in =klip.1=10=7 parak=0,1,23 1=1,2,3
in = klin—1 = 0] —% para k=0,2,3
in=1|P, , =0]=0

Pli, = kli,.1 =1] =1 parak=0,1,2,3

Plin, = klin—1 =2] =1 parak=0,1,2,3

Pli, = klip-1 =2] =1 parak=1,2,3

Plin, = klin-1 =3] =% parak=0,2,3

Pli, = 0fip_1 = 2] =0

Pli,, = 1]in_1 = 3] = 0

Las formas fractales que se observan en las variantes del Juego del Caos son un reflejo de

las correlaciones de la secuencias (i), -

Cabe destacar que la distribucion de probabilidades en este sistema de funciones iteradas

es un factor decisivo para la formacion del fractal. Si se toma una distribuciéon distinta

de la uniforme, pero sin que ninguno de los vértices tenga asignado la probabilidad nula,

se obtendra como resultado la formacién de un fractal distinto entre cada distribucion.

Por ejemplo, tomese la numeracion de los vértices del cuadrado como anteriormente se

describié 3.7 y p = (po,p1,p2,p3) €l vector de probabilidades correspondiente a cada

vértice. En la Figura 3.9 se ilustra lo dicho anteriormente, se ejecuta el juego del Caos en

cuadrado con distintos vectores de probabilidades.
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(a) p=(1/3,1/3,1/6,1/6) (b) p=(1/6,1/3,1/6,1/3) (c) p=(1/6,1/3,1/3,1/6)

Figura 3.9: Juego del Caos con k = 4 y diferentes probabilidades.

3.2. Juego del Caos con ADN

En 1989 H. Joel Jeffrey publico su articulo ‘Chaos game representation of gene structure’
[27] en el que se muestra un nuevo método para representar patrones en el ADN usando
sistemas de funciones iteradas; ya que, el genoma se puede ver como una cadena de letras
A,C,T,G. Si se le asocia a cada vértice de un cuadrado una letra, entonces se puede
ejecutar el Juego de Caos tomando como la sucesion aleatoria de vértices elegidos la
secuencia del ADN. Esta subseccion esta principalmente fundamentada en los articulos
27] v [28].

e e
0"' tw Or

-
-

bi A B
‘v e e e
W e YR sy

(a) Representacion del gen HBB de [27] (b) Simulaciéon del Juego del Caos, variante 2 ( ver
subseccion 3.1.2).

Figura 3.10: Comparacion del Juego del Caos ejecutado con datos provenientes del ADN
y datos sintéticos.
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En el articulo, Jeffrey aplico el Juego del Caos a la region de la Beta Globina Humana
en el cromosoma 11, el gen HBB con 73 357 bases; el resultado que obtuvo es lo que se
muestra en la Figura 3.10a. Lo més destacable de esta representacion, es el drea casi vacia
que se forma en el cuadrante superior derecho (el cuadrante ), esta extrana forma Jeffrey
la bautizo como ‘double-scoop’. La forma de ‘double-scoop’ se moldea debido a la escasez
de guanina después de citosina, es decir, la subsecuencia C'G es escasa en la secuencia del
gen. Jeffrey también experiment6 con otros genes: HUMALBGC (human serum albumin
gene, complete) y HUMADAG (human adenosine deaminase gene, complete) y observo

la misma estructura.

Otra aspecto a recalcar es que, esta ‘double-scoop’ se parece mucho al resultado del Caso 2
de la subseccién anterior en el se obtuvo la Figura 3.10b. De acuerdo a la correspondencia
entre nucledtidos y vértices del cuadrado de la Figura 3.10b se construye la restriccion de
que no se puede elegir G si anteriormente el vértice elegido fue una C', lo cual concuerda
con lo anteriormente expuesto. Al comparar las Figuras 3.10a y 3.10b se puede inferir
que las densidades de estas figuras no son las mismas; en la simulaciéon de la variante del
Juego del Caos todo parece ser méas definido y se observan zonas donde claramente no
hay puntos. En la variante del Juego de Caos estrictamente se cumple que no se puede
poner un 1 después de un 0 o equivalentemente usando nucleétidos no se puede poner una
G después de una C', en cambio en la secuencia de ADN utilizada esto es solamente una
tendencia. Si se observa dentro de la ‘double-scoop’ se pueden encontrar puntos, esto quiere
decir que la subsecuencia C'GG no es frecuente en esa region del genoma. Este hecho tiene
sentido biologicamente pues en los vertebrados el dinucleétido C'G tiende a desaparecer
por la metilacion' y suelen estar en gran cantidad en las zonas precedentes a las regiones

codificantes que son las llamadas islas CpG; para mas informacion véase [45].

Jeffrey no solo experiment6 con secuencias del ADN provenientes de genoma humano, en
su articulo se menciona que ejecutoé el Juego del Caos con fragmentos de ADN provenientes
de diversos animales vertebrados y en la mayoria obtuvo el mismo patréon de la ‘double-
scoop’. Sin embargo, al realizar la representacion con diferentes tipos de plantas no obtuvo
ningin patrén caracteristico; también experimentd con genes provenientes de bacterias,

virus y fagos? obteniendo distintos patrones.

Al concluir el articulo, Jeffrey deja varias preguntas sin responder:

= ; El patron que se observa varia con el grupo de genes?

La metilacion es la adicién de un grupo metilo (—C H3) a una molécula. La metilacion de los 4cidos
nucleicos puede afectar la forma en que estos acttian en el cuerpo.[10]
2Mas conocidos como Bacteriéfagos.
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= ;Podemos encontrar la representaciéon matematica que represente los grupos de ge-

nes?

= ;Podemos encontrar la representacion matematica que represente las regiones no

codificantes?

= ;Se podria decir que el patron observado en la Figura 3.10a es caracteristica de los

vertebrados?

Inspirado en las preguntas anteriores, este trabajo se enfoca a contestar la pregunta ;Fl

patron que se observa en el genoma varia con respecto al de los genes? .

Al tomar la secuencia de ADN como una serie de instruccién para la eleccién de los vértices
del cuadrado, es decir, las primeras k-elecciones en el Juego de Caos corresponden a los
primeros k£ nucleétidos; de esta manera se obtiene una forma de interpretar la estructura

del ADN haciendo uso del algoritmo del Juego del Caos.

Por el anélisis de las variantes del Juego del Caos se puede esperar lo siguiente:

= Sise logra distinguir algin patron fractal, se puede descartar la idea de que el ADN es

una secuencia de variables aleatorias independientes e uniformemente distribuidas.

= Los patrones que se obtengan con el Juego del Caos revelan informaciéon acerca de
las correlaciones de los nucledtidos en la secuencia del ADN. Cada region de la figura

revela una fina estructura de la secuencia utilizada.

= El patrén del Juego del Caos visible proveniente del algoritmo representa un patréon
global y local. Al hacer la representacion del genoma completo se tendra una visua-
lizacion completa del genoma, pero también estard ahi la visualizacion parcial de

subsecuencias como la de los genes, que corresponderia a tener imagenes encimadas.

Siendo mas formales se precisa como estas caracterizaciones de la representacion del Juego
del Caos ocurren como consecuencia de las subsecuencias provenientes de fragmentos de

distintos genomas [27].

Teorema 3.2.1. Existe un mapeo uno a uno entre la secuencia y el interior del cuadrado
en la k—ésima iteracion con la representacion del Juego del Caos con una secuencia,
que corresponde a la primera subsecuencia inicial de longitud k£ de la secuencia, y a
ninguna otra subsecuencia (hasta la resolucion de la pantalla). Por lo tanto, existe una
correspondencia uno a uno entre las subsecuencias (ancladas al inicio) de una secuencia

y los puntos de la representacion del Juego del Caos |28, Pag. 27].
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Dado un genoma de longitud N donde N € N, se va a tener una secuencia de puntos
{zo,..., 2N} que son el resultado de aplicar el Juego del Caos a un punto arbitrario
del plano, siguiendo las elecciones segiin la secuencia del genoma. El punto x; se asocia

con la secuencia de los primeros [ nucle6tidos del genoma.

Para cada secuencia de puntos zg...zy se puede asociar una secuencia de ADN de lon-
gitud N, se le llamara sufijo de longitud k£ a los ultimos k nucledtidos de la secuencia
de ADN, que corresponden a las tltimas k instrucciones que se tomaron en el Juego del

Caos.

Teorema 3.2.2. En la representacion del Juego de Caos con un cuadrado de lado igual a
1, dos secuencias con sufijo de longitud k& estéan contenidas dentro del cuadrado con lado
de longitud 27", [28]

En palabras sencillas, el Teorema 3.2.1 dice que dado un punto en el cuadrado se pueden
deducir las anteriores k elecciones que se hicieron, en nuestro caso corresponden a los k

nucledtidos finales de la secuencia del ADN.

Para ilustrar el Teorema 3.2.2 supongase que el cuadro del SFI tiene longitud 1 y usando la
misma correspondencia de vértices y nucledtidos que utilizo Jeffrey, se puede cuadricular
este cuadro en cuadros de tamano % X % como se ve en la Figura 3.11a, estos cuadrantes
brindan informacién de cual fue la tdltima secuencia elegida, esto es facil de deducir si se

recuerda el anélisis del Juego del Caos para k = 3 de la Secciéon 3.1.1.

(a) k=1

Figura 3.11: Cuadriculas del cuadrado.

Se puede obtener més informaciéon dividiendo en cuatro secciones cada cuadrante como

1
4

obtiene informacién de la ultimos dos nucledtidos. Si se quisiera una mayor precision

se ve en la Figura 3.11b, asi se obtiene una malla donde cada cuadro mide 3 x i y se
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en las ultimas k-subsecuencias elegidas, se tendria que cuadricular el cuadro original en
cuadros de tamaiio 27%; para terminar de ilustrar esta idea en la Figura 3.12a se muestra

la cuadricula para k = 3 y las subsecuencias correspondientes a cada cuadro.

CCC | ACC | CAC | AAC | CCA | ACA | CAA | AAA C A
TCC | GCC | TAC | GAC| TCA | GCA | TAA | GAA ’
CTC | ATC | CGC | AGC ) CTA | ATA | CGA | AGA 0751
TTC | 6TC | T6c | Gac | TTA [ 6TA | TeA | GeA| grc GTGA
CCT | ACT | CAT | AAT | CCG | ACG | CAG | AAG
TCT | GCT | TAT | GAT | TCG | CG | TAG | GAG -
CTT | ATT | CGT | AGT | CTG | ATG | CGG | AGG 0- G
TTT | GTT | 76T | 66T | TTG | GTG | 766 | GGG ' GIT  GT *  GTG GTGG

(a) k=3 (b) Obtencion de subsecuencias.

Figura 3.12: Ejemplos de deduccion de las bases anteriores.

En la Figura 3.12b se ilustra como se puede obtener la estructura que tienen las subsecuen-
cias del ADN que caen en esa region, a partir de un cuadro de tamafio 27% para k = 2, 3,4
que se senalan con los colores verde rojo y amarillo respectivamente. Es importante notar
que si dos puntos se encuentran en el mismo cuadrante, entonces esos puntos tuvieron
como ultima base los nucledtidos asociados al cuadrante; ademas, las bases nitrogenadas
subsecuentes no necesariamente son graficadas en puntos cercanos en el cuadrado. Para
ejemplificar esto, tomese la subsecuencia C'C', el punto asociado a esta subsecuencia se
va a encontrar en el cuadrante superior izquierdo y si la siguiente base es T' entonces el
punto subsecuente se va encontrar en la parte superior izquierda del cuadrante 7', el cual

es lejano al punto previo.

Por otro lado, dos puntos ‘cercanos’ pueden tener asociados o no secuencias parecidas,
todo dependeré de la distancia que los separa, su posicion en el cuadrado y qué tan fina
sea la cuadricula que se utilice. Por ejemplo, en la Figura 3.12a se puede apreciar que
los cuadros asociados a las secuencias AAT y C'C'G son cercanos, pero las secuencias son
totalmente distintas o también, si se toman los cuadros asociados a los secuencias TTT y

GT'T son cercanos y las secuencias si son parecidas.

Otro aspecto razonable, seria considerar en la cuadricula J = 3 y asignar un aminoacido
a cada cuadrante para ver la densidad del cuadro y con esto poder concluir algo sobre
la frecuencia de cada aminoécido en el genoma. Sin embargo no es tan sencillo, ya que

en los subcuadrados se encuentran todos los puntos asociados a cada aminoécido, pero
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no todo lo que se encuentre en un subcuadrado particular corresponde al aminoacido
asociado a ese cuadrado. Por ejemplo, si se fija el cuadrante, témese como modelo el
cuadrante correspondiente a la subsecuencia AT'G, se encontraran aquellos puntos cuyas
secuencias asociadas tienen como sufijo AT'G; pero esto no indica necesariamente que sea
un aminoacido, si se considera la subsecuencia AAT —GCC' que solo esta formada por seis
nucleétidos asociados a dos aminoécidos y se lee hasta el cuarto lugar, habré un punto en
el cuadrante AT'G y, sin embargo, esta secuencia nunca tuvo el aminoacido asociado a la

subsecuencia ATG.

& X
Xn+3
o Xi
Xn+2.
® Xn
Xo.
Xn "

T G

Figura 3.13: Dos puntos con distinto nimero de iteraciones y los sufijos.

Hay que tener en cuenta que, la afirmaciéon contrapuesta del Teorema 3.2.2 no es cierta, es
decir, si dos puntos z, y ,, estan dentro del cuadro de longitud 2%, no necesariamente
tienen los mismos k sufijos. Por ejemplo, témese la cuadricula de k = 3, el cuadrante con
sufijo TC A y la sucesion {xi}i]io, como en la Figura 3.13 se ilustra esta sucesion. Témense
dos puntos xy y x,,13, al hacer el proceso de regresion se obtendria que los sufijos de ambos
puntos son T'C'A; en caso de x,, 3 es correcto, no obstante, en el caso x5 no coincide porque

solo habian pasado dos iteraciones; el sufijo correcto asociado a este punto es C'A.

Por lo que, si se tienen dos puntos z,, y ,,, y k > n, entonces el sufijo de longitud £ no

existe. De modo que, la afirmacion contrapuesta solo se cumple si m,n > k.
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3.2.1. Representacion del Poligono

Para comenzar el analisis del patron que se observa en grupo de genes, se empieza ha-
ciendo lo mismo que Jeffrey. Se hara una representacion visual con el Juego del Caos
con fragmentos de ADN, pero con toda la secuencia de ADN perteneciente al genoma y
con toda la secuencia perteneciente a las regiones codificante para asi poder comparar su

representacion visual.

Primero se tiene que elegir como etiquetar el cuadrado, esto es, como asignar los nucleo-
tidos a cada vértice. Realizando todos los posibles etiquetados del cuadro, se obtienen 3
etiquetados esencialmente distintos, pues no se pueden obtener como resultado de aplicar-
le alguna transformacion lineal a alguno de ellos, es decir, no se puede obtener alguna de
las tres representaciones girando o reflejando alguna de las otras dos. Hay que notar que
la representacion que Jeffrey utilizé es una reflexion con respecto a la identidad negativa

del cuadro 3.

C A T A C A

Cuadro 1 Cuadro 2 Cuadro 3

T G c G G T

Figura 3.14: Cuadros con los que se trabaja.

3.2.2. Bases de Datos

El Centro Nacional para la Informaciéon Biotecnolégica por sus siglas en inglés NCBI
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/, proporciona bases de datos, herramientas y otros me-
dios para el analisis de medicina molecular; cuenta con las secuencias de ADN mas ac-
tualizadas y completas. En total se tomaron para este estudio 30 genomas, los cuales son
representantes de los 5 reinos en los que se dividen los seres vivos de acuerdo a la biolo-
gia: Reino Monera, Reino Protista, Reino Fungi, Reino Animalia y Reino Plantae. Esta
clasificacion sera ttil al comparar los distintos cuadros obtenidos entre especies y asi, si
se encuentran semejanzas se podran analizar con detalle; para mas informaciéon sobre la

clasificaciéon de los seres vivos véase el Apéndice A.

Para la representacion grafica de los genomas y las regiones codificantes, se utilizaron

dos tipos de gréaficas una a blanco y negro hecha con la libreria y la grafica
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de densidad a color con . La gréafica a blanco y negro fue la primera
representacion, sin embargo, es muy tardado el proceso de creacion de la imagen y no se
logra distinguir algin patrén cuando el genoma es muy grande. Por otro lado, la gréfica
a color se fija en la densidad por pixel; cuenta cuantos puntos z, caen dentro de cada
pixel y de acuerdo a este niimero se ilumina el pixel segin la gama de colores que se le
indique. El nimero méximo que puede tener un pixel esta determinado por el ntmero
largo de la secuencia - 0.00004 siendo el valor minimo del pixel cero; si hay pixeles donde

no hay puntos, entonces los deja en blanco.

Todos los genomas, iméagenes y archivos de texto con la informaciéon de cada especie, como
el tamano de genoma, porciones de regiones codificantes o los archivos de GenBank utili-
zados, se encuentra en la carpeta de drive https://drive.google.com/drive/folders/
12USB3ZLfr-LeSaHopXYfbjzOWE_g7zPy7usp=sharing.

En la Figura 3.15 se pueden apreciar las representaciones graficas de cinco genomas selec-
cionados. Los genomas parecen tener representaciones distintas, esto indicarfa diferencias
estructurales en los genomas, que es lo méas razonable; en los apartados E.5 y E.6 se en-

cuentra el codigo escrito en el lenguaje Python 3 que se utilizé para realizar las imagenes.

Los resultados, al ejecutar el Juego del Caos utilizando distintos genomas, son diferentes
y se pueden observar claros patrones fractales. Cada imagen fractal depende del genoma

que se seleccioné e indica que el genoma tiene algin patréon y cambia entre especies.
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(a) Cuadro 1, bacteria (b) Cuadro 2, bacteria (¢) Cuadro 3, bacteria
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(m) Cuadro 1, mamifero (n) Cuadro 2, mamifero (i) Cuadro 3, mamifero

Figura 3.15: Representaciones de los diferentes genomas
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3.3. Patrones del Juego del Caos por Especie Repre-

sentativa

Continuando con la respuesta a s El patron que se observa en el genoma varia con respecto
al de los genes?, se desarrolla un analisis cualitativo detallado de los patrones obtenidos
como resultado de aplicar el Juego de Caos a genes y genomas a un ejemplar represen-
tativo. Después se exponen los cuadros donde se encontraran todas las figuras obtenidas
de todos los distintos genomas y genes con los que se experimentd, junto con una tabla

resumen de su informacién taxonoémica relevante, las cuales estan divididas por reinos.

Se suele medir la longitud de una molécula de ADN o ARN de acuerdo al nimero de pares

de bases® (pb) para la longitud de las secuencias largas utilizando las siguientes medidas:

» kilobases (kb) equivale a 1000 pb.
» Megabase (Mb) equivale a 105 pb.

= Gigabase (Gb) equivale a 10° de pb.

3.3.1. Reino Monera

Se tom6 como muestra el genoma de la bacteria Haemophilus Influenzae, del grupo Hae-
mophilus, los cuales son parasitos que se encuentran en las membranas mucosas de los
animales. El largo de su genoma es de 1.8477 mb. Las Figuras 3.16a, 3.16b, 3.16¢ corres-
ponden a la representacion del genoma y 3.16d, 3.16e, 3.16f a la representacion de los

genes de los cuadros de tipo 1, 2 y 3 respectivamente.

Las representaciones obtenidas tienen una similitud a las simulaciones de la Figura 3.9,
con esto se podria deducir que hay una tendencia a la aparicion de los nucledtidos A y
T'; en cambio, los nucledtidos C' y G son menos frecuentes. Sin embargo, las Figuras 3.9 y
3.16 no son idénticas, lo que sugiere poner mas detalle, es decir, observar las frecuencias
de subsecuencias de longitud dos que corresponde a la malla con una particion de 2%
Los cuadros con mayor densidad corresponden a las subsecuencias AA, TT y en menor
medida, pero aiin significante, la subsecuencia AT y T'A. Por otro lado, las subsecuencias

CC' y GG son escasas pero siguen presentes.

Visualmente no se aprecia una diferencia significativa con el cuadro de genomas. Hay que
tomar en cuenta que, aproximadamente 88.6342 % del genoma son genes; por lo que, el

12.3658 % del genoma restante que corresponde a la regiéon no codificante no tiene un

3Un par de bases mide alrededor de 3,4 Angstrom.
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patron distintivo, pues con ella o sin ella, el patron de los genes y del genoma se ven casi

iguales, el atractor no se ve mejor definido.

NGmero de puntos por Pixel
Nimero de puntos por Pixel
NGmero de puntos por Pixel

(a) Cuadro 1, genoma. (b) Cuadro 2, genoma. (c) Cuadro 3, genoma.

Nimero de puntos por Pixel
Ndmero de puntos por Pixel
Nmero de puntos por Pixel

(d) Cuadro 1, genes. (e) Cuadro 2, genes. (f) Cuadro 3, genes.

Figura 3.16: Representacion del genoma de Haemophilus Influenzae

3.3.2. Reino Protista

Se tomo6 como ejemplar el genoma de Plasmodium Vivax, que es un parasito de mamiferos,
como en el casa de los bonobos, gorilas o el ser humano. Se trata de la malaria méas comun.
El largo de su genoma es de 29.1458 mb. Las Figuras 3.17a, 3.17b, 3.17¢ corresponden a
la representacion del genoma y 3.17d, 3.17e, 3.17f a la representacion de los genes de los

cuadros de tipo 1, 2 y 3 respectivamente.

En la representacion obtenida del genoma se puede observar que la estructura del atractor
no es una que se visualizara previamente. Este patron muestra lineas verticales y trans-
versales. No se puede divisar una tendencia en particular para la malla de £ = 1, es decir,
visualmente A, T, G,C parecen tener la misma frecuencia. Haciendo la malla més fina
con k = 2, las subsecuencias mas frecuentes corresponden a AA y TT. En el cuadro 3

3.17c, las diagonales que se marcan corresponden a una tendencia en los cuadros de las

subsecuencias CC,TC, AA,GA, AG,GG,CT,TT.
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NGmero de puntos por Pixel
NGmero de puntos por Pixel
Nimero de puntos por Pixel
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Nimero de puntos por Pixel

(d) Cuadro 1, genes. (e) Cuadro 2, genes. (f) Cuadro 3, genes.

Figura 3.17: Representacion del genoma de Plasmodium Vivaz.

Analizando las representaciones de los genes se puede ver un patréon mas marcado en la
diagonal del cuadro 3 de genes 3.17f en comparacion al cuadro 3 del genoma 3.17c. Para la
malla k& = 2, las subsecuencias més frecuentes corresponden a CC, TC, AA, GA, AG, GG,
cT,TT.

Comparando ambas representaciones, se infiere que si se obtuvieron patrones ligeramente
distintos, ya que los cuadros resultantes de las regiones codificantes se pueden apreciar
més la estructura de rombos y cuadros; por lo que, se podria decir que ambos tienen
tendencias distintas. La densidad de la region codificante en esta especie es del 35.2030 %.

Este porcentaje es lo suficiente para caracterizar esta region.

3.3.3. Reino Fungi

Para este reino se us6 el genoma del ejemplar Penicillium Ozalicum. Este hongo crece
entre los granos y tiene un color azul-verdoso. Su genoma tiene un largo de 30.6551 Mb.
La representacion del genoma y genes de los cuadros 1, 2 y 3 corresponden a las imagenes
de la Figura 3.18.

En las Figuras 3.18b y 3.18c, que corresponden a la representacion de los cuadros 2 y 3 de

genes, se puede observar la estructura de double-scoop pero no tan marcada, lo que indica
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que la secuencia T'A no es muy frecuente, pero si suele aparecer. Otro aspecto relevante

son las diagonales marcadas de la Figura 3.18c.
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(a) Cuadro 1, genoma (b) Cuadro 2, genoma (c) Cuadro 3, genoma
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NGmero de puntos por Pixel
NGmero de puntos por Pixel
NGmero de puntos por Pixel

00C os GO0

(d) Cuadro 1, genes. (e) Cuadro 2, genes. (f) Cuadro 3, genes.

Figura 3.18: Representacion del genoma de Penicillium Ozxalicum.

Por otro lado, en las imégenes provenientes de las regiones codificantes se puede inferir
la forma de double-scoop mas claramente y corresponde a las pocas apariciones de la
subsecuencia T'A, pero sin desaparecer. Se puede inferir también, que el resultado obtenido
de las figuras de los genomas y genes, el patrén no cambia mucho; en el genoma, este patron
no es tan claro como en la secuencia correspondiente a los genes y tiene mas detalles, pues
se forman las diagonales en el cuadro 3 de genomas. Las regiones codificantes corresponden
al 23.4975 % del genoma.

3.3.4. Reino Plantae

La especie representante elegida es Cucumis Melo, coloquialmente llamado melén. Esta
planta es 90 % agua. El largo de este genoma es de 366.171 Mb. La representacion del
genoma corresponden a las Figuras 3.19a, 3.19b, 3.19¢c y las Figuras 3.19d, 3.19e, 3.19f

corresponden la representacion de los genes de los cuadros de tipo 1,2 y 3 respectivamente.
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(d) Cuadro 1, genes. (e) Cuadro 2, genes. (f) Cuadro 3, genes.

Figura 3.19: Representacion del genoma de Cucumis Melo.

La representacion con el Juego del Caos del genoma vuelve a tener un ligero parecido con
la Figura 3.9; por lo que, aplicando el mismo razonamiento que se hizo con las anteriores
especies donde se observd este patron, se puede deducir que, en el genoma de Cucumis
Melo hay una carencia de nucledtidos C'y G, en cambio, los nucledtido Ty A son més
frecuentes. No obstante, al igual que las anteriores, las figuras no son idénticas, ya que en

estas representaciones se observan lineas transversales en los cuadros 3.19b y 3.19c.

Al observar las frecuencias de las subsecuencias de longitud 2, que corresponden a la
malla con una particion de 2%, se puede discernir que los cuadros con menor densidad
corresponden a las subsecuencias C'GG, pero no es lo suficientemente escasa para formar la

double-scoop; las subsecuencias con mayor densidad corresponden a AA, TA, TT y AT.

En la representacion de las regiones codificantes, se puede ver que la frecuencia de los
nucledtidos C' y G es menor, mientras que los nucledtidos A y T" son més frecuentes;
utilizando una malla més delgada k = 2 se obtiene que las subsecuencias menos frecuentes

son CG y T A; sin embargo, esta tltima subsecuencia suele ser mas frecuente que CG.

En esta especie se puede apreciar una clara diferencia entre el atractor perteneciente
a la secuencia del genoma y el de la region codificante. En este caso aproximadamente
6.5118 % del genoma pertenece a regiones codificantes, por lo que el 93.4882 % del restante

genoma, que corresponde a la region no codificante, es lo suficientemente grande para tener
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un patréon distinto.

3.3.5. Reino Animal

Se tomd como representante de este reino al genoma de Mus Musculus cominmente
conocido como ratéon doméstico. Este es el mamifero mas utilizado en experimentos de
laboratorio. El largo de su genoma corresponde a 2.5 Gb. Las Figuras 3.20a, 3.20b, 3.20c
corresponden a la representacion del genoma y 3.20d, 3.20e, 3.20f a la representacion de

los genes de los cuadros de tipo 1,2 y 3 respectivamente.
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Figura 3.20: Representacion del genoma de Mus Musculus

La representacion del Juego del Caos del genoma, cuadro 2 de la Figura 3.20b, se parece
mucho al caso 2 de las variantes del juego del Caos 3.8c, por lo que se puede deducir
facilmente cual es el patron que se sigue. En este genoma la subsecuencia C'G es escasa,
pero no es nula, ya que si aparecen puntos azules dentro de la zona donde no deberia haber
algo. Como se mencion6 anteriormente, esta caracteristica tiene sentido por las islas C'pG

y por tratarse del genoma de un mamifero [45].

Con esta especie se observa una diferencia cualitativa entre los cuadros del genoma con
respecto a los cuadros de las regiones codificantes. El cuadro 1 de genes 3.20d tiene un

parecido con el caso 3 de la variante 3.8d del juego del Caos, por lo que las subsecuencias

72



Brenda Quintana 3.4. Patrones del Juego del Caos por Reinos

que tienden a no aparecer son C'G y T'A, volviendo a hacer énfasis que no son nulas.
El porcentaje de material genético codificante es aproximadamente 0.8227 % del genoma,
este pequeno porcentaje tiene un patron caracteristico que es distinto al del genoma: la

restriccion del genoma més otra condicion.

3.4. Patrones del Juego del Caos por Reinos

En esta seccion se presentan de manera compacta, las distintas representaciones del Juego
del Caos para 6 especies de cada reino; su taxonomia esta resumida en un cuadro final de

cada subseccion.

De manera general, se observan las siguientes caracteristicas del reino Monera. Teniendo
presente que no existe el ADN intergénico en bacterias; ademas, que la gran mayoria del
genoma es material genético codificante (alrededor del 90 %), se puede resaltar que, en la
representacion del genoma con el Juego del Caos de las seis especies provenientes de los
géneros: Staphylococcus, Haemophilus, Bifidobacterium, no se logra discernir una diferencia
significativa entre la representacion del genoma completo y las regiones codificantes. Un

factor influyente es la alta porcion de material codificante en el genoma.

El resultado obtenido sugiere que la regiéon no codificante tiene el mismo patréon que la
region codificante o que sus diferencias no son significativas. Por otro lado, al comparar
los tipos de cuadros entre todas las especies, se pueden destacar dos aspectos. El primero
es que la representacion del genoma y de las regiones codificantes son muy semejantes si
se comparan cuadros provenientes de especies que tienen el mismo género. El segundo, es
que los cuadros de los géneros Staphylococcus y Haemophilus se ‘parecen’ ligeramente pues
tienen la diagonal izquierda muy marcada. En cuanto al género Bifidobacterium parece

tener un patréon donde la diagonal izquierda es la que menos se marca.

En cuanto al reino Protista, se puede destacar lo siguiente al comparar todas las figuras
obtenidas de los géneros Giardia, Plasmodium, Trypanosoma y Leishmani. Visualmente el
cambio entre la representacion de las regiones codificantes y genomas no es muy drastico;
en los cuadros pertenecientes a las regiones codificantes parece acentuarse ligeramente mas
el patron que se observa en los cuadros pertenecientes a genomas, lo que podria indicar
que la region no codificante tiene un patron distinto. En las especies seleccionadas, el
porcentaje del genoma perteneciente al material genético es muy variable. El méas grande
tuvo el 89.5919 % y el menor 35.2030 %; sin embargo, entre més alta sea la densidad de las
regiones codificantes el cambio resultante es menor y como consecuencia el cambio més
notorio lo tiene Plasmodium Vivar donde se ve un patréon més definido parecido al de la
Figura 3.9.
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Analizando los resultados obtenidos entre especies se puede destacar lo siguiente:

= De las especies Plasmodium Vivax y Plasmodium Owvale los patrones obtenidos son
diferentes entre ellos, en comparacion al reino anterior, donde las especies con el

mismo género presentaban patrones casi idénticos e indistinguibles a simple vista.

= Los patrones observados en las especies Trypanosoma Bruceir y Leishmania Dono-
vani tienen una diferencia que es significativa, aun cuando ambos pertenecen a la

familia Trypanosomatidae.

s Giardia Intestinalis y Giardia Muris presentan patrones bastante similares, tanto

en las figuras pertenecientes al genoma como a las regiones codificantes.

En tanto que, en el reino Fungi se observd que en este, las figuras obtenidas de los ge-
nomas y las regiones codificantes son ligeramente distintas. Las figuras pertenecientes a
las regiones codificantes presentan el mismo patrén que el visto en su respectivo genoma,
pero mas marcado; lo cual sugeriria que la regiéon no codificante tiene un patréon distinto.
El porcentaje de regiones codificantes en el genoma es bajo en todas las especies, alrede-
dor del 20 %. De los tres géneros, Amanita, Penicillium y Trametes, los tres pertenecen a
clases distintas; sin embargo, inicamente los cuadros obtenidos de Amanita y Penicillium
son muy parecidos, en cambio Trametes se le parece ligeramente, pues el patron que se

ve en sus figuras es mas marcado.

Por otro lado, en el reino Plantae la diferencia en la representacion del genoma y las regio-
nes codificantes es muy notoria. Las regiones codificantes tienen un patrén completamente
diferente, lo cual indica que la estructura de los genes es muy distinta a la del genoma.

En estos ejemplares alrededor del 8 % del genoma pertenece a regiones codificantes.

De los géneros Oryza, Panicum, Brassica y Cucumis con los que se trabajo, Brassica y
Cucumis pertenecen a la misma clase; al hacer una comparacién visual de los cuadros
producidos de las especies pertenecientes a estos dos géneros, se puede observar cierto
parecido en los cuadros del genoma; sin embargo, no son tan similares en los cuadros
correspondientes a las regiones codificantes. En cambio, los géneros Oryza y Panicum
pertenecen a la misma familia, la Poaceae y, por lo tanto, a la misma clase. Al realizar el
contraste de las figuras pertenecientes a las especies de esta familia, se puede enfatizar que
tiene una similitud visual, tanto en los cuadros correspondientes a las regiones codificantes

como a los de los genomas.

Finalmente, el resultado obtenido en el reino Animalia, es muy similar a los ultimos tres
reinos, la representacion del genoma y las regiones codificantes es diferente, pero es mas

notoria en el género Mus; por otro lado, en el género Apis no es tan notoria por la baja
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cantidad de informacién que habia de regiones codificantes; aproximadamente el 3% del

genoma corresponde a regiones codificantes.

A contencién se muestran las representaciones graficas de todos las especies tomadas de

referencia por reino.
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Monera

3.4.1.
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Cuadro 3.1: Representaciones de genomas y genes de bacterias 1.
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Cuadro 1 Cuadro 2 Cuadro 3
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Informacion de Especies

Dominio Bacterias
Clase Actinobacteria Gammaproteobacteria Bacilli
Orden Bifidobacteriales Pasteurellales Bacillales
Familia Bifidobacteriaceae Pasteurellaceae Staphylococcaceae
Género Bifidobacterium Haemophilus Staphylococcus
Bif. Bif. Haem. Haem. Staph. Staph.
Especie
Adolescentis | Angulatum | Haemolyticus | Influenzae | Aureus Capitis
% de Genes | 88.0456 % 85.6784 % 89.2602 % 88.6342 % | 83.3673 % | 85.7066

Cuadro 3.3: Tabla con la taxonomia de las especies utilizadas del reino Monera.
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Protistas

3.4.2.
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Representaciones de genomas y genes de protistas 1.
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Cuadro 1 Cuadro 2 Cuadro 3
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Informacion de Especies

Dominio Protista
Clase Zoomastigophorea Aconoidasida Kinetoplastea
Orden Diplomonadida Haemosporida Kinetoplastida
Familia Hexamitidae Plasmodiidae Trypanosomatidae
Género Giardia Plasmodium Trypanosoma | Leishmania
Giardia Giardia Plasm. Plasm. Tryp. Leis.
Especie
Intestinalis Muris Vivaz Owale Brucer Donovani
% de Genes | 84.1668 % | 89.5919% | 35.2030 % | 35.5872 % 57.7022 % 48.6741 %

Cuadro 3.6: Tabla con la taxonomia de las especies utilizadas del reino Protista.
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Capitulo 3. Representacion del ADN

Hongos

3.4.3.
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Cuadro 1 Cuadro 2 Cuadro 3

Especie

194ig 10d saqund 3p osawnN

= 3 8 8 8 8 R’ o g

1914 Jod so3und ap CaRWIN
A 8 A4 8 8 8 . o

§ E B 8 8 rn g 8 o

jovid sod saaund 9p osowN

1914 Jod scaund 9p CsawN
8 8 g R R 2 o
L

o414 J0d sayund 3p osowAN

2xig s0d sa3und 3p osawnN

12%id 10d scaund 3p csawnN
g8 & % 8 & 2 o

1914 10d so3und ap oW

1ovid sod sayund ap osowN

190

1914 10d soyund 3p o

a1id 10d sayund 3p osawnN

2¥id 10d scyund 3p csawnN

1314 10d so3und p oY

RUIOUOL)

1110jonboy
wmfotusd

Souox)

BUIOUOL)

JO[ODISIDA
sojouredy,

SOURN)

RUIOUIL)

BOUIID0))
sojouredy,

SoUoN)

Representaciones de genomas y genes de hongos 2.

Cuadro 3.8

83



Capitulo 3. Representacion del ADN

Brenda Quintana

Informacion de Especies

Dominio Fungi
Clase Agaricomycetes Eurotiomycetes Homobasidiomycetes
Orden Agaricales Eurotiales Poriales
Familia Amanitaceae Trichocomaceae Coriolaceae
Género Amanita Penicillium Trametes
Amanita | Amanita Penic. Penic. Trametes | Trametes
Especie
Muscaria | Inopinata | Ozalicum | Roqueforti | Versicolor | Coccinea
% de Genes | 16.4528 % | 15.6727% | 23.4975% | 23.4975% | 12.4938% | 13.7107%

Cuadro 3.9: Tabla con la taxonomia de las especies utilizadas del reino Fungi.
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Plantas

3.4.4.

Cuadro 2 Cuadro 3
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Capitulo 3. Representacion del ADN

Cuadro 1 Cuadro 2 Cuadro 3
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3.4. Patrones del Juego del Caos por Reinos

Informacion de Especies

Reino Plantae
Clase Liliopsida Magnoliopsida
Orden Cyperales Capparales Violales
Familia Poaceae Brassicaceae Cucurbitaceae
Género Oryza | Panicum Brassica Cucumsis
Oryza | Panicum | Brassica | Brassica | Cucumis | Cucumis
Especie
Sativa Hallii Rapa Oleracea melo sativus
% de Genes | 4.0459% | 3.5502% | 9.6259% | 5.1454 % | 6.5118 % | 6.3928 %

Cuadro 3.12: Tabla con la taxonomia de las especies utilizadas del reino Plantae.
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Cuadro 3

Cuadro 1 Cuadro 2

Animales

Especie
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Informacion de Especies

Reino Animalia
Clase Insecta Mammalia Cephalopoda | Bivalvia
Orden Hymenoptera Rodentia Octopoda Pectinida
Familia Apidae Muridae Octopodidae | Pectinidae
Género Apis Mus Octopus Pecten
Apis Apis Mus Mus Octopus Pecten
Especie
Mellifera | Cerana | Musculus | Caroli Sinensis Mazimus
% de Genes | 3.7893% | 3.2176 % | 0.8227% | 0.4945% 0.4475 % 1.7546 %

Cuadro 3.15: Tabla con la taxonomia de las especies utilizadas del reino Animalia.
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Conclusiones

La identificacion de las regiones genéticas ha sido de gran utilidad para el estudio de enfer-
medades, creacion de farmacos, entre otros, por lo que es de suma importancia conocerlas,

sin embargo, no es una tarea sencilla de lograr.

Con este trabajo se aporta al reconocimiento de patrones genéticos partiendo como idea
central el articulo Chaos game representation of gene structure escrito por J. H. Jeffrey[27],
en que se hace uso del algoritmo llamado Juego de Caos y se obtiene una representacion
grafica de cualquiera secuencia de ADN iniciando con la pregunta abierta ;El patron que

se observa en el genoma varia con respecto al de los genes? como eje central de la tesis.

La biologia molecular es base fundamental para esta investigacion, ya que, para darle una
interpretacion adecuada a las graficas obtenidas por el Juego del Caos, primero se tiene
que entender qué son las regiones codificantes. En este sentido, la bioinformatica juega un
papel fundamental para la obtencién de las regiones codificantes contenidas en la base de
datos GenBank.

Los fractales y los sistemas dinamicos han sido otra parte esencial para el desarrollo y
formalizacion de esta investigacion, ya que para comprender el algoritmo del Juego del
Caos y los resultados fractales que se obtuvieron, se tuvo que hacer un meticuloso estudio

de los fractales y de los sistemas de funciones iteradas y atractores.

Haciendo uso del lenguaje de programacion Python3 y varias paqueterias de este lenguaje,
se programo el algoritmo del Juego del Caos para realizar las representaciones gréficas,
tanto del genoma, como de las regiones codificantes en los tres tipos de diferentes cuadros
de seis especies pertenecientes a cada reino biologico, en total de treinta especies. Lo que
se puede concluir, después de realizar un analisis cualitativo descrito en la Secciéon 3.3 de
todas las figuras obtenidas, que estas se pueden dividir en dos partes correspondientes a

la clasificaciéon tipo de célula.
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En las especies cuyo tipo de célula es procariota, no se logré distinguir visualmente la
diferencia entre la estructura del genoma y la estructura perteneciente a las regiones
codificantes. Sin embargo, hay que tener presente que una caracteristica de este tipo de
célula, es la alta densidad del material genético codificante en el genoma (alrededor del
90 %); por lo que, esto podria influir en la falta de claridad para caracterizar la arquitectura

genética de estas especies.

En los cuadros de informacién de especies de reino Monera, se puede apreciar que los tres
géneros que fueron considerados pertenecen a clases distintas, y ademas, las representa-
ciones correspondientes a genomas son distintas entre clases. Lo cual genera una pregunta
muy significativa: ;Seréd que esta representacion puede ayudar a la construccion de arboles
filogenéticos?

En cuanto a las conclusiones obtenidas de células eucariotas, se puede divisar una gran
diferencia en las representaciones graficas de las regiones codificantes y el genoma, donde
parece haber un patréon casi completamente distinto. Este resultado se puede deber a
la baja densidad de regiones codificantes en genoma (en su mayoria es menor al 50 %);
este rasgo es mas notorio en las especies pertenecientes a los reinos Plantae y Animalia.
Por otro lado, en los reinos Fungi y Protista, la diferencia observada entre la estructura
genética y la estructura del genoma completo es muy sutil. Hay que mencionar que, entre
més alto sea el porcentaje de la region codificante perteneciente al genoma, la distincion

de patrones entre estas dos secuencias es méas compleja.

A cerca de la similitud visual entre estructuras, se puede observar que en el reino protista

las estructuras de genomas son distintas entre clases.

En el reino Fungi los cuadros de las representaciones del genoma perteneciente a las
clases Agaricomycetes y Eurotiomycetes poseen un gran parecido visual. No obstante, las

representaciones de los genes entre estas dos clases son medianamente diferente.

En el reino plantae hay un parecido visual entre las representaciones genémicas de los
cuatro especimenes de la clase Magnoliopsida, sen cambio, las representaciones de los

genes parecen ser diferente.

Por dltimo, en el reino Animalia las clases Cephalopoda y Bivalvia, las representaciones
graficas de los especimenes elegidos tienen un parecido, pero las representaciones de las

regiones codificantes parecen diferir.

Para realizar un analisis con mayor exactitud se podria investigar mas sobre medidas en
imégenes para asi, establecer una distancia entre imégenes y lograr medir cuantitativa-
mente que tan distintas son las representaciones gendémicas y las correspondientes a las

regiones codificantes entre reinos, filos, clases, orden y familias.

El usar diferentes cuadros para ejecutar el Juego del Caos tuvo efectos positivos al realizar
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el anélisis, ya que, sirvieron para que visualmente se acentuaran los patrones; en particular,
para examinar la densidad de los cuadros pertenecientes a las diagonales. Sin embargo, la
informacion que revelan es la misma. Si se hiciera un programa de computo para analizar
las figuras obtenidas bastaria con usar solamente un tipo de cuadro. También resultaria

interesante realizar un programa que obtenga las subsecuencias méas frecuentes.

Cabe mencionar que se trabajo con las regiones codificantes en el sentido de 5" a 3, por
lo que no se hizo distincion en el sentido de la region codificante, pues los marcos abiertos
de lectura también pueden encontrase en la hebra complementaria, para mas detalles
véase [51] y [55]. Si se hiciera esta distincion seria equivalente a trabajar con la hebra
de ARNm y esto cambiaria las figuras obtenidas, ya que ciertas cantidades de secuencias
serfan graficadas en su base complementaria, es decir, algunos puntos serian reflejados o
rotados dependiendo del cuadro con que se trabaje, por lo que este cambio tendria un

gran impacto en la estructura de los fractales obtenidos.

Finalmente, seria muy atractivo y enriquecedor realizar la representacion grafica de las
regiones no codificantes del ADN, y asi poder comparar la estructura resultante con los
patrones del genoma y la estructura de las regiones codificantes, en particular, para las
especies que poseen un alto porcentaje de material genético codificante en el genoma. Por
otra parte, para el caso de células eucariotas seria interesante observar las comparaciones

entre las representaciones de los intrones y resto del ADN no codificador.
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Apéndice A
Clasificacion de los Seres Vivos

Para clasificar a los seres vivos, la sistematica como rama de la biologia utiliza la taxono-
mia, que es el drea del conocimiento encargada de establecer las reglas de clasificacion. Los
taxonomistas se basan en diversos aspectos para clasificar a los seres vivos, tales como:
su distribucion en la Tierra, por el estudio de los restos fosiles, por el funcionamiento de

sus organos, por la informacion genética que poseen y otros factores. [20]

Los reinos representan cada una de las grandes subdivisiones taxonémicas. Los reinos
clasicos son Animalia, Plantae, Fungi, Protista y Monera. Sin embargo, en la actualidad
estos reinos han sido refinados; como el reino Monera, que es una clasificaciéon que inclu-
ye los dominios Archaea y Eubacteria, pero estas bacterias son muy distintas. En 1990
Woese presentd una nueva forma de clasificar los seres vivos en tres dominios: Bacterias,

Arqueobacterias y Eucariontes.[20]

A.1. Reino Monera

Comprende las formas de vida mas simples y primitivas que se conocen. Son seres uni-
celulares del tipo procariota; pueden ser autétrofos' o heterétrofos®. Estos seres pueden
subsistir en todos los ambientes del planeta, incluso dentro de otros organismos. Los or-

ganismos mas conocidos pertenecientes a este reino son las bacterias.[20]

Lo conforman: bacterias (eubacterias), algas verdeazuladas (Cyanobacterias) y arqueo-

bacterias. Inicialmente las arqueobacterias eran consideradas dentro de este reino, pero

'Esta palabra es neologismo del griego, compuesta por avto( (autos) = que actiia por si mismo o
sobre si mismo, y Tpodo( (trophos) = que nutre. Se refiere a un organismo que es capaz de elaborar su
propia materia organica a partir de sustancias inorganicas.

2También es neologismo griego, compuesta por eTepo( (héteros) = distinto, otro y Tpogol (trophos) =
que nutre. Son organismos que se alimentan de sustancias organicas elaboradas por otros y asi obtienen
la energia.
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con los avances tecnologicos se dieron a conocer caracteristicas especiales que las diferen-
cian de las bacterias; por esta razon, se considera que conforman un Dominio separado:
Archaea®. Sin embargo, en este trabajo no se hara esa distinciéon. También las algas y
cianobacterias son productores primarios, es decir, forman la base de la alimentacion de

todas las cadenas troficas. En la Figura A.1% se muestran algunos ejemplares. [20]

(a) Salmonella: es un género bacteriano, provoca (b) El color amarillo es debido a la arquea Halo-
la enfermedad salmonelosis que afecta el aparato bacterium salinarum. Salinas de Fuentecaliente

intestinal en animales y humanos. en las Islas Canarias, Espana.

Figura A.1: Ejemplos de Monera.

A.2. Reino Protista

El reino protista comprende todos aquellos eucariotas que no pueden ser clasificados como
animales, ni como plantas u hongos. Este es el reino més diverso. Agrupa a un conjunto
muy diverso de organismos, generalmente monocelulares, tanto autétrofos como heterétro-
fos; con o sin pigmentos; moviles o sésiles; unicelulares, coloniales e incluso pluricelulares;
ademés, son organismos de héabitat hiimedo o acuético. En la Figura A.2% se muestran

algunos ejemplares provenientes de este reino.[20]

La variedad mencionada hace que sea dificil caracterizarlos, excepto en los rasgos comunes
de todo ser eucariotico; sin embargo, existen dos grandes grupos: los protozoos®que son
seres unicelulares y heterétrofos, y las algas que son seres autétrofos que pueden ser

unicelulares o pluricelulares. [20]

3Del griego apxawa (arkhaia) = las antiguas, pues son de las estructuras moleculares mas antiguas
que se haya estudiado.

4Figuras tomadas de [58] [40]

°Figuras tomadas de [47] y [5]

6Palabra que deriva del griego, mpw7o( (protos) = primero, primitivo y Cwov (zoon) = animal, ya
que se les considera animales unicelulares primitivos.

96



Brenda Quintana A.3. Reino Fungi

(a) Algas Pardas. Los pigmentos fotosintéticos (b) Ameba ‘come cerebros’. El parasito llega al
les permite realizar la fotosintesis a diferentes cerebro y destruye el tejido cerebral.

niveles del océano, hasta en profundidades don-

de solo llegan las longitudes de onda més cortas

(verde-azules) de la luz solar.

Figura A.2: Ejemplos Protistas.

A.3. Reino Fungi

Este reino estd compuesto por hongos, que son seres eucariotas y pluricelulares, como
las levaduras, los mohos y las setas. Estos seres comparten caracteristicas fundamentales
con las plantas: tienen cada una de sus células rodeadas individualmente de una pared
celular y viven fijos al sustrato; sin embargo, no pueden realizar la fotosintesis. Por otro
parte, los hongos son seres heterotrofos, como los animales, pero no pueden cazar. Pueden
vivir en cualquier ecosistema del planeta, siempre que haya materia organica, agua y una

temperatura apropiada.|20]

Estos seres habitan aguas dulces o saladas, pero la mayoria son terrestres y viven en
lugares hiimedos y ocultos del sol; ademas, la cantidad de formas, colores y tamanos que

tienen los hongos es inmensa. En la Figura A.3 7 se dan un par de ejemplos.

"Figuras tomadas de [23] y [7]
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(a) Mycena lucentipes, prospera en la madera de (b) Leratiomyces. Hongo perteneciente los bos-
los arboles con flor de los bosques lluviosos de ques de Nueva Gales del Sur, Australia.

Brasil y Puerto Rico.

Figura A.3: Ejemplos Hongos.

A.4. Reino Plantae

Se considera de este grupo a todas las formas de vida vegetal terrestre, son organismos
pluricelulares, autoétrofos, estan adaptados a la vida terrestre, obtienen de la luz solar la
energia necesaria para vivir y poseen células eucariotas. Suelen vivir fijas al sustrato y
no se desplazan, sin embargo, realizan algunos movimientos, como curvaturas, o apertura
y cierre de flores. Se diferencian de las algas por desarrollar tejidos especializados. En la

Figura A.4 ® se encuentras algunos ejemplares.

Estos organismos se caracterizan por realizar el proceso de la fotosintesis’, el cual es la
forma de nutricion del reino vegetal y ademas forman la base de la alimentacion de todas
las cadenas troficas. Para realizar la fotosintesis necesitan didxido de carbono, agua y sales

minerales, ademas de la energia que obtienen de la luz solar.[20]

8Figuras tomadas de [29] y [15]

9Palabra de proveniente del griego, ¢wro( (photo) = luz, cvvbeai( (synthesis) = composicion, com-
binacion de elementos para formar algo. Ya que se sintetizan sustancias organicas a partir de otras
inorganicas, utilizando la energia luminosa.
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(a) Nymphaeaceae son una familia de angiosper- (b) Wisteria floribunda o Glicina Japonesa. Con
mas. Habitan en aguas quietas o de corriente un superficie 1,990 metros cuadrados estéa locali-
lenta de hasta 2 m de profundidad, siendo tole- zada en Ashikaga Flower Park; se encuentra sos-
rantes a la escasez de oxigeno. tenida por pilares de acero, permitiendo a los vi-

sitantes caminar por debajo de ella y admirar los

colores cuando florece.

Figura A.4: Ejemplos Plantas.

A.5. Reino Animalia

Los seres de este reino, se caracterizan por tener una enorme diversidad ecolégica, morfolo-
gica y conductual, como el reconocimiento del peligro potencial. Se distinguen de los otros
reinos eucariotas por carecer de clorofila (no hacen fotosintesis) y pared celular (como las
plantas y hongos), asi como por su reproduccion, casi enteramente sexual. Su capacidad
de movimiento puede ser auténoma o fija al sustrato y han colonizado todos los ambientes

terrestres.|2]

Los animales suelen dividirse en dos grandes grupos: los vertebrados, son aquellos que
poseen un esqueleto interno formado por huesos o cartilago como los peces, anfibios,
reptiles, aves y mamiferos; y los invertebrados que no poseen esqueleto interno, en este
grupo se encuentra el 95% de las especies conocidas de este reino, como artropodos:
insectos, aranas y crustaceos; moluscos: caracoles, calamares y pulpos; equinodermos:
erizos y estrellas de mar; y anélidos como la lombriz de tierra. En la Figura A.5'Y se

muestran un par de ejemplos [2].

OFiguras tomadas de [39] y [52]
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(a) Orcinus orca son los mayores depredadores (b) Elephantidae comtnmente conocidos como
de los océanos, llegan a pesar mas de cinco tone- elefantes. Debido a la caza ilegal actualmente las
ladas y medir hasta nueve metros. mayoria de las poblaciones de elefantes africanos

que sobreviven nacen sin colmillos [52].

Figura A.5: Ejemplos Animales.
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Apéndice B
Transformaciones Lineales

Las transformaciones lineales son funciones que ‘conservan’ la estructura. En geometria
una clase de transformaciones lineales son las rotaciones, reflexiones y proyecciones, estas

se suelen usar para el estudio de movimientos rigidos en R".

Definicion B.0.1. Sea (X, d) un espacio métrico. La transformacion en X es una funcion
f: X — X, que asigna exactamente un punto f(z) € X paracadapuntox € X.Si S C X
entonces f(S) = {f(z) : x € S}. f esinyectivasi x,y € X con f(z) = f(y) implica z = y.
f es sobreyectiva si Vy € f(X) existe x € X tal que f(x) = z. f se le llama invertible si es
inyectiva y sobreyectiva. En este caso es posible definir la transformacion f=!: X — X,

llamada la inversa de f, por f~!(y) = z, donde z € X es el tnico punto tal que y = f(z).

Definiciéon B.0.2. Sean (V,+,,-,) vy (W, +4, -w) dos k—espacio vectoriales. Una funcion

f:V — W se llama transformacion lineal de V' es W si cumple:
o f(v1+ov2) = f(v1) 4o f(v2) Vo, €V
w fApv) =N f(v) YAEK,YoeV
Ejemplo B.0.1. Para 0 < 6 < 27 se define Ty : R? — R? mediante

Ty(ay,as) = (ajcosl — assend, aysind + ascosh)

Ty se le denomina rotacion en 6 y es una transformacion lineal.

Para demostrar que 7T es lineal sean (ay,as), (by,by) € R? y c € R.

T9 ((al, CLQ) + C(bl, bg)) = T,g (CLl + Cbl, ag + Cbg)
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= ((ay + cby)cost — (az + cby)send, (ay + cby)sind + (az + cby)cosh)
= (a1c0s0 — agsen, a;sinf + azcosl) + c(bycosd — basend, by sind + bycosh)
=1y

T, (CLl, CLQ) + CT@(bl, bg)

Por lo tanto es lineal.

B.1. Transformaciones Lineales en la Geometria

Las transformaciones lineales pueden ser usadas para proyectar, reflejar, rotar o girar. Son

una herramienta para ajustar geométricamente objetos o describir movimiento.
Existe una correspondencia uno a uno con el espacio de la matrices y las transformaciones

lineales, que permite estudiar las propiedades de una para estudiar las propiedades de la

otra.

Definicién B.1.1. Sea § = {zi,...,z,} una base ordenada para un espacio vectorial
V' dimensionalmente finito. Para © € V se define al vector ordenada de x relativo a f,

denotado por [z]z, mediante

[z]s =

an

Supoéngase que V' y W son espacios vectoriales dimesionalmente finitos con bases orde-
nadas 0 = {z1,...,2,} v v = {v1,...,Ym} respectivamente. Sea T : V. — W lineal.

Entonces existen escalares tnicos a;; € F(i =1,...,my j=1,...,n) tales que

T(x;) = Zaijyj paral <j<mn
i=1

Definicion B.1.2. Utilizando la definiciéon anterior, llamaremos a la matriz A de m x n
definida mediante A;; = a;; la matriz que representa a 1" en las bases ordenadas 5y vy

se escribira A = [T}

Definicién B.1.3. Una transformacion w : R? — R? de la forma

w(xy, we) = (axy + bxe + e, cxy + drg + f)

donde a,b,c,d, e, f € R, es llamada una transformacion afin (en dos dimensiones).
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Se suele usar la notacion

() (L)) e

Estas matrices tienen propiedades geométricas muy importantes, ya que las transforma-
ciones matriciales son reflexiones, compresiones-expansiones, cortes, rotaciones y proyec-

clones.

Siempre se puede reescribir la matriz de la forma:

a b B ricost; —rysinbs
c d] risinf,  recosts
donde (r1,61) son las coordenadas polares del punto (a,c) y (TQ, 0y + g) son las coorde-

nadas polares del punto (b, d).

En general, una transformacion afin w(x) = Az + ¢ € R? consiste en una transformacion
lineal que deforma el espacio original seguido de una traslaciéon o corrimiento especificado

por el vector t.

B.1.1. Reflexiones

Una reflexion es una transformacion lineal T' de un espacio vectorial V' en si mismo, en
el que existe un hiperplano de puntos fijos, es decir, de puntos cuyas imagenes por T

coinciden con ellos mismos; tal conjunto se le denomina hiperplano de reflexion.

Si se quiere una reflexion sobre el eje x, llamese R,, basta fijarse en la imagen que desea

obtener de los vectores candnicos|24].

)<l

A:

Rw(el) = Rx (

’ Rz(xvy) = (LL', _y)

De manera analoga se puede reflejar con respecto el eje x, la diagonal o al origen.

Rywg) = (o) A= (1’]
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0 1

Rd(ﬂ?,y) = (y7 x), A=
10
—1 0

Ry(x,y) = (—z,—y), A=
(z,y) = ( y) 0 _1]
(a) Imagen original (b) Reflexion con respecto al ~ (¢) Reflexion con respecto al
eje T eje y

Figura B.1: Reflexiones

B.1.2. Rotaciones

Otro tipo de transformaciones en el plano es la rotaciéon, que es un giro a cualquier punto

en el plano. En general, cualquier rotacion de un éngulo ¢ en sentido antihorario sobre el

O]) _ [—sm(qﬁ)]
1 cos(p)

origen se escribe de la siguiente forma:

))-

cos(9)
sin(9)

, Rylez) = Ry (

Ry(e1) = Ry (

A:

cos(¢) _sm<¢)]
sin(¢)  cos(¢)

Y cualquier rotaciéon de un dngulo ¢ en sentido horario sobre el origen se escribe de la

siguiente forma
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Original Rotacién Rotacién

T

(a) Imagen original (b) Expansioén con 6 = 7/5 (c) Expansion con a = 1/8 y
b=3

Figura B.2: Rotaciones

B.1.3. Compresiones y Expansiones

Las comprensiones y expansiones son escalamientos a lo largo de los ejes coordenados.
Para un factor de escalamiento ¢ > 0, que satisface 0 < ¢ < 1 entonces se trata de una

compresion y si ¢ > 1 se trata de una expansion [4].

Si solo se desea expandir o compresionar en la direccién del eje x con un factor ¢, entonces

la transformacion se puede deducir de la siguiente manera:
e
0
0
A=|¢
0 1

Por otro lado, si se desea expandir o compresionar en la direccion del eje y con un factor

1
0

) Ec<€2) = Ec <

Ec(el) = Ec (

¢, entonces la transformacion se puede deducir de la esta manera:

1 1 0 0
) S I B
L 0]

0 ¢

Finalmente, si se desea expandir o compresionar en la direccién del eje x y y con factores a

y b respectivamente, entonces la transformacion se puede deducir de la siguiente manera:

) 1)L

) Ea,b<€2) = Ea,b (

Ea,b(el) = Ea,b (
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=

Original Expansion Expansién

(a) Imagen original (b) Expansion cona =2y b= (c) Corte cona=1/8yb=3
1/4

Figura B.3: Expansiones y Compresiones

B.1.4. Cortes

Un corte es una transformacion lineal que desplaza cada punto en una direccion fija, en
una cantidad proporcional a su distancia desde la linea, que es paralela a esa direccion y
pasa por el origen. Tiene la propiedad de que hay un vector w tal que T'(w) = wy T(x)—x

es un multiplo de w para toda x; si u es ortogonal a w, entonces T'(x) = x + (u - z)w [33].

Un corte sobre el eje x se ve de la siguiente manera, donde cada punto se mueve a lo largo

de la direccion del eje z una cantidad proporcional a la distancia de x.

1\ |1 O} _ |
ol | = 1o 1) |1
= 1 ¢ c .

= 0 1 3 x(xay) - (ZE +Cy7y)

Un corte sobre el eje y se ve de la siguiente manera, donde cada punto se mueve a lo largo

Cx<€1) = CI (

5 Cx(QZ) = Cx (

de la direccion y una cantidad proporcional a la distancia de y.

[ s

Cy(er) = C, ( , Cylex) = C, <

A:
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Original Cortes Cortes
6

T

(a) Imagen original (b) Corte con ¢ =5 (c) Corte con ¢ = —1/2

Figura B.4: Cortes

B.1.5. Proyecciones

Una proyeccién es una transformacion lineal idempotente sobre un espacio vectorial. Estas
transforman cualquier punto x del espacio vectorial en un punto de un subespacio imagen

de la transformacion [11]. La proyeccion sobre el eje x, llamese P, se expresa de la siguiente

forma:
1 1 0 0
P.(e;) =P, = , Pyles) =P, =
10
A= , P(x,y) = (x,0
00 (z,y) = (x,0)
(a) Imagen original (b) Proyeccion con respecto al — (¢) Proyeccion con respecto al
eje y eje x

Figura B.5: Proyecciones

La proyeccion sobre el eje y, llamase P, se expresa de la siguiente manera

)l )l

1
0

0
1

) Py(62):Py<

Py(el):Py(
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, Pyz,y) =(0,9)
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Apéndice C

Medida y Medida en Fractales

C.1. Breve introduccion a la Teoria de la Medida

Definiciéon C.1.1. Sea X un espacio. F denota a la clase de subconjuntos no vacios de

X, tal que

» SiX,0eF
» ABeF=AUBEeF.

n Ac F=A\XeF

entonces F es una algebra.

Definicion C.1.2. Sea F una algebra tal que
» A, e Fparaiel,2,---= )~ A eF
entonces F es llamada o—éalgebra (o campo de Borel).

El par (X, F) consiste en un arbitrario conjunto X y una o—éalgebra F subconjunto de
X es llamado espacio medible. A los conjuntos en F se les llama conjuntos medibles (con

respecto a la o—algebra F).

Teorema C.1.1. Sea X un espacio y sea G un conjunto de subconjuntos de X. Sea
{Fa : @ € I} denota al conjunto de todas las c—algebras en X que contienen a G. Entonces

F =, Fa €s una c—algebra.

Definicion C.1.3. Sea G un conjunto de subconjuntos del espacio X . La minima o—algebra

que contiene a G, definida en el teorema C.1.1 es llamada o—algebra generada por G.
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Definicion C.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea B la o—éalgebra generada por los
conjuntos abiertos de X. B es llamado la algebra de Borel asociada con el espacio métrico

y cada elemento de B es llamado un subconjunto de Borel de X.

C.2. Funciones Medibles

Definicion C.2.1. Considérese un espacio medible (X, F). La funcion f : X — R es
medible con respecto a la o-algebra F, o F medible, si la imagen inversa de (a, 00) bajo

f es medible es un conjunto medible para todo ntimero real a:

i, 00)={z e X : fz)>a} e FVacR

Maés atn se puede verificar que f : X — R es medible si y solo si la imagen inversa de

conjuntos abiertos en R es medible en F
Ejemplo C.2.1. Sea (X, F) un espacio medibles, toma cualquier conjunto £ € P(X) y

considere la funcion caracteristica Xg : X — {0,1} € R, esto es:

Xp(z) 1, zek
€T) =
F 0, v€X\E

La funcion caracteristica del conjunto 2 C X es una funcion F medible si solo si E es un

conjunto F medible. En efecto

g, 1<«
X' ((,0)={r€X: Xz>a}={E, 0<a<l
X, a<0

C.3. Medidas

Definicion C.3.1. Una medida p, en una algebra F, es una funciéon real no negativa
p: F — [0,00) C R, tal que para cualquier A; € F parai = 1,2,... con ;N B; = &
para i # jy U, A; € F se tiene:

7 (U Az) = Zu(Ai)

Definicion C.3.2. Se llama espacio de medida a la terna (X, F,u), donde p es una
medida sobre la o—4lgebra F de X.
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Proposicion C.3.1. Sea (X, F, 1) un espacio de medida, entonces para A, B € A:

= u(B) = p(BNA)+u(BNAY)

Si A C B entonces u(B) = pu(A) + (B \ A)

Si AC By u(A) = oo, entonces p(B) = oo

Si A C B entonces p(A) < u(B)
= (AU B) + p(ANB) = p(A) + u(B)
- 4(AUB) < pu(A) + u(B)

w Ay,..., A, € X, entonces

(AU UA,) < p(Ar) + . p(Ay)

Definicién C.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea B los subconjuntos de Borel de X.

Sea 1 una medida en B, entonces p es llamada la medida de Borel.

Definicién C.3.4. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea p una media de Borel

en X. Si u(X) =1, entonces se dice que p esta normalizada.

Definiciéon C.3.5. La integral (con respecto a j) de una funciéon simple f es

/X F()du(z) = / Fdp = ﬁ:ym(h)

Ejemplo C.3.1. El triangulo de Sierpinski tiene medida 0.

Este ejemplo toma lugar en un rectangulo R en el plano Euclidiano. Sea G los subconjuntos
de Borel del rectangulo R y F la algebra generada por G. Prueba que existe una tnica
medida en F tal que u(A) = area de A. Sea [i la extension de u en F. Sea A que denota

al triangulo de Sierpinski contenido en el rectangulo R. Probar que A € F' y

/RXAIﬁ(A):O

Hay que recordar la construccion de este fractal, véase el Ejemplo 2.2.2 y la Figura 2.10,
llamese /A\; a la i-ésima iteracién, siendo A\ el tridngulo inicial de altura a y base by

Ao = A denota al tridngulo de Sierpinski.

Primero se probara que A € F.
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Es claro que el tridngulo inicial es cerrado, por lo tanto, /Ay € F. En cuanto la primera
iteracion es facil ver que pertenece a F pues este conjunto esté formado por tres tridngulos

y la unién de tres conjuntos cerrados pertene a F.

Siguiendo el mismo razonamiento anterior A, € F pues es una union finita de conjuntos
cerrados y A € F ya que es un unién numerable de conjuntos cerrados y como es sigma

algebra esta unién pertenece a F.

Ahora se deducird su medida. La medida de triangulo inicial corresponde a la clasica

formula del drea de un triangulo de altura a y base b.

b-a
M(Ao)ZT

a

En la primera iteracion, se tiene 3 triangulos de base g y altura %. De esta manera el area

|

es:

En la segunda iteracion, ahora se tienen 9 tridngulos de altura ¢ y base g, por lo que su

~le

medida estd dada por:

b a 2
7 3 (b-a
N)y=9.4 4 _ = [~ ~

Con lo anterior, resulta facil calcular la medida de la tercera iteracion y posteriormente

de la n—ésima iteracion.

Y tomando el limite cuando n — oo se obtiene la medida de tridngulo de de Sierpinski.

w(As) = lim (Z) b~Ta _ba lim (%) — 0

92 n—oo

.. el tridngulo de de Sierpinski tiene medida 0.
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C.4. Medidas en Fractales

Definicion C.4.1 (Métrica de Hutchinson). Sea (X,d) un espacio métrico compacto.
P(X) denota al conjunto de medidas normalizadas de Borel en X. La métrica de Hut-

chinson dy en P(X) esta definida por

Afw—éfw

con f: X = R, f continua y pu,v € P(X).

dH<uﬂ»:=sup{

ﬂﬂ@—f@ﬂéﬂ%wV%yGX}

La Métrica de Hutchinson brinda una nocién de distancia entre dos medidas normalizadas

en un espacio compacto [18].
Definicion C.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea P(X) el espacio nor-
malizado de medidas de Borel en X. Sea

{X;wlvw% <o WN3P1, P25 - - ’pN}

Un sistema de funciones iteradas hiperbolico. El operador de Markov asociado con el

sistema de funciones iteradas es una funcion M : P(X) — P(X) definida como

M) =pwow, " +pwowy," +-++pyvowy
para todo v € P(X)

Teorema C.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea
{X;whwzv'"awN;p17p27"'apN}

Un sistema de funciones iteradas hiperbolico con probabilidades. Sea s € (0, 1) el factor
de contraccion del sistema de funciones iteradas. Sea M : P(X) — P(X) el operador de
Markov asociado. Entonces M es un mapeo contractivo con factor s con respecto a la

métrica de Huntchinson en P(X). Tal es

du(M(v), M(p)) = s - du(v, p) Vo, € P(X)

En particular, hay una tunica medida p € P(X) tal que

Mp=p
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A esta medida se le llama la medida invariante del sistema de funciones iteradas con

probabilidades. La demostracion de este Teorema se puede leer en [8, Pag, 351].

Para ilustrar el Teorema C.4.1 se dara un ejemplo grafico de como funciona el operador
de Markov, tomado de Fractals Everywhere |8, Pag. 352].

Ejemplo C.4.1. Considérese el siguiente SFI

{M C R* wy, ws, w3, ws; 1, P2, P3, Pa }

Donde los puntos fijos corresponden a los vértices del cuadrado. El atractor de SFI es
B el sistema tiene 4 funciones para las cuales la probabilidad de elegir w; es p; para
1=1,2,3,4.

P3 P3 P3Py P4 P3 PsPy
Ps P
P3Py P3P, P4 Pq P4 Py
P1Ps3 P1 Py P, P3 Py Py
P1 P2
P, Py P1P, P, Py P,P,
(a) p(w;(M)) = p; (b) p(w; o w; (M) = p; P; parai,j=1,2,3,4

Figura C.1: Ejemplo operador de Markov.

Sea M el operador de Markov asociado. Sea py € P(X) de modo que po(l) = 1. po puede
la medida uniforme, donde o(S) es el area de S € P(M). Obsérvese qué sucede con la

secuencia {p, = M™(uo)}

La medida 3 = M (uo) es tal que pq (w;(M)) = p; para cada i = 1,2, 3,4 como se ve en la
Figura C.1la. Esto mismo se tiene para pus = M?(H) se sigue p(w; o w;(M)) = p; - p; para
1,7 =1,2,3,4 como se ilustra en la Figura C.1b.

Cuando el operador de Markov es aplicado, la ‘masa’ en la celda B;; , = w;ow;o---owy

es redistribuido entre las 4 celdas pequenas wq (M. k), wo (M5 k), ws(MW;; k) y wao (M5 ).

Ademas, la masa de las otras celdas se mapea en subceldas de B;;_; de tal manera que la

masa total de B;; , permanece igual que antes de que se aplicara el operador de Markov.
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De esta manera, la distribuciéon de la ‘masa’ se define en escalas cada vez mas finas a

medida que se aplica repetidamente el operador de Markov.
El siguiente teorema y corolario fueron tomados de [8, Pag. 364 y 265].
Teorema C.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea

{X;wlvw%'"awN;p17p27"'7pN}

un sistema de funciones iteradas con probabilidades. Sea { X}, la érbita producida por
el algoritmo aleatorio, comenzado en x, producido con el sistema de funciones iteradas

con probabilidades.

Ty, = Wy, O Wy, | O... W4

donde los mapeos son elegidos aleatoriamente de acuerdo con las probabilidades,
P1,P2,---,PN, paran:1;2,3,...

Sea p la medida tnica invariante del sistema de funciones iteradas, entonces con proba-
bilidad uno

n

i ey s = [ o)

0

para toda funcién continua f : X — R y toda x.

Corolario C.4.1. Sea B una bola abierta en X y sea u(0B) = 0. Sea N (B, n) = ntumero

de puntos en {zg,x1,...,2x} N B paran =1,2,.... Entonces con probabilidad uno
N(B,n)
B)=1 —
#B) ;ﬂ{(n+n

para todo punto xg. Esto es, la ‘masa’ de B es proporcional al ntiimero de iteraciones

producido por el algoritmo aleatorio en B.

Lo que dice que la masa en la bola B es proporcional al niimero de puntos producidos por

el sistema de funciones iteradas con probabilidades, que caen dentro de la bola B.

Como se expone a lo largo de este capitulo, la elecciéon de probabilidades determina la
‘textura’ de la imagen; es decir, lo que una persona observa como textura corresponde a

las densidades de la medida p asociada al sistema y sus probabilidades.
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Codigo del Capitulo Fractales y SDD

D.1. Algoritmo de Telarana para la Funcién Logistica.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import pandas as pd

import random

#Ecuacion logistica
def logistica(r, x):
y = rxx*(l—x)
return(y)

"""Parametros: r— corresponde al parametro de la ecuacion logistica , n el

numero de iteraciones e inicio el punto de partida

r =2

n = 50

inicio = 0.9
#Algoritmo

rutal = np.zeros(n)
rutal [0] = inicio
for i in range(n—1):

rutal[i+1] = logistica(r, rutal[i])

X, y = np.zeros(2%n), np.zeros(2xn)

x[0] = inicio
y[0] =0
x[1] = inicio
j =1
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for i in range(n—1):
x[j +1] = rutal[i+1]
x[j +2] = rutal[i+1]
y[i] = rutal[i+1]
ylj +1] = rutal[i+1]
j = j+2

y[j] = logistica(r, rutal[n—1])
df = pd.DataFrame({ 'x":x, 'y':y} )

ec0= np.linspace (0, 1, n)
ecu0 = logistica(r, ec0)

df2 = pd.DataFrame({ 'x1' ' :np.linspace(0, 1, n), 'yl':ecul} )
# style
plt.style.use( 'seaborn—darkgrid ")

num = 0

# create a color palette

palette = plt.get cmap( 'Setl’)

plt.plot(df['x"'], df['y’'], marker="", color=palette(0), linewidth=1, alpha
=0.9)

plt.plot(df2['x1"], df2['yl"'], marker="", color=palette (num+1), linewidth
=1, alpha=0.9)

plt.plot(df2['x1"], df2['x1'], marker="", color="k', linewidth=1, alpha
=0.9)

#plt.legend(loc=4, ncol=2)

# Add titles
plt.title("f(x) = 2x(1—x)", loc="left’', fontsize=12, fontweight=0, color="k
")

plt . xlabel ("x")

plt.ylabel("y")
plt.show()

Listing D.1: Algoritmo de Telarana para la funcion logistica

D.2. Algoritmo para Generar la Figura 2.13

#Paqueterias
import pandas as pd
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import numpy as np
import plotnine as p9

import random

listaPto = []
actual = [1/2, 1]

Se declaran todas las funciones lineales con diferentes puntos fijos vy

factor de contraccion 1/3

def Al(x):
return ([1/3%x[0],1/3%x[1]])

def A2(x):
return ([1/3%(x[0]—1) + 1,1/3%x[1]])

def A3(x):
return ([1/3%(x[0]—=1) + 1,1/3x%(x[1]-=1) + 1])

def A4(x):
return ([1/3%x[0],1/3%(x[1]—1)+1])

def A5(x):
return ([1/3%(x[0]—=1/2)4+1/2,1/3%(x[1]—1/2)+1/2])

Funcion que se encarga de elegir las funciones al azar y guardarlas en un

arreglo

def Sistema2(secuencia, listaPto, actual):

n =len(secuencia)
listaPto .append(actual)

aux = actual

for i in range(n):

if secuencia[i] = 1:
aux = Al(aux)

elif secuenciali] = 2:
aux = A2(aux)

elif secuencial[i] = 3:
aux =A3(aux)

elif secuencia[i] = 4:
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aux = A4(aux)
else:

aux = A5(aux)
listaPto .append(aux)

Sistema2(lista , listaPto, actual)

graf2 = (p9.ggplot(data = pd.DataFrame(listaPto, columns = ['x", "'y']),
mapping = p9.aes(x='x", y= 'y')) + p9.geom point(alpha = 0.1))

Listing D.2: Algoritmo para generar la Figura 2.13

D.3. Algoritmo para Generar la Figura 2.14

#Paqueterias

import pandas as pd
import numpy as np
import plotnine as p9

import random

#Declaramos la matriz de rotacion

rotacion = np.array ([[np.cos(np.pi/2), np.sin(np.pi/2)],[—np.sin(np.pi/2),
np.cos(np.pi/2)]])

rotacion

#funcion que construye las funciones dado un punto fijo
def AR1(pFijo, x):

punto = 1/2%np.dot(rotacion ,(x—pFijo))+pFijo

return (punto)

listaPto = []
actual = np.transpose(np.array ([[2, 1]]))

#Funcion que se encarga iterar el SFI
def Sistema3(secuencia, listaPto, actual, angulo):
rotacion = np.array ([[np.cos(angulo), —np.sin(angulo)],[np.sin(angulo),
np.cos(angulo)]])
ptol = np.transpose(np.array ([[0, 0]]))
pto2 = np.transpose(np.array ([[0, 1]]))
pto3 = np.transpose(np.array ([[1, 0]]))

n =len(secuencia)
listaPto .append([actual[0,0], actual[1,0]])
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aux = actual
for i in range(n):
if secuenciali] = 1:
aux = AR1(ptol, aux)
elif secuencia[i] = 2:
aux = AR1(pto2, aux)
else:

aux = AR1(pto3, aux)
bandera = [aux[0,0], aux[1,0]]
listaPto .append(bandera)

#Se llena el arreglo

Sistema3(lista , listaPto, actual, np.pi/4)
#Grafica
(p9.ggplot(data = pd.DataFrame(listaPto, columns = ['x", 'y']), mapping =

"X
p9.aes(x="x", y= 'y')) + p9.geom_ point(alpha = 0.1))

Listing D.3: Algoritmo para generar la Figura 2.14

D.4. Algoritmo Determinista para Generar la Figura
2.15

import numpy as np

import matplotlib. pyplot as plt

al, bl, cl, dl = 0.6966—0.4607j, —0.3307—0.0497j, 0.2j, 1.0523 + 0.601]
a2, b2, c2, d2 = —0.8438, 0.5119j, —0.2j, —1.3064

#Funcion 1

def sistemal(z, a =al, b=bl, ¢c =cl, d=d1):
return (a%xz + b)/(cxz + d)

#Funcion 2

def sistema2(z, a = a2, b=b2, ¢ =c2, d =d2):
return (a*xz 4+ b)/(c*xz + d)

# Se crea la base para el conjunto a iterar

x = np.linspace(0, 1, 1000)

zero = np.zeros(len(x))

#Funcion que convierte dos arreglos x, y a un arreglo z de numeros

complejos.
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def cartAlmag(x, y):

return [complex(x[i], y[i]) for i in range(len(x))]

#Funcion que convierte un arreglo z de numeros complejos a dos arreglos x,
y.

def imagAcar(z):

return [i.real for i in z], [i.imag for i in z]

Funcion que aplica el algoritmo Determinista N veces y lo grafica.

def cuadroAplica(n):
#Conjunto inicial: El cuadrado.

z1, z2, z3, z4 = cartAlmag(x, zero), cartAlmag(x, zero+1), cartAlmag(
zero, x), cartAlmag(zero+1, x)

lados = [z1, z2, z3, z4]
for i in range(n):
aux = []
for funcion in [sistemal, sistema2]:
for z in lados:
X1, Y1 = imagAcar([funcion(i) for i in z])
aux.append ([X1, Y1])
if i = n-1:
plt.plot (X1, Y1, color = "black")
lados = [cartAlmag(par[0], par[l]) for par in aux]

plt.show()

Listing D.4: Algoritmo Determinista para generar la Figura 2.15

D.5. Algoritmo Aleatorio para Generar la Figura 2.16

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.colors import LinearSegmentedColormap
import mpl_ scatter density

# Escalas de color
white viridis = LinearSegmentedColormap.from list('white viridis ', |
(0, '#ffffff’),
(1e—20, '#440053'),
(0.2, '#404388"),
(0.4, '#2a788e’),
(0.6, '#21a784"),
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(0.8, '#78d151"),
(1, '#fde624"),
], N=256)

#Funcion que hace la grafica de densidad con los anteriores colores
def using mpl scatter density(fig, x, y, vmin, vmax):
ax = fig.add subplot(1l, 1, 1, projection="scatter density ')

density = ax.scatter density(x, y, cmap=white viridis, vmin=vmin, vmax=
vmax)
fig.colorbar(density, label="Numero de puntos por Pixel ")

#Parametros de los sistemas
al, bl, cl, dl = 0.6966—0.4607j, —0.3307—0.0497j, 0.2j, 1.0523 + 0.601]
a2, b2, c2, d2 = —0.8438, 0.5119j, —0.2j, —1.3064

#funcion 1

def sistemal(z, a =al, b=bl, ¢ =cl, d =d1):
return (a%xz + b)/(cxz + d)

#funcion 2

def sistema2(z, a = a2, b =b2, ¢ =c2, d = d2):
return (axz + b)/(cxz + d)

#Funcion que realiza el algoritmo aleatorio, con el sistema de funciones
iteradas.

#Devuelve un arreglo de numeros complejos, correspondientes a lo orbita de

z0.
def sistemaDeFucniones(z0, N = 1000):
ruta = [z0]

for i in range(0, N):
funcion = np.random.choice ([sistemal, sistema2], 1)
z0 = funcion [0](z0)
ruta.append(z0)

return ruta
numeros = sistemaDeFucniones(04+0j, 500000)

#Grafica de densidad
fig = plt.figure()

using _mpl_ scatter density(fig, [i.real for i in numeros], [i.imag for i in
numeros], vmin = 0, vmax = 100)
plt.show()

Listing D.5: Algoritmo Aleatorio para generar la Figura 2.16
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Apéndice E

Codigo del Capitulo Representacion del
ADN

E.1. Juego del Caos con Poligonos para Generar las

Figuras 3.1 y 3.9

import numpy as np
import plotnine as p9
import pandas as pd

Funcion que toma el punto medio entre los puntos A y B.

Recibe como parametros el punto A y B. Devuelve un punto C.

def ptomedio(A, B):
C = [(A[0]+B[0]) /2, (A[1]+B[1]) /2]
return (C)

#Puntos para el triangulo.
puntos = [[0, O], [1, O], [1/2, np.sqrt(2)/2]]

Funcion que ejecuta el algoritmo del Juego del Caos.
Recibe como parametros:

— puntos: Los puntos de poligono.

— n: El numero de iteraciones.

— inicio: el punto incial.

— prob: las probas correspondientes a cada vertice.

Devuelve una lista con tas las iteraciones.
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def juegoCaos(puntos, n, incio, prob):

listaPto = [inicio]

for i in range(n):
aux = np.random.choice (3, size = 1, p = prob)
listaPto.append(ptomedio(puntos[aux[0]], listaPto[—1]))

return listaPto

listaPto = juegoCaos(puntos, 15000, [0, O], [1/3, 1/3, 1/3])

#Grafica

(p9.ggplot(data= pd.DataFrame(listaPto, columns = ['x", 'y']), mapping=p9.
aes(x='x", y='y')) + p9.geom_point(alpha=0.05))

Listing E.1: Juego del Caos con Poligonos para generar las Figuras 3.1 y 3.9

E.2. Variante 1 del Juego del Caos en un Cuadrado,
Figura 3.8b

import pandas as pd

import numpy as np

import plotnine as p9

Funcion que obtiene el punto medio entre dos puntos.
b] v B = [c, d]

Recibe dos puntos de la forma A = [a,
y devuelve un punto de la forma C = [e, f]

def ptomedio(A, B):
C = [(A[0]+B[0]) /2, (A[1]+B[1]) /2]
return (C)

Juego del Caos con Restriccion 1.

El vertice elegido no puede ser vecino del vertice elegido anteriormente si
los dos vertices elegidos previamente son los mismos.

Recibe como parametros:

n: numero de iteaciones.

actual: punto de inicio de la forma [a, b]

puntos: es una lista con los puntos del poligono

Regresa: una lista de puntos lista para graficar

def juegoCaosCuadrado(n, inicio, puntos):
listaPto = [inicio]
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elecciones = []
for i in range(n):
if i > 2 and elecciones[i—2] = elecciones[i—1]:
if elecciones[i—1] = 0:

eleccion = np.random.choice ([0, 2], 1)]0]
elif elecciones[i—1] = 1:
eleccion = np.random.choice([1, 3], 1)[0]
elif elecciones[i—1] = 2:
eleccion = np.random.choice ([0, 2], 1)][0]
elif elecciones[i—1] = 3:
eleccion = np.random.choice ([1, 3], 1)]0]
elecciones .append(eleccion)
listaPto .append(ptomedio(listaPto[i], puntos|[eleccion]))
else:
eleccion = np.random.choice(range(4), 1)[0]
elecciones .append(eleccion)
listaPto .append(ptomedio(listaPto[i], puntos[eleccion]))
return listaPto

#grafica

A, B, C, D= [0, 1], [1, 1], [L1, O], [0, O]

puntos = [A, B, C, D]

listaPto = juegoCaosCuadrado (200000, [1, 1], puntos)

(p9.ggplot(data= pd.DataFrame(listaPto, columns = ['x', 'y']), mapping=p9.

aes(x='x", y='y')) + p9.geom_point(alpha=0.01))

Listing E.2: Variante 1 del Juego Caos en un Cuadrado para generar Figura 3.8b

E.3. Variante 2 del Juego del Caos en un Cuadrado,

Figura 3.8c

import pandas as pd
import numpy as np
import plotnine as p9

Funcion que obtiene el punto medio entre dos puntos.
Recibe dos puntos de la forma A = [a, b] vy B = [c, d]

y devuelve un punto de la forma C = [e, f]

#Sacamos el punto medio

def ptomedio(A, B):
C = [(A[0]+B[0]) /2, (A[1]+B[1]) /2]
return (C)
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Juego del Caos con Restriccion 2.

Si estoy en el 0 no puedo pasar 1.

Recibe como parametros:

n: numero de iteaciones.

actual: punto de inicio de la forma [a, b]
puntos: es una lista con los puntos del poligono

Regresa: una lista de puntos lista para graficar

def juegoCaos2(n, actual, puntos):
#Juego del caos
aux2 = np.random.choice(4 , 1)

listaPto = [actual, ptomedio(actual, puntos[aux2][0]])]

for i in range(n):
if puntos[aux2[0]] = puntos[0]:
#Si estoy en 0 no pueso ir a 1.
aux2 = np.random.choice ([0, 2, 3], 1)
else:
aux2 = np.random.choice ([0, 1, 2, 3], 1)
listaPto.append(ptomedio(puntos[aux2[0]], listaPto[—1]))
return listaPto

A, B, C, D= [0, 1], [1, 1], [L, O], [0, O]

puntos = [A, B, C, D]

listapto = juegoCao0s2(150000, [1, 1], puntos)

(p9.ggplot(data= pd.DataFrame(listapto, columns = ['x’, 'y']), mapping=p9.
aes(x='x", y='y')) + p9.geom point(alpha=0.02))

Listing E.3: Variante 2 del Juego Caos Cuadrado para generar la Figura 3.8c

E.4. Variante 3 del Juego del Caos en un Cuadrado,
Figura 3.8d

import pandas as pd
import numpy as np

import plotnine as p9
Funcion que obtiene el punto medio entre dos puntos.
Recibe dos puntos de la forma A = [a, b] vy B = [c, d]

y devuelve un punto de la forma C = [e, f]

#Sacamos el punto medio
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def ptomedio(A, B):
C = [(A[0]+B[0]) /2, (A[1]+B[1]) /2]
return (C)

Juego del Caos con Restriccion 3.

Si estoy en 3 no puedo pasar 1 y si estoy en 2 no puedo pasar a 0.
Recibe como parametros:

n: numero de iteaciones.

actual: punto de inicio de la forma [a, b]

puntos: es una lista con los puntos del poligono

Regresa: una lista de puntos lista para graficar

def juegoCaos3(n, actual, puntos):
#Se inicializa
aux2 = np.random.choice(4 , 1)

listaPto = [actual, ptomedio(actual, puntos[aux2[0]])]

for i in range(n):
#Si estoy en 3 no puedo ir a 1.
if puntos[aux2[0]] = puntos[3]:
aux2 = np.random.choice ([0, 2, 3], 1)
#Si estoy en 4 no puedo ir a 0
elif puntos[aux2[0]] = puntos[2]:
aux2 = np.random.choice([1, 2, 3], 1)
else:
aux2 = np.random.choice ([0, 1, 2, 3], 1)
listaPto.append(ptomedio(puntos[aux2[0]], listaPto[—1]))
return listaPto

A, B, C, D=1J0, 1], [1, 1], [1, O], [0, O]
puntos = [A, B, C, D]

listapto = juegoCaos3(150000, [1, 1], puntos)
#Grafica

(p9.ggplot(data= pd.DataFrame(listapto, columns = ['x', 'y']), mapping=p9.
aes(x='x", y='y')) + p9.geom_point(alpha=0.02))

Listing E.4: Variante 3 del Juego Caos Cuadrado para generar la Figura 3.8d

E.5. Funciones Auxiliares para la Extraccion de CD’s

y Graficar
import pandas as pd
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import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import plotnine as p9

import Bio

from Bio import SeqlO

from Bio import Entrez

import re

from Bio.Seq import Seq

import math

import scipy.stats as ss

from timeit import timeit

import math

from Bio import SeqlO

from matplotlib.colors import LinearSegmentedColormap
import mpl scatter density # adds projection='scatter density’

Funcion que recibe la ubicacion de un archivo con terminacion .gbbf y
devuelve un dataFrame con el inicio y fin y el marco de lectura de

region codificante

def obtenGen(archivo):
#lista donde se guaradaran el incio y fin de cada CD

cds _list plus = []

cds_list _minus = []
intergenic _records = []
aux = 0

#variable donde se guardara el genoma
genoma = '
#Se abre cada secuencia que se encuentre en el archivo

for seq _record in SeqlO.parse(archivo, "genbank"):
#Pegamos cada secuencia para juntar el genoma
secuencia = (seq_record.seq)
genoma = genoma + str(secuencia)

rgene length=1

# Ciclo sobre cada secuencia del genoma, obtiene las

caracteristicas

for feature in seq record.features:

# Nos fijamos unicamente en los CDS

128



Brenda Quintana E.5. Funciones Auxiliares para la Extracciéon de CD’s y Graficar

if feature.type = "CDS":
#Ciclamos sobre cada parte (por si hay mas de un fragmento
como en los exones)

for f in feature.location.parts:

mystart = f. start.position
myend = f. end. position
if feature.strand = —1:

cds list minus.append(( mystart, myend, —1))
elif feature.strand = 1:
cds list plus.append((mystart, myend, 1))
else:
sys.stderr.write(
"No strand indicated %d—%d. Assuming +\n" % (
mystart , myend)
)

cds list plus.append((mystart, myend, 1))

df = pd.DataFrame(cds list plus + cds_list minus, columns = [’
inicio', final’', "tipo'])

return genoma, df.sort values('inicio")

Funcion que obtiene el punto medio entre dos puntos.
Recibe dos listas de la forma [x0, y0], [x1, yl] y devuelve otra lista [x,
vl

def ptomedio(A, B):
C = [(A[0]+B[0]) /2, (A[1]+B[1]) /2]
return (C)

Funcion que junta los genes para utilizarlos en el juego del Caos.
Recibe genoma el cual es una cadena y genes que es un dataFrame con la
posicion de los genes.

Devuelve una cadena con los genes

def genesGenBank(genoma, genes):
secuencia = "'

for i in range(len(genes)):
secuencia = secuencia + genoma[genes.iloc[i, 0]:genes.iloc[i, 1]]

return secuencia

Funcion que ejecuta el juego del caos con los distintos cuadros a trabajar.

Recibe una secuencia, una cadena.
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def juegoCaos(secuencia, actual, tipoCuadro):

if tipoCuadro = 1:
T = [0, 0]
C=1[1, 0]
A=]1, 1]
G=1[0, 1]

elif tipoCuadro = 2:
T= 1[0, 1]
C =10, 0]
A=]1, 1]
G=1[1, 0]

elif tipoCuadro = 3:
T = [0, 1]
C=11, 0]
A=[1, 1]
G = [0, 0]

else:

print( ' Tipo de cuadro incorrecto’)

#Juego del caos

#print (secuencia, '"Aqui')

n =len(secuencia)

aux = actual

x, y = [actual [0]], [actual[1]]

for i in range(n):

if secuencia[i] = 'C':
aux = ptomedio(C, aux)

elif secuencial[i] = 'T":
aux = ptomedio (T, aux)

elif secuencia[i] = 'A":
aux = ptomedio (A, aux)

elif secuencia[i] = 'G":

aux = ptomedio (G, aux)
x.append(aux[0])
y.append(aux[1])

return x,y

# "Viridis—like" colormap with white background
white viridis = LinearSegmentedColormap.from list( white viridis', |
(0, '"#ffffff’),
(1e—20, '#440053"),
(0.2, '#404388"),
(0.4, '#2a788e’),
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(0.6, '#21a784'),
(0.8, '#78d151"),
(1, '#fde624"),
], N=256)
#Funcion que hace la grafica a color
def using mpl scatter density(fig, x, y, vmin, vmax):
ax = fig.add subplot(1l, 1, 1, projection="scatter density ')

density = ax.scatter density(x, y, cmap=white viridis, vmin=vmin, vmax=
vmax)
fig.colorbar(density, label="Numero de puntos por Pixel ")

Funcion que aplica en juego del caos y grafica una secuencia de nucleotidos

Recibe como parametros:

— tipoGraf : 1 si se quiere la grafica a color y 2 si se quiere en blanco vy
negro .

— secuencia : cadena con nucleotidos

— tipoCuadro : 1, 2, 3 de acuerdo a como se presentaron en el capitulo 3

— nombre : nombre del genoma para guardar las imagenes

— vmin, vmax: numeros para hacer la grafica de densidad.
— alpha : transparencia de la grafica en blanco y negro.
No devuelve nada en la carpeta, donde se tenga guardado el archivo se

guardaran las imagenes creadas

def grafica(tipoGraf, secuencia, tipoCuadro, nombre, vmin = 0, vmax = 150,

alpa = 0.01):

x, y = juegoCaos(secuencia, [1/2, 1/2], tipoCuadro)

#Grafica a color

if tipoGraf = 1:
fig = plt.figure()
using mpl_ scatter density(fig, x, y, vmin, vmax)
plt.savefig(nombre)

#Grafica en blanco y negro
elif tipoGraf = 2:
myplot = (p9.ggplot(data= pd.DataFrame(x, y), mapping=p9.aes(x="x",
y="y')) + p9.geom point(alpha= alpa))
# convierte el output de plotnine a un objeto de matplotlib
my plt_version = myplot.draw()
plt.savefig(nombre)

Listing E.5: Funciones auxiliares para la extraccion de CD’s y graficar
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E.5.1. Lectura de Archivos .gbbf y Graficaciéon

import os
import genesDeGenBank as GB

def main(archivo):
genoma, genes = GB.obtenGen(archivo)
secuenciaGenes = GB.genesGenBank(genoma, genes)

pn = 0.004

n = int((len(genoma)*pn)/100)

pm = 0.004

m = int((len(secuenciaGenes)*pm)/100)

#Se crea un archivo con informacion relevante del genoma de los CDs

f = open(archivo+'info.txt', 'w")

f.write( 'Largo Genoma: '+ str(len(genoma))+ ', CDS: '+ str(len(
secuenciaGenes)) + '\n' +

"Prop CDs: '+ str(len(secuenciaGenes)/len(genoma))+ '\n' +

"Proporciones usadas para graficar: \n' +

'genoma: ' 4+ str(n) + ', usando el " 4+ str(pn) + '/100 %' + '\n’' +

'CDs: ' 4+ str(m) + ', usando el ' 4+ str(pm) + /100 % + '\n’

)

f.close ()

#GRAFICAMOS EL GENOMA

GB. grafica(l, genoma, 1, archivo + 'Cl1GlGenoma.jpg’', vmin = 0, vmax = n
, alpa = 0.01)

#GB. grafica (2, genoma, 1, archivo + 'C1G2Genoma.jpg ', vmin = 0, vmax =
n, alpa = 0.01)

GB.grafica(l, genoma, 2, archivo + 'C2GlGenoma.jpg', vmin = 0, vmax = n
, alpa = 0.01)

#GB. grafica (2, genoma, 2, archivo + 'C2G2Genoma.jpg ', vmin = 0, vmax =
n, alpa = 0.01)

GB. grafica(l, genoma, 3, archivo + 'C3GlGenoma.jpg’', vmin = 0, vmax = n
, alpa = 0.01)

#GB. grafica (2, genoma, 3, archivo + 'C3G2Genoma.jpg ', vmin = 0, vmax =
n, alpa = 0.01)

#GRAFICAMOS LOS GENES
GB. grafica(l, secuenciaGenes, 1, archivo + 'C1GlGenes.jpg', vmin = 0,

vmax = m, alpa = 0.01)
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#GB. grafica (2, secuenciaGenes, 1, archivo + 'C1G2Genes.jpg', vmin = 0,
vmax = m, alpa = 0.01)#

GB. grafica(l, secuenciaGenes, 2, archivo + 'C2G1lGenes.jpg', vmin = 0,
vmax = m, alpa = 0.01)
#GB. grafica (2, secuenciaGenes, 2, archivo + 'C2G2Genes.jpg’', vmin = 0,

vmax = m, alpa = 0.01)

GB. grafica(l, secuenciaGenes, 3, archivo + 'C3GlGenes.jpg’', vmin = 0,
vmax = m, alpa = 0.01)
#GB. grafica (2, secuenciaGenes, 3, archivo + 'C3G2Genes.jpg’', vmin = 0,

vmax = m, alpa = 0.01)

main( ' BrassicaOleracea.gbff')

Listing E.6: Lectura de archivos .gbbf y Graficacion
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