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Resumen

Para este trabajo se caracterizaron estad́ısticamente las distribuciones de probabilidad de
los rendimientos diarios de 18 criptomonedas1, mostrando que estos no presentan normalidad
y exhiben un comportamiento leptocúrtico con colas pesadas. Para ello, se hicieron distintas
pruebas de normalidad como gráficos QQ-normal y el test de Shapiro–Wilk. Posteriormente,
se ajustaron distribuciones de cola pesada por medio del método del máxima verosimilitud
(MLE) mostrando que las distribuciones de cola pesada se ajustan mejor a las observaciones
en comparación con la distribución normal.

Adicionalmente, se presenta el marco teórico suficiente que justifica el hecho de explorar
la entroṕıa en lugar de la varianza como medida de incertidumbre en los mercados finan-
cieros, particularmente en la gestión de portafolios de inversión. Como ejemplo, se genera
aleatoriamente un portafolio de inversión con las 18 criptomonedas estudiadas y, empleando
la caracterización de las distribuciones de probabilidad de los rendimientos diarios, se com-
para la entroṕıa emṕırica contra la entroṕıa normal destacando el hecho de que la entroṕıa
verifica el efecto de diversificación y tiene un comportamiento similar, aunque no igual, a la
varianza.

—–

1Basic Attention Token (BAT), Bitcoin Cash (BCH), Bitcoin (BTC), Dai (DAI), Eidoo (EDO), Eos
(EOS), Ethereum Classic (ETC), Ethereum (ETH), Metaverse ETP (ETP), Litecoin (LTC), Neo (NEO),
OMG Network (OMG), Tron (TRX), Stellar (XLM), Monero (XMR), Verge (XVG), Ripple (XRP) y Zcash
(ZEC)
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Caṕıtulo 1

Introducción

Si consideramos a Galileo Galilei y a Francis Bacon como los forjadores de la f́ısica mo-
derna y el método cient́ıfico, los estudios sobre la organización social y la economı́a iŕıan
muy de la mano con ellos. En efecto, Thomas Hobbes el insigne poĺımata inglés [1], amigo y
admirador de ambos, habŕıa ideado una aproximación a la sociedad desde la perspectiva de
una ciencia cuantitativa [2]. El autor del célebre Leviathan, argumentaba que la “verdadera
f́ısica” solo pod́ıa serlo si se basaba en principios matemáticos. A la par, Hobbes concluyó
que la filosof́ıa poĺıtica, que él llamaba “filosof́ıa civil” debeŕıa ser una ciencia capaz de de-
mostraciones formales [3]. Desde entonces han existido muchos intentos de matematizar a
las disciplinas sociales y una de las más maduras en ese sentido es la economı́a. Esta eta-
pa renacentista, que enfatiza lo anaĺıtico, arranca propiamente1 con uno de los disćıpulos de
Hobbes: William Petty. Petty, miembro fundador de la “Royal Society” y uno de los primeros
economistas cuantitativos, consideraba importante tomar en cuenta los “números sociales”:
población, presupuestos, comercio etc. [2]. Más tarde, varias personalidades del mundo de la
filosof́ıa y la poĺıtica siguieron con entusiasmo la visión estad́ıstica de los fenómenos sociales,
podemos citar entre ellos a René Descartes, Immanuel Kant, Auguste Comte, John Stuart
Mill y Karl Marx; pero desde la f́ısica también hubo los poĺımatas que no soltaron el dedo
del renglón: Pierre-Simon Laplace, Siméon Denis Poisson, James Clerk Maxwel y Ludwig
Boltzmann, entre otros [2].

La economı́a moderna recibió un empuje decisivo cuando incorporó en su teoŕıa el pa-
radigma termodinámico de la f́ısica, como lo mencionaremos más adelante en este caṕıtulo.
Sin embargo la teoŕıa del equilibrio, piedra fundamental de la economı́a de mercado, se basa
en la termodinámica ideal del equilibrio de sistemas cerrados. El equilibrio en estas condi-
ciones es un estado de la economı́a de mercado donde las fuerzas tales como la oferta y la
demanda se equilibran. Las variables económicas, se supone, estaŕıan o tendeŕıan a su “es-
tado natural” [4]. Pero aśı como la termodinámica de sistemas cerrados es de uso limitado
para describir procesos reales en la naturaleza, la economı́a basada en la visión del equilibrio

1al menos en el mundo anglosajón.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

también lo es. La termodinámica de sistemas fuera de equilibrio creada, entre otros, por Ilya
Prigogine daŕıa a la f́ısica contemporánea un empuje a nivel de una auténtica revolución
cient́ıfica y la empujaŕıa hacia las fronteras que atestiguamos en el siglo XXI: la emergen-
cia y consolidación del paradigma de la complejidad [5]. Aśı, la economı́a como ciencia no
pod́ıa quedar atrás, rezagada, ajena [6, 7]. Conceptos como no linealidad, autoorganización,
adaptabilidad, criticalidad se volcaŕıan de lleno en la economı́a más vanguardista, después
de una reunión auspiciada por el Instituto Santa Fe en 1988 y donde coincidieron grandes
personalidades de la f́ısica y la economı́a: Davis Pines, Doyne Farmer, Stuart A. Kauffman,
Norman Packard, David Ruelle, J.-P. Eckmann, Philip W. Anderson, Kenneth J. Arrow,
Brian Arthur, entre otros y cuyas contribuciones se publicaron bajo el t́ıtulo “The Economy
as an Evolving Complex System” [8]. El matrimonio de la complejidad y la economı́a, la
“complejidad económica”ha resultado tan exitoso que en 2021 la revista Nature Physics
publicó una colección de art́ıculos bajo el t́ıtulo “From Economics to Physics” reuniendo
nuevamente a un selecto grupo de f́ısicos de la complejidad y economistas [9]. En esta ĺınea
es de destacarse el pensamiento que apunta a considerar a los fenómenos sociales y la eco-
nomı́a como fenómenos genuinamente f́ısicos, estudiables desde la f́ısica, pues no seŕıan otra
cosa que expresiones de la materia compleja [10].

Paralelamente y bajo otra corriente de pensamiento, principalmente dentro de la f́ısica
estad́ıstica, seŕıa acuñado el termino “econof́ısica” [11]. Haciendo referencia a propiedades
de escalamiento y universalidad en sistemas complejos de naturaleza económica [12]. El con-
cepto de “universalidad” surge en dos frentes: las propiedades de universalidad de sistemas
dinámicos no lineales en su ruta al caos v́ıa doblamiento de periodo y donde sistemas tan
diśımiles, como por ejemplo el mapeo discreto 1-D loǵıstico y la ecuación continua 3-D aco-
plada de Lorenz pertenecen a la misma clase de universalidad por el criterio de la constante
de Feingenbaum (δ = 4.669201...) [13]. Por otra parte, el concepto surge a partir de la ob-
servación de que los valores de ciertos parámetros f́ısicos en las cercańıas de las transiciones
de fase son iguales, aun cuando los sistemas en cuestión sean muy diferentes [14]. El con-
cepto de universalidad (comportamiento dinámicos semejantes en sistemas aparentemente
diśımiles) es muy relevante para el presente trabajo como lo explicaremos en las conclusiones.

1.1. Econof́ısica: De la f́ısica a la economı́a

La economı́a financiera y las finanzas matemáticas son las dos disciplinas cient́ıficas tradi-
cionales que constituyen la teoŕıa financiera moderna. Ambas disciplinas utilizan los modelos
y teoŕıas de su disciplina original (economı́a y matemáticas) para analizar mercados y crear
herramientas financieras. Ambas se consolidaron como disciplina académica o cient́ıfica hasta
1960, aunque hay estudios anteriores, fueron marginales y sin fundamento teórico sólido [15].

Estas disciplinas han desarrollado sus propias especificidades y modelos sujetos a sus
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propios formalismos teóricos, lo que podŕıa limitar la introducción de nuevas hipótesis o
modelos. Además, aunque usan terminoloǵıa común (como mercado eficiente), su definición
o uso puede diferir. En respuesta, han surgido nuevos campos de estudio, como la econof́ısi-
ca [15].

A groso modo, “econof́ısica” se refiere a la extensión de la f́ısica al estudio de problemas
generalmente considerados como pertenecientes a la economı́a. Es un neologismo utilizado
en la rama de los sistemas complejos de la f́ısica para conocer las propiedades dinámicas y
estad́ısticas de los mercados financieros, usando un gran volumen de datos y la metodoloǵıa
de la f́ısica estad́ıstica. La influencia de la f́ısica en la economı́a no es nueva, como ya se
mencionó. Mirowski (1989) [16] destaca las contribuciones de la f́ısica al desarrollo de la
economı́a marginalista y matemática. Ingrao e Israel (1990) [17] hablan sobre la influencia
de la mecánica en la conceptualización del equilibrio en la economı́a, etc. [15, 18].

La economı́a financiera o más en general, las finanzas, también se ha visto influida por
la f́ısica. Jules Regnault fue de los primeros en acercar la f́ısica a las finanzas en la segun-
da mitad del siglo XIX. En el siglo XX, varios conceptos f́ısicos ayudaron a desarrollar la
teoŕıa financiera moderna. Entre los ejemplos más conocidos se encuentra la aplicación de la
ecuación de difusión de calor y varios estudios relacionados con el movimiento Browniano [15].

A pesar de estos v́ınculos teóricos e históricos entre la f́ısica y las finanzas, la econof́ısica
representa un enfoque nuevo. Ya que sus practicantes no son economistas que se inspiran
en la f́ısica, sino f́ısicos que utilizan métodos propios de su disciplina para estudiar proble-
mas planteados en las ciencias sociales. Este enfoque encuentra, probablemente, sus inicios
en cuando Bachelier (1900) [19] probó que los precios de las acciones siguen un recorrido
aleatorio, aunque con un modelo simplista que no consideró factores como la variación de
los precios. Adicionalmente, asumió que tales precios siguen una distribución normal, cons-
tante en el tiempo y no tomó en cuenta la ocurrencia de eventos extremos. En los años
sesenta Mandelbrot (1963) [20] analizó los rendimientos financieros del precio del algodón y
refutó su condición de normalidad. Pero quedó en el olvido hasta que Mantegna (1991) [21]
al analizar el mercado italiano de valores, descubrió que los rendimientos eran compatibles
con las distribuciones no gaussianas estables de Lévy. En 1970, ciertos f́ısicos comenzaron a
publicar art́ıculos dedicados al estudio de fenómenos sociales, creando la sociof́ısica. Esta es
un área que no ha dejado de crecer, cada vez hay más f́ısicos publicando art́ıculos relaciona-
dos a fenómenos sociales como el mimetismo social (Callen y Shapiro 1974) [22], las huelgas
industriales (Galam y col., 1982) [23], procesos democráticos (Galam 1986) [24], por citar
solamente algunos ejemplos [15, 18,25]. Véase también [2, 26].

Como se mencionó anteriormente, en la década de 1990 los f́ısicos centraron su atención
en la economı́a, particularmente en la economı́a financiera, dando lugar a la econof́ısica. Aun-
que oficialmente, esta disciplina nació por un art́ıculo publicado en 1996 por Stanley et al.
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(1996) [27] al estudiar el ı́ndice Dow Jones, encontraron que los rendimientos de las acciones
de algodón siguen una distribución de ley de potencias. Mantegna y Stanley (1999) [28] de-
finieron a la econof́ısica como “un enfoque cuantitativo que utiliza ideas, modelos, métodos
conceptuales y computacionales de la f́ısica estad́ıstica” aplicados principalmente al estudio
de los fenómenos financieros [15, 18].

Aśı es como los f́ısicos y matemáticos, a partir de la década de los noventas, adopta-
ron un enfoque no gaussiano para el estudio de los rendimientos financieros (Kutner y col.,
2008) [29], centrándose en un inicio en los procesos de Lévy [15].

La historia de la economı́a financiera está ampliamente ligada a la historia de la teoŕıa de
la probabilidad moderna, a la que se deben sus principales resultados, hipótesis y modelos
(Davis y Etheridge 2006) [30]. La distribución gaussiana (o normal), es una distribución parti-
cular clave en la historia de la economı́a financiera. Esta distribución es la base de la creación
de la mayoŕıa de las teoŕıas y modelos de la corriente principal: la hipótesis del mercado efi-
ciente, teoŕıa moderna de la cartera, CAPM y modelo de Black y Scholes. Sin embargo, la
econof́ısica rechaza la idea de que las distribuciones financieras sólo deban describirse con
distribuciones normales, este rechazo caracteriza el surgimiento de la econof́ısica [15].

La economı́a financiera conlleva un grado alto de matematización en los modelos de los
rendimientos bursátiles. Modelar los rendimientos del mercado de valores o las variaciones
de los precios es el primer paso en el desarrollo de modelos financieros, esto se ha realizado
utilizando paseos aleatorios, movimiento browniano y martingala (Stabile 2005 [31], Poitras
2006 [32], Poitras et al., 2007 [33], Jovanovic 2009 [34]). Estos modelos requieren caracteri-
zar estad́ısticamente los rendimientos o los cambios en el precio. Determinar la distribución
estad́ıstica de los rendimientos es un problema clave en la teoŕıa financiera moderna. Las
primeras representaciones estad́ısticas de las variaciones de los precios se realizaron bajo un
marco gaussiano y se estandarizaron aquellas observaciones no gaussianas o “ruido blan-
co” [15].

Las distribuciones gaussianas de los rendimientos de activos han estado presentes en el
desarrollo de la teoŕıa financiera moderna, desde la teoŕıa de cartera moderna de Markowitz
(MPT), el modelo de fijación de precios de activos de capital (CAPM), el modelo de Black y
Scholes hasta el desarrollo del valor en riesgo (VaR), por lo que ha jugado un papel central
en la construcción de la economı́a financiera [15,18].

A principios del siglo XX se hizo evidente que los datos estad́ısticos de los precios segúıan
distribuciones leptocúrticas que era incompatible con las distribuciones gaussianas. El tra-
bajo estad́ıstico y matemático para modelar estas distribuciones apareció más tarde pues en
ese momento no se teńıan las herramientas para el análisis dinámico de estas observaciones.
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Fue hasta 1960 que el comportamiento leptocúrtico se integró a los modelos usados en finan-
zas gracias al desarrollo de la probabilidad moderna. En esos años, Mandelbrot (1962, 1963,
1965) [35–37] Samuelson (1965) [38] y Fama (1965) [39] propusieron estudiar los mercados
financieros en un marco no gaussiano inspirado en el trabajo de Lévy (1924) [40] sobre la
estabilidad de las distribuciones de probabilidad y la generalización del teorema del ĺımite
central propuesto por Gnedenko y Kolmogorov (1954) [41]. Los modelos que rechazaban
expĺıcitamente el marco gaussiano y la hipótesis de continuidad deb́ıan integrarse en una
nueva percepción probabiĺıstica de la incertidumbre. Estos estudios forman parte de la eco-
nof́ısica. En particular Mandelbrot y Fama trabajaron en un marco estad́ıstico paretiano y
probabiĺıstico de “Lévy estable”. Aśı, se inició un movimiento teórico al proponer una ge-
neralización del marco gaussiano para describir los mercados financieros. Algunos modelos
económicos han supuesto que los rendimientos siguen una distribución normal, pero la eco-
nof́ısica lo ha contradicho desde su aparición: si las distribuciones de los rendimientos de las
acciones siguen una distribución de ley de potencias, significa que pueden ocurrir grandes
fluctuaciones en las bolsas de valores. Aceptar que los mercados financieros están sujetos a
amplias variaciones puede ayudar a mitigar las inestabilidades financieras e incluso preve-
nirlas [15, 18,42].

Los procesos de Lévy en su forma paretiana permiten tener en cuenta variaciones de
precios que son muy grandes en relación con las variaciones promedio. Lo anterior, junto con
la estabilidad de las distribuciones, generan que la varianza no tenga un valor ĺımite, por
lo que se dice que es infinita. Por ello, no han sido utilizados en la economı́a financiera. La
varianza y la media son esenciales en las interpretaciones teóricas [15].

En 1960, mientras la economı́a financiera se consolidaba como disciplina cient́ıfica, la
relación entre riesgo y retorno fue tomada del trabajo de Markowitz (1952,1959) [43, 44].
Markowitz asoció el riesgo con la varianza y el rendimiento con la media. Desde esta pers-
pectiva, si la varianza fuera infinita no se podŕıa entender el riesgo como lo definió Markowitz.
Por eso en ese momento trabajar con procesos de Lévy era complicado, ya que no hab́ıa ni
herramientas computacionales ni herramientas estad́ısticas para tratar con distribuciones
paretianas estables. Por ello, la mayoŕıa de los economistas ignoró este camino y continuó
con las distribuciones normales [15].

En 1970 los procesos de Lévy parećıan demasiado complicados, aśı que se realizaban com-
binaciones de distribuciones normales generalmente con leyes de Poisson. Posteriormente se
observó que estos modelos de salto no permit́ıan soluciones únicas, por lo que no condućıan
a un mercado eficiente (arbitraje). Aśı que entre los 70’s y 80’s, surgieron las finanzas ma-
temáticas proporcionando una interpretación técnica de arbitraje. Sin embargo, aún no se
conoćıa cómo integrar los procesos de Lévy [15].

La econof́ısica se puede pensar como una extensión de la termodinámica. El uso de los
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procesos de Lévy permitió modelar el transporte no lineal y la turbulencia. A pesar de la
extensión de la probabilidad a la termodinámica los f́ısicos no estaban dispuestos a integrar
los procesos estables de Lévy a la f́ısica. Esto se debe a que una varianza infinita significa
una temperatura infinita, que no describe los procesos reales. Su implementación se resolvió
en 1990 cuando se implementó las distribuciones de Lévy truncadas. Algunos autores tra-
bajaron métodos para la estandarización de las distribuciones α-estables de Lévy, de modo
que la varianza ya no fuera infinita. Con ello los procesos estables de Lévy se integraŕıan al
estudio estad́ıstico de los mercados financieros sin el problema asociado a la varianza [15].

El término “big data” se ha popularizado en los últimos años dado el avance de la tec-
noloǵıa que permite, por un lado la disponibilidad de grandes conjuntos de datos, y por el
otro, la capacidad de analizarlos. Se ha usado en varias áreas como inteligencia empresarial,
marketing, economı́a, salud, psicoloǵıa, finanzas y otras tantas áreas. En particular, el big
data permite el análisis de problemas complejos por lo que ha llamado la atención de los
f́ısicos. De hecho, el big data, la complejidad y la evolución de la informática también influ-
yeron en el surgimiento de la econof́ısica. El desarrollo de la computación ha permitido una
mayor diferenciación de la distribución emṕırica de las variaciones del precio de las acciones
y ha provocado un aumento de las variaciones extremas [15,18].

En el área de las finanzas se cuenta con una gran cantidad de datos disponibles que se
divulgan de manera pública, otros están disponibles en bases de datos mediante suscripción.
Esto justifica la necesidad de verificar si estos datos pueden ayudar a analizar y predecir
variables financieras, en cuyo caso se requieren herramientas de sistemas complejos como
análisis multifractal, multiescalar, redes temporales o multinivel. Estos mercados financieros
son gobernados por los mercados electrónicos que brindan datos en tiempo real y permiten
un análisis más preciso. La automatización de los mercados ha permitido que se generen da-
tos intrad́ıa. Esto es importante a nivel estad́ıstico pues, entre más datos, más confiable es la
identificación de patrones estad́ısticos. Gracias a esto, en las últimas dos décadas se han rea-
lizado varios estudios que muestran anomaĺıas emṕıricas respecto al marco gaussiano [15,18].

Tanto la econof́ısica como la economı́a financiera utilizan la hipótesis ergódica estaciona-
ria que indica que los datos futuros serán un reflejo estad́ıstico de los datos pasados. Algo
que es importante señalar es que determinar si las distribuciones siguen una ley de potencias
u otro tipo de ley, no es sencillo. Mitzenmacher (2004) [45] señaló que estas se acercan a las
llamadas leyes exponenciales y que sólo es posible distinguir entre una ley de potencia o una
ley normal si se cuenta con un gran volumen de datos. Aśı que los datos intradiarios permi-
tieron confirmar que los mercados financieros se pueden describir por medio de procesos de
Lévy, particularmente por medio de leyes de potencia la cual se ha convertido en la principal
herramienta de la econof́ısica [15]. Recientemente se han desarrollado métodos más sofistica-
dos y exactos para distinguir entre leyes de potencias y otras distribuciones usando métodos
de máxima verosimilitud (maximum likelihood) y criterios informáticos de Akaike [46].
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Otro factor que influye es la informatización de los mercados financieros. La creciente li-
quidez de los mercados tras su informatización ha acentuado la especulación y la volatilidad
del mercado (Barber y Odean 2001, 47) [47]. Esta mayor volatilidad significa un aumento
de las variaciones extremas de cotizaciones. Por lo que se requieren nuevas herramientas es-
tad́ısticas, lo que ha sido favorable para el desarrollo de la econof́ısica. Bouchaud (2002) [48]
explicó que la informatización de los mercados transformó el análisis de los mercados fi-
nancieros en una verdadera ciencia emṕırica, convirtiéndola en “un área natural para los
f́ısicos” [15].

Desde su aparición la econof́ısica ha hecho una contribución a varios temas en las finan-
zas: autocorrelaciones, dependencia a largo plazo y distribuciones asintóticas anormales [28];
evaluación del riesgo financiero y fijación de precios activos [49]; predicción de crisis y colap-
sos del mercado [50]; modelado basado en agentes [51,52]; riesgo sistemático y redes [53–56],
el análisis de la hipótesis del mercado eficiente (EMH) [57,58], etc. [18].

Entre los procesos de Lévy generalizados que se usan en finanzas matemáticas y economı́a
financiera se encuentra el proceso gaussiano inverso normal, la varianza gamma, el proceso
hiperbólico generalizado o el proceso CGMY [15].

Las empresas pueden utilizar sus datos para incrementar sus retornos. Gracias a una
mayor capacidad computacional, el sector financiero puede usar modelos de econof́ısica para
identificar, probar y evaluar modelos que pueden usarse, entre otras cosas, para identificar
patrones en grandes datos financieros. Por ejemplo [59–61] han usado big data para anticipar
posibles señales de alerta en los mercados financieros [18].

Al principio los economistas presentaban cierta desconfianza hacia la econof́ısica [62,63],
actualmente algunos economistas han adoptado métodos originados en la econof́ısica reco-
nociendo su aplicabilidad en diferentes áreas de la economı́a. En un inicio sus aplicaciones se
limitaban a los mercados financieros y la macroeconomı́a. Ahora la econof́ısica se utiliza en
varias áreas como enerǵıa (Ondrej et al., 2016) [64], economı́a regional (Jian et al, 2018) [65],
ambiental [42] (Satoshi et al., 2013), etc. Por lo que se ha mostrado que la econof́ısica puede
ayudar en el entendimiento y posible solución de varios problemas económicos reales. [18]

El reconocimiento de que la econof́ısica puede ser útil en el contexto de crisis financieras
hizo que, en diciembre de 2017, la Asociación Estadounidense de Economı́a presentara una
conferencia sobre econof́ısica. Dicha conferencia muestra la aceptación y reconocimiento de
la econof́ısica entre los economistas más duros [18].

El big data y la complejidad van de la mano, la econof́ısica es una forma de utilizar este
tipo de datos, con la particularidad de ser usados principalmente en finanzas. La disponibi-
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lidad de grandes conjuntos de datos y el mayor procesamiento computacional, hizo que el
big data y las finanzas fueran áreas de particular interés en el análisis de eventos de crisis.
Los gobiernos de todo el mundo han actuado para mejorar la estabilidad financiera y reducir
el riesgo de un sistema altamente interconectado, usando la complejidad [66]. La compleji-
dad nos ha dejado un par de lecciones: pueden ocurrir eventos extremos en los mercados de
valores, los mercados financieros están interconectados, algunos sectores o empresas son de-
masiado centrales para fracasar, diferentes sistemas (salud, transporte, industria, finanzas,
etc.) están interrelacionados aumentando el riesgo global, las crisis financieras pueden ser
fenómenos complejos, de modo que cualquier evento puede provocar una crisis y esparcir-
se [18].

En el contexto actual, el análisis de riesgos requiere el seguimiento de temas que van más
allá de las finanzas y la economı́a, se deben incorporar temas como el medio ambiente, salud
pública, poĺıtica, crédito, enerǵıa, etc. Por ello existe una necesidad de complejidad para
comprender la inestabilidad en un mundo globalizado e interconectado con un gran volumen
de información. El uso del big data puede ayudarnos a prepararnos para los desaf́ıos del
futuro [18].

1.2. Criptomonedas

La irrupción en la primera década del siglo XXI de tecnoloǵıas de cómputo distribuido,
redes de comunicaciones de alta velocidad y avances en el diseño de algoritmos sofisticados
de cifrado; pero de fácil implementación hizo posible la aparición del dinero digital, abrien-
do un nuevo panorama de acción para la econof́ısica. Aśı, Nakamoto (2008) [67] propuso la
primer criptomoneda, que es una moneda digital basada en la tecnoloǵıa de blockchain para
construir un libro público descentralizado sin la autoridad central para asegurar las transac-
ciones y controlar la creación de nuevas unidades de moneda. Su propuesta fue rápidamente
aceptada y, en 2009, se lanzó la red de Bitcoin como una red de pago entre pares que significó
una innovación de tecnoloǵıa financiera de rápido desarrollo. Desde entonces, se han creado
más criptomonedas. Las criptomonedas ahora forman un sistema complejo implementado a
través de intercambios, billeteras, pagos y mineŕıa de monedas. Para Enero de 2022 existen
más de 8.500 criptomonedas, aunque el Bitcoin sigue siendo la más popular. El Bitcoin fue
la primer criptomoneda descentralizada, aunque se han creado más, y representa más del
42.11% del mercado total de criptomonedas.

Las criptomonedas son dinero digital diseñado espećıficamente para el intercambio me-
diante redes descentralizadas de computadoras y sin la intervención o control de bancos
tradicionales. Por su naturaleza no existen en forma f́ısica y solamente en ĺınea. Para su
existencia se utilizan métodos de cifrado (encriptamiento) para identificar y brindar segu-
ridad a sus transacciones. En la actualidad existen más de mil criptomonedas. Algunas de
ellas con existencia aprobada por gobiernos locales como es el caso de la “Petro moneda”
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de Venezuela anunciada en el año 2017. El Petro, es una criptomoneda respaldada por las
riquezas naturales (oro, petróleo, gas y diamantes) de Venezuela. Otros páıses tienen como
poĺıtica monetaria oficial el respaldo a ciertas criptomonedas como es el caso de El Salvador
y el Bitcoin. Otras criptomonedas han sido lanzadas por empresas bien establecidas como la
KodakCoin en 2018.

Se estima que la capitalización total de las criptomonedas es aproximadamente de 2T
USD. Hasta ahora, muchas investigaciones y análisis se han centrado en una o pocas crip-
tomonedas, por lo que aún falta un análisis exhaustivo. Para este trabajo se emplearon
los precios históricos de las criptomonedas que se presentan en CryptoDataDowload [68]
y que existen desde hace al menos 3 años. Estas son: Basic Attention Token (BAT), Bit-
coin Cash (BCH), Bitcoin (BTC), Dai (DAI), Eidoo (EDO), Eos (EOS), Ethereum Classic
(ETC), Ethereum (ETH), Metaverse ETP (ETP), Litecoin (LTC), Neo (NEO), OMG Net-
work (OMG), Tron (TRX), Stellar (XLM), Monero (XMR), Verge (XVG), Ripple (XRP) y
Zcash (ZEC) [69,70].

Figura 1.1: Precio histórico del Bitcoin, En dólares americanos, hasta marzo del 2022. Fuente:
Investopedia

El gran auge del mercado de criptomonedas y su alto volumen de capitalización, surge
principalmente por lo atractivo de que no existan instituciones bancarias controlando y regu-
lando (al menos inicialmente) el flujo de inversión ni las ganancias potenciales (por ejemplo,
pago de impuestos). El mercado de criptomonedas ofrece una gran atractivo para sus in-
versionistas porque es fácil realizar transacciones, ofrece anonimato y una alta seguridad.
Adicionalmente, no requiere -en principio- involucrar a terceros para apertura de cuentas y
su manejo. ¿Es confiable invertir en criptomonedas? La respuesta es doble, por una parte
la seguridad de encriptamiento da una confiabilidad muy grande a las transacciones y por
otra parte, es importante mencionar que el gran atractivo del mercado de criptomonedas
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es la ganancia relativa para los inversionistas que se ha experimentado de manera histórica.
Consideremos la figura 1.1 donde se muestra el valor histórico en dólares americanos del
Bitcoin. Podemos observar que existe un crecimiento sostenido del valor de la criptomoneda,
al menos hasta el 2021 cuando inicia un periodo de gran volatilidad causado, posiblemente,
por las crisis desatadas por la pandemia de COVID-19. Los inversionistas de Bitcoin entre
2008 y 2021 gozaron de ganancias claras.

En este trabajo, sin embrago, no se propondrá un método para predecir ganancias en el
mercado de criptomonedas y por tanto una sugerencia de si invertir o no en bitcoins. Lo que
se mostrará es que la incertidumbre en los retornos disminuye si se diversifica el portafolio
de inversión.



Caṕıtulo 2

Econof́ısica: complejidad y entroṕıa

Los mercados de valores son sistemas complejos pues son sistemas abiertos donde innu-
merables subsistemas actúan e interactúan de manera no lineal y dinámica. Esto representa
un atractivo para los f́ısicos que estudian los mercados financieros por medio de métodos
distintos a los usados tradicionalmente por los economistas. De acuerdo a Bonnano et al.
(2001) [71] los mercados financieros presentan distintos niveles de complejidad debido a que
son sistemas compuestos por agentes que interactúan de manera no lineal. Estos autores,
entre otros, consideran que los modelos clásicos de valoración de activos (CAPM y APT)
han fracasado debido a que los supuestos básicos de estos modelos no se verifican emṕırica-
mente [25].

La entroṕıa es una cantidad definida matemáticamente que usualmente se emplea para
caracterizar la probabilidad de estados en un sistema que está pasando por un proceso de
cambio. Originalmente fue introducida por Rudolf Clausius (1870) [72] para medir la relación
de calor transferido a través de un proceso reversible en un sistema aislado. En mecánica
estad́ıstica la entroṕıa es la medida de la incertidumbre que queda sobre el sistema después
de observar sus propiedades macroscópicas (presión, temperatura o volumen). Esta última
interpretación fue introducida por Ludwig Boltzmann (1970) [73], quién definió la entroṕıa
de configuraciones como la diversidad de formas espećıficas en las que se pueden organizar
los componentes de un sistema. De este modo encontró una fuerte relación entre la ter-
modinámica y los aspectos estad́ısticos de la entroṕıa. La entroṕıa termodinámica y la de
configuraciones sólo difieren por la constante de Boltzmann. En teoŕıa de la información se
suele emplear la entroṕıa de Shannon (1948) [74]. Esto se debe a que el sistema que provee
la información opera como un sistema cibernético estocástico, en el cual el mensaje se puede
considerar una variable aleatoria. En teoŕıa de la información se emplea la entroṕıa para
comparar la incertidumbre y las imprecisiones de un mensaje con un mensaje de referencia.
La entroṕıa puede cuantificar el valor esperado de la información en un mensaje, es decir,
la cantidad de información que falta antes de recibir el mensaje. Cuanto más incierto sea
el mensaje que proporciona el sistema, mayor será el valor esperado de la información con-

11
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tenida en el mensaje. Por tanto, mayor incertidumbre en los mensajes del sistema significa
mayor entroṕıa. Debido a que la entroṕıa es igual a la cantidad de información esperada
en un mensaje, mide la tasa de compresión máxima que se puede aplicar sin perder infor-
mación. De este modo entendemos a la entroṕıa como una medida de desorden, dispersión,
incertidumbre y diversificación utilizada en estad́ıstica, procesos dinámicos y teoŕıa de la
información. Aunque recientemente se ha adoptado en la teoŕıa financiera [25,75].

Markowitz (1952) [76] fue el primero en introducir un enfoque cuantitativo para la selec-
ción de carteras. Propuso un algoritmo que encuentra la asignación de capital óptimo en un
conjunto de activos en función de parámetros de riesgo. Basado en la volatilidad de los ren-
dimientos aleatorios, la optimización de carteras de varianza media (MVPO) de Markowitz
mide el riesgo de un activo por su segundo momento central: la varianza. Para múltiples
activos, se emplea la covarianza pesada por la respectiva asignación de capital. Minimizar la
varianza da como resultado una cartera con el equilibrio óptimo entre riesgo y rentabilidad.
Este modelo pronto popularizó la palabra varianza en el mundo de evaluación de riesgos
financieros. Además, paulatinamente inspiró la creación de modelos como el de fijación de
precios de activos de capital (CAPM) [77]. Incluso, en la actualidad es normal relacionar la
varianza o desviación estándar y el VaR (valor en riesgo) como las principales medidas de
riesgo e incertidumbre. Por ello, tanto la teoŕıa moderna de carteras de Markowitz como los
modelos de valoración de activos en equilibrio suponen que los retornos son estacionarios
y normalmente distribuidos, aunque realmente este no es el caso [78]. Las cáıdas del mer-
cado de valores son un ejemplo de la incapacidad de los modelos clásicos para describir el
verdadero funcionamiento del mercado. Esto se debe a que no capturan toda la información
relevante y son incapaces de cuantificar la incertidumbre de los movimientos futuros. En
particular, los rendimientos del mercado muestran distribuciones más complicadas que la
distribución normal, con picos y colas pesadas. La entroṕıa, por otro lado, no tiene este tipo
de condiciones ĺımite.

Philippatos y Wilson (1972) [79] encontraron que la entroṕıa es más general y tiene al-
gunas ventajas sobre la varianza al comparar los comportamientos de la desviación estándar
y la entroṕıa en la gestión de carteras. Ellos encontraron que las dos principales medidas
de incertidumbre son la entroṕıa y la varianza. Nawrocki y Harding (1986) [80] propusie-
ron aplicar la entroṕıa ponderada de valor de estado como medida del riesgo de inversión;
sin embargo, trataron con el caso discreto. De acuerdo a Maasoumi (1993) [81], la entroṕıa
puede ser una medida alternativa de dispersión. Bouchaud et al. (1997) [82] propusieron
el uso de la entroṕıa para minimizar la diversificación y obtener un riesgo aceptable para
el inversor. Particularmente, utilizaron la entroṕıa como medida integradora en el proceso
de selección de carteras basándose en el modelo de entroṕıa media de Markowitz. Gulko
(1998) [83] analizó el equilibrio del mercado mediante un modelo que maximiza la entroṕıa
de acuerdo a ciertas constricciones. Maasoumi y Racine (2002) [84] mostraron que la en-
troṕıa tiene varias propiedades deseables y puede capturar eficientemente las dependencias
no lineales en las series temporales de rendimiento del mercado, aśı como entre los rendi-
mientos y otras variables de predicción obtenidas de otros modelos. Arafat et al. (2003) [85]
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discutieron distintos métodos de incertidumbre y concluyeron que la entroṕıa puede ser una
buena medida de incertidumbre. Dionisio et al. (2006) [25] emplearon la entroṕıa de Shannon
de manera emṕırica a datos recopilados de la Bolsa de Valores de Portugal para observar
que la entroṕıa es sensible al efecto de diversificación. Kirchner y Zunckel (2011) [86] en
su art́ıculo argumentó que en la economı́a financiera la entroṕıa es una mejor herramienta
para capturar la reducción del riesgo por diversificación; sin embargo, en su estudio suponen
que los activos son gaussianos. Ormos y Zibriczky (2014) [75] investigaron la entroṕıa como
medida de riesgo financiero. Concluyeron que la entroṕıa explica la prima de renta variable
de valores y carteras de una modo más sencillo y eficaz que el parámetro beta del modelo de
valoración de activos de capital. En este caso emplearon la entroṕıa continua, como medida
de riesgo, para la fijación de los precios de activos. Los autores econtraron que la entroṕıa
decrece en función del número de valores involucrados en un portafolio, de manera similar
a como lo hace la varianza. Además, mostraron emṕıricamente que la información mutua
y la entroṕıa condicional se comportan adecuadamente cuando se comparan con el riesgo
sistemático y el espećıfico a través del modelo de equilibrio lineal.

Mahmoud y Naoui (2017) [87] compararon la entroṕıa de Shannon con el enfoque de
media-varianza de Markowitz al estudiar la bolsa de valores de Túnez. Sus resultados mues-
tran que la entroṕıa se comporta de manera similar a la varianza al verificar el efecto de
diversificación y concluyen que la entroṕıa es una alternativa para identificar el riesgo relacio-
nado con la inversión. Aunque la idea de usar la entroṕıa en la economı́a no es nueva ya que
tiene al menos 70 años, fue ridiculizada por Paul Samuelson y, dada su autoridad (Premio
Nobel de Economı́a en 1970), su uso se popularizó en la econof́ısica tan sólo recientemente.

De este modo, la entroṕıa caracteriza la incertidumbre y mide la dispersión de una va-
riable aleatoria. Como medida de incertidumbre, parece tener mucho potencial y amplias
aplicaciones, tanto para el trabajo teórico como el emṕırico. Los trabajos académicos ante-
riores reconocen que puede ser empleada como medida de riesgo. De manera análoga a lo
realizado por Dionisio et al. (2006), [25], Ormos y Zibriezky (2014) [75] y Mahmoud y Naoui
(2017) [87], el objetivo principal de este trabajo es estudiar la capacidad de la entroṕıa como
medida de incertidumbre en la gestión de carteras aplicado al mercado de valores de las crip-
tomonedas, donde se destaca el hecho de que la entroṕıa verifica el efecto de la diversificación.
Además, es necesario incluso estimar las funciones de densidad. Hasta donde sabemos, muy
pocos art́ıculos usan la entroṕıa con relación a las criptomonedas y prácticamente ninguno
de ellos la emplea como medida de riesgo. Aśı mismo, son pocos los art́ıculos que estudian
las propiedades estad́ısticas de las criptomonedas yendo más allá del Bitcoin.
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Caṕıtulo 3

Marco Teórico

3.1. Función de entroṕıa discreta

Sea X una variable aleatoria discreta, {A1, A2, A3, ...An} un conjunto de eventos posibles
y las probabilidades correspondientes pX(xi) = Pr(X = Ai), con pX(xi) ≥ 0 y

∑n
i=1 pX(xi) =

1. La función de entroṕıa discreta generalizada o entroṕıa de Rényi [75, 88] para la variable
X se define como

Hα(X) =
1

1− α
log

(
n∑

i=1

pX(xi)
α

)
(3.1)

donde α es el orden de la entroṕıa y α ≥ 0. Este orden se puede considerar como un
parámetro de sesgo, cuando α ≤ 1 privilegia los eventos raros y cuando α ≥ 1 privilegia los
eventos comunes [89]. La base del logaritmo es 2. Los ordenes más empleados son α = 1 y
α = 2.

α = 1 es un caso especial de la entroṕıa generalizada que asume ergodicidad e indepen-
dencia, cosa que el caso generalizado no hace. Sin embargo, al sustituir en (3.1) da como
resultado una división entre cero. Por medio de la regla de L’Hôpital, se puede demostrar
que cuando α tiende a 1, se tiene la entroṕıa de Shannon

H1(X) = −
n∑

i=1

pX(xi)log(pX(xi)) (3.2)

donde dado el ĺımite correspondiente, cuando pX(xi) → 0, entonces 0log(0) se define
como 0.

15
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La entroṕıa de Shannon produce distribuciones de equilibrio exponencial, mientra que la
entroṕıa generalizada produce distribuciones de ley de potencia. Además, se puede interpretar

como el valor esperado de log
(

1
pX(x)

)
.

3.1.1. Conexión entre la entroṕıa de Shannon y la entroṕıa de
Boltzmann

Se denomina probabilidad termodinámica W al número de microestados que tiene un
macroestado. Es decir, W es el número total de estados microscópicos correspondientes al
estado macroscópico de un sistema.

La ecuación de Boltzmann para la entroṕıa toma la forma

S = kBln(W ) (3.3)

donde kB es la constante de Boltzmann. La probabilidad termodinámica W no es una
probabilidad ordinaria, sino un número entero. Consideremos un sistema aislado formado
por N moléculas que pertenecen a n estados de enerǵıa. Si suponemos un número fijo de
moléculas y valores fijos de la enerǵıa total, el número de estados macroscópicos del sistema
es

W =
N !

Πn
i=1Ni!

(3.4)

Empleando las dos expresiones anteriores

S = kBln

(
N !

Πn
i=1Ni!

)
(3.5)

consideremos pi = Ni/N i.e. la probabilidad de que la molécula se encuentre en el i-ésimo
estado de enerǵıa. Además, usando la aproximación de Stirling cuando N → ∞

S ≈ −kBN

n∑
i=1

piln(pi) (3.6)

obtenemos la ecuación de entroṕıa para un sistema formado por N moléculas distribui-
das con distribución de probabilidad p = (p1, p2, ..., pn) entre n estados de enerǵıa. Por lo
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que cuando N tiende a infinito, la entropia de Boltzmann es proporcional a la entropia de
Shannon [90].

Consideramos S = −kB
∑

i=1 piln(pi). Notemos que desde el punto de vista de la teoŕıa
de la información, los bits son necesariamente indistinguibles (etiquetar bits, requiere bits
extras), lo que es consistente con la entroṕıa de Boltzmann.

El postulado de igualdad de probabilidades a priori (o el principio de máxima entroṕıa)
dice que la probabilidad de un microestado i es pi =

1
W
. En términos de teoŕıa de la informa-

ción, los pi iguales implican que los datos son totalmente aleatorios. Por lo tanto, no debeŕıa
haber forma de comprimir los datos en absoluto. Los datos se pueden comprimir sólo si hay
algo más de información en las probabilidades. Entonces, la mı́nima información conduce a
la máxima entroṕıa. Si pi =

1
W

entonces S = −kB
∑W

i=1
1
W
ln
(

1
W

)
= kBln(W ).

3.2. Función de entroṕıa continua

Sea X una variable aleatoria continua que toma valores de R y pX(x) la función de
densidad de la variable aleatoria. La entroṕıa continua se define como

Hα(X) =
1

1− α
ln

∫
pX(x)

α (3.7)

Notemos que la base del logaritmo de (3.1) y (3.7) son diferentes. Aunque la entroṕıa
depende de la base, se puede demostrar que el valor de la entroṕıa cambia sólo por un coefi-
ciente constante para diferentes bases.

Para α = 1

H1(X) = −
∫

pX(x)ln(pX(x))dx (3.8)

3.3. Entroṕıa como medida de incertidumbre

De acuerdo a Shannon (1948) [74], una medida de incertidumbreH(pX(x1), pX(x2), ..., pX(xn))
debe satisfacer:

1. H debe ser continuo en pX(xi), con i = 1, ..., n.
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2. Si pX(xi) =
1
n
, H debe ser monótona creciente como función de n.

3. Si una opción se divide en dos opciones sucesivas, la H original debe ser la suma
ponderada de los valores individuales de H.

Shannon mostró que una medida que satisface todas estas propiedades es (3.2) multi-
plicada por cualquier constante positiva (la constante sólo establece la unidad de medida).
Entre las propiedades que la hacen una buena elección de incertidumbre se encuentran

1. H(X) = 0 si y sólo si todos las pX(xi), menos uno, son cero. Aśı, cuando tenemos total
certeza del resultado H se desvanece, de otro modo H es positivo.

2. Cuando pX(xi) =
1
n
i.e. cuando la distribución de probabilidad discreta es constante,

H(X) es máximo e igual a log(n). Esta es otra propiedad intuitivamente cierta que
favorece su uso como medida de incertidumbre.

3. Para dos variables arbitrarias X y Y , con m y n posibilidades, respectivamente. Sea
pX,Y (xi, yj) la probabilidad conjunta. La entroṕıa del evento conjunto es

H(X, Y ) = −
n∑
i

m∑
j

pX,Y (xi, xj)log (pX,Y (xi, yj)) (3.9)

mientras que las entroṕıas marginales son

H(X) = −
n∑
i

m∑
j

pX,Y (xi, yj)log

(
m∑
j

pX,Y (xi, yj)

)
(3.10)

H(Y ) = −
n∑
i

m∑
j

pX,Y (xi, yj)log

(
n∑
i

pX,Y (xi, yj)

)
(3.11)

Con las relaciones anteriores es fácil demostrar que H(X, Y ) ≤ H(X) +H(Y ), donde
la igualdad se cumple si y sólo si X y Y son estad́ısticamente independientes i.e.
p(xi, yj) = p(xi)p(yj). Esto implica que la incertidumbre de un evento conjunto es
menor o igual a la suma de las incertidumbres individuales.

4. Cualquier cambio hacia la igualación de las probabilidades pX(xi), aumenta H. Por
tanto, si pX(x1) ≤ pX(x2) y aumentamos pX(x1) disminuyendo pX(x2) en una cantidad
igual para que pX(x1) y pX(x2) sean similares, entoncesH aumenta. De hecho, cualquier
operación ”promedio” en pX(xi) de la forma

pX(xi)
′ =
∑
j

ai,jpX(xj) (3.12)

con
∑

i ai,j =
∑

j ai,j = 1 y ai,j ≥ 0, incrementa a H, excepto en el caso especial donde
esta operación equivale a una permutación, en ese caso H permanece igual.
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5. Sean X y Y dos variables aleatorias como en (3), no necesariamente independientes.
La probabilidad condicional de yj dado xi es

pX,Y (yj|xi) =
pX,Y (xi, yj)∑n
i pX,Y (xi, yj)

(3.13)

Se define la entroṕıa condicional como

H(Y |X) = −
n∑
i

m∑
j

pX,Y (xi, yj)log (pX,Y (yj|xi)) (3.14)

Esta cantidad mide qué tanta incertidumbre tenemos de Y cuando conocemos X.
Sustituyendo el valor de pX,Y (yj|xi) en la expresión anterior tenemos

H(Y |X) = H(X, Y )−H(X) (3.15)

o

H(X, Y ) = H(X) +H(Y |X) (3.16)

Por lo que la incertidumbre del evento conjunto (Y |X) es la incertidumbre de X más
la incertidumbre de Y cuando X se conoce.

6. de los puntos 3 y 5

H(X) +H(Y ) ≥ H(X, Y ) = H(X) +H(Y |X) (3.17)

Por lo que

H(Y ) ≥ H(Y |X) (3.18)

Que implica que la incertidumbre de Y nunca aumenta por el conocimiento de X.
Disminuye, a menos que X y Y sean independientes, en cuyo caso no cambia.

Arafat et al. (2003) [85] consideran que una medida de incertidumbre debe atender las
siguientes propiedades:

1. Nitidez: La incertidumbre debe ser cero cuando se tiene certeza de la ocurrencia o no
ocurrencia de un evento.

2. Maximidad: Se requieren valores máximos cuando la incertidumbre en la ocurrencia y
no ocurrencia de un evento es igualmente probable.
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3. Resolución, requiere que H(X) ≥ H(X∗), donde H(X∗) es más cercano a 0 o 1 que
H(X)

4. Simetŕıa H(X) = H(1−X)

5. Valoración H(X ∪ Y ) +H(X ∩ Y ) = H(X) +H(Y )

Estos autores discuten métodos combinados de incertidumbre y concluyen que la entroṕıa
puede ser una buena medida de incertidumbre. Las propiedades de la entroṕıa discreta y di-
ferencial son similares. Las diferencias se encuentran en que la entroṕıa discreta es invariante
ante cambios de variable y la continua no necesariamente lo es, además la entroṕıa continua
puede tomar valores negativos. De este modo la incertidumbre continua es una buena medida
de incertidumbre para variables continuas.

3.4. Entroṕıa normal

La suposición de que los datos y residuos siguen una distribución normal es común tanto
en la gestión de carteras como en el análisis de riesgos. Por ende, para estimar paramétrica-
mente la entroṕıa de una distribución normal empleamos

NH(X) =

∫
pX(x)log(

√
2πσ)dx+

∫
pX(x)

(x− x̄)2

2σ2
dx = log

(√
2πeσ

)
(3.19)

3.5. Estimación de la Función de Densidad de Proba-

bilidad (PDF)

En la práctica, las medidas de riesgo estándar como el CAPM beta o la desviación
estándar se calcular sobre los rendimientos diarios o mensuales. También seguimos esta me-
todoloǵıa. Dado que los rendimientos de los valores pueden tomar valores de un codominio
continuo, nos centramos principalmente en la entroṕıa diferencial.

Sean x1, x2, ..., xn las observaciones de la variable aleatoria continua X y Hα,n(X) la
estimación muestral de Hα(X). La evaluación de la entroṕıa se obtiene por medio de la
estimación de la función de densidad. La función de densidad de probabilidad pX(x) se
aproxima mediante pX,n(x). De este modo, la estimación integral de la entroṕıa es

Hα,n(X) =
1

1− α
ln

∫
An

pX,n(x)
αdx (3.20)
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donde An = (min(x),max(x)). Por este motivo, una de las dificultades para determinar
la entroṕıa continua es que se desconoce la función de densidad de probabilidad (o PDF por
sus siglas en inglés) subyacente. Para superar este problema existen tres métodos: estimado-
res basados en histogramas, basados en kernel y paramétricos. [25,75]

Histograma

Sea bn = (max(x),min(x)) el rango de los valores de la muestra; dividimos el rango en k
contenedores de igual ancho donde los cortes se realizan en los puntos tj. El ancho de cada
contenedor es h = bn

k
= tj+1 − tj. La función de densidad se estima mediante

pXn(x) =
vj
nh

(3.21)

si x ∈ (tj, tj+1), con vj el número de puntos que caen en el j-ésimo contenedor.
De (3.8) y (3.20)

H1,n(X) =
1

n

k∑
j=1

vjln
( vj
nh

)
(3.22)

El hiperparámetro de este método es el número de contenedores k. Existen varios métodos
para elegir este parámetro, por ejemplo la regla de referencia normal de Scott (1979) [91],
la regla de Freedman-Diaconis (1981) [92], la de la ráız cuadrada, etc. En particular la regla
de Freedman-Diaconis es bastante robusta y suele dar buenos resultados en la práctica. El
método consiste en minimizar la integral de la diferencia al cuadrado entre el histograma y
la densidad de la distribución teórica. El ancho de banda en este método está dado por

h = 2 · IQR(x) · n−1/3 (3.23)

donde n es el número de observaciones y IQR(x) es el rango intercuart́ılico del conjunto
de datos. De este modo el número de contenedores óptimo se escoge como

k =
bn · n1/3

2 · IQR(x)
(3.24)
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Estimación de la densidad del Kernel

Sea x1, ...., xn una muestra de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas (i.i.d. por sus siglas en inglés), entonces un estimador de la función de distribución
es

pXn(x) =
1

nh

n∑
i=1

∫ x

−∞
K

(
u− xi

h

)
du (3.25)

donde K es la función de Kernel y h es el parámetro de ancho de banda. La función K debe
ser una función real tal que K(x) ≥ 0, K(x) = K(−x) para toda x en R,

∫∞
−∞K(x)dx = 1

y
∫∞
−∞ xK(x)dx = 0. Se ha estudiado la convergencia uniforme a la distribución teórica

independientemente de la forma del Kernel empleado [93]. Los hiperparámetros son el Kernel
y el ancho de banda, la elección del Kernel determina cómo se distribuye la influencia de
cada observación.

Estimación de densidad paramétrica

Se denota como P al conjunto de distribuciones de probabilidad en un espacio muestral
indexado por un conjunto Θ (espacio de parámetros). Para cada θ ∈ Θ, se tiene un Pθ

miembro de P que es una distribución. Los modelos estad́ısticos se pueden escribir como

P = {Pθ|θ ∈ Θ} (3.26)

Estos modelos son paramétricos si Θ ⊆ Rk con k ≥∈ Z+ (en otro caso se tendŕıa un
modelo no paramétrico como los estimadores de Kernels). En cuyo caso, el modelo consta
de distribuciones continuas. Los métodos paramétricos suponen que se conoce la forma par-
ticular de la función de distribución de probabilidad y sólo deben estimarse sus parámetros
(en el caso de una distribución normal, sólo debe estimarse su media y varianza).

Estimación máxima del Likelihood

Consideremos un conjunto (x1, x2, ..., xn) de datos i.i.d. Dado que están idénticamente
distribuidos, deben tener la misma función de probabilidad f(X|θ). La verosimilitud o el
likelihood de que los datos tengan el parámetro θ es

L(θ) = Πn
i=1f(xi|θ) (3.27)

Para diferentes θ’s, la probabilidad de que los datos tengan esos parámetros será distinta. En
la estimación de máxima verosimilitud o maximum likelihood (MLE), el objetivo es encontrar
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los parámetros θ’s que maximicen la función de verosimilitud L. El MLE supone que1

θ̂ = argmáx
θ

(L(θ)) (3.28)

Se suele emplear la función Log-Verosimilitud o Log-Likelihood

LL(θ) = log(L(θ)) = logΠn
i=1f(xi|θ) =

n∑
i=1

logf(xi|θ) (3.29)

Dado que el logaritmo es monótamente creciente, en la práctica para el MLE se trabaja
con

θ̂ = argmáx
θ

(LL(θ)) (3.30)

Para esta tesis se empleó el método del histograma, Kernel y paramétrico para determinar
los PDF ’s, usando siempre la regla de Freedman-Diaconis. En los dos últimos casos, las fun-
ciones de densidad de probabilidad se calcularon por la estimación de máxima verosimilitud
(MLE).

3.6. Portafolios de inversión

Un portafolio o cartera de inversión es simplemente una colección de activos. Se carac-
terizan por el valor invertido en cada activo. Sea wi la fracción invertida en el activo i con
i = 1, 2, ..., n, la constricción requerida es que

n∑
i=1

wi = 1 (3.31)

Definimos el rendimiento Ri de una acción ordinaria i, durante un cierto peŕıodo como

Ri =
P1,i − P0,i

P0,i

(3.32)

donde P0,i es el precio de la acción i al comienzo del peŕıodo y P1,i es el precio de i al
final de ese peŕıodo. Este retorno es el retorno histórico o ex post retorno. Mientras que el

1Los argumentos del máximo o argmax son aquellos puntos del dominio de una función en los cuales esta
se maximiza.
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rendimiento total de la cartera es simplemente el promedio ponderado de los rendimientos
esperados de los valores individuales de la cartera

RT =
n∑

i=1

wiRi (3.33)

El objetivo de la selección de carteras es encontrar una cartera óptima asignando pesos
que minimicen el riesgo y maximicen los rendimientos. Markowitz definió el riesgo como la
varianza de los rendimientos de la cartera. El MVPO de Markowitz minimiza la varianza y
maximiza los rendimientos esperados

min{V ar(RT )} =
n∑

i=1

w2
i σ

2
i +

n∑
j=1,j ̸=i

n∑
i=1

wiwjσiσj (3.34)

max{E(RT )} =
n∑

i=1

wiE(RT ) (3.35)

3.7. Comparación entre la entroṕıa y la varianza

De acuerdo a Ebrahimi et al. (1999) [94] una densidad suave y continua se puede apro-
ximar bien mediante

pX(x) ≈ a0G0(x) + a1G1(x) + ...+ aNGN(x) (3.36)

donde Gi(x) con i = 1, ..., N son los polinomios de Legendre. Notemos que

∫ 1

−1

Gi(x)Gj(x)dx =
2δij
2i+ 1

(3.37)

δij es la delta de Kronecker y x ∈ [−1, 1]. Los autores argumentan que se puede obtener
un a0 y a1 para satisfacer la restricción de normalización y la de media cero.
Dado que

x2 =
1

3
[2G2(x) +G0(x)] (3.38)

la varianza se puede aproximar por

V (x) =

∫
x2pX(x)dx ≈ 1

3
[
4

5
a2 + 2a0] (3.39)
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lo que muestra que la varianza aumenta si y sólo si a2 aumenta. Mientras que los ai con
i ≥ 3 no influyen en la varianza.

Usando (3.36) se puede verificar que la derivada de H respecto a a2 es

∂H

∂a2
≈ −

∫
G2(x)log[a0G0(x) + a1G1(x) + ...+ aNGN(x)]dx (3.40)

Por lo que la entroṕıa incrementa con la varianza si la última expresión es positiva.
Además, la variación de la entroṕıa depende de muchos más parámetros además de a2. De
este modo Ebrahimi et al. mostraron que la entroṕıa puede estar relacionada con momentos
de orden superior de una distribución, por lo que puede ofrecer una mejor caracterización
de pX(x) debido a que emplea más información sobre la distribución de probabilidad que la
varianza.

La entroṕıa mide la disparidad de la densidad pX(x) de la distribución uniforme. Es
decir, mide la incertidumbre en el sentido de utilizar pX(x) en lugar de la distribución uni-
forme [87]. Mientras que la varianza mide un promedio de distancias respecto a la media de
la distribución de probabilidad. De acuerdo a Ebrahimi et al. [94], ambas medidas reflejan
concentración, pero usan distintas métricas. La varianza mide la concentración alrededor de
la media y la entroṕıa mide la difusión de densidad independientemente de la ubicación de
la concentración. Estad́ısticamente hablando, la entroṕıa no es una medida centrada en la
media, sino que toma en cuenta toda la distribución emṕırica sin concentrarse en un mo-
mento espećıfico. De este modo puede tomar en cuenta toda la distribución de rendimientos
sin centrarse en uno en particular [95]. La entroṕıa discreta es positiva e invariante bajo
transformaciones, pero la varianza no lo es. En el caso continuo ni la entroṕıa ni la varianza
son invariantes bajo transformaciones uno a uno [25] [87]. De acuerdo a Pele et al. (2017) [93]
la entroṕıa está fuertemente relacionada a las colas de la distribución, esta caracteŕıstica es
importante para distribuciones de colas pesadas o con un momento de segundo orden in-
finito, donde la varianza es obsoleta. Además, la entroṕıa se puede estimar para cualquier
distribución, sin conocimiento previo de su forma funcional. Estos autores encontraron que
las distribuciones de cola pesada general bajos niveles de entroṕıa, mientras que las distri-
buciones de cola ligera generan altos valores de entroṕıa.

En esta tesis se busca observar la sensibilidad de la entroṕıa de Shannon al efecto de
diversificación en activos no clásicos, en este caso particular, en las criptomonedas. El riesgo
de las carteras de inversión se puede dividir en espećıfico y sistemático. El riesgo sistemático
es inherente a la incertidumbre del mercado, por lo que no es diversificable, usualmente el
precio de un activo se ve afectado por factores como la inflación, el crecimiento económico
o la recesión económica, y las fluctuaciones en el mercado financiero mundial. El riesgo es-
pećıfico o no sistemático corresponde al riesgo de un activo o un grupo pequeños de activos
debido a sus caracteŕısticas espećıficas, por lo que śı es diversificable. Formar portafolios o
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carteras puede reducir el riesgo espećıfico o no sistemático.

La entroṕıa puede brindar información similar si definimos la información mutua media
entre X y Y como

I(X, Y ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

pX,Y (xi, yj)log

(
PX,Y (xi|yj)
PX(xi)PY (yj)

)
(3.41)

para el caso discreto y

I(X, Y ) =

∫
X

∫
Y

pX,Y (x, y)log

(
PX,Y (x|y)
PX(x)PY (y)

)
(3.42)

para el caso conitnuo. De este modo H(X) = I(X, Y ) + H(X|Y ), donde I(X, Y ) se pue-
de comparar al riesgo sistemático; mientras que H(X|Y ) se puede comparar con el riesgo
espećıfico. Sin embargo, las medidas de teoŕıa de información no se pueden comparar direc-
tamente con la varianza en términos métricos [25,70].

La desviación estándar es una función convexa, por lo que obedece la desigualdad de
Jensen E[σ(X)] ≥ σ[(EX)]2. Esto permite emplearla como medida de riesgo en las carteras
de inversión, ya que toman en cuenta el efecto de diversificación. Por otro lado, la entroṕıa es
una función cóncava y tiene un máximo para la mayoŕıa de las distribuciones de probabilidad
y sólo cumple la desigualdad de Jensen para distribuciones uniformes. Esto puede dar la idea
de que no va a satisfacer el efecto de diversificación, pero debemos recordar que la entroṕıa
no es una función de los valores de las variables, sino de la probabilidad en śı, por lo que la
desigualdad H(X, Y ) ≤ H(X)+H(Y ) puede permitirnos observar la diversificación [25,87].



Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa y Análisis de Datos

4.1. Métodos

Usamos los precios de apertura y cierre de 18 criptomonedas, cotizados en dólares, desde
el 16/10/2018 hasta el 31/12/2021, lo que da un total de 1172 observaciones por criptomo-
neda, de la base de datos de CryptoDataDowload [68] para calcular los rendimientos diarios.
Primero, caracterizamos estad́ısticamente las distribuciones de los rendimientos diarios de
cada criptomoneda por medio de pruebas de normalidad y ajustes paramétricos de distri-
buciones de cola pesada. Posteriormente, realizamos un análisis similar a lo presentado por
Dionisio et al. (2006), [25], Ormos y Zibriezky (2014) [75] y Mahmoud y Naoui (2017) [87].
Del conjunto de las 18 criptomonedas, seleccionamos de manera aleatoria los activos para
componer carteras de inversión, donde la única premisa utilizada es que la proporción inver-
tida en cada activo es de 1

N
, siendo N el número de activos en la cartera. Para comparar la

entroṕıa con la desviación estándar de manera coherente, usamos la entroṕıa normal ya que
es función de la varianza.

4.2. Análisis de Datos

Presentamos los resultados en tres partes. Primero, muestramos que los rendimientos dia-
rios de cada criptomoneda no siguen una distribución normal. En segundo lugar, se indica que
los rendimientos diarios presentan colas gordas. Finalmente, se muestra el comportamiento
de la entroṕıa en función del número de activos en el portafolio.

27
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4.2.1. Distribución normal y gráficos Q-Q plot

En la figura 4.1 se muestran los histogramas de la distribución de probabilidad de los
rendimientos diarios de las criptomonedas estudiadas. La curva azul muestra la distribución
normal con la varianza y media calculada a partir de los datos emṕıricos. La ĺınea roja
muestra el estimador de densidad de Kernel, se empleó el método de validación cruzada
para determinar el ancho de banda y el Kernel que maximizan el Log-Verosimilitud o Log-
Likelihood total de los datos en X [96]. Entre los Kernels empleados se encuentran:

Gaussiano: Los pesos se asignan siguiendo una distribución normal con una desviación
estándar igual al ancho de banda

K(x, h) ∝ exp

(
− x2

2h2

)
(4.1)

Epanechnikov: Los pesos están entre 1 y 0 y caen de forma cuadrática

K(x, h) ∝ 1− x2

h2
(4.2)

Tophat: Asigna el mismo peso a las observaciones dentro del mismo ancho de banda

K(x, h) ∝ 1 si x ≤ h (4.3)

Exponencial: Los pesos decaen de forma exponencial.

K(x, h) ∝ exp
(
−x

h

)
(4.4)

Lineal: El peso decae de forma lineal dentro del ancho de banda

K(x, h) ∝ 1− x

h
si x ≤ h (4.5)

Coseno: El peso dentro del ancho de banda es proporcional a un coseno

K(x, h) ∝ cos
(πx
2h

)
si x ≤ h (4.6)

El ancho de banda se optimizó para valores entre 0 y 1. Vemos que en todos los casos hay
una desviación importante de la distribución calculada con Kernels respecto a la distribución
normal.
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Los cuantiles son valores que dividen una distribución de probabilidad en intervalos igua-
les, teniendo en cada intervalo la misma fracción de la población total. Los Q-Q plots se
utilizan comúnmente para visualizar datos y encontrar comparativamente el tipo de distri-
bución de probabilidad al que una variable aleatoria pude pertenecer, por ejemplo, si son
distribuciones gaussianas, uniformes, paretianas, exponenciales, etc. Para construir un QQ-
plot se traza en el eje X los cuantiles de la distribución base o los ”cuantiles teóricos” y en
el eje Y se colocan los cuantiles de la muestra. Si ambos conjuntos de cuantiles provienen de
la misma distribución, se debeŕıa apreciar que los puntos forman una ĺınea más o menos recta.

En la figura 4.2 se muestran los gráficos Q-Q normal de los rendimientos diarios emṕıricos
de las criptomonedas estudiadas. La distribución normal captura bien las partes medias de
los datos, pero no las colas. De hecho, se observa claramente el comportamiento caracteŕısti-
co de distribuciones de cola pesada por la forma de ”S” en el gráfico. Esto significa que,
en comparación con una distribución normal, hay más datos ubicados en los extremos de la
distribución y menos datos en el centro de la misma.

En la tabla 4.1 se encuentran los resultados de la prueba de normalidad de Shapi-
ro–Wilk aplicada a los rendimientos diarios de las criptomonedas estudiadas. La prueba
de Shapiro-Wilks plantea la hipótesis nula que una muestra proviene de una distribución
normal. Además, produce el valor estad́ıstico W junto a un valor p (p-value). Se estable-
ce como práctica común que si el valor p es menor que 0.05, debe rechazarse la hipótesis
de que la muestra sea normal. En nuestro caso, el valor p, es muy pequeño para todas las
criptomonedas, lo que indica fuertemente que se debe rechazar la hipótesis nula de que los
rendimientos diarios siguen una distribución normal [97]. Por lo que aceptamos la hipótesis
alternativa de que los rendimientos no presentan normalidad.

Este breve análisis justifica el hecho de buscar ajustar los datos a otro tipo de distribu-
ciones ya que la distribución normal no refleja con precisión las propiedades de los datos.
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Figura 4.1: Histogramas de la distribución de probabilidad del rendimiento de las criptomo-
nedas estudiadas. Se muestra la curva normal, en azul, asociada a cada conjunto de datos y
la curva estimada por medio del método de Kernel, en rojo.
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Criptomoneda Estad́ıstico W Valor p
BAT 0.9145918488502502 3.583642497137703× 10−25

BCH 0.8442956209182739 2.0687267940732195× 10−32

BTC 0.9200488924980164 1.9557796521798937× 10−24

DAI 0.7424888610839844 3.2179880363248326× 10−39

EDO 0.8076344728469849 3.4445560323724676× 10−35

EOS 0.8804945349693298 4.2083570446443943× 10−29

ETC 0.8532063364982605 1.171599467840273× 10−31

ETH 0.9555951356887817 2.196983641929869× 10−18

ETP 0.8586546182632446 3.5253790281725702× 10−31

LTC 0.9145918488502502 3.583642497137703× 10−25

NEO 0.9394873976707458 1.8727637659561556× 10−21

OMG 0.8932422399520874 9.49543455300675× 10−28

TRX 0.9232430458068848 5.5030834196300105× 10−24

XLM 0.8445523977279663 2.1722708017125762× 10−32

XMR 0.9094425439834595 7.782088178101993× 10−26

XRP 0.8247969150543213 6.025280066822763× 10−34

XVG 0.9367734789848328 6.557130993748175× 10−22

ZEC 0.9547221064567566 1.433121016930785× 10−18

Tabla 4.1: Resultados de la prueba de normalidad de Shapiro–Wilk a los rendimientos diarios
de las diversas criptomonedas. En todos los casos, el valor p es tan pequeño que indica que
los datos no se explican mediante una distribución normal.
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Figura 4.2: Gráfico Q-Q normal del rendimiento diario de diversas criptomonedas. Se grafican
los cuantiles teóricos normales contra los cuantiles observados.

4.2.2. Distribuciones de cola pesada

Nadarajah et al. (2015) [98] realizaron ajustes al tipo de cambio de distintas monedas fiat1

usando distribuciones flexibles. Emplearon distribuciones como la Student-t, la asimétrica
Student-t, hiperbólica, hiperbólica generalizada, lambda generalizada, la Skew-T y la inversa
normal gaussiana a los datos. De acuerdo a la sección anterior, debemos limitarnos al estudio
de distribuciones con colas pesadas. Osterrieder (2016) [69] realizó ajustes de colas pesadas
a distintas criptomonedas con la distribución Student-t, Student-t generalizada, hiperbóli-
ca, hiperbólica generalizada, inversa normal gaussiana y la varianza gamma asimétrica. En
ambos estudios, encontraron que todas las distribuciones de colas pesadas que se emplearon
daban resultados estad́ısticamente similares, aunque el mejor ajuste se hallaba con la distri-
bución hiperbólica generalizada. Además, concluyeron que la Student-t es una buena opción
dada su simplicidad. Análogamente, Briere et al. (2017) [99] llegaron a resultados similares
al estudiar ajustes paramétricos a los rendimientos de las 7 criptomonedas más cotizadas
de 2015. Por ello, aqúı realizamos ajustes a los rendimientos diarios con la distribución de
t-Student y la hiperbólica generalizada, además de una distribución normal para comparar,
aunque es de cola ligera.

Distribución normal

pX(x) =
1

σ
√
2π

e−(x−µ)2/2σ2

(4.7)

para −∞ ≤ x ≤ ∞, −∞ ≤ µ ≤ ∞ y σ ≥ 0.

Distribución Student-t

1dinero que no es respaldado por valores o bienes f́ısicos como el oro, sino que es respaldado por el gobierno
que lo emite.
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pX(x) =
K(ν)

σ

[
1 +

(x− µ)2

σ2ν

]−(1+ν)2/2

(4.8)

para −∞ ≤ x ≤ ∞, −∞ ≤ µ ≤ ∞ y σ ≥ 0 u ν ≥ 0. Donde K(ν) =
√
νB(ν/2, 1/2) y B es

la función beta definida por

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1dt (4.9)

Distribución hiperbólica generalizada

pX(x) =
(γ/δ)λα1/2−λ

√
2πKλ(δγ)

[
δ2 + (x− µ)2

]λ−1/2
Kλ−1/2

(
α
√
δ2 + (x− µ)2

)
(4.10)

para −∞ ≤ x ≤ ∞, −∞ ≤ µ ≤ ∞, −∞ ≤ λ ≤ ∞ , δ ≥ 0, α ≥ 0 y β ≥ 0. Donde
γ =

√
α− β2 y Kλ es la función de Bessel modificada de segundo orden.

En la figura 4.3 se muestra el histograma de la distribución de probabilidad de los ren-
dimientos diarios junto con los ajustes de cada distribución de modo que se maximiza el
Log-Likelihood. El valor del Log-Likelihood para cada ajuste se muestra en la tabla 4.2.
Notemos que el Log-Likelihood siempre es menor para la distribución normal y cualquiera
de las dos distribuciones de cola pesada genera buenos ajustes.
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Figura 4.3: Histogramas de la distribución de probabilidad del rendimiento de las criptomo-
nedas estudiadas con los ajustes de una distribución normal, t-student e hiperbólica genera-
lizada.



4.2. ANÁLISIS DE DATOS 47

Criptomoneda Normal t-Student Hiperbólica Generalizada
BAT 1531 1667 1639
BCH 1555 1815 1705
BTC 2111 2250 2196
DAI 4395 4871 4701
EDO 1239 1518 1521
EOS 1583 1794 1582
ETC 1608 1861 1754
ETH 1831 1915 1892
ETP 1393 1594 1598
LTC 2111 2250 2196
NEO 1631 1740 1700
OMG 1401 1570 1572
TRX 1694 1829 1833
XLM 1590 1808 1797
XMR 1814 1947 1924
XRP 1595 1884 1766
XVG 1305 1396 1384
ZEC 1637 1722 1689

Tabla 4.2: Log-likelihood de las distribuciones ajustadas.

4.2.3. Entroṕıa de portafolios

Se generó un portafolio agregando las 18 criptomonedas de manera aleatoria. Se comienza
agregando un activo al portafolio, posteriormente se calcula su entroṕıa normal y su entroṕıa
emṕırica por medio del método del histograma, Kernel y el paramétrico. Se continúa agre-
gando activos de manera aleatoria hasta agregar las 18 criptomonedas estudiadas. Cada que
se agrega un nuevo activo al portafolio, es necesario calcular la entroṕıa normal y la entroṕıa
emṕırica del rendimiento total i.e., cada que se agrega un activo se calcula nuevamente la
función de distribución del rendimiento total por medio de los tres métodos presentados. En
la figura 4.4 se observan los ajustes al realizar el procedimiento anterior, mientras que en
la figura 4.5 se muestra la entroṕıa normal y la emṕırica contra el número de activos en el
portafolio.
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Figura 4.4: Ajustes a la distribución de probabilidad de los rendimientos diarios totales con
n ∈ {1, 2, ..., 18} activos en el portafolio.
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de diversificación.
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Conclusiones

En esta tesis se mostraron algunas propiedades estad́ısticas de los rendimientos de las
criptomonedas estudiadas. Para ello, se ajustaron los rendimientos diarios a distintas distri-
buciones como la normal, t-student y la hiperbólica generalizada. Los resultados muestran
que las distribuciones de los rendimientos diarios exhiben distribuciones de retorno lep-
tocúrticas con colas pesadas estad́ısticamente significativas. En particular la distribución
t-Student describe adecuadamente los datos y es una buena opción dada su simplicidad, lo
cual puede ser útil para la gestión de riesgos financieros, donde es necesario calcular el valor
en riesgo (VaR) y el déficit esperado (ES), pero los resultados también son útiles para fines
de inversión. Hasta donde sabemos, este es uno de los pocos trabajos que investiga algunas
propiedades estad́ısticas de las criptomonedas, yendo más alla del Bitcoin.

Se empleó la entroṕıa como medida de incertidumbre en la gestión de carteras. La figura
4.5 muestra que la entroṕıa de Shannon presenta un comportamiento similar, aunque no
igual, que la varianza, por lo que puede servir como medida de riesgo y verifica el efecto
de diversificación ya que ambas tienden a disminuir al incluir activos en el portafolio. Esto
se debe que al aumentar el número de activos en la cartera, el número posible de estados
del sistema, en este caso la cartera, disminuye progresivamente y la incertidumbre sobre esta
cartera también disminuye. Debemos notar que en todos los casos la entroṕıa normal siempre
toma valores mayores a la entroṕıa emṕırica, lo que implica que la incertidumbre es menor
que la que se observaŕıa si los rendimientos se distribuyeran normalmente. Para los 18 va-
lores, se puede lograr una reducción en nats de arproximadamente un 55% en comparación
con un solo valor.

En el estudio realizado por Ormos y Zibriezky (2014) [75] encontró que el método del
histograma para calcular la entroṕıa de Shannon mostró ser más eficiente en términos de po-
der explicativo y predictivo y exhibió simplicidad en comparación con el método del Kernel.
Observamos que los ajustes al rendimiento diario total muestran que el método del histogra-
ma se ajusta mejor a los datos emṕıricos, seguido por el método paramétrico y finalmente
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el KDE. En estos dos últimos casos, el Log-Likelihood del método paramétrico con la dis-
tribución t-Student, siempre fue mayor al del método del KDE; aunque el Log-likelihood de
ambos siempre fue mayor al de la distribución normal. Sin embargo, con cualquier método
se verifica la diversificación. Esto corrobora y contribuye a los hallazgos emṕıricos realizados
por Dionisio et al. (2006), [25], Ormos y Zibriezky (2014) [75] y Mahmoud y Naoui (2017) [87]
que observaron la diversificación de la entroṕıa de Shannon, con la diferencia de que estos
autores la verificaron en activos clásicos y no caracterizaron sus distribuciones. Esto puede
ser de utilidad para inversores, comerciantes y los gestores de carteras.

De este modo concluimos que la entroṕıa observa el efecto de diversificación y es una
medida de incertidumbre más general que la desviación estándar ya que: (i) emplea más
información de la distribución de probabilidad, pues usa momentos de orden superior, mien-
tras que la desviación estándar sólo usa el segundo momento; (ii) No depende de ninguna
distribución en particular, a diferencia de la desviación estándar, lo que elimina el error in-
troducido al ajustar una distribución normal a los rendimientos. Esto se hace evidente en
distribuciones no simétricas con momentos adicionales no normales. De este modo la entroṕıa
puede captar la complejidad de los sistemas sin necesidades de hipótesis que puedan sesgar
los resultados; (iii) la entroṕıa es independiente de la media dada cualquier distribución, por
lo que satisface las condiciones de primer orden; (iv) cumple los requerimientos que deben
satisfacer las buenas medidas de incertidumbre; (v) la entroṕıa puede emplearse para datos
tanto métricos como no métricos. Por ello, pude usarse como medida complementaria a los
modelos tradicionales basados en la media y varianza que son más restrictivos con supuestos
que emṕıricamente suelen no verificarse. Sin embargo, también debe mencionarse los incon-
venientes del uso potencial de la entroṕıa como medida de incertidumbre en portafolios,
uno de ellos es que es más compleja en comparación de la desviación estándar común. Por
otro lado, la entroṕıa tampoco toma en cuenta los valores reales de las variables, por lo que
se debe tener cuidado al emplearla en análisis de riesgo y selección de carteras. Además,
siempre hay sesgo estad́ıstico en las medidas de información debido a los grados de libertad
permitidos en un experimento.

A pesar de que el presente no es un trabajo sobre predicción puntual del mercado de crip-
tomonedas, es ilustrativo mencionar el éxito relativo, en este ámbito, del uso de métodos de
la f́ısica no lineal para realizar estas predicciones, realizadas por la compañ́ıa estadounidense
“Prediction Company” fundada por dos pioneros de la teoŕıa del caos en 1991, asociados al
Instituto Santa Fe. Es el caso de Doyne Farmer y Norm Packard [100] . En una de sus más
conocidas contribuciones [101], Farmer menciona la posibilidad del uso de “dinámica adap-
tativa” para realizar predicciones en series de tiempo de naturaleza y que sigue los principios
de las redes neuronales o más modernamente lo que se conoce como “machine learning”
(aprendizaje de máquina). Básicamente consiste en el uso de sistemas que aprenden a clasi-
ficar patrones (salida) a partir de una serie de tiempo (entrada). La salida seŕıa idealmente
una estrategia de inversión que apuntaŕıa a maximizar ganancias y la entrada seŕıa la serie de
tiempo inmediata, idealmente en tiempo real, del comportamiento del mercado. Desde luego,
existen aplicaciones recientes de aprendizaje de máquina a la predicción del comportamiento
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temporal de las criptomonedas [102,103].

Para la predicción temporal de mercados financieros existen, hoy en d́ıa, más de 5,000
algoritmos creados por diversos programadores que los publican en bibliotecas públicas de
software [104]. Hoy en d́ıa, los inversionistas utilizan varios de esos algoritmos combinandos,
aunque los más populares suelen estar basados en: Promedios de Valor Verdadero (ATR),
Índice de Fortaleza Relativa (RSI), El Promedio Móvil Convergencia/Divergencia (MACD) y
el Promedio Móvil Exponencial (EMA) [104]. Cómo puede verse, el uso de Promedios Móvi-
les es común. Esencialmente contribuyen a disminuir el ruido o fluctuaciones en intervalos
de tiempo. Algunos autores [105, 106] los acoplan con análisis de regresión para formar los
modelos ARMA (Autoregressive–moving-average model) que a su vez se emplean junto a las
funciones de distribución de probabilidad sesgadas (no normales), dado que, como ya dimos
cuenta aqúı, las PDF de los mercados financieros y de las criptomonedas no son normales.
Es interesante hacer notar que existen “pronosticos” en ĺınea que sugieren los momentos
adecuados, en tiempo real, para vender o comprar criptmonedas y que se basan sobre todo
en modelos de promedios móviles [107].

Por último, es ilustrativo mencionar que los mercados de criptomonedas tienen propieda-
des cualitativas y cuantitativas semejantes a los mercados financieros tradicionales, lo cual
nos permite hablar de propiedades genéricas entre ambos, es decir de aspectos de universa-
lidad, propios de los sistemas complejos.
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[103] Wei Chen, Huilin Xu, Lifen Jia, and Ying Gao. Machine learning model for bitcoin
exchange rate prediction using economic and technology determinants. International
Journal of Forecasting, 37(1):28–43, 2021.

[104] Tradingview.com. Indicators, strategies and libraries. https://www.tradingview.

com/scripts/indicator/. Accessed: 2022-01-01, 2022.
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