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Capitulo 1

Antecedentes

En 1827 Robert Brown, un eminente botanico escocés, mientras investigaba el proceso de fertiliza-
cion en Clarkia pulchella, notdé un "movimiento irregular rapido"de las particulas de polen suspen-
didas en agua bajo el microscopio [I]. Inicialmente, Brown creyé que tal movimiento era debido a la
actividad vital de las células sexuales masculinas de las plantas, pero luego comprobé que el polen
de las plantas muertas por més de un siglo también mostraban el mismo movimiento. Brown llamé a
esto un "hecho muy inesperado de la aparente vitalidad retenida por estas 'moléculas’ tanto tiempo
después de la muerte de la planta". Un estudio posterior hecho por el mismo Brown revel6 que se
podia observar el mismo movimiento no sélo con particulas de otros organismos, sino también con
astillas de vidrio o granito y particulas de humo [I] [2]. Si bien este fen6meno ya habia sido reportado
mucho antes, en 1784 por el médico, botanico, fisiblogo y quimico britanico de origen neerlandés Jan
Ingenhousz, que lo observo en una suspension de polvo de carbon vegetal en alcohol, Brown fue el
primero en estudiarlo con profundidad y rigurosidad por lo que se denomina a esta clase de movi-
miento en su honor como Movimiento browniano [3].

Durante aproximadamente 30 anos decay6 el interés sobre el movimiento browniano, pero en 1858
el profesor de farmacologia de la Ecole de Pharmacie Jules Regnault sugiri6 que el movimiento Brow-
niano, basandose en sus experimentos, se debia a las corrientes de conveccion causadas por absorcién
de calor proveniente de los rayos de luz que caian en una suspension de particulas [4]. En la década
de 1860, el profesor de geometria descriptiva y geodesia en Karlsruhe, Christian Weirner, atribuyo
el movimiento a fuerzas internas del liquido [5]. Esta tesis fue apoyada en la década de 1870 por los
cientificos belgas J. Delsaux, J. Thirion y por el italiano Carbonnelle [3].

En 1888, Leon Gouy supuso la conexiéon entre el movimiento browniano y el principio de Carnot
destacando la naturaleza estadistica de las leyes de la termodindmica. Y en 1889, Gouy, determiné
que el tamano pequeno de particula, la baja viscosidad del fluido y el aumento en la temperatura
circundante provocaban un movimiento browniano mas rapido, lo que sugeria que su causa estaba
en el "movimiento molecular térmico en el entorno liquido"[3]. La idea de que las moléculas de un
liquido o gas estan en constante movimiento y chocando entre si, es una parte importante de la teoria
cinética de los gases desarrollada en el tercer cuarto del siglo XIX por James Clerk Maxwell, Ludwig
Boltzmann y Rudolf Clausius como explicacion de los fenémenos de calor[2).

Sin embargo, la contribuciéon més importante a la teoria del movimiento browniano fue dada por
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8 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Albert Einstein en su articulo de 1905 *On the Motion of Small Particles Suspended in Liquids at
Rest Required by the Molecular-Kinetic Theory of Heat’, donde Einstein argumento6 que el efecto acu-
mulado de distintas colisiones de las particulas suspendidas en un fluido provoca una serie de saltos
aleatorios en la posicion de la particula, dando como resultado una especie de caminata aleatoria.
Einstein asumi6 que la posicion de la particula como funciéon del tiempo es un proceso estocastico y
propuso una ecuacién en derivadas parciales para la evolucion temporal de la funciéon de densidad de
probabilidad tomando en cuenta que estos saltos son pequenos [6]. Poco después de la publicacion del
manuscrito de Einstein, un fisico polaco, Marian von Smoluchowski public6 un articulo en el mismo
tema llegando a las mismas conclusiones que Einstein. El mismo ano de la publicacion del articulo de
Einstein, Karl Pearson proponia el término de caminata aleatoria en la publicacion de su pregunta
de consulta en la revista Nature en 1905: "Un hombre parte de un punto O y camina | yardas en
linea recta; luego gira en cualquier dngulo y camina otras | yardas en una sequnda linea recta. Se
repite este proceso n veces. Necesito la probabilidad de que después de estos n tramos el hombre esté
a una distancia entre v y r + or desde su punto de partida, O"[7], esta pregunta tuvo la famosa
contestacion por parte de Lord Rayleigh, quien ya habia resuelto una forma mas general de este
problema en 1880, en el contexto de ondas sonoras en materiales heterogéneos [§][9].Sin embargo el
problema de la caminata aleatoria fue planteado incluso antes de la pregunta de Pearson y el trabajo
de Einsten en movimiento Browniano por el matematico francés Louis Bachelier en su tesis de la
teoria financiera de especulaciones (La Théorie de la Spéculation) publicada en 1900 [9]. Mientras
era un estudiante de doctorado en matematicas en la Sorbona, Bachelier derivé su modelo financiero
considerando el movimiento de los precios de los bonos en la Bolsa de Paris. La conclusion fue que
los precios seguian una caminata aleatoria, influenciados por las noticias de ultima hora, y éstos va-
riaban de una manera que era imposible de predecir. Esto dio paso a lo que hoy se llama la hipétesis
del mercado eficiente [9]. Los precios de las acciones en Wall Street y otros mercados financieros
se ajustan instantaneamente a toda la informacion disponible, dado que cualquier informacién que
pueda usarse para predecir el precio de las acciones de manana ya se refleja en el precio de hoy [10].
A los trabajos de Einstein y Smoluchowski sigui6 el de Langevin 1908, quien construyé una ecuacion
de movimiento basada en la segunda ley de Newton para la posiciéon de una particula browniana,
tomando los supuestos que la particula se ve sometida a dos tipos fuerzas: 1) la fuerza de friccion y
2) la fuerza que flucttia rapidamente debida a las colisiones. A su vez, Adriaan Fokker, en 1914, y
Max Planck, en 1917, introdujeron una ecuacién de movimiento en derivadas parciales que gobierna
la evolucion de la densidad de probabilidad de las posiciones de un particula browniana en un fluido.
A esta ecuacion también se le conoce como ecuacion de Kolmogorov debido a que fue descubierta de
forma independiente por el matematico ruso Andréi Nikolayevich Kolmogoérov en 1931 [T1].

El primer anélisis de las caminatas aleatorias en una red se debe a Polya, que considero la pregunta
de si un caminante inicialmente en el origen eventualmente volverfa a su punto de partida [§]. En
1965, Elliott W. Montroll y George H. Weiss generalizaron las caminatas aleatorias a procesos de
tiempo continuo [12]. Aplicaciones de las caminatas aleatorias en tiempo continuo han sido desarro-
lladas por Scher y Lax para la teoria general del transporte estocéstico en sistemas desordenados|13].

En la década de 1920, G.I Taylor [14] y R. Fiirt [I5] introdujeron la caminata aleatoria persistente,
que es un tipo de caminante que tiende a mantener misma direcciéon de movimiento actual en sus
siguientes pasos, como un modelo para la difusiéon en un medio turbulento. En 1951, Sydney Golds-
tein [16] derivo la ecuacion del telegrafista en una dimension en el limite continuo a partir de un



conjunto de ecuaciones que describen la evolucién temporal de una caminata aleatoria persistente.
Para dimensiones méas altas un ansatz basado en el método de Markov fue propuesto por Domb y
Fisher [I7]. Sin embargo, quizé las personas que méas a contribuido a muchos aspectos de la teoria
de caminatas aleatorias persistentes han sido George H. Weiss, Jaume Masoliver y Katja Lindenberg
[18], en 1989, desarrollaron una version continua de la caminata aleatoria persistente, que permitia
pasos de longitud arbitraria en una linea. En 2018 Vicent Rossetto [19] resolvié la ecuacion genera-
lizada del telegrafista para un caminante aleatorio persistente asimétrico, esta ecuacion fue derivada
en 1992 por George H. Weiss y Jaume Masoliver [20].

En 1992, Joseph M. Porra, Jaume Masoliver y George H. Weiss estudiaron una caminata aleatoria
persistente bidimensional cuyo movimiento consiste en pasos alternativos a lo largo de uno de los
dos vectores, a y b. En el limite continuo su ecuacién de evolucién no conlleva a una ecuacién de
telegrafista bidimensional sino unidimensional [2I]. Los mismos autores un ano después formularon
versiones no markovianas de la caminata aleatoria persistente en dos y tres dimensiones para tiempo
continuo [22]. Cinco anos més tarde, Marian Boguna, Porra y Masoliver propusieron una genera-
lizaciéon de la caminata aleatoria persistente multidimensional a partir un modelo basado en una
red cubica. Al examinar el limite continuo obtuvieron una ecuaciéon diferencial para la funcion de
densidad de probabilidad de la posiciéon del caminante aleatorio, cuyas soluciones para el movimiento
proyectado a lo largo de un eje se pueden expresar en términos de la soluciéon de la ecuacion del
telegrafista unidimensional en el espacio libre [23]. Otras dos generalizaciones han sido dadas por
Hernan Larralde, la primera en su articulo del 1997, donde introdujo una caminata aleatoria con un
sesgo en sentido horario (o antihorario) en cada nueva direccion de paso y estudio sus propiedades de
transporte [24], y la segunda en su articulo de 2015 junto con Francois Leyvraz Waltz, en el cual se
derivo una ecuacion de Fokker-Plank para una caminata aleatoria con persistencia helicoidal usando
el marco de referencia de las ecuaciones de Frenet-Serret [25] .

Las estadisticas de primer paso de los caminantes aleatorios unidimensionales fueron estudiadas
por George H. Weiss [26] en la década de los 80 y para el caso persistente por Josep M. Porra, Jaume
Masoliver y George H. Weiss en los 90 [20] . Las probabilidades de primer paso y el promedio sitios
visitados para un caminante aleatorio persistente en redes de una y dos dimensiones fue tratado por
Hernan Larralde en 2019 [27].

Las caminatas aleatorias se han aplicado tdltimamente en biologia para modelar el movimiento
de animales [28] [29], el movimiento de particulas activas autopropulsadas [30] y en modelos de
propagacion de la luz [31].

Objetivos

En esta tesis se trataron dos problemas de caminatas aleatorias con persistencia, por lo que los
objetivos de este trabajo pueden dividirse en:

= Objetivo del primer problema:

1. El objetivo de este problema fue analizar las transformaciones de la ecuacion generalizada
del telegrafista para un caminante aleatorio persistente asimétrico y sus implicaciones.
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= Objetivo del segundo problema:

1. El objetivo de este problema fue encontrar y analizar la funciéon de distribuciéon de proba-
bilidad de un caminante aleatorio bidimensional con persistencia en una red cuadrada.



Capitulo 2

Marco Teoérico

Para el estudio de los caminantes aleatorios es necesario comenzar con elementos de la teoria de
probabilidad, los cuales son revisados en la seccion 2.1. En las seccion 2.2 se introduce la definiciéon
més general de caminante aleatorio, posteriormente en las subsecciones 2.2.1 y 2.2.2 se definen las
herramientas bésicas para el tratamiento de las caminatas aleatorias: la funciéon caracteristica y la
funcién generadora. La subseccion 2.2.3 es un breve resumen del formalismo general de los caminantes
aleatorios en redes. Finalmente, se aborda el problema del caminante aleatorio simple en una red
y se ilustra el proceso limite que transforma su ecuacién de evolucion en la ecuaciéon de difusion,
adicionalmente se resuelve dicha ecuacién y se mencionan algunas implicaciones de su solucion.

2.1. Procesos estocasticos

Cotidianamente se habla de probabilidad de la ocurrencia o no, de ciertos eventos que no se pueden
predecir. En general no es posible saber con certeza si sucederan estos eventos, lo que se puede hacer
es medir la frecuencia con que se producen mediante experimentos o ensayos, los cuales son procedi-
mientos que pueden repetirse infinitamente. Al conjunto de posibles resultados de los experimentos
se le llama espacio muestral, (2). A cualquier subconjunto del espacio muestral se le denomina evento
[32]. Una variable estocéstica es una funcion X que mapea los elementos del espacio muestral a los
numeros reales, es decir, X : 2 — R. Las variables estocasticas estan definidas por una distribucion,
la cual es una funcion F' que mapea de los nameros reales al intervalo que va de [0, 1], es decir,

F:R—[0,1] [32], [33].

A una coleccién de variables aleatorias indizadas por un parametro t se le denomina proceso estocés-
tico, el cual se puede denotar como { X (¢)}. Una realizacion de un proceso estocastico { X (t),t € T'} es
una asignacion de cada t € T' a un posible valor de X (t). Los principales elementos para caracterizar
un proceso estocastico son: el espacio de estados (o posibles valores que puede tomar X (t)), el con-
junto de indices T', y la dependencia entre las variables aleatorias X (¢) especificadas por distribucion
conjunta para cada familia finita de variables X (¢1), ..., X(¢,) del proceso. Los procesos estocésticos
se clasifican de manera muy general de acuerdo al conjunto 7. Si 7" es un conjunto contable se dice
que el proceso es discreto. En el caso de que T sea la recta real T'= [0, 00) se dice que el proceso es
continuo [34].

Una clase muy importante de procesos son los que cumplen la siguiente propiedad: dado un valor

11



12 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

de X(s), los valores de X (¢t + s), con t > 0, no tienen dependencia estadistica de los valores de X (u)
para u < s, es decir, el comportamiento futuro del proceso cuando el estado actual es conocido de
manera exacta no depende del conocimiento concerniente a su comportamiento pasado. Esta condi-
cion se denomina propiedad de Markov la cual se escribe formalmente en términos de probabilidad
condicional como

P(X(s+1t)=j|lX(s) =i,{X(u):0<u<s})=P(X(s+t)=7X(s) =1) = P,,(1), (2.1)

donde P, ;(t) es la probabilidad de estar en el estado j en ¢ unidades de tiempo a partir s, dado que
el estado al tiempo s es i. A las cantidades P, j(t) se les llama probabilidades de transicion [33].

Cuando el espacio de estados de un proceso de Markov es numerable se le denomina cadena de
Markov|[34].

2.2. Caminante aleatorio

La definicion mas simple de un caminante aleatorio es la suma de una secuencia de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Se denota al vector R,, como la posicion del
caminante al n-ésimo paso, la cual se identifica con la suma

—

R,=Yi+ - +Y,, (2.2)

donde 57” = (Y1, ..., Yp) son variables aleatorias D-dimensionales, también denominadas pasos o des-
plazamientos [§].

Sea P,(7)dV la probabilidad de que el vector R, esté en una vecindad de volumen dV con centro
en 7, si se define p(7) como la funcién de densidad de probabilidad del desplazamiento al n-ésimo
paso, entonces, la evolucion del caminante esta gobernada por la siguiente ecuacion

Poa(i) = / Pu(F)p(7— )V, (2.3)

la ecuaciéon anterior dice que la probabilidad de tener al caminante en la posicion 7 después de n + 1
pasos es la probabilidad de arribar a la posiciéon 7 en el paso n y hacer un desplazamiento ¥ — r’ en
un paso adicional|35].

2.2.1. Funcidn caracteristica

La herramienta méas basica para analizar las propiedades de una caminata aleatoria es la funcion
caracteristica. La funcién caracteristica de un caminante n-dimensional continuo se define como la
transformada de Fourier de la funcién de densidad de probabilidad del desplazamiento por paso p(7)
definida en un intervalo 7+ d7 [8][9]

50 = [ e [T (2.4)
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la cual tiene asociada la relacion inversa

<271r>d /Z - /Z e Tp(B)d. 2.5)

Por otra parte, debido a la estructura de convolucion de la ecuacion [2.3] en espacio de Fourier esta
dada por

p(7) =

B(0) = Br(0)p(9), (2.6)
la cual es una relacién de recurrencia que se puede escribir de forma equivalente como
Bo(8) = p"(6), (2.7)

la ecuacion anterior implica que la funcién caracteristica de la distribucion de un caminante aleatorio
después de n pasos es simplemente el producto de n funciones caracteristicas de la probabilidad de
desplazamiento por paso, siempre y cuando los pasos sucesivos sean independientes entre si. Tomando
la relacion inversa 2.5 se tiene

PT) = oy | 7O 2.

la ecuacion anterior permite encontrar la representacion exacta de P,(7) a través de la funcion ca-

racteristica de p(r).

—

En el caso de una red, la funcion caracteristica p() de p(j’), la probabilidad desplazamiento en un

paso esta dada por [§], [A]
PO = > p(ie?. (2.9)
Vil Jd

Una de las propiedades mas ttiles de la funcion caracteristica es la obtencion de los momentos de la
probabilidad del desplazamiento por paso mediante la diferenciacion de la ecuacion Si se define
7= (T1,%2, ..., Tp) ¥ 0= (01,0, ...,0,), entonces los momentos de la probabilidad del desplazamiento
en un paso estaran dados por la siguiente expresion [§], [9]

8m1+--.mn

(e gy = (i) y

g gmng P Olo=s (2.10)

2.2.2. Funcién generadora

Una caminata aleatoria se caracteriza por que su probabilidad de desplazamiento por paso P,(7) es
una secuencia. Una forma general de estudiar estas secuencias es por medio de la funcion generadora

9.

Una secuencia de nimeros { f,,} puede ser considerada como los coeficientes de una serie de Taylor
de una funcion f(z)

F(2) =) faz", (2.11)

donde se asume que la serie converge en el intervalo —1 < z < 1. La funciéon generadora esta
intimamente relacionada con la transformada de Laplace, siempre que los coeficientes f, = ¢(n)
tengan ciertas propiedades de regularidad, su funcién generadora z puede ser aproximada por una
transformada de Laplace en el limite en que z — 1 [9].
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2.2.3. Caminantes aleatorios en redes

Una red consiste en un conjunto de sitios que estan conectados por uniones. El movimiento de un
caminante aleatorio en una red consiste en secuencias de pasos dados entre los sitios conectados.
Muchas de las propiedades estadisticas del caminante aleatorio se estudian con el formalismo de la
funcion de probabilidad de ocupacion del sitio (P, (s|so)), que es la probabilidad de que el caminante
esté en un sitio s en el paso n habiendo partido de sy. La dinamica de estos sistemas puede ser
estudiada por medio de las "Leyes de evolucion", las cuales pueden ser escritas como relaciones de
recurrencia, estas Leyes de evolucion se basan en calcular la probabilidad P,.1(s|sg) a partir de
P,(s'[s0), es decir, se busca calcular la probabilidad de sitio del caminante con base en su posicion
en el paso anterior. Basicamente, esto se puede hacer de dos formas|35]:

1. Particion sobre el iltimo paso

El caminante se encuentra en el sitio s’ después de n pasos y habiendo empezado en el sitio sg.
La probabilidad de llegar al sitio s en el proximo paso partiendo de s" es p(s'|s). Al sumar sobre
todos los sitios s’, entonces, se tiene la relacion de recurrencia:

Pria(s|so) = ZP s|s') Pu(s'|s0). (2.12)

2. Particion sobre el primer paso

Alternativamente, se puede considerar el resultado del primer paso. El caminante se mueve
hacia al sitio s’ con probabilidad p(s|sg). Para llegar al sitio s, el caminante debe realizar una
caminata de n pasos del sitio s al sitio s, tal caminata tiene probabilidad P, (s|s’), entonces la

relaciéon de recurrencia es
Pria(s]so) = ZP [50) Pa(s]s").- (2.13)

2.2.4. Caminante aleatorio simple

Sea p,(j) la probabilidad de que un caminante este en el sitio j de una red unidimensional al
n-ésimo paso. La evoluciéon de la probabilidad de ocupacion estara descrita por la siguiente relacion
de recurrencia |§]

Pry1(J) = apn(j — 1) + bpa(j + 1), (2.14)
donde a y b son las probabilidades de transicion j — j — 1y 7 — 7 + 1 respectivamente. Por norma-
lizacion se debe cumplir que a + b = 1.

Este proceso se puede estudiar en el limite continuo usando transformacion de variables

(n,j) = (t,x)
a través de las siguientes relaciones de escalamiento

t
= — 2.1
T

=% (2.16)
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Al desarrollar en serie de Taylor la relacién de recurrencia para las nuevas variables z, t y
tomando a primer orden se tiene

(2.17)

(a—b) (59587’((;’ t)) + (5? ‘0 gﬁ‘; B _ 5t8pg’ b,

para que esta ecuacion sea consistente con el escalamiento de j y n, los coeficientes de las derivadas de
p(z,t) deben ser del mismo orden de magnitud, para lograr esto se toman los limites dz — 0,0t — 0.
Dado lo anterior es necesario definir las constantes D y v como

ox

v = M}ggo,(a — b)ﬁ’ (2.18)
(a—b)—0
2
D= (0z) , (2.19)

11m
52,6t—0 20t

a la constante D es conoce la constante difusiva y la variable v como velocidad.

Cuando se cumple las condiciones anteriormente mencionadas, la ecuacion [2.14] se convierte en

op(x,t)  _9p(x,t)  Op(z,t)
5 =D 92 v I (2.20)

hay que notar que para v = 0, la ecuacién se transformara en la ecuacion de difusion [§]

op(z,t) _  p(a,t)
5 =D (2.21)

La solucién de la ecuacion de difusion se puede obtener facilmente usando el método de transformada
de Fourier-Laplace considerando que la condicion inicial puede ser escrita como p(z,0) = d(x)

1 2

T, 1) = ————e /4Dt 2.22
la distribucion p(z,t) es del tipo Gaussiano [§]. Este resultado esta relacionado con el Teorema del
limite central. La varianza de estd dada por Var[z] = 2Dt, la cual una funcion lineal del
tiempo [36].

De manera general, los segundos momentos de los procesos asociados a problemas de difusion
(J7(t)|?) siguen la ley de escalamiento
— 2
(7)) ~ 1.

De acuerdo al valor de 7 los procesos se clasifican en: difusivo si v = 1, sub-difusivo si v < 1y
super-difusivo si v > 1 [36].

Otra forma de lidiar con la ecuacién es a través de la transformacion de variables [19]
¥ =z —t, t'=t, (2.23)

ya que en el nuevo sistema de coordenadas [2.20] es

8p(x’,t’)_ O?p(a’,t)
o = DR (2.24)

la cual es la ecuacion de difusiéon. La transformacion 2.23] es una transformaciéon Galileana.
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Capitulo 3

Caminatas aleatorias persistentes
asimeétricas

En este capitulo se discuten las propiedades de un caminante aleatorio persistente asimétrico en una
red unidimensional. A partir de las relaciones de recurrencia la probabilidad de ocupacién se realizo
un re-escalamiento de las variables posicion en la red y nimero de pasos para pasar al limite continuo
a partir de ahi se derivo la ecuacion diferencial que describe la evoluciéon del sistema, la ecuacion
generalizada del telegrafista. Se calcularon las soluciones de dicha ecuacion diferencial siguiendo los
enfoques de Weiss [§] y Rossetto [19]. Después, se analizaron las implicaciones que conllevan algunas
transformaciones de coordenadas en la ecuacion generalizada del telegrafista, y su conexion con otras
ecuaciones de la fisica. Finalmente, se hizo un anélisis de la evolucion del caminante tomando en
cuenta los eventos de cambio de direcciéon del mismo, los cuales denominamos colisiones.

3.1. Caminata aleatoria con persistencia

Para la descripciéon un caminante aleatorio unidimensional con persistencia se deben definir los
estados a partir de sus posicion anterior en la red, estos se denotan como sigue:

m g —1—=

m —j+1—=

l\ /_
Figura 3.1: Estados del sistema

17
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Para que esta descripcion sea detallada y completa se deben especificar las condiciones iniciales las
cuales consisten en un estado inicial y una posicién inicial. La probabilidad de que el caminante
permanezca en el estado + (—) es a (d/, respectivamente). Por otra parte, b (0') es la probabilidad
de que el caminante cambie del estado + (—) al estado — (+, respectivamente). Por normalizacion
se debe cumplir que a +b=1y '+ = 1. Cuando a = @’ y b = b’ entonces se tiene una caminata
aleatoria persistente simétrica. De estd forma, p,(j|£) representa la probabilidad de que el
caminante esté en el paso n y la posicién j proviniendo de la posiciéon 7 — 1 y cuyo estado inicial es
+ o —, andlogamente, ¢,(j|%) es la probabilidad que el caminante esté en el paso n y la posicion j
proviniendo de la posicion j+1 y cuyo estado inicial es + o —. Entonces, p,,(j]|%) v ¢, (j|%) satisfacen
las siguientes relaciones de recurrencia

P (J1E) = apn(j — 1|£) + Vg, (5 — 1|%),

sujetas las siguientes condiciones iniciales:
Condiciones iniciales+ : po(j|+) = d;,0, q0(j|+) = 0.
Condiciones iniciales— : po(j|—) = 0, q0(j|—) = d;0- (3.2)

Al usar la relaciones de escalamiento y expandiendo en serie de Taylor a primer orden
en las ecuaciones [3.1] se tiene

o Op(x,tE) , o O0q(atE) Ip(z, t|+)
a(p(x,tH:) (hT + 0| gz, t|%) 5:107 —p(x,t|j:)+5tT,

op(a, 1) dq(z,1]+) da(x, 1)

b (p(x,tH_—) + 0x pe ) +a (q(x,t|i) + (MT) = q(x,t|£) + 6tT,

sustituyendo a (a’) por 1 — b (1 — ¥/, respectivamente)

(1-1) (p(x, t)) - oz (x’atf)> + Y (Q(x, t) - 593%) = pla, ) + 5t 2P (gt“i),
b (ot 1)+ 82D ) (1) 4+ 02D — gy 4 20,

desarrollando y simplificando

Op(x, t|+) Op(x, t|£) y5, 00 tE) _ o 0p(z,tlE)

—bp(z,t|£) — ox 5 + box 5 +b'q(x, t|£) — 5 TR
Op(z, t|£) Iq(z,tl+) o Oqla,tl£) o gl t|£)
bp(x,t|+) + bcsxT + 5mT —Vq(z,t|£) = Vox o = ot 5
dividiendo entre 0t
b dx Op(x,t|£) = box Op(x,t|lx) Vox Oq(w,t|£)  Op(x,t|£)
s S e T e e e e T e
b box Op(z,t|£) = dzOg(x,t|£) UV Vox Oq(w,t|+)  Oq(x,t|£)
A L T P T P A A A
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En este punto es necesario establecer la relacion

) ox
c= lim —,
(62,6)—(0,0) Ot

donde ¢, tiene unidades de velocidad.

.. . . , . ’ .
Por otra parte, en el limite continuo es necesario que los términos %, % converjan a una constante,

por lo tanto, se define b = J‘Z—i yb = g—f, donde T y T', son constantes positivas de escalamiento con
unidades de tiempo.

Tomando 0t — 0,6z — 0 se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales

1 1 op(x,t|+ op(x,t|+
gl ) — op(e, if) - L2 O )
- +

Ox ot
| | Pg(z,tlE)  dg(z, )
il (z,t|£) + T—+p(:1:, t|+) + ¢ o TR (3.3)

Las ecuaciones anteriores se pueden re-expresar introduciendo la probabilidad total p(x,t|4) de
encontrar a la particula entre xz y x + dx, definida como,

ple,t|£) = p(z, t]£) + gz, t|+), (3.4)

y del flujo J(x,t|£) de probabilidad, el cual esta dado por la diferencia de las probabilidades,

Por otra parte, es util definir los siguientes parametros
1/ 1 1
1 /1 1

M_ﬁ(f—i_ﬁ)’ (3.7)

it se puede ver como una tasa de transicion promedio y x es el parametro de asimetria de transicion
entre estados. Debido a que p es la suma de dos constantes positivas y « es la resta de estas constantes,
entonces, se cumple que i > k. Ademas estos pardametros siguen la relacion

W —w?=1/(T_Ty), (3.8)
donde hay que notar que 1/(T_T,) > 0. Finalmente, se puede obtener facilmente TL_,% en funciéon
de pyk

1
= — = ) 3.9
R R (3.9)
Considerando lo anterior, el sistema de ecuaciones se puede re-expresar como
OJ(x,t|£)  Op(x,t|L)
—C —
or ot
) |+ oJ(x,t|+

Drip(, ) — 2 (, t|0) — O AE) 9T (@, U] (3.10)

ox ot
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Para desacoplar [3.10, se deriva la primera ecuacion respecto a t y la segunda respecto a la variable x

_682J(x,t|:|:) _ 0Pp(x,t]E)

oxdt otz
Op(z,t|£) oJ(x, t|£)  Ppla,t|E)  0*J(z,t|t)
P or M er T e T owor (3.11)

y despejando el término con derivada mixta se obtiene la ecuacion del telegrafista generalizada

1P tE)  20p(e 1) 20p(etlE) | Pl )
c? ot? c Ox c? ot 0x?

— 0. (3.12)

Cabe mencionar que cuando el parametro k = 0, se tiene la ecuacion del telegrafista normal o
simétrica, lo cual es consistente con las relaciones de recurrencia sia =a' y b =10'.

3.1.1. Casos limite de la ecuacién del telegrafista

Como se mencioné en la seccion pasada si k = 0, entonces 3.12] se transforma en

0?p(z,t) op(x,t)  ,0%p(,t)
5 20 5 —C o (3.13)

La ecuacién anterior tiene dos limites importantes:

1. Cuando p = 0, y ¢ = constante, la ecuacion del telegrafista tiende la ecuaciéon de onda

0?p(z,t) _ Czﬁgp(:c,t)
ot? ox?

(3.14)

2. Cuando cuando p — 00, ¢ = co 'y D = (¢?)/2u — constante, la ecuacion del telegrafista tiende

la ecuacién de difusion

pla,t)  Ppla,t)
5 =D (3.15)

Sin embargo, esta aproximacion conduce a lo que se conoce como el problema de la velocidad
infinita [37], es decir, las soluciones de la ecuacion se propagan con velocidad infinita.

3.1.2. Solucién de la ecuaciéon del telegrafista generalizada

Las solucion de la ecuacion del telegrafista simétrica para caminatas aleatorias con persistencia es
ampliamente conocida [§]. Sin embargo, el problema de la ecuacion generalizada del telegrafista no
habia sido resuelta sino hasta 2018 por Rossetto [19].

Existen varios métodos para encontrar la solucion a la ecuacion [3.12] sin embargo, resulta conve-
niente el método de las transformadas integrales, primeramente se usara la de Fourier para resolver
sobre la variable x y después se combinaré con la transformada de Laplace para resolver la ecuacion
diferencial en ¢.
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Se define la transformada de Fourier-Laplace de la funcion p(z,t) como
P(w,s) = / [/ p(:v,t)e_‘*tdt} e™de, (3.16)
—0o0 0
ya que p(z,t) satisface esta ecuacion en espacio de Fourier-Laplace es

9p(w, 0)
ot

donde p(w,0) y %‘;’0) son las condiciones iniciales de p(w,t) en el espacio de Fourier. Despejando

— $*P(w, s)+sp(w,0)+ —2iwkeP(w, s) — 25pP(w, 8) +2pp(w, 0) — (cw)?P(w, s) = 0, (3.17)

P(w, s) de la ecuacion anterior se tiene

A 8A( 10)
- (s +2p)p(w, 0) + 5=

P = .
(w,9) s? — 2iwke + 2sp + (cw)?

(3.18)

Para obtener la soluciéon general en el espacio (x,t) primeramente se identifica el numerador de la
ecuacion 3.18 como la funcién de Green de la ecuacion diferencial [3.12]

. 1
G = 3.19
() §? — 2iwkc® + 2sp + (cw)?’ (3.19)
la cual se puede expresar en la forma
A 1

(s+u)?+ (cw — ki)? — (T4 1)1
Debido a que en la ecuacion anterior hay dos translaciones rigidas el denominador de por lo
que, sOlo se considerara la siguiente funcién para el calculo de la inversa de Fourier-Laplace
1
$2 4 (ew)? — (T T)~V

9(w,s) = (3.21)

va que G(w, s) = §(w — Kijc, s + ).

Primero se obtiene la transformada inversa de Fourier de [3.21] usando el método de los residuodl
e |a:|\/ (s/c)2—(c?T4T-)"1

2¢2\/(s/c)? — (AT T )1

g(:E,S) = ?—1@(%8)) =

(3.22)

'Para calcular la transformada inversa de Fourier se usa la formula [3§]
g(z,s) =F1 = szRes T95(w,s)) en L,

donde Res(e™™“j(w,s)) es el residuo de de la funcion e *“§(w,s) y L denota al semiplano inferior complejo.
Cabe mencionar que la féormula anterior es valida si & > 0, en caso contrario se deben tomar los residuos en las
singularidades del plano superior complejo (H) y el signo de la féormula es positivo.

Debido a que la tnica singularidad en L es un polo simple en wy = —iv/(s/c)? — (2T T_)~1. Entonces, solo se
tendré un residuo en L, el cual estd dado por
—iwT — 2 2 )1
Res(e=™3(w, 5), —ir/(5]0) — (@TT)T) = lim e g o1zl (s/e)2 = (T4 T2) .
wowo 2¢°W 2202\/ (s/c)?2 — (2T, T )1

donde |z| aparece del requerimiento de que x > 0. Al sustituir en la formula para la inversa de Fourier se obtiene

finalmente |T_.72|
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La transformada de Laplace inversa de esta dada por

efk\/327a2 efk\/327a2
-1

— L —_—

V32 — a2

donde [ es una funciéon de modificada de Bessel de primer tipo y orden cero, © es una funciéon de

Heaviside. El calculo detallado de la transformada inversa de Laplace anterior se puede encontrar en
el apéndice A.

) = O(t — [k]) Jo(aVE* — k?),

s2 — g2

Sustituyendo se tiene

g(z,t) = L (g(x,s)) = %IO (ﬁ (ct)? — x2) O(ct — |zl), (3.23)

al aplicar la propiedad de translacion rigida para las transformadas integrales se obtiene

eﬁm/c ut 1
G(x,t) = 1 t)2 — 22 ) O(ct — 3.24
(0.0 = o (e V) (et o), (3.21)
por lo tanto, la soluciéon de la ecuacion generalizada del telegrafista sera
t
ol 1) = 22D o 0) 4 G 1) (2up<x,o> 1 e °>) | (3.25)

donde * representa la convolucion espacial El Sustituyendo G(x,t) en la ecuacion anterior se obtiene
la expresion explicita de p(x,t)

enz/cf,ut ap(x 0)

p(x,t|:|:):( T (c\/;_—ﬂ (ct)2—x2> @(ct—|m|)) *( = +2up(m,0))+
{% (GHZ:MJO(C \/;_ﬂ (ct)2—x2> @(ct—|a:|))]*(p(x,0)). (3.26)

Finalmente, se deben definir las condiciones iniciales, Rossetto [I9] propone como condiciones inicia-
les p(z,0|£) =d(x) y % = —% = Fcd'(x). La primera condicion implica una acumulacion
de probabilidad en un punto de la red a ¢ = 0 y segunda condicién de inicial implica una flujo de

probabilidad en la direccién preferencial inicial del caminante.

Sustituyendo las condiciones iniciales

o t]) = Foo [;O #tlo(c\/;_ﬂ (ct)2—:v2) @(ct—\x|)}+

0
o emc/c—ut[ 1 2 QMGH.Z’/C ut : @
5[ o O(C\/T—TJF (ct)? —x> ct—\x!} vV (ct)? —x) (ct — |z|).
(3.27)

(e

2La convolucion entre dos funciones f(z) y g(x) esta dada por [39]

@)+ gta) = [ T GO (@ - O)ie.
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Finalmente, para calcular explicitamente p(z,t|£) se deben calcular las derivadas con respecto a x
y t haciendo uso de las siguientes relaciones:

w [(x) = dlgf) (Donde I es una funciéon de modificada de Bessel de primer tipo y orden uno).

- =)

= f(2)d(x —a) = f(a)d(z —a)
Ot — |z]) = O(x +t)O(x —1).

La derivada con respecto a x es

O e (L =) et — )| = ke (=27 Oct — Ja])
oz | 2c Ny vV T )R TR =i e\ o vV T ) e T

HLL‘/C ut 1
(ct)? — 232) O(ct — |x]) + P (=6(x + ct)e T + §(ct — x)e"/T)

1
AT T A/ (ct)? — a2 (c VT-T,
(3.28)

y respecto a t

0 e’ﬁf/c_HtI 1 5 10 e/{x/c—ut] 1 > 3\ o
@( o e @ =00t — b)) =~ o (e VI ) Bt — e+

erelemmt 1 2 2 1 —t/T— —t/Ty
(ct)? —a? ) O(ct — |x|)+1 (6(x + ct)e +d(ct — x)e ).

\/T+ \/ Ct —372 C T T+

(3.29)

Al sustituir en se obtiene p(x,t)

Fi(B/C ut 1
x,t|£) = (ct £z ct)? — 22 | O(ct — |x|) | +
pla 1) = ( ><2Cm L Crvr e M UCAREI L ||>>
1 emc/c ,ut[ 1
T_i{ 2c O(C\/T_T+

De forma analoga a p(x,t), se puede desacoplar el sistema de ecuaciones como funciéon de
J(x,t) derivando la primera ecuacién respecto a x y la segunda respecto ¢

(ct)? — x2> O(ct — |x|)} + %(5(675 Fa)e V= (3.30)

*J(x,t|£)  ?p(x,t|£)

022 Otdr

Op(z,t|£) _ g OJ(z,t|£) Pp(z,t|£)  0°J(x,t|£)
ot o om0

2% (3.31)
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despejando el termino de derivada mixta y usando [3.10, se tiene que J(x,t) también sigue la
ecuacion generalizada del telegrafista |3.12] cuya solucion para J(z,t) esta dada por

3o t) = (S5 (e =) et — o)) (22 ) +

(ct)? — 952) O(ct — |x|))] s J(2,0). (3.32)

o Kkx/c ,ut] 1
{E( 2c O(c\/—T_T+

Para este caso las condiciones iniciales se pueden establecer a partir de las de p(z,t) y de la ecuacion

3.10} entonces, J(x,0|£) = £(z), a‘]af 0 — _ aa(:p F 2u6(x) 4+ 2kd(x). Sustituyendo las condiciones
de frontera
o emx/c ut 1
t|I£ —C— Iy )2 — 22 ) O(ct — +
Sat) = e | gt (e V= ) et~ e
o eﬁm/c—ut 1 z/ﬁ;eﬁm/c ut 1
— I )2 — 22 | O(ct — Iy £)2 — 22 | O(ct —
o | ot (s V= ) et — el + 20 (e @ 27 ) et o)
(3.33)
usando las ecuaciones [3.30] y [3.32]
F1 nw/c—,ut 1
t|+ 1 )2 — 22 t —
Hasth) = 2 |50 (e = 7 ) et = Lol
et a) |-ty (AR (et~ o) + et 7
cttx ct)? —x ct — |z —0(ct Fx)e :
2e\/T T/ (ct)? — a2 VT T, 2
(3.34)
al despejar p(z,t|£) v q(x, t|£) se tiene
1
. 1) = & (pla 1) + Tz 1)), (3.35)
1
ol ) = & (ol 1) — (. 1), (3.36)

por lo tanto, hay 2 diferentes resultados para p(x,t) y ¢(x,t) dependiendo del estado inicial de la
caminata aleatoria. Si el estado inicial es (+)

en:v/cf,ut 1 1
x,t|+) = (te+x I ct2—x2)@ct— )| + =6(te — z)e /T,
plath) = (b 0) | ey (e 7 =2 ) (et — o) | + 3tk =)

1 emc/c—ut 1

ilot1) = g (gt (e VI = ) et ~ 1o ).
(3.37)

si el estado inicial es (—)
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K]:E/C ut 1 1
oo, H-) = (et — ) 1 (e VP 2) Oet )| + St + e

2e/T_Ty+/(ct)? — x?

enz/cf,ut
p(ac,t|—)—% T (Cﬂf__ﬂ (ct)2—x2> @(ct—m)).
(3.38)

3.2. Transformacién de la ecuaciéon del telegrafista

Dado que las transformaciones de Galileo eliminan el término relacionado con la asimetria en la
ecuacion [2.20] convirtiéndola en la ecuacion de difusion, por lo que vale la pena preguntarse si una
transformacion lineal de las coordenadas espacio temporales elimina el término asociado a la asime-
tria de la ecuacion generalizada del telegrafista de forma que ésta se transforme en la ecuacion del
telegrafista normal o simétrica.

Para responder a la pregunta anterior se propone una transformacion lineal general de la forma

' = ax + ft, (3.39)
t' = et + dx. (3.40)
Las derivadas asociadas a estas transformaciones para una funcion (p(x,t)) arbitraria son
Pp(x,t) 0o/, 1) 50 (x t') Pp(x 1)
= 2 —_—
o a7 P owor
op(z,t) 8p(x’, t') Op(a',t)
= 0
or o T ar
op(z,t) ﬁap(:r’,t’) Eﬁp(x’,t’)
o ox’ ot 7’
Fplx,t) _ Pplat) 0%, ) Op(a', V)
0 52 ’ 2 ’ 200 ’ 3.41
da? T 2 AT (3:41)
que al sustituir en la ecuacion generalizada del telegrafista [3.12] se tiene
5 o t) 0’ <:c t)  (52_ 2\ pt) (o e\ Pplat)
c? ot"? c? ox'ot!
pB\ Op(a',t') KO e Op(a’,t')
—2 —— 2| —+4+= || ——=0. 3.42
(02 * c ) Oz c * c? ot’ (3-42)
Para obtener la ecuacion del telegrafista se deben satisfacer el sistema de ecuaciones
62
o — Z =L (3.43)
2
s € 1
0" — ol (3.44)
Be
ra  HB_y (3.46)
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resolviendo para «, 3, v, §

a=——~t— (3.47)
12— K
—KC
b= (3.43)
V2 =K
]
€= ————, (3.49)
V2 =K
P J— (3.50)
o/ — K2 '
entonces, el conjunto de transformaciones sera
o UT — Kct
/12 — K2’
—%x + pt
= T (3.51)

2

=
|
=N
o

Adicionalmente las ecuaciones anteriores se pueden escribir en funcion de la velocidad promedio a
tiempos largos. La ecuacion diferencial para (u(t)) se puede obtener al multiplicar por x la ecuacion
e integrarla respecto a esta misma variable en el intervalo de (—o0, 00)

du(t))
dt

resolviendo la ecuacion anterior y tomando el limite para tiempos largos (t — 00) se tiene que

DO

+ 2 (u(t)) = 2ck, (3.52)

K

i) = fin (u(t) = e 3:53)
al sustituir (us,) en se puede escribir como
o T (Uoo )t
27
/1 _ <“2°>>
(uoo)

ool y ¢

T (3.54)

El sistema de ecuaciones anterior son las transformaciones de Lorentz, la ecuaciéon anterior impli-
ca que la velocidad relativa entre los dos marcos de referencia, primado y no primado, es igual a (us).

Finalmente, la ecuacion del telegrafista asociada al sistema de coordenadas dado por [3.51] es
agp('x/? tl) 1 an(Q:,7 t,) 2 V lu2 - KJZ ap<x/7 tl) _ O (3 55)
Ox'? 2 o2 2 o7 '

la cual es similar a la ecuacion del telegrafista reportada por Weiss para el caso del caminante alea-
torio simétrico pero con otras constantes [§], este resultado coincide con reportado por Rossetto
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anteriormente.

Debido a que p(z,t), J(z,t) son cantidades analogas a la densidad de carga y de corriente en
electromagnetismo, éstas se pueden escribir de como un cuadrivector relativista y se transforman a
través de una transformacion de Lorentz [40)]

/ —
P (fL’, t) - qu — ,‘12 ’
J(x,t) — t
Iu2 _ /12

en este caso no aparece el factor ¢, ya que, p y J por como estan definidas tienen las mismas unidades.

Otras cantidades a las que también se pueden aplicar las transformaciones de Lorentz son k y u,
ya que con la transformacion de estas cantidades resulta en que estan relacionas con el cuadrivector
relativista de la velocidad relativa entre marcos de referencia, el cual esta definido como

1 ( Suse) L
v= <gtoo§ RERCEa (3.57)
woo 2 2—/4]2
() g
En el sistema primado k y u se transforman en
:u/ = /*1’2 - HZ?
kK =0, (3.58)

por lo tanto, el cuadrivector de velocidad del marco de referencia primado seré

7= (é) , (3.59)

ya que la segunda componente de este cuadrivector es cero, entonces, se concluye que la posicion
promedio del caminante en el marco de referencia primado esti en reposo. Adicionalmente, se puede
observar que para el sistema primado también se cumple que

1
) 22 2 S
+ —
la primera ecuacién indica que un invariante relativista del sistema es ﬂ%, asi como c.

Finalmente, es necesario obtener el sistema de ecuaciones|3.10[en términos de las variables primadas,
para esto es necesario obtener las transformaciones inversas de dadas por

"(x,t) + kJ' (z,t
p(xjt):w)( ) (z,)
/12 — K2
"(x,t "(x,t
12 — K2
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sustituyendo en |3.10[ y usando para expresar las derivadas se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones

I opat)

ox' o
IR TN apl(xlv t/> _ a‘],(*rla t/)
=20/ J' (2" t") — ¢ e (3.62)

el cual es el mismo que se reporta para un caminante aleatorio simétricol8|. Al desacoplar se
obtiene a la ecuacion del telegrafista

P ) LI, )
0x'? c? ot'? ot

=0, (3.63)

que es igual a[3.55

3.3. Las ecuaciones del telegrafista, Klein-Gordon y Dirac

Un método para encontrar las soluciones de la ecuacion del telegrafista consiste en multiplicar la
ecuacion m por una funcién tipo factor integrante de la forma e?® | y encontrar una nueva ecuacion
para la funcion e?® p(z, ) de manera que la ecuacion diferencial resultante de esta transformacion sea
més tratable. En particular, es conocido que si ¢(t) es la funcion lineal ut, la ecuacion del telegrafista
se se convierte una ecuacion tipo Klein Gordon. Esté transformacién cambia la normalizaciéon de la
funcion p(z,t) y fue descrita en el trabajo seminal de B. Gaveau y cols. en 1984 [41].

Para la ecuacion del telegrafista generalizada el factor integrante que nos permite transformarla

en una ecuacion tipo Klein-Gordon es
et (3.64)

de forma que la ecuacién diferencial transformada resultante es

( 1 0° 0? 1

t—Zx _
oo o T_T+) o =0 )

Por otra parte, la ecuacion de Klein Gordon unidimensional para una particula libre es

_1 0? N 0? _m202
c2 0t Ox? h?

haciendo una correspondencia entre y se identifican los siguiente términos como

) U(z,t) =0, (3.66)

1 (mc)?
A i )
T, n2
(z,t) < et e%p(x,t). (3.67)

Debido a que = 1T siempre es positiva, y ademas que ¢ y h son constantes fisicas bien definidas, se

puede concluir que es la ecuacion de Klein -Gordon para una particula con masa imaginaria.

Es importante mencionar de forma sucinta algunos aspectos importantes de la ecuacion de Klein-

Gordon [42):
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= Es una ecuacion de onda relativista que fue propuesta por Oskar Klein y Walter Gordon en 1926
como una ecuaciéon de onda relativista. Esta ecuacion puede ser vista como una generalizacion
de la ecuacién de Schrodinger, y a diferencia de esta, es invariante ante transformaciones de
Lorentz [42].

= La ecuacion de Klein Gordon es de segundo orden, por lo que se requieren dos condiciones
iniciales para resolverla: una para la funciéon y otra para la derivada, sin embargo, esto conduce
a que [ ]\If\2dV # 1, es decir, la condicién de normalizaciéon no se cumple. Quiza el el mayor
problema que presenta la ecuaciéon es que las densidades de probabilidad que se deducen a
partir de ella pueden adquirir valores negativos, esto conduce a un problema de interpretacion
fisica, el cual no se profundizara en este trabajo [42].

Un enfoque para resolver los inconvenientes de la ecuacion de Klein-Gordon tradicionalmente consiste
proponer una ecuacion relativista de primer orden de la forma [42]

(—z'chaa% + 5ch> U(x,t) = (—m%) U(x,t). (3.68)

tal que sus soluciones también sean soluciones de la ecuaciéon de Klein-Gordon. Para cumplir este
requerimiento se ’elevan al cuadrado’ los términos en paréntesis de la ecuacion [3.68

0? 0 0
2 2 35 2 472 2
( hc*aa 5 me hi(af + fa)— +m*c*f ) U(z,t) h t2\If<£L‘,t), (3.69)

y se comparan con la ecuacion [3.66] por lo que se obtienen las siguientes relaciones
a=1, p% =1, aff + fa =0, (3.70)

de las que se deduce que a y [ deben ser matrices. Muchas matrices pueden satisfacer esta relacion,
Dirac hizo la eleccion canénica de las matrices de Pauli o« = 0, y f = 0,. Dado lo anterior la ecuaciéon
de Dirac es [42]

0 : 0 5
zha\If = —zchaza—x\ll +mcio,V(x,t). (3.71)

La transformacion [3.67] permite establecer una analogia entre los caminantes aleatorios persistentes
asimétricos con la mecénica cuantica relativista, por lo que valdria la pena preguntarse la relacion
que existe entre la ecuacion de Dirac y las ecuaciones de evolucion del caminante aleatorio persistente
asimétrico. Para el caso simétrico, B. Gaveau y cols. [4I] establecieron que las ecuaciones con
r = 0, tenfan una correspondencia con la ecuaciéon de Dirac de forma analoga a las relaciones [3.67]
Para el caso asimétrico (k # 0) la relacion entre y no es directa, ya que se tiene que hacer
uso de las transformaciones y para establecer la correspondencia entre las dos ecuaciones,
para lograr esto, el sistema de ecuaciones [3.3] se puede expresar en funciéon de los pardametros p y &
como

(10 + &)q(x, t|£) — (n— K)p(z, t|£) — Cap(:g;‘i) _ @p(a;tﬂ:t)7
—(p+ K)q(z, t|E) + (1 — rk)p(x, t|E) + Cé’q(ﬂg,jli) _ 6q(g,ttli)7 (3.72)
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usando las expresiones para las derivadas dadas por[3.41|en el sistema de referencia primado entonces
se tiene

(1 + r)g(a t']|E) — (u— r)p(a’, t)£) — ¢ (n—r) Op(' t|£) _ (u—r) Ip, t’|4_—),

U2 — K2 ox’ / U2 — K2 ot

_(M + K)Q(g’lf/,t/H:) + (,u o /i)p(I',t/H:) +e (M + ’l{) aQ(m/7t/|i) — (M + ’%) aQ("L‘I7t/|i)7 (373)

N N

la transformacion para encontrar p'(z',t'|+) v ¢/ (2/,¢'|£) a partir de p(2/,¢'|£) y q(2/,t'|%) no es
anédloga a[3.51] sin embargo, ésta se puede encontrar usando le ecuacion |3.56

plp(, U1%) + q(=' U]£) + s(p(2', ]F) — ¢'(«, ] F))

)

P 1) + (¥ )) =

12— K2
/t/:l:— /t/:l: /t/j: /t/:l:
1) f ) = POV V) O 8) e ) g
wr— kK
resolviendo para p'(2/,t'|+) y ¢/(2/, t'| %)
— A
P ] 4) = (= m)p@’, 1)
12 — K2
Ak
12 — 12
despejando p(z/,¢'|+) y q(2/,t'|£), sustituyendo en [3.73]y ademéas de usar [3.5§
op' (o', t'|£)  op'(a,t'|%)
/ / / t/ :l: _ / / t/ :l: _ I — Y
w(q (@, ]£) =P, t]E) —e=—57 YRR
o' (o', t'|£) O, '|£)
_ / / / t/ j: _ / / t/ j: Y — Y . 376
plg (@ lE) = p (@, t]E)) + o= 50 (3.76)
La relacion entre N se puede encontrar definiendo
(o 1)+
(!, V) = (];/Ex’ t,}i;> (3.77)
y estableciendo la transformacion de fase
u(z' ') = e (2! 1), (3.78)
donde se identifica a ' gracias a y como
W= (3.79)

lo cual coincide con los resultados obtenidos por [41].
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3.4. Colisiones

Se puede hacer una descripcién de la evolucion del caminante aleatorio tomando en cuenta los
cambios de direccién, o colisiones. Para esto, se modifica el sistema de ecuaciones de recurrencia
en

pn+1(x7,u’+) = (1 - 6a)pn<x - 17N‘+) + 50/(]11(1' - 17”7“ - 1H—>7
Gn+1(2, pl+) = (1 = Ba')gn(z + 1, pl+) + aBpa(z + Ln, p — 1[+), (3.80)

donde p,,(x, u|+) es la probabilidad de que el caminante este en el paso n y la posicién = proviniendo
de la posicion = — 1 habiendo dado p cambios de direccion y g, (z, u|+) es la probabilidad que el
caminante esté en el paso n y la posiciéon x proviniendo de la posicion x + 1 habiendo dado 1 cam-
bios de direccion, por otra parte, (1 — fa) y (1 — Sa’) denotan la probabilidad de que el caminante
permanezca en sus siguiente paso en la misma direccién que en su paso anterior. Por simplicidad s6lo
se considerara el caso cuando el estado inicial del caminante es +.

Primero se definen miltiples funciones generadoras sucesivas relacionadas con las variables n y u

p(x, z, pl+) = an x, p]+)z" (3.81)

p(x, z,v|+) = Zp z, 2, p|+)vt (3.82)

al tomar la transformada de Fourier discreta o la funmon caracteristica de las funciones genera-
doras anteriores para las relaciones de recurrencia se obtiene

D0, 2,v[+) = 1+ €”[(1 = Ba)p(d, 2,v|+) + Ba'vq(0, 2, v|+)],

40, z,v|+) = e [(1 — Ba)q(0, z,v|+) + aBrp(0, z, v|+)], (3.83)
de lo cual se encuentra
p(0,z,v|+) = p(, 2, v|+) + 4, 2, v|+) =
e B[1 — Blav + d)]

1 —e?2(1 — Ba) — e?2(1 — Ba’) + 22(1 — fa — fd’ + [%ad/(1 — v?))
Debido a la dificultad para encontrar la inversa de Fourier y de la funcién generadora, se determiné
el comportamiento del proceso en el limite ultrapersistente § — 0. En esta aproximacion, los trayectos
recorridos por el caminante antes de cambiar de direccién son largos en comparacion con los pasos
individuales, el nimero de pasos y las posiciones se pueden considerar como variables continuas.
Para una descripcion adecuada en este régimen se introducen las siguientes variables espaciales re-
escaladas ¥,=0, /8, £ = fx. En el caso de la funcion generadora, ésta se puede aproximar como una
transformada de Laplace, sin embargo, la relacién entre la variable z de la funciéon generadora y la s

de la transformada de Laplace no es trivial. Para establecer un relaciéon entre las dos cantidades se
toma en secuencia f, = 1, cuya funcion generadora estd dada por

%)
> "=
n=0

(3.84)

(3.85)
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Por otra parte, si se considera la transformada de Laplace £(1) = %, entonces, se puede concluir
que la relacion de variables debe ser s = 1 — z | y la respectiva variable re-escalada serd o = s/,
el nimero de pasos pasa a ser el tiempo en el limite continuo 7 = nf. La definicién anterior del
tiempo implica que este se medira en términos de la unidad discreta de tiempo 1/5. Anélogamente,
las variables espaciales son medidas en términos de la distancia fundamental 1/4.

Para este caso, escribiendo para las variables re-escaladas, expandiendo en serie y tomando el
término dominante en [ se tiene

- a+av+id+o
0(0, z,v|+) = p(I,0,v|+) ~ ’ 380
Bo( [4+) — p( +) (0_|_(a+a/)/2)2+(19+i(a—a’)/2)2—aa’y2 ( )

primero se calcula la transformada inversa de Fourier-Laplace de la funcién

X 1
G0, 0,v) = (0+ (a+a)/2)° + (I +i(a—a)/2)? — aa'v?’ (3.87)

la cual es anéloga a[3.21], por lo tanto

G(&, 7, |+ = et/ (1 /aal /72 =) Ot |al). (3.88)

La expansion en serie de potencias de v de la ecuaciéon anterior es

o) 2p
~ , , I / / 2 _ €2
G(f,T,V"") — e(a+a )¢/2—(a—a )T/QZ v ( aa \/27— 6 ) @(t_ |$|)’ (389)

- (ul)?

entonces [3.80] estara dada por

0

p(&,mv|+) = <a +cw+2+a5

) G(&, T, v|+), (3.90)

sustituyendo [3.89] y re-enumerando la serie

pE, T, v|+) = elata)e/2—lazal)r/2 (a + 9 + 2) Z (( Vﬂ)!)z ( aa’yT _§2> Ot — |x|)+

or 0 ‘ /2 2
(3.91)
pn—1
(a+a )¢/2—(a—a’)T/2 aa’ V 72 _52 _
(3.92)

los coeficientes de v* de la primera serie se asocian a un numero de cambios de direcciéon par, mientras
los coeficientes de v* de la segunda serie estéan relacionados a un nimero de cambios de direccion
impar. Por lo tanto, la funcion p(&, 7, u|+) se divide para los casos donde p sea par o impar.
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Tomando los coeficientes y calculando las derivadas se obtiene finalmente

B e(a+a/)§/2—(a—u/)7/2 M\/@ 2p / y
Ppar(§, T, pl+) = (/22 ( D) ) Ot —|z|)(2a" + (z +t))7
_ 6(a+a')£/27(a7a')'r/2 1 \/ﬁ\/@ p—1

hay que notar que el método utilizado en esta seccion reproduce algunos de los resultados obtenidos
al resolver la ecuacion generalizada del telegrafista [19](con ¢ = 1).
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Capitulo 4

Caminatas aleatorias con persistencia en dos
dimensiones

En este capitulo consideramos un caminante aleatorio persistente simétrico sobre una red regular
bidimensional cuadrada. Se buscé calcular la probabilidad de ocupacion a través de la funcion gene-
radora de la transformada de Fourier. Debido a la dificultad de la inversién tanto de la transformada
de Fourier como de la funcién generadora, se estudio el proceso en el limite ultrapersistente. En
este régimen, la probabilidad de que el caminante cambie de direccién es muy baja y el caminante
realiza largos trayectos entre cambios de direcciéon, adicionalmente para esta aproximacion la fun-
cion generadora se puede tratar como una transformada de Laplace, por lo que se obtuvo la funciéon
distribucion de probabilidad asintoética para tiempos largos del caminante aleatorio persistente bidi-
mensional. Para tiempos cortos, se implementaron métodos numeéricos para el analisis de la funcion
de distribuciéon de probabilidad del caminante aleatorio persistente bidimensional.

4.1. Planteamiento del problema

Una caminata aleatoria con persistencia en una red cuadrada bidimensional puede ser descrita
como una caminata aleatoria de cuatro estados. Estos estados se especifican los estados conforme a
la posicion anterior del caminante aleatorio y se pueden denotar como (fig. [4.1))

1. N( por Northbound) (z,y — 1) — (z,y)
2. S (por Southbound) (z,y+ 1) — (z,y)
3. E (por Eastbound) (z — 1,y) — (z,y)

4. W (por Westbound) (z + 1,y) — (z,y)

35
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Figura 4.1: Estados del sistema

En este caso, (1 — /) denota la probabilidad de que el caminante permanezca en la misma direccion
que en su paso anterior, a3 es la probabilidad de que cambie de eje con respecto al actual, y a su
vez el caminante puede invertir su direcciéon con probabilidad §v. Por normalizaciéon se debe cumplir
la relaciéon v+ 2a =1

Se denotan Pk (z,y,n|E) las probabilidades de estar en un sitio (z,y) en el paso n en el estado
K = N,S, E,W, dado que el estado inicial del caminante es E. Entonces, estas probabilidades deben
satisfacer las siguientes relaciones de recurrencia

Pg(z,y,n+1|E) = (1 = B)Pp(z — 1,y,n|E) + Ba (Ps(z — 1,y,n|E) + Py(z — 1,y,n|E)) + v8Pw(z — 1,y,n|E),
Py (z,y,n+1E) = (1 - B)Pw(z +1,y,n|E) + Ba (Ps(z + 1,y,n|E) + Py(z + 1,y,n|E)) + 75PE($ +1,y,n|E),
Py(z,y,n+1|E) = (1 - B)Pn(z,y — 1,n|E) + Ba (Pr(z,y — 1,n|E) + Pw(x,y — 1,n|E)) + 78Ps(z,y — 1,n|E),
Ps(z,y,n+ 1|E) = (1 — B)Ps(z,y + 1,n|E) + pa (Pg(z,y + 1,n|E) + Pw(z,y + 1,n|E)) + ’yﬂPN(x y+ 1,nlE),

(4.1)

con las condiciones iniciales (Estado inicial y posicion inicial)
Pg(z,y,01E) = 020040,  Pn(2,y,0|E) = Ps(x,y,0[E) = Pw(z,y,0|E) = 0. (4.2)
Para desacoplar las ecuaciones se calcula la funcion generadora en n y la transformada de Fourier

del sistema de ecuaciones [£.1], la cual, para este caso se define como

o

H(0,.0,) = Y Hlw,y)e' =m0,

T, Yy=—0o0

La transformada de Fourier nos permite encontrar la relaciones entre las posiciones adyacentes mien-
tras que la funciéon generadora transforma relaciones de recurrencia en ecuaciones algebraicas. En-
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tonces se obtiene el sistema lineal de ecuaciones

= B) P (02,0, 2| ) + o
Puv (02, 0y, 2| ) = z¢~%[(1 = B) Py (6,0, 2| E) + Bar (F

) (7

)

Ps (0, 0y, 2| E) + Pn (02, 0,, 2| E) ) + v8Pw (02, 0,, 2| E)],

) )
Ps(0,,0y, 2|E) + P (0,0, 2IE) ) +18Pe(00, 0,21 E)].
(9170y,z\E) =z [(1-p N(Gm,é)y,z|E) + fa ( Pe(0:,0y,2|E) + P ( (0z,0y,2|E) ) + vBPs (0z,0y, 2| E)],

Pg(@x,ﬁy,zw) = ze ¥ v[(1-8 s(ﬁw,ﬁy,z|E) + Ba ( 5 (0z, 0y, 2| E) +PW(0x,0y,z\E +7BPN(0x,9y,z|E)].
(4.3)

Buscamos encontrar la probabilidad total cuya transformada de Fourier se denota como
P(8,,0,,2|E) = Pg(8,,0,, 2| E) + Pw(0,,0,, 2| E) + Px(6,0,, 2| E) + Ps(8,,0,, 2| E), (4.4)
para esto hay que despejar las funciones If’E(Hx, 0y, 2| E), ]5W(9x, 0y, 2| E), ]SN(GI, by, 2| E), ﬁs(em, by, 2| E)

del sistema de ecuaciones

La forma més directa de resolver el sistema es por medio de la regla de Cramer. Para hacer
esto notamos que el sistema de ecuaciones se puede representar matricialmente como

2(1—p) —e zBa zBa 2By Py(0,,0,, 2| E) —eite
2P 2(1— ) — e 2By 2B Py(6,,60,,2|E) | 0
zfa 2By 2(1— ) — e zfa Ps(0:,0,,21E) | | 0O
2By zfa zfa (1= B) =% | | Py(6,,6,,2|E) 0
(4.5)
que es de la forma AX = b. Las variables P (6, 6y, 2| E) se obtienen usando la relacion
Py (0,,0,,2|E) = AAK, (4.6)

donde A es el determinante de la matriz A y Ak es el determinante de matriz formada al reemplazar
la K-ésima columna de A por el vector columna b.

Entonces, usando [£.0] probabilidad total se expresa de forma compacta como

e~ B,[T, 4+ 2aB2 Re(B,)]

P(6,.,0,,z|E) = ;
(620, 21 E) T,T, — 4a23222[Re(B,) Re(B, )]

(4.7)

donde B = B(#,2z) = €’ — 2(1 = B(y+1)) y I = T(6, 2) = | B||” — 2267 Re(B) (cabe aclarar que
|B|I* = BB)

4.1.1. Momentos de exactos de la distribucion

Al aplicar la relacion a la ecuacion [L.7 se obtiene la funcion generadora para cada uno de los
momentos exactos, cuya expansion en serie de Taylor permite obtener los momentos como funcién de
numero de pasos. Este procedimiento fue realizado mediante calculo simboélico en el lenguaje Mathe-
matica (Mathworks, Natick, MA, EE. UU.).
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Para el caso del primer momento respecto a x esta dado por

(z(n)) = 31+ [1—=(1=p0+)", (4.8)
por otra parte, el primer momento respecto a y es
(y(n)) =0, (4.9)

el término [1.§ es diferente de cero cuando n — oo debido a que las condiciones iniciales generan
términos en el denominador que al aplicar la ecuacion a7 para calcular el primer momento en
x este no se anule.

Los segundos momentos son importantes para determinar el comportamiento difusivo del sistema.

El segundo momento en z es

2y = 22800 gy 200=39) — 4870 — ) (14 9)° + B +7)(5— 37)
- 4B +) 872(1 — 7)(1 + )2 :
2+ 6y =3) 2y — B(1—4?)

[1-28(1—y)"" -

[1=pA+"",  (4.10)

862(1—7)(1 - 3) 832(1 4 7)%(1 — 3v)
y para y es
200y = 2= B+, 20 =3)+BA+Y)GE-3y) 2+ B(y-3) B et
o L B s 1§ R - ey i = e 2L

21— ) (1 —=pB(1 4+~ "
B el 1 BTN L UREY
42(1+7)*(1 = 37)
Se observa que los segundos momentos respecto a x y a y para un numero de pasos largo tienen
dependencia lineal respecto a la variable n, por lo que en este régimen el comportamiento del sistema
es difusivo.

4.2. Limite ultrapersistente

Para este problema debido a la dificultad para encontrar la inversa de Fourier y de la funciéon gene-
radora se realizé un tratamiento similar al de la seccién 3.4 usando el limite ultrapersistente, es decir,
cuando 8 — 0. Procediendo de igual forma que en el caso unidimensional las siguientes definiciones
de variables re-escaladas ¥, ,=0,,/0, { =, n=py,s=1—2,yo=s/fyT=np.

Expresando [4.7] en términos de las variables re-escaldas dadas anteriormente, tomando el orden
dominante en 5 (ya que 8 — 0), y usando el cambio de variable (¢ = (¢ + 1)), se tiene que
= 3%+ 9% —~%) y B=f(s+v+id), por lo tanto

P+ A= +7) +02 =)+~ +ivy)
(2492 =) (2 4+ 92 —2) — (1 =)< +7)?

6P(9$70y’Z|E) - p(ﬁzaﬁ?th) ~ (412)
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Para calcular la transformada de Laplace inversa se debe encontrar las raices del denominador dado
por el siguiente polinomio

PP = = (1=7)) = 2(1 =)+ (92 =) (02 — %) = ¥*(1—7)* =0, (4.13)

el polinomio anterior es de la forma y*+ py? +qy +r (polinomio cuértico deprimido). En principio las
raices se pueden calcular analiticamente [43], pero sus expresiones son extremadamente complicadas
y por lo tanto la transformada inversa de Laplace resultante obtenida por medio de la expansiéon de
Heaviside es intratable.

Momentos de P(&,n, )

A partir de la ecuacion en términos de la variable o se pueden obtener los momentos usando
la ecuacion

1
= 4.14
€)= (1.14)
cuya transformada inversa de Laplace es
1
_ 1 — e~ O] 4.15
(6 = 1= 1= ] (4.15)
En términos de x y n se tiene
1 6_(7+1)6n 4 16
Bla) = —5 - (4.16)
y cuando 8 — 0
(z(n)) = n, (4.17)

que corresponde a una particula con movimiento balistico. Para 8 # 0y 7 — o0 tiende a la

1
constante TE=E

Utilizando el mismo procedimiento, el primer momento de 1 es

(n(r)) =0, (4.18)
del que se puede deducir que
(y(n)) =0, (4.19)
el segundo momento de £ en el espacio o es
200+ (1 -~
(€(0)) = e U= (4.20)

1+~ +o0ol]o+2(1—7)]o?

calculando la inversa por medio de residuos se obtiene

3y — 1+ 27(1 — A2 4ye= (N7 e~ 2=
(&(n) = ( . ) - + : (4.21)
2(L=7)(1+7) (T+7)2By—1)  2(1—=9)(1-3y)
por otra parte, segundo momento para 7 en el espacio o es
2(1 — v
(1 (0)) = L=7) (4.22)

[1+7+0]lo+2(1 —7)]o?
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cuya transformada inversa de Laplace esta dada por

F=3+27(1—7%)  2(1 —5)e 07 e 207

() = A-7) 2Al-yer . (123
20 =71+  (A+7)By—-1) 2(1-7)1-37)

Para tiempos largos el coeficiente de difusion se puede calcular a partir de los momentos usando la

relacion

(r*) = (2®) + (y*) ~ 4Dt para t — 00, (4.24)
tomando la expresiones asintéticas para 7 grande que (n*(7)) v (£2(7)) son
) T
~_T 4.25
WP ~ (425)
(E(r) ~ ——, (4.26)
L+

las ecuaciones anteriores indican que para tiempos largos el procesos efectivamente es difusivo. Fi-
nalmente, sustituyendo en [£.24] se tiene que

1
D= TCES (4.27)

Por otra parte, recordando que £ = Sx, n = fy y 7 = On, si se toma el limite 5 — 0
(@*(t)) = n?, (4.28)

(y*(1)) =0, (4.29)

de igual forma que en el promedio, este resultado indica que el movimiento es balistico en este limite.
Los casos especiales de y =1y v=1/3

En las expresiones y cuando v — 1/3 y v — 1 existe una indeterminaciones del tipo %,
entonces los momentos (£2(7)) para esos dos casos se calculan usando la regla de L’Hopital

1
s 2 e
lm (€°(7)) = 5 (e D+ (4.30)
3
‘ 2 _ 2 _—471/3
T @) =3 [1- e (431)
para el caso de (n?(7))los limites son
lim (n*(7)) = 0, (4.32)
y—1
lim (7)) = 2 [(3 4+ 2r)e ¥/ 4 (=3 4 27)] (4.33)
v—1/3 8

cuando v — 1 es consistente que el segundo momento sea igual a cero, ya que en ese limite

representa la transformada de Laplace de la funcién caracteristica de una caminata aleatoria persis-

tente unidimensional simétrica, siendo anéloga a las ecuaciones [3.18| (con £ = 0) y (conv=1y
!/

a=a').
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4.3. Aproximacion para 7, £ y n grandes

La manera mas sencilla de encontrar la distribucién para 7, £ y n grandes es calcular los limites
YUy — 0,9, = 0y o — 0 en la distribucion Tomando el término dominante se tiene

. 21+ +1iv,)
P(9,,0,,0|E) ~ .
Y V2 +92 +2(1 + 7)o

(4.34)

El numerador de la ecuacion anterior se puede expresar de forma asintéticamente equivalente a una
exponencial cuando ¥ — 0
1

e%fvl—i-
I+~

I

entonces, [£.34] se puede re-escribir como

2(1 +7)e%
V2 + 92 +2(1 + 7)o’

P(9,,9,,0|E) (4.35)
ya que la exponencial del numerador de la ecuacién representa una translacion en el eje £ en la

transformada inversa de Fourier, entonces, por simplicidad nos enfocamos en calcular la transformada
inversa de Fourier-Lapalce de la funcion

2 2(1+7)
P(,,0,,0|E) ~ .
(92, 9y, 91E) 92+ 02 +2(1 7)o

Las transformada inversa de Laplace se puede calcular facilmente, ya que, [£.34] solo tiene un polo
V2+02

(4.36)

en 0 = —5ig Usando el teorema de expansion de Heaviside se tiene que la transformada inversa
de Laplace de es

2 (3 +95)7

P(0,,0,,T|E) ~ e 20, (4.37)

El siguiente paso es invertir la transformada de Fourier, la cual se puede calcular usando la férmula

integral dada por
5 1 00 oo (W2499)T
P(&,n, T|E) ~ _/ / e~ 20 1(19:cf+19yn)d,l9xd,l9y’ (4.38)

calculando la integral y aplicando la propiedad de la transformacion rigida para transformadas de

Fourier se tiene

1 _A4N (e 1 )?
P, n,T|E) ~ d+9) 2+ 7)6 2 (e-) +772], (4.39)
T

la ecuacion anterior implica que para 7, £ y 1 grandes, la distribuciéon de probabilidad es una funcion

Gausssiana bidimensional centrada en (ﬁ, 0). Una distribucion gaussiana en general tiene la forma
| e

oG donde p, corresponde al primer momento y o, a la desviacion estandar, a partir de

x

esto se pueden identificar estas cantidades en [£.39] por lo tanto

1

#x_—1>

o+
:uy:Oa
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T
g, =
Yy 1_|_/Y7

las cuales corresponden a las aproximaciones asintéticas de 4.19} [4.18] [4.21] 4.23[ cuando 7 — oo.

Finalmente, se puede expresar en términos de las variables no re-escaladas (x,y,n)

(L+7) B0 [(om ot ) ]

P(z,y,n|E) ~ > e . (4.40)

4.4. Colisiones

Consideremos Pk (z,y,n, u, v|E) la probabilidad conjunta de estar en un sitio (z,y) en el paso n y
en el estado K con K € {N, S, E, W), habiendo tenido p cambios de direccion (colisiones), v de las
cuales fueron cambios de eje de movimiento (esquinas), dado que el caminante estaba en un inicio en
el estado /. Entonces se tienen las siguientes relaciones de recurrencia validas para v y p mayores
que 0:

PE($7ZU,W+17H:V|E) = (1_/3)PE(:L‘_ 1,y,n,p,V|E)+7,3PW(x— 17,%”7#— 17V|E)+
/BQ(PS(x_17y7n7:u_1’7/_1|E>+PN(‘T_]-)yvna:u_]-?V_HE))a

PW(xayvn"i_la,u?V’E) = (1—5)PW(95+1,y,n,,u,l/\E)+75PE(x+1,y,n,u—LI/!E)%—
ﬂa(PS(x—i-l,y,n,u—1,V—1]E)+PN(x+1,y,n,u—1,V—1\E)),

PN(I>?J,H+17M7V|E) = (1_5)PN($79—1an,MaV|E)+75PS($,y—1;717,“_1aV|E)+
ﬁa(PE(x,y—l,n,,u—1,V—1|E)+Pw(x,y—1,n,u—1,V—1|E)),

Ps(z,y,n+1,u,v|E) = (1 = B)Ps(z,y + 1,n, u, v|E) + vBPy(z,y + 1,n, 10 — 1, V| E)+
ﬂa(PE(m,y +1,n,pu—1,v—1E)+ Py(x,y+ L,n,u—1,v— 1|E)),

Para v = 0 y p mayor que 0 tenemos:

Pg(z,y,n+1,11,0|E) = (1 — B)Pg(x — 1,y,n, i1, 0| E) + y8Pw(x — 1,y,n,n — 1,0/ E),
Py (z,y,n+1,1,0[E) = (1 = B)Pw(x + 1,y,n,1,0|E) + v8Pe(z + 1,y,n, u — 1,0|E),
Pn(z,y,n,u,0|E) =0,
Ps(x,y,n, i1, 0| E) = 0.
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Y para p =10
Pg(z,y,n+1,0,0|F) = (1 — B)Pg(x — 1,y,n,0,0|E),
Py (z,y,n,0,0|F) =0
Ahora, para continuar, definimos multiples funciones generadoras.
Primero P'(x,y,n,u,q|E) = > P(z,y,n,u,v|E)q”, entonces, multiplicando por ¢” y sumando

v=0
desde v = 1 hasta infinito, las relaciones de recurrencia quedan

Pp(z,y,n+1,p,q|E) = (1 = B)Py(z — 1,y,n, u, q|E) + vBPy (x — 1,y,n,p — 1,¢|E)+
Q5&<Pé(x - 173/7”7“ - 17q|E) + P]/V(x - 173/7”7“ - 17Q|E)>7

Py(z,y,n+1,p,q|FE) = (1 = B)Py(z+1,y,n,pu,q|E) + vBPp(x + 1,y,n, pn— 1,q|E)+
qﬁoz(Pé(I + 17y7n7,u - 17Q|E) + PJ/V(I + 17?%”7# - 17Q|E)>7

Py(z,y,n+1,p,q|E) = (1 = B)Py(z,y — 1,n, 1, q|E) +yBPg(x,y — 1,n, u— 1, q|E)+
qﬂa(P};(m,y - 17”7:“’ - 1aQ|E) + PliV(mﬁy - 17”7# - 17Q|E)>7

Py(v,y,n+1,p,q|E) = (1 = B)Ps(v,y + 1,n, 41,q|E) + yBPy(2,y + Ln, = 1,¢|E)+
qﬁa(Pé(x,y +1n,u—1,q/E)+ Py(z,y+1,np—1, qIE)>,
Ahora definimos la funcion generadora P”(x,y,n,k,q|E) = >  P'(z,y,n, u,q|E)k"*, con la cual

v=0
obtenemos:

kQBOé(Pg("E - 1ay7n7 k7Q|E) +Pll\lf($_ layanakch'E))y

Py (z,y,n+ 1k q|E) = (1 = B) Py (x + 1,y,n, k, q|E) + kyBPg(x + 1,y,n, k, q| B)+
kgba(Pé(x + Ly kgl E) + Py(w + L y.n. k.| B)).

kq5a<P§(:v,y —1n,k qlE) + Py (z,y — 1,m, k,QIE)>,



44CAPITULO 4. CAMINATAS ALEATORIAS CON PERSISTENCIA EN DOS DIMENSIONES

Pi(z,y,n+ 1,k,q|E) = (1 — B)P(x,y + 1,n, k,q|E) + kvBPy(x,y + 1,n, k,q|E)+
kqﬁ@(%(w,y +1,n,k,q|E) + Py (z,y + 1,n, k, qIE)),

donde usamos las ecuaciones parav = 0y u = 0, y la identidad P}, (z,y,n,0,q|F) = Py (z,y,n,0,0|E).
Estas ecuaciones son idénticas a las ecs. , con las mismas condiciones iniciales: Py(x,y,0,k, q|E) =
020040, Pl (2,y,0,k,q|E) = Py(z,y,0,k,q|E) = P§(x,y,0,k,q|E), pero con cambios en las cons-
tantes: v — kv y a — qka.

Resolviendo y usando [4.7] se obtiene

) e~ B,[T, + 2qkaSz Re(B,)]
P// 9:0 9 k E _ x|ty Y 441
( y Uy, 25 I, q| ) Fxry - 4(]2]{520526222 [Re<BI) Re(By)] ’ ( )

donde B = B(#,z) = ¢ — 2(1 — B(ky+1)) y [ =(0, z) = | B||> — 22k~ Re(B) ahora tomando el

limite ultrapersistente y rescalando las variables como en la seccién anterior, se tiene

o Stk 4, 1+ 2¢kaP (V)
i [1 ~ 1l PREP(,)P,) ) (4.42)

donde
B s+ ky
T (b

Para el término entre paréntesis se tiene la expansion en serie

PY) (4.43)

1+ 2gkaP(¥,) & N ) % o "
1 — 4022k>P(0,)P(1,) P(ﬁm)—;(%qa> P (0,)P (%H;(?kqa) P, P (Y,).

(4.44)

La expansion es analoga la que se obtuvo para el caso unidimensional, el primer término esta
relacionado con cambios de direcciéon pares, y el segundo con cambios de direcciéon impares, esto
implica que la paridad en el niimero de colisiones divide la funcién de densidad de probabilidad, como
en el caso unidimensional, estos cambios de direcciéon pueden ser tanto de eje como una inversion en la
direccion. Béasicamente, la funcion de probabilidad evoluciona a través de multiples auto convoluciones
sucesivas con cada cambio de direcciéon dado por el caminante.
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4.5. Simulaciones

4.5.1. Diseno de los algoritmos

En esta seccidon nos enfocaremos en dos métodos tradicionales para el estudio de caminatas aleato-
rias: la enumeracion exacta y las simulaciones Monte Carlo.

La enumeracién exacta es un método iterativo que nos permite calcular la distribuciéon de la proba-
bilidades en cada punto de la red en cada paso que da el caminante. Para eso se iteran las ecuaciones
de recurrencia [4.1] partiendo de la condicion inicial Sin embargo, este método es computacional-
mente costoso, por lo que solo puede usarse para un nimero pequenio de pasos [44].

Por otra parte, las simulaciones Monte Carlo consisten en generar un nimero grande de caminatas
aleatorias diferentes de tal forma que sean representativas del conjunto total de caminatas posibles.
Para obtener la precision deseada de los valores esperados de las cantidades de interés se aumenta el
numero de realizaciones hasta que estos no parecen variar dentro de una tolerancia determinada. En
la implementacion de este método fue necesario generar un estado ('E’, "W’, ’N’’S’), representado
por una cadena de caracteres, el cual se define por la direcciéon del paso anterior que dio el caminante.
Estos estados van a determinar univocamente como se va mover el caminante:

'E’ el caminante se va a mover un paso en el eje x en direcciéon positivo.
= 'S’ el caminante se va a mover un paso en el eje y en direcciéon negativa.

= "W’ el caminante se va a mover un paso en el eje z en direcciéon negativa.

"N’ el caminante se va a mover un paso en el eje y en direccion positiva.

Adicionalmente, las probabilidades de transiciéon de un estado a otro van estar determinadas seguin
las relaciones de recurrencia 4.l

El Monte Carlo es un método menos costoso computacionalmente que la enumeracion exacta, por
lo que se pueden alcanzar un nimero de pasos mayor. Sin embargo, para un nimero de pasos del
orden de varias veces 1/3, es necesario realizar algunas modificaciones que se mencionaran en la
siguiente seccion.

Cédigo

A continuaciéon se muestran los pseudocodigos de los dos métodos numérico: enumeracion exacta

(fight.2) y Monte Carlo (figlt.3).
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Enumeracion exacta

p =vector con las probabilidades de la forma p=[1-, aB, ap, By]
n=ndmero de pasos del caminante

+ Inicio

Inicializacion
Pg(0,0)=1
P,(0,0)=Py(0,0)=R, (0,0)=0
=0

Calcular para todo punto (xy) delared
PE(\ y)=(01-5) PE(x 1,y)*+aB(Ps(x — 1,y) + Py(x — 1,y)) + ByPw(x — 1,y)
xy) = (1-8) P(x,y + 1)+ap(Pe(x,y + 11) 4 Py(x, y + 11)) + ByPu(x, y + 1)
x,y) = (1—B) Py(x.y — 1)*aB(Ps (x,y — 1) + Py (x, y — 1)) + ByPs(x,y — 1)
%y) = (1~ B) Py(x +1,y)+0B(Ps(x + L,y)* + Py(x + 1,y) + ByPe(x +1,3)
=+1

Calcular
Detener PT = PE +-Ps + PN + Pw
para todo (x y) en la red.

Figura 4.2: Diagramas de flujo del método de enumeracién exacta.
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Simulacion Montecarlo

M p =vector con las probabilidades de la forma p=[1-B, ap, aB, By
n=numero de pasos del caminante

Regresafxy)

Inicializacion
(xy)=(0,0)
K=E
=0

[ K=estado aleatorio entre los estados [E,N,5,W] con Si (ey)=(xtty)
probabilidad =[1-B, o, B, v] K=L

No

Si

K=estado aleatorio entre los estados [S,E,W N] con
probabilidad =[1-B, af, af, By]

No

Si
K=estado aleatorio entre los estados [W,N,S,E] con (ry)=e-1.y)
probabilidad =[1-B, «f, af, Py]

{’x,}'j:f’x,}"- ”

K=estado aleatorio enfre los estados [S,E,W,N] con
probabilidad =[1-B, af, ap, py]

Figura 4.3: Diagramas de flujo del método numérico Monte Carlo.
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Input: state > *[r|String que indica el estado del caminante en un paso n
Output: Un vector que indica el movimiento del caminante dependiendo del estado.
Function statemap (state):
if state = E/ then
| return (1,0)
else if state = N then
| return (0,1)
else if state = S then
| return (0,-1)
else if state = W then
| return (-1,0)

End _Function ) _ ) )
Algorithm 1: Pseudocodigo de la funcién que mapea estados con sus correspondientes movi-

mientos

Input: p > Vector de la forma [1 — 3, Ba, Sa, (1 — 2a)] que indica las probabilidades
Input: n > Numero de pasos del caminante
Output: z > Posicion final del caminante después de n pasos
Function 2drandomwalkpersistent (p,n):
x <— (0,0) > asignar a la variable x la posicién inicial del caminante
state <— FE

for : < 0 ton do
if state = F then
Elegir aleatoriamente entre los estados |[E,N,S;W] con probabilidad
[1 - 67ﬁa75&7ﬁ(1 - 206)]
r <— x + statemap(state)
Ise if state = N then
Elegir aleatoriamente entre los estados [N,E,W S| con probabilidad
[1 - 57 Baa 5057 B(l - 20_/)]
state=Estado elegido
x <— x + statemap(state)
Ise if state = S then
Elegir aleatoriamente entre los estados [S,E,W N]| con probabilidad
[]‘ - ﬁ’ﬁaaﬁa»ﬁ(l - 20()]
state=Estado elegido
x <— x + statemap(state)
Ise if state = W then
Elegir aleatoriamente entre los estados [W,N,S,E] con probabilidad
[1 - 67ﬁa75&7ﬁ(1 - 206)]
state=Estado elegido
x <— x + statemap(state)

©)

@

@

end

return z;

End Function, ) ) ) )
Algorithm 2: Generador de caminatas aleatorias con persistencia 2-D

Para validar la precision de los métodos numeéricos se usaran los momentos exactos de la distri-
buciéon dados por las ecuaciones [£.8] [£.9] [£.10] ademés, se utilizaran las expresiones para los
momentos en el limite ultra-persistente dadas por las ecuaciones [£.15], [4.21] [£.18], [£.23]
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En el caso de las simulaciones Monte Carlo, los momentos se obtienen simplemente calculando el
promedio de cada componente de las posiciones finales de la caminata aleatorias generada. Para el
calculo de los momentos m-ésimos respecto a x y y usando la enumeracion exacta basta con aplicar
las ecuaciones

<xm> = Zpa:,ywma
z,y

<ym> = pr,yyma
z,y

donde p,, es la probabilidad de ocupacién en el sitio z,y de la red, y la suma depende del nimero
de pasos.

Para la implementacion de los métodos numéricos se usaron los lenguajes Python 3 para el Monte
Carlo y MATLAB (Mathworks, Natick, MA, EE. UU.) para la enumeracion exacta. En la generacion
de ntimeros aleatorios del Monte Carlo se utilizaron las librearias random y NumPy de Python.
El generador principal de nimeros aleatorios en Python es Mersenne Twister. Produce flotantes de
precision de 53 bits y tiene un periodo de 2**19937-1 [45]. Por otra parte, las simulaciones Monte
Carlo fueron paralelizadas a través la bibliotecas Multiprocessing y Joblib. La representacion grafica
de las simulaciones numéricas fue realizada completamente en MATLAB.
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4.5.2. Resultados

A continuacién se muestran los resultados de la implementacion del cédigo que genera las cami-
nantes aleatorias para la simulacion Monte Carlo (fig. . Es importante recalcar que todas las
simulaciones Monte Carlo y los célculos de enumeracion exacta fueron hechos tomando como estado
inicial "E’.

20000 1

L

.II_

-4000 1

-6000 1

I] -10000 1

=20000 1

-8000 4

T T T T T T T T T T T T
] 2000 4000 6000 8000 10000 -10000  -5000 0 50000 10000 15000 20000 +

4000 1

2000 4

2000 1

4000 1

T T T T
—4000 2000 ] 2000 4000
X

Figura 4.4: Resultados del codigo Monte Carlo. Una caminata aleatoria. IT) Diez caminatas aleatorias.
Las caminatas se realizaron para 1,000,000 pasos . III) Posicién inicial y final de 1000 caminantes
aleatorios después de 500 pasos. Los parametros utilizados son 8 = 0.001, v = 0 y el estado inicial
es 'E.

En seguida se observan las gréaficas para ciertos valores valores descendentes de S y un valor de ~
fijo. Se compararon los promedios obtenidos con las simulacién Monte Carlo y la enumeracion exacta
con las expresiones teoricas exactas y en el limite ultrapersitente (fig. |4.5)).
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Figura 4.5: Resultados de la simulacion Monte Carlo y la enumeracién exacta para valores descen-
dentes de 5 =[0.5,0.1,0.05,0.01] y v = 0.1; para 1,000,000 de caminantes.

De forma analoga al caso anterior, se compararon los promedios obtenidos para simulaciones Monte
Carlo y la enumeracion exacta, tomando varios valores de v y un valor de [, con las expresiones
teoricas exactas y las obtenidas en el limite ultrapersitente (fig/4.6)).
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Figura 4.6: Resaltados de la simulacion Monte Carlo y la enumeracién exacta para valores descen-
dentes de v = [0,0.3,0.4] y 5 = 0.01; para 1,000,000 de caminantes.

En ambos casos se observa que con conforme el nimero de pasos aumenta el proceso se convierte
en difusivo, ya que su desviaciéon estandar se comporta como una funcién lineal, del tiempo y los
primeros momentos adquieren un valor constante.

4.5.3. Simulaciones para tiempos largos

Debido a que la expresion de la probabilidad total se obtuvo para valores de 7 grandes, es necesario
comprobar la precision de las simulaciones Monte Carlo para un ntumero de pasos grande. En este
limite, se propuso una modificaciéon del método Monte Carlo original, aprovechando las propiedades
del limite ultrapersistente. En el régimen ultrapersistente la longitud de los tramos (1), siendo un
tramo el niimero total de pasos antes de que el caminante cambie de direccién, sigue una distribucion

de probabilidad exponencial (figlt.7)

p() = (1-p)". (4.45)
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Figura 4.7: Distribucion de la longitud de los tramos en el limite ultrapersistente (/) (medida en

pasos individuales), obtenida a partir del histograma normalizado de una simulacién Monte Carlo

usando el codigo para pasos individuales con f = 0.01 y 100,000 de realizaciones, y su comparacion
con la expresion

Lo anterior sugiere que se puede simular al caminante aleatorio persistente a través de la generacion
de tramos cuya longitud sea aleatoria y que siga la distribucion [4.45] junto con cambios de direcciéon
generados aleatoriamente, en lugar de generar pasos individuales (fig. |4.9)).

Bajo este enfoque, al inicio de la simulacion, el caminante elige una de las cuatro direcciones posibles
(’E’,’S’, ’N’’S’) con probabilidad 1 — 3, fa,Ba, B(1 — 2«a), estas probabilidades estan determinadas
por su estado inicial (en este caso es 'E’). Dependiendo de la direccion elegida al caminante se le
asigna el estado correspondiente. Una vez elegida la direcciéon, el caminante recorre [ pasos en ese
eje, es decir, un tramo de longitud [, el cual es generado a partir de la distribucion m (fig. .

10! = Expresion tedrica
& Montecarlo
10-2 * Generador de variables aleatorias

1073

Probabilidad
=
[=]
1

0 200 400 600 8OO 1000 1200 1400 1600
Longitud del trayecto (1)

Figura 4.8: La grafica anterior muestra un histograma usando el generador de variables aleatorias
distribuidas segl’lnm (histograma en verde), comparado con los tramos generados a partir de pasos
individuales (histograma en azul), y la expresion teorica de la distribucion (linea roja).

Después de completar el tramo en la direccion elegida, el caminante puede cambiar de eje o regre-
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sarse con probabilidades «, (1 — 2«a) respectivamente, pero no continuar en la misma direccion. La

eleccion de una nueva direccion conlleva un cambio de estado. Finalmente el caminante recorreré un

tramo de longitud I; en la nueva direccion, (I; también se genera a partir de la distribucion [4.45)).

Este proceso se repite hasta completar n pasos, es decir, se generaran s tramos de longitud /; de tal
S

forma que n = )7 ;.

Simulacion Montecarlo

m p =vector con las probabilidades de la forma p=[1-p, af, ap, By]
n= nimera de pasos del caminante

Inicializacion
xy=0.0 , - _
KzE Generar un numero aleatorio Que 5Iga una

=0 distribucion exponencial

K=estado aleatorio entre los estados [E,N,5W] con S
P —— probabildad ={ aB, o8, By] -~

los estados [E,N,S,W] con ' N
probabilidad =[1-§, B, op, S|' i
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o
]
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Figura 4.9: Diagrama de flujo del algoritmo que genera caminatas aleatorias
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Input: state > *[r|String que indica el estado del caminante en un paso n
Output: Un vector que indica el movimiento del caminante dependiendo del estado.
Function statemap (state2):
Generar un namero ! que siga una distribucion m if state = F then
| return (/,0)
else if state = N then
| return (0,1)
else if state = S then
| return (0, ()
else if state = W then
| return (—[,0)

End_Function ) _ ) o
Algorithm 3: Pseudocodigo de la funcién que mapea estados con sus correspondiente movimien-

tos

Input: p > Vector de la forma [1 — 3, B, Ba, (1 — 2a)] que indica las probabilidades
Input: n > Numero de pasos del caminante
Output: = > Posicion final del caminante después de n pasos
Function 2drandomwalkpersistent2(p,n):
z <— (0,0) > asignar a la variable x la posicion inicial del caminante
state <— E

Elegir aleatoriamente entre los estados |[E,N,S;W| con probabilidad
[1 - 6,6&7/BC¥,6(1 - 20()]
xr <— z + statemap(state) Generar longitud del tramo [ Recorrer | pasos en la direccion
asociada al estado for 7 <— 0 to n do
if state = F then
Elegir aleatoriamente entre los estados [N,S,W| con probabilidad [«, «, (1 — 2a/)]
x <— x + statemap(state)
Ise if state = N then
Elegir aleatoriamente entre los estados |[E,W,S| con probabilidad [, «, «, (1 — 2av)]
state=Estado elegido
x <— x + statemap(state)
Ise if state = S then
Elegir aleatoriamente entre los estados [E,W,N] con probabilidad [«, «, (1 — 2a/)]
state=Estado elegido
x <— x + statemap(state)
Ise if state = W then
Elegir aleatoriamente entre los estados [N,S,E| con probabilidad [a, a, (1 — 2a)]
state=Estado elegido
x <— x + statemap(state)

o

¢

®

end

return z;

End Function, ) ) ) .
Algorithm 4: Generador de caminatas aleatorias con persistencia 2-D

A continuacion se muestran los resultados de las simulaciones para tiempos largos, y sus respectivos
errores, se observa que al igual que el caso anterior, el proceso es difusivo para este niimero de pasos
(fig. . Adicionalmente, se cuantifican los errores de este método por medio del sesgo relativo.
Los valores de sesgo relativo son relativamente bajos lo que muestra que el Monter Carlo es preciso.
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Para el primer momento en y se usé el sesgo simple, debido a que el valor esperado de este valor es
cero y conduce a una indeterminacion (fig. [4.11]).

Promedio en x

Varianza en x

Figura 4.10: Resultados de la simulacion Monte Carlo y comparacion con las expresiones [4.84.9]
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Finalmente, se anaden los histogramas normalizados para un caminante a distintos niimero pasos.
Se observa la evolucion de la funcién de distribucion del caminante aleatorio persistente. Se puede
ver que para un numero pequeno pasos la probabilidades de ocupacion se distribuyen en forma de
diamante, cuyo tamano depende del nimero de pasos (paneles superiores fig. , y probabilidad
de encontrarlo en un sitio (x,y) se acumula en el vértice correspondiente a la direccion del estado
inicial. Conforme aumenta el nimero de pasos, la probabilidad se distribuye del vértice a los lados
adyacentes a este (panel izquierdo del medio fig. y posteriormente se va acumulando en el centro
del diamante (panel derecho del medio fig. hasta obtener aproximadamente una gaussiana (panel

inferior figi4.12]).
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Figura 4.12: Evolucion de la funcion de densidad de probabilidad de un caminante con los parametros
v=0y 8 =0.01 para 10,100, 1000,1250, 10,000 pasos.



Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1. Conclusiones

La caminata aleatoria persistente asimétrica unidimensional ya habia sido estudiada por Rossetto
[19], quien resolvio la ecuacion generalizada del telegrafista que se deriva en el limite continuo de las
relaciones de recurrencia para la evolucion del caminante aleatorio. Esta ecuacion fue reportada antes
por Weiss y Masoliver en 1992. Las soluciones de la ecuacion generalizada del telegrafista difieren de
las de la ecuacion del telegrafista normal o simétrica, entre otras cosas, por un factor exponencial de
la variable espacial. Sin embargo, se ha reportado que al aplicar una transformacion de Lorentz se
eliminan los términos de asimetria en la ecuacion generalizada del telegrafista y ésta pasa a ser la
ecuacion del telegrafista normal o simétrica, por lo que las asimetrias del proceso se relacionan con
un cambio en el sistema de referencia relativista de las coordenadas del caminante. Adicionalmente,
durante la derivacion de la ecuacion del telegrafista se obtuvieron varias cantidades como la proba-
bilidad de ocupaciéon y el flujo de probabilidad, estas pueden ser expresadas como componentes de
cuadrivectores. Los parametros de este proceso se relacionan con la velocidad promedio del caminante
a tiempos largos, y forman una especie de cuadrivector de velocidad. Este sistema posee un invariante
relativista dado por la cantidad ﬁ, donde T’y y T estén relacionadas con las probabilidades de
transicion del sistema.

Las trasformaciones de la ecuacion del telegrafista son ampliamente conocidas, quizé una de las mas
importantes es la que lo relaciona con la ecuacion de Klein -Gordon. Adicionalmente, gracias al traba-
jo seminal de Gaveau y colaboradores [41] y aplicando las transformaciones de Lorentz a las variables
espacial y temporal, se encontré la continuaciéon analitica correspondiente con la ecuacién de Dirac.
En este caso el invariante relativista se puede mapear a las constantes fisicas ific?/m <> \/Ti—T Los

componentes del espinor correspondiente a esta ecuacion se relacionan p(z,t) y q(z,t) que represen-
tan la probabilidades de que el caminante esté al tiempo ¢ en la posiciéon x si su dltimo paso fue a la
derecha e izquierda respectivamente. A partir de esto, se puede pensar que el proceso estocastico de
transporte relacionado a la ecuaciéon de Dirac puede ser descrito por medio de caminantes aleatorios
persistentes.

El segundo problema const6 de una extension del problema reportado [24]. El objetivo de este
problema fue encontrar la probabilidad de encontrar al caminante en un sitio (x,y) sobre una red

61
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cuadrada. A través de la funcién generadora de la transformada de Fourier fue posible desacoplar
el sistema de relaciones de recurrencia que gobiernan la evoluciéon del caminante. A partir de aqui
se pudieron obtener las expresiones para las variables continuas a través del limite ultrapersistente.
Sin embargo, debido a la dificultad para calcular la transformada de inversa de Laplace s6lo se pudo
encontrar la aproximacion de la funciéon de densidad de probabilidad para tiempos largos, la cual se
aproxima gaussiana. Esto aunado el hecho que la varianza es una funcion lineal en el tiempo nos dice
que el proceso para un numero grande de pasos es difusivo.

Para estudiar la evolucion de la probabilidad de ocupacion del sistema se implementaron dos mé-
todos numeéricos: la enumeracion exacta y las simulaciones Monte Carlo. El método de enumeracion
exacta calcula la distribucion espacial exacta de la probabilidades de ocupaciéon del caminante el sitio
(x,y) de la red en cada paso. Mientras que la simulacion Monte Carlo es un método para realizar
estimados con base en las realizaciones de cierto nimero de caminatas. Si bien la enumeracion exacta
nos brinda la distribucién correcta de probabilidades de ocupacion para las posiciones de un cami-
nante aleatorio, es un método demasiado costoso computacionalmente y sélo puede usarse para un
ntmero corto de pasos comparado con las simulaciones Monte Carlo. Entonces, al comparar ambos
métodos, se puede evaluar la calidad de las simulaciones Monte Carlo mediante el uso del método
de enumeracion exacta, y de esta manera obtener buenos estimados Monte Carlo para tiempos de
simulacion largos.

Finamente, se realiz6 un analisis de colisiones del sistema, este mostré que al considerar el nimero
de cambios de direccion en las relaciones de recurrencia en la evolucion del caminante; la probabilidad
ocupacion del sistema se divide en dos expresiones, una para cambios de direccién impares y otra
para pares.

5.2. Trabajo a futuro

Siguiendo el enfoque de los articulos que sirvieron de base de este trabajo [19][27], se pueden cal-
cular més propiedades estadisticas de los caminantes aleatorios usando la funciéon de probabilidad de
ocupacion como: las probabilidades de primer paso, las probabilidades de primer retorno y el nimero
de sitios promedio visitados.

Adicionalmente, se pueden probar mejores aproximaciones para las raices de que permitan
calcular expresiones para la probabilidad de ocupacién para tiempos cortos.



Apéndice A

Determinacion de la transformada de

o= kv c2—q2
Laplace f(¢) = —
¢ —a
Para determinar la transformada de Laplace de f(s) = 6_12# se tiene que realizar la integral

de linea sobre el siguiente contorno de Bromwich modificado A.1 debido a la presencia de un corte
ramal en el los puntos —a, a.

Figura A.1: Trayectoria usada en la integral para k >t
Este método solo es valido siempre y cuando se cumpla la condicion
f(s)et =0, (A.1)
B,K

donde ¢ = Re™¥ y R — oo Para evaluar si se cumple lo anterior, hay que notar que para ¢ >> a la
funcion f() se comporta como
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2_A2
entonces
/ fls f(Re“") B Reildyy < ML, (A.2)
donde M = £ y L = 7R, entonces
lim ML = lim e AL (A.3)

R—o0 R—o0

el limite anterior es cero siempre y cuando k > ¢, si esta condicién no se cumple no se puede usar el
contorno de integracion A.1. En su lugar, se usa el contorno A.2, donde se concluye que si k& > t, la
integral es cero

|
B
\
A
A )
/
'\-\_\__‘_‘_

Figura A.2: Trayectoria usada en la integral para k <t

Por teorema de Cauchy se tiene que la integral de Bromwich a calcular sera

/Wf(c)egt:/A+/B+A+A+/E+A+L+L+/]+/I(f(g)e<t=O, (A.4)

las integrales sobre las curvas quedarén definidas como
af©et = [IT Fo)e,

2. Jo et =[5 " fo)e,

3. [, f(o)et = fHaaf Jest,

4 fo 1) = [ F(o)e,

-fJf( Jest = fr o fls)e,

—_

(@)
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las integrales sobre las curvas B, D, F, H, K son cero cuando r — 0 y R — oo. Las curvas restantes
quedan definidas como C = E = ¢"x y G = J = e~ x. Tomando el limite y sustituyendo se tiene

L [ f()et = [ e estde = £71(£(<)),
2. [ f(X)emt = — [0 fla)edn = — [ e,
3. [pfQet =— [ f(x)eda = — [ e_jw e~ "dx,

4 [ FQ)et = = [ flo)ertda, = [ T2 cmatgy,

ot

[, FQest = = [ fla)ertdn = — [ e da,

en las integrales sobre F, G se toma en cuenta el corte ramal correspondiente. Las integrales 2 y 5
no cambian de signo debido a la presencia de un traslape de corte ramal por lo tanto se anulan.

Sustituyendo en la ecuaciéon 5

1 [oti® g—kvei-a? @ cos(kva? — x2
< € st = ( ) e+t (A.5)
21 Joino 2 — a2 T J_ 4 a? — 2

La integral del lado derecho se puede calcular usando primero la sustitucion ¢ = a cos(6) entonces se

tiene lo siguiente
/“ cos(k‘\/a2 — .Z‘Q)

a a? — x2

0
e"”tdx:/ cos(kasin §)e* <0 qdp. (A.6)

La ultima integral se puede realizar convenientemente usando el teorema de Cauchy y la sustitucion
z = ¢ de forma que se puede expresar como una integral de linea sobre el circulo unitario

& ka(z— zil) ta(z+zfl) dZ ]_ ka(z 271) ta(z+z— )
/ cos(kasin 0)e *°*%dh) = Re (m% e g Res :
0 |z|=1 (%4

(A7)
debido a que hay una singularidad esencial entonces para encontrar el residuo se tiene que usar la
serie de Laurent.

Al colocar la exponencial de la forma e** %= y expandir se tiene lo siguiente

1 " _
eaz-f—ﬁz Zﬁk Z m| — m)| (%) 22m k7

m=

ta+ka
2

tomando soélo el coeficiente que corresponde a z°. Ya que a = k“%t“ y[B=— , entonces, se tiene

que

0 oo
: —a COos 1
/ cos(kasinf)e Ydp = E W(a\/ 12 — k2)%* (A.8)
4 k=0 "
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la series anterior corresponde a una Bessel /. Debido a la analiticidad de la funciéon se tiene que ¢
mayor que k por lo tanto se debe anadir una funciéon de Heaviside por lo tanto se concluye que

1 c+ioco eflm/@fia2

2mi

etds = In(avt2 — k2)O(t — k),

c—100 §2 —a?

la funcion de Heaviside aparece como consecuencia de k > t.
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