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Introduccion

En 1924 el matematico ruso Pavel Samuilovich Urysohn (1898-1924), impulsado por
el matematico francés Maurice René Fréchet (1878-1973), descubrié la existencia
de un espacio completo y ultrahomogéneo que es universal para la clase de espacios
métricos separables. Conocido ahora como el espacio métrico universal de Uryshon.
Lamentablemente Urysohn nunca pudo publicar este trabajo debido a su tragico
fallecimiento a la edad de 26 afios!. Sin embargo, su compatriota y amigo Pavel
Sergeevich Alexandroff (1896-1982), rescataria este trabajo para ser publicado post
mortem.

En 1986 el matemadtico checo Miroslav Katétov (1918-1995) presentd una construc-
cion distinta del espacio universal de Urysohn lo cual le dio nueva relevancia al
estudio de este espacio.

Mads adelante, derivado del trabajo del matemadtico ruso Vitali Davidovich Milman,
surge en 1971 el problema de distorcion en /> (donde /5 denota el espacio de Banach

o
de las sucesiones reales {z,, } e, tales que Z ]xn]2 < 00), este problema fue resuelto

0
en 1994 por los matematicos estadounidenses Edward Wilfred Odell, Jr. (1947-2013)
y Thomas Schlumprecht.

En 2005 los matematicos Alexander Sotirios Kechris (de origen griego), Vladimir
Pestov (de origen siberiano) y Stevo Todorcevi¢ (de origen serbio) descubrieron una
relacion entre la teoria estructural de Ramsey, la teoria de Fraissé y la dindmica
topoldgica de automorfismos de grupos. En [1] es presentada una definicion de
oscilacién estable, en la cual no vamos a profundizar pero gracias a los resultados ahi
presentados para espacios métricos ultrahomogeneos podemos enunciar el problema
de distorsion para ¢, de la siguiente manera:

Primero definimos $*° como la esfera unitaria en /5. Si X es un espacio métrico y
e > 0, decimos que X es e-indivisible si para cada k € w\ {0} ycada x : X — k

1M4s sobre la vida de Urysoh puede ser encontrado en [2]



existei €kyY < XconY = X talesque Y C {z € X|3y € x"1(i) : d(=x,y) < e}.
Decimos que X es indivisible si es 0-indivisible y que es indivisible por aproximacio-
nes si para cada ¢ > 0 es e-indivisible. De este modo el problema de distorsién para
/5 es la pregunta: ¢Es $°° indivisible por aproximaciones?. La respuesta dada por
Odell y Schlumprecht es negativa.

De manera similar al espacio universal de Urysohn. Para la clase de espacios métricos
con ciertos conjuntos de distancias S puede definirse su espacio de Urysohn como
el espacio ultrahomogeno tal que todo espacio métrico finito con distancias en S
puede ser encajado en €l, este espacio es tinico salvo isomorfismos y es denotado por
Ug. Con esto en mente, al espacio Uy ;) se le conoce como la esfera de Urysohn.

La pregunta entonces se torno en saber si la respuesta para el problema de distorsién
en Uy ;) es la misma que para $°. En ese sentido, en 2008 el matematico espafiol
Jorge Lopez-Abad y el matemadtico francés Lionel Nguyen Van Thé demostraron que
tener una respuesta positiva al problema de distorsion en Uy ;) es equivalente a que
para cada n € w \ {0} se satisfaga que U,, es indivisible.

Fue entonces que, en 2009, L. Nguyen Van Thé junto con el matemdtico canadiense
Norbert W. Sauer demostraron en [3] que para cada n € w \ {0}, U,, es indivisible.
Dando solucion al problema de distorsién en Uy y).

En este trabajo se desarrolla la demostracidn de que para cadan € w \ {0}, U,, es
indivisible, siguiendo la demostracién de Sauer en [6]. Pese a lo mencionado con
anterioridad, es relevante remarcar que el estudio de los espacios U,, nos resulta
interesante por si mismo.

En el primer capitulo se presenta una breve introduccion a los limites de Fraissé,
enfatizando en el hecho de que esta exposicion es breve ya que no es el objetivo
realizar un estudio minucioso de estos conceptos, mas bien el objetivo de este
capitulo es el de dar definiciones necesarias para entender el resto del texto y
presentar el teorema de Fraissé, con ayuda de este ultimo se definen mas adelante
los espacios de Urysohn.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de espacio de Urysohn, para conse-
guirlo se procede demostrando el teorema de Delhommé-Laflamme-Pouzet-Saver
con ayuda del cual se verifica que para ciertos conjuntos de distancias S la clase de
espacios métricos finitos con distancias en S es una clase de Fraissé.

Por tultimo en el tercer capitulo (cuyos resultados son obtenidos de [6]) se comienza
definiendo el concepto de funciones tipo, que son funciones que codifican puntos
nuevos para un espacio finito en el sentido que son funciones del espacio finito en el



conjunto de distancias, por lo que existen puntos en el respectivo espacio de Urysohn
cuya distancia al espacio finito es la dictada por la funcion, al conjunto de puntos
que satisface esto se le conoce como la érbita de la funcidn tipo y la primera parte
del capitulo se basa en estudiar dichas érbitas. En la segunda seccién restringimos
el estudio a espacios con distancias en un niumero natural, se define el concepto de
extensibilidad de una funcién en un conjunto, cuya idea central es que una funciéon
es extensible en un conjunto si dicho conjunto constituye una gran parte de su orbita.
Ma4ds adelante podemos observar la demostracién de LNVT y Sauer de que si una
funcion es extensible en un conjunto entonces existe una copia del respectivo espacio
de Urysohn donde la érbita de la funcién se queda contenida en el conjunto donde
es extensible. Finalmente se observa la demostracion deseada.
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Limites de Fraissé

En este capitulo se da una introduccién a los limite de Fraissé, las definiciones
y notaciones usadas seran empleadas a lo largo del trabajo. La teoria de Fraissé
debe su nombre al matematico francés Ronald Fraissé quien en 1954 publicé un
articulo donde describe una manera de construir los racionales usando la clase de los
ordenes lineales finitos como si fuesen aproximaciones. Esta teoria es bastante mas
extensa de lo aqui expuesto, donde nos centramos en definir las clases de Fraissé
para enunciar el teorema que asegura la existencia de limites de Fraissé para dichas
clases. Enunciamos un lema que, al igual que los comentarios que complementan las
definiciones, consideramos folklore.

A lo largo de este capitulo consideraremos L = {R;|i € I} un lenguaje relacional.

Definicion 1.1. Sean X,Y dos L-estructuras.

1. Un encaje de X a 'Y es una funcién inyectiva o : X — Y de tal modo que para
cada i € I y cada z1,--- ,x, € X se satisface que:

(z1,--+ ,2n) € RX siysolosi (a(x1), -+ ,a(zx,)) € RY.
2. Un isomorfismo de X a Y es un encaje sobreyectivode X a Y.

Notacion 1.2. = Si existe un encaje de X a Y denotaremos X SY, si ademds
X CY, entonces denotaremos X <Y.

= Si existe un isomorfismo de X a Y diremos que X e Y son isomorfos lo cual
denotamos por X £Y.

= P(X) = {X C X|X =X}

P(X) es usualmente denotado como (§) en la literatura, sin embargo la notacién
aqui empleada es elegida debido al interés a futuro de trabajar con el orden parcial
(P(X),<). Ademés, a los elementos de P(X) los llamaremos copias de X.
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Definicion 1.3. Sea K una clase de L-estructuras

1. K es hereditaria si para toda L-estructura X y cada Y € K, X <Y implica que
X ek

2. K satisface la propiedad de encaje conjunto (JEP por sus siglas en ingles "joint
embedding property") si para cualesquiera X,Y € K, existe Z € K tal que
X,Y<2Z.

3. K satisface la propiedad de amalgamacion si para cualesquiera X,Yy, Y1 € K
yencajes ag : X — Yoy a1 : X — Y, existen Z € K y encajes 5y : Yo — Z,
B1: Y1 — Z tales que Byocg = [10aq. En otras palabras, el siguiente diagrama

Yo
> N
X O Z
Yy

4. K satisface la propiedad de amalgamacion fuerte si ademds de satisfacer la

conmuta

propiedad de amalgamacidn sucede que [Bo[co[X]] = Bo[Yo] N B1[Y1] = L1l [X]]-

La JEP no es un caso particular de la propiedad de amalgamacion, podria pensarse
que esto es cierto considerando X = &, sin embargo @ no es una L-estructura. Si
W € K es tal que para todo X € K se satisface que W < X, entonces decimos
que W es una estructura inicial débil. Considerando esta definicion tenemos el
siguiente lema.

Lema 1.4. Sea K una clase de L-estructuras. Si K tiene una estructura inicial débil y
satisface la propiedad de amalgamacion, entonces K satisface la JEP.

Demostracién. Sean W € K estructura inicial débil y X,Y € K, entonces existen
encajes ag : W — X y oy : W — Y. Por la propiedad de amalgamacidn, existen
ZeKyencajesfop: X — Zyp1:Y — Z.Esdecir X,Y < Z. |

Definicion 1.5. Una estructura es ultrahomogénea si todo isomorfismo entre subes-
tructuras finitas puede extenderse a un automorfismo.

Es decir, X es ultrahomogénea si para cualesquiera Y, Z < X subestructuras finitas y
todo isomorfismo o : Y — Z, existe @ : X — X isomorfismo tal que @ [y = a.

Capitulo 1 Limites de Fraissé



Definicion 1.6. Sea X una L-estructura, Age(X) es la clase de las L-estructuras finitas
que pueden encajarse en X.

Si L es un lenguaje numerable y X es una L-estructura numerable, entonces Age(X)
contiene una cantidad numerable de tipos de isomorfia, es decir una cantidad
numerable de subclases donde los elementos en cada clase son isomorfos. En este
caso diremos que Age(X) es numerable.

Andlogamente, una clase K de L-estructuras es llamada numerable si contiene
Unicamente una cantidad numerable de tipos de isomorfia.

Definicion 1.7. Una clase K de L-estructuras finitas es una clase de Fraissé si es
numerable, es hereditaria, contiene estructuras finitas arbitrariamente grandes, satisface
la JEP y satisface la propiedad de amalgamacion.

Si X es una L-estructura numerable y ultrahomogénea, entonces Age(X) es una
clase de Fraissé.

Teorema 1.8. (Fraissé) Sea L un lenguaje constituido solamente de simbolos relaciona-
les y K una clase de Fraissé de L-estructuras. Entonces existe una L-estructura F, unica
salvo isomorfismo, que es numerable, ultrahomogénea y tal que Age(F') = K.

F es llamado el limite de Fraissé de K, denotado F lim(K).






Espacios de Urysohn

En este capitulo hablaremos de espacios de Urysohn, los cuales son limites de
Fraissé de clases de espacios métricos, su nombre se debe al matematico ruso
Pavel Samuilovich Urysohn de quien se conoce su trabajo respecto al tema gracias a
publicaciones post mortem. Durante el capitulo se enuncian definiciones y notaciones
con el objetivo de simplificar la manera de referirnos a nociones de espacios métricos,
los resultados estan orientados a conocer aquellas clases de espacios métricos que
son de Fraisse.

Un espacio métrico (X, dX)! puede ser visto como una estructura relacional conside-
rando para cada ¢ € (0, c0) el simbolo de aridad 2, R; interpretado como:

(z,y) € R siysolosid™(z,y) =é.

Con esta notacion, sea L = { Rs|0 € [0,00)} un lenguaje relacional. Una L-estructura
X es un espacio métrico si

» Rf = {(z,7)|r € X}.
» Para cada § € (0,00) si (z,y) € RY, entonces (y,z) € RY.
= Si(z,y) € Ry, (z,2) € Ry, ¥ (2,y) € Ry, entonces §; < &3 + d3.

De este modo, en este caso las estructuras son espacios métricos mientras que los
encajes son encajes isométricos.

'Hacemos notar que no todo espacio métrico puede encajarse en R", para verificar esto consideremos
al espacio (X,d ), donde X = {a,b,z,y}y

d(a,b) = d(z,y) = d(a,z) = d(b,y) =1,

mientras que
d(a,y) = d(b,z) = 2

este es un espacio métrico que no puede ser encajado en R", ya que de existir el encaje « que lo
atestigiie tendriamos que:

d(e(a), aly)) =2 =141 = d(a(a), a(z)) + d(a(z), a(y))

y ya que estamos en R™ esto implica que «(a),a(z),a(y) son colineales, andlogamente
a(a), a(b), a(y) son colineales de modo que a(x) = a(b), lo cual no puede ocurrir.
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Dado un conjunto D C R™, una D-grafica es una estructura G en el lenguaje
{Rs|6 € D} donde cada R§ es binaria, simétrica e irreflexiva. El espacio métrico
(X, d~) también puede ser considerado como una gréfica con peso.

No haremos distincion entre estos dos conceptos y usaremos la notacion estandar pa-

ra hablar de espacios métricos, pero hacemos mencidén de las estructuras relacionales
para hacer uso de lo visto anteriormente acerca de limites de Fraissé.

Definicion 2.1. Sean a,b, c € R, el tridngulo {a,b,c} es métrico si:
1. a<b+g
2.b<a+c y
3. ¢c<a-+bd

Esto lo denotamos por A(a, b, c).

Notemos que 2. y 3. se pueden abreviar como |b — ¢| < a.

Definicion 2.2. Sean (X,dX) y (Y,d") espacios métricos.

1. Una funcién f : X — R es de Katétov sobre X si para todo x,y € X,
A(dX (2, y), f(2), 1(y)).

2. Dados X <Y y funa funcién de Katétov sobre X. Un punto y € Y realiza a f
sobre X si para todo x € X

d" (z,y) = ().

Dada una funcién de Katétov § sobre un espacio X, si para todo = € X se tiene que
f(x) # 0, identificamos a f con un nuevo punto con el cual extender el espacio X,
si por otro lado existe € X tal que f(z) = 0 identificamos a f con x. En cualquier
caso identificamos a las funciones de Katétov con puntos de un espacio métrico, de
este modo se justifica definir en Xj := (X U {f}) una métrica d¥ de tal modo que:

» Paracadaz,y € X, dX(z,y) = d¥(z,y).

» Paracadaz € X, dX(z,f) = f(z).

Capitulo 2 Espacios de Urysohn



De este modo podemos pensar que las funciones de Katétov codifican nuevos puntos
para el espacio a partir de la distancia que deben de tener con los puntos preexisten-
tes.

Con esta definicién se pueden caracterizar los espacios métricos numerables ultraho-
mogéneos.

Proposicion 2.3. Sea X un espacio métrico numerable. X es ultrahomogéneo si y solo
si para todo subespacio finito Y C X y para toda | funcién de Katétov sobre Y, si Y; se
encaja en X, entonces existe x € X que realiza a f sobre Y.

Demostracion. Primero supongamos que X es ultrahomogéneo y sean Y C X un
subespacio finito y { una funcién de Katétov sobre Y, tal que Y} se encaja en X.
Veamos que existe x € X que realiza a f sobre Y.

Sea ¢ : ¥; — X un encaje isométrico. Sabemos que ¢ := ¢ [y: Y — ¢(Y') es una
isometria.

Como X es ultrahomogéneo, podemos extender ¢ con una isometria ¢ : X — X.

De este modo Eil(go(f)) realiza a § sobre Y, ya que, para cualquier y € Y:

Ahora, supongamos que para todo subespacio finito Y C X y para toda f funcién de
Katétov sobre Y, si ¥} se encaja en X, entonces existe x € X que realiza a { sobre Y.
Veamos que X es ultrahomogéneo.

Sean Y, Z C X subespacios finitosde X con Y = {yo, - ,yn} = {20, 2zn} =2y
¢ :Y — Z una isometria de tal modo que para cada k € {0,1,--- ,n}, o(yx) = 2.

Enumeremos a X = {z,,|m € w}. Continuaremos la demostracién usando el método
de back and forth.

Para cada i < n, definimos o (i) = i.
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(D) Sea o(n+1) = min{m|z,, ¢ Y}. Definimos y, 11 = Zo(n41) YY" =Y U{yns1}.
Sea f,+1 : Y — R de tal modo que para cada k < n,

Fre1 (k) = & Yk Yns1),

fnt1 es funcién de Katétov sobre Y. Ahora definimos f,, ., = f,4+1 0 ! la cual es
funcién de Katétov sobre Z.

Sea ¢, 11 : Z U {f,. 1} — Y™ tal que para cada k < n, ¥n41(zk) = yp = ¢ (21)

Y Yn+1(Frns1) = Ynt+1. Tenemos que 1,41 €s un encaje.

Por hipétesis, existe z,,+1 € X que realiza a f,, , es decir, tal que para todo k < n,

dZ(Zkv Zn+1) = ?n-i—l (Zk)
Sea Z"! = Z U {241}, definimos ¢ (yn+1) = 2n+1-

(IN) Sea o(n + 2) = min{m|z,, ¢ Z"'}. Definimos z,,» = 2, (,12) y también
72 = 77 U {240}

Sea g,12 : Z"' — R de tal modo que para cada k < n + 1,

Oni2(2k) = d* (2, 2nt2),

gn+2 es funcién de Katétov sobre Z" 1. Ahora definimos g,,, 9 = gn+2 © ¢ la cual es
funcién de Katétov sobre Y"1,

De manera andloga a como se hizo antes existe un encaje ¢, +2 de Y"1 U {g, 5} en
X.

Por hipétesis, existe y, 2 € X que realiza a g, , 5, es decir, tal que para todo k¥ < n+1,
A" (yk, Yn +2) = By (yn)-

Sea Y2 = Y"1 U {y,. 2}, definimos ©(yn12) = zni2.

Continuamos este proceso construyendo conjuntos Y X"+ y extendiendo la
funcién ¢ para ser una isometria entre estos dos ultimos, de modo que cuando i
es impar procedemos de manera analoga a como se hizo en (I) y cuando ¢ es par

procedemos de manera andloga a como se hizo en (II).

Después de w pasos, obtenemos ¢ : {yx|k € w} — {zx|k € w} isometria, pero
notemos que {yilk € w} = X = {z|k € w}.

Capitulo 2 Espacios de Urysohn



Por tanto X es ultrahomogéneo. [ |

Proposicidn 2.4. La clase M de todos los espacios métricos finitos tiene la propiedad
de amalgamacion fuerte.

Demostracion. Sean X, Yy, Y1 € M, ap: X — Yoy ag : X — Y encajes isomé-
tricos. Deseamos encontrar un Z € M y dos encajes 5y : Yo — Zy p1: Y1 — Z
tales que By o ag = 1 0 a1y Bolao[X]] = Bo[Yo] N 1[Y1] = Bilan[X]].

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que X C Yj,Y; yque YoNY; = X.
De este modo d° y d"* coinciden en X, en donde son iguales a d*. Asi, deseamos
probar que d*° U d"* puede extenderse a una métrica en Yy U Y;.

Sea Z = Y, U Y}, consideramos (Z, \) como gréfica con peso, donde A C Z2 x R
asigna un peso a las aristas, es decir, A\ = d"° U d*1, de este modo tenemos que
dom()\) = Y2 U Y

Para z,y € Zyn € w )\ {0} definimos un camino de x a y como una sucesién
finita v = (2i)i<n tal que zp = z, 2, = y y para cada i < n se satisface que
(zi, zig1) € dom(N).

La longitud de v es definida como

7l =D Az, zig1)-
i<n
Ahora, para cada (z,y) € Z? denotemos por P(z,y) al conjunto de caminos de z a
y, por lo anterior, tenemos que para todo v € P(z,y), A(x,y) < ||7]-

Con esto, para todo z,y € Z se define

d?(z,y) = mf{|1llly € P(e,y)}.

Veamos que dado i € 2 se satisface que d? ly,= d"i. Para esto, sean a,b € Y;,
tenemos que d?(a,b) = inf{||y|||y € P(a,b)}, pero ¥ = (a,b) es un camino de a
a b para el cual ||| = d¥i(a,b), ahora, dado v € P(a,b) con v = (zj)r<n, NOM-
bremos 7' = (w;)j<m = (2k)k<n NY;, de este modo se satisface la desigualdad

V= 1Y) = >0 AMwj, wjr1) = Y d¥(wj, wj+1) > d**(a,b). Por tanto concluimos
j<m j<m

que d?(a,b) = d¥i(a,b).

Por como se defini6 la longitud de un camino es claro que d? es métrica y cumple
con lo deseado. [ |



Notemos que M no es una clase de Fraissé ya que no es numerable. Este problema
es arreglado al restringir el conjunto de distancias a un subconjunto numerable de
(0, 00), por ejemplo Q N (0,0) o en el caso de interés de este trabajo w N (0, r] para
r € w. En este ultimo caso la propiedad de amalgamacidn sigue conservdndose pero
es necesario realizar un cambio en la demostracion de la proposicion 2.4 cambiando

7]l por [[7ll<r = min(||~]|, r).

Notacion 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico, dist(X) = Im(d).
Es decir, dist(X) es el conjunto de las distancias entre puntos de X.

De una manera mds general, para S C [0, co) consideramos a Mg como la clase de
espacios métricos finitos con distancias en S. Deseamos ver para que conjuntos S se
tiene la propiedad de amalgamacién.

Definicion 2.6. Sea S C [0,00) con 0 € S. S satisface la propiedad de los 4 valores
si para cualesquiera s, s1, s, 8; € S si existe t € S tal que

A(ta 80781> Y A(tasgasll)'
Entonces existe u € S tal que
Nu,so,80) Yy O(u, sy, 8)).
En otras palabras, si la gréfica con peso ({xo,z1,y,v'},d), donde ¢ toma valores

en S, es métrica, entonces § puede extenderse a una métrica d de tal modo que
d(y,y') = u, como se muestra en el siguiente diagrama.

o

Zo
! !
V S0 V Y
_
/ u /

t

Yy Yy Yy Yy
1

I

Teorema 2.7. (Delhommé-Laflamme-Pouzet-Saver) Sea S C [0,00) con 0 € S, los
siguientes son equivalentes:

1. Mg tiene la propiedad de amalgamacion fuerte.

2. Mg tiene la propiedad de amalgamacion.

10 Capitulo 2 Espacios de Urysohn



3. S satisface la condicion de los 4 valores

Demostracion. 1. implica 2. es inmediato.
Veamos que 2. implica 3.
Sean sp, s1, S, 8 € S tales que existe ¢ € S con A(t, s, s1) ¥ AA(2, sp, ).

Definimos a Y = {xg,z1,y} ya Y’ = {x, 1,5’} como espacios métricos con d y
/ . 7 .
d¥" sus respectivas métricas de tal modo que

d¥ (wo,y) = s0, d* (x1,y) = s1, d¥ (o, 1) = t,

4 (o) = s, A (x1,y) =5y y d¥ (zo,x1) =t

Por la propiedad de amalgamacién obtenemos un espacio métrico Z amalgamando
aY yaY’ alrededor de {0, 21}, entonces considerando u = d”(y, ') se cumple lo
deseado.

0o
X t
(a1
Y o Zo Y’
v !
!
) t t Y
x s)
T I
VA i)
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Veamos ahora que 3. implica 1.

Sean Yj,Y; € Mg tales que d*° y d** coinciden en Y N Y;. Deseamos extender
d¥o U d" a una métrica en Yy U Y;. Supongamos que Yy, Y; no son C —comparables,
en caso contrario la demostracion es inmediata.

Se procede por induccién sobre |YyAY|.

SilYo\Yi]=|Y1\Yo| =1, Sean Yy \ Y1 = {yo} y Y1 \ Yo = {1}, unicamente hay
que definir la métrica d en (yo, y1). Equivalentemente deseamos encontrar v € S tal
que paracaday € YoNY;

Au, d*(yo, ), d" (y, y1)).-
Para esto COHSideremOS

m =max{ |[d"(yo,y) —d" (y,y1)| ly € YonYi} y
m' =min{ d(yo,y) +d"*(y, 1) ly € Yo N Y3}

Los cuales existen ya que Yj, Y; son espacios finitos. Notemos que m < m/.

Sean v,/ testigos para m y para m’ respectivamente, nombremos
YC Y7
SO:d 0(y0>y)7 SE):d l(ylvy)a

s1=d%(yo,y) vy s =d(y,y).

Y sea
t=d"y,y)=d"(y,v).

Observemos que
Aty s0,81) Y A(t,s),8)).

Y por la condicidn de los 4 valores existe u € S tal que
N(u,s0,80) Y A(u,s1,58)).

Por como se escogieron sy, sh, s1, s} a partir de y e ¢’ entonces para todo z € Yy N'Y;
se satisface que |d¥0(yg, z) — d¥1 (z,11)| < u < d¥0(yo, 2) + d¥ 1 (2, y1).

Para el caso inductivo.
SeaY =YyUY).Parai € 2sean y; € Y; \ Y1_;. Por hipdtesis de induccién aplicada
en Yy yen Y; \ {y1} encontramos una extensién comun 7, de Yy y de Y7 \ {v1}
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alrededor de Y\ {y1}. Del mismo modo obtenemos una extensién Z; de Zy \ {vo} y
de Y; al rededor de Y \ {yo}-

AhoraY = ZyU Z, y |Zo/AZ;| = 2, con lo cual, usando el caso base obtenemos el
resultado. [ ]

De este modo, si S tiene la propiedad de los 4 valores, Mg tiene la propiedad de
amalgamacion, ademads es una clase numerable, hereditaria, que contiene estructuras
finitas arbitrariamente grandes y como todo espacio métrico que conste de un punto
es una estructura inicial débil, por el Lema 1.4, Mg tiene la JEP. Con lo cual Mg
es una clase de Fraisse.

Sea K una clase de Fraissé de espacios métricos, F'1im(K) es llamado el espacio de
Urysohn asociado a K. De este modo, tiene sentido hablar del espacio de Urysohn
asociado a Mg.

Notacion 2.8. Para S C [0,00) con 0 € S numerable que satisface la condicion de los
4 valores. Al espacio de Uryshon asociado a Mg lo denotaremos por Ug.

13






Indivisibilidad

El objetivo de este capitulo es observar la demostracion de la indivisibilidad de los
espacios de Urysohn al considerar clases de espacios métricos con distancias en
algin nimero natural, esto serd el enunciado final del capitulo. Para conseguir dicho
objetivo en la primera seccion se estudia la nocién de funcion tipo, que son un caso
particular de funciones de Katetov, centrandonos en las érbitas de las mismas, en
la segunda seccién nos restringimos a espacios métricos con distancias en algin
numero natural para asi poder concluir. La demostracion de este resultado se debe a
los matematicos Lionel Nguyen Van Thé de origen francés y Norbert W. Sauer de
origen canadiense y puede ser vista en [3], pero seguiremos la prueba de Sauer
encontrada en [6].

3.1 Funciones tipo

Dado S C [0, 00) numerable con 0 € S, si S satisface la condicién de los 4 valores
también lo hace tS = {ts|s € S} para cualquier ¢t € R*. De modo que podemos
considerar unicamente Ug para conjuntos S de tal forma que min(S\ {0}) =1y
tales que S satisface la condicién de los 4 valores. En lo que resta de este capitulo
consideraremos a S de la manera antes mencionada.

Definicidn 3.1. Sean (X, d) un espacio métrico con dist(X) C Sy A € [X]<¥.
1. La funcién p : A — S\ {0} es una funcion tipo de X si es de Katétov.
2. Sat(p) ={ye X \A|Vz e A:d(y,z) =p(x)}.
3. rank(p) = min(Im(p)).

4. Type(A) = {p | p es funcién tipo de Xy dom(p) = A}.

Notacidn 3.2. Si (X, d) es un espacio métrico, p es una funcion tipo de X y X* € P(X),
entonces Satx-(p) = Sat(p) N X*.

15
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Los siguientes son corolarios de la Proposicién 2.3.

Corolario 3.3. Dado X C Ug. X = Ug si y solo si para toda funcion tipo p de Ug con
dom(p) C X se satisface que Sat(p) N X # @.

Demostracién. Primero supongamos que X = Ug. Si A € [X]<¥ y p € Type(A)
sabemos que A, se encaja en X de modo que por la proposicion 2.3, existe x € X
que realiza a p sobre A, es decir Sat(p) N X # @.

Ahora, supongamos que para toda funcién tipo q de Ug con dom(q) C X se satisface
que Sat(q) N X # @.

Veamos que X es ultrahomogeneo y que dado un espacio métrico finito con distancias
en S dicho espacio se encaja en X.

Sea A C X subespacio finito y q una funcién de Katétov sobre A de tal modo que A,
se encaja en X, como dist(X) C S entonces q es una funcién tipo de A con lo cual
es una funcién tipo de Ug con dom(q) = A C X, de modo que existe x € Sat(q) N X,
es decir, existe z € X que realiza a q sobre A. De este modo, por la Proposicién 2.3
X es ultrahomogéneo.

Sea B un espacio métrico finito con dist(B) C S, consideremos B = {b;|i € n} y
xo € X, definimos recursivamente pg : {zo} — S tal que po(zp) = d(bo, b1), por
hipétesis existe x; € X tal que d(xg, 1) = d(bp, b1) con esto {zg,x;} es isométrico
con {bg, b1 }.

Si tenemos {z;|i € k} C X isométrico a {b;|7 € k} para k € n, entonces definimos
pi ¢ {x;|i € k} — S dada por pi(x;) = d(b;, bp4+1) para i € k, entonces py, es funcion
tipo por lo cual existe x;,1 € X de tal modo que para todo i € k se cumple que
d(x;, xps1) = d(bi, bgr1)-

Continuando con este proceso obtenemos un conjunto C' = {z;|i € n} C X tal que
C = B, es decir B se encaja en X. De este modo X = Ug. [ |

Corolario 3.4. Sean X,Y € P(Ug) y un encaje a; X — Y, es decir, o una funcién
parcial finita de X en Y. Existe una isometria @ : X — Y que extiende a o
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Lema 3.5. Sean p una funcion tipo de Ug con rank(p) = r, 1 < 2rconl € Sy
x € Sat(p). La funcidn q con dom(q) = dom(p) U{z}, p C qy q(z) = [ es tipo.

Demostracién. Para verificar que q es funcidn tipo resta verificar que para a € dom(p)
se satisface A(d(z,a), q(a),q(x)).

Como z € Sat(p), entonces d(z,a) = p(a), por su parte como p C ¢ tenemos que
q(a) = p(a), por ultimo, por como se definid q, q(x) = [, de modo que deseamos
verificar A(p(a),p(a),!) lo cual se sigue de saber que I < 2r. [ |

Teorema 3.6. Sea p una funcion tipo de Ug. Si Sp = {l € S|l < 2-rank(p)}, entonces
Sat(p) = IUS;,-

Demostracion. Dados z,y € Sat(p) y a € dom(p) tal que p(a) = rank(p), tenemos que
d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) = rank(p) + rank(p) = 2rank(p). Por simplicidad diremos
que Sat(p) C Ug,.

Sean A € [Sat(p)]<“ y q € Type(A).

Consideremos t la funcién con dom(t) = AUdom(p), g C typ C t. Como dom(q)
es finito y dist(44) C {l € S|l < 2-rank(p)}, entonces haciendo uso del Lema 3.5,
tenemos que t es funcién tipo.

Por tanto, existe x € Ug que realiza a t, como p C t, entonces = € Sat(p), por otro
lado como q C t, entonces = € Sat(q).

En sintesis, para toda funcién tipo q en Ug, con dom(q) C Sat(p), tenemos que
Sat(q) N Sat(p) # @ por tanto, por el Corolario 3.3, tenemos que Sat(p) = Us, M

Lema 3.7. Sean A, B € [Ug|<“ con AN B = &. Entonces existe o : Us — (Ug \ B)
isomorfismo que fija a A, es decir, « es tal que para todo a € A se satisface que

ala) = a.

Demostracion. Sea X = Ug \ B, primero veamos que X = Ug, considerando a p
una funcidén de tipo de X (y por tanto tipo de Ug).

Como Sat(p) es infinito entonces existe y € Sat(p) \ B. De este modo p se puede

realizar en X, es decir Sat(p) N X # @. Por tanto, usando el Corolario 3.3, se tiene
que X = Ug.

3.1 Funciones tipo
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Consideremos la funciéon o : A — A tal que funciona como la identidad en A,
es decir, para todo a € A se satisface que a(a) = a, donde o; Us — X, por el
Corolario 3.4, existe una isometria o/ : Us — X tal que o/ |4= «, con lo cual
concluimos el resultado. |

Definicion 3.8. Sean p, q funciones de Katétov de Ug.
= d(p,q) = {l € S|3x € Sat(p) Ty € Sat(q) : d(z,y) = 1}.
u min(p7 CI) = min d(p, CI)'

= dmsx (P, q) = maxd(p, q).

Notemos que dadas dos funciones de Katétov p y q, si Sat(p) N Sat(q) # &, entonces
dml’n(pv CI) =0.

Lema 3.9. Sea A € [Ug|<“. Entonces (Type(A), dmin) €s un espacio métrico.

Demostracién. Supongamos Type(A) no es métrico. Sean po, p1, p2 € Type(A) tales
que el tridngulo {pg, p1,p2} no es métrico. Digamos entonces que se cumple lo

siguiente dmmn (Po, P1) + dmin(P0, P2) < dmin(P1,P2).

Sea x( € Sat(po), veamos que para i € {1,2} existe x; € Sat(p;) de tal modo que
d(xo, ;) = dmin(Po, pi). Para esto consideremos la funcién q; con dom(q;) = AU{zo}
de tal modo que p; C q; ¥ qi(z0) = dmin(Po, i), por el Lema 3.5 tenemos que g, es
funcién tipo, ademas Sat(q;) C Sat(p;), por tanto existe x; € Sat(p;) de tal modo
que d(xo, 7i) = dmm(po, i)

Entonces

d(zo, 1) + d(xo, x2) > d(z1,22) > dmin(P1,92) > dmin(Po, P1) + dmin(Po, P2)
=d(xg,x1) + d(x9, x2).

Lo cual es una contradiccién por tanto (Type(A), dmm) €s un espacio métrico. W
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Lema 3.10. Sean A € [Ug|<¥, 7 C Type(A)y (7, p) es un espacio métrico tal que para
cualesquiera p, q € T se cumple que p(p,q) € d(p, q). Entonces (AU 7,d") es un espacio
métrico donde:

1. d'(z,y) =d(z,y) siz,y € A.

2. d'(p,q) = p(p,q) sip,g € 7.
3. d(x,p)=px)sipeTyxc A

Ademds para 6 C Ty cada isometria parcial 8 : (AU 6,d") — Ug que fija a A, existe
una extension a una isometria o : (AU T,d") — Ug con lo cual se tiene que para todo
p e, a(p) € Sat(p).

Demostracién. Como p es métrica en 7, d es métrica en Ay cada p € 7 es Katétoy,
basta ver que los tridngulos de la forma {z,p,q} con x € Ay con p,q € 7 son
métricos. Escogemos y € Sat(p) y z € Sat(q) de tal modo que d'(p,q) = d(z,y),
como A(d(z,y),d(y, 2),d(x, z)) se sigue que d’ es métrica.

Por otra parte, para C 7y 8: (AU6,d) — Ug que fijaa A. Como (AU T,d’) es
un espacio métrico con dist(A U 7) C S, entonces existe un encaje v : AU7T — Ug,
definamos § : v(AU#) — [(A U 6) de tal modo que para cada z € A U0,

o(v(x)) = B().

Tenemos que ¢ es un encaje isométrico por tanto, haciendo uso del Corolario 3.4,
existe una isometria § : Ug — Ug que extiende a 4.

Sea o = § oy. Para x € AU 6 tenemos que a(z) = § o y(x) = §(v(x)) = B(z), con lo
cual « extiende a (3.

Para p € 7, sea x € A, por la condicién 3 d(z, a(p)) = d(z,p) = p(z), con lo cual
a(p) € Sat(p). |

Notemos que en el lema anterior, si 7 = {p}, entonces el espacio (A U 7,d’) en
realidad se trata de A, y la segunda parte del lema es inmediata de la definicién de
este espacio.

Corolario 3.11. Sea A € [Ug]<¥. (Type(A) U A, dwin) es un espacio métrico. Donde

dmin Se define como en el lema 3.10 usando dy,i, por p.

3.1 Funciones tipo
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Corolario 3.12. Sean A € [Ug|~“ y 7 = {p;|i € n} C Type(A). Si (7, p) es un espacio
métrico tal que para cualesquiera p, q € T se cumple que p(p,q) € d(p,q).

Entonces para cada k € ny xj € Sat(py) existe {w;|i € n} tal que w; € Sat(p;) con
wy = @ Y d(wi, wy) = p(pi, pj)-

Demostracién. Por el Lema 3.10 tenemos que (A U 7, p) es un espacio métrico.

Sea 5 : AU {pr} — Ug una funcién que fija a A y tal que 3(px) = xx, por como se
definié d’, 8 es un encaje isométrico. Asi, por el Lema 3.10 existe o : AUT — Ug
encaje isométrico que extiende a § y de tal manera que para cada p € 7, se satisface
la pertenencia «(p) € Sat(p).

Si para cada i € n nombramos «(p;) = w;, tenemos que wy = x, y para cualesquiera
i,j € n, d(wi, w;) = d'(pi, pj) = p(Pi, pj)- u

El siguiente lema nos asegura que: al extender una funcién tipo p con una funcién
tipo q de tal manera que S, = S;, entonces podemos mover una cantidad finita
predeterminada de elementos de la érbita de p para pertenecer a la 6rbita de q,
via un encaje isométrico. Asi mismo, este lema sirve como punto de apoyo para
demostrar el teorema subsecuente el cual es una generalizacion, donde en lugar
de mover una parte finita de la 6rbita se asegura que se puede mover la drbita
completa.

Lema 3.13. Sean A, B, R € [Ug]<¥ disjuntos, p € Type(A)y q € Type(A U B) con
Sy = Sq (definidos como en el Teorema 3.6).

Entonces existe un encaje o : AU R — Ug que fija a Ay de tal manera que para todo
x € Sat(p) N R se satisface que «(x) € Sat(q).

Demostracién. Sea R = {y;|i € n} con RN Sat(p) = {y;|i € m}.
Construiremos una sucesién (xg, tx, Ck)rem de tal forma que para cada k € m:
» 15 € Sat(q),
» C} CSat(q) y

" 4, AUBUC, — S.
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Primero escogemos z € Sat(q) y definimos Cy = {z¢}.
Si tenemos C}, con k < m definimos t; : AU B U Cy — S dada por
1. t4(a) =q(a)sia€e AUBYy

2. tk(l‘z) = d(yi,yk-i-l)-

Veamos que t;, es una funcion tipo. Sean a € AUB y z;, x; € C}, primero veamos que
A(d(a,x;),t(a), tx(z;)), lo cual es equivalente a verificar A(q(a), q(a), d(ys, Yx+1)),
como S, = S, tenemos que d(y;, yr+1) < q(a) + q(a), por tanto se verifica lo desea-
do. Ahora veamos que A(d(x;, x;), tk(x;), tk(x;)), lo cual es equivalente a verificar
A(d(yi, vji), d(Yi, Yk+1), d(y5, Yk+1)) Pero esto es cierto, por tanto t; es funcién tipo.

Elegimos z.1 € Sat(t;) C Sat(q) y definimos Cy11 = Cy U {xg41}.

Si tenemos Cj, con m < k < n definimos t; : AUC, — S de maneraque q C ty
para cada z;, t(z;) = d(v;, yr+1), de manera andloga al caso anterior comprobamos
que t; es funcidén tipo, escogemos x4 € Sat(t) y definimos Cy+1 = C U {zk41}.

Considerando o : AU R — Ug que fija a A y para cada y;, o(y;) = z; tenemos lo
deseado. ]

Corolario 3.14. Sean A, B, R € [Ug|<¥ disjuntos, 7 = {p; | i € n} C Type(A) y
6 = {q;|i € n} C Type(A U B) tales que para cada i € n, p; C q; ¥ Sy, = Sg,-

Entonces existe un encaje oo : AU R — Ug que fija a Ay de tal manera que para todo
p; € Ty todo x € Sat(p;) N R se satisface que o(x) € Sat(q;).

Demostracion. Por el Lema 3.13 podemos considerar o : AU R —> Ug un encaje
tal que ap(Sat(pp) N R) C Sat(qp)-

Si tenemos definido un encaje o, : AU R — Ug tal que para cada i < k se
satisface que oy (Sat(pi) N R) C Sat(q,). Haciendo uso del Lema 3.13 (considerando
P = Pr+1, § = qrr1 ¥ B = ax(R) de las hipdtesis del Lema) tenemos que existe
un encaje fr41 : AU ag(R) — Ug que fija a A y de tal manera que se satisface
Br+1(Sat(pr+1) Nag(R)) C Sat(qr+1). Con esto, definimos a1 = P11 © ag, cOMo
ambas funciones son encajes isométricos entonces «y 1 también lo es, ademas para
cada i < k + 1 se satisface que ay41(Sat(pi) N R) C Sat(q;)-

Considerando a = a,, tenemos lo deseado. |

3.1 Funciones tipo
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Teorema 3.15. Sean A, B € [Ug]<¥ conjuntos disjuntos, T = {p;|i € n} C Type(A)y
6 = {q;li € n} C Type(A U B), donde para cada i € n se tiene que p; C q; ¥ Sp, = Sg,-

Entonces existe un encaje « : Ug — Ug que fija a Ay de tal manera que para todo
i € nytodo x € Sat(p;) se cumple que a(x) € Sat(q;).

Demostracion. Sea X = Ug\ B. Por el Lema 3.7 existe un isomorfismo v : Ug — X
que fija a A. Si demostramos que existe o/ : X — X que fija a A tal que para cada
i € nycada z € Satx(p;) cumple que o'(x) € Sat(q;), entonces considerando a
a = o/ o~ tendremos lo deseado.

Sea {zy|k € w} una enumeracién de X de tal modo que si para cada n € w
nombramos X,, = {x;|k € n} entonces para |A| = m, X,, = A.

Para cada k € w consideremos al conjunto

A = {8 : X — X | 5 es encaje isométrico que fija a A

yVi e n: Ve Satx(p;) N X : f(x) € Sat(q:)}.
Por el Lema 3.14 tenemos que para k > m, A # 9.
Si definimos

As ={8: X — X | § es isometria que fijaa A
yVi € n:Vz € Satx(p;) : f(z) € Sat(q;) }.

deseamos mostrar que A., # &.

Sea A = U Apg.

kew

Definimos el orden < en .4 de tal modo que para 3,y € A, 5 < v si:

» e Aj,ve A;con j <k (equivalentemente que dom(3) C dom(v)) y

» paracaday € Ay cadaz € dom(3) se tiene que d(y, f(x)) = d(y,v(z)).
Sif < vy~ =<, denotamos 3 ~ ~, con lo cual ~ es una relacién de equivalencia.
Como S es finito y en X hay una cantidad finita de puntos, entonces hay una

cantidad finita de combinaciones entre estos puntos con las posibles distancias en S.
Con esto, en cada A hay una cantidad finita de clases de equivalencia.
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Sea B = A/ .. el conjunto de clases de equivalencia de .A con la relacién ~, veamos
que (B, <) es un arbol, donde [3] < [7] si y solamente si § < 7.

Primero veamos que < estd bien definido en B. Sean 3, ', v, € A tales que 3 < 7,
8] = 8]y [7] = [7/], tenemos que si § € A; y v € Ay entonces 5 € A;, v € A
y j < k, ademas para cada y € Ay cada = € dom(f) = dom(3’) se tiene que
d(y, B'(z)) = d(y, B(z)) = d(y,v(z)) = d(y,7'(z)), de modo que 3’ 5 7. Con esto,
< esta bien definido en B.

Ahora, si § € Ay, entonces (3 [x, € A,y B [x,< B. Ademas, si existe v € Ay, tal
que vy < 3, entonces para cada y € Ay cada = € dom(y) = dom(f [x,) se tiene que

d(y,v(z)) = d(y, B(x)) = d(y, B Ix, (z)), por tanto [3 [x,] = [7].

Con todo esto (B, <) es un arbol infinito de ramificacion finita. Por el lema de Konig,
existe una rama (By|k € w) en B.

Ahora, sean k > m, i, € By y v € Bj41 consideremos A : {y(z;)|i € k} — X
una isometria que fija a A y que para cada i € k cumple que A\(y(z;)) = Br(zi)-
Como X es ultrahomegéneo existe p : {y(x;)|i € k+ 1} — X una extensién de \.

Definiendo S y1 = B U {(xka N('Y(xk)))} tenemos que S < Sr+1-

Veamos que (i1 € Biy1. Consideremos a i € n de tal manera que z; € Sat(p;),
como v € Byy1 C Ay tenemos que y(zx) € Sat(q;) v, por como se definié p, para
cada = € A se satisface que d(z,y(zy)) = d(,u(x), u(”y(l'k))>. Por tanto se satisface
que p(y(zx)) € Sat(q;), con lo cual Sxy1 € Akyi.

Dadosi € k+1yx € A,sii € kentonces d(x, Bx11(z;)) = d(z, Bp(x;)) = d(x,v(x;)),
por otro lado d(x, Bx+1(xk)) = d(x, M(y(xk))) = d(z,v(z)). Es decir Sx+1 € Bit1

Con esto, considerando o/ = U By tenemos que o’ € A.. [ |
k>m

Notemos que la condicién S, = S, es implicada por la condicién rank(p) = rank(q),
este hecho serd utilizado en repetidas ocasiones para asegurar que si extendemos
una funcién tipo con otra que tenga el mismo rango, podemos mover la 6rbita de la
funcién inicial para pertenecer a la érbita de la extension.

3.1 Funciones tipo
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3.2 Naturales como distancias

A partir de ahora consideraremos S € w. Las definiciones y resultados, con sus
debidas modificaciones, son validas en general pero para propdsitos de este trabajo
restringimos su estudio a este caso.

A continuacién enunciaremos un lema que continua con el estudio del conjunto
d(p,q) para p, q funciones tipo con el mismo dominio.

Lema 3.16. Sean A € [Ug|<¥, p,q € Type(A). Entonces

d(p,q) = {l € S |Ve e A: Alp(x),a(x),1)}-

Demostracién. Sea | € d(p,q), existen y € Sat(p) y z € Sat(q) de tal manera que
d(y,z) = [, sabemos que para cada = € A se satisface A(d(z,y),d(z, 2),d(y,z)) o
equivalentemente A(p(x), q(x),1).

Ahora,seanl € {l € S |Vx € A: A(p(x),q(x),l)}, y € Sat(p) y la funcién q’' con
dom(q) = AU{y},aCd'yd'(y) =1

Veamos que q' es Katétov. Para ello basta verificar que cada triangulo de la forma
{z,y,q'} con z € A es métrico, es decir que

A(d(x,q),d(x,y),d(y,q')),

equivalentemente
Ag(z),p(),1).

Lo cual sucede para toda x € A.

Como ¢’ es Katétov la realizamos con z € Sat(q’) C Sat(q), de este modo d(z,y) =1
como y € Sat(p) entonces | € d(p, q). [

Corolario 3.17. Sean A € [Ug|<¥, p,q € Type(A). Entonces parar > 1lconr € Sy
r — 1 < rank(p) se satisface que:

1. dmin(p,q) = min{l € S|l > max{|p(z) — q(x)| : = € A}},

2. dmax(p,q) = max{l € S|l < min{p(z) +q(z) :z € A}}y
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3. dméx(pa CI) >

Demostracién. Por el Lema 3.16 tenemos que [ € d(p, q) si y solamente si para cada
x € A se tiene que A(p(x), q,1), de este modo tenemos que [ € d(p, q) si y solamente
simax{|p(z) — q(x)| : x € A} <1 <min{p(z) + q(z) : © € A}. Por tanto concluimos
l.y2.

Veamos 3. Sir < rank(p), entonces notemos que para cada = € A, se satisface que
rank(p) < p(x), con lo cual rank(p) < p(z) + q(x), de este modo, por 2. tenemos que

i (@) > rank(p), lo que implica que dynsc(p, ) > -

De otro modo, si rank(p) = r — 1, entonces para cada = € A, tenemos que se cumple
p(x) +q(x) >rank(p) +1>(r—1)+1=r. .

Definicion 3.18. Sea A € [Ug]<¥, 7 C Type(A). Sear € S conr > 1.

Sea (7, d’) espacio métrico. Si d' cumple que:

0 si p=gq
d,(pv q) = dinin (P, 9) St dmin(p,q) 27
ac{r—1,r} en otro caso

entonces decimos que d' es una funcion r-levelling de distancias en 7.
Notemos que si p # q, entonces r — 1 < d'(p, q).

Lema 3.19. Sean A € [Ug]<¥, 7 C Type(A) y r > 1 con r € S. Entonces cada
funcidon r-levelling d’ en 7 es tal que para p,q,t € T con p # q # t # p se satisface que
A(d'(a,p), d (4, 1), dmin(p, 1)).

Demostracién. Primero notemos que como d’ es una funcién r-levelling enton-
ces d'(p,q) > dmin(p,q) ¥ d'(9,t) > dmm(q,t), de modo que gracias al Lema 3.9
dmin(p7 t) < dmin(p7 CI) =+ dmin(q7 t) < d/(l% Q) + d/(q7 t)

Ahora. Si dyin (P, q), dmin (g, t) < r entonces

|d'(p,a) = d'(a, )] < Ir = (r = 1)] <1 < dimin(p, 1).

Si dmin (P, q), dmin(q,t) > r, entonces

|d/(p, q) — d’(q, ] = |dunm (P, 4) = dnin (9, V)| < dinin(p, 1)
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Sidmi(p,q) > 7Y dmin(q,t) < r, entonces

|d'(p,q) = d'(2,8)] < |dmin(p,a) = (r = 1)| < |dmin(p, 9) = dinin(9, )| < dimin(p, 1).

Con lo cual concluimos. [ |

El siguiente es un corolario del Lema 3.10.

Corolario 3.20. Sean A € [Ug|<¥, r > 1conr € S, 7 = {p;|i € n} C Type(A),
m € n, © € Sat(p,,) y tal que para cada 1 < i < n, rank(p;) € {r — 1,7}. Entonces
para cada funcién d’ que sea r-levelling en T existe {w; € Sat(p;)|i € n} con w,, =z y
que para cada i, j, k € n, se satisface que d(w;, w;) = d'(p;, p;).

Demostracién. Veamos que para todo ¢,j € n sii # j entonces d'(p;,p;) € d(p;,p;).

Si dmi(pi, p;) > 7, entonces d'(p;, ;) = dmin (i, 0j) € d(pi, p;).

Si dmin(pi,p;) < 7, como; o bien rank(p;) € {r—1,r} orank(p;) € {r—1,r}, entonces
por el Corolario 3.17 tenemos que dyax(pi, pj) > r, juntando estos hechos tenemos
que se satisface dpym (pi,9;) < 7 < dmax(pi, p;) con lo cual por el Lema 3.16 tenemos
que r — 1,7 € d(p, q), como d'(p;,p;) € {r — 1,r} entonces d'(p;,p;) € d(p;,p;)-

De este modo se cumplen las hipétesis del Corolario 3.12 (considerando a d’ como
p) obtenemos al conjunto {w; € Sat(p;)|i € n} que cumple lo deseado. [ |

Definicién 3.21. Sean X € P(Ug), H C Xy r > 1 con r € S. Una funcion tipo
p de X con rank(p) = r es extensible dentro de H en X si para toda Y < X con
dom(p) C Y y toda funcién tipo p’ con dom(p’) C Y, p C p' y rank(p’) = r, existe
Z <Y tal que dom(p’) C Z y existe una funcién tipo q con dom(q) C Z, p' C qy
rank(q) = r — 1 de tal modo que Satz(q) C H.

Notemos que si existe Y < X con dom(p) C Y tal que H N'Y = & entonces p no es
extensible dentro de H en X. Asi, esta nocion solo es interesante cuando H es "muy
grande".

Intuitivamente pensamos que p es extensible dentro de H en X si una gran parte
de Saty(p) pertenece a H, esta intuicién serd corroborada mas adelante cuando
observemos la demostracion de que ser extensible implica la existencia de una copia
de Ug donde toda la drbita se queda contenida en H. Para conseguir ese objetivo
necesitamos los siguientes lemas.
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Lema 3.22. Seanr > 1lconr € S, A € [Ug|~¥, H C Ug, 7 = {pi|li < n} C Type(A)
y k < n de tal forma que:

V1 <i<k:rank(p;) =,

Vi >k :rank(p;) =7 —1,

V1 < i < k : p; es extensible dentro de H y
» Si k=0, rank(pg) = ry po es extensible dentro de H.

Entonces existen: un encaje o : Us — Ug que fija a A, tal que si Im(«) = X, existen
v € X y para cada i € n una funcién tipo p; tales que:

1. pj € Type(AU {v}),

2. pi €y

3. V1 <i<mn:i#k= rank(p}) = rank(p,),

4. rank(py) =7 —1,

5. Satx(p,) C H,

6. Vi,j€n i) = duwm(pl,p}) = dmm(pi,pj)
7. V1 <i < k:pl es extensible dentro de H y

8. Sipy es extensible en H, entonces py, es extensible dentro de H.

Demostracion. Como p;, es extensible dentro de H (considerando Y = X = Ugy
p = p’ = py. en la definicion de extensibilidad), existe Z < Ug con A C Z y existe
una funcién tipo q con pj C q, rank(q) =r — 1y Satz(q) C H.

Sea y € Satz(q) y t funcién con dom(t) = dom(q) U {y}, q Cty t(y) =r — 1, por el
Lema 3.5 tenemos que t es funcion tipo.

Sea q' = t [4uy,) (notemos que q' es funcién tipo con rank(q’) = r — 1). Usando el
Teorema 3.15 (considerando A = AU {y}, B=dom(q)\ A4, 7 ={q'} y 0 = {t} de
las hipdtesis del teorema), existe una isometria v : Z — Z que fija a A y que para
todo x € Satz(q’) satisface que ~(z) € Satz(t) C Satz(q).

3.2 Naturales como distancias
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Sean X = Im(«), f : Us — Z isometria que fijaa Ay o = o 3, tenemos que
Satx(q') C Satz(q) € Hyy € X. Definamos p,, = pp yd’ : (n+1)?> — R dada por:

1. d'(i,i) = 0.
2. d(n,k)=r—1.

3. Parai,j € n+1,sii¢ # jyademds {i,j} # {k,n}, entonces definimos
d'(i,7) = max{r, dmm(pi, p;) }-

Veamos que d’ es métrica. Para esto resta verificar la desigualdad triangular. Para

cualesquiera i, j,m € n + 1 tales que [{4,j,m}]?> N {{n,k}} = & deseamos ver que

d'(i,7) < d'(i,m) + d'(m, j) para lo cual verificamos caso por caso:
» sid'(i,j) = d'(i,m) = d'(j,m) = r claramente se cumple lo deseado,

= si d/(Z,]) = dmin(Ptu), d’(z,m) = dmin(pi7pm) y d/(m7]) = dmin(pmapj) €n-
tonces por el Lema 3.9 se cumple lo deseado,

w sid(i,m) =71, d(i,j) = dnm(pi,p;) ¥ d'(j,m) = dmin(p;, pm) entonces por
la definicién de d’ tenemos que dp (pi, pm) < 7, de este modo se satisface
que diin(Pis Pj) < dmin(Pi> Pm) + dtn (P P5) < 7+ dmin(Pm, 5), con lo cual
tenemos lo deseado,

» por ultimo si d'(i,j) = r, d'(i,m) = dpim(Pi,Pm) ¥ d' (G, m) = dmin(pj, Pm)
entonces como 7 < dmin(Pi, Pm); dmin (Pm, Pj), como r < r + r tenemos lo
deseado.

Ahora, resta verificar que A(d'(n, k), d (n,7),d'(i, k)), para ello primero notemos que
d(n,k)y=r—1y

d'(n, ’L) = méX{Ta dmin(pny pz)} = méx{r, dmin(pk7 pz)} = d/(k7 2)7

asi, lo que deseamos demostrar es equivalente a verificar A(r — 1,d'(n, 1), d' (n, 1)),
pero esta aseveracion es verdadera, por tanto d’ es métrica.

Con esto d’ es un r-levelling en n + 1. Asi, haciendo uso del Corolario 3.20, existe un
conjunto {w; € Sat(p;)|i € n+1} con w, = yy tal que para cualesquierai,j € n+1,

Para i € n, sea p; la funcién tal que dom(p}) = AU {y}, pi C p; y pi(y) = d(w;,y).
Por construccién tenemos que w; € Sat(p}), de modo que p es funcién tipo.
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Como para i € n \ {k} se tiene que p}(y) > r > rank(p;) y p; C p,, entonces para
todo i € n '\ {k} se tiene que rank(p}) = rank(p;).

Ahora, si rank(pg) =y k # 0, entonces rank(p(,) = rank(pg) = 7.

Como pj, C p), dom(p},) = dom(py) U {y}, rank(px) = r y p}.(y) = r — 1 tenemos que
rank(p)) =r — 1.

Recordemos que p;, C ¢, asi, p;, = ¢, de modo que Satx(p)) C H. Por el Corolario
3.20 y el Lema 3.19 podemos asegurar que se satisfacen las siguientes igualdades:

dmln(pgap;) = mé'X{dmfn(pi7pj)7 ’d(wTwwl) - d(wn7 ’LU])|} = dmln(pupj)

Como para todo 1 < i < k, p; C p}, tenemos que p es extensible en H. [ |

Corolario 3.23. Seanr > lconr € S, A € [Ug]<¥, 7 = {pili < n} C Type(A)y
H C Ug de tal forma que para 1 < i < n:

« rank(p) =y

m p; es extensible dentro de H.
Entonces existe un encaje o : Ug — Ug que fija a Ay de tal manera que si nombramos
X = Im(«), también existen B € [X|<“ con AN B = @ y para cada i € n existen
funciones tipo p;, de tal modo que para cada i, j € n:

1. p, € Type(AU B),

2. p; Cypl,

3. i>1=rank(p,) =r—1,

4. i>1= Saty(p)) C H,

5. dmm(P;’Pg) = dmin(piapj)y

6. Sirank(pg) =Yy po es extensible dentro de H, entonces B puede elegirse de tal
modo que ademds de lo ya mencionado:

a) rank(pp) =r—1y

b) Satx(py) C H.

3.2 Naturales como distancias
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Lema 3.24. Seanr >1conr € S, X € P(Ug), A€ [X]<¥, H C X, p € Type(4) y
B C {q € Type(A)|rank(q) = r, q es extensible dentro de H, dy,in(q,p) < r}.
Entonces existen un encaje v : X — X que fija a A, u € Sat,(x)(p) tales que para
toda q' € Type(A U {u}) con q'(u) < ry q' [a€ B se satisface que Sat(x)(q') C H.

Ademds, si p € B, entonces podemos escoger u € H.

Demostracién. Consideremos {q;|i € m} = B U {p} con p = qo.

Tenemos que {q;|i € m} satisface las hipétesis del Corolario 3.23, por tanto existe
un encaje « : X — X tal que si nombramos Im(a) = Y, existe B € [Y]<“ con
AN B = @y para cada i € m existen funciones tipo g/ tales que:

1. ¢; € Type(AU B),

2. q; Cq,
3.i>1=rank(q) =r—1,
4. i>1=Saty(q;) C H,

5. dwin (45, 95) = dmin (9, 95) ¥

6. Sirank(qo) = ry qo es extensible dentro de H, entonces B puede elegirse de
tal modo que ademads de lo ya mencionado:

a) rank(qp) =r—1y
b) Saty(qy) € H.

Ahora ,escojamos u € Saty (q(). Si p € B entonces p es extensible dentro de H, de
este modo tenemos que Saty (q;) N H # &. En este caso tomamos a u € Saty (qy) N H.

Parai € m, sea N; = {n > 1|dmm(qi,p) < n < r — 1}. Para cada n € N; tenemos
que dmin (9}, 96) = dmi(qi,p) < n < r — 1, con lo cual, usando el Corolario 3.17,
existe t; , € Type(AU B U {u}) de tal modo que ¢} C t;,, y t; ,(u) = n de modo que
rank(t; ) = n.

Como Saty (q;) C H, entonces Saty (t;,) C H.
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Para cada i € my cada n € N; definamos s; , = t;, [auu}, de este modo q; C 5;,, y
rank(s;,) = n. Tenemos que S, ,, = S

i,n"*

Asi, por el Teorema 3.15 podemos obtener un encaje 5: Y — Y que fijaa AU {u}
y de tal manera que para todo i € m y todo n € N; se cumplen las siguientes
contenciones Satg(y)(sin) C Saty (tin) € H.

Considerando v = o a, v cumple con lo deseado. |

Corolario 3.25. Sean A € [Ug]<¥,r > 1conr € S, H C Ug, X € P(Ug), B € [X]|<¥
con A C B, p € Type(A) con rank(p) = r con p extensible dentro de H en X, tales que:

1. {x € Satx(p)|[Fy € B:d(z,y) <r} CHy

2. Para cada q € Type(B) con p C q se satisface que q es extensible dentro de H en
X.

Entonces para cada t € Type(B) existe Y € P(Ug) con Y < X, B C Y y existe
u € Saty (t) tales que:

» {x €Saty(p)|FJy € BU{u} :d(z,y) <r}CHy

» Para cada q € Type(B U {u}) con p C q se satisface que q es extensible dentro de
HenY.

Demostracion. Sea t € Type(B), consideremos
B = {q € Type(B)‘p Caq, rank(q) =T, dmin(qat) < ’l“}.

Usando el Lema 3.24 existe Y < X con B C Y y existe u € Saty (t) de tal modo que
para cada q' € Type(BU{u}) conq'(u) < ryq [g€ B, se cumple que Saty (q') C H,
sit € B podemos escoger u € H.

Veamos que {x € Saty (p)|Jy € BU{u} : d(z,y) < r} C H. Para esto consideremos
x € {x € Saty(p)|Fy € BU{u} : d(x,y) < r}, si existe y € B tal que d(z,y) < r
entonces x € {z € Saty(p)|3y € B:d(z,y) <r} C H.

Si para cada y € B se cumple que d(y,x) > r, entonces d(u,z) < r. Consideremos

la funcién ' : BU {u} — S dada por ¢'(y) = d(y,x) paray € B U {u}, con lo cual
q’ es tipo. Como z € Saty (p) entonces p C ¢’, ademds tenemos que rank(q’ [g) =r
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y x € Sat(q') C Sat(q’ | ) de modo que duin(t,q’ [5) < r, entonces q' [p€ B, como
q'(u) < r entonces tenemos que z € Saty (q') C H.

Por tultimo veamos que para q € Type(B U {u}) con p C q se satisface que q es
extensible dentro de H en Y.

Si rank(q) = r entonces q es extensible dentro de H en Y.

Si rank(q) < r entonces Saty (q) C {z € Saty(p)|3y € BU{u} : d(z,y) <r} C H
con lo cual concluimos. [ |

Teorema 3.26. Sea p funcion tipo de Ugy H C Ug tal que p es extensible dentro de
H. Existe X € P(Ug) con dom(p) C X y Satx(p) C H.

Demostracién. Sea {y;|i € w} una enumeracién de Ug tal que dom(p) = {y;|i < n}.

Definiendo By = {z;|i < n} donde para cadai < n, z; = y; y Xo = Ug, tenemos
que para By y X se satisfacen las hipédtesis del Corolario 3.25.

Si tenemos By y X € P(Ug) que satisfacen las condiciones del Corolario 3.25. Sea

ty11 : Bk — S dada por t;41(z;) = d(x;, Yntr+1), tenemos que t;41 es funcion
tipo, asi, por el Corolario 3.25 existen X1 < X} y ugp41 € Saty, ., (t41) tales que

» {z €Satx,,,(p)|Fy € By U{ugs1} :d(z,y) <r} CHy

» para cada q € Type(By U {ug41}) con p C q se satisface que q es extensible
dentro de H en Xy .

Sea xy1k+1 = Ug+1 Y Br+1 = Br U {xntr+1}- Notemos que By11 v Xp41 satisfacen
las condiciones del corolario 3.25.

Considerando X = U Brya:Ug — X dada por a(y;) = z;, por construccién

kew
tenemos que « es una isometria por tanto X cumple lo deseado. |

Definicidon 3.27. Sea (X, d) un espacio métrico. X es indivisible si para cualquier
coloracion x : X — 2, existen i € 2y X* € P(X) tales que x | x+=i.

En lo subsecuente consideraremos una coloraciéon de Ug, x : Ug — 2.
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Definicion 3.28. Sean X € P(Ug) y A € [X]<¥. Sea p una funcién tipo de X e i € 2,
p es monocromdtica de color i en X si x[Satx(p)] = {i}.

Diremos simplemente que p es monocromadtica si es monocromdtica de algun color.

Definicion 3.29. Sea r € S por p(r) entenderemos la siguiente proposicion;

p(r): Paracada X € P(Ug)ycada A € [X]<¥, existeY € P(Ug)conY < Xy ACY
tal que para cada p € Type(A) con rank(p) = r, se tiene que p es monocromdtico en Y.

En sintesis, la proposicién p(r) asegura que para toda funcién tipo de rango r existe
una copia de Ug donde la funcién es monocromadtica.

Lema 3.30. p(1) se satisface.

Demostracién. Sean X € P(Ug) y A € [X]|<“. Veamos que existe Y € P(Ug) con
Y < Xy ACY tal que para cada p € Type(A) con rank(p) = 1, se tiene que p es
monocromadtico en Y.

Sea p € Type(A) con rank(p) = 1.

Caso 1. Existe una funcidn tipo ¢ monocromadtica en X de color 0 con p C q.

De este modo, rank(q) = rank(p) = 1. Asi, tenemos que S, = S; por lo que podemos
hacer uso del Teorema 3.15 (con A = A, B=dom(q) \ A, 7 = {p} y 0 = {q} de las
hpotesis del teorema), de este modo existe una isometria o : X — X que fijaa A
y de tal modo que para cada = € Sat(p) se satisface que a(z) € Satx(q). Entonces
Sat,(x)(p) € Satx(q) con lo cual x[Sat,(x)(p)] = 0. Considerando Y = a(X),
tenemos lo deseado.

Caso 2. Para cada funcién tipo q con p C g, existe un punto = € Satx(q) con
x(z) = 1.

Sea Ay = A definimos la funcién t; : A — S dada por ty(z) = d(«, z,,), tenemos
que ty € Type(Ayp). Si ty # p entonces como Sat(ty) N Sat(p) = @ consideramos
x], € Sat(tp). Si t = p consideramos z/, € Sat(p) de tal modo que x(«]) = 1. Por
ultimo definimos A; = Ay U {z],}.
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Si tenemos A,,+1 = A, U {x],,,}, definimos a la funcién t,, : A,, — S dada por
tm(x) = d(x, Tpymt1), tenemos que t,, € Type(A,,), sabemos que existe f € Sat(X},)
de tal manera que §f C t,,. Si f # p consideramos z;,,.; € Sat(ty). Sif =p
consideramos z;,,,,, 1 € Sat(p) de tal modo que x(z/,,,,1) = 1.

Siguiendo el proceso anterior de manera recursiva podemos definir o : X — X
dada por:

» af(x;) =z, paracadai >ny
» ox;) = x; paracadai < n.

Por construccién p es monocromadtico en color 1 en «o(X). [ |

Lema 3.31. Sean X € P(Ug) y p una funcién tipo de X con rank(p) = r > 1. Si se
satisface p(r — 1), entonces o bien p es extensible dentro de x~'(0) en X o existe Y < X
con dom(p) C Y tal que p es monocromdtica en color 1 en Y.

Demostracién. Sitenemos que p no es extensible dentro de xy~!(0) en X, entonces
existe Z < X con dom(p) C Z y una funcién tipo p’ con dom(p’) C Z,p Cp'y
rank(p’) = r de tal manera que para cada C' < Z con dom(p’) C C'y toda funcién
tipo q con dom(q) € C'y p’ C qy rank(q) = r — 1 se satisface que Satc(q) Z x1(0).

Veamos que p’ es extensible dentro de xy~!(1) en Z. Para esto consideremos M < Z
con dom(p’) C M. Sean t una funcién tipo con dom(t) C M, p’ C tyrank(t) =ry
consideremos x € Saty/(t). Sea q la funcién tal que dom(q) = dom(t) U{z},tCqy
q(z) =r— 1.

Como se satisface p(r — 1) entonces existe N € P(Ug) con N < M y dom(q) C N
de tal modo que para cada t € Type(dom(q)) con rank(t) = r — 1, se tiene que t
es monocromatico en N. Entonces considerando v : Z — M isometria que fija
a dom(p’), 8 : M — N isometria que fija a dom(q) y « = /3 oy tenemos que q
es monocromatica en «(Z%), asi, o bien Sat,z)(q) € x~'(0) 0 Satyz)(q) € x (1)
Ademas se cumple que: « fija a dom(p’), dom(q) € a(Z), p’ C qyrank(q) =r —1,
de modo que Sat, (7 (q) Z x~*(0), por lo cual Sat, 7 (q) € x'(1).

De este modo tenemos que p’ es extensible dentro de x~!(1) en Z, por tanto usando
el Teorema 3.26, existe L < Z con dom(p’) C Ly Saty(p’) C x~!(1). Haciendo uso
del Teorema 3.15 existe un encaje 6 : L — L que fija dom(p) y para cada y € Sat(p)
se cumple que §(y) € Satz(p’) € x~!(1). Considerando Y = §(L) concluimos. M

Capitulo 3 Indivisibilidad



Lema 3.32. Sean X € P(Ug), p una funcion tipo de X con rank(p) = r > 1y
supongamos que se satisface p(r — 1). Entonces existe Y < X con dom(p) CY ypes
monocromdticaen Y.

Demostracion. Sip no es extensible dentro de x~1(0) en X el resultado se sigue por
el Lema 3.31.

Si p es extensible dentro de x~!(0) en X el lema se sigue por el Teorema 3.26. W

Corolario 3.33. Sea r > 1 con r € S si se satisface p(r — 1) entonces se satisface p(r).

Este hecho en conjunto al Lema 3.30 nos dice que para cada r € S se satisface p(r).

Podemos resumir estos resultados en el siguiente corolario.

Corolario 3.34. Sea S € w, X € P(Ug), A € [X]““y x : X — 2. Entonces existe
Y e P(Ug)conY < Xy A CY tal que para cada p € Type(A) y rank(p) = max S
existe i € 2 con x[Saty (p)] = i.

De este modo concluimos:

Teorema 3.35. (L. Nguyen Van Thé - N. W. Sauer) Sea S € w. Ug es indivisible.

Demostracién. Sea p una funcién tipo con rank(p) = max S, por el Corolario 3.34
existe X € P(Ug) tal que p es monocromatica en X.

Ademads, por el Teorema 3.6 tenemos que Sat(p) = Ug ya que

Sp={neSn<2 mixS} =S5

El resultado anterior puede ser demostrado de manera mds general para conjuntos
S € [w]<¥ que cumple la condicién de los 4-valores, este hecho puede ser visto
en [6].

3.2 Naturales como distancias
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