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Resumen

En esta tesis obtenemos el potencial de un par quark-antiquark en una teoria dual a
una solucién de la teoria de gravedad de Gauss-Bonnet en 5 dimensiones, que corresponde
a un agujero de gusano atravesable asintéticamente AdS. Esta solucion se construye a
partir de 4 soluciones de agujero negro asintoticamente AdS en gravedad de Gauss-Bonnet
que son unidas entre si mediante ciertas condiciones de juntura. Para ello, usamos la
correspondencia AdS/CFT. En particular estudiaremos el dual holografico a un par quark-
antiquark en SYM N = 4, que corresponde a una cuerda abierta en la teoria de gravedad
dual, cuyos extremos se extienden hasta la frontera de AdS y representan las posiciones
del quark y el antiquark. La correspondencia AdS/CFT indica que el potencial del par
quark-antiquark se puede obtener minimizando el area generada por el perfil de la cuerda.

En el caso del agujero de gusano asintoticamente AdS en 5 dimensiones, tenemos
dos fronteras, por lo que la configuracion dual corresponde a dos copias de una cierta
CFT. Encontramos que existen distintos perfiles de cuerdas, que pueden atravesar o no
el agujero de gusano y que son duales a pares quark-antiquark, en donde cada una de las
cargas puede encontrarse en cada una de las CFT’s.

Especificamente, encontramos dos tipos de configuraciones. La primera de estas co-
rresponde a una cuerda cuyos extremos se encuentran en la misma frontera del agujero
de gusano, y que corresponde a un par quark-antiquark, con ambas cargas en la misma
CFT. A este tipo de configuraciones de cuerdas les llamamos “cuerdas con forma de U”.
La segunda configuracion, corresponde a una cuerda que atraviesa al agujero de gusano y
que tiene un extremo en una frontera, y el otro extremo en la otra frontera, y corresponde
tener un par quark-antiquark en cada una de las CFT’s.

El potencial se puede parametrizar en términos de L, la separacion del par quark-
antiquark. Los resultados para el potencial indican que para valores de L cercanos a 0, la
configuracion de energia minima corresponde a una configuracion en forma de U, por lo
que solo existe interaccién entre quarks y antiquarks que se encuentran en la misma CFT.
Sin embargo, aumentando el valor de L, se alcanza una transicién de fase, de manera que
el estado de energia minima corresponde a una cuerda LR. En el lenguaje de la CFT, esto
significa que existe un valor de L para el cual aparece un potencial de interaccién entre
las dos copias de la CFT duales a nuestra configuracién de agujero de gusano.

También estudiamos la entropia de entrelazamiento entre distintas regiones de las dos
CFT’s. Para esto utilizamos la generalizacion de la férmula de Ryu-Takayanagi a teorias de
gravedad con términos a mayor orden en la curvatura. Para la teoria de Gauss-Bonnet, la
forma del funcional de entropia de entrelazamiento holografica se conoce. En este trabajo,
utilizamos la solucion explicita de agujero de gusano para escribir este funcional. El calculo
explicito de la entropia de entrelazamiento es un trabajo en desarrollo.
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Abstract

In this thesis we obtain the potential of a quark-antiquark pair in a dual theory to
a solution of the Gauss-Bonnet theory of gravity in 5 dimensions, which corresponds to
an AdS asymptotically traversable wormhole. This solution is built from 4 asymptotically
AdS black hole solutions in Gauss-Bonnet gravity that are joined together by certain
junction conditions. To reach this goal, we use the AdS/CFT correspondence. In particular
we will study the holographic dual to a quark-antiquark pair in SYM N = 4, which
corresponds to an open string in dual gravity theory, whose ends extend to the AdS
boundary, and represent the positions of the quark and the antiquark. The AdS/CFT
correspondence tell us that the potential of the quark-antiquark pair can be obtained by
minimizing the area generated by the profile of the string.

In the case of the AdS asymptotically wormhole in 5 dimensions, we have two boun-
daries, so the dual configuration corresponds to two copies of a certain CF'T. We find that
there are different profiles of strings, which may or may not go through the wormhole and
which are dual to quark-antiquark pairs, where each of the charges can be found in each
of the CFT’s.

Specifically, we find two types of configurations. The first of these corresponds to a
string whose ends are at the same boundary of the wormhole, and which corresponds to
a quark-antiquark pair, with both charges at the same CFT. We call these types of string
configurations “U-shaped”. The second configuration corresponds to a string that crosses
the wormhole and has one end at one border, and the other end at the other border, and
corresponds to having a quark-antiquark pair in each of the CFT’s.

The potential can be parameterized in terms of L, the separation of the quark-
antiquark pair. The results for the potential indicate that for values of L close to 0,
the minimum energy configuration corresponds to a U-shpaed configuration, so the in-
teraction is only between quarks and antiquarks that are in the same CFT. However, by
increasing the value of L, a phase transition is reached, so that the minimum energy state
corresponds to an LR string. In the CFT language, this means that there is a value of
L for which an interaction potential appears between the two CFT copies dual to our
wormbhole configuration.

We also study the entanglement entropy between different regions of the two CFT’s.
For this we use the generalization of the Ryu-Takayanagi formula to theories of gravity
with higher order terms in the curvature. For the Gauss-Bonnet theory, the form of the
holographic entanglement entropy functional is known. In this work, we use the explicit
wormbhole solution to write this functional. The explicit calculation of the entanglement
entropy is a work in progress.
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Capitulo 1

Introduccion

As teorias!' que pretenden describir el universo en que vivimos abarcan una inmensa

gama de ramas del saber. En particular, en la fisica, tenemos teorias que modelan la

realidad cuando observamos el universo cuando la escala de distancia es muy grande
en comparacion con el tamano de un atomo, y que son comparables por ejemplo, a las
galaxias. En otro caso, podemos pensar por ejemplo en un proyectil lanzado en la tierra.
A este tipo de fenomenos les llamaremos macroscépicos. Por otro lado, tenemos teorias
que sirven para modelar, por ejemplo, el comportamiento de un dtomo, el decaimiento
de los nucleos radioactivos, o calcular la masa del llamado bosén de Higgs. A este tipo
de fendmenémenos, los denominamos microscépicos. En el universo microscopico, existe
lo que en fisica llamamos particulas fundamentales. Este tipo de particulas, las entende-
mos como los ladrillos bésicos de los que se constituye la materia. Las imaginamos como
objetos de dimensién cero (es decir, no tienen largo, alto ni ancho) y no estdan hechas de
algun otro tipo de particulas.

Muchas veces, cuando estudiamos las teorias que utilizamos para describir a las ga-
laxias o a los planetas, nos olvidamos de lo que pasa en el interior de los atomos que
constituyen dichos sistemas. Y visceversa; cuando, por ejemplo, calculamos una tasa de
decaimiento de un nticleo no nos interesa lo que esta sucediendo en la galaxia de Andréme-
da. Este hecho se debe a que los diversos tipos de fenémenos suceden a diferentes escalas,
que podemos cuantificar por ejemplo, con la energia necesaria para llevar a cabo dicho
proceso. Mientras mas escarbamos dentro del atomo, la energia necesaria para llevar a
cabo nuestras observaciones es cada vez més grande. Por esta razén, cuando hablemos
de fenémenos que involucran separaciones o distancias muy pequenas en comparacién al
radio de un atomo, estaremos hablando de fisica de altas energias.

Ahora bien, si tuviéramos la energia suficiente para explorar lo que hay dentro de un
atomo, encontrariamos que esta constituido por un nicleo atémico y una nube de electro-
nes, cuya configuracion estd determinada por las leyes de lo que los fisicos llamamos teoria
cuantica, y que fue desarrollada por Schrodinger, Heisenberg, entre otros, a principios del
siglo XX. Esta teorfa fue motivada principalmente para explicar ciertos experimentos de-
sarrollados por en época, que demostraban que la fisica cldsica no lograba explicar ciertos
resultados contraintuitivos sobre el comportamiento de la materia a nivel microscépico.
Desde los anos posteriores a esta nueva formulacion de la fisica a escalas atéomicas, hemos
podido entender y predecir lo que sucede, por ejemplo, dentro de un atomo, por ejemplo.

Hasta el momento en el que se descubrieron las leyes de la fisica cuantica, se sabia que

!Esta seccién tiene como propésito ofrecer una perspectiva de este trabajo a un nivel comprensible
para la mayoria de los lectores, incluso si no se tiene conocimientos previos en fisica. Por esta razén, no
se citaran aqui a los numerosos autores cuyo trabajo ha contribuido a ofrecer esta explicacién.
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el nicleo atéomico estaba cargado positivamente. Posteriormente se descubrié que estaba
compuesto con dos particulas, los neutrones (sin carga), y los protones (con carga eléctrica
positiva). Surge entonces la pregunta de como es posible que los neutrones y los protones
coexistan juntos en el nicleo del atomo, si las leyes basicas del electromagnetismo nos
dicen que las particulas de cargas iguales se repelen entre si. Una respuesta plausible, es
que existe una gran fuerza que se encarga de mantener el nicleo unido, y a esta fuerza se
le empez6 a conocer como fuerza nuclear fuerte.

Los electrones son particulas elementales que se clasifican dentro del grupo de los
leptones, que junto con el muodn, el taudn, y tres particulas conocidas como neutrinos se
caracterizan por ser particulas con masa carga eléctrica igual a cero. En fisica de particulas
existen ademas particulas de masa cero que se llaman bosones y que son las particulas
encargadas de transmitir la informacion de que una particula esta interactuando con otra.
De esta manera, un electrén interactiia con otra particula con carga electromagnética
mediante el intercambio de bosones de fuerza electromagnética, también conocidos como
fotones. Es decir, las particulas cargadas y los fotones interactuan para dar lugar a lo
que conocemos como fuerza electromagnética.

Si tuvieramos la energia suficiente para explorar lo que hay dentro de los protones y de
los neutrones, bajo ciertas condiciones, encontrariamos particulas que llamamos quarks.
Los quarks son un tipo de ladrillo fundamental de la materia que puede poseer una carga,
similar a la carga electromagnética. Sin embargo, a diferencia del caso electromagnético,
donde la carga puede ser solamente positiva o negativa, en este caso tenemos tres tipos de
carga distinta, a la que llamamos color, y los tres tipos de carga son rojo, verde y azul. De la
misma manera en que los fotones median la interaccion entre dos cargas electromagnéticas,
existe un bosén de la fuerza fuerte, que llamamos gludn, y que se encarga de mediar
interaccion entre cargas de color. Ademas, dos gluones, pueden interactuar entre si, aiun
sin la presencia de quarks. A la teoria que explica la dinamica de los quarks y los gluones
se le llama cromodindmica cudntica y se abrevia como QC'D por sus siglas en inglés

A cada una de las particulas que hemos mencionado, le acompana su antiparticula
correspondiente, que tiene carga opuesta. Por ejemplo, el electron tiene una antiparticula
que tiene carga eléctrica positiva y que se le denomina positron. Del mismo modo un quark
con carga de color azul tiene como antiparticula a una quark de color “antiazul”. Para
terminar de enlistar las interacciones fundamentales que existen, debemos considerar a
la fuerza responsable del decaimiento radiactivo en los elementos. Este hecho empirico se
puede explicar si agregamos una tercera interaccién a nuestra descripcion de la fisica de
particulas; la fuerza nuclear débil. Esta fuerza, es responsable de que los quarks tengan
ahora otro tipo de carga a la que denominamos sabor. Existen 6 sabores que dividen a los
quarks en 6 tipos (arriba, abajo, cima, fondo, encanto y extrano). La fuerza nuclear débil,
en una cierta escala, resulta estar emparentada tanto con la fuerza electromagnética como
con la fuerza nuclear fuerte, formando una teoria unificada, que llamamos modelo estdandar,
y ha lograda explicar de manera existosa un gran niimero de procesos a nivel microscopico.
Podemos poner a prueba experimentalmente esta teoria en los grandes acerleradores de
particulas. Tenemos pues, tres fuerzas fundamentales que actian sobre los componentes
basicos de la materia, que incluyen a los leptones como el electréon y el muédn, y a los
hadrones (particulas compuestas por quarks) que a su vez pueden dividirse en bariones
(compuestos por tres quarks con distintas cargas de color que forman una combinacién
neutra, como los protones y los neutrones) y mesones (compuestos de un quark y un
antiquark).

Si tenemos a un quark y a su antiparticula, el antiquark, interactuando entre si,
notaremos un comportamiento inusual. Existe una diferencia importante respecto a la
fuerza electromagnética, en donde la fuerza de atraccién, o el potencial entre dos cargas



opuestas e iguales es mayor cuando las cargas se encuentran a menor distancia, y mayor
cuando estan a menor distancia (comportamiento Coulombiano). En el caso de la fuerza
nuclear fuerte, la fuerza con la que el par quark-antiquark interactua es mayor mientras
las cargas de color se alejan entre si. El potencial de esta configuracion, se dice que es
lineal (crece con la distancia). Un caso cotidiano de un comportamiento de este tipo, es
cualquier resorte u objeto elastico que sigue la ley de Hooke. En particular, las lineas que
indican la direccién y la intensidad de la fuerza pueden visualizarse como una liga gruesa
que une al quark con el antiquark. El hecho de que en la naturaleza solo observemos a
conjuntos de tres quarks o de pares quar-antiquark, no es un hecho trivial.

Esta es una propiedad importante que tiene la fuerza fuerte, y es que los quarks
se encuentran siempre en grupos de dos o més, que resultan ser combinaciones neutras
de carga de color. A este comportamiento se le conoce como con finamiento, y hasta el
momento no se ha logrado dar con una explicacion totalmente satisfactoria del porqué
se produce este fenomeno. El hecho de que podamos explicar el potencial del par quark-
antiquark como una liga de la cual los quarks son los “extremos”, llevo a algunos fisicos a
aventurar que quizas la materia, o parte de ella, estaba compuesta de ligas fundamentales,
que llamaron cuerdas. Los posteriores avances experimentales pronto deshecharon esta
idea. Sin embargo, a la fecha, el modelo estdndar no ha logrado describir de manera
satisfactoria que es lo que sucede cuando la escala energética en la que la interaccion
fuerte es demasiado grande, y por lo tanto, limita las posibilidades de estudiar fenémenos
como el confinamiento.

La idea de que tal vez las particulas tuvieran las propiedades de una cuerda, es
decir, un objeto extendido, no fue del todo deshechada, si no que se observé desde una
nueva perspectiva. En lugar de pensar en cuardas a escalas comparables a la distancia
entre un quark y un antiquark, podemos imaginar que son muchisimo mas pequenas. A
una cierta escala, seria posible que lo que nosotros detectamos como particulas sean en
realidad cuerdas diminutas de un solo tipo que se encargan de formar todas las particulas
de materia que conocemos. A esta idea dio lugar a lo que eventualmente se le llamé teoria
de cuerdas. Dicha teoria se encuentra atin en desarrollo, y a pesar de que no existe la
tecnologia suficiente para poner a prueba experimentalmente sus predicciones, existen
varias razones por la que los fisicos ven en esta teoria una herramienta potencialmente
util para estudiar a la fisica a escalas microscépicas. Una de estas, es que a diferencia del
modelo estandar, donde necesitamos varios tipos de particulas o ladrillos fundamentales
para construir la materia, en la teoria de cuerdas se necesita solo un tipo de cuerda, que
dependiendo de la manera en que esta cuerda vibre, adquiere las propiedades de diferentes
particulas que aparecen en el modelo estandar.

Existe otra ventaja de la teoria de cuerdas que la vuelve aiin mas interesante. Volva-
mos al principio de nuestra discusion, en donde diferenciamos los fenémenos microscoépicos
de los macroscopicos. El modelo estandar, como podemos darnos cuenta, se encarga de
explicar procesos microscopicos. Pero a escala macroscépica, podemos observar una cuar-
ta fuerza fundamental, que se encarga de atraer a los objetos masivos entre si; la fuerza
de gravedad. Esta fuerza se origina debido a la deformacién del mismo espacio-tiempo
provocada por un objeto masivo. Si este campo de fuerza existe a escalas macroscépicas,
entonces debe estar constituido por ciertos bloques fundamentales al igual que el resto de
las fuerzas fundamentales. Resulta que en el lenguaje del modelo estandar, no podemos
anadir a la fuerza de gravedad de manera consistente, y por lo tanto surge un problema
importante.

Es natural pensar que una teoria fisica consistente con todas las leyes de la naturaleza,
tanto a escalas macroscopicas, como microscépicas, deberia englobar a las cuatro fuerzas
fundamentales conocidas. Sin embargo, hasta el momento no hemos encontrado dicha
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teoria. La importancia del lenguaje de la teoria de cuerdas, es que ademas de las particulas
similares a la materia que conocemos, producidas por los modos de vibracién de la cuerda,
aparece una particula fundamental que tiene todas las propiedades necesarias para ser la
mensajera de la fuerza gravitacional a escalas microscopicas. A esta particula hipotética
se le denomina graviton.

A pesar de las ventajas que hemos mencionado, existe un panorama un poco desalen-
tador respecto a la consistencia de la teoria de cuerdas con la fisica que conocemos. En
primer lugar, ademas de las particulas del modelo estandar que conocemos, la teoria de
cuerdas predice la existencia de particulas que no se observan en el modelo estandar. Otra
desventaja, es que para hablar de cuerdas, necesitamos que las dimensiones espaciales de
la teoria sean méas que las dimensiones que observamos en nuestro universo. Ahora bien, la
teoria de cuerdas, fue en principio motivada por entender la fuerza fuerte y el comporta-
miento de los quarks confinados. A pesar del rumbo radicalmente distinto que tomé dicha
teorfa (volviéndose una candidata a explicar las cuatro interacciones fundamentales), re-
sulta que en los iltimos anos se ha logrado entender que al final la teoria de cuerdas nos
brinda un cierto marco teérico que podria ayudar a entender mejor la dindmica de las
particulas con carga de color (entre otras cosas).

Durante los anos 90’s, los tedricos de cuerdas descubrieron que la teoria de cuerdas,
no incluye inicamente a las cuerdas como objetos fundamentales. Una cuerda es un objeto
que no tiene ancho ni alto, solo largo. Por lo tanto es un objeto unidimensional. Nada nos
detiene para pensar que podemos considerar objetos bidimensionales (como la membrana
de un tambor), u objetos tridimensionales (como una gelatina) como componentes funda-
mentales de nuestra teoria. La teoria de cuerdas, resulta tener un verdadero zoolégico de
objetos multidimensionales que ineractian entre si y que pueden tener propiedades como
masa, carga, etc. Esta diversidad da lugar a varios escenarios interesantes, y la libertad
de extrapolar mas alld de la fisica microscopica. Por ejemplo, bajo ciertas condiciones, la
teoria de cuerdas predice la existencia de ciertos objetos macroscopicos que se manifiestan
deformando el espacio-tiempo a su alrededor en una manera muy especifica, como lo hace
por ejemplo, una estrella o un agujero negro. Cabe recordar que en teoria de cuerdas esta-
mos trabajando con mas dimensiones que las que observamos, por lo que esta analogia no
significa que podamos observar objetos de esta naturaleza en nuestro universo. Gracias a
este gran zooldégico de objetos dinamicos la teoria de cuerdas presenta una particularidad.

Existen casos en los que un fenémeno fisico puede explicarse en términos de otro
fenémeno fisico que pareciera no tener relaciéon con el primero. De esta manera, toda la
informacion acerca del primer sistema esta contenido en el segundo, y visceversa, aunque
no sea obvia la manera de pasar de un lenguaje al otro. Una caso relevante en el que ob-
servamos este hecho es en la equivalencia entre campos magnéticos y eléctricos en la teoria
electromagnética. Esta equivalencia entre lenguajes es lo que llamamos una dualidad. La
teoria de cuerdas, presenta varios tipos de dualidades, que nos permiten explicar la fisica
de objetos de un cierto nimero de dimensiones en términos de un sistema que posee un
nimero distinto de dimensiones. De entre todas las dualidades que existen en teoria de
cuerdas, existe una en particular que nos acerca a la fisica de los quarks y de la fuer-

za fuerte. A esta dualidad le llamamos correspondencia hologrdfica, o correspondencia
AdS/CFT.

El enunciado principal de la correspondencia AdS/CFT, es que existe una dualidad
entre un universo con un cierto numero de dimensiones, que se rige por las leyes mi-
croscopicas, es decir, la mecanica cudntica, y otro universo, con un nimero mayor de
dimensiones, en el que predomina la fisica macroscépica, y en particular la fuerza de gra-
vedad. En otras palabras, nos dice que podemos obtener informacion de la fisica de una
teoria similar a QCD en un espacio-tiempo de 4 dimensiones a partir de la dindmica gra-



Figura 1.1: Representacién de un espacio-tiempo curvado con dos regiones lejanas espacialmente
conectadas mediante un agujero de gusano. Un agujero de gusano es una soluciéon que combina
una solucién de agujero negro con una solucién de agujero blanco para formar un tinel espacio-
temporal, que podria conectar regiones arbitrariamente separadas.

vitatoria de un universo en particular que tiene una dimensién mas. La ventaja principal
que nos ofrece esta herramienta es que podemos explorar un régimen de la teoria similar
a QCD que hasta el momento no se ha podido estudiar con las técnicas mas utilizadas en
QCD.

Existe un escenario particular en el que se pueden poner a prueba las predicciones de la
correspondencia AdS/CFT. Podemos calentar un gas de hadrones mediante colisiones de
iones pesados a velocidades cercanas a la velocidad de la luz. A esta escala energética tan
grande, aparece un nuevo estado de la materia formado por quarks y gluones interactuado
débilmente, formando una especie de sopa o plasma. A esto se le conoce como el plasma
de quarks y gluones o QGP.Usando la correspondencia AdS/CFT, se han logrado calcular
propiedades como la viscosidad o entropia del plasma y comparar estas predicciones con
los resultados empiricos obtenidos en experimentos de altas energias donde se ha logrado
reproducir el QGP, como en el Large Hadron Collider en el CERN.

La correspondencia AdS/CFT es la herramienta principal con la cual desarrollaremos
este trabajo, y con la cual estudiaremos una cantidad observables que ya hemos mencio-
nado; el potencial par quark-antiquark. En particular, se ha descubierto recientemente,
que en una cierta teorfa de gravedad (que puede pensarse como una generalizacion de la
gravedad de Einstein que conocemos) existe una solucién que corresponde a un agujero
de gusano atravesable.

Un agujero de gusano es una solucion a las ecuaciones de la gravedad que puede ser
considerada como un atajo entre regiones lejanas (o universos distintos) en el espacio-
tiempo (Ver Figura 1.1). Gracias a la propiedad que tienen estos objetos, de conectar
regiones lejanas en el espacio mediante una “garganta’, se ha especulado acerca de la
posibilidad de utilizar estas soluciones (en caso de que se verificara su existencia) para
viajar de un extremo del agujero al otro. Desafortunadamente la mayoria de este tipo
de soluciones hipotéticas resultan ser fisicamente no atravesables. Como veremos en este
trabajo, la correspondencia AdS/CFT nos proporciona una manera de usar este escenario
de gravedad para estudiar a dos teorias que contienen un par quark-antiquark y que se
pueden o no interactuar entre si. Dicho de otra manera, en este trabajo utilizaremos una
teoria de gravedad que tiene por soluciéon a un agujero de gusano en 5 dimensiones para
tratar de entender como se comporta el par quark-antiquark en la teoria cuantica dual a
cada una de las "bocas” del agujero de gusano.

En particular, podemos calcular la energia de interaccion entre un quark y un anti-
quark que se encuentran en dos copias de una teoria cuantica similar a QCD. La corres-
pondencia holografica nos dice que esto es equivalente a calcular una cierta cantidad del
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lado de la teoria de gravedad que tiene como solucién al agujero de gusano. Esta cantidad
es el area generada por una cuerda que puede tener sus extremos en la misma ”"boca”’del
agujero de gusano o en "bocas” distintas. Encontramos que a una cierta separacion entre
el quark y el antiquark, la configuracién dominante corresponde en la teoria de gravedad
dual a una cuerda que atraviesa el agujero de gusano, y que por tanto, domina la confi-
guracion que corresponde a un par-antiquark interactuando con otro par quark-antiquark
que se encuentra en otra teoria cuantica.

Ademas del potencial de interaccién, existen otras cantidades que podemos calcular
a partir de este escenario. Las particulas cuanticas tienen la propiedad de entrelazarse,
es decir, de guardar la informacién de una configuracion que se encuentra espacialmente
alejada de ella. En este sentido, las regiones espaciales de nuestra teoria similar a QCD
se entrelazan, y existe una cantidad que se encarga de cuantificar este entrelazamiento.
Esta cantidad le llamamos entropia de entrelazamiento. Como veremos en este trabajo,
podemos realizar un calculo para obtener esta cantidad en la configuracién dual a nuestro
agujero de gusano atravesable, y obtener aun mas informacion de dicha teoria dual.

La pregunta ahora es si dos teorias cuanticas, que se encuentran espacialmente sepa-
radas pueden comunicarse entre si. La correspondencia holografica parece indicar que en
efecto estas dos teorias estan interactuando. Se han estudiado otros escenarios de agujeros
de gusano no atravesables y se ha encontrado que la entropia de entrelazamiento cuantifi-
ca Unicamente el entrelazamiento entre regiones de la misma teoria. Nuestra conjetura, es
que al tener un agujero de gusano atravesable, las dos teorias se pueden comunicar entre
si, y por tanto, puede existir entrelazamiento entre ambas.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 estudiaremos los
fundamentos tedricos en los que se basa la teoria de cuerdas y la correspondencia holografi-
ca, asi como el trabajo previo realizado en torno al calculo del potencial quark-antiquark
en SYM N = 4, asi como el cdlculo de la entropia de entrelazamiento holografica en el
contexto de teorias de gravedad de orden superior. En el Capitulo 3 se mencionan los ante-
cedentes de este trabajo, y los resultados obtenidos realizando calculos similares en otros
escenarios de gravedad, asi como la deduccion de la solucion que nosotros utilizaremos
para este trabajo. En el Capitulo 4, mostraremos los calculos realizados y los resultados
obtenidoos en los dos articulos que se elaboraron, asi como un breve anélisis de dichos
resultados. En el Capitulo 5 se esboza el calculo del funcional de entropia de entrelaza-
miento hologréfica en el escenario en el que calculamos el potencial par quark-antiquark.
Finalmente, en el Capitulo 6 se muestran las conclusiones del trabajo de investigacién
ya publicado, se discute su interpretacion en términos de las teorias duales al agujero de
gusano, y se comenta la relacién de estos resultados con el trabajo de investigacién en
curso.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Teorias Cuanticas de Campo

Durante la primera mitad del siglo XX las ideas acerca de la naturaleza de las particulas
que conforman la materia sufrieron una revolucién con la introduccion de la llamada teoria
cudntica propuesta por Schrodinger y Heisenberg (entre otros), ver por ejemplo [4, 5]. A
partir de dicho formalismo hemos logrado entender bastante bien la dindmica de procesos
moleculares, atéomicos y nucleares. Sin embargo, al considerar particulas que se mueven
en el espacio-tiempo plano con velocidades cercanas a la de la luz, debemos considerar
también la teoria de la relatividad especial. Gracias a la necesidad de incorporar esta
teoria en la descripcién de la fisica cudntica, es que ahora entendemos que, al menos a
nivel perturbativo, la naturaleza esta constituida por otro tipo de objeto fundamental, los
campos, del cual las diferentes particulas no son mas que sus excitaciones fundamentales.

La tarea principal de la teoria cuantica de campos es encontrar los posibles campos que
a nivel clasico representen magnitudes fisicas (por ejemplo el campo eléctrico en electro-
dindmica), formular una accién que permita obtener ecuaciones de movimiento consis-
tentes para estos campos, y promover la correspondiente teoria de campos clasica a una
teoria cuantica, y asi obtener, a partir del proceso de cuantizacién, particulas fundamen-
tales. Comenzaremos con el caso mas sencillo, esto es el campo escalar masivo libre real.
Para ello revisaremos algunos conceptos fundamentales de la mecénica cuantica y de la
relatividad especial.

2.1.1. Campos cuanticos.

En mecanica cudntica, la dindmica de una particula estda determinada por un elemento
de un espacio de Hilbert que usualmente se denota como |¢) y al cual llamamos el estado
de la particula. La amplitud de probabilidad de encontrar a una particula en un cierto
estado |¢) sabiendo que estd en un estado |¢) se calcula mediante el producto interior de
estos estados, que denotamos como (¢| |¢) [7]. Las cantidades observables en una medicién
estéan representadas por operadores hermitianos (son iguales a su conjugado transpuesto)
que al actuar sobre un estado determinan el valor esperado (¢| O |¢)) del operador. En
el llamado cuadro de Schorddinger (donde el estado depende del tiempo) la evolucién
temporal de un estado |1)) estd determinado por la ecuacién de Schorddinger [4]:

.0
ihi () = 1] (1) 21)

7
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donde H es el operador correspondiente al Hamiltoniano y A es la constante de Planck!
dividida por 27. Es posible describir a este mismo sistema en el cuadro de Heisenberg,
donde ahora la dependencia temporal esta en los operadores, y la ecuacién de movimiento
es [7]

0

ih=-O(t) = [O(1). ), (2.2)

donde [, ] representa el conmutador de dos operadores definido como [A, B] = AB — BA.
En el espacio de posiciones (donde la base estd constituida por estados con posicién de-
finida), el estado contiene la informacion de la funcion de onda, que a su vez nos dice la
distribucién de probabilidad de encontrar a la particula en un lugar del espacio a un tiem-
po dado. Gracias a estas herramientas podemos predecir un gran nimero de fenémenos
a escalas atémicas y moleculares. A pesar del éxito de esta teoria para describir algunos
procesos a escalas subatomicas, no es capaz de explicar un gran ntimero de fenémenos
que involucran velocidades cercanas a la de la luz o energias muy altas en comparacion
con la energia de los objetos macroscopicos con los que estamos familiarizados cotidia-
namente, por ejemplo, fendmenos como el confinamiento de los nucleones (las particulas
que conforman el niicleo del dtomo). Los primeros intentos de generalizar la ecuacién de
Schrodinger a una ecuacién relativista para una particula fracasaron, principalmente por
el hecho de que se interpretaban como ecuaciones de una sola particula cuantica. Ahora
entendemos que una consecuencia de requerir que nuestra teoria sea cuantica y relativista,
es que debemos considerar teorias de muchas particulas, que no son mas que excitaciones
cuanticas del objeto fundamental de nuestra teoria, es decir, el campo. En fisica clasica,
un campo es una funcién de las coordenadas espaciales (o espacio-temporales, en teoria
de la relatividad) que se clasifica de acuerdo a la manera en la que transforma al aplicar
un cierto cambio de coordenadas. Cuando la imagen de esta funcién consiste de un uni-
co numero, el campo permanece invariante ante transformaciones de coordenadas, y se
le denomina campo escalar. Un ejemplo de un campo escalar es la temperatura en una
habitacién como funcién de la posicién. Ejemplos de campos no escalares son el campo
electro-magnético, o aquel que describe a un electrén, que no son invariantes ante cambios
de coordenadas espacio-temporales. Cada uno de estos campos esté representado por un
conjunto de cuatro numeros que se organizan en un vector, por lo que se conocen como
campos vectoriales. Para entender cémo clasificar a estos campos al aplicar un cambio de
coordenadas en el espacio-tiempo debemos primero entender los fundamentos de la teoria
de la Relatividad Especial.

Relatividad Especial

La idea principal de la Relatividad Especial[7] es suponer que en un universo homogéneo
e isotropo, las tres dimensiones espaciales que observamos, asi como la dimension tempo-
ral, pueden ser descritas por un mismo espacio métrico, donde la distancia entre puntos
(t,z,y,2), (t +dt,x + dzx,y + dy, z + dz) se mide de la siguiente manera en la signatura
(= +,+,+):

ds® = —dt* + da* + dy® + d2?, (2.3)

que también abreviamos como
ds* = n,dz"dz”, (2.4)

siendo ds el elemento de longitud del arco de la trayectoria seguida por una particula
puntual masiva, y 7, la matriz 4 x 4 con (—1,1,1,1) en la diagonal y cero en otro caso.

1La constante de Planck define la cantidad de energfa que puede transportar un fotén, de acuerdo con
la frecuencia de la onda en la que viaja y tiene un valor igual a 6,626 x 10734.J - s.
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A este espacio-tiempo lo conocemos como espacio-tiempo de Minkowski [8]. Este hecho es
consecuencia de postular que las leyes de la fisica deben cumplirse en cualquier sistema
de referencia inercial®, y que la velocidad de la luz ¢, es la misma para cualquier sistema
de referencia inercial. Ademas suponemos que en nuestro universo las mediciones en el
espacio-tiempo hechas por relojes y barras son independientes de su historia pasada.

Asi como en el espacio Euclidiano las rotaciones dejan invariantes la métrica Euclidiana,
en el espacio-tiempo de Minkowski existe un conjunto de transformaciones con esta mis-
ma propiedad, que llamamos transformaciones de Lorentz, y en este trabajo denotamos
como L,,, donde u,v corren sobre las coordenadas espacio-temporales denotadas como
(t,x,y,z) o (xg, 1,22, x3). Por ejemplo, con D =4, u,v =0, 1,2, 3. Las transformaciones
de Lorentz estan constituidas por dos tipos de transformaciones; las rotaciones espacia-
les, que nos son familiares de la geometria Euclidiana, y los llamados boosts de Lorentz,
que mezclan entre si a las coordenadas espacio-temporales. Por ejemplo, una rotacion
por un angulo 0 del cuadrivector (t,z,vy, z) alrededor del eje z corresponde a la siguiente
transformacién,

t’ 1 0 0 0 t
' » |0 cosf —sing 0] |z
v | Lge” = 0 sinf cosf O y |’ (2.5)
2! 0 O 0 1 z

mientras que un boost de Lorentz a lo largo del primer eje coordenado, puede escribirse
como

t’ coshy sinhyxy 0 0 t
| , | sinhx coshy 0 0 x
y, = L(),l,x = 0 0 10 y y (26)
2 0 0 0 1 z

donde x es el pardmetro de la transformacién, y estd relacionado la velocidad de un
observador en un marco de referencia inercial mediante § = v/c = tanh x. Estas matrices
cumplen con la propiedad:

Lngnuu = MNvo- (27)

En conjunto con las rotaciones usuales del espacio Euclidiano, estas transformaciones for-
man un grupo, denominado grupo de Lorentz y que denotamos como SO(1,3). Si ademés
consideramos traslaciones en el espacio-tiempo, obtenemos el llamado grupo de Poincare.
Como se estudia en un curso de teoria cuantica de campos, las particulas cuanticas pueden
entenderse como objetos que pertenecen a (y transforman como) una cierta representa-
cién® de este grupol[7].

Campo Escalar Real Masivo
Consideremos por simplicidad un campo escalar real masivo. La regla de transformacién

de este campo bajo una transformacién de Lorentz z# — z'# = LEx” es simplemente
¢(x") — ¢ (") = ¢(L;; " 2*), donde p1 y v son los indices espacio-temporales. La dindmica

2Un sistema de referencia inercial se define como aquel que cumple con la propiedad de que una
particula masiva se mueve a velocidad constante siempre que no se aplique una fuerza sobre ella.

3En teorfa de grupos, una representacién es un objeto que conserva las propiedades del producto (es
decir, un homeomorfismo) y de la transformacién del grupo en cuestiéon. En el caso del grupo de Lorentz
SO(1,3), las matrices de Lorentz forman una representacién vectorial, o fundamental de este grupo.
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del campo escalar masivo ¢(x,t) con masa m en espacio-tiempo plano esta descrita por
la llamada accion de Klein-Gordon|7, 9):

Sk =C / d*z (9,00 ¢ — m*¢?), (2.8)

donde C' es una constante. Esta accién proporciona, después de aplicar el principio varia-
cional de Hamilton[9], la llamada ecuacion de Klein-Gordon:

O¢ — m?*¢ = 0, (2.9)

donde el simbolo [J denota el Laplaciano generalizado en el espacio-tiempo de Minkowski.
Este es un campo libre, lo que significa que sus ecuaciones de movimiento son lineales.
Clasicamente esta ecuacion describe a un objeto que se extiende en 3 dimensiones espa-
ciales, y que puede oscilar andlogamente a como lo hace una membrana en 2 dimensiones,
y a una cuerda en una dimensién. Para obtener una teoria de particulas cudnticas de-
bemos cuantizar la teoria, lo cual significa promover el campo y las observables fisicas a
operadores cuanticos que obedecen ciertas reglas de conmutacién. Una manera de hacer
esto es seguir el procedimiento de la llamada cuantizacion canénica[7]. Definimos el espa-
cio de Fock como el conjunto de estados de la forma |p;, ps, .., P,,), siendo n el nimero
de particulas del sistema. El i-ésimo elemento de este estado representa a una particula
con momento espacial p,. Definimos al vacio como el estado con menor energia dentro
del espacio de Fock, y lo denotamos como 0,0, ...,0). Denotamos como = y y a los cua-
drivectores (¢,x) y (t,y) respectivamente. Asi mismo denotamos como p al cuadrivector
(Ep, p), donde Ej, representa la energia de una particula con momento espacial p. Se pue-
de demostrar, mediante la linealidad de la accién (2.8), que podemos realizar la siguiente
descomposiciéon en modos de Fourier del campo:
dp 1

p(xt) = /WE—I) (ape " + aLeip'x) : (2.10)

donde definimos los operadores de ascenso y descenso ap, alTO como aquellos que crean o
destruyen particulas dado un estado en el espacio de Fock, es decir,

a;r)j ’pla P2 "'7pj—1> pj+17 ) pn) = ‘ph Po; - pj—la pjapj—i-la 7pn> (211)

a’pj ’p17p27 "'7pj7 "'7pn> = ’p17p27 "'7pj—17pj+17 "'7pn>7 (212)

El vacio cudntico o estado base cumple con la propiedad de que ap, (0,0, ...,0) = 0 para
todo p. El factor E, aparece en el denominador de (2.9) debido a que la expresién anterior
debe ser invariante de Lorentz. Los operadores de ascenso y descenso generalizan al caso
continuo el sistema de n osciladores armoénicos, cada uno denotado por un indice j. En
este caso, dichos operadores conmutan entre si, a menos que sus indices coincidan. Para
satisfacer la generalizaciéon de estas relaciones de conmutacién sobre estos operadores en

el caso continuo, [ap, aL/] = 2753(p’ — p)?, debemos imponer las siguientes relaciones de
conmutacién a tiempos iguales sobre el campo y su momento conjugado 7(z#) = ‘Si—gc, es
decir [9] A )

[p(x), 7(y)] =i*(x—y) . [o(x),7(y)] = [7(x), 7(y)] = 0. (2.13)

Actuando con los operadores de ascenso y descenso sobre el estado base o vacio, podemos
construir estados de varias particulas. El hecho de que esta teoria sea libre, implica que

4Usamos unidades en las que la constante de Planck es igual a uno.
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ninguno de los términos en la accidon representa una interaccion, y la tnica constante
que determina toda la dindamica es la masa del campo. Podemos calcular la amplitud de
probabilidad de propagacién de una particula escalar desde un punto espacial x a un punto
y, que es el tipo de cantidad que usualmente se mide en los experimentos. Para preservar
causalidad, debemos considerar una cantidad que considere la amplitud de propagacion
hacia adelante y hacia atras en el tiempo. Esto estda dado por el propagador de Feynman

[9]:

D d*p e (E-y)

0|Tp(x 0) = T—y) = , 2.14
OTol)o]0) = Dela =) = [ b (2.14)
que es una funciéon de Green del operador de Klein-Gordon. Aqui T representa el orden
temporal de operadores®.El término ie en el denominador aparece porque debemos in-
tegrar sobre un contorno complejo C' que rodea los polos +Fj,, lo cual es equivalente a
integrar sobre el eje real desplazando los polos por una cantidad imaginaria, y después
tomar el limite cuando esta cantidad tiende a cero. A pesar de que el caso del campo
escalar se usa generalmente como modelo introductorio, existen casos importantes en los
que es necesario considerar campos escalares en la teorfa [9].

Campo de Dirac y QED.

Habiendo entendido la teoria libre de un campo escalar real masivo, podemos preguntarnos
qué otras representaciones del grupo de Poincare podemos construir. El siguiente caso en
simplicidad es estudiar la llamada representacion espinorial, que al cuantizar da lugar a
particulas con masa y espin 1/2; por ejemplo los electrones. Para ello, debemos definir las
matrices 4x4 v*, con p=0,1,2,3yi=1,2,3:

donde ¢* son las matrices de Pauli®. Estas matrices satisfacen el dlgebra de Clifford [9]:

{4} = 201, (2.16)

donde el smbolo { } denota el anticonmutador. Si definimos S* = £[*,+"], podemos
probar que los operadores M(A) = e satisfacen las reglas de conmutacién del grupo
de Poincare y por lo tanto, forman una representaciéon de este ultimo. Estos operadores
actian sobre columnas de cuatro componentes complejas llamados espinores de Dirac, y
que denotamos como v(x,t)[9]. Definimos el conjugado de un espinor como 1) = v3'. La
ecuacién relativista que describe a un campo espinorial se obtiene de la Lagrangiana [9]

L =(iv*0, — m)y. (2.17)
La ecuacién de movimiento resultante se puede escribir como:
(170, — m)(x) =0, (2.18)

que es conocida como ecuacién de Dirac [9]. Siguiendo el método de cuantizacién canénica
podemos deducir que las excitaciones de este campo aparecen como particulas de espin

5El orden temporal de operadores T se define como aquel que toma cualquier producto de operadores,
donde cada operador se define a un tiempo dado, y cambia el orden de modo que cada operador tenga
solo operadores posteriores a la izquierda y operadores anteriores a la derecha.[7]

6Las matrices de Pauli son un conjunto de matrices o* que representan al operador de momento angular

intrinseco en la direccién i, y que estdn dadas por o! = ((1) (1)> e ((Z) OZ> , od= ((1) _01) )
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1/2. Ademas, estas excitaciones estédn cargadas eléctricamente, debido a la existencia de
una simetria interna (que no estd relacionada con la conservacion de alguna observable
espacio-temporal, sino con la fase del espinor) asociada al grupo U(1) que nos permite
hacer la transformacion

U(z) — eip(x), (2.19)

donde 6 es un pardmetro arbitrario[7, 9]. La razén es que al nivel de la Lagrangiana, los
factores con exponencial compleja se cancelan al cambiar el signo del coeficiente 7 en el
conjugado complejo del espinor ¢. En virtud del teorema de Noether[7], esta simetria da
lugar a una corriente conservada cuya carga correspondiente puede identificarse con la
carga eléctrica, y que denotamos como e. El propagador para esta teoria es el propagador

de Dirac,
d4p Z(ﬁ_‘_ m) —i(x—y)-
Spa) = [ e e, (2.20

donde el simbolo p se define como p = 7,p®, y hemos usado el mismo contorno de in-
tegracién que en el caso del propagador de Feynman[9]. La simetria U(1) es de caracter
global. Esto quiere decir que el parametro 6 que determina la transformacion (2.19) es
independiente de la posicién en el espacio-tiempo. Si promovemos este parametro a una
funcién del espacio-tiempo, la simetria U(1) se pierde, a menos que consideremos un vec-
tor de cuatro componentes A,(z,t), que transforma en la representacion fundamental de
SO(3,1), y realicemos el cambio de variables conjunto:

U(x) — eie(”ﬁ)@b(m) , A, — A, —0,0(x), (2.21)

junto con la sustitucién
0, = D, =0,+ieA, (2.22)

en la accién (2.17). El campo A, es conocido como campo de Mazwell, y su excitacion
fundamental es una particula de espin 1, sin masa, que corresponde al fotén, particula
que es mediadora de la interaccién electromagnética [7]. La Lagrangiana que describe al
campo de Maxwell se define en términos de la intensidad de campo F,, = 0,A, — 0,A,,
y se conoce como Lagrangiana de la electrodindmica cldsica[7]. Ahora podemos escribir
una Lagrangiana que describe a los dos campos:

_ 1 y
LQED = ¢(27ulpu - m)qu) - ZFMVF“ s (223)

donde ) = v, D*. Las ecuaciones de movimiento que resultan de esta Lagrangiana corres-
ponden a las ecuaciones de Maxwell con fuentes eléctricas junto con la ecuacién de Dirac
(2.18). La transformacion (2.21) nos da una libertad adicional que nos permite redefinir el
campo A, restando una derivada total de una funcién arbitraria ©(z). A esta libertad se
le conoce como invariancia de norma [9]. Esta redundancia en la definicién de los campos
ocasiona que al cuantizar, la teoria tenga estados que no son fisicos, lo cual quiere decir
que poseen una norma que no es definida positiva. Existen dos caminos para lidiar con
esta ambigiiedad en la definicién de la teoria. El primero de ellos consiste en escoger una
norma particular y después cuantizar canénicamente. Por otro lado, podemos cuantizar
quedandonos con los estados no fisicos y después imponer ciertas constricciones sobre los
operadores de creacién y aniquilacién, de manera que se descarten los estados no fisicos. A
la teoria cuantizada se le conoce como —electrodindmica cuantica o QED, por sus siglas
en inglés. Las teorias invariantes de norma son sumamente importantes en la naturaleza,
ya que, por ejemplo, el modelo estandar de la fisica de particulas es una teoria de este
tipo cuyo grupo de simetria se descompone en un producto de representaciones que dan
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lugar a las tres fuerzas fundamentales que engloba dicho modelo (ver por ejemplo, [9, 10]).

Al encender interacciones entre los campos mediante la adicién de términos de acopla-
miento a la Lagrangiana, como el término proporcional a e en (2.23), la descomposicién
en términos de operadores de ascenso y descenso de (2.8), que resuelve las ecuaciones de
movimiento, ya no resulta valida debido a que dichas ecuaciones dejan de ser lineales, y
de hecho resulta imposible encontrar el valor exacto de las amplitudes de dispersién de
la teoria, salvo en casos excepcionales. Sin embargo, en muchos casos de interés podemos
considerar a la teoria de campo como interactuante pero débilmente acoplada, 1o que sig-
nifica que el pardmetro que determina la intensidad de las interacciones, conocido como
constante de acoplamiento (por ejemplo, e en (2.23)), toma un valor pequenio cuando
exploramos la teoria a escalas pequenas de distancia. Para entender la manera en la que
determinamos cémo interactian dos campos distintos (también podemos considerar cam-
pos que interactiian con ellos mismos), nos conviene volver al caso més sencillo del campo
escalar real masivo. La generalizacion del término cuadratico a una teoria interactuante
con un término ¢ resulta que no tiene un estado base estable. Consideramos entonces la
teorfa escalar ¢* con constante de acoplamiento A (que tiene unidades de kg®ms), definida
por la Lagrangiana:

AL
- "

Para analizar la contribucién de las interacciones, podemos seguir el método de Feynman,
Schwinger y Tomonaga, que consiste en hacer una expansion perturbativa del hamilto-
niano en términos de propagadores de Feynman. Podemos definir un propagador ordenado
en el tiempo, que estda dado por

Lgs = 0,00"¢ — %m2¢2 (2.24)

<Q‘T¢(:c1)¢(x2)|g> _ lfm ID¢ ¢(l’1)¢($2)6$p[i fiFT A ﬁ]

s . (2.25)
T—00(1—ie) [ D¢ expli [~ d*zL]

donde |©2) es el estado base de la teoria interactuante, que se define como el estado propio
del operador Hamiltoniano que tiene el valor propio mas pequeno. Se puede demostrar
que en el caso libre esto equivale al propagador de Feynman. Podemos definir en general,
el correlador de n puntos como el producto ordenado temporalmente de n operadores
evaluados en posiciones espacio-temporales x,, en el cuadro de Heisenberg, y se representan
por medio de [7]

G(o(1)P(2).-¢(xn)) = (UT{P(21)P(w2)---d(2n) }D). (2.26)

Estas cantidades contienen toda la informacion fisica sobre las interacciones en la teoria,
y nos permiten calcular las observables que se miden mas frecuentemente en los experi-
mentos, conocidas como amplitudes de dispersion, que se definen como la probabilidad de
empezar un con un cierto conjunto de estados entrantes y terminar con un conjunto de
estados salientes” [7, 9]. Para calcular los correladores, usualmente seguimos el formalismo
de diagramas de Feynman, que consiste en asignar lineas a los propagadores, y vértices
a los términos de interaccion, entre otras reglas que dependen de la teoria y que se de-
nominan reglas de Feynman. Al final cada diagrama se traduce en una férmula que nos
permite calcular el correlador. La exactitud del calculo depende del orden en la expansion
perturbativa que consideremos. De esta manera, mientras consideremos procesos a mayor
orden en el nimero de lazos de los diagramas de Feynman, el célculo serd més preciso [7].

"Estos estados, llamados estados asintéticos, se obtienen de considerar los estados en el cuadro de
Heisenberg en el limite t — +oo.
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Equivalentemente, podemos definir la integral de trayectoria [9]:

wumwm»=/D¢ﬁm, (2.27)

donde la medida de integracién se define como D¢ = lima, o [1,¢(z,). Fisicamente, esta
definicion nos dice que la amplitud de probabilidad de que las excitaciones cuanticas del
campo se propaguen de un punto a otro del espacio-tiempo, puede calcularse sumando
sobre todas las trayectorias clasicas, pesadas con el factor e*.

Para calcular las contribuciones a orden mayor o igual a dos, generalmente se requiere
evaluar una integral en el rango de —oo a oo, dando lugar a una divergencia. La razén de
esto se debe a que el vacio cuantico esta fluctuando constantemente con infinitos grados
de libertad, y por lo tanto su energia es infinita. Para obtener cantidades finitas en las
amplitudes de dispersién, debemos redefinir los parametros que aparecen en la Lagrangia-
na como parametros desnudos, de manera que esta se separa en una parte renormalizada
(libre de divergencias) y otra parte que incluye contratérminos, para absorber las divergen-
cias en los correladores [10]. En términos de diagramas de Feynman, los contratérminos se
representan por medio de diagramas que cancelan la parte divergente de los correladores.
Los métodos de renormalizacién nos permiten deducir como las cantidades fisicas de la
teoria dependen de la escala energética p que define estas cantidades fisicas, conocida
como escala de renormalizacion. Esta informacion estd codificada en la funcion beta, y en
la dimension andmala definidas respectivamente como [9]

0 d(InZz
B=nz - 2200

_ 2.2
o =500 (2.28)

donde g es la constante de acoplamiento y Z es el factor que aparece en el contratérmino
correspondiente. La forma en que la funcion beta depende de la escala energética esta
contenida en la ecuacion de Callan-Symanzyk, que, por ejemplo, aplicando el formalismo
de cuantizacién canénica al caso de QED, resulta [7]:

0 0 0
M—+B4—+52—+N7) G (2; g2, gas pt) = 0. 2.29

( I 994 992 ( ) (2.29)
Aqui g1 (1) y g2(pt) son funciones que se relacionan directamente con la constante de aco-
plamiento y la masa de los campos. Esta ecuacién nos permite deducir que el acoplamiento
o constante de estructura fina calculada a primer orden en la expansion perturbativa, de-
finida como agrp = €*/4m depende de la escala energética dada por [9]:

aQrD (Href)
§ _ 7 2.30
Qep (1) 1— Zagep(fres) (1 fires) (2.30)

donde p,.; es una escala de referencia (equivalente a la masa del electrén) a la cual esta
expresion deja de tener validez.

2.1.2. QCD y Sdper Yang-Mills con N =4

La teoria que describe a la llamada fuerza fuerte, es la cromodindmica cudntica (o QCD
por sus siglas en inglés), que es responsable entre otras cosas de que los protones y
neutrones permanezcan confinados en el nicleo, es una teoria de norma no-abeliana con
grupo de norma SU(3) en 3+1 dimensiones [10]. Esto quiere decir que el campo de norma
transforma en una representacion matricial de este grupo, y que el producto definido en el
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grupo no es conmutativo. Las particulas asociadas a esta representacién son bosones sin
masa de espin uno, llamados gluones. A diferencia de los fotones, estas particulas estan
cargadas con un tipo de carga llamada carga de color. En la seccion anterior estudiamos
el caso mas familiar de una teoria de norma abeliana, y argumentamos que la densidad
Lagrangiana corresponde al escalar formado por la contraccién de dos tensores F),,, es
decir, F,, F'*”. La accién que generaliza esto a teorfas no abelianas da lugar a las llamadas
teorias de Yang-Mills [11];

1 v
Syn = -5 / d*zTr{F., F"}, (2.31)

donde F Jy se define de manera analoga al caso de QED, pero ahora el campo A,ﬂ es una
matriz 3 x 3 hermitiana y sin traza que es un elemento del dlgebra de SU(3). El indice 1
corre sobre el nimero de generadores del grupo, es decir, I = 1, ..., 8. La traza es sobre los
indices matriciales y aparece porque en este caso la combinacion F JVF " 1o es invariante
de norma en contraste con QED, mientras que su traza si lo es. Podemos agregar materia
fermidnica en la representacion fundamental de SU(3) si definimos los espinores de Dirac
y su regla de transformacion bajo este grupo como:

U (@)
W (z) = w;(x) = Y = U)ol (z) = exp(ib ()t )P (z),  (2.32)
w3s (x)

donde 6;(x) es una matriz que parametriza la transformacién, y ¢! representa a los ge-
neradores del dlgebra del grupo SU(3). El indice ¢ corre de 1 a 3, y corresponde a la
carga fuerte o color. Estos fermiones aparecen en tres generaciones, denotadas por el
indice (s), que corresponden a la carga electrodébil o de sabor|[7]. Esta carga conservada
aparece debido a la acciéon que describe a la fuerza responsable de la interaccién nuclear
débil posee una simetria asociada al grupo SU(2), que engloba también a la interaccién
electromagnética. Cuando consideramos la accién de Yang-Mills acoplada mediante un
acoplamiento minimo a la Lagrangiana de Dirac para los fermiones, obtenemos la teoria
descrita por [9]:

Lacn = G () = m) g — yTr{(FL ). (239

A las particulas fermoénicas que resultan de cuantizar esta teoria se les conoce como quarks.
Analogamente al caso de QED, podemos deducir tanto las reglas de Feynman como los
correspondientes contratérminos. De la misma forma podemos determinar la funcién beta
a un lazo, y la forma en que la constante de acoplamiento depende de la escala energética
en una teorfa de Yang-Mills con grupo de norma SU(3) [7]:

27
$(11IN. — 2N,) In(pu/Agep)

ayu(p) = (2.34)

Aqui N, es el numero de colores, y N, el numero de sabores, mientras que Agep =~
200M eV es una constante caracteristica de la teoria, a la cual ay,; calculada a dos lazos
diverge. En el caso del grupo de norma SU(3) con 3 sabores esta funcién resulta negati-
va. Como consecuencia, en escalas energéticas cercanas a cero la teoria estd fuertemente
acoplada y resulta imposible hacer una expansion perturbativa en términos de un parame-
tro pequeno [7]. A esto se le conoce como libertad asintética, y su descubrimiento fue la
razon por la cual Gross, Politzer y Wilczeck recibieron el Premio Nobel de fisica en 2004
[14]. Este fendémeno se ilustra en la Figura 2.1.2. Este hecho vuelve muy dificil la tarea
de obtener predicciones experimentales en el régimen de bajas energias donde la teoria
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Figura 2.1: Libertad asint6tica en QCD. La constante de estructura fina tiende a cero conforme
vamos a a energias grandes. En cambio, a energias pequenas, el acoplamiento crece, y la teoria se
vuelve confinada y fuertemente acoplada. Esto contrasta con el caso de QED donde la constante
de acoplamiento tiende a cero cuando vamos a energias pequenas. Imagen tomada de [7].

estd fuertemente acoplada, y ha dado lugar a que se desarrollen nuevas estrategias para
entender y describir la fuerza fuerte.

Los resultados experimentales muestran que a temperaturas comparables con Agcp el
acoplamiento se vuelve pequeno y los nucleones se desconfinan. Esto da lugar, durante un
tiempo del orden de 1 fermi/c, a un estado de la materia formado por gluones y quarks
que interactian, formando una especie de plasma, conocido como plasma de quarks y
gluones [7]. A altas temperaturas, la energia es tan grande que no notamos diferencia si
hacemos cambios en la escala de renormalizacion en este régimen, y por lo tanto, podemos
describir a esta teoria como una teoria aproximadamente conforme. Es posible crear el
plasma de quarks y gluones en el laboratorio, acelerando , por ejemplo, nicleos de oro a
velocidades ultrarelativistas y haciéndolos colisionar [15].

Teoria de Super Yang-Mills.

Una propiedad importante que presentan algunas teorias de norma es un tipo de simetria
que no es espacio-temporal ni interna, sino que se encarga de mezclar los campos boséni-
cos y fermiénicos de manera que la acciéon quede invariante, y que a cada particula de
la teorfa le corresponda una particula con estadistica opuesta (superpareja). A esto se le
conoce como supersimetria [7]. Los generadores de la transformacién se conocen como
supercargas, y se denotan como ()4, donde A corre sobre el numero de transformaciones
supersimétricas independientes, de forma que al actuar con ellas sobre los campos ob-
tenemos las correspondientes superparejas. Pueden existir distintas formas de hacer una
transformacion de este tipo, y en ese caso tendremos mas de una supercarga.

Existe un ejemplo importante de una teoria supersimétrica que puede considerarse como
prima de QCD y que es 1util como laboratorio tedrico para explorar propiedades generales
de las teorias de norma no-abelianas. A esta teoria le conocemos como super Yang-Mills
N =4 en (3+ 1) dimensiones, o simplemente SY M N = 4. Esta denominacién proviene
del hecho de que tenemos 4 supercargas, o equivalentemente 4 formas distintas de mezclar
los campos entre si de manera que la teoria se quede invariante. El contenido de campos
en una teoria de Yang-Mills con un nimero de supersimetrias N' < 4 arbitraria consiste
principalmente de multipletes de componentes del campo de norma A,, fermiones de
Weyl izquierdos 1, ¥ A,, y campos escalares X y H. En particular para N/ = 4, tenemos
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el multiplete de norma (A, A2 X7), donde A}, A =1,2,3,4 son fermiones izquierdos de
Weyl &, y T con I =1,2,...,6 son campos escalares reales. Bajo el grupo de supersimetrias
SU(4)r el campo de norma A, es un singulete, los fermiones de Weyl se transforman en la
representaciéon fundamental 4, y los escalares X! bajo la representacién 6. Estos campos
estdn contenidos en el multiplete de norma que escribimos como (A,, A%, X7). Entonces
la Lagrangiana de SY M esta dada por [7]:

L= 4SYM—T7’{ FWFW

8 2

5 B, P = "iA" DA — Y DX DPX
gy i

a

2
a % a i \b gYM 7 i12
+zb:gYMC X ] +zb:Cmb>\ XN+ 2 Z[X,Xﬂ]}
a,b,r a,b,t 2y}
(2.35)
i=1,2,..6 ab=1,..4

donde gy s y 05 son las constantes de acoplamiento de la teorfa, mientras que las C, son
las constantes de estructura ? del algebra de supersimetria.

Existe otra simetria que esta teoria presenta, lo cual puede comprobarse calculando la
funcion beta, que es igual a cero. Cuando la funciéon beta es igual a cero, la constante
de acoplamiento es independiente de la escala energética, y por lo tanto, la teoria resulta
ser invariante ante reescalamientos [7]. Esta simetria, es una de las que necesariamente
se deben presentar para tener una propiedad que se conoce como invariancia conforme.
Para finalizar esta seccién, estudiaremos a continuacién dicha simetria.

Invariancia conforme

Una variedad D-dimensional es llamada con formalmente plana si el elemento invariante
de linea puede ser escrito en la forma [7]

ds* = ™y, do"dz" . (2.36)

El grupo conforme es el subgrupo del grupo general de transformaciones coordenadas
que preserva la condicién (2.36). Geométricamente, el grupo conforme preserva angulos
entre curvas mientras se reescalan las distancias. Ademas de los cambios de escala, las
transformaciones conformes son, o incluyen rotaciones (considerando boosts de Lorentz)
y traslaciones, ademds de un tipo de transformaciones mas complicadas conocido como
transformaciones conformes especiales [7).

Por ejemplo, si un campo escalar ¢(z, z) transforma bajo el cambio de escala z — Az (con
AERY z=ux9+ir;) de acuerdo a

B(2,2) = ¢(2,2) = A "p(Nz, A7) (2.37)

se dice que tiene dimensién conforme (h, h) [7]. Si el campo campo en cuestién transforma
bajo z — f(z) como

6(:2) = 022 = (2 (XY o0, 7o), (239

8Un fermion de Dirac ¢ puede descomponerse en dos fermiones Weyl, que transforman de manera
1
YD

independiente bajo transformaciones de Lorentz, es decir, ¢ = , donde v¥; y ¥p representan

fermiones de Weyl izquierdo y derecho, respectivamente [7].

9Las constantes de estructura son aquellas constantes que satisfacen [ty,t.] = iCy £, donde ¢ son los
generadores de un grupo, y por tanto, contienen toda la informacién de las reglas de multlphcamon de
dicho grupo. A este conjunto de relaciones de conmutacién se le conoce como un dlgebra de Lie [10].
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es llamado campo primario de dimensién conforme (h, h) [7], donde f representa el con-
jugado de la funcién compleja f. Si restringimos f al subgrupo SL(C)/Zs, el campo ¢
se conoce como campo cuasi-primario [7]. Un resultado importante es que en algunas
teorias de este tipo, en dos dimensiones, las funciones de correlacién de n con n < 3
puntos pueden derivarse exactamente a partir de las simetrias de la teoria, incluso sin
necesidad de conocer la accién [15]. En el caso de la funcién de dos puntos de dos cam-
pos cuasi-primarios en D = 2, la simetria conforme de SL(2,C)/Z, fija la funcién de
correlacién a la formal7]:

dijOn; b,
(¢i(2)0;(w)) = o= w)h (2.39)
donde d;; es una constante llamada constante de estructura. Para una funcion de corre-
lacién de tres puntos tenemos:

Chas
<(b1(21)q§2(22)¢3(z3)> = Zil21+h2_h3 n zg§+h3_h1 T Zg_s_h?,_hga

(2.40)

donde z;; = z; — z; [15]. Cuando la teoria conforme tiene dimensién D > 2, es posible
deducir expresiones similares para las funciones de correlacion, imponiendo restricciones
sobre estas a través de la invariancia bajo el grupo conforme [9].

En el caso de la teoria de SYM esta invariancia puede mezclarse con la supersimetria
N = 4, dando lugar a un grupo que engloba a estas dos simetrias, conocido como gru-
po superconforme, y nos brinda una manera de organizar los operadores de la teoria en
términos de familias generadas por operadores primarios superconformes [15].

2.2. Teoria General de la Relatividad

En esta seccion estudiaremos los conceptos mas importantes dentro de la teoria de la
Relatividad General y la llamada geometria Riemmanniana, con énfasis en teorias de
gravedad con correcciones a orden superior en la curvatura, escenarios que usaremos en
gran parte de este trabajo.

En la seccion anterior resumimos brevemente los fundamentos de la relatividad especial,
la cual nos sirve para explicar la cinemética y dindmica de cuerpos que se mueven con ve-
locidades cercanas a la de la luz. Aprendimos que bastaba con suponer ciertas propiedades
del espacio-tiempo, ademas de dos postulados para formular esta teoria, la cual llevé a
Einstein a conjeturar que el espacio y el tiempo formaban parte de una misma estructura.
Para encontrar la teoria que relaciona la descripciéon de la estructura espacio-temporal
con la fuerza de gravedad, Einstein tuvo que formular un tercer postulado, que se conoce
como el principio de equivalencia [8]:

Los resultados de cualquier experimento local realizados en un marco de referencia que cae
libremente en un campo gravitacional son independientes de la velocidad y de la posicion
de este.

Como veremos més adelante, dicho principio puede reformularse en términos de las tra-
yectorias de particulas que minimizan la distancia propia en espacio-tiempos curvos. Este
tipo de espacio-tiempos, al igual que el espacio de Minkowski, pertenecen al conjunto
de variedades que se conocen como variedades diferenciales, concepto que definiremos a
continuacion.
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2.2.1. Curvatura y Ecuaciones de Einstein

Una variedad diferencial D-dimensional es una estructura matematica que puede pensarse
intuitivamente como un espacio suave que localmente se ve plano, en el mismo sentido en
que la Tierra parece ser plana cuando recorremos distancias relativamente cortas respecto
al radio terrestre. Formalmente, es un espacio topoldgico junto con una familia de pares
{U;, ¢;}, donde ¢; es un homomorfismo del subconjunto abierto U; a un subconjunto de R,
tal que estos subconjuntos abiertos cubren todo el espacio topolégico [16]. Ademdas debe
cumplirse que para las intersecciones no vacias U; NU; el mapeo ¢; o qﬁj’l sea infinitamente
diferenciable. Consideremos una variedad descrita por un conjunto de coordenadas z*, con
1 =0,...,D—1. La manera en que medimos distancias en esta variedad esta determinada
por la métrica g,,(z*), un campo tensorial'® de rango (0,2) que nos permite escribir el
elemento de linea ds? como:

ds® = g, (v)dz"dx”, (2.41)

donde los indices i1 y v corren sobre las coordenadas espacio-temporales. El caso mas
sencillo en el que podemos estudiar la dinamica de este espacio-tiempo es considerar una
particula masiva que se mueve en dicha geometria. La accion de la particula relativista
libre puede escribirse considerando que de entre todas las trayectorias posibles, esta seguira
la que minimice la longitud de su trayectoria propia, definida por:

S = —m/dD:cv —ds? = —m/dDac\/—ngx”de d, (2.42)

donde A es un pardmetro afin (en este caso el llamado tiempo propio), m es la masa
de la particula y D es la dimensién espacio-temporal [17]. Podriamos intentar escribir la
ecuacién que rige el comportamiento de una particula bajo la influencia de la gravedad en
términos de un potencial gravitatorio, de manera analoga a como se procede en gravedad
Newtoniana. Sin embargo, gracias al principio de equivalencia, sabemos que una particula
que cae bajo la influencia de este potencial gravitatorio es equivalente a una particula
que sigue una trayectoria geodésica en una variedad diferencial, es decir, una curva que
extremiza la accién (2.40) de la particula y cuya ecuacion se escribe en términos de la
métrica como:

Pat L dat da?

e AN AN
donde I',, es la conexion de Levi-Civita, o simbolo de Chrystoffel, que se define en términos
de las primeras derivadas de la métrica como [16]:

(2.43)

Il = —%g’”‘ (Gpaw + Grap — Guva) - (2.44)
De esta manera, lo que antes entendiamos como una particula bajo la accion de la fuerza
de gravedad, se vuelve una particula siguiendo una trayectoria que esta determinada por
las propiedades geométricas del espacio-tiempo.

Si una ecuacion tiene sentido fisico, entonces debe ser covariante, es decir, la dindmica
debe ser independiente del sistema de referencia. Si una ecuacién contiene, por ejemplo,
un covector (tensor de rango (0,1), V},, proporcional a la derivada parcial 0, entonces
esta ecuacion no es covariante, dado que 9, no transforma como un covector. La manera

10Si un objeto Tpapz-#n que depende de las coordenadas satisface la regla de transformacién

1/11_/2‘“1/ _ = = - A
W2 frm (77) — OxHs1 JxHr2 OxF/n QzH1 dxH1 OxPl oy ... i, (5 . _
Thapz-tm () = Ty s o e e e K (Z), entonces se dice que es un campo ten

sorial de rango (n,m). En particular la métrica es un tensor de rango (2,0).
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de solucionar esto es definir una nueva versién de derivada que transforma de manera
covariante [16]:
VAV =0V + DLV + L = TR V) (2.45)

donde los indices pu, v, A y p corren sobre las coordenadas espacio-temporales. Entonces
dada una ecuacion que involucra derivadas parciales, podemos volverla independiente del
marco de referencia sustituyendo las derivadas parciales ordinarias por la derivada cova-
riante que acabamos de definir y sustituyendo 7,, — g,.. Esta sustitucién es una manera
de implementar lo que se conoce como acoplamiento minimo [17], y es la manera mas
simple de agregar interacciones entre los diferentes campos de la teoria, incluyendo a la
métrica.

Segun la Relatividad General, la dinamica del espacio-tiempo estd determinada por una
ecuacion tensorial que involucra ciertas cantidades que definimos a continuacién. Estas
cantidades se construyen a partir de la métrica. El llamado tensor de Ricci R, y el escalar
de curvatura R

R=g"R,,, Ry, = gxagpaRMf, (2.46)

se definen como las tinicas dos contracciones posibles del tensor de Riemmann [16];

R;Mf =9,I%, — 81,1“’/{“ + 5,00, — TS0, (2.47)
La accién que proporciona la ecuacién de movimiento se conoce como la accion de
FEinstein-Hilbert y esta dada por [16]:

167TGN M

donde g representa el determinante de la métrica g,,, y G es la constante de Newton en
D dimensiones. La accion Sy, representa los términos que involucran campos de materia,
o fuentes del campo gravitacional. Definimos ademas el tensor de energia-momento como

[16]

2 0Su
T, =——F—= , (2.49)
V=9 5g,uu
un tensor simétrico de rango 2, que contiene la informacién acerca de la densidad de
energia y momento, asi como de los esfuerzos para una configuracion de materia descrita
por la accién S)yy.

Con las herramientas que hemos desarrollado, podemos escribir las llamadas ecuaciones
de campo de Einstein:

1
Gu +Aguw = R, — i(R +2M) g, = 87GNT 0, (2.50)
donde A es la constante cosmoldgica *'. Esta integral debe ser evaluada en la variedad di-

ferencial M que representa al espacio-tiempo. Si ademas esta variedad posee una frontera
OM, la presencia de las segundas derivadas de la métrica en las ecuaciones de movimiento

HValor numérico que representa la densidad de energfa del vacio [7]. Estd relacionada de manera
inversamente proporcional con el radio de curvatura. De esta manera A = 0 para un espacio plano, es
positiva para un espacio esférico y negativa para un espacio hiperbdlico, suponiendo que estamos en un
espacio homogéneo e isotrépico. Cantidad inicialmente introducida por Einstein para dar consistencia a
su modelo estético del universo, antes de que fuese descartado por las observaciones de Hubble [17].
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ocasiona que el principio variacional no proporcione las ecuaciones de movimiento correc-
tas [16]. Para solucionar esto, debemos imponer, mediante la adicién de un término de
frontera en la accion gravitacional, condiciones de frontera sobre la métrica y su derivada.
York, Gibbons y Hawking dedujeron la forma en que estas condiciones modifican la accion
gravitacional [18]:

con el término de frontera de Gibbons-Hawking-York dado por:

/ PyvVhK, (2.52)
oM

Scry = SGn
donde h y K son respectivamente el determinante de la métrica inducida hqp = G0, X" 0, X",
y la traza de la curvatura extrinseca, definida por Kq, = n,,0,X"0,X", donde n, es un
vector normal a la hipersuperficie correspondiente. En una teoria de gravedad, debemos
obtener e incluir estos términos de frontera en la acciéon para que el principio variacional
esté bien definido.

Dada una solucion a las ecuaciones de gravedad, frecuentemente es til estudiar cudles son
las transformaciones de coordenadas, o difeomorfismos que dejan invariante la geometria
del espacio-tiempo, es decir, cudles son las simetrias de la métrica, también llamadas
isometrias. Dado un tensor g, y un campo vectorial ¢, definimos la derivada de Lie'?
como [8, 16]:

LCg/u/ = Ccvcgab + gacvbCC + gcbva<C = VaCb + vbCa- (253)

Esta operacion recibe el nombre de derivada debido a que evalia el cambio del tensor a lo
largo del flujo del campo vectorial. Si existe un campo vectorial para el cual la derivada de
Lie de la métrica a lo largo de este campo se anula, significa que la métrica es invariante
cuando hacemos el cambio de coordenadas generado por el flujo del campo, es decir, existe
una isometria asociada con este campo vectorial. A un campo de este tipo se le conoce
como campo vectorial de Killing, y estd definido por la ecuacién [8, 16]:

ch,uu =0. (254)

2.2.2. Teorias de Gravedad con correcciones en la curvatura de
orden superior.

La teoria de Einstein ha resultado exitosa en la prediccién de fendémenos a escalas ma-
croscopicas, e incluso en nuestros dias se siguen comprobando sus predicciones. Un resul-
tado que es consecuencia de esta teoria es lo que conocemos como ondas gravitacionales,
las cuales han sido detectadas en los experimentos de LIGO [19]. Ademés de esto, recien-
temente se han obtenido imagenes que corroboran la existencia de los agujeros negros [20].
A pesar del tremendo éxito de esta teoria, existen razones para pensar que no proporcio-
na una descripcion completa de la teoria de la gravedad. Completa, en el sentido de ser
valida a cualquier escala de distancia o equivalentemente, a cualquier escala de energia
[7]. En particular, ademds sucede que si intentamos aplicar las técnicas de la Seccién 2.1
para cuantizar la teoria de Einstein, la teoria resulta ser no renormalizable. En pocas pa-
labras, este problema implica que al analizar la expansion perturbativa en términos de la

12En general, podemos definir una derivada de Lie para tensores de rango arbitrario. Aqui nos restrin-
gimos sélo al caso de un tensor de rango (0,2).
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constante de acoplamiento existe una infinidad de términos para poder eliminar todas las
divergencias. Esta dificultad conduce a la idea de que la accién de gravedad cudntica debe
ser corregida con términos que cobren cada vez mayor relevancia al ir escalas de distancia
que son mucho menores que el radio de curvatura de nuestro espacio-tiempo. También
resultara 1til mas adelante pensar en teorias de gravedad en dimension arbitraria, por lo
que dejaremos de ahora en adelante la dimensién del espacio-tiempo, D, arbitraria. En el
contexto de gravedad, este paso a dimensién arbitraria conlleva consecuencias topoldgicas
no triviales. Existe un resultado conocido como el teorema de Gauss-Bonnet [16], que
nos da una forma de calcular la llamada caracteristica de Euler '* x(M) asociada a una
variedad M a partir de escalares formados con contracciones del tensor de Riemann. Por
ejemplo, en 4 dimensiones espacio-temporales podemos escribir [16]:

87T2 d4x\/_ (Rapea R — 4R, R™ + R*) + Sp = x(M), (2.55)
donde « es la constante de acoplamiento de la teoria, y Sg es un término que generaliza
al término de frontera de GHY. La cantidad entre paréntesis en la ecuacién (2.55) es un
invariante topoldgico que puede entenderse como una generalizacién a segundo orden (en
contracciones del tensor de Riemann) del escalar de Ricci que aparece en la accion de
Einstein-Hilbert. En D < 4 las ecuaciones de movimiento resultan ser las ecuaciones de
Einstein (2.49), asi que este término no proporciona nueva informacién acerca de la fisica
de la teoria. Sin embargo, podemos obtener una teoria en la que este término aporte una
nueva dinamica, considerando esta misma acciéon en 5 dimensiones espacio-temporales,
dando lugar a la teoria conocida como gravedad de Gauss-Bonnet. La accién de esta
teoria estd dada por [21]:

Sa = Sgn + / dx —g « (R2 - 4RabRab + RabcdRade) . (256)
M

En contraste con el caso 4-dimensional, en esta teoria si aparece una contribucion no trivial

a las ecuaciones de movimiento debido al segundo término en la accion. Las ecuaciones

de movimiento toman la forma [22]:

1
Gab - Agab - O4(_gab ((R2 - 4RabRab + RabcdRade)

2 (2.57)
— 9RRyy + AR RS + ARy R — 2RacdeRCde) — 871Gy T,

donde los indices a, b corren sobre las coordenadas espacio-temporales. Esta teoria es in-
teresante porque, entre otras cosas, las ecuaciones de movimiento siguen siendo de segundo
orden en derivadas de la métrica [22]. Podemos generalizar esta identidad a dimensién ar-
bitraria considerando extensiones dimensionales de un conjunto de invariantes topolégicos,
conocidos invariantes de Chern-Weyl, en el mismo sentido en que la accién de Einstein-
Hilbert es la extensién dimensional de la caracteristica de Euler. Estas extensiones, dan
lugar a la teoria de gravedad de Lovelock [21, 22], definida por la accién:

(251
S, = / dPz /=g Z ﬁ(sg;g; U RN R M 4 T, (2.58)

donde el simbolo | | denota la parte entera de un nimero, y Ig corresponde a un término de
frontera andlogo al término de GHY (2.52), que escribiremos explicitamente en el Capitulo

3Numero que determina la forma de una superficie independientemente de las deformaciones continuas
que apliquemos sobre esta. Estd relacionado con el genus, que representa el niimero de orificios que tiene
dicha superficie.[22]
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3. También definimos la delta de Kronecker generalizada como el producto antisimetrizado
de las deltas de Kronecker usuales:

Gt okir = (2K)1001 0!Gk 5. (2.59)
Aqui los indices ay, by, ¢x v di corren sobre las coordenadas espacio-temporales y k es
el nimero de pares de indices en la delta de Kronecker generalizada, que en este caso
corresponde al orden en la curvatura [22]. De hecho, la accién definida en (2.58) resulta
ser la accion mas general de gravedad pura sin torsiéon que proporciona ecuaciones de
segundo orden en la métrica, y dadas por un tensor simétrico de rango 2 [22]. En D > 4,
esta teoria es una generalizacion de la gravedad de Einstein con correcciones a orden
O(R*) en la curvatura, con k < [(D — 1)/2] [23]. Explicitamente hasta orden k = 3, la
accion se escribe como:

S = / dPx\/=glao + a1 R + az(Rapea R — AR, R™ + R?)
M

+ a5 (R® + BRR™ Reguy — 12RRy R + 24R R, Ry + 16R“ Ry R (200)
o+ 2R Rapae R, + SRR RE + 2Raneg RURE)) + ...,

donde los puntos suspensivos denotan términos de orden superior en curvatura o términos
de frontera y las cantidades ag, ai, as, az representan cuatro constantes de acoplamiento
desde orden 0 hasta orden 3. Las ecuaciones de campo que obtenemos al variar esta accion,
en ausencia de fuentes se pueden escribir como:

Gh= Y kgt pits Rl — ), (2.61)

2k+1 aby1ba...bay ajaz* agk—102k
k=0

La teoria de Lovelock es una extension de la teoria de Einstein que puede pensarse a
un orden k fijo, como un truncamiento de una teorfa fundamental de gravedad [22]. Es
por esto, que las constantes de acoplamiento a; que aparecen en la accién (2.58), a pesar
de que son independientes entre si, deben corresponder a una unica escala de longitud.
Cuando estudiemos mas adelante las herramientas de la teoria de cuerdas, veremos que
en ciertos modelos de gravedad cuantica aparecen correcciones a la acciéon de Einstein-
Hilbert en la forma del término cuadratico en la accién (2.60). En este tipo de teorias
también aparecen términos de orden superior en convolucién con campos de materia en
la accién.

En gravedad de Gauss-Bonnet existen soluciones de agujero negro y agujeros de gusano
[23, 24]. Cabe preguntarnos, por ejemplo, como se ven afectadas la propiedades termo-
dinamicas del agujero negro en este tipo de generalizaciones. Por ejemplo, para una teoria
de gravedad cuya Lagrangiana £(R,,,,) dependa de combinaciones del tensor de Riemann
y de la métrica, la entropia de Bekenstein-Hawking se debe generalizar a la relacién [16]:

oL
Sw = / AP 2V h——="—€\€0p, (2.62)
M 5R/W>\p
donde €, es el tensor binormal al horizonte de eventos y h es el determinante de la métrica

inducida en el horizonte de eventos. A esta férmula se le conoce como entropia de Wald
[16].
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2.3. Teorias de Cuerdas y D-Branas

A pesar de que la teoria cuantica de campos ha resultado exitosa para explicar en buena
medida tres de las cuatro interacciones fundamentales a escalas cuanticas y en el régimen
de acoplamiento débil, entre otras cosas, no proporciona una descripcién satisfactoria al
intentar describir a la gravedad como una teoria fundamental, dado que la relatividad
general es una teoria no renormalizable [7]. Desde finales del siglo XX se conoce una
alternativa que permite, bajo ciertas condiciones, incorporar a la gravedad como una teoria
cuantica, al menos a nivel perturbativo. Esta es la llamada teoria de cuerdas. Si bien atin no
provee evidencia experimental para ser corroborada, es una herramienta potencialmente
util que podemos utilizar para entender como formular una teoria cuantica de la gravedad
que sea satisfactoria en ciertos regimenes. La idea principal de esta teoria consiste en
suponer que a escalas de entre 107 ®m y la longitud de Planck, Ip ~ 1,6 x 107**m,
los componentes bésicos de la materia consisten de objetos unidimensionales, es decir
cuerdas, cuyos modos de vibracion cuanticos dan lugar a las distintas particulas que
conocemos, ademds de otra gran variedad de particulas y otros objetos elementales [7].
Debido a su importancia para el marco tedrico donde se realizaran los calculos de este
trabajo, dedicaremos esta subseccion a estudiar los temas més importantes de la teoria
de cuerdas, comenzando con la descripcion de la llamada cuerda bosénica relativista.

2.3.1. Cuerda bosonica

Imaginemos un objeto unidimensional que se mueve en un espacio-tiempo plano d + 1-
dimensional, con d = 1, 2, ..., en la ausencia de fuerzas externas. Recordemos la acciéon para
la particula relativista (2.42). Al ser extremizada, esta accién proporciona la trayectoria
que minimiza la longitud propia recorrida por la particula. Una cuerda a su vez, describe
una superficie bidimensional al moverse en el espacio-tiempo d + 1-dimensional, conocida
como hoja de mundo. En analogia con la particula relativista, podemos deducir la dinamica
clasica de la cuerda a partir de un principio variacional, exigiendo que el drea propia
de la hoja de mundo sea minima [25, 26]. Equivalentemente a como hacemos con la
particula, podemos parametrizar la hoja de mundo con dos parametros o,7 y describir
las coordenadas de esta misma en el espacio-tiempo a través de una funcién vectorial que
llamaremos el encaje de la cuerda, y que denotaremos como X*(o, 1), con =0, ...,d (ver
Figura 2.3.1). Cabe recalcar que la parametrizacién (7, 0) es arbitraria y por lo tanto la
accién de la cuerda es invariante bajo reparametrizaciones en la hoja de mundo, lo que
quiere decir que si 7"y ¢’ son funciones de 7y o, se cumple que X'(7',0") = X(7,0) [26].
Existen dos tipos de cuerdas; abiertas y cerradas. En el primer caso, la cuerda tiene dos
extremos, y la variable espacial o se puede definir en el intervalo que va de 0 a w. En
el segundo caso, la cuerda no tiene extremos, asi que la variable o es periédica. Por el
momento, y por simplicidad, estudiaremos la dindmica de una cuerda abierta. La accion
para la cuerda, o la llamada accion de Nambu-Goto [27] en el espacio-tiempo de Minkowski
esta dada por:

Sva = —T/decr E(X,X';J, T) = —T/dUdT\/ —h, (2.63)

donde definimos X = %—f y X' = %—f y h es el determinante de hg, la métrica inducida
en la hoja de mundo, definida como hq, = 1,,0,X"0, X", donde los indices a,b toman
los valores a,b = 0,1. Ademads definimos a T como un coeficiente que representa a la
tensién de la cuerda [27]. Esta accién presenta simetria de Lorentz en las coordenadas
espacio-temporales para un espacio-tiempo plano, ademas de la ya mencionada invariancia
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XH(T,0)
—
| 0 1
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Figura 2.2: Derecha: Parametrizacién de un segmento en el espacio de la hoja de mundo 2
dimensional (o, 7). Izquierda: La funcién X(7,0) mapea este segmento a la hoja de mundo
encajada en un espacio-tiempo d + 1-dimensional.

bajo reparametrizaciones en la hoja de mundo [27]. Tomando la variacién de la accién
de Nambu-Goto respecto al encaje de la cuerda, obtenemos las ecuaciones de la cuerda
abierta [25],

0 oL 0 oL oL

——+ — =0 ; =0 =0,m. 2.64
droxr | 000X Coaxm o TR (2.64)
Podemos escribir (2.64) en términos de los momentos a lo largo de la cuerda y transversos

a ella, P* = % y Pt = aﬁ(ﬁm' Realizando el calculo explicitamente se obtiene

XrX? — XX - X')
\/(X -X’)2 _ XQX/Q

- . .
P =T . P == TX/“X — XXX
\/(X-X’)Z _XZX/Q

o

. (2.65)

A nivel clasico, es posible partir de una accién equivalente a la de Nambu-Goto introdu-
ciendo una métrica independiente en la hoja de mundo v,5(7,0), con «, f = o, 7. En este
caso obtenemos la llamada accidn de Polyakov [27, 25]:

Sp = —T/deU\/—vvaﬁaaX“agX”nW = —T/deU\/—ﬂwaﬁhag, (2.66)

donde 7 representa el determinante de 7,,. Ademas de las simetrias que satisface la accion
de Nambu-Goto, esta accién a nivel clasico presenta invariancia bajo transformaciones de
Weyl, que son reescalamientos de la forma e ?h,s, donde ¢ = ¢(a,7), sobre el campo
auxiliar hog [25, 26]. Esta simetrfa, junto con la invariancia bajo reparametrizaciones en
la hoja de mundo, pueden interpretarse como un conjunto de tres simetrias de norma, que
pueden eliminarse fijando tres parametros. En particular, podemos hacer una eleccién de
norma que simplifique la forma de las ecuaciones de movimiento. Tomando la variacion
de la accién de Polyakov respecto a 74, obtenemos la relacién [25]

VP hay = 2(—h)2(—y) 712, (2.67)

Si sustituimos (2.67) en la accién de Polyakov, recuperamos la accién de Nambu-Goto,
Sne. Variando la accién (2.66) respecto a X* obtenemos la siguiente ecuacién de movi-
miento,

0u((=1)'*"0X") = (=) VX" =0, (2.68)
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donde V? es el operador Laplaciano, y en particular, para la cuerda abierta podemos
imponer condiciones de frontera de Neumann

X'M(1,0) = X*(r,7) =0, (2.69)

o de Dirichlet
X*r,0) =X v X*(r,7) =X (2.70)

donde X' y X* son constantes. Las condiciones de Neumann representan fisicamente a
una cuerda en la cual no hay momento fluyendo a través de los extremos de la cuerda.
Por otro lado, las condiciones de Dirichlet representan a una cuerda con sus extremos fijos
en una o varias de las p coordenadas espaciales, con el resto de las coordenadas satisfa-
ciendo condiciones de Neumann. Las condiciones de Dirichlet rompen con la invariancia
de Poincaré y por lo tanto no seran consideradas por el momento. Sin embargo, mas ade-
lante, veremos que en realidad X' y X* representan las posiciones de objetos extendidos
conocidos como Dp-branas [25, 7].

Asi como en Relatividad General en 4 dimensiones espacio-temporales podemos definir un
tensor de energia-momento tomando la derivada funcional de la accién relativista respecto
a la métrica, en 2 dimensiones definimos el tensor de energia-momento sobre la hoja de
mundo como [26, 27]:

. 2w 55}3
V=

Debido a la invariancia de Weyl, es facil demostrar que T¢ = 7,3, T% = 0, y como conse-
cuencia de la invariancia bajo reparametrizaciones, obtenemos 7% = 0. Podemos ahora
usar la simetria de Weyl y la invariancia bajo reparametrizaciones. Como la matriz 7% es
simétrica en dos dimensiones, se necesitan tres parametros independientes para definirla.
Entonces, podemos fijar la norma de manera que la matriz v sea

aw (=1 0\ 4
7—(0 1) € (2.72)

es decir, la métrica de Minkowski en dos dimensiones multiplicada por una funciéon po-

sitiva que denominaremos factor conforme [25]. Usando este resultado, las ecuaciones de
movimiento (2.68) se pueden escribir de la siguiente manera:

0? 0? )

— — — ) X¥*(1,0) =0. 2.73

(802 oT2 (7.9) (2.73)

Esto no es otra cosa que la ecuacién de onda en dos dimensiones en espacio-tiempo plano.

Por lo tanto, podemos construir la solucién X*(7,0) como una superposiciéon de modos

de Fourier. Definimos como z* a la posicion espacio-temporal del centro de masa de la

cuerda y a p* como el momento espacio-temporal del centro de masa, con 4 =0, ...,d. La

solucién explicita para una cuerda abierta con condiciones de frontera de Neumann es [27]

1
T(r, o) = — —477{ X, 0" X" - iyab%dacxuad)(“}. (2.71)

XH(r,0) = 2" + Ep'r + il Z %a%e‘"m cos(mo), (2.74)
m#0
donde a# son los modos de Fourier de la descomposicion, y m € Z. A partir de la densidad
lagrangiana £ = —T(0,X"0,X,, — 0, X"0,X,,), podemos construir el momento conjugado
[ = % = 2T X*. Los paréntesis de Poisson valores iguales de la coordenada 7
satisfacen [27, 25]:

{X*(0), (")} = *d(0 —0'),  {1I*(0),11"(c")} =0, (2.75)
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que en términos de los modos de oscilacion, implica que
{at ar} = imdpinn™, {p', z"} =nt. (2.76)

Para la densidad Hamiltoniana H = X #11, — L, podemos construir el Hamiltoniano H
integrando a lo largo de la longitud de la cuerda abierta:

s 1 0
H:/O daH(a):§§an-an, (2.77)

donde definimos o, - o, = Nty Podemos imponer la condiciéon de que el tensor Ty,
en (2.71) sea igual a cero modo por modo en la expansién de Fourier a nivel cldsico de
la siguiente manera. Es posible describir a la cuerda por medio de un par de parametros
en los que las condiciones sobre el tensor de energia momento tienen una forma simple.
Definimos las coordenadas del cono de luz mediante la reparametrizacién ot = 7 + o.
Entonces T4 son las componentes del tensor de energia momento bidimensional escritas
en las coordenadas oF. En estas coordenadas, las constricciones T, = 0 se escriben como
Ty, = T__ = 0. Sustituyendo la expansién en modos de (2.74) en la expresién para el
tensor de energia-momento en las coordenadas del cono de luz, obtenemos [26]

T__ =2 E Ly,e 2mo (2.78)
donde
L I /7r 2ime ] gy X EOO (2.79)
m = — e __ a0 = = Oyp—n, * Ol .
2 Jo 2 £~

Por lo tanto, la condiciéon de nulidad sobre T _ se escribe como L,, = 0 para todo m
[25]. Estas cantidades, denominados modos de Virasoro [25, 26, 27|, satisfacen la llamada
dlgebra de Virasoro, que en términos de los paréntesis de Poisson, puede definirse como
[25, 26]

{Ly, Ly} =i(m —n)Lyyn. (2.80)
El Hamiltoniano (2.77), se puede expresar en términos de los modos de Virasoro de la

siguiente manera [25, 27]:
H = L, (2.81)

donde Ly corresponde al modo de Virasoro con cero modos de oscilacion excitados. No-
tando que

1 i 1 >
Ly = —p* Oy = ———M? O, 2.82
0 47er pu+;a « T —l—;& « ( )

y eligiendo Ly = 0 (por la simetria residual que corresponde a invariancia bajo difeomor-
fismos [26]), deducimos una relacién para el espectro de la cuerda abierta con condiciones
de Neumann [25, 26]:

M? = 47T a_y - oy, (2.83)
n=1

donde M es la masa de la cuerda. Ahora podemos proceder a cuantizar canénicamente
la cuerda abierta. Para esto, promovemos las relaciones (2.75) y (2.76), a relaciones de
conmutacion para los operadores X* y I1#, asi como para los modos de oscilacién, mediante
la sustitucién {,} — —i[,]. Los modos de Virasoro y los modos de oscilacién «,, son
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promovidos a operadores de la manera usual, con la diferencia de que en la descomposicion
en términos de los modos de oscilacién aparece el orden normal de operadores, que se
denota como ::. Por ejemplo, en el caso cudntico [26],

1 o
L, = 5 ; S Qpn Ol - (2.84)

Esta prescripcion nos indica que los operadores a_,, con n > 0, aparecen a la derecha
de los operadores «,,. El orden normal no afecta a los L,, con m # 0, pero el operador
Hamiltoniano Ly necesita una definicién mas cuidadosa, ya que en el caso cuantico los
operadores o y o, no conmutan, debido a que [a#,a”, ] = mn*dy (ver ecuacién
(2.76)). Como consecuencia, aparecen estados de norma negativa, que no tienen sentido
fisico. Por lo tanto debemos encontrar una manera para removerlos del espectro. Como
operador, tenemos

n

1 o0
Lo = 504(2) + Z Ay + Q. (2.85)
—0oQ
La consecuencia de esto, es que Lq difiere por una constante en todas las ecuaciones clasicas
que involucren a Ly [26]. De momento denotemos a dicha constante a. Para satisfacer
a nivel cuantico las constricciones sobre el tensor de energia-momento bidimensional,
T,, =T _ =0, debemos imponer a nivel clasico las constricciones en términos de modos
de Virasoro requiriendo que L,, = 0. A nivel cudntico, esto se convierte en un conjunto de
constricciones que actian sobre un estado fisico arbitrario que denotamos como |¢)[27],
en términos de los operadores de Virasoro mediante [25, 27],

(Lo — a)|¢) = 0; L,|¢) =0 param > 0. (2.86)

El estado |¢) pertenece a un espacio de Fock que se define en términos de todos los estados
de la forma [29]
(@)™ (k)™= |0; k) (2.87)

para la cuerda abierta, donde £ es el momento del centro de masa de la cuerda. En el caso
cuantico, el dlgebra de Virasoro se modifica respecto al caso clasico. Usando las relaciones
de conmutacién para los «,,, obtenemos [25, 26]:

(Lyns L] = (m — 1) Lo + %(m?) — )G, (2.88)

donde ¢ = D es la dimension espacio-temporal. El término proporcional a ¢ es un efecto
cuantico y es llamado una extension central, mientras que la constante ¢ se le conoce
como carga central. La carga central puede interpretarse como una medida del nimero de
grados de libertad de la teorfa [7]. Si nuestro estado cudntico no tiene modos de oscilacién
encendidos (nivel 0), su dindmica estd determinada dinicamente por el momento de su
centro de masa k*, donde = 0, ..., d, y por lo tanto denotamos a este estado como |0; k).
Imponiendo la primera de las constricciones (2.86) a este estado, obtenemos una expresion
para la masa; M? = — 2. Este es un estado denominado taquidnico, lo que significa que el
cuadrado de su masa es negativo. En el primer nivel, es decir, con un oscilador excitado,
podemos especificar un vector de polarizaciéon (* para el estado |(, k). Para vectores de
polarizacién temporales obtenemos estados con norma negativa, llamados fantasmas [26],
analogamente al caso de la teoria de QED. La presencia de estos estados no puede tener
sentido en una teorfa unitaria. La segunda de las constricciones (2.86) nos permite obtener
estados que son ortogonales a todos los estados fisicos y que ademas cumplen la primera
de las constricciones (2.86). Es decir, satisfacen [26]

(Lo —a)|¢) = 0, (9] [9) = 0. (2.89)
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A estos estados se les conoce como estados espurios. Podemos considerar tres casos: a > 1,
a < 1,y a=1. En los primeros dos casos los estados espurios no pueden ser fisicos, lo
cual nos impide tener estados nulos y fisicos. En el caso particular en que a = 1 (M? = 0),
obtenemos un vector no masivo en el espacio-tiempo D-dimensional, con D = d + 1. Este
vector, tiene asociada una invariancia de norma, debido a que los estados espurios son
fisicos y nulos, y por lo tanto, podemos sumérselo a un estado fisico sin tener consecuencias
fisicas, definiendo una relacién de equivalencia [25]:

0) ~ @) + A1) =~ ARR (2.90)

Dicho estado, tiene exactamente las propiedades que el foton de QED, por lo que obte-
nemos . En el segundo nivel obtenemos estados de cuerda fisicos y masivos. La estrategia
que hemos seguido para encontrar los valores de a y D, es buscar los estados de norma
cero que satisfagan las condiciones de estado fisico. En la frontera entre estados fisicos con
norma negativa y norma positiva encontramos que a = 1 y la dimensién espacio-temporal
es D = 26 [25, 27, 26]. Este caso es lo llamamos una teorfa de cuerdas critica, que posee
24 estados de un vector no masivo A*, que tiene invariancia U(1), un estado taquidnico y
una torre infinita de estados masivos. Como veremos mas adelante, los estados taquionicos
pueden removerse una vez que hayamos pasado al caso de supercuerdas [27].

Consideremos ahora el caso de la cuerda bosonica cerrada. La solucion a la ecuacion de
onda (2.73) con condiciones periddicas, es decir [26],

X™M(7,0) = X™(7,7), X*(,0) = X*(r,m), Yab (75 0) = Yau (T, ), (2.91)

se escribe de la siguiente manera:

XHt(r,0) = Xh(o7)+ XI(o™), (2.92)
donde
wi _— 1 m 1 2,1 1 . 1 n o —2imo~
Xp(o7) = 57 + §l8p T+ §zls Z e (2.93)
m##0
1 1 1 1 ,
Xt(o7) = ga* + Elgp“T + 5ils > E&ge””””*. (2.94)

m#0

Ahora tenemos a dos tipos de modos de oscilacién independientes, a,, y @&,,, que repre-
sentan modos viajando a la derecha y a la izquierda, respectivamente. Los paréntesis de
Poisson de los modos derechos e izquierdos, satisfacen

{an,an} = imdppan®,  {ah,an} =0, (2.95)

ademds de las relaciones (2.76). Podemos definir también modos de Virasoro asociados a
los modos de oscilacién izquierdos mediante [25, 26]

T, N N
L, = E/0 e*moT,  do = 5 gam_n Q. (2.96)

Usando las relaciones (2.95), podemos ver que estos modos satisfacen las relaciones co-
rrespondientes al dlgebra de Virasoro:

(Lo Lo} = i(m — 1) Losns { Ly Ln} =0, (2.97)
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mientras que los modos L,, satisfacen las relaciones de cuerda abierta (2.80) Ahora el
Hamiltoniano se escribe como

oo

H = /0 " doH (o) = %Z(a_n o+ A - ), (2.98)

y en términos de los modos cero de Virasoro obtenemos:
H = Ly + L. (2.99)

La relacién para la masa del espectro andloga a (2.83) es [25]

M? =8rT Y (a_p - G+ Gy - ). (2.100)

n=1

Para cuantizar la teoria, definimos el espacio de Fock como aquellos estados de la forma

(o) (k) 2 L (@) (@) |05 k) (2.101)
donde los exponentes n,; representan el numero de osciladores encendidos en las coor-
denadas p; del j-ésimo modo de oscilacion a;-”. En el caso cudntico, las relaciones de
conmutacién se generalizan al dlgebra de Virasoro, por lo que [25, 26]

- - - D
(L, L) =0, [Ln, Ly = (m — n) Ly + E(m3 — )0t (2.102)
Debido a la periodicidad de la solucion, debemos imponer la invariancia bajo traslaciones
en la coordenada o mediante la siguiente constriccién [26]:

(Lo — Lo) |¢) =0, (2.103)

que resulta en la condicién de igualdad de niveles N = N, donde N, N es el ntimero de
modos que se propagan a la derecha y a la izquierda, respectivamente. Para el caso de
la cuerda cerrada, el espectro se construye de la siguiente manera. Sin ningin oscilador
excitado obtenemos un estado taquiénico de cuerda cerrada con M = —4/a’. En el primer
nivel obtenemos 242 estados no masivos de la forma o ;a, |0; k). La parte simétrica y
sin traza de este estado esta asociada a un campo que transforma en las coordenadas
i, v bajo SO(24) como una particula no masiva con espin 2, que corresponde al cuanto
del campo gravitatorio, o gravitén y que denotamos como G,,. La parte antisimétrica,
B, es llamada campo de Kalb-Ramond, y transforma bajo SO(24) como un tensor an-
tisimétrico de segundo rango. La traza de este estado es el dilaton, ®, un campo escalar
que tiene la propiedad de controlar las interacciones de cuerdas en la hoja de mundo,
y esta relacionado con la constante de acoplamiento de cuerdas mediante g5 = exp(®)
[25]. Aumentando el nimero de niveles escitados, podemos usar la relacién espectral para
obtener una torre infinita de estados masivos. Mas adelante, explicaremos en detalle el
caso de cuerda abierta.

2.3.2. Teorias de supercuerdas

Las teorias de cuerdas bosénicas tienen al menos dos problemas graves para describir la
fisica de nuestro universo. El primero es que existen taquiones en el espectro tanto de
cuerda abierta como de cuerda cerrada. El segundo, aiin mas dréstico, es que no aparecen
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fermiones en el espectro de la cuerda. Existen tres formalismos para incorporar fermiones
a la teoria, y todos requieren la presencia de supersimetria [26]. El primero de estos, que
estudiaremos a continuacion, se conoce como formalismo Ramond-Neveu-Scwarz o RNS,
que consiste en introducir supersimetria a nivel de la hoja de mundo [26]. La segunda
forma de construir una teoria de cuerdas supersimétricas, es hacer manifiesta la supersi-
metria en el espacio-tiempo, formalismo que se conoce como de Green-Schwarz o GS [26].
Existe un tercer formalismo, que no estudiaremos aqui pero que vale la pena mencionar y
es el llamado formalismo de Berkovitz, una combinacion de los formalismos mencionados
anteriormente [25, 26].

Supercuerdas RNS

Recordemos que la accion de la cuerda bosénica en la norma conforme puede interpretarse
como la acciéon de una teoria para D campos escalares libres no masivos en la hoja de
mundo. Con esta idea en mente, podemos generalizar la acciéon de manera que incluya D
fermiones de Majorana en la hoja de mundo que pertenecen a la representacion vectorial
del grupo de Lorentz SO(D — 1, 1). Las correspondientes matrices de Dirac p® con «, § =
0,1 satisfacen el algebra de Dirac en dos dimensiones [26]:

{00} = 217 (2.104)

La forma explicita de las matrices p® es:

P’ = ((1) _01) , pl = ((1) é) . (2.105)

Los fermiones ¥*, donde pu = 0,.., D, que introduciremos en la hoja de mundo, estan
constituidos utilizando variables de Grassman'?, es decir, a nivel cldsico satsifacen las
relaciones de anticonmutacién {¢* "} = 0. En dos dimensiones, el espinor tiene dos

”w
componentes reales: Y* = (zg) Si definimos 8 = ip°, el conjugado del espinor es
Y = T8, La accién de cuerda en espacio-tiempo plano que incluye a D espinores de
Majorana no masivos, se escribe como (con o/ = 12 = ;1= = 1/2) [26]:
1 _
S=-5 | &0 (02 X,0° X 4 70, (2.106)
M

donde la hoja de mundo de la cuerda abierta es la banda 0 < ¢ < 7, 00 < 7 < oc0. El
hecho de que los espinores ¥ sean de Majorana, significa que sus componentes son reales,
es decir, ¥} = 94, ¢ = 1_. En esta notacion la parte fermidnica de la accion se puede
reescribir como

s=1 [ Patv-0.0-+ 0.0, (2.107)
T

donde O son las parciales en las coordenadas del cono de luz '° definidas previamente. La
ecuacion de Dirac se puede escribir como 0+1+ = 0, que en dos dimensiones representan

!4Las variables de Grassmann, son un algebra g, de variables que actian como numeros reales o
complejos en un espacio de Hilbert, pero que satisfacen relaciones de anticonmutacion, es decir, {qq, ¢} =
0.

5Esto se debe a que las matrices definidas en (2.105) satisfacen p®9, = < 0 % _60>

01 + 0y 0

2 (80 g_>, y de la definicién se sigue que ¢ = (¢4, —1_). La accién (2.107) se obtiene llevando
+

a cabo la multiplicacién matricial correspondiente.
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condiciones de Weyl!®. Esto significa que los espinores 1+ son espinores de Majorana-Weyl
[25, 26]. La accién (2.106) es invariante bajo las transformaciones de supersimetria [26]

SX" = et S = p®9a X e, (2.108)

€ ) P . .
donde € = ( +) es un parametro infinitesimal que es a la vez un espinor de Majorana, y
€

estd compuesto de nimeros de Grassman [26]. En estas componentes las transformaciones
de supersimetria son

SXH = (et — e_yhh), St = —20_XP e, St =20, XFe_.  (2.109)

Esta es una supersimetria global de la teoria sobre la hoja de mundo. Podemos hacer
manifiesta la supersimetria en el espacio-tiempo de la accién (2.106 ) mediante el forma-
lismo del super-espacio [26]. Definimos las coordenadas de la super-hoja de mundo como

(0%,04), donde 04 = +) son coordenadas de Grassman que anticonmutan entre si y

0_
que forman un espinor de Majorana con A = 0, 1. Los indices a representan a las coor-
denadas 0° = 7, 0! = ¢ de la cuerda bosénica. Consideremos una funcién Y (0%, 604), que
llamaremos el super-campo, y que definimos como [26]

Y (0%,0,) = X*(0%) + 0" (0®) + %6’93”(00‘), (2.110)

donde B*(c®) es un campo bosénico auxiliar que no altera el contenido fisico de la teoria,
ya que se vuelve cero después de usar su ecuacién de campo, y es necesario para hacer
manifiesta la supersimetria espacio-temporal [26]. Los generadores de las transformaciones
de supersimetria en la super-hoja de mundo, llamadas supercargas, se definen como [26]:

0

Qa = 90, (p"0) 40a. (2.111)

Las transfromaciones generadas por € en el super-espacio son [26]
664 = [€Q, 6] = €4, ,60% = [€Q, 0] = Op°e. (2.112)
De la misma manera, la supercarga QQ actiia sobre el superc-ampo de acuerdo a
SYH =[eQ, Y] = QY. (2.113)

La accion se puede escribir en términos del super-campo definiendo la super-derivada
covariante [26]

DA == (pae)Aﬁa, (2114)

=5+
y obtenemos .
S = ﬁ / Pod*9DY" DY, (2.115)

Esta accion tiene supersimetria manifiesta en el espacio-tiempo, como podemos ver cal-
culando 4.5. El tensor de energia-momento en las coordenadas del cono de luz se escribe
como

Toy =0, X"0, X, + %wiamw, (2.116)

16Las condiciones de Weyl sobre un espinor, implican que sus componentes cumplen la propiedad de
ser reales y ademas son invariantes ante conjugacion de carga.
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T =0_X"0_X, + %wﬁa_w_ - (2.117)
También podemos definir las super-corrientes [26]
Jo = yLos X, J_=yro_X,. (2.118)
En conjunto, estas cantidades satisfacen en la teoria de cuerdas RNS las condiciones
Jpy=J_ =T, =T _=0. (2.119)

Al aplicar el principio variacional a la accién (2.106), debemos imponer dos tipos distin-
tos de condiciones de frontera que dividen el espectro en cuatro sectores. Para el sector
fermidnico de una supercuerda abierta, podemos tener [26]:

Y (1, m) =+t (r, ) (2.120)

Y (1, ) = =t (7, 7). (2.121)

A la primera condicién (2.120) se le conoce como condicién de Ramond (R), mientras que
la segunda (2.121) condicién se le llama condicién de Neveu-Schwarz (NS) [26, 27]. Para
el sector R, podemos escribir la expansién en modos como [26, 27]

Yh (o, 7) Zd“ ~in(r—o) Y (o, ) Zd“ —in(r+o) (2.122)

nGZ nEZ

donde los modos fermiénicos d* satisfacen la relacién de Majorana d*f = d", [26]. Para
el sector NS tenemos [26, 27

1 )
Y (o, T) Z prein(r=a), Yo, 1) = — Z pe—in(ro), (2.123)
reZ+1/2 \/5 reZ+1/2

Para cuerdas cerradas, tenemos dos tipos posibles de condiciones periddicas. Estas son

(o) =2l (o + 7, 7). (2.124)
La expansion en modos corresponde a
Y (o, 7) Zd“ —2in(r—0) 0 W (o, ) Z bre=2n(r=o) (2.125)
nEZ r€Z+1/2
para los modos derechos y
W (o,7) Zd“e’m(”" o Yo7 Z ble~2in(mHo) (2.126)
nEZ T€Z+l/2

para los modos izquierdos [26]. Una vez cuantizada la teoria, el espectro resultante se
divide en cuatro sectores (NN, NR, RN, RR), que corresponden a las 4 combinaciones
de condiciones de frontera sobre los modos de propagacion fermiénicos izquierdos y de-
rechos [25, 26]. Podemos cuantizar esta teorfa imponiendo relaciones de anticonmutacién
candnicas sobre los modos de oscilacién fermiénicos [25, 26]:

{bm bs} - {l_)m Bs} - 77#”57"—&-5,07 {dm; dn} - {sz7 Jn} - 77””5m+n,07 (2127)
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ademds de las relaciones de conmutacién para los modos bosénicos (2.95). Definimos
también el estado base en los sectores R y NS de la siguiente forma [26]:

ap, [0) g = afy [0} = 0, ap, [0) s = 0]0) yg =0, (2.128)

para r,m > 0. En el sector NS el vacio es tinico y corresponde a un estado de espin cero
en el espacio-tiempo [26]. En contraste, en el sector R el vacio es degenerado, debido a
que los operadores dfj conmutan con el operador de nimero N, y como consecuencia de la
ecuacion (2.127), estos estados forman una representacion del algebra de Dirac [26]. Por
lo tanto el vacio en el sector R consiste de estados que son fermiones en el espacio-tiempo
[26]. El algebra de Virasoro incluye ahora a operadores asociados a los modos de oscilacién
fermionicos, que denotamos como G,, donde r € Z para el sector R, y r € Z + % para el
sector NS. Las relaciones de (anti)conmutacion son [25, 27]:

[Lons L] = (m — 1) L + 1—02(m3 — ) (2.129)
{Gr, Gs} =2Lp4s + 1_02<4T2 — 1)0r4s (2.130)
(Lo, G] = %(m )G, (2.131)
donde
L, = %Z S Qe Qi %& 2(27“ — M) Yy - Yy 1+ (2.132)
Gr=> an -t (2.133)

y :: representa el orden normal de operadores. Las condiciones de estado fisico en el sector
NS son [26]

Grlp) =0, Lnlg)=0, (Lo—ans)=0, rm>0, (2.134)
mientras que para el sector R obtenemos [26]
Guld) =0, Lnlg)=0, (Lo—ag)=0, n,m>0. (2.135)

Los valores de a y D se determinan andlogamente al caso de la cuerda bosénica [25] y
obtenemos D = 10 y a = 0 para el sector R mientras que a = —1/2 para el sector NS.
La teorfa de cuerdas RNS, resulta ser inconsistente por la presencia de taquiones [26, 28|.
Para eliminar los taquiones y obtener supersimetria espacio-temporal, el espectro es pro-
yectado con un operador que elimina a los estados con un nimero par de excitaciones en
la expansién de 1. A esto se le conoce como proyecciéon GSO [25, 26, 28]. El espectro de
supercuerdas resulta libre de taquiones, lo cual significa, entre otras cosas, que la teoria
tiene un estado vacio estable. Ademas obtenemos un estado base bosénico no masivo.
La proyeccion GSO ademas elimina del sector NS los estados bosénicos construidos con
un nimero impar de campos anticonmutativos en el espacio-tiempo [28]. Los estados no
masivos de particula en 10 dimensiones en un espacio-tiempo de Minkowski se clasifican
por su representacién de SO(8) bajo rotaciones de Lorentz. La proyeccién GSO elimina
ciertos estados, y al final obtenemos dos representaciones equivalentes de SO(8), 8. v 8s.
El estado base de la teoria es entonces 8, @ 85, un multiplete vectorial con supersimetria
espacio-temporal N =1, D = 10 [25].
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El espectro de una cuerda cerrada corresponde al producto de dos copias del espectro de
cuerda abierta [25]. En este tltimo caso, teniamos dos diferentes representaciones para la
proyeccion GSO que eran equivalentes, pero en el caso de cuerda cerrada debemos escoger
dos copias de cada representacién para obtener una cuerda cerrada. Tomando la misma
proyeccion tanto para los modos derechos como para los modos izquierdos, obtenemos la
llamada teorfa de cuerdas tipo IIB [25]. Si tomamos dos distintas proyecciones, una para
los modos derechos, y otra para los modos izquierdos, obtenemos la teoria tipo ITA [25].
Los sectores no masivos en cada caso, estan dados por [25]:

Tipo ITA: (8, @ 8)® 8, & 8, (2.136)

Tipo IIB: (8, ® 8s) ® 8, & 8. (2.137)

En este trabajo, nos enfocaremos solamente en la teoria de cuerdas tipo I1B. Esta teoria
consiste de cuerdas cerradas supersimétricas que se propagan en un espacio-tiempo plano
10-dimensional. El nombre IIB, proviene del hecho de que hay N = 2 supersimetrias, que
en 10 dimensiones corresponde a 32 componentes de los generadores de supercarga. Fl
espectro de campos que producen los modos de oscilacion de las cuerdas puede dividirse
en los 4 sectores de supercuerdas descritos anteriormente. En el sector NS-NS, tenemos un
campo escalar ¢(x) conocido como dilaton, que tiene una sola componente fisica [7]. Tene-
mos un bosoén no masivo de espin 2 con 35 estados, que corresponde al campo simétrico sin
masa del graviton hyy. Este campo es el responsable de que el propio espacio-tiempo sea
dindmico. Ademds tenemos al campo de norma antisimétrico de Kalb-Ramond, By (z%),
una 2-forma, que contiene 28 estados. Por otro lado, tenemos 3 campos bosénicos en el
sector R-R; C(a™M), Cyn(a?), vy Ciinpr(T?), que son respectivamente el campo esca-
lar arion, la 2-forma R-R, y la 4-forma autodual'” [7]. Estos tres campos, junto con el
campo de Kalb-Ramond corresponden a generalizaciones del potencial electromagnético
A, y tienen una carga R-R asociada, y sus intensidades de campo son invariantes bajo
las correspondientes transformaciones de norma. Por tltimo, tenemos también las parejas
supersimétricas del dilaton y del graviton, que se denominan respectivamente dilatino y
gravitino, y se pueden acomodar en los sectores R-NS y NS-R [7]. En total se tienen 256
estados no masivos de los cuales la mitad son bosones y la otra mitad son fermiones.

Como mencionamos anteriormente, podemos determinar la manera en que estos campos
interactian entre si mediante las amplitudes de dispersién de la cuerda. Esta informacion
puede resumirse en una accién efectiva para la teoria de cuerdas IIB [7, 1]. Si ademads
suponemos que estamos en el régimen de energias bajas, donde F < I, podemos des-
preciar los modos masivos y quedarnos solamente con los campos no-masivos. La teoria
resultante se conoce como supergravedad IIB o SUGRA IIB [7, 15]. La accién efectiva
para la parte bosonica de esta teoria se puede escribir en el llamado marco de cuerdas de
la siguiente manera [7]:

1
SsuGra = /dxw\/ —g{e’QS" (R + 40y 0™ — —HMNPHMNP)

1 1 1
_ QE)MC’(?MC - % L p GNP @G;\—ZNPGH_ MNP} (2.138)

1 1 |
© 32GxN /d10x413|2 (C(;E23H456G789 + permutaczones)

1
167TGN

1TLa condicién de autodualidad sobre esta 4-forma significa que GLNPQR = *GLNPQR, donde x*

representa al dual de Hodge: T, . arp_, = VT;g e%}l':_'_]x;[)_ Tn,. .n,, donde €

Civita.

lmn...

ik €s el tensor de Levi-
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donde HMNP = %a[MBNp], GMNP = %G[MCNP] y G]TJNPQR = %O[MC]J'\}PQR} son las
intensidades de campo asociadas a los campos tensoriales. También podemos escribir esta
accién como [7]:

1

1 1
S = dPx/=gp{Rg — = (0p)% — —e Y HynpHMNE 4+ . 2.139
SUGRA 167TGN/ ©v/—ge{RE 2( M) E ¢ unpHE 7+ ( )

donde la etiqueta F indica que estos campos estan calculados en el marco de FEinstein
[30, 7], que no es més que la redefinicién de la métrica gyn(x) — gun(z) = 55 g¥ ()
[7]. Los puntos suspensivos denotan acoplamientos de los otros campos de norma. Los
términos que le siguen al escalar de Ricci, pueden interprestarse como correcciones de la

teoria de cuerdas a la gravedad de Einstein [7].

2.3.3. Solucién de p-brana negra y D-branas

Existen distintas soluciones a la teoria de supergravedad IIB, sin embargo aqui sélo exa-
minaremos una de ellas, que corresponde a un fondo de gravedad conocido como p-brana
negra. Este fondo es méaximamente supersimétrico, lo cual quiere decir que se conservan
las 32 supersimetrias de SUGRA IIB [30, 7]. Esta solucién puede entenderse como una
fuente de carga N bajo el campo de norma A,;; (donde p = —1,1,3,5,7,9 para la teoria
IIB) que tiene como grupo de isometrias al grupo ISO(p). Si suponemos que la simetria
de las 10 — p coordenadas en esta métrica es esférica cuando la fuente de carga R-R esta
en el origen, la carga del campo A, estd dada por la integral de la intensidad de campo,
que corresponde a la p + 2-forma F,,, sobre una esfera (8 — p) dimensional S#P. Esta
integracion nos permite separar la métrica en una parte espacial originada por la fuente

P dz'ds' y una solucién con simetria esférica en las 10 — p coordenadas exteriores a
esta fuente [7, 15]:

A5 = AL (NA_() 22+ AL(r)da 4 AT(r)A(r)dr?

1 (2.140)
+ AT (r)dQ;

donde d3_, es la métrica en una esfera S5 unitaria, y v = —5 — ‘;’%g. El campo del

dilatén y las funciones A estan dados por [7, 15]:
Ag(r)=1— (=) (2.141)

r

) (3=p)

e® =4dng,A_(r) 4 (2.142)
Ay =g A (r) P = 1] da A ... A daP. (2.143)

El nombre de p-brana negra hace referencia a que estas soluciones comparten la mayoria
de las propiedades de los agujeros negros cargados, que como vimos anteriormente estan
descritos por la métrica de Reissner-Nordstrom. La topologia del horizonte en este caso
es de la forma S8P x RP. Vemos que el horizonte de eventos en estas coordenadas estéd
localizado en r = ry y para p > 6 ademas tiene una singularidad en » = r_. La masa y la
densidad de carga estan dadas por [7]:

2 7T—p 7—

M=wz p)(27T)7dpl§3((8 - =T Q=) (2.144)

donde d, es un factor numérico. Cuando r, > r_ el horizonte de eventos cubre a la
singularidad de la misma manera que en el caso del agujero de Schwarzchild. En el caso
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critico, ry = r_ y si p # 3, el horizonte de eventos y la singularidad coinciden, originando
una singularidad nula [7]. El dilatén puede diverger o anularse en r = 7. Sin embargo, la
singularidad en este caso puede tratarse mas facilmente que la singularidad en el régimen
ry < r_. Para el caso p = 3 el dilaton es constante y la superficie en r = r, es regular,
por lo que la singularidad impone la condicién ry > r_ sobre la coordenada radial. Esta
condicién se transforma en la siguiente relacién entre la masa y la carga, conocida como
cota BPS'® [32]:
N

- _ 2.145

Esta desigualdad determina los valores que puede tomar M una vez que fijamos la carga
R-R dada por N = (€1s_,, donde €, es el volumen de una esfera n-dimensional. Cuando
se cumple la igualdad, M es la minima masa que pueden tomar las branas dada la carga
N, por lo que a las soluciones se les llama p-branas negras extremales. En este caso el drea
del horizonte de eventos se anula, y la mitad de las supersimetrias se conserva siempre y
cuando estemos en el régimen donde la teoria es tratable con la accién de Einstein-Hilbert
[7]. Esto sugiere que las p-branas negras extremales corresponden al estado base de las
p-branas negras dada la carga @ [15, 7).

Las p-branas estan estrechamente relacionadas con un tipo de objetos dindmicos que apa-
recen en teoria de cuerdas, y comparten con ellos la propiedad de ser objetos extendidos
en varias dimensiones espaciales [25]. Una teoria de cuerdas abiertas tiene la posibilidad
de tener condiciones de frontera en los extremos de la cuerda. Hasta el momento hemos
considerado implicitamente condiciones de frontera sobre las velocidades de los extremos,
llamadas condiciones de Neumann. Ahora podemos pensar en restringir el movimiento de
los extremos a una superficie dada, esto es, imponer condiciones de Dirichlet en los ex-
tremos. En este caso surgen consecuencias interesantes para nuestra discusion. En primer
lugar, la superficie sobre la cual se mueven los extremos puede considerarse a si misma
como un objeto dindmico de la teorfa, que llamamos Dp-brana [25]. Esta superficie es
un objeto dinamico extendido, que se describe bajo ciertas condiciones mediante la ge-
neralizacién de la acciéon de Nambu-Goto a objetos p-dimensionales (en lugar de objetos
unidimensionales, como en el caso de la cuerda), donde p es la dimensién espacial de dicho
objeto. Las branas son objetos de tipo soliténico'® [7], es decir, soluciones no perturbati-
vas cuyas ecuaciones de movimiento son no lineales, que tienen una gran energia, y que
producen excitaciones macroscopicas en forma de campos [7]. Una Dp-brana puede tener
distintos tipos de excitaciones. Uno de estos corresponde a sus fluctuaciones y deforma-
ciones en las direcciones normales o transversales. Estas estan descritas por un conjunto
de d — p campos escalares no masivos ¢* con i = p + 1,...,d, los cuales solo dependen
de las coordenadas z* tangenciales al volumen de mundo de la D-brana [7]. Otro tipo
de excitaciones corresponde a las direcciones tangenciales a la brana, y estd descrito por
cuerdas abiertas con condiciones de Dirichlet, cuyos extremos representan un campo de
norma abeliano A, con =0, ..., p, cuyo grupo de simetrias es U(1). Podemos explicar el
origen de este campo, si consideramos al extremo de la cuerda como una carga que actia
como generador del campo de norma sobre el volumen de mundo. Es decir, el extremo de
la cuerda genera un campo de Maxwell que vive en el volumen de mundo de la Dp-brana.

18Las cotas BPS se refieren a un conjunto de desigualdades que relacionan la masa de una solucién
tipo monopolo con su carga eléctrica y magnética. En supersimetria, esta cota es consecuencia de tener
una representacién unitaria del dlgebra de supersimetria [31]. Los estados BPS son aquellos que saturan
la cota BPS, formando representaciones cortas de un algebra de supersimetria extendida [32].

19Un solitén es una gran excitacién ondulatoria localizada de un campo, que se propaga a una velocidad
constante mientras mantiene su forma ondulatoria inicial [7].
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La Dp-brana puede describirse mediante un conjunto de p+ 1 parametros ¢ en el volumen
de mundo, similares a los pardmetros de la cuerda en la hoja de mundo. Cuando el campo
de norma no es muy intenso en comparacién con la curvatura del espacio tiempo y la
deformaciéon externa de las branas es despreciable, la acciéon que resume estos dos tipos
de excitaciones estd dada por la accién de Dirac-Born-Infeld [7]:

SDBI = —TDp / dea\/—det(gW + 27Tl§Fm,), (2146)

donde g, es la métrica inducida sobre el volumen de mundo, con p,v =0, ...,d, y F,, =
0, A, — 0,A, es la intensidad del campo de norma. Tp, representa la tensién de la D,-
brana. Si no hay un campo de norma en el volumen de mundo, F,, = 0 y la accién se
reduce a [7]

S = —TDp/dea\/—det(gW) = —TDp/deJ\/—det(gW), (2.147)

que puede considerarse como una generalizacién de la accién de la cuerda para un objeto
con p dimensiones espaciales. En el espacio-tiempo plano, la métrica inducida en la D-
brana se puede aproximar por:

G = Ny + (2713)20,,0' 0, ¢ (2.148)

donde 7, es la métrica de Minkowski en (p + 1) dimensiones.

Podemos volver ahora al caso en el que tenemos un valor distinte de cero para el campo de
norma. Si realizamos una expansion en potencias de 7, v Fj,,, y nos quedamos solamente
con los términos cuadraticos, la acciéon se transforma en:

1 1 1
Sppr = 5— (= Fu F" + 20,0'0"¢' + ...) (2.149)
2 4 2

donde (como quedara explicado posteriormente) introdujimos la constante de acoplamien-
to gy m [1, 7]
o = 2(27)P 2P 3 g, (2.150)

La etiqueta Y M quedard justificada en la siguiente seccion, cuando derivemos la relacion
de esta accién con la teoria de Super Yang-Mills. (2.149) es la accién que describe un
campo de norma junto con d — p campos escalares no masivos.

Consideremos ahora el caso de n Dp-branas paralelas a lo largo de la direccién x; en el
espacio de Minkowski. Sean z’ las posiciones de la i-ésima D,-brana en la direccién 1,
con i = 1,2. Aqui x representa el conjunto de 9 — p coordenadas normales. La separacion
entre las branas es r = 22 — x!'. Existen 4 tipos de configuraciones en las cuales pueden
estar los extremos de una cuerda abierta, y cada uno genera un campo de norma distinto
7, 33]. Estos campos de norma podemos denotarlos como (A,)%, donde ,j = 1,2 denotan
la D)-brana en la que se encuentra cada extremo de la cuerda abierta. Si la cuerda tiene
ambos extremos sobre la misma Dp-brana (i = j), el campo de norma correspondiente
es no masivo, como se explicé anteriormente. Sin embargo, cuando una cuerda une a las
dos Dp-branas, obtenemos estados masivos, donde el operador de masa esta dado como
M = 5= [1, 7] donde 7 es la coordenada radial en la métrica de Minkowski en coor-
denadas esféricas. Si tenemos dos Dp-branas separadas una distancia r, y las acercamos
hasta que coincidan, tendremos M = 0, y como consecuencia, los 4 campos <Au)§' seran
no masivos [7]. Entonces podemos ver a estos campos como componentes de matrices



2.3. TEORIAS DE CUERDAS Y D-BRANAS 39

de 2 x 2 que forman una representacién del grupo de norma U(2), que representa una
configuraciéon de 2 Dp—branas [7].

En un caso mas general, podemos “apilar” un nimero arbitrariamente grande N, de Dp-
branas, en cuyo caso, obtendremos 2"¢ campos de norma no masivos, que forman matrices
de (N.x N,) en la representacién adjunta del grupo de norma U (N,) [7]. En particular, nos
interesa considerar N. D3-branas en la teoria tipo IIB descrita anteriormente en el limite
de bajas energias (comparadas con el inverso de la longitud de cuerdas) cudndo la teoria de
cuerdas se reduce a SUGRA IIB. Estudiando las excitaciones no masivas de este sistema
obtenemos un campo de norma A,, donde p = 0,...,3, y seis campos escalares ¢’ con
i =1,...,6. Ademds aparecen cuatro fermiones de Weyl no masivos, con 16 componentes
reales y que corresponden a 8 grados de libertad internos de la D-brana [7, 33]. Todos estos
campos estan en la representacién adjunta de U(N) [7]. A bajas energias (en comparacién
con el inverso de la longitud de la cuerda), podemos realizar una expansién perturbativa en
términos de zl y la accion resultante estd dada por (3.18), que resulta ser la parte bosénica
de la accién de Yang-Mills en (3+1) dimensiones con supersimetria global N' = 4 (que
abreviaremos N' = 4 SY M) [7]. La constante de acoplamiento de Yang-Mills corresponde
a tomar p = 3 en la ecuacién (2.150) y es [1, 7]:

Go g = 47gs. (2.151)

El subgrupo diagonal U(1) de U(N) describe el movimiento del centro de masa del sis-
tema de D3-branas, por lo que los modos correspondientes a la dindmica intrinseca de
estas se desacoplan de los modos correspondientes a SU(N), que describen el movimiento
relativo entre D3-branas [7]. La teorfa también incluye cuerdas cerradas propagandose en
el espacio-tiempo 10-dimensional. A bajas energias (cuando E < 1/Iy), la intensidad de
las interacciones entre cuerdas cerradas y abiertas es despreciable, y podemos concluir a
partir de la accién (2.149) que la teoria en el volumen de mundo 4-dimensional de las
D3-branas se reduce a N =4 SY M en un espacio de Minkowski con 4 dimensiones, que
estd incrustado en el espacio-tiempo de cuerdas 10-dimensional.

A partir de las amplitudes de propagacion entre modos de cuerdas abiertas y cerradas
podemos escribir una accién efectiva para los modos de supergravedad interactuando con
los modos de cuerda abierta en la D3-brana. Esto da lugar a una accion efectiva que
nos dice que la D3-brana se acopla un campo de norma, y por tanto posee una carga
R-R, con Tps igual a su densidad de carga. Por otro lado, sabemos de la forma de Spp;
sabemos que Tpz es la constante de acoplamiento para la propagacion de gravitones.
Esto hecho es relevante, ya que la misma cantidad determina la amplitud de propagacion
de cuerdas cerradas [7]. Mas aun, si calculamos las amplitudes de dispersiéon de cuerdas
abiertas entre dos D3-branas paralelas, con uno de los extremos de la cuerda en cada
D3-brana obtenemos exactamente el mismo valor que si consideramos la propagacion de
una cuerda cerrada de una D3-brana a otra. Este resultado se conoce como dualidad de
cuerdas abiertas-cerradas y nos permite deducir la manera en que la tension depende de
la constante de acoplamiento de cuerdas abiertas [7]:

1

R e— 2.152
(27T)pgsl€+1 ( )

Tpy =
Podemos conjeturar que la pila de N D3-branas es la descripcién, en un cierto limite,
de otro tipo de objeto que ya hemos analizado. La masa y la carga R-R de la D3-brana

estdn dadas exactamente por la ecuacién (2.144), y dicha masa satura la desigualdad
(2.145), que corresponde a las condiciones para una 3-brana negra extremal. Esto nos
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lleva a la conjetura de que los modos de cuerda cerradas generados por la pila de N D3-
branas (teoria de norma SU(NN)) son exactamente iguales a los modos de cuerdas cerradas
propagandose en el fondo de p-brana negra. De manera més precisa, la solucién de 3-brana
negra solo es valida cuando E > ¢g.N, mientras que la expansion perturbativa para modos
de cuerda abierta en la pila de D3-branas requiere que consideremos F < [.N. Podemos
concluir que estas dos descripciones nos hablan de un mismo sistema, pero descrito a
escalas energéticas mutuamente excluyentes.

2.4. Correspondencia Norma Gravedad

La discusion de la seccién anterior ha hecho énfasis en la propiedad de que los dos esce-
narios descritos, son en realidad el mismo sistema, utilizando dos lenguajes diferentes que
son validos en diferentes regimenes. El objetivo de esto, ha sido brindar el marco tedérico
para la deduccion de un resultado que provee las herramientas tedricas necesarias que uti-
lizaremos en este trabajo. A este resultado se le conoce como correspondencia AdS/CFT,
o correspondencia hologrdfica, o norma/gravedad [1, 7, 15, 33].

2.4.1. Limite de ultra-bajas energias

Regresemos a la solucién de p-brana negra de la ecuacién (2.140), cuya métrica puede
escribirse para el caso extremal con p = 3 en la forma

ds? = H(r) Y2(=dt? + da® + dy? + d2*) + H(r)"?(dr? + r2dQ32) (2.153)
4
H(r)=1+ (%) ,  L*=4rg,NI} , (2.154)

donde df25 representa el elemento de linea de una métrica esférica en 5 dimensiones. En
este caso el dilatén es constante, y su exponencial es igual a la constante de cuerdas [7]. El
campo de norma se escribe como Cyia3 = g, ' (1— H(r)™!). La cantidad L representa el ra-
dio de curvatura del espacio-tiempo descrito por la solucién (2.154), que pedimos que sea
grande en comparacién con la longitud de la cuerda [,, de forma que podamos quedarnos
con la solucion de gravedad clasica. Esta condicién implica, de la segunda de las ecuacio-
nes (2.154), que la cantidad g.N igualmente debe ser grande mientras que la expansién
perturbativa en modos de cuerda cerrada requiere que g. < 1 [1]. Sabemos de la dualidad
de cuerdas abiertas-cerradas que este sistema es equivalente una pila de N D3-branas en
espacio-tiempo plano con E < ¢.N, con cuerdas abiertas interactuando débilmente [1, 7].

Ahora analicemos qué sucede si consideramos este sistema a energias ultrabajas, es decir,
EF K i , % o lo que es lo mismo, a escalas de distancia mucho mayores que la longitud de
cuerdas y que el radio de curvatura del fondo. En el lado de la brana negra la condicion
E < g.N implica (por la ecuacién (2.154)) que E~! < L, por lo que los modos de cuer-
da cerrada resultan demasiado grandes para ser absorbidos por la brana, que tiene una
seccién eficaz proporcional a una potencia de L [7]. Los modos de oscilacién de la cuerda
cerrada se propagan entonces en un fondo plano, y estan desacoplados por completo de
los modos cercanos al horizonte de la brana negra 2°. Del lado de las D3-branas, la teoria
igualmente se desacopla en modos de cuerda cerrada en espacio-tiempo plano dando lugar
a una teoria de SUGRA libre, y modos de cuerda abierta en la pila de D-branas, que en

20Recordemos que una 3-brana negra puede interpretarse como un agujero negro en (3+1) dimensiones,
y por lo tanto posee un horizonte de eventos.
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Figura 2.3: Dualidad entre el fondo gravitacional generado por el sistema de 3-brana negra
extremal con carga R-R N (izquierda) y una pila de N D3-branas encajadas en un espacio-
tiempo plano-10 dimensional (derecha). En el lado izquierdo tenemos cuerdas cerradas que se
pueden propagar cerca del horizonte donde el espacio-tiempo estd muy curvado, o a distancias
para las cuales 1 — oo, donde el espacio-tiempo es aproximadamente plano. Del lado derecho
tenemos cuerdas abiertas propagandose en las D3’s y cuerdas cerradas en Minkowski 10-dim.

este limite corresponde a SY M N = 4 con grupo de norma U(N) [1, 7].

En la brana negra ademas sucede un efecto de corrimiento al rojo, debido a que la compo-
nente temporal de la métrica (2.154), que determina la energia propia de un observador
que se mueve bajo la geometria de la brana en terminos de la energia de un observador
en infinito a través de la férmula E,..p = /—gu 'F.., depende de la coordenada radial
r. El efecto de este corrimiento es que al imponer la condicién £ < 1/L sobre la energia
en infinito, la teoria tipo IIB se reduce a SUGRA IIB libre en un fondo plano siempre y
cuando nos mantengamos en la regién » > L. Sin embargo, en la regién r < L, podemos
tener E,,,, arbitrariamente grande y ain satisfacer esta condicién, debido a que [7, 1]

L4
ge = H(r) ™2 = (14 23)7V" (2.155)

, , . . 4 4 . .
Ademas, en este régimen podemos aproximar 1 + f—4 ~ f—4 y obtenemos la siguiente
geometria,

2 L2
ds® = {L2< dt* + dz®) + ﬁdrz} + L2dQZ, (2.156)

donde r € (0,00), t,z; € (—o0,00). El término entre llaves corresponde a la métrica del
espacio-tiempo conocido como Anti-de Sitter 5-dimensional, mientras que el otro término
describe a una esfera 5-dimensional de radio L. Podemos visualizar nuestro punto de par-
tida esquematicamente en la Figura 2.5.2. Tenemos dos sistemas distintos, cada uno con
su propia acciéon. En el lado de la pila de N D3-branas tenemos una teoria de norma
SY M N = 4, cuyas excitaciones no masivas son modos de supergravedad IIB desacopla-
dos propagandose en fondo plano. Entonces, podemos separar la acciéon en dos términos,
uno para la teoria de norma en la D3-brana, y otro para la teoria de cuerdas IIB en el
limite de bajas energias:

Snps = Ssym N=4 + Ssucra 11B- (2.157)

Por otro lado, la accién que corresponde solucién de p-brana negra se puede separar en
la accién que describe el fondo AdSs x S°, y en los modos no masivos de cuerda cerrada
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lejos de la p-brana, que corresponden a supergravedad IIB en fondo plano. De esta forma,
la accion para la 3-brana negra se escribe como:

S37brcmanegra = SAdS’5><S5 + SSUGRA IIB- (2158)

Claramente, si estos dos sistemas han de ser equivalentes en esta aproximacién, las acciones
(2.157) y (2.158) deben coincidir. Igualando el lado izquierdo de (2.157) y (2.158), vemos
que en ambos lados aparece la accion de la teoria SUGRA IIB. Cancelando este término,
llegamos a la conclusion de que

{N =4 SYM en Minkowski 4 — dim} = {cuerdas tipo IIB en AdSs x S°} (2.159)

Este es el enunciado principal y mejor entendido de la correspondencia norma/gravedad
[1]. En el lado derecho de esta relacion, las interacciones estan controladas por la constante
de t’Hooft A = ¢g.N. En el limite de bajas energias F < [.N, tenemos A > 1, por lo que
la teoria estd fuertemente acoplada, mientras que en la 3-brana negra las interacciones
estan controladas por la constante de cuerdas g.. En este mismo limite, la constante de
cuerdas resulta ser comparable a uno, por lo que la teoria esta débilmente acoplada. Este
es un resultado importante, ya que nos permite obtener una dualidad entre una teoria
débilmente acoplada y una teoria fuertemente acoplada. Usando este resultado, podemos
realizar calculos perturbativos usando las técnicas usuales de la teoria de campos para
obtener informacién de una teoria en un régimen en donde es dificil calcular cantidades
fisicas, como las funciones de correlacién. Debido a esta dualidad, todas las cantidades que
aparecen en una de las teorias tiene su dual hologrdfico en la otra teoria. A esta biyeccion
entre distintos lenguajes le llamamos el diccionario de la correspondencia hologrdfica.
Gracias a los avances de los ultimos anos, ha sido posible deducir algunas de las entradas
de este diccionario.

2.4.2. Diccionario de AdS/CFT

Antes de analizar las entradas mas importantes del diccionario de la correspondencia
AdS/CFT, estudiemos la geometria del fondo conocido como Anti-de Sitter. Este espacio-
tiempo, se define en 5 dimensiones como la cubierta universal de un hiperboloide de radio
L? encajado en un espacio plano con signatura (4,2) [7, 33]. Es un espacio-tiempo de
curvatura constante negativa, hecho que se ve reflejado en el signo negativo de la constante
cosmoldgica. En las coordenadas globales (7, p,$2) la métrica se escribe como:

ds® = L*(dp* — cosh? p d7? + sinh® p dQ3), (2.160)
donde d2 = df?* + sin? §(dp? + sin? ¢pdip?), con las coordenadas (6, ¢, ) periddicas. Si

redefinimos la coordenada radial como tan a = senh p y desechamos un factor conforme
mediante una transformacién de Weyl, podemos representar a este espacio-tiempo en
una regién finita [7, 33]. En la Figura 2.4.2 a) se muestra el correspondiente diagrama
de Penrose [16], dado en coordenadas globales. Notemos que el infinito espacial es una
superficie tipo tiempo, por lo que los rayos de luz pueden alcanzar esta regién en un
tiempo propio finito. En analogia con lo que sucede en el espacio-tiempo de Minkowski,
donde un observador acelerado con una aceleracion propia dada describe sélo una porcion
del espacio completo (coordenadas de Rindler), también podemos definir un conjunto de
coordenadas asociadas a un observador acelerado en AdS. A ese conjunto se le conoce
como coordenadas de Poincare [7, 33], y cubren la porcién sombreada en la Figura 2.4.2
b) , también conocida como parche de Poincare. En estas coordenadas la métrica se escribe

CO1mo:
2

ds? = R—2(—dt2 + dz* + dz?), (2.161)
z
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Figura 2.4: a) Seccién transversal del diagrama de Penrose de AdSs5 cuando las coordenadas
periédicas se toman como constantes. La coordenada radial « tiene un rango finito, por lo que
el infinito espacial estd localizado en a &+ 7/2. b) En el cilindro completo de AdS descrito por
las coordenadas globales, podemos definir coordenadas que describen a un observador acelerado
en AdS restringiéndo el espacio al parche de Poincaré, representado como la regién sombreada
del diagrama.

donde T = (x1,29,23) y 2z € (0,00). Vemos que esta ecuacién coincide con el primer
término de (2.156), que determina la solucién de p-brana negra extremal, por lo que
las coordenadas espaciales del espacio plano en el que definimos la teorfa SY MN = 4,
7 deben identificarse especificamente con las coordenadas del parche de Poincaré en AdSs.

Como primer potencial evidencia de la conjetura, veamos como se relacionan las simetrias
espacio-temporales de las teorias en los dos lados de la correspondencia. El espacio-tiempo
AdS5 <SP tiene, globalmente, al grupo conforme SO(2,4) como grupo de isometrias [15, 33].
Este grupo actia sobre la frontera de AdS5 como el grupo de conforme 4-dimensional,
por lo que la métrica resulta invariante bajo transformaciones conformes. En particular,
para dilataciones de la forma (A(t,Z) — A(f, %),z — Az) podemos comprobar facilmente
la invariancia de la métrica [7]:

2 2
ds”? = <f7)2(—d()\t)2 +d(\7?) = %(—dﬂ +dz* + dz*) = ds®. (2.162)

Del otro lado de la dualidad, N' =4 SY M es maximamente supersimétrica y tiene 32 su-
percargas dadas por los 4 generadores de supersimetria Q4 (A =1, ..,4). Los generadores
de supercarga transforman en la representacién fundamental del grupo SU(4). En esta
teorfa aparecen ademds seis campos escalares sin masa ¢; (i = 1,...,6) que transforman
en la representaciéon fundamental de SO(6) ~ SU(4) [7, 33].

En la descripcién de p-brana negra en cuerdas 1B, la solucion también es maximamente
supersimétrica con 32 espinores de Killing, que identificamos con los generadores de su-
percarga de AV = 4 SY M. La simetria rotacional de la S°-esfera estd dada por el grupo
SO(6) ~ SU(4), que corresponde a la simetria-R de la teoria de Yang-Mills. Los seis
campos escalares ¢; corresponden a las coordenadas de la S°-esfera, que son coordenadas
extra en la formulacién de gravedad. Las isometrias de este espacio compacto son duales,
y estan en relacién uno a uno con las rotaciones internas de los supercampos y campos
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escalares en N' =4 SY M [7].

Cabe preguntarnos también a que corresponde el contenido de materia en ambos lados
de la dualidad. Como ejemplo, recordemos que la constante de acoplamiento de la teoria
de norma, ¢g%,,, se mapea a la constante de acoplamiento de cuerdas g, mediante (2.151),
que a su vez esta definida como la exponencial del campo del dilatén ® siempre y cuando
identifiquemos a la C'F'T' con la frontera de AdS z — 0 en coordenadas de Poincare. La
forma en que se acoplan los operadores de la teoria de norma determina las condiciones
de frontera de los campos en el bulto [7, 33].

De esta manera tenemos una correspondencia entre el contenido de materia de ambos
lados de la dualidad. Veamos el ejemplo més simple, que corresponde a un campo escalar
en AdS. La ecuacion de movimiento para un campo escalar de masa m en el espacio-tiempo
de Minkowski corresponde a la ecuacién de Klein-Gordon. Realizando una transformada
de Fourier, podemos describir al campo mediante su transformada ¢y (z), y de esta manera
resolver la ecuacién transformada cerca de z = 0. Suponiendo que ¢ (z) ~ 22 para algun
exponente A, encontramos que [15]

2
A= g\/dz + L2m2, (2.163)

donde d es la dimensién espacial. Por lo tanto, cerca de z ~ 0 tenemos un comportamiento
de la forma

or(2) ~ A(k)z2 + B(k) 2%, (2.164)
por lo que la ecuacién de Klein-Gordon tiene dos soluciones independientes que escribimos
como 242 y z2. A A le llamamos dimension conforme. Realizando la transformada de
Fourier inversa, obtenemos [15]

o(z,2) ~ A(2)27 + B(x)z", z—0 (2.165)
A es real tinicamente cuando se satisface m? > —(%)2, cota que se conoce como BF [7].

A partir de ahora, supondremos que se satisface esta cota. El término dominante cuando
z — 0 es entonces z° 2. Para, eventualmente regularizar la teorfa, imponemos un corte
con, de tal manera que la frontera se encuentre a un valor finito de z, z = €, y despreciemos
los términos subdominantes. Entonces tenemos ¢(z = €, z) ~ ¢¥=2 A(x). Por lo tanto, las
condiciones de frontera consistentes con las ecuaciones de un campo escalar masivo en
una geometria AdSzy1 implican que en el limite en el que nos acercamos a la frontera de
AdS [15],

lim ®(z,z) — lm [®(z,€) = " 2¢(2)]. (2.166)

z—0 e—0
® es una cantidad adimensional y € es un corte con unidades de longitud, por lo que
¢ debe tener unidades de (longitud)®~?. La ecuacién (2.166) nos dice que existe una
correspondencia biunivoca entre los operadores invariantes de norma de la teoria de campo
y los campos del bulto de AdS. Si O(z) es el operador dual a ¢, la accién en la teoria de
norma esté dada por [15]

Sepp ~ / A2 /ed(e, 1) O(e, x), (2.167)

donde v, = (%)M es el determinante de la métrica inducida en la frontera z = €. Sus-
tituyendo ¢(e,7) = €@=2¢(x) en la accién Scpr, y requiriendo que Scpr sea finita e

independiente de € al tomar el limite ¢ — 0, obtenemos la condicion

O(e,z) = 2 0O(z). (2.168)
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Entonces, A debe interpretarse como la dimension de escalamiento de masa del operador
dual O [15]. Ademads del ejemplo del campo escalar, otro caso importante es el campo del
gravitén hgp,, que tiene como operador dual al tensor de energia-momento Ty, [7, 15].

Usando el resultado anterior podemos obtener una receta para calcular correladores en la
teoria de norma. Si diferenciamos la funcién de particiéon de la teoria de norma sucesiva-
mente respecto a ¢ tenemos (33, 7];

< H O(l’i)> = H % logZgrr|J]l1=0 - (2.169)

Podemos ver que cada derivada involucra a algin operador O que mapea un estado del
campo ¢ dentro del bulto de AdS. El lado izquierdo de esta ecuacion se puede calcular
considerando el limite de N grande, donde la aproximacion de punto silla permite usar
la accién clasica de supergravedad en lugar de la acciéon completa de cuerdas IIB [7].
Entonces, para calcular las amplitudes de interaccion entre particulas de la teoria de norma
podemos realizar una expansiéon perturbativa en el lado de la teoria de gravedad, y calcular
las funciones de correlacion correspondientes a estos campos en el bulto. De esta manera,
podemos deducir que las funciones de particién en ambos lados de la dualidad coinciden
exactamente [7]. A esta entrada del diccionario se le conoce como la correspondencia
bulto/frontera, y se escribe como [7, 15]:

Zewerdal®) = Zorr|d(z)] = exp(ST[@L]) (2.170)

donde ¢ y ® son duales bajo la correspondencia campo-operador, y donde ST es la

accion de supergravedad renormalizada?!, que corresponde a una accién clésica evaluada
en las soluciones ® determinadas por la condicién de frontera (2.166) [7].

La funcién de particion mas general de la CF'T puede incluir una fuente para cada ope-
rador invariante de norma, por lo que interpretamos a ¢(z) como el conjunto de todas
estas fuentes. Concluimos que las funciones de correlacion, en el limite de N, grande y A
constante en la teoria de norma estan dadas simplemente como las derivadas funcionales
de la accién clasica de gravedad [7]:

B 6ns(ren) [q)z]
 0¢(w1)-..0 () lo=0"

donde evaluamos en la frontera de AdS del campo sin fuentes, es decir, con ¢ = 0. Gra-
cias a este procedimiento es posible calcular observables en una teoria de norma similar
a QCD que nos ayudan a entender ciertos aspectos del comportamiento de este tipo de
teorias. Como un caso particular, podemos poner a prueba la dualidad mediante experi-
mentos 0 modelos numéricos de QCD, por ejemplo, el calculo de la energia potencial de
un par quark-antiquark, que es el tipo de observable que queremos calcular en este trabajo.

(O(x1)...0(xy,))

(2.171)

Hasta el momento hemos considerado unicamente el estado base de la teoria SYM. Es-
tudiemos ahora qué sucede si ahora nuestra teoria de norma se encuentra en un estado
que podemos describir por medio de una matriz de densidad en un ensamble térmico con
temperatura finita. La métrica del espacio de gravedad dual a esta configuiracién tiene la
forma,

2
ds® = R—(guu(x, r)dztdz” + dr?), (2.172)

r2

21La teorfa renormalizada se obtiene sustrayendo los términos que ocasionan la divergencia, y tomando
el limite e = 0
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donde g, (x,r) es la métrica de la frontera espacial 4-dimensional del espacio AdSs. El
tensor de energfa momento es dual a la métrica de la CFT, g,,, y por lo tanto podemos
determinarla a partir del valor esperado en el vacio (T},,). Si el fondo es asintéticamente
AdS, podemos expandir la métrica en la forma

1 1
G (T, 1) 2 1y + ﬁg(z)(x, )4 ...+ ﬁg(d)(x, )+ o, (2.173)

desarrollo conocido como expansion de Fefferman-Graham [7, 33]. Si escogemos el estado
en el que el estado excitado es un plasma con temperatura 7" en reposo, tenemos (7},,) =
diag(e,p,p,p) donde € es la densidad de energia y p es la presién. El resultado, que
obtenemos después de realizar la expansién de Fefferman-Graham de la métrica, es el

siguiente:
2

2 r? o 2 r ToN=1, 2 | 202
ds :—(1+ﬁ—ﬁ)dt +(1+§—§) dr? + r?dQ;. (2.174)
Esto es exactamente la métrica de un agujero negro en un fondo asintéticamente AdSs
[7], conocido como AdS-Schwarzchild, que ya habiamos presentado en la Seccién 2.2. El
horizonte del agujero negro se halla localizado en coordenadas de Schwarzchild en r = ry.

En las coordenadas de Poincaré, podemos escribir esto como

2
R—4dr2. (2.175)
(13
Si la coordenada radial cumple r € (rp,00), entonces, (2.175) corresponde a la regién
externa de un agujero negro de Schwarzchild en AdSs [7]. Como puede verificarse, este
espacio-tiempo es invariante bajo traslaciones a lo largo de las coordenadas de la fron-
tera tanto temporales como espaciales, e invariante rotacionalmente a lo largo de las
coordenadas espaciales en la frontera AdSs. Por lo tanto, identificamos a las propieda-
des termodindmicas (como la temperatura) de un agujero negro en un espacio AdSs con
aquellas de la teorfa N' = 4 SY M dual [7]. La temperatura de la CFT estd dada por
la temperatura de Hawking en AdS-Schwarzchild [7]. Para esto, debemos exigir que la
continuacién Euclidiana de la métrica (2.175) mediante la sustitucién ¢t — —itg

7,2

4
ds” = 15 (~(1 - :—g)dﬂ +di?) +

7,2 RQ
ds* = ﬁ(fdt% + dxi + das + da3) + Wdﬁ, (2.176)
donde f = (1 — :—é), sea no-singular en r = ry. Esto implica que debemos tomar la
coordenada temporal como periddica con periodo [7]
1 s
—— 2.177
e (2177)

Entonces, la temperatura de Hawking 7" es identificada con la temperatura de la CF'T" en
la frontera, ya que la coordenada Euclidiana ¢g coincide con la coordenada temporal en
el lado de la teoria de norma [7, 15].

2.5. Potencial de un par quark-antiquark

En este trabajo nos interesa probar la geometria de un agujero de gusano que se cons-
truird en la Seccién 2.1 usando la correspondencia hologréafica. Para esto, utilizaremos una
entrada del diccionario de la correspondencia AdS/CFT que relaciona a un par quark-
antiquark con una configuracion de cuerda fundamental en la teoria dual. A continuacion,
veremos que existen ciertas configuraciones de cuerdas en la teoria de gravedad cuyos
extremos representan quarks infinitamente pesados en la teoria de norma.
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Figura 2.5: Lazo de Wilson rectangular extendido a lo largo de las coordenadas z° y z!'. El
ancho del rectangulo en la direccién z' es I. En la coordenada temporal, 2°, tenemos un ancho
T, y ademds tomamos el limite cuando 7' tiende a infinito. El lazo de Wilson es recorrido en
sentido horario.

2.5.1. Lazos de Wilson

En las teorias cuanticas de campos, existen operadores invariantes de norma no locales
que son de gran importancia. Para ejemplificar uno de dichos operadores, consideremos
QED en 3 + 1 dimensiones. Una particula cargada eléctricamente puede describirse en
términos de su linea de mundo a través de un parametro 7 y el encaje de la particula
puntual z#(7), con p = 0, .., d. La parte de la accién que describe a la parte interactuante
de dicha teoria se denota como S;,;. El campo electromagnético se acopla a la linea de
mundo de una carga puntual a través de [7]

exp(iSin) = expli /T2 dr0-z" (1) A, (x(7))], (2.178)

donde A, es el campo de norma asociado al campo electromagnético y 71, 72 son los valores
del parametro que representan los extremos de la trayectoria en la linea de mundo. Una
transformacién de norma actia sobre este campo como

Ay = Al(w) = U(@)(A, — i0,)U"1(x)) = A, — 0,6(x), (2.179)

donde U(z) = €@y §(x) representa el pardmetro de norma local. Bajo una transfor-
macién como (2.179), la exponencial (2.178) transforma como
) =U(22)exp(iSin) U (1)

= eyl | dro,at(r) A olr)Je e,

T1

exp(iS;

int

(2.180)

donde (1) = x(72). Consideremos ahora el caso de un campo de norma no abeliano.
Podemos pensar en una fuente puntual del campo que se acopla al campo de norma
mediante
exp(iSint) = P emp[i/ dr0.a" (1) A, (z(7))], (2.181)
c
donde abreviamos A, como Aitgé. t!_ son los generadores del grupo con indices de color
¢, ¢ en la representacién que corresponde a la fuente [7] y P representa el orden de tra-

yectoria®?. La trayectoria C' es una trayectoria cldsica, lo cual significa que nuestra fuente

22La prescripcién de orden de trayectoria nos indica que debemos ordenar los operadores de campo de
manera que el parametro 7 aumente de derecha a izquierda. Por ejemplo, en la expansion en potencias de
la exponencial (2.181), 1+ [, drat (1) A, (z(7)) + é Jodr [ d7 it (T)i" (F)P{A.(x(1) Ay (x(T)} + ...
el orden nos indica que el término entre llaves debe ser A, (z(7))A, (x(7)) si 7 > 7.
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debe ser infinitamente masiva. En el caso no abeliano, una transformacion de norma actua
mediante el operador U(z) = exp(it!#!(z)), y transforma a la exponencial (2.181) me-
diante ea:p(iS’f) = Ul(xg)exp(iSy)U~ (21) [7]. Es decir, tanto en el caso abeliano como el
no abeliano, la exponencial de la parte interactuante de la accién transforma tinicamente
por una fase, y a esta fase se le conoce como linea de Wilson [7]. Cuando consideramos
una trayectoria arbitraria C"

W[C] = P exp [2 /C dTi’“(T)AM(x(T))]. (2.182)

Si identificamos los extremos, x1 = 5, obtenemos una trayectoria cerrada y si tomamos
la traza de la fase correspondiente obtenemos el llamado lazo de Wilson [7]:

WC] :TT{Pexp {z /C dT:w(T)AN(x(T))}}. (2.183)

Los lazos de Wilson tienen una gran importancia dentro de las teorias de norma, ya que son
operadores no locales e invariantes de norma. Si formamos productos de dichos operadores,
obtenemos nuevos operadores, que junto con los lazos de Wilson originales, forman una
base completa de operadores para el sector gluénico de la teorfa de Yang-Mills [7]. El valor
esperado en el vacio del lazo de Wilson, (W[C]) puede interpretarse como la amplitud de
probabilidad para se cree un par quark-antiquark, que se propaga y es aniquilado después
de un tiempo 7' [15]. Esta cantidad estd directamente relacionada con la energia potencial
de la fuente infinitamente masiva. Consideremos un contorno rectangular (como el de la
Figura 2.5.1), donde uno de los lados coincide con la coordenada temporal, y tomamos
el limite cuando el largo de este lado tiende a infinito. Recordemos que una particula
que viaja hacia atrds en el tiempo puede entenderse como la particula dada pero con la
carga opuesta. En el rectangulo que acabamos de describir, uno de los lados se recorre en
una direccién hacia atras en el tiempo, mientras que en el opuesto a este, el tiempo viaja
hacia adelante. Por lo tanto, esta trayectoria representa a un par quark-antiquark. En
QCD podemos calcular los correladores de los operadores invariantes de norma definidos
como

O(X1, X3) = (X2)We, [X1, Xo]th(X1), (2.184)
donde 9 (z) es el campo de Dirac del quark y

. rX .
We, [X1, X, = Petxi drd"(Au) (2.185)

donde C es la curva que une a los puntos X; y X,. Podemos evaluar el valor esperado
en el vacio de la funcion de correlacion invariante de norma (0] O(X1, X2)O(X3, X4) |0),
donde |0) representa al estado vacio de QCD. Realiando un cierto cambio de variables,
podemos expresar este correlador en términos de dos trayectorias C y Csy, que componen
la trayectoria cerrada C, con longitud espacial L y longitud temporal T. Encontramos
que el correlador (0| OT(T, L)O(0, L) |0) puede expresarse en terminos del lazo de Wilson
WIC|(T, L). Por otro lado, podemos usar el formalismo hamiltoniano para expresar este
correlador en términos de un conjunto completo de estados en tiempo Euclidiano:

(0] ON(T, L)O(0, L) [0) =Y [ (0] O |0) [P~ 4TEnTE), (2.186)

donde |H,,) representa a un elemento de la base completa de estados con energia E, (7', L).
Para el quark y el antiquark en reposo, encontramos que en el limite 7" — oo,

[ {01 ON(T, L)O(0, L) 0) |70 = | (0] O |H) [Pe™ ] TV (2.187)
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donde V(T, L) es la energia potencial, que depende de la longitud temporal T y de la
longitud L de la coordenada espacial del rectangulo. De esta manera, obtenemos una
relacién para la energia potencial en términos del valor esperado del lazo de Wilson:

d [[W[C](T' 4T, L)

V(T.L) = ——=In WO D)

]T,%o] . (2.188)
Por lo tanto, encontramos que el valor esperado en el vacio del lazo de Wilson es

Jim (W(L.T) = (Tr (P expl / dri, () Au(x(7))])) = eap(<TV(L).  (2189)
—00 C

Si nuestra fuente estd en la representacion fundamental del campo de norma, el potencial
en (2.189), V(L), es el potencial del par quark-antiquark separado una distancia L [7, 9].

2.5.2. Dual holografico de un par quark-antiquark

En este trabajo nos interesa estudiar una teoria de norma no abeliana mediante la co-
rrespondencia holografica. Cabe preguntarse entonces, como es que podemos calcular la
energia potencial de una configuracién de un par quark-antiquark en una teoria SYM
N = 4 usando dicha correspondencia. Para responder esto, debemos encontrar un objeto
de la teorfa de cuerdas IIB que transforme en la representacién fundamental de SU(N).
Antes de tomar el limite de Maldacena, podemos considerar N + 1 D3-branas, y consi-
deramos a una de estas branas separada del resto de las N branas una distancia d; a lo
largo de una direccién espacial. Recordemos que el vacio para el campo ® del lado de la
teoria de norma tiene un vacio degenerado, en el que es posible encender ciertos valores
esperados en el vacio distintos de cero. Entonces, del lado de gravedad, separar una brana
significa encender un valor esperado en el vacio de uno de los ®':

(@Y = dy6'diag(0,0,0, ..., 1), (2.190)

lo cual corresponde a romper la invariancia U(N) — U(N) x U(1). Esto es similar a
la ruptura de la simetria SU(2) x U(1) mediante el mecanismo de Higgs en el modelo
estandar. El analogo a los bosones W en este mecanismo, corresponde a estados excitados
que son descritos por una cuerda que se extiende de la D3-brana aislada al resto de las
D3-branas. La masa adquirida por estos estados excitados corresponde a m = #. El dual
a la cuerda en la teoria de norma transforma en la representacion fundamental de U (N),
que es lo que buscdbamos. En el limite de Maldacena, obtenemos la siguiente entrada del

diccionario de la correspondencia holografica (Figura 2.5):

Fuentes del campo Cuerda in finita en
A, en la representacion teoria de cuerdas I1B
fundamental en SYM N = 4 = cuyo extremo traza

con trayectoria C. la trayectoria C.

Aplicando este principio a la dualidad bulto/frontera, obtenemos que el valor esperado
del lazo de Wilson se puede escribir como

(WiC)) = / DA,,...e"sYMV[C] = / Dhipy,...€"5C118 / DXFeSNalX] T (2191)
X(z=0)=C
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STM N=4 ClIB en AdS

Cuerda fundamental

e

Fuente puntual del campo gludnico

"Quark" de masa infinita

Figura 2.6: Dualidad entre una fuente puntual del campo gluénico en la CFT (izquierda) y una
cuerda fundamental en la teoria de gravedad en AdS (derecha). Este resultado es consecuencia
de separar una de las D3-branas hasta infinito, rompiendo la simetria SU(N) y por tanto,
adquiriendo las propiedades de un quark infinitamente masivo.

donde Sy es la accién de Nambu-Goto de la cuerda, Scrrg es la accidén efectiva para la
teoria de cuerdas tipo IIB y Sgyas es la accién de Super Yang-Mills N = 4. En el limite
N> 1, A>1, (2.191) se escribe como

(WI[O]) ~ exp(iSna[X[C])), (2.192)

donde X“[C] es la solucién cldsica a las ecuaciones de la cuerda, que corresponde a
minimizar el area en la hoja de mundo. A esta solucion le llamamos cuerda fundamental, y
su extremo en la frontera de AdS; se acopla como carga puntual al campo de norma A,,(z).
Ademas es también fuente puntual para el campo escalar ®¢ en la direccién especifica 23+¢
en que apunta la cuerda, que es transversal a las D3-branas. Concluimos que la cuerda
infinita en AdS es dual a un quark que es fuente de A, y ®¢. El operador correspondiente
es entonces un lazo de Wilson generalizado, que considera los acoplamientos a ambos
campos y se escribe como

wWiCl=Tr (73 exp[i/cdr{aTa:“Au(x(T)) + |8Tx]Qe(T)<I>e(x(7'))}]>, (2.193)

donde Q(7) representa a un conjunto de coordenadas que pueden interpretarse como las
6 coordenadas extra en la teorfa 10-dimensional de Super-Yang Mills con N = 1, de la
cual SYM con N es la versién dimensionalmente reducida [37].

2.5.3. Energia de un par quark-antiquark en SYM N = 4
SYM N =4 a temperatura cero

Podemos considerar por simplicidad un par quark-antiquark con separacion [ descrito por
un lazo de Wilson rectangular como el que consideramos anteriormente, en una teoria
dual a AdSs. Eligiendo la norma 7 = t, 0 = z sobre la hoja de mundo, podemos escribir
la acciéon de Nambu-Goto como

1 d T x?
™ S

La ecuacién de movimiento para X;(z) que se deduce a partir de la accién (2.194) es

Xl
0. —————) =0. 2.195
<22\/1—|—X{2> ( )
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Como Sy no depende explicitamente de X, la densidad de momento es constante,

2w 0L X]
M= —LI2NG L = constante, (2.196)

\/_ Ox; 22 \/TX{Q

y podemos escribir la ecuaciéon de movimiento como

P (2.197)

! V1 —T1122% .
Siz= \/Lﬁ, el lado derecho diverge, lo que significa que en este punto la cuerda alcanza
su maxima profundidad en el bulto y regresa hacia la frontera. A este punto lo llamamos
punto de retorno, y lo denotamos en este caso como z = z,4,. Reescribiendo (2.197)
en términos de Zy4q, v usando Xi(z = zpee = 0), X1(2 = 0) = :l:i, encontramos una
expresion para la separacion del par quark-antiquark en términos del punto de retorno

o L e 9X, [ 2
_ / 2. 9% _ dp— (2.198)
0

2 62 0 w/Z;lmwc—z4

Sustituyendo la solucién (2.197) en la accién Sy, obtenemos

Sy = —T—2 / _ mer (2.199)
ma;r Z4
En el limite de integracion inferior, tenemos z = 0, y el lado derecho de (2.199) es diver-
gente. Este hecho se debe a que la accién de Nambu-Goto representa el area de la hoja de
mundo, y esta drea es infinita en la frontera. A partir de las ecuaciones (2.189) y (2.192),
podemos deducir que la energia de la cuerda estd dada por [7, 37]

—ASya(l)

AB(l) = —=Re,

(2.200)
donde T es el intervalo de tiempo en la frontera. Usando (2.199), encontramos la energia
de la cuerda, que en nuestro ejemplo es

/ BNt (2.201)

ma:p Z

Esta ecuacién indica que la energia tanto de la configuraciéon de cuerdas como del par
quark-antiquark es infinita, lo cual se debe al volumen infinito en la frontera de AdS.
Podemos regularizar si integramos solo sobre el rango 0 < z < €, donde € es un parametro
infinitesimal. Entonces podemos sustraer FE,,, la energia infinita correspondiente a un
par de cuerdas estaticas aisladas. Del lado de la teoria de norma, esta configuracion
corresponde a la energia del quark y el antiquark cuando no hay interaccién entre ellos.
La energia del estado ligado entre el quark y el antiquark es entonces [7, 37|

V(1) = E(l) — 2E,, = \Q/;ij{ /01 %(\/%& - 1) - 1}. (2.202)

Usando la relacién (2.198), encontramos finalmente

(2.203)
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Figura 2.7: Representacién de un par quark-antiquark en la frontera de AdS como extremos de
una cuerda fundamental que se extiende a lo largo del bulto . El punto de retorno es aquel en el
que la cuerda alcanza su maxima profundidad (izquierda). Configuracién de un par de cuerdas
estaticas aisladas, cuyos extremos son duales a un par quark-antiquark desligado. La energia de
esta configuracion es infinita debido al volumen infinito en la frontera. Podemos regularizar la
energia sustrayendo la energia de esta configuracién (derecha).

En N = 4 SYM para distancias pequenas, por invariancia conforme, el potencial entre
dos cargas infinitamente masivas tiene un comportamiento Coulombiano (V (1) ~ A/I),
mientras que para separaciones grandes, se comporta linealmente (V' (1) ~ ol). Este es
precisamente el comportamiento que encontramos. Cuando A > 1, la dependencia per-
turbativa de V3 a A se reemplaza por VA Este resultado es genérico para las distintas
configuraciones de lazo de Wilson. En resumen, la correspondencia AdS/CFT nos dice
que los extremos de la cuerda son duales al par quark-antiquark, mientras que el perfil de
la cuerda representa al campo gludnico generado por dicho par. Veamos otro ejemplo.

SYM N =4 a temperatura finita

Consideremos a nuestra teoria de norma en un bano térmico a temperatura 7'. Segun la
correspondencia AdS/CFT este escenario es dual a una geometria que tiene un horizonte
de eventos, o un agujero negro. La temperatura de Hawking del agujero negro coincide
con la temperatura de la teorfa de norma. Para SYM N = 4, la métrica de la geometria
dual es [15]

ds? = i—j [ F(2)dt? + dz* + ;(Zj)] (2.204)
donde .
fz)=1- z_g (2.205)

y 2o representa la posicién del horizonte de eventos. Podemos parametrizar el encaje de
la cuerda mediante z = z(z). Entonces, la métrica inducida es

LZ 2/2
an® == [ far + (1+ T)dxz] (2.206)
Sustituyendo en la accién de Nambu-Goto, obtenemos
V[ (2(2)) + 2(x)
S = d . 2.207
27ra v zQ(x) ( )

De manera analoga al caso con temperatura cero, podemos integrar la ecuaciéon de movi-
miento para obtener [15]:
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Figura 2.8: Gréfica de la energia de un par quark-antiquark en una teoria SYM N = 4 a
temperatura finita contra la separacién del par. A una longitud finita el par quark-antiquark se
desliga debido al apantallamiento térmico. Figura tomada de [39].

220/ f(2) + 22 22
= constante =

f(2) f(z)

(2.208)

donde z, es el punto de retorno. El valor de 2’ es entonces

Y=y }f((j)) v Z’i_ i (2.209)

Definiendo la constante p = (£)*, podemos escribir

r=tz./p / NI (2.210)

yh)

por lo que la distancia entre quark-antiquark L estd dada por

P ! y2dy
L=2:/p 1/0 =T (2.211)

Cuando la temperatura tiende a cero, tenemos p — oo, y recuperamos el resultado del
apartado anterior. Invirtiendo la relacién anterior podemos escribir a la energia como
funcion de la separacion:

E:%{g/loo (%;:f—l) —i’—j+UT}, (2.212)

donde U7 = p( i—j)‘l. En la Figura 2.5.3, se observa la grafica de la energia como funcién de
la separacion del par quark-antiquark. Variando p, encontramos que hay un valor maximo
de L y el par quark-antiquark se desliga debido al apantallamiento térmico, en acuerdo
con los resultados para una teoria de norma a temperatura distinta de cero [15].

Teoria confinante

Consideremos ahora la geometria de agujero negro en AdS, donde regresamos a la sig-
natura de Minkowski mediante la sustiucién x3 — it. Llamando u al tiempo Euclideano
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original, obtenemos la siguiente métrica [15]:

L2
ds? = = [ dt? + da? + di? + f(2)

22

dz?
f) 1

donde f(z) estd dado por la ecuacién (2.206). En este caso, zo representa el valor de la
coordenada z para la cual el espacio-tiempo termina. Consideremos una cuerda funda-
mental en la versién Euclidiana de la métrica anterior, y usemos (t,z) como coordenadas
del volumen de mundo. La métrica inducida es entonces

(2.213)

dsQ—; [dt* + (1 + %Q)dﬁ]. (2.214)

La accién de Nambu-Goto para la cuerda se escribe entonces como

L2 \/1+ i
_ / f( (2.215)

27l

donde hemos definido 7 = f dt. El punto de retorno se obtiene mediante la primera
integral de la acciéon de Nambu-Goto, y obtenemos

2

;(z) VI + 27 =22, (2.216)

por lo que

2 = i\/f(z)—vz’;_%. (2.217)

Integrando esta ecuacion:

Zn dy
r = j:z*\/_/ N (2.218)

Np—yh

Por lo tanto, encontramos que la separacion del par quark-antiquark L, se escribe como

Lo [ vy |
i \/5/0 VI=yH (o —yY) 2219

A diferencia del caso a temperatura finita, L puede crecer indefinidamente mientras el
punto de retorno se acerca a z,. Cuando L es grande, el perfil de la cuerda resulta ser apro-
ximadamente rectangular. La energia correspondiente a la parte vertical de este rectangulo
puede identificarse con la masa de los quarks estaticos, que sustraemos para regularizar
la energia potencial. Por lo tanto, el potencial de interaccién corresponde tinicamente a
la parte horizontal de este perfil. La accién en esta seccion horizontal, puede aproximarse
considerando que z es aproximadamente constante e igual a 2. Se obtiene [15]

TL? L
Shorizontal 2 a2 2, (2220)
que da lugar a un potencial de tipo confinante, es decir:
V =o,L, (2.221)

.z . , 2
donde o, representa la tension efectiva de cuerda, y esta dada por o, = 5-5.
0



2.6. ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO HOLOGRAFICA 55

Es posible también calcular funciones de correlacién de uno o més puntos de operadores
locales O(x) , lo que nos proporciona una manera de obtener el perfil del campo gluénico
dual en la teoria de norma. Por ejemplo, considerando el valor esperado del operador
TrF?(t,z) + ..., donde F? representa la contraccién del campo F),, asociado a A, y los
puntos suspensivos denotan el resto de campos que aparecen en la accién de Dirac-Born-
Infeld. Para el caso de un quark aislado y estético [38],

VA

Tr{F2 ¢ +} __vA 2,999
@ { P+ ) = g (222
que tiene un comportamiento Coulombiano, como habria de esperarse. En cambio en el
caso de un par quark-antiquark obtenemos un resultado que difiere de la dependencia

dipolar esperada, es decir [40]:

VA

Tr{F2 £ } - V4 9.923
wr{Fa) ) = (2223)
En otros escenarios posibles, se ha calculado la energia de un quark acelerado [40], y la
energia de un quark con trayectoria arbitraria [41, 43], que involucra efectos de radiacién
gludnica. Este resultado es importante ya que estamos estudiando teorias de campo fuer-

temente acopladas.

En lus tultimos anos se ha despertado un gran interés por una resultad de la correspon-
dencia holografica que relaciona cantidades geométricas en el bulto con una observable
que cuantifica el entrelazamiento cuantico. Por esta razén, y por el hecho de que algu-
nos resultados de este trabajo lo exigen, a continuaciéon veremos un breve repaso de esta
entrada del diccionario.

2.6. Entropia de entrelazamiento holografica

Es bien sabido que en la mecanica cuantica existen predicciones que parecen contradecir
el principio de localidad del espacio-tiempo. Este hecho fue notado por Einstein, Podolsky
y Rosen en su famoso articulo de 1935 [6], donde se argumenta que, bajo la suposicién
de localidad y realidad de las teorias fisicas, la mecanica cuantica debia ser una teoria
incompleta, debido a que predice que un observador B puede conocer, por ejemplo, el
espin de una particula en dos direcciones simultaneamente, contradiciendo el principio de
incertidumbre, si se tiene un canal de comunicacién con un observador A que mide el espin
de otra particula que estuvo inicialmente en interacciéon con la primera. Esto se debe a que
el estado que describe a ambas particulas no puede separarse como un producto tensorial
de estados. A un estado de este tipo se le conoce como estado enredado, o entrelazado.
Posteriormente, en 1964 Bell [3] demostré que si se asume la suposicién de EPR, es posible
deducir una desigualdad que debe cumplirse en caso de que la mecanica cuantica sea
una teoria incompleta que debe incluir variables que estan ocultas, o que no estan siendo
consideradas en nuestra descripcion. Experimentalmente, la evidencia indica que en ciertos
sistemas es posible violar estas desigualdades, demostrando que la mecénica cuantica
no es una teoria de variables ocultas, y que podemos considerarla como la descripcion
correcta a escalas en las que la constante de Planck cobra relevancia. La existencia de
estados entrelazados es probablemente la caracteristica mas importante que distingue a
los sistemas clasicos de los cuanticos. Por esta razén resulta crucial cuantificar la manera en
que un subconjunto de estos estados se entrelazan con el resto, cuando estan distribuidos
sobre una region dada. Una observable que codifica esta informacion es la entropia de
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entrelazamiento. La importancia de esta cantidad para este trabajo yace en el hecho de
que si la teoria cuantica en la que definimos a la entropia de entrelazamiento tiene un dual
hologréfico, la correspondencia AdS/CFT nos brinda una manera sencilla de calcularla en
términos de cantidades geométricas en el bulto. Mas atin, cuando esta teoria consiste de
un ensamble térmico, el dual de gravedad corresponde a la métrica de un agujero negro, y
la entropia de entrelazamiento calculada en esta métrica estd estrechamente relacionada
con la correspondiente entropia de Bekenstein-Hawking. En cierto sentido, la primera
resulta ser una version cuantica corregida de la segunda. Esto nos brinda un escenario en
el que podemos aplicar las nociones basicas de la termodindmica para extraer informacion
acerca de como se acomodan las correcciones cuanticas al considerar teorias de gravedad
cuantica, y por otro lado, entender con qué tipo de teoria estamos tratando del lado de
la teoria de campos.

2.6.1. Entropia de entrelazamiento

Consideremos una teoria cuantica, que vive en una variedad d-dimensional. Por ejemplo,
una cadena de espin puede considerarse como una variedad unidimensional, o una su-
perficie semiconductora puede modelarse en una variedad bidimensional. En sistemas de
muchos cuerpos la distribucién de estados en los que es posible encontrar al sistema esta
codificada en la matriz de densidad [50]:

p= anmjn)(\an (2.224)

donde {|¥,)} son los posibles estados del sistema, y el factor p, determina el peso pro-
babilistico de cada uno de estos estados. En el caso en el que solo hay un posible estado,
con probabilidad 1 de que el sistema se encuentre en este, se dice que es un estado puro.
Un estado que no es puro se le llama estado mezclado.

En general, este tipo de sistemas puede extenderse indefinidamente en el espacio, y fre-
cuentemente s6lo tenemos posibilidad de realizar mediciones en un subconjunto del total
de estados de la teoria. Supongamos que el conjunto de estados al que tenemos acceso se
encuentra localizado en una regién A del espacio. Si llamamos B a la regién complemen-
taria a A, podemos definir una nueva nocién de matriz de densidad, que responde a la
pérdida de informacion que resulta del hecho de que sélo podemos realizar mediciones en
la region A. A este operador le conocemos como matriz de densidad reducida[50, 51]:

pPA = TTB(p) = an3|<an3|\1/n3>|27 (2225)
np

donde {V, .} representa el subconjunto de estados de {V,} que se encuentran en la
regiéon B. La informacion acerca del sistema total que se pierde cuando separamos los
subsistemas estd codificada en la intensidad del entrelazamiento entre las dos regiones,
por lo que una cuantificacién del entrelazamiento cuantico nos dard informacion acerca de
cémo responde el subsistema A cuando modificamos el estado de B. En analogia con la
definicién estadistica de la entropia como el logaritmo del nimero de grados de libertad,
podemos definir a la entropia de entrelazamiento como la entropia de Von Neumann de
la matriz de densidad reducida del sistema A [50]:

SA = —TT(pA 10g(pA)) (2226)

Ahora podemos deducir algunas propiedades bésicas de esta observable. Supongamos que
el sistema se encuentra en un estado puro. Sustituyendo la matriz de densidad reducida
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(2.225) , podemos escribir

Sa=—=Tr(pa log(pa)) = Y |\l” log(|Aal*) = =Tr(ps log(pp)) = Sp.  (2.227)

Por lo tanto, en un estado puro la entropia de entrelazamiento es simétrica entre las dos
regiones. La entropia de entrelazamiento de una regién sélo puede anularse si la corres-
pondiente matriz de densidad reducida es una matriz diagonal, por cudl el mismo estado
del subsistema debe ser un estado puro. Si el sistema se encuentra en un estado mezclado,
podemos representar el ensamble en términos de la densidad de Gibbs en lugar de la suma
en (2.224), y en este caso no se satisface esta igualdad [?].

Existe otro conjunto de propiedades que relacionan de forma general la entropia de en-
trelazamiento de varios subsistemas, a través de una serie de desigualdades. Si A , B,y
C son tres subsistemas que no se intersectan entre si, entonces se cumple que:

Sarprc + S > Sarp + Sptzc, (2.228)

Sa+ Sc > SA+B+SB+C- (2.229)

A estas desigualdades se les conoce en conjunto como condicién de subaditividad fuerte.
Bajo ciertas condiciones, esta relacion puede interpretarse como una generalizacion de la
segunda ley de la termodindmica para sistemas cuénticos cite. Si tomamos a B como el
conjunto vacio, obtenemos la condicion de subaditividad débil:

Sare > Sa+ Se (2230)

Esta desigualdad nos permite definir una cantidad definida positiva, llamada in formacion
mutua [50, 51]:
I(A,B) = Sarc — Sa+Sc. >0 (2.231)

Esta otra observable codifica la correlacion total entre los grados de libertad de las regio-
nes A y B. La informacién mutua es un concepto importante en teoria de la informacion,
ya que presenta algunas ventajas respecto a la entropia de entrelazamiento, como ser finita
y proporcional a la entropia de entrelazamiento de cada subsistema.

Una teoria cuantica de campos es ciertamente una teoria cuantica, por lo que es igualmente
valido definir la entropia de entrelazamiento en estos escenarios. Sin embargo, en este caso
surge una dificultad que resulta del enorme ntimero de grados de libertad en la teoria.
Aunque por ahora no estudiaremos la manera calcular la entropia de entrelazamiento en
QFT, cabe mencionar que los casos en los que se puede calcular esta cantidad de manera
analitica y aiin numéricamente son escasos. La entropia de entrelazamiento en una QFT es
infinita por definicion, ya que es proporcional al niimero de grados de libertad, que en una
teoria cuantica de campos son infinitos y densamente distribuidos. Para lidiar con estos
infinitos, es necesario llevar a cabo un procedimiento de regularizacién. Si imaginamos a
la teoria como una reticula discreta, con un parametro de corte en distancia €, podemos
integrar hasta este limite y expandir en términos de un parametro chico, y obtenemos un
resultado conocido como la ley de Area para entropia de entrelazamiento[50)]:

Area{A}

ed—1

Sa=c, + {Divergencias subdominantes} + Stinita- (2.232)

Este resultado nos dice que la contribucién dominante a las divergencias en la entropia
de entrelazamiento proviene de los grados de libertad que estdn distribuidos a lo largo de
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la regién que separa los dos subsistemas. Si tomamos el corte € como proporcional a la
longitud de Planck, e identificamos la constante ¢, con 7, entonces el primer término en
esta identidad corresponde exactamente a la entropia de Bekenstein-Hawking, que es otro
ejemplo de una ley de Area. Cuando estudiamos esta relacién bajo la interpretacion de
la correspondencia holografica surgen consecuencias interesantes que parecen relacionar a
las correcciones cuanticas de la entropia clasica con modificaciones a la accién de la teoria
de gravedad en el bulto. Para adentrarnos en més en esta relacién, pasaremos ahora a la
prescripcion holografica para obtener la entropia de entrelazamiento, formula que se ha
convertido en uno de los resultados mas importantes de la correspondencia AdS/CFT.

2.6.2. Foérmula de Ryu takayanagi

Consideremos ahora que la teoria cudntica definida sobre la variedad > tiene una teoria
dual de gravedad, definida sobre una variedad M, de la cual ¥ es frontera en el infinito
de la coordenada radial r. Una cierta region A en X define a su vez toda una familia de
superficies de codimension 2 encajadas en el bulto, bajo la condicién de que la frontera de
cada una de estas superficies coincida con la frontera de A en Y. El siguiente resultado,
nos dice que la entropia de entrelazamiento de la regién A, es proporcional al elemento
de esta familia que tiene area minima [50]:

Area(Xmimn)
A este resultado se le conoce formula de Ryu-Takayanagi. Notemos que el lado derecho de
esta ecuacion estd bien definido siempre que la teoria de gravedad viva en una variedad
con una frontera, por lo que esta relacion tiene sentido atin cuando la teoria cuantica
no esté necesariamente bien definida. Al lado izquierdo de esta ecuacién se le conoce en
general como entropia de entrelazamiento hologrdfica, que abreviaremos como HEE por
su siglas en inglés. Esta relacién es sorprendente desde el punto de vista tradicional, ya
que relaciona cantidades que parecieran no tener ninguna relacion a priori. Del lado de
la teoria de campo tenemos una cantidad que depende completamente de la dinamica
cuantica del sistema, mientras que en la teoria de gravedad tenemos una cantidad que
depende unicamente de la geometria y extension de la particién inducida por la CFT en el
bulto de la teoria dual. Notemos ademas que este es un ejemplo de un calculo puramente
cldsico nos permite obtener informacién de una teoria cuantica fuertemente acoplada.
Dada una solucién a la ecuaciéon de Einstein, podemos calcular el area de la superficie X

en el bulto que comparte frontera con A, en términos de la métrica inducida en X, hyy
[50, 51]:

Area = / d 'y Vh. (2.234)
Zmin
En los casos en los que se conoce la expresion analitica para la entropia de entrelazamiento
en la teoria de campos 23, la féormula de Ryu-Takayanagi reproduce exactamente estos
resultados, ain cuando la teoria cuantica se encuentra en el régimen de acoplamiento
fuerte. La ecuacion (2.233) resulta vélida siempre y cuando la teoria de gravedad sea la
teoria de Einstein, y puede incluir acoplamientos con campos de materia siempre que el
acoplamiento sea de tipo minimo [52].

Como ya mencionamos anteriormente, para lidiar con las divergencias en la entropia

23Un ejemplo en el caso de un intervalo de longitud L en una CFT; con dual hologréfico en AdSs,
donde la entropia de entrelazamiento toma la forma S4 = ¢/3log[L/al, siendo a un pardmetro de corte
y ¢ la carga central de la CFT. La férmula de R-T reproduce exactamente este resultado.
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de entrelazamiento se debe regularizar la integracién del lado de la teoria de campos,
idealizando a la teoria de campo como una reticula con espaciamiento a. En el lado de la
teoria de gravedad, vemos que la métrica de AdS en coordenadas globales diverge cuando
p — oo, por lo que, para regular la correspondiente divergencia en la integral (2.234)
es necesario imponer un radio de corte pg y restringir el espacio a la regién acotada por
p > po- Entonces es natural relacionar esta cantidad con un parametro de corte UV en la
CFT mediante la correspondencia AdS/CFT. Si definimos el parametro adimensional de
corte UV 6, encontramos la relacién holografica e” ~ 6. Por ejemplo, en el caso de una
teoria cuantica definida sobre una variedad unidimensional, podemos escoger A como un
segmento finito de longitud L. En una CFT con espaciamiento reticular a encontramos
explicitamente:

€0~ = % (2.235)
Es posible deducir las propiedades basicas de la entropia de entrelazamiento a partir de
la formula de Ryu-Takayanagi de una manera geométrica y elegante. Por ejemplo, en un
estado puro, que corresponde del lado de gravedad al vacio maximamente simétrico de
Anti-de Sitter, es la misma superficie la que minimiza el area de la familia de superficies
que terminan en A o en su complemento, demostrando la férmula (2.227) [52].
En general podemos tener mas de una superficie que sea candidata a proporcionar la
HEE, bajo la tinica condicién de que las superficies de entrelazamiento en el bulto y en la
frontera sean homdlogas. Esto quiere decir que la unién de la superficie > y la region A
en nuestra definiciéon de HEE, debe formar una superficie de codimensién uno en el bulto
de AdS. Si la métrica corresponde a la de un agujero negro, debido la periodicidad de las
coordenadas angulares, existen siempre dos superficies homoélogas a una regién dada A
en la frontera » — oo. La condicién de minimalidad nos indica que debemos elegir entre
estas dos superficies, a la superficie que tenga la menor drea [82].

2.6.3. Meétodo de Lewkowycz-Maldacena
Truco de réplica para EE

En el formalismo de la integral de trayectoria la traza de la matriz de densidad reducida
estd representada mediante una integral que suma sobre todas las trayectorias asociadas
a los estados que viven en una regién A. La definicién (2.226) requiere que calculemos la
traza de p4 In(p), de manera que la integral de trayectoria ahora involucra un logaritmo
en el integrando que dificulta el calculo. Para solucionar este problema, podemos notar
que si definimos la n-ésima entropia de Renyi como [55]:

1
Sy, = - InTr[p%], (2.236)

entonces la entropia de entrelazamiento puede obtenerse a partir de esta cantidad tomando
el limite n — 1:
Tripa] —1

Spp = lim ——2—— = —— InTrup}]|
n—1

T o = lim 5,. (2.237)

n=1
Por tanto podemos reemplazar el problema de calcular la traza de p4 In(p;) sobre todos
los grados de libertad de la teoria de campos, por el de tomar la traza del producto de
n matrices de densidad reducidas, cada una correspondiendo a una de las n copias de la
teoria. Este ultimo problema pareceria en principio mas complejo que el original, sin em-
bargo, notemos que este truco permite deshacernos del logaritmo en (2.226), facilitando
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el calculo. A este resultado se le conoce como el truco de réplica [52].

Para hacer mas explicito el procedimiento para obtener la entropia de entrelazamien-
to, consideremos como caso particular una teoria de campo definida sobre una varie-
dad D-dimensional 2 con un campo escalar real ¢(x). La accién entonces esta dada por
= [ dPzL¢(x)] donde L es la densidad Lagrangiana. En el formalismo del grupo
de renormalizacién, idealizamos nuestra QFT como una reticula de espaciamiento finito
a e identificamos a cada punto de la reticula con el parametro discreto x. En un espacio-
tiempo Euclideo, el tiempo estd representado por la coordenada imaginaria 7 = it la
cual es periddica con periodo = 1/kT. Entonces podemos visualizar al espacio-tiempo
2 como un cilindro de circunferencia . Si consideramos un sistema con temperatura 7'
la matriz de densidad esta dada por la ecuacién ref, por lo que la funciéon de particion
corresponde a una integral funcional [55]. R
En la métrica Euclidea operador de evolucién temporal es U(7) = e(="#) donde H es el
operador hamiltoniano del sistema cuantico. Mientras 7 crece, el sistema tiende a regresar
al estado de minima energia, por lo que el operador U(7) proyecta cualquier funcién de
onda en el estado base para 7 — oo. Utilizando esto, podemos escribir el funcional de
onda del vacio como [55]

Wolg) = (¢]0) = /Daﬁe JpdPe Llo (2.238)

Aqui la variedad ¥ corresponde a una superficie tal que su frontera se haya en 7 =0, y
se encuentra en el estado definido por las configuraciones de campo |¢) de nuestra teoria.
Tomar el limite 7 — oo es equivalente a hacer el tamano de la dimensién temporal infi-
nito, es decir § — oo, por lo que el funcional de onda representa a un sistema que estd a
temperatura cero.

En el espacio réplica, tenemos n de estos funcionales de onda, cada uno evaluado sobre una
réplica de la variedad s y debemos tomar la traza del producto de estos n funcionales. Esto
es equivalente a hacer una sola integral de trayectoria de los campos sobre el producto de
n funcionales como el de (2.238), imponiendo las siguientes condiciones de frontera sobre
los campos, que nos permiten integrar solamente a lo largo de los grados de libertad en

A [55]:
¢;(07,2) = ¢;11(07,2) v €A
¢;(0%,2) = ¢;(0",2) ze€ B
donde las etiquetas + significan evaluar tomando el limite por la izquierda (-) o por la

derecha (+). Con estas condiciones, podemos escribir el funcional para una de las réplicas
como:

(2.239)

1 t=00

palovo- =7 | Do ]00ulem=0) o) ] [96- (.7 =5~ 6-(2),
' (2.240)

de manera que la traza T'r[p’] puede calcularse tomando el producto de estos funcionales,

[pA]¢1+¢>17 [pA]¢2+¢27 "'[pA]¢n+¢>n—7 (2'241)

e integrando sobre todas las configuraciones de campo sujetas a las condiciones (2.239).
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En términos de la integral de trayectoria (2.240), podemos definir una funcién de particién
Z, para la n-ésima réplica de manera que podemos reescribir la traza que aparece en la
entropia de Renyi de manera compacta [55]:

1
Zn, Al =Tra py = —/ D¢ el = ) (2.242)
4 (Z>n (t,x)ERn (Z)n
y por lo tanto la entropia de entrelazamiento se puede calcular como:
S =—1lim (InZ, — nin(Z;)") (2.243)
n—1mn — 1

Como una caso particular en donde podemos evaluar la integral consideremos una teoria
de campo conforme en (141) dimensiones. En las coordenadas complejas u = x + it,
w = x — 1t, las condiciones de frontera ref pueden escribirse como

(2.244)

El conjunto de variedades en el espacio réplica presenta simetria bajo el intercambio
de las réplicas. Si existen campos locales que obedecen esta invariancia entonces son
denominados campos de torsién. Entonces la condicién de frontera (2.244) puede ser
interpretada como la insercién de dos de estos campos de torsién W, (k) y U, *®) en los
puntos w = u y w = v para cada una de las k-superficies Riemannianas unidimensionales.
Estos operadores de campo mapean las distintas copias de nuestra teoria a lo largo de
los cortes en la regién A [55]. De (2.242), la matriz de densidad reducida estd dada como
la funcién de particion con un corte en los puntos frontera entre las regiones A y B. En
el método de réplica, esto corresponde a insertar los operadores de torsion en los puntos
frontera v y v. Entonces la traza de la matriz de densidad puede expresarse en términos
de estos campos como [55]

n—1

Tra p = [ [0 () e, (v)) (2.245)

Por tanto, para este método general basta con conocer una expresién para el valor espe-
rado de los operadores de torsion de la teoria considerada.

Dual de gravedad del truco de réplica

Ahora podemos hacer uso del diccionario de la correspondencia AdS/CFT para intentar
traducir el método anterior al lenguaje gravitacional. Para teorias con un dual hologréafico
podemos construir una solucién en el bulto B, cuya frontera sea M,,. Entonces, la corres-
pondencia bulto/frontera (??) nos permite relacionar la funcién de particién calculada en
M,, con la accién del bulto en la capa de masa en B, en el limite de N grande [55]:

Zn = Z[M,] = e 1Bl (2.246)

donde los puntos suspensivos denotan contribuciones a orden mayor que 1/N. Notemos
que nuestra definicién inicial de n como un ntmero natural que etiqueta a las réplicas
es de hecho incompatible con la operacion de limite, que se extiende sobre todos los
reales. Para que este limite tenga sentido, debemos hacer una continuacion analitica de n
hacia todos los reales. Del lado de campos, este procedimiento resulta dificil de realizar en
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general, sin embargo, un hecho clave es que el lado dual brinda una mucho mejor manera de
hacer esta continuacién analitica, debido a que podemos extender facilmente una variedad
compacta, u orbidad (orbifold en inglés) de B, a configuraciones en el bulto definidas con
n distinto de un nimero entero. Veamos como podemos definir esta nueva configuracion.
La frontera M,, para un nimero n entero presenta simetria Z, que nos permite permutar
ciclicamente las réplicas. Supongamos que esta simetria se puede extender hacia el bulto
para la solucién tipo punto silla dominate. Por lo tanto, basta con considerar la orbidad
[55]:

B, =22 (2.247)

Los puntos que la simetria Z, deja invariantes forman una superficie de codimension 2
con un defecto conico en el bulto, que terminan en la regién 0A en la frontera, como
puede entenderse a partir del siguiente argumento. En la orbidad Bn, la frontera corres-
ponde a la variedad M, /Z,, = M;. Como la simetria de réplica actia sobre la coordenada
periddica 7 como 7 — 27n, en la frontera 0A esto corresponde a un desplazamiento por
2w, dejando invariantes estos puntos. Podemos extender la definicién de la coordenada
temporal periddica hacia el bulto, de manera que los puntos fijos forman una superficie de
codimensién 2, que llamaremos C),. La solucién en el bulto B,, debe ser regular en todos
sus puntos, por lo que los puntos invariantes bajo 7 — 27n deben tener un defecto cénico
en C, con apertura 2m/n, o de manera equivalente con dngulo de déficit (2 — 27w /n).
Sabemos también por construcciéon que la accién en el espacio réplica es idénticamente
igual a la accién en la orbidad con el periodo 7 recorrido por 2wn, de manera que [55]:

I[B,] = nI[B,). (2.248)

Notemos que a diferencia del método de Gibbons-Hawking, en este caso no necesitamos
de un término de frontera tipo GHY. La razén de esto es que I[B,,] por si sola no contiene
ninguna contribucion en C,,, y por lo tanto debemos incluir tanto el término de GHY
junto con los contratérminos correspondientes en la definicién de I[B,,].

Lo ultimo que nos resta por hacer es continuar analiticamente el parametro n, y para
ello debemos escoger una forma particular de la métrica a partir de la simetria Z, en la
superficie de codimensién 2 C),. Si logramos hacer esto, podemos calcular la entropia de
Renyi facilmente, sustituyendo (2.248) en (2.243), y notando que

S, = — : (z[z%n] - 1[31]> . (2.249)

n —

Después de hacer la continuacién analitica, podemos calcular la entropia de entrelaza-
miento a partir de la sencilla féormula:

S = lim

n—=1n—1

(][Bn} - I[Bﬂ) = 0,1[B,)| (2.250)

n=1"
Conos aplastados regularizados

Ahora que tenemos una expresién para la entropia en términos de la accién Euclidea,
podemos entender cémo hacer la continuacion analitica en una manera que enfatice que

la contribucién proviene del horizonte. Identificando a la coordenada 7 como periddica
con periodo 27, podemos escribir la entropia como:

S =—no,[InZ, —InZ7],—1, (2.251)
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o bien, podemos definir el parametro pequeno € como [55]:

e=1——, (2.252)
n
con la intencion de posteriormente hacer una expansion perturbativa en términos de este.
Entonces podemos reescribir nuestra formula para la entropia como

A

S = —0A[B,]| _, (2.253)
Recordemos que [ [Bn] no tiene ninguna contribucién proveniente de la singularidad coéni-
ca, por lo que podemos definirla en términos de una pequena regién alrededor de C,,. Para
el presente caso, consideremos que esta region esta definida por p < a, donde a puede
tomarse como un parametro de corte. Entonces podemos calcular la accién Euclidea inte-
grando sobre la regién p > a y tomando el limite p — 0 al final de los célculos [55]. Antes
de tomar este limite, resulta natural cerrar la variedad definida por la frontera p = a
llenando la regiéon que sustrajimos, p < a, por una geometria regular. A esta geometria le
llamaremos geometria del cono aplastado regularizado, o simplemente cono reqularizado
cuando la solucién tenga simetria U(1) [55].
Una manera més formal de definir esta geometria es considerar (2.243), y sumar y restar
la accién correspondiente a una geometria suave, que es la misma que la del cono con la
singularidad lejos del origen, y un cono aplastado regularizado cerca de este. Esta geo-
metria no es una solucién de las ecuaciones de gravedad y por tanto es una configuracion
off-shell , o fuera de la capa de masa, cuya funcién de particién denotamos como Z°//
[55]. Entonces podemos escribir la férmula para la entropia como:

S = —nd,[(InZ, —In 2y — (In 2977 —In Z1)],,21 (2.254)

Cada geometria correspondiente a cada término que aparece en esta accion se representa
graficamente en la Figura ??. Es posible escoger la configuracion fuera de la capa de masa
de manera que difiera de una solucién a las ecuaciones de movimiento tinicamente por
una cantidad a primer orden en €. Por lo tanto, al considerar variaciones al orden més
bajo, el primer paréntesis en (2.254) da lugar a una variacién a primer orden respecto a
la solucién con periodo n, que justo corresponde al lado izquierdo de las ecuaciones de
gravedad con coordenada 7 periddica, y por lo tanto es cero.

Entonces, falta calcular solamente el segundo paréntesis de (2.254), que contiene la di-
ferencia entre la accién de un cono con una singularidad y un cono regularizado. Por lo
tanto, la tnica contribucién proviene de la region cercana a la singularidad, que es ex-
tensiva en el area del horizonte p = a. En gravedad de Einstein con campos de materia
acoplados de manera minimal, esto nos permite calcular la contribucion correspondiente
haciendo la integral [ dzx\/ﬁR a lo largo de las coordenadas paralelas al cono. Esta in-
tegral la evaluaremos en la siguiente seccion una vez que hayamos obtenido la expansion
perturbativa de la métrica y el resultado es:

/ d*r\/gR ~ 47 (1 — n), (2.255)
Cono Regularizado

por lo que el resultado final toma la forma esperada:

1 . Area
S = Area —n@n/ d*x R) = 2.256
167TGN( ) ( Cono Regularizado \/g 4GN ( )
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Aun no queda cudl es la localizacién de la superficie C),, donde debemos evaluar este
funcional. Para resolver este problema, ahora haremos uso de la periodicidad 27 de la
coordenada 7 en la geometria de la orbidad én, y escribiremos la métrica como una
expansion perturbativa regularizada alrededor de la p = 0 por una funcién que suaviza la
singularidad cénica [55].

ds? = *}dzdz + 4T (2dz — 2d2)?] + (gij + 2Kaijz® + Qapijaa®)dy'dy’

oa - N (2.257)
+ 2ie**(U; + Vgix®)(2dz — zdZ)dy" + ...,
donde la funcién reguladora se define con el valor particular siguiente:
A=—SIn(p® +a?) (2.258)

2

Esta pareceria ser una eleccién completamente arbitraria que escogemos para simplificar
los calculos, pero como veremos més adelante, el resultado final no depende del esquema
de regularizacién como es de esperarse. La deduccién de esta férmula se explica mas
detalladamente en [55], y puede escribirse en la forma més simple:

ds® = p~*(dp* + p*d7?) + (gij + 2K ai5z)dy'dy’ + ... . (2.259)

Con esta expansion podemos evaluar los términos que aparecen en la accién, y extraer
aquellos que dependan linealmente en €, que son los 1inicos que no se anulan después de
derivar y evaluar en ¢ = 0. Por otro lado, podemos localizar la superficie de codimen-
sién 2 notando que al sustituir la expansién perturbativa (2.257) en las ecuaciones de
movimiento, aparecen términos que contienen divergencias en las coordenadas complejas
z vy Z. Estos términos deben anularse, debido a que podemos suponer que el tensor de
energia-momento para los campos no diverge en ningin punto. Estas constricciones de-
terminan una ecuacién que nos permite encontrar cual es la superficie C), sobre la cual
debemos evaluar el funcional de HEE. Podemos también listar las componentes del ten-
sor de Riemmann que tienen una contribucion a orden lineal en € y que aparecen en la
expansion de escalar de curvatura. Esto corresponde a las componentes R.z.z, R.i.;, Rzizj
a orden cuadratico en z y z:

Rz ~ —eme? 6P (21 2?), (2.260)
€
€

Rz ~ —— K. 2.262

22 J ( )

Ademas, con el objetivo de analizar las divergencias en las ecuaciones de movimiento
listamos el resto de las componentes componentes que contienen divergencias a orden
méas bajo en z o Z. Esto corresponde tinicamente a las componentes z y z del simbolo de
Christoffel.

€

% ~ —— 2.263

zZ Z ( )

Iz _< (2.264)
zZz z .

Prueba de la férmula de Ryu-Takayanagi

Armados con la expansién (2.257), podemos proceder a aplicar el método de Lewkowycz-
Maldacena a la obtencién del término de area a partir del método de términos de frontera
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discutido en la seccion anterior. Recordemos que la accién de Einstein-Hilbert con cons-
tante cosmoldgica toma la forma:

1
167 G N

Ilg,¢) = [ Pav=5(R = 20) + Lo (2.265)
donde en término I,,, incluye posibles acoplamientos de tipo minimal con campos de
materia, denotados conjuntamente como ¢. Podemos ver que este término, al igual que la
contribucion de la constante cosmolégica no contribuye al funcional de entropia, dado que
los tinicos términos proporcionales a € son los que aparecen en las ecuaciones ref-ref, y los
acoplamientos de este tipo no contienen al tensor de Riemmann y sus contracciones. Por lo
tanto, la Unica contribucién que podria aparecer, proviene de los simbolos de Christoffel.
Sin embargo, notemos que la potencia proporcional a €, en este caso viene acompanado
por una divergencia en z(z). Como detallaremos més adelante, al integrar un término de
este tipo respecto a la coordenada temporal periddica 7, obtenemos cero, ya que podemos
escribir z = e~"p, y la integral sobre la exponencial se anula al evaluar en 7 = 7 + 27
[55].

Por lo tanto, la inica contribucién a la entropia de entrelazamiento proviene de los térmi-
nos a orden mas bajo (distinto de cero) en z y Z que son proporcionales a € en la expansién
del escalar de curvatura. Escribamos la accién explicitamente en términos del tensor de
Riemmann:

1
I= b ab ged 2.2
167TGN/d x\/g(g g )Rade+ ( 66)

Como el escalar de curvatura contribuye a primer orden en z y Zz, el resto de las canti-
dades que aparecen en este producto deben tomarse al orden mas bajo en laa expansion
perturbativa:

] 1
gF =2y J=g= Ex/ﬁezA + .. (2.267)

Sustituyendo estas expresiones en la accién, junto con la expansién para la componente
2zzZ del tensor de Riemmann, obtenemos:

S:

Area Lasuper ficie

2
T (2.268)

- 167TGN

_ 1 _

dP~%y dr dp5(2)(a:1,x2) =— [ 4P 2y\/_:

4G N 4Gy

C,, puede determinarse en principio resolviendo las ecuaciones de movimiento para la

geometria del cono regularizado, sin embargo notemos que la expansiéon en términos de

las coordenadas complejas contiene divergencias a orden lineal, que deben anularse para

asegurar que la parte que sélo depende de los campos de materia sea no-divergente. En
concreto, sabemos que las ecuaciones de Einstein toman la forma

1
Gab - Agab = (Rab - §gabR) + Agab = 87TGNTab (2269)

Consideremos la componente zz de estas ecuaciones. De la expansién (2.257), podemos
ver que las componentes zz no contienen términos divergentes, por lo que basta considerar
la contribuciéon proveniente del tensor de Ricci:

R.. ~ 2K~ (2.270)
z

Como el lado derecho de las ecuaciones de Einstein debe estar libre de divergencias, la
contribucion que da lugar a esta divergencia debe anularse:

K, =0, (2.271)
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que justo es la ecuacion de una superficie de area minima. La condicién que obtenemos si
consideramos la componente zZ es exactamente la misma. Por lo tanto, podemos concluir
esta seccion con el enunciado de Ryu-Takayanagi, valido en gravedad de Einstein con
campos acoplados minimalmente [55]:

Area{C,i,} (2.272)

S =
4G N

Para resaltar la conexién entre el método de Lewkowycz-Maldacena y la féormula de Ryu-
Takayanagi, notemos que el primero esté bien definido para cualquier solucién a las ecua-
ciones de Einstein con una frontera. En cambio la férmula holografica de R-T es una
conjetura en el contexto de la correspondencia AdS/CFT, donde identificamos la CFT
con la frontera de AdS, y por lo tanto resulta ser un caso particular del método L-M.

Aplicaciéon a teorias de Gauss-Bonnet y de Lovelock

Como primera aplicacién del método de L-M en un caso distinto al de la teoria de Einstein,
veamos como obtener la entropia de entrelazamiento holografica en las teorias de Gauss-
Bonnet y Lovelock [56, 57]. Estas teorfas resultan ser un caso particular de un conjunto
de teorias donde la Lagrangiana depende de manera arbitraria en el tensor de Riemmann
y sin embargo sus ecuaciones siguen siendo de segundo orden en derivadas. En este caso,
se logré demostrar la forma del funcional en [56], mientras que aqui solo esbozaremos la
prueba y aplicaremos la formula general a las teorias que nos interesan. Podemos escribir
la accién de manera general como:

:/de\/EE(Rabcd). (2.273)

La tarea principal consiste en deducir todas las posibles combinaciones de tensores de
Riemmann que dan lugar a términos lineales en € una vez que sustituimos la expansion
(2.257). Como sabemos, cuando aparece un sélo tensor de Riemmann en la accién tenemos
un término proporcional a € que proviene de la componente R.:.:. Notemos que esta
expansion de Taylor se realiza en términos de las coordenadas complejas z y z, mientras
que aqui debemos hacer la expansién en Taylor de la Lagrangiana alrededor de e = 0 [56]:

oL
L(Rapea) = ‘C<Rabcd)’5:0 + m e:ORade + ... (2.274)
El término a orden cero no contribuye al funcional, ya que toda esta expresién al final
debe ser derivada respecto a € (por la férmula (2.253)). Entonces, nos quedamos solamente
con el segundo término en esta expansion, que incluye solo a un tensor de Riemmann. Por
lo tanto, la contribucién en este caso proviene de:

1
R,z ~ —562AV2A = —7mee?6@) (21, 2?). (2.275)
Esto implica que el tnico término en la acciéon que contribuye a este orden es:

7O — _4/de<1\/Ee2A _oL

5 ) R mee? 03 (2! 2?). (2.276)

e=0

Integramos respecto a las coordenadas transversales, con ayuda de la delta de Dirac:

oL
1V = 2 / dP=2yv/h
e y\/_aRzZzE

(2.277)

e=0
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Ahora que tenemos una expresion para el Unico término proporcional a € en la accién
IM | podemos aplicar la férmula (2.286) para obtener el funcional de entropia de entrela-
zamiento [56, 57]:

Spp =—0IV| _ =2 / P2y /i 2E (2.278)
- aszzi
Comparando esta féormula con (?7), vemos que este término corresponde a la entropia
de Wald. Para el tipo de teorias que estamos considerando, existe ademas otra posible
contribucion a orden lineal en € cuando consideramos el producto de dos tensores de
Riemmann, el primero de ellos contribuyendo en la componente

R.is; ~ 2K.;;V A, (2.279)

y el otro tensor de Riemmann en su forma conjugada, [zz;. Podria parecer que este
término (asi como todos los términos de orden superior al lineal) no contribuye debido a
la dependencia cuadratica en e. Sin embargo, como demostraremos, al integrar respecto
a p, esta dependencia se ve promovida a una potencia lineal de € que si contribuye al
funcional. También puede verse que este es el tinico término posible que se ve promovido
después de realizar la integracion. Por lo tanto, el dltimo término que nos falta considerar
es:

0*L
1(2):42/ D — = (2K, ZA 2K i 214 99
NG g R oaa e VA 2R VA, (2.280)

donde incluimos un factor de simetria de 4 por cada tensor de Riemmann. Si separamos
la integral respecto a p del resto de la integral, podemos ver que toma la forma

/ pdp(V.A)(V:A)e P4, (2.281)

donde hemos agrupado todos los factores 24 provenientes de la métrica y de los Riemmann
en el factor e #4. Si ahora insertamos la forma de A a partir de la geometria del cono
regularizado que estamos utilizando, podemos escribir [56]:

/ T (VAN (TA)A — (0 - 0)
0 2 e (2.282)
=5 | sl i =)

donde el segundo término corresponde a la sustraccion del término sin regularizar, que
llevamos a cabo para obtener un resultado finito, en analogia con el procedimiento de
renormalizacion en teoria de campos. La integral puede resolverse analiticamente, y ob-

tenemos:
2 2

2, i1 a ‘Oo ]
— +a”)2° | — — —(a—0 2.283
Pl (56 (p2+a2)(56—2))0 6=0) (228)
Como podemos ver, el primer término aqui da cambia la potencia cuadratica de ¢ a un
factor a una potencia lineal, que si contribuye a la entropia. Quedandonos sélo con el
primer término y haciendo la integracion respecto a p obtenemos

€

/ pdp(V,A)(V:A)e P = 15 (2.284)
El factor de 5 depende de la teoria de gravedad, y se obtiene contando las potencias de
e que aparecen en 1| las cudles pueden provenir de el determinante de la métrica, la
métrica inversa y los tensores de Riemmann. Sabemos que /g contribuye con un término
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e?4 mientras que las dos métricas inversas contribuyen e~24 cada una. Las contribuciones

de los tensores de Riemmann se obtienen a partir de la métrica a orden cuadratico en p, y
puede demostrarse que por cada @..i; ¥ (zz; debemos asociar un factor de e~?4 asf como
un factor e~ por cada Vy; y K aij» ¥ ningun factor exponencial al resto de los tensores en la
expansion (T,U;,Q.z; y rikjl). Si definimos que el indice a corra sobre todos los términos
en la expansion de los tensores de Riemmann, el término en el integrando se vuelve una
suma sobre a. Sea ¢, el nimero total de @Q)..;; ¥ Qzz;; mas un medio del total de V,; y
K,ij en el a-ésimo término. Entonces el producto de todos los e se escribe (considerando

tanto el determinante como las métricas inversas) como

24(=24)2,-2(aa DA (2.285)

2A

e

de donde obtenemos = 2(q, + 1). Por lo tanto el resultado final para esta contribucién
a la accién se puede escribir como [56]

) d L K.ij Kz
SEE B 167T/d y\/_z (aRzzz]aRzkzl> Qo +1 ' (2286)

Juntando esto con la primera contribucién que habiamos obtenido, podemos escribir el
funcional completo de entropia de entrelazamiento holografica para una teoria general
dependiente del tensor de Riemmann [57, 56]:

0*L K.ii Kz
— D—2 zijd)z
SEE =2 d \/_{ aRzzzz Z <8RzizjaRzkzl>a o + 1 } <2287)

Notemos que la deduccion de este funcional no implica nada acerca de la forma de la
superficie de codimension 2 donde debe ser evaluada. En principio, esto se puede obtener
resolviendo las ecuaciones de movimiento en la geometria del cono regularizado, calculo
que puede resultar bastante complicado en general. Sin embargo se conjetura que esta
superficie debe ser la que extremiza el funcional de HEE. Como esto no esta demostrado,
tendremos que probar esta afirmacion para cada caso que estudiemos.

Como primer ejemplo, veamos cémo aplicar la férmula (2.286) al tipo de teorias cuya
Lagrangiana tiene la forma:

Lp2 = )\1R2 + )\QRabRab + AgRabcdRade, (2288)

que incluyen a la teoria de Gauss-Bonnet cuando tomamos los acoplamientos como A\; =
A3 = Ao/4 = A. Al considerar también un término de Einstein-Hilbert debemos agregar un
término de area entra 4Gy al funcional de HEE. Evaluando la derivada de la Lagrangiana
obtenemos el funcional de entropia de entrelazamiento:

1 3
Spp = —4n / APy Y20 R + A (R“ "= §KQK“> + 2X03(R™,, — Koy K“7)] (2.289)

En el caso de gravedad de Gauss-Bonnet esto se reduce al funcional de Jacobson-Myers
cite:

Spp = é PyvVh(1 + AR) (2.290)

Para determinar la superficie en la cual hay que evaluar este funcional, debemos insertar
la expansién (2.257) en las ecuaciones de movimiento, y extraer los términos divergentes.
pueden obtenerse todos los productos de tensores de Riemmann que contienen divergen-
cias. por lo cual concluimos que la ecuacion que satisface la superficie de codimension 2
que aparece en el funcional de HEE, es la misma que la de la superficie que minimiza el
funcional Sgg, como habiamos conjeturado en un inicio.



Capitulo 3

Antecedentes

Dado que nuestro interés es caracterizar una cierta teoria de campo mediante el calculo de
ciertas observables como el potencial quark-antiquark y la entropia de entrelazamiento, es
necesario explorar algunos resultados similares que se han eleaborado en otros escenarios
de gravedad. Ademas de esto, debemos entender la solucién de agujero de gusano que
usaremos a lo largo de este trabajo. Por lo tanto, en este capitulo resumiremos tres de los
principales trabajos en los cuales nos fundamentaremos para realizar los cédlculos de los
Capitulos 4 y 5.

3.1. Agujeros de gusano en teorias con términos su-
periores

A continuacién revisaremos el trabajo de [68], en donde se deduce la existencia de una
solucion de agujero de gusano en gravedad de Gauss-Bonnet, construido a través de la
union de 4 variedades mediante las condiciones de Israel. Debido a la importante propiedad
de que este agujero es geodésicamente atravesable, servira de escenario de gravedad para
explorar la interaccion entre las dos teorias de campo duales a las fronteras del agujero.
En gravedad de Gauss-Bonnet se conocen soluciones explicitas de agujero negro [23, 24].
En particular, si consideramos una teoria tipo Gauss-Bonnet con carga eléctrica, cuya
accion se escribe como

1

5= Tor

/ &z /=g (R—2A+ F, F* + o (R* = 4Ry, R + RopeaR™™)) + Ip, (3.1)
M

donde Ip representa el término de frontera correspondiente (que generaliza al de GHY
para el caso de gravedad Gauss-Bonnet), existen soluciones de la forma

ds® = —f(r)dt* + (f(r))"tdr? + r2dQ?, (3.2)

donde df) es la métrica en una geometria 3-dimensional con curvatura k& = 0,4;. Si
resolvemos las correspondientes ecuaciones de movimiento, obtenemos la siguiente forma
para la funcién f(r):

r? \/ 16aM  8aQ? 4aA
=k+—(1 1 — .
f(r) + 4a( FoyLE rt 3r6 + 3 ) (3:3)

donde ( = +1. En esta ecuacién M es la masa y @) es la carga del agujero. La solu-
cién con k =1, ( = —1 y A = 0 corresponde en el limite de r grande a la solucién de
Reissner-Nordstrom en la teoria de Einstein-Maxwell. En el caso particular de geometrias
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1 E
M, Xr

.l'
“YiR

Figura 3.1: Representacién pictérica de la geometria de agujero de gusano 5-dimensional en un
fondo asintéticamente Anti de Sitter. Esta, consiste de cuatro parches unidos entre si por tres
superficies que satisfacen las condiciones de borde adecuadas. Imagen tomada de [59]

asintoticamente planas, tenemos una singularidad en r = r,, cubierta por dos horizontes
para |Q| < Q. = V3|M — al, y con un solo horizonte en Q = Q..

Gracias a esta solucién, podemos construir un agujero de gusano atravesable en un fondo
que puede ser en particular del tipo AdS [59]. En cinco dimensiones, esta solucién se
construye a partir de 4 regiones del bulto unidas entre si por tres 4-superficies. Las cuatro
regiones se denotan por M¢, M%, M} y MY, Matematicamente, podemos escribir

¢ =af|rp >0, L=a%b>r, > a, (3.4)

% =a%|rr > b, b=a%b>rp > a, (3.5)
y por lo tanto la variedad completa se escribe como M = M¢% U M% UM% U MY, Las
tres superficies se localizan dos de estas en rp, = rg = b, y la otra en r;, = rg = «a.
Las funciones métricas en cada una de estas regiones se denotan f.(rz z) para métricas
exteriores y f;(rr r) para las métricas interiores, y se diferencian entre si por el hecho de
que (. = —1 y (; = 1. Exigiendo que el tensor de energia momento sea cero, podemos
tener un agujero de gusano que no viole la condicion de energia nula, y esto sucede cuando
la localizacién de las superficies de unién entre los cuatro parches esté determinada por
las cuatro ecuaciones [59]:

Cl2

fila) =3k + 1) (36)

fia) = x(a) ~ k. 37)
VIOV =30k + ) - 1.0 - 50, (35)
VEBVED = () +, (3.9)

_ Q> | pPA
donde x(p) = 357 + 55~
Estas cuatro ecuaciones determinan las condiciones para tener cascarones vacios, es decir,
un tensor de energia-momento inducido en las hipersuperficies igual a cero. Estas condi-
ciones se ven radicalmente simplificadas en el caso kK = 0, y cuando nos paramos en el
punto de Chern-Simons £, = —3/¢2. Después de aplicar las condiciones de juntura, cuatro
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de los parametros en la funcion métrica quedan fijos, mientras que los otros dos pueden
variar. Podemos escribir la métrica explicita del agujero de gusano, descrita en términos
del radio de garganta a y del radio de AdS/; esto es

ds® = —fdt* + f 1 dr® +r*di? (3.10)

f= filr) = 5 + %\ /3 = 2%en Mj 5 (3.11)
L) =1 -2 Jn— 2% (i~181)en MS, '

con las correspondientes coordenadas en cada parche. Los parametros de las funciones
métricas originales, que obtenemos mediante las condiciones de juntura, son

donde

¥

RS

4 2 3
M, = 312, 0= V3a (3.12)
i ]
fa*
M= 5 (a~181), b= Vo (V6 ~1,40) (3.13)

con el valor exacto de § dado por la raiz positiva del polinomio P(6) = 967 — 218 + 45° +
04 +16(6%—0*—0—1),ycon ji=10/5 —3—4/6*. EL pardametro de masa de la métrica
interior, y la carga eléctrica del agujero de gusano, se obtienen a partir de las ecuaciones
para la juntura en la garganta [59]. Insertando estos parametros en las condiciones sobre
el cascarén, obtenemos el radio externo de los cascarones, asi como la masa de la métrica
exterior. De estas ecuaciones, se obtiene que no existen soluciones que tengan tanto carga
como constante cosmoldgica igual a cero.

En particular nos interesa estudiar este tipo de soluciones cuando A es distinta de cero
y negativa, de manera que nuestra solucién viva en un fondo asintéticamente AdS. En
este caso tenemos que el posible fondo conecta dos regiones AdSs con una constante
cosmoldgica efectiva dada por:

3
Aeffzﬁ(\/l—l—)\—l). (3.14)
En [59] se concluye que para la mayoria de los valores de A las soluciones deben ser
excluidas debido a cotas de causalidad. Una excepcion es el caso A = —1. En este caso,
parece existir un dual hologréfico al agujero de gusano atravesable, que consiste de dos
CFT, interactuando entre si.

3.2. Cuerdas y agujeros de gusano en AdS

En esta seccién resumiremos los resultados de [62], que describen el perfil de las distintas
configuraciones de una cuerda clésica en agujeros de gusano AdS en una teoria de Gauss-
Bonnet.

Consideremos una teoria con la accién de la forma:

12
S =k / d°x\/—g [l—2 + R+ al*(R* — 4R, R" + Rop s R¥°) + ] (3.15)

Una solucién tipo agujero de gusano para esta teoria puede describirse mediante la métrica
[69]:
ds* = 1*(cosh®(p — po)dt* + dp* + cosh?pdS3). (3.16)
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La variedad X3 puede ser un espacio hiperbdlico H3 /T" 0 s1 x Hy/T", donde I es el subgrupo
discreto adecuado para describir al agujero de gusano como un cociente.

La dindmica de una cuerda en un fondo gravitacional con métrica GG, esta descrita por la
accién de Nambu-Goto. Para un mapeo X* (o, 7) de la hoja de mundo al espacio tiempo,
tenemos al determinante de la métrica inducida correspondiente:

—h=(X-X")? - (X")?(X). (3.17)

Aqui, 7 significa derivar respecto a o, y - es derivada respecto a 7. Consideraremos una
cuerda que esta localizada en un punto en Hs y se mueve a lo largo de la direccién Sy,
que etiquetamos como z. Eligiendo una norma estatica donde o = p y 7 = ¢, encontramos
que la ecuacién de movimiento para una cuerda en la la métrica de fondo anterior viene

dada por
9 (cosh®(p — po) cosh?(p)a’ 9, O [ &
— — cosh”(p)=— =0. 1

ap( v =g ) o8 (p)at<\/—g) 0 (3.18)

En la norma alternativa ¢ = x, 7 = t, dicha ecuacién toma la forma

5 (S o) 5 () = o) combly = o) 2= )~

cosh(p) sinh(p)/* + cosh(p — po) sinh(p — po)p”.
(3.19)

Las expresiones generales para las densidades de momento canénico de la cuerda son

Gl (X X)(X¥) — (X)*(X*)

T = T, N : (3.20)
b = g G X" X)(X) - (X (X7) (3.21)

Iy

A partir de estas expresiones, podemos obtener la energia y el momento total de la cuerda
como [62, 63]:

E = —/dmr? p= /dmrg. (3.22)

La solucién més simple a las ecuaciones (3.18) y (3.19) es una cuerda estética con z = xg
El momento total resulta ser cero, y la energia toma la siguiente forma:

E = Tyl*(sinh(py — po) + sinh(py + po). (3.23)

Considerando ahora el caso de una cuerda con ambos extremos en la misma frontera, que
representan a dos particulas con carga del mismo tipo, podemos obtener la distancia entre
los extremos resolviendo la ecuacién de movimiento para x:

p2 dp
L = 2cosh(p; — po) cosh(py) /

re cosh(p) \/cosh(p — po) cosh(p) — cosh?(ps — po) cosh?(py)

(3.24)

donde p; es el punto de retorno de la cuerda. Mediante un anélisis simple, se puede de-

terminar que existe un punto de inflexién en el cual la cuerda deja de extenderse hacia

menores valores de p, y empieza a extenderse hacia la direccién creciente en p (ver Figura

5.1).

Y
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1
P=5Po
- —p=0

Figura 3.2: Dos posibles escenarios en los que una cuerda tiene a sus dos extremos en una misa
brana. Imagen tomada de [62]

Considerando una cuerda curva con puntos finales en lados opuestos del agujero de gusano,
la distancia entre los puntos finales de la cuerda en la direccion z es

P2
L=C / dp , (3.25)
—p1 cosh(p)y/cosh(p — py) cosh(p) — C?

En el limite de separaciones pequenas, podemos calcular la constante de fuerza efectiva
k, que se puede escribir como

\/_ P2 -1
- TA ( / o1 cosh(p) ciih(p - po)> ' (320

La constante de fuerza efectiva disminuye monoténicamente con los pardmetros de ma-
sa p1 y pe [62] [63]. También se puede considerar una cuerda que se mueve en una de
las direcciones de la brana. Se puede obtener para este caso, la velocidad propia y la dis-
tancia entre los extremos de la cuerda, tanto para curvas rectas, como para cuerdas curvas.

Este tipo de andlisis, se ha realizado también en [62], para otro agujero de gusano en
Gauss-Bonnet 5-dimensional, con métrica

ds® = 1*(e*dt?* + dp?® + cosh®(p)dX3). (3.27)

También en el trabajo referenciado, se estudia el comportamiento de una cuerda en un
orbifolio multi-frontera de AdS:

dsi = I*(dt* + do*2sinh(2p)dtdz + dp?). (3.28)

En este trabajo se planea realizar el mismo analisis para los agujeros de gusano descritos
en la ultima seccion del Capitulo 3.

3.3. HEE en agujeros de gusano en AdS

En esta seccién exploraremos el trabajo de [89], dénde se calcula la entropia de entrelaza-
miento holografica en una solucion interesante de agujero de gusano asintéticamente AdS,
que se obtiene de considerar una cierta modificacién a el fondo AdSs x {4 en la teorfa de
supergravedad I1B. Después de una reduccién dimensional a cinco dimensiones, la accion
gravitacional toma la forma

S5 = / dx5\/—g<R - %a#gba% + %(56160@/5 — 2680“@)), (3.29)
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(a) (b) (c)

Figura 3.3: En la Figura a) se muestra la separacién de la banda L como funcién del punto de
retorno en la superficie de entrelazamiento, u*. En b), se muestra la parte finita de la entropia
de entrelazamiento holografica, Sy, como funcién de la separacion L. En c) se muestra la HEE
obtenida por substraccién de fondo. [89]

mientras que el elemento de linea asociado a la métrica es

ds* = (7 (cosv(—dt? + d2?) + 2sinvdtdz + d] + dxg)]

(3.30)
Debido a que los términos que aparecen en esta accion reducida corresponden a gravedad
de Einstein con acoplamientos minimos, la entropia de entrelazamiento se puede calcular

a partir de la férmula de Ryu-Takayanagi:

5
6

16 cos? u

a)l—;[ a’du® (i(suzb N (H w)s

cos u)

Area(ya)
4G

Podemos escoger dos tipos de regiones en la frontera para calcular su entropia de entre-
lazamiento. En el primer caso, podemos tomar una banda de longitud infinita extendida
en dos de las direcciones espaciales y con un ancho L a lo largo de la otra coordenada,
esto es:

Sa (3.31)

A={(r1,29,2)] —c0 < x1,2 <00 ,—L/2 <x9 <L/2} (3.32)

Escogiendo la parametrizacién de la superficie de entrelazamiento como ¢t = t(u) y xg =
zo(u), podemos obtener el funcional de édrea y calcular la entropia de entrelazamiento
holografica. Por la simetria de la regién A, sabemos que la superficie de entrelazamiento
posee un punto en el que la derivada respecto a la coordenada radial es infinita. A este
punto de retorno lo llamaremos u*. En términos de este parametro, podemos entonces
obtener el comportamiento del ancho de la banda infinita. De manera analoga, podemos
evaluar el funcional de area en esta superficie para obtener la HEE como funcion de u*.
De esta manera, podemos obtener la HEE como funcion de la separacién de la banda. En
las siguientes gréaficas se muestran los resultados obtenidos en [89] .

Recordemos que la HEE es genéricamente infinita, por lo que debe llevarse a cabo algtiin
procedimiento de regularizacion. Por ejemplo, podemos poner un corte UV € y graficar
unicamente la parte finita de la HEE, S§;,. También se muestran los resultados para la
parte de la HEE que se obtiene de sustraer el fondo de AdS puro, que se escribe como
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AS = Stin, — Saas-

Analicemos la grafica de Sy, como funcién del ancho de la banda infinita L. Cualitativa-
mente, este comportamiento es similar al obtenido para duales de graveda de ciertas teorias
de norma confinantes, en donde se observa una trancision de fase analoga que corresponde
a una trnacisién confinamiento/desconfinamiento. Este comportamiento también se pue-
de reproducir mediante célculos en teorias de norma en la reticula. Esto implica que la
teoria conforme dual presenta una brecha de masa, la cual probablenete correspondera a
alguna teoria de norma confinante. En efecto, es claro de la grafica de AL como funciéon
de la separacion L, que la entropia de entrelazamiento holografica para este agujero de
gusano en AdS es menor que la del fondo AdS puro. Esto es gracias a la brecha de masa
mencionada anteriormente.

Este andlisis se realizé también considerando una banda extendida en otra de las direc-
ciones espaciales:

A={(r1,29,2)] —00 < x1,29 <00 ,—L/2< z< L/2} (3.33)

En este caso se obtiene un comportamiento similar cualitativamente. En resumen,de nue-
vo encontramos el comportamiento caracteristico de una teoria de norma confinante. Para
separaciones grandes, la entropia de entrelazamiento holografica es menor que la de AdS
puro, lo que de nuevo sugiere que esta teoria posee una brecha de masa. Debido a la
geometria de agujero de gusano, es natural pensar que las dos teorias de campo estan
entrelazadas. Sin embargo, para que esto sea cierto, es necesario que la entropia de en-
trelazamiento holografica sea mayor que la del espacio AdS puro. Este comportamiento
se puede obtener para agujeros de gusano geodésicamente atravesables, como el que estu-
diaremos mas adelante.

Sin, embargo, la métrica que estamos estudiando no puede ser obtenida en gravedad de
Einstein sin violar las condiciones de energia nula que estudiamos en la introduccién. Esta
teoria dual, considerando la solucién de agujero de gusano AdS, solo puede obtenerse en
supergravedad IIB. Esta analisis tamnbién revela que la HEE entre las dos teorias en la
frontera es cero. Esto significa, que la presencia de las dos fronteras no provoca que haya
entrelazamiento cuanticp entre las teorias duales.
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Capitulo 4

Cuerdas en agujeros de gusano AdS
en Gauss-Bonnet

El objetivo de esta parte del trabajo es caracterizar el comportamiento del potencial para
un par quark-antiquark en una de las teorias duales al agujero de gusano. Para esto,
usaremos la correspondencia holografica, y por lo tanto analizaremos el perfil de una
cuerda en la geometria del agujero de gusano AdS 5-dimensional construido a partir de
los cascarones en los radios de juntura [59]. Podemos escribir la funcién métrica como:

) = { fo(r) sir>b (4.1)

fo(r) sib>r>a’

donde

2 2
\/1+16aM_8aQ _4_04)’ (42)

r
=kt (1%
fe(r) 4oy r4 3r6 3
y las cantidades que aparecen en esta ecuacién se han definido en la Seccion 3.1. El
elemento de linea se escribe como

ds® = — f(r)dt* + [ (r)dr® + r?(da® + dy? + dz?). (4.3)

Debido a que existen dos funciones métricas, una en cada regién del agujero de gusano, un
cuerda pasando a través de la juntura cambia su derivada justo en este radio, de manera
que se presenta un fenémeno andlogo a la refraccién. Exploraremos esta refraccién en la
siguiente seccién.

4.1. Diéptrica de cuerdas

Consideremos la métrica inducida h,y,,, (con m y n corriendo sobre las coordenadas x, y y z)
en las hipersuperficies tipo tiempo que usamos para construir nuestra geometria. Estos son
3% y X% para los cascarones izquierdo y derecho y $¢ para la garganta. Estas variedades
estdn descritas por las coordenadas intrinsecas €™ = (£°,&1, €% €3) que a su vez estan
dadas por las ecuaciones de encaje. Las ecuaciones de z = x(£™) en la hipersuperficie.
Definimos la métrica inducida a través de los vectores e,, = x/£™, que son tangentes a
las curvas de la hipersuperficie correspondiente; explicitamente, h,,, = e, ,e,, G. También
definimos el tensor de proyeccion:

h=h""e,e, , (4.4)
El elemento de linea de la métrica inducida en un cascarén a radio r = v esta dado por

dh2 = —fi(U) dti + U2dfﬂ: s (45)
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donde fi(v) representa el comportamiento de las funciones métricas en ambos lados de
la juntura, es decir, v = a p, para la garganta y v = b para los dos cascarones. La métrica
inducida en r = v es unica, y las coordenadas tangenciales en ambos lados se relacionan a
través de la primera forma fundamental, de la cual se deduce la siguiente transformacion
diagonal:

L+ = diagti, T_+; {_J“ , (4.6)
t_r_ xr_
con
; 3 .
N P L C) BT (1,1,1), (4.7)
t- fi(v) T

que se obtuvo de (4.5).

Como se ha mencionado anteriormente, estamos interesados en probar esta geometria a
partir de la dinamica de cuerdas fundamentales. En el contexto de la correspondencia
AdS/CFT, existen dos posibles configuraciones de cargas de color en la CFT con un dual
holografico descrito por dos escenarios de cuerdas estaticas. El primer caso representa a un
par quark-antiquark infinitamente pesado, en cuyo caso la cuerda tiene ambos extremos
en la misma frontera, por lo que le llamaremos “en forma de U”, o “U-shaped”. También
existen configuraciones que representan a un quark aislado infinitamente pesado en una
de las teorias que interactia con un quark en la otra teoria de campo. Estas tltimas con-
figuraciones son duales a una cuerda fundamental que tiene sus extremos en dos fronteras
distintas del agujero de gusano. A estas configuraciones les llamaremos "LR”. La manera
de estudiar la dinamica de la cuerda en este fondo, es mediante la accion de Nambu-Goto:

S— —75/de0 = det{gus}, (4.8)

donde gopg = G0, X*93X" es la métrica inducida en la hoja de mundo de la cuerda, con
0% = (1,0), G, es la métrica espaciotemporal, y To = (2ma’) ™" es la tensién de la cuerda
fundamental. La proyeccién de los vectores tangentes a la hoja de mundo 9, X* = X /o
sobre una hipersuperficie con métrica inducida h,,,, dada por h ,X,, son tnicas. Esta
proyeccion debe ser la misma vista desde ambos lados de la hipersuperficie que define el
cascaron, asi que tenemos

hoXF_ =0, (4.9)
donde =+ indica a que lado del cascarén nos referimos. Evaluando la condicién de continui-

dad en los cascarones para o) = 7 obtenemos la condicién en 7 = v para las proyecciones
temporales de la hoja de mundo, que es

ht+t+l€+ = Lt+t7 ht7t7 ,t'_ . (410)
En particular, para el agujero de gusano obtenemos

V)i =V - (v) i (4.11)

2) = ¢, el resultado andlogo es

Para of

=2 (4.12)
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4.1.1. Refraccién de una cuerda através del cascarén del agujero
de gusano

Eligiendo la norma estética, donde X*(7,0) = (t(7),r(0),z(0),0,0), la métrica inducida
en la hoja de mundo estd dada por

9= ( —f(OT)t +07,2 2 ) ) (4.13)

( )

y la correspondiente accion de Nambu-Goto toma la siguiente forma

S = —76/de\/7527"’2 + f(r)r2a. (4.14)

Esta accion es estatica y tampoco depende de la coordenada x; esto ultimo implica que
17 (el momento canénico en la direccién o) se conserva, y podemos escribir

o, |tf(r)r*a’
To \/r’2—|—f(r)7"2x’2 ’

con C' una constante de integracion. Evaluando el momento canénico en la direccién x en
ri(o,) = a, obtenemos

C=— (4.15)

ol fila)a?xl, | iglfi(a) a® 2
VIR + fila CLQQZL \/r + fia a2:cR

donde ahora los subindices L y R, representan el lado izquierdo y derecho del agujero de
gusano y por (4.11) y (4.12), obtenemos

7Ll = 17kl (4.17)

: (4.16)

Anélogamente, situandonos en las posiciones de los correspondientes cascarones, r1, g(p) =
b, obtenemos

Gl fi0) Py | Jtel fe(b) 0P
VET RO PR Rt b P
b
donde los subindices ¢ y e representan las partes interior y exterior de la geometria, y por
(4.11) y (4.12), obtenemos la condicién de refraccién en los cascarones:

(4.18)

r! r!

V)V fib)
También tenemos que z'(0) estd dada por (4.15), y usando el parche coordenado para

cada una de las cuatro regiones en el agujero de gusano, obtenemos

( r! C e
jFr\/fe(r) V212 fe(r)—C2 | Le para Mg

(4.19)

r’ C Ml
T VRO VAR R L pata /M,
20 = (4.20)

r’ C ;
VR VA 0 para M

C e
- ara M5 .
| VR0 VB f)C | Re p R

Eligiendo la norma estética para las coordenadas temporales, t.(7) = 7 en las regiones

exteriores M§ 5y t;(1) = 7 A |,—, = 7/ fe(b)/ fi(b) para las regiones interiores M p.
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4.2. Cuerdas en forma de U

Recordemos la féormula (3.59) para la energia del par quark-antiquark en términos de la
accion de la cuerda:

AE(L) = —AS(L)/T, (4.21)

donde T es el intervalo de tiempo infinito en la frontera, AE(L) = E — Eg, AS(L) =
S — Sgs, con Ey vy Sy, siendo la energia y la accién on-shell de una cuerda recta que va
de un lado de la geometria al otro, respectivamente, y donde L es la distancia espacial en
el lazo de Wilson, o de manera equivalente, la separacion entre los extremos de la cuerda.
Esta esta dada por:

NS

L= / d(z) (4.22)

SISl

con /¢ el radio efectivo de AdS.

Empecemos considerando una cuerda recta LR. La constante de integraciéon para esta
configuracion es C' = 0, de manera que la cuerda entra perpendicularmente en el radio de
garganta, es decir, 2/(¢) = 0. La densidad de drea para esta configuracién estd dada por
[£(7)7'(0)], y la accién on-shell toma la forma,

. . AT ’ >
=7 (2 faritae) o2 [aritand) =58 (w [ars [T ar)
i . s a b

(4.23)

donde el factor de es N; = (t;/t.)|s, v la coordenada temporal exterior estéd identificada
con el tiempo en la frontera. Usaremos energia normalizada
AS/T
aTy

AE (4.24)

con a el radio de garganta, y Ty = \/X/ (27 %). La energia normalizada E,, asociada a la
configuracion de cuerda abierta es

55_2( / dz+/ dz), (4.25)

con z, = b/a ~ 1,40 la posicién de los cascarones en términos de la variable z = r/a. La
razén entre los valores de la métrica en el radio de juntura estd dado por

T

~+
A

Ni

~ 0,20, (4.26)

b \/—_

~

e

con
2) =22 +2¢/3-2/22, fo(z2) =22 =2/ —2/2% (4.27)

y it ~ 1,81. Analizaremos el comportamiento de la energia adimensionalizada AFE, usare-
mos una cantidad normalizada adimensional L definida como

- alL
L —
E )

(4.28)

que representa la separacion entre los extremos de la cuerda.
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Las cuerdas U-shaped pueden caracterizarse por el punto de retorno r,, = r(o,), que puede
encontrarse, en principio, en la regién exterior o en la regién interior de la geometria. Para
evaluar el valor de la constante C' para estas configuraciones, debemos notar que

lim 2'(0) = Foo , (4.29)

o—0oy

y por lo tanto, usando (4.20),

Ce =Ty ie fe(ru) si r, estd en Me

_ . 4.30
Ci =rutin/ fi(ry) si r, esta en M", ( )

¢ = raiVFin - {

donde hemos escogido C positiva. A partir del radicando en (4.20) vemos que las soluciones
U-shaped deben tener r > r,, debido a que t2r%f(r) tiene un minimo en la garganta y
crece con 7, como estd dado por las funciones f;(r) y fe(r) en los intervalos a < r < by
b < r, respectivamente. Esto significa que una cuerda U-shaped con el punto de retorno
en un solo lado del agujero debe tener sus extremos en la misma frontera. Veremos mas
adelante que podemos encontrar tres diferentes tipos de configuraciones. Calcularemos la
separacién entre los extremos de la cuerda L,dada por
2a [

L= A da' (o), (4.31)

u

con una parametrizaciéon tal que r(= oo) = 00, y la energia regularizada F, obtenida al
sustraer Fys a la correspondiente energia normalizada, escrita como

L / drd|i| 7+ f() 2. (4.32)

Los valores de L y E nos permiten comparar las diferentes configuraciones.

4.2.1. Cuerdas en forma de U en la region exterior

Estudiaremos primero cuerdas U-shaped con punto de retorno r, en una regiéon exterior
del agujero de gusano M€ (izquierda o derecha). En este caso la coordenada radial en la
norma estética es r(o) = 0. Usando la expresién para /(o) dada en (4.20) y la constante
de curvatura C, como en (4.30), la separacién entre los extremos de la cuerda puede
escribirse como: B

I 2 P (4.33)

= 2, .
Zu \/ fe(zu) Zu V - Be

donde z, = r,/a puede tomar valores en la regién exterior, es decir, z, € [z; 00| con
2z, = b/a ~ 1,40, y donde la funcién auxiliar es

o) Zu2 _e(Zu)

B, = e (4.34)
z

Usando ahora la correspondencia AdS /CFT, mediante la entrada dada por la férmula
(4.32), la energia AFE(L) de un par quark-antiquark correspondiente a la cuerda U-shaped
con su punto de retorno en r, en una de las regiones exteriores del agujero es

AE =2 e—zu—zb—Nizb—l . 4.35
(u \/1—76@ ( ) ( )) (4.35)



82CAPITULO 4. CUERDAS EN AGUJEROS DE GUSANO ADS EN GAUSS-BONNET

Esta configuracién es similar a las estudiadas en escenarios de agujero negro [62, 63], sin
embargo aqui no hay temperatura, y la region exterior corresponde a una métrica con un
valor supracritico de la carga ). Notemos que, para separaciones pequenas, cOrrespon-
dientes a los puntos de retorno con z, > 2, tenemos & ~ (2,/z)* y, como esperamos,
recuperamos el comportamiento Coulombiano AE ~ —1/L dictado por la invariancia
conforme en la regién UV de la teorfa de campo dual. La energia AE como funcién de L
para un par quark-antiquark dual a estas configuraciones de cuerdas U-shaped con punto
de retorno en la region exterior se grafica como la curva azul en la figura 5.2.

4.2.2. Cuerdas refractadas con punto de retorno en la region
interior
Si el punto de retorno r, se encuentra en una regién interior M?, la ley de refraccién de

la cuerda estd caracterizada por (4.19) en el cascarén, y una parametrizacion explicita en
la norma estatica puede escribirse como

( fe(b)
_(b_ru)\/% ( )+b 6(—00, 1],para MLR
) —(b=ry) € [-1;0, = 0], para M}, g
r0) = (b—ry) +14 € [0y = 0; 1], para M, (4.36)
(b —Ty) ;((Z)) (=1)+0b € [1; +00), para M9 5

Usando la expresién correspondiente para 2'(o) en cada regién, como en (4.20), y la
constante C; de (4.30), la distancia L entre los extremos de la cuerda refractada es

L= NI Z( / dz —2— / dz 16’_65), (4.37)

con las funciones auxiliares definidas como

2 @Qﬁ(zu) Zu fz(ZU) N2
b= e ERZO R

y con z, = 1, /a los puntos de retorno en la regién interior, tomando los valores z, € [1; z].
La energia correspondiente AE para estas configuraciones de cuerdas es

— b \/ ﬁz _ze
AE =2N; dz — N;(z, — 1). 4.
SR e e

La figura 4.2 muestra la separacién L y la energia AFE como funcién de 7, /a para cuerdas
U-shaped con punto de retorno en las regiones interiores y exteriores. Podemos apreciar
el cambio discontinuo de la derivada cuando en punto de retorno corresponde al radio de
juntura b.

Bie = (4.38)

4.2.3. Cuerdas en forma de U estiradas

Existe un tercer tipo de soluciéon que no hemos considerado: configuraciones de cuerdas
que se sumergen en la regiéon interior y que poseen un segmento de cuerda paralelo a una
de las coordenadas espaciales a un radio r = a .
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(a) Cuerdas en forma de U. (b) Cuerdas LR.

Figura 4.1: Diéptrica de cuerdas en el agujero de gusano.

Este segmento de la cuerda que se extiende a lo largo de la direccién x puede estirarse
hasta una longitud arbitraria x,.. De esta manera, la separacién entre los extremos de la
cuerda se convierte en

.Z/ = % (/ do ;L‘/(O'> + Tstr + / dI/(J)) = Lth + EStT ) (440)

o 2 ([t B
L=~ dz ————— , 4.41
\/g ( 1 : \/1—ﬂi zu:1> ( )

es equivalente a la separacion entre los extremos de una cuerda U-shaped con punto de
retorno justo en el radio de garganta. La energia AE asociada a esta configuraciéon de
cuerda estirada es entonces

donde hemos llamado L*" = axy, /l , vy

1 > _ie
T e

zu=1 Ni 2p 1— Bie

AE = AE™ 4 B (4.42)

con

a

donde hemos usado +/fi(a) = av/3/(, y

_ 1 o
B = — /dT do/=glr—e = V3N, L — L' (4.43)

7,6

Zb V ﬁze

AE™ =2N;, / (4.44)

\/1_6@

La energfa AE como funcién de la separacién del par quark-antiquark L para todas las
configuraciones U-shaped, incluyendo las analizados en las secciones previas, se muestra
en la Figura 5.2. Las configuraciones energéticamente desfavorables estdn representadas
con una linea punteada; dentro de las configuraciones U-shaped, las configuraciones de
par quark-antiquark son energéticamente favorables para separaciones L < L*2 ~ 0,97, y
mientras aumenta la separacion entre los extremos de la cuerda dual a esta configuracion,
las cuerdas U-shaped estiradas poseen la menor area. Sin embargo, la configuracion de
un par de cargas de color sin interaccion entre ellas en cada una de las teorias de campo
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Figura 4.2: L and E como funciones del punto de retorno r,/a.

usada en la regularizacién, es la configuracién preferida para L > L% ~ 0,76. A pesar del
hecho de que las configuraciones U-shaped estiradas son desfavorables energéticamente
comparadas con aquellas que atraviesan la garganta, notemos que para estas soluciones,
que exploran el IR de la teoria de norma, la energia AE incrementa linealmente como
funcién de L. Especificamente, esta linealidad se caracteriza por una tension efectiva dada
por v/3 N; Ty a?/¢?, como se obtuvo en (4.42) y (4.43).

4.3. Cuerdas LR

Asi como en la situacion de la cuerda con ambos extremos en la misma frontera aparecen
distintos tipos de configuraciones de cuerdas, lo mismo sucede cuando consideramos cuer-
das que atraviesan de un lado del agujero de gusano al otro. En concreto aparecen dos
configuraciones, que corresponden a cuerdas que atraviesan el origen en el cascarén interno
y cuerdas que se extienden horizontalmente a lo largo del radio de garganta. Comenzamos
caracterizando estas configuraciones en la norma estatica:

—(b—a) J;((Z; (c+1)+b o € (—oo; —1], para M

B —(b—a)o+a € [-1;0,=0], para M}
r(o) = (b—a) +a € [,=0; 1], para MY, (4.45)

(b—a) i&((;j (—1)+ o € [1;400), para M5, .

A diferencia del caso anterior, todas estas configuraciones se ven refractadas en el radio
rr.r = b. La separacién entre los extremos en la direccién x tanto para la frontera derecha
como para la frontera izquierda, se denota como Lpg, v se calcula de manera analoga
al caso anterior. La separacion para estas configuraciones, normalizada con el radio de

curvatura [, es
Oq +o00
Lir= (/ do 2’ (o) +/ dax'(a)) : (4.46)
— 00 0'+

a

~| e

de donde podemos obtener Lr = ¢* L r/a. Explicitamente:

(4.47)

_ 2C
Lip="% d
e ( \/1—02 N/ ’ \/1—0 gow>

donde 2, = b/a, ademds usamos el hecho de que f;(1) = 3, y definimos las funciones
auxiliares como

12 1 N2
: 5 5 : (4.48)

A T RG)
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Figura 4.3: La energia E de un par quark-antiquark como funcién de su separacién L.
Configuraciones en la misma frontera, duales a cuerdas U-shaped , estan graficadas en
azul, azul claro y morado.

La constante adimensional C' de (4.47) se obtiene de normalizar la constante de integra-
ciéon C, de la misma manera que en (4.15). El significado de este nuevo pardmetro esté
relacionado con la manera en que se deforma la cuerda. Los valores de esta constante obe-
decen C € [0;1]. De esta manera, el caso C = 0 corresponde a la cuerda recta con la que
regularizamos la energia, mientras que C' = 1 corresponde a la configuracién de curvatura
maxima que presenta un punto de inflexion en el radio de garganta. Esta configuracién, es
equivalente bajo simetria de reflexién a la configuraciéon U-shaped con punto de retorno
igual al radio de garganta. La energia AFE para estas cuerdas extendidas a lo largo del
agujero parametrizada por C se escribe como

2p /12 _
AE = 2N, / g1 ViZ o / V1-Co ‘Ple. (4.49)
1 \/1—02@1' 2p 1—0 sze

Podemos analizar cémo se comporta el area de la hoja de mundo de la cuerda para sepa-
raciones pequenas de sus extremos en distintas fronteras expandiendo estas expresiones
con C' K 1, es decir

AFE = CQNi/ dz @; +/ dz ¢i + O(C®), (4.50)
1 2p
L o2 N/Zbd ‘+/ood bie + O(C?) (4.51)
LR = —1V; YA 2 Pie . .
\/gN’L 1 2b
Combinando estas expresiones obtenemos
_ 1 - =g
AEzﬁKLLR, (4.52)

con

_ 1 2 dz © dy !
K=-N, | —% _ 088, 453
N NG T / 20 (4.53)
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Figura 4.4: La energfa E de un par quark-antiquark como funcién de su separacién L.
Las configuraciones duales a un par quark antiquark en la misma frontera , estan
graficadas en azul, celeste y pirpura. Las configuraciones LR aparecen en rojo y

morado.

A partir de la Figura 6.4 podemos entender el comportamiento del potencial del par
quark-antiquark de este sistema. Empezando con el par, podemos empezar aumentando
su separacion. Para valores pequenos de L, la configuracion dominante es la de un par
quark-antiquark con ambas cargas en la misma teoria de norma dual. Sin embargo, a un
valor finito de L ocurre una transicion de fase en la cual la configuracion dominante pasa
ahora a ser la de un par quark-antiquark en la misma teoria tal que las dos cargas no se
comunican entre si, pero tal que cada carga individual interactia con otra carga en la otra
teoria de norma. Esta situacién estd representada holograficamente por dos cuerdas rectas
con extremos en distintas fronteras del agujero de gusano. Esto refleja un comportamiento
tipico de las transiciones confinamiento/desconfinamiento.



Capitulo 5

HEE en agujeros de gusano AdS en
Gauss-Bonnet

Como se mencioné en la Seccién 3.3, una entrada importante del diccionario de la corres-
pondencia hologréfica es la formula de Ryu-Takayanagi para la entropia de entrelazamien-
to. Esto nos sugiere una manera diferente de probar la geometria del agujero de gusano,
es decir, tomar distintas regiones en la frontera planar del agujero de gusano. Entonces la
pregunta, es ;De qué manera se entrelaza dicha regién con su regiéon complementaria (que
puede estar constituida por regiones en ambos lados del agujero de gusano)? En particu-
lar, un escenario hipotético importante es en el que existe entrelazamiento cuantico entre
dos regiones en diferentes fronteras. En [66], se sugiere que esto es lo que sucede cuando
consideramos la correspondencia holografica sobre agujeros de gusano que son geodési-
camente atravesables. Una caracteristica de estos escenarios, es que la HEE regularizada
de estos fondos debe ser mayor a la del fondo de AdS puro. Otro punto a favor de este
argumento se sigue de los resultados de la seccién anterior, donde se demostrdé que en
algin régimen del espacio fase existe un término de interaccion relacionando a las dos
teorias de norma.

5.1. Funcional de HEE para un agujero de gusano
planar

El agujero de gusano 5-dimensional que nos interesa estudiar es una solucién particular
a la teoria de Gauss-Bonnet. Como estudiamos anteriormente, cuando la teoria de gra-
vedad no es la teoria de gravedad de Einstein, el funcional que reemplaza la férmula de
Ryu-Takayanagi se vera modificado. La manera en que esto sucede se explicé detallada-
mente en la Seccién 3.3.3. Ahi aprendimos que el funcional de entropia de entrelazamiento
holografica debe ser

Sa dz*""Vh(1+ aR) + — | V7K, (5.1)
%G Jos

:E .

donde A es el determinante de la métrica inducida en ¥, R es la curvatura intrinseca de
Y., K es la traza de la curvatura extrinseca en 3, y v es el determinante de la métrica
inducida en la frontera 0%. Consideremos un elemento de linea de la forma

ds® = — f(r)dt? + fL(r)dr? + r*(da? + dy? + d2?). (5.2)

Asi, la parte planar 3-dimensional, que corresponde a la métrica de la teoria de norma
en la frontera. Podemos considerar, por simplicidad, dos regiones de entrelazamiento que

87
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por su simetria esperamos faciliten los calculos y a su vez nos proporcionen la informacion
fundamental del comportamiento del entrelazamiento cuantico en este sistema. Usando la
férmula (5.1) calcularemos el funcional de entropia de entrelazamiento hologréfica para
cada una de las regiones que consideraremos a continuacién.

Banda infinita de ancho L

Consideremos primero una regién rectangular que se extiende hasta infinito en dos de
las direcciones planares, y que tiene un ancho finito. Asi, dicha regién A, puede definirse
como una banda que se extiende hasta infinito en las coordenadas y y 2, y ancho L a lo
largo de la coordenada x, es decir:

A={(z,y,2)|— L/2<x<L/2,—00 <y < 00,—00 < 2 < 0} (5.3)

Como se ha esplicado anteriormente, la HEE es una cantidad infinita, debido a que es
necesario integrar hasta la regién r = oo en el espacio AdS, donde el volumen se vuelve
infinito. Para evitar estas divergencias de la métrica en r = 0o, escogemos un corte UV
r = r.. Por simetria, la coordenada radial en ¥ es independiente de las coordenadas y y z.
Entonces, podemos parametrizar la superficie de entrelazamiento como una funcién r(x).
La métrica inducida puede leerse a partir del siguiente elemento de linea:

r'?(x)

f(r(z))

El elemento de linea correspondiente a la métrica inducida en la superficie de entrelaza-
miento puede escribirse como ds? = ds% + e*'ds?, con dsk = —f(r)dt? + f~1(r)dr?, vy
e?' = r? . Podemos entonces construir el escalar de curvatura R en términos de las dos
partes de la métrica por separado, esto es:

hay dzda® = (TQ(I) + )dx2 +72(z)(dy? + d2?). (5.4)

R=RX + e ' RY —4V?F — 6(0F)?, (5.5)

con:
1
V hxz

Aqui los primeros dos términos de (5.5) se anulan debido a que la variedad etiquetada por
X es bidimensional, y por el teorema de Gauss-Bonnet, su curvatura intrinseca es cero.
Por otro lado, es claro que el escalar de curvatura de una métrica euclidea planar siempre
es cero. De la forma de la métrica inducida, vemos que F'(x) = Inr(x), asi que obteniendo
las derivadas correspondientes, y sustituyendo esto en (5.6), asi como h,, = r?(z)+ ;(/:((;E)))’
obtenemos las siguientes expresiones:

R*=RY =0, V’F= 0 (\/ haeh™ 0, F),  (OF)* = h*™(0,F)*. (5.6)

— { B r’?(x) r'(x) _
r2(z)y/r2(x) + ;(/i((;v))) r(z)y/r3(z) + ;(li((;ﬁ)))
- tge o,
2(r2(x) + )" 20) + 7ol
y 2
(8F)2 _ r(z) _ (5.8)

2 (z)

r2(2)y/72(2) + iy



5.1. FUNCIONAL DE HEE PARA UN AGUJERO DE GUSANO PLANAR 89

Definiendo el vector normal unitario que apunta hacia afuera de la superficie en la frontera
como n, = —v/hy, 07, donde a corre sobre las coordenadas (z,y, 2), la traza del tensor de
curvatura extrinseca puede escribirse como:

2(0,F)e*r

K= habvanbLB:mi = [hzmvxnm + gikvink]m:xi = _W S (59)

En (6.62) hemos usado la identidad 2 ddftﬁ) = h®0,hg, v los indices 7, k corren sobre
las coordenadas (v, z). La regién en la frontera correspondiente estd definida como z = x;.

Asi, obtenemos el resultado

2r(z)r'(x)

T=T; 2 (x
r2(2) + Foi

K = (hge) Y20,(e2F) (5.10)

T=x;

Usando h = r4(z)(r?*(z) + %), y sustituyendo las ecuaciones (5.7), (5.8) y (5.10) en
(5.1), obtenemos:

g , 7"/2(5L'> _
simig ) @ <"”)\/7“2($”f<r<x>>+a{ P o

f'r(@)r3@) | 2 (@)r" ()
2r' (z)r(z) (2r (z)r'(z) — 2e@ - T e@) )}) _op r(x)r'(z)
r'2(z) 3/2 G 2 (g
(r*(@) + 75ey) V@) + o
(5.11)
donde L, representa la longitud de la banda a lo largo de las coordenadas y y 2z (en
principio infinita) perpendicular a la coordenada x. Integrando por partes, el resultado
es:

r(z) 4r(x)r"(x)

)
r=x;

—L)2 f(r(z
r(z)

{2 B )

Finalmente, el funcional de HEE resulta ser:

SAZE L/2 dx[?“Q(ﬂf)\/TQ(iB)Jr r2(z) +2a< () ())]_ (5.13)

AG J_1p f(r(z)) r2(x) + o,

Ly Ly 5 7”2(1:)
Sa= Te dx[(r (x) \/7“ () + —= ( ))
) (5.12)

Para poder trabajar con una cantidad finita, a partir de este punto consideraremos la
cantidad adimensional normalizada

- G Sy
Sa = I

(5.14)
A partir de ahora, trabajaremos también en unidades en las que G = 1.

Esfera de radio pgr

El segundo caso de interés consiste en una regién finita en la frontera que corresponde a
una 2-esfera de radio finito pr encajada en la métrica euclidea tres dimensional, esto es:
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A= {(z,y,2)| 2* +y* + 2* = pr}. (5.15)

Para este caso nos conviene mejor trabajar con coordenadas esféricas, de manera que la
region en la frontera es

A={(p,0,9)|lp=pr,0< 0 <2m,—71 < <7}, (5.16)
y entonces la métrica del agujero de gusano planar puede escribirse como:
ds® = —f(r)dt* + f~(r)dr? + r*(dp* + p? sin® pdo* + p*d¢?). (5.17)
La métrica inducida que obtenemos para este caso es:
()

f(r(p))

Notemos que la forma de la métrica inducida se ve modificada de manera sustancial
respecto al caso de la banda infinita, primero debido a que el factor que aparece enfrente
de la métrica 2-dimensional es en este caso 7%(p)p?, y ademds la curvatura intrinseca de
esta parte bidimensional es distinta de cero. Asi, obtenemos RY = l% con [? el radio de

AdS. En este caso tenemos,

hasdatda® = (TZ(p) + )d,ﬂ 4 12(p) (0P sin® 0d6? + p*do?). (5.18)

pr'(p) + r(p) 2 (p)
Y r(p)p " frp))
de manera que el segundo término en (5.5) es diferente de cero, y tenemos
2
e HRY = . (5.20
r(p)p? )
Ademas, obtenemos las siguientes relaciones:
V2 F — { Ly (r) )t 2 )
r/2 r/2
Pr2(p)\/r2(0) + 185 pr(p)\ /7 (p) + Fids o1
!/ r ,,,/3 ,’,/ ,,J/ .
pr(p) +1'(p) (2r(p)r (p) — LURAER) 4 2l 1
2 2(p) \3/2 } "2(p)
y
/ 2
(OF)? = (pr'(p) +r(p) (5.22)

Pr2(p)/12(p) + 725
Definiendo el vector normal unitario como en el caso anterior, podemos obtener la traza
del tensor de curvatura extrinseca:
__2pr(p)(rlp) +p1(p)
ST
Sustituyendo esta tltima expresién, asi como (5.20),(5.21),(5.22) en la integral (5.1) e

integrando por partes de manera similar al caso de la banda infinita, obtenemos la siguiente
expresion:

K = (hey) %0,(e*F)

(5.23)

T=x;

dp d0 o sin(6)((r*(p)” +20) \/ 0+ oy
00 07 (0) £ 7(p))? )

2
() + 7tey

Sa
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que se puede reescribir como:

T T2 0 20 |2 2(p) o, (or'(p) +1(p)”
SA—G/O dp[( (p)p* +2 )\/ (p>+f(r(p))+2 T2<p)+%] (5.25)

Como prueba de consistencia, podemos comparar este resultado con el funcional de en-
tropia de entrelazamiento holografica correspondiente a una superficie de curvatura po-
sitiva encajada en una variedad 3-dimensional que tiene curvatura positiva, para una
superficie de entrelazamiento parametrizada en términos del angulo de apertura en la
frontera, r(#). En aquel caso [112], la HEE toma la forma

i " r2(6) sin® ) 4|12 r2(0)
SA_G/O a0 ((2(0) sin?(0) + 2 >\/ O+ Fra

(sin(0)r'(0) + cos(0)r(H))?
\/72(0) + %

Podemos notar que este funcional, se reduce al caso que acabamos de calcular si realizamos
la sustitucién fp y consideramos el caso p << 1 de manera que tenemos sin(p) — p y
cos(p) — 1. Esto es consistente con el hecho de que considerar éngulos pequenos en un
espacio de curvatura positiva es equivalente a considerar una apertura finita y reducir el
radio de curvatura, lo que nos lleva al caso del agujero de gusano planar.

(5.26)

+ 2«

5.2. Superficies de entrelazamiento para la banda in-
finita

En este caso, estamos estudiando como se entrelazan entre si distintas regiones extendidas,
a diferencia de [68], donde se estudié la interaccién entre cargas de color puntuales. Sin
embargo, al igual que en el caso de del par quark-antiquark teniamos dos configuraciones
posibles para las cuerdas duales, en este caso tendremos dos posibles configuraciones para
las superficies de entrelazamiento. En el primer caso, apareceran superficies cuya frontera
corresponde a dos lineas rectas paralelas a lo largo de la direccién y y z. En este caso
tendremos entrelazamiento entre una banda infinita A y su region complementaria en
una misma teoria de campo. En el otro caso, tendremos configuraciones de superficies de
entrelazamiento de tipo LR, que corresponde a "laminas” extendidas desde una de las
teorias de norma a la otra, cruzando a través de la garganta. Esta situacién corresponde
a entrelazamiento entre una region en una de las teorias de campo y una region en la otra
teoria de campo. Nuestra tarea es encontrar las superficies que minimizan el funcional de
HEE (5.1), y que a su vez satisfacen las condiciones de frontera correspondientes en las
superficies de juntura rp, =rg =byenr, =rg =a.

5.2.1. Superficies U-shaped en la métrica exterior

Como primer escenario, consideremos superficies de entrelazamiento que tienen como
frontera a dos planos paralelos en una de las teorias de campo. Llamemos ry al radio
minimo que alcanza la superficie, es decir, el punto de retorno, que satisface ro = 7(0).
Este ntmero, caracteriza a las superficies de entrelazamiento U-shaped, y sirve como
parametro para obtener una relacion entre la entropia de entrelazamiento y el ancho de
la banda infinita.
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Consideremos el funcional (6.66) y realicemos la sustitucién f — f. con f. dada por la
ecuacién (6.2). Efectuando la variacion de este funcional, §54 =0, obtenemos una ecuacién
diferencial de segundo orden en r(x), que resulta altamente complicada y es necesario
resolverla numéricamente. Las condiciones de frontera para el caso de las configuraciones
U-shaped con punto de retorno en la métrica exterior se escriben de la siguiente manera:

r(0) =79, 7'(0)=0. (5.27)

Resolviendo numéricamente esta ecuacién diferencial, obtenemos la solucién r.(x). Para
esto, fijamos primero un corte UV 7 = R4, e integramos hasta que r(#) alcanza este
valor. En este punto, registramos el valor de la coordenada x, y obtenemos el valor de
la separacion entre los extremos de la banda para un radio de garganta arbitrario, L(a, o).

La entropia de entrelazamiento holografica se obtiene calculando la integral

12

_ L2 ) ) r2(x re (@
SA:%/O dx[(re(x)\/re(x)+fT((x)))> +2a<\/ ( >rg2(a:) )} (5.28)

12 (%) + 76w

Podemos regularizar esta configuracion escogiendo la configuracion analoga a la que uti-
lizamos para regularizar la energia de un par quark-antiquark; esto corresponde a una
superficie de entrelazamiento que se extiende de un lado de la geometria hasta la otra
teoria de campo. La entropia de entrelazamiento correspondiente a esta configuracion se
denota como S4*°. De esta manera, la entropfa regularizada se escribe como:

Speg = Sa — Sa”. (5.29)

Ademas de esta regularizacion, también podemos considerar el comportamiento de la HEE
con respecto al caso de AdS vacio [50], para lo cual podemos realizar el procedimiento
de sustraccién de fondo. Denotando como Su4g a la entropia de entrelazamiento de AdS
vacio, la entropia regularizada con sustraccion de fondo es:

AS = 8,05 — Saas. (5.30)

5.2.2. Superficies con punto de retorno en la métrica interior

En este caso, la integral que calcula la HEE sufre una discontinuidad en la superficie
de union entre las dos geometrias. La superficie de entrelazamiento, consiste entonces en
una parte con rr(rg) > by otra con ri(rg) > b. Parametrizando esta superficie con una
funcion de la direccién z inicamente, llamamos a la primera parte r.,:(0) y a la segunda
rin(6). Entonces el drea de la superficie minima se puede escribir como la suma del drea
de la superficie re;; que minimiza el funcional de la métrica en M p y la de la superficie
rin que minimiza el funcional de la métrica en M’L R

2 2

_ 1 Tp 2 2 rin(2) in(?)
Si= B [/0 dx [Tzn@)\/rm(x) * m i QQ(\/T?H(JJ) + f(;?n((ma?)) >}

12 12

L/2 riz(x Text\T
+ / d:c(rixt(:c)\/ rim<x>+ﬂTf<$)>>+2a< \/73 ( >r;3<x> ))]

o et (T) + F(reat (@)

(5.31)
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donde z;, representa el valor de x en el que la coordenada r es igual al radio del cascaron
entre las métricas interior y exterior, y se define por:

Teat(Tp) = Tin(Tp) = b. (5.32)

Las condiciones de frontera sobre la primera derivada cuando r = b, son no triviales, y a
continuacion explicaremos brevemente la manera de obtenerlas.

Condiciones de frontera sobre los cascarones

Las superficies de entrelazamiento que atraviesan los cascarones del agujero de gusano
tienen que satisfacer ciertas condiciones de frontera en r = b, debido a las condiciones
de juntura. Para obtener dichas condiciones tomamos la variacién de S respecto a X*.
Las condiciones de minimizacion del funcional se obtienen a partir de las ecuaciones de

movimiento de la superficie X3, es decir, g—ﬁ = 0. Estas condiciones se escriben como
K +2a(RK — 2R;;K7) = 0, (5.33)

donde K es la traza del tensor de curvatura extrinseca K y R;; es el escalar de curvatura
inducido en la superficie. Denotamos a ‘H como la hipersuperficie de radio b que separa a la
region exterior de la regién interior. Esta superficie se intersecta cpn ¥ en la frontera do.
Podemos definir los vectores normales a los cascarones que son transversales a la superficie
de entrelazamiento como n*. De la misma manera, definimos los vectores normales uni-
tarios n*, que son tangenciales a 3. Considerando variaciones arbitarias d X*|3,, podemos
obtener las condiciones de frontera sobre los cascarones. Estas condiciones se traducen en
la igualdad de los momentos conjugados en ambos lados del cascarén, es decir

It =11, (5.34)

donde N
I = (= LK, — 0 Gyt ) (5.35)

En (5.35), hemos definido [% = K% — 4%k, mientras que Gy; es el tensor de Einstein
inducido. El superindice =+ indica la regién en la que se calcula I1. Una vez que escogemos la
parametrizacién r(z), obtenemos un funcional que depende de esta funcién y de su primera
derivada, es decir, II{r(x),r'(x),z}. Podemos despejar a la primera derivada del lado
derecho de la ecuacion (5.34), de manera que obtenemos 7. () = G{rin(x), . (x), x}.
Evaluando en z = x;, obtenemos las condiciones de frontera que necesitamos. De de esta
manera, 7.,; es la solucion a la ecuacién diferencial que se obtiene de la variacion 654 = 0,

con, f — f., y con las condiciones de frontera

reat(0) = 0, 70y (w0) = G{rime(), mie (1), 20} (5.36)

El valor de x} se obtiene resolviendo numéricamente esta ecuacién diferencial y registrando
el valor de x en el que r = b. Para obtener la solucién interior, entonces sustituimos este
valor en la ecuacién diferencial que se obtiene de (0S4, f — fi) con las siguientes
condiciones de frontera:

ri(xp) =0, 7. (0)=0. (5.37)
Registrando el valor al cual se alcanza el valor de corte en la solucién de esta ecuacion
diferencial, obtenemos la separacién entre las dos fronteras de la banda, L(a,ry). Una vez
obtenida la superficie de entrelazamiento, podemos calcular HEE mediante la integral que
escribimos anteriormente, y después regularizamos con la entropia de entrelazamiento de
una superficie planar entre los dos lados del agujero. Para esta configuracién, tendremos
superficies que presentan una refraccién al atravesar el radio del cascarén entre las métricas
interior y exterior.



94 CAPITULO 5. HEE EN AGUJEROS DE GUSANO ADS EN GAUSS-BONNET

Figura 5.1: Representacion pictorica de las superficies de entrelazamiento para la banda
infinita de ancho L para configuraciones U-shaped (izquierda) y LR (derecha). Las regiones
en azul estan entrelazadas con las regiones azul claro.

5.2.3. Superficies que se estiran a través del radio de garganta

A pesar de que en la geometria que estamos estudiando, el valor de la coordenada radial
no puede ser menor que el radio de garganta a por construccién, si podemos considerar
soluciones para la superficie de entrelazamiento en las que el punto de retorno es r =a y
la longitud de separacion de la banda aumenta de manera lineal con respecto a un cierto
parametro. En este caso, la nueva superficie consta de un segmento curvo similar a los
de la superficie con punto de retorno en r # a, y otro segmento paralelo a las direcciones
espaciales transversales a la garganta del agujero de gusano. En este caso, para calcular
la HEE, debemos integrar el funcional de entropia de entrelazamiento sobre cada uno
de estos segmentos. Este hecho es totalmente andlogo a lo que sucede con el perfil de la
cuerda correspondiente a un par quark-antiquark. El resultado se puede escribir como:

Sp = (/L dx Flreg(z), 7. (), z] + /be dr Flri(z),r. (x),x] + /Ol dx f[a,O,x]),

Ty
(5.38)
donde la cantidad [ es una cantidad arbitraria y representa la longitud del segmento pa-
ralelo a la garganta. Aqui, abreviamos la Lagrangiana del funcional (6.66) mediante F.
Entonces, el comportamiento de la entropia de entrelazamiento, mientras hacemos mas
grande la separacion de la banda se debe comportar de manera lineal, como esperariamos
para una fase desconfinada en la CFT [66].

Si consideramos ahora la misma configuracién en la otra teoria de campo, las dos superfi-
cies de entrelazamiento podrian interpretarse en cierta situaciéon como una sola superficie
que cruza el agujero de gusano y que podria entrelazar a regiones en distintas teorias de
campo.

5.2.4. Superficies LR

Consideremos ahora superficies de entrelazamiento que atraviesan de un lado a otro del
agujero de gusano. En este caso tendremos dos tipos de configuraciones, aquellas que
pasan por el origen en el radio de garganta y aquellas que se estiran a lo largo de este.
En el primer de los casos, la condiciéon de frontera sobre la coordenada r esta fija, y las
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superficies solucién estan parametrizadas por una constante de integracion, que puede en-
tenderse como el valor de la derivada 7/(x) en el origen de la coordenada z. Esta constante
representa, al igual que en el caso de la cuerda que representa un par quark-antiquark,
cada uno en distintas fronteras, la curvatura de la superficie de entrelazamiento. Para
superficies que pasan por el origen en el radio de garganta, la HEE esta dada como

12

Sa = % [/0 da Wn(@\/ﬁ"m i #((xx))) ' 2a<\/ r?n(;;nf) 2 (2) >}

f(rin(z))

L/2 r2.(x T (7
+/ dx<rgxt(x)\/7"§zt($) + ]C(Tt((x)» + 2a<\/r2 . 2 (z) ))}’

o ut(T) + f(::;t(m))

(5.39)

donde ahora tenemos dos soluciones que corresponden a cada lado de la geometria. En
el primer de los casos, resolvemos la ecuacion diferencial correspondiente a extremizar la
accion de la entropia de entrelazamiento holografica para la funcién métrica interior con
las condiciones de frontera I— ¢

r(0)=a, 7'(0)= P (5.40)

La manera en la que hemos escogido la constante en la derivada, es consistente con confi-
guraciones que forman un plano entre las dos fronteras del agujero de gusano para c =0y
la superficie LR que es equivalente bajo simetria de reflexion a la configuracion U-shaped
para c = 1.

Calculando el valor de x en el que los valores de r son iguales al radio del cascarén
entre la métrica exterior e interior, podemos obtener la soluciéon para la parte exterior
de esta soluciéon. Entonces debemos resolver las ecuaciones diferenciales que resultan de
extremizar el funcional con la funciéon métrica exterior, y con las condiciones de frontera

r(zy) =b, r'(xp) = G{r(xy), 7. (xs), T}, (5.41)

donde G es el mismo funcional que se obtiene imponiendo condiciones de frontera sobre
el cascarén. Analogamente al caso U-shaped, existen configuraciones que se estiran a lo
largo del radio de garganta.

Al intergrar las soluciones obtenidas dentro del funcional de entropia de entrelazamiento
holografica, podemos obtener graficas de la HEE como funcion de separacion L. A pesar de
que este calculo aun se encuentra en desarrollo, podemos esperar que el comportamiento
de la HEE refleje una trancisién confinamiento/desconfinamiento, similar a lo que sucede
con el potencial del par quark-antiquark.

5.3. Superficies de entrelazamiento para una esfera.

Para el caso en el que la region de entrelazamiento en la frontera tiene la geometria de
una esfera, podemos minimizar y evaluar andlogamente el funcional (5.26). La simetria
de las regiones de entrelazamiento nos permite visualizar la geometria de las superficies
de entrelazamiento. Si hacemos un corte transversal del espacio AdS en las direcciones
espaciales xoyxs, obtendremos una gréafica en dos dimensiones que se asemeja al perfil
de las superficies de entrelazamiento para el caso de la banda finita. Se espera que las
superficies presenten el mismo efecto de refraccion debido a las superficies que atraviesan
los cascarones. Por lo tanto, esperamos que el diagrama de fase de la HEE graficada contra
el radio del disco en la frontera refleje una trancision de fase que conecte las dos fronteras
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Figura 5.2: Representacion pictorica de las superficies de entrelazamiento para la esfera
en loa frontera de radio pg para configuraciones U-shaped (izquierda) y LR(derecha). Las
regiones en azul estan entrelazadas con las regiones azul claro.

mediante una superficie de entrelazamiento a un radio finito. La superficie que elegimos
para regularizar Sy, en este caso corresponde a un cilindro que tiene como fronteras a dos
discos del mismo radio. El entrelazamiento entre estas dos regiones puede deberse tanto
al término relevante de interaccion entre las dos teorias de norma que ya hemos estudiado
en el caso del potencial par quark-antiquark, como a entrelazamiento puro entre estados
de ambas teorias. Se ha propuesto [66], que se puede determinar si existe entrelazamiento
puro entre las teorias duales a las fronteras de un agujero de gusano, si calculamos la
entropia de entrelazamiento regularizada con la HEE correspondiente al fondo de AdS
puro, es decir, si se cumple

AS =854 — Saas <0 (542)

, existe entrelazamiento cudntico entre ambas teorias Este cdlculo se encuentra actualmen-
te en desarrollo. Esperamos que los resultados muestren un comportamiento cualitativa-
mente similar al caso de la banda infinita. En la Figura 5.2 se muestra pictéricamente esta
situacion para los dos tipos de configuracion andlogas al caso anterior. Podemos esperar
entonces que a partir de un cierto radio finito la configuraciéon de entrelazamiento domi-
nante es aquella en la que un cilintro atraviesa el agujero de gusano conectando ambas
teorias de campo. Una vez finalizados los cédlculos que se han mencionado, se espera que
este trabajo esté terminado y publicado para la segunda mitad del 2022.



Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis estudiamos el dual holografico a una soluciéon de gravedad de Einstein-
Gauss-Bonnet que representa a un agujero de gusano atravesable. Esta geometria fue
propuesta en [59]. En este trabajo, se explora por primera vez esta solucion desde la pers-
pectiva de la correspondencia AdS/CFT. Nuestro interés principal ha sido caracterizar
la teoria de norma dual a este agujero de gusano. Se habia conjeturado anteriormen-
te, en escenarios de agujero de gusano no atravesable (por ejemplo en [66, 69]), que el
dual holografico a estos escenarios, corresponde a dos CFT’s idénticas que se encuentran
espacialmente separadas. Uno de los objetivos principales de este trabajo fue probar la
geometria de [59] utilizando cuerdas fundamentales para, en particular, estudiar el com-
portamiento del potencial par quark-antiquark en las CFT’s duales.

Para esto, estudiamos las bases tedricas de la correspondencia AdS/CFT. Para enten-
der las ideas principales de esta correspondencia, comenzamos repasando ciertos conoci-
mientos basicos de teoria cuantica de campos, teoria de la relatividad y teoria de cuerdas.
Encontramos, que gracias a ciertos resultados de dichos formalismos, podemos construir
un diccionario que nos traduce de la teorfa de norma SYM N =4 en (3+1) dimensiones
a una teoria de gravedad que es asintéticamente AdS en 5 dimensiones.

En particular, una de las entradas de este diccionario que nos interesa, involucra
cargas infinitamente pesadas en la teoria de norma. Se dedujo que un quark infinitamente
pesado en SYM N = 4 es dual al extremo de una cuerda fundamental que se extiende
en el bulto de la teoria de gravedad. El perfil de la cuerda que se extiende representa al
campo gludnico. Si tenemos un par quark-antiquark, la correspondencia holografica nos
dice que el campo gludnico que hace interactuar al quark con el antiquark es dual a una
cuerda que tiene ambos extremos en la frontera de AdS. M&s atn, una de las maneras
de calcular el potencial quark-antiquark, es minimizando la accion de Nambu-Goto de la
cuerda en el lado de gravedad. Usando esta receta, podemos probar distintas geometrias,
cuyo dual hologréfico corresponde a nuestra teorfa SYM A = 4 en un estado diferente al
vacio. Como un ejemplo se calculé el potencial quark-antiquark en una teoria de norma a
temperatura finita, cuya geometria dual es un agujero negro de Schwarzchild en AdS.

También se han estudiado en este contexto, soluciones de agujero de gusano en AdS.
Un antecedente de este trabajo se encuentra en [62, 63|, donde se calculf el potencial par
quark-antiquark en una teoria dual a la geometria de agujero de gusano descrita en [69],
como funcion de la separacién del par. En este trabajo encontré un comportamiento similar
a una transicion de fase para un cierto valor de la separacion, en el cual la configuracion
dominante pasa de ser la de una cuerda con ambos extremos en la misma teoria, a un par
de cuerdas rectas que se extienden entre las dos fronteras del agujero de gusano.

Un primer objetivo de este trabajo fue probar la geometria de agujero de gusano
5-dimensional de [59] mediante el cdlculo del potencial quark-antiquark en la teoria dual.
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El agujero de gusano de [59], se construye mediante cuatro copias de una solucién de
agujero negro en gravedad de Gauss-Bonnet. Estas cuatro copias, se unen entre si por
medio de tres hipersuperficies, sobre las cuales imponemos condiciones de borde. Estos
agujeros de gusano pueden tener curvatura positiva, negativa, o nula. Si la constante
cosmolodgica es negativa, tenemos una solucién asintoticamente AdS. Si ademas su valor
es tal que nos encontramos en el punto de Chern-Simons L? = _TS, la teoria se simplifica
considerablemente. Elegimos trabajar con agujeros de gusano con curvatura cero, ya que
esto nos permite usar la correspondencia holografica para encontrar una CFT dual en
espacio-tiempo plano. Las condiciones de juntura exigen que las observables como la masa
y la carga eléctrica estén determinadas por el radio de garganta a.

Los agujeros de gusano tienen dos fronteras asintéticamente AdS. La interpretaciéon
del dual holografico a esta configuracion es que tenemos dos copias distintas de la misma
teoria de norma. Podemos notar que existen dos configuraciones posibles. Si tenemos un
par quark-antiquark en una de las teorias de norma, el campo gluénico es dual a una
cuerda en forma de U, que se extiende dentro del bulto sin llegar al radio de garganta, y
que regresa a la misma frontera después de alcanzar el punto de retorno. Por otro lado,
podemos colocar dos pares quark-antiquark, uno en cada teoria de norma. El par se acopla
al antiquark mediante el campo gluénico dual al perfil de la cuerda. Como tenemos dos
fronteras, podemos colocar un extremo de una cuerda fundamental en una frontera, y el
otro extremo en la otra (cuerdas LR). Por lo tanto, podemos acoplar a un quark con un
antiquark, cada uno en una teoria de norma distinta. Si seguimos separando al par quark-
antiquark, aparecen cuerdas con una seccién horizontal que se extiende en las direcciones
planas a un valor constante de la coordenada radial (en especifico, el radio de garganta).

Ademads, dos de las hipersuperficies que usamos para construir el agujero de gusano
pueden considerarse como cascarones de radio b, que dividen al espacio en dos regiones
exteriores y dos regiones interiores. La presencia de estos cascarones delgados produce
una refraccién de las configuraciones de cuerdas, lo que, como podemos concluir en este
trabajo, conlleva a la presencia de cispides en el diagrama de espacio de fase. Por lo
tanto, podemos considerar cuerdas en forma de U que no atraviesan estos cascarones, y
cuyo perfil esta totalmente contenido en una region exterior. Este caso se diferencia de la
cuerda refractada; si el punto de retorno se encuentra a un valor de la coordenada radial
que es menor al radio b del cascardn, el perfil de la cuerda presenta una cispide, que
puede interpretarse como un efecto de refraccién debido a la presencia del cascarén. En el
caso de cuerdas LR, también observamos esta refraccion en el perfil de la cuerda. Dichos
resultados se encuentran resumidos en la Figura 4.4.

Para calcular la energia, debemos considerar por separado estos casos. Como la
energia de dichas configuraciones se vuelve infinita al acercarnos a la frontera de AdS,
podemos regularizar sustrayendo la energia de una configuracién que corresponde a dos
cuerdas rectas que atraviesan el agujero de gusano. Los resultados indican que esta con-
figuracién es la que tiene energia minima en el diagrama de espacio fase. En el caso en
el que tenemos una cuerda en forma de U que tiene el punto de retorno localizado en la
region exterior, la energia del par quark-antiquark dual se calcula mediante (4.35), donde
2, es el punto de retorno en las coordenadas z, y z, es el radio b de los cascarones.

Si ahora el punto de retorno se encuentra en la regién interior, la energia se separa en
dos términos correspondientes a la fraccion de la energia asociada a las regiones exterior
e interior, y estd dada por la ecuacién (4.39). Si seguimos aumentando la separacién
del par quark-antiquark aun cuando el punto de retorno ya ha alcanzado al radio de
garganta, obtenemos que la energia crece linealmente a su separacion. La energia de
dichas configuraciones estd dada por la ecuacién(4.44).

En el caso de cuerdas LR, no tenemos punto de retorno, pero podemos usar la cons-
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tante de integracién C' como un pardmetro que esta entre cero y uno. Cuando vale cero, la
configuracion de superficies de entrelazamiento coincide con la configuracion de un par de
planos que atraviesan el espacio entre las dos fronteras. La energia en este caso estd dada
por (4.49). La energia resulta ser proporcional al cuadrado de la separacién, es decir,

AE = %KZ_LZ. (6.1)

Por lo tanto, presenta un comportamiento similar al de un potencial elastico, que actia
como un resorte que une al quark y al antiquark. Encontramos que la constante del resorte
estd dada por la ecuacion (4.53).

Los resultados para el espacio completo de soluciones se resumen en el diagrama de
fase la Figura 4.4. Ahi se muestra la grafica de AE en funcién de la separacién de los
extremos de la cuerda L: las configuraciones en forma de U en la regién exterior y la
configuracion de cuerda refractada son representados en azul y celeste, respectivamen-
te. Las configuraciones de cuerdas LR que atraviesan la garganta estan en rojo, y las
configuraciones de cuerdas que se estiran a lo largo de la garganta estdn en purpura. Ob-
servamos que existe una longitud critica L. para estas configuraciones donde tiene lugar
una transicién de fase. Para separaciones L < L., las configuraciones de pares quark-
antiquark que se encuentran en la misma teoria de norma son energéticamente favorables,
produciendo configuraciones de cuerdas en forma de U. Si un segundo par esta presente
en la teoria de norma dual a la otra frontera del agujero, las cargas en la misma teoria
de norma pueden ser apantalladas mediante la transicion de fase a configuraciones LR
que conectan diferentes fronteras. En otras palabras, se lograron reproducir las mismas
caracteristicas cualitativas observadas en [62, 63]. Sin embargo, a diferencia de este iltimo
escenario, en el caso de los agujeros de gusano de [59], encontramos varias configuraciones
subdominantes que producen una cuspide en el diagrama de fase y que corresponden a
cuerdas refractadas a través de los cascarones de radio b, para el caso en el que la teoria
de norma se formula en R(1, 3). Este es un comportamiento tipico de las transiciones de
fase en termodinamica. Podemos concluir que en la teoria de norma, existe una transicion
al nivel de la accién. A un valor L., se enciende un término relevante en las dos copias de
la CFT que acopla a ambas teorias.

Antes de mostrar los avances de nuestro segundo objetivo, comparemos nuestros
resultados con los obtenidos en [62] donde se consideraron cuerdas fundamentales en
un fondo de agujero de gusano que conecta dos regiones asintoticamente AdSs. Dichas
geometrias se obtuvieron en [69] y también son soluciones de la teoria de Einstein-Gauss-
Bonnet en 5 dimensiones; la métrica esta dada por

ds® = (= cosh®(p — po)dt* + dp* + cosh®(p)dX3), (6.2)

donde d¥2 ahora corresponde a la métrica de un espacio tridimensional de curvatura
constante negativa, localmente equivalente a X3 = S' x Hy, con p € R, y donde py es una
constante arbitraria que parametriza la asimetria del agujero de gusano: la configuracion
es Zo-simétrica para py = 0 Siguiendo el mismo procedimiento descrito para las cuerdas
en el agujero de gusano de [59], podemos calcular AE en estos fondos en funcién de L.
Los resultados correspondientes se muestran en la Figura 6.1. Por conveniencia, hemos
elegido po = 0 en (6.2).

Se ha observado un comportamiento cualitativamente similar para las configuraciones
de cuerdas estudiadas en otras geometrias de agujeros de gusano asintoticamente AdS. Por
ejemplo, en [66], la entropia de entrelazamiento holografica fue calculada en un espacio-
tiempo descrito por la métrica

ds® = I |(1+ p*)(—dt* + d7 - dz) + d

dp” ] (6.3)

1+ p2l
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Figura 6.1: Diagrama de fase para la energia como funcién de la separacién para un par quark-
antiquark en una teorfa de norma dual a la geometria propuesta en [69]. Se observa un compor-
tamiento similar a una transicién de fase en el que la configuracién energéticamente favorable
resulta ser la de dos cuerdas rectas conectando las dos fronteras.

No es dificil ver que, en el caso particular cuando la regién entrelazada en el frontera
es una franja infinita (equivalente al lazo de Wilson rectangular que hemos considerado
en el calculo del potencial par quark-antiquark), el comportamiento de la entropia de
entrelazamiento holografica es similar a la representada en la Figura 6.1: Para L cercana
a cero, el comportamiento es el mismo que para el espacio AdS puro, mientras que para L
grande, la HEE aumenta linealmente. Nuestras soluciones de agujeros de gusano exhiben
una tendencia similar, con la diferencia de que aparece una cispide en el espacio fase
debido a los efectos de refraccion producidos cuando las cuerdas pasan a través de los
cascarones de radio b. Vale la pena mencionar que, como en [66], la geometria del agujero
de gusano (6.3) fue también considerada como un escenario interesante para estudiar la
entropia de entrelazamiento hologréafica. Se pueden realizar calculos similares en agujeros
de gusano con términos de orden superior en la curvatura, como el que se construyo en

[59).

Por tanto, el segundo objetivo de este trabajo fue calcular la entropia de entrelaza-
miento holografica en dicha geometria de agujero de gusano. Como vimos en la Seccion
2.6, la HEE es otra cantidad que se puede calcular utilizando el diccionario de la corres-
pondencia AdS/CFT. En la teorfa de gravedad de Einstein, la férmula de Ryu-Takayanagi
nos dice que la HEE equivale al drea de la superficie de codimensién 2 con area minima.
Como la teoria de gravedad en este caso es Gauss-Bonnet, la férmula de Ryu-Takayanagi
no resulta valida para calcular la HEE. Sin embargo, estudiamos en la Seccién 2.6.3 la
generalizacién de dicha prescripcion para teorias con términos de orden superior en la cur-
vatura. En el fondo de agujero de gusano planar en AdSs5, podemos considerar dos tipos de
regiones. La primera de estas es una banda infinita que tiene un ancho finito L, . Podemos
parametrizar las superficies de entrelazamiento con una funcién r(x). Encontramos que el
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funcional de HEE se escribe como:

B N ST ()
i35 ), %l “”)\/T A 7 Ay e D
() f(r(z))

donde f(z) representa a la funcién métrica f.(x) si el punto de retorno esté en la regién
exterior, y a f;(x) en el otro caso. Las superficies de entrelazamiento tienen como como
frontera la frontera de la banda. Podemos tener ahora dos casos. El primero ocurre cuando
ambas fronteras se encuentran en la misma teoria de norma. En el segundo caso, una de las
fronteras puede hallarse en una de las fronteras del agujero de gusano, y la otra frontera
de la superficie, en la otra frontera del agujero de gusano. Elegimos regularizar la HEE
mediante la sustraccion de la HEE de una configuracion de superficies que corresponde a
dos planos que se extienden entre las dos fronteras planas. Las condiciones de Israel en los
cascarones de radio b imponen condiciones de frontera no triviales sobre la superficie de
entrelazamiento. En particular, la derivada radial de la superficie de entrelazamiento en el
radio de cascarén b en una region externa, esta determinada por el valor de la derivada en
la regién interior correspondiente. Por esta razon, la derivada es discontinua en ese punto
y esperamos un efecto de refraccién similar al encontrado en [68].

El segundo tipo de region de codimensién 2 en la frontera de AdS que se pretende es-
tudiar es una regién cuya frontera en el plano es un disco de radio p. La simetria esférica de
las superficies de entrelazamiento nos permite describirlas mediante una parametrizacion
(p,7(p)) en coordenadas esféricas. El funcional de HEE en este caso estd dado como

1 . 2 2 2 r(p)
Sa =g [ dpdo s sin(s) (((p)p +2a>\/7" I ) .
PNVIOELD) ) .
() + foih

De la misma manera que en el caso de la banda, podemos tener configuraciones que
tienen sus dos fronteras en la misma frontera del agujero de gusano o en distintas fronteras
de este. La configuracion que utilizamos para regularizar la entropia de entrelazamiento
holografica corresponde a un cilindro recto que atraviesa el agujero de gusano. El interés
principal en cumplir este segundo objetivo es que existen conjeturas bajo las cuales po-
demos decidir si la correlaciéon entre estados que cuantifica la HEE es debida a la sola
interaccién entre las teorfas de campo, o si tenemos entrelazamiento cuantico [66]. Este
trabajo se encuentra proximo a su conclusion. Debido a la similitud entre los perfiles de la
cuerda, y los perfiles de las superficies de entrelazamiento, esperamos que la HEE escale
con la separacién de manera andloga a como lo hace la energia en [68].

En esta tesis se estudiaron diversos aspectos de ciertas teorias de norma duales a geo-
metrias de agujero de gusano. La teoria de norma dual al agujero de gusano, representa
dos copias de una misma teoria, que puede considerarse como similar a SYM N = 4,
o emparentada con la teoria de la QCD. Mas alla de los tecnicismos matematicos y los
calculos de los ultimos dos capitulos, la intencién de este trabajo fue mostrar al lector
diversos aspectos de la correspondencia AdS/CFT que hasta el momento han sido poco
estudiados cuando la teoria de gravedad dual tiene por solucién a un agujero de gusano.
Otro propésito de este trabajo, ha sido dar un panorama para intentar explicar el signifi-
cado de un sistema constituido por dos teorias de norma interactuando entre si, cada una
de las cuales es dual a una frontera de un agujero de gusano. Ademas, quisiéramos tener
clara la interpretacién de dicho sistema en términos del entrelazamiento cudntico. Desde
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luego, falta un gran camino para llegar a responder estas interrogantes, por lo que aun
hay una gran cantidad de trabajo por hacer para terminar de entender el significado de
la correspondencia AdS/CFEFT en este contexto.
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