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Introducciéon

La depredacion es una de las interacciones més importantes que se lleva a cabo entre
especies en la naturaleza. El modelo de Lotka-Volterra se considera el primer modelo
matematico para estudiar las relaciones entre depredadores y presas, y estda dado por
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

T = axr — Bry,

. (1)
Y =y —oy.

En 1926, V. Volterra [53] us6 este modelo para explicar registros estadisticos que
mostraban un aumento en la proporcion de peces depredadores capturados durante la
primera guerra mundial. De manera independiente, en 1920 A. Lotka [32] desarrolld
estas ecuaciones al estudiar comportamientos periddicos en reacciones quimicas. Las
constantes «, 3, v, d son positivas, x(t) es la poblacién de la presa y y(t) es la poblacién
del depredador al tiempo ¢. En ausencia del depredador (y = 0) = crece exponencial-
mente, & = ax. Por efecto de la depredacién, la tasa de crecimiento neta de la presa
disminuye de manera proporcional a ambas poblaciones. Por otra parte, el depredador
se extingue rapidamente en ausencia de la presa, pero su tasa de crecimiento aumenta
al beneficiarse de la depredacion.

En 1949, Solomon [45] introdujo el concepto de respuesta funcional para referirse a
la relacién que hay entre el nimero de presas consumidas por depredador y la cantidad
de presas disponibles. En el sistema (1) el factor Sz es la respuesta funcional, donde (3
es la tasa maxima de depredacién. En el modelo de Lotka-Volterra, a un incremento
en z, el depredador responde consumiendo més presas y este consumo es no acotado.
Distintas hipétesis sobre la depredacion se pueden modelar cambiando la respuesta
funcional. Por ejemplo, si suponemos que el depredador experimenta algin tipo de
saciedad, la respuesta funcional f(x) serd una funcién acotada. En 1959, Holling [24]
considero funciones mondtonas crecientes y acotadas y distinguio tres tipos de respuesta
funcionz)il (Fig. 1), dependiendo de la forma en que crece f(x) (ver [28], [51], para mds
detalles).

f(x) f(x) f(x)

Tipo I Tipo II Tipo III

Fig. 1: Respuestas funcionales de Holling. Tipos I-III.

Otro tipo de respuesta funcional, no mondtona, es la cominmente conocida como
Holling tipo IV, aunque cabe mencionar que Holling no considero respuestas funcionales
de este tipo (Fig. 2).

En un sistema con respuesta funcional de Holling tipo IV, la tasa de depredacion
por depredador decrece si la densidad de la presa es suficientemente grande. Esta dis-
minucion de la depredacion puede deberse a un mecanismo de defensa de la presa o a
la toxicidad de la misma. Por ejemplo, en [25] se usan respuestas funcionales de este
tipo para estudiar cultivos de bacterias que se alimentan de sulfuro de hidrégeno, pero



Tipo IV

Fig. 2: Respuesta funcional de Holling tipo IV.

son danadas por este compuesto cuando se encuentra en altas concentraciones. Otros
ejemplos son las diversas observaciones acerca de un fenémeno conocido como defensa
grupal. Cuando la poblacién de la presa es suficientemente grande, ésta forma grupos
que disminuyen la eficacia del depredador. Un ejemplo de esta situacion fué descrito
por Tener [52] en sus estudios sobre el toro almizclero en Canada. Tener observé que
el éxito de los lobos al atacar grupos de toros almizcleros disminuia al aumentar el
nimero de toros en el grupo y, de hecho, no registré ningiin ataque exitoso a un grupo
de més de 6 toros. En el capitulo 9 de [51] se discute el tema de la defensa grupal y
se dan referencias de casos muy interesantes. Para ejemplos de distintos contextos en
donde se usa una respuesta funcional de Holling tipo IV ver [1], [10], [14], [19], [37], [42].

Por otra parte, en el crecimiento de una poblaciéon intervienen factores que dependen
de la edad de los individuos, tales como la fecundidad de estos. Esta dependencia se
puede incluir de manera explicita en un modelo usando una estructura de edad de la
poblacién. Una manera clasica de implementar una estructura continua de edad en
una poblacién se basa en la ecuacién de McKendrik-Von Foerster [18], [36],

dp 0J0p
m % - _:u(a)p(t?a)a (2)
sujeta a condiciones iniciales y de frontera
p(0,a) = po(a), p(t,0) = N(t), (3)

donde p(t, a) es la densidad de individuos de edad a al tiempo ¢, la tasa de mortalidad
ala edad a es pu(a) y N(t) es la tasa de natalidad.

En [20] se usa esta estructura de edad en la presa y se compara la dindmica del modelo
cuando el depredador consume indiscriminadamente a la presa y cuando se alimenta
solo de los huevos puestos por la presa. Otros ejemplos de modelos depredador presa
([zori una estructura continua de edad en la presa se pueden ver en [12], [11], [22], [33],
50].

También es posible que una especie tenga dos o més fases de desarrollo claramente
diferenciadas, y sea conveniente agrupar a los individuos en clases dependiendo del
rango de edad. En este caso, se puede implentar una estructura de edades discreta
considerando una ecuacién diferencial para cada clase de edad, donde estas ecuaciones
contienen términos que representan la transferencia entre distintas clases. En [26] se
usa este tipo de estructura en el depredador para modelar una interaccién depredador-
presa en la que la presa puede defenderse de los depredadores juveniles, pero no de



los adultos. Una estructura de edades discreta en la presa se usa, por ejemplo, en
[8] para modelar una cadena tri-tréfica, y en [13], [15], donde los autores analizan los
cambios en la dinamica de un modelo depredador presa al anadir progresivamente dis-
tintas hipdtesis, como la defensa en una de las clases de edad de la presa. Por medio
de la geometria de las ceroclinas los autores deducen condiciones para la existencia y
estabilidad de los puntos de equilibrio de coexistencia. Ademéds describen diagramas
de bifurcacion obtenidos a través de una exploracién numérica del sistema.

Por otro lado, en la interaccién depredador-presa, en ocasiones ocurre un fenémeno
conocido como depredacién selectiva. Esto sucede cuando algunos miembros de la
poblacién de la presa son depredados en proporcion diferente a la proporcion en que se
encuentran en su habitat. La depredacion selectiva puede depender de varios factores,
como el color, tamano o edad de la presa, y ha sido extensamente documentada en
diversos experimentos y observaciones de campo (para algunos ejemplos ver [7], [31],
[34][, [39], [49], [47]). Un ejemplo de depredaciéon dependiente de la edad se describe
en [43], donde de acuerdo con los datos ahi mostrados, el leén del Serengeti mata pro-
porcionalmente més cebras de edad avanzada que jovenes, la hipotesis que sugieren los
autores es que los animales més viejos son mas lentos para reaccionar y correr que los
jovenes y por lo tanto menos capaces de evitar ser capturados. En [38] se da como
ejemplo a las catarinas depredando a la clase juvenil de los afidos, pero no a los adultos,
que son capaces de volar. O aves que cazan a insectos voladores, cuyas larvas estan a
salvo enterradas bajo la tierra.

La estructura discreta de edades se presta para modelar este tipo de depredacion
selectiva, dividiendo la poblacién de la presa en dos clases, x(t), y(t), y considerando
distintas tasas de depredacion para cada una de las clases. Los modelos asi obtenidos
pueden incluir un retardo en la transicién entre clases, debido a un tiempo de gestacion
o maduracién 7. En [46] y [54] los autores proponen umbrales éptimos para la recoleccién
(o cosecha) de la clase madura de la presa y ademads, el modelo analizado en el segundo
articulo incorpora un retardo para representar un periodo de maduracion de la presa.
En [9] y [44] se analizan la permanencia de las soluciones y estabilidad global de un
punto de equilibrio con coordenadas positivas, y ademés en el modelo en [9] se consi-
deran retardos tanto para la presa como para el depredador.

La inclusion de términos con retardo en las ecuaciones puede producir cambios en
la dindmica del sistema como se observa en [21], [27], y a menudo el tiempo de retardo
7 es usado como parametro de bifurcacién. Por ejemplo, los modelos analizados en
[30], [41], [16], exhiben una bifurcacién de Hopf donde el pardmetro de bifurcacién es
precisamente el tiempo de retardo. Para ejemplos de modelos con estructura de edades
sin retardo en donde se tiene una bifurcacion de Hopf ver [13], [15], [48]. Algunos
ejemplos de literatura reciente relacionada con los temas que hemos abordado son [4],
5], [6], [17], [23];

En esta tesis analizamos el efecto que, bajo distintos supuestos, tiene la depredacion
selectiva (basada en la edad) en la dindmica de un modelo depredador-presa. Esto es de
interés, por ejemplo, en lo problemas de control biologico, en donde se busca mantener
a una poblacién dentro de cierto rango por medio de un depredador. Consideramos
tres variaciones de un modelo depredador-presa con una estrutura discreta de edades
en la presa.

La forma general del modelo que estudiamos es
T =ri(z)r — sz — fi(z,y)z,
= sr—py—gi(z,y)z, (4)
¢ =z(alfi(r,y) + 9i(z,y)) — 1),

3



restringido al primer octante x, y, z > 0. Todas las constantes son positivas, © = z(t),
y = y(t), representan como funcién del tiempo a las poblaciones de las clases reproduc-
tiva y no reproductiva de la presa respectivamente, z = z(t) representa a la poblacién
del depredador al tiempo ¢. La clase no reproductiva de la presa, y(t), consiste de
los individuos cuya edad es tan avanzada que su contribucién a la reproduccién de la
especie es negligible, mientras que la clase reproductiva agrupa al resto de la poblacién.
Para i = 1,2, 3, las reglas explicitas de las respuestas funcionales estan dadas por

ax axr

fl(‘rvy> = C—|—.I" f2<x7y) :f3($,y>: c+x—i—y’
by B o by
gi(z,y) = cty g2, y) = g3(w,y) = ctrty’

Con respecto a la dindmica de crecimiento poblacional de la presa, tenemos dos
tipos de tasa de reproduccion: ri(x) =ro(z) =71 y r3(z) =r(1 — z/k).

La interpretacion de las constantes positivas a, b, ¢, p, r, s, k, «, i, es la siguiente:

¢ a es la tasa maxima de consumo de presa en edad reproductiva por depredador.
o b es la tasa maxima de consumo de presa en edad avanzada por depredador.

¢ ¢ es una constante de saturacion.

¢ p es la tasa de mortalidad de la presa en edad avanzada.

¢ r es la tasa intrinseca de crecimiento de la presa en edad reproductiva.

¢ s es la proporcién de presas en edad reproductiva que pasan a la edad avanzada.
¢ k es la capacidad de carga del medio respecto de la presa.

¢ « es una medida del valor alimenticio de la presa.

o p es la tasa de mortalidad del depredador.

El caso I de nuestro modelo es el caso base, la respuesta funcional es de Holling
tipo II para ambas clases de edad de la presa, pero la tasa de depredacion es distinta
para cada clase. En el caso II cambian las respuestas funcionales, interpretamos el
hecho de que 0fs/dy, 0go/0x < 0, como una interferencia de cada clase de edad en
la depredacion de la otra. En el caso III, el crecimiento de la clase reproductiva en
ausencia del depredador cambia de exponencial a logistico. Mostraremos que al menos
en una region del espacio de parametros, la depredaciéon de la clase reproductiva tiene
un efecto estabilizador en los equilibrios no triviales del sistema. Por el contrario, estos
equilibrios pueden perder estabilidad si aumenta la eficiencia de la depredacién sobre
la clase no reproductiva.

Buscaremos soluciones periddicas en las que las especies coexistan, y que sean ro-
bustas en el sentido de que permanezcan despues de pequenas perturbaciones en el
sistema. Tal es el caso de los ciclos limite y de los puntos de equilibrio hipérbolicos
con coordenadas positivas. A este respecto, el teorema de bifurcacién de Hopf es una
herramienta 1til para encontrar ciclos limite, que gana relevancia debido a que la gene-
ralizaciéon del teorema de Poincaré-Bendixson sélo esta disponible bajo circunstancias
especiales. Puesto que nos interesa el efecto que tiene la depredacion selectiva en la
estabilidad de los equilibrios, como parametro de bifurcacién usaremos el cociente de
las tasas maximas de depredacién.

Para facilitar la lectura de esta tesis, a continuacién haremos un breve repaso de
algunos conceptos relacionados con la bifurcacién de ciclos limite.

4



0 Preliminares

Consideremos la forma normal de un sistema plano con el origen un centro o un foco
de la parte lineal
2 =ax — by + p(z,y),
/ y +p(z,y) 0.1)
Yy =bx+ay +qz,y),

con b # 0 (para fijar ideas supongamos que b > 0) y las expansiones en serie de
potencias de p y ¢ empiezan con términos de grado > 2. En coordenadas polares el
sistema (0.1) se expresa como

7' = ar 4 cos O p(rcos,rsinf) + sin @ q(r cos 0, rsin ) = ar + O(r?),

rcosf,rsinf) (0.2)

rcosf,rsinf) b4 O(r)

— sin Gp(
r r

8 — b+ cos 1.

Noétese que si r es suficientemente pequena entonces 6’ > 0, por lo que si r(t, 79, 0p),
6(t, ro,0p), son las soluciones de (0.2) con condicién inicial (rg,6) y |ro| < €, entonces
0(t,rg,0y) sera invertible en un intervalo alrededor de 6.

Eligiendo 0 > 0 tal que al incrementar ¢ las soluciones con condicién inicial |rg| < ¢
crucen todos los rayos 6 = cte sin abandonar el disco |r| < €, se tendréd que r(¢(0), 7, 6p)
estard definida para toda 6y < 6 < 6y + 27. La funcién Py, (ry) dada por

PgO(To):?"(eo—l—Qﬂ')ET(t(90+27T),7"0,90), |7°0| <5

es conocida como funcién de retorno de Poincaré en el rayo 6 = 6y (si b < 0 en (0.1)
entonces se define Py, (rg) = r(6y — 27m)). Geométricamente, despues de dar una vuelta
al origen, la solucién de la ecuacién (0.2) por el punto (79, 6p) vuelve a intersecar a la
recta = 6y en el punto (Py,(r0),6)-

Ahora definimos la funcién desplazamiento dy,(r9) = Py, (r0) — ro. A partir de la
interpretacion geométrica de P, se deduce la proposicién enunciada a continuacién.

Proposicién 0.1 En el sistema (0.1), el origen es un punto de equilibrio de la si-
guiente naturaleza:

(1) un centro si y solo si dg, = 0 en una vecindad de este,
(ii) un foco atractor siy solo si dg,(ro) < 0 para toda ro > 0 suficientemente pequena,

(111) un foco repulsor si y solo si dg,(ro) > 0 para toda ro > 0 suficientemente pequena.

La funcién desplazamiento se puede definir para valores negativos de 7y si permitimos
que un punto tenga coordenadas polares (rg, 8y) = (=79, +7) (Fig. 0.1). Con ry <0
se obtiene un resultado andlogo a la Proposicién 0.1 invirtiendo el signo de dy,, pues
en una vecindad del origen se debe satisfacer la desigualdad

dy, (70) - dg (—70) < 0. (0.3)

Por comodidad, en adelante tomaremos 6, = 0, escribiremos d(ry) en vez de dy(ro)
y supondremos que rq es suficientemente pequena. Como veremos a continuacion, las
derivadas de d en cero nos dan informacién acerca del tipo de punto de equilibrio del



B(r0) =B 1n( T0) /

(10.80) = (-1g,80+ )

Fig. 0.1: La funcién desplazamiento dg,(10) = Py, (10) — 70 = —FPpy+x(—70) — 70, cuando
o < 0.

que se trata y de las bifurcaciones que pueden ocurrir en éste. De la serie de Taylor
para d alrededor del cero y tomando en cuenta que d(0) = 0 tenemos que

d’(0 d™®) (0
d(ro) = d'(0)ro + %rg + k'( )r’g + O(rft).

Si d®(0) = 0 para toda k € ZT, entonces el origen es un centro del sistema. Suponga-
mos que existe k > 1 tal que

d'(0) =d"(0) = ... = d* D) =0, d?(0)#0. (0.4)
En este caso se tiene que
d(k)(O)
k!

De esta igualdad y la Proposicién 0.1 se concluye que cuando se tienen las condiciones
dadas en (0.4), el origen es un foco estable si y sélo si d¥) < (0), o un foco inestable

si d®(0) > 0. Mas atin, k debe ser de la forma k = 2m + 1 con m > 0, pues de lo
contrario se tendria que d(rg) - d(—rp) > 0, en contradiccién con la desigualdad (0.3).

d(ro) = ro + O(rg™).

A d™(0) en (0.4) se le llama el m—ésimo coeficiente de Lyapunov del foco. En este
caso se dice que el punto de equlibrio es un foco débil o miltiple (de multiplicidad m).
Sim =0 (k = 1), el foco recibe el nombre de foco simple. Se trata de hecho de un
punto de equilibrio hiperbdlico, pues el valor de d’'(0) para el sistema (0.1) estda dado
por

d(0) = e — 1, (0.5)

de donde es claro que d’'(0) # 0 implica a # 0 (méas adelante se expone un método para
calcular los coeficientes de Lyapunov).



Usaremos la siguiente definicion para enunciar un resultado que muestra la rele-
vancia de los coeficientes de Lyapunov en el estudio de las bifurcaciones de un foco
multiple.

Definicién 1 Dos sistemas ¥ = f(x), © = g(x), con f, g € C*(E) son §-cercanos
hasta orden k en E C R? si en cada punto x € E se satisface | f(x) — g(x)| < 9§, y las
parciales correspondientes hasta el orden k valuadas en x también distan en menos que

J.

En el caso de un foco multiple, en [3] se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 0.1 Si (0,0) es un foco de multiplicidad m > 1 del sistema © = f(x), con
[ € CHE), E CR? entonces:

a) Eziste una vecindad del origen tal que todo sistema @ = g(z), g € C*(E) suficien-
temente cercano a ¥ = f(x) hasta el orden k = 2m + 1 tiene a lo mds m orbitas
periodicas en dicha vecindad.

b) Para toda j con 1 < j < m y toda vecindad de (0,0), eziste un sistema @ = g(x),
g € C*(E) arbitrariamente cercano a ® = f(x) hasta el orden k = 2m + 1 que tiene
exactamente j orbitas periodicas en esa vecindad.

En vista de los resultados hasta ahora mencionados, el cdlculo de los coeficientes
de Lyapunov es una cuestion importante. Para ello se puede proceder de la siguiente
manera:

Usando las expresiones para r’, ' dadas en (0.2), en la ecuacién

dr 1’

y il = F(r,0) (0.6)

se desarrolla a F' como serie de potencias de r,

dr

= F(0)r + B(O)? + - (0.7)

Por otro lado, la solucién (6, g, 0) de la ecuacién (0.6) con condicién inicial 7(0) = ro,
se puede desarrollar como una serie de potencias de la condicién inicial r,

7(0,70,0) = uy (0)ro + ua(O)1g + - - - (0.8)

Ademas, puesto que 7(0,ry,0) = ¢ también se cumple que
w(0) =1, u;(0)=0sij>1. (0.9)
Sustituyendo r en ambos lados de la igualdad (0.7) por la serie dada en (0.8), y

derivando el lado izquierdo término a término tenemos que

d d
O+ T2 0 F(0) (wa (0)r0 + ua(0)r2 + -+ )

o do (0.10)
+ Fo(0) (ui(0)rg 4 2u1 (Q)ua(0)rg + -+ ) + - -

Al igualar los coeficientes en ambas series obtenemos una sucesiéon de ecuaciones
diferenciales, con condiciones iniciales dadas por (0.9)



d'U,l

Wt F(0)ua(0), i (0) = 1,
2 (0)un(6) + By(0)02(0), s(0) = 0, (0.11)

do

las cuales se resuelven recursivamente

w () = elo Fi(s)ds,

, 0
uy(0) = elo Fl(s)ds/ Fy(s)ui(s)ds, (0.12)

0

Por definicién d(rg) = P(r¢) —ro = r(2m,19,0) — 19, usando (0.8) en esta expresion
se sigue que
d(ro) = (uy(2m) — 1)ro + ug(2m)rg + - - - (0.13)

Esta serie debe coincidir con la serie de Taylor de d alrededor del cero, de donde

d//(o)
2!

(uy(27) — 1)rg + ug(27m)rg + - - - = d'(0)rg + et (0.14)

comparando los coeficientes en ambas series se obtienen los valores

d®(0) = klug(2). (0.15)

Asi, vemos que el calculo de la sucesion de los coeficientes de Lyapunov equivale a
resolver recursivamente una sucesion de ecuaciones diferenciales. La complejidad de
las ecuaciones involucradas crece rapidamente, razén por la cual el éxito en encontrar
estos coeficientes depende en buena medida de los recursos tecnolégicos disponibles.

Para ver un ejemplo de como los coeficientes de Lyapunov ayudan a detectar la
bifurcacién de érbitas periddicas, supongamos que el sistema

o' = a(N)z — by + p(z,y,A),

0.16

Y = b+ a(\y + gl y. ), (0:16)
depende de un parametro A € R y que el origen es un foco de multiplicidad 1 en el valor
de bifurcacién A = 0, de manera que los valores propios a(A) i b(\) de la linealizacién
en (0,0) satisfacen a(0) = 0 # b(0), y {1(\) el primer coeficiente de Lyapunov del foco
no se anula en A = 0. Puesto que en el valor de bifurcacién se tiene que d'(0) = 0
(recuérdese que el foco es de multiplicidad 1), la estabilidad del foco esta dada por el
signo de l; = d"(0) de acuerdo con la Proposicién 0.1. Si ademds se cumple que

a :%
AT da =0

# 0, (0.17)
entonces el foco cambia de estabilidad al cruzar el valor de bifurcacién A = 0, lo que
genera la aparicion de un ciclo limite en la vecindad del equilibrio. Esta bifurcacion es
conocida como bifurcacién de Andronov-Hopf (o simplemente de Hopf). El siguiente
teorema, demostrado en [3], da las condiciones para que se de esta bifurcacion.
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Teorema 0.2 Si para A = 0 el sistema (0.16) tiene en (0,0) un foco de multiplicidad
1 y se satisface (0.17), entonces se presenta una bifurcacion de Hopf en el origen con
valor de bifurcacion X\ = 0.

Sily <0 yayx>0 (ay <0), donde ly es el primer coeficiente de Lyapunov en A = 0,
entonces para valores pequenos de A > 0 (A < 0), en una vecindad de (0,0) se tiene un
unico ciclo limite, que es estable.

Sily >0y ayx>0 (ay <0), entonces el ciclo ciclo limite es inestable, inico, y existe
para valores de A < 0 (A >0).

Si el ciclo limite en el Teorema 0.2 es inestable, o equivalentemente [; > 0, se
dice que la bifuracion es subcritica. En caso contrario, a la bifurcacién se le llama
supercritica.

Por otro lado, de acuerdo con el Teorema 0.1, si un sistema x’ = f(x) tiene un foco
de multiplicidad 2 en el origen, entonces existen sistemas arbitrariamente cercanos a
este que presentan dos ciclos limite en una vecindad del equilibrio. Un ejemplo de
esto se da en la bifurcacién de Bautin, esta es de codimensién 2 y el siguiente teorema
enuncia las condiciones necesarias para que se presente.

Teorema 0.3 Supongamos que el sistema © = f(xz,a) con a = (a1, as) € R?, tiene
un foco en el origen tal que los valores propios de la parte lineal a(a) £+ ib(«) y los
coeficientes de Lyapunov li(«), la(«), satisfacen a(0) = 1;(0) = 0, [5(0) # 0 # b(0). Si

ademds se cumple que

Q

a
a2

det

da
day

£0, (0.18)
ol

»

l Uy

0aq 0as A=0
entonces el sistema tiene una bifurcacion de Bautin en el origen con valor de bifurcacion
a=0. En el plano ayaq existe una region delimitada por dos curvas que se intersecan
en el origen, tal que para o« en dicha region el sistema tiene dos ciclos limite en una
vecindad del equilibrio.

La demostraciéon de este teorema y una descripcion detallada de esta bifurcacién se
pueden consultar en [29].

En el caso de n dimensiones con n > 3, si un sistema x’ = f(x, \) tiene un punto de
equilibrio tal que en A = Ay la matriz de la parte lineal tiene exactamente dos valores
propios con parte real igual a cero (y parte imaginaria distinta de cero), entonces la
variedad central es de dimensién 2, y determinar si se presenta una bifuraciéon de Hopf
o de Bautin se reduce a aplicar los teoremas 0.2 o 0.3 al sistema restringido a esta
variedad. En el capitulo 1 de esta tesis procederemos de esta manera para ilustrar el
método. Paran = 3, en [35] se da una expresién para el primer coeficiente de Lyapunov
a partir de las parciales de f. En los capitulos 2 y 3 calcularemos los coeficientes de
Lyapunov usando esta férmula.

Por 1ultimo, debido a la complejidad de los calculos involucrados en nuestros resul-
tados se requiere del uso de instrumentos tecnologicos, y por lo tanto, para realizar
esta tesis nos hemos apoyado en el software Mathematica.



1 Caso I. Depredacién independiente

Este es el caso base de nuestro modelo. La clase reproductiva de la presa crece exponen-
cialmente en ausencia del depredador y la depredacion de cada clase es independiente
de la otra. En ambas clases la respuesta funcional es de Holling tipo II. Comenzamos

con el sistema
. az
T=x|r—s— ,
c+x

y:sx—y<p+ bz ) (1.1)

c+y
. ( aax aby )
=z + —H)
c+x cH+y
restringido al primer octante R? = {(z,y,2) € R*® : z,y,2 > 0}. Las funciones

x(t), y(t), z(t) representan como funcién del tiempo a las poblaciones de la presa en
edad reproductiva, presa en edad avanzada (no reproductiva) y depredador respecti-
vamente. En los pardmetros tenemos la condicién r > s, todos son positivos y su
interpretacion es la siguiente:

© a, b, son las tasas maximas de depredacion de las clases reproductiva y no repro-
ductiva de la presa, respectivamente

o r es la tasa intrinseca de crecimiento de la clase reproductiva de la presa
o s es la tasa de transferencia de la clase reproductiva a la no reproductiva
¢ ¢ es una constante de saturacién

¢ p es la tasa de mortalidad de la clase no reproductiva

¢ « es una medida del valor nutritivo de la presa, el cual supondremos es el mismo
para ambas clases

o u es la tasa de mortalidad del depredador

Cuando r < s, la presa envejece a una tasa mayor que la de reproduccién, por lo que
su poblacién se encuentra en declive. En efecto, puesto que # < 0 si x > 0, se sigue
que para cada condicion inicial existe ¢ty tal que y < 0 si t > t;. Mas atin, como
consecuencia de lo anterior existe ¢; tal que 2 < 0 si ¢t > ¢; , de manera que el origen
es un atractor global del sistema.

Si r = s, entonces no existen puntos de equilibrio (z,y,z) con z > 0, pues & < 0
si z > 0. Ademas es facil mostrar que independientemente de la condicién inicial el
depredador tiende a extinguirse. Por lo anterior, en esta tesis omitiremos los detalles
del caso r < s y supondremos que 7 > s.

Haciendo el cambio de coordenadas dado por X = z, Y = y, Z7 = az, obtenemos el
sistema

Y =sX —pY — & , (1.2)
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que después de renombrar X, Y, Z, b/a, ca, como x, y, z, b, o respectivamente, se con-

vierte en
. z
T=x|r—s— ,
c+x

byz
c+y’

_ (aw bay )
z=z + —H,
c+xr cH+y

de manera que sin pérdida de generalidad, en adelante trabajaremos con este ltimo
sistema, aunque habra que tener en cuenta que ahora b es la razén entre las tasas
maximas de depredacion de las clases de la presa. Una primera observacién es que las
soluciones de (1.3) con condicién inicial en el primer octante permanecen en este para
t>0.

= 5T —py— (1.3)

Proposicién 1.1 El octante RY = {(z,y,2) € R® : z,y,z > 0} es invariante para
t > 0 bajo el flujo determinado por (1.3).

Dem. Denotemos con F(z,y,2) = (&,9,%) al campo vectorial asociado al sistema.
Puesto que £ = 0 si x = 0, el plano z = 0 es invariante. Analogamente, el plano z = 0
es invariante. Por otro lado, en la regién x, z > 0 del plano y = 0 el campo apunta
hacia el interior de R3, pues F(x,0,z) - (0,1,0) = sz, y el producto del campo con el
vector normal al plano es positivo. Los ejes y, z son ambos invariantes, mientras que
en el eje x se tiene que &, y > 0, 2 = 0, el campo apunta hacia la region positiva del
plano z = 0. Por lo anterior y la unicidad de las soluciones, se sigue el resultado. [

Notese también que puesto que z crece exponencialmente en ausencia de z, no
todas las soluciones de (1.3) son acotadas. Un ejemplo extremo de esto se da cuando
a+ab—p <0, ya que en este caso 2 < z(a+ ab— u) <0, lo que implica que el valor
nutritivo de la presa es tan pequeno que sin importar su poblacién total no alcanza
a sustentar al depredador. En este escenario, para cualquier condicién inicial en el
interior de Ri, eventualmente x, y, creceran exponencialmente mientras que z tendera
a cero. A continuacién enfocaremos nuestra atencién en los puntos de equilibrio del
sistema.

1.1 Puntos de equilibrio

Claramente el origen (0,0, 0) es un equilibrio de (1.3). Mostraremos que este es el tinico
punto de equilibrio en el que alguna de las coordenadas es cero.

Proposicién 1.2 Si P es un punto de equilibrio de (1.3) tal que alguna de sus coor-
denadas es cero, entonces P = (0,0,0).

Dem. Supongamos primero que P = (0,y, z) satisface # = ¢ = Z = 0. Sustituyendo
x = 0 en la expresion correspondiente a ¢ obtenemos

—py — =0, 1.4
e (1.4)

de donde se debe satisfacer y = 0. Sustituyendo z = y = 0 en la expresién para 2
resulta la igualdad
—pz =0, (1.5)
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lo que implica que z = 0. Ahora supongamos que P es un equilibrio de la forma
(x,0,2). Tomando y = 0 en y = 0 se tiene que

st =0, (1.6)
por lo que z = 0 y como hemos visto esto obliga a que se cumpla z = 0. Finalmente,
si P = (z,v,0) entonces de la igualdad & = 0 se sigue que x = 0, en consecuencia
también se deberd satisfacer y = 0. [J

Respecto del origen, tenemos el siguiente resultado:
Proposicién 1.3 El punto (0,0,0) es un punto silla de (1.3) con dos valores propios

neqativos.

Dem. La linealizacién del sistema en (0, 0,0) estd dada por la matriz

r—s 0 O
s —p O . (1.7)
0 0 —u

Esta tiene dos valores propios negativos —p, —u cuyas direcciones invariantes corres-
pondientes son los ejes y, z respectivamente. El tercer valor propio r — s es positivo ya
que suponemos que 7 > s, un vector propio asociado es (p +r — s,s,0). O

Diremos que un punto de equilibrio es positivo o de coexistencia si sus coordenadas
son todas positivas. La siguiente proposiciéon enuncia condiciones suficientes y nece-
sarias para que nuestro modelo tenga equilibrios de coexistencia.

Proposicién 1.4 El sistema (1.3) tiene un punto de equilibrio de coexistencia si y
solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) p < a,
(1)) u>a,a+ba—pu>0, s>@
En cualquiera de los casos anteriores, el punto de equilibrio de coexistencia es unico.

Dem. Un punto (z,y, z) con x,y, z mayores que cero es un equilibrio de coexistencia
de (1.3) si y sélo si satisface simultancamente las ecuaciones

(r—s)(c+x)—2z=0,
(sz —py)(c+y) —byz =0, (1.8)
ax(c+y) + bay(c+z) — plc+ z)(c+y) =0,

o equivalentemente

(r—s)(c+zx) =z,
(sz —py)(c+y) —by(r —s)(c + ) =0, (1.9)
ax(c+y) + bay(c+z) — pulc+ z)(c+y) =0.
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Notese que cualesquiera z, y soluciones positivas de la segunda y tercera ecuaciones
en (1.9) determinan de manera unica a una solucién (z,y, z) que satisface z > 0, pues
r > 5. Pensemos por el momento en y como un parametro positivo y en el miembro
izquierdo de la tercera ecuaciéon como una funcién [(x). Esta se puede reescribir como

l(x) = (c(e = p) + yla + ba — p)z +y(bac — cp) — A p. (1.10)

La gréfica de esta funcién es una recta con pendiente

cla—p) +yla+ba — p) (1.11)
y ordenada al origen
y(bac — cu) — . (1.12)
Si la ordenada es mayor o igual a cero entonces la pendiente es positiva, pues si
y(bac — cp) — >0, (1.13)
entonces
y(bor — 1) —cp = 0, (1.14)
de donde
cla—p)+yla+ba—pu) =ylba —p) —cu+ alc+y) > 0. (1.15)

Por lo que en este caso no habrd z > 0 que satisfaga {(z) = 0. Se sigue que dada
una y existe una tnica x > 0 tal que [(x) = 0 si y sélo si la ordenada es negativa y la
pendiente positiva, esto es

y(bac — cp) — < 0,

(1.16)
cla—p) +yla+ba — pu) > 0.
Notese que si a > p la pendiente es positiva. Mientras que si p > « para que la
pendiente sea positiva es necesario que o+ ba — 1 > 0. Luego, para que (1.3) tenga un
equilibrio de coexistencia es necesario que ocurra alguno de estos dos escenarios. En
cualquiera de ellos la raiz de I(x) es

oo Clulety) —bay) (1.17)

y(a+ba —p) +cla—p)’

la cual depende de y. Sustituyendo en la segunda ecuacién de (1.9) y resolviendo para
y obtenemos

c <A + \/4usp(a + ba — p) + A2>
2p(a + bor — p)

(1.18)

y:

)

donde
A= —bar —ap + up + ps. (1.19)

Maés atn, suponiendo que « + ba — p > 0, el tnico de estos valores que es positivo es

c (A + \/Apusp(ba + a — p) + A2)
2p(ba 4+ a — ) '

y = (1.20)

El resto de la demostracion consiste en probar lo siguiente :
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(1) Si p < « entonces (1.20) satisface las desigualdades (1.16)
(2) Sip>a,a+ba—p>0,entonces (1.20) satisface (1.16) siy sélo si s > T(““—*o‘)

Supongamos primero que a > u. En este caso es claro que c(a—p) +y(a+ba—p) >0
para cualquier y > 0. Por otro lado, también se cumple que y(baec — cp) — c*pu < 0 si
bao — p < 0. Siba — p > 0, sustituyendo (1.20) en (1.16) y después de algunos calculos
obtenemos que la desigualdad y(bac — cu) — ¢?u < 0 equivale a

(bae — p)\/ A2 + dpps(a + ba — p) < (ba — p)(bar + ap + pup — ps) + 2aup.  (1.21)

Es claro que el miembro izquierdo de (1.21) es positivo. El miembro derecho también
lo es, pues por hipétesis r > s, de donde bar — us > r(ba — p) > 0. Se sigue que
(1.21) equivale a la desigualdad correspondiente entre los cuadrados de sus miembros,
que después de algunas manipulaciones algebraicas sencillas se reduce a

ba((r — s)(ba — p) + ap) > 0, (1.22)
lo que claramente es cierto cuando ba — p > 0.
Ahora supongamos que p > «, « + ba — > 0. La misma demostracién que en el

caso anterior prueba que y(bac — cu) — 2 < 0. Por otra parte, después de sustituir el
valor de y dado en (1.20), la desigualdad c¢(a — p) + y(o + ba — p) > 0 equivale a

VA2 +4dpps(a+ ba — ) > 2p(p — ) — A. (1.23)

Si el miembro derecho es menor o igual a cero, se cumple (1.23) . Si es positivo, entonces
(1.23) equivale a la desigualdad respectiva entre los cuadrados de sus miembros, que a
su vez se simplifica como

4bap(r(a — p) + ps) > 0, (1.24)
o equivalentemente

o =) (1.25)
1

Noétese que cuando 2p(pu — a) — A < 0 también se cumple la desigualdad (1.25), por lo
que esta es una condicién necesaria para que se satisfaga (1.16) en el caso u > . En
efecto, usando el valor de A dado en (1.19) vemos que

bar + p(pp —a) — pus =2p(p—a) — A <0 (1.26)
Luego, pus —bar > p(u—a) > 0, de donde ps > bar > r(u—«). La tltima desigualdad
se debe a que a + bav — . > 0.

Esto termina la demostracion. [

De la ecuacién para Z en (1.3) vemos que

zzz< ar —u)- (1.27)

c+x

Se sigue que si x es suficientemente grande y a > p entonces 2 > 0 . Es decir,
una poblacion suficientemente grande de la clase reproductiva es capaz de sustentar al
depredador si @ > p. De manera similar, la desigualdad ba > p se puede interpretar
como la capacidad del depredador para subsistir alimentandose solo de la clase no re-
productiva, y la desigualdad o + ba — p > 0 como la capacidad de las dos clases en
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conjunto para sustentar al depredador.

La Proposicién 1.4 nos dice que si el depredador puede subsistir alimentandose sola-
mente de la clase reproductiva, entonces el modelo tiene un equilibrio de coexistencia.
En caso contrario, para que exista dicho equilibrio es necesario que ambas clases en
conjunto puedan sustentar al depredador. Ademads se debe cumplir la desigualdad

ou =) (1.28)

I

la cual se puede explicar de la siguiente manera: mientras mas grande es p respecto
de «, més depende el depredador del consumo de la clase no reproductiva, y esta de-
pendencia se debe compensar con un aumento en la tasa de transferencia de la clase
reproductiva a la no reproductiva.

Las coordenadas P = (z., s, z«) del punto de equilibrio se pueden obtener a partir
de (1.17), (1.19), (1.20) y de la primera ecuacién en (1.9). Sin embargo, para reducir
el nimero de pardmetros supondremos que estamos en un escenario en el que es de
interés que el equilibrio se tenga en una poblacion dada de la presa. Especificamente,
haremos =, = y, = 1 y como se vié en la demostracién de la proposiciéon anterior, esto
determina de manera nica al valor de z,. Tenemos entonces el siguiente resultado:

Proposicién 1.5 El punto P = (1,1, (r — s)(c + 1)) es un equilibrio de coexistencia
de (1.3) si y sdlo si

1
_letlp

p=s—>b(r—s), Tl —

Dem. Los puntos de equilibrio de (1.3) son las soluciones de (1.9). Sustituyendo
xr =y = 1, obtenemos

(r=s)(c+1) =2
—((c+1)(b(r—s)+p—13s)) =0, (1.29)
(c+1)(a+ab—(c+1)u) =0.

A partir de aqui el resultado es inmediato. La desigualdad en la proposicion es la
condicién necesaria y suficiente para que p sea mayor a cero. [

Con los valores de p, «, dados por esta proposicién el sistema (1.3) se transforma

en
. Z
r=x|(r—s— ,
c+x

= by (7’ - m) +s(x— (b4 1)y), (1.30)

 — s (c+ 1)z bc+1y
s (<b+1><c+x>+<b+1><c+y> 1)’

con equilibrio en P = (1,1, (r — s)(¢ 4+ 1)). En lo que sigue trabajaremos con este
sistema, sujetos a la condicién

b<3

(1.31)

r—s

Esta cota superior para b tiene una interpretacion bioldgica simple: por la segunda
igualdad en (1.29), vemos que si (1.31) no se cumple, de manera que b(r —s) — s > 0,
entonces §(P) < 0 independientemente del valor de p. Ahora bien, b es el cociente de
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las tasas de depredacion de las clases de la presa, siendo el numerador la tasa corres-
pondiente a la clase no reproductiva. Luego, si el consumo de la clase no reproductiva
es grande, su poblacion en P tiende a decrecer y no habra equilibrio.

Para analizar la estabilidad de P, escribimos al sistema (1.30) en la forma x = f(x) y
consideramos la matriz jacobiana

r—s 1
orl 0 -
b(r—s
Df(P) = s Mg b (1.32)
cu(r—s) bep(r—s)
,ub-i-l LIL)-i-l O

La traza y determinante de esta matriz son:

:r+b(r—s)—s(c—|—2)

tr Df(P) | :
cu(s —r)(ecs+s—b(r—s (1.33)
det Df(P) = u( )&Ciwgb( )

Puesto que la traza de una matriz es la suma de sus valores propios, si tr Df(P) > 0
entonces D f(P) tendréd al menos un valor propio con parte real positiva. Esto nos da
de manera simple una condicién suficiente para que P sea inestable y de aqui obtene-
mos el siguiente resultado

Proposicién 1.6 Elpunto P = (1,1, (r —s)(c+1)) es un equilibrio inestable de (1.30)
Si
2) —
M <b< 5

r—s r—sS

La cota superior para b es la condicién (1.31) necesaria para que P sea un equilibrio
de coexistencia. La primera desigualdad equivale a tr D f(P) > 0. Como funcién de
r esta cota inferior es decreciente en el intervalo (s, 00), su grafica se muestra en la
Fig. 1.1. Sila tasa de crecimiento de la clase reproductiva es demasiado grande, es decir
r > s(c+2), el equilibrio serd inestable independientemente del valor de b. Sin embargo,
si s <r < s(c+2), al menos en principio existe la posibilidad de que el equilibrio sea
estable si hacemos que b sea suficientemente pequena. Como b es el cociente de la tasa
de depredacion de la clase reproductiva entre la clase no reproductiva, esto se puede
lograr incrementando la depredaciéon de la clase reproductiva.

Si (c+2)s

Fig. 1.1: Gréfica de % como funcién de 7.
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Similarmente, P es inestable cuando det D f(P) > 0, es decir, si el producto de los

valores propios es positivo. No obstante, con la restriccién (1.31) siempre se cumple
que det Df(P) <0
Por otro lado, si todos los valores propios de D f(P) tienen parte real negativa, entonces
P sera estable tanto asintticamente como en el sentido de Lyapunov [29].
Para simplificar los calculos posteriores y nuestros resultados, a partir de este mo-
mento reduciremos el nimero de parametros haciendo ¢ = 1. La siguiente proposicion
da condiciones suficientes y necesarias para que los valores propios de D f(P) tengan
parte real negativa cuando ¢ = 1.

Proposicién 1.7 El punto de equilibrio de coexistencia P = (1,1,(r — s)(c + 1)) es
un equilibrio estable de (1.30) si se satisfacen las siguientes condiciones:

A
=1 s<r<
¢ ) 17 32/3

s (b+1) b27“—s +b7“—67‘s+58) 2s(r — 3s))
b, <b< , > —
r—s 23+ 1) r—2(M0% 4202 —-2b+1)s

donde b, es la sequnda raiz real del polinomio p(§) = &3 (r — s) — 26%s + 28s +1 — s.
Dem. El polinomio caracteristico de D f(P) es

p(A) = =X — a1 \? — ax)\ — as, (1.34)
con

b(r—s)—cs+r—2s

= c+1 ’

(=) (PP(clc+Dp+r—15)+b(r—(c+2)s)+ (c+ 1)(cu — s))
9% = b+ Dct1)? - (135)
0 — cu(r —s)(es+s—b(r — s))

(c+1)2

Por el criterio de Routh-Hurwitz [2], todos los valores propios de D f(P) tienen parte
real negativa si y soélo si ay, a3 > 0 y ajas —ag > 0. Se puede verificar que cuando
c = 1 estas tres desigualdades equivalen a las condiciones dadas en la proposicion. [

La desigualdad

I o/ (V11T
r< 1—|—23 Vit I s &~ 1.4534s (1.36)

es, pues, una condicién necesaria para que los valores propios de D f(P) tengan parte
real negativa, lo que equivale a la estabilidad de P cuando este es un punto de equi-
librio hiperbdlico. Luego, r no puede ser arbitrariamente grande respecto de s si P
es un punto de equilibrio hiperbdlico y estable. Notese que sin tomar en cuenta la
depredacion, r — s es la tasa neta de crecimiento de la clase reproductiva de la presa.
Esto sugiere de nueva cuenta que el control del crecimiento de la clase reproductiva
juega un rol importante en la estabilidad de los equilibrios.

A continuacion analizaremos la bifurcacién de érbitas peridédicas en nuestro modelo.
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1.2 Bifurcacién de o6rbitas periddicas

Usaremos el teorema de bifurcacién de Hopf [29],[35], como herramienta para estudiar
los cambios de estabilidad y la apariciéon de ciclos limite en una vecindad del punto de
equilibrio de coexistencia P. Como estamos interesados en el efecto de la depredacién
selectiva en la estabilidad del equilibrio, buscaremos que b sea el parametro de bifur-
cacién. Para que esto suceda, es necesario que la matriz D f(P) tenga un valor propio
real y dos valores propios complejos €(b) £ iw(b) tales que €(by) = 0, donde by serd el
valor de bifurcacion.

Nuestra estrategia serd la siguiente: Si la matriz jacobiana D f(P) tuviera valores
propios 9, € £ iw con €, w € R, entonces su polinomio caracteristico tendria la forma
p(A) = (6 — A)(e+iw— A)(e —iw— ). Igualando coeficientes con el polinomio caracte-
ristico de D f(P), obtendremos un sistema de ecuaciones que resolveremos para d, €, w,
en términos de los parametros. Por tltimo, buscaremos condiciones en los parametros
para tener € = 0 simultaneamente con las restricciones que se tengan hasta el momento.
Tomando en cuenta la cota para r dada en (1.36) y las observaciones subsecuentes, re-
duciremos el nimero de parametros haciendo ¢ = 1, s = 3r/4. Después de efectuar
estas sustituciones en (1.30), nuestro sistema ahora es

_ r z
r=x|-— ,
4 x+1
byz

r((b—3)y+3x)—y+1,

= (1.37)

| =

i 2x i 2by ]
Z=pz —
Fel\berora+1l " bytbry+1 ’
con equilibrio en P = (1,1,7/2). Adicionalmente, la restriccién (1.31) se convierte en
b<3. (1.38)

Ahora podemos enunciar nuestro siguiente resultado.

Teorema 1.1 Si se satisfacen las condiciones

b+ 1)(r+8)((b—6)r +8)
r (b2(r + 8) — 5br — 61 + 8)’

22702 <r < 4, b= —

entonces el sistema (1.37) tiene una bifurcacion de Hopf en el valor de bifurcacion

5r— 8
by = L2

r

Eziste un ciclo limite inestable en una vecindad de P = (1,1,7/2) para valores de b
cercanos a by con b < by.

Dem. Calculamos la matriz jacobiana D f(P) y resulta

5 0 =3

Df(P)=| * b—6r —3 (1.39)
r bur
4£L+4 4bljr4 O
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El polinomio caracteristico de esta matriz es p(\) = —A3 + baA? + by A + by, donde
1

_La 2
bO - 64(b 6)MT )
r(8(b*+ 1) u—+ (b* —5b—6)r)
- 1.4
b 64(b+ 1) ’ (1.40)
1
b2 = g(b—5)7"

Igualando los coeficientes dados en (1.40) con los del polinomio g(\) con raices com-
plejas dado por ¢(A) = (§ — A)(e + iw — A)(e — iw — ), obtenemos el sistema de
ecuaclones

i(b — 6)ur® =6 (w* + €%,

64
2 1 2 _ _
80"+ 1) p+ (b"—5b 6)7“):_256_W2_627 (1.41)
64(b+ 1)
1
é(b_ 5)r =0 4+ 2e.
La primera ecuacién no tiene solucién si ¢ > 0, pues estamos sujetos a la condiciéon b < 3
dada en (1.38). Reduciremos el nimero de pardmetros fijando § = —1. Sustituyendo
9 = —1 en (1.41) y resolviendo para p, €, w, se obtiene
D) +8)((b—=6)r+38)
o (b(r+8) —5br —6r +8)’
1
¢ =15((b=5)r +8), (1.42)
1[04 (=r?) (r +8) + b3 (1972 + 961 — 128) + - - - + 2(3r — 4)(7r + 8)2
w=— :
16 b2(r + 8) — bbr — 6r + 8

Como funcién de los pardametros, €(r,b) se anula cuando

by = =8 (1.43)
T

Por otro lado, tenemos las restricciones p > 0, w € R y (1.38), esto es
wu(r,b) >0, weR, b<3. (1.44)
Las gréficas de by, u(r, by), como funciones de r se muestran en la Fig. 1.2.

Tenemos que 0 < by < 4 siy sélo si 8/5 < r < 4. Con r en este intervalo, se
cumple que by, 1u(r, by) son positivos simultaneamente cuando r, < r < 4, donde 7, es

la segunda raiz real del polinomio p(£) = 3¢3 — 84&2 + 288¢ — 256, aproximadamente
4>r>r,~227016. (1.45)

Ya que u(r,b) es una funcién continua de b, se sigue que p es positivo en una vecindad
de by si r pertenece al intervalo definido en (1.45). Nétese ademds que

\/7‘(7" + 8)pu(r, bo)
8 )

w(r, by) = (1.46)
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bo(r) (r.bo)

ﬁ
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*
-

1 1
r 1/ r.

Fig. 1.2: Gréficas de by(r), pu(r, by) como funciones de r. Si r < r, entonces by, pu(r,b)
no son positivos simultaneamente.

por lo que w(r,by) es real si p(r,by) > 0. En conclusién, las condiciones (1.44) se
satisfacen en una vecindad de by si y sélo si r esta en el intervalo (1.45).

Mas aun, puesto que

gl _ T o
Oble, 16

el valor de € cambia de negativo a positivo cuando b pasa por by en la direccién positiva.
Por el teorema de Hopf, el sistema tendra en P una bifurcacion de Hopf subcritica si

0, (1.47)

Oe
- 0, I by) >0 1.48
b bo 7& ) 1(’/“, 0) ) ( )
donde 1;(r, by) es el primer coeficiente de Lyapunov de P. Ya hemos notado en (1.47)
que se cumple la condicién de transversalidad. Resta calcular el coeficiente de Lyapunov
l1(r,by) para toda r en el intervalo (1.47). Para esto, sustituimos en (1.37) los valores
de p, by, dados en (1.42), (1.43), respectivamente y obtenemos

. T z
r=x|—-—
4 x+1)°

1 8z — drz
= —r(3 2 _ 2 1.49
Y 4T(fv+ y)+y(ry+r ) (1.49)

_ _7"(7‘ +8)z(r(z(3y —2) +2y —3) —4(z + 1)(y — 1))
(33 — 8472 + 2881 — 256) (z + 1)(y + 1)

Ahora trasladamos el equilibrio al origen mediante el cambio de coordenadas
T=x—-1, g=y—-1, Z=z-r/2 (1.50)
En estas nuevas coordenadas el sistema toma la forma

(& + 1)(rd — 42)

I3
I

4z+2) 7
. r?(B3E(F+2)+§(29 — 1)) —4r(§+ 1)(27 +5%) +32(5 + 1)2
y= TG , (1.51)
s r(r+8)(r+22)(r(357 + 7 + 57) — 4(7 + 2)§)

2 (3r3 — 8412 + 2881 — 256) (i 4 2)(7 + 2)
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que denotaremos con X = g(x). La matriz de la linealizacién en el origen es

T 1
§ 0 ~2
3r r 4 5
Dg(0) = T —5s 1 r T3 (1.52)
. 7"3(7"+8) _ 7‘2(7‘+8)(57‘—8) 0
8(3r3—841r2+288r—256) 8(3r3—84r2+288r—256)

y como era de esperarse pues hemos fijado b = by en el sistema (ver (1.43)), sus valores
propios son -1 y 4iw donde

—r(r + 8)v/—=9rt + 264r3 — 120072 + 1920r — 1024

— w(r.by) =
w = w(r, bo) 8 (3r3 — 8472 + 2881 — 256)

>0.  (1.53)

Calcularemos el coeficiente de Lyapunov del flujo en la variedad central. Primero
daremos una aproximacion de grado 2 de la variedad central, para lo cual elegiremos
coordenadas (XY, Z) tales que la parte lineal del sistema sea dada por la matriz

0 —w O
w 0 0 . (1.54)
0O 0 -1

Un vector propio de (1.52) correspondiente al valor propio -1 es

R GE - E
\r+38’ r2(r + 8) )

(1.55)

Por otra parte, las entradas de un vector propio u+iv (u, v € R3) correspondiente al
valor propio iw son

=33 4 8472 — 288r + 256

= 8r2(4r — 5) ’
3% — 8472 + 2881 — 256
"2 T T8 (2002 — 57 + 40)
uz =1,
(r 4+ 8)v/—=9rt + 26413 — 120072 + 1920r — 1024 (1.56)
e 8r2(4r — 5) ’
(31r — 48)v/—0r7 + 2647 — 120012 + 19207 — 1024
2= 8r (2012 — 57r + 40) !
vz = 0.

Sea () la matriz cuyas columnas son (v,u,c). Luego del cambio de coordenadas

X = Q7'x, la matriz de la parte lineal del sistema serd (1.54). Escribiremos al sis-
tema asi obtenido en la forma diagonal

(;{) Y (if) + F(X,Y, 2) (1.57)
Z=-2+GX,Y,2)
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con

M= (g ‘5") , (1.58)

Las reglas de correspondencia de F, (G, son algo complicadas y ocupan cada una
facilmente mas de una pagina. Por claridad en la exposicion las omitiremos y en
adelante haremos lo mismo con otras expresiones que pudieran entorpecer la lectura
de la tesis.

Ahora supongamos que Z = h(X,Y) define localmente a la variedad central. Derivando
respecto de t, se tiene por (1.57) y la regla de la cadena que h debe satisfacer la igualdad

X

Dh(X,Y)(M (Y

) +F(X,Y, h(X,Y) +h(X,Y) — G(X,Y,h(X,Y)) = 0. (1.59)

Consideremos la aproximacion cuadratica de la variedad central como la siguiente
funcién

h(X,Y)=AX?>+ BXY + CY? (1.60)

Después de sustituir en el miembro izquierdo de (1.59), lo desarrollamos como serie
de potencias de X, Y hasta grado 2. Igualando a cero los coeficientes obtenemos un
sistema de ecuaciones que se resuelve para A, B, C', dando como solucién

B 324071 4 -+ - 4+ 1634235056128 — 352187318272
46080713 + - - - + 3843995729920 — 858993459200
(39697t + - - - 4 6979321856)/—1024 + - - - — 94

B = , (1.61)
23040713 + - - - — 429496729600
32407 4 -+ + 94489280512
46080713 + - - - — 858993459200
El flujo en la variedad central es definido por la ecuacion
(é) - M (if() + F(X,Y, h(X,Y)). (1.62)

Hacemos el cambio a coordenadas polares X = Rcos6, Y = Rsin6 y desarrollamos la
ecuacién R/ como serie de potencias de R, para nuestros fines basta con desarrollar
hasta el grado 3,
dR
g
Por otro lado, la solucién de esta ecuacién con condicién inicial R(0) = Ry admite la
expansion

co(0)R* + c3(0) R + O(RY). (1.63)

©(0, Ro) = v1(0) Ry + v2(0) RS + v3(0) RS + O(Ry), (1.64)

donde ademés la condicién inicial implica que se cumplen las igualdades
v1(0)=1, ©v(0)=0sii>1. (1.65)

Noétese que el valor de la funcién de retorno de Poincaré (sobre el rayo 6 = 0) en Ry

es igual a (27, Ry). Por definicién, el primer coeficiente de Lyapunov es d” (0) donde
d(Ryp) es la funcién desplazamiento dada por

d(Ro) = ¢(2m, Ry) — Ry = (v1(27) — 1) Ry + v2(27m) Rg + v3(2m) Ry + O(Ry).  (1.66)
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Esta serie debe coincidir con la serie de Taylor de d alrededor del cero

d// 0 d/// O
d(Ry) = d'(0)Ry + #RS + %Rg + - (1.67)
Se sigue que el coeficiente de Lyapunov es
d"(0) = 6us(27). (1.68)

Sustituyendo (1.64) en ambos miembros de (1.63) y derivando término a término ob-
tenemos

duvy dvy B N 9 3
—g o+ =7 By + -+ = ea(0) (v (0) B + 201 (0)v2(0) Ry + -+ ) +e3(0)(---) + -+ (1.69)

Igualando coeficientes se obtiene la sucesién de problemas de valor inicial

dU1

Y v (0) =1,

dU2 9 B

50 =co(0)vi(0), wv2(0) =0, (1.70)
% =2c9(0)v1(0)v2(0) + 03(0)1)?(6), v3(0) =0,

los cuales se pueden resolver recursivamente como ecuaciones diferenciales lineales. De
esta manera llegamos a la siguiente expresion para el coeficiente de Lyapunov

67 (243715 + - - — 274877906944)v/—9r4 + - - - — 1024

1, (r. o) = 6us(27) =
1(r;bo) = Gvs(2m) 6912117 + - - - + 5497558138880

(1.71)

La grafica de [1(r, by) en el intervalo (1.45) y en un subintervalo se muestra en la Fig.1.3.

11(r.bo) 11(r,bo)
1ol 0010}
08l 0.008
o6l 0.006
041 0.004 |
0.2 0.002 |-
r . . : > = r
25 3.0 3.5 4.0 2.30 2.35 2.40 2.45 2.50

Fig. 1.3: Gréfica del primer coeficiente de Lyapunov l;(r, by).

Como [ es positivo la bifurcaciéon de Hopf es subcritica. La demostracion esta
completa. [

El Teorema 1.1 nos da una regién en el espacio de parametros en la cual el equilibrio
pierde estabilidad al incrementar b, lo que se puede lograr disminuyendo la tasa de
depredacion de la clase reproductiva. Cuando b < by, el equilibrio es estable y existe
un ciclo limite inestable en una vecindad de P. Si decrece la eficiencia de la depredacién
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de la clase reproductiva, de manera que b > by, entonces el equilibrio se vuelve inestable
y desaparece la érbita periddica, generandose oscilaciones de amplitud creciente en las
poblaciones.

A continuacién mostramos algunos resultados numéricos para el sistema (1.37) con el
valor de p dado en el Teorema 1.1 y r = 3. Después de efectuar estas sustituciones,
obtenemos el sistema

) 3 z
x:x(zl_x—l—l)’
g:%«b—$y+3@—@ﬁfr (1.72)
1130 —10)z(b(z + D)(y = 1) + (z = 1)(y + 1))
- 3(1162 — 15b — 10) (z + 1)(y + 1) ’

donde el punto de equilibrio es P = (1,1,3/2) y el valor de bifurcacién es by = 7/3.
Consideremos primero el caso b < by, para lo cual hacemos b = 69/30. La linealizacién
del sistema en P esta dada por la matriz

3 1
s 0 —3
g oz (1.73)

1705 7843 0
2738 5476

y sus valores propios son

—37 £1v/49961951
5920 ’

por lo que P es estable, como era de esperarse. El retrato de algunas soluciones con
condiciones iniciales en la vecindad de P se muestra en la Fig. 1.4.

Las soluciones en gris entran rapidamente a un plano que pasa por P, para después
oscilar alrededor de y acercandose a P. Las lineas de tiempo de una de estas soluciones
se muestran en la Fig. 1.5

La solucién en azul también se aproxima al mismo plano y luego oscila alrededor
de P, pero alejandose de este. En la Fig. 1.6 se exhiben las lineas de tiempo de esta
solucién.

Sobre dicho plano, en la frontera entre ambos comportamientos se encuentra el ciclo
limite inestable (en negro en la Fig. 1.4) cuya existencia demostramos en el Teorema

1.1. Las lineas de tiempo de una solucién muy cercana al ciclo se muestran en la
Fig. 1.7.

~1, (1.74)

Para ilustrar el comportamiento cuando b > by fijamos b = 71/30 en (1.72). En
este caso la matriz de la parte lineal del sistema en P es

3 1
s 0 -3
2 i _a. (1.75)

14355 67947 0
29002 58004

Los valores propios de esta matriz son

1 1 421410019
4 .

_17 Ton Tanl BT
160 = 160 14501

(1.76)
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Fig. 1.4: Dos perspectivas del retrato del sistema (1.72) en una vecindad de P. Caso
b < by.

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

Fig. 1.5: Lineas de tiempo de una solucién de (1.72) acercéndose a P. Caso b < by.

de manera que el equilibrio es ahora inestable.

Las soluciones con condiciéon inicial cercana a P se aproximan a un plano por P
y después exhiben oscilaciones de amplitud creciente, en apariencia no acotadas. El
retrato de una de estas soluciones y sus lineas de tiempo se muestran en la Fig. 1.8 y
en la Fig. 1.9 respectivamente.

Los resultados en esta seccién sugieren que al menos bajo ciertas condiciones, la
estabilidad de los equilibrios depende en cierta medida de poder controlar el crecimiento
de la clase reproductiva. Este control se puede lograr por medio del depredador, si la
depredacion de la clase reproductiva es suficientemente eficiente. Sin embargo, existe
la posibilidad de que se presenten oscilaciones no acotadas de las poblaciones si esta
depredacion no es suficientemente eficiente. Esto es algo a tomar en cuenta al considerar
la introduccion de un depredador en un ecosistema como herramienta para el control
de poblaciones.

Los resultados que expondremos en la siguiente seccion, donde incluiremos una hipétesis
adicional en nuestro modelo, apuntan en la misma direccion, aunque como veremos, se
presentan nuevos comportamientos en adicion a los aqui mostrados.

25



= N W Hd OO N
LAAAAS LRSS AARAI RALRI AR )
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x(t) y (%) z(t)

Fig. 1.7: Lineas de tiempo de una solucién de (1.72) muy préxima al ciclo limite. Caso
b < by.

Fig. 1.8: Retrato de una solucién representativa del comportamiento en una vecindad
de P. La amplitud de las oscilaciones crece junto con ¢t. Caso b > by.

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

Fig. 1.9: Lineas de tiempo de la solucién mostrada en la Fig. 1.8. Caso b > by.
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2 Caso 1I. Interferencia en la depredacion

En este caso mantenemos la hipdtesis de crecimiento exponencial en la clase repro-
ductiva de la presa, pero modificamos las respuestas funcionales para modelar una
interferencia de cada clase en la depredacion de la otra. Consideramos el modelo

: az
r=x|r—s——m|,
c+r+vy

byz
c+x+y’

) aax aby
2=z + — K
ct+rx+y ctax+ty

restringido a la region R? = {(z,y,2) € R* : z,y,z > 0} . Todos los pardmetros son
positivos con la condicion adicional r» > s, y su interpretacién es como sigue:

y=sT—py— (2.1)

¢ a, b, son las tasas maximas de depredacion de las clases reproductiva y no repro-
ductiva de la presa respectivamente

o r es la tasa intrinseca de crecimiento de la clase reproductiva de la presa

<&

s es la tasa de transferencia de la clase reproductiva a la no reproductiva
¢ ¢ es una constante de saturacién

o p es la tasa de mortalidad de la clase no reproductiva

¢ « es una medida del valor nutritivo de la presa

o es la tasa de mortalidad del depredador

Cuando y = 0 en la ecuacién para z, la funcién f(z,y) = ax/(c + = + y), que
modela la tasa de depredacion de x, se reduce a una respuesta funcional de Holling
tipo II. Similarmente, g(z,y) = by/(c + = + y) se reduce a una respuesta funcional de
Holling tipo II en ausencia de x. Nétese que las derivadas parciales de estas funciones

satisfacen o7 9 "
azx g Y
dy (c+z+7y)? ox (c+z+7y)? (2.2)

lo que interpretamos como una interferencia de cada clase en la depredacién de la otra.
Haciendo el cambio de coordenadas X = x, Y =y, Z = az, tenemos el sistema

Y =sX —pY

ISHISY
>.<
N

e X4Y!

. aaX aalY
7=z am ).
<c+X+Y+c—|—X+Y ”)
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Renombrando X, Y, Z, b/a, aa, como x, y, z, b, , respectivamente, obtenemos el sis-

tema
= (o)
r=x(r—s— —|,
c+x+vy

byz
c+r+y’

_ ( o boy )
Z=z + AR
ct+r+y ct+ax+y

donde b representa al cociente de las tasas de depredacién. En lo sucesivo trabajaremos
con este sistema.

Comencemos por notar que las soluciones de (2.4) con condiciones iniciales en Ri per-
manecen en esta regién para t > 0.

] = ST — py — (2.4)

Proposicién 2.1 El octante RS = {(z,y,2) € R® : 2,y,z > 0} es invariante positivo
bajo el flujo definido por (2.4).

Dem. El resultado se sigue del comportamiento del campo vectorial asociado al sis-
tema. En efecto, puesto que © = 0 cuando x = 0, el plano x = 0 es invariante respecto
al flujo determinado por (2.4). Analogamente, el plano z = 0 es invariante. Final-
mente, y > 0siy =0 (y >0siy =0,z > 0), por lo que en este plano el campo
vectorial apunta hacia el interior de ]Ri. O

Notese también que dado que x crece exponencialmente en ausencia de z, no to-
das las soluciones de (2.4) son acotadas. Al igual que en el capitulo 1, el caso en
el que o+ ba — ; < 0 nos da un ejemplo extremo en el que la poblacién de la presa
tiende a infinito para todas las soluciones con condiciones iniciales en el interior de R3 .
Analizaremos a continuacién la existencia de las soluciones de equilibrio.

2.1 Puntos de equilibrio

Es inmediato comprobar que O = (0,0,0) es un punto de equilibrio de (2.4). De
hecho, la linealizacién del sistema en (0,0,0) es idéntica a la del modelo analizado en
el capitulo 1, de manera que se trata de un punto silla.

Proposicién 2.2 FEl punto (0,0,0) es un punto silla de (2.4) con dos valores propios
neqativos.

Dem. La matriz jacobiana del sistema en (0,0,0) es

r—s 0 0
s —p 0 : (2.5)
0 0 —u

cuyos valores propios son —p, r — s, —u. Como los pardmetros son positivos y r > s
se tiene el resultado. [

Aligual que en el capitulo 1, en este modelo también tenemos que el tinico equilibrio
en el que alguna de las coordenadas es cero es el origen.

Proposicién 2.3 Si P es un punto de equilibrio de (2.4) y alguna de sus coordenadas
es cero, entonces P = (0,0,0).
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Dem. Supongamos que P es de la forma (0,y, z). Sustituyendo x = 0 en la expresién
para gy e igualando a cero obtenemos

byz byz
0=—py— - . 2.6
P ey y(c—i—x—i—y) (2:6)

La igualdad anterior implica que y = 0. Sustituyendo = y = 0 en la igualdad 2 = 0
se tiene que
—pz =0, (2.7)

por lo que se debe cumplir z = 0. Andlogamente se demuestra el resultado cuando P
es de la forma (z,0,2) o (z,y,0). O

Recordemos que un punto de equilibrio es llamado de coexistencia si todas sus co-
ordenadas son positivas. Respecto a la existencia y unicidad de los puntos de equilibrio
de coexistencia del sistema tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.4 FEl sistema (2.4) tiene un punto de equilibro de coezistencia si y sdlo
si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) 1> ba, b‘;:i > p+b(5r78),
(’L’L) p< bOé’ bo O;: < p+b(sr—s)’

(1i1) p = b, b<1.
Equivalentemente, (2.4) tiene un equilibrio de coexistencia si y solo si
(iv) 1 < = (ba — p).
En cualquiera de los casos anteriores el punto de equilibrio de coexistencia es unico.

Dem. Los puntos de equilibrio de coexistencia de (2.4) son las soluciones positivas del
sistema de ecuaciones

NI S
c+x+vy
byz
st —py — ——— =0, )
P ey (2.8)
ax bay

+ _/'1’207
ct+trx+y ct+ax+ty

o equivalentemente
(r—s)(c+x+y) =z,

(sz —py)(c+x+y) —byz =0, (2.9)
azr +bay — p(c+x +y) =0.

Supongamos primero que ba # u. Sustituyendo z en la segunda ecuacion y resolviendo
para y las dos tltimas ecuaciones de (2.9), vemos que las coordenadas z, y, de un punto
de equilibrio estan determinadas por la interseccion en el plano xy de las rectas

sx
Y= —"V77——=

p+b(r—s)

o » (2.10)
y= +

ba—ux ba — 1
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Llamemos [y, I3, a este par de rectas. Nétese que cualquier solucién positiva (z,y) de
(2.10) determina de manera tnica las coordenadas (z,y, z) de un punto de equilibrio de
coexistencia, donde el valor de z se obtiene a partir de la primera ecuacién en (2.9). Por
lo anterior, para demostrar la proposicion cuando ba # pu, basta con dar condiciones
suficientes y necesarias para que las rectas se intersecten en el primer cuadrante.
Ahora bien, [; es una recta que pasa por el origen con pendiente positiva, pues r > s.
Por otra parte, la ordenada al origen de /5 es distinta de cero. Luego, [, l5 se intersecan
en el primer cuadrante si y sélo si se cumple una de las siguientes condiciones: o la
ordenada de [ es negativa y su pendiente es mayor que la pendiente de [, o la ordenada
de [ es positiva y su pendiente es menor que la de [;. Estas son respectivamente las
condiciones (i), (i7), en el enunciado de la proposicién.
Supongamos ahora que ba = p. Después de sustituir p en la tercera ecuacién de (2.9),
esta se convierte en

az(l—0b) — bac = 0. (2.11)

Es claro que la ecuacién (2.11) tiene una solucién positiva x si y sélo si se satisface
(1d1).

Finalmente, razonando por casos se demuestra facilmente que la condicion (iv) equivale
a que se satisfaga alguna de las condiciones (i) — (7i7). O

Cuando y = 0, la ecuacién para Z en (2.4) es

i=2 (c(j—xx - u) . (2.12)

Se sigue que si a—p > 0, entonces en ausencia de la clase no reproductiva el depredador
puede subsistir alimentandose de la clase reproductiva, siempre y cuando la poblacion
de esta ultima sea suficientemente grande. Similarmente se puede interpretar la de-
sigualdad bao— p > 0 para la clase no reproductiva en ausencia de la clase reproductiva.
Con estas interpretaciones, la condicién

en la Proposicién 2.4, nos deja ver algunas diferencias con respecto al modelo (1.3)
analizado en el capitulo anterior.
Por ejemplo, para que (1.3) tenga un equilibrio de coexistencia, basta con que el
depredador pueda subsistir alimentandose solamente de la clase reproductiva.
En cambio, si en (2.4) sélo la clase reproductiva es capaz por si misma de sustentar al
depredador, entonces también es necesario limitar la tasa s de transferencia a la clase
no reproductiva, cuyo aprovechamiento por parte del depredador no es suficiente para
que este sobreviva, y que ademas interfiere con la depredacién de la clase reproductiva.
Para ver esto, nétese que ambos miembros de (2.13) son negativos cuando p — a < 0,
ba — p < 0, pues el factor
5
p+0b(r—s)

es una funcién de s creciente y positiva en el intervalo 0 < s < r (Fig. 2.1), por lo
que s debe ser suficientemente pequena para que se satisfaga (2.13). Alternativamente,
se puede satisfacer la condicién (2.13) incrementando b, que es el cociente de la tasa
de depredacion de la clase no reproductiva entre la tasa de depredacién de la clase
reproductiva. Asi, el equilibrio también se puede alcanzar aumentando la eficiencia
de la depredacion sobre la clase no reproductiva, lo que no sélo conlleva un mayor
aprovechamiento de este recurso por parte del depredador, sino que reduce la interfe-
rencia en la depredacién de la otra clase.

De manera similar, se observa que si ambas clases son suficientemente nutritivas para

(2.14)
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sustentar al depredador, entonces el sistema tiene un equilibrio de coexistencia inde-
pendientemente de la tasa de transferencia. El depredador puede compensar la inter-
ferencia comiendose a la clase causante de ella.

B T - B

S

p+b (r-s)

Fig. 2.1: Gréfica de 57— como funcién de s en el intervalo (0,7).

Al igual que en el capitulo anterior, supondremos que las coordenadas del punto de
equilibrio son de la forma P = (1,1, z,). Ademads de reducir el nimero de parametros,
esto nos permitira comparar los modelos en una vecindad de un equilibrio en circuns-
tancias similares. La siguiente proposicion da las condiciones necesarias y suficientes
para que esto suceda.

Proposicién 2.5 El punto P = (1,1, (r — s)(c + 2)) es un equilibrio de coexistencia
de (2.4) si y solo si

2
_(etp s

p=s5—"0b(r—s), b1 —

Dem. Los puntos de equilibrio de (2.4) son las soluciones de (2.9). Haciendoz =y =1,
obtenemos
(r—s)(c+2) =z

(s —p)(c+2)—bz=0, (2.15)
(o +ba) — p(c+2) =0.

Después de sustituir z en la segunda ecuacién y efectuar una factorizacion se obtiene
el sistema
(r—s)(c+2) =z,

(c+2)(s—p—>b(r—s)) =0, (2.16)
(a+ba) — p(c+2) =0.

Resolviendo para p la segunda de estas ecuaciones y la tercera para « se sigue el resul-
tado. La desigualdad b < s/(r — s) es la condicién necesaria para que p = s — b(r — s)
sea positivo. [
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Sustituyendo en (2.4) los valores de p, «, dados en la Proposicién 2.5, se obtiene el

sistema
z
t=x(—-———4+r—s],
( ct+r—+y )

p=t (r= i) e = G 1) 2.17)

s pelelbly - +a—1) - (b-1)(z —y))
(b+1)(c+x+y) ’

con equilibrio en P = (1,1, (r — s)(c¢+ 2)) y sujeto a la restriccion

5
b < . 2.18
r—s (2.18)
Denotemos a este sistema como x = f(x) y consideremos la matriz jacobiana
r—s r—s 1
c+2 2 T2
b(r—s b(r—s
Df(P) = ) 45 o) s b |, (2.19)
w(=b+c+1)(r—s)  p(be+b—1)(r—s) 0
b+1 b1
La traza y el determinante de esta matriz son respectivamente
b+1)r —s( 3
ter(P):( + 1)r 3(2—|—c—|— )7
cus(s — 7“C)+ (2:20)
det Df(P) = #2271

c—+ 2

Como la traza de una matriz es la suma de sus valores propios, si tr Df(P) > 0 en-
tonces al menos uno de los tres valores propios de D f(P) tendra parte real positiva,
de donde P sera inestable. Se llega a la misma conclusion si el producto de los valores
propios es positivo, es decir si det Df(P) > 0.

Es claro que det f(P) < 0, pues por hipotesis los pardmetros son positivos y r > s.
Por otra parte, la traza si puede ser positiva. La primera desigualdad en la siguiente
proposicion equivale a tr D f(P) > 0, la segunda es la condicién (2.18) necesaria para
que P sea un equilibrio de coexistencia. La demostraciéon es trivial y la omitiremos.

Proposicién 2.6 El punto P = (1,1, (r —s)(c+2)) es un equilibrio inestable de (2.17)
Si
3) —
s(c+3)—r cpe S

r—s r—s

La Proposicion 2.6 se puede interpretar de la misma manera que la Proposicion 1.6.
Si la tasa de crecimiento de la clase reproductiva es demasiado grande el equilibrio es
inestable. Pero si s < r < s(c+ 3), entonces es posible a priori lograr que el equilibrio
sea estable aumentando la tasa de depredacién de dicha clase.

Respecto a la estabilidad del equilibrio, también tenemos otro resultado.
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Proposicién 2.7 Supongamos que

s - 20%rs — 20%s% + 4brs — 10bs? + 2rs — 8s°
# 203 — 20%s — 6025 1 Obs + 2r — 55

c=1, b< (2.21)

r—s’
y que ademds se satisface alguna de las siguientes condiciones:
(i) r <2, b<by,
(it) r < %, by < b,
donde by, by son las primeras dos raices reales del polinomio
q(&) = €3(2r — 28) + 2r — 6&%s + 9€s — bs.
Entonces el punto P = (1,1,(2+ ¢)(r — s)) es un equilibrio estable del sistema (2.17)

Dem. Consideremos la matriz D f(P) dadaen (2.19). Es un resultado conocido, debido
a Lyapunov (ver por ejemplo [29]), que si todos los valores propios de D f(P) tienen
parte real negativa, entonces P es estable. Usaremos el criterio de Routh-Hurwitz
2] para encontrar condiciones suficientes y necesarias para que los valores propios
de Df(P) tengan parte real negativa. El polinomio caracteristico de esta matriz es

p(\) = =A% — a1 A2 — ap\ — a3, where

_s(b+e+3)—(b+1)r

ay C+2 )
(=) (u*(c+1)—20+c+1) —2(b+1)s)
2= b+ 1)(c+2) ’ (222)
gy — (T —5)
c+2

Por el criterio de Routh-Hurwitz, todos los valores propios de (2.19) tienen parte real
negativa si y solo si a, a3 > 0 y ajas —ag > 0. En este punto es posible dar un
conjunto de condiciones en los parametros equivalente a las desigualdades anteriores,
sujetas a la condicién de existencia (2.18). Para simplificar las expresiones resultantes
y los céalculos que haremos en la siguiente seccion, fijaremos ¢ = 1, reduciendo de
nueva cuenta el nimero de parametros. El enunciado de la proposicion muestra las
condiciones asi obtenidas. [J

Las cotas para r en la proposicién anterior, muestran que al igual que en el caso I, en
este modelo r tampoco puede ser demasiado grande respecto de s si P es un punto de
equilibrio hiperbdlico y estable. En la siguiente seccién veremos como la depredacion,
al ser un mecanismo de control del crecimiento de la clase reproductiva, puede influir
en la estabilidad de los equilibrios.

2.2 Bifurcacion de orbitas periddicas

En esta seccién daremos condiciones para que nuestro modelo exhiba una bifurcacién
de Hopf con parametro de bifurcacion b.

Primero, reduciremos el nimero de pardmetros haciendo ¢ = 1, s = 3r/4. Podemos
ver que estas son las mismas simplificaciones que hicimos en el modelo del capitulo
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anterior. Después de efectuar estas sustituciones, el sistema (2.17) se convierte en

. r z
r=r\—-— ———
4 z+y+1)’

1 byz
':— b— _—e—
Z,__,uz(b(x—2y+1)—2x+y+1)

b+ D+y+1)

(2.23)

con un equilibrio en P = (1,1, 3r/4). Por otro lado, la condicién (2.18) toma la forma

mas simple

b < 3.

Ahora enunciaremos nuestro resultado.

Teorema 2.1 Si se cumplen las condiciones

2(b+1) (2(b — 8)r — 3r% + 24)
o (=82 4+ b(3r +8) +3r —8)

Y

3/2<r<ry 15642 ¢ 1.8409~ry <r < 12/5,

entonces el sistema (2.23) tiene una bifurcacion de Hopf cuando b = by, donde

4(2r — 3)

b():

(2.24)

Eziste un punto r, en el intervalo 3/2 < r < ry tal que la bifurcacion es supercritica si

3/2 <r <.y suberitica sir, < 1T <711
En el intervalo ro < r < 12/5 la bifurcacion es subcritica.

En el caso de la bifurcacion supercritica, en una vecindad de P existe un ciclo limite
estable para valores de b cercanos a by con b > by. En la bifurcacion subcritica, el ciclo

limate existe para b < by y es inestable.

Dem. La matriz jacobiana D f(P) estd dada por

- r _1
12 12 3
Df(P)=| 50b+9r H0b-9r =2 |,
_ (b=2)pr (2b—1)pr 0
A(b+1) A(b+1)

con polinomio caracteristco p(A) = =A% + by A? + by A + by, donde

2
ur

bo = — M

0 167

1 40 —=b+1)u

b =5 C”_ b+ 1 ’
b b—

2 = 12( 8)r.
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Si D f(P) tuviera valores propios d, € + iw con €, w € R, entonces su polinomio carac-
teristico serfa ¢(A) = (0 — A\)(e + iw — A)(e —iw — ). Igualando coeficientes se tienen
las ecuaciones

16
1 42 -b+1
5" (37‘— ( b+Ir )”> = —20e — w? — €2, (2.27)
1
Noétese que este sistema no tiene solucion si 6 > 0, pues p debe ser positivo. Haciendo
0 = —1 y resolviendo para u, €, w, obtenemos

_2(b+1) (2(b — 8)r — 3r2 + 24)
(=802 +b(3r +8) +3r—38)’

1
€= 5 ((b—8)r+12), (2.28)
L L [(36° — 4507 + 360D + 408) r® + - - - 4 (11520 4 1152 — 1152)

24 802 — b(3r +8) —3r +8 '

Como funcion de los parametros, €(r,b) se anula en
bo = 4(2r — 3)/r. (2.29)
Mas ain, un calculo simple muestra que

Oe r
3l = 201 (2.30)

por lo que el valor de ¢ cambia de signo (de negativo a positivo) cuando b atraviesa by
en direccion positiva.

Por otra parte, se debe tener y > 0, w € R y (2.24). Estas condiciones se satisfacen
en una vecindad de by si r estd en alguno de los intervalos

3/2<r<mn 6 rg<r<12/5, (2.31)

donde 71, 9, son las primeras dos raices del polinomio 973 — 164r% + 480r — 384. Estas
son aproximadamente
r1 ~ 1.5643, ro A= 1.8408. (2.32)

Las gréficas de by(r), pu(r, by) se muestran en la Fig. 2.2. Nétese que como w(r,by) =
Vr2u(r, by) /4, se tiene que w(r, by) es real si u(r,by) > 0.

Por el teorema de Hopf, se tendra la bifurcacién de un ciclo limite en una vecindad
del punto de equilibrio si

Oe
% bo 7& Oa l1(’l“, bO) 7é 0, (233)

donde 14 (r, by) es el primer coeficiente de Lyapunov de P.

Ya hemos verificado en (2.30) que se cumple la primera de estas condiciones. Ahora
calcularemos [y (r,by) = [;(r) para toda r en los intervalos (2.31). Primero, hacemos
b = by en (2.23) y reemplazamos p con la expresion obtenida en (2.28), evaluada en by.
Después movemos el equilibrio al origen mediante el cambio de coordenadas

T=x—-1, g=y—1, Z=2z-3r/4 (2.34)
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bo(r) H(r,bo)

Fig. 2.2: Gréficas de by(r), p(r, by), como funciones de r. Ambas son positivas en los
intervalos (3/2,71) y (re,12/5).

En estas nuevas coordenadas, tenemos el sistema

(Z+4+1)(r(z+yg)—42)
1(G+5+3)

r? (& (8 + 17) + 322 + § (55 — 1))

4r (T + 9+ 3)
—dr (1) (3T + 37+ 82) +48(§ + 1) 2

dr (T 4+ 9+ 3)
3r2 (42 + 3r) (2(r — 2)z + (8 — 51)7)

2 (9r® — 16472 + 480r — 384) (7 +  + 3)°

538
I

Yy
(2.35)

z =

Para calcular el primer coeficiente de Lyapunov, usaremos una féormula descrita en

[35]. Primero escribiremos el sistema (2.35) como X = F(X), donde las coordenadas
X = (X,Y, Z) se eligen de manera que la matriz jacobiana DF'(0) tenga la forma

0 w 0
DF(0) = —w 0 0 , (2.36)
0 0 -1

con w > 0. Para hacer este cambio de coordenadas, representemos al sistema (2.35)
como X = f(X). La matriz correspondiente a la linealizacién en el origen es

T T 1
12 12 3
17r T 4 8
Df(0) = T2 T —13 1 At N (2.37)
3(r—2)r3 3(8—5r)r3 0

9r3—164r2+480r—384  2(9r3—164r2+480r—384)

Los valores propios de D f(0) son —1, +iw, donde el valor positivo de w es

r2\/ — 8t | 79973 — 314472 4 46087 — 2304

_ 2.38
w 1873 — 32872 1 960r — 768 ’ (2.38)

36



pues r estd restringida a los intervalos (2.31). Un vector propio correspondiente a —1

es
2(3r —4) 6r* — 64r + 96
C = 5 ; 1 ’
3r2 3r3

(2.39)

mientras que las entradas de un vector propio complejo u +iv (u, v € R?) correspon-
diente a 1w son

(5r — 8) (973 — 164r% + 480r — 384)

YT T 4018 — 160202 + 24007 — 1152)
2(r —2) (9r3 — 164r% + 480r — 384)
Uy = —
2 r (40173 — 1692r2 4 24001 — 1152)
Us = 1,
(7% + 48 — 96) /— %" 4 887 — 10482% 4 519, — 256 (2.40)
e 7 (4017r% — 16922 + 24007 — 1152) ’
(8312 — 192r +96) \/— %" + 88y — 142 4 519, — 256
2= r (40173 — 169272 + 2400r — 1152) ’
V3 = 0.

Tomando estos vectores como columnas, formamos la matriz @) = (u, v, c). El cambio

de coordenadas X = Q!X lleva la parte lineal del sistema a la forma deseada. Luego,
l; estd dado por la expresion

[ =—
! 4w

X3 T axov:  ax2ay | ays

3 83151 83F1 83F’2 83F2
(0,0,0)

37 ( RPF, 2F, °F, 9°F, O°F, 9°F, (2.41)

12\ Taxzoxoy T avzaxoy | axzaxoy

Y

O’F, 0°Fy O?FL0°Fy,  O?°F, 0°F,
(0,0,0)

Y2 OXOY T OXZOXZ  OY? av?

donde L - , ,
o°F,  O°Fy 0°Fy
= 1D1
oxe ~ axs | Sazax PP

PBE, O3 F, 02 F, 02 F,

axoy? — axave T 2azay (PP + 5505

O3 F, O3 F, 02 F, 02 F,
oy — axcov T azoy PPV 25 5%
PBE,  BF, 02 F,

ovs — avs T Sazay (P2D2),

1 ([ F oF, _ ,0°F, 0°F, [ [0F;\®
PID1 =% (“axaya_z_% avz ~ oxe (az) o

37

(D2D2),

(D1D2), (2.42)




PID2==3\~axav \3z ) ~“axzaz TYav: oz (2.43)

A
o 1 82F3 8F3 282F3 82F3 8Fj?) ? 2
b2b2=%1 <_2waxayﬁ TWEXE T ave (az) o

(RN’ ,OF

Después de un largo cdlculo de rutina, obtenemos la siguiente expresion para el primer
coeficiente de Lyapunov como funcion de r

1( 02 F, (8F3>2 02 Fy OF, 82F38F3>

li(r) = N/D,
N = — 7 (=97 + 16412 — 480r + 384)” (157951 — 380079r°

+ 81462677 + 122028247 — 644085761 4 261798407

+ 601552384r° — 20625100807 + 322771353672

— 2688417792r% 4 1118306304r — 169869312), (2.44)
D =12v6r>V/—27r* + 5283 — 209612 + 3072r — 1536

(9r° — 12r* — 72r% + 1312r° — 3840r 4 3072)

(4017* — 1692r* 4 24007 — 1152)

(9r° — 121" — 187% + 328r% — 960r + 768) .

En la Fig. 2.3 mostramos la gréfica de [, (r) para r en los intervalos (2.31). El signo del
coeficiente de Lyapunov determina el tipo de bifurcacion de que se trata, de acuerdo
con el enunciado de la proposicién.
El punto r, en donde se anula [;(r) es la cuarta raiz real del polinomio 5265r'° + - - - +
42467328, aproximadamente

T« ~ 1.5180. (2.45)

Con el método de el capitulo anterior, hemos aproximado la variedad central por medio
de una funcién de la forma

7 =h(X,Y)=AX?>+ BXY +OY?+ DX? + EX?Y + FXY*+GY?,  (2.46)

para después calcular el segundo coeficiente de Lyapunov ls(r, by). El valor obtenido
es
Iy (14, bo) = —3.19783 x 10°!. (2.47)

Esto sugiere que cuando r = r,, b = by, ocurre una bifurcaciéon de Bautin en P (ver
el capitulo de antecedentes para la definicién). En dado caso, en el plano rb habra
una regién delimitada por dos curvas que se intersectan en (ry,bg), tal que para r, b
en dicha region, existiran dos ciclos limite en una vecindad de P, uno estable y el otro
inestable. [J

Ahora presentaremos una exploracién numérica del sistema (2.23) para valores fijos
de los pardmetros. Primero sustituiremos p por la expresion dada en el Teorema 2.1
y tomaremos r = 151/100, que se encuentra en el intervalo 3/2 < r < r,, en donde
la bifurcacion de Hopf es supercritica. Para b < by tendremos un equilibrio estable, y
cuando b sea mayor que by el equilibrio serd inestable y existird un ciclo limite estable
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h(r)
014

0.02f /\ 0.12;
0.00f 0.10F

N lw -

-0.02 ~ ) 0.08}
~0.04 ‘ 0.06 ~
-0.06 ‘ 0.04 ~
-0.08 ‘ 0.02 *

-0.10F

r

Fig. 2.3: El primer coeficiente de Lyapunov [ (r, by).

en una vecindad de P. Con este valor de r, el sistema obtenido es

. 151 z
t=x|-———--—|,
400 zry+l
. 151 byz
— 22 (b —3 ) — Y
U= 00l 0 =3y +37) Tty+1
2(302006 — 70003)2(b(x — 2y + 1) — 2 +y + 1)

- 151 (80002 — 12536+ 347) (x +y + 1)

(2.48)

las coordenadas del punto de equilibrio son P = (1, 1,453/400) y el valor de bifurcacién
es bp = 8/151. Sea b = 7/151, de manera que b < by. En este caso, los valores propios
de la linealizacién en P son

] ;. /8897262999701
3313363
-1 — + 2.49
’ 2400 2400 ’ ( )

por lo que el equilibrio es en efecto estable. En la Fig. 2.4 se muestra el retrato de
algunas soluciones en la vecindad de P. Todas entran a una superficie que asemeja a
un plano por P y después oscilan sobre dicha superficie, alrededor de y acercandose a
P. Las lineas de tiempo de una de estas soluciones se muestran en la Fig. 2.5

Para ilustrar el caso en el que b > by, haremos b = 10/151. Los valores propios de
la linealizacion de (2.48) en P en este caso son

1y et
1, - 2.
’ 1200 1200 (2:50)

de manera que el equilibrio ha perdido estabilidad. En la Fig. 2.6 se exhibe el retrato
de tres soluciones en una vecindad de P. Las tres oscilan sobre una superficie muy
parecida a un plano por P. La solucién en gris se acerca a P. Las oscilaciones de
la soluciéon en negro son de amplitud creciente, pero esto es apenas perceptible pues
esta solucién es muy cercana al ciclo limite. La solucién en azul se aleja del equilibrio.
Las lineas de tiempo de estas soluciones se muestran en las figuras 2.7, 2.8, 2.9 ,
respectivamente.

En los intervalos (r.,r1), (r2,12/5) se tiene el mismo comportamiento que en el
modelo del capitulo anterior. Ilustraremos este comportamiento tomando r = 19/10
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Fig. 2.4: Las soluciones de (2.48) se aproximan a P cuando ¢ — 0o. Caso b < by

1.20

1.2
1.15 1.6
1.1 1.10 1.4
1.05
1.0 1.00§ 12§
0.95 104
09} 0.90 } ;
[} A
[} L i L L B L . L L L L L L
" 50 100 150 200 250 300 *© 50 100 150 200 250 300 " 50 100 150 200 250 300
X (t) y(t) z(t)

Fig. 2.5: Lineas de tiempo z(t),y(t), z(t) de una solucién de (2.48) acercandose a P.
Caso b < b

en (2.23). Después de sustituir p por el valor dado en el Teorema 2.1 el sistema obtenido

es
. 19 z
t=z|—— ———
40 z4+y+1)’

.19 byz
= —((b—-3)y+3z) - ——
2_2@%0—N%ﬂ@@—2y+m—ﬂx+y+n
B 19 (8062 — 1370+ 23) (z +y + 1)

Para este valor de r, el valor de bifurcacién es by = 32/19 y el punto de equilibrio tiene
coordenadas P = (1,1,57/40). Fijamos b = 31/19,de manera que b < by. Los valores
propios de la linealizacion en P son

(2.51)

1 n 1 . /143345431

_17 T ain P 10
240 ~ 240 449

(2.52)

de manera que P es estable. De acuerdo con el Teorema 2.1, debe haber un ciclo limite
inestable en una vecindad de P. En la Fig. 2.10 mostramos el retrato de tres soluciones
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Fig. 2.6: Soluciones de (2.48) oscilando alrededor de P. Caso b > by
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Fig. 2.7: Lineas de tiempo x(t),y(t), 2(t) de una solucién de (2.48) acercéndose a Py
al ciclo limite. Caso b > by
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Fig. 2.8: Lineas de tiempo z(t), y(t), z(t) de una solucién de (2.48) muy cercana al ciclo
limite. Caso b > by

de (2.51) con condiciones iniciales cercanas a P. La solucién en gris oscila acercandose
a P (Fig. 2.11), mientras que la solucién en azul se aleja de P (Fig. 2.12). Las lineas
de tiempo de una solucién muy préxima a el ciclo limite (en negro en la Fig. 2.10) se
muestran en la Fig. 3.

Cuando b > by, las soluciones de (2.51) entran a una variedad muy parecida a un
plano que pasa por P, para después presentar oscilaciones en apariencia no acotadas,
alejandose del equilibrio. Ilustramos este comportamiento con b = 33/19. En este caso
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Fig. 2.9: Lineas de tiempo xz(t), y(t), z2(t) de una solucién de (2.48) alejandose de P y
acercandose al ciclo limite. Caso b > by

Fig. 2.10: Retrato fase del sistema (2.51) en una vecindad del equilibrio
P =(1,1,57/40). Caso b < by

3.0
1.1 12¢ 25
1.1F 20
1.0 1.0 15)
09 09 10}
AL ‘ ‘ | .08 ‘ ‘ ‘ . ‘ ] ‘ i
. 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60 ' 10 20 30 40 50 60
X(t) y (t) z(t)

Fig. 2.11: Lineas de tiempo z(t),y(t), z(t) de una solucién de (2.51) aproximéndose a
P. Caso b < b

los valores propios de la linealizacion en P son

1 L_LZ /359181067 L+LZ /359181067 (2.53)
T240 240 2381 7 240 240 2381 '

La Fig. 2.14 muestra un par de trayectorias representativas de las soluciones de (2.51)
con condicion inicial cerca de P. Estas exhiben las oscilaciones antes mencionadas.
Las lineas de tiempo de una de estas soluciones se muestran en la Fig. 2.15.

Al igual que en el capitulo anterior, los resultados en este capitulo muestran que la
depredacion puede contribuir a la estabilidad de los equilibrios, siempre y cuando la
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Fig. 2.12: Lineas de tiempo x(t),y(t), z(t) de una solucién de (2.51) alejéndose de P.
Caso b < b
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Fig. 2.13: Lineas de tiempo z(t),y(t), 2(t) de una solucién de (2.51) cercana al ciclo
limite. Caso b < by

Fig. 2.14: Retrato del sistema (2.51) en una vecindad de P. Caso b > by.

tasa de depredacion sobre la clase reproductiva sea suficientemente grande.

Por otra parte, la pérdida de eficiencia en la depredacién de dicha clase conduce a
una pérdida de estabilidad. Sin embargo, en este modelo hemos observado un nuevo
escenario en el que esta perdida de estabilidad es menos drastica que en el modelo del
capitulo 1, esto es, cuando se tiene una bifurcacién de Hopf subcritica.

Cuando la bifurcacién de Hopf es supercritica, antes de la bifurcacién tenemos un equi-
librio estable P y una o6rbita periddica en la vecindad de P, que desaparece cuando
el equilibrio pierde estabilidad. Més aun, las soluciones cercanas a P eventualmente
abandonan la vecindad de este, presentando oscilaciones de amplitud creciente.

En el caso de la bifurcacion subcritica, cuando el equilibrio pierde estabilidad se genera
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Fig. 2.15: Lineas de tiempo x(t),y(t), z(t) de la solucién de (2.51) mostrada en la Fig.
2.14. Caso b > by.

un ciclo limite estable, por lo que sigue existiendo un atractor en una vecindad de P.
En el capitulo siguiente modificaremos nuestra hipétesis respecto al crecimiento de la
clase reproductiva, considerando un crecimiento logistico. Mostraremos que depen-
diendo del rango en que se encuentre la capacidad de carga del medio, se presentan
distintos tipos de comportamiento, incluidos los hasta ahora descritos.
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3 Caso III. Crecimiento logistico

En este capitulo supondremos que el crecimiento de la clase reproductiva de la presa
es logistico, a diferencia de los modelos estudiados en los capitulos anteriores, en los
que dicho crecimiento es exponencial. Analizaremos el modelo

. T az
xzx(r(l——)—s——),
k c+zr+vy

y:sx—y(p+b—z>, (3.1)

ct+xr+vy
. aar aby
t=z + —n),
c+rz+y ct+x+vy

restringido a la region R? = {(z,y,2) : x, y, = > 0}. Las poblaciones de las clases
reproductiva y no reproductiva de la presa se representan por las funciones z(t), y(t),
respectivamente, mientras que z(t) representa a la poblacién del depredador. En los
parametros tenemos la condicion r > s, todos son positivos y su intepretacién es como
sigue:

¢ a, b, son las tasas maximas de depredacion de las clases reproductiva y no repro-
ductiva de la presa, respectivamente

o r es la tasa intrinseca de crecimiento de la clase reproductiva de la presa

&

k es la capacidad de carga del medio correspondiente a la clase reproductiva
¢ s es la tasa de transferencia de la clase reproductiva a la no reproductiva

& ¢ es una constante de saturacién

&

p es la tasa de mortalidad de la clase no reproductiva

¢ « es una medida del valor nutritivo de la presa, el cual supondremos es el mismo
para ambas clases

¢ w es la tasa de mortalidad del depredador

Haciendo el cambio de coordenadas X = x, Y =y, Z = az, tenemos el sistema

. T VA
X:X(T@—z)—s—m)?
Y =sX-Y +—§Z

= Py x+y ) (3.2)

. aaX aalY
=7 = — .
<c+X+Y+c—|—X+Y “)

Después de renombrar X, Y, Z, b/a, aa, como x, y, z, b, «, respectivamente, se obtiene
de nuevo la ecuacién (3.1), pero con a = 1. Sin pérdida de generalidad, en adelante
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trabajaremos con el sistema

. x z
T=ux r(l——)—s——);
( k ct+tr+y

bz
j=sr—y(p+ —2—), 3.3
Y y(p c+x+y> (3.3)
, ( ox aby )
2=z + IR

c+rx+y ct+xr+vy

donde b representa al cociente de las tasas de depredacion.
Comenzamos por notar que R? es invariante positivo respecto al flujo definido por

(3.3).

Proposicién 3.1 Las soluciones de (3.3) con condicidn inicial en el octante R3 =
{(x,y,2) € R®: w,y,2 > 0} permanecen en este para toda t > 0.

Dem. Observemos el comportamiento del campo vectorial asociado a (3.3), restringido
a la frontera de ]R3 El plano z = 0 es invariante respecto al flujo, pues © = 0 si x = 0.
Analogamente el plano z = 0 es invariante. En la parte positiva del plano y = 0, se
tiene que y = sx > 0, por lo que el campo apunta hacia el interior de ]R3 Los ejes
Y, 2z, son ambos invariantes. En el eje x se cumple que y = sz > 0, 2 = 0, de manera
que ol campo apunta hacia el cuadrante positivo del plano xy. Por la unicidad de las
soluciones se tiene el resultado. [J

La hipoétesis introducida en este modelo respecto al crecimiento logistico de la clase
reproductiva, 1mphca que su poblacién es eventualmente acotada. Como veremos en

la siguiente proposicion, una consecuencia de este hecho es que todas las soluciones de
(3.3) son eventualmente acotadas.

Proposicién 3.2 Las soluciones de (3.3) con condicion inicial en R son acotadas
para t > 0.

Dem. De la ecuacién para & en (3.3) tenemos que
& < zr (1 - %) . (3.4)

Por comparacion con la ecuacion logistica, se sigue que x es acotada. Por otra parte,
se tiene que

L x x by X
— 1__>_ — < <1——). .
T4y xr( ) P Z<c+x+y+c—|—x+y)_w - (3.5)

Luego, = + y es acotada y como x > 0, se sigue que y es acotada. Andlogamente, la
funcién a(x + y) + 2 es acotada, lo que a su vez implica que z es acotada. [J

A continuacién analizaremos los puntos de equilibrio del sistema.
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3.1 Puntos de equilibrio

El sistema (3.3) tiene un equilibrio trivial en O = (0,0,0). De hecho, la linealizacién
en el origen es idéntica a la de los modelos estudiados en los capitulos anteriores, por
lo que en todos los casos se trata del mismo tipo de equilibrio, esto es:

Proposicién 3.3 El punto (0,0,0) es un punto silla de (3.3) con dos valores propios
negativos —p, — Yy un valor propio positivo r — s.

A diferencia de los modelos anteriores, en este caso existe un equilibrio distinto
del origen en donde el depredador esta ausente, el cual describimos en la siguiente
proposicion. Mas adelante veremos que bajo ciertas condiciones este equilibrio es es-
table, y el depredador puede extinguirse aun cuando haya una gran cantidad de presas
disponibles.

Proposicién 3.4 FEl sistema (3.3) tiene exactamente dos puntos de equilibrio tales que
alguna de sus coordenadas es cero. Estos son (0,0,0) y

P (k(r—s)’ks(r—s)’o). 3.6

T rp

La linealizacion del sistema en Py tiene dos valores propios negativos —p, s — r con
direcciones invariantes en el plano z = 0 y un tercer valor propio dado por

k(r —s)(pla — p) + s(ba — p)) — cupr
cpr + k(p + s)(r — s) '

(3.7)

Dem. Sustituyendo (0,y,2) 6 (z,0,2) en (3.3) e igualando las ecuaciones a cero, es
facil ver que cualquier equilibrio de esta forma debe ser igual al origen, en particular,
ningun punto de la forma (z,0,0), (0,y,0), o (0,0,2) con z,y,z # 0 es de equilibrio.
Similarmente, las coordenadas de un equilibrio (z,y,0) con z,y # 0 son las soluciones

del sistema de ecuaciones

k(r—s)—rz=0, (3.8)
sr—py = 0. '

A partir de este sistema es inmediato obtener las coordenadas de Py dadas en (3.6).
La matriz de la parte lineal del sistema en Fj es

kp(r—s)
s—r 0 T cprt-k(p+s)(r—s)
_ o bks(r—s)
5 p cpr+k(p+s)(r—s) ) (3.9)
0 0 Hkr=s)(abstap—pup—ps)—cupr

cpr+k(p+s)(r—s)

es de rutina verificar que los valores propios de esta matriz son los dados en la proposicién. [

El signo del valor propio dado en (3.7) es igual al signo de su numerador, pues por
hipétesis » > s, de donde el denominador es positivo. Luego, los tres valores propios
de la linealizacion del sistema en P, son negativos si y sélo si

cupr
r—s

k(p(or — p) + s(bo — p)) < (3.10)

En particular, esto sucede cuando ninguna de las clases es capaz de sustentar por si
misma al depredador, es decir a — i, bao — pu < 0 (ver (2.12) para la interpretacién de
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estas desigualdades).

Si a—p > 0, entonces el miembro izquierdo de (3.10) es una funcién creciente de p, que
es la tasa de mortalidad de la clase no reproductiva. Si p es suficientemente grande,
entonces dicho miembro es también una funcién creciente de k, la capacidad de carga
del medio para la clase reproductiva. Luego, cuando la clase reproductiva basta para
sustentar al depredador, la subsistencia de este tltimo se ve favorecida si mejoran las
condiciones del medio para la clase reproductiva y aumenta la mortalidad de la clase
no reproductiva, que interfiere con la depredacién de la primera.

En cuanto a los puntos de equilibrio de coexistencia, una diferencia con los modelos
anteriores es que en este caso se pueden tener hasta dos de estos equilibrios, como
veremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5 El sistema (3.3) tiene un inico punto de equilibrio de coexistencia
st y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) bao = >0, k(p(a—p) + s(ba — p)) > L2

r—s’

(1)) ba — <0, a>p, A<0, B=0, C>0,
(iii) bao — <0, a>p, A<0, B>0 —VB<C<VB,

donde
A =bepr + k((u— a)(br + p) + (1 — b)us),

B =4bckpurs(ba — ) + A?,
C =A — 2bcur + 2bk(a — p)(r — s).

Con la notacion anterior, el sistema (3.3) tiene ezactamente dos puntos de equilibrio
de coexistencia st y solo si

() ba —pu <0, a>p A<0, B>0, C>+B.

Dem. Los puntos de equilibrio de coexistencia de (3.3) son las soluciones positivas del

sistema de ecuaciones . .
r(l——)—s——:(),
k c+zxr+y

bz
— +—— ) =0, :
s y(p . y) (3.11)

ax n bay
ct+tr+y c+ax+y

o equivalentemente, después de algunas manipulaciones algebraicas

(c+z+y)blr—s)—rz) _

K =
+ s(by + ) —py =0,

bry(x — k)
k
w(o—p) +ylba — p) — e =0.

(3.12)

Notese que cada solucion posmva (z,y) de la segunda y tercera ecuaciones en este
ultimo sistema determina una tnica solucién (z,y,z) en donde z > 0 si y sélo si el

factor
k(r—s)—rz > 0. (3.13)
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Supongamos primero que o = p. Resolviendo para y la tercera ecuacién en (3.12)

obtenemos c

Th-1
La condicién b > 1 es, pues, necesaria y suficiente para que y sea positivo. En este punto

conviene recordar que una hipdtesis de nuestro modelo es que r > s. Sustituyendo
(3.14) en la segunda ecuacién de (3.12) y resolviendo para x se tiene que

e ck(b(r — s) +p)
ber + ks(b— 1)

Y (3.14)

> 0. (3.15)

Por otro lado, sustituyendo = dada en (3.15) en el factor k(r — s) — rz dado en (3.13)
y que determina el signo de z, obtenemos

E((r —s)ks(b—1) — cpr)
ber + ks(b—1)

(3.16)

Con la restricciéon b > 1, la expresién en (3.16) es positiva si y sélo si se cumple la
desigualdad

(r—s)ks(b—1) —cpr > 0. (3.17)
Como conclusion, tenemos que las desigualdades
b>1,  ks(h—1)> -2 (3.18)
r—s

son condiciones suficientes y necesarias para que el sistema (3.3) tenga un equilibrio de

coexistencia cuando a = p.

Si v # i, entonces la tercera ecuacién en (3.12) se puede resolver para x como funcién

de y:

_ ylba — p) —cp
p—o

Supongamos que 4 > «. Dada y > 0, se tiene que x serd positivo si y solo si se

satisfacen las desigualdades

(3.19)

c

. 2
v (3.20)

ba — > 0, y >

Sustituyendo (3.19) en la segunda ecuacién de (3.12) y resolviendo para y obtenemos

A+VB

= 21
Y 20r(bae — p)’ (3:21)
donde
A =bepr + k((u — a)(br + p) + (1 — b)us), (3.22)
B =4bckprs(ba — p) + A% '
De estas soluciones, s6lo una es positiva cuando ba — p > 0, esta es,
A B
y +VB (3.23)

- 20r(bac — p)
Con el valor de y dado en (3.23), la segunda desigualdad en (3.20) se escribe como
VB > 2bepr — A, (3.24)
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que ciertamente se satisface si el miembro derecho es negativo. Si el miembro derecho es
positivo, entonces (3.24) equivale a la desigualdad correspondiente entre los cuadrados
de sus miembros, que después de algunos célculos se reduce a

k(p — a)(b(r —s) +p) > 0. (3.25)

Como estamos suponiendo que p > «, concluimos que los valores de z, y, dados por
(3.19) y (3.23) son ambos positivos si y sélo si baw — p > 0.

Las condiciones para que el valor de z determinado por x, y, sea positivo estan dadas
por la desigualdad (3.13). Después de efectuar las sustituciones pertinentes, esta toma
la forma

2bepr + 2bk(u — a)(r —s) — A > VB, (3.26)
que usando las expresiones (3.22) se puede mostrar es equivalente a
k(r —s)(p(a — ) + s(ba — p)) — cupr > 0. (3.27)

La conclusién en este caso es que si > «, entonces el sistema (3.3) tiene un equilibrio
de coexistencia, que en dado caso es tnico, si y sélo si

cppr
r—s

ba — p > 0, k(p(a — p) + s(ba — p)) > (3.28)
El caso a > p, b — pp > 0 se demuestra analogamente y también se obtienen las condi-
ciones (3.28), con la modificaciéon ba — p > 0.

Noétese que si hacemos oo = 1 en (3.28), recuperamos las condiciones (3.18), por lo que
los casos analizados corresponden a la parte (i) de la Proposicién 3.5.

Supongamos ahora que o > p, bao — p < 0.

En este caso el valor de  dado en (3.19) es positivo para toda y > 0.

Por otro lado, la ecuacién (3.21) define valores positivos de y siy sélosi A <0, B > 0.
Se tienen dos valores positivos cuando B > 0 que coinciden si B = 0.

Sustituyendo (3.21) en (3.19) obtenemos un par de soluciones positivas z,y de la se-
gunda y tercera ecuaciones en (3.12). La desigualdad (3.13), que es necesaria y sufi-
ciente para que los valores de z determinados por estas soluciones sean positivos, es de

la forma
C > +VB, (3.29)

donde
C = A —2bcur + 2bk(a — p)(r — s). (3.30)

De aqui se siguen las partes (ii) a (iv) de la proposicién. [J

Observacién. Mas adelante usaremos lo siguiente: con los supuestos de la parte

iv) en la proposicién anterior, se puede mostrar que la desigualdad C' > VB equivale
a la condicién (3.10). De aqui se sigue que para que el modelo tenga dos puntos de
equilibrio de coexistencia, es necesario que el punto de equilibrio P en el plano z = 0
sea un nodo atractor.

Como se hizo en los modelos anteriores, reduciremos el nimero de parametros suponiendo
que tenemos un punto de equilibrio de coexistencia de la forma P = (1,1, z,). La de-
mostracion de la siguiente proposicién describe este proceso.

Proposicién 3.6 El punto

P= (1’1’ (C+2)(k(]:— s) —T))

es un equilibrio de coezistencia de (3.3) si y sdlo si los pardmetros del modelo satisfacen

ks —b(k(r —s) — 1) _(e+2)p r ks
P= k YT Ty k>r—s’ b<k(r—8)—r’
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Dem. Sustituyendo z =y = 1, en las ceroclinas (3.12) obtenemos

(c+2)((k—1)r—ks)
k

b((%—l)r—l—s)—p—l—sz[)’ (3.31)

alb+1) = (c+2)u=0.

:Z’

Resolviendo el sistema para z, p, a, se obtienen los valores dados en la proposicion.
Las desigualdades en la misma son las condiciones necesarias y suficientes para que
z, p, sean positivos respectivamente. []

Después de sustituir p, a, en (3.3) por los valores dados en la Proposicién 3.6,
obtenemos el sistema

i’:a:(r(l—z)—s—m),
L pelelbly - +a—1) - (b-1)(z ~y))
b+ 1)(c+z+y)

Y

con las restricciones L
r P (3.33)

k
>7"—3’ k(r—s)—r’

y un punto de equilibrio de coexistencia en

p= (1,1, (HQ)(M;;_S) _T)). (3.34)

Denotando a este sistema como x = f(x), la matriz correspondiente a la linealizacién
en P es

r(—c+k—3)—ks _ —kr+ks+r _ 1
(c+2)k ck+2k c+2
b((k—1)r—ks b(k—1)r—bks—(c+2)ks
Df(P)=| Mk MElrdecle b (3.35)

w(=b+c+1)((k—1)r—ks)  p(bc+b—1)((k—1)r—ks) 0
B0k b+ 1)k

cuya traza y determinante son

r(k(b+1)— (b+c+3)) —ks(b+c+3)
(c+2)k ’
pw((k = 1)r — ks) (B*(c+ 1)r + b(cks — r) + cks)
(b+1)(c+2)k?

tr Df(P) =
(3.36)
det Df(P) = —

La siguiente proposicién da condiciones suficientes para que la traza o el determinante
de Df(P) sean positivos, lo que implica que la matriz tiene al menos un valor propio
con parte real positiva.
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Proposicién 3.7 El punto

P= (1,1, (C“LQ)(k(]:_S) _T)) (3.37)

es un equilibrio inestable de (3.32) si se satisfacen las condiciones (3.33) y

r(k(b+1)— (b+c+3)) , - br(l1—0b(c+1))
k(b+c+3) 00 ch(b+ 1)

s <

La primera desigualdad en la Proposicion 3.7 se puede escribir como

b+Dr r

< —_—
S b¥c+3 k&

(3.38)

El miembro derecho es una funciéon creciente tanto de b como de k. Esto sugiere
que en ciertas circunstancias P puede perder estabilidad al aumentar alguno de estos
parametros. En la siguiente seccién veremos que en efecto esto sucede, lo que en el
caso de b ya hemos observado en los modelos analizados en los capitulos anteriores.

3.2 Bifurcacién de orbitas periddicas

A continuacion reduciremos el nimero de parametros haciendo las mismas sustituciones
que en los capitulos anteriores, esto es ¢ = 1, s = 3r/4, y daremos condiciones para que
el modelo asi obtenido presente una bifurcacién de Hopf con parametro de bifurcacién

b.
Después de efectuar en (3.32) y (3.33) las sustituciones mencionadas, tenemos el sistema

B 4k r+y+1)’

1 4b byz
)= — ——+b-3 3| - ——— 3.39
Y 4r(y( k+ )+ $) r+y+1 (3.39)

bz —2y+1) —204+y+1)
a (b+1)(z+y+1)

Y

con un equilibrio en P = (1,1,3r(k — 4)/4k) y sujeto a las restricciones

3k
k>4 b< ——. 3.40

Se tiene otro equilibrio en

k 3k2
Po= <Z’ 12k — 4b(k — 4)” 0) ’ (3:41)

que es un punto silla, pues de acuerdo con la Proposicion 3.4 la linealizacion del sistema
en P, tiene dos valores propios negativos, y es facil ver que el signo del tercer valor
propio coincide con el signo de

(k —)pr? (b*(k 4+ 4) + b(k + 4) + 3k)
16(b+ 1)k ’

(3.42)
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que es positivo cuando k > 4.

Ademas, como se hizo notar en la observacién hecha después de la Proposicion 3.5, dado
que Fy no es un nodo atractor se sigue que P es el inico equilibrio de coexistencia del
sistema. En el segundo resultado de esta seccion analizaremos un caso en el que el
sistema tiene dos puntos de equilibrio de coexistencia.

A grandes rasgos, el primer resultado de esta seccién es el siguiente: En el plano kr,
encontramos tres regiones I, I1, I, tales que para toda k,r en las mismas, el sistema
(3.39) tiene una bifurcacién de Hopf en P con pardmetro de bifurcacién b (ver Fig. 3.1).
Las regiones I1, I, son a su vez divididas por una curva de puntos de Bautin, esto
es, puntos donde el primer coeficiente de Lyapunov l;(k,r,by) es igual a cero. En las
regiones I, I1a, I11a se tiene una bifurcacion de Hopf supercritica, se genera un ciclo
limite estable cuando b > by, donde by es el valor de bifurcacion. En I1b, 111D, la
bifurcacién es subcritica, existe un ciclo limite inestable para valores de b < by. Las
curvas que delimitan a estas regiones estédn dadas por las funciones 7;(k) en el enunciado
del siguiente teorema.

r

Bifurcacion
supercritica

]

lllb

Bifurcacién
subcritica

]

lla

Fig. 3.1: El sistema (3.39) admite una bifurcacién de Hopf para (k,r) en las regiones
111,111,

Otra forma de describir este resultado es por medio de la interseccion de las regiones
I,I1,I11, con las rectas k = cte. La Fig. 3.2 muestra el signo del primer coeficiente
de Lyapunov ly(k,r, by) en los intervalos asi obtenidos, lo que determina el tipo de
bifurcacién que se presenta. Con este enfoque enunciaremos la siguiente proposicion.

Teorema 3.1 Supongamos que
~2(b+1) (K*(2(b— 8)r — 3r* +24) — 2kr(b(r 4+ 4) — 157 + 16) + 8br?)
H= (k — 4)r (k (—802 + b(3r + 8) + 3r — 8) + 4b(2b — 1)r) ’
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\ 1 \
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\ \ ]
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\ Y
64008 - - — - ———— - — — = -

Fig. 3.2: Signo del primer coeficiente de Lyapunov Iy (k,r, by) en la interseccién de las
regiones I, 1,111, con las rectas k = cte.

y sean
k1 ~ 6.4008, ko =8, k3 ~ 8.0196, ks = 9.6673,
ks ~ 9.7835, k¢ ~ 10.8873, k7 ~ 15.2628,
entonces se satisface lo siguiente:
(1) Parak > ki, k # ks, existe un intervalo (r1(k), r2(k)) tal que para toda r € (r1,73)
el sistema (3.39) tiene una bifurcacion de Hopf cuando
2kr — 3k + 4r)
(k—4)r
La bifurcacion es supercritica si ki < k < kg.

Si k > kg entonces existe ry, € (r1,1r9) tal que la bifurcacion es supercritica si
6 1 )
r1 <1 < Ty Y subceritica sir., <1 <7Ta.

b= bo(k,7) = A

(i) Para k > ko existe un intervalo (r3(k),r4(k)) tal que para toda v € (rs,ry) el
sistema (3.39) tiene una bifurcacion de Hopf cuando b = by.
La bifurcacion es subcritica st k < ks ok > ky.
Si ks < k < k7 entonces eziste ., € (r3,74) tal que la bifurcacion es supercritica
para v < 1., Yy subcritica para v > T.,.
Cuando ky < k < kq existe rv, € (r3,74) tal que la bifurcacion es supercritica si
Tay < T < Twy Y Subcritica sir < re, or > .. Ambos puntos r.,,r.,, coinciden
cuando k = kr.

Dem. La matriz correspondiente a la linealizacién de (3.39) en P es

(k—16)r (k—4)r 1

12k 12k 3

r(b(k—4)+9k) r(b(k—4)—9k) b
12k 12k ] ) (3-43)

_ (0=2)(k—Hpr  (2b—1)(k—4)ur 0
4(b+1)k 4(b+1)k
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con polinomio caracteristico p(\) = ag + a1\ + agA? — A3, donde

(k — 4)pr® (862 + b(3k — 4) + 3k)

=" 48(b + 1)k? !
0" (20%(k — 4)(r — 2kp) + b (3k* — 28k — 8) 1)
! 24(b + 1)k2 (3.44)
(b — A)kp — A(k — 4)kp + 3(k — 10)kr)
24(b + 1)k? ’
_rlbk—4) = 8(k +2))
2T 12k '

Si esta matriz tuviera valores propios 9, € &= iw, con 9, €, w € R, entonces su polinomio
caracteristico seria de la forma

p(A) =6 (w4 €) + (—20e — w® — )X+ (6 + 26) N — . (3.45)
Igualando los coeficientes en (3.44) y (3.45) obtenemos el sistema de ecuaciones

ag =0 (w2 + 62) ,
a; = — 20 —w? — €%, (3.46)
(05} =0 + 2e.

Las restricciones (3.40) implican que ag < 0, por lo que el sistema no tiene solucién
si 0 > 0. Reduciremos el nimero de pardmetros haciendo 6 = —1 y resolviendo para
€, w, 1 el sistema resultante. Procediendo de esta manera, tenemos que

~2(b+ 1) (B (2(b— 8)r — 3r?* +24) — 2kr(b(r 4+ 4) — 157 + 16) + 8br?)
B (k —4)r (k (—8b2 + b(3r + 8) + 3r — 8) + 4b(2b — 1)r) ’
k((b—8)r +12) — 4(b+ 4)r

€= YT : (3.47)

1 A
W= ﬁ\/k2 (k (802 — b(3r +8) — 3r +8) +4(1 — 2b)br)’
donde

A =b* (=8K*r + 8k*r*(r + 8) — 64kr?(r + 2) + 128r°)
+b° (Kr (3r® + 136r — 192) + - - - — 16k(8 — 45r)r* — 5761°) (3.48)

+ 8Kk* (51r® + 8r* + 30r — 144) — 16k>r (87r” + 561 — 192) + 768kr® — 2048kr”.
El valor de b en que se anula €(k,r,b) es

4(2kr — 3k + 4r)

by = 3.49
’ (k—ar (3.49)
y puesto que una de las condiciones (3.40) es k > 4, se cumple que
Oe r(k —4)
—| = 0 3.50
Bole, ~ 24k (3:50)
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de manera que el equilibrio pierde estabilidad al incrementar b y cruzar el valor by.

Por otro lado, ademads de las restricciones (3.40), los parametros b, i, deben ser po-

sitivos y estamos suponiendo que w es real. Ahora bien, ;1 y w son funciones continuas
w(k,r,b), w(k,r,b) en su dominio de definicién. Por continuidad, si las condiciones
anteriores se satisfacen cuando b = by, entonces se satisfaran para toda b en una vecin-
dad de byg. Llamaremos g, wo, a los valores de p(k,r,by), w(k,r, by) respectivamente.
Noétese que by, po, wo son funciones de (k, ), donde el valor de by estd dado en (3.49).
En lo que sigue daremos condiciones en k, r, para que las funciones by, 1, wp, cumplan
con las restricciones que hemos mencionado.
La desigualdad by > 0 se cumple si r > 3k/(4 + 2k). En la parte a) de la Fig.3.3 se
muestran las graficas de by y la funcién constante 0, ambas como funciones de k,r. La
interseccién de ambas superficies es la curva r = 3k/(44 2k), lo que se puede constatar
igualando a cero la expresién para by dada en (3.49) y resolviendo para r la ecuacién
resultante. Por otra parte, las restricciones (3.40) son simplemente

k>4 b —_— 3.51
> 4, O<k—4 ( )

Las graficas de los dos miembros de la segunda desigualdad en (3.40), vistos como
funciones de k,r, se muestran en la parte b) de la Fig. 3.3. La interseccién de ambas
superficies estd determinada por la curva r = 12k/(16 4 5k), de donde la desigualdad
bo < 3k/(k — 4) se satisface si r < 12k /(16 + 5k)

0 byk,n)
o

k-4

0 byk,n)
0o

Fig. 3.3: a) Gréfica de by(k,r). b) Comparacién de las graficas de by(k,r), y de
3k/(k —4).

De lo anterior, se sigue que para que by sea positivo y se cumplan las restricciones
(3.40), en el plano kr es necesario restringirse a la regién determinada por

e 12k
7"‘ S —
2k +4 5k + 16’

(3.52)

La Fig. 3.4 combina las graficas a), b), mostradas en la Fig. 3.3, ilustrando esta
situacién.

Por otro lado,

r

2/6k
56

Vu(k, 7, bo)g(k, ), (3.53)

wo = w(k,r by) =



© bo(k,r)
3k
0o

0o

Fig. 3.4: La regién en que 0 < by < 3k/(k — 4) esta dada por las desigualdades (3.52).

con

_ 3K’ (3r —4) + 8k (17r® — 567 + 48) + 16kr (417 — 68) + 7681
- 2r(k(3r — 4) + 4r) '

q(k,7) (3.54)

El factor q(k,r) es positivo en la regién delimitada por (3.52) (ver Fig. 3.5), por lo que
en la misma se cumple que wy es real si pg = u(k,r,by) > 0.

oo
0 qkn)

Fig. 3.5: Gréfica de ¢(k,r) en la region definida por las desigualdades (3.52).

Para analizar el signo de pg, nétese en (3.47) que p es una funcién racional de k, .
Maés atin, con las condiciones (3.52), el numerador de 1 es positivo si k < 8, por lo que
o serd positivo en la region en la que su denominador sea positivo. Esta comienza en
k ~ 6.4008 y es delimitada por dos curvas ri(k), ro(k), en donde se anula el denomi-
nador. Si k > 8 hay otras dos curvas r3(k), r4(k) que definen una regién en la que el
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numerador y el denominador de jp son ambos negativos (ver Fig. 3.7). El numerador
se anula en la curva r3(k), mientras que r4(k) es la cota superior para r dada en (3.52).
Maés adelante daremos las expresiones correspondientes a las curvas r;(k) para toda k.

© Num (o)
© Den (u0)
oo

Fig. 3.6: Gréficas del numerador y el denominador de po(k, 7).

Las expresiones correspondientes a 73(k), r3(k) se intercambian cuando se cruzan
las curvas en k = (16 + 4y 10) /3 =~ 9.5497, y la regién en que tanto el numerador como

el denominador de g son positivos termina en k &~ 9.7835, donde (k) = ra(k) . A
partir de este valor de k surge una nueva region donde el numerador y el denominador
de po son ambos negativos, la frontera de esta region estd dada por dos curvas que
nuevamente denotamos como 7 (k), r2(k) (Ver Fig. 3.7).

© Num (u)
© Den (1)
0o

Fig. 3.7: Dos aspectos de las gréficas del numerador y el denominador de po(k, ).

Las regiones que hemos descrito son justamente las mostradas en la Fig. 3.1. Las
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expresiones para r;(k) son las siguientes:

(&1, si by <k < ks
ri(k) = 3]€2+4’2+32, si ks < k<10
5, si10 < k 5.55)
(&, si by < k<% (4+10)
ro(k) = § g, si 3 (4+V10) <k < ks
Sh siks < k

®) gtk si8 <k <} (4+V10)
T3 =
& sid(44/10) <k

rak) = {52, sis<k

donde &; es la i-ésima raiz real del polinomio

p(§) = (9K + 136k + 656k + 768) & + (—164k° — 1152k — 1984k) &

+ (480k° + 1536k%) & — 384K, (3:56)
k1 ~ 6.4008 es la segunda raiz real del polinomio
151k* 4 8k* — 5664k* — 2432k — 7936, (3.57)
y ks ~ 9.7835 es la primera raiz real del polinomio
9k — 84k* — 38k — 16. (3.58)

Ahora calcularemos el primer coeficiente de Lyapunov de P como funcion de r, k, en
las regiones acotadas por las curvas r;(k). Lo denotaremos como ly(k, 7, by) = l1(k,r).
Usando las expresiones dadas en (3.47), (3.49), sustituimos p, b, por g, by en (3.39) y
después trasladamos el equilibrio al origen mediante el cambio de coordenadas

x=x—P. (3.59)
El sistema obtenido es
(@+1)(r(@(k—4(y+4) + (k— 4y — 43*) — 4k2)
4k(Z +9+3) ’

r2(k —4) (3k7* + kZ(8y + 17) + ky(5y — 1) + 162(y + 1) + 167(y + 1))

Ak —Dkr(T+g+3)
n —4rk(g+1)(3(k —4)7 + 3(k — 4)g + 8(k +2)2) + 48k*(§ + 1)z (3.60)

4(k — Dkr(z + g+ 3) ’
z =r (3k%r — 2k(7r + 12) 4 32r) (3(k — 4)r + 4k2)

<2k(r —2)T 4+ k(8 —5r)y + 4r(27 — 33}))
7 ;

ISI8

<.
|
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donde

d =2k(% + 9 + 3) <768r3 + 16k (41r — 124)r* + 8k*r (17r* — 144r + 192)
(3.61)
K (9r = 1641% + 4307 — 384) ).

La matriz de la parte lineal de (3.60) en el origen tiene valores propios —1, +iwy. Las
coordenadas de un vector propio c correspondiente a —1 son iguales a

B 2k*(3r — 4)

7 (3K2r — 2k(Tr +12) + 32r)’

" 2k (k2 (3r% — 32r + 48) + 4kr(5r — 28) + 641?) (3.62)
(k — 4)r2 (3k2r — 2k(Tr +12) + 32r)

&1

C3 =1.
Las coordenadas de un vector propio u + iv con u, v € R3, correspondiente a iwy son

_ —k*5r — 8) (9r® — 164r? 4 480r — 384) + - - - — 9216

TR (40108 — 169212 + 24005 — 1152) + - — 2252874
—2k4(r — 2) (9% — 16472 + 480r — 384) + - - - — 61444 (3.63)
Uy =
2T kA (40173 — 169272 + 2400r — 1152) + - - - — 225284’
usg :17

B k° (—63r° + 7167 + - - - — 36864) + - - - + 172032r°
3v/6kS72 (40173 — 169212 + 24007 — 1152) + - - - — 720896+/615
—OKk5r2(3r — 4) + - - - — 24576r3
k3 (9r3 — 1642 + 480r — 384) 4 - - - + 76873’
kP (—TATr® +15340r" + - - - 4 36864) 4 - - - — 245760r° (3.64)
3v/6kS72 (40173 — 169212 + 24007 — 1152) + - - - — 720896+/615
—9k5r2(3r —4) + - - - — 2457613
k3 (9r3 — 16412 + 480r — 384) + - - - + 76873’

U1

V2

(%} =0.

Si @ es la matriz cuyas columnas son () = (u,v,c) y denotamos como X =F (X) al
sistema obtenido mediante el cambio de coordenadas X = Q~'X, entonces la matriz de
la parte lineal del sistema en el origen es

0 Wo 0
DF(O)=| —wy 0 0 |. (3.65)
0 0 -1

De acuerdo con la férmula dada en [34], el primer coeficiente de Lyapunov estd dado
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por

I (kj b ) . 3T 83F1 + 83]:‘:’1 + 83ﬁ2 i 831:‘:’2
R T \oxE T axay? T axzay T ov® ) | 00
3T 82F1 02F1 02F2 82F2 82F2 82F2
- n n (3.66)
12\ T oxToxoy T aY? axoy | 0X2 9XOY
PR R PROR  0°FO°F
OYZOXOY ' OXZOXT  9YZ OY? |0
donde - , ,
8 F1 . 8 F1 a Fl
oxs — oxs | Sazax PPL.
PBE, O3 F, 02 F, 02 F,
ax0y? ~ axoy? | lazay PIPA+ 5 a5 (D2D2),
O3 F, O3 F, 02 F, 02 F,
oxzoy — axeoy T azoy PPV + 25555 (D1D2), (3.67)
PBE, BF, 02 F,
v~ ovs P3gzay (PP,
1 O*Fy OF; LOPFy  Fy [ (0F\®
PIDL =R (“Oaxaya_z ~ 205y T axe (az) 2wy
1 O2Fy [(OFy\* O2Fy OF; 02F3 OF;
bibz=3 <_aX0Y (a_z) “Woxz gz Ty oz (3.68)

A oxoy oz ~axz  av2 \\ oz
oF\° OFy
A=|— dwi=—=.
( az> TRz
Después de aplicar la formula anterior, obtenemos la siguiente expresion para el primer
coeficiente de Lyapunov

2 2 2 2
D202 = - (—2w0 Ofs Oy _pplts 00 <<8F3> +2w3>)

—rN 3 (—27k5 + -+ — 24576) + - - - 4+ 921643
ll(ka T, bO) = ) (369)
4v/6(k — 4)2D \| 73 (9K + 136k2 + 656k + 768) + - - - — 384k3
con
N =r?°(310892985k** + - - - — 10085757322300697346048)

7(—1103726055845265408%>* + - - - + 2676874738526891016192k™)
+ 22853621862207848448K%% + - - - — 94184623432129314816k%, (3.70)
D =r* (213107841, + - - - + 2054506121209401311232)

— 7(2077601987473440768k™).
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La grafica de l;(k,r) en la region I = {(k,r) : r <r <19, k1 < k < ks} se muestra en
la Fig. 3.8. Podemos apreciar que [; < 0 en este caso.

O Lk
Do

Fig. 3.8: Aspectos de la grafica de l;(k,r) en la regién 1.

En la Fig. 3.9 se muestra la grafica del coeficiente de Lyapunov en la region 1 =
{(k,r):r1 <r <rg, k> ks}. Se observa una curva r,;(k) en la cual se anula [;. Esta
curva intersecta a rq(k) cuando k = k¢ ~ 10.8873, donde k¢ es la quinta raiz real del
polinomio

1542393576610 + - - - — 2623984499687424. (3.71)

0.05

0 Ak
Do

Fig. 3.9: Aspectos de la grafica de l;(k,r) en la regién I1.

La gréfica de Iy en la region II1I = {(k,r) : r3 < r < 14, k > 8} se muestra
en la Fig. 3.10. La curva en la que se anula [; se puede expresar como la uniéon de
las graficas de dos funciones r.2(k), m3(k). Las curvas r.3, 4 se intersectan cuando
k = ks ~ 8.0196 , donde k3 es la tercera raiz real del polinomio

189¢10 4 - .. — 82837504, (3.72)

mientras que 7o, r3 se intersectan cuando k = k4 ~ 9.6673, con k; igual a la cuarta
raiz real del polinomio

15423935766 + - .. — 2623984499687424. (3.73)
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0 4Lk
Do

Fig. 3.10: Gréfica de [;(k,r) en la regién I11.

Las expresiones para las funciones r,;(k), que se obtienen resolviendo para r la
ecuacion [y = 0, estan dadas como raices del polinomio

¢14(3838185k™ + - - — 17099604835172352)

' (3.74)
+E(—T485121363968k7 + - - - + 13043875807494144k"3)

+154986042359808k 6 + - - - — 638730356391936k4.

Con esto termina la demostracién. [

A continuacién presentamos una exploraciéon numérica del sistema (3.39) para va-
lores fijos de los parametros, con el valor de i dado en el Teorema 3.1. Analizaremos
dos casos, ambos con k = 12, primero con parametros en la regién I/a mostrada en
la Fig. 3.1, en donde la bifurcacion es supercritica, y en el segundo caso tomaremos
parametros en la regién I11b, en donde la bifurcacién es subcritica.

Para el primer caso, sean k = 12, r = 131/100. Después de hacer las sustituciones
pertinentes en (3.39), obtenemos el sistema

:t::v(— z _131(95—3)),

. 131((26—9)y +92)  byz 7 (3.75)
1200 r+y+1

~ 2(280078b — 236049)(b(x — 2y + 1) — 2z +y + 1)
262 (2138b2 — 3448b + 1221) (z + y + 1)

El valor de bifurcacién en este caso es by = 34/131 y se tienen equilibrios en los puntos

131 27
P=(11 — Py = —_— . .
< ) Ly 200> ) 0 (37 9 _— 2(),0) (3 76)
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Sea b = 33/131 < by. Los valores propios de las matrices correspondientes a la lineali-
zacion del sistema en P, Fy son

1 1 . [188428275011 371 294375485 131
+ \/ (3.77)

' 73600 1800 507646 Y 400’ 675930649° 400’

respectivamente, por lo que P es estable y Py es un punto silla.

El retrato de algunas soluciones representativas del comportamiento en una vecindad
de P se muestra en la Fig. 3.11. Todas se aproximan a P al incrementar ¢, incluidas
aquellas con condiciones iniciales cercanas a Fy, las lineas de tiempo de una de estas
soluciones se muestran en la Fig. 3.12.

Fig. 3.11: Soluciones de (3.75) aproximandose a P. Caso b < by.

3.0

3.0 2.0
25
25 150
2.0 20E
1.5H 15E 1.0
1.0F 10F 0.5
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300
X(t) y (t) z(t)

Fig. 3.12: Lineas de tiempo de una solucién de (3.75) con condicién inicial cercana a
Py. Caso b < by.

Cuando b > by el equilibrio pierde estabilidad y se genera un ciclo limite estable en
una vecindad de P. Para ilustrar esto haremos b = 35/131 > by. Los valores propios
de la linealizacién del sistema en P, F, son

1 n 1 ,\/6132488533621 1109 28646842891 131

13600 1800V 18527102 Y 1200° 61808792123 400 oY)
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respectivamente, de manera que P ha perdido estabilidad mientras que Fy permanece
siendo un punto silla. El retrato del sistema en una vecindad de P se exhibe en la
Fig. 3.13. La solucién en azul eventualmente oscila alejandose del equilibrio y ac-
ercandose al ciclo limite, sus lineas de tiempo se muestran en la Fig. 3.14. Las solu-
ciones en gris se aproximan al ciclo limite mientas se acercan a P. Las lineas de tiempo
de una de estas soluciones se muestran en la Fig. 3.15.

0

Fig. 3.13: Retrato del sistema (3.75) en una vecindad de P. Caso b > by.

. 1.10
1.10 075
1.056 1.05 0.70
1.00 1.00 0.65
0.95 0.95 0.60
100 200 300 400 100 200 300 400 100 200 300 400
x(t) y(t) z(t)

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

Fig. 3.15: Lineas de tiempo de una solucién de (3.75) acercandose a P. Caso b > by.

Ahora tomaremos pardmetros en la region 111b, especificamente, k = 12, r = 185/100.
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En este caso, tenemos el sistema

z 37
. 2 3T s
v x( r+y+1 240(x >>’
37 byz

y=—=((2b—9)y +9zx) — PR (3.79)

~ 240
. 2(15022b — 88161)(b(x — 2y + 1) — 22 +y + 1)
B 74 (406b% — 776b + 147) (x +y + 1) ’

con equilibrio en los puntos dados en (3.76) y valor de bifurcaciéon by = 158/37.

De acuerdo con el Teorema 3.1, para b < by existe un ciclo limite inestable en una
vecindad de P, que desaparece cuando b > by y el punto de equilibrio se vuelve inestable.
Sea b = 157/37 < by, los valores propios de la linealizacién del sistema en P, P, en este
caso son

1 1 1464 2 21 1
I \/ 6487963683 3275882107 37 9 (3.80)

7720 T 360" 11401906 Yo 6128524475° 807 240’

respectivamente, de donde P es estable y Py un punto silla. El retrato del sistema en
una vecindad de P se muestra en la Fig. 3.16. Las soluciones entran a una variedad de
dimension dos que pasa por Py después oscilan alrededor de este. Aquellas en gris lo
hacen acercandose a P, las lineas de tiempo de una de estas soluciones se muestran en
la Fig. 3.17. La solucién en negro también se acerca a P, pero es muy cercana al ciclo
limite, sus lineas de tiempo se exhiben en la Fig. 3.18. Las soluciones en azul se alejan
del equilibrio y su w— limite es otro ciclo limite, que se ilustra en la Fig. 3.19 junto
con el retrato de una de ellas. Las lineas de tiempo correspondientes se muestran en
la Fig. 3.20. La cuenca de atraccion de este ultimo ciclo limite incluye a una vecindad
de Py, por supuesto sin tomar en cuenta los puntos con z = 0.

4
3
y

20

X

Fig. 3.16: Retrato del sistema (3.79) en una vecindad de P. Caso b < by.

[lustraremos el caso b > by con b = 159/37. Las matrices de la parte lineal del
sistema (3.79) en P, Py, tienen valores propios

1 . 1 [65865727 119763557 37 1
T R Y i Ly (3.81)
720 40 V437046 231415857° 80" 16
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Fig. 3.17: Lineas de tiempo de una solucién de (3.75) acercandose a P. Caso b < by.
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X (1) y (t) z(t)

Fig. 3.18: Lineas de tiempo de una solucién de (3.75) cercana al ciclo limite. Caso
b < by.

10 10

o
N

Fig. 3.19: Retrato y w-limite de una solucién de (3.75) que oscila alejandose de P.
Caso b < by.

respectivamente. El equilibrio P pierde estabilidad al incrementarse b mientras que F
sigue siendo un punto silla. El retrato del sistema en una vecindad de P se muestra
en la Fig. 3.21. Todas las soluciones oscilan alejandose de P y aunque su w— limite es
una orbita periédica, la amplitud de las oscilaciones es tal que se alcanzan poblaciones
relativamente grandes al compararlas con P. Las lineas de tiempo de una de estas
soluciones se muestran en la Fig. 3.22.
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Fig. 3.20: Lineas de tiempo de la solucién mostrada en la Fig. 3.19. Caso b < by.
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Fig. 3.21: Retrato del sistema (3.79) en una vecindad de P. Caso b > by.
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Fig. 3.22: Lineas de tiempo de una solucién de (3.79) alejandose de P. Caso b > by.

En todos los casos contemplados en el Teorema 3.1 el punto de equilibrio P pierde
estabilidad al incrementarse b, lo que puede ocurrir si disminuye la eficiencia del

68



depredador para depredar a la clase reproductiva.

Tambbién se observa que k, la capacidad de carga del medio respecto de la clase re-
productiva, tiene un papel desestabilizador del sistema en el siguiente sentido: Si el
equilibrio se tiene para valores pequenos de k, entonces la pérdida de estabilidad no
es tan dréstica, pues conlleva la apariciéon de un ciclo limite estable en una vecindad
de P. Al aumentar k, surgen nuevas regiones en el espacio de parametros en donde
al perderse la estabilidad, las poblaciones presentan oscilaciones de amplitud creciente
alejandose del equilibrio. A diferencia de los modelos anteriores, estas oscilaciones son
acotadas y tienden a un ciclo limite, sin embargo este ciclo abandona la vecindad del
punto de equilibrio, alcanzando poblaciones relativamente grandes comparadas con P.
Notese ademas que aumentando k es posible pasar de una regién en donde la bifur-
((:acic’)n es)supercritica a otra en donde la bifurcacion es subcritica, pero no a la inversa
Fig. 3.1).

Maés atin, recuérdese que en la ecuacién (3.47), € representa a la parte real de los valores
propios de la linealizacion del sistema en P. Puesto que

de  (b+4)r
o iz 0, (3.82)
existe la posibilidad de que al aumentar la capacidad de carga del medio el equilibrio
pierda estabilidad, fenémeno conocido como paradoja del enriquecimiento [40]. Si el
equilibrio Py en el plano z = 0 es atractor, entonces la desestabilizacién de P puede en
principio provocar que el depredador tienda a extinguirse atin para condiciones iniciales
cercanas a P.

Como se hizo notar en (3.42), Py es un punto silla del sistema (3.39). Para analizar un
caso en el que Py sea un nodo atractor, efectuamos las sustituciones ¢ = 1, s = r/4 en
(3.32) y (3.33), obteniendo el sistema

B 4k r+y+1)’

1 4b byz
)= — ——+3b—1 - 3.83
Y 4T<y( k+ >+$) r+y+1 (3.:83)

CpEbr —2y+1) =2z +y+1)
O+1)(z+y+1)

z =

bl

sujeto a las restricciones

4 k
— —_ .84
k>3, b<3k:—4’ (3.84)

y con equilibrio en los puntos

pP= (1, 1, (Z - %) r) . Py= (% 0 j”;% - k),o) . (3.85)

De acuerdo con la Proposiciéon 3.4, dos valores propios de la matriz jacobiana del
sistema en P, son siempre negativos. Se puede verificar que el tercer valor propio
es negativo simultdneamente con las restricciones (3.84) si y sélo si se satisfacen las

condiciones
1 (5k—4  |(k—4)(13k — 4) k
k>4 — — b . 3.86
> % 2<3k+4 \/ Gk+a?2 ) " 3%k—4 (3.86)
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En adelante supondremos que se cumplen estas condiciones, en cuyo caso el sistema
(3.83) tiene un segundo equilibrio de coexistencia P’ con coordenadas

, b+ 1)(4b+ k) ,  bk+k
P=- 4b—2)b b=

(3.87)
P 3r(b(3b — 5)k + 4b(b+ 1) + k) (b(b(k + 8) — 4) — l{:)'

16(b — 2)262(2b — 1)k

El siguiente teorema se demuestra de forma andloga al Teorema 3.1, omitiremos su
demostracion.

Teorema 3.2 5S¢

2(b+ 1) (3k2 (2br — 2 + 8) — 2kr(b(3r + 4) — 5r + 16) + 8br?)
3k —4)r (k (—80> +b(r +8) +r —8) +4b(2b — L)r)

Y
T <1 <To, con r1 =~ 3.9501, ry =~ 4.8948,

entonces existe un intervalo (by(r),be(r)) tal que para toda b € (by,be) se satisface lo
siguiente:

(1) El sistema (3.83) tiene en P una bifurcacion de Hopf supercritica cuando

4(b+4)r

k = ko(r,b) = S 1)

(ii) El punto de equilibrio Py es estable.

(i1i) El sistema tiene un seqgundo punto de equilibrio de coexistencia P', que es ines-
table.

Las expresiones para by (1), ba(r) en el teorema anterior son
by (7") = 527

£, sirp<r<4 (3.88)
ba(r) =
Yy, sid<r<omr

donde &; es la i-ésima raiz real del polinomio
p(&) = 6% + (107 + 12) + £(12 — 197) + 4r, (3.89)
11 es la primera raiz real del polinomio
q(¥) = (6r — 8)Y* — 2rp? + (5r + 12)3) + 4r — 32, (3.90)
r1 ~ 3.9501 es la segunda raiz real del polinomio

2419r* — 104207° + 40847% — 2784r + 576, (3.91)
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Fig. 3.23: Para (r,b) en al regién I el sistema (3.83) tiene una bifurcacién supercritica
de Hopf en P con parametro de bifurcacién k.

O /i(r,bko)

Fig. 3.24: Gréfica del primer coeficiente de Lyapunov li(r, b, k) en la regién 1.

y 1o & 4.8948 es la segunda raiz real del polinomio
9rt — 40r® — 11r* — 40r — 16. (3.92)

La region I delimitada por estas curvas se muestra en la Fig. 3.23.

El primer coeficiente de Lyapunov [;(r, b, ko) es negativo en toda la regién I, por lo
que en efecto la bifurcacion de Hopf es supercrltlca (ver Fig. 3.24).

Para dar un ejemplo del comportamiento del sistema en la regién I con el valor
de p dado en el Teorema 3.2, hacemos r = 42/10, b = 42/100, en (3.83) y tenemos
entonces el sistema

i 21x z +63
= | — — —
5k x+y+1 20)°

21 (1 [ 84 20z
= —y [ —— - ——= 113 5 3.93
Y 100(10‘”( T I )+ ﬁ) (3.93)

2(3820k2 + 3451k — 12348) 2(792 — 8y — 71)
7(3k — 4)(545k + 7056) (z +y + 1)
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que tiene equilibrios en los puntos

p_ (1.1 BC=DY
20k

1(25k +42) 1 1427k — 5964)(2 2
P,:(7 (25k + 42) 1775k 5(1427k — 5964)(2059k + 67 ))7 (394)

3318 7336 2795968k

3k 75k
P=(2—"0).
0 (4’168—26k’0>

De acuerdo con el Teorema 3.2, el valor de bifurcaciéon para esta eleccion de r, b, es
ko = 6188/1441.

Supongamos primero que k = 6100/1441 < ky. Los valores propios de la linealizacién
del sistema en P, Py, son respectivamente

R \/ 99668890093455347551

1525000 © 1525000 3373049 ’

y (3.95)
63 54780  253696672534408

207 3812507 4859529907776509’

mientras que en P’ los valores propios son aproximadamente
—3.1287, —.1929, .04, (3.96)
de donde P, P, son estables y P’ es un punto silla.

Las soluciones con condicién inicial en una vecindad de P se aproximan a P os-
cilando alrededor de este, y existen soluciones arbitrariamente cercanas a P’ que ex-
hiben el mismo comportamiento (ver Fig. 3.25). Las lineas de tiempo de una de estas
ultimas soluciones se muestran en la Fig. 3.26.

Fig. 3.25: Retrato del sistema (3.93) en una vecindad de P. Caso k < ky.
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Fig. 3.26: Lineas de tiempo de una solucién de (3.93) con condicién inicial cercana a
P’ y cuyo w-limite es P. Caso k < k.

El retrato del sistema en una vecindad de P’ se muestra en la Fig. 3.27. Las
soluciones en gris eventualmente oscilan alrededor de P aproximandose al mismo. En
contraste, las soluciones en azul son atraidas por Fy (ver Fig. 3.28 para las lineas
de tiempo). Las cuencas de atraccién de P, Py son separadas por una superficie que
pasa por P’y cuya coordenada z es una funcién creciente de y. Esto muestra que la
interferencia puede causar la extincién del depredador. En efecto, por la parte (iv) de
la proposicion 3.5, que el sistema tenga dos puntos de equilibro de coexistencia implica
que ba — p < 0, de manera que el depredador no puede subsistir alimentandose sélo
de la clase no reproductiva, que ademas interfiere con la depredacién de la clase re-
productiva, que si puede sustentarlo (también por la parte (iv) de la proposicién 3.5).
Para sobrevivir el depredador necesita reducir la poblacion de la clase no reproductiva,
lo que puede lograr si es suficientemente numeroso. Esto es lo que sucede por ejemplo
en la solucion con las lineas de tiempo ilustradas en la Fig. 3.26. Si por el contrario
la poblacion del depredador no es suficientemente grande, este se extingue debido a la
sobreabundancia de la presa menos nutritiva y su interferencia con la depredacién de
la clase més nutritiva.

Ahora sea k = 6300/1441 > kq. Los valores propios de las matrices correspondientes
a la parte lineal del sistema son

1441 1 82813423508689
-1, , enkP,
112500 56250 1999
63 35030896001 1631 (3.97)
en Po,

207 1852362895237 12500’

—3.0757, —.2661, .1033, (aproximadamente) en P’

asi que el enriquecimiento del sistema provoca una pérdida de estabilidad en P. Sin
embargo las soluciones con condicion inicial en una vecindad de P permanecerdn cerca
de este, en particular el depredador no se extingue, pues como ocurre una bifurcacion
de Hopf supercritica, surge un ciclo limite estable que asume el rol atractor que tenia
P antes de perder estabilidad. En la Fig. 3.29 mostramos el retrato del sistema cerca
de P. Las soluciones en azul entran a una superfice que pasa por P y después oscilan
alejandose del equilibrio (Fig. 3.30). Las soluciones en gris hacen lo propio pero a-
cercandose a P (Fig. 3.31). La Fig. 3.32 ilustra las lineas de tiempo de la solucién en
negro, que es muy cercana al ciclo limite.

En la Fig. 3.33 se aprecia que el comportamiento en la vecindad de P’ y Py no

cambia cuando k£ > k. Las soluciones en azul estan en la cuenca de atraccion del ciclo
limite y las soluciones en gris se aproximan a Fj.
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Fig. 3.28: Lineas de tiempo de una solucién de (3.93) aproximandose a P,. Caso k < kg.
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Fig. 3.29: Retrato del sistema (3.93) en una vecindad de P. Caso k > k.
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Fig. 3.30: Lineas de tiempo de una solucién de (3.93) que eventualmente oscila

alejandose de P y acercandose al ciclo limite. La condicién inicial es cercana a P’.
Caso k > k.
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z(t)

Fig. 3.32: Lineas de tiempo de una solucién de (3.93) cercana al ciclo limite. Caso
k> ko.

También se puede dar el caso en el que siendo Fy un atractor, P pierda estabilidad
debido a una disminucién en la eficiencia de la depredacion sobre la clase reproductiva.
Para analizar esta posibilidad, consideramos el sistema (3.83) sujeto a las condiciones
(3.86). Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Supongamos que

~2(b+ 1) (3k% (2br — r* + 8) — 2kr(b(3r 4+ 4) — 5r + 16) + 8br?)
B (3k —4)r (k (=8 4+ b(r +8) +1r —8) +4b(20 — 1)r) ’
k‘1<k<k2, 7‘1(]{')<7“<T2(k‘),

donde
ki =4, ko~ 4.9743,

2k (k (~15k — 3y/(k — (13 — 4) + 128) + 4 (/(k — 4)(13k — 4) + 28) )
(k) = k(k(3k — 88) + 432) + 256

(A1
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Fig. 3.33: Soluciones de (3.93) con condicién inicial cercana a P’. Caso k > ky.

y ro(k) es la primera raiz real del polinomio

p(r) = (3k® + 8k* — 80k 4 768) r° 4 (—36k> + 256k — 1984k)
+ (1536k* — 96k°) r — 384k°.

Entonces se satisface lo siguiente:

(1) El sistema (3.83) tiene en P una bifurcacion de Hopf supercritica cuando

12k — 167

b=bolkr) = F 55

Existe un ciclo limite estable en una vecindad de P para valores de b > by.
(i1) El punto de equilibrio Py es estable.

(i17) El sistema tiene un sequndo punto de equilibrio de coexistencia P, que es in-
estable.

En la Fig. 3.34 se muestra la regiéon en el plano kr en la que ocurre la bifurcacion
de Hopf establecida en este teorema.

Debido a la presencia del ciclo limite estable, las soluciones cercanas a P permanecen
en la vecindad de este ain después de que el equilibrio pierde estabilidad. Con los
valores k = 43/10, r = 425/100, el retrato del sistema (3.83) en una vecindad de P
antes y después de la bifurcacién se muestra en la Fig. 3.35. Las soluciones en gris se
acercan a P, aquellas en azul se alejan de este. El comportamiento de las soluciones
en la vecindad de los puntos de equilibrio es el mismo que el observado cuando £ es el
parametro de bifurcacion.

En los resultados en esta seccion, hemos visto como la depredacion de la clase re-
productiva contribuye a la estabilidad del equilibrio de coexistencia P. Si la eficiencia
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Fig. 3.34: a) Regioén I acotada por las curvas ri(k), ro(k), dadas en el Teorema 3.3.
b) Gréfica del primer coeficiente de Lyapunov [;(k,r,by) de P en la region I.

Fig. 3.35: Retrato del sistema (3.83) en una vecindad de P, con k = 43/10,
r =425/100. a) Caso b <by. b) Caso b > by.

de esta depredacién aumenta entonces el equilibrio gana estabilidad, mientras que la
disminucién de la misma lleva a una pérdida de estabilidad. Esto concuerda con lo
observado en los modelos analizados en los capitulos anteriores.

También se ha observado que el enriquecimiento del sistema (es decir, el incremento
de la capacidad de carga del medio) tiene un efecto desestabilizador, tanto en el tipo
de bifurcacion que se obtiene, como en la estabilidad del punto de equilibrio.

Todo lo anterior, refuerza la idea de que para que el equilibrio sea estable es clave que
el depredador limite el crecimiento de la clase reproductiva.

Por otra parte, nétese que mientras mas grande es k, mas se asemeja el crecimiento de
la clase reproductiva (cerca de P) al crecimiento exponencial, de manera que el modelo
en el capitulo 2 aproxima cada vez mejor al modelo analizado en este capitulo. Esto
se refleja en el Teorema 3.1, pues el comportamiento descrito por esta (para cada k
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suficientemente grande) es cualitativamente el mismo que el observado en el Teorema
2.1. Las Figs. 3.1, 3.2, nos dan entonces una idea de como cambia el comportamiento
en la vecindad de P, al transitar continuamente entre ambos modelos.
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4 Conclusiones

En esta tesis hemos analizado el efecto de la depredacion selectiva (basada en la edad
de la presa) en tres modelos depredador presa, que se obtienen como variaciones de un
modelo mas general al considerar distintos supuestos.

En los primeros dos modelos el crecimiento de la clase reproductiva es exponencial
en ausencia del depredador, y esto lleva a que no todas las soluciones sean acotadas.
En el tercero, el crecimiento de la clase reproductiva es logistico y todas las soluciones
son eventualmente acotadas.

En los tres casos el origen es un punto silla, por lo que desde un punto de vista
estrictamente matematico, nuestros modelos no contemplan la extincion de ambas es-
pecies. Por otro lado, hemos mostrado que los modelos con crecimiento exponencial de
la clase reproductiva tienen a lo mas un punto de equilibrio de coexistencia, mientras
que en el caso del crecimiento logistico puede haber hasta dos de estos equilibrios. Mas
aun, este ultimo modelo dado en la seccion 3 tiene un punto de equilibrio en el cual el
depredador estd extinto.

Cuando la depredacién de cada clase es independiente de la otra (modelo 1), la exis-
tencia del equilibrio de coexistencia depende en buena medida del aprovechamiento que
obtiene el depredador al consumir cada clase. De hecho, basta con que la clase repro-
ductiva pueda sustentar por si misma al depredador para que exista el equilibrio. En
caso contrario, esta deficiencia se debe compensar con una tasa suficientemente grande
de transferencia a la otra clase, siempre y cuando ambas clases en conjunto puedan
sutentar al depredador. Al considerar una interferencia de cada clase en la depredacion
de la otra (modelos 2 y 3), se requiere de un balance entre la tasa de transferencia y la
eficiencia y aprovechamiento de la depredacion. Por ejemplo, puede ser necesaria una
eficiencia minima en la depredacién de una clase no sélo por su valor alimenticio, sino
también para mantener a su poblacién por debajo de un cierto nimero y limitar asi
la interferencia con la depredacién de la otra clase. En el capitulo 3 vimos un ejemplo
extremo de esto, en el que el depredador se beneficia poco del consumo de la clase no
reproductiva y esta es tan abundante que lleva a la extinciéon de poblaciones pequenas
del depredador. Este balance al que nos referimos esta capturado en las condiciones
suficientes y necesarias que dimos para la existencia de equilibrios de coexistencia en
cada modelo.

Por otro lado, para los tres modelos exhibimos regiones en el espacio de parametros
en donde la depredacion de la clase reproductiva tiene un rol estabilizador de los equi-
librios (opuesto al de la depredacién de la clase no reproductiva). Al disminuir esta
eficiencia, los equilibrios pierden estabilidad y pasan de ser estables a inestables.

En el modelo 1, al perderse la estabilidad se generan oscilaciones no acotadas, hasta
donde la méaxima precision posible en nuestras simulaciones nos permite ver. Sin em-
bargo, durante estas oscilaciones las orbitas se acercan arbitrariamente al origen, por
lo que desde un punto de vista bioldgico, la pérdida de estabilidad puede llevar a la
extincion de ambas especies. Al disminuir la eficiencia de la depredacion de la clase
reproductiva la poblacién de la presa se dispara, y ante la abundancia del recurso la
poblacién del depredador también, pero esta tultima crece a un ritmo tal que llega un
momento en el que no es sustentable, y comienza a decaer junto con la presa debido a
la depredacién excesiva.

En el modelo 2, donde hay interferencia en la depredacién, se observan dos com-

portamientos dependiendo del rango en que se encuentre r, la tasa de crecimiento de
la clase reproductiva. En el rango en el que r es mas grande, se tiene el mismo com-
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portamiento que en el caso anterior, generandose oscilaciones no acotadas al perderse
la estabilidad del equilibrio. Sin embargo, en estas oscilaciones las érbitas alcanzan
puntos muy cercanos al plano z = 0 y distantes del origen. Las poblaciones se disparan
pero solo el depredador esta en peligro de extincion, pues gradualmente va teniendo
mas dificultad para compensar la interferencia. Por otro lado, en el rango inferior de
r, la pérdida de estabilidad va acompanada del surgimiento de un ciclo limite estable
en una vecindad del equilibrio. Si la tasa de crecimiento de la clase reproductiva no es
tan grande, su poblacién no se dispara y el sistema se estabiliza cerca del equilibrio.

En el modelo 3, ademas de la interferencia en la depredacién hemos supuesto que
el crecimiento de la clase reproductiva es logistico. Si la capacidad de carga del medio
es suficientemente grande, el comportamiento cerca del equilibrio en cuestion es cuali-
tativamente el mismo que en el modelo anterior, por lo para ciertos fines, si el medio
es rico el modelo exponencial es una buena aproximacién del modelo logistico. Sin
embargo, a diferencia del modelo anterior, las oscilaciones de amplitud creciente que
se producen en la bifurcacion de Hopf subcritica son acotadas, y en nuestra simulacion
se puede apreciar que su w-limite es un ciclo limite, aunque desde una perspectiva de
control biologico este escenario no es deseable, pues se alcanzan poblaciones relativa-
mente grandes comparadas con las del punto de equilibrio. Por otra parte, para valores
pequenos de k, aun cuando el equilibrio pierda estabilidad el sistema permanece en una
vecindad de este, pues se genera un ciclo limite estable. Al estar la poblacién de la
clase reproductiva cercana a la capacidad de carga del medio, no se dispara y el sistema
logra estabilizarse cerca del equilibrio. En este sentido, el enriquecimiento del medio
juega un papel desestabilizador del sistema, aumentar la capacidad de carga del medio
abre la posibilidad de que se presenten pérdidas de estabilidad mas dréasticas. También
demostramos que dicho enriquecimiento puede desestabilizar al punto de equilibrio
mismo, aunque en los parametros que analizamos el depredador no se extingue, pues
se tiene una bifurcacion de Hopf supercritica.

Nuestros resultados sugieren que para la estabilidad de los equilibrios es clave que
el depredador controle el crecimiento de la clase reproductiva. Por otro lado, vimos un
escenario en el que el depredador se puede extinguir si no es suficentemente eficiente
para depredar a la clase no reproductiva y esta interfiere con la depredacion, aunque
esta falta de eficiencia se puede compensar introduciendo suficientes depredadores al
medio. En conclusién, la eficiencia de la depredacion sobre cada clase es algo a tomar
en cuenta al elegir un depredador como medio de control biologico.

Cabe mencionar que pese a que al fijar valores de algunos parametros perdimos
generalidad, creemos que la complejidad de los calculos involucrados en nuestros resul-
tados asi como de la interpretacion de los mismos justifican esta decisién. Por otro lado,
no parece que el rol de la depredacion selectiva que hemos observado pueda cambiar con
otros parametros, aunque por supuesto esto no lo podemos afirmar con certidumbre.
En dado caso, verificar esta conjetura podria ser una linea de investigacién a futuro.
Otras posibilidades interesantes son considerar un depredador generalista (es decir un
depredador que tiene acceso a una fuente alternativa de alimento), un mecanismo de
defensa de alguna de las clases, o que la clase no reproductiva sea conformada por
los individuos juveniles. Esta tltima opcion es de especial interés, pues en el caso de
muchas plagas parece muy natural distinguir entre huevecillos y eclosionados.

Por 1ltimo, agradezco al proyecto IN114319 PAPIIT-UNAM su apoyo para la rea-
lizacion de esta tesis.
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