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Capitulo 1

Introduccion.

El presente trabajo basado en [6] y [7] tiene como proposito introducir las
nociones primordialmente de geometria calibrada y alguna de sus aplicaciones,
teorfa hasta cierto punto muy reciente, y la cual abordaremos en el capitulo 5.
Lo esencial en dicha geometria es que tiene su fundamento en cierta forma di-
ferencial inherente en una variedad diferenciable llamada forma de calibracion,
dependiendo de dicha calibracién se puede obtener informacién y clasificar a
las variedades, més precisamente, la calibraciéon opera sobre espacios vectoria-
les y en el caso de una variedad suave M sobre un subespacio de su espacio
tangente T),M en algin punto p € M; la calibracion nos dice entonces como
es la subvariedad S C M que tiene por espacio tangente el subspacio en el
que opera la forma de calibracion. Es por ello que resulta atractivo el estudio
de dicha geometria. Otro aspecto importante que se abordara en esté capitulo
serd brevemente el de subvariedades minimas, ya que una consecuencia de la
teoria de calibraciones es que todas las subvariedades calibradas, son de hecho
minimas, lo cual ofrece una nueva herramienta para encontrar subvariedades
minimas.

En el capitulo 4 comenzaremos con una introduccién a la teoria de los
grupos de holonomia, estos se originan por medio de las nociones de curvatura
y transporte paralelo a través de curvas cerradas en la variedad. Dado que
el transporte paralelo preserva normas, es por tanto un subgrupo del grupo
ortogonal O(n), veremos entonces que se pueden clasificar las variedades en
funciéon de su grupo de holonomia, por ejemplo en el caso que dicho grupo
sea un subgrupo de SO(n) resultan variedades Riemanninas orientables, si
damos el paso ahora cuando es un subgrupo de U(n) se tiene el caso de las
variedades Kdhler, por mencionar algunos. La relaciéon que existe entre la teoria
de holonomia y la geometria calibrada se debe a que dependiendo del grupo
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de holonomia al que pertenezca la variedad se tiene una distinguida forma de
calibracién, y asi por tanto algtn tipo especial de subvariedades.

En este trabajo nos interesaran las calibraciones en las variedades Calabi-
Yau, es por esto que en el capitulo 4 se vera principalmente la teoria bésica de
este tipo de variedades. Las variedades Calabi-Yau son un tipo particular de las
variedades Kéhler, las cuales a su vez son un caso de las variedades complejas,
deben su nombre a la conjetura Calabi y su posterior demostraciéon por Yau.
El motivo de enfocarnos en estas variedades se debe a que como se menciond
en el parrafo anterior, las calibraciones nos arrojan algtn tipo distinguido de
subvariedades; partiendo del caso de las variedades meramente Riemannianas
estas subvariedades resultan de nuevo variedades Riemannianas si ningtn es-
tructura adicional, lo mismo que en el caso de las variedades Kéhler, es por
tanto que la geometria calibarada no resulta tan interesante en estos casos,
pero las variedades Calabi-Yau, las siguientes en el orden por su grupo de ho-
lonomia, son las primeras que si nos arrogan un tipo especial de subvariedades,
en este caso las de las especiales lagrangianas.

Como se mencion6 previamente las variedades Calabi-Yau son un tipo par-
ticular de las variedades Kahler, estis tltimas son variedades complejas, es
decir, sus mapeos de transiciéon son biholomorfismos y por tanto son de di-
mensiéon real par, y que ademés tienen tres elementos distinguidos a saber
una métrica hermitiana, una forma simpléctica y una estructura casi comple-
ja. Dichos conceptos serén tratados en el capitulo 3, a su vez de la geometria
intrinseca y distinguida dentro de este tipo de variedades.

En los primeros capitulos se introduciran algunas nociones basicas tales
como formas diferenciales exactas y cerradas, los grupos de cohomologia de De
Rahm, y el operador estrella y como este da origen a la nocién de volumen de
una variedad.

Finalmente, en el dltimo capitulo se exponen dos ejemplos que ilustran la
teoria desarrollada, asi como llevar a la practica los teoremas expuestos.



Capitulo 2

Preliminares.

Comenzamos esta seccion mencionando los conceptos y resultados bésicos
sobre la teoria de cohomologia de de Rham, asi como los conceptos que le
dan origen, y que a la postre nos seran tutiles para definir nuevos conceptos.
Para tal propésito, sea M'™ una variedad diferenciable, TM y T*M sus haces
vectoriales tangente y cotangente respectivamente, a sus secciones se les conoce
como campos vectoriales en el caso del haz tangente y 1—formas para el haz
cotangente. Un tensor T en la variedad M es una seccion del haz Q" TM ®
Q°T*M en donde este tltimo haz se compone del producto tensorial de los
haces respectivos. Se denota por QP (M) (0 < p < n) o también como AP(T* M)
el espacio de las p—formas o en M™. El operador lineal derivada exterior
d:QP(M) — QPHL(M) satisface

dod: QP(M) —s QPF2(M) = 0. (2.1)

Es decir, para cualquier forma diferencial «, d(da) = 0.

Definiciéon 2.0.1 Una forma diferencial o« € QP(M) se dice cerrada si se
tiene dae = 0, por otro lado, si eviste § € QP~Y(M) de tal forma que dB = «
se dice que o es exacta.

Notar que por (2.1) las formas exactas son también cerradas. Dos formas
a, f € QP(M) para las cuales se tiene que (o — /3) es una forma exacta se dice
son cohomologas.

Definicién 2.0.2 Se definen los grupos de cohomologia de de Rham por

formas cerradas

HY ,(M,R) = .
ar(M;R) formas exactas
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En lo sucesivo solo se denotaran por HP(M) con el fin de economizar la nota-
cion.

Si V es un espacio vectorial con dimV = n con una base ortonormal
{e1,...,en} y producto escalar (-,-) y AP(V) es el p—ésimo producto exterior
de V, se tiene un producto escalar en AP(V') dado por

(VI Ao A vp,wr A LA wp) = det ((v;, w;)) (2.2)
Asi una base ortonormal para AP(V') estd dada mediante
iy N .o N, 1<d <+ <y, <. (2.3)
Definicion 2.0.3 Sea V un espacio vectorial orientado. Se define el operador
lineal estrella x como
«: AP(V) — A"7P(V), 0<p<n,

k(e N Ney,) =ej A Nej, o, (2.4)

en los que ji, ..., jn—p Son de tal forma que e;, ..., €;,, €5, ..., €5, _ €s una base
positiva de V.
Asi entonces notar que
(1) =e1 A... Nep, (2.5)

y reciprocamente
x(eg A ... Nep) = 1. (2.6)

Ejemplo. En R’ si se considera una base ortonormal como (e, ..., e5) se
tendria x(eq A e3) = —ea Aeg A es. Ya que

et Nes/\N—ea ANeg Nes =e1 Nea Neg N\eyg N es.

Dicho operador es tal que no depende de la base ortonormal positiva en V.
Ahora, si f1, ..., fn es una base positiva de V. Entonces

N pE——— Y
Vet ((fi, i)~

ya que si (e,...,e,) es una base ortonormal se tiene que f; A ... A f, =
det ((fi, f;)) e1/\...\ep sustituyendo (2.5) y despejando se sigue la igualdad.
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Si consideramos ahora una variedad Riemanniana orientada (M",g) en-
tonces se puede dar una orientacién en cada uno de los espacios vectoriales
tangente T, M y cotangente T M y asi se puede definir un operador estrella
@ WP (T,M) — Q" "P(T,,M). En vista que la métrica en el cotangente esta
dada por g = (g;;)~* por lo mencionado en el parrafo previo vemos que

*(1) = /det (gij) dz1 A ... A dxp,. (2.7)

A esta ecuacion (2.7) se le llama la forma de volumen. Se define el volumen
de la variedad M como

vol(M) := /M *(1). (2.8)

_ /M Vet (g5) dey Ao A e, (2.9)

2.1. Operador de Laplace
Definicién 2.1.1 Si o, 3 € QF(M) se define el producto L? mediante
(a, B) ::/ a A x.
M

Tal producto es bilineal y definido positivo.

Observemos que en relacién a dicho producto se tiene

(@a) =llallt, = [ glaa) vy = [ jaf? vol,
M M

Usando ahora las propiedades del operador derivada exterior si e € QF~1(M)
y B € QF(M), sabemos entonces que da € QF(M), y asi operar (da, ) que
por definicion se obtiene (do, 8) = [, da A% = [, g(da, B) volg.

Definicién 2.1.2 Si a € Q¥ Y(M) y B € QF(M) se define el operador d*

como el adjunto a la derivada exterior d, con respecto al producto Lo, es decir,

(da, B) = (a, d”B).

Con lo cual, d* : QF(M) — QF1(M).
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Definicion 2.1.3 El operador de Laplace se define mediante
A QF (M) — QF (M)

Aa = dd*a+d" da.
Una k—forma « se dice armdnica si Aa = 0.
Lema 2.1.1 Una k—forma a es armdnica si y sdlo si da = d*a = 0.

Demostracion.

Primeramente, usando que el producto Lo es definido positivo, si la forma «
es armoénica por definicion se tiene que Aa = 0, asi entonces 0 = (Aa, ) =
(dd*a + d*da, ) y ya que también es bilineal esto es igual a (dd*a, ) +
(d* dar, o), ahora en vista que d y d* son adjuntos, lo anterior es (d*a, d*a) +
(da, da) = 0 por lo tanto ambos d*«a = da = 0.

Reciprocamente, si d*a = da = 0, entonces Aa := dd*a+d*da=0+0=0.

C.Q.D.

Corolario 2.1.1 En una variedad Riemanniana compacta toda funcion armo-
nica es constante.



Capitulo 3

Variedades Kahler.

3.1. Variedades complejas y semi complejas.

Comenzaremos este capitulo introduciendo la nocién de variedad compleja,
simil a la idea de una variedad suave un sistema de coordenadas holomorfas en
M es una coleccion {z4 : Uy — 24(Uy) C C"}, en la que U, es una cubierta
para M y las funciones z, o z/gl : 28(UaNUB) — 2o(Ua NUg) son holomorfas.

Definicién 3.1.1 Una variedad compleja M" de dimension compleja n es
una variedad suave cuyo sistema coordenado es holomorfo.

Asentando ideas si {(x1, 1,292, Y9, ..., Tn, Yn )} €s una base ortonormal para C"
) ) ) ) ) )
Y 21(Z1, Y1y ey Ty Yn)s 22, -+, 2n UN sistema coordenado holomorfo para M, en-
. . 0. .
tonces por las ecuaciones de Riemann-Cauchy g% = 8iyﬁ y asi para cada par
1 7

de funciones z, y 23.

Definicién 3.1.2 Dada una variedad compleja M™, una subvariedad real S* C
M™ se dice una subvariedad compleja si en cada punto s € S existen coorde-
nadas holomorfas {zo} en una vecindad Us de s tales que

SNU, ={te U, : 2" (t) = ... = 2"(t) = 0}.

En tal caso la dimensién de la subvariedad es k < n y desde luego, cada
subvariedad compleja es en si misma una variedad compleja.
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Definicién 3.1.3 Una estructura casi compleja J sobre una variedad M de
dimension real 2n es un endomorfismo J € End(TM) que satisface J*> = —Id.

Una variedad de dimensiéon par equipada con una estructura casi compleja
J sera llamada una variedad casi compleja denotada por (M, J). Ademas
toda variedad casi compleja es orientada.

Teorema 3.1.1 Sea (M, J) una variedad casi compleja y X € TM. Entonces
son equivalentes

(1) LxJ =0

(2) [X,JY]=J[X,Y], YeTM.

Donde L es la derivada de Lie y [, ] el corchete de Lie.

Demostracion.
Supongamos que Lx J = 0, entonces

(X, JY]=Lx JY = (Lx J)Y +JLxY = (Lx J)Y + J[X,Y],

en vista que el primer sumando es cero, se tiene [X, JY| = J[X,Y].
C.Q.D.

Una variedad compleja siempre es casi compleja, para ver esto tomar una
carta zo : Uy C M — C" y definir J como d(z;l 010 z4). El converso no es
cierto en general salvo una condicién de integrabilidad.

Definicion 3.1.4 Una estructura casi compleja serd compleja si proviene de
una atlas holomorfo y en tal caso diremos que J es integrable.

Vemos que dada una variedad casi compleja comprobar que esta es compleja
requiere probar que cada mapeo de transicion derivado de la estructura casi
compleja sea un biholomorfismo, tarea que en principio parece no sencilla. Para
tal efecto, existe otra obstruccién que permite comprobar cuando una variedad
casi compleja es compleja, y esta se basa en la nulidad de cierto tensor llamado
de Nijenhuss.
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Definicion 3.1.5 Se define el tensor de Nijenhuis mediante

Ny(X,Y)=[JX,JY] - J[JX,Y] - JIX,JY] - [X,Y].

Debido a un teorema de Newlander-Nirenberg dada una variedad casi com-
pleja es condicion suficiente y necesaria que el tensor de Nijenhuis se anule en
todo X,Y € T'M para que la variedad sea compleja.

Teorema 3.1.2 (Newlander-Nirenberg 1957)
Una estructura casi compleja J es integrable si y solo si el tensor de Nijenhuis
Nj(X,Y) se anula para todo X, Y € TM.

Se define el haz tangente complejo por

TM® :=TM @ C = TM @ iTM. (3.1)

Si (M, J) es una variedad compleja para cada punto p € M se puede
extender la estructura J de manera C-lineal a J : T;,CM — T;CM . Dado que
C es algebraicamente cerrado y en vista que J? = —Id se sigue que J tiene
eigenvalores {i, —i}. De lo cual descomponemos TM® = T10 @ T%! de donde

T ={X e TM® | J(X) =iX}, (3.2)
T = {X e TM® | J(X) = —iX}. (3.3)

Y vemos que también los podemos expresar en la siguiente forma que nos
serd mas util posteriormente.

Lema 3.1.1
T ={X -iJX | X € TM}, (3.4)

T ={X +iJX | X € TM}. (3.5)

Demostracion.
Seré suficiente probarlo para T10 ya que el otro caso es completamente analogo.
J(X —iJX)=JX —iJ’X  De la linealidad de J.
=JX +iX Ya que i = —1.
=iX —i*JX
=i(X —iJX)
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C.Q.D.

Dado que TMC es la version compleja de una espacio vectorial real, la no-
cion de complejo conjugado tiene sentido, es decir, para X,Y € TM, X +1iY =
X — Y, por tanto si Z = X —iY por Lema 3.1.1 Z € TMC.

Teorema 3.1.3 Los campos vectoriales del tipo (1,0) sobre una variedad casi
compleja (M, J) son cerrados bajo el corchete de Lie si y sdlo si el tensor de
Nigenhuis se anula Ny =0, es decir, si la variedad es compleja.

Demostracion.
Sean X,Y campos vectoriales en la variedad M. Hemos visto que los campos
del tipo (1,0) son de la forma X — iJ X, entonces

(X —iJX,Y —iJY] = [X,Y] - [JX,JY] —i([JX,Y] + [X,JY]) (1)

Este ultimo campo vectorial es del tipo (1,0) si es de la forma U — iJU. Sea
U=[X,Y]—-[JX,JY], entonces U — iJU se ve como

(X,Y]-[JX,JY]—i(J(X,Y] - [JX,JY]) (2
y (1) = (2) siy solo si
J(X,Y] - [JX,JY]) = [JX,Y] + [X, JY]

lo cual es equivalente a que Ny = 0.
C.Q.D.

Ahora, si {(z4,Us)} es un sistema de coordenadas holomorfas se tiene que
para cada « los mapeos se pueden escribir como z, := Tq + Yq.-

Se definen
& = e - i
Z T ’
o1, (3.6)
2 = 2(ges Tigys)
y

{ dze = dxo + 1dYq, (3.7)

dZe = dxo — 1dYq,.
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Poniendo J(%) = % y J(%) = 82 vemos que se satisface J? = —Id

9 (N0 0,0
0%y 0o ) 0Ta  OYya 0z

AP (A DA
0% 0ro ) 0o  Oya  OZa

y mas ain,

Por tanto vemos que localmente 710 = (-2- 5o ) para asi ser llamado el haz
tangente homolomorfo y 70! = (%) el haz tangente anti-holomorfo.

i — 9 _;0 .
Ahora, si ponemos V' = Jor 1y uo S€ sigue que V = 8 +i5— a asi entonces

— 0 0 0 8

por otro lado

—_— 0 0 0 .0 0 .0
J(V)_J<%>_ZJ<8ya> aya+za$a_8ya_zaxa'

Lo cual muestra que 71,0 = 70:1 y 70,1 — 710,

Siguiendo la misma idea en formas exteriores, notemos que podemos ex-
tender la estructura casi compleja J a T*M, esto es, a 1-formas mediante

Ja(X)=a(JX) eR
Se define el haz cotangente complejicado por

T"Mc :=TM* ®g C. (38)

Nuevamente, ya que J tiene eigenvalores {i, —i} el haz tangente compleji-
cado se descompone mediante

T*Mc = AM0 @ A% (3.9)
De donde,

AM0 = {eigenespacio asociado a i} = {a | Ja(X) = ia(X)}, (3.10)

A%! = {eigenespacio asociado a — i} = {a | Ja(X) = —ia(X)}.  (3.11)
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Lema 3.1.2 Una forma « es del tipo (1,0), es decir, a € A0 si y sélo si para
cualquier campo vectorial Z € T* a(Z) = 0. Andlogamente 8 € A% si y sdlo
si B(W) =0 para W € T*0.

Demostracion.
De nuevo sera suficiente probar un solo caso, ya que el otro es en esencia lo
mismo.

Sabemos del Lema 3.1.1 que un campo en T%! es de la forma X +i.J(X)
luego para a € A0 se tiene

(X +iJ(X)) = a(X) +ia(J(X)) = a(X) +iJa(X) = a(X) +i*a(X) = 0.
C.Q.D.

Notemos ahora que para las ecuaciones (3.6) y (3.7) se satisface

dzq <a> =P = dz, <8> , (3.12)
0zp 0z

0 0

Ast, AY0 = (dz,) y A%! = (dz,). Las formas de estos subhaces son llamadas
formas del tipo (1,0) o del tipo (0, 1) respectivamente.

Se denota la k—ésima potencia exterior del subhaz AMC (andlogamente A%1)
por AP0 (A%*) vy en general AP denota el producto tensorial AP? @ A%, esto
es, el conjunto de formas vistas como el producto cuiia de p elementos en A0
y q elementos en A%!. Se define su haz compleficado por

AEM = @ APM.
pt+a=k

Las secciones de este haz son llamadas formas del tipo (p, q), y al conjunto
de estas formas se denota por QP9M.

Lo anterior nos da pie a extender por complejicaciéon el operador real deri-
vada exterior mediante
d: AEM — AET M. (3.14)

Asi, la derivada exterior d mapea AP9M hacia APTLINM @ APITIM v se
descompone por tanto de la forma

d:=0+0 (3.15)
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en donde
9 APIM — Aerl,q]\/_[7

D APIM —s AP

Ya que 0 = d? = (0 + 0)? = 92 + (90 + 99) + X y debido a que cada uno
de los sumandos toma valor en distinto subhaz, se sigue cada uno de ellos es
cero, dando como resultado

9% =0, 9 =0, 90 + 00 = 0. (3.16)

Una (p,0)-forma « se dice holomorfa si da = 0.

3.2. Variedades Kahler.

La geometria de la variedades Kéahler se puede pensar como punto de inter-
seccion entre las geometrias compleja, riemanniana y simpléctica, esto debido
a que las variedades Kéahler en general consisten de una forma semi compleja
integrable J, de una métrica hérmitiana ¢g y una 2—forma w la cual es de hecho
una forma simpléctica.

Definiciéon 3.2.1 Una métrica g en (M, J) una variedad casi compleja se dice
hermitiana s
9(X,Y) = g(J X, JY) (3.17)

para todo X,Y.

Aunado a la definicion anterior se asocia la 2-forma w a la métrica hermi-
tiana mediante

wX,Y):=goJ=g(JX,Y). (3.18)

Y vemos que efectivamente es una 2-forma ya que
w(X,Y) =g(JX,Y) = g(J°X,JY) = —g(JY,X) = —w(Y, X).

En donde usamos que la métrica es hermitiana y simétrica. Con esto se tienen
tres estructuras {g, J,w} las cuales estan relacionadas entre si. A la 2-forma
w se le denomina la forma de K&hler. Una manera de definir una variedad
Kahler es mediante estas tres estructuras, es decir, una variedad equipada con
estos tres operadores y alguna condicién adicional.
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Definiciéon 3.2.2 Una variedad Kéahler estd dada por (M, J,g,w), en donde
J es una estructura compleja, g una métrica hermitiana y w una 2-forma de
tal manera que se satisface:

1. g(JX)Y) =w(X,Y).
2. w es cerrada y no degenerada.

3. Nj =0 (Estructura compleja.)

Es comin que en ocasiones se use una definicién alternativa y equivalente
para definir una variedad Kéhler, esta es, una variedad casi compleja (M, J)
con métrica hermitiana g y en donde se tiene que J es covariantemente
constante o paralelacon respecto a la conexiéon de Levi-Civita de g, es decir,
VJ =0, o equivalentemente

Vx(JY) = J(VxY) (3.19)

esto debido a que para cualesquiera X,Y se tiene 0 = (VxJ)(Y) = Vx(JY) —
J(VxY). En ocasiones sera muy util hacer uso de esta propiedad de la estructu-
ra casi compleja, sobre todo al momento de trabajar con el tensor de curvatura
y otras relaciones del tipo geométrico de la variedad de Kéhler.

Es notable hacer notar que la estructura casi compleja bajo esta definicion
de variedades Kéhler es necesariamente compleja, es decir, esta es integrable.
Para ver esto recordar que es suficiente y necesario verificar que el tensor de
Nijenhuis se anula, en efecto

NJ(X,Y) = VyxJY — VyyJX — J(VxY — VyJX)
- J(VxJY =V v X) - VxY +VyX
— _[J(VyxY) = Vyx Y]+ [J(Voy X — Vyy JX]
(VY JX) = Vy J(IX)] = [J(VxJY) = VxJ(JY)]
=0.

En donde, para la ultima igualdad se aplico la ecuacion (3.19).

Una métrica hermitiana g sobre una variedad casi compleja (M, J) se dice
una métrica Kahler si J es una estructura compleja y la forma asociada w
es cerrada.

Proposicion 3.2.1 Sea g es una métrica hermitiana, w la 2-forma asociada
y J una estructura casi compleja paralela respecto a la conexion de Levi-Civita
de g. Entonces la forma w es cerrada.
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Demostracion.
Bastara con probar que la forma w es paralela en vista que la derivada exterior
se expresa en términos de la conexién mediante

p
dw(Xo, ..., Xp) = > (1) (Vx,w)(X0, oo Xiy oon Xp),
=1

(Vxw)(V,Z2) = X(w(Y,2)) —w(VxY,Z) —w(Y,VxZ)
9(JY, 2)) = g(J(VxY),Z) — g(JY,VxZ)
9(JY,2)) = 9(Vx(JY), Z) — g(JY,Vx Z)
= (Vxg)(JY,Z) = 0.

X(
X(

Para la igualdad en el segundo renglén se usé de nueva cuenta la ecuaciéon
(3.19).

C.Q.D.

Teorema 3.2.1 Una métrica hermitiana g sobre una estructura casi compleja
es Kahler si y solo si J es paralela con respecto a la conexion de Levi-Clivita.

Una direcciéon estd dada por la proposicién previa, la otra direccién se
puede consultar en [10], con lo cual las equivalencias para una variedad Kéahler
se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.2 Sea (M, J) una variedad casi compleja, g una métrica her-
mitiana con conexrion de Levi-Civita V y forma de Kdhler w. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) J es una estructura compleja y g una métrica Kdahler, con forma de
Kdhler w cerrada.

(ii) J es paralela con respecto a V, es decir, VJ =0,

Asi, para la forma cerrada w se define la clase de cohomologia real
[w] € Hy' (M, R),

llamada la clase de Kahler de w.
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3.3. Tensor de curvatura en variedades Kahler.

Si (M, J, g,w) es una variedad Kéhler de dimension compleja n con cone-
xion de Levi-Civita V y como se hizo anteriormente sean z, un sistema coor-
denado holomorfo local, en donde « € {1, ...,n}, asi entonces la base asociada
para el haz tangente complijicado estéd dada por

0 0

Lo 1= 7 L 1= 7.
G 9z, CT 9z,

Se denotan los componentes de la métrica g con base en las coordenadas
locales anteriores por

Gap ‘= g(Zon Z,B)v gaB = g(Z&a ZB) (320)

Y ¢*? los coeficientes de la matriz inversa. Ya que la métrica es hermitiana
se tienen las siguientes igualdades

9o = 9(Za, Z8) = 9(J Za, T Z) = 9(iZ0,175) = i°9(Zar Z5) = —Gap-

Anéalogamente para 953> Por tanto se sigue

YaB = 955 = 0. (3.21)

Asi, se tiene que solo no se anulan los términos de la forma g wB Y Yap- De lo
anterior también se deduce para la 2-forma w

Wap = W(Za, Zg) = 9(J Za, Z3) = igag = 0.

De manera similar Wsg = ~ie5 = 0, wap = igas, Wog = —iY9,5- Lo cual
muestra que la forma w es del tipo (1,1). Y en coordenadas locales toma la
forma

w =g,z dz" A dz°. (3.22)

En donde estamos usando la notacién de la convencién de Einstein, es decir,
sumar sobre los indices repetidos inferior y superiormente.

Algunas de las razones por las que en ocasiones resultan méas sencillas las
variedades Kéhler vienen del hecho que la métrica estd dada localmente por
una funcién real. Para ver esto el siguiente teorema resultara fundamental.
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Teorema 3.3.1 (i00). Sea w € Q(M) una 2-forma cerrada en una variedad
Kahler. Entonces en cada punto x € M existe una vecindad U, de M tal que
w restringido a U toma la forma

w = i00u

para alguna funcion real u en U.

La demostracion de teorema se puede consultar en [10]. Y derivado de esto se
tiene la siguiente implicacion.

Teorema 3.3.2 Sobre una variedad Kdhler, la métrica se expresa localmente
de la forma

o5 = 0P 3. (3.23)

Demostracion.

Valiéndose de la forma de Kéhler w, sabemos que esta es cerrada, es decir,
dw = 0, con lo cual del Teorema 3.3.1, localmente w 0B = 100D o bara alguna
4 oy o) 2] o) o) : o) o)
funcién real ®. También, w5 = w(z;-, @) = 9(J55- @) =19(7,- @) =

igag. Derivado de las igualdades anteriores se llega a

z&c‘)@ag = waE = igag gag = 88@0@
C.Q.D.

Una funcién ® como en el teorema anterior se le llama potencial de Kéah-
ler.

Proposicion 3.3.1 Sea (M, J, g,w) una variedad Kdahler, entonces se satisface
la siguiente igualdad

0 0
—39.3= =913 3.24
D2 9ap3 EP 9xp ( )
Demostracion.
Usaremos la siguiente notacién para economizar el lenguaje, Jy := % con k

corriendo sobre (1,...,n) y andlogamente para el caso conjugado. Asi,

8k gaB = g(vak8a7 86) + g(aoc? v8k85)7

90 913 = 9(V9,0k, 05) + g(Ok, Va,03)-
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ya que el subhaz T19 es paralelo, los segundos miembros en los sumandos se
hacen cero. Por otro lado,

Vo,0a — Vo, 0k = [0k, D] =0

C.Q.D.

La igualdad anterior es ocasionalmente llamada la identidad de Kahler,
esta es muy util para calcular los simbolos de Christoffel del tensor de curvatu-
ra, una de las cualidades mas relevantes de las variedades Kéahler es que dicho
tensor toma una forma mucho méas simple que en el caso Riemanniano, ya que
varios de los términos se anulan.

En términos generales los simbolos de Christoffel en coordenadas holomor-
fas se ven en la forma

Vo, 08 =T 50, + T 305

donde nuevamente usamos la notacién de suma sobre lo indices repetidos in-
ferior y superiormente y A, B € {1,...n,1,...,i}. Calculando cada uno de los
sfmbolos vemos que:

; 1 _ __
Flﬁ = 5{&1 9pn + 08 gna — On Gap} 9" + {0a 9p7 + 05 Gija — 05 gt 9"
1 __ _
= 5{2 90 9739 = {0a g} 9" = 0.
En donde los tres primeros sumandos en la llave se anulan por (3.21), asi

como el tltimo en la segunda llave y los dos restantes son iguales debido a
(3.24). De manera similar se tiene

1 _
Tos = 5{604 98n + 08 gna — Oy 9ap} 9" + {0a 987 + 08 gia — O gap} 9"

1 _ _
= 5{2 00 95739 = {0a 9pii} 9"
= 9(Vo,03, 9) +9(08,V,05) g7 = 9(Va,08, 95) g™

En este caso el sumando que se anula es debido a que el subhaz T0 es paralelo.
Finalmente, se concluye que los tnicos simbolos de Christoffel que no se anulan
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son aquellos que tienen todos sus indices sin conjugado o todos sus indices
conjugados. Mas atin podemos observar que se tiene la identidad

I, =17, (3.25)

Retomando algunos conceptos; la curvatura de una conexiéon V es la 2-
forma RY € Q(End E), donde E es una haz vectorial, dada por

RY(X,Y)o := Vx(Vyo) — Vy(Vx0) — Vix.y|0, (3.26)

para todos campos vectoriales X, Y y secciéon o. Para la conexion de Levi-Civita
se define el tensor de curvatura riemanniana por

Rm(X, Y, Z,W) := g(R(X,Y)Z, W), (3.27)
expresado en coordenadas locales

Rm = Rjj dz' ® do’ ® da* @ da'.

Una métrica se dice plana si el tensor de curvatura se anula. Dicho tensor
define las nociones de curvatura de Ricci,

Ric(X,Y):=Tr{Z — R(Z,X)Y}, (3.28)
o equivalentemente
Ric(X,Y) =) Rm(ex, X, Y, ep),

donde ey, es una base para T'M.
Visto en coordenadas locales como R;; = > Ryiji.

Extendemos ahora las nociones de los tensores de curvatura a variedades
Kahler por extensiones lineales. Con lo cual, el tensor de curvatura en coorde-
nadas holomorfas esta definido por

Rc(Za, Zp)Zc = RYpcZp,

a Su vez

Rmc(Za, Zp, Zc, Zp) := Rapep = gpeRE e
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3.4. Forma de Ricci y la primera clase de Chern.

Otra de las cualidades de las variedades complejas, es la introduccién de
una forma diferencial por medio del tensor de Ricci, y a partir de la cual se
puede extraer informacién sobre la variedad. Para ver esto primero veamos
algunas de las caracteristicas que cumplen el tensor de curvatura y de Ricci en
una variedad Kéhler.

Proposicion 3.4.1 Sea (M, J, g,w) una variedad Kdhler. Entonces

(i) Rm(X,Y,Z,W) = Rm(JX,JY,Z,W) = Rm(X,Y, JZ, JW)

(ii) Ric(X,Y) = Ric(JX,JY).

Demostracion.
De (3.19) extraemos la igualdad R(X,Y)JZ = J(R(X,Y)Z).
Ahora, de la definicion del tensor de curvatura, sus simetrias y la igualdad
anterior se tiene

Rm(JX,JY,Z,W) = —g(R(JX,JY)Z,W) = —g(R(Z,W)JX, JY))
= —g(J(R(Z,W)X,JY) = —g(R(Z,W)X,Y)
= Rm(X,Y, Z,W).

En donde la pentltima igualdad se debe a que la métrica es hermitiana. Final-
mente la segunda igualdad se sigue casi directo de las simetrias del tensor de
Ricci.

C.Q.D.

El tensor de Ricci en coordenadas locales Ro3 = Ric(Zq, Z3), analogo a lo
que sucedia con la métrica hermitiana se tiene que Ro5 = REB =0, y s6lo los
términos de la forma R B pueden ser distintos de cero. Asi, el tensor de Ricci
da pie a definir una 2-forma mediante

Ric(JX,Y) := p(X,Y) (3.29)

llamada la forma de Ricci y vista en coordenadas locales como PoB = Z'Rag,
la cual por lo mencionado al comienzo del parrafo anterior es de hecho una
(1,1)—forma, y ademés cumple con ser real y cerrada. Para ver esto tultimo,
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de la Proposiciéon 3.4.1 y de nueva cuenta las simetrias del tensor de Ricci
se sigue que para campos X,Y

p(X,Y) = Ric(JX,Y) = Ric(JY, J>X)
= —Ric(JY,X) = —p(Y, X)

mas aun,

p(JX,JY) = Ric(J?X,JY) = —Ric(X,JY) = —Ric(JY, X)
=—pY,X) =p(X,Y).

Esto es, p(JX,JY) = p(X,Y). Y asi vemos que la forma de Ricci es efectiva-
mente una (1, 1)—forma difereciable real.

Un teorema muy importante sobre la forma de Ricci, y en el que no abun-
daremos ahora, dice que localmente dicha forma se puede ver en la forma
siguiente

p= —i@glog(det(gag)). (3.30)

Finalmente, podemos ver que la cerradura de p se sigue de la igualdad
anterior y recordando que d = 0 + 0. Se sigue de (3.16),

d(—i9d) = —i(d + 9)90 = —i(9*D — 99°) = —i0 = 0.

En otro orden de ideas, las clases de Chern son un cierto tipo de invariantes
que suelen ser muy importantes tanto en geometria como en topologia, estos
se definen sobre haces vectoriales complejos, v para variedades complejas las
clases de Chern se definen como las de su haz tangente. Nos interesara sobre
todo la primer de estas clases, ya que esta esta intimamente relacionada en las
variedades Kéhler con su forma de Ricci.

Definiciéon 3.4.1 Sea (E, M) una haz vectorial complejo se define la clase de
cohomologia c1 (M) € H*(M,Z), llamada la primer clase de Chern satisfacien-
do los siguientes axiomas:

i) Si f: M — N es un mapeo suave entre variedades y (E, N) es un haz
vectorial complejo, se tiene f*(c1(E)) = c1(f*E)).

ii) Si E, F son haces vectoriales sobre M, entonces
ca(E®F) =ci(E) + a(F),

en donde E ® F es la suma de Whitney sobre haces.
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i4) La primer clase de Chern del haz tautoldgico de CP! es —1 en H*(CP',Z).

Si M es una variedad compleja, la primer clase de Chern ¢1 (M) se define
como la primer clase de Chern de su haz tangente T'M, es decir,

Cl(M) = Cl(TM)

Definicion 3.4.2 Se define la primera clase de Chern de la variedad com-
pleja M, como la clase de cohomologia real

(M) =[] € By (1) (3:31)

en donde p es la forma de Ricci. Mas adn, dicha clase es tal que solo depende
de la estructura compleja en M, es decir, es independiente de la eleccién de la
métrica.

3.5. Geometria simpléctica.

En este capitulo se introduciran los nociones béasicas de la geometria sim-
pléctica, lo necesario para poder definir lo que es una variedad Lagrangiana.
Esencialmente, la geometria simpléctica consiste de una forma bilineal distin-
guida en una variedad Riemanniana (M, g), y las isometrias que la preservan.

Definicion 3.5.1 Sea V' un espacio vectorial real de dimension n. Una forma
simpléctica es una forma bilineal no degenerada y antisimétrica
w:VxV —R,
es decir, para todo v € V
wv,u) =0 YueV <= v=0.
Para todos u,v € V

w(u,v) = —w(v,u).

A la pareja (V,w) se le llama un espacio vectorial simpléctico. Debido a
la antisimétria de la forma simplectica se tiene que necesariamente la dimensién
real de V' es par dim (V') = 2m. Lo cual nos dice que estos espacios encajan bien
dentro del mundo complejo. Uno de los teoremas basicos del adlgebra simpléctica
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nos dice que en (V,w) existe una base {z1,...,Tm,y1,...,ym} de V tal que
w(Ti, yj) = 6ij y w(zi, 2j) = w(yi, y;) = 0.

Si W C V es un subespacio de V, llamamos el complemento simpléctico
de W con respecto a w al subespacio

Wt={weV | whu =0 YueW}
Asi entonces decimos que W C V se dice

(i) Isotrépicosi W C W,
(ii) Coisotrépico si W+ C W.
(iii) Simpléctico si W+ NW = {0}.
)

(iv) Lagrangiano si W = W+,

Notar que con base en lo anterior es equivalente para W ser isotrépico
si wlw = 0, simpléctico si w|y es no degenerada y Lagrangiana si es ambas
isotropica y coisotropica, por tanto también w|y = 0.

Lema 3.5.1 Para todo W C V se satisface
dimW + dim W+ = dim V.
Demostracion.

Para ver esto, notemos que W+ es el anulador de W en V, por lo tanto tienen
dimensién complementaria y se sigue el lema.

C.Q.D.

Se tiene del lema anterior que si W es un subespacio Lagrangiano entonces
dimW = %dim V', es decir, la dimensién de W es la mitad de la dimensién
total del espacio V. Conjuntando resultados se tiene que en un espacio vectorial
Lagrangiano se satisface

1
wlw =0, W:W¢3rmmwzimmv (3.32)

Definicién 3.5.2 Sea M wuna variedad suave y p € M. Una 2-forma w €
Q(M) se dice simpléctica siw es cerrada y para cada p € M, wy, es simpléctica.



26 Variedades Kéhler.

Al par (M,w) se le llama variedad simpléctica. Ahora, si (M,w) es
simpléctica y L C M es una subvariedad en M, esta se dice Lagrangiana si
para cada g € L se tiene que T, L C T, M es un espacio vectorial Lagrangiano.

Ejemplos.
I. El caso mas sencillo de variedad simpléctica consiste de M = R?" y la forma
simpléctica candnica weyn dada mediante

n
Wean = Z dx; N\ dy;.
i=1

II. Veamos ahora que la seccién cero del haz cotangente es una subva-
riedad Lagrangiana. Si M es una variedad n—dimensional, sabemos que su
haz cotangente T*M es una variedad 2n—dimensional. Luego, si N C M
tiene coordenadas locales {z1,...,2,} y con coordenadas asociadas a T*N
{1,y Tn, &1y oy §n ) se define la 1—forma canodnica en T*M mediante

a=Y &dx;

se tiene que

(2

da=d (Z & d:ci> = (d& Ndzi + & N d(day) =) dg A da
y asi la 2—forma canonica estd dada mediante

Wean = —dov =Y da; A dg;.

Ahora, la secciéon cero del cotangente se define como

oo ={(2,§) €eT"M | =0en T, M}.
Sobre la interseccion og N T*N se tiene que & = & =,...,&, = 0. Por tanto,
aloonr+N = 0. Luego, si i : 09 < T*M es la inclusion de la seccion cero en el
haz cotangente, tenemos las igualdades

g =0 = tjda = ijwean = 0.

Es decir, w|s, =0, de lo cual se sigue que ¢ es Lagrangiana.

!De la misma manera se puede definir una subvariedad simpléctica, isotropica y coisotro-
pica.
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Anteriormente se defini6 una variedad Kéhler como el vector (M, J, g,w),
donde M es una variedad suave, J una estructura compleja, g una métrica
hermitiana y finalmente w la forma de Kéahler dada por w = go J, es decir, dos
estructuras bastaban para conocer la tercera, mas aun, asi definida la forma
de Kahler satisface con ser una forma simpléctica, por tanto podemos definir
una variedad de Kéahler en términos de una variedad simpléctica.

Definiciéon 3.5.3 Una wvariedad Kdhler es una variedad simpléctica (M,w)
equipada con una estructura compleja J. En tal caso, la forma simpléctica w
es la forma de Kdhler.
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Capitulo 4

Variedades Calabi-Yau.

El siguiente tipo de variedades de interés respecto a las Kahler, es el de
las variedades Calabi-Yau, nombradas asi debido a una famosa conjetura pos-
tulada por Calabi y posteriormente probada por Yau. Estas son un tipo de
variedades Kéhler mas una condicién adicional, la cual puede ser formulada de
distintas maneras. De forma geométrica por medio de su grupo de holonomia
o algebraica por medio de la primer clase de Chern.

4.1. Introduccion a holonomia.

Sea m : E — M es un haz vectorial sobre M con conexiéon V y ~ :
[0,1] — M una trayectoria suave (a trozos), entonces el transporte paralelo
es el mapeo entre espacios vectoriales Py : E, ) — E,(1), en el que para cada
e € E, () existe una tnica familia suave e; € E,) con t € [0,1] de tal forma
que Vg,e; = 0 donde g = ey P,(e) = e;. Y dicho mapeo es un isomorfismo
lineal.

En el caso cuando £ = TM y V es la conexién de Levi-Civita de g se tiene
que en cada y(t) existe un tnico vector X (t), con X € T'M para el cual entonces
VX = 0. Méas aun, %g(X(t),X(t)) =2g(VX(t),X(t)) = 0, se sigue entones
que || X (t)||* = ¢, con ¢ una constante, y asf se tiene que P, : T, ) — T ()
preserva norma.

Consideremos dos vectores tangentes v, w € T,M y dos campos paralelos
V, W alos largo de la trayectoria «y de tal forma que V(0) = vy W(0) = w. Se
tiene entonces que V 4+ W es un campo paralelo y que (V + W)(0) = v + w.
Con lo cual Py(v+w) = Py(v) + Py(w). De igual manera P,(cv) = cP,(v) con
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c € R, lo cual prueba que el transporte paralelo es un isomorfismo lineal.

Ahora, si v, 0 : [0,1] — M son dos trayectorias suaves de tal forma que
~v(0) = 6(1) se definen las trayectorias ¢ - v : [0,1] — M mediante

[~ (2t) si te0,1/2]
5'7_{g(2t—1) si tell/21].

A1) = 5(0)

Figura 4.1: Producto de trayectorias 0 - 7.

Y la trayectoria —v : [0,1] — M como —~(t) = v(1 — t). Notar entonces
que el transporte paralelo para estas trayectorias satisface

Pso=PsoP, y P, =P\ (4.1)
Definicion 4.1.1 Una trayectoria v se dice un lazo basado en p si y(0) =
~v(1) = p para un punto fijop € M.
Se define el grupo de holonomia como
Holy(V) ={Py:~:[0,1] — M : v es una lazo suave basado enp}.

Observemos que Hol,(V) C Aut(T,M), se sigue de (4.1) que Hol,(V) es un
subgrupo de Aut(T,M).

Veamos ahora que el grupo de Holonomia no depende del punto fijado,
sean p # ¢q dos puntos distintos en M, entonces si M es conexa, lo es por
trayectorias, luego existe una trayectoria o : [0,1] — M con «(0) = py



4.1 Introduccién a holonomia. 31

a(l) =g, asi Py : TyM — T,M y Hol,(V) = P;'Hol,(V)P,. En tal caso se
dice que Hol, y Hol, son conjugados, por tanto el grupo de holonomia en una
variedad es tinico salvo conjugados, esto es, no depende del punto.

ave

p q

Figura 4.2: Hol, y Hol, son conjugados.

Definicion 4.1.2 Un tensor T sobre una variedad M tal que VT = 0 se dice
es un tensor covariantemente constante, ocasionalmente llamado solamen-
te tensor constante o paralelo.

Sean p,q € M dos puntos distintos y v una trayectoria en M de p a ¢, si T es
un tensor constante en M, entonces Py (7},) = T,. De lo que se sigue que los
tensores constantes son invariantes bajo el transporte paralelo, es decir, estos
estan determinados por el grupo de holonomia Hol(V). Se tiene entonces el
siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 (Principio de holonomia.)

Sea M una variedad y V una conexion en su haz tangente TM. Para p € M
fijo se tiene que Hol,(V) actia sobre el producto tensorial Q" T, M @Q@° Ty M.
Mads ain, si T es un tensor constante, entonces T'|, es fijado por la accion de
Hol,(V), y conversamente, si T'|, es fijado por Hol,(V) entonces existe un
tensor constante T'.

Para una variedad Riemanniana (M, g) con conexion de Levi-Civita V,
el grupo de holonomia Riemannina Hol,(g) se define como el grupo de
holonomia Hol,(V). Ya que la métrica g es un tensor constante Vg = 0 por lo
mencionado en el parrafo anterior se tiene que esta es invariante bajo su grupo
de holonomia, asi entonces Hol,(g) es un subgrupo de Aut(T,M) que preserva
la métrica g. De nueva cuenta, Holy(g) es tnico salvo conjugacion y por tanto
independiente del punto p € M asi tiene sentido escribir solamente Hol(g).

Sobre R", en vista que la conexion es la plana usual, el transporte paralelo
a lo largo de cualquier lazo en un punto es el mapeo identidad, se tiene entonces

que Hol(V) = {0}.
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Veamos el caso para la esfera S?. Si V es la conexion usual y en vista
que S? es una variedad orientada se tiene que su grupo de Holonomia es un
subgrupo del especial ortogonal, es decir, Hol(V) C SO(2). Transportanto
paralelamente un vector tangente en N a través de un lazo basado en N dado
por un tridngulo esférico como en la figura, dos semi-meridianos y una porcién
de la circunferencia principal, vemos que el resultado es una rotaciéon por c«,
con « € [0, 27]. Se tiene que de hecho Hol(V) = SO(2).

i P

Figura 4.3: Holonomia en S2.

Marcel Berger en 1955 hace una clasificacion para las distintas holonomias
de variedades irreducibles. Enumeramos los primeros casos posibles.

Clasificacion de Berger en funciéon de la Holonomia.

Hol(M, g) Geometria. Observaciones.
. . . Meétri i i -
O(n) Variedades diferenciables /e'rlcas Riemannianas ge
néricas.

SO(n) € O(n) | Variedades diferenciables. | Orientables.
U(n) C SO(n) Variedades Kéhler.
SU(n) CU(n) | Variedades Calabi-Yau. | Ricci planas.

Sp(n) HiperKéhler. Ricci planas.
Variedades Einstein,
Sp(n) - Sp(1) Quaternionic Kéhler. pero no Ricci planas.
Ric = MAg, A\ #0.
Spin(7) Holonomia excepcional. | Ricci planas.
Go C SO(7) Ricci plana Geometria Gg.

Tabla 4.1: Clasificacién de Berger.
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4.2. Variedades Calabi-Yau.

Las variedades Calabi-Yau suelen ser definidas de varias maneras, las cuales
se comprenden mejor segin el campo en el que se estén estudiando, es decir,
aunque todas sus formulaciones son equivalentes, esta equivalencia no suele ser
apreciable a simple vista, lo cual podria hacer creer que se trata de objetos
distintos. Dentro de la geometria algebraica, en donde es usual trabajar con
haces vectoriales, la forma mas comin de entender una variedad Calabi-Yau,
es a través del haz canonico de la variedad ambiente A™°, y considerando
la forma de Ricci p, la cual es de hecho su tensor de curvatura, se formula
una Calabi-Yau como aquella cuya primer clase de Chern es cero ¢1(M) = 0,
se sigue de esto que la variedad es Ricci plana. Por otro lado, también se
suele encontrar la definicién de una Calabi-Yau, como aquella cuyo grupo de
holonomia Hol(g) es un subgrupo de especial unitario SU(n), en donde n es
la dimensién compleja de la variedad. Por tltimo, la definicién més acorde al
proposito de este trabajo, esta dada por una variedad Kéahler (M, J, g,w) junto
con una (n,0)—forma €2, llamada forma de volumen holoformo.

En lo subsecuente consideraremos variedades Riemannianas compactas de
dimension 2n real. Definidas en C" la métrica g y 2-forma w dadas por

g=|dal 4 +ldmlt,  w= %(dzl ANdZy+ - +deg NdZy),  (4.2)

vemos que el subgrupo del general lineal GL(2n,R) preservando g y w es el
especial unitario SU(n), més atn, si definimos la (n,0)— forma Q mediante

Q=dz N - Ndzp, (4.3)

llamada la forma de volumen holomorfa, y la cual también se preserva bajo
SU(n) se sigue del Teorema 4.1.1 que existen formas w y €2 constantes bajo
la conexién de Levi-Civita de la variedad, las cuales se pueden escribir como
arriba en cada punto de la variedad. De esto se concluye que cada 2n—variedad
Riemanniana cuyo grupo de Holonomia sea SU(n) admite una forma de K&h-
ler w y una forma de volumen holomorfo 2 constantes. Y conversamente, si
(M, g, J,w) es una variedad Kéhler y admite una forma de volumen holomorfo
() constante, entonces la holonomia de la variedad es SU(n).

Voltemos la mirada ahora al haz canénico de la variedad M, A™? = K,
el cual es un haz de lineas holomorfo; ya que la variedad tiene una métrica
Kihler g, esta induce una métrica en el haz, y asi se tiene una conexion V%
en Kjs. La curvatura de esta conexién es una 2-forma cerrada, la cual es de
hecho la forma de Ricci p de la variedad.
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Ahora, si suponemos que la variedad (M, g, J,w) es Ricci plana, implica
que p = 0 y por consiguiente ¢;(M) = 0. En vista que p es la curvatura de la
conexion VX en K, se tiene también que VX es plana, lo cual nos dice que el
haz canénico admite secciones constantes localmente, y debido a que la forma
de volumen holomorfo es una seccién que no se anula de Kj;. Dicha forma
de volumen existe, si y solo si el haz es trivial. Concluimos que una variedad
Kahler (M, g, J,w) con Hol(g) C SU(n) tiene haz candnico K trivial.

Proposicion 4.2.1 Sea (M, g, J,w) un variedad Kdhler simplemente coneza.
Entonces Hol(g) C SU(n) si y sdlo si g es Ricci plana.

Definiciéon 4.2.1 Sea (M, g, J) variedad Kdhler conexa. Una variedad Calabi-
Yau se define por alguna de las siguientes equivalencias:

i.- Hol(g) C SU(n).
1.- Haz canonico Ky trivial.

111.- M admite una forma de volumen holomorfa 2.

Como se menciond en parrafos arriba, como consecuencia de las definicion
ii se tiene también que la variedad es ricci plana con ¢; (M) = 0.

El nombre de variedades Calabi- Yau deriva de la combinacién de los nom-
bres de los mateméticos Eugenio Calabi, el cual conjetur6 en 1956 que va-
riedades con primera clase de Chern igual a cero admitian una métrica cuya
curvatura de Ricci era también cero; posteriormente el matemético Shin-Tung
Yau en 1977 prob6 dicha conjetura en un teorema. Destacar que fue gracias a
este teorema que Yau recibi6 la medalla Fields en 1982.

Teorema 4.2.1 (Yau - 1977.) Sea (M, g, J,w) variedad Kdhler compacta con
forma de Ricci p. Para cada 2-forma p € 2mer (M) existe una unica 2-forma &
con [w] = [@] y tal que la forma de Ricci de & es p.

Corolario 4.2.1 Sea (M,g,J,w) variedad Kdhler cerrada con c¢i(M) = 0.
Entonces M admite una unica métrica con Ric =0 y clase de Kdihler |w].

El teorema anterior afirma que cada forma p € 2meq (M) puede ser la forma
de Ricci para una métrica Kahler y que ademas las clases de Kéahler son iguales

W] = [w].



Capitulo 5

(Geometria calibrada.

La teoria de la geometria calibrada fue desarrollada por Harvey y Lawson
en [8] publicacion de 1982, lo cual nos dice que dicha teoria es muy reciente. En
esencia, la geometria calibrada consta de subvariedades en una variedad Rie-
manniana determinadas por una forma diferencial cerrada, dichas subvarieda-
des se encuentran inmersas dentro del estudio de las subvariedades complejas,
més en concreto de las variedades Kéahler. Parte de lo interesante del estudio
de las subvariedades calibradas es que resultan ser un caso particular de las
subvariedades minimas. En general, las subvariedades minimas son los puntos
criticos del funcional de volumen, y para verificar que sean minimizantes im-
plica resolver una ecuacién diferencial parcial de segundo orden. Veremos a su
vez que las subvariedades calibradas se determinan por una ecuacién diferen-
cial parcial de primer orden, lo cual resulta una herramienta muy til, ya que
ademaés son minimizantes no sélo puntos criticos. También existe una relacién
estrecha entre las subvariedades calibradas y el grupo de holonomia de la va-
riedad ambiente, ya que variedades con grupo de holonomia especial garantiza
la existencia de subvariedades calibradas.

5.1. Introducciéon a las subvariedades minimas.

Dada una variedad Riemanniana (M, g), se tiene definida en esta un funcio-
nal de volumen, los puntos criticos para dicho funcional se conocen como subva-
riedades minimales. Otra manera de entenderlo es, dada N C M, esta seré mi-
nima si su volumen se mantiene bajo variaciones pequenas F' : N x (—¢,€) —
M de la inmersion ¢ : N — M, es decir, si %vol(F(s,t))h:o = 0. Notar que
en el caso cuando la subvariedad es de dimension 1, esta resultard ser minima
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si es una geodésica.

De manera intrinseca se puede entender a las subvariedades minimas por
medio de la teoria de ecuaciones diferenciales, para ver esto, si k denota el
vector de curvatura media de la subvariedad N, entonces esta es minima si y
solo si k = 0!, lo cual es una condicién local, més atn si N viene dada por la
inmersion ¢ : N — M, se tiene que la curvatura media depende de la primer y
segunda derivadas de 4, con esto se tiene que la ecuacién k = 0 resulta ser una
ecuacion diferencial parcial de segundo orden. Observar que el ser subvariedad
minima no necesariamente implica ser volumen minimizante.

5.2. Subvariedades calibradas

Sea (M™, g) variedad Riemanniana. Un k-plano tangente orientado V en
M es un subespacio vectorial V' para algin T,M con dimV = k, k < n
equipado con una orientacién. Si N es una subvariedad orientada de M tal
que dim N = k, entonces para cada p € N, T,N es una k-plano tangente
orientado.

Definiciéon 5.2.1 Sea (M, g) variedad Riemanniana, una k-forma n se dice
una calibracion en M si

1. Es cerrada, i.e, dn = 0.

2. Sipara todo ey, ..., e vectores tangentes unitarios en M, n(eq, ...,ex) < 1.

Notar que cualquier forma diferencial en R™ constante y distinta de cero
puede ser rescalada para ser una calibracién, lo cual por principio nos arroja
una gran cantidad de calibraciones 7. El punto interesante de las calibraciones
se vuelve entonces si existen planos orientados P para los cuales n|p = 1, més
aun, si existen subvariedades IV para las cuales T, N en cada punto p € N se
tenga que n|7,n = 1.

Definicion 5.2.2 Sea N es una subvariedad orientada de M con dimension
k, esta se dice calibrada porn sin(ei,...,ex) =1, con {e1,...,ex} cualquier base
ortonormal orientada de T,N, o en otras palabras si 77|TpN = volg, N para todo
p € N. En tal caso N se llama subvariedad calibrada o n-subvariedad.

Los detalles de este resultado se pueden consultar en [9]
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Una de las bondades que ofrecen las subvariedades calibradas se debe a que
estas tienen una condicién algebraica sobre los vectores tangentes a la subva-
riedad, esto es, una ecuacion diferencial de primer orden; ahora si volteamos la
mirada hacia las subvariedades minimales, estas responden a una ecuacion di-
ferencial de segundo orden, lo cual es generalmente algo muy dificil de resolver.
El siguiente teorema nos asegura que toda subvariedad calibrada es minimal.

Teorema 5.2.1 Sea (M, g) Riemanniana, n una calibracion en M y N una
subvariedad compacta en M calibrada por n. Entonces N es volumen minimi-
zante en su clase de homologia.

Demostracion.
Primeramente veamos que N es minimal. Sea dim N = k, con clase de homo-
logia [N] € Hy(M,R) y [n] € H*(M,R) su clase de cohomologia. Calculando
y usando el hecho que por ser n-calibrada U‘Tp N = volp, N

] - [N] = / nlr,n = / volt, N = voly.
pEN pEN

Luego, sea N’ una subvariedad k-dimensional compacta en M en la misma
clase de homologia de N, asi 77|Tp N’ < wolr, Ny calculando

- N =1 N = [l < [ vol = voly.
peEN’ pEN’

Por tanto de las dos ecuaciones anteriores se tiene que IN es minimizante en su
clase de homologia.

C.Q.D.

Fijémonos ahora en el grupo de holonomia de una variedad Riemannia-
na (M, g) con conexion de Levi-Civita V. Si G C O(n) es dicho grupo de
holonomfia, entonces GG acttia sobre k-formas en R™ y asi se tienen k-formas
G-invariantes en R"™. Considerando una k-forma no cero 79 G-invariante y re-
escalando de ser necesario para que en cada k-plano orientado P C R™ se
satisfaga que ng|p < volp, con igualdad ng|p = volp en al menos un k-plano.
Dado que 19 es G-invariante se sigue que para cada v € G las condiciones
anteriores se satisfacen también para - - 79, lo cual nos dice que hay bastantes
calibraciones.

Ahora, por teoria de holonomia Teorema 4.1.1 se tiene que para una k—forma
G—invariante existe una k—forma constante, es decir, existe una k-forma 7 en
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M correspondiente a ng tal que Vi = 0, de lo cual dn = 0, lo que nos dice
que hay una k-forma cerrada, por tanto una calibraciéon en M. Mas adn, ya
que habfan bastantes calibraciones 7 - 19, se puede pensar que hay bastantes
subvariedades calibradas. El paso siguiente es ver como se ven dichas subvarie-
dades calibradas en funcién del respectivo grupo de holonomia de la variedad
ambiente M.

Consideremos primordialmente los grupos de holonomia U(m) para va-
riedades Kéhler y SU(m) para el caso Calabi-Yau. En una variedad Kéhler
(M, J,w) , con w una 2—forma simpléctica, un resultado importante es que la
forma definida por w¥/k! es una calibracion y las subvariedades calibradas co-
rrespondientes son simplemente subvariedades complejas k-dimensionales. Lo
cual nos dice que en el caso Kéhler las subvariedades que se obtienen no arrogan
nada nuevo.

Teorema 5.2.2 Sea (M, J,w) una variedad Kdihler. Entonces w* /k! es una ca-
libracion con subvariedades calibradas subvariedades complejas k— dimensionales.

Para la demostracion se auxiliara del siguiente teorema.

Teorema 5.2.3 Sean {ey, ..., ear} € C™ vectores unitarios arbitrarios. Enton-
ces se cumple la siguiente desigualdad

Y la igualdad se cumple si y sdlo si {(eq, ..., eax) es un k-plano complejo.

La demostracion se puede consultar en [9)].

Demostracion Teorema 5.2.2.
Notar que dw* = kdw A wF~1 = 0, ya que w es cerrada. Luego del teorema
anterior se sigue que %y es una calibracion.

C.Q.D.

5.3. Especiales Lagrangianas

El caso siguiente de grupo de holonomia dentro de la clasificacién de Berger
es Holy = SU(m), el grupo de matrices complejas unitarias con determinante
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1, esto es, de las variedades Calabi-Yau. Nuevamente tomando la identificacion
de C" = R?" con coordenadas complejas (z1, ..., 2, ), entonces se puede definir
una métrica g, una forma de Kéahler w y una forma de volumen holomorfa 2
como en (4.2) y (4.3) por

i -
g=ldz|*+ -+ |dz |, wZﬁZdZiAdZu
(2

Q=dzi N Ndzy,.

Esto es, una métrica hermitiana y una forma simpléctica de Darboux. Lo
interesante del caso Calabi-Yau es que al venir equipadas con una forma de
volumen holomorfo € entonces se tiene que Re(2) y Im(€2) son n—formas
reales en C", la cual resulta ademas ser una calibraciéon. Para ver esto, y dado
que se ha visto que df2 = 0, resta ver ver la otra condiciéon de calibracion.
Sea eq,...,e, una base para R" y sea P € C" un n—plano. Asi, se tiene que
existe una transformacion A € GL(n,C) tal que si uq,...,u, es una base or-
tonormal para P entonces u; = A(e;), luego por teorema del determinante
Q(A(er), ..., A(en)) = detc(A). Por tanto

1Q(up, ..., un)|* = |detc(A)]? = |detr(A)| = Jur Adug A .o A g Adug|

< uglliug| - - Jup||iug| = 1.

Maés afin, se tiene que la desigualdad tltima se hace igualdad si y sélo si los
{u1,iuq, ..., up,iuy } son ortonormales, lo cual implica que P es un plano la-
grangiano, es decir, w|p = 0. Con lo cual se tiene que € es una calibracion.

Definicion 5.3.1 Dada una subvariedad N C M, se le llama especial la-
grangiana si es calibrada respecto a Re(S).

Del hecho que w|y = 0y Re(2) = voly se tiene también la condiciéon
Im(Q) = 0. Retomando de la geometria simpléctica que una subvariedad se
dice Lagrangiana si precisamente w|y = 0, es por tanto que las especiales
lagrangianas son lagragianas con la condiciéon adicional que Im(€2) = 0. Por
todo lo anterior se sigue que las subvariedades especiales lagrangianas tienen
la mitad de dimensién de la variedad ambiente.

Proposicion 5.3.1 Sea N C C" una subvariedad de dimension real n. En-
tonces N admite una orientacion con la cual es especial lagrangiana si y solo
siw|ly =0y Im(Q2) =0.
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Ejemplo 4.1. En el caso C = R? se tiene coordenada compleja z = x + iy,
forma de Kéahler w = %dz ANdZ = dx A dy y forma de volumen holoformo
Q) = dz = dz + idy. Por tanto, Re(2) = dz y Im(Q) = dy. Asi, para que
una subvariedad N C C sea especial lagrangiana debe satisfacer dz(N) = 1
y dy(N) = 0, y ya que w es una 2—forma se sigue que esta se anula sobre
cualquier curva. Con lo cual se tiene que las especiales lagrangianas en C son
de la forma N = {z +t | t € R}, es decir, rectas paralelas al eje z, lo cual es
congruente con la nocién de subvariedades minimas.

Ejemplo 4.2. Consideremos ahora C? = R*, con coordenadas complejas
estandares z1 = x1 + WY1, 22 = T2 + iy2, forma simpléctica y de volumen
homolorfa

W= %(dzl AdZ) + dzy A dZs) = doy A dyy + dag A dys
(5.1)

1

= §[d$1 R dyy — dy; ® dry + dxo ® dys — dys ® dajg],

O =dz; Ndzy = (dxl + idyl) A (dxg VAN idyg)
=dx1 Ndxy — dy1 A dys +i(dy; A dxg + dzy A dys).

Luego entonces
Re(Q) = dxy Ndxe —dyr ANdya  y  Im(Q) = dy; Adxe + dzy Adya.  (5.2)
Con base en el Teorema 5.3.1 veamos que planos P C C? satisfacen con

ser especiales lagrangianos, y ya que deben ser lagrangianos estos deben ser
2-dimesional real. Consideremos primero P = (z1,y1) = ax1+by1, cona,b € R.

1
Im(Q)|p = i[dyl ® dxo(axy + byr) — dry @ dy (axy + byr)
+dr1 ® dya(axy + by1) — dys @ dxy(az1 + by1)]

1
= 30— 0b+a0—0] =0.

Pero de (5.1) vemos que wl(, ) # 0, es de hecho ab. Prosiguiendo de
manera analoga vemos que w|p = 0, si P es alguno de los generados por

(1, 22), (1, 92), (T2, 1), (Y1, 2) }-

Y distinto de cero en {(x1,41), (x2,y2)}. Por otro lado, se ve de (5.2) que
Im(Q) se anula en

P = {<l‘1,y1>, <-’L'27 y2>7 <$1,5L‘2>, <y17y2>}'
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Por tanto ambas formas se anulan en los planos generados por {(z1, z2), (y1,y2) }.
Y asi, estos son los planos que admiten una orientacién para cual resultan sub-
variedades especiales lagrangianas.

Ejemplo 4.3. Si f : R® — R” es una funcién suave, su grafica es
una subvariedad encajada de R?", es decir, si consideramos N = graf (f) =
{(z, f(x)),z € R"} C R*™ = C" tiene sentido preguntarse cuando es N es-
pecial Lagrangiana. Lo cual depende enteramente de los vectores tangentes a
N, los cuales, si {e1,...,e,} es una base ortonormal para R™, vienen dados
por €1 +iVe, f,...,en + iV, f. Entonces la condicion ser lagrangiana w|y =0
implica que

w(ej +iVe, frer +iVe, f) =0

para todos j, k. Ya que la forma w es simpléctica y que la funcién se ve en la
forma f = (f1,...., fn) se sigue que Ve f = (Ve, f1,...., Ve, fn) y asi entonces
w(ej+iVe, f,ent+iVe, f) = w(ej, ex)tiw(es, Ve, f)+iw(Ve, f,ex) —w(Ve, f, Ve, f)

= Ve, fj — vejfk- (5.3)

Por tanto, pedir que la grafica sea una subvariedad lagrangiana implica la
condicion Ve, fj — Ve, fr = 0 Vj, k. Dado que dicha subvariedad esté encajada
en un espacio euclideano, condicion (5.3) se produce si y solo si f tiene un
potencial, es decir, si existe una funciéon H, tal que f = VH.

Lo siguiente es ver que condicién adicional debe cumplir para ser especial
lagrangiana. Por teorema del determinante se tiene que

Qe1 +iVe, VH, ...,en +iV,.,VH) = det(I +iHess H).
Para el caso de dimension 2, con coordenadas (x,y) dicho determinante toma

la forma

I +iHy  iHyy,
iHy, T+ iHy,
=1 — HyoHyy + H2\, + i(Hy + Hyy)

det(I +iHess H) =

En donde H, denota la parcial de la funciéon H respecto de la variable x y
respectivamente para H,. Por tanto Im(Q)|ny = Hye + Hyy, pedir que dicha
forma se anule se traduce en que el potencial H sea armoénico. Asi entonces
la condicién para que la grafica de una funcién sea espacial lagrangiana en
dimension 2 se cumple si y solo si AH = 0.

Procediendo de manera similar se llega que para el caso n = 3 se tiene
que N es especial lagrangiana si y solo si el potencial H de f satisface AH =
H. + Hyy + H,, = det Hess H.
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Definicién 5.3.2 Una variedad real analitica, es una variedad diferenciable
cuya estructura diferenciable es real analitica.

En vista que las subvariedades especial Lagrangianas en C" son calibradas, y
por tanto subvariedades minimas, otra consecuencia importante es que también

estas resultan ser real analiticas?.

Teorema 5.3.1 Sea N una subvariedad especial Lagrangiana en C™. Se tiene
entonces que N es real analitica en donde quiera que sea no singular.

También, como resultado de la real analiticidad se tienen los siguientes
resultados.

Teorema 5.3.2 Sea P una (n — 1)—subvariedad real analitica de C™ tal que
w|p = 0. Entonces existe localmente una unica subvariedad especial Lagrangia-
na N de C" conteniendo a P.3

5.4. Mapeo momento

Una herramienta muy tutil y practica dentro de la geometria compleja y
simpléctia es la nocion de mapeo momento?, el cual puede ser usado para
construir nuevas variedades a partir de una variedad simpléctica ambiente.

En C™ con la métrica g y forma de Kahler w canoénicas, se tiene que el
grupo preservando ambos es U(n) x C™, con C" actuando por traslaciones. Sea
G C U(n) x C™ con &lgebra de Lie gy ¢ : g — I'(T'C™) acciéon de g en C™.

Definicion 5.4.1 Un mapeo momento para la accion de G en C™ es un mapeo
suave p: C" — g*, que satisface

(1) UP(X))w = w(P(X),-) = {dp, X).

2Este resultado lo muestran Harvey y Lawson en [§]

3Las pruebas de estos teoremas expuestas por Harvey y Lawson en [8] hacen uso de alguna
teoria extensa y no expuesta en el presente trabajo ya que nos aleja de los propoésitos y lo
extenderia demasiado.

4La nocion de mapeo momento involucra algunos conceptos que se pueden revisar en el
apéndice, ademas que aplica para variedades simplécticas en general, aqui la definiremos solo
para el caso C".
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(i1) p es G—equivariante con respecto a la accion coadjunta de g*.

(g - p) = Ad*(g) - u(p)-

Conge Gype M.

Nos interesaran los mapeos momentos cuando el grupo de Lie G es com-
pacto, ya que en entre otras cosas los mapeos momento no siempre existen,
pero si el grupo de Lie es compacto se garantiza la existencia del mapeo.

El mapeo momento se hace relevante en el estudio de las subvariedades
Lagrangianas de C", debido a que estas subvariedades se encuentran en sub-
conjuntos de nivel del mapeo momento, p~t(c) = {z € C"|u(z) = ¢}, con
¢ € g*. Convirtiendo al mapeo en una herramienta muy util para encontrar
Lagrangianas especiales.

Si Z(g*) es el centro para la accion coadjunta de G, entonces de la ecuacion
(5.4) podemos ver que el conjunto de nivel u~!(c) es G-invariante si y sélo
si c € Z(g*). Mas todavia, si O es una orbita para la accion de G, entonces
el siguiente resultado nos da una condicién de cuando dicha érbita es una
subvariedad Lagrangiana, es decir, se cumple que w|p = 0.

Proposicion 5.4.1 Sea G es un grupo de Lie conezo de U(n)xC" con dlgebra
de Lie g y mapeo momento u. Sea O una drbita para la accion de G en C™.
Entonces O es isotrdpica, i.e., wlo = 0 si y sdlo si O C u_l(c) para alguna
ce Z(g").

Demostracion.
Sean z,y € gy X,Y los campos vectoriales respectivos inducidos por la accion
de A. Entonces se tiene

w(X,Y) = (" ((x,du))) (Definicion de mapeo momento (2))
= (z- ((Y,dp))) = (z,du(Y))
= (x, Ly p). (Derivada de Lie)

De lo cual se tiene la igualdad
w(X,Y) = (z, Ly p). (5.4)
Luego, ya que O es una 6rbita para la accion de G, se tiene que para = € g,

los campos X = A(z) le son tangentes a dicha o6rbita y su espacio tangente se
compone por estos campos X . Con lo cual O es isotropica, w|p = 0 si y solo si
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w(X,Y)=0Vz,y € g. De (5.5) se sigue que 0 = (z, Ly ), y esto se satisface
si y solo si Lyu = 0 para toda y € g. De la conexidad de G se sigue entonces
que j es constante sobre O, asi entonces O C p~!(c) para alguna c € g*.

Ya que O es G-invariante, por definicién de mapeo momento, por lo mencionado
en el parrafo previo a la proposicion se sigue que ¢ es Ad*(G)-invariante, es
decir, ¢ € Z(g*%).

C.Q.D.

Proposicion 5.4.2 Sea N una subvariedad lagrangiana conexa de C*, G un
subgrupo de Lie conexo de U(n) x C" preservando N, y dlgebra de Lie g.
Entonces N admite un mapeo momento p, y N C p~(c) para alguna c €

Z(g").

Demostracion.
Sea x € gy X el campo vectorial asociado a la acciéon del grupo. Ya que
(X)w =w(X, -) es una 1-forma cerrada, se tiene que existe f, € C°°(C") tal
que
dfy = (X)w = w(X, -). (5.5)
Como N es lagrangiana, w|y = 0, y X tangente a N, se sigue que dfy|ny =
w(X, ) = 0. De la conexidad se tiene entonces que f, es constante en N.

Tomando f, de tal forma que f;|x =0, y debido a que esta es lineal en z,
existe un dnico mapeo pg : C™ — g* de tal manera que

(x, po) = fa (5.6)

para todo z € g. Luego entonces df, = d{(x,ug) = (r,duo) y de la ecuacion
(5.6) se obtiene finalmente que

W(X, ) = (&, dp).
C.Q.D.

Observacion. La accién de U(n) x C® en C™ es hamiltoniana. Luego, el
momento que se considera asociado a G es la restriccion del momento de U(n)
de lo que se sigue que el mapeo momento sea G—equivariante.

Algunos tipos de subvariedades especiales Lagrangianas son aquellas de
cohomogeidad uno; las cuales vienen dadas por aquellas cuyas 6rbitas de su
grupo simétrico G tienen codimensién uno respecto a la especial Lagrangiana.
Sumado a este tipo de especiales Lagrangianas a la Proposiciéon 5.4.2 se tiene
el siguiente teorema.
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Teorema 5.4.1 Sea G un subgrupo de Lie conexo de SU(n) x C" con su
respectiva dlgebra de Lie g y mapeo momento pu : C* — g*. Si O es una
orbita orientada de G en C" con dim O = n—1y O C pu~*(c) para ¢ €
Z(g*). Entonces existe localmente una tinica subvariedad especial Lagrangiana
G—invariante N en C" conteniendo a la drbita O y N C u~'(c). También N
esta fibrada por G-orbitas, esto es, N es localmente difeomorfa a (—e,€) x O.

Demostracion.
Ya que SU(n) C U(n) y por hipétesis G es un subgrupo conexo de SU(n), por
Proposicién 5.4.1 se tiene que w|o = 0 si y sélo si O C p~!(c) para algtin
elemento ¢ € Z(g*), ya que este ultimo se tiene por hipotesis se sigue que la
forma de Kéhler se anula en la érbita O, es decir, es una subvariedad isotrépica.
Maés atin, como esta es una G—oOrbita resulta ser también una subvariedad real
analitica.
Ahora, ya que la 6rbita O es real analitica de dimension n—1 en C" y w|p = 0 se
tiene asi que por Proposicion 5.3.2 existe localmente una tinica subvariedad
especial Lagrangiana N de C" que contiene a O.
Finalmente, en vista que O es G—invariante y G - N O O es lagrangiana
tenemos por unicidad que G- N C N, entonces N es localmente G—invariante,
luego por Proposicién 5.4.2 N € u~!(c) para alguna c € Z(g*)

C.Q.D.
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Capitulo 6
Ejemplos.

En este capitulo presentaremos un par de ejemplos de subvariedades espe-
ciales Lagrangianas que ilustren los teoremas del capitulo previo. La variedad
ambiente es C3 en ambos casos.

6.1. Ejemplo 1.

Considerando al grupo G = T2 de matrices ortogonales dentro de SU(3),
explicitamente

e 0 0
G:={y=1| 0 ¢ 0 | 01+ 02+05=0, 0; € R}
0 0 e

Notar entonces que G es 2—dimensional, ya que si se multiplican los elementos
en la diagonal nos queda la identidad, esto es, dety = ei(?1021+03) — 0 — 1
por tanto  es una matriz ortogonal. De lo cual el centro de G se ve como
un 7?2 y hay dos elementos libres (—f3 = 61 + 63). También se puede ver esto
debido a que G es de hecho abeliano se sigue que su centro es ella misma, y asi
Z(g*) = g*. Con g* el espacio dual del algebra de Lie g las matrices de traza
cero.

Se define una accién de G en C? mediante

v i (21,22, 23) = (€21, €29, €7 23)
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Y notar que

- (6191 21, 6202 29, 6@03 23) N (6291 6201 21, 6102 6@02 29, 6@93 6@93 23)

— (ei(91+92)21’ ei(92+92)22’ ei(93+93)23)

También, si llamamos 7/ a la matriz

ei(01+01) 0 0
o 0 ei(02+02) 0
0 0 i (03+03)

se tiene que det (y/) = e/(O1t01+02+02+05+03) — 2i(01+02+03) — 0 — 1 Y asi
procediendo sucesivamente se tiene que las 6rbitas son copias de G = T2.

Luego, G admite un mapeo momento. Para hallar el campo generador in-
finitesimal X derivar

(ezt01 21, ezt02 29, ezt93 23)

ent=0
- d . . .
— X = — (e’wlzl, 02 5, elte"’zg) lt=0
dt
= (i@lzl, i9222, i93Z3).
Podemos considerar los elementos 61 = 1,09 = 0,03 = —1 asi entonces

X = (iZl,O, *’L'Zg).

Con forma de Kahler dada por

1
w=3 Z(dzj NdZj),
j

y evaluando

w(X) = 3 (e © dz) (X, ) - (42 © dz) (X, )

J
=3 Z [(dzj(iz1,0, —iz3)dZ;]

J
1
= —5 Z (2’1, 0, Zg)dfj.
J
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Integrando podemos hallar la aplicacién de momento, expresada mediante
1
= =5 (21" = |2s]).

Analogamente, podemos considerar ahora los elementos #; = 0,05 = 1,65 =

—1 y asi
~ 1

w(X) = -3 Z (0, 22, —23)dZ;.

Y aplicacién de momento expresada por

1 2 2
po = — 5 (|22l ~ |=sP%).
Ahora sean aq, az y b nimeros reales, se define el subconjunto Ly, 4,5 € c3
mediante

Loy s = {(21,22,23) € C° : |21)*—|23]* = a1, |22]*—|23]° = a2, Im(z12223) = b}.

Y para el cual se cumple que
€21 ]? — e 2] = |1 P21 — [ |28 = |21 = |z = an.

Enteramente lo mismo para |e%229|? — €03 23|% = as.
Luego, ya que 81 + 02 + 03 = 0 se tiene que

Im(ei(91+92+93)2122z§;) = Im(6i0212223) = Im(z12223) = b.
Es decir, Ly, 4,5 es G— invariante.

Salvo los casos en los que alguno de aj, as y b son distintos de cero se tiene
que Ly, 4,5 es difeomorfa a R x G.

Asi, se tiene que el conjunto Ly, 4,5 €s una 3— variedad especial Lagran-
giana.



50 Ejemplos.

6.2. Ejemplo 2.

Consideremos ahora a G el subgrupo U(1) x R C SU(3) x C3.
Retomando que U(1) consiste de los naumeros complejos cuyo valor absoluto es
la unidad. Con élgebra de Lie g = {4 € gl(1,C)| A+ A! = 0}.

Actuando mediante

(ew,x) - (21, 22, 23) — (ewzl, €_i622,$ + 23),

en donde 0 € [0,27) y x € R.

Y asi notar que las érbitas

/ 2

(e? x) -y = (%021, e 202y, 22 + 23)
se ven como esferas unitarias cruz la recta real.
Hallando el generador infinitesimal derivando la expresion
(ewtzl, e 0z xt + z3), ent=0,
se obtiene el campo vectorial

(021, —ifz, ) = X.

Simplificando un poco las expresiones se llega a

w(X) = % > (dzj ® dz;)(i021, 02z, x).
J

Eligiendo los elementos X7 = (1,1,0) y X5 = (0,0, z) la expresion se ve en
la forma

1 _
—3 Z dzj(z1, —22,0)dZ;.
J
Para asi obtener la aplicacién
1
p1 = §(|Z1|2 —|22[?).
Y en el caso de X

1
3 Z (dz;(0,0,2)dz;, x €R.
J
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Con aplicacién momento
o = %Im(z;g).
Similarmente al Ejemplo 1 para a,b,c € R se define el conjunto
Nape=1{(21,22,23) €C : |21]* — |22|* = a, Re(z122) = b, Im(z3) = c}.
Veamos que dicho conjunto es G— invariante

22— el = ]2 — e Pl = |21 — |l =
Re(eiezle_w@) = Re(ew—iezlzg) = Re(z122) = b

Im(x+ z3) = Im(z3) = ¢

Notar salvo el caso en el que a = b = 0, se tiene entonces que Ny . es
difeomorfa a una esfera producto R2.

Se sigue entonces que Ny . es una 3— variedad especial Lagrangiana.
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Apéndice A

Accilones Hamiltonianas.

A través de este apéndice consideraremos en todo momento estar traba-
jando con una variedad simpléctica (M,w), y X(M) denota el conjunto de
los campos suaves en la variedad. El propésito primordial sera definir en que
consisten los campos simplécticos y hamiltonianos, asi como la relaciéon que
guardan entre asi, finalmente dar una definicion mas general de lo que es un
mapeo momento.

Definicién A.0.1 Un simpléctomorfismo en (M,w) es un difeomorfismo ¢
que preserva la forma simpléctica, es decir,

w=pw.

Se denota al grupo de simpléctomorfismos por Symp(M,w), o ya que con-
sideramos variedades simplécticas solo por Symp(M ).
En vista que la forma simpléctica es no degenerada se tiene un isomorfismo
TyM — Ty M : X — 1xwp, en donde tx denota el producto interior de X.
Por tanto se tiene una correspondencia entre campos vectoriales y 1—formas.

Definicion A.0.2 Un campo vectorial X € X(M) se dice simpléctico si txw
es una forma cerrada.

También se denominan a los campos simplécticos como aquellos cuyo flujo
¢ preserva la forma simplectica w, es decir, si son simpléctomorfismos.

Ahora, si H : M — R es una funciéon suave en la variedad, se tiene que
su diferencial dH es una 1—forma. Por lo mencionado arriba, existe un tnico
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campo vectorial Xy € X(M) tal que «(Xpg)w = dH. Dicho campo vectorial
Xy es llamado campo vectorial Hamiltoniano con funciéon Hamiltoniana
H.

Definicién A.0.3 Un campo vectorial X € X(M) se dice Hamiltoniano si
Lxw es una forma evacta.

Notar que de la igualdad dH(Xp) = ((Xp)w)(Xg) = w(Xg, Xg) = 0 se
sigue que el campo Xy es tangente a los conjuntos de nivel.

Siguiendo la misma idea, se pueden definir las nociones de acciones sim-
plécticas y hamiltonianas.

Consideremos ahora G un grupo de Lie compacto y g su respectiva algebra
de Lie, dicho grupo de Lie acttia sobre (M, w) por simpléctomorfismos, es decir,
existe un homomorfismo G — Symp(M) : g — @4, lo cual implica que cada
pg © M — M es un simpléctomorfismo en cada g € G. Ahora, la accién
infinitesimal determina un homomorfismo de algebras

g—X(M): &= Xe
en donde p
XE = &’t:o Pexp(te)

para cada { € g. Dado que por lo mencionado previamente cada ¢4 es un
simpléctomorfismo se sigue que X¢ es un campo vectorial simpléctico, es decir,
la 1—forma ¢(X¢)w es cerrada.

Definicion A.0.4 Sea (M, w) una variedad simpléctica, una accion simpléc-
tica es un accion suave @ que preserva la forma w, es decir:
¢y(w) =w, paratodag € G, yp, € Sympl(M,w)
Definicién A.0.5 La accion se dice Hamiltoniana si el campo vectorial X¢ es
Hamiltoniano, es decir, si o(X¢)w es una forma exacta y el mapeo
g— C®(M):&— He
es G-equivariante con respecto a la accion adjunta de G en g.

El que la accién sea Hamiltoniana implica entonces que para £ € g existe
un funcion Hamiltoniana He.
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Si la accion de G en M es hamiltoniana, se define un mapeo momento
para dicha accién como un mapeo suave G—equivariante

w:M—g*

en la cual los campos vectoriales Hamiltonianos X, correspondientes a las
funciones Hamiltonianas H¢ : M — R definidas mediante

generan la accion. Y el cual satisface la condicion

UXe)w = w(Xe(p), - ) = (du(p),§),
para todos £ € gy p € M.

Fijando p € M, la aplicacion g — £(g)p es lineal de g hacia R, con lo cual
la definicién del mapeo momento esté bien definida.
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