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Introducción

El principio básico de la teoŕıa de perturbación de operadores es que la información de-
tallada de un operador en particular, digamos A0, permite obtener información sobre otro
operador, digamos A, bajo la premisa de que los operadores A0 y A difieren entre śı por un
operador que de una u otra forma se puede considerar “subordinado” al operador sin pertur-
bar A0. Usualmente, desde el punto de vista de los fenómenos modelados por los operadores
A0 y A, sucede que el operador A0 describe al fenómeno libre de interacciones por lo que se
conoce como operador libre, mientras que el operador A describe al fenómeno donde se han
tomado en cuenta las interacciones y se conoce como operador perturbado.

La teoŕıa matemática de dispersión se debe entender como una parte de la teoŕıa de per-
turbación de operadores autoadjuntos. Aqúı, el operador libre corresponde al modelo cuántico
de una part́ıcula libre de interacciones. Mientras que el operador perturbado corresponde al
caso en donde el modelo cuántico ha tomado en cuenta las interacciones que la part́ıcula tiene
durante el experimento. Es importante notar que en la teoŕıa de dispersión la interacción tiene
lugar en una región pequeña del espacio mientras que el movimiento libre es el que predo-
mina durante la mayor parte de tiempo del fenómeno observado. Esto es lo que sucede en la
mayoŕıa de los experimentos que se realizan en la f́ısica contemporánea como en la colisión de
part́ıculas elementales y el interés principal está en obtener información f́ısica de las part́ıculas
por medio del estudio del resultado de estas colisiones.

Aśı, la teoŕıa matemática de dispersión trata el problema de obtener información de la
evolución asintótica de una part́ıcula descrita por el hamiltoniano completo (perturbado) del
sistema a partir de la evolución dada por el hamiltoniano libre del sistema. Para esto, por
razones que quedarán claras en el presente trabajo, es suficiente considerar únicamente la
parte absolutamente continua de los operadores. Consideremos la ecuación de Schrödinger:

i
du

dt
= Hu , u(0) = f ,

donde H es el hamiltoniano completo del sistema y f describe el estado inicial. El compor-
tamiento asintótico de las soluciones de esta ecuación cuando t→ ±∞ se estudia a través de
las soluciones de la ecuación

i
du

dt
= H0u , u(0) = f ,

correspondiente al hamiltoniano libre de interacciones H0. Estamos interesados en el compor-
tamiento asintótico precisamente porque antes y después de la colisión (que tiene lugar en
una región “pequeña” del espacio) esperamos un comportamiento asintóticamente libre. De
esta forma, una parte complementaria al análisis asintótico de soluciones, es establecer las
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condiciones bajo las cuales las partes absolutamente continua de los operadores H y H0 son
unitariamente equivalentes.

Estos problemas fundamentales de la teoŕıa de dispersión se tratan en este trabajo con
todo detalle y considerando el caso más general posible. La idea de la tesis es abordar el
problema matemático de manera constructiva de forma que se tengan todos los elementos
matemáticos para entender la teoŕıa matemática de dispersión. Aśı, la primera sección de
la exposición contiene todos los elementos de la teoŕıa de la medida que se requieren para
el tratamiento del análisis avanzado de operadores por medio de medidas espectrales, las
cuales también se introducen con todo detalle en la siguiente sección. Asimismo tratamos con
todo detalle la construcción de la teoŕıa de la integral directa de espacios de Hilbert. Esta
teoŕıa es fundamental en la teoŕıa matemática de dispersión y no es tratada a detalle en la
literatura avanzada de la teoŕıa espectral de operadores. Habiendo introducido el concepto de
medida espectral y la integral directa de espacios de Hilbert, procedemos a estudiar operadores
compactos y en particular operadores de tipo traza. Esto es porque en la mayoŕıa de los casos la
diferencia entre las resolventes del operador libre y perturbado es un operador de clase traza. El
siguiente caṕıtulo comprende propiamente una introducción detallada a la teoŕıa matemática
de dispersión y es la parte central del trabajo. El primer caṕıtulo sirve de fundamento teórico
para la mayoŕıa de los conceptos y demostraciones presentes en el Caṕıtulo 2. Finalmente, los
conceptos elementales de la teoŕıa espectral de operadores están presentes en el Apéndice.

Los textos existentes sobre teoŕıa matemática de dispersión carecen de una compilación
sistemática, detallada y completa de los conceptos de la teoŕıa de la medida, la teoŕıa espectral
de operadores y la teoŕıa de funciones que son necesarios para abordar la teoŕıa matemática
de dispersión. El objetivo fundamental del presente texto es contribuir a saldar esta carencia
en la literatura proporcionando al lector una introducción sistemática, detallada y completa
a la teoŕıa de dispersión.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Elementos de teoŕıa de la medida

En este caṕıtulo recolectamos una serie de resultados necesarios que no pertenecen pro-
piamente a la teoŕıa de dispersión. La teoŕıa de dispersión requiere de una clasificación del
espectro de un operador autoadjunto basado en teoŕıa de la medida. Brevemente menciona-
remos unos resultados básicos respecto a las medidas de Borel sobre la recta real R.

Definición 1. Sea X un conjunto. A 0 ⊆ P(X) es una álgebra de subconjuntos de X si

i) ∅ ∈ A 0, X ∈ A 0.

ii) Si δ1, δ2 ∈ A 0 entonces δ1 ∪ δ2 ∈ A 0.

iii) Si δ1, δ2 ∈ A 0 entonces δ1 \ δ2 ∈ A 0.

Definición 2. A es una σ-álgebra si es un álgebra que es cerrada respecto a uniones contables
de elementos.

Si X es un espacio métrico completo, denotamos por BX a la mı́nima σ-álgebra que
contiene a las bolas cerradas.

Definición 3. Un espacio medible es una pareja (X,A ) en la que X es un conjunto no vaćıo
y A es una σ-álgebra de subconjuntos de X.

Definición 4. Sean (X,A ) y (Y, Ã ) espacios medibles. Decimos que f : (X,A ) → (Y, Ã )
es una función medible relativa a las σ-álgebras A y Ã si f−1(δ̃) ∈ A , para todo δ̃ ∈ Ã .
Si Y = R (ó Y = C) y Ã = BR (Ã = (BC)), entonces diremos que f es A -medible si
f−1(BR) ⊂ A (f−1(BC) ⊂ A ).

En lo que resta de este trabajo, denotaremos a los siguientes conjuntos por

S(X,A ) := {f : X → C|f es A -medible},

S+(X,A ) := {f ∈ S(X,A )|f ≥ 0}.
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Definición 5. Sea (X,A ) un espacio medible. Una medida en (X,A ) es una función µ :
X → R̄ con las siguientes propiedades:

i) µ(∅) = 0.

ii) µ(δ) ≥ 0 para todo δ ∈ A .

iii) µ es σ-aditiva; i.e. Si {δn} es una sucesión de elementos ajenos entre śı de A , entonces:

µ

(
∞⋃
n=1

δn

)
=
∞∑
n=1

µ(δn).

Si A = BX (ó BX ⊂ A 0) decimos que µ es una medida boreliana.

Definición 6. µ : A → [0,∞) es una medida completa si para cada δ ∈ A tal que µ(δ) = 0,
entonces para todo ∂ ⊂ δ se tiene que ∂ ∈ A .

Si µ0 : A 0 → [0,∞) es una función aditiva numerable definida en A 0 un álgebra, entonces
existen A σ-álgebra y µ medida sobre A tal que A 0 ⊆ A . Más aún, si construimos a µ con
el teorema de extensión de Caratheodory entonces µ es completa.

Definición 7. Sea µ : A → [0,∞) una medida boreliana. Decimos que Z ∈ A es un soporte
boreliano de µ si µ(Zc) = 0. Denotamos por suppµ al soporte boreliano más pequeño y
cerrado.

Definición 8. Un espacio de medida es una terna (X,A , µ), en la que (X,A ) es un espacio
medible y µ : A → R̄ es una medida. Haremos la identificación (X,A , µ) ≡ (X,µ).

Definición 9. Sea (X,A , µ) un espacio de medida y sea P (x) una proposición referente a X.
Decimos que P (x) es cierta casi seguramente (abreviado c.s.) si existe δ ∈ A tal que µ(δ) = 0
y P (x) es cierta si x ∈ X \ δ.

En general, no es cierto que µ({x ∈ X|P (x) es falso}) = 0, para que esto suceda hay que
pedir que µ sea completa.

Definición 10. Sea (X,A , µ) un espacio de medida, definimos

Π(X,A ) :=

{
ϕ ∈ S(X,A )|ϕ =

n∑
j=1

cjχδj , donde {δj}nj=1 es partición de X y ∀j, cj ∈ C

}
.

Definición 11. Sea (X,A , µ) un espacio de medida. Definimos

L∞(X,µ) = L∞(µ) := {ϕ ∈ S(X,µ)|ϕ es acotada (c.s. rel. µ)}.

Si f es una función real valuada, no decreciente y continua por la izquierda; podemos
definir una medida µ en los conjuntos de la forma δ = [α, β) con α < β, de la siguiente
manera

µ(δ) = f(β)− f(α).



Definición 12. Sean (X,A ) un espacio de medida y µ1,µ2 dos medidas definidas en A .
Decimos que µ1 es absolutamente continua con respecto a µ2 (denotado por µ1 ≺ µ2) si y sólo
si µ2(δ) = 0 siempre que µ1(δ) = 0.

Con la definición anterior tenemos la siguiente equivalencia: µ1 ≺ µ2 si y sólo si existe

ϕ ∈ S+(X,A ) tal que µ1(δ) =

∫
δ

ϕdµ2.

Definición 13. Sean X1, X2 ⊂ X tales que X1 ∩X2 = ∅ y X = X1 ∪X2, decimos que µ1 es
singular (ortogonal) a µ2 (denotado por µ1 ⊥ µ2) si y sólo si µ1(X1) = µ2(X2) = 0.
En particular, si µ1 y µ2 son medidas borelianas con Z1 = suppµ1 y Z2 = suppµ2; se tiene
que µ1 ⊥ µ2 si y sólo si µ1(Z1) = µ(Z2) = 0.

Definición 14. Sea µ una medida en (X,A ). Se dice que µ es finita si no toma el valor
extendido +∞. Si es posible hallar una sucesión {δn} de elementos de A tal que X =

⋃∞
n=1 δn

y µ(δn) < +∞ para todo n ∈ N, entonces diremos que µ es σ-finita. Claramente toda medida
finita es automáticamente σ-finita.

Teorema 15. [Descomposición de Lebesgue]. Si (X,A ) es un espacio medible y µ1 y
µ2 son medidas σ-finitas en A , entonces existen dos únicas medidas σ-finitas µ1a y µ1s tales
que µ1 = µ1a + µ1s; donde µ1a ≺ µ2 y µ1s ⊥ µ2.

Definición 16. Decimos que Z0 es un soporte boreliano minimal si y sólo si para todo Z
soporte boreliano de µ se tiene que λ(Z0 \ Z) = 0 donde λ es la medida de Lebesgue en R.

Un soporte boreliano minimal siempre existe, para ello, supongamos que existe Z un so-
porte boreliano de µ tal que λ(Z) < ∞. Sea ζ = ı́nf λ(Z) donde Z ∈ {Z ⊂ R|λ(Z) <
∞ con Z soporte boreliano}; sea {Zn} una sucesión de soportes borelianos tales que λ(Zn)→
ζ; tomamos Z0 =

⋂
n∈N

Zn. Aśı, Z0 es un soporte boreliano minimal con λ(Z0) = ζ.

Si tomamos Z0 ∪ A con λ(A) = 0, también resulta ser un soporte boreliano minimal; por lo
que el soporte boreliano minimal existe pero no está uńıvocamente determinado.
Sea G un conjunto abierto y µ = λ �G la medida de Lebesgue restringida a G. Aqúı G es un
soporte boreliano minimal pero suppµ = Ḡ.
Sabemos que por el teorema de Lebesgue, una función monótona no decreciente F (x) tiene
derivada f(x) = F ′(x) > 0 para casi toda x ∈ R, y además, f ∈ Lloc

1 (R); es decir, es integrable
sobre cualquier intervalo finito.
Las definiciones de medida absolutamente continua y medida ortogonal de una medida µ
pueden ser reformuladas de manera equivalente en términos de f = fµ. A saber, µ es absolu-
tamente continua si

µ(X) =

∫
X

f(λ)dλ

para cualquier intervalo (y por lo tanto para cualquier conjunto de Borel) de X. Una medida
es ortogonal si f(λ) = 0 para λ c.s. De aqúı se sigue que f coincide con la derivada de
Radon-Nikodym de la parte absolutamente continua de la medida µ (relativa a la medida de
Lebesgue). En otras palabras

µa(X) =

∫
X

f(λ)dλ



y para λ c.s.
F µ(λ) = F ′µa(λ)

Los conjuntos de Borel Zδ y Za correspondientes a las componentes ortogonal µδ y absoluta-
mente continua µa de µ pueden ser descritas en términos de la función f . De manera precisa,
consideramos f la derivada simétrica; es decir,

f(λ) = ĺım
ε→0

F (λ+ ε)− F (λ− ε)
2ε

(1.1)

Entonces, Zδ consiste de los puntos λ donde el ĺımite (1.1) existe y es igual a +∞. Denotamos
por Z0 el conjunto de puntos tales que el ĺımite (1.1) no existe o es igual a cero. Resulta
µ(Z0) = 0. Por lo tanto, la parte absolutamente continua está concentrada (i.e. µa = µZa) en
el conjunto Za = R \ (Zδ ∪Z0) donde la derivada simétrica existe, es finita y distinta de cero.

1.2. Medida Espectral

Definición 17. Para todo espacio de Hilbert H, denotamos por
B(H) := B(H,H) al conjunto de operadores lineales acotados que van de H en H.

Teorema 18. Sea T un operador lineal sobre H un espacio de Hilbert. T tiene función inversa
acotada si y sólo si

‖Tx‖ ≥ c‖x‖, c > 0,∀x ∈ D(T ) (1.2)

más aún, el máximo valor posible para c es c = 1/‖T−1‖.

Demostración. Supongamos que se cumple (1.2); como c > 0 tenemos {x ∈ D(T ) : Tx = 0} =
{0}, por lo tanto T−1 existe. Sustituimos Tx = y en (1.2) y tenemos

‖y‖ ≥ c‖T−1y‖ ∀y ∈ D(T−1) = ran(T )

por lo que ‖T−1‖ ≤ c−1. Ahora, supongamos que T−1 existe y es acotada; por lo que

‖T−1y‖
‖y‖

≤ c−1 =⇒ ‖T−1‖ ≤ c−1,

la igualdad se alcanza en c−1 = ‖T−1‖. Hacemos x = T−1y; aśı

‖x‖
‖Tx‖

≤ c−1 =⇒ ‖x‖c ≤ ‖Tx‖

por lo que cumple (1.2).

Definición 19. Sea H un espacio de Hilbert, sea T un operador lineal cerrado, denotamos
por

ρ̂(T ) := {z ∈ C|∃Cz > 0,∀f ∈ dom(T ), ‖(T − zI)f‖ ≥ Cz‖f‖},

a este conjunto le llamamos el conjunto de puntos quasi-regulares de T .



Proposición 20. Sea H espacio de Hilbert y sea z ∈ ρ̂(T ). T es cerrado si y sólo si ran(T−zI)
es cerrado.

Demostración. Tenemos que existe c > 0 tal que ‖(T − zI)f‖ ≥ c‖f‖ para toda f ∈ D(T )
por lo que (T − zI)−1 existe y está acotada. Tenemos que (T − zI)−1 es cerrado si y sólo si
D((T − zI)−1) = ran(T − zI) es cerrado. Por lo tanto T es cerrado si y sólo si ran(T − zI)
es cerrado.

Teorema 21. Sea T un operador cerrado que satisface

‖Tx‖ ≥ c‖x‖, ∀x ∈ D(T )(c > 0) (1.3)

supongamos también D(T ) ⊂ D(W ) y

‖Wx‖ ≤ a‖Tx‖, ∀x ∈ D(T )(a < 1) (1.4)

entonces T +W es cerrado sobre D(T ) y satisface (1.3) con c1 = (1− a)c en lugar de c. Más
aún, dim(H	 ran(T +W )) = dim(H	 ran(T )).

Demostración. Como ‖Wx‖ ≤ a‖Tx‖ =⇒ ‖Wx‖2 ≤ a2‖Tx‖2 para toda x ∈ D(T ) y para
a < 1. De aqúı se sigue que W es fuertemente dominada por T , entonces el operador T +W
definido en D(T ) es cerrado. Ahora calculamos:

‖(T +W )x‖ ≥ ‖Tx‖ − ‖Wx‖
≥ ‖Tx‖ − a‖Tx‖ (por (1.4))

≥ (1− a)c‖x‖ (por (1.3))

por lo tanto ran(T +W ) es un subespacio. Supongamos dim(H	 ran(T +W )) < dim(H	
ran(T )), entonces existe f ∈ (H 	 ran(T )), f 6= 0 tal que f ⊥ (H 	 ran(T + W )). Aśı,
f ∈ ran(T +W ), es decir, f = (T +W )y para alguna y ∈ D(T ). Como f ⊥ ran(T ) se sigue
〈f, Ty〉 = 0, por lo que

〈(T +W )y, Ty〉 = 0 =⇒ 〈Ty, Ty〉 = −〈Wy, Ty〉,

análogamente, si dim(H	ran(T+W )) > dim(H	ran(T )), existe f ∈ H	ran(T+W ), f 6= 0
tal que f = Ty para alguna y ∈ D(T ) ; por lo que 〈Ty, Ty〉 = −〈Wy, Ty〉. Calculamos:

‖Ty‖2 ≤ ‖Wy‖‖Ty‖
≤ a‖Ty‖2 (por (1.4))

lo cual es una contradicción ya que por hipótesis a < 1. Por lo tanto dim(H	 ran(T +W )) =
dim(H	 ran(T )).

Corolario 22. Sea W ∈ B(H) y ‖W‖ < c donde c es la constante en (1.3), entonces la
conclusión del teorema 21 es válida para T +W .



Demostración. Calculamos

‖Wx‖ ≤ ‖W‖‖x‖ ≤ ‖W‖c−1‖Tx‖

donde la última desigualdad se da por (1.3). Como ‖W‖ < c se sigue que ‖W‖c−1 < 1,
tomamos a = ‖W‖c−1, por el teorema 21 se sigue fácilmente el resultado con c1 = (1− a)c =
c− ‖W‖.

Teorema 23. El conjunto ρ̂(T ) es abierto, además dim(H	 ran(T − λI)) es constante para
cada componente conexa de ρ̂(T ).

Demostración. Veamos que ρ̂(T ) es abierto. Sea λ0 ∈ ρ̂(T ), se tiene que existe c0 > 0 tal que
‖(T − λ0)x‖ ≥ c0‖x‖ para toda x ∈ D(T ). Sea λ tal que |λ− λ0| < c0; tenemos

T − λI = (T − λ0I) + (λ0 − λ)I

como (T − λ0I) es cerrado y (λ0 − λ)I ∈ B(H) con |λ0 − λ| < c0, por el corolario 22 se sigue
que T − λI es cerrado y satisface ‖T − λI‖ ≥ c‖x‖ para toda x ∈ D(T ) y para alguna c > 0,
de aqúı tenemos que la bola abierta con centro λ0 y radio c0 está contenida en ρ̂(T ). Por lo
tanto ρ̂(T ) es un conjunto abierto; además dim(H	 ran(T −λ0I)) = dim(H	 ran(T −λI)).
Ahora, cada subconjunto abierto se descompone en a lo más una cantidad numerable de
componentes conexas. Si dos puntos corresponden a una sola componente, se pueden conectar
mediante un camino poligonal. Cada punto del camino se puede considerar el centro de una
bola abierta donde dim(H	ran(T −λI)) es constante. Esta cubierta admite una subcubierta
finita; por lo tanto dim(H	 ran(T − λI)) es constante.

Corolario 24. Si dim(H	 ran(T − λI)) = 0 para λ ∈ ρ̂(T ), entonces (T − λI)−1 ∈ B(H)

Demostración. Como λ ∈ ρ̂(T ), existe c > 0 tal que

‖(T − λI)x‖ ≥ c‖x‖ ∀x ∈ D(T )

por el teorema 18, (T − λI)−1 existe y está acotada en D((T − λI)−1) = ran((T − λI)) = H,
por lo tanto (T − λI)−1 ∈ B(H).

Definición 25. Sea H espacio de Hilbert. Definimos al conjunto resolvente como

ρ(T ) := {z ∈ ρ̂(T )|dim(ran(T − zI)⊥) = 0}

A su complemento, σ(T ) := C \ ρ(T ) le llamaremos espectro de T , mientras que a σ̂(T ) :=
C \ ρ̂(T ) le llamaremos núcleo espectral.

Definición 26. Sea H espacio de Hilbert. Definimos los siguientes conjuntos

σc(T ) := {z ∈ C|ran(T − zI) 6= ran(T − zI)}
σp(T ) := {z ∈ C|ker(T − zI) 6= {0}}

El conjunto σc(T ) se le conoce como espectro continuo de T . Al conjunto σp le llamamos
espectro puntual de T y consiste de todos los eigenvalores de T , ker(T − zI) corresponde al
eigenespacio respectivo de z.



Teorema 27. Para cada operador cerrado T se sigue

σ̂(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ).

Demostración. Es fácil ver que σp(T ) ⊂ σ̂(T ) y σc(T ) ⊂ σ̂(T ). Sea z ∈ C \ (σp ∪σc), entonces
ran(T − zI) es un subespacio y (T − zI)−1 existe y está bien definido en D((T − zI)−1) =
ran(T−zI). Como T es cerrado y zI ∈ B(H) se sigue que (T−zI) y (T−zI)−1 son operadores
cerrados. Aśı, (T −zI)−1 es cerrado y D((T −zI)−1) es un subespacio; se sigue que (T −zI)−1

es continuo. Tenemos que T − zI tiene función inversa continua, por el teorema 18 se sigue
‖(T − zI)f‖ ≥ c‖f‖ para toda f ∈ D(T ) y para alguna c > 0; es decir, z ∈ ρ̂(T ); por lo tanto
σ̂(T ) ⊂ σp(T ) ∪ σc(T ).

Definición 28. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador es simétrico si A ⊆ A∗; para estos
operadores, 〈f, Af〉 ∈ R.

Definición 29. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A es semiacotado si 〈f, Af〉 ≥
C〈f, f〉.
Si C ≥ 0 decimos que A ≥ 0.
Si A y B son operadores tales que A−B ≥ 0, decimos A ≥ B.

Definición 30. Sea H un espacio de Hilbert. Un proyector ortogonal P es un operador que
satisface

P = P ∗ = P 2.

Denotamos por P(H) el conjunto de todos los proyectores ortogonales en H definidos en todo
H.

Proposición 31. Sea H un espacio de Hilbert y P un proyector ortogonal; entonces 0 ≤ P ≤
I.

Definición 32. Sea (X,A ) un espacio medible. Sea H un espacio de Hilbert y sea P(H) el
conjunto de proyectores ortogonales definidos sobre todo H. Supongamos que E : A → P(H)
es una función que satisface:

1. Es aditiva numerable, es decir, si {δn} ⊂ A es un conjunto finito o numerable de

conjuntos ajenos con δn ∈ A y δ =
⋃
n

δn, entonces E(δ) = s-
∑
n

E(δn).

2. Es completa, esto es, E(X) = I.

Entonces E es una medida espectral sobre H.

Cada medida espectral genera una familia de medidas escalares finitas en A de la siguiente
forma: para cada f ∈ H, hacemos 〈f, E(δ)f〉 = 〈E(δ)f, E(δ)f〉 = ‖E(δ)f‖2 ≥ 0, de manera
que µf (δ) := 〈f, E(δ)f〉 define una medida finita pues µf (X) = 〈f, E(X)f〉 = ‖f‖2. Más aún,

para f, g ∈ H, µf,g(δ) := 〈g, E(δ)f〉 define una medida compleja que cumple µf,g(δ) = µg,f (δ).



Definición 33. Sea (X,A ) un espacio medible y H un espacio de Hilbert. Sea E : A → P(H)
y sea δ ∈ A . Decimos que δ es un conjunto de medida cero respecto de E si E(δ) = 0. Si
ϕ : X → R es una función medible, denotamos

E- supϕ := ı́nf {a ∈ R|ϕ(x) ≤ a E-c.s.} ,

si se cumple que E- sup |ϕ| <∞ decimos que ϕ es acotada respecto de E.

Definición 34. Sea (X,A ) un espacio de medible y H un espacio de Hilbert. Sea E : A →

P(H) una medida espectral sobre H. Sea {δj}nj=1 una partición finita de A y sea ϕ =
n∑
j=1

cjχδj ,

con cj ∈ C para j ∈ {1, . . . , n}, definimos:∫
ϕdE :=

n∑
j=1

cjE(δj)

que cumple
〈
g,
(∫

ϕdE
)
f
〉

=
∫
ϕdµf,g puesto que〈

g,

(∫
ϕdE

)
f

〉
=

〈
g,

(
n∑
j=1

cjE(δj)

)
f

〉

=
n∑
j=1

cjµf,g(δj)

=

∫
ϕdµf,g

en particular,
〈
f,
(∫

ϕdE
)
f
〉

=
∫
ϕdµf . A su vez, se cumple∥∥∥∥∫ ϕdE

∥∥∥∥ = E- sup |ϕ|,

esto nos da una isometŕıa Π(X,A )
∫
→ B(H). Podemos extenderla por continuidad a L∞(X,E)

(el conjunto de funciones medibles y acotadas con respecto a E, donde ‖ϕ‖∞ = E- sup |ϕ|) de
la siguiente manera ∫

ϕdE := u- ĺım
n→∞

∫
ϕndE

donde {ϕn} es una sucesión arbitraria de funciones simples que convergen a ϕ ∈ L∞(X,E).

Definición 35. Sea (X,A ) un espacio medible y H un espacio de Hilbert. Sea E : A → P(H)
una medida espectral. Sea ϕ ∈ S(X,A ), definimos

Dϕ :=

{
f ∈ H

∣∣∣ ∫ |ϕ|2dµf <∞}
Proposición 36. El conjunto Dϕ de la definición 35 es lineal y denso en H.



Demostración. Sean f, g ∈ Dϕ, δ ∈ A , calculamos

µf+g(δ) = ‖E(δ)(f + g)‖2 ≤ 2‖E(δ)f‖2 + 2‖E(δ)g‖2 = 2µf (δ) + 2µg(δ)

por lo que Dϕ es lineal. Ahora, definimos δϕn :=
{
x ∈ X

∣∣|ϕ(x)| ≤ n
}

. E(X \
⋃
n δ

ϕ
n) = 0, como

la sucesión {δϕn} es creciente, se sigue que s- ĺımE(δϕn) = I. Para cualquier f ∈ H definimos
fn = E(δϕn)f , aśı ĺımn→∞ fn = f . Para ver que Dϕ es denso, basta probar fn ∈ Dϕ. Calculamos∫

|ϕ|2dµfn =

∫
|ϕ|2χ2

δϕn
dµf ≤ n2

∫
dµf = n2‖f‖2

por lo tanto Dϕ es denso.

Proposición 37. Sea (X,A ) un espacio medible y H un espacio de Hilbert. Sea E : A →
P(H) una medida espectral, sea ϕ ∈ S(X,A ). Sea δϕn :=

{
x ∈ X

∣∣|ϕ(x)| ≤ n
}

; definimos
ϕ[n] := ϕχδϕn . Tenemos que ϕ[n] ∈ L∞(X,E) para toda n ∈ N y además ϕ[n] → ϕ c.s. rel. E.

Demostración. Como ϕ ∈ S(X,A ) se sigue fácilmente que ϕχδϕn es medible con respecto a
E; además, E- sup |ϕ[n]| ≤ n por lo que ϕ[n] ∈ L∞(X,E). Además, E(X \

⋃
n δ

ϕ
n) = 0 por lo

que, para cada x ∈
⋃
n δ

ϕ
n , se sigue ĺımn→∞ ϕχδϕn (x) = ϕ(x).

Definición 38. Para f ∈ Dϕ tenemos que
{∫

ϕ[n]dEf
}∞
n=1

es una sucesión de Cauchy; por
lo que definimos la integral de ϕ ∈ S(X,A ) con respecto de E como∫

ϕdEf := ĺım
n→∞

∫
ϕ[n]dEf.

Lo anterior define un operador normal y cerrado tal que dom
(∫

ϕdE
)

= Dϕ.

Proposición 39. Supongamos que {ϕn} ⊂ S(X,A ) es una sucesión tal que

i) ϕn ∈ L∞(X,E) para toda n, y ϕn(x)→ ϕ(x) c.s. rel. E.

ii) ∃C > 0 tal que |ϕn(x)|2 ≤ C(|ϕ(x)|2 + 1), ∀n c.s. rel. E

entonces ĺımn→∞
∫
ϕndEf =

∫
ϕEf para toda f ∈ Dϕ.

Demostración. Calculamos∥∥∥∥∫ ϕnf −
∫
ϕ[n]f

∥∥∥∥2

=

∫
|ϕn − ϕ[n]|2dµf → 0

por lo tanto,
∫
ϕdE no depende de la elección de la sucesión ϕ[n].

Teorema 40. [Teorema espectral.] Sea H un espacio de Hilbert y A un operador normal,
entonces existe EA medida espectral única tal que

A =

∫
C
zdEA.

En particular, si A = A∗ entonces A =

∫
R
sdEA y domA =

{
f ∈ H

∣∣∣ ∫
R
|s|2dµf <∞

}
.



Proposición 41. Sea f : Ω → C medible. Sea Df :=
{
x ∈ H

∣∣∣ ∫
Ω

|f |2dEx,x <∞
}

, entonces

Df es un subespacio denso de H. Si x, y ∈ H se sigue:∫
Ω

|f |d|Ex,y| ≤ ‖y‖
(∫

Ω

|f |2dEx,x
)1/2

.

Demostración. Ver [4] Lema 13.23, Página 342.

Teorema 42. Sea E una resolución de la identidad sobre Ω.

(a) Para cada función medible f : Ω → C le corresponde un operador denso Φ(f) definido
en H, con dominio D(Φ(f)) = Df , tal que

〈Φ(f)x, y〉 =

∫
Ω

fdEx,y ∀x ∈ Df , ∀y ∈ H (1.5)

y además satisface

‖Φ(f)x‖2 =

∫
Ω

|f |2dEx,x ∀x ∈ Df . (1.6)

(b) Si f y g son funciones medibles, entonces

Φ(f)Φ(g) ⊂ Φ(fg) y D(Φ(f)Φ(g)) = Dg ∩ Dfg. (1.7)

Además, Φ(f)Φ(g) = Φ(fg) si y sólo si Dfg ⊂ Dg.

(c) Para cada función medible f : Ω→ C

Φ(f)∗ = Φ(f̄) (1.8)

Φ(f)Φ(f)∗ = Φ(|f |2) = Φ(f)∗Φ(f) (1.9)

Demostración. Ver [4] Teorema 13.24, página 343.

1.3. Integral directa de espacios de Hilbert

Definición 43. Sea A un operador autoadjunto. Decimos que el operador A es simple si existe
g ∈ H tal que

span{EA(δ)g|δ ∈ BR} = H,

donde EA es la medida del teorema espectral. A g se le conoce como generador.

Definición 44. [Representación canónica de un operador simple]. Consideremos
µ(δ) := 〈g, EA(δ)g〉 ∀δ ∈ A , con EA la medida del teorema espectral correspondiente al
operador simple A y con g el generador. Sea Φ : L2(R, µ)→ H dada por Φ(ϕ) =

∫
ϕdEAg.

La representación canónica de un operador simple A está dada por A = ΦMxΦ
−1.



Definición 45. Sea (X,A , µ) un espacio separable con medida boreliana σ-finita. Definimos
a la función G con dom(G) = X tal que para cada x ∈ X,G(x) es un espacio de Hilbert
separable.
Denotamos por N(x) := dimG(x) la dimensión de dicho espacio de Hilbert. Aśı, N : X →
N ∪ {0}; asumiremos que N es µ-medible, es decir

{x ∈ X|N(x) = k} ∈ A , k ∈ [1,∞].

Vamos a considerar a las funciones f definidas en dom(f) = X y tales que f(x) ∈ G(x),
que cumplen ser µ-medibles en el siguiente sentido:
Suponiendo que tenemos un conjunto numerable Ω0, se cumplen

span{g(x)|g ∈ Ω0} = G(x) para cada µ− c.s., x ∈ X (1.10)

〈g1(x), g2(x)〉G(x) es una función µ- medible (1.11)

Definición 46. Sea Ω un conjunto de funciones que cumplen las propiedades (1.10) y (1.11)
definidas previamente, y además, para cada h ∈ Ω, h : X → G(x) se cumple 〈h(x), g(x)〉G(x)

es una función medible para toda g ∈ Ω0. Llamamos a Ω el conjunto de funciones medibles.
Aśı, a la familia de espacios de Hilbert G(x) dotada con la estructura medible Ω, la denotamos
por (G(·),Ω) y le llamamos un sistema de Hilbert medible sobre el espacio de medida (X,A , µ).

Definición 47. Sea (G(·),Ω) un sistema de Hilbert medible sobre el espacio de medida
(X,A , µ). Consideremos a las funciones h ∈ Ω que satisfacen∫

X

‖h(x)‖2
G(x)dµ(x) <∞;

A este conjunto de funciones le podemos introducir la siguiente norma

‖h‖2 =

∫
X

‖h(x)‖2
G(x)dµ(x),

dicha norma satisface la identidad del paralelogramo, por lo que es generada a partir de un
producto interior, teniendo aśı que

〈h1, h2〉 =

∫
X

〈h1(x), h2(x)〉G(x)dµ(x)

con lo cual, este conjunto de funciones es un espacio de Hilbert al cual lo denotamos por

H :=

∫
X

⊕G(x)dµ(x)

y le llamamos la integral directa de los espacios de Hilbert G(x).

Teorema 48. Sean (G,Ω) y (G′,Ω′) dos sistemas de Hilbert medibles generados por el mismo
espacio (X,A , µ) tales que N = N ′, µ-c.s., entonces existe un mapa unitario entre H y H′.



De este resultado se sigue que µ y N determinan a la integral directa de espacios de
Hilbert.

Definición 49. [Operador de múltiplicación de H]. Sea H la integral directa de espacios
de Hilbert determinada por µ y N , y sea ϕ ∈ S(X,A ). Definimos Qϕ con

dom(Qϕ) :=

{
g ∈ H

∣∣∣ ∫
X

|ϕ(x)|2‖g(x)‖2dµ(x) < +∞
}

dada por (Qϕg)(x) = ϕ(x)g(x).

Con la definición previa, si ∂ ∈ BR se tiene χ∂ ∈ S(X,A ). Calculamos

〈g,Qχ∂f〉 =

∫
∂

〈g(x), f(x)〉G(x)dµ(x),

con las propiedades de esta integral se puede demostrar que:

1. Qχ(∂)
es un proyector.

2. Qχ(·) es aditiva numerable, es decir, si {δn} ⊂ A es un conjunto finito o numerable de
conjuntos ajenos con δn ∈ A y δ =

⋃
n δn, entonces Qχ(δ)

= s-
∑

nQχ(δn)
.

3. Qχ(X)
= I.

Con lo cual Qχ(·) es una medida espectral para cada ∂ ∈ BR.

Teorema 50. El operador
∫
X
ϕdQϕ coincide con el operador Qϕ.

Demostración. Tenemos que dom(Qϕ) = dom(
∫
X
ϕdQϕ). Para cada g ∈ dom(Qϕ) y para

cada h ∈ H calculamos

〈g,Qϕh〉 =

∫
X

ϕ(x)〈g(x), h(x)〉G(x)dµ(x) =

∫
X

ϕdµh,g = 〈g,
∫
X

ϕdQϕh〉

Definición 51. Sea (G,Ω) un sistema de Hilbert medible y t(x) ∈ B(G(x)) definida µ-c.s.
sobre X. Decimos que t(x) es µ-medible si la función

〈f(x), t(x)g(x)〉G(x)

es medible para toda f, g ∈ Ω.

Definición 52. Sea H una integral directa de Hilbert; definimos a los operadores descompo-
nibles como los operadores T : H → H tales que dada t : X → B(G(x)) una función medible
con

µ- sup ‖t(x)‖B(G(x)) < +∞,

la función T está definida por T (h(x)) = t(x)h(x).



Teorema 53. Sea (G,Ω) un sistema de Hilbert medible y t(x) ∈ B(G(x)) una función medible
tal que

µ- sup ‖t(x)‖B(G(x)) < +∞,
entonces el operador descomponible T : h(x)→ t(x)h(x) es un operador en B(H) tal que

‖T‖B(H) = µ- sup ‖t(x)‖B(G(x))

Teorema 54. Sea (G,Ω) un sistema de Hilbert medible. El operador descomponible T :
h(x) → t(x)h(x) (con t(x) ∈ B(G(x))) medible tal que µ-sup ‖t(x)‖B(G(x)) < +∞ conmu-
ta con cualquier operador Qϕ, para ϕ ∈ (S,A ); en particular T conmuta con Qχ(δ) para toda
δ ∈ A .

Teorema 55. Sea (G,Ω) un sistema de Hilbert medible y sea T ∈ B(H). Si T conmuta con
Qχ(δ) para toda δ ∈ A entonces existe una función µ-medible

t : X → B(G(x))

tal que T (h(x)) = t(x)h(x).

Un caso particular de los operadores descomponibles es cuando t(x) = α(x)I µ-c.s.x ∈ X,
donde I es la identidad en G(x), en este caso T = Qα. En los teorema anteriores se identifican
clases de operadores que conmutan entre śı. Además, la clase de operadores que conmutan
con Qϕ es más amplia que ella misma (véase la figura de abajo).

Teorema 56. Sea H una integral directa con N(x) ≡ 1 (µ-c.s.). T ∈ B(H) conmuta con X
si y solo si T = Qϕ para algún ϕ ∈ L∞(X,µ).

Teorema 57. Sea H una integral directa. Si M ∈ B(H) conmuta con cualquier operador
descomponible, entonces existe ϕ ∈ L∞(X,µ) tal que M = Qϕ.

Proposición 58. El conjunto de operadores descomponibles sobre una integral directa H es
una subálgebra (no conmutativa si N(x) 6≡ 1); además

a) T1 + T2 7→ t1(x) + t2(x).

b) T1T2 7→ t1(x)t2(x).

c) T ∗ 7→ t∗(x).

Teorema 59. El operador descomponible T es autoadjunto (unitario, normal, proyector) si
y sólo si t es autoadjunto (unitario, normal, proyector) µ-c.s. x ∈ X.



1.4. Operadores Compactos

Definición 60. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que un operador T : H → H es un
operador lineal compacto si T es lineal y si para cada subconjunto acotado M ⊂ H, la imagen
T (M) es relativamente compacto, es decir, T (M) es compacto.
Denotamos por S∞(H) a la clase de operadores compactos definidos en todo H.

Como los operadores en S∞(H) están acotados y definidos en toda H, se sigue que son
operadores cerrados; por lo que, si T ∈ S∞(H), éste admite la representación polar, donde V
es la isometŕıa parcial tal que T = V |T | con |T | = (T ∗T )1/2. Por lo que T y |T | son operadores
compactos.
De lo anterior, si tomamos T ∈ S∞(H) tendremos que |T | es un operador autoadjunto compac-
to. Si {sk} es el conjunto de eigenvalores de |T | ordenados de forma decreciente y contados
con multiplicidad, y si {ϕk} es la base ortonormal de H dada por los eigenvalores; por el
teorema espectral para operadores autoadjuntos compactos aplicado a |T | tenemos

|T | =
∑
k

sk〈ϕk, ·〉ϕk

donde ĺımk→∞ sk = 0; de aqúı se sigue

T = V |T |

=
∑
k

sk〈ϕk, ·〉V ϕk

=
∑
k

sk〈ϕk, ·〉ψk (1.12)

donde a (1.12) se le conoce como la representación canónica de operadores compactos, mien-
tras que {sk} se les llama números singulares y {ψk} también es una base ortonormal de
ran(T ). Aśı, todo operador compacto admite una representación canónica. A su vez tenemos
el siguiente resultado:

Teorema 61. Sean {ϕk}, {ψk} sistemas ortonormales de H con la misma cardinalidad, sea

{sk} una sucesión decreciente, sk > 0, ĺımk→∞ sk = 0. Entonces T =
∑
k

sk〈ϕk, ·〉ψk define un

operador compacto.

Demostración. Denotemos Tn =
n∑
k=1

sk〈ϕk, ·〉ψk; calculamos

‖(Tn+q − Tn)‖2 =

n+q∑
k=n+1

s2
k|〈ϕk, x〉|2 ≤ s2

n+1

∑
k

|〈ϕk, x〉|2 ≤ s2
n+1‖x‖2

por lo que {Tn} es una sucesión de Cauchy de operadores de rango finito, aśı {Tn} converge
uniformemente a un operador T ∈ S∞(H); es decir, ‖Tn − T‖ → 0 cuando n→∞.



En la demostración previa, la igualdad en los cálculos se alcanza cuando x = ϕn+1, aśı

‖T − Tn‖ = sn+1(T ). (1.13)

Teorema 62. Sea A ∈ S∞(H) un operador autoadjunto y sea {λn} el conjunto de eigenvalores
ordenados de manera decreciente y contados con multiplicidad. Entonces

λn = mı́n
L

máx
x∈L\{0}

〈x,Ax〉
‖x‖2

donde dim(H	L) ≤ n− 1.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A > 0. Sea L un subespacio de
Hilbert con dim(H	L) ≤ n− 1. Supongamos que existe ε0 > 0 tal que

〈x,Ax〉 ≤ (λn − ε0)‖x‖2 ∀x ∈ L (1.14)

por lo que existe x 6= 0 con x ∈ span{ξk|k = 1, . . . , n} tal que x ∈ L y x ∈ (H	 L)⊥ (donde

{ξk}nk=1 es base ortonormal para L). Como x ∈ L entonces x =
n∑
k=1

xkξk con lo cual

〈x,Ax〉 ≥ λn〈x, x〉

lo cual contradice a (1.14). Por lo tanto λn ≤ máxx∈L\{0}
〈x,Ax〉
‖x‖2 donde la igualdad se alcanza

en L = span{ξk}nk=1.

Del teorema previo se sigue el siguiente resultado fundamental:

sn+1 = mı́n
L

máx
x∈L\{0}

(‖Tx‖/‖x‖) (1.15)

donde L es tal que dim(H	L) ≤ n− 1.

De la ecuación (1.15) se obtiene que:

a) Si R ∈ B(H) entonces sk(TR) ≤ ‖R‖sk(T ).

b) sn+1(T ) = mı́nK ‖T −K‖ (rankK ≤ n); más aún, sean T1, T2 ∈ S∞(H), de la igualdad
previa tenemos

sm+n−1(T1 + T2) ≤ sm(T1) + sn(T2)

suponiendo T = T1 + T2 entonces

|sm(T )− sm(T1)| ≤ ‖T − T1‖ (1.16)

lo cual muestra que los números singulares dependen de T continuamente.



1.4.1. Operadores traza

La clase S∞(H) contiene una subclase importante de operadores.

Definición 63. Definimos al conjunto

S1(H) :=

{
T ∈ S∞(H)|

∑
k

sk < +∞

}
.

Teorema 64. Sea T ∈ B(H). Supongamos que existe {gk} base ortonormal tal que
∑

k ‖Tgk‖2 <
+∞, entonces T ∈ S∞(H).

Demostración. Sea {xn} una sucesión débilmente convergente a 0. Calculamos

‖T ∗xn‖2 =
∑
k

|〈gk, T ∗xn〉|2 =
∑
k

|〈Tgk, xn〉|2,

debido a que 〈Tgk, xn〉 → 0 cuando n → 0 y {xn} está acotada se sigue que existe c > 0 tal
que |〈Tgk, xn〉|2 ≤ c‖Tgk‖2. Luego, por la versión discreta del teorema de Lebesgue tenemos
que ‖T ∗xn‖ → 0 cuando n → ∞, con lo cual T ∗xn → 0 cuando n → ∞. Entonces T ∗ es un
operador compacto y por lo tanto T es compacto.

Teorema 65. Sea T ∈ B(H), T > 0. Si existe {gk} una base ortonormal tal que
∑

k〈gk, T gk〉 <
+∞ entonces T ∈ S1(H) y para toda {hk} base ortonormal se cumple∑

k

〈hk, Thk〉 =
∑
k

sk

Demostración. Por hipótesis
∑
k

〈gk, T gk〉 =
∑
k

‖T 1/2gk‖2 < +∞, por el teorema previo se

sigue T 1/2 ∈ S∞(H) con lo cual T ∈ S∞(H). Usando la representación canónica de operadores
compactos T =

∑
k sk〈ϕk, ·〉ψk donde ϕk = ψk pues T > 0, calculamos∑

k

〈hk, Thk〉 =
∑
k

∑
j

sj|〈ϕj, ψk〉|2 =
∑
k

sk.

Teorema 66. Sean T ∈ S1(H) y {sk}, {hk} bases ortonormales de H, entonces∑
k

|〈hk, T gk〉| ≤
∑
k

sk



Demostración. Usamos la descomposición canónica de T y calculamos:∑
k

〈hk, T gk〉 ≤
∑
k

∑
j

sj|〈ϕj, gk〉〈hk, ψj〉|

≤
∑
j

sj

[∑
k

|〈ϕj, gk〉|2
]1/2 [∑

k

|〈hk, ψj〉|2
]1/2

=
∑
k

sk‖ϕk‖‖ψk‖

=
∑
k

sk.

Teorema 67. Si T ∈ B(H) y existe {gk} base ortonormal tal que
∑

k ‖Tgk‖ < +∞, entonces
T ∈ S1(H).

Demostración. Sin pérdida de generalidad consideremos T > 0, como
∑
k

〈gk, |T |gk〉 ≤
∑
k

‖|T |gk‖

y
∑
k

‖|T |gk‖ < +∞, por el teorema 65 se sigue |T | ∈ S1(H), por lo tanto T ∈ S1(H).

Teorema 68. El funcional T 7→
∑
k

sk es una norma en S1(H).

Demostración. Sean T1, T2 ∈ S1(H) y T = T1 + T2; por el teorema 66 tenemos que para
cualesquiera {gk}, {hk} sistemas ortonormales∑

k

|〈hk, T gk〉| ≤
∑
k

|〈hk, T1gk〉|+
∑
k

|〈hk, T2gk〉| ≤
∑
k

sk +
∑
k

rk

por lo que T ∈ S1(H). Las propiedades de la norma se siguen de la definición ya que los
números singulares son no negativos, aśı

‖T‖1 =
∑
k

sk(T ).

Teorema 69. (S1(H), ‖ · ‖1) es un espacio de Banach.

Demostración. Sea {Tn} una sucesión de Cauchy con respecto a ‖ · ‖1. Usando (1.13) con-
cluimos que ‖T‖ = s1 ≤ ‖T‖1; aśı {Tn} es una sucesión de Cauchy con respecto a ‖ · ‖B(H),
entonces Tn → T ∈ S∞(H).
Debido a que ‖Tn − Tm‖ ≤ ε para m,n� 1, se sigue∑

k

sk(Tn − Tm) ≤ ε para m,n� 1



usando la continuidad de los números singulares y haciendo n→∞, tenemos∑
k

sk(T − Tm) ≤ ε

con lo cual T − Tm ∈ S1(H), sin embargo, Tm ∈ S1(H), por lo que T ∈ S1(H). Por último
notemos que

ĺım
m→∞

‖T − Tm‖ = 0.

Teorema 70. S1(H) es separable.

Demostración. Sea T ∈ S1(H) y sean Tn =
∑n

k=1 sk(T ), se sigue que

‖T − Tn‖ =
∑
k>n

sk(T ),

puesto que sk(Tn) = sk(T ) para n ≤ k y sk(Tn) = 0 para k > n. Por lo tanto

‖T − Tn‖1 → 0 cuando n→∞.

Teorema 71. Si T ∈ S1(H) entonces para toda base ortonormal {gk},
∑
k

〈gk, T gk〉 es abso-

lutamente convergente y la suma no depende de la elección de la base.

Demostración. Usando la representación canónica de operadores compactos calculamos

∑
k

〈gk, T gk〉 =
∑
k

∑
j

sj〈ϕj, gk〉〈gk, ψj〉

=
∑
j

sj
∑
k

〈gk, ψj〉〈ϕj, gk〉 (por teo 66)

=
∑
j

sj〈ϕj, ψj〉

=
∑
j

〈ϕj, Tϕj〉

por el teorema 66 esto es absolutamente convergente y no depende de la elección de {gk}.

Definición 72. Sea T ∈ S1(H), definimos la traza de T por

TrT :=
∑
k

〈gk, T gk〉

la suma de los elementos de la diagonal de la matriz T en la base {gk}.

Observemos que |TrT | ≤ ‖T‖1, y en particular si T > 0 entonces TrT = ‖T‖1.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de dispersión

Sea H un espacio de Hilbert, consideremos
{
f ∈ H

∣∣‖f‖ = 1
}

; les llamaremos f -estados.
La probabilidad de que el valor de una observable se encuentre en el intervalo (a, b) ⊂ R
cuando el sistema se encuentre en el estado f es:

〈f, EA(a, b)f〉 =

∫
(a,b)

dµf

La dinámica de estados está dada por un grupo continuo uniparamétrico de operadores uni-
tarios

ft = U(t)f0.

Existe un operador generador (del grupo de operadores) A = A∗; se conoce como Hamiltoniano
del sistema.
Serán de nuestro interés

i
d

dt
ft = Aft (Ecuación de Schrödinger)

i
d

dt
U(t)f0 = AU(t)f0.

Consideremos

i
d

dt
ft = Aft

ft = f0 (t = 0)

Tenemos dos operadores A,A0 (este último libre de interacciones) y ft = e−iAtf0, f 0
t =

e−iA0tf 0
0 .
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El problema fundamental de la teoŕıa matemática de dispersión consiste en: dado un estado
inicial f0, encontrar estados iniciales para el Hamiltoniano libre f 0±

0 tales que

ĺım
t→±∞

‖e−iAtf0 − e−iA0tf 0±

0 ‖ = 0.

Lo anterior es equivalente a
f0 = ĺım

t→±∞
eiAte−iA0tf 0±

0 .

Denotaremos f0 = W±(A,A0)f 0±
0 los operadores de onda.

Suponiendo que A es un operador tal que σ(A) = σdis(A) = σp(A) \ σ∞p (A). Si λ ∈ σdis(A),
f ∈ ker(A− λI), entonces e−iAtf = e−iλtf . Por otro lado, si σ(A0) = σdis(A0) y
f ∈ ker(A0 − λ0I) entonces e−iA0tf 0

0 = e−iλ0tf 0
0 .

En este caso no siempre es posible encontrar un estado inicial f 0±
0 .

Definición 73. [Ecuación de onda generalizada.] Usando la notación del inicio de
este caṕıtulo, la ecuación de onda generalizada se define por

d2

dt2
U + AU = 0, A > 0

con las condiciones iniciales U(0) = f, U ′(0) = h. Sean a(t) = d
dt
U y b(t) =

√
AU , definimos

Ũ :=

(
a(t)
b(t)

)
∈ H ⊕H; tenemos d

dt
a = −

√
Ab, d

dt
=
√
Ab, id

dt
Ũ =

(
0 −i

√
A

i
√
A 0

)
Ũ .

Definición 74. Sea f ∈ H, decimos que f es absolutamente continua con respecto al
operador A si µf es absolutamente continuo (con respecto a λ la medida de Lebesgue). Por
otro lado, decimos que f es singular con respecto a A si µf es singular con respecto a λ.



Definición 75. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Definimos los siguientes
conjuntos

Ha := {f ∈ H|f es absolutamente continua c.r. A}
Hs := {f ∈ H|f es singular c.r. A}

Teorema 76. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Entonces Ha ⊥ Hs.

Demostración. Por el Teorema 15, a µ la podemos descomponer de la siguiente forma
µ = µa + µs. Existe Z ⊂ R tal que µa = µ �Zc y µs = µ �Z con µs(R \ Z) = λ(Z) = 0.
Sea δ = δ1 ∪ δ2 con δ1 = δ ∩ Z y δ2 = δ ∩ Zc. Sean f ∈ Ha y g ∈ Hs, calculamos

|〈g, E(δ)f〉| = |〈g, (E(δ1) + E(δ2))f〉|
≤ |〈g, E(δ1)f〉|+ |〈g, E(δ2)f〉|
≤ |〈f, E(δ1)f〉|‖g‖2 + |〈g, E(δ2)g〉|‖f‖2

= 0

entonces, para cualquier δ ∈ BR, 〈g, E(δ)f〉 = 0; en particular, 〈g, f〉 = 0.

Teorema 77. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Entonces Ha y Hs son
conjuntos lineales.

Demostración. Sean f1, f2 ∈ Ha, entonces

〈f1 + f2, E(δ)(f1 + f2)〉 = 〈f1, E(δ)f1〉 + 〈f1, E(δ)f2〉 + 〈f2, E(δ)f1〉 + 〈f2, E(δ)f2〉 (2.1)

ahora, calculamos

|〈f1, E(δ)f2〉| = |〈E(δ)f1, E(δ)f2〉|
≤ ‖E(δ)f1‖2‖E(δ)f2‖2

≤ 〈f1, E(δ)f1〉‖f2‖2 (2.2)

de (2.1) y (2.2) se sigue que µf1+f2 es absolutamente continua. El caso con Hs es similar.

Teorema 78. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Para toda h ∈ H existen
f ∈ Ha y g ∈ Hs tales que h = f + g.

Demostración. Sea δ ∈ BR, consideremos µh(δ) = 〈h,E(δ)h〉; por el Teorema 15, a µh la
podemos descomponer en µh = µah + µsh, por lo que existe Z ⊂ R tal que λ(Z) = µsh(Z

c) = 0
(con λ la medida de Lebesgue). Definimos f = E(Zc)h y g = E(Z)h, calculamos

〈f, E(δ)f〉 = 〈E(Zc)h,E(δ)E(Zc)h〉
= 〈h,E(δ ∩ Zc)h〉
= µh(δ ∩ Zc)

= µ �Zc (δ)

= µah(δ)



y análogamente 〈g, E(δ)g〉 = µsh(δ). Entonces f ∈ Ha, g ∈ Hs y

h = E(Z)h+ (I − E(Z))h = E(Z)h+ E(Zc)h = f + g.

Corolario 79. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Tenemos que H = Ha ⊕Hs.

Definición 80. Sea H un espacio de Hilbert. Sean H1,H2 subespacios de H tales que

H = H1 ⊕H2 y sea T ∈ B(H). A x ∈ H lo podemos denotar por x =

(
x1

x2

)
con

x1 ∈ H1, x2 ∈ H2, donde, si Pi es el proyector sobre Hi, denotamos por Tjk = PjT �Hk , aśı

Tx =

(
T11 T12

T21 T22

)(
x1

x2

)
.

Definición 81. Sea H un espacio de Hilbert. Sean H1,H2 subespacios de H tales que
H = H1 ⊕H2 y sea T ∈ B(H). Decimos que H1 reduce a T si TH1 ⊂ H1 y TH2 ⊂ H2.

Si T no es acotado y domT ( H; pedimos que H1 ∩ dom(T ) = P1dom(T ), como
dom(T ) = P1dom(T ) + P2dom(T ) entonces H2 ∩ dom(T ) = P2dom(T ).

Definición 82. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador (no necesariamente acotado).
Sea H1 un subespacio de Hilbert. Decimos que H1 es invariante respecto a T si

H1 ∩ dom(T ) = P1dom(T ) y

T (H1 ∩ dom(T )) ⊂ H1

De la definición anterior, H1 ∩ dom(T ) = P1dom(T ) es equivalente a
dom(T ) = (H1 ∩ dom(T ))⊕ (H2 ∩ dom(T )) mientras que T = T1 ⊕ T2, donde Tk = T �Hk

Proposición 83. Sea H un espacio de Hilbert. Sean H1,H2 subespacios de H tales que
H = H1 ⊕H2 y sea T ∈ B(H). Si T = T ∗ y H1 es invariante respecto a T , entonces H1

reduce a T .

Proposición 84. Sea H un espacio de Hilbert. Sean H1,H2 subespacios de H tales que
H = H1 ⊕H2. Si T ∈ B(H) es un operador simétrico, cerrado, entonces H1 es invariante
con respecto a T y por lo tanto H1 reduce a T .

Teorema 85. Sea H un espacio de Hilbert. Sean H1,H2 subespacios de H tales que
H = H1 ⊕H2 y sea T ∈ B(H). Sea Pi el proyector en Hi, entonces H1 reduce a T si y sólo
si P1T = TP1.

Demostración. Supongamos que H1 reduce a T , entonces Pkdom(T ) = Hk ∩ dom(T ). Sea
x ∈ dom(T ) donde P1x, P2x ∈ dom(T ), aśı PTx = P1TP1x+P2TP2x por lo que se sigue que
P1Tx = TP1x.
Ahora, supongamos que P1T = TP1. Sabemos que P1dom(T ) ⊂ dom(T ), P1(dom(T )) ⊂ H1,
aśı P1dom(T ) = H1 ∩ dom(T ), por lo tanto H1 resulta invariante respecto a T .



Teorema 86. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto. Si H̃ es un
subespacio de H (H̃ ⊆ H), tenemos que H̃ es invariante respecto a A si y sólo si H̃ es
invariante con respecto a EA(H̃).

Demostración. Sea f ∈ dom(A), como

µEA(δ)f (∂) = 〈EA(δ)f, EA(∂)EA(δ)f〉
= 〈f, EA(∂)EA(δ)f〉
= µf �δ (∂)

≤ µf (∂)

se tiene que EA(δ)f ∈ dom(A). Sea P la proyección de H̃ y f ∈ dom(A); calculamos

µPf (δ)‖EA(δ)Pf‖2

= ‖PEA(δ)f‖2

≤ ‖EA(δ)f‖2

= µf (δ)

entonces Pf ∈ dom(A) y además, para g ∈ H se tiene que〈∫
δdEAPf, g

〉
=

∫
R
δdµPf,g

=

∫
R
δdµf,Pg

=

〈(∫
δdEA

)
f, Pg

〉
=

〈
P

(∫
δdEA

)
f, g

〉
,

por lo que obtenemos EA(δ)Ha ⊂ Ha. Ahora, sea f ∈ Ha, calculamos

µEA(δ)f (∂) = 〈E(δ)f, E(∂)E(δ)f〉
= 〈f, E(∂)E(δ)f〉
= µf �δ (∂),

entonces µEA(δ)f ≺ µf �δ≺ µf ≺ λ; por lo tanto EA(δ)f ∈ Ha.

Definición 87. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Definimos los siguientes
operadores: Aac := A �Ha y As := A �Hs. De esta definición se sigue inmediatamente que
A = Aac ⊕ As; además, definimos los siguientes conjuntos:

σac(A) := σ(Ac), σs(A) := σ(As)

Hpp := span{λ(R)|λ es eigenvector de A}



Proposición 88. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto. Tenemos que
Hpp reduce a A y Hpp ⊂ Hs.

Definición 89. De la proposición 88, como Hpp ⊂ Hs, definimos Hsc := Hs 	Hpp.
Asimismo, definimos Asc := A �Hsc , App := A �Hpp , σsc(A) := σ(Asc) y σpp(A) := σ(App).

Definición 90. Sea H un espacio de Hilbert; decimos que h ∈ H es un elemento maximal si
para toda f ∈ H, µf ≺ µh.

Teorema 91. Sea H un espacio de Hilbert. Si H es separable entonces para cualquier
operador autoadjunto A existe un elemento de tipo maximal.

Proposición 92. Sea H un espacio de Hilbert separable y h ∈ H un elemento maximal. Sea
∂ ∈ B(R). Tenemos que EA(∂) = 0 si y sólo si µh(∂) = 0. Como consecuencia inmediata se
sigue suppEA = suppµh.

Teorema 93. Sea H un espacio de Hilbert separable y A un operador autoadjunto, entonces
existe Za ∈ B(R) tal que P a = E(Za) (donde P a es el proyector sobre Ha).

Demostración. Sea h ∈ H un elemento maximal, por lo que existe Zs tal que
µsh ((Zs)c) = 0 = λ(Zs); aśı, el conjunto buscado es Za = (Zs)c. Sean f ∈ H y
E(Zs) = I − E(Za), calculamos

µE(Zs)f (∂) = 〈f, E(∂ ∩ Zs)f〉
= µf (∂ ∩ Zs)

= µf �Zs (∂),

aśı, suppµE(Zs)f ⊆ Zs y en consecuencia λ(suppµE(Zs)f ) = 0, entonces µE(Zs)f ⊥ λ, por lo
tanto E(Zc)f ∈ Hs.
Ahora, supongamos λ(∂) = 0, se sigue

µh �Za (∂) = µE(Za)h(∂) = 0

por lo que µE(Za)f ≺ λ, como µE(Za)f = µf �Za≺ µh �Za≺ λ, entonces E(Za)f ∈ Ha. Por lo
tanto P a = E(Za) y P s = E(Zs) (con P s el proyector sobre Hs).

En el teorema previo, Za y Zs no están uńıvocamente determinados. Además,
σ(A) = suppµh donde h es de tipo maximal; tenemos que µPah = µh �Za= µach y para toda
f ∈ H, µf ≺ µh, entonces µacf ≺ µach y µsf ≺ µsh, entonces P ah = E(Za)h es de tipo maximal
con respecto a As. Con esto σac(A) = suppµah y σs(A) = suppµsh.

Definición 94. Z0 es un soporte boreliano minimal si es soporte boreliano de E y para
cualquier soporte boreliano E, λ(Z0 \ Z) = 0.

Corolario 95. Z0 es soporte boreliano minimal de E si y solo si Z0 es soporte boreliano
minimal de µh, donde h es de tipo maximal.

Definición 96. Todo soporte boreliano minimal de E contenido en σ(A), es llamado
spectral core de A.

En lo que resta de este trabajo diremos que A tiene espectro absolutamente continuo (ac),
(sc),(pp) en ∂ ⊂ R si E(∂)A tiene espectro absolutamente continuo (ac), (sc), (pp) en el
espacio E(∂)H.



2.1. Multiplicidad Espectral

Definición 97. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto. Decimos que A
es simple si existe g ∈ H tal que

span{E(∂)g| ∂ es un intervalo} = H.

A g se le conoce como elemento generador.

Definición 98. Sea H un espacio de Hilbert Y A un operador autoadjunto simple tal que
existe f ∈ dom(Am) para toda m ∈ N y que además cumple

span{Amf |m ∈ N ∪ {0}} = H,

a f se le conoce como elemento ćıclico.

Si A es simple, entonces A admite representación canónica dada por

L2(R, µg)→ H
ϕ 7−→ ϕ(A)g

en general, existe G ⊂ H tal que

span{E(∂)G| ∂ es un intervalo} = H.

Definición 99. Sea H espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto simple. Si G ⊂ H
con dimG = m tal que

span{E(∂)G| ∂ es un intervalo} = H
decimos que A tiene multiplicidad m.
La multiplicidad espectral de A en ∂ ⊆ R es la multiplicidad de E(∂)A en el espacio E(∂)H.
λ tiene multiplicidad espectral si m = ĺımn→∞multiplicidadE(λ− 1/n, λ+ 1/n)A.

Para cualquier medida boreliana µ, σ(Aµ) = suppµ donde Aµ es operador de multiplicación
en el dominio maximal.

Proposición 100. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto simple. h ∈ H
es un elemento generador si y sólo si es de tipo maximal.



Dado f0 buscamos f 0+
0 y f 0−

0 tales que

f0 = ĺım
t→±∞

eiAte−iA0tf 0±
0 . (2.3)

Para f0 ∈ Hac
A se tiene que existen f 0±

0 ∈ Hac
A0

tales que satisfacen (2.3). Denotamos por

W±(A,A0) = s- ĺım
t→±∞

eiAte−iA0t.

Definición 101. Sea H un espacio de Hilbert y sea A un operador autoadjunto simple.
Decimos que W±(A,A0) son completos si ranW±(A,A0) = Hac

A .

Definición 102. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto simple.
Definimos el operador dispersión por s : f 0−

0 → f 0+
0 dado por s := W ∗

+W−.

2.2. Definición y propiedades de los operadores de

onda

Definición 103. Sean A y A0 operadores autoadjuntos que actúan sobre los espacios de
Hilbert H y H0 respectivamente. Sea J : H0 → H un operador acotado. Definimos

W±(A,A0) := s- ĺım
t→±∞

eiAte−iA0tPHa0

W±(A,A0, J) := s- ĺım
t→±∞

eiAtJe−iA0tPHa0

si además J es unitario, con J 6= I, denotamos por Ã0 = JA0J
−1.

Proposición 104. Sean A y A0 operadores autoadjuntos que actúan sobre los espacios de
Hilbert H y H0 respectivamente. Sea J : H0 → H un operador unitario y acotado. Tenemos

eiAtJe−iA0t = e−iAte−iÃ0tJ

Demostración. Calculamos

〈g, Je−iA0tJ−1f〉 = 〈J−1g, e−iA0tJ−1f〉

=

∫
e−istd〈J−1g, E(δ)J−1f〉

=

∫
e−istd〈g, JE(δ)J−1f〉

=

∫
e−istd〈g, EÃ0

(δ)f〉

de aqúı tenemos

eiAtJe−iA0t = eiAtJe−iA0tJ−1J = e−iAte−iÃ0tJ.

Notemos también que ‖eiAtJe−iA0t‖ ≤ ‖J‖ y por lo tanto ‖ ĺım
t→±∞

eiAtJe−iA0t‖ ≤ ‖J‖‖f‖.



Con lo anterior, para demostrar la existencia de W±, basta demostrar la existencia en un
conjunto denso en Ha

0.

Teorema 105. Sea H0 un espacio de Hilbert y sea A0 un operador autoadjunto. Tenemos

w- ĺım
|t|→∞

e−iA0tPHa0 = 0.

Demostración. Calculamos

〈g, e−iA0tf〉 =

∫
R
e−istd〈g, E(δ)f〉 (2.4)

como E(δ) es no decreciente y continua por la izquierda se sigue

〈g, E(δ)f〉 = Efg(δ), (2.5)

por lo que, de (2.4) y (2.5) tenemos

〈g, e−iA0tf〉 =

∫
R
e−istE ′fg(δ)ds −→|t|→∞ 0.

Teorema 106. Si K es compacto entonces s- ĺım
t→∞

Ke−iA0tPHa0 = 0.

Teorema 107. W± es isométrico en Ha
0 si y sólo si para toda f ∈ Ha

0,
ĺım
t→±∞

‖Je−iA0tf‖ = ‖f‖.

Demostración. Calculamos

‖W±f‖ = ĺım
t→±∞

‖eiAtJe−iA0tf‖ = ĺım
t→±∞

‖Je−iA0tf‖.

Teorema 108. W± es isométrico a Ha
0 si s- ĺım

t→±∞
(J∗J − I)e−iA0t = 0.

Demostración. Calculamos

‖Je−iA0tf‖2 = 〈Je−iA0tf, Je−iA0tf〉
= 〈(J∗J − I)e−iA0tf, e−iA0tf〉+ ‖e−iA0tf‖2

= 〈(J∗J − I)e−iA0tf, e−iA0tf〉+ ‖f‖2

si s- ĺım
t→±∞

(J∗J − I)e−iA0t = 0 entonces ĺım
t→±∞

‖Je−iA0tf‖ = ‖f‖, y por el teorema (107) se sigue

que W± es isométrico a Ha
0.

Teorema 109. Si W± es isométrico a Ha
0 y ‖J‖ ≤ 1 entonces s- ĺım

t→±∞
(J∗J − I)e−iA0t = 0.



Demostración. Tenemos W± es isométrico a Ha
0 si y sólo si

〈(J∗J − I)e−iA0tf, e−iA0tf〉 −→
t→±∞

0,

como J∗J es autoadjunto y positivo, y como I − J∗J es positivo tenemos

〈(J∗J − I)e−iA0tf, e−iA0tf〉 = −‖(I − J∗J)1/2e−iA0tf‖2 → 0

por lo que s- ĺım
t→±∞

(I − J∗J)e−iA0t = 0.

Teorema 110. Si (J∗J − I) es compacto entonces W± es isométrico a Ha
0.

Teorema 111. Si (J∗J − I)EA0(∆) es compacto para ∆ un intervalo finito, entonces W± es
isométrico a Ha

0.

Teorema 112. Para ϕ ∈ S(R, EA) ∩ S(R, EA0) se tiene

ϕ(A)W±(A,A0, J) = W±(A,A0, J)ϕ(A0)

Demostración. Tenemos ϕ(s) = e−isw, calculamos

e−iAwW±(A,A0, J) = e−iAws- ĺım
t→±∞

eiAtJe−iA0t

= s- ĺım
t→±∞

eiA(t−w)Je−iA0t

= s- ĺım
τ→±∞

eiAτJe−iA0(τ+w)

= s- ĺım
τ→±∞

eiAτJe−iA0τe−iA0w

= W±(A,A0, J)e−iA0w.

Sean g, f ∈ H, tenemos

〈g, e−iAwW±(A,A0, J)f〉 =

∫
R
e−iswd〈g, E(δ)W±(A,A0, J)f〉

y también

〈g,W±(A,A0, J)e−iA0wf〉 = 〈W ∗
±(A,A0, J)g, e−iA0wf〉

=

∫
R
e−iswd〈W ∗

±(A,A0, J)g, EA0(δ)f〉,

por la unicidad de la medida de integrales de Fourier-Stieltjes tenemos

〈g, EA(δ)W±(A,A0, J)f〉 = 〈g,W±(A,A0, J)EA0(δ)f〉

entonces EA(δ)W±(A,A0, J) = W±(A,A0, J)EA0(δ).



Por lo anterior, AW±(A,A0, J) = W±(A,A0, J)A0, por lo que

W±(A,A0, J) : dom(A0)→ dom(A)

y a su vez, como
(
ϕ(A)W±(A,A0, J)

)∗
=
(
W±(A,A0, J)ϕ(A0)

)∗
, se sigue

W ∗
±(A,A0, J)ϕ̄(A) = ϕ̄(A0)W ∗

±(A,A0, J).

Definición 113. Sean H y H0 espacios de Hilbert, sean A y A0 operadores autoadjuntos
que actúan sobre los espacios H y H0 respectivamente. Definimos

H±0 := H0 	 ker(W±)

H± := ran(W±)

Teorema 114. Sean H y H0 espacios de Hilbert, sean A y A0 operadores autoadjuntos que
actúan sobre los espacios H y H0 respectivamente.

a) H±0 reduce al operador A0,

b) H± reduce al operador A.

Demostración. Para probar a), sea f ∈ ker(W±), aśı W±f = 0, entonces
W±EA0(∆)f = EA(∆)W±f = 0, por lo que EA0(∆)f ∈ ker(W±). Tenemos que ker(W±) es
invariante con respecto a EA0 , entonces ker(W±) es invariante con respecto a A0; por lo
tanto H±0 reduce a A0. Para b), como H = ker(W ∗

±)⊕ ran(W±), bastará con demostrar que
ker(W ∗

±) es invariante con respecto a EA. Sea f ∈ ker(W ∗
±), calculamos

W ∗
±EA(∆)f = EA(∆)W ∗

±f = 0

entonces EA(∆)f ∈ ker(W ∗
±); de manera análoga concluimos que H± reduce a A.

Gracias al resultado previo, podemos considerar a los siguientes operadores

A± := A �H± y A±0 := A0 �H±0 ,

por la definición del operador de onda tenemos que Hs
0 ⊆ ker(W±), entonces H±0 ⊆ Ha

0 por
lo que A±0 es absolutamente continuo.

2.3. Descomposición polar de W±.

En esta sección, recordemos que dado T un operador cerrado y densamente definido
entonces T ∗T ≥ 0, como consecuencia de esto tenemos por el teorema espectral que

(T ∗T )1/2 =

∫
R

√
δdET ∗T (δ)

sea |T | := (T ∗T )1/2, aśı dom(|T |) = dom(T ) y ‖|T |f‖ = ‖Tf‖ para toda f ∈ dom(T ), por lo
que ker(|T |) = ker(T ).
A su vez, se puede demostrar que existe una isometŕıa (unitaria) V : ran(T ∗)→ ran(T ) tal
que V |T | = T ; el operador unitario V se extiende a ker(T ) teniendo aśı V una isometŕıa
parcial. Además ran(T ∗) = ran(|T |).



Definición 115. [Descomposición polar de W±]. Tenemos que W± = V±|W±| donde
V± se le llama función signo y es tal que V± = sgn(W±).

Teorema 116. Para todo ϕ ∈ S(R, EA) ∩ S(R, EA0) se tiene

ϕ(A)V± = V±ϕ(A0).

Demostración. Por el teorema (112) tenemos W ∗
±(A,A0, J)ϕ̄(A) = ϕ̄(A0)W ∗

±(A,A0, J), aśı

W ∗
±(A,A0, J)ϕ̄(A)W±(A,A0, J) = ϕ̄(A0)W ∗

±(A,A0, J)W±(A,A0, J)

=⇒W ∗
±(A,A0, J)W±(A,A0, J)ϕ̄(A0) = ϕ̄(A0)W ∗

±(A,A0, J)W±(A,A0, J)

=⇒|W ∗
±(A,A0, J)|ϕ̄(A0) = ϕ̄(A0)|W±(A,A0, J)|

=⇒V±|W±(A,A0, J)|ϕ̄(A0) = V±ϕ̄(A0)|W±(A,A0, J)|
=⇒ϕ̄(A)V±|W±(A,A0, J)| = V±ϕ̄(A0)|W±(A,A0, J)|

también tenemos que ker(|W±|) = ker(W±). Sea h ∈ H0, entonces h = f + g con g ∈ H±0 y
g ∈ ker(W±), como ran(|W±|) = ran(W ∗

±) = H±0 entonces ϕ(A)V± = V±ϕ(A0).

De este teorema se sigue como caso particular que AV± = V±A0 y A±V± = V±A
±
0 lo cual

está bien definido, por lo tanto A± y A±0 son uniformemente equivalentes. Además, A±0 es
absolutamente continuo por lo que A± es absolutamente continuo, entones H± ⊂ Ha.
Si ker(W±) = Hs

0 se sigue que H± es unitariamente equivalente a H±0 , por lo que H± es
unitariamente equivalente a Ha

0, y por lo tanto H±0 = Ha
0.

Definición 117. El operador W± = W±(A,A0, J) se dice completo si ker(W±) = Hs
0 y

ran(W±) = Ha.

Notemos que si se satisface que ker(W±) = Hs
0 entonces W± �Ha tiene núcleo trivial, por lo

que existe
(
W± �Ha0

)−1
: ranW± → H0 de tal forma que si ran(W±) = ran(W±) entonces(

W± �Ha0
)−1

es acotado; por lo que si W± es completo, entonces W± �Ha0 es continuamente
invertible.

Teorema 118. Supongamos que los operadores de onda W±(A1, A0, J0) y W±(A,A1, J1)
existen y son completos; sea J = J1J0, entonces el operador de onda W±(A,A0, J) existe y
es tal que

W±(A,A0, J) = W±(A,A1, J1)W±(A1, A0, J0).

Demostración. Como J = J1J0 calculamos

eiAtJe−iA0tPHa0 = eiAtJ1J0e
−iA0tPHa0

= eiAtJ1e
−iA1teiA1tJ0e

−iA0tPHa0
= eiAtJ1e

−iA1t(PHa1 + (I − PHa1 ))eiA1tJ0e
−iA0tPHa0 , (2.6)

por otro lado, notemos que ran(W±) ⊂ Ha
1, por lo que

s- ĺım
t→±∞

(I − PHa1 )eiA1tJ0e
−iA0tPHa0 = 0,



usando la ecuación (2.6) y el ĺımite previo tenemos

eiAtJe−iA0tPHa0 = eiAtJ1e
−iA1tPHa1e

iA1tJ0e
−iA0tPHa0 ,

recordemos que si Tn
s→ T y Sn

s→ S entonces TnSn
s→ TS con lo cual se cumple la

igualdad.

Definición 119. Supongamos que los operadores de onda W±(A,A0, J) y W±(A,A0, J̃)

existen. Decimos que J y J̃ son equivalentes (y lo denotamos por J ∼ J̃) si

s- ĺım
t→±∞

(J − J̃)e−iA0tP0 = 0

Observemos que de la definición previa, si J ∼ J̃ entonces los operadores de onda coinciden
pues

‖eiAt(J − J̃)e−iA0tP0f‖ ≤ ‖eiAt‖‖(J − J̃)e−iA0tP0f‖ −→
t→±∞

0

y por lo tanto

‖W±(A,A0, J)f −W±(A,A0, J̃)f‖ −→ 0 cuando t→ ±∞.

Si J ∼ J̃ ∈ S∞ entonces J ∼ J̃ para cualquier A0 con lo cual obtenemos el siguiente criterio:
Sea ∂ ⊂ R un intervalo, si (J − J̃)EA0(∂) ∈ S∞ entonces J ∼ J̃ para A0.

Teorema 120. Si W±(A,A0, J) existe, entonces

s- ĺım
t→±∞

(W±(A,A0, J)− J)e−iA0tP0 = 0

Demostración. Sea f ∈ Ha
0 entonces

W±(A,A0, J)e−iA0τf − Je−iA0τf = e−iAτW±(A,A0, J)f − Je−iA0τf

= e−iAτ (−eiAτJe−iA0τ +W±), f (2.7)

como ‖e−iAτ‖ = 1 y ‖(−eiAτJe−iA0τ +W±)f‖ −→ 0 cuando τ → ±∞, se sigue que la
ecuación (2.7) converge a cero cuando τ → ±∞.

Con este teorema obtenemos que W±(A,A0, J) ∼ J .

Definición 121. Definimos el operador de onda débil como

W̃±(A,A0, J) := w- ĺım
t→±∞

PHae
iAtJe−iA0tPHa0

De la definición previa, como Tn
w−→ T implica que T ∗n

w−→ T ∗, se sigue que si W̃±(A,A0, J)

existe, entonces W̃ ∗
±(A,A0, J) = W̃±(A,A0, J̃).

Una de las importancias de los operadores de onda débiles es que nos permiten tener
criterios de existencia para los operadores de onda fuertes.



Teorema 122. La existencia de los operadores de onda W±(A,A0, J) es equivalente a la

existencia de los operadores de onda débiles W̃±(A,A0, J), W̃±(A0, A0, J
∗J) y la igualdad

W̃ ∗
±(A,A0, J)W̃±(A,A0, J) = W̃±(A0, A0, J

∗J) (2.8)

Demostración. Supongamos que el operador de onda W±(A,A0, J) existe; calculamos

‖(eiAtJe−iA0tPHa0 − W̃±)f‖2 = 〈eiA0tJ∗Je−iA0tPHa0f, PHa0f〉+ ‖W̃±(A,A0, J)f‖2

− 2Re〈PHaeiAtJe−iA0tPHa0f, W̃±f〉 (2.9)

como W̃± = PW̃±, se sigue que Re〈PHaeiAtJe−iA0tPHa0f, W̃±f〉 → ‖W̃±f‖
2 cuando t→ ±∞;

por lo tanto, la congruencia a cero del lado izquierdo de la igualdad (2.9) es equivalente a la

existencia del operador de onda W̃±(A0, A0, J
+J) y a la igualdad a cero del ĺımite del lado

derecho. La última igualdad tiene la forma

〈W̃±(A0, A0, J
∗J)f, f〉 = ‖W̃±(A,A0, J)f‖2

y es equivalente a (2.8).

Corolario 123. Si el operador de onda W̃±(A,A0, J) existe y se cumple que

s- ĺım
t→±∞

(J∗J − I)e−iA0tP0 = 0

entonces el operador de onda débil W̃±(A,A0, J) existen y es isométrico a W±(A,A0, J) en
Ha

0.

Demostración. Sea f ∈ H, calculamos

‖(W̃±(A0, A0, J
∗J)− PHa0 )f‖ = ‖ ĺım

t→±∞
eiA0tJ∗Je−iA0tPHa0f − PHa0f‖

= ‖ ĺım
t→±∞

eiA0t(J∗J − I)e−iA0tPHa0f‖

= ĺım
t→∞
‖eiA0t‖‖(J∗J − I)e−iA0tPHa0f‖

= 0

entonces W̃±(A0, A0, J
∗J) = PHa0 , con lo cual

W̃ ∗
±(A,A0, J)W̃±(A,A0, J) = PHa0 .

Teorema 124. Si los operadores de onda débiles W̃± existen y son isométricos sobre Ha
0 y

‖J‖ ≤ 1, entonces existen W±.

Demostración. La prueba es análoga al teorema 122, donde ‖J‖ ≤ 1 implica que J∗J − I es
negativo.



Definición 125. El operador de onda local para A0, A, J y un conjunto de Borel ∆ ⊂ R es
el operador

W±(A,A0, J,∆) := s- ĺım
t→±∞

(
eiAtJe−iA0tPHa0EA0(∆)

)
,

a su vez, para ∆0,∆ ⊂ R conjuntos de Borel el operador de onda local se define por

W̃±(A,A0, J,∆,∆0) := w- ĺım
t→±∞

EA(∆)PHae
iAtJe−iAtPHa0EA0(∆0).

Como PHa0 se puede escribir en términos de EA0 , tenemos que PHa0 y EA0(∆) conmutan; por

lo que si J̃ = JEA0(∆) tenemos

W±(A,A0, J,∆) = s- ĺım
t→±∞

(eiAtJEA0(∆)e−iA0tPHa0 ) = W±(A,A0, J̃);

análogamente
W̃±(A,A0, J,∆,∆0) = W±(A,A0, EA(∆)JEA0(∆0)).

Si tomamos ϕ de manera que ϕ(A) = EA(∆̃) y ϕ(A0) = EA0(∆̃), calculamos

w- ĺım
t→±∞

(
EA(∆)PHae

iAtJe−iA0tPHa0EA0(∆)
)
E2
A0

(∆) =

= EA(∆0)w- ĺım
t→±∞

(
EA(∆)PHae

iAtJe−iA0tPHa0EA0(∆)
)
EA0(∆)

= w- ĺım
t→±∞

EA(∆ ∩∆0)PHae
iAtJe−iA0tPHa0EA0(∆ ∩∆0)

por lo tanto W̃±(A,A0, J,∆,∆0) = W̃±(A,A0, J,∆ ∩∆0).

2.4. Completitud del operador de onda

En esta subsección asumiremos la existencia del operador de onda, a su vez, si f ∈ ran(W±),
entonces existe f 0

0 ∈ H0 (con f = W±f0) tal que cumple

ĺım
t→±∞

‖e−iAtf0 − Je−iA0tf 0
0‖ = 0

Recordemos que un operador de onda W±(A,A0, J) es completo si ker(W±) = Hs
0 y

ran(W±) = Ha. Si además ran(W±) = ran(W±) entonces W± �Ha0 es continuamente
invertible.

Proposición 126. Si ker(W±) = Hs
0 y ran(W±) = Ha, entonces Aa0 es unitariamente

equivalente a Aa.

Proposición 127. Si W± son isométricos y ran(W±) = ran(W±) entonces

W ∗
±W± = PHa0 y W±W

∗
± = PH± ;

si además W± es completo se sigue W±W
∗
± = PHa.



Teorema 128. Si W±(A1, A0, J0) y W±(A,A1, J1) son completos entonces W±(A,A0, J1J0)
es completo.

Teorema 129. Sea J1 ∈ B(H,H0) tal que

s- ĺım
t→±∞

(J1J − I)e−iA0tP0 = 0,

entonces para toda f ∈ H0

‖P0f‖ ≤ ‖J1‖‖W±f‖.

Teorema 130. Supongamos que J1 ∈ B(H,H0) tal que

s- ĺım
t→±∞

(J1J − I)e−iA0tP0 = 0.

W±(A,A0, J) es completo si y sólo si existe W±(A0, A, J1) y satisface

s- ĺım
t→±∞

(JJ1 − I)e−iAtPHa = 0, (2.10)

en este caso W±(A0, A1, J1) también es completo.

Demostración. Supongamos que W±(A0, A1, J1) existe y se cumple (2.10), por el teorema
128 ‖PHaf‖ ≤ ‖J‖‖W±(A0, A, J1)‖, entonces W±(A0, A, J1) es continuamente invertible y
ran(W±(A0, A, J1)) = ran(W±(A0, A, J1)), por lo que ker(W±(A0, A, J1)) = {0} y
ker(W±(A0, A, J1)) = Hs.
Como ran(W±(A,A0, J1)) ⊂ Ha, basta probar que ker(W ∗

±(A,A0, J)) ⊂ Hs. Tenemos
W±(A,A0, J)W±(A0, A, J1) = W ± (A,A, JJ1), como

W±(A,A, JJ1) = s- ĺım
t→±∞

eiAtJJ1e
−iAtPHa

y por (2.10) se tiene que

W±(A,A, JJ1) = PHa

=⇒W±(A,A0, J)W±(A0, A, J1) = PHa

=⇒W ∗
±(A0, A, J1)W ∗

±(A,A0, J) = PHa ,

si f ∈ ker(W ∗
±(A,A0, J)) entonces PHaf = 0, con lo cual f ∈ Hs y por lo tanto

ran(W±(A,A0, J)) = Ha.
Análogamente W±(A,A0, J) existe, aśı W±(A0, A, J1) es completo.
Supongamos ahora que W±(A,A0, J) es completo, si f ∈ Ha, entonces

ĺım
t→±∞

‖e−iAtf − Je−iA0tP0f‖ = 0

por lo que

ĺım
t→±∞

‖eiA0tJ1e
−iAtf − eiA0tJ1Je

−iA0tP0f‖ = 0,



entonces eiA0tJ1Je
−iA0tP0f −→

t→±∞
P0f . Aśı, eiA0tJ1e

−iAtf −→
t→±∞

P0f si y solo si existe

W±(A0, A, J1). Ahora veamos

s- ĺım
t→±∞

(J1J − I)e−iA0tPHa0 = 0

=⇒s- ĺım
t→±∞

(J1J − I)Je−iA0tPHa0 = 0,

como ‖Je−iA0tPHa0f − e
−iAtf‖ → 0 cuando t→ ±∞ entonces

s- ĺım
t→±∞

‖(JJ1 − I)e−iAtf‖ = 0.

Si tenemos dos operadores J1, J̃1 que satisface (2.10) entonces J1J ∼ I con respecto a A0 y
J̃1J ∼ I con respecto a A0. Con lo anterior tenemos que J1J ∼ J̃1J con respecto a A0, es
decir,

s- ĺım
t→±∞

(J1J − J̃1J)e−iA0tPHa0 = s- ĺım
t→±∞

(J1 − J̃1)Je−iA0tPHa0 = 0,

entonces
s- ĺım
t→±∞

(J1 − J̃1)e−iAtPHa = 0.

Por lo tanto J1 ∼ J̃1 con respecto a A.
Supongamos que J es continuamente invertible y tomamos J1 := J−1, bajo la hipótesis
(2.10) podemos ver que W±(A,A0, J) es completo si y sólo si W±(A0, A, J

−1) es completo.

Teorema 131. Supongamos que W±(A,A0, J) existe y satisface

s- ĺım
t→±∞

(J∗J − I)e−iA0tPHa0 = 0. (2.11)

W±(A,A0, J) es completo si y solo si W±(A0, A, J
∗) existe y s- ĺım

t→±∞
(JJ∗ − I)e−iAtPHa = 0.

Demostración. Si se satisface la ecuación (2.11) entonces W±(A,A0, J) es isométrico, aśı

W ∗
±(A,A0, J)W±(A,A0, J) = PHa y W ∗

±(A,A0, J)W ∗(A,A0, J) = PH± .

Si W±(A0, A, J
∗) existe, entonces W±(A0, A, J

∗) = W ∗
±(A,A0, J); la condición ker(W±) = Hs

0

es equivalente a ran(W ∗
±) = Ha

0, mientras que la condición ran(W±) = Ha es equivalente a
ker(W ∗

±) = Hs; por lo que si existen W±(A,A0, J) y W±(A0, A, J
∗), entonces W±(A,A0, J)

es completo si y solo si ran(W±(A0, A, J∗)) = Ha
0 y ker(W±(A0, A, J

∗)) = Hs.

2.4.1. Operador de dispersión

Definición 132. Si los operadores de onda W± existen, definimos el operador de dispersión

S := W ∗
+(A,A0, J)W−(A,A0, J)



En la definición previa tenemos Hs
0 ⊂ ker(W−) y Ha

0 ⊃ ran(W ∗
+), entonces S(Ha

0) ⊂ Ha
0.

Teorema 133. S conmuta con A0.

Demostración. Como AW± = W±A0 y W ∗
±A = A0W

∗
± entonces

SA0 = W ∗
+W−A0 = W ∗

+AW− = A0W
∗
+W− = A0S.

Sabemos que ‖W±f‖ ≤ ‖J‖‖PHa0f‖, entonces ‖S‖ ≤ ‖J‖2, por lo que S es un operador
acotado que conmuta con A0.

Teorema 134. Sean W± isométricos. S es isométrico si y sólo si ran(W−) ⊂ ran(W+).

Demostración. Para un operador isométrico W−, la igualdad ‖Sf‖ = ‖f‖ sucede si y solo si
‖W ∗

+g‖ = ‖g‖ para cualquier g ∈ ran(W−). Por otra parte, W+ es isométrico si y sólo si
‖W ∗

+g‖ = ‖g‖ para toda g ∈ ran(W+). Como ran(S) = Ha
0 entonces para cada g ∈ Ha

0 este
se puede representar como g = W ∗

+W−f o W+g = P+W−f donde P+ = W+W
∗
+ es la

proyección ortogonal sobre ran(W+). Por lo tanto ran(S) = Ha
0 si y sólo si para cualquier

h+ ∈ ran(W+) existe h− ∈ ran(W−) tal que h+ = P+h−.

Vamos a considerar la descomposición del subespacio Ha
0 en una integral directa de la forma

Ha
0 ↔

∫
σ̂0

⊕
G(λ)dλ, σ̂0 = σ̂(H0).

Dado que el operador de dispersión S conmuta con A0, si S es un operador que puede
descomponerse, entonces S(λ) = S(λ,A,A0, J) lo llamamos matriz de dispersión.

Criterio de Cook

En la prueba de la existencia del operador de onda se considera de manera sistemática que
es suficiente verificar la convergencia en 103 para un subconjunto denso en H0 o en Ha

0.
La siguiente condición es suficiente para demostrar la existencia de los operadores de onda y
es conocida como el criterio de Cook.

Teorema 135. Supongamos que el operador J toma el dominio dom(A0) y es tal que
J(dom(A0)) = dom(A). Si existe D0 ⊂ dom(A0) ∩Ha

0 denso en Ha
0 tal que para toda f ∈ D0∫ ±∞

0

‖(AJ − JA0)e−iA0tf‖dt < +∞,

entonces W±(A,A0, J) existe.

Demostración. Sean w±(t) = eiAtJe−iA0t y w′±(t) = eiAt(AJ − JA0)e−iA0t donde estamos
ocupando que J(dom(A0)) = domA y eiAt = ϕ(A) con ϕ ∈ L∞(R, E); entonces∫ ±∞

0

‖w′±(t)‖dt < +∞ por lo que

∫ ±∞
α

‖w′±(t)‖dt→ 0 cuando α→ ±∞, entonces∥∥∥∥∫ ±∞
α

w′ ± (t)dt

∥∥∥∥→ 0 cuando α→ ±∞,

por lo tanto ‖w±(α)− c‖ → 0 cuando α→ ±∞.



Para aplicar el criterio anterior se debe conocer la evolución dada por el operador libre A0.
La ventaja es que no necesitamos conocer la evolución temprana dada por el operador A.

Definición 136. Sean A = A∗, denotamos por R(H) :=

{
f ∈ Ha|λ- sup

dµf
dλ

<∞
}

donde

µf (∂) = 〈f, E(∂)f〉. Definimos

rf := λ- sup
dµf
dλ

.

Teorema 137.
1

2π

∫
R
|〈g, e−iAtf〉|2dt ≤ rf‖Pag‖2.

Demostración. Sean f, g ∈ H, tenemos

1√
2π
〈g, e−iAtf〉 =

1√
2π

∫
R
e−istdµf,g(s)

=
1√
2π

∫
R
e−ist

dµf,g
ds

(s)ds

por la identidad de Parseval tenemos

1

2π

∫
R
|〈g, e−iAtf〉|2dt =

1√
2π

∫
R

∣∣∣∣dµf,g(λ)

dλ

∣∣∣∣2 dλ
≤ 1√

2π

∫
R

dµf (λ)

dλ

dµg(λ)

dλ
dλ

≤ rf‖Pag‖2, f ∈ H

Teorema 138. R(H) = Ha.

Demostración. Sea f ∈ Ha, consideramos a los siguientes conjuntos

XN :=

{
x ∈ R|dµf

dλ
(x) < N

}
, YN := R \XN y Y∞ :=

⋂
N∈N

YN . Sea fN := E(XN)f ; dado que

µfN (∂) =

∫
R
χXNdµf ⇒

dµfN
dλ

= χXN
dµf
dλ

,

se sigue que fN ∈ R(H). Calculamos

‖fN − f‖ = ‖E(XN)f − If‖ = ‖(E(XN)− I)f‖ = ‖E(YN)f‖,

como f es absolutamente continua entonces µf es absolutamente continua, por lo que
λ(YN)→ 0 cuando N →∞; por lo tanto ‖E(YN)f‖ → 0 cuando N →∞.



Principio de Invarianza de Birman

Sea (X,A , E) un espacio medible y E una medida espectral, sea ϕ : X → C una función y
Z = ϕ(X), tomamos

A ′ :=
{
∂ ⊂ Z|ϕ−1(∂) ∈ A

}
;

como E : A → P(H), tomamos E ′(∂) = E(ϕ−1(∂)); entonces el espacio (Z,A , E ′) es un
espacio con medida espectral y

ψ ∈ S(Z,E ′)⇐⇒ (ψ ◦ ϕ) ∈ S(X,E).

Además se cumple que ∫
Z

ψdE ′ =

∫
X

ψ ◦ ϕdE.

Supongamos que T =

∫
R
ϕdE y sea ET su descomposición espectral, entonces

ET (∂) = E(ϕ−1(∂)). Sea M un soporte boreliano de E, esto es, E(R \M) = 0; sea Ω ⊂ R
un subconjunto abierto tal que λ(M \ Ω) = 0 y λ(ϕ(M \ Ω)) = 0 (con ϕ medible).

Supongamos Ω =
∞⋃
n=1

Ωn donde Ωn son intervalos ajenos. Sea Ω0 := M \ Ω, definimos

Hn := E(Ωn)(H) para n ∈ N ∪ {0}, como Ωn son ajenos se sigue que Hn reduce a A. Si
An = A �Hn se tiene que

A =
∞∑
n=0

⊕
An, H =

∞∑
n=0

⊕
Hn, ϕ(A) =

∞∑
n=0

⊕
ϕ(An).

Teorema 139. Sea ϕ ∈ S(X,EA0) ∩ S(X,EA) tal que

1. ϕ es absolutamente continua.

2. ϕ′(λ) > 0 λ-c.s. o ϕ′(λ) < 0 λ-c.s.

3. ϕ es tal que para un soporte boreliano M y Ω un conjunto abierto, se satisfacen
λ(ϕ(M \ Ω)) = 0 y λ(M \ Ω) = 0

entonces Ha
A = Ha

ϕ(A).

Demostración. Sea Γ un intervalo en Ωn, entonces

λ(ϕ(Γ)) =

∣∣∣∣∫
Γ

ϕ′(λ)dλ

∣∣∣∣ =

∫
Γ

|ϕ′(λ)|dλ

ya que ϕ cuenta con 1 y 2 de las hipótesis. Si λ(Γ) = 0 entonces λ(ϕ(Γ)) = 0. Además, si

λ(ϕ(Γ)) = 0 entonces

∫
Γ

|ϕ′(λ)|dλ = 0, por lo que se sigue fácilmente que ϕ′(λ) = 0 λ-c.s. en

Γ, es decir, λ(Γ) = 0 (porque se cumple la condición 2 de las hipótesis). De lo anterior



tenemos que λ(Γ) = 0 si y sólo si λ(ϕ(Γ)) = 0. Dado ∂ ⊂ Ωn se sigue que λ(∂) = 0 si y sólo
si λ(ϕ(∂)) = 0. Si f ∈ Ha

A entonces 〈f, EA(·)f〉 es absolutamente continua; también tenemos

〈f, EA(∂)f〉 = 〈f, Eϕ(A)(ϕ
−1(∂))f〉, ∂ ⊂ Ωn.

Suponiendo λ(ϕ(Ω)) = 0 se sigue que 〈f, EA(ϕ−1(∂))f〉 = 0 y por lo tanto f ∈ Ha
ϕ(A).

Análogamente se puede probar que si f ∈ Ha
ϕ(A) entonces f ∈ Ha

A.

Teorema 140. Supongamos que A y A0 son operadores autoadjuntos y
ϕ ∈ S(R, EA) ∩ S(R, EA0). Supongamos además que ϕ satisface las tres condiciones del
teorema 139 donde M es un soporte boreliano para EA y EA0. Si existe W±(A,A0, J,Ων)

entonces existe W±(ϕ(A), ϕ(A0), JEA0(Ων)) donde ν = ” + ” o ν = ”− ” y Ω+ =
⋃

n:ϕ′>0

Ωn,

Ω− =
⋃

n:ϕ′<0

Ωn; además W±(A,A0, J,Ω+) = W±(ϕ(A), ϕ(A0), JEA0(Ω+)) y

W±(A,A0, J,Ω−) = W∓(ϕ(A), ϕ(A0), JEA0(Ω−)) si y sólo si

s- ĺım
t→±ν∞

(W±(A,A0, J,Ων)− J)e−iϕ(A0)tEAa0 (Ων) = 0. (2.12)

Demostración. Como e−iϕ(A)tW±(A,A0, J,Ων) = W±(A,A0, J,Ων)e
−iϕ(A0)t la ecuación (2.12)

es equivalente a

s- ĺım
t→±ν∞

(W±(A,A0, J,Ων)− eiϕ(A)tJe−iϕ(A0)t)EAa0 (Ων) = 0.

Calculamos

(W±(A,A0, J,Ω+)e−iϕ(A0)t − Je−iϕ(A0)t)EAa0 (Ω+) =

= (e−iϕ(A)tW±(A,A0, J,Ω+)− Je−iϕ(A0)t)EAa0 (Ω+)

= e−iϕ(A)t(W±(A,A0, J,Ω+)− eiϕ(A)tJe−iϕ(A0)t)EAa0 (Ω+)

tomando el ĺımite tenemos que s- ĺım
t→∞

(W±(A,A0, J,Ω+)− eiϕ(A)tJe−iϕ(A0)t)EAa0 (Ω+) = 0,

entonces s- ĺım
t→∞

(eiϕ(A)tJe−iϕ(A0)t)EAa0 (Ω+) = W±(A,A0, J,Ω+).





Apéndice

2.5. Espacios de Hilbert

En esta sección asumiremos que el campo escalar es C a menos que se especifique lo
contrario.

Definición 141. [Espacios con producto interno]. Un espacio complejo con producto
interno es un espacio vectorial L con campo escalar C y con un producto interno definido
sobre todo L; donde un producto interno sobre L es una función definida sobre L× L a C,
denotado por 〈·, ·〉, que cumple:

〈·, ·〉 : L× L→ C

(IP1) 〈f, g〉 = 〈g, f〉 (∀f, g ∈ L)

(IP2) 〈f, αg〉 = α〈f, g〉 (∀α ∈ C)

(IP3) 〈f, g1 + g2〉 = 〈f, g1〉+ 〈f, g2〉 (∀f, g1, g2 ∈ L)

(IP4) 〈f, f〉 ≥ 0 (∀f ∈ L)

(IP5) 〈f, f〉 = 0⇐⇒ f = 0

la igualdad en (IP1) se le conoce como la propiedad Hermitiana del producto interior,
además, por (IP2) y (IP3) el producto interior es lineal respecto a la segunda variable. De
(IP1), (IP2) y (IP3) se sigue que el producto interior es anti linear con respecto a la
primera variable, es decir

〈α1f1 + α2f2, g〉 = ᾱ1〈f1, g〉+ ᾱ2〈f2, g〉 (∀α1, α2 ∈ C)(∀f1, f2, g ∈ L)

Lema 142. [Desigualdad de Schwarz]. Sea L un espacio vectorial con producto interno
complejo; tenemos

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖‖g‖ (2.13)

Demostración. Sean f, g ∈ L y β, α ∈ C, tenemos

0 ≤ ‖αf − βg‖2 = |α|〈f, f〉 − ᾱβ〈f, g〉+ αβ̄〈f, g〉+ |β|2〈g, g〉

en particular, si α = 〈f, g〉 y β = 〈f, f〉 se sigue

〈f, f〉
[
〈f, f〉〈g, g〉 − |〈f, g〉|2

]
≥ 0,

por (IP4) y (IP5) tenemos |〈f, g〉| ≤ ‖f‖‖g‖.
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Proposición 143. Un producto interior sobre L define una norma sobre L dada por

‖f‖ := 〈f, f〉1/2.

Demostración. Por la propiedad (IP4) se sigue ‖f‖ ≥ 0 para toda f ∈ L; más aún, de las
propiedades (IP4) y (IP5) se sigue ‖f‖ = 0 si y sólo si f = 0. Sean λ ∈ C y f ∈ L, como el
producto interior es antilinear y por (IP2) tenemos 〈λf, λf〉 = |λ|2〈f, f〉, aśı ‖λf‖ = |λ|‖f‖.
Finalmente, para demostrar la desigualdad del triángulo calculamos

‖f + g‖2 = 〈f + g, f + g〉
= ‖f‖2 + 2Re〈f, g〉+ ‖g‖2

≤ ‖f‖2 + 2|〈f, g〉|+ ‖g‖2

≤ ‖f‖2 + 2‖f‖‖g‖+ |g‖2 (por 2.13)

= (‖f‖+ ‖g‖)2

por lo que ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖.

Definición 144. [Espacio de Hilbert]. Un espacio vectorial con producto interno tal que
es completo bajo la norma definida en la proposición 143 se le llama espacio de Hilbert. A
un espacio de Hilbert lo denotaremos de manera usual por H. A menos que se indique lo
contrario, trabajaremos con espacios de Hilbert separables.

Definición 145. Sea H un espacio de Hilbert y M ≤ H un subespacio. Definimos
M⊥ = {x ∈ H|〈x,m〉 = 0 ∀m ∈M}.
Denotamos por x ⊥ y si 〈x, y〉 = 0 con x, y ∈ H.

Definición 146. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal definido en su dominio
D(T ), que es un subespacio de H. Un operador T en H se dice no acotado si existe una
sucesión {xn}∞n=1 ⊂ H y un escalar M > 0 tales que ‖xn‖ ≤M para toda n ∈ N, pero
‖Txn‖ −→

n→∞
∞.

Definición 147. La gráfica G(T ) de un operador T en H es el subespacio de H ×H que
consiste de todas las parejas ordenadas {x, Tx}, donde x ∈ D(T ).

Definición 148. S es una extensión de T (esto es D(T ) ⊂ D(S) y Sx = Tx ∀x ∈ D(T )) si
y sólo si G(T ) ⊂ G(S). Lo denotamos por

T ⊂ S.

Definición 149. Un operador cerrado en H es un operador cuya gráfica es un subespacio
cerrado de H ×H.

Definición 150. Sea T : D(T )→ H un operador lineal definido densamente en H un
espacio de Hilbert (esto es, D(T ) es denso en H). Denotamos por D(T ∗) al conjunto de
todos los y ∈ H tales que 〈Tx, y〉 es un funcional lineal continuo sobre D(T ). El adjunto T ∗

de T es el operador dado por

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 (x ∈ D(T ), y ∈ D(T ∗)).



Definición 151. Un operador T en H es simétrico si

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 con x ∈ D(T ), y ∈ D(T ).

Si T = T ∗, entonces a T se le llama autoadjunto.

Definición 152. El conjunto resolvente de un operador T en H es el conjunto de λ ∈ C
tales que T − λI es un mapeo inyectivo de D(T ) hacia H cuya función inversa pertenece a
B(H).

Definición 153. El espectro de T es el complemento del conjunto resolvente de T , el cual lo
denotaremos por σ(T ).

Teorema 154. Supongamos que E es una resolución de la identidad sobre Ω, f : Ω→ C
medible y ωα = {p ∈ Ω|f(p) = α} (α ∈ C), entonces:

(a) Si α está en el rango esencial de f y E(ωα) 6= 0, entonces Φ(f)− αI no es inyectiva.

(b) Si α está en el rango esencial de f pero E(ωα) = 0, entonces Φ(f)− αI es un mapeo
inyectivo de Df sobre un subespacio propio de H que a su vez es denso; y existen
vectores xn ∈ H con ‖xn‖ = 1 para toda n ∈ N tales que

ĺım
n→∞

[Φ(f)xn − αxn] = 0.

(c) σ(Φ(f)) es el rango esencial de f .

Demostración. Ver [4] Teorema 13.27, página 346.

Definición 155. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal T en H (no
necesariamente acotado) se dice normal si T es cerrado, está densamente definido en H y
cumple

T ∗T = TT ∗.

Definición 156. Sea N un operador normal en H. Decimos que N es maximal normal si
dada M una extensión de N (N ⊂M) con M normal, entonces M = N .

Teorema 157. Si N es un operador normal en H, entonces:

(a) D(N) = D(N∗)

(b) ‖Nx‖ = ‖N∗x‖ para cada x ∈ D(N) y

(c) N es maximal normal.

Demostración. Ver [4] Teorema 13.32, página 350.



2.6. El adjunto de un operador

Teorema 158. (El adjunto de un operador). Dado T ∈ B(H), existe un único T ∗ ∈ B(H)
tal que 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 ∀x, y ∈ H. Además ‖T‖ = ‖T ∗‖; a T ∗ se le llama el operador
adjunto de T .

Demostración. Sea f(x, y) = 〈Tx, y〉. Claramente f es sesquilineal y además, si
‖x‖ = ‖y‖ = 1 entonces |f(x, y)| ≤ ‖Tx‖‖y‖ = ‖Tx‖. Como ‖x‖ = 1 se tiene también que
‖Tx‖ ≤ ‖T‖, por lo tanto f está acotada. Por el Teorema de Riesz existe una única
T ∗ ∈ B(H) tal que 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉. Concluimos

‖T‖ = sup{|〈Tx, y〉|
∣∣ ‖x‖ = ‖y‖ = 1}

= sup{|〈x, T ∗y〉|
∣∣ ‖x‖ = ‖y‖ = 1} = ‖T ∗‖.

Proposición 159. Sean S, T ∈ B(H) y α ∈ F. Entonces se cumple lo siguiente:

(αT )∗ = αT ∗, (ST )∗ = T ∗S∗, (T ∗)∗ = T, ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

Demostración. 〈STx, y〉 = 〈x, (ST )∗y〉 = 〈Tx, S∗y〉 = 〈x, T ∗S∗y〉 por lo que debido a la
unicidad (ST )∗ = T ∗S∗.
Sea y con ‖y‖ = 1, calculamos:

‖Ty‖2 = |〈Ty, Ty〉| = |〈y, T ∗Ty〉|
≤ ‖y‖‖T ∗Ty‖
= ‖T ∗Ty‖
≤ ‖T ∗T‖.

Entonces ‖Ty‖ ≤
√
‖T ∗T‖ ∀y ∈ H con ‖y‖ = 1. Tomando el supremo sobre y obtenemos:

‖T‖ ≤
√
‖T ∗T‖ o bien ‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖. (2.14)

Por otro lado, para toda y con ‖y‖ = 1, ‖T ∗Ty‖ ≤ ‖T ∗‖‖Ty‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖2, tomando
nuevamente el supremo sobre y tenemos que:

‖T ∗T‖ ≤ ‖T‖2. (2.15)

De (2.14) y (2.15) obtenemos ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.
Las propiedades restantes se comprueban fácilmente.

Proposición 160. Para todo A,B ∈ B(H), ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Demostración. ‖AB(x)‖ ≤ ‖A‖‖B(x)‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖ ∀x ∈ H, por lo tanto
‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.



Teorema 161. Sean B1, B2, . . . , Bn n operadores normales no acotados que conmutan entre
śı (es decir, BiBj ⊂ BjBi ∀i, j ∈ {1, . . . , n} con i 6= j) definidos en un espacio de Hilbert
H. Supongamos que sus resoluciones de la identidad son E1, E2, . . . , En respectivamente. Sea
λj : Cn → C la j-ésima proyección de ζ ∈ Cn (si ζ = (z1, z2, . . . , zj, . . . , zn), entonces
λj(ζ) = zj). Entonces, existe una resolución de la identidad
E ≡ E1 × E2 × . . .× En : B(Cn)→ B(H) tal que:

〈Bix, y〉 =

∫
Cn
λid〈E(·)x, y〉

para toda i ∈ {1, . . . , n},∀y ∈ H,∀x ∈ Dom(Bi); en donde estamos considerando
〈E(·)x, y〉 : B(Cn)→ C tal que ω 7−→ 〈E(ω)x, y〉.

Demostración. Como Dom(BiBj) ⊂ Dom(BjBi) y
BiBjx = BjBix ∀x ∈ Dom(BiBj), ∀i, j ∈ {1, . . . , n} con i 6= j se sigue que sus resoluciones
de la identidad conmutan entre śı. Proponemos la resolución de la identidad. Para todo
x, y ∈ Dom(Bi); por la identidad de polarización tenemos:∫

Cn
λid〈E(·)x, y〉 =

1

4

[ ∫
Cn
λid〈E(·)(x+ y), x+ y〉

−
∫
Cn
λid〈E(·)(x− y), x− y〉+ i

(∫
Cn
λid〈E(·)(x+ iy), x+ iy〉

−
∫
Cn
λid〈E(·)(x− iy), x− iy〉

)]
La ecuación anterior es igual a

=
1

4

[ ∫
C
λd〈Ei(·)(x+ y), x+ y〉 −

∫
C
λd〈Ei(·)(x− y), x− y〉

+ i
(∫

C
λd〈Ei(·)(x+ iy), x+ iy〉 −

∫
C
λd〈Ei(·)(x− iy), x− iy〉

)]
=

1

4

[
〈Bi(x+ y), x+ y〉 − 〈Bi(x− y), x− y〉

+ i(〈Bi(x+ iy), x+ iy〉 − 〈Bi(x− iy), x− iy〉)
]

= 〈Bix, y〉

Supongamos ahora que x ∈ Dom(Bi), y ∈ H. Como Dom(Bi) es denso en H, existe una
sucesión {ym}m∈N ⊂ Dom(Bi) que converge a y. Entonces

〈Bix, y〉 = ĺım
m→∞

〈Bix, ym〉

= ĺım
m→∞

∫
Cn
λid〈E(·)x, ym〉.

(2.16)

Supongamos también que g es medible y acotada con dominio Cn y rango los complejos.



Definimos un operador tal que
〈∫

Cn
gdEx, y

〉
=

∫
Cn
gd〈E(·)x, y〉. Entonces se cumple:∣∣∣〈 ∫

Cn
gdEx, y

〉∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

Cn
gd〈E(·)x, y〉

∣∣∣ ≤ ∥∥∥∫
Cn
gdEx

∥∥∥‖y‖
y también

∥∥∥∫
Cn
gdEx

∥∥∥2

=

∫
Cn
|g|2d〈E(·)x, x〉 (por el Teorema ??).

Por lo tanto
∣∣∣ ∫

Cn
gd〈E(·)x, y〉

∣∣∣ ≤ ‖y‖(∫
Cn
|g|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

.

Sea νR = Re(〈E(·)x, y〉) y sea νI = Im(〈E(·)x, y〉). Sean CR y DR los conjuntos νR-positivo
y νR-negativo de la descomposición de Hahn1 de la medida con signo νR y sean CI y DI los
equivalentes para la medida νI .
Sea f una función medible con dominio Cn y rango los complejos y cuadrado integrable con
respecto a la medida 〈E(·)x, x〉, sea {fm}m∈N una sucesión de funciones acotadas y medibles
que converge a f y tal que |fm| ≤ f para toda m ∈ N. Calculamos∣∣∣ ∫ χCR |fm|dνR

∣∣∣ =
∣∣∣Re(∫ χCR |fm|d〈E(·)x, y〉

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ χCR |fm|d〈E(·)x, y〉
∣∣∣

=
∣∣∣〈 ∫ χCR |fm|dEx, y

〉∣∣∣ ≤ ∥∥∥∫ χCR |fm|dEx
∥∥∥‖y‖

= ‖y‖
(∫
|fm|2χCRd〈E(·)x, x〉

)1/2

≤ ‖y‖
(∫
|fm|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

.

De manera análoga se tiene∣∣∣ ∫ χDR |fm|dνR
∣∣∣ ≤ ‖y‖(∫ |fm|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

∣∣∣ ∫ χCI |fm|dνI
∣∣∣ ≤ ‖y‖(∫ |fm|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

∣∣∣ ∫ χDI |fm|dνI
∣∣∣ ≤ ‖y‖(∫ |fm|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

De forma que∫
|fm|d‖〈E(·)x, y〉‖ ≤ 4‖y‖

(∫
|fm|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

≤ 4‖y‖
(∫
|f |2d〈E(·)x, x〉

)1/2

donde ‖〈E(·)x, y〉‖ es la variación de la medida compleja 〈E(·)x, y〉. Por el Lema de Fatou2

y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue3 se sigue que:

ĺım
m→∞

∫
|fm|d‖〈E(·)x, y〉‖ =

∫
|f |d‖〈E(·)x, y〉‖ ≤ 4‖y‖

(∫
|f |2d〈E(·)x, x〉

)1/2

1Libro [?], Teorema A, Página 121.
2Libro [13], Corolario 4.17, página 51
3Libro [13] Teorema 5.6, página 62



aśı, f ∈ L1(‖〈E(·)x, y〉‖) y
∣∣∣ ∫ fd〈E(·)x, y〉

∣∣∣ ≤ 4‖y‖
(∫
|f |2d〈E(·)x, x〉

)1/2

. Ahora, si

x ∈ Dom(Bi) entonces λi es el cuadrado integrable con la medida 〈E(·)x, x〉, de manera que
λ es el cuadrado integrable con respecto a la medida 〈E(·)x, x〉. Si {ym} es como en (2.16),
tenemos∣∣∣ ∫

Cn
λid〈E(·)x, y〉 −

∫
Cn
λid〈E(·)x, ym〉

∣∣∣
=
∣∣∣ ∫

Cn
λid〈E(·)x, y − ym〉

∣∣∣ ≤ 4‖y − ym‖
(∫

Cn
|λi|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

−→
m→∞

0

De esto último y de (2.16) concluimos

〈Bix, y〉 = ĺım
m→∞

∫
Cn
λid〈E(·)x, ym〉 =

∫
Cn
λid〈E(·)x, y〉∀y ∈ H∀x ∈ Dom(Bi)

quedando demostrada la existencia de la resolución de la identidad.





Bibliograf́ıa

[1] F., Riesz and , B. Sz. Nagy, Functional Analysis, from second french edition,
BLACKIE & SON LIMITED, LONDON AND GLASGOW, 1956.

[2] Paul R. Halmos, Measure Theory, First edition, Springer-Verlag, New York,
Heidelberg, Berlin, 1970.

[3] Barry Simon and Michael Reed, Methods of Modern Mathematical Physics, III:
Scattering Theory, First edition, Academic Press, Inc; London, 1979.

[4] Rudin Walter, Functional Analysis, First edition, McGraw-Hill Book Company, New
York, 1921.

[5] D., R., Yafaev, Mathematical Scattering Theory, General Theory, American
Mathematical Society, Providence, Rode Island, 1991.

[6] M., S., Birman and M., Z., Solomjak, Spectral Theory of Self-Adjoint Operators in
Hilbert Space, first edition, D. Reidel Publishing Company; Dordrecht, Holland, 1987.

[7] Rudin Walter: ”Principles of Mathematical Analysis”, third edition, McGraw-Hill, Inc,
New York, 1976.

[8] Rudin Walter: ”Real and complex analysis”, second edition, McGraw-Hill, Inc, New
York, 1974.

[9] Robert G. Bartle, Donald R. Sherbert: ”Introduction to real analysis”, second edition,
John Wiley & Sons, Inc, New York, 1982.

[10] Ola Bratteli, Derek William Robinson: ”Operator Algebras and Quantum Statistical
Mechanics 1”, Springer, New York, 1987.
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