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Introduccion

El principio basico de la teoria de perturbacion de operadores es que la informacién de-
tallada de un operador en particular, digamos Ag, permite obtener informacién sobre otro
operador, digamos A, bajo la premisa de que los operadores Ay y A difieren entre si por un
operador que de una u otra forma se puede considerar “subordinado” al operador sin pertur-
bar Ag. Usualmente, desde el punto de vista de los fenémenos modelados por los operadores
Ag v A, sucede que el operador Ay describe al fenémeno libre de interacciones por lo que se
conoce como operador libre, mientras que el operador A describe al fenémeno donde se han
tomado en cuenta las interacciones y se conoce como operador perturbado.

La teoria matematica de dispersion se debe entender como una parte de la teoria de per-
turbacién de operadores autoadjuntos. Aqui, el operador libre corresponde al modelo cuantico
de una particula libre de interacciones. Mientras que el operador perturbado corresponde al
caso en donde el modelo cuantico ha tomado en cuenta las interacciones que la particula tiene
durante el experimento. Es importante notar que en la teoria de dispersion la interaccién tiene
lugar en una regién pequena del espacio mientras que el movimiento libre es el que predo-
mina durante la mayor parte de tiempo del fenémeno observado. Esto es lo que sucede en la
mayoria de los experimentos que se realizan en la fisica contemporanea como en la colisién de
particulas elementales y el interés principal esta en obtener informacién fisica de las particulas
por medio del estudio del resultado de estas colisiones.

Asi, la teoria matematica de dispersién trata el problema de obtener informacién de la
evolucién asintética de una particula descrita por el hamiltoniano completo (perturbado) del
sistema a partir de la evoluciéon dada por el hamiltoniano libre del sistema. Para esto, por
razones que quedaran claras en el presente trabajo, es suficiente considerar inicamente la
parte absolutamente continua de los operadores. Consideremos la ecuacion de Schrodinger:

1— = Hu, u(0)=/f,

- )=
donde H es el hamiltoniano completo del sistema y f describe el estado inicial. El compor-
tamiento asintotico de las soluciones de esta ecuacién cuando t — £o0o se estudia a través de
las soluciones de la ecuacion

Z.%:Houv U(O):f,

correspondiente al hamiltoniano libre de interacciones Hj. Estamos interesados en el compor-
tamiento asintético precisamente porque antes y después de la colisién (que tiene lugar en
una regién “pequena’ del espacio) esperamos un comportamiento asintéticamente libre. De
esta forma, una parte complementaria al andlisis asintético de soluciones, es establecer las
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condiciones bajo las cuales las partes absolutamente continua de los operadores H y Hj son
unitariamente equivalentes.

Estos problemas fundamentales de la teoria de dispersién se tratan en este trabajo con
todo detalle y considerando el caso mas general posible. La idea de la tesis es abordar el
problema matematico de manera constructiva de forma que se tengan todos los elementos
matematicos para entender la teorfa mateméatica de dispersién. Asi, la primera seccién de
la exposicion contiene todos los elementos de la teoria de la medida que se requieren para
el tratamiento del andlisis avanzado de operadores por medio de medidas espectrales, las
cuales también se introducen con todo detalle en la siguiente seccién. Asimismo tratamos con
todo detalle la construcciéon de la teoria de la integral directa de espacios de Hilbert. Esta
teoria es fundamental en la teoria matematica de dispersion y no es tratada a detalle en la
literatura avanzada de la teoria espectral de operadores. Habiendo introducido el concepto de
medida espectral y la integral directa de espacios de Hilbert, procedemos a estudiar operadores
compactos y en particular operadores de tipo traza. Esto es porque en la mayoria de los casos la
diferencia entre las resolventes del operador libre y perturbado es un operador de clase traza. El
siguiente capitulo comprende propiamente una introduccién detallada a la teoria matematica
de dispersién y es la parte central del trabajo. El primer capitulo sirve de fundamento tedrico
para la mayoria de los conceptos y demostraciones presentes en el Capitulo 2. Finalmente, los
conceptos elementales de la teoria espectral de operadores estan presentes en el Apéndice.

Los textos existentes sobre teoria matematica de dispersion carecen de una compilacion
sistematica, detallada y completa de los conceptos de la teoria de la medida, la teoria espectral
de operadores y la teoria de funciones que son necesarios para abordar la teoria matematica
de dispersion. El objetivo fundamental del presente texto es contribuir a saldar esta carencia
en la literatura proporcionando al lector una introduccion sistematica, detallada y completa
a la teoria de dispersion.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Elementos de teoria de la medida

En este capitulo recolectamos una serie de resultados necesarios que no pertenecen pro-
piamente a la teoria de dispersion. La teoria de dispersion requiere de una clasificacién del
espectro de un operador autoadjunto basado en teoria de la medida. Brevemente menciona-
remos unos resultados basicos respecto a las medidas de Borel sobre la recta real R.

Definicién 1. Sea X un conjunto. &/° C P(X) es una dlgebra de subconjuntos de X si
i) e’ X €.
ii) Si 61,00 € 0 entonces 61 U dy € .
iii) Si 01,00 € /0 entonces d; \ 0y € °.

Definicién 2. &7 es una o-dlgebra si es un dlgebra que es cerrada respecto a uniones contables
de elementos.

Si X es un espacio métrico completo, denotamos por By a la minima o-algebra que
contiene a las bolas cerradas.

Definicién 3. Un espacio medible es una pareja (X, o/) en la que X es un conjunto no vacio
y o/ es una o-dlgebra de subconjuntos de X .

Definicién 4. Sean (X, ) y (Y, /) espacios medibles. Decimos que f : (X, o) — (Y,o)

es una funcién medible relativa a las o-dlgebras o y o si fﬁl(g) € o, para todo § € <.
SiY =R (0Y =C) yo = Br (& = (Bc)), entonces diremos que [ es o/ -medible si
fY(Br) C o (fH(Bc) C ).
En lo que resta de este trabajo, denotaremos a los siguientes conjuntos por
S(X, o) :={f: X — C|f es &/-medible},
SH(X, ) = {f € S(X,)|f > 0}.
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Definicién 5. Sea (X, o) un espacio medible. Una medida en (X, /) es una funcion p :
X — R con las siguientes propiedades:

i) 1(0) = 0.
ii) u(d) >0 para todo 6 € .

iii) p es o-aditiva; i.e. Si {0,} es una sucesion de elementos ajenos entre si de <f , entonces:
o oo
n=1 n=1

Si o/ =By (6 Bx C &°) decimos que p es una medida boreliana.

Definicién 6. p: o7 — [0,00) es una medida completa si para cada 6 € o tal que p(d) =0,
entonces para todo 0 C § se tiene que 0 € o .

Sipu®: Y — [0,00) es una funcién aditiva numerable definida en «7° un dlgebra, entonces
existen & o-algebra y p medida sobre &7 tal que «7° C /. M4s atin, si construimos a j con
el teorema de extension de Caratheodory entonces p es completa.

Definicién 7. Sea p1: o/ — [0,00) una medida boreliana. Decimos que Z € &/ es un soporte
boreliano de p si p(Z¢) = 0. Denotamos por suppu al soporte boreliano mds pequerio y
cerrado.

Definicién 8. Un espacio de medida es una terna (X, o, 1), en la que (X, <) es un espacio
medible y v : o/ — R es una medida. Haremos la identificacion (X, o/, u) = (X, p).

Definicién 9. Sea (X, .o/, 1) un espacio de medida y sea P(x) una proposicion referente a X .
Decimos que P(x) es cierta casi sequramente (abreviado c.s.) si existe § € </ tal que p(d) =0
y P(x) es cierta si x € X \ 0.

En general, no es cierto que pu({x € X|P(x) es falso}) = 0, para que esto suceda hay que
pedir que p sea completa.

Definicién 10. Sea (X, <7, p) un espacio de medida, definimos

(X, o) = {gp € S(X,d)|p = chxgj, donde {0;}7_, es particion de X yVj,c; € (C} )

j=1
Definicién 11. Sea (X, o7, 1) un espacio de medida. Definimos
Loo(X, 1) = Loo(p) :={p € S(X,u)|¢ es acotada (c.s. rel. p)}.

Si f es una funcién real valuada, no decreciente y continua por la izquierda; podemos
definir una medida g en los conjuntos de la forma § = [o, 8) con a < f, de la siguiente
manera



Definicién 12. Sean (X, <7) un espacio de medida y py,ps dos medidas definidas en <7 .
Decimos que iy es absolutamente continua con respecto a py (denotado por py < pa) si y sélo
si pa(0) = 0 siempre que pi(6) = 0.

Con la definiciéon anterior tenemos la siguiente equivalencia: p; < 9 si y sélo si existe

p € S4(X, ) tal que pi(0) = /@duz-
1)

Definicién 13. Sean X, Xy C X tales que X1 N Xy =0 y X = X; U Xy, decimos que i, es
singular (ortogonal) a po (denotado por py L ) si y sdlo si py(X1) = pe(Xs) = 0.

En particular, si gy y po son medidas borelianas con Z, = supppy y Zo = suppps; se tiene
que py L s siy solo si py(Z1) = u(Zy) = 0.

Definicién 14. Sea p una medida en (X, 7). Se dice que u es finita si no toma el valor
extendido +00. Si es posible hallar una sucesion {6,} de elementos de < tal que X =J >~ 3,
y p(9,) < 400 para todo n € N, entonces diremos que p es o-finita. Claramente toda medida
finita es automdticamente o-finita.

Teorema 15. [Descomposicion de Lebesgue]. Si (X, /) es un espacio medible y uy y
fa son medidas o-finitas en o7, entonces existen dos unicas medidas o-finitas py, y p1, tales

que pn = fi1, + p,; donde pn, < po y p, L po.

Definicién 16. Decimos que Z° es un soporte boreliano minimal si y sélo si para todo Z
soporte boreliano de u se tiene que \(Z°\ Z) = 0 donde \ es la medida de Lebesque en R.

Un soporte boreliano minimal siempre existe, para ello, supongamos que existe Z un so-
porte boreliano de p tal que A(Z) < oo. Sea ¢ = inf A(Z) donde Z € {Z C R|ANZ) <
oo con Z soporte boreliano}; sea {Z,,} una sucesion de soportes borelianos tales que A\(Z,,) —

¢; tomamos Z° = ﬂ Z,. Asi, Z° es un soporte boreliano minimal con A\(Z°) = (.

neN
Si tomamos Z° U A con A(A) = 0, también resulta ser un soporte boreliano minimal; por lo

que el soporte boreliano minimal existe pero no estd univocamente determinado.

Sea GG un conjunto abierto y u = A [ la medida de Lebesgue restringida a G. Aqui G es un
soporte boreliano minimal pero suppu = G.

Sabemos que por el teorema de Lebesgue, una funcién mondtona no decreciente F(x) tiene
derivada f(z) = F’'(z) > 0 para casi toda z € R, y ademas, f € L*°(R); es decir, es integrable
sobre cualquier intervalo finito.

Las definiciones de medida absolutamente continua y medida ortogonal de una medida p
pueden ser reformuladas de manera equivalente en términos de f = f,. A saber, ;1 es absolu-
tamente continua si

u(X) = /X F(V)dA

para cualquier intervalo (y por lo tanto para cualquier conjunto de Borel) de X. Una medida
es ortogonal si f(A) = 0 para A\ c.s. De aqui se sigue que f coincide con la derivada de
Radon-Nikodym de la parte absolutamente continua de la medida p (relativa a la medida de
Lebesgue). En otras palabras

1a(X) = /X (VA



y para A c.s.
Fu()‘) = Fl;a()\)

Los conjuntos de Borel Zs y Z, correspondientes a las componentes ortogonal ps y absoluta-
mente continua u, de p pueden ser descritas en términos de la funciéon f. De manera precisa,
consideramos f la derivada simétrica; es decir,

£ 1t FOFO = FO—2)

e—0 2e

(1.1)

Entonces, Zs consiste de los puntos A donde el limite existe y es igual a +00. Denotamos
por Zj el conjunto de puntos tales que el limite ((1.1) no existe o es igual a cero. Resulta
w(Zy) = 0. Por lo tanto, la parte absolutamente continua esté concentrada (i.e. p, = pz,) en
el conjunto Z, = R\ (Z5 U Zy) donde la derivada simétrica existe, es finita y distinta de cero.

1.2. Medida Espectral

Definicién 17. Para todo espacio de Hilbert H, denotamos por
B(H) := B(H,H) al conjunto de operadores lineales acotados que van de H en H.

Teorema 18. Sea T un operador lineal sobre H un espacio de Hilbert. T tiene funcion inversa
acotada si y solo si
|Tz|| > cl|z]|, ¢>0,Vae D(T) (1.2)

mds ain, el mdzimo valor posible para c es c = 1/||T7|.

Demostracion. Supongamos que se cumple ((1.2)); como ¢ > 0 tenemos {z € D(T) : Tz = 0} =
{0}, por lo tanto T~ existe. Sustituimos Tz = y en (1.2) y tenemos

Iyl = | Tyl Yy € D(T™') = ran(T)

por lo que |T7!|| < ¢~!. Ahora, supongamos que T~ existe y es acotada; por lo que

T—l
H y“ < C—l — ||T—1|| S C_l,
Iyl
la igualdad se alcanza en ¢ = ||T~!|. Hacemos x = T~ 'y; asi
el _
< = flzfle < [|Tz|
I T|
por lo que cumple ([1.2)). O

Definicién 19. Sea H un espacio de Hilbert, sea T un operador lineal cerrado, denotamos
por

p(T) :={z € C[3C; > 0,Vf € dom(T), |[(T — =) f|| = C:[|f][},

a este conjunto le llamamos el conjunto de puntos quasi-requlares de T



Proposicion 20. Sea H espacio de Hilbert y sea z € p(T). T es cerrado siy solo si ran(T—zI)
es cerrado.

Demostracion. Tenemos que existe ¢ > 0 tal que ||(T — zI)f|| > ¢||f|| para toda f € D(T)
por lo que (T — zI)~! existe y estd acotada. Tenemos que (T — zI)~! es cerrado si y sélo si
D((T — zI)™') = ran(T — zI) es cerrado. Por lo tanto T es cerrado si y sélo si ran(T — zI)
es cerrado. O

Teorema 21. Sea T un operador cerrado que satisface
| Tz|| > cllz||, Vxe D(T)(c>0) (1.3)
supongamos también D(T) C D(W) y
|Wz|| <a||Tz||, VzeD(T)(a<1l) (1.4)

entonces T+ W es cerrado sobre D(T') y satisface con ¢; = (1 —a)c en lugar de c. Mas
ain, dim(H & ran(T + W)) = dim(H & ran(T)).

Demostracién. Como ||[Wz| < a||Tz|| = |[Wz|]* < a®||Tz||* para toda z € D(T) y para
a < 1. De aqui se sigue que W es fuertemente dominada por 7', entonces el operador 7'+ W
definido en D(T) es cerrado. Ahora calculamos:

(T + W)zl = ([Tl — W]
> || Tzl —al Tl (por (L4))
> (1 = a)cfl«| (por (L.3))
por lo tanto ran(T + W) es un subespacio. Supongamos dim(H © ran(T + W)) < dim(H ©
ran(T)), entonces existe f € (H ©ran(T)), [ # 0 tal que f L (H S ran(T + W)). Asi,

f € ran(T + W), es decir, f = (T + W)y para alguna y € D(T). Como f L ran(T) se sigue
(f.Ty) =0, por lo que

(T+W)y,Ty) =0= (Ty,Ty) = —(Wy,Ty),

andlogamente, si dim(Horan(T+W)) > dim(Horan(T)), existe f € Heran(T+W), f #0
tal que f = Ty para alguna y € D(T) ; por lo que (Ty, Ty) = —(Wy, Ty). Calculamos:

ITyl* < [WylllTy]
<alTyl*  (por (L.4))

lo cual es una contradiccién ya que por hipétesis a < 1. Por lo tanto dim(H & ran(T+W)) =

dim(H © ran(T)). O

Corolario 22. Sea W € B(H) y |W| < ¢ donde c es la constante en (1.3), entonces la
conclusion del teorema [2]] es vdlida para T + W.



Demostracion. Calculamos
[Wel| < W]l < [[W]le™||Tx]|

donde la tltima desigualdad se da por (1.3). Como [|[W] < ¢ se sigue que |[W/|c! < 1,
tomamos a = ||W||c™!, por el teorema [21] se sigue facilmente el resultado con ¢; = (1 —a)c =
c— [|[W]]. O

Teorema 23. El conjunto p(T) es abierto, ademds dim(H & ran(T — \I)) es constante para
cada componente conexa de p(T').

Demostracion. Veamos que p(T') es abierto. Sea Ay € p(T'), se tiene que existe ¢o > 0 tal que
(T — Xo)z|| > collz|| para toda x € D(T'). Sea A tal que |A — Ag| < ¢o; tenemos

T — A = (T = MI) + (Ao — NI

como (T'— A\oI) es cerrado y (Ao — A)I € B(H) con |[A\g — A| < ¢q, por el corolario 22| se sigue
que T'— A es cerrado y satisface | T — A || > c||z|| para toda x € D(T) y para alguna ¢ > 0,
de aqui tenemos que la bola abierta con centro Ay y radio ¢ estd contenida en p(7"). Por lo
tanto p(7) es un conjunto abierto; ademas dim(H S ran(T — X\ol)) = dim(H S ran(T — \I)).
Ahora, cada subconjunto abierto se descompone en a lo mas una cantidad numerable de
componentes conexas. Si dos puntos corresponden a una sola componente, se pueden conectar
mediante un camino poligonal. Cada punto del camino se puede considerar el centro de una
bola abierta donde dim(H ©ran(T — AI)) es constante. Esta cubierta admite una subcubierta
finita; por lo tanto dim(H © ran(T — AI)) es constante. O

Corolario 24. Si dim(H © ran(T — X)) =0 para ) € p(T), entonces (T — \)~' € B(H)
Demostracion. Como X € p(T), existe ¢ > 0 tal que
(T = AD)z|| = cllz]| Ve € D(T)

por el teorema [18] (7" — AI)~! existe y estd acotada en D((T'— AI)~Y) = ran((T — X)) = H,
por lo tanto (T'— M)~ € B(H). O

Definicién 25. Sea H espacio de Hilbert. Definimos al conjunto resolvente como
p(T) = {z € p(T)|dim(ran(T — zI)*) = 0}

A su complemento, o(T) := C\ p(T) le llamaremos espectro de T, mientras que a 6(T) :=
C\ p(T) le llamaremos nicleo espectral.

Definicién 26. Sea H espacio de Hilbert. Definimos los siguientes conjuntos

o.(T) :={z € Clran(T — zI) # ran(T — zI)}
0,(T) :=={z € Clker(T — 2I) # {0}}

El conjunto o.(T') se le conoce como espectro continuo de T. Al conjunto o, le llamamos
espectro puntual de T y consiste de todos los eigenvalores de T, ker(T — zI) corresponde al
eigenespacio respectivo de z.



Teorema 27. Para cada operador cerrado T se sigue
0(T) = 0,(T)Ua.(T).

Demostracion. Es facil ver que 0,(T') C 6(T) y 0.(T) C (7). Sea z € C\ (0, Uo,.), entonces
ran(T — zI) es un subespacio y (T — zI)~! existe y estd bien definido en D((T — zI)™!) =
ran(T—zI). Como T es cerrado y 21 € B(H) se sigue que (T'—=zI) y (T'—zI)~! son operadores
cerrados. Asf, (T —zI)~! es cerrado y D((T — zI)™!) es un subespacio; se sigue que (T —2I)~*
es continuo. Tenemos que T — zI tiene funcién inversa continua, por el teorema (18| se sigue
(T —zI)f|| > ¢| f|| para toda f € D(T') y para alguna ¢ > 0; es decir, z € p(T); por lo tanto
(T) C op,(T)Ua(T). O

Definiciéon 28. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador es simétrico si A C A*; para estos
operadores, (f, Af) € R.

Definicién 29. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A es semiacotado si (f, Af) >

C(f, f)-
Si C' > 0 decimos que A > 0.

Si A y B son operadores tales que A — B > 0, decimos A > B.

Definicién 30. Sea H un espacio de Hilbert. Un proyector ortogonal P es un operador que
satisface
P =P*= P2

Denotamos por P(H) el conjunto de todos los proyectores ortogonales en H definidos en todo

H.

Proposicion 31. Sea H un espacio de Hilbert y P un proyector ortogonal; entonces 0 < P <
1.

Definicién 32. Sea (X, o/) un espacio medible. Sea H un espacio de Hilbert y sea P(H) el
conjunto de proyectores ortogonales definidos sobre todo H. Supongamos que E : of — P(H)
es una funcion que satisface:

1. Es aditiva numerable, es decir, si {0,} C &/ es un conjunto finito o numerable de

conjuntos ajenos con 6, € o y o = U On, entonces E(6) = S—Z E(6,).

n

2. Es completa, esto es, E(X) = 1.
Entonces E es una medida espectral sobre H.

Cada medida espectral genera una familia de medidas escalares finitas en .«7 de la siguiente
forma: para cada f € H, hacemos (f, E()f) = (E(S)f, E(8)f) = [|[E(S)f||* > 0, de manera
que p17(0) == (f, E(0) f) define una medida finita pues uf(X) = (f, E(X)f) = || f||*. Mds atin,
para f,g € H, p174(0) := (g, E(J) f) define una medida compleja que cumple pi7.,(6) = g ¢(6).




Definicién 33. Sea (X, o) un espacio medible y H un espacio de Hilbert. Sea E : o/ — P(H)
y sea 0 € of. Decimos que § es un conjunto de medida cero respecto de E si E(0) = 0. Si
¢ : X = R es una funcion medible, denotamos

E-supg :=inf{a € Rlp(z) <a FE-cs.},
si se cumple que E-sup |p| < oo decimos que ¢ es acotada respecto de E.
Definicién 34. Sea (X, .o/) un espacio de medible y H un espacio de Hilbert. Sea E : of —

P(H) una medida espectral sobre H. Sea {0;}7_, una particion finita de o y sea p = Z CiXs;
j=1
con c; € C para j € {1,...,n}, definimos:

n

/stE =Y ¢ E@)

=1
que cumple (g, ([ ¢dE) f) = [ ¢dpuy,y puesto que

o) ()

j=1

= cipigg(5;)
j=1

= / odpiy.g

en particular, <f, (f cpdE) f> = [ pduys. A su vez, se cumple

H/sodEH _ B-suplgl,

esto nos da una isometria I1(X, o) J, B(H). Podemos extenderla por continuidad a L (X, E)

(el conjunto de funciones medibles y acotadas con respecto a E, donde |||l = E-sup |p|) de
la siguiente manera

/gpdE =u-llm | ¢, dE

n—oo

donde {p,} es una sucesion arbitraria de funciones simples que convergen a p € Loo(X, E).

Definicién 35. Sea (X, o) un espacio medible y H un espacio de Hilbert. Sea E : o/ — P(H)
una medida espectral. Sea p € S(X, ), definimos

D, = {f e H| [ IoPduy < oo}

Proposicién 36. El conjunto D, de la definicion 35 es lineal y denso en H.



Demostracion. Sean f,g € D,,d € o7, calculamos

prag(0) = IEQ)(f + g)lI* < 21 E@)fII* + 21 E@)gll* = 271£(8) + 2114(0)

por lo que D,, es lineal. Ahora, definimos 6% := {z € X||¢(z)| < n}. E(X\U, 6%) = 0, como
la sucesién {0¢} es creciente, se sigue que s-lim E(0¢) = I. Para cualquier f € H definimos
fo=E2)f, astlim,_, fn = f. Para ver que D,, es denso, basta probar f,, € D,,. Calculamos

/ oPduy, = / P Cedpy < / duiy = n?|| |

por lo tanto D, es denso. O

Proposicién 37. Sea (X, .o/) un espacio medible y H un espacio de Hilbert. Sea E : o/ —
P(H) una medida espectral, sea ¢ € S(X, ). Sea 67 = {x € X||p(x)| <n}; definimos
Q] = @Xse- Tenemos que @) € Loo(X, E) para toda n € N y ademds pp,) — ¢ c.s. rel. E.

Demostracion. Como ¢ € S(X,.27) se sigue facilmente que pys¢ es medible con respecto a
E; ademas, E-sup |¢p)| < n por lo que ¢, € Loo(X, E). Ademiés, E(X \ |, 62) = 0 por lo
que, para cada x € |, 6%, se sigue lim,, o @xs¢(2) = (z). O

Definicién 38. Para f € D, tenemos que {f gp[n]dEf}Zozl es una sucesion de Cauchy; por
lo que definimos la integral de p € S(X, /) con respecto de E como

/gpdEf = lim /go[n]dEf.

Lo anterior define un operador normal y cerrado tal que dom (f cpdE) =D,.
Proposicién 39. Supongamos que {p,} C S(X, %) es una sucesion tal que
i) on € Lo(X, E) para toda n, y o,(x) — o(x) c.s. rel. E.
i) 3C > 0 tal que |p,(2)]> < C(l(z)]* + 1), Vn c.s. rel. E
entonces Um, oo [ 0ndEf = [ @Ef para toda f € D,.

Demostracion. Calculamos

o[

por lo tanto, [ ¢dE no depende de la eleccién de la sucesion @i, O

2
= / lon — g |*dpy — 0

Teorema 40. [Teorema espectral.] Sea H un espacio de Hilbert y A un operador normal,
entonces existe K4 medida espectral inica tal que

C

En particular, si A = A* entonces A = / sdFE4 y domA = {f € ’H‘ / |s|2dpy < oo}.
R R



Proposicién 41. Sea f : Q@ — C medible. Sea Dy := {ZB € H’/ |f|?dE, . < oo}, entonces
Q
Dy es un subespacio denso de H. Si x,y € H se sigue:

) 1/2
[zl <ol ( [ 15Pae.) "
Q Q

Demostracion. Ver [4] Lema 13.23, Pégina 342. O
Teorema 42. Sea E una resolucion de la identidad sobre €.

(a) Para cada funcion medible f : Q — C le corresponde un operador denso ®(f) definido
en H, con dominio D(®(f)) = Dy, tal que

(D (f)z,y) = /Qdex,y Vo € Dy, Vy € H (1.5)

y ademds satisface

j@()alf = [ 1fPdE.. VoeD;, (16)
Q
(b) Si f y g son funciones medibles, entonces
(f)2(g) € 2(fg) y D(®(f)®(g)) = Dy N Dy, (1.7)
Ademds, ®(f)P(g) = ®(fg) siy sdlo si Dy, C Dy

(¢) Para cada funcion medible f: Q — C

®(f) = 2(f) :
O(f)2(f)" = @(f") = 2(f) 2(f) (1.9)
Demostracion. Ver [4] Teorema 13.24, pagina 343. O

1.3. Integral directa de espacios de Hilbert

Definicién 43. Sea A un operador autoadjunto. Decimos que el operador A es simple si existe
g € H tal que

span{ E(0)g|0 € Br} = H,

donde E4 es la medida del teorema espectral. A g se le conoce como generador.

Definicién 44. [Representacion candnica de un operador simple]. Consideremos
w(d) == (9, Ea(0)g) Y6 € o7, con E4x la medida del teorema espectral correspondiente al
operador simple A y con g el generador. Sea ® : Ly(R, p) — H dada por ®(¢) = [ pdEag.
La representacion candnica de un operador simple A estd dada por A = ®M, DL,



Definicién 45. Sea (X, .o, 1) un espacio separable con medida boreliana o-finita. Definimos
a la funcion G con dom(G) = X tal que para cada v € X,G(x) es un espacio de Hilbert
separable.

Denotamos por N(z) := dimG(z) la dimension de dicho espacio de Hilbert. Asi, N : X —
N U {0}; asumiremos que N es p-medible, es decir

{r € X|N(z) =k} e o,k €[l,00].

Vamos a considerar a las funciones f definidas en dom(f) = X y tales que f(z) € G(z),
que cumplen ser p-medibles en el siguiente sentido:
Suponiendo que tenemos un conjunto numerable )y, se cumplen

span{g(z)|lg € Q} = G(z) para cada p—c.s.,x € X (1.10)
1.11)

Definicién 46. Sea €2 un conjunto de funciones que cumplen las propiedades Y
definidas previamente, y ademds, para cada h € Q, h : X — G(x) se cumple (h(z), 9())c()
es una funcion medible para toda g € $2y. Llamamos a €0 el conjunto de funciones medibles.

Asi, a la familia de espacios de Hilbert G(x) dotada con la estructura medible Q, la denotamos
por (G(-), ) y le llamamos un sistema de Hilbert medible sobre el espacio de medida (X, <7, ).

(g1(x), 92(2))c(x)  es una funcién p- medible (

Definicién 47. Sea (G(-),§2) un sistema de Hilbert medible sobre el espacio de medida
(X, o, ). Consideremos a las funciones h € Q que satisfacen

[me@mwm<w;

A este conjunto de funciones le podemos introducir la siguiente norma

Mwaémmwwwmx

dicha norma satisface la identidad del paralelogramo, por lo que es generada a partir de un
producto interior, teniendo asi que

<mw»=£mmmmwm@wm>

con lo cual, este conjunto de funciones es un espacio de Hilbert al cual lo denotamos por

H::/XEBG(:v)d/L(a:)

y le llamamos la integral directa de los espacios de Hilbert G(x).

Teorema 48. Sean (G,Q) y (G', ') dos sistemas de Hilbert medibles generados por el mismo
espacio (X, o7, ) tales que N = N'| p-c.s., entonces existe un mapa unitario entre H y H'.



De este resultado se sigue que p y N determinan a la integral directa de espacios de
Hilbert.

Definicién 49. [Operador de mailtiplicacion de HJ. Sea H la integral directa de espacios
de Hilbert determinada por n y N, y sea v € S(X,.a/). Definimos Q, con

(@)= {o € B [ 1oPlo(o) Pauto) < +o0}

dada por (Q,9)(x) = v(x)g(z).

Con la definicién previa, si 0 € Bg se tiene ys € S(X, 7). Calculamos

(9, Qu f) = / (9(2), (2)) ey i),

7]

con las propiedades de esta integral se puede demostrar que:
1. @y, €s un proyector.

2. @y, es aditiva numerable, es decir, si {6,} C o es un conjunto finito o numerable de
conjuntos ajenos con 4, € &' y 6 = |, dn, entonces Qy; = 5-_, Oy,

3. Qxix, =1
Con lo cual @y, es una medida espectral para cada 0 € Bg.
Teorema 50. El operador fX odQ), coincide con el operador Q..

Demostracion. Tenemos que dom(Q,) = dom( [, ¢dQ,). Para cada g € dom(Q,) y para
cada h € H calculamos

(9, Quh) = /X o(2){9(2), h2) oy da(z) = /X odjing = (g, /X oA Q1)

O

Definicién 51. Sea (G,Q2) un sistema de Hilbert medible y t(x) € B(G(x)) definida p-c.s.
sobre X. Decimos que t(x) es p-medible si la funcion

(f(2), t(z)9(2))cw@)
es medible para toda f,qg € €.

Definicién 52. Sea H una integral directa de Hilbert; definimos a los operadores descompo-
nibles como los operadores T : H — H tales que dada t : X — B(G(x)) una funcion medible
con

p=sup [[t(z) || sy < +o0,

la funcion T estd definida por T'(h(x)) = t(z)h(x).



Teorema 53. Sea (G,€2) un sistema de Hilbert medible y t(x) € B(G(x)) una funcidn medible
tal que

p=sup [[t(2) [5G < +oo,
entonces el operador descomponible T : h(x) — t(z)h(x) es un operador en B(H) tal que
17Nl 5@ = p-sup [[t(2)l 3G

Teorema 54. Sea (G,) un sistema de Hilbert medible. El operador descomponible T :
h(z) — t(x)h(z) (con t(x) € B(G(x))) medible tal que p-sup [|t(z)||Bc@) < +00 conmu-
ta con cualquier operador Q,, para ¢ € (S, 47); en particular T conmuta con Q) para toda

o€ .

Teorema 55. Sea (G,) un sistema de Hilbert medible y sea T € B(H). Si T' conmuta con
Qy(s5) para toda 6 € </ entonces existe una funcion p-medible

t: X — B(G(x))
tal que T'(h(x)) = t(x)h(x).

Un caso particular de los operadores descomponibles es cuando t(z) = a(x)I p-cs.x € X,
donde I es la identidad en G(x), en este caso T' = ,. En los teorema anteriores se identifican
clases de operadores que conmutan entre si. Ademas, la clase de operadores que conmutan
con (), es mas amplia que ella misma (véase la figura de abajo).

Teorema 56. Sea H una integral directa con N(x) =1 (u-c.s.). T € B(H) conmuta con X
siy solo si T = Q. para algin ¢ € Loo(X, ).

Teorema 57. Sea H wuna integral directa. Si M € B(H) conmuta con cualquier operador
descomponible, entonces existe p € Loo(X, p) tal que M = Q..

Proposicion 58. El conjunto de operadores descomponibles sobre una integral directa H es
una subdlgebra (no conmutativa si N(x) # 1); ademdas

a) T+ 15— tl(l‘) + tz(ﬂf)
b) TT5 — tl(l')tg(l')
c) T* — t*(x).

No es conmutativa
para N(z)= 1

Teorema 59. El operador descomponible T' es autoadjunto (unitario, normal, proyector) si
y solo sit es autoadjunto (unitario, normal, proyector) p-c.s. x € X.

algebra conmutativa



1.4. Operadores Compactos

Definicién 60. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que un operador T : H — H es un
operador lineal compacto si'T' es lineal y si para cada subconjunto acotado M C H, la imagen

T (M) es relativamente compacto, es decir, T(M) es compacto.
Denotamos por So(H) a la clase de operadores compactos definidos en todo H.

Como los operadores en S (H) estdan acotados y definidos en toda H, se sigue que son

operadores cerrados; por lo que, si T' € Sy (H), éste admite la representacién polar, donde V'
es la isometria parcial tal que T = V|T'| con |T'| = (T*T)*2. Por lo que T y |T| son operadores
compactos.
De lo anterior, si tomamos 7' € S, (H) tendremos que |T'| es un operador autoadjunto compac-
to. Si {s} es el conjunto de eigenvalores de |T'| ordenados de forma decreciente y contados
con multiplicidad, y si {¢x} es la base ortonormal de H dada por los eigenvalores; por el
teorema espectral para operadores autoadjuntos compactos aplicado a |T'| tenemos

71 = silen ) on

k

donde limy_., s, = 0; de aqui se sigue
T=V|T|
=Y silen )V er
k

= 28k<90k,'>1/)k (1.12)

donde a se le conoce como la representacién canénica de operadores compactos, mien-
tras que {sx} se les llama nimeros singulares y {t¢,} también es una base ortonormal de
ran(7"). Asi, todo operador compacto admite una representacién canénica. A su vez tenemos
el siguiente resultado:

Teorema 61. Sean {¢i}, {1x} sistemas ortonormales de H con la misma cardinalidad, sea

{sk} una sucesion decreciente, s > 0,limy_,oo s, = 0. Entonces T' = Z Sk{k, Yk define un
k
operador compacto.
n
Demostracion. Denotemos T, = Z Sk{ @k, )1g; calculamos
k=1

n-+q

(T =TI = D sil{on ) < st Y Wew2)* < sppylloff?
k=n+1 k

por lo que {7},} es una sucesién de Cauchy de operadores de rango finito, asi {7,,} converge
uniformemente a un operador T' € So(H); es decir, ||T;, — T'|| — 0 cuando n — oo. O



En la demostracion previa, la igualdad en los calculos se alcanza cuando x = ¢, 1, asi

Teorema 62. Sea A € Sy.(H) un operador autoadjunto y sea {\,} el conjunto de eigenvalores
ordenados de manera decreciente y contados con multiplicidad. Entonces

A
A, = min méx (2, 2x>
£ zeL\{o} ||z||

donde dim(H & L) <n — 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A > 0. Sea £ un subespacio de
Hilbert con dim(H © L) < n — 1. Supongamos que existe 9 > 0 tal que

(x, Ax) < (N, —e0)||z]|* Vo €L (1.14)

por lo que existe z # 0 con z € span{&|k=1,...,n} talquex € Ly z € (H© L)* (donde

{& }7—; es base ortonormal para £). Como z € L entonces x = Z &k, con lo cual
k=1

(x, Az) > N\ (z, )

lo cual contradice a ([1.14)). Por lo tanto A\, < méax,er\ o} % donde la igualdad se alcanza
en £ = span{&,}}_;. O

Del teorema previo se sigue el siguiente resultado fundamental:

el = mi 1 T 1.15
Sw = min. méx (|[7]/]«]) (1.15)

donde L es tal que dim(H e L) <n— 1.

De la ecuacion ((1.15)) se obtiene que:
a) Si R € B(H) entonces sg(T'R) < || R||sx(T).

b) $,41(T) = ming |T— K| (rankK < n); més ain, sean Ty, Ty € Soo(H), de la igualdad
previa tenemos

Sman—1(T1 +T2) < s (Th) + 5, (T3)

suponiendo T' = T} + T5 entonces
[sm(T) = sm(T1)| < || T = T4 ] (1.16)

lo cual muestra que los nimeros singulares dependen de 7' continuamente.



1.4.1. Operadores traza

La clase Sy (H) contiene una subclase importante de operadores.

Definicién 63. Definimos al conjunto

Si(H) == {T € Su(M)|D 51 < +oo} .
k

Teorema 64. SeaT € B(H). Supongamos que existe {gi} base ortonormal tal que Y., ||Tgi|* <
+00, entonces T' € Sy (H).

Demostracion. Sea {x,} una sucesién débilmente convergente a 0. Calculamos
|Tbkxn||2 Z| gk7T xn - Z|<Tgk;xn>|2a
k

debido a que (T'gg, z,) — 0 cuando n — 0 y {x,} estd acotada se sigue que existe ¢ > 0 tal
que {Tgr, x.)|* < ¢||Tgr||*. Luego, por la versién discreta del teorema de Lebesgue tenemos
que ||[T*x,|| — 0 cuando n — oo, con lo cual T*x,, — 0 cuando n — co. Entonces T* es un
operador compacto y por lo tanto 7" es compacto. O

Teorema 65. SeaT" € B(H),T > 0. Si eziste {gy} una base ortonormal tal que ), (gr, T'gr) <
+00 entonces T € S1(H) y para toda {hy} base ortonormal se cumple

Z<hk, Thk> = Z Sk

k k

Demostracion. Por hipdtesis Z(gk,Tgk) = Z |72 gx|? < +o0, por el teorema previo se
K k

sigue T2 € Soo(H) con lo cual T' € S (H). Usando la representacion canénica de operadores
compactos T' = >, si(@k, ), donde ¢, = ¢y, pues T' > 0, calculamos

th’Thk ZZSH @J7¢k :Zsk.
k

k

Teorema 66. Sean T' € S1(H) y {sr}, {h} bases ortonormales de H, entonces

Z [(hie, Tgr)| < Zsk



Demostracion. Usamos la descomposicién canénica de T y calculamos:

> (e Tge) <Y Z 83(@3s gr) (T, ;)

1/2 1/2
< ZSJ [Z\(S%gkﬂz] [Z !<hk,¢j>|2]
=D sillenllllexl
= zk:sk.

[]

Teorema 67. SiT € B(H) y existe {gi} base ortonormal tal que Y, || Tgx|| < +o00, entonces
TeS (H)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad consideremos 7' > 0, como Z(gk, T gr) < Z T | gr ||
k k

y Z 1T gx|| < 400, por el teoremase sigue |T'| € S1(H), por lo tanto T' € S;(H). O
k

Teorema 68. El funcional T +— Z sk es una norma en Si(H).
k

Demostracion. Sean Ty, Ty € S1(H) y T = T, + Ty; por el teorema tenemos que para
cualesquiera {gi}, {hx} sistemas ortonormales

Dot Tg)l < > [ Tag)| + > (b, Tegi) | < Y s+
k k k k k

por lo que T' € S1(H). Las propiedades de la norma se siguen de la definicién ya que los
numeros singulares son no negativos, asi

1] = ) s(T).

k
O]
Teorema 69. (S1(H), || - ||1) es un espacio de Banach.
Demostracion. Sea {T,} una sucesiéon de Cauchy con respecto a || - ||;. Usando (1.13)) con-
cluimos que ||T|| = s1 < ||T||1; asi {7},} es una sucesién de Cauchy con respecto a || - ||5x),

entonces T,, = T € Sy (H).
Debido a que ||T,, — T),,|| < € para m,n > 1, se sigue

Zsk(Tn—Tm) <e param,n>1
k



usando la continuidad de los nimeros singulares y haciendo n — oo, tenemos

Zsk(T_Tm) S g

con lo cual T'— T, € S1(H), sin embargo, T, € Si(H), por lo que T' € S;(#). Por tultimo
notemos que

lim |T - T,,|| = 0.

m—r0o0

[
Teorema 70. Si(H) es separable.
Demostracion. Sea T € Sy(H) y sean T,, = > 7 _, sx(T), se sigue que
T = Toll =D (1),
k>n
puesto que s,(1,,) = sg(T') para n < k y sx(7},) = 0 para k > n. Por lo tanto
\T —T,|ls = 0 cuando n — co.
[

Teorema 71. Si T € S1(H) entonces para toda base ortonormal {gy}, Z(gk,Tgk> es abso-
k

lutamente convergente y la suma no depende de la eleccion de la base.

Demostracion. Usando la representacion canonica de operadores compactos calculamos

;(gk,Tgm = ;Zsj«oj,gm(gk,wﬁ

= ZS;;@k,%)(%gw (por teo [66)
= i%(%ﬂﬂ
= i<¢jaT¢j>

por el teorema [66| esto es absolutamente convergente y no depende de la eleccién de {gx}. O

Definicién 72. Sea T' € S,(H), definimos la traza de T por

T = Z(gk,Tgk)
k

la suma de los elementos de la diagonal de la matriz T en la base {gi}.

Observemos que |T7T| < ||T||1, vy en particular si T > 0 entonces 77T = ||T||;.



Capitulo 2

Teoria de dispersion

Sea H un espacio de Hilbert, consideremos {f € 7-[| | £l = 1}; les llamaremos f-estados.
La probabilidad de que el valor de una observable se encuentre en el intervalo (a,b) C R
cuando el sistema se encuentre en el estado f es:

(f. Ea(a,b)f) = / g

(a,b)

La dinamica de estados estda dada por un grupo continuo uniparamétrico de operadores uni-
tarios

Existe un operador generador (del grupo de operadores) A = A*; se conoce como Hamiltoniano
del sistema.
Seran de nuestro interés

z% fi = Afy (Ecuacién de Schrodinger)

d
Consideremos

d
@'Eft = Af;
fi=fo (t:())

Tenemos dos operadores A, Ay (este tltimo libre de interacciones) y f, = e " f, f0 =
e*iAOtf(()J‘

29



El problema fundamental de la teoria matematica de dispersion consiste en: dado un estado
e . e . . . Oi
inicial fj, encontrar estados iniciales para el Hamiltoniano libre f;~ tales que

I [le= fy — et (05| = .

t—+o0

Lo anterior es equivalente a ' ‘ .
fO — tginoo ezAte—ontf(g) )

Denotaremos fo = Wx(A, Ap) fgi los operadores de onda.

Suponiendo que A es un operador tal que 0(A) = 04is(A) = 0,(A) \ 0;°(A). Si A € 04i(4),

f € ker(A — \I), entonces et f = e~ f. Por otro lado, si 0(Ag) = O'dls(AO)

f € ker(Ay — \oI) entonces e~™ot f0 = e=idot £9.

En este caso no siempre es posible encontrar un estado inicial fo .

oA, )

\\o 4 :I//

Definicién 73. [Ecuacion de onda generalizada.] Usando la notacion del inicio de
este capitulo, la ecuacion de onda generalizada se define por

2

d
@U—%AU—O A>0

con las condiciones iniciales U(0) = f,U’(0) = h. Sean a(t) = LU y b(t) = VAU, definimos

7. (al) _ i 0 —ivVA\ ~

U:= (b(t)) € H @ H; tenemos & a = VAb, & o = /Ab, dtU (2\/Z 0 U.
Definicién 74. Sea f € H, decimos que f es absolutamente continua con respecto al
operador A si jiy es absolutamente continuo (con respecto a X la medida de Lebesque). Por
otro lado, decimos que f es singular con respecto a A si jiy es singular con respecto a \.



Definicién 75. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Definimos los siguientes
conjuntos

H* = {f € H|f es absolutamente continua c.r. A}
H® :={f € H|f es singular c.r. A}

Teorema 76. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Entonces H* L H?.

Demostracion. Por el Teorema a 1 la podemos descomponer de la siguiente forma
p= g + ps. Existe Z C R tal que pg = i [ze y ps = i [z con us(R\ Z) = A(Z) = 0.
Sea d =0 Udycondy =0NZydy=0NZ° Sean f € H*y g € H?, calculamos

{9, EQ) 1) = (g, (E(01) + E(2)) f)]
{9, E(01) )] + {9, E(32) ])]

<
< (£ EG) N9l + Kg, E@)a) Il f1I”
=0

entonces, para cualquier § € Bg, (g, E(d)f) = 0; en particular, (g, f) = 0. ]

Teorema 77. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Entonces H* y H*® son
conjuntos lineales.

Demostracion. Sean fi, fo € H®, entonces

(i + fo, EG)(f1 + f2)) = ([1, E(0)f1) + (f1, E(0) f2) + (fo, E(6) 1) + (fo, E(d) f2) (2.1)

ahora, calculamos

[(f1, E(0) f2)| = (E() f1, E(9) f2)]
< [E@)AIFIED) f1°
< {(fi, BQ) )l f1” (2.2)

de (2.1)) y (2.2)) se sigue que pp, 4, es absolutamente continua. El caso con H*® es similar. [

Teorema 78. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Para toda h € H existen
feH yge H® tales que h = f + g.

Demostracion. Sea § € Bg, consideremos 4u,(8) = (h, E(§)h); por el Teorema [15] a py, la
podemos descomponer en pp, = uf + w5, por lo que existe Z C R tal que A\(Z) = pj(Z°) =0
(con A la medida de Lebesgue). Definimos f = E(Z°)hy g = E(Z)h, calculamos

(f,EQ0)[f) = (E(Z°)h, E(6)E(Z°)h)

— (h, E(5 N Z°)h)
(6N Z°)
= [z (9)
= 5 (9)



y andlogamente (g, £(0)g) = p;(6). Entonces f € H*, g € H® y
h=EZ)h+ (I —E(Z)h=EZ)h+E(Z)h=f+g.
O
Corolario 79. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Tenemos que H = H* B H?.

Definicién 80. Sea H un espacio de Hilbert. Sean Hq, Ho subespacios de H tales que
H=HDHy yseaT € B(H). A x €H lo podemos denotar por x = il con

2
x1 € Hi, 22 € Ha, donde, si P; es el proyector sobre H;, denotamos por Tj, = PT [y, , asi

Ty — Ty Thio T
Toy To Ta)
Definicién 81. Sea H un espacio de Hilbert. Sean Hq, Ho subespacios de H tales que
H=H,DHy yseaT € B(H). Decimos que Hy reduce a T si THy C Hy y THay C Hs.

Si T no es acotado y domT" C H; pedimos que Hy Ndom(7") = Pydom(7T’), como
dom(T") = Pidom(T) + Pydom(T) entonces Hy N dom(T) = Pydom(T).

Definicién 82. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador (no necesariamente acotado).
Sea Hi un subespacio de Hilbert. Decimos que Hi es invariante respecto a T si

Hi N dom(T) = Prdom(T) y
T(Hl N dom(T)) C Hi

De la definicion anterior, Hy N dom(T) = Prdom(T) es equivalente a
dom(T) = (H1 N dom(T)) & (Ha N dom(T')) mientras que T =T, & Ty, donde T, =T [

k

Proposiciéon 83. Sea H un espacio de Hilbert. Sean H1, Ho subespacios de H tales que
H=HDHyyseaT € B(H). Si T =T yHy es invariante respecto a T, entonces H,
reduce a T

Proposicion 84. Sea H un espacio de Hilbert. Sean Hq, Ho subespacios de H tales que
H=H1PHs. SiT € B(H) es un operador simétrico, cerrado, entonces Hy es invariante
con respecto a'T' y por lo tanto Hy reduce a T

Teorema 85. Sea H un espacio de Hilbert. Sean H1, Ha subespacios de H tales que
H=H,DHy yseaT € B(H). Sea P; el proyector en H;, entonces Hy reduce a T si y solo
St PlT = TP1

Demostracion. Supongamos que H; reduce a T', entonces Pydom(7T") = Hy, N dom(7"). Sea

x € dom(T") donde Pz, Pox € dom(T), asi PT'x = P,\T Pz + P,T Pyx por lo que se sigue que
PiTx =TPx.

Ahora, supongamos que P,/T = T P;. Sabemos que Pydom(7T) C dom(T), Pi(dom(T)) C H1,
asi Prdom(7T") = Hy Ndom(7T), por lo tanto H; resulta invariante respecto a 7. O



Teorema 86. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto. Si H es un
subespacio de H (H C H), tenemos que H es invariante respecto a A si y sélo si H es
invariante con respecto a Ea(H).

Demostracion. Sea f € dom(A), como

se tiene que F4(8)f € dom(A). Sea P la proyeccién de H y f € dom(A); calculamos

prs ()| Ea(d)Pf?
= [|PEA(S) I

< [[EA(0) f]I?
= py(9)

entonces Pf € dom(A) y ademds, para g € ‘H se tiene que

< / 5dEAPf,g> — [ b,
R
= / odpug,pg
R
REDED
por lo que obtenemos E4(6)H® C H®. Ahora, sea f € H?, calculamos

1Ea)f(0) = (EQ)f, E(QQ)E()f)
FE@)EQG)])

=y 15 (9),

entonces fig,s)f < ff [5=< iy < A; por lo tanto £4(8)f € H®.

—~
—

Definicién 87. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador. Definimos los siguientes
operadores: Aqe := A [ga y As := A [n,. De esta definicion se sigue inmediatamente que
A=A, D A,; ademds, definimos los siguientes conjuntos:

04c(A) :=0(A,), os(A) == o(Ays)

HPP .= span{A(R)|\ es eigenvector de A}



Proposicién 88. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto. Tenemos que
HPP reduce a A y HPP C H°.

Definicién 89. De la proposicion |88, como HPP C H?, definimos H* := H® & HPP.
Asimismo, definimos Age = A [pse, App = A Tre, 05c(A) = 0(Ase) Y opp(A) = 0 (Apy).

Definicion 90. Sea H un espacio de Hilbert; decimos que h € H es un elemento maximal si
para toda f € H, pg < .

Teorema 91. Sea H un espacio de Hilbert. St H es separable entonces para cualquier
operador autoadjunto A existe un elemento de tipo maximal.

Proposicién 92. Sea H un espacio de Hilbert separable y h € H un elemento mazximal. Sea
0 € B(R). Tenemos que E4(0) =0 si y sdlo si up(0) = 0. Como consecuencia inmediata se
sigue suppE s = suppiy,.

Teorema 93. Sea H un espacio de Hilbert separable y A un operador autoadjunto, entonces
eriste Z* € B(R) tal que P* = E(Z®) (donde P® es el proyector sobre H®).

Demostracion. Sea h € H un elemento maximal, por lo que existe Z° tal que
wi ((Z°)¢) = 0 = A\(Z?); asi, el conjunto buscado es Z* = (Z*)°. Sean f € H y
E(Z%)=1— E(Z%), calculamos
ME(Zs)f(a) = <f7 E(@ N Zs)f>
= (0N Z°%)
= Hf [ZS (8)7
asi, supppg(zs)f € Z° y en consecuencia A(Suppig(zs)r) = 0, entonces pipzs)s L A, por lo
tanto E(Z°)f € H".
Ahora, supongamos A(9) = 0, se sigue
pin Tza (0) = ppzen(0) =0
por lo que pipzayp < A, COMO fig(zeyr = fif [ze= fin [z2a=< A, entonces E(Z?)f € H®. Por lo
tanto P* = FE(Z%) y P®* = E(Z®) (con P? el proyector sobre H?). O

En el teorema previo, Z* y Z° no estan univocamente determinados. Ademas,

0(A) = suppuy, donde h es de tipo maximal; tenemos que ppap, = pp, [ze= pui° y para toda
f €M,y < pn, entonces pg° < pp® y pf < pj,, entonces P*h = E(Z%)h es de tipo maximal
con respecto a As. Con esto 0,.(A) = suppuf y o5(A) = suppy;.

Definicién 94. Z° es un soporte boreliano minimal si es soporte boreliano de E y para
cualquier soporte boreliano E, N(Z°\ Z) = 0.

Corolario 95. Z° es soporte boreliano minimal de E si y solo si Z° es soporte boreliano
minimal de py, donde h es de tipo mazimal.

Definicién 96. Todo soporte boreliano minimal de E contenido en o(A), es llamado
spectral core de A.

En lo que resta de este trabajo diremos que A tiene espectro absolutamente continuo (ac),
(sc),(pp) en 0 C R si E(0)A tiene espectro absolutamente continuo (ac), (sc), (pp) en el
espacio E(0)H.



2.1. Multiplicidad Espectral

Definicién 97. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto. Decimos que A
es simple si existe g € H tal que

span{E(0)g| O es un intervalo} = H.
A g se le conoce como elemento generador.

Definicién 98. Sea H un espacio de Hilbert Y A un operador autoadjunto simple tal que
existe f € dom(A™) para toda m € N y que ademds cumple

span{A™ flm € NU{0}} = H,

a f se le conoce como elemento ciclico.
Si A es simple, entonces A admite representacién canénica dada por
Lo(R, pg) = H
p— p(A)g

en general, existe G C H tal que

span{ £(0)G| O es un intervalo} = H.

Definicién 99. Sea H espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto simple. Si G C H
con dimG = m tal que

span{ E(0)G| O es un intervalo} = H

decimos que A tiene multiplicidad m.
La multiplicidad espectral de A en 0 C R es la multiplicidad de E(0)A en el espacio E(O)H.
A tiene multiplicidad espectral si m = lim,,_, multiplicidadE(A — 1/n, A+ 1/n)A.

Para cualquier medida boreliana p, 0(A,) = suppu donde A, es operador de multiplicacién
en el dominio maximal.

Proposicion 100. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto simple. h € H
es un elemento generador si y solo si es de tipo mazximal.




Dado f; buscamos fJ vy fJ~ tales que

fo= tgrinoo ¢iAteidot pO% (2.3)

Para fy € H% se tiene que existen fo € HY tales que satisfacen 1’ Denotamos por

Wi(A, Ag) = s-lime' e~ 40!,
t—+oo

Definicién 101. Sea H un espacio de Hilbert y sea A un operador autoadjunto simple.
Decimos que Wi(A, Ag) son completos si ranWi(A, Ag) = HY.

Definicién 102. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador autoadjunto simple.
Definimos el operador dispersion por s : fo~ — fot dado por s := Wiw_.

2.2. Definicion y propiedades de los operadores de
onda

Definicién 103. Sean A y Ay operadores autoadjuntos que actian sobre los espacios de
Hilbert H y Ho respectivamente. Sea J : Hy — H un operador acotado. Definimos

Wi(A, Ag) := s- lime4te= Aot Py,
t—+o0 0

Wi(A, Ay, J) = s—limeiAtJe_iAotPHS

t—+o0

si ademdas J es unitario, con J # I, denotamos por Ay = JAgJ .

Proposicién 104. Sean A y Ag operadores autoadjuntos que actiian sobre los espacios de
Hilbert H y Ho respectivamente. Sea J : Ho — H un operador unitario y acotado. Tenemos

piAt Jo—idot _ efiAtefiAOtJ
Demostracion. Calculamos
(g, Je Mt f) = (T g, e TN
— [y B0
:/e_“td@, JE((S)J‘U‘)
— [ty B4, 0

de aqui tenemos
ezAtJe—ont — ezAtJG—ontJ—lj — G_ZAtG_ZAotJ.

Notemos también que || Je=ot|| < ||J|| v por lo tanto || lim A Je ol | < |JIIfIl. O
— 00



Con lo anterior, para demostrar la existencia de W, basta demostrar la existencia en un
conjunto denso en Hg.

Teorema 105. Sea Hy un espacio de Hilbert y sea Ag un operador autoadjunto. Tenemos

w-1ime " Py = 0.
[t|—o0 0

Demostracion. Calculamos

(g, e 0t f) = / e i*d(g, B(©)f) (2.4)

como F(9) es no decreciente y continua por la izquierda se sigue
(9, E(0)f) = E14(0), (2.5)

por lo que, de (2.4]) y (2.5) tenemos

(g, e ™0t ) = /Re_mé'}g(é)ds — 0.

[t| =00
O
Teorema 106. Si K es compacto entonces s limKe_iAOtP;,{g = 0.
— 00
Teorema 107. W, es isométrico en H st y solo si para toda f € Hg,
z —1Apt o
i [|Je ] = 7],
Demostracion. Calculamos
IWefll = lim [l Je 0 f]| = lim || Je7 ! f]).
t—+oo t—+o0
O
Teorema 108. W, es isométrico a H si f—ljlém(J*J — Ie ot = .
—4o0
Demostracion. Calculamos
T f[2 = (et f, Jeidot )

= (T = D)ot Lm0t ) 4 [0t |

= ((J*J = Dem 0 f e 00 f) || |2
si 5- ljl;m(J*J — e ™! = () entonces lim | Je= ! £l = || f|I, v por el teorema ((107)) se sigue

—>=00 — 00

que Wy es isométrico a Hg. O

Teorema 109. Si Wy es isométrico a H3 y ||J]| < 1 entonces f—lil’m(J*J — e ot =,
— 00



Demostracion. Tenemos Wy es isométrico a H si y sélo si

((J*T = De et fem ot f) — 0,

t—+o0

como J*J es autoadjunto y positivo, y como I — J*J es positivo tenemos
(7 = Dm0t et £y = —|[( = J*) et 12 5 0

por lo que s-1fm(I — J*J)e ot = 0. O

t—+o0

Teorema 110. Si (J*J — I) es compacto entonces Wy es isométrico a HE.

Teorema 111. Si (J*J — I)E4,(A) es compacto para A un intervalo finito, entonces Wy es
isométrico a H.

Teorema 112. Para ¢ € S(R, E4) N S(R, E4,) se tiene

P(A)WL(A, Ay, J) = Wi(A, Ao, J)p(Ao)

Demostracién. Tenemos ¢(s) = e~ calculamos

e UL (A, Ag, J) = e s 1imet A Je 0!
t—+oo
— s hfmezA(t—w) Je—ont

t—+oo

— 5 hfme'LA‘r Jeszo (T4w)
T—+00

— g h/mezAT Je—’LA()Te—'LAOw
T—+00

= Wi(A, Ay, J)e_iAOw.

Sean g, f € H, tenemos

(9, e VWL (A, Ag, ) f) = /R e (g, B(5)W(A, Ay, J)f)

y también
(9. Wa(A, Ag, J)e 0 f) = (WE(A, Ao, J)g,e” " f)
= [ AW A, Aa, D Eay(9)1).
por la unicidad de la medida de integrales de Fourier-Stieltjes tenemos
(9, Ea(0)Wi(A, Ao, J) ) = (9. Wi(A, Ao, J)Exy(6) f)

entonces F4(0)Wi (A, Ao, J) = Wi (A, Ao, J)Ea,(9). O



Por lo anterior, AW, (A, Ay, J) = WL(A, Ay, J)Ag, por lo que
Wi(A, Ag, J) : dom(Ay) — dom(A)
y a su vez, como (p(A)WL(A, Ay, J))" = (Wi(A, Ao, J)p(Ag))", se sigue
WE(A, Ao, J)p(A) = o(A)WL(A, Ao, J).

Definicién 113. Sean H y Hy espacios de Hilbert, sean A y Ay operadores autoadjuntos
que actian sobre los espacios H y Ho respectivamente. Definimos

”Hat = Ho © ker(Wx)
HE = ran(Wy)

Teorema 114. Sean H y Ho espacios de Hilbert, sean A y Ag operadores autoadjuntos que
actian sobre los espacios H y Hoy respectivamente.

a) Hg reduce al operador Ay,

b) HE reduce al operador A.

Demostracion. Para probar a), sea f € ker(W.), asi W, f = 0, entonces

WiEA (A)f = EA(A)WLf =0, por lo que F4 (A)f € ker(W,). Tenemos que ker(WW.) es
invariante con respecto a Ej,,, entonces ker(WW.) es invariante con respecto a Ag; por lo
tanto Hg reduce a Ay. Para b), como H = ker(W) @ ran(WW.), bastara con demostrar que
ker(WJ) es invariante con respecto a E4. Sea f € ker(IW}), calculamos

WIEA(A)f =EAa(A)Wif=0
entonces F4(A)f € ker(W3); de manera andloga concluimos que H* reduce a A. O
Gracias al resultado previo, podemos considerar a los siguientes operadores
A= Al v AF = Ao L,

por la definicién del operador de onda tenemos que H§ C ker(WW.), entonces HE C H§ por
lo que AT es absolutamente continuo.

2.3. Descomposicion polar de Wi.

En esta seccion, recordemos que dado 7" un operador cerrado y densamente definido
entonces T*T > 0, como consecuencia de esto tenemos por el teorema espectral que

(T*T)"/? = / VodEr-1(5)

sea |T| := (T*T)"?, asi dom(|T'|) = dom(T) y |||T|f|| = |Tf]| para toda f € dom(T'), por lo
que ker(|T|) = ker(T').

A su vez, se puede demostrar que existe una isometria (unitaria) V' : ran(7*) — ran(7T) tal
que V|T'| = T} el operador unitario V' se extiende a ker(T) teniendo asi V' una isometria
parcial. Ademads ran(7*) = ran(|T|).




Definicién 115. [Descomposicion polar de W, ]. Tenemos que Wy = Vi |W.| donde
Vi se le llama funcion signo y es tal que V£ = sgn(Wy.).

Teorema 116. Para todo ¢ € S(R, E4) N S(R, Ey,) se tiene
p(A)Ve = Vip(A).
Demostracion. Por el teorema tenemos Wi(A, Ao, J)p(A) = p(Ag)Wi(A, Ay, J), asi
Wl(‘A? AO’ J)@(‘A)Wﬂ:(A) A07 J) = @(AO)W:T:(A7 AO; J>W:E(A) A07 ‘])
=—=WIi(A, Ao, )WL (A, Ao, J)p(Ao) = ¢(Ag)WL(A, Ao, J)WL(A, Ao, J)
= [WZL(A, Ao, J)[#(Ae) = @(Ao)[W(A, A, J)|
—= Ve [WL(A, Ao, J)|@0(Ao) = Vap(Ao) WL (A, Ao, J)
= @A)V WL(A, Ao, J)| = Vap(Ao) WL (A, Ao, J)|

también tenemos que ker(|]W|) = ker(W.). Sea h € H,, entonces h = f +gcon g € Hi y
g € ker(W.), como ran(|Wx|) = ran(W3:) = Hg entonces p(A)Va = Vip(4y). O

De este teorema se sigue como caso particular que AV, = Vi Ay y ATV, = ViAOi lo cual
estd bien definido, por lo tanto A* y AT son uniformemente equivalentes. Ademds, A es
absolutamente continuo por lo que A* es absolutamente continuo, entones H* C H.

Si ker(Ws) = Hg se sigue que H* es unitariamente equivalente a Hg, por lo que H* es
unitariamente equivalente a H¢, y por lo tanto Hy = HZ.

Definicién 117. El operador Wy = Wi (A, Ay, J) se dice completo si ker(Wy) =H y
ran(Wy) = H°.

Notemos que si se satisface que ker(Wi) = H{ entonces Wy [ tiene nicleo trivial, por lo
que existe (Wi [Hg)_l cranWy — Hy de tal forma que si ran(Wy) = ran(W.) entonces
(Wi [;ng)f1 es acotado; por lo que si W es completo, entonces W [42 es continuamente

invertible.

Teorema 118. Supongamos que los operadores de onda Wi(Ay, Ao, Jo) y Wi (A, Ay, Jp)
existen y son completos; sea J = J1Jy, entonces el operador de onda Wi(A, Ay, J) existe y
es tal que

W:I:(Aa A07 J) - W:I:(Aa Ala JI)W:I:(Ah A07 JO)
Demostracion. Como J = JiJy calculamos
eiAtJe—iAotPH8 — eiAtjl J()e_iAOtP'HS
— eiAt Jle_iAlteiAltjge_iAotPHS
= T M (Pyg + (I — Pyg) )™ Joe™ 40" Pyyg, (2.6)
por otro lado, notemos que ran(W.) C H{, por lo que

tS;lE)Ig([ — Pq_[rll)eiAltjoeiiAotPHS = 0,



usando la ecuacién ([2.6)) y el limite previo tenemos
eZAtje—ontPHg — SZAtjle_ZAltPlell €ZA1tJ0€_ZA0tP’H8,

recordemos que si T,, > Ty S, = S entonces T,,S, - T'S con lo cual se cumple la
igualdad. ]

Definicién 119. Supongamos que los operadores de onda Wi(A, Ag, J) y Wi (A, Ao, J)
existen. Decimos que J y J son equivalentes (y lo denotamos por J ~ J) si

s-lm(J — J)e " Py = 0

t—=+oo

Observemos que de la definiciéon previa, si J ~ J entonces los operadores de onda coinciden

pues ~ 7
le (T = De YR fI| < lle [ (] = e Pof]| — 0

t—+oo

y por lo tanto

IWL(A, Ay, J)f — Wi(A, Ay, J)f|| — 0 cuando t — +oo.

SiJn~J€ S entonces J ~ J para cualquier Ay con lo cual obtenemos el siguiente criterio:
Sea 0 C R un intervalo, si (J — J)E4,(0) € Sy entonces J ~ J para Ap.

Teorema 120. Si Wi(A, Ay, J) existe, entonces

s-1m (Wi (A, Ag, J) — J)e ' Py =0

t—+o0

Demostracion. Sea f € H{ entonces

Wi(A, Ay, J)e AT f — Je=H o7 f — ¢ TATIY (A, Ay, J) f — Je AT f
T g ), f 1)

como |e”*7|| = 1y ||[(=e' 7 Je~ o™ 4 W) f|| — 0 cuando 7 — 400, se sigue que la
ecuacion ([2.7) converge a cero cuando 7 — £o0. O]

Con este teorema obtenemos que W4 (A, Ag, J) ~ J.

Definicién 121. Definimos el operador de onda débil como

Wi(A, Ay, J) = w-lim Py e Je ! Py

De la definicién previa, como T, — T implica que T* — T*, se sigue que si Wi(A, Ao, J)
existe, entonces Wi (A, Ay, J) = Wi (A, Ao, J).

Una de las importancias de los operadores de onda débiles es que nos permiten tener
criterios de existencia para los operadores de onda fuertes.



Teorema 122. La existencia de los operadores de onda Wi (A, Ay, J) es equivalente a la
existencia de los operadores de onda débiles Wi (A, Ao, J), Wi(Ag, Ao, J*J) y la igualdad

W*(A, Ay, YW (A, Ag, J) = Wi (Ao, Ag, J*J) (2.8)
Demostracion. Supongamos que el operador de onda Wi (A, Ay, J) existe; calculamos

(€48 Je= 40t Py — W) fI|2 = (€400 J* Je™ 0 Pyya f, Pya £) + |W (A, Ao, J) f]|?
— 2Re(Pyae Je 0 Py f WL f) (2.9)

como Wy = PW., se sigue que Re(Pyaet Je 40! Py f, /V[v/if) — H/I/Iv/ifHQ cuando t — F00;
por lo tanto, la congruencia a cero del lado izquierdo de la igualdad (2.9) es equivalente a la

existencia del operador de onda Wi(Ao, Ap, JTJ) v ala igualdad a cero del limite del lado
derecho. La tltima igualdad tiene la forma

(Wa(Ao, Ao, J*I)f, f) = [Wa(A, Ao, J) f|?

y es equivalente a ([2.8)). O

Corolario 123. Si el operador de onda Wi(A, Ap, J) eziste y se cumple que

s-lm(J*J — Ie ™' Py = 0

t—=o0

entonces el operador de onda débil Wi(A,AO, J) ezisten y es isométrico a Wi(A, Ag, J) en

HE.
Demostracion. Sea f € H, calculamos
1WA, Ao, J*J) = Preg) fIl = || im e 0tT* Je™ " Pryg f — Pryg f]|
_ ‘ A * —1A
= || Jim e 7T = De " Py f|
= tim [} (J° T = De 0 Py |
=0
entonces Wi(AO, Ao, J*J) = Pya, con lo cual
/Wv:i(A7 A07 ‘])W:I:(Aa AOa J) = P’HS
]

Teorema 124. Si los operadores de onda débiles Wi existen y son isométricos sobre H{ y
||| <1, entonces existen We.

Demostracion. La prueba es andloga al teorema donde ||.J|| < 1 implica que J*J — I es
negativo. O



Definicién 125. El operador de onda local para Ag, A, J y un conjunto de Borel A C R es
el operador A ‘
Wi(A, Ag, J,A) == s-1m (e Je " Ppa By (D))

t—+oo

a su vez, para Ng, A C R conjuntos de Borel el operador de onda local se define por

Wo(A, Ag, J, A, Ag) = w- jltimEA(A)PHaeiAtJe_iAtPHrOzEAO (Ap).
—to0

Como Pyq se puede escribir en términos de Ey,, tenemos que Pys y E4,(A) conmutan; por
lo que si J = JE4,(A) tenemos
Wi (A, Ao, J,A) = s-1m(e 4" TE 4, (A)e 0! Pya) = Wi (A, Ay, J);

t—+o00

andlogamente

WL(A, Ay, J, A, Ag) = Wi(A, Ay, EA(A)JE4,(Ag)).

Si tomamos ¢ de manera que p(A) = E4(A) v p(Ag) = E4,(A), calculamos

w-lim (EA(A)Pyee™ Je™ " Pya B (A)) E5,(A) =

= Ea(Ao)u-lim (Ea(A) Pyae™ Je™ " Pya By (A)) Eay(A)
= w-1mEA(A N Ag) Pyae™ Je™ 9 Pya B, (A N Ap)

|
t—=o0

por lo tanto Wi(A, Ag, J, A Ag) = /in(A, Ao, J,ANA).

2.4. Completitud del operador de onda

En esta subseccién asumiremos la existencia del operador de onda, a su vez, si f € ran(Wy),
entonces existe f§ € Hy (con f = Wy, fo) tal que cumple

, —iAt ¢ 7 iAot fO|| _
tginooHe Jo—Je fo” 0

Recordemos que un operador de onda W, (A, Ay, J) es completo si ker(Wy) =H y
ran(W.) = H?. Si ademds ran(W.) = ran(W..) entonces W [3a es continuamente
invertible.

Proposicién 126. Si ker(W.) = H y ran(Wy) = H®, entonces A es unitariamente
equivalente a A°.

Proposicion 127. Si Wy son isométricos y ran(Wy) = ran(Wy.) entonces
WiWi = PHS Yy Win*: = PHi;

st ademas W es completo se sigue W W} = Pya.



Teorema 128. Si W (Ay, Ao, Jo) y W(A, Ay, J1) son completos entonces Wi (A, Ay, J1Jo)
es completo.

Teorema 129. Sea J, € B(H,H,) tal que

s-1tm(J,J — e "' Py = 0,

t—+oo

entonces para toda f € H
[P fIl < [Tl fIl-

Teorema 130. Supongamos que Jy € B(H,Ho) tal que

s-1tm(J,J — Ie Py = 0.

t—=+o0
Wi(A, Ao, J) es completo si y solo si existe Wi (Ag, A, J1) y satisface

s-1tm(JJ, — e " Pya = 0, (2.10)

t—+oo
en este caso Wi(Ag, A1, J1) también es completo.

Demostracion. Supongamos que W (Ag, Ay, J1) existe y se cumple (2.10)), por el teorema
| Pra fl| < | JIWx (Ao, A, J1)||, entonces Wy (Ao, A, Ji) es continuamente invertible y
ran(Wi (Ao, A, J1)) = ran(Wx(Ap, A, J1)), por lo que ker(Wi(Ag, A, J1)) = {0} v
ker(Wi(Ag, A, J1>> = H?".

Como ran(Wy (A, Ao, J1)) C H?, basta probar que ker(Wi(A, Ay, J)) C H®. Tenemos
Wi(A, Ao, J)Wi<A0, A, Jl) =W+ (A, A, JJl), CcOo1mo

Wi(A, A, JJ)) = s-lime* ' J J e " Pya
t—=o0

y por ([2.10]) se tiene que

Wi(A, A, JJl) — PH&
:>W:|:(A7 A07 J)Wﬂ:<A07 A7 Jl) = PH“
:>W1(AQ, A, Jl)Wj;(A, Ag, J) = PHa,

si f € ker(Wi(A, Ay, J)) entonces Pyaf =0, con lo cual f € H* y por lo tanto
ran(Wi(A, A(), J)) = H.

Andlogamente Wy (A, Ay, J) existe, asi Wi (Ao, A, J;1) es completo.
Supongamos ahora que Wi (A, Ay, J) es completo, si f € H®, entonces

lm [le” ' f — Je 7 By fl| =0

t—+oo

por lo que

tgztnoo HeiAOtaheiiAtf - eiAOtJIJeiiAOtPOf” =0,



entonces et J; Je 4ot P f = Pyf. Asi, e#ot Jie—i At f . Pyf siy solo si existe
— 00 —> 00
Wi (A, A, J1). Ahora veamos
s-1m(JyJ — I)e "' Pyg = 0

t—=oo

=>s-lim(J;J — I)Je "' Py = 0,

t—+o0

como ||Je~ 0t Pyya f — = f|| — 0 cuando ¢ — £00 entonces
s-1im||(JJ; — e ™ f|| = 0.
t—+o0

]

Si tenemos dos operadores J;, .J; que satisface entonces J;J ~ I con respecto a Ay y
JvJ ~ I con respecto a Ag. Con lo anterior tenemos que J;.J ~ J;.J con respecto a Ao, es
decir,
s-Hm(JyJ — JyJ)e " Pya = s-Um(J; — Jy) Je " Pa = 0,
t—=+o0

t—+o0

entonces 3 .
s-1im(J; — J1)e " Pya = 0.

t—+oo

Por lo tanto J; ~ J; con respecto a A.
Supongamos que J es continuamente invertible y tomamos J; := J~!, bajo la hipétesis

(2.10) podemos ver que W (A, Ay, J) es completo si y sélo si Wi(Ag, A, J~') es completo.
Teorema 131. Supongamos que Wi (A, Ao, J) eziste y satisface

s-lim(J*J — I)e """ Pya = 0. (2.11)

t—+o0

Wi(A, Ay, J) es completo si y solo si Wi(Ag, A, J*) existe y s-1im(JJ* — e Pya = 0.

t—+oo

Demostracion. Si se satisface la ecuacion ([2.11]) entonces Wi (A, Ap, J) es isométrico, asi
Wj;(A, Ao, J)W:t(A, Ao, J) = P’Ha y Wi(A, Ao, J)W*(A, Ao, J) = PHi.

Si Wi(Ap, A, J*) existe, entonces Wi(Ag, A, J*) = Wi(A, Ay, J); la condicion ker(W,) = H
es equivalente a ran(Wi) = HJ, mientras que la condicién ran(W.) = H® es equivalente a
ker(WJ) = H?; por lo que si existen Wi(A, Ag, J) y Wi (Ao, A, J*), entonces Wi (A, Ay, J)
es completo si y solo si ran(Wy (Ao, 4, J*)) = H y ker(Wi(Ap, A, J*)) = H?. O

2.4.1. Operador de dispersion

Definicién 132. Si los operadores de onda W, existen, definimos el operador de dispersion

S o= W (A, Ay, JYW_(A, Ag, J)



En la definicién previa tenemos H§ C ker(W_) y Hg D ran(WW7]), entonces S(H{) C Hy.
Teorema 133. S conmuta con Ay.
Demostracion. Como AWy =W, Agy WiA = AW} entonces

SAy=WIW_Ayg = WIAW_ = AJWIW_ = AyS.

Sabemos que ||[Wa f| < [|J[||| Pua ], entonces [|S|| < ||J||?, por lo que S es un operador
acotado que conmuta con Ajg. O]

Teorema 134. Sean Wy isométricos. S es isométrico si y sélo si ran(W_) C ran(W,).

Demostracion. Para un operador isométrico W_, la igualdad ||Sf]| = || f|| sucede si y solo si
|Wigll = ||g|l para cualquier g € ran(W_). Por otra parte, W, es isométrico si y sélo si
|Wigll = ||lg|l para toda g € ran(W, ). Como ran(S) = H{ entonces para cada g € H{ este
se puede representar como g = WiW_f o W, g = P,W_f donde P = W, W} es la
proyeccién ortogonal sobre ran(W,). Por lo tanto ran(S) = H§ si y sélo si para cualquier
hy € ran(W,) existe h_ € ran(W_) tal que hy = Pyh_. O

Vamos a considerar la descomposicion del subespacio H§ en una integral directa de la forma

HE / P G(Ndx, 60 =6(Ho).

Dado que el operador de dispersion S conmuta con Ay, si S es un operador que puede
descomponerse, entonces S(A) = S(A, A, Ao, J) lo llamamos matriz de dispersion.

Criterio de Cook

En la prueba de la existencia del operador de onda se considera de manera sistematica que
es suficiente verificar la convergencia en [103] para un subconjunto denso en H, o en H.

La siguiente condicién es suficiente para demostrar la existencia de los operadores de onda y
es conocida como el criterio de Cook.

Teorema 135. Supongamos que el operador J toma el dominio dom(Ap) y es tal que
J(dom(Ap)) = dom(A). Si existe Dy C dom(Ag) N HE denso en H tal que para toda f € Dy

+o0
/ (AT = JAg)e 9t f|ldt < +oc,
0

entonces Wi (A, Ay, J) eziste.

Demostracion. Sean wy (t) = et Je ot v o' (t) = e AJ — JAp)e 0t donde estamos

ocupando que .J(dom(A4g)) = domA y ¢ = p(A) con ¢ € L(R, E); entonces

+o0 +o0

/ |wlL(t)]|dt < +o00 por lo que / |w!y(#)]|dt — 0 cuando o — F00, entonces
0

«

por lo tanto ||wy(a) — ¢/ = 0 cuando oo — +o0. O

+o0
/ w' + (t)dtH — 0 cuando o — +o0,




Para aplicar el criterio anterior se debe conocer la evolucién dada por el operador libre Ay.
La ventaja es que no necesitamos conocer la evolucién temprana dada por el operador A.

d
Definicién 136. Sean A = A*, denotamos por R(H) := {f € H*|A-sup —= oy } donde

d\
ps(0) = (f, EQD)f). Definimos
dyig

T = A-sup —= D

Teorema 137.
1 —i
o [ oe )Pt < gl Pagl
T JR

Demostracion. Sean f,g € H, tenemos

1 —1 1 —is
E@],e Afy = E/R@ “dyig.q(s)
_ 1 7lstd/1“fg
= _27T/Re s —==(s)ds

por la identidad de Parseval tenemos

—zAt
— , dt =
/ (g, e ) 27r

o \/27r A
STfHPagHZa .fEH

d/Lfg ‘ d\

Teorema 138. R(H) = H".

Demostracion. Sea f € H®, consideramos a los siguientes conjuntos

Xy = {x € R|Cii—l;\f(:v) < N} Y =R\ Xy y Yo = m Y. Sea fy := E(Xy)f; dado que

NeN

du du
,qu(a) = /RXXNd:uf = di\N :XXNd_)\f>

se sigue que fy € R(H). Calculamos
Ifx = Il = 1EXn)f = Lf| = [(E(XN) = D fI| = [[EQN)fI,

como f es absolutamente continua entonces pi es absolutamente continua, por lo que
A(Yyn) — 0 cuando N — oo; por lo tanto ||E(Yy)f|| = 0 cuando N — oc. O



Principio de Invarianza de Birman

Sea (X, 7, E') un espacio medible y E una medida espectral, sea ¢ : X — C una funcién y
Z = p(X), tomamos
A ={0C Z|lp ' (0) e &} ;

como E : & — P(H), tomamos E'(9) = E(¢~()); entonces el espacio (Z, o7, E') es un
espacio con medida espectral y

b€ S(Z,E) < (Yoy) e S(X,E).

/Zz/JdE’:/XwogodE.

Supongamos que T = / wdE y sea Ep su descomposicién espectral, entonces

R
E7(9) = E(¢71(d)). Sea M un soporte boreliano de E, esto es, E(R\ M) = 0; sea Q C R
un subconjunto abierto tal que A(M \ Q) =0y A(e(M \ ©)) =0 (con ¢ medible).

Ademas se cumple que

Supongamos {2 = U 2, donde ,, son intervalos ajenos. Sea €y := M \ €2, definimos
n=1

H" := E(Q,)(H) paran € NU{0}, como €, son ajenos se sigue que ‘H" reduce a A. Si

A" = A [y» se tiene que

A=Y PAa,  H=> PH" A= P

Teorema 139. Sea ¢ € S(X, F4,) N S(X, E4) tal que
1. ¢ es absolutamente continua.
2. ¢'(A) >0 A-c.s. 0 ¢'(N) <0 A-c.s.

3. @ es tal que para un soporte boreliano M y €2 un conjunto abierto, se satisfacen

AP(MA\ Q) =0y A(M\Q) =0
entonces HYy = Hg 4)-

Demostracion. Sea I' un intervalo en 2,,, entonces

/ sO’(A)dA‘ - [1e i

ya que ¢ cuenta con 1y 2 de las hipdtesis. Si A(I') = 0 entonces A(¢(I')) = 0. Ademas, si

Ap(T)) =

A(p(I")) = 0 entonces / |©'(A\)|d\ = 0, por lo que se sigue facilmente que ¢'(A) = 0 A-c.s. en
r

I', es decir, A(I') = 0 (porque se cumple la condicién 2 de las hipétesis). De lo anterior



tenemos que A\(I') = 0 si y sé6lo si A(p(I')) = 0. Dado 0 C €, se sigue que A\(Q) = 0 si y sélo
si A(p(9)) = 0. Si f € HY entonces (f, Ea(-)f) es absolutamente continua; también tenemos

([, EA)f) = ([, Epay(¢™ () [), dC Q.

Suponiendo A(¢(£2)) = 0 se sigue que {f, Ea(o~1(9))f) =0y por lo tanto f € H 4
Analogamente se puede probar que si f € H, 4y entonces feHs. m

Teorema 140. Supongamos que A y Ay son operadores autoadjuntos y
e € S(R,E4) NS(R, Ea,). Supongamos ademds que ¢ satisface las tres condiciones del
teorema donde M es un soporte boreliano para Ea y Ea,. Si existe Wi (A, Ao, J, )
entonces existe Wi(p(A), p(Ao), JEA, () donde v ="4+" ov="="yQ, = U Qp,
n:p’>0
U Qi ademds Wi(A, Ao, J, Q1) = Wi(p(A),0(Ao), JE,(Q4)) y

n:p’<0

Wi(Aa AOa Ja Q*) = W¥<90<A)7 SD(AO)a JEAO (Q*)) Sl Y solo si

s-1m (Wi (A, Ao, J, Q) — J)e #1440 (Q,) = 0. (2.12)

t—troo

Demostracion. Como e WV, (A, Ay, J,,) = Wi(A, Ay, J,Q,)e A0l 1a ecuacién (2.12)

es equivalente a

S- llm(Wi(A Ao, J, Q) — A)tJe_w(AO)t)EAg(Qu) =0.

t—+roo

Calculamos

(Wi (A, Ay, J,Qp)e#A0)l — JemlAN B 14 () =
= (eTPWIWL(A, Ag, J, Q) — Je AN B0 ()
— o ip(A) (Wi(A, Ay, J, Q) — eiw(A)tje—iw(Ao)t)EAg(Q+)

tomando el limite tenemos que s- Hm(Wi(A, A, J, Q) — ¥ Je A0 BLa (Q) = 0,
—00
entonces s-lim (e Je (AN B 1 Q) = WL (A, Ao, J, Q). O

t—o00






Apéndice

2.5. Espacios de Hilbert

En esta seccion asumiremos que el campo escalar es C a menos que se especifique lo
contrario.

Definicién 141. [Espacios con producto interno]. Un espacio complejo con producto
interno es un espacio vectorial L con campo escalar C y con un producto interno definido
sobre todo L; donde un producto interno sobre L es una funcion definida sobre L x L a C,

denotado por (-,-), que cumple:
(w):LxL—C

(IP1) {f,9) = {9, /) (Vf,9 € L)

(IP2) {f,ag) = off,9) (Vo €C)

(IP3) (f, g1+ 92) = ([, 1) + ([, 92)  (Vf, 91,92 € L)
(IP4) {f,f) =20 (Vfel)

(IP5) (f, f) =0<= [ =0

la igualdad en (IP1) se le conoce como la propiedad Hermitiana del producto interior,
ademds, por (IP2) y (IP3) el producto interior es lineal respecto a la sequnda variable. De
(IP1), (IP2) y (IP3) se sigue que el producto interior es anti linear con respecto a la
primera variable, es decir

(1 fi+aafo,9) = ai(f1,9) + ax(fo,9) (Vai, a0 € C)(Vf1, fo,g € L)

Lema 142. [Desigualdad de Schwarz]. Sea L un espacio vectorial con producto interno
complejo; tenemos

[(Fal < [ fIlgl (2.13)
Demostracion. Sean f,g € L'y [, € C, tenemos

0 < [laf = Bgll* = lal(f. f) — aB(f. 9) + aB{[. g) + |B1*(g. 9)
en particular, si o« = (f, g) v 8 = (f, f) se sigue

por (IP4) y (IP5) tenemos [{f, g)| < [ f[lllgll O

51



Proposicién 143. Un producto interior sobre L define una norma sobre L dada por

IfI| = (f, )2

Demostracion. Por la propiedad (IP4) se sigue ||f]| > 0 para toda f € L; més atin, de las
propiedades (IP4) y (IP5) se sigue ||f|| =0siy sélosi f =0. Sean A€ Cy f € L, como el
producto interior es antilinear y por (IP2) tenemos (Af, \f) = [A2(f, f), ast [|Af]| = M ]I
Finalmente, para demostrar la desigualdad del tridngulo calculamos

If+9ll>=(f+9,.f+9)
= I £1I” + 2Re(f, g) + lgI?
< AP+ 21KF, 9)] + lgll?
< \IFIZ+ 21 f gl + lgl* (por 2.13)
= (£ + llglh)?

por lo que [[f +g[| < [[f[| + [lgll- -

Definicién 144. [Espacio de Hilbert]. Un espacio vectorial con producto interno tal que
es completo bajo la norma definida en la proposicion se le llama espacio de Hilbert. A
un espacio de Hilbert lo denotaremos de manera usual por H. A menos que se indique lo
contrario, trabajaremos con espacios de Hilbert separables.

Definicién 145. Sea H un espacio de Hilbert y M < H un subespacio. Definimos
M+ ={z € H|{x,m)=0Vm € M}.
Denotamos por x Ly si (x,y) =0 con x,y € H.

Definicién 146. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal definido en su dominio
D(T), que es un subespacio de H. Un operador T en H se dice no acotado si existe una
sucesion {x,}5°, C H y un escalar M > 0 tales que ||z,|| < M para toda n € N, pero

n—oo

Definicién 147. La grifica G(T) de un operador T en H es el subespacio de H X H que
consiste de todas las parejas ordenadas {x, Tz}, donde x € D(T).

Definicion 148. S es una extension de T (esto es D(T) C D(S) y Sx = TaxVz € D(T)) si
y sdlo si G(T) C G(S). Lo denotamos por

TcCS.

Definicién 149. Un operador cerrado en H es un operador cuya grdfica es un subespacio
cerrado de H x H.

Definicién 150. Sea T : D(T') — H un operador lineal definido densamente en H un
espacio de Hilbert (esto es, D(T) es denso en H ). Denotamos por D(T*) al conjunto de
todos los y € H tales que (T'x,y) es un funcional lineal continuo sobre D(T). El adjunto T*
de T es el operador dado por

(Tw,y) = (&, T"y) (x€D(T),y € D(T7)).



Definicién 151. Un operador T en H es simétrico si
(Tz,y) = (z,Ty) conx e D(T),yec D).
Si T =T%, entonces a T se le llama autoadjunto.

Definicién 152. El conjunto resolvente de un operador T en H es el conjunto de A € C
tales que T — NI es un mapeo inyectivo de D(T') hacia H cuya funcion inversa pertenece a

B(H).

Definicién 153. El espectro de T es el complemento del conjunto resolvente de T', el cual lo
denotaremos por o(T).

Teorema 154. Supongamos que E es una resolucion de la identidad sobre ), f:Q — C
medible y w, = {p € Q|f(p) = a} (a € C), entonces:

(a) Si« estd en el rango esencial de f y E(wy) # 0, entonces ®(f) — al no es inyectiva.

(b) Si « estd en el rango esencial de f pero E(w,) = 0, entonces ®(f) — ol es un mapeo
inyectivo de Dy sobre un subespacio propio de H que a su vez es denso; y existen
vectores x,, € H con ||x,|| =1 para toda n € N tales que

lim [®(f)z, — ax,| = 0.

n—oo

(c) a(P(f)) es el rango esencial de f.
Demostracion. Ver [4] Teorema 13.27, pagina 346. O

Definicién 155. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal T en H (no
necesariamente acotado) se dice normal si T es cerrado, estd densamente definido en H y
cumple

T =TT".

Definicién 156. Sea N un operador normal en H. Decimos que N es maximal normal si
dada M una extension de N (N C M) con M normal, entonces M = N.

Teorema 157. Si N es un operador normal en H, entonces:
(a) D(N) = D(N")
(b) || Nz|| = ||[N*z|| para cada x € D(N) y
(¢) N es maximal normal.

Demostracion. Ver [4] Teorema 13.32, pagina 350. O



2.6. El adjunto de un operador

Teorema 158. (El adjunto de un operador). Dado T € B(H), existe un unico T* € B(H)
tal que (Tx,y) = (x, T*y)Va,y € H. Ademas ||T|| = ||T*||; a T* se le llama el operador
adjunto de T

Demostracion. Sea f(x,y) = (Tx,y). Claramente f es sesquilineal y ademaés, si

lz]| = |ly|l = 1 entonces | f(z,y)| < ||Tz| ||yl = ||Tz]]. Como ||z| =1 se tiene también que
|Tx|| < ||T||, por lo tanto f estd acotada. Por el Teorema de Riesz existe una tnica

T* € B(H) tal que (T'z,y) = (x, T*y). Concluimos

||| = sup{[(Tz, )| | l=]| = l|ly]| = 1}
= sup{|(z, T*y)| | |zl = llyll = 1} = IT"].

[
Proposicién 159. Sean S, T € B(H) y a € F. Entonces se cumple lo siguiente:
(aT)* =aT™*, (ST)* = T*S* (T*)* =T, ||T*T| = ||T|*
Demostracion. (STx,y) = (x, (ST)*y) = (T'z, S*y) = (x,T*S*y) por lo que debido a la
unicidad (ST')* = T*S*.
Sea y con ||y|| = 1, calculamos:
ITy|* = Ty, Ty)| = [y, T*Ty)]
< [lylllIT* Tyl
= [[T"Ty||
< |7
Entonces ||Ty|| < /||T*T|| Yy € H con |ly|]| = 1. Tomando el supremo sobre y obtenemos:
171l < V/IT*T]| o bien |T* < || T°T]. (2.14)

Por otro lado, para toda y con ||y|| = 1, [|T*Ty|| < |T*||Ty|l < [|T*||||T|| = ||T||?, tomando
nuevamente el supremo sobre y tenemos que:

IT*T| < ||T|*. (2.15)
De (2.14) y (2.15) obtenemos [|T*T'|| = ||T||*.
Las propiedades restantes se comprueban facilmente. [

Proposicién 160. Para todo A, B € B(H), ||AB|| < ||A||||B]|-

Demostracion. ||AB(z)| < [[A||I|B(x)| < ||A|ll|B]l||x|| V= € H, por lo tanto
IAB| < [[Al[llB]]- O



Teorema 161. Sean By, Bs, ..., B, n operadores normales no acotados que conmutan entre
si (es decir, B;B; C B;B; Vi,j € {l,...,n} coni# j) definidos en un espacio de Hilbert
H. Supongamos que sus resoluciones de la identidad son FEy, Es, ..., E, respectivamente. Sea
Aj: C" = C la j-ésima proyeccion de ¢ € C* (si ¢ = (21,22, ...,2j,...,2n), entonces

Ai(C) = z;). Entonces, eziste una resolucion de la identidad

E=FE xEyx...x E,:B(C") — B(H) tal que:

(Bay) = [ N(EQzy)
para toda t € {1,...,n},Vy € H,¥Yx € Dom(DB;); en donde estamos considerando
(E(-)z,y) : B(C") — C tal que w — (E(w)z,y).

Demostracion. Como Dom(B;B;) C Dom(B;B;) y

B;B;x = B;B;xYx € Dom(B;B;), Vi,j € {1,...,n} con i # j se sigue que sus resoluciones
de la identidad conmutan entre si. Proponemos la resolucion de la identidad. Para todo
x,y € Dom(B;); por la identidad de polarizacién tenemos:

1

/n Nd(E()z,y) = [/ NA(E() (x4 y),z +y)
- / NEC) = o =)+ i [ B+ i)+ i)
- [ v = i.a—in)]

La ecuacién anterior es igual a

= i[/@kd(Ei(‘)(ery),ery) —/CAd<E@-(~)(:v—y)7:v—y>

Supongamos ahora que x € Dom(B;),y € H. Como Dom(B;) es denso en H, existe una
sucesion {Ym }men C Dom(B;) que converge a y. Entonces

(Biz,y) = Um (B;x, ym)
m—00
(2.16)
= lim MNd(E ()X, Ym)-

m—oo fron

Supongamos también que g es medible y acotada con dominio C" y rango los complejos.



Definimos un operador tal que </ gdEx, y> = / gd(E(-)x,y). Entonces se cumple:

([ sienw)| =| [ saEezm| < [ sapa]im

2
y también H / gdEz| = \g\%l(E(-)x,x) (por el Teorema 77).

1/2
Por lo tanto ‘/ & y < vl / lg|*d(E >> .

Sea vg = Re((E(-)x,y)) y sea vy = Im((E(-)x,y)). Sean Cr y Dg los conjuntos vg-positivo
y vr-negativo de la descomposicion de HahnE| de la medida con signo vg y sean C7 y Dy los
equivalentes para la medida v;.

Sea f una funcién medible con dominio C" y rango los complejos y cuadrado integrable con
respecto a la medida (F(-)z, z), sea {fm}men una sucesiéon de funciones acotadas y medibles
que converge a f y tal que |f,,| < f para toda m € N. Calculamos

| [ xenltuldv| = [Re( [ el tuldtBC2.0)| < | [ xenlfuldtEO.0)]

= ‘</XCR’fm’dEx7y < H/XcR‘fm’dE;L‘HHyH
1l [ PregdtECren) " < ([ aPateee) "

De manera analoga se tiene

- /XDRVdeVR‘ < H?/”(/‘fm|2d<E(-)x,x>>l/2
| [xeltulin] < ([ 15aPatEc )
o | [ ol saldn] < 1l [ 1paiEeen)”

De forma que

[ 1talaltE el < Aol ( [ 1nPaiEewa))”

<4yl [ 1fPatEC )

donde [|(E(-)z,y)|| es la variacién de la medida compleja (E(-)x,y). Por el Lema de Fatof]
y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgueﬂ se sigue que:

1/2
din [ 1l EO ) = [1falECz ) < ol ( [ 17PaEC. )

Libro [?], Teorema A, Pdgina 121.
2Libro [13], Corolario 4.17, pdgina 51
3Libro [13] Teorema 5.6, pagina 62




asi, £ € LNEQz ) v | [ 1atEOw)]| < alol ([ PaECz) " Abora, s

x € Dom(B;) entonces \; es el cuadrado integrable con la medida (E(-)z, z), de manera que
A es el cuadrado integrable con respecto a la medida (E(-)z, z). Si {ym} es como en (2.16)),
tenemos

A(EC)z,g) — [ M)z, y)
n Cn
=| [ NatEOm =] < =l ([ WPaEO D) 0

De esto ltimo y de (2.16) concluimos

(Biz,y) = Tm | Nd(E()z, ) / NA(E()z, )y € HYx € Dom(B)

m—0o0 [on

quedando demostrada la existencia de la resolucién de la identidad. O
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