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Introduccion.

Para cada n € N, denotemos por Aff(n) al grupo de transformaciones afines
de R™ en R™. El concepto de punto afinmente invariante (funciones continuas del
espacio K de cuerpos convexos de R" en R" que cumplen ser Aff(n)-equivariante)
fue introducido por B. Griinbaum en el articulo “Measures of symmetry for convex
sets” [8], en el cual deja una serie de preguntas abiertas, entre las que destaca la
tratada en esta tesis sobre los puntos afinmente invariantes de un cuerpo convexo.

Si K es un cuerpo convexo y consideramos el conjunto §,(K) = {z € R" |
gr = = paratoda ¢ € Aff(n) tal que gK = K}, entonces es ficil ver que el
conjunto B,(K) := {p(K) | p un punto afinmente invariante} esta contenido en
§n(K). Grinbaum plantea la pregunta de si estos conjuntos coinciden en general, lo
cual se conoce como la conjetura de Griitmbaum sobre puntos afinmente invariantes.

Durante mas de 50 anos se hicieron avances, pero el problema general quedd
abierto, hasta que O. Mordhorst prueba la conjetura para el caso general [15]. En
este proyecto se pretende dar los resultados necesarios para probar una generalizacién
de la conjetura de Griimbaum, basada en argumentos meramente topoldgicos, dada
por la Dra. Natalia Jonard en [11], y obteniendo en el camino una prueba de la
conjetura.

En el primer capitulo se presentan los conceptos generales tratados durante la
mayor parte del trabajo, entre los que destacan los conceptos de G-espacio, G-espacio
propio y G-espacio de Cartan, ademds de probar algunos resultados que seran de
utilidad mas adelante.

Para el segundo capitulo, se introducen los espacios de subconjutos de R, K" de
compactos y convexos y K de compactos y convexos con interior no vacio, dotdndolos
de una topologia por medio de la metrica de Hausdorff, y probando algunas de
sus propiedades. Mdas atn, dotaremos a Kj de la accién natural del grupo Aff(n),
probando que Kf es un Aff(n)-espacio propio.

En el tercer capitulo introducimos el concepto de punto afinmente invariante,
presentando algunas de sus propiedades, y probando en la segunda parte del capitulo
que el punto de Léwner cumple con la definicion de ser punto afinmente invariante.
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Por tltimo, en el capitulo 4 damos una generalizacién de la conjetura, probando con
ello la conjentura, ademéds de presentar algunas aplicaciones de esta.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo se presentaran los conceptos que usaremos durante la mayor
parte del trabajo, asi como resultados y notacién béasica. En la primera seccién To-
pologia general, se inicia recordando los axiomas de separabilidad, el concepto de
identificacién y de un espacio equiconexo.

Para la seccion de Acciones y Grupos topoldégicos, se prueba que el conjunto
Aff(n) cumple ser un grupo y actia en R". Ademas, dotdndolo de una topologia
conveniente, tenemos que cumple ser un grupo topolégico.

Para la tdltima seccién se introduce el concepto G-espacio y se prueban algu-
nas propiedades. Posteriormente se habla de los conceptos de G-espacio propio,
G-espacio de Cartan y se establece la relacion que existe entre ellos, ademas se
muestran propiedades que poseen estos espacios, las cuales seran usadas mas adelan-
te.

1.1. Topologia general.

En esta seccion recordaremos algunas definiciones y resultados basicos de to-
pologia general, de los cuales se hara uso durante todo el trabajo. En particular
haremos constante referencia a R™ al cual dotaremos con la topologia usual, a
menos que se especifique lo contrario, es decir la topologia definida por la norma
d(a,b) = |la — b|| para cualesquiera a,b € R™. Ademds, usaremos la notacién de
vecindades B(r,¢) :== {y € R" | ||z —y|| < €}, Blz,e] :={y e R" [ |[y —z|| < e}y
B" :={x e R" | ||z|| < 1}.

Empecemos introduciendo algunos de los axiomas de separacion, los cuales to-
maran gran relevancia cuando se habla de grupos topoldgicos y G-espacios.

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Definicién 1.1.1. Diremos que un espacio topoldgico (X, T), es un espacio Ty si para
cualesquiera puntos x,y € X existen subconjuntos abiertos U y V tales que x € U\'V
yye V\U.

Definicién 1.1.2. Un espacio topoldgico (X, 7) es un espacio Hausdorff o Ty si
satisface la siguiente condicion: para cualesquiera puntos distintos x,y € X, existen
abiertos U yV de X tales quex e U,y €V yUNV = .

Diremos que un espacio (X, 7) es regular si para cualquier F C X cerrado y
x € X \ F existen conjuntos abiertos ajenos U y V tales que F C U y z € V. Asi
podemos establecer la siguiente definicién:

Definicién 1.1.3. Un espacio topologico (X, T) es un espacio Ty si satisface ser un
espacio reqular y T;.

La siguiente proposicion nos da dos enunciados equivalentes a la definiciéon de
espacio regular, la demostracion puede ser consultada en [4] y [5] .

Proposicién 1.1.4. Sea (X, 7) un espacio Ty, tenemos que las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. El espacio X es regular.

2. Para cualquier punto x € X, y cualquier U € 7 tal que x € U, existe un abierto
Vtal quex € VCV CU.

3. Cada punto x € X tiene una base local de vecindades formada por subconjuntos
cerrados.

Por tltimo, diremos que un espacio (X, 7) es completamente regular si para
cualquier conjunto cerrado F' C X y cualquier punto z € X \ F, existe una funcién
continua f : X — [0,1] tal que f(F) C {1} y f(z) =0, donde [0, 1] esta dotado con
la topologia usual.

Definicién 1.1.5. Un espacio topoldgico (X, T) es T3% o Tychonoff si satisface ser
un espacio completamente reqular y T;.

Otro concepto fundamental es el de identificacién, por ello recordaremos su de-
finicién y algunas de sus propiedades.

Una funcién suprayectiva p : X — Y, con X un espacio topoldgico, es una
identificacién o funcién cociente si Y tiene la topologia cociente inducida por
p.

A continuacién presentaremos algunas de las propiedades bésicas:
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1. Toda funcién suprayectiva, continua y abierta (o cerrada) es una identificacién,
pero no toda identificacion es abierta (o cerrada).

2. La composicion de identificaciones es un identificacion.

3. Propiedad universal del cociente: Una funcién continua y suprayectiva p : X —
Y es un identificacién si para todo espacio topoldgico Z una funcién f : Y — 7,
es continua si y sélosi fop: X — Z lo es.

4. Teorema de transgresion: Sea p : X — Y un identificacién. Toda funcion
continua f : X — Z que envia a cada fibra p~!(y) en un solo punto de Z,
induce una tnica funcién continua f : Y — Z tal que fop = f.

La prueba de las propiedades anteriores puede ser consultada en [4].

Si X es un espacio topoldgico, A un subconjunto del espacio producto X x X
y m: Ax[0,1] = X una funcién continua, diremos que 7 tiene la propiedad de
conexién en A si se cumplen las siguientes condiciones:

» 7(z,y,0) =2y 7(x,y,1) =y para todo (z,y) € A.
» m(x,z,t) = x para todo (z,z) € Ayt e [0,1].
En vista de esto, podemos dar la siguiente definicién:

Definicién 1.1.6. Un espacio topolégico X es equiconexo si existe una funcion
continua 7 : X X X x [0,1] = X que tenga la propiedad de conexion en X x X.

Ejemplo 1.1.7. Sea R con la topologia usual, definamos la funcion h : R x R x
0,1] — R, de la siguiente forma h(x,y,t) = (1 —t)x + ty. Es claro que h tiene la
propiedad de conexion.

Por tltimo, introducimos las operaciones de Minkowski para R"” como espacio
vectorial:

1. Para A y B subconjuntos de R", definimos la suma de Minkowski de A y
B, como el conjunto:

A+B:={a+blac Abe B}

2. Para A C R" y t € R, definimos el producto de Minkowski de A por t,
como el conjunto:

tA = {ta|a € A}
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La siguiente proposicién nos muestra que las operaciones de Minskowski son ce-
rradas en conjuntos compactos.

Proposicién 1.1.8. Sean A y B subconjuntos compactos de R" yt € R, entonces
los conjuntos A+ B y tA son compactos.

Demostracion. Al ser A y B subconjuntos compactos de R™ tenemos que A X B
es un subconjunto compacto, si consideramos la funciéon f : A x B — R” dada
por f(a,b) = a + b, entonces A + B cumple ser la imagen de f, por lo que es un

subconjunto compacto.
De manera analoga, si tomamos la funcién g : A — R™ dada por g(a) = ta, tene-
mos que tA es la imagen de A bajo g, por lo que cumple ser un conjunto compacto.
m

1.2. Acciones.

La nocion de accién toma un rol principal a la hora de estudiar puntos afinmente
invariantes, por ello es necesario recordar su definicién, asi como definir la notacién
que se usard durante gran parte del trabajo.

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo multiplicativo con elemento neutro e. Decimos
que G actia en un conjunto X si existe una funcion 0 : G x X — X, llamada
accion de G en X, tal que:

1. B(e,x) = x para cada v € X.

2. 0(h,0(g,z)) = 0(hg,x), para todo g,h € G yx € X.

Por simplicidad el elemento 6(g, x) serd denotado por gz, cuando no haya posibili-
dad de confusién alguna. Para cada g € GG, la accion 6 induce en X la transformacion:

Oy: X = X,
dada por,

0q(x) = 0(g,7) = gz,

a la que llamaremos transicion. Usaremos el término de grupo de transfor-
maciones para referirnos a la terna (G, X, 6).



1.2. ACCIONES. 7

Para un ejemplo de una accién podemos considerar R como grupo aditivo, ac-
tuando en R bajo la suma. A continuacién daremos un ejemplo mas interesante,
del cual haremos mencién durante la mayor parte del trabajo. Para ello es preciso
introducir algunos conceptos.

Definicién 1.2.2. Sea n € N, el grupo general lineal GL(n,R) es el grupo for-
mado por todas las transformaciones lineales invertibles de R™ en si mismo. Denota-
remos por Aff(n) al conjunto de tranformaciones afines de R™ en R™. Es decir
g € Aff(n) si y solo si existe 0 € GL(n,R), y v € R" tal que g(z) = v + o(x) para
todo x € R™.

Dado g € GL(n,R), denotaremos por M, la matriz asociada a g respecto a la
base canonica.

Observacién 1.2.3. Para n € N fija, (Aff(n),o0) es un grupo, con la operacion
cOmposicion.

Demostracion. Sean g, h € Aff(n), entonces existen vy, vy € R" y 01,09 € GL(n, R),
tales que g(z) = v; + o1(x) y h(x) = vo + 03(x), para todo z € R™.

Notemos que ho g € Aff(n), ya que ho g(x) = vy + 02(v1) + 02 0 01 (x) para toda
x € R", donde vy + g3(v1) € R" y 09 0 07 € GL(n,R), por lo que la operacién es
cerrada. Ademads, I, la transformacién identidad de R™, es un elemento de Aff(n) tal
que go I,, = g = I, o g. Mas aun, como la composicion de funciones es asociativa,
concluimos que la operacién en Aff(n) lo es. Para completar la prueba basta probar
que cada elemento posee un inverso.

Sea g un elemento en Aff(n). Como GL(n, R) es un grupo, existe o, € GL(n, R).
Afirmamos que ¢~ (z) := —oy ' (v1) + o7 ' () define al elemento inverso de g. Efecti-
vamente, si hacemos la composicion con ¢ tenemos lo siguiente:

gog H(z) = vitoi[—o;  (v)+o; H2)] = vi—oi (o7 (v1))+or (o] H(x)) = vi—v+a = 2.

1

Si ahora hacemos la composicién de g con g~*, obtenemos:

g og(x) = —oy (1) + o7 for + o1(2)] = o7 (v1) + o7 H(v1) 4 07 (01(2)) = 2.

1

Lo cual prueba que g~' asi definida es el elemento inverso buscado, y asi Aff(n) es

un grupo.
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Ejemplo 1.2.4. Sea n € N fijo, Aff(n) actia sobre R™ bajo la evaluacion.

Demostracion. Definamos la accién de 6 : Aff(n) x R" — R" dada por 6(g, z) = g(z)
para todo x € R".

Dado que la identidad I,, en R™ es el elemento neutro en Aff(n), se cumple que
0(I,,x) = I,(x) = = para toda z € R™. Ahora, sean g, h € Aff(n), entonces existen
v, vy € R" y 01,09 € GL(n) tales que g(x) = vy + o1(z) y h(x) = v9 + 09(x). Asi
tenemos la siguiente igualdad:

0(h,0(g,x)) = v2 + o2lv1 + 01(2)] = V2 + 02(v1) + 0a(01 (7)) = O(hg, x).

Lo cual prueba que 0(h,0(g,z)) = 0(ho g, ), y asi § cumple ser una accion.

En la siguiente definicién agrupamos la notacién y términos que usaremos.

Definicién 1.2.5. Sea (G, X, 0) un grupo de tranformaciones, H < G un subgrupo,
re X yACX, tenemos lo siguiente:

» HA:={ha:he€ H ya e A}.

» Decimos que A es un congunto invariante con respecto a la accion de G en
X siGA=A.

» Gz :={gz: g € G} es la orbita de x. Al conjunto de drbitas lo denotaremos
por X/G.

» Definimos la proyeccion orbital m: X — X/G, como w(x) = Gzx.

» Gp:={g9g€G:gA= A} es el estabilizador de A, y G, :={g € G : gr =z}
es el grupo de isotropia de x.

» T es un punto fijo o estacionario si G, = G, y al conjunto de puntos
fijos lo denotamos por X©.

1.3. Grupos topoldgicos.

La definicién de Grupo Topoldgico nace de estudiar en conjunto las nociones
de teoria de grupos y topologia, relacionandolas de manera adecuada. En esta sec-
ciéon daremos la definicién, algunos resultados e introduciremos ejemplos de grupos
topoldgicos que son de interes para el proyecto.
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Definicién 1.3.1. Sea G un grupo, diremos que G es un grupo topoldgico, si
esta dotado de una topologia tal que las operaciones mutiplicacion e inversion sean
continuas. Es decir que i : G x G — G dada por pu(g,h) = gh, y v : G — G dada por
t(g) = g7, son funciones continuas.

Es facil probar que R™ como grupo aditivo y dotado de la topologia usual, es un
grupo topoldgico.

Los siguientes dos ejemplos de grupos topoldgicos son de gran relevancia. Antes
de introducirlos hagamos algunas observaciones.

Observacion 1.3.2. Identifiguemos cada elemento g € GL(n,R) con su matriz M,
y consideremos la inyeccion f : GL(n,R) — R™, definida de la siguiente manera, si
M, = (a;j) entonces:

f(Mg) = (an,au,"' y Aln, A21, 422, , A2, Apl, Ap2, © © * 7a’rm)-

Asi podemos dotar a GL(n,R) con la topologia de subespacio heredada de R™.

Ejemplo 1.3.3. GL(n,R) cumple ser un grupo topolégico con la topologia de subes-
pacio heredada de R™ .

Demostracion. Veamos que 1 : GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R) el producto usual
de matrices es continuo. Sean A, B € GL(n,R) arbitrarias, al estar dotado de la
topologia de subespacio de un producto topoldgico basta con probar que la composi-
cién P;;op es continua, donde P;; : GL(n,R) — R denota la proyeccién en la entrada
ijparacadal <1 <ny1<j<n.

Recordemos que la entrada ij del producto de A con B esta dada por:

n
(A, B)yj = Zaikbkja
k=1
por lo que es una funcién polinomial y por lo tanto es continua.

Ahora veamos que ¢ : GL(n,R) — GL(n,R), la funcién que a cada matriz le
asocia su matriz inversa es continua, de nuevo, al ser una funcién que entra a un
producto basta con ver que la composicion P;; o ¢ es continua para todo i y j.
Recordemos que el elemento (A™!);; es igual al ji-cofactor de la matriz A entre el
determinante de la matriz A, lo cual es una funcién racional, donde el cociente no se
anula, por lo cual es continua.

O
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Observacion 1.3.4. Podemos dotar a GL(n,R) con la norma

Tl := sup {{[T()][}-

[l||=1

La norma antes definida cumple que la topologia inducida en GL(n,R) es igual a la
inducida por R . Ademds si z # 0 tenemos que Il =1y ast |[[T(p)ll < 1Tl
por o que ||T(x)|| < [|T|.[|=[l

Observacion 1.3.5. La funcion Aff(n) — GL(n,R)xR™ dada por g = v+o — (0,0)
es una biyeccion, notemos que aunque la funcion tiene grupos tanto en el dominio
como en el codominio no es un homomorfismo de grupos. De esta manera podemos
inyectar a Aff(n) en R™ x R™ y dotar a las tranformaciones afines de la topologia
de subespacio heredada del producto R™ x R™.

Teniendo en cuenta esta observacion, tenemos el siguiente ejemplo.

Proposicién 1.3.6. Aff(n) es un grupo topoldgico con la topologia heredada de R™ x
R"™.

Demostracion. Identifiquemos a cada tranformacion afin g + v € Aff(n) con el par
(g9,v) € GL(n,R) xR". Veamos que el producto p : Aff(n) x Aff(n) — Aff(n) definido
de la siguiente forma,

1((g,v), (h,u)) = (g o h,g(u) +v),

es continuo. Al entrar a un producto, basta con ver la continuidad en las proyecciones
P, : Aff(n) - GL(n,R) y Py : Aff(n) — R™.

Por el ejemplo anterior tenemos que la composicion P; o u es continua. Para
probar la continuidad de P o y1, sea € > 0 y consideremos la vecindad B(g(u) + v, ¢€)
de g(u) +v.

Ahora, como ¢ es continua, tenemos que existe Uy vecindad de u tal que g[Up] C
B(g(u),e/3). Ademas, si z € B(u, 1) tenemos que ||z — u|| < 1 por lo que ||z|| <
1 + ||u||. Definimos M := 1+ ||u]|, y consideramos las siguientes vecindades,

U:=UyN B(u,1),

V:zB(v,g),

W= B, (g, BLM) - {h € GL(,R) | ||k — gl| < 3LM}
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Por lo que, si tomamos ((f,w), (I, 2)) € (W x U) x (R* x V), tenemos que:

d(f(2) +w, g(u) +v) =[|f(2) +w = g(u) = v]]
<I[(f(2) = g(w)l| + [lw — ]|
=I[f(2) = 9(2) + 9(2) = g(W)]] + [Jw = v]]
) =

<I[f(z) = g2 + lg(z) = g(w)|[ + [[w — ]|
<IIf = gllll2]] + [l9(2) = g(W)][ + |[w — ]|
<3_M +§+§:€

Lo cual prueba que P, o p es continua.

Veamos ahora que ¢ : Aff(n) — Aff(n) dada por «(g,v) = (g7, =g~ (v)) es con-
tinua. De nuevo basta con probar la continuidad en las proyecciones. La continuidad
de P; o, se sigue del ejemplo 1.3.3.

Para probar la continuidad de P, o ¢, primero definamos Ny := 1 + ||g
observemos que si v € B(v,1) entonces ||u — v|| < 1, por lo que |Ju|| < 1+ ||v]],
definimos My := 1+ ||v]|.

Por otro lado, al ser continua la funcién que a cada transformacién lineal le asigna
su transformacién inversa, existe W, vecindad de g tal que si h € W, entonces
—h~t € B(—g~',¢/2M;). Consideremos la vecindad,

U:—B( 2;[0) N B(v, 1).

Si (h,u) € Wy x Uy, entonces,

.l

d(=h"" (), =g~ (v)) =[|h™" (u) — g~ (V)]
=|h™ = g7 (W) + 97 (W) — g ()]
<[P~ (w) =g W)l + g™ (w) — g~ ()]

SHh‘1 —g 'l HUH + g7 ]l [u = ]|

2M0 2N0 -

Lo cual prueba la continuidad de la proyeccion P, o ¢, y asi ¢ es continua.
]

Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de (G, definimos la relacién de
equivalencia en G como a ~ b siy sélo si ab™! € H. Las clases de equivalencia de esta
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relacion reciben el nombre de clases laterales derechas de H. Denotaremos por G/H
al conjunto formado por las clases laterales derechas, es decir, G/H = {Ha | a € G}.
Dotemos a G/H con una topologia de la siguiente manera. Sea B una base para G.
Para cada U € B definamos U* := {Hz | x € U}, entonces B* := {U* | U € B} es
una base para G/H.

Si H es un subgrupo normal, es decir es invariante por conjugacién, el grupo
topolégico G/ H recibe el nombre de espacio cociente de G entre H, o grupo cociente
de GG entre H. En la siguiente proposiciéon veremos algunas propiedades que tiene la
funcién canénica p : G — G/H, que asigna a cada = € G la clase lateral Hz.

Proposicion 1.3.7. Sea G un grupo topolégico, H un subgrupo normal de G 1y
p: G — G/H la funcion candnica dada por p(x) = Hx para toda x € G. Entonces p
es continua y abierta.

Demostracion. Sean z € Gy U un abierto en G, tales que p(x) = Hz pertenece a
U*={Hy|yeU}.

El conjunto V' = HU es un abierto en G y z € V. Ademas, p[V] = p[HU] =
plU] = U*, y por lo tanto p es continua.

Veamos que p es una funciéon abierta. Sean U un abierto en G y B una base para
la topologia de G; entonces U = |J,_; B;, para ciertas B; € B. Asi tenemos que

)= (U) - U - U

por lo tanto, p(U) es un abierto en G/H.
[

1.4. Acciones en espacios topolégicos y (G-espacios.

Para terminar el capitulo, en esta seccion introduciremos los G-espacios, no se
pretende dar una visién global de la teoria de G-espacios, sino dar una referencia a
ellos y citar algunos resultados que seran usados en la parte principal del trabajo.
Algunas de las pruebas de estos resultados exceden los propésitos del proyecto, por
lo que se hace la referencia al articulo [19] de donde fueron tomados. Durante esta
parte y en los siguientes capitulos estaremos asumiendo que los espacios considerados
son Hausdorff, a menos que se indique lo contrario.

Definicién 1.4.1. Sea X un espacio topoldgico, G un grupo y 0 : G x X — X una
accion de G en X. Diremos que la terna (G, X,60) es un grupo de transforma-
ciones continuas, si cumple que 0, : X — X es continua para toda g € G.
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En la seccién anterior se prob6 que Aff(n) es un grupo topolédgico. Ademads, si
g € Aff(n) se tiene que 6, : R* — R" definida como §,(x) = gx es continua, por lo que
la terna (Aff(n),R",6,) es un ejemplo de un grupo de transformaciones continuas.

Definicién 1.4.2. Sea X un espacio topologico, G un grupo topologico y 6 una accion
de G en X. Diremos que X es un G-espacio, si G actua de forma continua, es decir
sif:Gx X — X es continua.

Un ejemplo sencillo de este tipo de espacios es X = R, con la topologia usual,
y G = R como grupo aditivo, actuando con la suma sobre R. El espacio R" es un
ejemplo de un Aff(n)-espacio més interesante y al que recurriremos mas adelante.
Por ello es conveniente demostrar que en efecto cumple con la definicion.

Ejemplo 1.4.3. R" con la topologia usual es un Aff(n)-espacio.

Demostracion. Veamos que la funcién 6 : Aff(n) x R — R™ dada por 0((g,z)) = gx
es continua.

Sean € > 0, g € Aff(n), z € R™, y consideramos la vecindad B(gz, €) de gz. Como
g es una transformacién afin, tenemos que existen o € GL(n,R) y u € R" tales que
g=o0+u.

Para u consideramos la vecindad B(u,€/2) y tomemos M > ||z||. Asi definimos
la vecindad By (o, €e/4M) en GL(n,R).

Por otro lado, si 7 € Bi(o,1), tenemos que || — o[, < 1 por lo que ||7]]. <
1+ ||o]||« Definimos N := 1+ ||o]|+ y consideramos la vecindad B(z,e¢/4N) de x.

Con todo lo anterior podemos definir la siguiente vecindad U de g en Aff(n).

€

U := B, (0, 4]\/[) N Bi(o,1) x B (u, %) :

Asi, (g,z) € U x B(x,e/4N), y si (h,y) € U x B(z,€¢/4N) con h = 0, 4+ v para algin
on € GL(n,R) y v € R", se cumple lo siguiente:

d(hy, gx) =[lhy — gz|| = |lony + v — oz — ul]
<llony — ox|| + [lv — |
<l|lony — opx + opr — ox|| + ||v — ul|
<lloa(y — 2)|[ + [[(on — o) (@)|[ + |Jv — ]
<llonlllly =[] + [lon = olls|[z]| + || — ul|

€ € €
<N(m>+<m>1‘“§—€'
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Lo cual prueba la continuidad de €, y asi R” es un Aff(n)-espacio.

[]

El espacio orbital, de un G-espacio X, es el conjunto de drbitas (denotado por
X/@G) con la topologia cociente respecto a la proyeccién orbital 7 : X — X/G.

Lema 1.4.4. Sea X un G-espacio. Entonces la proyeccion orbital es una funcion
abierta.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de X, entonces

1 (7[U]) = GU = U qU.

geG

Dado que gU es abierto, tenemos que 7~ (7[U]) es una unién arbitraria de conjuntos
abiertos, por lo que es un conjunto abierto. De la definicién de topologia cociente,
tenemos que 7[U] es abierto, lo cual prueba que la proyeccién orbital es una funcién
abierta.

[]

Dados dos G-espacios X y Y, diremos que f : X — Y es una funcién equiva-
riante si cumple que f(gx) = gf(x) para cualesquiera x € X y g € G. Ademas,
diremos que f es invariante o G-invariante si se cumple que f(gz) = f(x) para
toda x € X y g € G. La siguiente proposicion sera usada més adelante.

Proposicién 1.4.5. Sea X un G-espacio, x € X un elemento arbitrario y V C X
una vecindad G-invariante de Gz.

1. 8i X/G es regular, entonces podemos encontrar una vecindad G-invariante U
de Gz tal que

GxCUCclUCV.

2. Si X/G es Tychonoff, entonces podemos encontrar una funcién continua e in-
variante X\ : X — [0,1] tal que AN(y) = 1 y AN(z) = 0 para toda y € Gz y
ze X\ V.

Demostracion. (1) Usando que la proyeccién orbital es una funcién abierta tenemos
que 7[V] es una vecindad abierta de 7(x). Ya que X/G es regular, existe U; vecindad
abierta de 7(z), tal que:

m(x) € Uy CcllU; Cr[V]
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Asi:

7 (w(z)) = Gz C o Uy Ca el U] C o l(x[V]) = V.

Notemos que 7 ![U;] es abierto y G-invariante. Ademds, se cumple que

ca U] C 7 U] C V.

Asi U := 7 U] es la vecindad buscada.

(2) Supongamos ahora que X /G ‘es Tychonoff, entonces existe una funcién X
X/G = [0,1], tal que A(m(z)) =1y A(w(2)) = 0 para todo 7(z) € X/G \ 7[V], por
lo que basta definir A = Ao 7.

O

Recordemos que un espacio X es localmente compacto, si para cada punto
x € X existe una vecindad del punto que cumple ser compacta. Si X es un G-espacio
diremos que U C X es un conjunto delgadosi {g € G | gUNU # ()} tiene cerradura
compacta en G. Si V' C X, entonces U es conjunto delgado relativo a V si el
conjunto {g € G | gU NV # (} tiene cerradura compacta en G. Para cualesquiera
U,V C X denotaremos por (U, V) al conjunto {g € G | gU NV # (}}. Diremos que
S C X es un conjunto pequeno si todo punto x € X tiene una vecindad V' tal que
(S,V) tiene cerradura compacta en G. Con estas definiciones podemos introducir
dos tipos de espacios en los cuales centraremos nuestra atencién:

Definicién 1.4.6. Sea X un G-espacio:

1. Diremos que X es un G-espacio de Cartan si cada x € X tiene una
vecindad con la propiedad de ser un conjunto delgado.

2. Diremos que X es un G-espacio propio (en el sentido de Palais), si tiene
una cubierta abierta formada por conjuntos pequenos.

Es de nuestro interés establecer la relacion que tienen los G-espacios de Cartan
y los G-espacios propios. Los siguientes resultados nos muestran cémo se relacionan
estos espacios.

Teorema 1.4.7. Sean G un grupo localmente compacto y Hausdorff, y X un G-
espacio de Tychonoff. Si X es un G-espacio propio, entonces X es un G-espacio de
Cartan.
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Demostracion. Supongamos que X es un G-espacio propio. Asi, si z es cualquier
elemento en X, existe una vecindad pequena S de z y una vecindad V' de x tal que
el siguiente conjunto tiene cerradura compacta:

(S,V)={9€ G| gSNV #£(}.
Esclaroque x € SNV, SNV C Sy SNV CV. Asi tenemos la contencion:

{geG|g(SNV)N(SNV)#A0D} C{geG|gSNV # 0}

Y dado que la cerradura es monétona obtenemos:

{geGlglSNV)N(SNV)#0} Ccl{ge G|gSNV # 0}

Ya que el segundo conjunto es compacto, tenemos la compacidad del primero, lo cual
prueba que S NV es un vecindad delgada de x.
O

El siguiente resultado nos da condiciones necesarias para que un G-espacio de
Cartan sea un G-espacio propio.

Teorema 1.4.8. Sean G un grupo localmente compacto y Hausdorff, y X un G-
espacto de Tychonoff. Si X es un G-espacio de Cartan, tal que el espacio orbital
X/G es regular, entonces X es un G-espacio propio.

Demostracion. Supongamos que X es un G-espacio de Cartan y X/G es un espacio
regular.

Sea x € X un elemento arbitrario, y sea U una vecindad delgada de z. Consi-
deremos 7 : X — X/G la proyeccién orbital, y dado que 7 es abierta, tenemos que
m(U) es una vecindad abierta de 7(z) en X/G.

Ya que X/G es un espacio regular, existe Vj una vecindad abierta de w(z) tal
que:

m(z) e Vo C clVy C w(U).

Definamos V' := 7!(1;). Entonces V es una vecindad abierta e invariante de Gz
en X,y F:=7"!(clV,) es un conjunto cerrado e invariante de Gz en X, tal que:

reGzCVCFcr'(r(U))=GU.

Definamos O :=V NU y veamos que O cumple ser una vecindad pequena para x.
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Siy € GU, entonces existe algin g € G tal que y € gU. Mas aun, gU es abierto
y gU es delgado relativo a U, y como O C U, se cumple que gU es delgado relativo
a 0.

Siy ¢ GU, entonces X \ F' es un vecindad abierta e invariante de y, tal que
{9 G| g(X\F)NO # 0} =0, por lo que es un conjunto delgado relativo a O, lo
cual prueba que X es un espacio propio.

]

Los teoremas anteriores nos muestran como se relacionan los G-espacios propios y
los G-espacios de Cartan. La siguiente proposicion nos muestra cémo se comporta el
espacio orbital de un G-espacio propio con respecto a los axiomas de separabilidad.
La demostracion excede los propésitos de esta tesis, pero puede consultarse en [19,
Proposicién, 1.2.8].

Proposicién 1.4.9. Si X es un G-espacio propio entonces X/G es completamente
reqular.

En el caso en que X sea un espacio métrico y GG sea un grupo compacto, podemos
dotar al espacio orbital X/G con una métrica compatible con la topologia cociente,
por lo que tendriamos que X /G es métrico y por lo tanto Tychonoff. Diremos que una
metrica d en un espacio X es invariante bajo la accién del grupo G, si d(gzx, gy) =
d(xz,y) para cada z,y € X y g € G.

Teorema 1.4.10. Sea X un G-espacio métrico con métrica d. Si G es compacto,
entonces la funcion p: X x X — [0,00) definida en cada (z,y) € X x X como

p(z,y) :=sup{d(gz,gy) | g € G}

es una métrica en X, invariante bajo la accion del grupo, y compatible con la topologia
de X.

Demostracion. Al ser G compacto y la funciéon G — R dada por ¢ — d(gz, gy)
continua, tenemos que p(z,y) existe y es un nimero finito.

Ya que d(gz, gy) > 0 paratoda g € G, es claro que p(x,y) > 0 paratodo z,y € X.
Ahora, si z = y, entonces gr = gy para toda g € G y por lo tanto p(z,y) = 0. Y
reciprocamente, si p(z,y) = 0, entonces d(gx, gy) = 0 para toda g € G, en particular
para el neutro e, d(ex,ey) = d(z,y) = 0, y como d es una métrica, tenemos que
x = y. Debido a que d(gx, gy) = d(gy, gz), es claro que p(x,y) = p(y, x).

Veamos ahora que p cumple con la desigualdad triangular. Al ser d una métrica
tenemos que
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d(gz,gy) < d(gz,gz) +d(g9z,9y) paratodo ge G y z,y,z€ X,

por lo que

p(x,y) =sup{d(gz,gy) | g € G}
<sup{d(gz,gz) +d(9z,9y) | g € G}
<sup{d(gz, g2) | g € G} + sup{d(hz, hy) | h € G}
=p(z,2) + p(z,y),

lo cual prueba que p es métrica.
Por otro lado, si h € G

p(hx, hy) =sup{d(ghx, ghy) | g € G}
=sup{d(ghz, ghy) | gh € G}

=sup{d(g'z,qy)| g € G}
=p(z,y).

Es decir, p es G-invariante. Por ultimo, veamos que la topologia generada por d es
la misma que la topologia generada por p. Notemos que

d(z,y) < p(x,y) paratodo z,y€ X,

por lo que la funcién identidad de (X, p) en (X, d) es continua. Probemos ahora que
la funcién identidad de (X, d) en (X, p) también es continua.

Sea xp € X. Consideremos la funcién ¢ : G x X — R dada por ¢(g,z) =
d(gx, gzo), donde X tiene la topologia inducida por la métrica d. La continuidad
de la accion y la continuidad de la distancia d, nos garantiza que ¢ es una funcién
continua. Ademas, ¢(g,zq) = 0, para toda g € G.

Asi, dados € > 0y g € GG, podemos encontrar una vecindad abierta O, de g y d,
tales que para todo h € O, y para todo x € By(z,d,) se cumple que

|p(h, z) — (g, x0)| = ¢(h,x) = d(hx, ho) < %

La familia {O, | g € G} es una cubierta abierta del espacio compacto G. Entonces
existe una subcubierta finita de {O, | ¢ € G}, digamos {O,,,---,0,,}. Sea § =
min{d,, |i=1,2,--- ,n} y sea x € By(xg,0).
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Notemos que para todo g € G, existe g; tal que g € O,,. Ademas, si z €
By(x,6) C Ba(xg,dy,), entonces

¢(g, ) = d(gz, gzo) < g

Podemos hacer esto para todo g € GG, y asi obtener que

para todo g € G,

N

d(.gaj? ng) <

y por lo tanto

€
p(x, x9) = sup{d(gx,gzo) | g € G} < 5 <€

Lo cual demuestra que la identidad de (X, d) en (X, p) es continua.
0

Por otro lado, si (X, p) es un G-espacio métrico y p es G-invariante, podemos
definir la funcién ¢ : X/G x X/G — [0, 00) de la siguiente forma

¢(Gz,Gy) == inf{p(a,b) | a € Gz,b € Gy} = inf{p(gx,hy) | g, h € G}. (1.1)

En el siguiente teorema se prueba que la funcion antes definida es una métrica,
para ello recordemos que si (X, d) es un espacio métrico, entonces la distancia de un
punto x € X a un subconjunto A de X esta definida como,

d(z,A) == inf{d(z,a) | a € A}.

Teorema 1.4.11. Sea (X, p) un G-espacio métrico compacto, con p una métrica
G-invariante . Entonces la funcion q : X/G x X/G — [0,00) definida como en 1.1
es una métrica en X/G. Mas ain, la topologia inducida por q es compatible con la
topologia cociente.

Demostracion. Sean Gz, Gy € X/G, como p(a,b) > 0 para todo a € Gz y b € Gy,
se infiere que ¢(Gzx,Gy) > 0.

Ademas, como p(a,b) = p(b,a) para toda a € Gx y b € Gy, tenemos que
q(Gz,Gy)) = q(Gy, Gz).

Si Gx = Gy, entonces p(a,a) > q(Gz,Gy) para toda a € Gz, por lo que
q(Gz,Gy) = 0. Ahora, si ¢(Gz,Gy) = 0, como G es compacto, existe a € Gz y
b € Gy tal que p(a,b) = 0. Es decir, a = b y como dos 6rbitas son ajenas o iguales
tenemos que Gz = Gy.
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Para demostrar la desigualdad del triangulo primero observemos que para cual-
quiera par de puntos z,y € X, dado que p es G-invariante, se cumple que

q(Gx,Gy) =inf{p(9x, hy) | g,h € G}
=inf{p(g " gz,g " hy) | g,h € G}
=inf{p(z, ky) | k € G}
=p(z, Gy)

Sea x,y, 2z € X, entonces como Gz y Gy son compactos, existen gg, hg € G, tales que

4(Gz, Gz) = p(z, Gz) = p(z, goz)

q(Gz,Gy) = q(Ggoz, Gy) = p(g0z, Gy) = p(goz, hoy).

Asi, ¢(Gz, Gy) < p(z,y) < p(z, 902) + p(g0z, hoy) = ¢(Gx,Gz) + q(Gz,Gy), lo cual
demuestra que ¢ es una métrica,

Por ultimo, ya que ¢(Gz,Gy) < p(z,y) para todo z,y € X, tenemos que la
proyeccién orbital 7 : X — X /G es continua si dotamos a X/G con la métrica q.
Y sie>0yax e X, entonces tenemos que 7[B,(z,€)] = By(Gx,¢), por lo que 7 es
continua y abierta. Ya que la topologia cociente es la nica que hace a 7 continua
y abierta, tenemos que la topologia inducida por ¢ es compatible con la topologia
cociente. O

A continuacién presentamos algunas de las propiedades de los G-espacios de Car-
tan, las cuales seran usadas para la demostracion de la conjetura de Griinbaum.
Antes de ello introduciremos algunos resultados que seran usados durante la prueba.

Lema 1.4.12. Sean X un G-espacio, x un elemento en X y K una vecindad de e
en G. Entonces gr € Kz si y solo si g € KG,.

Demostracion. Si gr € Kx, entonces gr = kx para algin k € K. Lo anterior sucede
siysélosi k~lgr =x,siysélosi k=g € Gy, siysélosige KG,. O

Lema 1.4.13. Sean X un G-espacio y x € X. Entonces G, es un subgrupo cerrado
en G.

Demostracion. Sea (gx)aea una red en G, que converge a un elemento en g € G.
Como g, € G, tenemos que g z = x. Asi,



1.4. ACCIONES EN ESPACIOS TOPOLOGICOS Y G-ESPACIOS. 21

gr = lim gyx = x.
A—00

Por lo que g € G,, lo cual prueba que G, es cerrado.
O

Proposicion 1.4.14. Sea X un espacio Tychonoff. Si X es un G-espacio de Cartan,
entonces se cumplen las siguientes condiciones:

1. Para toda x € X la funcion g — gx es una funcion abierta de G en Gz.

2. Para todo v € X, la orbita Gx es cerrada, el estabilizador G, es compacto y

Gz es G-homeomorfo a G/G,.

Demostracion. (1) Dado que G es un espacio homogéneo, basta probar que si K es
una vecindad de e, entonces Kz es una vecindad de x en Gx. Supongamos por el
contrario que esto ltimo no se cumple. Asi existe una red (g,) C G tal que g, ¢ Kz
pero gor — T.

Ya que gox € Kz siy sélo si g, € KG,, podemos inferir que g, ¢ KG,. Y
dado que KG, es una vecindad de G, tenemos que g, no tiene ninguna subred que
converja a un elemento de G,.

Por otro lado, al ser X un G-espacio de Cartan, podemos tomar U una vecindad
delgada de = y como g,z — =z, podemos escoger una subred (g,,) tal que g,, €
{g€ G| gUNU # 0}. Como {g € g | gUNU # B} tiene cerradura compacta,
podemos tomar una nueva subred g, tal que g, — g para algin g € G. Asi
gr = lim Ja,, T = T, y COMO G, es cerrado, concluimos que g € G, lo cual es una
contradiccion.

(2) Sea z € X. Veamos primero que G, es compacto. Sea V' una vecindad delgada
de z. Notemos que si g € G, entonces x € gVNV, porloque G, C {g € G| gVNV #
0}. Asi, al ser G, cerrado, obtenemos que G, es compacto.

Ahora veamos que Gz es cerrado en X. Para ello tomemos y un punto de adhe-
rencia de Gz y U una vecindad delgada de y. Entonces existe una red (g,z) en U,
tal que g,x — y. Fijemos g entonces (gaggol)gaox = go, por lo que:

9admr €{9€ G| gUNU # 0}

Con esto tenemos que (ga9,, ) tiene una subred convergente, y asi (gaga, Jao) = (o)
tiene una subred (g,,) convergente a un g. Entonces tenemos y = lim g,z = gz, lo
cual prueba que Gz es cerrado.
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Por ultimo, veamos que Gz es homeomorfo a G/G,. Para ello probemos que la
funcién f : G/G, — Gz dada por f(¢gG,) = gz es un homeomorfismo. Dado que
tanto funcién ¢ — gx, como la funciéon g — ¢gG,., son abiertas, basta con probar que
f es biyectiva.

Notemos que si gz € Gz entonces f(gG,) = gz por lo que f es suprayectiva.
Ahora tomemos ¢1G, v g2G. tales que f(g1G,) = f(92G); es decir g1z = goxr y asi
g5 'g1x = x. Entonces g, 'g1 € G, de lo cual obtenemos que ¢;G, = ¢2G lo que es
cual prueba que f es biyectiva y por lo tanto es un homeomorfismo.

O

Otra propiedad de los G-espacios de Cartan, nos dice que toda Orbita es un
retracto equivariante de una vecindad de la drbita en el caso de que G sea un grupo
de Lie!. Recordemos que una retraccién es una funcién continua r : X — A, donde
X es un espacio topolégico y A es un subconjunto de X, tal que r(a) = a para toda
a € A. En este caso A se llama retracto de X. Si ademas r es equivariante, entonces

diremos que r es una retraccion equivariante y que A es un retracto equivariante de
X.

Teorema 1.4.15. Sean G un grupo de Lie, y X un G-espacio de Cartan. Entonces
para toda v € X existe una vecindad invariante U de Gz, y una retraccion equiva-
riante r : U — Gux.

La prueba de este teorema rebasa los propdsitos del proyecto, pero se puede con-
sultar en [19, Corolario 1, p.313].

Dados X y Y dos G-espacios, podemos definir para x € X y y € Y la funcién
f: Gx — Gy de la siguiente forma f(gz) = gy. Notemos que si g € G,, entonces
gy = f(gx) = f(x) = y, por lo que para que f esté bien definida, g deber ser
un elemento de Gy, es decir, se debe de cumplir que G, < G,. Sin embargo, que
la funcién f esté bien definida, no implica que sea continua. Prueba de ello es el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.16. Sean R como grupo aditivo, equipado la topologia usual actuando
en si mismo con la accion 01 : R x R — R dada por 01(t,x) =t + x. Por otro lado,
consideremos y el toro T = S'xS! con la topologia producto y la accion 0y : RxT — T
dada por Os(t, (21, 22)) = (21 exp (2mit), zo exp (2miat)) con a € R\ Q. Es facil notar
que para v € R y (21, 23) € T, se cumple R, = {0} = R(., »,), por lo que la funcion
f:R(z1,29) — R estd bien definida, pero no es continua.

1Un grupo topolégico es de Lie, si tiene una estructura de variedad diferenciable en la que los
operadores de grupo son difeomorfismos.
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El siguiente lema nos da condiciones para que la funcién entre dos érbitas antes
definida sea continua.

Lema 1.4.17. Sean X y Y G-espacios. Supongamos que v € X yy € Y satisfacen
que G, < Gy, y ademds se cumple que 8, : G — Gz dada por 0,(g) = gz es abierta,
entonces la funcion f: Gx — Gy dada por f(gx) = gy es continua.

Demostracion. Ya que la accion de G en Y es continua, para g € G'y U una vecindad
de gy en Y, podemos encontrar V' una vecindad de g en G tal que:

Vy:={hyeY |heV}CU

Por otro lado, dado que 6, es una funcién abierta, tenemos que Vi := {hx € X |
h € V'} es una vecindad de gz en Gz. Entonces f(Vz) = Vy C U, lo cual prueba la
continuidad de f. O

Notemos que si X es un G-espacio de Cartan, entonces la funcion 6, siempre es
abierta (Proposicién 1.4.14), en virtud de esto tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.4.18. Sean X yY G-espacios, v € X yy €Y tales que G, < G,. Sea
[ Gz — Gy dada por f(gx) = gy, entonces si X es un G-espacio de Cartan, f
es continua. Ademds, como todos los G-espacios propios son G-espacios de Cartan,
tenemos que si X es un G-espacio propio [ es continua.

Por 1ultimo extenderemos el concepto de espacio equiconexo a G-espacios.

Definicién 1.4.19. Un G-espacio X es G-equiconexo, si existe una funcion continua
h:X x X x1[0,1] = X tal que tenga la propiedad de conexion, y se cumpla que:

» h(gz,gy,t) = gh(z,y,t) para cada g € G, (z,y) € X x X yt € [0,1].
En este caso diremos que h cumple la propiedad G-conexion.

Un ejemplo de este tipo de espacios es considerar R"™ como un Aff(n)-espacio, y
la siguiente funcién h : R™ x R"™ x [0, 1] — R" dada por:

h(z,y,t) = (1 —t)z + ty.

Por como estd definida, es claro que A cumple con la propiedad de conexion. Ademés,
si g € Aff(n), tenemos que g((1 —t)xz +ty) = (1 —t)gx +tgy, por lo que gh(x,y,t) =
h(gz, gy,t), v asi es claro que h cumple con la propiedad de Aff(n)-conexién.
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Capitulo 2

Hiperespacio de cuerpos convexos.

Este capitulo esta dedicado al espacio de cuerpos convexos K dotado con la
topologia inducida por la métrica de Hausdorff. Para la primera seccién veremos
algunas propiedades topoldgicas que cumple este espacio. En la segunda seccion se
dard la prueba de que K es un Aff(n)-espacio propio, y por lo tanto un Aff(n)-
espacio de Cartan. Ademé&s veremos que cumple ser un Aff(n)-espacio equiconexo.

2.1. Hiperespacios.

Empecemos por recordar que un conjunto A € R" es convexo si para cada a,b € A
y cada t € [0, 1] se cumple que (1 — t)a + tb € A. Denotaremos por K" a la famlilia
de todos los subconjuntos compactos y convexos de R”, y por K a familia de todos
los cuerpos convexos; es decir, la familia de todos los subconjuntos compactos y
convexos con interior no vacio de R™. Por tltimo, dado A C R™, denotaremos por 24
al conjunto de todos los subconjuntos compactos y no vacios contenidos en A.

Las familias de conjuntos K, K™ y 24 cumplen ser espacios métricos si los equi-
pamos con la métrica de Hausdorff dada por:

A (A, B) = sup{sup d(b, A), sup d(a, B},

beB a€A

donde d es la métrica usual en R™ y d(b, A) = inf{d(b,a) | a € A} con b € R" y
A C R™. Durante el trabajo consideremos a K2, K" y 24 dotados de la metrica de
Hausdorff, a menos que se especifique lo contrario. Para x € R*, K € 24, y ¢ > 0,
usaremos la siguiente notacion:

N(K,e) :={y e R" | d(y, K) <€},

25
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O(K,e) :={B €2 |dy(K,B) < ¢}.

Cuando no haya riesgo de confusion, la bolas abiertas en K" y K serdn denotadas
al igual que las bolas en 2F"

Observacién 2.1.1. Si A,B € 24 y e > 0, entonces dg(A, B) < € si y sélo si
B C N(A,e) y AC N(B,e).

En el capitulo anterior se definieron las operaciones de Minkowski para cua-
lesquiera subconjuntos de R™. Ademas se prob6é que ambas mandan compactos en
compactos, por lo que 28" es cerrado bajo las operaciones de Minkowski.

Mas aun, si A, B C R” son conjuntos convexos, y a +b,c+d € A+ By X € R,
tenemos que

(1=XN(a+b)+Ac+d) =((1=Na+ )+ ((1=A)b+ \).

Como (1 = AN)a+Ace€ Ay (1 —N)b+ A\d € B, tenemos que A + B es convexo.

Por otro lado, si t € R, y ta,tc € tA, entonces (1 — N)ta+ Ae =t((1 — N)a+ Ac).
Dado que (1 — X)a + Ac € A, tenemos que tA es convexo. Por tltimo, si A € K y
B € K™ entonces existe U C A abierto y no vacio. Como U + b C A + B para todo
b € B, concluimos que A+ B € K. Asi obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.2. Los espacios Kij y K" son cerrados bajo las operaciones de Min-
kowsksi.

Con la ayuda de las operaciones de Minkowski podemos reescribir la observacién
2.1.1 de la siguiente manera.

Observacion 2.1.3. Para cualquier € > 0, se cumple que N(A,e) = A+ €eB(0,1).
Ast, dy(A,B) <€ siysolosi BC A+¢€eB(0,1) y AC B+¢€B(0,1).

También se introdujo el concepto de espacio equiconexo. El siguiente teorema nos
da mas ejemplos de estos espacios.

Teorema 2.1.4. Los espacios K™ y K% son equiconezos.
0

Demostracion. Ya que K™ es cerrado bajo las operaciones de Minkowski, podemos
definir la funcion

T K" x K" x [0,1] — K",
dada por
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(K, H,t)= (1 —t)K + tH.

Notemos que 7(K, H,0) = K y (K, H,1) = H. Asi basta probar que 7 es continua.
Separemos la prueba en casos.

« Sit£0,1.
Sea e > 0y O((1 —t)K + tH,¢) una vecindad de (1 — ¢)K + tH. Tomemos
O(K,1) la vecindad de radio 1 de K. Para todo A € O(K, 1) tenemos que
A C N(K, 1), por lo que para cada a € A se cumple que d(K,a) < 1. Al ser K
compacto existe un k tal que

Ik —al| = d(K,a) <1,

por lo que

llal] < 1+ k][

Al ser K acotado, existe un M; > 0 tal que para toda k € K se cumple que
||k|| < M. Asi, para toda a € A € O(K, 1), se cumple que ||a|| < M; + 1.

De igual manera, existe My > 0 tal que si B € O(H, 1), entonces ||b|| < M,
para toda b € B.

Definimos por M = max{M;+1, M}, y consideramos las siguientes vecindades:

€

= K, —-
v O( " 8|1 — ¢

) otk

€

= H
v O( 3

) nod.)

W::B(t,8LM>.

Sean (A,B,\) € U xV x W, porlo quesiay € Ay by € B entonces existen
ko € Ky hg € H tal que ||k — aol| < €/(8]1 —t]) y [|ho — bol| < €/(8]t]),
entonces,
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(1 = £)ko + tho — (1 — Nag — Abo|

<|[[(1T = t)ko — (1 = Aaol| + [[tho — Aboll

=[(1 = t)ko — (1 = t)ao + (1 — t)ag — (1 — A)aol| + [[tho — tbo + tho — Abo|
<[1 —t[[[ko — aoll + [X = t[laoll + [¢][|ho — bol[ + [t — A[][o]]

€ € € € €
<|1-—t M+ |t|l— +—M = -
M=t ™M gy s = 2

por lo que,
d((1 = Nag + Ao, (1 —t)K +tH) <

)

N

como ag y by fueron tomados de forma arbitraria, tenemos que,

sup d((1—=ANa+ b, (1 —t)K +tH) < = (2.1)
acAbeB
De manera analoga se prueba que,
sup d((1—t)k+th,(1-=NA+AB) < - (2.2)

kEK,heH

Juntando 2.1 y 2.2 obtenemos

d(1—=t)K +tH,(1 = A\)A+ AB) <,
lo que prueba la continuidad de 7.

Si t=0.
Entonces m(K, H,0) = K. Sea € > 0 y O(K, €) una vecindad arbitraria de K.
Consideremos las siguientes vecindades de K, H y 0:

€
U, =0 (K, 6) NO(K,1)
Vi:=0(H,1)

€
Wi '_B<O’6_M>’
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con M definida como en el caso anterior. Tomamos (A, B,\) € Uy x V; x W7,
si a; € A existe k; € K tal que ||k; — a1]| < €/6, asi se cumple que,

[kr = (1= A)ay = Ab[| <[k — ar + a1 = (1 = Aaa[| + [|Ab]]
<[kr = axll + [Alllas [l + |AL0]

con b € B. Al ser a; y b arbitrarios tenemos que,

sup d((1=XNa+ b, K) < E, (2.3)
a€AbeB 2

De manera anéaloga,

supd(k, (1 = N)A+ AB) <

keK

(2.4)

DN

Juntando 2.3 y 2.4 obtenemos,

dy(K, (1 = X\)A+ AB) <€,
lo cual prueba la continuidad de 7 en este caso.

» Sit=1.

En este caso (K, H,1) = H. Seae > 0y O(H, ¢) una vecindad de H. Tomemos
las siguientes vecindades,

con M definida como en los casos anteriores. Tomemos (A, B, \) € Uy x Vo x W,
si by € B existe hy € H tal que ||hy — ba|| < €/6, asi,
[[he = (1 = A)a — Abs|| <[lhg — ba + ba — Aba| 4 |1 — Al[[a]]
<[[ha = bal + [1 = Alf|b2]| + [1 = Affal]
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con a € A. Al ser by y a arbitrarios tenemos que,

sup d((1— Na+ b, H) < <. (2.5)
acAbeB 2
De manera anéaloga,
sup d(h, (1 — \)A+ AB) < <. (2.6)
heH 2

Juntando 2.5 y 2.6 obtenemos,

dy(H,(1 —N)A+ AB) <,
lo cual prueba la continuidad de 7 en el caso t = 1.

Asi tenemos que la funcién 7 es continua. La funcién que hace a K un espacio
equiconexo es la restriccién wlin @ K x Kg x [0,1] — Kf, y la demostracién es
andloga. O

. e . . n
A continuacién presentamos algunas propiedades de los espacios 28", K y K.
El siguiente teorema nos da una caracterizacién de la convergencia de sucesiones de
Cauchy.

Teorema 2.1.5. Si (K,)nen es una sucesion de Cauchy (respecto a la métrica de
Hausdorff) en 28", entonces (K,) converge a Ky con,

K@zﬂd(UK&.
i=1 j=i
Demostracion. Al ser Kj interseccién arbitraria de conjuntos cerrados, Ky es un
conjunto cerrado. Sea € > 0, como (K,,) es una sucesién de Cauchy, existe Ny € N
tal que dy(K;, K;) < €, para toda i,j > Ny, Es decir, K; C K; +eB(0,1) y K; C
K; +¢B(0,1) para toda i,j > Np.

De esto ultimo, si j > 7 > N, tenemos que,

|JK; €Ki +eB(0,1)

j>i

y asi,
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Ky Cel (U Kj> C K; +2¢B(0,1) paratodo i > Nj.
Jj2i
Por lo que Ky C K;+2¢B(0,1) para todai > Ny y por lo tanto K es acotado. Ademés
como K es cerrado, inferimos que K, es compacto. Mas atin, hemos probado que
cl(U;>;K;) es compacto, por lo tanto K, es una intersecciéon de una familia anidada
de subconjuntos compactos. Esto garantiza que Ky es no vacio.
Ahora, para cada natural m, existe IV, tal que,

du(Ki, K;) <27™e con i,j > Np,.

Sea ly > Ny y zg € Kj,. Escojamos un natural I; > max{ly, N7 }. Como l; > ly,> Ny,
dy (K, K),) < € y por lo tanto existe x; € Kj, con ||zg — x1]| < €. Supongamos que
ya encontramos nimeros naturales {l,--- ,l,_1} y puntos {x1,--- , 2,1} tales que,

1. I, > max{N,,l,_1}, para todor € {1,--- ;¢ — 1}.
2. Ty € Kr y ||ZL'7» - IL‘T_1|| < 27(T71)€ para todo r € {]_7 N ]_}

Sea l; > {Ny,l4-1}. Entonces dy(K,;,,K;,_,) < 27 De y por lo tanto existe
z, € Kj, tal que ||z, — 24| < 270 Ve,

De esta manera hemos construido dos sucesiones (I,) y (z,), donde (x,) cumple
ser una sucesion de Cauchy en R”, por lo que converge a un ¥ € R". Ademas:

q q
17 — aol| = lm ||z, — ol < Um > |lag — 24| < Hm Y 27F Ve < 2¢.
q—0o0 q—0o0 [ q—o0 e

Asi, para cada xy € Kj, hemos encontrado un punto  en K con ||T — xo|| < 2¢, por
ello K, € Ky +2eB(0,1). Al ser [y > Ny arbitrario, podemos concluir que para todo
{ > N07

K; C Ky + 2¢B(0, 1).

Ademas, ya sabemos que

Ko C K; +2eB(0,1) para todo i > Nj.
Esto prueba que dy(Ky, K1) < 2¢ para toda i > Ny y por lo tanto dy(K;, Ko) — 0
si 1 — oo.
]
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Observacién 2.1.6. Con las condiciones de la proposicion anterior, se cumple la
siguiente iqualdad:

Ko = ch (L:J Kj) = MUNE; +eB(0,1)).

i e>04=1j>i

Demostracion. Sea x € (oo Ui, ;5 (K + €B(0,1)). Para todo € > 0, existe i(e)
tal que z € K; + €B(0,1) para toda j > i(e). Por otro lado, si m es dada, entonces
existe ng con ng > my ng > i(e), asi

v € Ky, +€B(0,1) CeB(0,1) + | K.

n>m

Al ser € arbitraria, tenemos que z € cl(U,>,, K,,), por lo que = € K.
Ademas, ya que (k) converge a Ky, si € > 0 existe i(e) tal que Ky C K;+€eB(0,1)
para toda j > i(€), por lo que tenemos la contencién

Ky <) D ((K; +€B(0,1)).

e>04=1j>i

Lo cual prueba la igualdad.

La observacion anterior nos da como resultado el siguiente teorema.
Teorema 2.1.7. El espacio K" es cerrado en 28",

e .7 n
Demostracion. Sea (A,) una sucesién en K" la cual converge a un Ay € 28", Por el
Teorema 2.1.5 tenemos que Ag es cerrado y compacto. Més ain, por la observacion
anterior tenemos que,

4o= D ((A; +eB(0,1).

e>014i=1j>i

Como A; + €B(0,1) cumple ser un conjunto convexo, y la unién se hace sobre una
familia anidada de conjuntos convexos, tenemos que Ay es convexo.

]

Ahora probaremos que si A C R” es una region acotada, entonces 24 cumple ser
totalmente acotado. Recordemos que un espacio métrico E es totalmente acotado si
para toda e existe un numero finito de bolas de radio € que cubran a E. En este caso,



2.1. HIPERESPACIOS. 33

diremos que el conjunto formado por los centros de las bolas es e-denso. Es conocido
que en R"™ todos los conjuntos acotados y no vacios son totalmente acotados.

Teorema 2.1.8. Sea A C R™ acotado y no vacio. Entonces (24, dy) es totalmente
acotado.

Demostracion. Sea € > 0. Como A es un subconjunto acotado de R™ también es
totalmente acotado. Asi, existen x1,---z, € A tales que,

q
AC UB(.TZ-,E).
i=1

Denotemos por F' := {zy,- - ,2,t vy J := {B C F | B # 0}, por lo que J es un
subconjunto finito de 24.
Sea K € 24y

Fx ={x; € F|3x € K con ||z; —z|| <€}

De la definicién de Fx tenemos que Fx C K + €B(0,1). Por otro lado, para cada
x € K existe x; € F con ||z — x;|| <€, porloquez; € Fxyx € Fx +eB(0,1). Esto
prueba que K C F +€B(0,1), y por lo tanto dy (K, Fk) < e.
Por tltimo, simplemente observemos que para todo K € 24, Fx € J, lo cual
prueba que J es un conjunto finito y e-denso.
]

Juntando los Teoremas 2.1.5 y 2.1.8 obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 2.1.9. El espacio (24, dy) es compacto para todo A C R"™ compacto.

Para cada K € K" definimos el conjunto cc(K) = 25 N K"; es decir el cc(K) es
la familia de todos los subconjuntos compactos y convexos contenidos en K. Veamos
ahora que cc(K') es compacto para todo K € K", para ello probemos antes el siguiente
lema.

Lema 2.1.10. Sea (X, d) un espacio métrico y (A, )nen una sucesion de subconjuntos
compactos y no vacios de X que converge a un elemento A respecto la métrica de
Hausdorff. Entonces A es el conjunto de puntos v € X para los cuales existe una
sucesion (Ty)nen con x, € A, para todan € N y tal que lim,,_, o, x,, = .

Demostracion. Tomemos x© € A arbitrario. Para cada n € N podemos tomar un
x, € A, tal que d(z, x,) < 2d(x, A,).
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Afirmamos que la sucesién (x,),en converge a x. En efecto, como (A,,),en con-
verge a A, dado € > 0 existe NV € N tal que si n > N se tiene que dy(A, A,) < €/2.
En particular A C N(A,,€/2) lo cual implica que d(z, A,) < €/2 y asi d(z,z,) < €.
Con esto tenemos que (z,)nen converge a x y asi se cumple la primer contencion.

Ahora supongamos que x es un punto para el cual existe una sucesion (z,)nen
con x, € A, y lim, oz, = z. Sea € > 0, como (A, ),en converge a A, existe una
N € N tal que si n > N entonces dy(A,, A) < €. Asi, como (z,)nen converge a z y
x, € A,, tenemos que para n suficientemente grande, se cumple que,

d(z, A) <d(z,x,) + d(x,, A)
<d(z,z,)+ d(An, A) < 2

Como € fue arbitrario, concluimos que z esta en la cerradura de A y al ser A cerrado
tenemos que x € A, lo cual prueba la otra contencién.
m

Teorema 2.1.11. Si K € K entonces el conjunto cc(K) es compacto.

Demostracién. Dado que K es compacto tenemos que en particular 2% es compacto,
(por el corolario 2.1.9). De esta manera, basta con probar que cc(K) es cerrado. Para
ello supongamos que (A, )nen es una sucesion en cc(K) la cual converge a un A € 28"
por los teoremas 2.1.5 y 2.1.7 sabemos que A es compacto y convexo. Ademas, por el
lema 2.1.10 tenemos que si x € A, existe (z,)nen tal que z, € A, y lim,, o x,, = x.
Como A, C K se cumple que (Z,)n 00 €s una sucesién en K. Al ser este ultimo
compacto en particular es cerrado y por lo tanto z € K, como esto es cierto para
todo = € A tenemos que A C K, lo cual prueba que cc(K) es cerrado en 25 y por lo
tanto es compacto.

m

2.2. K| como un Aff(n)-espacio.

En el capitulo anterior introducimos los conceptos de G-espacio, G-espacio propio,
G-espacio de Cartan, y probamos algunas propiedades que poseen estos espacios. En
estd seccién veremos que tanto el hiperespacio K, como K", cumplen ser un Aff(n)-
espacio. Ademas, probaremos que Ky es un Aff(n)-espacio propio, y por lo tanto un
Aff(n)-espacio de Cartan.

Comencemos por definir la accién de Aff(n). Si A C X y g € Aff(n), definimos
el conjunto gA como,

gA:={gx | x € A}.
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Notemos que esta regla define una accién de Aff(n) en los subconjuntos de R™, y en
particular actia sobre K y K". De esto ultimo también se tiene el siguiente hecho.

Observacion 2.2.1. La funcion 0, : Kij — Ki dada por 0,(K) = gK es continua.

Demostracién. Si K € G, g € Gy e > 0, sea M > 1+ ||g||.. Tomando la vecindad
O(K,e/M) y un elemento H en ella, existen k € Ky h € H tales que dy(K, H) =
d(k,h). Asi

du (9K, gH) <||gk — ghl|

=lg(k — h)||
<llgl[«[|k — ||
<M% = €.

lo cual prueba la continuidad, y asi tenemos que las terna (Aff(n), K, #) es un grupo
de transformaciones continuas. [

Para probar que K es un Aff(n)-espacio veamos primero la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.2. Sea G un grupo topolégico y (X,d) un espacio métrico. Con-
sideremos 2% el hiperespacio de todos los subcojuntos compactos y no vacios de X
equipado con la métrica de Hausdorff. Si G actia continuamente en X, entonces G
actia continuamente en 2% de la siquiente forma:

(9, A) = gA con gA:={gal|ac A}.

Demostracién. Sean A € 2%, g € G y ¢ > 0. Como G acttia continuamente en X,
para cada a € A existe U, C G vecindad de g y 9, > 0 tales que:

U.,B(a,é,) C B(ga,e/2).

Ya que A es compacto y {B(a,d./2)}aca €s una cubierta abierta de A, existen
ai, -+ ,a € A tales que:

Ac|JB(ai,60,/2).

=1

Definimos,
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k

N = JB(a;, 6.,/2),

Como A es compacto, existe 0 < § < min{% ie{l,--- k}} tal que

N(A,d) C N.

Siye N(A,0) y h € U entonces y € B(a;,d,,) vy h € U, para algin i € {1,--- ,n},
por lo que

hy € B(ga;,e/2) C N(gA, €/2). (2.7)

Veamos que si h € Uy B € O(A,6) entonces hB € O(gA,e).
Notemos que si B € O(A, ) entonces B C N(A,¢), y por (2.7) tenemos que

hB C N(gA,e/2).

Por otro lado, si a € A existe b € B tal que d(a,b) < 0. Ademés existe a; con
1 <i<ntal que d(a,a;) < d,/2,y asi d(ga, ga;) < €/2. También se cumple que

0o,  Ou  Oa,
. < 7 T ? — )
d(b,a;) <0+ 5 <5 t5 Oa;

lo cual implica que d(hb, ga;) < €/2. De esta manera tenemos d(hb, ga) < d(hb, ga;) +
d(ga;, ga) < €/2+€/2 =€ y por lo tanto gA C N(hB,¢).
Asf dy(hB, gA) < €, y por lo tanto la accién de G en 2% es continua.
[

Como R" es un Aff(n)-espacio, por la proposicién 2.2.2 la accién de Aff(n) en
28" es continua, y por lo tanto su restricciéon a K" y K2 es continua. Asf tenemos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. K} y K™ son Aff(n)-espacios.

Probemos ahora que Kj es un Aff(n)-espacio propio (y por el teorema 1.4.7,
tendrfamos que K también seria un Aff(n)-espacio de Cartan). Antes de dar la
prueba veamos los siguientes lemas.
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Lema 2.2.4. Sea A € Kij y xo € A tal que cl N(xg,2¢) C A para cierta € > 0. Si
CeK"ydy(A,C)e, entonces N(xg,€) C C.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe C' € K™ tal que N(zg,¢) ¢ C,
pero con dy(A,C) < €

Tomemos = € N(zpe) \ C. Dado que C' es compacto, existe z € C' con d(x, z) =
d(z,C). Sea H el hiperplano que pasa por z, ortogonal al rayo 7%= {(1=t)z+tz |
t € [0,00)}. Como C' es un conjunto convexo, se queda contenido en el semiespacio
determinado por H que no contiene a x.

Sea a la interseccién de 27\ [z; 2] con d(cl N(z, 2¢)) C A. Es claro que d(a, zo) =
2e y que,

d(a,z) =d(a,H) < d(a,C) < dy(A,C) <e.

Dado que d(zg, ) < €, también tenemos que,

€ >d(a,z) >d(a,x) > d(a,zg) — d(xg,x) > 2¢ — € =€,

lo cual es una contradiccion. Asi N(zg,€) C C para todo C € K con dy(A,C) <,

como se queria probar.
m

Lema 2.2.5. Sea A € K y xy € A tal que cl N(xg,2¢) C A para cierto ¢ > 0.
Entonces cl O(A,¢€), la cerradura de O(A,€) en K", es compacta y se queda contenida
en Kf.

Demostracion. Sea K = {z | d(z,A) < 2¢} C R", al ser K cerrado y acotado,
tenemos que K es compactoy A C K. Ademas K es convexo ya que K = A+ 2eB™.

Notemos que si B € O(A,¢), entonces B C N(A,e) C K. Supongamos que
P € clO(A,¢€). Asi existe una sucesion (P,),en que converge a P,y N € N tal que
dy(Pn, P) < €/2. Por lo que

i (P, A) < d(P, Py) + dp(Py, A) < % te

Asi P C N(A,3¢/2) C K, y por lo tanto clO(A,e) C ce(K). Esto prueba que
clO(A, €) es compacto. Falta probar que clO(A,C) C K

Consideremos (D,)men C O(A, €) una sucesién de cuerpos convexos que conver-
gen a algun D € cc(K). Por el Lema 2.2.4 tenemos que N(zg,€) C D, para todo
m € N.
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Supongamos que N(zg,€) ¢ D, tomamos © € N(zo,¢) \ D y definimos n =
d(xz,D) > 0. Como z € D,, paratodam € N, tenemos que dy(D,,, D) > d(z, D) = n.

Esto significa que (D,,)men no puede converger a D. De esta contradiccién ob-
tenemos que N(z,€) debe estar contenido en D, y por lo tanto D € K, lo cual
prueba que clO(A,€) se queda contenida en Kf.

]

Proposicién 2.2.6. Aff(n) actia propiamente en Kj; es decir Kj es un Aff(n)-
espacio propio.

Demostracion. Sea A € K, xy € Ay € tal que cl N(z,,2¢) C A. Veamos que O(A4, ¢)
es una vecindad pequena de A.

Sea B € K, zp € By o >0 tal que cl N(z,,20) C B.
Probemos que el conjunto,

I':={g € Aff(n) | gO(A,e) NO(B,§) # 0},

tiene cerradura compacta en Aff(n). Dado que Aff(n) C R™ x R"™ basta con probar
que I' es acotado y su cerradura en Aff(n) coincide con la dada en R™ x R™.

Escojamos M > 0 tal que si C' € O(A,€) UO(B, ) entonces,

lle|]l« < M paratodo ce C.

En particular, se cumple que

diam C' = sup ||c — ||« < 2M.
c,cleC
Por otro lado, si p € T, existe un A’ € O(A,e) y B’ € O(B,¢) con pA" = B'. Dado
que p € Aff(n), existen u € R" y 0 € GL(n) tal que pz = u+ ox para todo z € R".
Ya que pA’ = B’ entonces diam pA’ < 2M. Méas ain, como pA’ = u + oA,
tenemos que:

diam oA’ = diam uA’ < 2M.

Ahora, sea x € S"~'. Entonces zg + §x € B(xg,€) C Ay xo — 5z € B(xo,€) C A.
Asi,
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cllo@)ll =||250()]|
[l 32

=lo G o) = (zo = 59|
—O'2$ Zo o\ To 2.’13‘

<2M.

Por lo que, ||o(z)|| < 2 para toda z € S"~!, y por lo tanto ||o||, < 2.
Por otro lado, dado a € A, como u(a) € B’ tenemos que

M = [|p(a)ll« =[lu+ o (a)l| = [lu = (=a(a))]]
2l[ul] = |l = o(a)ll = [[ul] = |of[.]M

2M 2M?
>lul| - ==M = [Jul -

Lo cual implica que ||ul|, < M + % y asi I' es acotado.

Veamos ahora que la cerradura de I' coincide con su cerradura en R x R™. Para
ello recordemos que si A € R x R™, A serd una transformacién afin si y sélo si A es
suprayectiva.

Supongamos que (A, )men C I' es una sucesién que converge a A € R x R™. Como
Am € T, existen A, € O(A,¢€) y B,, € O(B,J) tales que \,A,, = B,, para cada
m € N. Por el Lema 2.2.5 tenemos que clO(A,€) y clO(B,d) son compactos, y asi
podemos suponer sin pérdida de generalidad que (A,,)men v (Bm)men convergen a
Ap € clO(A,€) y By € clO(B, ), respectivamente. Entonces de la igualdad \,, A, =
B,, obtenemos que AAy = By.

Ahora, ya que By tiene interior no vacio, tenemos que la dimensién de By es
igual a n, por lo que la dimensién de A(R™) es n, y por lo tanto es un hiperplano
n-dimensional en R™, lo cual sélo es posible si A(R") = R™. Asi, A es suprayectiva
como se queria.

]

También se ha probado que Kf y K" son espacios equiconexos con la funcién
definida en el teorema 2.1.4. Si consideramos g € Aff(n), K,H € K y t € [0,1],
tenemos que

m(gK, gH,t) = (1 = t)gK +tgH = g((1 — ) K + tH) = gr(K, H,1).
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Asi, K§ es un espacio Aff(n)-equiconexo. De igual manera tenemos que K" es un
espacio Aff(n)-equiconexo.



Capitulo 3

Puntos afinmente invariantes.

En este capitulo introduciremos el concepto de punto afinmente invariante
introducido por B. Griimbaum en su célebre articulo “Measures of Symmetry for
Convex Sets” [8], en el cual deja una serie de preguntas abiertas relacionadas con
este concepto. También veremos algunas propiedades basicas sobre estos puntos, y
se hard mencion de resultados que los engloban como los dados en [14].

Para la segunda seccion se dara la prueba de que el punto de Lowner, definido
como el centro del elipsoide de volumen menor que contiene al cuerpo convexo,
cumple ser un punto afinmente invariante.

3.1. Puntos afinmente invariantes.

El estudio sistematico de las simetrias de los cuerpos convexos fue iniciado por
B. Griinbaum en su articulo [8], donde se resalta la relacion que tiene la estructura
afin de un cuerpo convexo con sus simetrias. Prueba de ello es la definiciéon de punto
afinmente invariante.

En [8], Griinbaum da la siguiente definicién

Definicién 3.1.1. Un punto afinmente invariante es una funcion p : Kj — R"
tal que p cumpla ser continua y para toda transformacion afin g : R* — R" y K € Kj
se cumple que:

p(9K) = gp(K). (3.1)
Es decir, p es Aff(n)-equivariante. Denotaremos por B, al conjunto de todos los
puntos afinmente invariantes de R™,

B, :={p: Ky — R" | p esun punto afinmente invariante}.

41
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Para un cuerpo K fijo, denotaremos por B, (K) := {p(K) | p € B,}.
Ademds diremos que un punto afinmente invariante p € ‘B,, es propio, si para
todo K € Kf se tiene que

p(K) € int(K).

El ntimero de ejemplos de puntos afinmente invariante ha crecido con los anos. A
continuacion enunciaremos algunos de los mas conocidos, dejando para la siguiente
seccion la prueba de que el punto de Lowner cumple con la definicion.

Ejemplo 3.1.2. Sea K un cuerpo convero de R™ tenemos que los siquientes ejemplos
son puntos afinmente invariantes:

» El Centroide g(K) definido como,

B [y wda
9 = R

» El Punto de John j(K), es el centro del elipsoide de volumen mdzimo contenido
en K.

» El Punto de Lowner [(K), es el centro del elipsoide de volumen minimo que
contiene a K.

La prueba de que el punto de Lowner es un punto afinmente invariante se dara en
la siguiente seccidn, en [8] se puede consultar mas informacién sobre los otros puntos.
Una relacién interesante es la que mantienen los puntos afinmente invariantes
con las simetrias de un cuerpo convexo. Para cada K € K consideremos el conjunto

Sn(K) definido como:
Sn(K) :={x € R" | gr =z paratoda ge€ Aff(n) tal que gK = K}.

Observemos que para cada = € B, (K), existe algin p € B, tal que p(K) = x. Asi,
si g € Aff(n) es tal que gK = K, entonces se cumple lo siguiente:

r=p(K) =p(gK) = gp(K) = gz

Por lo que gz = z, y asi z € §,(K). Dado que z fue tomado arbitrariamente en
B,,(K) tenemos la siguiente contencién:

B (K) C Fn(K).
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Branko Griinbaum en [8], deja abierta la pregunta sobre los casos en que se cumple la
igualdad B,,(K) = §,(K), lo cual se conoce como la conjetura de Griinbaum sobre
puntos afinmente invariantes. Esta pregunta quedé abierta hasta que O. Mordhorst
en [15] nos presenta la primera prueba de la igualdad. En el tercer capitulo se dard
una prueba alterna a la dada por Mordhorst. Por ahora nos basta la contencién
B, (K) C §,.(K) para mostrar la relacién que tienen los puntos afinmente invarian-
tes con las simetrias de un cuerpo convexo, y es que entre mas puntos afinmente
invariantes tenga un cuerpo convexo, menos simetrias tiene (e inversamente).

Ejemplo 3.1.3. Consideremos la bola unitaria B*> := {x € R? | ||z|| < 1}. Ahora,
el subconjunto de Aff(2) que deja fijo a la bola unitaria es el grupo ortogonal O(2).
Y a su vez, el conjunto de puntos que deja fijo el grupo ortogonal es el singulete
formado por el origen: es decir F2(B?) = {0}. Por la contencion anterior tenemos

que By(B?) C {0}.

Figura 3.1: Bola unitaria

Llamemos A al cuadrildtero de la Figura 3.2 y sea | el unico eje simetria de A.
Notemos que las unicas transformaciones afines que dejan fijo al cuadrildtero son
la identidad y la reflexion a través de . Los puntos que quedan fijos por estas dos
transformaciones son los que componen a la linea [, es decir Fo(A) = 1. Asi tenemos

que By(A) C 1.

Por tltimo si consideramos un cuerpo convexro M que no tenga ninguna simetria
(como la figura 3.3), la inica tranformacion afin que deja fijo a M es la identidad, y
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Figura 3.2: Cuadrilatero con una simetria.

los puntos que la identidad deja fijos son todos los puntos de R?, por lo que By(M) C
R2.

En los tres ejemplos anteriores vemos la relaciéon que mantienen los puntos afinmen-
te invariantes con respecto a las simetrias de un cuerpo convexo.

Definicion 3.1.4. Una funcion A : K§ — K es llamada una funcion de conjuntos
afinmente equivariante, si A cumple ser continua, y si para toda transformacion afin
g de R™ en si mismo, se tiene que:
A(gK) = gA(K).
Denotamos por &,, el conjunto de las funciones de conjuntos afinmente equiva-
riantes.
&, ={A:K{ = Kj | A es afinmente equivariante y continua }.

Diremos que A € 8,, es propio si A(K) C int(K) para todo K € K.

Algunos ejemplos de la definiciéon anterior son J : Kf — K v L : K — K
tal que a cada K € Kf se le asigne su elipsoide de John, y su elipsoide de Lowner,
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Figura 3.3: Cuerpo convexo sin simetrias distintas de la identidad.

respectivamente. En el siguiente capitulo se prueba que L es una funciéon de conjuntos
afinmente invariante. Mds sobre estas funciones puede ser consultado en [8] y [14].
Veamos algunas observaciones con respecto a los puntos afinmente invariantes y
funciones de conjuntos afinmente equivariantes.

Observacién 3.1.5. Sean A € &,, y p,q € B,,.

1. Dada la continuidad de A y p, tenemos que po A : K — R" es continua.
Ademas si K € K y T € Aff(n), tenemos que:

po A(TK) = p(A(TK)) = p(TA(K)) = Tp(A(K)) = T(p o A(K)).

Por lo que po A € B,,.

Ahora si A € R, afirmamos que (1—X)p+ g € B,,. En efecto, primero notemos
que los casos A =1 y A = 0 son triviales. Supongamos que A # 1,0, al ser p
y q continuas, y ya que la suma de funciones continuas es continua, tenemos
que (1 — XN)p + A\g cumple ser continua.

Por dltimo veamos que (1 — X)p + A\qg es Aff(n)-equivariante. Para ello, sea
T € Aff(n) y K € Kif. Recordemos que T'(z) = v + o(x) para algin v € R™ y
o€ GL(n,R). Asi,
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(L=Np+Ag)(TK) = (1 = Np(TK) + M(TK)
=1 = N(Tp(K)) + MTq(K)) = (1 = Nv+ (1 = N)op(K) + Av + Aog(K)
=v+0((1 = A)p(K)) +o(Ag(K)) = v+ 0o((1 = Np(K) + Ag(K))
=T((1 = Np(K) + M\q(K))

Lo cual prueba que (1 — X)p + g es Aff(n)-equivariante y, asi pertenece a B,

Por otro lado, si ademas B € &,,, de manera andloga se prueba que AoB € &,
y que (1 —N)A+ AB € &,

Todo el razonamiento anterior prueba que B, es un subespacio afin de C(Ky, R™),
donde C(K§,R™) es el conjunto de funciones continuas de K en R".

. Sea xg € R™ fijo, entonces la traslacion por el punto xy es una transformacion

afin. Ast, para todo p € B, y A € 8, se tienen las siguientes igualdades:

p(K + o) = p(K) + o para todo K € Ky,

A(K + o) = A(K) + xy para todo K € K.

. Sip yq son dos puntos afinmente invariantes tales que p # q, entonces no es

posible dar una constante ¢ > 0 tal que:

lp(K) = p(D)]] = ellg(K) —q(L)||  para todo K, L € Kg.  (32)

En efecto, por 2 tenemos que p(K —p(K)) =0 y q(L—q(L)) = 0. Si suponemos
que se cumple 3.2 para ¢ > 0, entonces:

0 =|[p(K — p(K)) — p(L — p(L))||
>cl[¢(K — p(K)) — q(L — p(L))]]
=l|q(K) — p(K) — q(L) + p(L)]].

Si escogemos L = B™, por el Ejemplo 3.1.3, (L) = p(L) = 0, y obtenemos

llg(K) — p(K)|| = 0 por lo que p(K) = q(K), para cualquier K € Ky, lo cual
contradice p # q.
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En el articulo “Affine invariant points ”[14], se resuelven algunas cuestiones im-
portantes acerca de los puntos afinmente invariantes. La demostracién de ellas excede
los propédsitos de este trabajo por lo que solo se hard mencion. Para més detalles se
puede consultar [14].

Recordemos que B, cumple ser un subespacio afin. Denotaremos por V8, el
subespacio paralelo a 8,, dado por:

V%n:%n_ga

donde g representa el centroide.

B. Griinbaum plantea la pregunta sobre si existe una base finita de puntos
afinmente invariantes que genere a B,,. Es decir, si existen p; € B, con 1 <7 < L
tal que cada p € *B,, pueda ser escrito como una combinacién afin,

L L
P:Z&ipi con o €R y Zaizl.
i=1 i=1

La respuesta a esta pregunta es negativa como consecuencia de el siguiente resultado.
Teorema 3.1.6. V*B,, es de dimension infinita para todo n > 2.

Otra cuestion resuelta en [14] es la que habla acerca de los cuerpos convexos K
tales que B,(K) = R" y su comportamiento en (Kf, dy).

Teorema 3.1.7. El conjunto de todos los puntos K € Ky tales que B, (K) = R" es
abierto y denso en (Ky,dg).

Por tdltimo enunciamos la conjetura de Griinbaum sobre puntos afinmente inva-
riantes, resuelta por O. Mordhorst en [15]. Posteriormente N. Jonard-Pérez da una
prueba concisa basada en argumentos meramente topoldgicos en [10].

Teorema 3.1.8. Para cada K € K se cumple la siguiente igualdad:

Dada la contencién B, (K) C F,.(K), para probar el Teorema 3.1.8 basta con
probar que si z € §,(K) entonces existe un punto afinmente invariante p € 9B, tal
que p(K) = x. Ademés, notemos que un punto afinmente invariante es una funcién
continua Aff(n)-equivariante de K a R™.

Si denotamos por Aff(n) g al estabilizador de K, tenemos que §,(K) se ve como
el conjunto de todos los puntos de R™ que quedan fijos por Aff(n)x. Es decir z € R”
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pertenece a §,(K) siy solo si Aff(n)x < Aff(n),. Asi podemos reescribir la conjetura
de Griinbaum de la siguiente forma:

Teorema 3.1.9. Sea K € Kff y x € R" con Aff(n)x < Aff(n),, entonces existe una
funcion continua y Aff(n)-equivariante p : K — R" tal que p(K) = x.

El Teorema 3.1.9 serda probado en el siguiente capitulo, en la Seccién 4.1, y su
prueba sera consecuencia de un resultado mas general, Teorema 4.1.1.

3.2. Ejemplo de un punto afinmente invariante: El
punto de Lowner.

En esta seccién se dara la prueba de que el punto de Lowner cumple con la
Definicién 3.1.1 de punto afinmente invariante. Para ello primero se probara que el
elipsoide de Lowner existe y es tinico. Con ello se definira la funcién que asigna a
cada cuerpo convexo su elipsoide de Lowner la cual resulta ser continua y Aff(n)-
equivariante. Por ultimo se probard que la funcién que a cada elipsoide le asigna su
centro es continua y Aff(n)-equivariante.

Empecemos por introducir el concepto de elipsoide:

Definicién 3.2.1. Un elipsoide n-dimensional E es la imagen de B™ bajo una trans-
fomacion afin no-singular. Es decir, E C R"™ es un elipsoide si existe T € GL(n,R)
yv € R™ tal que:

E=v+TB"={v+Ty|ye B"}
={z €R" | [T (z —v)|| < 1}
={z e R" | (z —0)(TT") Nz —v)" <1}
Recordemos que por el teorema de descomposicion polar, existe una matriz orto-
gonal () y una matriz simétrica definida positiva P tal que T' = PQ.
Como QQB™ = B™, concluimos que TB" = P(QB"™) = PB". Asi, podemos suponer
sin perder la generalidad, que T" es definida positiva.
De esta manera, el elipsoide E puede ser descrito como el conjunto

E={zcR"|(z—v)B(x—v)" <}

donde B = (TT")™! es una matriz simétrica definida positiva.
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Ademas, si v € R" y I, es la matriz identidad, el elipsoide ¥ = v + I,,»,, B"
tiene la siguiente expresion:
E={z € R" [ (z —0)(Inxnlpy,) 'z —v)" <1}
={z € R" | (x — V) Lyn(z —0)" <1}

_{xER”|Z i— )2 <1}

De manera similar, si D es una matriz diagonal, el eliposide E' = v + DB™ se puede
ver de la siguiente forma:

E ={z e R"| (z —v)(DD) }(z —v)" <1}
={z € R" | (:E —0)(DD) Mz —v)" <1}

—{xER”]Zd i —v)? <1},

donde d; son los elementos en la diagonal de D,y v = (vy, -+ ,v,).

Ahora que ya tenemos una descripcién de los elipsoides, veamos como trabajar
con sus volumenes. Recordemos que si S C R™ tiene volumen finito y 7" € GL(n,R),
aplicando el teorema de cambio de variable, tenemos que Vol(T'S) = | det(T)|Vol(S).
Teniendo en cuenta lo ultimo y que el volumen es invariante por traslaciones, tenemos
la siguiente expresion del volumen de un elipsoide.

Proposicién 3.2.2. El volumen de un elipsoide E = v+T B" estd dado por Vol(E) =
| det(T")|Vol(B™).

El elipsoide de Lowner de un cuerpo convexo, nombrado asi por el matematico Ka-
rel Lowner (1873-1968) que trabajé principalmente en teoria de funciones geométri-
cas, dindmica de fluidos, ecuaciones diferenciales parciales y semigrupos [9], es el
elipsoide inico con volumen minimo que contiene al cuerpo convexo. Antes de ver
que el elipsoide de Lowner existe y es tinico probemos unos resultados previos:

Proposicién 3.2.3. Si K es un cuerpo convezo fijo y si (T;) es una sucesion de
transformaciones lineales tales que la sucesion de cuerpos convexos K; := T;K con-
verge a un cuerpo convezo K, entonces K = TK para alguna transformacion lineal
inwertible T



50 CAPITULO 3. PUNTOS AFINMENTE INVARIANTES.

Demostracién. Dado que K es un cuerpo convexo y K es compacto, existen 71,75 > 0
tales que:

mB"CK y K CryB"
Como (K;) converge a f(, si € > 0, entonces existe N € N tal que si n > N se cumple

lo siguiente:

K,CK+eB"C (ro +€)B"

T,(riB") = rT,B" C T,K = K, C (ry + ¢)B".

Asi, ||T(x)|] < 22 para todo z € B" y por lo tanto ||T,|[. < "2 Esto implica que
(T},) es uniformemente acotada, por lo que tiene una subsucesién que converge a un
T. Se sigue que T; K converge a T'K y con esto obtenemos que T'K = K.

Por ltimo, como K es un cuerpo convexo, existen sy, so > 0 tales que

s1B™ C K y K Cs,B".
Entonces,

$1B" C K = TK C T(s,B") = 5,T(B").

De esta manera concluimos que T'(B™) es un cuerpo convexo y por lo tanto 7" es no
singular. O

Como un elipsoide es la imagen de la bola unitaria bajo una transformacién afin,
si () es una sucesion de elipsoides que converge a un K, entonces K; = Tj(B™) +u;
con T; € GL(n,R) y u; € R™ para toda ¢ € N. Asi, la sucesién (u;) es acotada y por
lo tanto tiene una subsucesién (u;;) convergente, por lo que aplicando la Proposicién
3.2.3 a la sucesién (T3, (B™)) obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4. Si (K;) es una sucesion de elipsoides en R"™ que converge a K €
0, entonces K es un elipsoide.

Ahora probemos que el elipsoide de Lowner existe y es tnico.

Teorema 3.2.5. Si A es un cuerpo convero, entonces existe unico elipsoide de vo-
lumen minimo que contiene a A.
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Demostracion. Ya que A es acotado, podemos definir el conjunto,

V :={Vol(E) | E esunelipsoidey AC E}.

Como Vol(E) > Vol(A) > 0 para todo E € V, existe V = inf V. De esta manera
podemos encontrar una sucesion (£;) de elipsoides, tales que

lim vol(E;) = V.

n—oo

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que para todo i € N, E; C B[0, M| =
Ey para algin M > 0. Dada la compacidad de cc(Ey), (E,) tiene una subsucesion
convergente y por el Corolario 3.2.4, ésta converge a un elipsoide E' que contiene a
Ay que cumple que Vol(E') =V, lo cual prueba la existencia.

Veamos ahora que dicho elipsoide es tnico.

Supongamos que E'y E son dos elipsoides que contienen a A, ambos con volumen
igual a V. Elegimos un sistema de cordenadas en R”, de manera que £ y E esten
dados por las siguientes ecuaciones (revisar apéndice A):

n

E= {('Tla T ,l‘n) € R" | Z(xl _€i>2 < 1}7

=1
E' — {(1’17‘ . 756'”) c Rn | ZOC,L_2$Z2 S 1},
=1

donde a; > 0 para toda i € {1,--- ,n}.

Observemos que en este sistema cordenado, VolE' = VolE = VolB" := ,.
Aplicando la férmula para el volumen de un elipsoide dada en la Proposicién 3.2.2,
tenemos [[;, @; = 1. Definamos el conjunto E" de la siguiente manera,

n
1"

n 1 2 —2, 2
B = (e o) €R°| 5|3l - +a%s?| <11
Ya que todo punto de A esta tanto en F como en E’, tenemos la contencién A C E”.
Ademés, si definimos ;2 n; y v como:

1477
2

_ 5351 _ 04?51'
2 1+ af

B2

i
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entonces,

1 1_"
2 Z@i—@)”aﬁz?] =3 Zx?_21’ifi+§2+ai2$?]
' i=1
Z<1+ai— )J} _széz‘i‘g
Li=1
1+a?
- 1+Oé ;- ;& + i
-3 [0+ o -+ )}
52 2
_Z 1+Oz z_ i + —|— Zl+a
202 —2 22 4
= 222 _ 9824, :
;@ 22 — 28 %, + B Zua

=;6;2(x? = 2w + ;) Z 1 +0z2
:;6;2(% Zl+a '

o1+
Y14 o

<N

SN

, " . . . .
Asi tenemos que E' es un eliposide y lo podemos expresar de la siguiente manera:

E"{(21,- !ZB <7}

Notemos que v < 1, y se da la igualdad si y sélo si cada & = 0. Mas ain, aplicando la
desigualdad de las medias aritmética y geométrica, tenemos que 3, 2> a; ', entonces
Bi < /oy y son iguales si y solo si a; = 1.

Aplicando la férmula de volumen de un elipsoide a E”, tenemos que

Vol(E") = e,y? ﬁﬁi < e f[ Vi < €,
i=1

i=1
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donde cada una de estas desigualdades es estricta a menos que & =0y a; = 1. Lo
cual no sucede ya que E y E' son distintos. Por lo que Vol(E) = Vol(E') > Vol(E"),
lo cual es una contradiccién a que E v E son los elipsoides de volumen minimo que
contienen a A.
Por lo tanto E v E' deben coincidir y asf el elipsoide de Léwner es tnico.
O

El resultado del teorema 3.2.5 nos deja introducir la siguiente notacion: si A es
un cuerpo convexo denotaremos por L(A) al elipsoide de Léwner de A, entonces se
cumple que:

ACL(A) vy Vol(L(A)) <Vol(E) para todo elipsoide tal que A C E.

Ademas, denotaremos por £(n) al conjunto de elipsoides de R"™. Con esto podemos
definir la funciéon que a todo cuerpo convexo le asigna su elipsoide de Lowner:

L:Ky— E(n)

A — L(A)

Teorema 3.2.6. La funcion L que a cada cuerpo convexo le asigna su elipsoide de
Léwner es Aff(n)-equivariante. Es decir para todo A € K y g € Aff(n) se cumple la
tqualdad:

L(gA) = gL(A).

Demostracion. Supongamos que no es cierto. Entonces existe A € K y g € Aff(n)
tal que gL(A) # L(gA). Claramente gL(A) es un elipsoide que contiene a gA. Dado
que el elipsoide de volumen minimo que contiene a gA es tnico, tendriamos que,

Vol(gL(A)) > Vol(L(gA)).
De manera similar obtenemos,

Vol(g ' L(gA)) > Vol(L(A)).

Aplicando el hecho de que una transfomacion afin preserva la razén del volumen de
un par de cuerpos convexos, obtenemos que
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Vol(L(A))  Vol(gL(A)) - Vol(L(gA))  Vol(g7'L(gA)) _ Vol(L(A))

Vol(A) Vol(gA) Vol(gA) Vol(A) Vol(A)
lo cual es una contradiccion, y asi gL(A) = L(gA) paratodo g € Aff(n)y A € K. O

Antes de probar que la funcién L es continua, probaremos algunas propiedades
que seran de utilidad.

Proposicién 3.2.7. Denotaremos por L(n) el subespacio de K que consiste de todos
los cuerpos convexos para los cuales la bola unitaria B™ es su elipsoide de Lowner.
L(n) tiene las siguientes propiedades.

1. L(n) es O(n)-invariante.
2. La saturacion Aff(n)(L(n)) coincide con Kf.
3. Si gL(n) N L(n) # 0 para algin g € Aff(n), entonces g € O(n).

4. L(n) es compacto.

Demostracion. 1. Sea A € L(n) y g € O(n). Asi L(A) = B™ y dada la Aff(n)-

equivariancia de L,

L(gA) = gL(A) = ¢B" = B",
por lo que gA € L(n), lo cual prueba que L(n) es O(n)-invariante.

2. Sea A € Kf, entonces existe g € Aff(n) tal que L(A) = gB". Asi,

B = g L(A) = Ly A),
Entonces g7'A € L(n) y A= g(g ' A), lo cual prueba que Aff(n)(L(n)) = Kj.

3. Siexiste g € Aff(n) y A € L(n) tal que gA € L(n), entonces

B" = L(gA) = gL(A) = gB",

y asi g € O(n).
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4. Es claro que £(n) C cc(B™) y dado que cc(B™) es compacto basta con probar
que L£(n) es cerrado en cc(B").

Sea (A,;,) € L(n) una sucesién convergente a cierto A € cc(B"). Queremos
probar que A € L(n), para ello primero veamos que A tiene interior no vacio.
Supongamos que no es asi, entonces existe H un hiperplano (n—1)-dimensional
tal que A C H. Sea E' C H un elipsoide (n — 1)-dimensional que contenga a
A en su interior relativo a H.

Para cualquier r consideremos el segmento de recta T, de longitud r, tal que
T, es ortogonal a H y pasa por el centro de E'.

Sea r > 0 suficientemente pequeno para que el elipsoide n-dimensional F,
generado por E' y T, tenga volumen menor que Vol(B").

Dado que A se encuentra en el interior de F, existe § > 0 tal que N(A,¢) C E.

Por otro lado, ya que A,, — A, podemos encontrar my € N tal que 4,,, C
N(A,§) C E. Asi, FE es un elipsoide que contiene a A,,, por lo que,

Vol(B") = Vol(L(A,)) < Vol(E) < Vol(B"),

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto A tiene interior distinto del vacio.

Ahora supongamos que L(A) # B™. Como A C B", por la unicidad de L(A)
se tiene que Vol(L(A)) < Vol(B™).

Sea J un elipsoide concéntrico y homotético a L(A), con razén de homotecia
mayor que 1y tal que Vol(J) < Vol(B").

Como L(A) estéd contenido en el interior de J, existe € > 0 tal que N(L(A),¢e) C
J. Ademds, como A C L(A), entonces tambien se tiene que N(A,¢) C J.

Por otro lado, ya que (A4,,) converge a A, existe Ny € N tal que Ay, C
N(A,e) C J. Asi

Vol(L(Ay,)) < Vol(J) < Vol(B™) = Vol(L(Ax,)),

lo cual es una contradiccién. De aqui concluimos que A € L(n), lo que a su vez
implica que £(n) es cerrado en cc(B™), como se queria probar.

]

Utilizando la proposicién anterior, probaremos el siguiente teorema, en el cual se
establece la continuidad de L.
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Teorema 3.2.8. La funcion L : (K{,dg) — (€£(n),dn), que a cada cuerpo convezo
A le asigna su elipsoide de Lowner L(A), es continua. Ademds L(n) = L~'(B").

Demostracion. Sea (Xj)ken un sucesion en K que converge a algin A € Kj. Su-
pongamos que L(X}) no converge a L(A). Entonces existe € > 0 y una subsucesién
(Ag) de (Xi) tal que dg(L(Ax), L(A)) > € para toda k =1,2,---.

Por la Proposicién 3.2.7-2 existen g, g, € Aff(n) tales que Ay, = gpSp vy A = gP
para ciertos P, Sy € L(n).

Dado que L(n) es compacto, podemos suponer sin perder la generalidad que
Sy — S para algun S € L(n). Como Aff(n) actia propiamente en K, entonces S
y P tienen vecindades Ug y Up, respectivamente, tales que (Ug, Up) tiene cerradura
compacta.

Ahora, debido a que S, — Sy ¢ tgxSr — P, se sigue que existe un nimero
natural ko tal que g 'gx € (Us, U,) para toda k > k.

Asi, g~1g;, tiene una subsucesién convergente. Sin pérdida de generalidad, g~ 'g;, —
h para algin h € Aff(n). Esto implica que ¢~ 'gxSy, — hS y ¢ 'grSy — P, por lo
que hS = P. Dado que Sy P pertenecen a L£(n), por la Proposicién 3.2.7-3 se tiene
que h € O(n). Y como g, = g9 gx — gh,

= ghL(S) = gL(hS) = gL(P) = L(gP) = L(A).

Lo cual contradice que dy(L(Ag), L(A)) > € para todo k € N. Por lo tanto L(X})
converge a L(A), lo cual prueba que L es continua. O

De los teoremas 3.2.6 y 3.2.8, tenemos que la funcién L : K — £(n) cumple con
la Definicién 3.1.4. Es decir, cimple ser continua y Aff(n)-equivariante. Definamos
la funcién C' : £(n) — R™ tal que a cada elipsoide le asigna su centro. Si C' resulta
ser continua y Aff(n)-equivariante, tendriamos que la funcién,

l:==ColL:Ky—R",

es continua y Aff(n)-equivariante, lo cual probarfa que el punto de Lowner es un
punto afinmente invariante. A continuaciéon probaremos este hecho.

Recordemos que si E € £(n) entonces existe un h € Aff(n) tal que E = hB" por
lo que el centro de E queda determinado por h0. Asi,

C(E) = C(hB"™) = hD.
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Ademas, ya que el estabilizador de B"™, Aff(n)g» es O(n), tenemos que
Aff(n)Bn < Aff(n)a

Dado que £(n) = Aff(n)(B") y R = Aff(n)(0), podemos aplicar el resultado del Le-
ma 1.4.17, para concluir que la funcién C' es continua y ademés es Aff(n)-equivariante.
Con esto obtenemos que la funcién [ := C'o L, que a cada cuerpo convexo le asigna su
punto de Lowner es continua y Aff(n)-equivariante, por lo que es un punto afinmente
invariante.

Por ultimo, probaremos que £(n)/O(n) es homeomorfo a K/ Aff(n), para ello
primero veamos un resultado previo. Si X es un G-espacio y H es un subgrupo
cerrado de GG, un subconjunto H-invariante S C X es llamado una H-rebanada en
X, si GS es abierto en X y existe una funcién G-equivariante f : GS — G/H tal
que S = f~(eH). Si ademés GS = X, entonces diremos que S es una H-rebanada
global. Asi, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.9. L(n) es una O(n)-rebanada global compacta de K.

Demostracion. Tenemos por la Proposicién 3.2.7 que £(n) es compacto.

Por otro lado, £(n) es la Aff(n)-6rbita de B™ € Kf y O(n) es el estabilizador
de B™ € Kj. Aplicando la Proposicién 1.4.14, tenemos que £(n) es homeomorfo a
Aff(n)/O(n).

Esto, junto con el Teorema 3.2.8, implica que existe una funcién Aff(n)-equivariante
[ K& — Aff(n)/O(n) tal que L(n) = f~1(O(n)). Entonces £(n) es una O(n)-
rebanada global de K. O

Corolario 3.2.10. El espacio orbital Ki/ Aff(n) es compacto. Ademds, el espacio
orbital L(n)/O(n) y Ki/ Aff(n) son homeomorfos. Mds ain, L(n)/O(n) y Ki/ Aff(n)

son metrizables.

Demostracion. Sea 11 : L(n) — K/ Aff(n) la restriccién de la proyeccion orbital
m: Ky — Ki/ Aff(n). Entonces, II es continua, y por la Proposicién 3.2.7-2, tenemos
que IT es sobreyectiva. Ahora, ya que £(n) es compacto, y II es continua. I[I(L(n)) =
K/ Aff(n) es compacto lo cual prueba la primer afirmacién.

Maés aun, por la Proposicién 3.2.7-3, si A, B € L(n), entonces II(A) =II(B) si y
sélo si Ay B tienen la misma O(n)-érbita.

Asi, IT induce una funcién continua y biyectiva p : L(n)/O(n) — Ki/ Aff(n). Ya
que L£(n)/O(n) es compacto concluimos que p es un homeomorfismo.

Por el Teorema 1.4.11, tenemos que el espacio £(n)/O(n) es métrico, y dado el
homeomorfismo entre £(n)/O(n) y Ki/ Aff(n), tambien tenemos que K/ Aff(n) es
un espacio métrico.

]
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Capitulo 4

La conjetura de Grunbaum.

Durante los capitulos anteriores se desarrollé la teoria necesaria para presentar
una prueba alterna de la conjetura de Griinbaum, a la dada por O. Mordhorst en [15],
y basada en conceptos topoldgicos. Para ello se dara primero una generalizacion de la
conjetura, presentada en el articulo “Some generalizations on affine invariant points”
[11], y su prueba. Asi obtendremos como consecuencia directa la demostracion de la
conjetura como un caso particular.

En la dltima seccion se presentaran algunas aplicaciones de la conjetura (y de la
generelalizacion de esta), obteniendo resultados en distintos espacios.

4.1. Prueba de la conjetura de Griinbaum y una
generalizacién

A lo largo de todo el proyecto hemos presentado los resultados necesarios para
probar una generalizacion de la conjetura de Griinbaum sobre puntos afinmente in-
variantes presentada en el articulo [11]. De esta manera obtenemos una prueba de la
conjetura de Griinbaum (Teorema 3.1.8).

Recordemos que en el Teorema 3.1.9 se reescribe la conjetura tomando en cuenta
la contenciéon B, (K) C §,(K) y, en un lenguaje de G-espacios, el problema se reduce
a encontrar una funciéon Aff(n)-equivariante de el Aff(n)-espacio Kj en el Aff(n)-
espacio R"” que mande un elemento dado K € Kj en un elemento dado = € §"(K).
Si denotamos por Cg(X,Y) el conjunto de funciones continuas y G-equivariantes
de X en Y (para X y Y G-espacios topoldgicos), entonces tenemos que encontrar
una funcion ¥ € Cagn)(Kf,R") tal que ¥(K) = x. El siguiente resultado nos da

59
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las condiciones necesarias entre dos GG-espacios para la construccién de una funcion
G-equivariante como la que buscamos.

Teorema 4.1.1. Sean X y Y G-espacios. Supongamos que {x1,--- ,x,} C X y
{y1,- -+ ,yn} CY son conjuntos finitos, tales que para cadai € {1,--- ,n} se cumplen
las siguientes condiciones:

1. La funcion 0,, : G — Gx; dada por 0,,(g) = gx; es abierta.

2. Existe una vecindad abierta e invariante U; C X de Gx; y una retraccion
G-equivariante r; : U; — Gux;.

3. Gy, < Gy,.
4. Gx;NGz; =0 cuando i # j.

Y si Y cumple ser G-equiconexo, X/G es Tychonoff, y Ca(X,Y) es no vacio,
entonces existe ¥ € Cq(X,Y) tal que ¥(x;) = y; para todai € {1,--- ,n}.

Demostracion. Ya que X/G es Tychonoff y las orbitas {Gzy, - - , Gz, } son disjuntas,

existen Wy,--- W, C X subconjuntos abiertos, disjuntos e invariantes tales que
Gx; CWiconi=1,---,n.

Sean Uy,--- ,U, yry,---,r, la vecindades y las funciones de la condicion 2. Para
cada i € {1,--- ,n} definimos el conjunto O; = U; N W;. Claramente cada O; es una

vecindad abierta e invariante de Gz; y la restriccion ¢; := r;
retraccion equivariante.

Por el Lema 1.4.17, para toda ¢ € {1,---,n} la funcién f; : Gx; — Gy; dada
por fi(gx;) = gy; es continua y G-equivariante, entonces la funcién ]7Z :0; — Gy,
definida por ﬁ := f; 0 q; es continua y G-equivariante.

Debido a que O; N O; = 0 si i # 7, la funcién f: |J;_, O; — Y dada por,

0; : O;i = Gx; es una

f(z) = fiz), si z€0;,
estd bien definida, es continua y G-equivariante.
De nuevo, usando el hecho de que X/G es Tychonoff, por el proposicién 1.4.5

para cada i € {1,--- ,n} podemos encontrar una vecindad invariante V; C X y una
funcién continua \; : X — [0, 1] tal que:

1. Gx; CV; CclV; C O;.
2. \i(Gxy) = {1}.
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3. M(X\ Vi) = {0},

Definimos A : X — [0, 1] por A(z) = > | Ai(z) para cada z € X. Claramente \ es
continua e invariante. Ademads, ya que todas las vecindades Vi, - - - , V;, son disjuntas,
la funcién \ satisface que:

1. A(z) € [0,1] para toda z € X.

2. MGz;) = N\i(Gz;) = {1} para toda i € {1,--- ,n}.

3. Mz)=0size X\ U, Vi

Ahora, ya que el conjunto C(X,Y") es no vacio, podemos tomar ¢ € Cq(X,Y),

y dado que Y es G-equiconexo, existe una funciéon h : Y x Y x [0,1] — Y, con la
propiedad de conexién, y tal que:

» h(gz,gy,t) = gh(z,y,t) para cada g € G, (x,y) €Y x Y y t € [0, 1].

Definimos ¢ por la siguiente férmula.

o(z) si ZGX\UCIVZ-
U(z) = .
h(g(z), f(2),A(2)) st z€ UOZ-

Observemos que si z € (X \ U, clV;) N (U,0;), entonces A\(z) = 0y por lo
tanto h(e(z), f(2),A(2)) = ¢(2), lo cual prueba que v estd bien definida y ademés
es continua. Veamos que ¢ es G-equivariante.

Recordemos que X \ U™, clV; y U, O; son conjuntos invariantes, entonces para
todage Gy ze X \UL, clV; se cumple que gz € X \ U, clV}, asi

Y(92) = @(g2) = go(z) = g¥(2).

Por otro lado, si z € U}, 0;, entonces gz € U, 0;, por lo que

¥(g9z) =h(¢(92), f(92), A(g2))
=h(g9¢(2), 9f(2), A(2))
=gh(¢(2), f(2), A(2))
=g¢(2),

lo cual completa la prueba.
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Notemos que si se cumplen las condiciones 2. y 3. del Teorema, siempre podemos
construir una funcion entre la unién de los Gz; y la unién de los Gy;, por lo que las
demas hipdtesis sirven para extender esta funcion. Dado lo anterior surge la siguiente
nocion:

Definicién 4.1.2. Sean X y Y G-espacios. Diremos que el par (X,Y) tiene la
propiedad de extension G-finita, si para todos los conjuntos finitos {x1,- - ,x,} C X
y{y, - ,yn} CY que satisfacen:

1. Gy, < Gy, para toda i € {1,--- ,n}.

2. Ge;NGrj =0 si1#j.

Eziste una funcion G-equivariante v : X — Y tal que ¥(x;) = y; para toda i €
{1,---,n}.
En [15, Corolario 4.1] se prueba el siguiente resultado:

Teorema 4.1.3. Sean Ky, -+, K, € Kjj tales que Aff(n)(K;) N Aff(n)(K;) = 0 si
i #J, yx; € Fn(K;) para toda i € {1,--- ,n}, entonces existe un punto afinmente
invariante p € B, tal que p(K;) = x; para toda i € {1,--- ,n}.

El teorema anterior nos dice que (K, R™) tiene la propiedad de extensién G-finita,
el caso ¢ = 1 implica la conjetura de Griinbaum, generealizando asi la conjetura. A
continuaciéon daremos una demostracion de el Teorema 4.1.3, usando nuestras técni-
cas.

Notemos que si G es un grupo de Lie y X un G-espacio propio Tychonoff, por
la Propoisicién 1.4.14 y el Teorema 1.4.15, se cumplen las condiciones 1. y 2. del
Teorema 4.1.1. Ademés el espacio orbital X/G es Tychonoff, por lo que estamos en
las condiciones del teorema 4.1.1, y asi obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1.4. Sea G un grupo de Lie y X un G-espacio propio. Supongamos que
Y es un espacio G-equiconezo con el conjunto Cq(X,Y') no vacio, entonces el par
(X,Y) tiene la propiedad de extension G-finita.

De este corolario obtenemos el siguiente resultado que generaliza la conjetura de
Grunbaum.

Teorema 4.1.5. Sea G un grupo de Lie, supongamos que X es un G-espacio propio
y Y un G-espacio G-equiconezo, tal que el conjunto de las funciones G-equivariantes
de X a'Y es no vacio. Si ademds x € X yy €Y satisfacen G, < G, entonces existe
una funcion G-equivariante ¥ : X —'Y tal que ¥(x) = y.
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Hemos probado que K es un Aff(n)-espacio propio, y que R" es un Aff(n)-espacio
Aff(n)-equiconexo. Ademds, se probo que el punto de Léwner es un punto afinmente
invariante, por lo que el conjunto Cagn)(Kf, R™) es distinto del vacio. Asi, estamos
en las condiciones del teorema anterior, por lo que obtenemos una la prueba de la
conjetura de Griinbaum 3.1.9 como corolario de este.

Corolario 4.1.6. Sea K € K} yx € R" con Aff(n)x < Aff(n),, entonces existe una
funcion continua y Aff(n)-equivariante p : K — R™ tal que p(K) = x.

De la misma manera, podemos obtener la demostracion del Teorema 4.1.3 como
consecuencia del corolario 4.1.4.

La siguiente proposicién nos muestra una versién de la conjetura de Griinbaum
para el caso de un punto afinmente invariante propio.

Proposicién 4.1.7. Sea K € Ky y x € §,(K). Si x € int(K), entonces podemos
encontrar un punto afinmente invariante propio p € B, tal que p(K) = x.

Demostracion. Si K € K§ y o € F,(K) tales que x € int(K), sea f : Aff(n)K —
Aff(n)x dada por f(gK) = gz, entonces,

gz € gint(K) = int(gK).

Por el Teorema 1.4.15 podemos tomar una vecindad U Aff(n)-invariante de GK y
una retracciéon Aff(n)-equivariante 7 : U — GK.

Ademas, del Lema 2.2.4 podemos encontrar una € > 0 tal que B(x,¢) C int(A)
para toda A € O(K, €) y que cumpla O(K,e) C U.

Por otro lado, por la continuidad de f o 7 podemos tomar 0 < § < € tal que si
A € O(K,0) entonces:

foT(A) € B(x,¢) Cint(A).

Definimos U’ := Aff(n)(O(K,J)), la cual es una vecindad de Aff(n)K que ademés
cumple con U C U. Sea 7 la restriccién de 7 a U'. Asi, para toda A € U existe
g € Aff(n) y A" € O(K,6) con gA" = A. Asi definimos f: for: U — Gz, la cual
cumple que,

f(A)=Tor(A)=foT(gA) = gf oT(A) € gint(A) = int(gA") = int(A).

Si tomamos ¥ un punto afinmente invariante propio (como el punto de Lowner), al
ser K un conjunto convexo se cumple que h(f(K),¥(K),A\(K)) € int(K), con h :
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Ky x K§ < [0, 1] — R™ dada por h(z,y,t) = tz+(1—t)y, A : K — [0, 1] la funcién y V/
la vecindad de GK obtenidas de la proposicién 1.4.5 tales que GK C V C 1V c U’
vy AgK) =1y ANA)=0paratodage Gy Ae Kj\V, porlo que si continuamos la
demostracion como en el Teorema 4.1.1, obtenemos un punto afinmente invariante y
propio.

O

4.2. Ejemplos y aplicaciones.

En esta ultima seccion veremos algunos ejemplos de espacios en donde se ge-
neraliza la conjetura de Griinbaum. Recordemos primero que K" es la familia de
subconjuntos compactos y convexos de R™, con ello podemos definir los siguientes
conjuntos:

Ki-:={K e K"l dim(K)<j}
no={K eK"| dim(K)>j},
donde j € {0,---,n}. Notemos que Kf = K", y K" = K, =K'

Ejemplo 4.2.1. Sea K7_ la famila de todos los segmentos de R™ equipado con la
accion del grupo Aff(n). Como el grupo del isotropia del origen es GL(n,R), la
accion del grupo Aff(n) no es propia.

Ademds, K-/ Aff(n) es homeomorfo al espacio de Sierpiniski (recordemos que el
espacio de Sierpinski es el conjunto Z = {0,1} con la topologia T = {Z,0,{0}}) bajo
el homeomorfismo n : Z — Ki-/ Aff(n) que envia al 0 a la orbita de los segmentos
no degenerados y a 1 a la orbita de los singuletes.

Sin embargo, para cada segmento no trivial [a,b] € KY_ y cada punto y € R
tal que el Aff(n)-estabilizador de [a,b] esté contenido en el Aff(n)-estabilizador de y,
existe una funcion Aff(n)-equivariante ¢ : K7~ — R™ tal que ¢¥([a,b]) = y.

Demostracion. Sea F = (R™)Af(™ el conjunto de todos los puntos que quedan fijos
bajo todas las transformaciones que dejan fijo al segmento |[a, b], entonces y € F'.

Denotemos por m al punto medio de [a,b] y sea H el hiperplano de R™ ortogonal
a [a,b] que pasa por m. Si p: R" — R" es la reflexién sobre H entonces p pertenece
al estabilizador de [a, b, por lo que F' C H.

Por otro lado, si [ es la linea que pasa por a y b, y 0 : R* — R" es una rotacién
alrededor de [ tenemos que o pertenece al estabilizador de [a, b], y asi F' C [, por lo
quey € FC HNil={m}.

Podemos definir ¢ : K- — R" como,
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o(lesd)) = 5(c-+ d).

Notemos que ¢ es Aff(n)-equivariante y v ([a,b]) = y. Ademads, por lo explicado
anteriormente, 1 es Unica.

]

El siguiente ejemplo nos muestra que la condiciéon de que la accion sea propia es
esencial.

Ejemplo 4.2.2. Sea T el tridngulo formado por los puntos (0,0),(1,0),(0,1) € R?
y sea b= (1/3,1/3) su centroide.

En [16] se prueba que el centroide es una funcion Aff(n)-equivariante de K a R™,
por lo que el Aff(2)-estabilizador de T estd contenido en el Aff(2)-estabilizador de b.
Sin embargo, no hay ninguna funcion Aff(2)-equivariante y continua v : K* — R?

tal que Y(T) = b.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe una funcién ¢ tal que ¢(T') =
b. Por el ejemplo anterior ¢(I) = (0,1/2) donde I = {0} x [0, 1].

Consideremos la sucesién (7},),en de triangulos dados por el cuerpo convexo de
{(0,0), (1/n,0),(0,1)}. Notemos que (7,)nen converge a I. Ya que T, vive en la
Aff(2) érbita de T', y v es equivariante, 1(T,,) es el centroide de T,,, es decir ¥(T,,) =
(1/3n,1/3).

Por la continuidad de v tendriamos que:

1 , (11 1
(0, 5) = () = lim (T;) = lim (% 5) = (07 g) )

lo cual es una contradiccion.

]

En este ejemplo la accién del grupo Aff(2) en K2 no es propia, ya que el estabili-
zador del origen es GL(2), el cual no es compacto. Por otro lado, la accién en K™ del
grupo de similitudes de R", S(n), tampoco es propia. Sin embargo, en [16] se prueba
que el punto de Chebyshev (el centro de la bola con volumen minimo que contiene a
un subconjunto compacto y convexo de R"™), pertenece a Cg(,) (K™, R™), por lo que
este espacio es distinto del vacio.

Ademas, en [3] se prueba que para un espacio métrico conexo y localmente com-
pacto X, el grupo de isometrias de X actia propiamente en X. Asi, el grupo E(n)
de todas las isometrias de R™ actia propiamente en ™.
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Y dado que E(n) C S(n) tenemos que toda funcién S(n)-equivariante también es
E(n)-equivariante, por lo que el conjunto Cg) (K", R") es no vacio. Juntando todo
lo anterior con el Corolario 4.1.4 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.3. El par (K", R"™) tiene la propiedad de extension E(n)-finita.

Notemos que la funcién identidad en Kf, Ixn : K — K, es Aff(n)-equivariante,
por lo que Cyagn)(Kf, Ky) es distinto del vacio y ya que Aff(n) actia propiamente
en K, aplicando de nuevo el Corolario 4.1.4 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.4. El par (K}, K{) tiene la propiedad de extension Aff(n)-finita.

Recordemos que para toda similitud g € S(n) existen v € R", A > 0y o € O(n),
donde O(n) es el grupo de transformaciones ortogonales, tales que g(x) = u+ Ao (z)
para toda x € R", por lo que podemos dotar a S(n) con la topologia heredada de
R™ x (0,00) x O(n).

Lema 4.2.5. Para cada i € {1,--- ,n} la accion del grupo S(n) en K es propia.

Demostracion. Notemos primero que K7 es un subespacio S(n)-invariante de K7,
por lo que es suficiente con probar que la accién en K7, es propia.

En [7, Corolario 4.7] se prueba que el espacio orbital ICy+/S(n) es homeomorfo al
compacto de Banach-Mazur, por lo que es metrizable.

Por el Teorema 1.4.7 basta con probar que K+ es un S(n)-espacio de Cartan.

Sea A € K}, arbitrario, ya que dim(A) > 1, se infiere que m := diam(A) > 0.
Tomamos § > 0 tal que m — 2§ > 0 y definimos O(A, ) la §-bola alrededor de A en
Ky

Notemos que si B € O(A,J), existen by, by € B tales que ||by — bs|| = diam(B), y
ya que dy (B, A) < 0 podemos tomar puntos aj,as € A tales que ||a; — b;|| < 0 para
j=1,2. Asf:

diam(B) = ||by — ba|| < ||b1 — aq|| + [|ar — azl| + ||ag — ba|| < diam(A) + 20.
Analogamente se pruea que diam(A) < diam(B) + 24, y asi obtenemos que,
m — 26 = diam(A) — 2§ < diam(B) < diam(A) + 26 = m + 20.
Veamos que el conjunto,

[':={g € 5(n) | gO(A,6) NO(A,0) # 0},

tiene cerradura compacta en S(n). Sea M > 0 tal que para toda C' € O(A,9) y
x € C se cumpla que ||z|| < M.
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Seage 'y B e O(A,0) tal que gB € O(A,¢). Supongamos ademés que g(z) =
u+ Ao(x) conu € R", A > 0y o € O(n). Asi identificamos a g con (u,\,0) €
R"™ x (0,00) x O(n).

Notemos que diam(gB) = Adiam(B) y ya que gB € O(A,d), obtenemos que:

m — 26 < Adiam(B) < m + 26.
Usando el hecho de que B € O(A,0) se cumple tambien que:

m — 2§ < diam(B) < m + 20,

asi

m—25<>\<m+26
m+ 20 m — 20

Entonces A vive en el segmento compacto,

m—20 m-+ 2
1= , .
m+20"m — 20
Por otro lado, para cada b € B tenemos que M > ||b|| y M > ||g(b)||, entonces,

M = [lgO)[| = [lu+ Ao(2)[] = [lul| = [[Xe®)]] = [[ul] = Allo(®)]],

Por lo que

2
||U||§M+>\||a(b)||§M+>\M:M(1+)‘>§M(1+m+ 5).

m — 20

Definimos,

m — 20

y asf (u,A,0) € K x I x O(n), con este tltimo compacto. Esto prueba que I' C
K x I x O(n), por lo que I' es compacto.

2
K::{xER”|||x||§M(1+m+ 5)}

]

Con este lema hemos probado que la accién de S(n) en K7 es propia. Ademas
el punto de Chebyshev es una funcién S(n)-equivariante de K7 en R", por lo que
Cs(n) (K2, R™) es no vacio y R" es equiconexo. Aplicando de nuevo el Corolario 4.1.4
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.6. El par (K, ,R") tiene la propiedad de extension S(n)-finita.
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Para m € {0,---,n} el espacio K", es Aff(n)-equiconexo, por lo que es S(n)-
equiconexo. Mas atin, para todo 7 € {1,--- ,n} la funcién de K, a K ,, que asigna a
cada subconjunto compacto y convexo su circumbola, esta bien definida, es continua
y equivariante, por lo que el conjunto Cg,)(K;+, K" ) es no vacio. Aplicando de
nueva cuenta el Corolario 4.1.4, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.7. Para cadai € {1,--- ,n} ym € {0,--- ,n} el par (K., K" ,) tiene
la propiedad de extension S(n)- finita.



Apéndice A

Algunos recordatorios de algebra
lineal.

Si A € M,»n(R), denotaremos por A" a la matriz transpuesta de A. Diremos que
una matriz A € M,,(R) es simétricasi A = AT y diremos que A es definida postiva
si T Ar > 0 para todo x € R™\ {0}. Ademéds, una matriz A es diagonzalizable
ortogonalmente si existe una matriz ortogonal P (P"T = P~!) y una matriz diagonal
D tales que:

PTAP = D.

El teorema de descomposicion espectral, nos muestra la relaciéon que tienen las
matrices simétricas reales con la diagonalizacion. La prueba de este puede ser con-
sultada en [20, Theorem 5.14]

Teorema A.0.1. Toda matriz simétrica real es diagonalizable ortogonalmente.

Si A es una matriz real simétrica definida positiva, aplicando el teorema de
descomposicion espectral, tenemos que existe K una matriz no singular, tal que
A = KTK. Usaremos este hecho y el Teorema de descomposicién espectral para
probar la siguiente propiedad.

Teorema A.0.2. Sean A, M € M, .,(R) matrices simétricas, con M definida posi-
tiva. Entonces existe una matriz no singular C tal que

C'MC = Iun. (A1)
C'AC = A. (A.2)

69
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con A\ una matriz diagonal.

Demostracion. Ya que M es una matriz simétrica y definida positiva, tenemos la
siguiente factorizacion,

M = R'R,
con R una matriz no singular. Entonces la matriz
(Rfl)TARfl
es simétrica, ya que [(R™Y)TAR™)T = (R°TYHTAT[(R™H)T]T = (R"Y)TAR™. Apli-

cando el Teorema de descomposicion espectral, tenemos que existe una matriz orto-
gonal B tal que

B YR™MHTART'B = A,
con A una matriz diagonal. Definimos

C=R'B.

Entonces CT = BT(R™Y)T = B™Y(R™1)T, ya que B es ortogonal, por lo que se
cumple (A.2). Ademas, usando que B' = B™' y (R™')T = (R")™!, obtenemos

C"MC =B YR ™R"RR™'B = I,
asi, C' cumple (A.1), esto prueba el teorema. O
Por tltimo, recordemos el teorema de descomposicién polar [6, Theorem 6.28]:

Teorema A.0.3. Si A € M, +,(R), entonces existe U una matriz ortogonal y S un
matriz simétrica definida positiva tales que:

A=US.

Por el teorema anterior AT = US, con U una matriz ortogonal y S un matriz
simétrica definida positiva, entonces:

A=S"UT.

Con U una matriz ortogonal y ST una matriz simetrica definida positiva, as{ tene-
mos el siguiente corolario.
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Teorema A.0.4. Si A € M,«,(R), entonces existe W una matriz ortogonal y P
una matriz simétrica definida positiva tales que:

A= PW.
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