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Prefacio

La presente tesis se desarrollé en una época muy complicada, al inici6 todo parecia que seria una
tesis como cualquier otra sin embargo surgi6 un virus que llevo a cerrar a la universidad por mas
de dos afios. Personalmente nunca crei ver cerradas las puertas de la universidad por tanto
tiempo, ahora ademas de las huelgas también los virus estan cerrando a las universidades.

De ese modo, la tesis tuvo que desarrollarse en su totalidad de forma virtual. Originalmente
estaba planeada para ser realizada en 4 meses lo cual al final no pudo realizarse por tantos
contratiempos, algunos positivos como que entre al posgrado y otros negativos como el virus.

Todo tiene ventajas y desventajas, logre adaptarme y aqui esta la conclusion de este trabajo.

Esta tesis sobre el problema de clasificar las teselaciones del plano por poligonos convexos
reuni6 dos temas de los que mas me gustan en las matematicas, esto es, la combinatoria y la
geometria plana. En el desarrollo de la tesis utilice s6lo herramientas elementales con el fin de
que este trabajo pueda ser leido y comprendido por cualquier alumno de la carrera de
matematicas o incluso por algtin alumno de bachillerato con alguna experiencia previa en leer
teoremas y demostraciones ya que como se mencionara en el desarrollo del trabajo, el problema
ha sido del interés de muchos aficionados, algunos de los cuales incluso han hecho

contribuciones importantes.
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Introduccion

El presente trabajo se centrara en estudiar qué poligonos convexos pueden generar una teselacion
monohedral del plano Euclidiano. Aunque la definicién de esos términos se presentara de manera
formal mas adelante, intuitivamente podemos pensar que teselar el plano es parecido a armar un
rompecabezas. Como en todo rompecabezas, queremos poner las piezas de forma que no queden
espacios huecos y que no se traslapen las piezas. Por otro lado, una teselacion monohedral se
puede pensar como un rompecabezas en el que todas las piezas tienen la misma forma.
David Hilbert popularizo el problema de estudiar a estos poligonos y poliedros, nombrandolo
como el problema 18 [16]:
[..] Y finalmente Fedorov [...], Schoenflies [...] y mds recientemente Rohn [...] han demostrado
que sélo hay un numero finito (de grupos de simetria) significativamente diferentes en el espacio

euclidiano.

Un dominio fundamental de cada grupo de simetria junto con las dreas congruentes que se
originan en el grupo obviamente proporcionan una cubierta completa del espacio. Se plantea la
pregunta de si también existirdn poliedros que no aparecen como dominios fundamentales de los
grupos de simetria y que, mediante la yuxtaposicion adecuada de piezas congruentes, sea posible
llenar completamente todo el espacio. Me gustaria sefialar que la pregunta es importante para la
teoria de ntimeros y quizds también util para la fisica y la quimica.

David Hilbert, 1900.

Hilbert, influenciado por los descubrimientos de aquellos cristalégrafos, creia que aquella
conjetura era falsa para el plano, asi que decidié plantear el problema para dimensiones mayores
a 2 y crey6 que el caso del plano se resolveria facilmente al dar una clasificacion de todas las
teselaciones monohedrales del plano, que como se vera en este trabajo, no ha resultado un
problema sencillo ni siquiera para el caso de las teselaciones con poligonos convexos [2].

Seria un asistente de Hilbert, Karl Reinhardt (motivado por L. Bieberbach que ya habia dado una
solucién parcial al problema en 1911 [37], [38]) quien emprenderia la bisqueda de clasificar a
todos los poligonos convexos que teselan el plano, lo haria en su tesis doctoral titulada “Uber die

Zerlegung der Ebene in Polygone” (Sobre la descomposicion del plano en poligonos) [29].



Introduccion 8

En su tesis, Reinhardt presenté 3 hexagonos y 5 pentagonos convexos que pueden teselar el
plano. Al llegar alli, en palabras de Kershner [18], su técnica o su fortaleza le fall6 pues se limito
a decir que “en principio seria posible completar la demostracién terminando de analizar todas
las consideraciones faltantes, pero seria un trabajo muy tedioso y existe la probabilidad de que no
emerjan nuevas teselas” [18].

Es probable que Reinhardt y la mayor parte de la comunidad cientifica creyeran que la prueba
estaba completa, sin embargo, 50 afios después, un matematico de nombre Richard Brandon
Kershner, que estuvo trabajando en el problema por 35 afios, encontr6 3 nuevos pentagonos
convexos capaces de teselar el plano [17], [18]. Ademas, esos 3 pentagonos son importantes pues
son los primeros poligonos convexos que se conocieron que teselan el plano de forma anisoedral.
Probablemente Kershner no se dio cuenta de eso. Sin embargo, Heesch en 1935, ya habia dado el
primer ejemplo de un poligono (céncavo) anisoedral, lo que prueba la segunda parte del
problema 18 de Hilbert (Hilbert creia que la respuesta a ese problema seria que no existirian tales

poligonos) [3], [12], [37], [38].

“1Z

Figura 1

Kershner, al igual que ya habian hecho Reinhardt y Heesch, afirmé que su lista estaba completa.
Sin embargo, también se quedé corto a la hora de demostrarlo pues se limit6 a decir: “La prueba
de que la lista esta completa es extremadamente laboriosa y sera dada en algun otro lado” [17],
[18]. Es por eso que Martin Gardner, un matematico especializado en matematicas recreativas,
publico el problema en una revista de divulgacion cientifica.

En un hecho insoélito, dos aficionados, Marjorie Rice y Richard E. James III descubrieron de
forma independiente nuevos tipos de pentdgonos convexos capaces de teselar el plano, lo que

mostro que el problema continuaba abierto [8], [9], [32], [35].
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Hasta ahora se tiene conocimiento de 3 tipos de hexagonos y 15 tipos de pentagonos convexos
que pueden teselar el plano [8], [37], [38].

En 2017 Michaél Rao [27] present6 un articulo en el que dijo tener una prueba por computadora
que concluiria que los 15 tipos de pentagonos convexos conocidos son todos los pentagonos
convexos que teselan el plano y ademas resolveria una parte de un problema moderno que se
pregunta por la existencia de la tesela de Einstein, la cual seria una tesela capaz de teselar el

plano pero tal que que todas sus teselaciones sean aperiodicas [36].

Figura 2, fuente: [31]

El nombre de la tesela de Einstein no tiene relacion con el fisico Albert Einstein, el nombre surge
del juego de palabras ein Stein que en aleman significa ‘una piedra’. De ser correcta la prueba de
Rao, se concluiria que la tesela de Einstein no existe.

El trabajo de Rao no ha sido revisado en su totalidad [32], en parte debido a que el codigo que
utilizé no esta disponible publicamente. No obstante, Thomas Hales reescribiendo el codigo de
forma independiente, reviso la parte correspondiente a la bisqueda del Lema 4 del capitulo 3 del
trabajo de Rao sin encontrar errores [13], [36].

En este trabajo pondremos especial énfasis en el caso de las teselaciones monohedrales con
hexagonos convexos, pues es un problema muy poco estudiado y quizas olvidado ya que sélo
existen dos trabajos que lo abordan (uno tiene mas de 50 afios y el otro tiene mas de 100 afios

[2], [29]) y como se presentara en este trabajo, es un problema que continua abierto.
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Capitulo 1

1. Nociones Preliminares

1.1 Definiciones y teoremas basicos

Definicién 1.1: Dados A, B C R? y una funcién continua y biyectiva f : A — B, diremos que
f es un homeomorfismo si f~' también es continua, en cuyo caso diremos que A y B son

homeomorfos.

Definicién 1.2: Dado un subconjunto A C R?, diremos que A es un disco topolégico, si A es

homeomorfo al disco unitario D = {(z,y) € R? | 2? +y? < 1}.

Definicién 1.3: Diremos que una familia numerable 7 de discos topoldgicos

T ={T1,T5,...} esuna teselacién del plano R, si se satisface que:
a) | JTi =R?
i=1

b) Int(7;) NInt(7;) = 0 cuando ¢ # j.
Los elementos 7; son llamados las teselas de 7y una teselacién del plano también recibe el
nombre de mosaico.
Por otro lado, diremos que 7 es una teselacién de un disco topolégico D, si se cumple b) y en

lugar de a) se cumple:
o U=
i=1

Muchos autores no requieren que las teselas sean discos topologicos, s6lo requieren que sean
conjuntos cerrados. En esos casos las teselas no necesitan ser conexas ni mucho menos acotadas
y pueden tomar formas muy extrafias. Sin embargo, para el presente trabajo no consideraremos
ese tipo de teselas y también restringiremos el estudio a teselaciones en las cuales cada tesela

tiene interseccién no vacia solamente con un numero finito de teselas.
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Definicién 1.4: Dada una funcién continua del plano en el plano f : R* — R?, diremos que es

una transformacion del plano si f es una funcion biyectiva.

Definicion 1.5: Dada una transformaciéon del plano L : R? — R?  diremos que es una
transformacién rigida, o una isometria, si para cualesquiera dos puntos z,y € R? se cumple
que al tomar la distancia euclidiana d(z,y) = d(L(z), L(y)). Si dadas dos teselas 71, T5 existe

una isometria que manda a una en la otra, diremos que las teselas son congruentes.

Definicién 1.6: Dada una teselacién 7 y dos teselas 77,75 € T, diremos que 7} y 75 son
isomorfas si existe una transformacion rigida £, tal que £L(7) =T y T1 = L(T5).

Notese que L£(7) = T significa que £ lleva teselas en teselas, es decir £(7) = {L(T) | T € T }.

Definicion 1.7: Dado un conjunto G con una operaciéon *:G X G — G y un elemento
distinguido e € G, diremos que es un grupo si:
a) Para todo a,b,c € G se cumple que ax (bxc)=(axb)+*c, (a esto se le llama
asociatividad);
b) exa =ax*e = a,paratodo a € G, (el elemento e recibe el nombre de neutro del grupo);
c) Paratodo a € G existe un @’ € G tal que @’ *a =a+*a’ = e, (el elemento a’ recibe el
nombre de inverso de a).
Dado un conjunto H C G, si H cumple la definicién de grupo con la misma operacién * de G

(restringida a ), diremos que H es un subgrupo de G.

Sabemos que la composicion de dos funciones biyectivas genera una funcién biyectiva, asi que
la composicién de dos transformaciones del plano genera una transformacién del plano. También
sabemos que la composicién de funciones es asociativa. La funcién identidad Id : R? — R?
ciertamente es una transformacion del plano. Las transformacion del plano son biyectivas por
definicion, asi que tienen inversa. Por lo tanto, el conjunto de transformaciones del plano con la

operacién composicion de funciones es un grupo.

La definicion de orden ciclico puede parecer extrafia, sin embargo intuitivamente ayuda pensar

en el orden de los numerales en un reloj y en la direccion en la que avanzan las manecillas.
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Definicion 1.8: Dado un subconjunto D C R?, diremos que D tiene un orden ciclico R C D? si
para todo a, b, c,d € D se cumple que:

1. Si(a,b,c) € R entonces (b,c,a) € R.

2. Si(a,b,c) € R entonces (c,b,a) ¢R.

3. Si(a,b,c) € Ry(a,c,d) € R entonces (a,b,d) € R.

4

Si a, b, ¢ son distintos entonces (a,b,c) € R o (¢, b,a) € R.

Definicién 1.9: Dado un subconjunto P C R? con un orden ciclico R, diremos que a, b, c € D
son consecutivos si no existe z € D — {a,b,c} tal que (a,z,b) € R o (b,z,c) ER o0
(c,x,a) € R.

Definicién 1.10: Dados » € N y dos conjuntos V C R% L c P(R?) (potencia de R?), con
|V| = n = |L|, diremos que la pareja ordenada P’ = (V, L) es el contorno de un poligono si
dandole un orden ciclico a V' los elementos de L son los segmentos de recta que unen a los
elementos consecutivos de V' y dichos segmentos sélo pueden intersectarse en los elementos de V.
Diremos que el conjunto V es el conjunto de vértices de P’ y el conjunto L es el conjunto de

lados de P’. A P’ junto con el conjunto de puntos que quedan dentro de la curva formada por los

lados de L le llamaremos el poligono P de n lados y lo denotaremos P = (V, L).

Definicion 1.11: Dado un poligono K de n lados con n > 3, diremos que es convexo si para
todo z,y € K, se cumple que el segmento Ty se queda contenido en K, es decir zy C K. En

caso contrario, diremos que el poligono es concavo.

Definicion 1.12: Una grafica finita G es una pareja de conjuntos disjuntos G = (V, E), con
V # 0, |V| < oo, V llamado el conjunto de vértices y E llamado el conjunto de aristas, donde los
elementos de E son de la forma {vy,v2} con vy y vy vértices distintos en V' y se suelen escribir

como v, vs. A la cardinalidad de E se le llama el tamaiio de G.

Nota 1.13: Las graficas se representan en el plano por medio de puntos que representan a los
vértices y las aristas se representan como lineas que unen a los puntos. Cuando sea posible

representar una grafica en el plano sin que sus aristas se crucen, diremos que la grafica es plana.
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En este trabajo siempre trabajaremos con graficas planas y al referirnos a una grafica estaremos

siempre considerando a una de sus representaciones planas.

Definicion 1.14: Dada una grafica § y un vértice v de G, diremos que v tiene grado n, con n € N,

si exactamente n aristas inciden en v y lo denotamos como d(v) = n.

Nota 1.15: Cuando trabajemos con vértices y aristas, no consideraremos aristas cuyos dos
extremos sean el mismo vértice (a esto se le llama que no debe haber lazos). Ademas
consideraremos que entre dos vértices solo puede haber una arista que los une (a esto se le llama

que es simple).

Nota 1.16: En el presente trabajo siempre consideraremos poligonos no degenerados, por lo que
todo poligono P tendra un area A € R con 0 < A < co. También todo lado ! de un poligono y
toda arista e de una gréfica tendran una longitud d;,d. € Rcon 0 < d; < ooy 0 < d. < oo0.

Necesitaremos de un teorema que suele darse al inicio de los cursos introductorios de teoria de

graficas [4]:

Teorema 1.17 (Primer teorema de la teoria de graficas): Dada una grafica G = (V, E) de

tamafio m, se cumple que:

Z d(v) =2m

veV

Definicion 1.18: Sea G un subgrupo del grupo de transformaciones del plano, sea D un disco
topolégico de R2. Diremos que D es un dominio fundamental de G en R? si:

a) R”=Jg(D),donde g(D)={g(d) € R* | d € D};
geg

b) Sig € G, entonces g(D) = D o se tiene que int(g(D)) Nint(D) = ().
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Capitulo 2

2. Teselando el plano con triangulos y
cuadrilateros

Comenzaremos con dos de las definiciones mas importante de este trabajo:
Definicion 2.1: Dada una teselacién 7, un conjunto de prototeselas P es un subconjunto P C 7T~
tal que cada 7' €7 es congruente con una tesela P € P y los elementos de P no son

congruentes entre si.

En el siguiente ejemplo hay 2 prototeselas: el cuadrado y el octagono regular.

PPOPeSS

o — >

-
NN N

Figura 3

Definicién 2.2 Diremos que una teselacion 7 es monohedral, si existe un conjunto de
prototeselas P de 7, tal que |P| = 1. Es decir, si podemos encontrar una tesela 7' € 7T, tal que
todas las otras teselas sean congruentes a 7'y en este caso diremos que la tesela 7" tesela el
plano.

A partir de ahora, todas las teselaciones que consideremos seran monohedrales.
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El primer poligono con el que trabajaremos es el tridangulo por ser el poligono con el menor

nimero de lados posibles.

2.1 Triangulos

Proposicion 2.3: Dado un triangulo 7', existe una teselacion monohedral del plano, que utiliza a

T como su unica prototesela.

Demostracion: Sea 7" un tridngulo con vértices A, B, C"

Figura 4

Vamos a construir una teselacion utilizando este triangulo como tnica prototesela, para lo cual
consideremos un tridngulo congruente AA,B;C7 =2 NABC, y lo unimos al A A B(C haciendo
coincidir el lado C'A con el lado A;C1, es decir, el tridngulo A A B1C es el tridngulo que surge

de rotar al tridngulo A A B sobre el punto medio del lado C'A por 180° como se ve en la figura:
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Figura 5
Notemos que /BAC + ZA,C1B; + ZC1B1A; = 180°, por lo que el lado AB es paralelo al
B; Ay. Anadlogamente tenemos que BC' || C By, asi que tenemos que el cuadrilatero ABC B es
un paralelogramo, por lo que hemos reducido el problema de teselar con un triangulo a demostrar
que es posible teselar el plano utilizando un paralelogramo cualquiera.

Esto es claramente cierto, como exhibimos en la siguiente figura:

Figura 6

Pasaremos ahora al caso de 4 lados.
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2.2 Cuadrilateros

Proposicion 2.4: Dado un cuadrilatero (), existe una teselacion monohedral del plano que utiliza

a (), como su tnica prototesela.

Demostracion: Sea () un cuadrilatero ABCD:

Figura 7
Procederemos a dar una teselacion del plano utilizando como tnica tesela al cuadrilatero ABCD.

La estrategia sera la misma que en el caso anterior, consideremos el cuadrilatero congruente
A1B1C1 D1 =2 ABCD que surge de rotar el cuadrilitero ABCD por el punto medio del lado
B A por 180°, quedando pegados los lados BA'y A, Bi:

A

Figura 8

Continuamos este procedimiento ahora para los lados CD,D;C y andlogamente para los

cuadrilateros surgidos:
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Figura 9

Después aplicamos el mismo procedimiento para los lados BC' y DA, es decir, construimos

cuadrilateros congruentes rotando por el punto medio de BC'y por el punto medio de D A:

Figura 10

Puesto que sélo los estamos tomando puntos medios y rotando 180° es claro que los lados se

estan uniendo de forma correcta. Solo resta ver que sucede con los angulos.
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Notemos que en cada vértice de la teselacion inciden cuatro cuadrilateros, cada uno de ellos
incidiendo con un representante distinto de los equivalentes a A, B,C y D. Por ejemplo si
consideramos al cuadrilatero ABC'D y queremos ver que pasa con el vértice B, utilizando el
procedimiento anteriormente descrito, construimos sobre los lados AB y BC' a los cuadrilateros

A'B'C'D"y A" B"C" D" de forma tnica.

Figura 11

Para el siguiente paso podriamos tomar el punto medio del lado A’D’ o al punto medio del lado
C""D”. En ambos casos lo que quedara adyacente al vértice B serd un representante del vértice D

ya sea porque copiamosa D’ oa D",

Entonces en todo vértice de la teselacion inciden representantes de los cuatro vértices A, B,C'y

D cuya suma es 360°. Asi que también los vértices se unen de forma adecuada.

Es asi que con esta construccion de rotar los cuadrilateros por 180° sobre los puntos medios de
los lados, lo cual se hace en una cantidad numerable de pasos, obtenemos la teselacion del plano

buscada.
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Figura 12

Es importante destacar, que en la construccion nunca se utilizo el hecho de que los cuadrilateros
sean convexos, esto se debe a que la construccion también es valida para cuadrilateros concavos,

por lo que el resultado es valido para los cuadrilateros en general.

Por ejemplo, tomamos un cuadrilatero concavo y construimos la teselacion con el mismo

procedimiento:

Figura 13

/ —

Figura 14
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Y aqui vale la pena detenernos para realizar una pequefia discusion sobre la clasificacion de los

poligonos céncavos de n lados que teselan.

2.3 Comentario sobre los poligonos concavos
de n lados que teselan

Pareciera natural hacer la pregunta de enumerar a todos los poligonos de n lados en general que
teselan, esto es, considerando tanto a los céncavos como a los convexos.

Para n < 4 el tnico poligono es el triangulo que siempre es convexo, para n = 4 tenemos el
cuadrilatero y como ya se mencion6, todo cuadrilatero tesela el plano sin importar si es convexo

0 concavo.
Y lo que sucede si permitimos poligonos concavos es que para todo n > 4 podemos encontrar un

poligono de n lados que tesele el plano, el cual puede tener formas muy diversas como podemos

ver con estos ejemplos:

Un hexadecdgono céncavo:

Figura 15



el hexadecdgono concavo

[Lnnn flnng flann /g /s /L

da con

i/ I /T / T [ Tann /T

o/ onn /g /g /lnnn /n

1/ b f b b/ b/ by
W/LFM/LWM/LF;{M/M/M/

nsideremos el ejemplo de un heptagono:

Ahora co

elacion generada con dicho heptagono:

Y una tes
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A M AN AN NAA NN A

WM/\N\M/\A/\/\A/\M/\
J\/\/V\/M/M/\/\/\/\N\/\A/\/\/
\/\/V\/\A/\/\/\/\/\A/\/W/\/\N
\/\N\M\/W\/\N\/\A/\/\/\/\/\/\/

/\/V\/\/\/\/\NW/\/\/\/\/\N\/\AA
AN AAA NAA NAA A

Figura 18

Por medio de construcciones similares, es claro que siempre es posible construir un poligono
concavo de n lados para n > 4 que tesele el plano, por lo que la tarea de enumerarlos a todos
seria una tarea mas complicada, en caso de que fuera posible, pues tendriamos una cantidad
infinita por cada n > 4 tan sdlo utilizando construcciones como las de los ejemplos anteriores al
alargar o encoger los lados. Por esta razon, las investigaciones recientes se han reducido sélo al
caso de poligonos convexos, lo cual ha resultado ser un problema bastante dificil por si mismo

como lo muestran mas de 100 afios de constantes investigaciones de diversos matematicos.

Antes de continuar con nuestro analisis de poligonos convexos que teselan el plano y abordar los
pentagonos y hexagonos, lo cual serd el plato fuerte del presente trabajo, primero veremos qué

pasa con los poligonos convexos de n > 7 lados.
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Capitulo 3

3. Los poligonos convexos con n>7 lados

3.1 Teoremas de poligonos en el plano

Vamos a demostrar que los poligonos convexos de n > 7 lados no pueden teselar el plano, para
lo cual necesitaremos de varios resultados preliminares. Comenzaremos con la férmula de Euler

para el plano [5], [9], [24].

Definicion 3.1: Dada una teselacion del plano 7 por poligonos, diremos que 7 es una teselacion
lado-lado (también llamada regular), si para cualesquiera dos teselas distintas 77,75 € T se
cumple que si AB es un lado de 7} con vértices A, B y existe un vértice * € AB tal que
x € Th N'I5, entonces se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. = = Ay Atambién es el vértice de un lado de 75

2. x = By B también es el vértice de un lado de 75

3. ABCTyNTsy AB esun lado de 75.

El presente resultado sera general y admitira poligonos concavos o convexos y la teselacion no
necesita ser lado-lado, pues no se trabajara con los vértices ni los lados de los poligonos sino que

se trabajara con vértices y aristas de una grafica.
Teorema 3.2 (Férmula de Euler): Sea 7 una teselaciéon de un disco topoldgico, cuyas teselas
sean todas poligonos. Sea V' el niimero de vértices en dicha teselacion, F el numero de aristas y

F el nimero de teselas, entonces se cumple que V-FE + F' = 1.

Demostracion: Por induccion sobre el numero de poligonos.
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Base de Induccion: Sea ' = 1.

Entonces la teselacion consta de una tnica tesela P;. Sea n el nimero de aristas de la tesela para
algin n € N. Como la teselacién estd formada por una unica tesela cuyas aristas forman un ciclo
y todo ciclo de n aristas tiene exactamente n vértices, se tiene que n = E = V por lo que

V-E+ F =n—n+1=1, asi que se cumple en este caso.

Hipotesis de Induccion: Supongamos que el resultado es valido para F,k € N con F' < k y

k > 2 fijo.

Paso Inductive: Demostraremos que el resultado es valido para F' = k + 1.
Como estamos suponiendo k > 1, entonces F' =k + 1 > 2, asi que la teselacion tiene al menos
dos teselas P; y P». Ademas, la teselacion es de un disco topolégico; por lo tanto, es de una

superficie conexa, asi que podemos tomar a P; y P, de forma que tengan un punto en comun.

Mas aun, podemos tomarlos de forma que compartan una arista e C P; N P, o de lo contrario
existiria una tesela P; sin aristas adyacentes a alguna otra tesela pero la superficie es conexa por
lo que P; tendria que estar conectada a las otras teselas s6lo por puntos, es decir, por vértices.
Por la Definicién 1.12 las graficas tienen un numero finito de vértices asi que P; debe tener un

numero finito m de vértices para algiin m € N.

Notemos que si quitamos los m vértices de P;, entonces estariamos desconectando a P; y nos
quedaria una figura disconexa lo cual es imposible pues estamos trabajando con un disco
topolégico y es imposible desconectar a un disco topolégico quitando un numero finito de

puntos, por lo tanto no puede existir una tesela P; que sea de esa forma, es decir, sin aristas

adyacentes.

Es asi, que podemos tomar a P; y a P, de forma que sean adyacentes en una arista e (no

necesariamente todo un lado) que pertenezca a ambas teselas como en la figura siguiente:
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Figura 19

Notemos que al quitar la arista e de la teselacion, las teselas P; y P se fusionan para convertirse
en una unica tesela P’, es decir, queda una nueva teselacién T’ de E' aristas, V' vértices y F’
poligonos que tiene una tesela y una arista menos que la teselacion original pero el mismo
ntimero de vértices,estoes F' = F — 1, F' = F -1y V' =V,

Dado que
FF=F-1=(k+1)-1=k

podemos aplicar la hipotesis de induccion y obtenemos
VI-E +F=1
sustituyendo los valores V', E’ y ' llegamos a:
1=V —-FE +F=V-(E-1)+(F-1)

es decir,
V-E+F=1 1
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Observacion 3.3: Cuando se tenga una representacion de una teselacion en el plano y dicha
teselacion no sea lado-lado, la estrategia sera trabajar con la grafica representada por los vértices
y aristas de la teselacion. En ese caso una arista de la grafica no necesariamente sera equivalente
al lado de un poligono como es el caso de la arista e de la figura anterior. Lo mismo ocurrira con
los vértices, el vértice de una grafica no necesariamente sera el vértice de alguin poligono de la
teselacion. Sin embargo, el reverso siempre sera cierto; el vértice de un poligono siempre sera el
vértice de una grafica. Asi que es importante prestar atencién a si se esta trabajando con los
poligonos de la teselacién, es decir con las teselas, o si se esta trabajando con la grafica
representada por el conjunto de todos los vértices y aristas en la representacion de la teselacion

en el plano.

Para continuar, se podria utiliza el teorema isoperimétrico que dice que dada una curva cerrada
de perimetro L que encierra una regién de area A, se cumple que L? > 47 A. Sin embargo, todas
las pruebas modernas requieren calcular integrales o emplear alguna otra herramienta del analisis
mientras que las pruebas antiguas de dicho teorema realizan muchas suposiciones (implicitas)
que no necesariamente tendrian que cumplirse (como suponer que la curva es suave) [1], [15],
[24]. Dado que la intencion en este trabajo es solo emplear herramientas elementales mejor se
presentara una version débil de dicho teorema, como la que puede encontrarse en [6], que s6lo se

cumplird para el caso que necesitamos, es decir, para los poligonos.

Lema 3.4: Sea P un poligono convexo con perimetro menor que 3, 3 € R, entonces se cumple

que srea(P) < 32

Demostracion: Sea & el numero de lados de P y sean vy, v, . . . v sus vértices en orden ciclico.

Sea C una circunferencia con centro en v; y radio 5"
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Br2

V2

V3

Figura 20

Si existiera un indice i € {2,3, ...k} tal que v; estd fuera de C tendriamos que g < d(v1,v;),

ademas, por la desigualdad del triangulo, se cumpliria que:

g < d(v1,v;) < d(vy,v9) +d(vg,v3) + - - + d(vi_1,v;) (1)
analogamente:
g < d(v5,v1) < d(v3, vig1) + d(Vig1, vigz) + - -+ d(vg, v1) 2)
por lo que
B = g + g < d(v1,v2) + d(va,v3) + - - - + d(vg, v1)
asi que

B < d(vy,v2) + d(va,v3) + - - - + d(vs, v1) = perimetro(P)

lo cual es una contradiccién pues por hipotesis el perimetro de P es menor a 3. La contradiccion

surgi6 de suponer que existia un v; fuera de C. Entonces P C D, por lo tanto

2
area(P) < drea(D) = % <p: m

De la definicién de convexo, un poligono convexo puede tener vértices con angulos internos de

180°, asi que introducimos los siguientes conceptos:
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Definicion 3.5: Sea P = (V,L) un poligono convexo de n lados con n€ N, W CV y
F C P(R?) el conjunto de los segmentos de recta que unen a los elementos consecutivos de W con

el orden de V. Diremos que el conjunto W es el conjunto de flancos de P si U L= U FyenW

no hay 3 elementos consecutivos que sean colineales. A los elementos de W les llamaremos las

esquinas de P.

Observacion 3.6: Por la definicion anterior, al trabajar con flancos y esquinas, no existiran tres
esquinas consecutivas colineales en el contorno de un poligono. La definicion anterior tiene su
motivacion en forzar a que los poligonos no tengan angulos internos de 180° es decir, buscamos
suprimir los vértices con angulos de 180° pues esos angulos generarian figuras que no son de
interés, por ejemplo, un octagono convexo podria tener la forma de un cuadrilatero al suprimir
sus vértices de 180° y ya sabemos que todos los cuadrilateros teselan el plano. Por lo que
demostrar que un poligono con vértices con angulos internos de 180° tesela el plano se reduce a
demostrar que el poligono que resulta de suprimir dichos vértices tesela el plano. Por lo tanto

podemos considerar a angulos internos de 180° como triviales.

Con las definiciones y teoremas anteriores estamos listos para dar una prueba de que los
poligonos convexos de mas de seis lados no pueden generar una teselacion monohedral del
plano. La primera mencion de este hecho la presentd Reinhardt en la pag. 26 de su tesis doctoral
[29]. Acerto en pensar que la férmula de Euler seria 1til, pero en general es una prueba informal
como muchas que se pueden encontrar en la literatura mas reciente [8], [18], [20] (en esta tltima

referencia se mencionan los pormenores de ese tipo de demostraciones).

La primera prueba formal la presenta Ivan Niven [24] donde el resultado surge como un
corolario de un resultado mucho mas fuerte. A pesar de que actualmente se han publicado otras
dos demostraciones igualmente formales y mucho mas cortas que fueron revisadas a detalle para

la realizacién de este trabajo [7], [19], presentaremos la prueba de Niven por ser la mas intuitiva.

Teorema 3.7: Sean «, 3 € R™, entonces no es posible dar una teselacion del plano utilizando

s6lo poligonos convexos, cada uno con mas de 6 lados, d&rea mayor que oy perimetro menor a (3.
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Demostracion: Sean «, 3 € R™, supongamos que 7 es una teselacién del plano que utiliza sélo

poligonos convexos, cada uno con mas de 6 lados, area mayor que « y perimetro menor a f.

Notemos que no estamos suponiendo que la teselacion 7 sea lado-lado. Como se menciond en la
Observacion 3.3 es importante distinguir cuando se este trabajando con los vértices y lados de los
poligonos y cuando se este trabajando con los vértices y aristas de las graficas. Para facilitar esta
tarea nos referiremos a los vértices de los poligonos como esquinas tal como se definié en la
Definicién 3.5 dado a que como ya se menciond en la Observacion 3.6 los vértices con angulos
internos de 180° pueden ser despreciados. El término de lado no se confunde con el de arista por

lo que no sera necesario referirnos a ellos como flancos.

Si consideramos la grafica G formada por las esquinas y los lados de un poligono de n lados, G se
puede transformar en una grafica G’ que contenga una mayor cantidad de aristas y vértices que G
como se hizo en la Figura 19. Esta es la misma estrategia empleada en [19], [21], [24], aqui

presentamos un ejemplo que lo ilustra:

Figura 21

El poligono de la Figura 21 es un pentagono debido a que estamos despreciando los vértices con
angulos internos de 180° asi que G y F' no pueden ser esquinas de ese poligono, pero si podran
ser vértices de la gréafica formada al tomar los puntos A, B,C, D, E, F, G como vértices y las

aristas respectivas AB, BC,CD, DE, FF, FG,GA. Para referirnos a esta tesela que sustituye
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las esquinas y los lados de un poligono por vértices y aristas de una grafica utilizaremos el
término de circuito lineal. En la demostracion veremos a las teselas de ambas formas, es decir,
como poligonos convexos y como circuitos lineales. Lo anterior sera para forzar a que una
teselacion que no es lado-lado lo sea de algin modo si lo vemos como una teselacién de circuitos

lineales como en el siguiente ejemplo:

C B
( F
D A
H E
Figura 22

En la Figura 22 si los cuadrilateros ABC'D y FEHG son dos teselas de una teselacién 7 del
plano, es claro que 7 no es una teselacion lado-lado, pero podemos forzarla a que lo sea si al
cuadrilatero ABCD lo transformamos en el circuito lineal de 5 vértices AGBCD vy al
cuadrilatero FFGH lo transformamos en el circuito lineal de 5 vértices EFGAH, es decir,
aunque 7 no es lado-lado la hemos forzado a serlo si vemos a cada tesela como un circuito
lineal. Con estas distinciones haremos un abuso de notacion al considerar a las teselas ABCD y
EFGH como cuadrilateros y pentagonos al mismo tiempo. Haremos la distincién en cada tesela
cuando la consideremos como el poligono convexo original de n lados y cuando la consideremos

como un circuito lineal de m aristas. Evidentemente se tendra que n < m.

Es importante observar que asi como un poligono de n esquinas tiene n lados, un circuito lineal
de m vértices tendra m aristas. Ademas, es facil probar que la suma de angulos internos de un
poligono convexo de n lados es 180(n — 2)° (la demostraciéon se hace tomando un punto en el
interior del poligono, trazando los segmentos de recta desde ese punto a cada esquina y

recordando que la suma de dngulos internos de un tridngulo es 180°). Por el mismo argumento, la
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suma de angulos internos de un circuito lineal de m vértices serd 180(m — 2)°. En particular,
como trabajamos con poligonos de al menos 7 lados, la suma de angulos internos de un poligono
de la teselacién 7 sera al menos de 5 x 180° = 900° (y lo mismo para un circuito lineal). Para
realizar las cuentas sera conveniente trabajar con radianes en lugar de grados por lo que

hablaremos de 57 radianes en lugar de 900°. (1)

Consideremos al plano con su sistema de coordenadas. Sea » € R™, » > § (por el momento con
esto serd suficiente, después pediremos que r sea aun mdas grande para generar una
contradiccién). Sean s(r) = {(x,y) € R*: |z| <r,|y| <r}y No C T de forma que dada una
tesela T € T, se cumple que 7' € No <= T N s(r) # 0

Notemos que U Ny podria tener hoyos como la siguiente figura:

Figura 23

U Ny es conexo pues toda tesela en U N intersecta a s(r), asi que podemos considerar a .F la
curva formada por la frontera exterior de U Ny. Los hoyos estan formados por teselas que no

intersectan a s(r) pero que estan dentro de la curva F. Sea N; C 7 de forma que dada una
tesela 7' € T se cumpla que 7' € N; <= T C int(F) U F. Con esta nueva construccion, las

teselas que formaban los hoyos si estaran en N, asi para | | N; queda la siguiente figura (un
q y P q g g

disco topologico):
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UN.

Figura 24

Por construccion, el area de S(r) = 4r? < oo, ademads cada tesela de 7 tiene érea mayor que «,

asi que N; no puede tener una infinidad de teselas. Sea f; el nimero de teselas en Ny, es decir,
fi=|Nu|

Sea s(r + ) = {(z,y) € R? : |z| <r + B, |y| < r+ B}. Por hipétesis cada tesela de 7 tiene
perimetro menor que /3 asi que U N, C s(r + f3) (contencién estricta). Sea N’ C 7 de forma

que dada una tesela 7' € T se cumpla que 7' € N’ <= T N s(r + 3) # 0 y sea N para s(r + f3)

como N para s(r).

N

S(r+B)

Figura 25
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Sean v, v; el nimero de vértices, e, e; el nimero de aristas y f, f; el nimero de teselas en U N
y UN1 respectivamente considerando a las teselas como circuitos lineales. Entonces, por el
Teorema 3.2 se tiene que

v—e+ f=1
0 equivalentemente

v+ f=e+1
y sustituyendo la igualdad por una desigualdad

v+ f>e 2

Consideremos ahora la suma de angulos internos de los circuitos lineales de N;. Como hay f;

circuitos lineales y por (1) sabemos que la suma de angulos internos de cada circuito lineal es al

menos 57, ademas si K es la suma de angulos de las teselas vistas como circuitos lineales en Ny

entonces K > 57 fy.

Por otro lado hay v; vértices en U N7 y dichos vértices no estan en la frontera de U N por lo

que al sumar todos los angulos internos que inciden en dichos vértices sumaran exactamente 27w

cada uno en U N mientras que los que estan en la frontera de U N sumaran menos de 27, asi
2mv; > K > 57 fy

es decir,

21)1 Z 5f1 (3)

Ahora trabajemos con U N que sabemos que tiene v vértices. Por el Teorema 1.17 tenemos que

2e = Z d(u), por otro lado, notemos que d(u) > 3 para todo vértice u en el interior de U N
u€eEUN

pues los angulos internos del circuito lineal miden a lo mas 180° y cuando un angulo es de 180°
ese vértice tendra que ser adyacente a al menos otras dos teselas como en el caso de los vértices

Ay G de la Figura 22 y para los demas vértices z se cumplira al menos que d(z) > 2.

Asi, si ap es el nimero de vértices en el interior de UN y a; el nimero de vértices en la

frontera de U N, tenemos que ag + a1 = v,

y por lo anterior tenemos que:
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2e = Z d(u) > 3ag + 2aq 4)

u€UN

En particular, los vértices de U N7 son vértices internos de U N, asi que
ap > V1
sumando 2v de ambos lados
ag + 2v > vy + 2v
sustituyendo v
ao+ 2(ag +ay) > vy + 20
simplificando
3ag + 2a1 > 2v+ vy

sustituyendo (4)
2e > 3ag + 2a1 > 2v + v

por lo que
2e > 2v + vy (5)

Por (2) tenemos

204 2f >2e>2v+1

asi que
2f > vy
multiplicando por 2
4f > 2y
utilizando (3):
Af > 2v1 > 5f; (6)

Sea f5 la cantidad de teselas que estan en N pero no estan en Vi, es decir, fo = f—f1

Entonces tenemos por (6) que:
4fi +4fa=4f>5f
asi que
df2 > f1 (7)
Por hipétesis inicial, cada tesela de 7 tiene perimetro menor que §3, asi, por el Lema 3.4, cada

tesela tendra area menor que 52 Asi, si 7y es la suma de areas de las teselas de IN; tenemos que

% f1 >+, en particular el drea de N, es mayor o igual que el drea de s(r) que es 47 por lo que
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B2f1 >~ > 4r?
asi que
B2 f1 > 4r? (8)
Consideremos a s(r + 28) = {(z,y) € R? : |z| <r + 28, |y| < r + 28}
Como S > 0 por hipétesis, es claro que s(r + 3) C s(r + 203).
Dado que por hipoétesis todas las teselas tienen perimetro menor que 3 se tiene que si 7' € N

entonces 7' C s(r + 203), asi que U N cC s(r+2p).

Consideremos las f5 teselas que estan en N pero no estan en V7. Sea 0 el area total de las fs
teselas. Por hipdtesis cada tesela tiene area mayor que «, es decir

0> afs ©)]
Por otro lado, las f- teselas estan contenidas en s(r + 23) pero su interseccién con s(r) es nula,
donde s(r) c s(r + 203), asi que podemos acotar superiormente a 9:

§ <drea[s(r 4 28)] — area|s(r)]
= [2(r +2B)° - [2r]?
= 47% + 1678 + 1682 — 412

=165(r + B)
por lo que
168(r 4+ 8) >4
sustituyendo (9)
168(r + 8) > 0 > afs
multiplicando por 432
648°(r + B) > 458%afs
por (7) tenemos
6453°(r + ) > 4B8%afy > f2afi
sustituyendo (8)
6433 (r + ) > 48%afy > Baf, > dar?
dividimos entre 4
166%(r + B) > ar?
dividiendo entre ar

1668371 (1 + g) >r
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Aqui a y 8 son nimeros fijos, pero a r lo construimos y sélo le pedimos como condicién que
fuera mayor que 3, asi que podemos pedirle mas. Podemos pedir r > 163%a~! + §3, lo cual no
afectara los resultados anteriores pues claramente sigue siento un nimero mayor que (3, entonces
tenemos:

163%a~! (1 + é) >r>166%a7 1 4+
T
restando los términos comunes
1681
T

> B

despejando a r
168%a~t > r
estamos suponiendo r > 163%a~! 4 43, por lo que
168°a~! > 168%°a~! + 3

con lo que llegamos a que 0 > (3 lo cual contradice la hipétesis de que 8 > 0.
Asi que es falsa la existencia de una teselacién 7 del plano que utiliza sélo poligonos convexos,

cada uno con més de 6 lados, area mayor que c, perimetro menora S cona,3 € RT . 1

Y finalmente, uno de los resultados mas fuertes de este trabajo:

Corolario 3.8: No es posible dar una teselacion monohedral del plano utilizando como

prototesela a un poligono convexo de mas de seis lados.

Demostracion: Supongamos que fuera posible teselar el plano de forma monohedral con un

poligono convexo P de mas de 6 lados.

Sea o’ el drea de Py sea 3’ el perimetro de P.

/

Seaa = %yseaﬂ:26’.

Por el Teorema 3.7 no es posible teselar el plano con poligonos de mas de seis lados, cada uno
con area mayor a « y perimetro menor a /3. En este caso, por ser una teselacion monohedral,
todos los poligonos serian congruentes a P que tiene mas de seis lados, area mayor a 'y

perimetro menor a 3 lo cual contradice el teorema. Por lo tanto no existe tal teselacion. B
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Capitulo 4

4. Pentagonos y hexagonos que teselan

4.1 Los grupos de simetria del plano

El grupo G de simetrias de una teselacién 7 en el plano es el grupo de todas las isometrias que
dejan invariante a 7 y se clasifican de la siguiente manera: Si { < G es el subgrupo de todas las
traslaciones de G diremos que:

* Gesun grupo de roseta si H = I.

* G esun grupo de friso si H es un grupo ciclico infinito generado por un sélo elemento.

* G esun grupo de mosaico si H es un grupo infinito generado por dos traslaciones cuyos

vectores de traslacion son linealmente independientes.

Como se mencion6 en la cita de David Hilbert en la introduccion de este trabajo, uno de los
resultados mas importantes en la clasificacion de teselaciones fue descubierto por Fedorov en
1891 cuando demostr6 que sélo existen 17 grupos de mosaico distintos en el plano.
Notemos que es incorrecto pensar en la existencia de una teselacion sin grupo de simetrias pues
la identidad es una isometria que deja invariante a cualquier teselacion, asi en caso de que la
identidad sea la Unica isometria presente, el grupo de simetrias de esa teselacion corresponderia
al grupo ciclico trivial C,. Es asi que dada una teselacién del plano 7 siempre podremos hablar
de su grupo de simetrias.
A continuacion, presentaremos los cuatro teoremas mas importantes relacionados a la
clasificacion de los grupos de simetrias del plano. Omitiremos las demostraciones debido a que
son bastante extensas y en realidad ninguno de estos teoremas sera utilizado para el desarrollo
del presente trabajo pues su campo de aplicacién esta mas relacionado con la cristalografia y la

quimica [22], [30]. Sus demostraciones se pueden encontrar en [11], [22]y [25].
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Teorema 4.1 (Clasificacion de las isometrias del plano): Toda isometria del plano, distinta a la
identidad, es exactamente una traslacién o una rotaciéon o una reflexién o una traslaciéon con

reflexion (a esta dltima la llamaremos deslizamiento).

Definicion 4.2: Dado un grupo G diremos que es ciclico de orden n, y lo denotaremos por C, si
n = |G|y existe un elemento a € G tal que todo elemento b € G puede ser expresado de la forma

b = a" para algin m € N.

Definicién 4.3: Dado un poligono P, regular de n lados, nombraremos como grupo diédrico de

orden 2n al grupo de isometrias de F,, y lo denotaremos por D,,.

Teorema 4.4 (Leonardo): Un grupo de simetrias en el plano es finito si y s6lo si es un grupo

ciclico C,, o un grupo diédrico D,,.

Definicion 4.5: Diremos que un punto P es un n-centro de rotacién para n € N de una
teselacion 7 si n es el maximo nimero para el que se cumple que existe una rotacién en el

grupo de simetrias de 7 de orden n con centro en P.

Definicion 4.6: Diremos que una teselacion es periodica si su grupo de simetrias es un grupo de

tipo mosaico.

Teorema 4.7: (Restriccion cristalografica): Si un punto P es un n-centro de rotaciéon de una

teselacion (periddica) 7, entonces n es 2,3,4 06 .
El siguiente teorema de clasificacién fue descubierto inicialmente por Evgraf Fedorov en 1891,
redescubierto en 1897 por Fricke y Klein y nuevamente redescubierto en 1924 por Pdlya y

Niggli [22].

Teorema 4.8 (Fedorov): Existen exactamente 17 grupos distintos de mosaicos en el plano.
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A continuacion, presentaremos una tabla con los 17 grupos distintos de mosaicos en el plano lo
que sera de utilidad para la clasificacion de las teselaciones que se verdn en las secciones
siguientes. La notacion empleada para identificar a cada uno de los 17 grupos cambia
dependiendo del autor lo que puede generar contradicciones si no se revisa previamente a que se
refiere cada autor con su notacién [11], [30]. Aqui presentaremos la tabla de Griinbaum [11]

(aunque sélo para mosaicos) pero con la notacién de Schattschneider [30].

Los 17 grupos de mosaicos en el plano

Tipo . Notaci_én Numero de clases de transitivid.ad
internacional Rotaciones de periodo
Reflexiones Deslizamientos con

reflexiones no triviales 6 4 3 2
plii pl 0 0 0 0 0 0
plgl pg 0 2 0 0 0 0
piml pm 2 0 0 0 0 0
ciml cm 1 1 0 0 0 0
p211 p2 0 0 0 0 0 4
p299 pPgg 0 2 0 0 0 2
p2mg pmg 1 2 0 0 0 2
p2mm pmm 4 0 0 0 0 4
c2mm cmm 2 2 0 0 0 4
p311 p3 0 0 0 0 3 0
p31im p31im 1 1 0 0 2 0
p3ml1 p3ml 1 1 0 0 3 0
p411 p4 0 0 0 2 0 1
p4gm p4g 1 2 0 1 0 1
p4mm pam 3 1 0 2 0 1
p611 p6 0 0 1 0 1 1
pé6mm pém 2 2 1 0 1 1

Tabla 1

Antes de explicar el significado de la notacidn, es necesario explicar que son las celdas. Dada
una teselacién 7 (de tipo mosaico) con v; y v, dos de sus vectores de traslacién de tamafio
minimo y linealmente independientes, tomaremos una tesela 7" € 7 y dibujaremos un punto en
cada centro de rotacién de orden méximo de 7 contenido en 7. Le aplicaremos todas las
transformaciones lineales posibles con coeficientes enteros a v; y a v, desde los puntos recién
construidos lo que generara un subconjunto numerable de puntos en el plano y diremos que es
una reticula de 7 .

Podemos construir paralelogramos que tengan como vértices a los puntos de la reticula o que los
puntos medios de sus lados sean los puntos de la reticula. Si el paralelogramo formado tiene

como sus vértices a puntos de la reticula y es de area minima con esa propiedad diremos que
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dicho paralelogramo es una celda unitaria. Por otro lado, si construimos a un paralelogramo tal
que los puntos medios de sus lados sean puntos de la reticula y que esos puntos formen a una
celda unitaria con al menos una de las diagonales de esa celda unitaria un eje de simetria del
paralelogramo, diremos que dicho paralelogramo es una celda centrada. Noétese que una celda
centrada tiene el doble de area de una celda unitaria.

Tipos de reticulas

[ ] [ ] L ] [ ] P PY P P
[ ] [ ] [ ] L] [ ] [ ] L ] ®
[ ] [} [ ] ®
[ ] L ] L [ ]
Paralelogramo Rectangular
° ° °
[ ] [ ] [ ] [ ]
® ®
° ° °
[ ] [ ] [ ] [ ]
® ®
° o °
R [ ] L ]
e
° —o— ° ° °
Rombica Cuadrada

(Dentro de la celda centrada rectangular)

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] ® ® [ ] [ ]
° ° )
[} [} [ ]
Hezxagonal

(Dos triangulos equilateros unidos)
Figura 26
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Estos conceptos son casi exclusivos del area de la cristalografia por lo que generalmente no se
definen en los textos de matematicas y su uso es poco frecuente pero se presentan aqui para
poder explicar como se lee la notacion de los grupos de simetria.

Lo primero que se tiene que hacer es seleccionar a un eje principal. El eje principal puede ser
cualquier recta que contenga un lado de una celda unitaria y en caso de existir ejes de reflexion o
de deslizamiento con reflexién perpendiculares a esas rectas sera una de esas rectas
perpendicular a un eje de reflexion o deslizamiento con reflexion. Una vez seleccionado el eje

principal escribimos la notacion del grupo de la siguiente forma:

1. En la primera posicion se pone una letra p si las celdas en la reticula formada por las
traslaciones son unitarias (también conocidas como primitivas) o una letra c si las celdas

son centradas.

2. En la segunda posicion se pone el orden maximo de rotacion del grupo de simetrias que
por el Teorema 4.7 puede tomar valores 6, 4, 3, 2 o el valor 1 en caso de no tener

rotaciones.

3. En la tercera posicion se pone la letra m en caso de que el grupo de simetrias tenga
reflexiones con ejes de reflexion perpendiculares al eje principal o bien la letra g en caso
de que el grupo no tenga reflexiones pero si tenga deslizamientos con reflexiones con
ejes de simetria perpendiculares al eje principal. En caso de que el grupo no tenga

ninguno de esos dos tipos de isometrias se pone el nimero 1.

4. En la cuarta posicion se pone la letra m en caso de que el grupo de simetrias tenga
reflexiones con ejes de reflexion a un angulo de:
* 180° si el maximo orden de rotacion es 1 o 2
* 45°si el maximo orden de rotacion es 4

¢ 60°si el maximo orden de rotacién es 3 0 6

Todos estos angulos respecto al eje principal. De manera analoga se pone una ¢ si el grupo no

tiene ese tipo de reflexiones, pero si tiene deslizamientos con reflexiones con ejes de simetria
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bajo las mismas condiciones respecto a angulos y maximos ordenes de rotacion. Finalmente, si
el grupo no tiene ninguno de estos tipos de isometrias se pone un 1.

Diremos que un deslizamiento con reflexion es no trivial si la rotacion y traslacion que la
componen no estan ambas en el grupo de simetria de la teselacion.

Dado que por el Teorema 4.8, se sabe que esos 17 grupos son todos los grupos de mosaicos en el
plano, la notacién se suele abreviar tal como aparece en la columna de notacién internacional de
la Tabla 1. La notacion para los grupos de mosaicos que estudiamos es una adaptacion de la
notacion usada por los cristalografos en las tablas internacionales de rayos X [30].

Debido a las diferentes notaciones utilizadas por cada autor, los grupos podrian confundirse si
no se pone especial atencién en la notacion que se esta utilizando en cada texto, en particular los
grupos p31m y p3m1 suelen ser empleados de forma distinta si se estudian textos de autores
distintos. Schattschneider [30] desarroll6 una tabla que simplifica el proceso de reconocer al

grupo de simetria dado un mosaico arbitrario:

Tabla de reconocimiento de grupos de simetria para mosaicos

Tipo de Maximo ) Deslizami_entos .
Grupo reticula orden_ fie Reflexiones con ref_le_)(lones Otras caracteristicas
rotacion (no triviales)
pl paralelogramo 1 no no
p2 paralelogramo 2 no no
pm rectangular 1 si no
pg rectangular 1 no si
cm rombica 1 si si
pmm rectangular 2 si no
pmg rectangular 2 si si Ejes de reflexion paralelos
pgg rectangular 2 no si
A . . Ejes de reflexion
cmm rombica 2 si si p(lerpendiculares
p4 cuadrada 4 no no
. . Los centros de rotacion de
p4m cuadrada 4 si si . L
orden 4 en los ejes de reflexion
Los centros de rotacion de
p4g cuadrada 4 si si orden 4 no estan en los ejes de
reflexion
p3 hexagonal 3 no no
Todos los centros de rotacion
p3ml hexagonal 3 si si de orden 3 en los ejes de
reflexion
No todos los centros de rotacion
p31m hexagonal 3 si si de orden 3 en los ejes de
reflexion
p6 hexagonal 6 no no
pém hexagonal 6 si si

Tabla 2
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De ese modo, dado un mosaico no es necesario verificar que se cumplan todas las condiciones
de la Tabla 1 para encontrar su grupo de simetria, sino que podemos ir descartando posibles
grupos utilizando la informacién de la Tabla 2 hasta que quede uno y por el Teorema 4.8 ese

seria el grupo correspondiente.

Asi, el procedimiento que propone Schattschneider para la identificacién del grupo de mosaico

es el siguiente:

1. Identificar a un centro de rotacién de maximo orden de rotacién posible.
2. Identificar a los dos vectores de traslacion que generan al mosaico.

3. Generar una reticula aplicando los vectores de traslacion al centro de rotacion

previamente identificado.

4. Utilizando la Tabla 2 descartar a los posibles grupos de simetria hasta que s6lo quede un

posible grupo

5. El grupo restante es el grupo de simetria buscado (por el Teorema 4.8).

De igual forma, Kristopher Tapp present6 un diagrama de decisién, hecho por Brian Sanderson,

que resume la tabla anterior [34]:
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orange: @ What is the maximum Order of a rotation symmetry?

purple: @ Does it have any Reflection symmetries?

green: @ Does it have any indecomposable Glide-reflection symmetries?
ON - Does it have any rotations centered ON reflection lines?
OFF - Does it have any rotations centered OFF reflection lines?

1(p1) 2(pg) - 4(cm)

17 (p6m)

12(pag) 1 1(p4m)

14 (p3m1)

Figura 27, fuente: [34]

Mediante la tabla de Schattschneider (o el diagrama anterior) identificaremos a los grupos de

simetria de las teselaciones de pentagonos y hexagonos que se mostraran mas adelante.
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4.2 Los hexagonos que teselan

Desde los antiguos griegos era conocido que los hexagonos regulares teselan el plano [9], este es
un hecho incluso conocido por las abejas al construir sus panales [37]. Sin embargo, el primero
en intentar clasificar a todos los hexagonos que teselan el plano seria Reinhardt [29], en la pag.
66 de su tesis menciona haber considerado todos los casos para los hexagonos y en gran medida

para los pentagonos:

“Verfasser hat diese Diskussion fiir Sechsecke vollstindig und fiir Flinfecke zum
groBBeren Teil durchgefiihrt, da diese Untersuchungen jedoch sehr umfangreich sind, so

sollen sie hier nicht vollstindig aufgenommen”

“El autor llevé a cabo esta discusion en su totalidad para hexdgonos y en gran medida
para pentdgonos, pero dado que estas investigaciones son muy extensas, no son

incluidas aqui en su totalidad”

En esa misma pagina menciona que sus suposiciones son:
1. Las teselaciones son lado-lado

2. Cada vértice tiene grado 3 exactamente

Reinhardt hace esas suposiciones debido a que en la pag. 60 de su tesis presenta una proposicion

equivalente al siguiente teorema:

Teorema 4.9 (Bollobas): Sea 7 una teselacién monohedral del plano que tiene como prototesela
a un hexagono convexo H;. Entonces existen cuadrados de areas arbitrariamente grandes dentro

de los cuales la teselacion es lado-lado y cada vértice de la teselacion es de grado 3.

Aunque la demostracion de Reinhardt es dificil de seguir, como descubri6 Zong [37], [38],
Bollobas present6 el resultado posteriormente con una prueba mas clara (aunque con algunas
erratas que se mencionaran mas adelante) [2].

Antes de pasar a la demostracion del teorema, enunciaremos y demostraremos un pequefio lema:
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Lema 4.10: Dado n € N, n > 5 siempre existe un numero m € N tal que n < m? < 2n.

Demostracion: Sean € N conn > 5. Seam = max{r € N | m? < n} y existe pues al menos 2
esta en el conjunto anterior.
Supongamos que no se cumple el enunciado del lema, entonces se tendria que cumplir que
2n < (m + 1)?y por la construccién de m tenemos que 2m? < 2n < (m + 1)
Ademas m y n son nimeros naturales, asi que podemos intercambiar la segunda desigualdad por
2n+1< (m+1)%. Sumando 1 de ambos lados a la primera desigualdad nos da
2m? + 1 < 2n + 1y quitando la desigualdad estricta tenemos que 2m? + 2 < 2n + 1.
Por lo tanto 2m? 4 2 < 2n + 1 < (m + 1)? en particular tenemos que 2m? + 2 < (m + 1)
Resolvemos la desigualdad para m:

0< (m+1)? —2m?-2

0<-m?+2m—1

podemos factorizar
0< —(m—1)?

Que el negativo de un nimero cuadrado sea mayor o igual a cero s6lo ocurrira cuando el nimero
es cero, es decir cuando m = 1. Pero por la construccion de m y dado que por hipdtesis n > 5
se debe cumplir que m > 2 por lo que el caso m = 1 no tiene sentido, por lo tanto se sigue el

lema. B

Demostracion del Teorema 4.9 (Bollobas):

Sea H un hexagono convexo que tesela el plano, sea 7 una teselacién generada por #, sea a el
. d c . .
area de H. Sea Hy una tesela de 7 y sea 3 el didmetro de un circulo C que tiene a Hy en su

interior.

Sea S un cuadrado que tiene a C en su interior tal que los lados de S midan s con s > 3d,
d
dibujamos rectas paralelas a los lados de S que estén a distancia 3 tanto hacia adentro de S

como hacia afuera de S obteniendo dos nuevos cuadrados S7 y S2 con S dentro de S de lados

de longitud s — d, S dentro de S5 que tiene lados de longitud s + d y C en el interior de .S;.
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©

Figura 28

Como no estamos suponiendo que la teselacion sea lado-lado, puede existir un vértice que esté
en el interior del lado de algun hexagono. Llamaremos a estos vértices como vértices de
primera clase. Por ejemplo, en los rectangulos de la Figura 22 los vértices A y G serian de
primera clase, a los demas vértices los llamaremos de segunda clase.

Sea n4 el nimero de vértices de primera clase en S, ny el nimero de vértices de segunda clase
de grado 3 en S'y ng el nimero de vértices de segunda clase de grado mayor que 3 en .S.

Sea L el nimero de hexagonos que tienen algtin punto en el interior de S'y sea K el niimero de

hexagonos contenidos en el interior de S.

d d
Como los hexagonos tienen diametro menor a 7Y la distancia entre los lados de S y .S es 3

tenemos que los L hexagonos con algiin punto en el interior de S estaran contenidos en el

interior de S5, por lo que

d 2
p< B M
a
Y por el argumento anterior, es claro que los K hexagonos son una cubierta de S, asi
—d)?

a

Sea e =nj +ns. Si e <5 para cualquier cuadrado S entonces el problema es trivial pues
bastaria construir un cuadrado N’ tan grande que contenga a un cuadrado de la longitud buscada
que no contenga a ninguno de los 1, 2, 3 o 4 vértices de primera clase o de segunda clase de

grado mayor que 3, lo cual siempre se puede hacer pues esos vértices estan fijos.
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Asi que supondremos que e > 5.
A continuacién, Bollobas divide el problema en dos partes. En la primera parte muestra que si

pudiera probar que para cualquier N € RT existe algtin cuadrado S donde se cumple que
% > N entonces se acabaria el problema y en la segunda parte de la prueba demuestra
ny —n3

que esa desigualdad siempre ocurre.

Primera parte:

. n
Sea N € R y supongamos que existe un cuadrado S para el que TQ > N, entonces
ny —n3

ng > (ny +n3)N =eN (3)

También estamos suponiendo que e > 5, asi que por el Lema 4.10 podemos tomar a un nimero
f € Ntal que

e < f2 < 2e. 4)

i
S

de los f cuadrados so6lo tendra vértices de segunda clase y de grado 3. Es asi que basta con

A continuacién, dividimos a S en f2 cuadrados, cada uno de longitud —. Como f2 > e, alguno

S
demostrar que la longitud de este cuadrado (que es ? ) puede ser tan grande como se quiera si NV

es lo suficientemente grande.
De (4) tenemos que:

52 52

Por construccion, el cuadrado S tiene ng vértices de grado 3 y cada uno de esos vértices de la
teselacion es la esquina de 3 hexagonos que lo estan compartiendo por lo que habra 3ns
esquinas de hexagonos y esas 3no esquinas seran menor o igual cantidad que las esquinas de los

L hexagonos que tienen al menos un punto en S'y que obviamente son 6L, entonces tenemos:

3ng < 6L. (6)
sustituyendo de (1)
d 2
3y < 659
a
dividiendo entre 3
d 2
no < 2 (s+d)
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sustituyendo de (3)

d 2
eN < 2(5 +d)
a
asi que
eNa
como s > 3d por construccion
d<?
-3
por lo que
s 4s
s+d<s+ - = 3
elevando al cuadrado
4s\* (165>
(s+d)* < (g) = ( 98 > < 2s?
Sustituyendo en (7)
eNa 9
1 s
asi que
Na < 52
8 2e
Sustituyendo en (5)
27 2e 8
por lo tanto
S - Na
f 8

. .. p S
Donde a es un nimero fijo (el drea de H). Por lo tanto, para que — sea tan grande como se

f

quiera basta con hacer a N lo suficientemente grande. Esto termina la primera parte de la

g p . n2
demostracion por lo que sélo falta demostrar que siempre se cumple que P > N.
1 ns

Segunda parte:

Los vértices de la primera clase de la teselacion son al menos de grado 2 (como en el vértice A
de la Figura 22 si completaramos esa teselacion con rectangulos congruentes), mientras que un
vértice w de segunda clase sera de grado k£ si exactamente & hexagonos tienen a w como una de
sus esquinas. Por lo tanto, el cuadrado S contiene al menos a 2n; + 3ng + 4ns esquinas que

seran menor o igual cantidad que las esquinas de la cubierta de L hexagonos de .S, asi que
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2n1 4+ 3ng +4n3 < 6L
Sustituyendo de (1)

(s +d)°

a

2n1 4+ 3ne +4n3z < 6 (8)

La suma de los angulos de las esquinas de un vértice de primera clase sera 7 (pues este vértice
esta en el interior de un lado), mientras que la suma de los angulos de las esquinas de los

vértices de segunda clase sera 2.

Si consideramos la suma nym + n927w + n327 estamos considerando la suma de todos los
angulos de las esquinas de los vértices en S, donde muchos de estos vértices seran esquinas de
hexagonos que no estan contenidos completamente en S por lo que esa suma serd mayor que la
suma de so6lo los angulos internos de los hexagonos que estan contenidos en S que, recordando
que la suma de angulos internos de un hexagono es 4, claramente es 4 K 7, asi:

N1 + 2nom + 2ngm > 4K7

dividiendo entre 7w
ni + 2ng9 + 2nz > 4K

sustituyendo en (2)

—d)?
ny -+ 2n 4+ 2n5 > 45D 9)
(Aqui el articulo de Bollobas tiene una errata, pues en lugar de eso, escribe 11 + 2ns + 3n3).
3
Multiplicando (9) por —5 obtenemos
. d 2
—§TL1 —3n2 — 3ng < —6—(b ) (10)

a

3
La multiplicacion por ) fue con el objetivo de que al sumar (8) y (10) se elimine n2 pues de la

suma obtenemos

24sd
Moy < 22 (11)

Al despejar 1 de (9) se obtiene

(s — d)?

2n9 > 4 —ny —2ng

dividiendo entre 2
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utilizando (11)

(s —d)? _ 24sd 25% — 28sd + 2d>

ng > 2
a a a
multiplicando por el inverso de (11)
o >2$2—283d+2d2_ S _Z+_
oL+ ng 24sd S 12d 6 12s

(Aqui otra errata en el articulo de Bollobas pues escribe —2sd en lugar de —28sd)

1
Multiplicando por 3

N9 - s 7 d
ny+2ns  24d 12  24s

Claramente n; + n3 < ng + 2ns, por lo que:

o S N9 S s 7 d
ni+ns  ni+2n3  24d 12  24s

asi que

N9 s 7 d

>

donde d es un numero fijo por lo que basta tomar a s lo suficientemente grande para que
no
ny + N3

> N para cualquier N € R dado. W

Bollobas [2] menciona que de este teorema se sigue que para determinar si un hexagono
convexo puede teselar el plano es suficiente con buscar una teselaciéon que sea lado-lado y con
cada vértice de grado 3.

Sin embargo, eso no implica que todas las teselaciones del plano que pueda generar un
hexagono convexo vayan a ser lado-lado y con vértices de grado 3. En la escasa literatura sobre
teselaciones monohedrales de hexagonos convexos no hay ejemplos de teselaciones que no sean
lado-lado pero si podemos mostrar dos teselaciones descubiertas por Bollobas [2] en las que los

vértices Ay B son de grado 4:
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ez
N

799¢

L

Figura 29 Figura 30

Lo que nos garantiza el Teorema 4.9 es que en ambas teselaciones existen cuadrados tan grandes
como se quiera en donde las teselaciones si seran lado-lado y cada vértice de grado 3. En el caso
de la teselacion de la Figura 30 bastaria tomar el cuadrado por abajo de B o que estuviera por
arriba de A, mientras que en el caso de la teselacién de la Figura 29 es todavia mas facil ver que

si tomamos un cuadrado por debajo de A se cumplira.

Por su parte, Reinhardt divide el problema en 6 clases que dependen de los lados del hexagono,
lo que genera 11 casos:

Dado un hexagono convexo, tiene una y sé6lo una de las siguientes condiciones:

1.6 lados distintos 1-1-1-1-1-1

11.2 lados iguales y 4 lados distintos 2-1-1-1-1

IT1;. 3 lados iguales entre ellos y 3 lados distintos 3-1-1-1

II1,.2 parejas de lados, los lados dentro de cada pareja son iguales, pero son distintos si son de
parejas diferentes y 2 lados distintos 2-2-1-1

1V;. 4 lados iguales entre ellos y 2 lados distintos 4-1-1
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IV5. 1 terna y 1 pareja de lados, los lados dentro de la terna son iguales, al igual que los lados
dentro de la pareja, pero los lados de la terna son distintos a los de la pareja y 1 lado distinto
3-2-1

I1V3. 3 parejas de lados, los lados dentro de cada pareja son iguales, pero son distintos si son de
parejas diferentes 2-2-2

V1.5 lados iguales entre ellos y 1 lado distinto 5-1

V5. 1 cuadrupla y 1 pareja de lados, los lados dentro de la cuadrupla son iguales, al igual que los
lados dentro de la pareja, pero los lados de la cuadrupla son distintos a los de la pareja 4-2

V3. 2 ternas de lados, los lados dentro de cada terna son iguales, pero son distintos si son de
ternas diferentes 3-3

V'I.6 lados iguales entre ellos 6

Considerando esas clases de hexagonos, Reinhardt concluyé que un hexdgono ABCDEF

puede teselar el plano si y solo si es de alguno de los tres tipos siguientes:

Tipo 1: s =
 BC=FF
o« LF+/A+/B=27 D
A
s LCH+ 4D+ /LE =27
F E
Figura 31

Tipo 2:
 BC=FEF
« AB=CD

o LF+/A+4+/ZC =2m
o« LD+ /E+ /4B =27

Figura 32
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Tipo 3:

AB = BC
CD=DFE
EF=FA

ZBzADzAF:%T

LA+ L0+ LE =27

W)

Figura 33

Posteriormente Kershner [17], [18], se dio cuenta que al considerar que la suma de angulos

internos de un hexagono convexo de n lados es 47 se pueden reducir las condiciones de los tres

tipos de los hexagonos encontrados por Reinhardt, resumiéndolos a los siguientes tres tipos:

Tipo 1:

Tipo 2:

BC = EF
LF+/A+ /B =27

BC = FEF
AB=CD
LF+/ZA+ /ZC =27

Figura 34

Figura 35
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Tipo 3:
. AB=BC -
. CD=DF
. EF=FA C

. AleDle:?

Figura 36

Kershner, al igual que Reinhardt, propuso como teorema que un hexagono convexo puede
teselar el plano si y solo si pertenece a uno de esos tres tipos. Para probar que esos tres tipos de

hexagonos teselan presentaron las teselaciones respectivas que veremos a continuacion.

Para identificar a los grupos de simetria de las teselaciones que se mostraran se utiliz6 la Tabla 2

junto con la siguiente notacion:

Notacion: Los vectores de traslacion se sefialaran con flechas, mientras que los ejes de rotacion

y reflexion se indicaran con los siguientes simbolos:
Eje de rotacion de orden 2
Eje de rotacion de orden 3
Eje de rotacion de orden 4

Eje de rotacion de orden 6

o) b

........................ Eje de deslizamiento con reflexion

= 1= == Eje de reflexion

Asi, tenemos que las teselaciones son:
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Tipo 1:

Tipo 2:

Figura 37
p2

\

Pa

Figura 38
pgg
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Tipo 3:

Figura 39
p3
El problema surge al demostrar que son los tinicos tipos de hexagonos que teselan.
En el caso de Kershner [17], [18], él se limit6 a decir que “La prueba de que la lista [...] esta
completa es extremadamente laboriosa y sera dada en algtin otro lado”.
Por su parte Reinhardt [29] menciona en la pag. 70:
“Es mulS also nun gezeigt werden, dal8 eine Bedeckung der Ebene mit kongruenten
Sechsecken, die keinem der drei in Satz 1 auftretenden Typen angehoren, unméglich ist.
Dieser Nachweis soll, wie oben erwdhnt, hier nur an einigen Beispielen erldutert

werden.”

“Ahora debe demostrarse que es imposible cubrir el plano con hexdgonos congruentes
que no pertenecen a ninguno de los tres tipos que aparecen en el Teorema 1. Como se
menciono anteriormente, esta prueba solo se explicara aqui utilizando algunos

ejemplos.”

Posteriormente presenta algunos casos (ejemplos) sin mucho detalle, y finaliza en la pagina 76

con el siguiente enunciado:
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“Diese Beispiele mdgen gentigen. Auf dhnliche Weise lassen sich alle anderen Fiille
leicht erledigen, wenn auch die Diskussion eines einzelnen Typs mitunter ziemlich

umfangreich wird.”

“Estos ejemplos deberian ser suficientes, de manera similar, todos los demds casos
pueden manejarse con facilidad, aunque la discusién de cada tipo puede ser bastante

extensa.”

Dado que la prueba de Reinhardt es sélo un bosquejo de ideas incompletas (como él mismo lo
reconocid) y que hasta la fecha no se ha presentado ninguna otra prueba podemos concluir, al
igual que ya lo habia hecho Bollobas [2], Griinbaum y Shepard [11], que el problema de
determinar todos los tipos de hexagonos convexos capaces de generar una teselacion
monohedral del plano sigue siendo un problema abierto.

Hasta el momento, los resultados mas importantes que se tienen sobre teselaciones
monohedrales de hexagonos convexos serian los que presentd6 Bollobas en 1963 [2].

Presentaremos los teoremas Yy sus respectivas demostraciones.

Teorema 4.11: Si H es un hexdgono convexo que tesela el plano, entonces # tiene al menos

dos lados que tienen la misma longitud.

Demostracién: Supongamos que es falso. Sea 7 un hexdgono convexo A'B'C'D'E'F’ que
tesela el plano y no tiene dos lados iguales. Utilizando el Teorema 4.9, podemos considerar una
teselacion 7, en un cuadrado arbitrariamente grande, generada por . 7 lado-lado con cada
vértice de grado 3 exactamente. Sea I el hexagono correspondiente a una tesela 7y de 7 con sus
esquinas A, B,C, D, E, F correspondientes a A’, B',C', D' E', F' de H. Sea II el hexdgono
correspondiente a la tesela adyacente a 7 por AB 'y I11 el hexagono correspondiente a la tesela

adyacente a 71 por el lado BC:
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117

Figura 40

Como H no tiene dos lados iguales, I, 1,111 que son congruentes a H tampoco tendran lados
iguales. Eso implica que el lado AB de II corresponderé al lado A’B’ o al lado B’ A" de H.

En el primer caso el lado BG de I corresponderia al lado B’C’ de H lo que implicaria que en
el hexdgono /11 se tiene que |BG| = |BC|lo que contradice la hipétesis de no existir lados de
la misma longitud. Por lo tanto el lado AB de I debe corresponder al lado B’ A’ de H, asi el
lado BG de IT correspondera al lado A’ F’ de H. @))
asi que

/FAB = /GBA
por angulos alternos internos

FA||BG ()
Por el mismo razonamiento, el lado BC de II1 corresponderé al lado B'C’ o al lado C'B’ de

7, en el primer caso el lado BG de I11 tendria que corresponder al lado B’ A’ de H, pero eso
implicaria que en el hexagono 1 se tenga | AB| = | BG|lo que contradice la hipdtesis, asi que el
lado BC de III tendr4 que ser forzosamente el lado correspondiente a C’'B’ de H, asi que el

lado BG de II1 corresponderd al lado C' D’ de H. 3)

lo que implica que
/GBC =/ZDCB

por angulos alternos internos

BG||CD (4)
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Por (1) y (3) tenemos que
|A'F'| = |C'D'| (5)

Lo que contradice que H no tenia lados iguales. Por lo tanto, la suposicion es falsa y deben de

existir dos lados iguales. B

Teorema 4.12: Si un hexagono convexo H tiene exactamente dos lados de igual longitud

entonces # tesela el plano si y sdlo si los lados de igual longitud son opuestos y paralelos.

Demostracion:

Sea H un hexagono convexo que tesela el plano con exactamente 2 lados de igual longitud que
tesela el plano. Vamos a probar que los lados de igual longitud son opuestos y paralelos.
Utilizando la misma notacién que en el teorema pasado sea H = A'B'C'D'E’'F' y sea T una
teselacion generada por H, en un cuadrado de tamafio arbitrario, que es lado-lado con cada
vértice de grado 3 tal como el Teorema 4.9 nos garantiza que podemos tomar.

Como H sdlo tiene 2 lados iguales podemos considerar a otros dos lados de H que sean
adyacentes y que no sean ninguno de los dos lados iguales. Podemos suponer que son A'B’ y
B’C’ (en caso de que estos lados no cumplan bastaria renombrar a los vértices).

Al igual que en la demostracion del teorema pasado sea I el hexagono correspondiente a una
tesela 7o de 7 con sus esquinas A,B,C,D,E,F las esquinas correspondientes a
A" B',C'",D',E', F" de H. Sea II el hexagono correspondiente a la tesela adyacente a Ty por
ABy III el hexagono correspondiente a la tesela adyacente a Ty por el lado BC' tal como se

muestra en la Figura 40.

Como se vio en (5) de la demostracién pasada, se tiene que |A’'F’| = |C'D’| que efectivamente
son lados opuestos. Solo falta probar que son paralelos lo cual se da por la transitividad de (2)
con (4). Por lo tanto F'A||C'D lo que prueba la primera parte del teorema.

Ahora sea ABC' DEF un hexagono convexo con dos lados iguales y paralelos, sin perdida de

generalidad, |BC| = |E'F| y BC||EF como en la siguiente figura:
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Figura 41

Demostraremos que ABC' D EF tesela el plano.

SeaP=CDNFE,Q=EDNBC, y=/FED, o = /ZEDC, 8= /DCB
entonces
/EDP =y = /CDQ
por ser BC||E'F' tenemos
/DEP =0 = /DQC
por ser BC||EF se tiene
/DPE =§=/DCQ

Entonces al considerar los vértices ', D, C' tenemos las siguientes ecuaciones:

Dy+0=m
Qa+p=m
B)p+d=m

al sumar las 3 ecuaciones tenemos
(Y+a+pB)+@+pu+06)=3n
Pero al considerar el triangulo AC DQ es claro que 6 4 i + 6 = m, sustituyendo:
(y+a+B)+(r) =3m
restando T
Yy+a+ =27
Por lo tanto, en el hexdgono ABC' DEF tenemos que |BC| = |EF|, ZC+ 4D + /FE =27

y como la suma de angulos internos de un hexagono es 4, tenemos que /F' + LA + /B = 2.
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Es decir, ABCDEF es un hexagono de Tipo 1 de la lista de Reinhardt y ya sabemos que esos

hexagonos teselan el plano como se exhibié en la Figura 37. &

Teorema 4.13: Si H es un hexagono convexo que tesela el plano, entonces H tiene tres angulos

internos distintos cuya suma es 2.

Demostracion: Supongamos que el teorema es falso, que existe H un hexdgono convexo que
tesela el plano con aj,as,as, a4, a5,a6 sus angulos internos tal que para cualesquiera

i,7,k € {1,2,3,4,5,6} se tiene que cv; + o; + oy, # 27w donde ¢, 7, k son distintos entre si.

Utilizando el Teorema 4.9 podemos considerar una teselacion 7, en un cuadrado
arbitrariamente grande, generada por H tal que 7 es lado-lado y cada vértice de la teselacion es

de grado 3. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
2
=2l o= 52 2 Sl o

Evidentemente si no se cumplieran estas desigualdades bastaria renombrar a los /s para que se

cumplieran.
. 27 R s . . 27
Si a; = 3 eso implicaria que todos los demas angulos también son iguales a 3 lo que

contradiria la hipotesis de que no existen tres de ellos que sumados den 27.

Por lo tanto
2
ay # ER (2)

Al igual que en las demostraciones pasadas vamos a considerar una tesela 7 de 7 y sea I el
hexagono correspondiente a dicha tesela, es decir, la prototesela. Sea B una esquina de I que
corresponda a la esquina de dngulo o de H. Por el Teorema 4.9 B sera vértice de otras dos
teselas 7 y T5. Sean I y 111 los hexagonos correspondientes a dichas teselas como en la
Figura 40. Sea «. el angulo interno correspondiente a B en el hexagono I/ y «; el angulo

interno correspondiente a B en el hexagono /11. Claramente

a1+ oy +oag =21 3)
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Y por ser 7 monohedral tenemos que r, s € {1,2,3,4,5,6}.

Si o1 = o, = a5 entonces (2) y (3) se contradirian. De igual forma no es posible que los tres
sean distintos entre si pues eso contradiria la hipétesis de que H no tiene tres angulos internos

distintos que sumen 2. Por lo tanto, exactamente dos de ellos deben ser iguales, es decir,

tendriamos alguno de los siguientes casos:
1. o1 =a,ya; # a,.
2. a1 =asyay # a.

3. o1 #Forya, = q,.

Figura 42

Caso 1: a1 = a, yay # as.

Sustituyendo en (3) tenemos que 2c; + s = 27 y por lo tanto

2001 — 2™ = —aug
sustituyendo 27
4 2
2001 — T —Qg
3 3
factorizando
2T 2
2((1/1 — ?) = ? g
tomando valores absolutos
27 27
2‘04 - | =|as — =
3 3

convirtiendo la igualdad en desigualdad y por (2)
2 2 2
‘Ozs — —W‘ > 2’041 — —W‘ > ’al — —W‘ lo que contradice (1).
3 3 3
Es evidente que el Caso 2 genera la misma contradiccion por lo que sélo resta ver el caso 3:
Caso 3: o) # o, ya, = as.

Notemos que si H tiene dos angulos internos de medida « entonces por (3) se contradice la

hipétesis de que H no tiene tres vértices cuya suma sea 27. Por lo tanto H sélo tiene una
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esquina con el angulo de medida o, sea G dicho vértice. Asi que en los hexagonos 11y I11 el

vértice B correspondera al vértice G de H en ambos casos.

Concluimos que si M es un vértice de H de medida « cada vez que en la teselacién aparezca
un vértice correspondiente a M apareceran dos vértices correspondientes a G lo cual es
imposible pues estamos trabajando con teselaciones monohedrales por lo que cada vértice de H
estara representado s6lo una vez por cada hexagono de la teselacion. Por lo tanto, tendria que
haber el mismo numero de cada tipo de vértices. Por supuesto que en la teselacion de todo el
plano hay una infinidad de cada tipo pero al estar considerando la teselacion s6lo dentro de un

cuadrado queda un numero finito de hexagonos y alli ocurre la contradiccion. |l

Definicién 4.14: Dada una teselacion 7 si se cumple que todo par de teselas T;,7; € T son
isomorfas diremos que la teselacién es isoedral. Por otro lado, diremos que una tesela 7} es
anisoedral si 7}, tesela el plano pero no existe una teselacién isoedral que tenga a 7} como

prototesela.

Finalmente, un resultado que ciertamente era conocido por Reinhardt [31], aunque tampoco
presentd prueba. En la pag. 495 de [11] se menciona, sin dar detalles, que se podria demostrar a
partir de los trabajos de Heesch & Kienzle y Bollobas [14], [2]. De ese modo, debido a la falta

de una demostracion formal, el siguiente resultado es un problema abierto:

Conjetura 4.15: Todo hexagono convexo que tesela el plano puede hacerlo con una teselacion
isoedral.

Se desconoce si alguno de los teoremas anteriores podria ser de utilidad para resolver el
problema que realmente nos interesa que es encontrar a todos los hexagonos convexos que
teselan el plano y demostrar que esa lista esté completa.

Mientras tanto, los trabajos de Reinhardt y Bollobas siguen siendo los que han abordado con
mayor profundidad el tema de las teselaciones monohedrales de hexagonos convexos. En los
ultimos 50 afios no se han presentado avances recientes quizas debido a que gran parte de la
comunidad matematica supone que es un problema cerrado, limitandose a citar fuentes y

generando una cadena de referencias que siempre termina en la tesis de Reinhardt.



4. Pentdgonos y hexdgonos que teselan 66

4.3 Los pentagonos que teselan

Comenzaremos ahora el estudio del problema en el que mas se ha trabajado y del que mas

resultados han surgido: determinar todos los pentdgonos convexos capaces de teselar el plano.

Si bien la existencia de pentdgonos convexos capaces de teselar el plano de forma monohedral

era conocida desde la antigiiedad como se puede apreciar en las calles del Cairo [8], [31]:

Figura 43, uente: [8]

El primer intento sistematico por clasificar a todos estos pentdgonos también lo realizaria
Reinhardt en 1918 [29]. No obstante, cometi6 una serie de omisiones como fue restringir su
busqueda sdlo a teselaciones isoedrales. Probablemente tuvo fe en que si eso se cumplia para los
hexagonos entonces también se cumpliria para el caso de los pentdgonos y aunque fue una
omision grave, lo cierto es que esos cinco pentagonos de Reinhardt son los tinicos pentagonos
capaces de generar teselaciones isoedrales [21], [31]. Por mucho tiempo se pens6 que la lista
estaria completa hasta que en 1968 Richard Brandon Kershner decidié trabajar con teselaciones
no isoedrales y encontro tres nuevos pentagonos capaces de teselar el plano e informd, de forma

anticipada, que su nuevos pentagonos completarian la lista [9].

Kershner también cometié omisiones, la mas importante fue su consideracion de que las

teselaciones son siempre lado-lado o que en caso de no ocurrir se cumpliria que cada pentagono
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seria adyacente a exactamente 6 lados. Esta consideracion resultd ser falsa como se puede

observar en la teselacion descubierta por Richard E. James III en 1975 [10].

Figura 44, fuente: [10]

En 1976 Marjorie Rice descubri6 una nueva teselacion lado-lado que no estaba en la lista de
Kershner lo que mostr6 que el andlisis de Kershner fue incompleto incluso para las teselaciones
lado-lado . Este hecho llamo tanto la atencion que la Asociacion Matematica de América (MAA)

decidi6 adornar el piso del vestibulo de sus oficinas centrales de con la teselacion de Rice.
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Figura 45, fuente: [32]

Esos descubrimientos pudieron realizarse gracias a que en 1975 [9] Martin Gardner public6 un
articulo en la revista de divulgacién cientifica Scientific American preguntando a sus lectores si
la lista de Kershner estaria completa, eso generé que matematicos aficionados se involucraran

en el problema como fue el caso de Richard E. James III y Marjorie Rice.

De acuerdo con Gardner [10], Kershner recibi6 la noticia de que su lista estaba incompleta con

mucha gracia y humor. Respondié con una cita suya de 1950 que dice:

“Ahora debe decirse que no hay una simple prueba que pueda utilizarse para
determinar la validez de una demostracion, esto es, para determinar si la supuesta
demostracién realmente es una prueba. La historia de las matemdticas tiene casos
insélitos de argumentos que fueron aceptados como demostraciones por cientos de anos,
antes de ser desafiados por algin matemdtico muy ingenioso que develé alguna
posibilidad que habia sido pasada por alto en la supuesta demostracion.
Y recientemente, cada aio aparecen en las revistas de matemdticas del mundo, un cierto
nuimero de publicaciones que muestran que algtin enunciado supuestamente demostrado

anteriormente, no solo estaba erréneamente demostrado (esto es, no demostrado) sino
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que de hecho era incorrecto. Estos hechos son mencionados para el beneficio de
aquellos que sienten que existe alguna férmula mdgica para una demostracion que la

vuelve inmutable e indiscutible de alli en adelante y para siempre.”

Dado que ese pentagono descubierto por Rice es muy parecido al pentagono 8 de Kershner se le
nombro con el nimero 9 y al de James con el nimero 10 [32]. Ademas, de este modo es mas
facil recordar que a partir de la teselacion 10 las teselaciones no siempre se pueden hacer lado-

lado.

Aun asi, los tres pentagonos descubiertos por Kershner tienen una propiedad muy importante ya
que los tres son contraejemplos a la segunda parte del problema 18 de Hilbert, es decir, son
capaces de teselar el plano pero no son el dominio fundamental de ningin grupo de simetria.
Esos pentagonos fueron los primeros poligonos convexos que se conocieron con esa propiedad.
A pesar de la importancia de ese descubrimiento es probable que Kershner no se diera cuenta de

ello [37].

Afos mas tarde, en 1985 Rolf Stein descubriria un nuevo pentdgono [33] y finalmente en 2015
Mann, McLoud y Von Derau descubririan el dltimo que se conoce hasta ahora [21], formando

asi la lista actual de 15 pentagonos [32].

E a A

Figura 46, fuente: [21]
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Antes de presentar la lista de los 15 pentagonos convexos que teselan el plano, demostraremos
que los pentadgonos regulares no teselan el plano. Este hecho es muy sencillo pero muy

importante y es conocido desde la antigua Grecia [9], [37].

Teorema 4.16: No es posible dar una teselacion monohedral del plano que tenga como

prototesela a un pentagono regular.

Demostracién: Sea 7 una teselacién del plano que tiene como tinica prototesela a un pentagono
regular. Notemos que la suma de angulos internos de un pentagono es 3(180)° = 540°, por lo
que cada angulo interno debe medir 108°. Si la teselacién es lado-lado, entonces al tomar un
vértice cualquiera de la teselacion en ese vértice deben incidir al menos 3 pentagonos lo que
cubriria s6lo 3(108)° = 324° < 360° por lo que no alcanzarian a cubrir. Y si incidieran 4
pentagonos se traslaparian 4(108)° = 432° > 360°. Por otro lado, si la teselacién no es lado-
lado, entonces dentro del lado de un pentagono incide el vértice de otro pentagono con lo que
estarian cubriendo 180° 4 108° = 288°, es decir no alcanzan a cubrir y si incidiera el vértice de

otro pentagono entonces cubririan 288° + 108° = 396° por lo que se traslaparian.
Asi, en todos los casos tal teselacion es imposible. Il

A continuacioén, presentaremos la lista de los 15 tipos de pentagonos convexos ABCDE que se

conoce que teselan el plano:

Tipo Autor Caracterizacion Tesela
B A

1 Reinhardt, 1918 [29] D+ E = 180°

C+ E =180°

2 Reinhardt, 1918 [29] a=d
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3 Reinhardt, 1918 [29]
4 Reinhardt, 1918 [29]
5 Reinhardt, 1918 [29]
6 Kershner, 1968 [17]
7 Kershner, 1968 [17]
8 Kershner, 1968 [17]
9 Rice, 1976 [31]

A=C=D=120°

I o

o |
+ T

A =60°
C=120°
a=b
c=d

2B + C = 360°
2D + A = 360°
a=b=c=d

2A + B = 360°
2D + C = 360°
a=b=c=d

2E + B = 360°
2D + C = 360°
a=b=c=d
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E =90°
A+ D=180°
A + 2B = 360°
a=ze=b+d

10 James, 1975 [10]

A =90°
C+ E = 180°
2B + C = 360°
2a+c=d=e

11 Rice, 1976 [31]

A =90°
C+ E = 180°
2B + C = 360°
2a=d=c+e

12 Rice, 1976 [31]

A =C=90°
13 Rice, 1976 [31] 2B + D = 360°
e=2c=2d

A =90°
C+ E =180°
2B + C = 360°
d=e=2a=2c

14 Stein, 1985 [33]

A = 60°, B = 135° B
C = 105°, D = 90°, E =150°
a=2b=2d=2e e e

Mann/McLoud/Von Derau,

15 2015 [21]

Tabla 3

Al igual que con las teselaciones de hexagonos, se utilizé la Tabla 2 para identificar a los grupos
de simetria y las teselaciones se mostraran con la misma Notacion que fue indicada
anteriormente.
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4.4 ;Seran solo quince pentagonos?

Entre el descubrimiento del pentagono nimero catorce en 1985 (ver [33]) y el numero quince en
2015 (ver [21]) pasaron treinta afios. En esas tres décadas se puede decir que practicamente no
hubo nuevos avances en el problema de encontrar a todos estos tipos de pentagonos. Lo que
generé un cambio en 2015 no fue que un matemadtico con una pluma y un par de hojas
encontrara un nuevo pentagono por medio de técnicas tradicionales sino que Mann, McLoud y
Von Derau [21] por medio de algoritmos computacionales realizaron btisquedas para clasificar a

los pentagonos en lo que llamaron teselaciones i-bloque transitivas.

Como ya se ha mencionado, sdlo los primeros cinco tipos de pentagonos pueden generar
teselaciones isoedrales. Mann, McLoud y Von Derau se preguntaron qué pasaria con las
teselaciones de los otros pentdgonos si se construyeran nuevas teselaciones a partir de parches
que fueran la unién de dos o mas teselas (pentdgonos) adyacentes, es decir, en lugar de un
pentagono sea la prototesela, las nuevas teselaciones tendran como prototesela a la union de 2 o

mas pentagonos adyacentes.

Definicién 4.17: Dada una teselacién monohedral 7 por un pentdgono convexo , diremos que
su teselacion i-bloque transitiva £ es una teselacion formada por un parche B que consiste en
la unién de ¢ pentadgonos de 7 de forma que:

1. B es conexo

2. T estd compuesta de imagenes congruentes de B

3. L tiene como prototesela a B y es isoedral

4. 1 es el nimero minimo para el cudl el parche B existe

Al parche B se le llama el i-bloque.

La teselacion i-bloque transitiva no necesariamente tendria que existir. Por ejemplo, en una
teselacion aperiodica no existiria. Lo que Mann, McLoud y Von Derau conjeturaron es que todo
pentagono convexo admite una teselacion i-bloque transitiva, es decir, conjeturaron que ningin

pentagono convexo puede ser una tesela de Einstein. Y aunque su btisqueda no fue exhaustiva, si



4. Pentdgonos y hexdgonos que teselan 82

lograron mostrar que los 15 pentagonos convexos conocidos hasta ahora si admiten una

teselacién 1, 2 o 3-bloque transitiva.

Es asi como el trabajo de Mann, McLoud y Von Derau, ademas de reactivar el problema, dio

inicio a la busqueda de resolverlo mediante el uso de herramientas computacionales.

En agosto de 2017 Michaél Rao public6 un articulo en el que argumenta, también utilizando
algoritmos computacionales, que los 15 tipos de pentagonos convexos conocidos hasta ahora
son los tnicos que pueden teselar al plano. Aunque han pasado mas de cinco afios, este articulo

continua sin haber sido revisado.

Rao divide su articulo en cuatro partes. La primera parte es una breve introduccion al problema
de las teselaciones monohedrales por poligonos convexos, en la segunda parte presenta las

siguientes definiciones:

Definicién 4.18: Dado un vértice v de una teselacién monohedral 7, que tiene como prototesela
a un pentagono convexo P, diremos que v es completo si v es un vértice de cada pentagono
adyacente a v. En caso contrario, es decir, si v esta en uno de los lados de un pentagono Q pero

no es un vértice de Q diremos que v es medio.

v es completo v es medio

Figura 62 Figura 63
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Definicién 4.19: Dado un vértice v de una teselaciéon monohedral que tiene como prototesela a
un pentagono convexo P de vértices si, Ss, S3, S4, S5, ordenados de esa forma en sentido
horario, llamaremos vector de teselas de v a (c1, ¢2,¢3,¢4,¢5) € N° y lo denotaremos por V(v)
donde c¢; es el niimero de teselas que tienen a v como vértice y corresponde al vértice s; de P.
El vector de teselas corregido de v, denotado como V“(v), sera:

*  V(v)siwvesun vértice completo.

*  2V(v)si v es un vértice medio.

Continuando con la notacién anterior, si denotamos a los dangulos internos de P correspondientes
a si, 83, 83, 84,85 COMO (T, QoT, 37, (yT, (T Tespectivamente y debido a que la suma de
angulos internos de un pentagono es igual a 37 tenemos que o1 + ag + a3 + ag + g4 = 3. De
manera analoga tenemos que si v es un vértice de la teselacién que es completo entonces la suma
de todos los angulos adyacentes a v deberan sumar 27 y si v es un vértice medio entonces
deberan sumar 7. En cualquier caso, por las observaciones anteriores, si denotamos como « al

vector (g, g, a3, (g, (us) tenemos que « - V°(v) = 2.

Definicion 4.20: Dada una teselacién monohedral 7, que tiene como prototesela a un
pentagono convexo P, definimos al conjunto de vectores de teselas W (7) como

W(T)={V(s)|seV(T)}yaWeT)comoWT)={Vs)|seV(T)}

Posteriormente Rao realiza la observacion de que W (7)y W¢(T) siempre son finitos. Para
llegar a esa conclusién Rao esta considerando que un vértice v de la teselacion 7 es compartido
por a lo més por tres teselas y por ello deduce que que 4° y 8° son cotas para W(T)y W¢(T)

respectivamente. Podemos considerar a « como el menor angulo interno de la prototesela P de

360°
T y sean= {—J, entonces podemos asegurar que (n 4 1)° y [2(n + 1)]° son cotas para
«

W(T)y W€(T) respectivamente. Ciertamente estas cotas podrian reducirse pero en realidad lo
unico que nos importa es que los conjuntos sean finitos.

Después Rao presenta dos definiciones preliminares para poder dar la definicién de densidad
positiva. Antes se debe de hablar de qué es la densidad [28]. La siguiente definicion sélo tendra

sentido al principio para teselaciones con un numero finito de vértices y eso se debe que Rao
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considera la definicién inicialmente sélo para teselaciones de discos topoldgicos 7, , que define
como 7, = {P €T | PN D(o,r) # 0} donde D(o,7) es el disco con centro en o € R?y radio
r e RT.

Definicion 4.21: Dada una teselacién 7 en un disco topoldgico sea w € W (T), se define a la

densidad de w como:

numero de vértices s con V(s) = w

density(w) =
y(w) ntmero de teselas en T

Definicion 4.22: Sea v un vértice de 7, ,, diremos que v es un vértice interior si para toda
tesela P € T tal que v es un vértice de P se cumple que P € 7,,. Dado un conjunto H de
vértices de 7, , denotamos por IV (H) al subconjunto de H de vértices interiores. Utilizando la

misma notacién IV (7,,) nos referiremos al conjunto de vértices interiores de la teselacion 7, ..
Y finalmente la definicién de densidad positiva:

Definicién 4.23: Diremos que una teselaciéon monohedral 7 que tiene como prototesela a un
pentagono convexo P tiene densidad positiva si para cualesquiera v € W(7) y o € R? se

cumple que:

o Hs € IV(To,)  V(s)

r—00 ’7;77”

=l

Definicién 4.24: Dado X C N° se dice que X’ es bueno si para todo u € R tal quez u=0se

cumple que u - v = 0 para todo v € X o bien existen v,v’ € X tales que v -v < 0 < u - v’

Lo siguiente que indica Rao es que si un pentagono convexo tesela al plano entonces puede
hacerlo en una teselacién que tenga densidad positiva y que si una teselacién 7 tiene densidad
positiva entonces W°(7T") sera bueno por lo que para terminar basta con encontrar a todos los

conjuntos buenos.
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Por ultimo, la dltima definicién de este trabajo:

Definicion 4.25: Dado X C N° construimos al conjunto B, C R de forma que un elemento
a = (o1, a9, a3,04,05) estd en B, si y solo si para todo ¢ € {1,...,5} se cumplen las

siguientes condiciones:

1. 0< o <1
5

2. Zazzi%
=1

3. Paratodov € X,a-v = 2.

Una vez armado con esas definiciones Rao inicia la seccion tres de su trabajo buscando a todos

los conjuntos X buenos tales que B, N(0,1)® # 0.
A partir de aqui el trabajo se vuelve computacional:

Rao indica que al correr sus programas obtiene 193 conjuntos X buenos maximales no vacios
que tienen a los elementos de ‘B, ordenados por lo que toma todas las permutaciones y genera
3,495 conjuntos X buenos maximales tales que B, N(0, 1)>#0 y al tomar sélo un

representante de cada clase por rotaciones y reflexiones le restan 371 conjuntos.

Aungque el codigo de Rao no esta publicado, lo que dificulta la revisién de su trabajo, el profesor
de la universidad de Pittsburgh Thomas Hales realiz6 de forma independiente un programa que
realiza la misma busqueda de los 193 conjuntos utilizando el lenguaje de programacion
Mathematica en 137 lineas. El codigo de Hales si esta publicado en Github [13] e indica haber
llegado a los mismos 193 conjuntos que Rao.

A partir de esos 193 conjuntos, todo lo que sigue del articulo de Rao no ha sido revisado y
mucho de esto se debe a que no estd publicado el codigo fuente de los programas que utiliz6 y a

que en general Rao omite muchas demostraciones de los resultados que utiliza.
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En términos generales, para cada uno de los 371 conjuntos buenos X (cuyos elementos son
condiciones de angulos en vértices) realiza una biisqueda exhaustiva para tratar de encontrar
teselaciones que so6lo admitan vértices con alguna de las condiciones (elementos) de X. Al
ejecutar sus algoritmos indica que obtiene 24 tipos de pentagonos convexos capaces de teselar el
plano y al analizar los 24 tipos resultan ser alguno de los 15 tipos ya conocidos o algtn caso

degenerado por lo que al no encontrar nuevos pentagonos indica que el problema esta resuelto.

Rao no publico el cédigo que utilizo para realizar la buisqueda exhaustiva de todos esos tipos de
pentagonos, simplemente se limita a decir que le llevé 5,000 lineas de cddigo en el lenguaje de

programacion C++ [28] y tarda 40 segundos en ejecutarse [26].

Rao finaliza su articulo [27] diciendo que:
“Estas observaciones se pueden realizar utilizando un sistema algebraico
computacional, imponiendo condiciones lineales a dngulos, a longitudes y [...] con un

sistema de ecuaciones polinomiales.”

Es asi que debido a la falta de demostraciones en el trabajo de Rao, a que el cédigo que utilizo
no estd disponible para su consulta y a que Rao mismo reconoce que en el futuro seria
conveniente dar una prueba formal para el algoritmo de la bisqueda exhaustiva (indica que
quizas se podria realizar con el asistente de pruebas Coq [28]), en el presente trabajo
consideraremos su prueba sobre la sola existencia de 15 pentagonos convexos capaces de teselar

el plano como incompleta.

Concluiremos el presente trabajo indicando los problemas mas importantes que permanecen

abiertos relacionados con las teselaciones monohedrales por poligonos convexos.

Quizéas la mas grande aportaciéon del presente trabajo es el descubrimiento de la falta de
demostracion de que los 3 tipos de hexagonos convexos conocidos son los tinicos que teselan el
plano. Es un resultado que gran parte de la comunidad matematica supone cierto y que al
realizar un rastreo de la gran cantidad de citas a ese resultado tarde o temprano siempre llegan al

trabajo de Reinhardt [29]. Mas aun, hace preguntarse si de verdad sera cierto el resultado o
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acaso existiran otros tipos de hexagonos convexos que teselen el plano y atin estén pendientes de

ser descubiertos.

Figura 64
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Apendice

Problemas abiertos

Este es el resumen de los problemas que quedaron abiertos tal como se vio en las secciones 4.2

4.3y 4.4:

1. Demostrar que todo hexagono convexo que tesela el plano puede hacerlo con una teselacion

isoedral. [11]

2. Demostrar que la lista de los 3 hexagonos convexos que teselan el plano esta completa. [29]

3. Demostrar que la lista de los 15 pentagonos convexos que teselan el plano estd completa. [29]
4. Demostrar que no existe un poligono convexo que tesele el plano tal que todas sus

teselaciones sean aperiddicas (es decir que ningtin poligono convexo puede ser una tesela de

Einstein). [36]
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