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Capítulo 1

Introducción

Esta tesis es un compendio de resultados para algunos de los problemas en los
que trabajé durante mi doctorado bajo la dirección del Dr. Jorge Urrutia. Estos
problemas pertenecen al área de geometría computacional, por lo que comenzaremos
esta tesis con una breve introducción a esta disciplina.

Puesto en términos simples, en el área de la geometría computacional tenemos
como objetivo diseñar y analizar algoritmos para resolver problemas de tipo geo-
métrico de manera eficiente. Además, queremos determinar aquellos problemas que
no tienen una solución en tiempo polinomial o que no son computables. En caso
de que un problema no tenga una solución polinomial podríamos estar interesados
en dar información combinatoria sobre su solución, o bien, en obtener una solución
aproximada a la óptima. Al centro de este campo de estudio tenemos un conjunto
de técnicas algorítmicas que se han ido desarrollando a lo largo del tiempo. Estos
algoritmos utilizan una colección de estructuras de datos, algunas de las cuales ya
son conocidas en computación, y otras que han sido desarrolladas específicamente
con el fin de resolver problemas geométricos.

La geometría computacional establece conexiones entre la geometría discreta, la
teoría de la computación y aplicaciones prácticas. Muchos de los problemas de la vida
real que se quieren modelar con estas herramientas tienen aspectos geométricos, los
cuales necesitamos considerar para poder encontrar soluciones eficientes. Al mismo
tiempo, las aplicaciones han servido de inspiración para plantear nuevos problemas
geométricos, como es el caso del problema del Capítulo 2, en el que tomamos en
cuenta las limitaciones físicas de vehículos aéreos no tripulados.
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1.1. Inicios de la Geometría Computacional
Es común encontrar en libros o recopilaciones relacionadas con el área la afirma-

ción de que el estudio de la geometría computacional, tal como la conocemos hoy
en día, se inició a principios la década de 1970. Sin embargo, desde el siglo anterior
se habían obtenido resultados que ahora son considerados clásicos en esta área y en
la de geometría discreta. Estos resultados siguen teniendo relevancia, pues actual-
mente se estudian nuevos problemas relacionados o que están inspirados en ellos. A
continuación mencionamos algunos ejemplos relevantes:

El problema de encontrar el círculo más pequeño que encierra a un conjunto de
n puntos en el plano fue planteado por James J. Sylvester en 1857 [91]. La primera
solución conocida a este problema fue presentada por George Chrystal en 1885 [26], y
su solución óptima, un algoritmo de tiempo lineal basado en programación lineal, fue
presentada por Nimrod Megiddo en 1983 [75]. El diagrama de Voronoi de dimensión
n fue definido por Georgy Fedosievych Voronoy en 1908 [104], y el primer algoritmo
óptimo, de tiempo O(n log n) para obtenerlo en el plano fue presentado en 1975 por
Michael Shamos y Dan Hoey [88]. El Teorema de Helly sobre intersección de conve-
xos fue presentado por Eduard Helly en 1930 [63]. La triangulación de Delaunay fue
introducida por Borís Delaunay en 1934 [38]. En 1935 Paul Erdös y George Szekeres
[49] respondieron afirmativamente la siguiente pregunta: ¿Es posible encontrar para
un n dado, un número N(n) tal que, para cualquier conjunto que contenga al menos
N(n) puntos, sea posible seleccionar n de ellos que formen un polígono convexo?
Encontrar el valor exacto de N(n) es un problema que ha probado ser sumamente
difícil. Se han estudiado muchas variantes de este problema desde entonces, inclu-
yendo variantes en conjuntos de puntos coloreados como las estudiadas por Devillers
et al. en 2003, véase [39]. En 1948 Itsván Fary [51] demostró que cualquier gráfica
aplanable puede ser dibujada sin cruces en sus aristas y representando cada arista
como un segmento de recta. Dicho de otra forma, usar curvas en lugar de segmentos
para representar las aristas no permite dibujar una clase más grande de gráficas. Por
último, tenemos dos algoritmos famosos en gráficas con pesos asignados a las aristas.
En 1957 Robert Prim presentó un algoritmo para encontrar un árbol generador de
peso mínimo [82], mientras que en 1959 Edsger Dijkstra presentó un algoritmo para
encontrar la trayectoria más corta desde un vértice de origen al resto de los vértices
[42]. Estos algoritmos siguen siendo estudiados hasta el día de hoy en los cursos de
algoritmos.

La geometría computacional podría considerarse una disciplina anterior incluso
a los siglos diecinueve y veinte. Algunos autores sostienen que los griegos obtuvieron
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soluciones para problemas que podríamos considerar como pertenecientes a esta área.
Godfried Toussaint [99] menciona el siguiente ejemplo:

Herón de Alejandría, quien vivió aproximadamente entre los años 10 y 75 de
la era común, estudió el siguiente problema. Sea ℓ una línea en el plano y sean p
y q dos puntos del mismo lado con respecto a ℓ. Queremos encontrar un punto r
en ℓ tal que, si queremos ir de p a q siguiendo una trayectoria que pase por r, se
minimice la longitud de dicha trayectoria. Cuatrocientos años antes, Euclides había
postulado dos principios sobre la reflexión de la luz: el plano de incidencia de la
luz coincide con su plano de reflexión, y el ángulo de incidencia de la luz coincide
con su ángulo de reflexión. Basándose en estos principios, Herón realizó el siguiente
postulado en su obra Catóptrico: la luz siempre viaja a lo largo de la trayectoria
más corta. La solución a este problema, conocida como el Teorema de Herón, dice
lo siguiente. Si queremos ir de p a q colocados del mismo lado de ℓ, por medio de la
trayectoria más corta que toque un punto r en ℓ, entonces tomamos un punto q′ que
sea el reflejo de q del lado opuesto de ℓ, y después definimos a r como la intersección
de ℓ con el segmento que une a p y q′. Se muestra una ilustración de esto en la
Figura 1.1. Utilizando la desigualdad del triángulo se prueba que para cualquier
otro punto r′ en ℓ obtenemos una trayectoria más larga. Estos principios siguen
teniendo aplicaciones en nuestros días. Un par de ejemplos de estas aplicaciones son
las soluciones para dos problemas relacionados con el que estudiamos en el Capítulo 2.
El primero es la solución al Problema de la Ruta del Vigilante (del inglés, Watchman
Route Problem) en polígonos ortogonales dada por Chin y Ntafos en 1986 [24]. El
segundo es la solución al Problema del Vigilante del Acuario (del inglés, Aquarium
Keeper’s Problem) obtenida por Czyzowicz et al. en 1991 [33].

Figura 1.1: Ilustración de la demostración del Teorema de Herón. La distancia de q
a s es igual que la de q′ a s, mientras que la distancia de p a q′ es menor que la de p
a r′ más la de r′ a q′.
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1.1.1. Enfoque moderno: década de 1970

Es común encontrar en textos dedicados a la geometría computacional, como en
libros o recopilaciones, la afirmación de que esta disciplina, tal y como la conocemos
en el presente, fue desarrollada en la década de 1970. Algunos autores atribuyen el
inicio de este nuevo enfoque a publicaciones como la tesis de doctorado de Michael
Shamos, titulada simplemente Computational Geometry [86]; la tesis de Forrest, ti-
tulada Curves and Surfaces for Aided Design [54], y el artículo de Ron Graham de
1972 en el que se presenta un algoritmo de tiempo O(n log n) para encontrar el cierre
convexo de un conjunto de n puntos [59]. Cabe resaltar que un algoritmo similar al
de Graham fue publicado en 1967 por Bass y Schubert [10], pero en este artículo no
se presentó un análisis de complejidad. Toussaint [99] menciona que, si bien Shamos
no inició (al menos por sí solo) el enfoque moderno de la geometría computacional,
su contribución principal a este campo fue el énfasis en incluir, con cada algoritmo,
un análisis de complejidad en términos de la notación O grande (del inglés, Big O),
además de la introducción de las cotas inferiores en el análisis de complejidad de pro-
blemas geométricos. Además, en el trabajo inicial de Shamos comienza a hacerse más
notoria la diferencia entre conocer propiedades teóricas sobre objetos geométricos, y
poder utilizar esas propiedades para resolver problemas de manera eficiente. Con la
intención de poner en contexto la manera en la que se dio este cambio de enfoque,
hablaremos sobre algunos de los primeros problemas en los que Michael Shamos tra-
bajó durante sus estudios doctorales en la década de 1970, según los relata en sus
memorias respecto al tema [87].

El primero es un problema relacionado al que estudiamos en el Capítulo 4, y
para el cual no se había obtenido aún una solución algorítmica: dibujar estructuras
químicas en la pantalla de forma presentable para la vista humana. Estas estructuras
se pueden representar mediante gráficas, lo cual hace a este problema equivalente al
de encontrar dibujos (encajes) de estas gráficas que brinden suficiente información
al ojo humano. Por lo anterior, se hizo necesario observar a las gráficas no solamente
como objetos combinatorios, sino también como objetos geométricos. Se dice que
una gráfica es aplanable si puede ser dibujada en el plano de modo que sus vértices
sean representados por puntos y sus aristas por curvas con interiores disjuntos dos
a dos (es decir, sin cruces). Fary [51] había probado décadas antes que toda gráfica
aplanable se puede dibujar en el plano sin cruces de modo que sus aristas sean
segmentos de línea recta. Lamentablemente, este resultado por sí solo no brinda
una estrategia clara para conseguir dicho encaje. De hecho, dada una gráfica se
requiere un paso anterior a buscar su encaje: determinar si es aplanable. Si para este
fin aplicamos directamente la caracterización de Kuratowski [69], que dice que una
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gráfica es aplanable si y sólo si no contiene una subgráfica homeomorfa a K5 o K3,3,
obtendríamos un algoritmo de complejidad temporal al menos O(n5). Sin embargo,
mientras trabajaba en este problema, Shamos se encontró con un artículo de Robert
Tarjan [97] en el que se presenta un algoritmo de tiempo lineal para determinar si
una gráfica dada es aplanable. Este algoritmo consigue la complejidad lineal gracias
a que no se basa directamente en ninguno de los teoremas clásicos para caracterizar
las gráficas aplanables. Aunque el problema de encajar gráficas aplanables quedó
pendiente por varios años más, este primer encuentro dejó una importante lección:
para desarrollar algoritmos eficientes en problemas geométricos hay que ir más allá
de las técnicas que se utilizaban en las matemáticas tradicionales.

Tal vez a falta de este enfoque es que, en ese tiempo, muchos problemas que
hoy consideramos problemas básicos seguían sin ser resueltos. Una colección publi-
cada por Donald Knuth en 1973 [67] contenía problemas como el siguiente. Dados
n puntos en el plano, ¿qué tan rápido se puede determinar cuál de ellos es el más
cercano a un nuevo punto p? Shamos trabajó en un par de problemas relacionados:
dados n puntos en el plano, encontrar los dos puntos más lejanos y encontrar los
dos puntos más cercanos. El segundo problema llevaría eventualmente al desarrollo
de un algoritmo O(n log n) para computar el diagrama de Voronoi. En 1973 Shamos
diseñó un algoritmo de tiempo lineal para encontrar el diámetro de un polígono con-
vexo. Al utilizar el algoritmo de Ron Graham para obtener, como paso previo, el
cierre convexo de un conjunto de puntos, el algoritmo de Shamos permite encontrar
la pareja de puntos más lejana en un conjunto de n puntos en tiempo O(n log n).
Según Shamos [87], el primer análisis de complejidad en un problema de geometría
computacional se le atribuye a Graham justo por este artículo sobre encontrar el
cierre convexo de un conjunto de puntos [59]. Sin embargo, aunque Graham utilizó
la notación O grande para describir la cota superior, no menciona la cota inferior de
complejidad temporal para este problema, la cual se establecería en 1985 [81]. Por
otro lado, seguiría sin haber resultados por varios años en el problema de encontrar
el par de puntos más cercanos en un conjunto de n puntos.

Un aspecto que hoy consideramos básico en geometría computacional es el siguien-
te: Al tomar en cuenta una estructura geométrica en problemas que previamente se
habían estudiado de forma combinatoria pueden surgir diferencias considerables. Es-
to recién se comenzaba a notar entre quienes se incursionaban en este campo durante
la primera mitad de la década de 1970. Shamos y su compañero Dan Hoey inten-
taron resolver el problema de encontrar un árbol generador euclidiano mínimo dada
una gráfica geométrica. Después de hacer experimentos con computadora, una téc-
nica cuyo uso no era todavía común para resolver este tipo de problemas, lograron
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encontrar varias diferencias con respecto al caso general. Es sabido que en gráficas
combinatorias pueden existir n(n− 1)/2 aristas, lo que lleva a un algoritmo de com-
plejidad temporal O(n2 log n). Con sus experimentos, Shamos y Hoey encontraron
que el grado máximo de cualquier vértice en el caso geométrico es seis. Este hecho es
sencillo de demostrar cuando ya se conoce, pero su prueba no había sido publicada
aún en alguna revista (aunque ya había aparecido en un memorándum interno de
Bell Laboratories escrito por Graham). En ese momento no lograron encontrar un
algoritmo para resolver el problema; después se demostraría que el árbol generador
euclidiano mínimo es subgráfica de la triangulación de Delaunay y que puede ser
obtenido en tiempo O(n log n).

1.1.2. De los resultados teóricos a los algorítmicos: dibujar
gráficas planas

Regresando al problema de encontrar encajes de gráficas aplanables, la solución
de Fary [51] requería encontrar repetidamente un punto en el interior del núcleo
(del inglés, kernel) de un polígono estrellado (un polígono que contiene una región
no vacía llamada núcleo tal que cada uno de sus puntos puede ver la totalidad del
polígono). En un artículo de Yaglom y Boltyanskii [17] se dedujo que el núcleo de
un polígono puede ser obtenido al intersecar un conjunto de semiplanos definido por
sus aristas. Sin embargo, en 1973 no había información en la literatura disponible
en la Universidad de Yale, donde Shamos estudiaba, acerca de algún algoritmo para
encontrar la intersección de un conjunto de semiplanos; ni siquiera parecía existir en
la literatura un buen algoritmo para detectar si dos segmentos de línea se intersecan.
Al parecer, para poder resolver este tipo de problemas se tenían que desarrollar
nuevas herramientas, lo cual desde el punto de vista del tesista puede parecer un
gran obstáculo, pero que visto de una manera más optimista, aportaba al argumento
de que la geometría computacional era un área de estudio aparte.

Puede ser que, por esa misma falta de herramientas, la primera solución obtenida
para este problema, descrita a continuación, es vista ahora (incluso por el mismo
Shamos [87]) como una solución de fuerza bruta, a pesar de que en su tiempo fuera
una novedad enfrentar así este tipo de problemas. Usando la observación de que la
intersección de un conjunto de semiplanos es convexa procedemos como sigue: Prime-
ro obtenemos la intersección de los primeros dos semiplanos. Después, intersecamos
repetidamente la solución actual con el siguiente semiplano. Esto resulta en un algo-
ritmo de tiempo O(n2) para obtener el núcleo de un polígono estrellado y, al aplicar
este resultado a la solución de Fary, se obtiene un algoritmo de tiempo O(n3) para
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encontrar un encaje rectilíneo de una gráfica aplanable. En palabras de Shamos [87]
este algoritmo era sumamente crudo, pero no conocía herramienta alguna que ayuda-
ra a mejorarlo. Además, en ese tiempo no se conocía un problema computacional con
a lo más n entradas y n salidas cuya cota inferior de complejidad temporal fuera peor
que Ω(n log n), pero cuya solución fuera de tiempo polinomial, por lo que quedaba
abierto el problema de cerrar estas cotas.

1.1.3. Principales aportes del trabajo doctoral de Shamos

Con la idea de formular problemas que parecieran interesantes, y cuya solución pu-
diera ser utilizada para resolver otros problemas del área, Shamos comenzó a pensar
en aquellos que no hubiesen sido aún resueltos desde un punto de vista computacio-
nal. Por ejemplo, dado un polígono P , ¿cuál es el triángulo más grande contenido en
P?, ¿cuál es el triángulo más pequeño que contiene a P?, ¿es P simple?, ¿cuál es el
menor número de polígonos convexos disjuntos cuya unión es P?, ¿es P congruente a
otro polígono dado Q? Para 1974, Shamos tenía una lista de 75 problemas, los cuales
describió en un manuscrito que tituló Problems in Computational Geometry [85], en
el que incluyó el estado del arte sobre los problemas y los algoritmos obvios para
resolverlos. Un objetivo de esta colección era promover la idea antes mencionada de
que la geometría computacional es un área de estudio aparte y no solo una colección
de unos cuantos problemas que parecen tener relación entre sí.

En el mismo año 1974, Hoey le presentó a Shamos una descripción de la subdi-
visión del plano generada al tomar una colección de n puntos, y después considerar
las regiones que contienen los puntos del plano más cercanos al mismo elemento de
dicha colección. Al revisar la literatura encontraron que esta subdivisión del plano
había sido descrita en 1908 por Voronoi [104], pero no encontraron una forma de
construirla. Eventualmente, consiguieron un algoritmo de tiempo O(n log n) para es-
te problema, el cual fue presentado en [88]. En dicho artículo se incluyeron varias
aplicaciones, una de las cuales era que el problema de los dos puntos más cercanos
puede ser resuelto a través del diagrama de Voronoi. Además, probaron que esta
complejidad es una cota inferior para este problema, por lo que su algoritmo era
óptimo. Este resultado permitiría que Shamos consiguiera su tesis doctoral, aunque
esta sería publicada hasta 1978 [86].

Años después de que Shamos obtuviera su grado, Ron Grahan intercedería para
que en 1985 publicara junto con Franco Preparata un libro de geometría computacio-
nal titulado Computational Geometry: an introduction [81]. Este libro se convirtió
un referente para introducirse en la materia, y cabe resaltar que Shamos atribuye
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la mayor parte de su escritura a Preparata. Otro libro de importancia para el área,
Algorithms in Combinatorial Geometry [44], cuyo autor es Herbert Edelsbrunner, fue
publicado un par de años después.

1.2. El Problema de la Galería de Arte
El Problema de la Galería de Arte y sus variantes constituyen un área de la geo-

metría computacional estudiada extensamente en las últimas décadas. Este problema
fue planteado en 1973 por Victor Klee de la siguiente manera: dada una galería de
arte de forma arbitraria, modelada como un polígono simple con n lados, ¿cuál es
el mínimo número de guardias requerido para que esta sea vigilada? [64]. Esta pre-
gunta fue respondida por Václav (Vašek) Chvátal en 1975 [27], quién probó las cotas
combinatorias para este problema en una respuesta conocida como el Teorema de
la Galería de Arte: n/3 guardias son siempre suficientes y a veces necesarios para
vigilar una galería de arte con n paredes. En 1981, Avis y Toussaint presentaron un
algoritmo de tiempo O(n log n) para encontrar la ubicación de los guardias, la cual
también permite descomponer el polígono en piezas con forma de estrella.

El Teorema de la Galería de Arte es una respuesta combinatoria, pero que puede
dar una respuesta muy ineficiente en polígonos en los que el tamaño de la solución
óptima es muy pequeño con respecto a la cantidad de paredes de la galería. Sin
embargo, el problema de encontrar el conjunto mínimo de guardias que vigile un
polígono no tiene una solución exacta en tiempo polinomial. Este hecho se mantiene
aún en clases restringidas de polígonos. Por ejemplo, Ana Paula Tomás [98] demostró
que el problema de la galería de arte es NP-difícil en una familia de polígonos orto-
gonales llamados polígonos delgados. Estos polígonos que tienen la particularidad de
que la gráfica dual de la subdivisión obtenida al extender sus aristas hacia el interior
es un árbol.

En 1978, Steve Fisk [52] presentó una demostración sumamente elegante para el
Teorema de la Galería de Arte en un artículo de una sola página. Esta demostración
consiste en triangular el polígono y colorear con tres colores los vértices de esta
triangulación de manera que cualesquiera dos vértices adyacentes tengan colores
distintos. Así, dado que cada triángulo incide en un vértice de cada color, podemos
vigilar el polígono con la clase cromática de menor cardinalidad, que tendrá a lo
más n/3 vértices. Para una ilustración de esta demostración ver la Figura 1.2. La
demostración que presentamos para el problema de vigilancia de ortoárboles con
balizas en el Capítulo 3 se basa en la idea de Fisk de seleccionar una subdivisión
del polígono, asignar un conjunto de vértices a cada pieza y colorear estos vértices.
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Esta demostración difiere de la de Fisk en que la subdivisión que obtenemos no es
una partición sino una cobertura, es decir, los interiores de piezas adyacentes no son
necesariamente disjuntos en nuestra prueba.

Figura 1.2: Ilustración de la demostración Steve Fisk para el Teorema de la Galería
de Arte.

Para conocer más sobre las numerosas variantes del Problema de la Galería de
Arte y problemas relacionados con visibilidad el lector es referido a los libros de
Joseph O’Rourke [80] y Subir Ghosh [57], así como las recopilaciones de Thomas
Shermer [89] y Jorge Urrutia [100].

1.3. Organización y contribuciones de esta tesis
Los primeros dos capítulos de esta tesis están dedicados a variantes del Problema

de la Galería de Arte. En el Capítulo 2 estudiamos un problema de vigilancia en
el que queremos colocar un conjunto de estaciones de carga en la frontera de una
isla, de manera que un dron pueda darle la vuelta completa al usar dichas estaciones
para recargar su batería. Este resultado forma parte de un artículo enviado a la
revista Theoretical Computer Science de la editorial Elsevier bajo el título Optimal
placement of base stations in border surveillance using limited capacity drones. A la
fecha, este artículo ha sido aceptado.

En el Capítulo 3 estudiamos una variante del Problema de la Galería de Arte en
R3 en el que queremos vigilar una clase de poliedros ortogonales llamados ortoárboles
con un tipo de guardias llamados balizas. Una baliza vigila a todos los puntos desde
los que se puede atraer un objeto de manera similar a como un imán atrae partículas
ferrosas. El resultado que se presenta en este capítulo es continuación del trabajo
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de tesis de maestría del autor [74], en la que se consiguió la cota inferior para el
problema, pero no la cota superior. Este trabajo se publicó en la revista Graphs and
Combinatorics de la editorial Springer bajo el título Tight bounds for illuminating
and covering of orthotrees with vertex lights and vertex beacons [4].

En el Capítulo 4 estudiamos el siguiente problema sobre encontrar encajes de
gráficas en el plano: Dado un árbol T , queremos encontrar un encaje en el que
los vértices sean puntos con coordenadas enteras y las aristas segmentos de recta
verticales u horizontales. Además, queremos que se minimice el número máximo de
dobleces de cualquier trayectoria de T en este encaje, es decir, el número de veces que
una arista vertical es adyacente a una horizontal en una trayectoria de T . Este encaje
puede ser obtenido en tiempo lineal y el algoritmo se puede adaptar para obtener
un encaje de un árbol de grado d en dimensión ⌈d/2⌉ manteniendo la complejidad
temporal lineal. Este trabajo fue publicado en la revista Information Processing
Letters de la editorial Elsevier bajo el título Grid straight-line embeddings of trees
with a minimum number of bends per path [73].

Por último, en el Capítulo 5 estudiamos dos problemas en conjuntos de puntos
coloreados en el plano. Estos problemas consisten en encontrar polígonos arcoíris en
estos conjuntos de puntos, es decir, polígonos tales que cada uno de sus vértices sea
un elemento del conjunto con color distinto al resto de los que componen al polígono.
En el primer problema queremos encontrar un cuadrilátero arcoíris de menor área o
de mayor área en un conjunto de puntos coloreado con k colores, para el cual presen-
tamos un algoritmo de tiempo O(n2k). El segundo problema trata sobre encontrar un
cuadrilátero arcoíris vacío, ya sea convexo o no, y presentamos un algoritmo de com-
plejidad temporal O(n3) para resolver este problema. Este algoritmo busca primero
la existencia de un cuadrilátero arcoíris vacío convexo, y en caso de que no exista,
reporta si existe uno que no sea convexo. Un artículo que incluye estos resultados
además de otros que no fueron incluidos en esta tesis fueron enviados a la revista
Graphs and Combinatorics de la editorial Springer bajo el título On rainbow quadri-
laterals in colored point sets. Los resultados no incluidos pueden ser encontrados en
la tesis de maestría de Alma Arévalo [7], mientras que implementaciones de algunos
de estos algoritmos se presentaron en la tesis de maestría de Rodrigo Chávez [21].

Durante mi doctorado trabajé con mi director de tesis y mis compañeros en pro-
blemas que no fueron incluidos en esta tesis y que derivaron en publicaciones de
revista. Estas publicaciones son: Finding minimum witness sets in orthogonal poly-
gons, publicado en Computational Geometry: theory and applications [2], y el artículo
Representing point sets on the plane as permutations publicado en Information Pro-
cessing Letters [6], ambas revistas de la editorial Elsevier.

14



Capítulo 2

Protección de islas con drones
recargables

2.1. Introducción
En esta sección estudiamos una variante del problema de la galería de arte que

llamamos problema del mínimo número de estaciones : Supongamos que queremos
proteger la frontera de una isla I cuya frontera está modelada como un polígono
simple P por medio de un conjunto de vehículos aéreos no tripulados, a los que
llamaremos drones. Consideramos que los drones tienen un rango de vuelo d rela-
tivamente corto entre recargas. Además, tendrán permitido volar solamente sobre
la frontera de I o sobre el mar que la rodea. El objetivo es colocar un conjunto
S = {s0, . . . , sk−1} de estaciones de recarga de cardinalidad mínima k sobre la fron-
tera de I tal que, al visitar todos los elementos de S en orden y regresar a la estación
inicial s0, cada dron viaje alrededor de P sobre una curva cerrada C. Para satisfacer
la restricción del rango de vuelo de los drones, la solución obtenida debe cumplir que
el intervalo de C entre cada par de estaciones consecutivas si y si+1 (adición módulo
k) tenga longitud a lo más d. En la Figura 2.1 se muestra un ejemplo de una isla
con un conjunto de cardinalidad mínima de estaciones de recarga; notemos que en
una solución de cardinalidad mínima las estaciones no necesariamente están coloca-
das sobre el cierre convexo de P . Decimos que el conjunto S = {s0, . . . , sk−1} (de
cardinalidad mínima) es una solución óptima para este problema y que un conjunto
S ′ = {s′0, . . . , s′k} con k + 1 estaciones de recarga es una solución casi óptima para
este problema.
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Figura 2.1: Un polígono P , un conjunto mínimo de estaciones representados como
puntos, y la curva cerrada que siguen los drones representada como una línea dis-
continua.

Sea P un polígono con n vértices y sea L el perímetro de P . Presentamos un
algoritmo de complejidad temporal O(n2 + L

d
n) para la siguiente versión restringi-

da del problema del mínimo número de estaciones. Dado un punto s0 en el cierre
convexo de P , CH(P), el algoritmo regresa una solución óptima bajo la restricción
de que s0 pertenezca al conjunto S. La solución producida por nuestro algoritmo es
una solución óptima o casi óptima para la versión sin restricciones del problema del
mínimo número de estaciones. Notemos que el problema de encontrar una solución
óptima para el problema del mínimo número de estaciones sin restricciones es enton-
ces equivalente a encontrar la posición de una sola estación de la solución óptima, lo
cual quedará como un problema abierto.

2.2. Definiciones
Definimos un polígono P como una sucesión de n vértices p0, p1, . . . , pn−1 cuyas

aristas son los segmentos s(pi, pi+1), adición módulo n. Todos los polígonos con los
que trabajamos son simples, es decir, los pares de aristas no consecutivas tienen
intersección vacía. La frontera de un polígono P , denotada por ∂P , es la curva
cerrada obtenida de la unión de todas sus aristas. Notemos que ∂P divide el plano
en dos regiones: el interior de P , denotado por Int(P), y el exterior de P , denotado
por Ext(P). Decimos que P está orientado en dirección horaria si existe un ϵ > 0 tal
que cualquier punto contenido a la derecha de la arista dirigida de pi a pi+1, adición
tomada módulo n, y a distancia menor o igual que ϵ de dicha arista, pertenece a
Int(P). El perímetro o longitud de P es la suma de las longitudes de sus aristas. Una

16



trayectoria poligonal es una secuencia de vértices q0, q1, . . . , qm junto con el conjunto
de aristas, s(qi, qi+1), i = 0, . . . ,m < n, y su longitud es la suma de las longitudes de
sus aristas.

Dados dos puntos distintos a, b ∈ ∂P , el intervalo [a, b] es el conjunto de puntos
de ∂P visitados al movernos sobre ∂P en dirección horaria desde a hasta b, ver la
Figura 2.2 para un ejemplo. Notemos que, como a y b son distintos, [a, b] ̸= [b, a],
[a, b] ∪ [b, a] = ∂P , y el perímetro de P es igual a la suma de las longitudes de [a, b]
y [b, a].

Denominamos puente a un segmento s(a, b) tal que a, b ∈ ∂P y su interior está
contenido en Ext(P); si la longitud de s(a, b) es a lo más d entonces lo llamaremos
un d-puente de P . Notemos que ningún dron puede volar a lo largo de un puente
de longitud mayor a d; además, dado que las estaciones de recarga solo pueden ser
colocadas en ∂P , si un dron intenta cruzar un puente de longitud mayor a d, entonces
caerá al mar al quedarse sin energía.

Decimos que una trayectoria poligonal que une a dos puntos a, b ∈ ∂P es una d-
trayectoria si todas sus aristas son d-puentes de P o segmentos contenidos en aristas
de P , ver Figura 2.2 para un ejemplo. Un polígono C es una d-envoltura de P si
encierra a P y todas sus aristas son d-puentes de P o segmentos de aristas de P .
Notemos que existe una cantidad infinita de d-envolturas para un polígono P , entre
las cuales está ∂P .

dpj
pi

a

b

x

y

Figura 2.2: El intervalo [a, b] y una d-trayectoria πx,y que une a los puntos x y y, ambas
mostradas con líneas discontinuas. El segmento s(pi, pj) es un d-puente contenido en
πx,y.

La distancia de dron δ(a, b) del punto a ∈ ∂P al punto b ∈ ∂P es la longitud de
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la d-trayectoria más corta que une a a con b en sentido horario. Por ejemplo, en la
Figura 2.2 se muestra la d-trayectoria más corta del punto x al punto y. En adelante
nos referiremos a δ(a, b) como la distancia de a a b. Notemos que, en general, δ(a, b)
es distinta de δ(b, a). Notemos por último que si un dron con rango de vuelo d puede
volar del punto a al punto b sin necesidad de recargar su batería, entonces existe una
d-trayectoria de longitud a lo más d que los une.

Las definiciones anteriores nos permiten replantear el problema del mínimo nú-
mero de estaciones de la siguiente manera:

Problema 1 (MinEstaciones). Dados un polígono P y un valor d, encontrar un
conjunto de estaciones de recarga de cardinalidad mínima S = {s0, . . . , sk−1} tal que
para cada 0 ≤ i ≤ k − 1, si ∈ ∂P y existe una d-trayectoria πi de longitud a lo
más d que une a si con si+1, adición tomada mod k. Además, debe cumplirse que
C = π0 ∪ . . . ∪ πk−1 sea una d-envoltura de P .

d d

d− ϵ d− ϵ

ϵ ϵ

d d

x

Figura 2.3: Un polígono P y una solución óptima que consiste en 6 estaciones de
recarga. Si se requiere que las estaciones se coloquen sobre la d-envoltura de P de
menor perímetro el número de estaciones aumenta a 7.

Existen polígonos para los cuales, dada una distancia d, el conjunto de estaciones
de una solución óptima al problema MinEstaciones yace sobre la d-envoltura más
pequeña que los encierra. Un ejemplo de esto se muestra en la Figura 2.1. Sin em-
bargo, este no siempre es el caso: en la Figura 2.3 se muestra un ejemplo en el que
al colocar estaciones en cualquier posición distinta a los puntos mostrados se incre-
mentará el número de estaciones necesarias; en este ejemplo, la estación representada
por el punto x no está colocada sobre la d-envoltura más pequeña que encierra a P .
Otro ejemplo de esto es el polígono en forma de estrella de la Figura 2.4, en el que
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la distancia entre vértices adyacentes del cierre convexo es d
2
+ ϵ para un ϵ arbitra-

riamente pequeño. En esta construcción, el número de estaciones necesarias cuando
se restringen a estar sobre la d-envoltura más corta es casi el doble que el requerido
en una solución óptima al problema MinEstaciones sin esta restricción.

d
2 + ϵ

Figura 2.4: Un polígono P tal que cualquier solución en que las estaciones de recarga
se coloquen sobre la d-envoltura de menor perímetro (mostrada en líneas punteadas)
requiere aproximadamente el doble de estaciones que una solución óptima. Se muestra
la d-envoltura de la solución óptima en líneas discontinuas.

Observemos que en cualquier solución óptima para el problema MinEstaciones,
las estaciones de recarga siempre están colocadas sobre ∂P , pero no necesariamente
en vértices de P o de C.

2.3. Trabajo relacionado
El problema del mínimo número de estaciones está relacionado con el problema

de la galería de arte y sus variantes [80, 100], en particular el problema de la ruta del
vigilante (del inglés Watchman Route problem), en el que buscamos una trayectoria
en el interior de un polígono P tal que cada punto de P sea visible desde algún
punto de dicha trayectoria. En contraste con el problema de la galería de arte que es
NP-difícil incluso para familias restringidas de polígonos, ver [98], se han presentado
varios algoritmos de complejidad temporal polinomial para el problema de la ruta
del vigilante. Los primeros algoritmos para este problema fueron presentados con
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complejidades desde O(n4 log n) hasta O(n2), ver [25, 95, 18]. Sin embargo, en [61] se
mostró que los algoritmos existentes podían en realidad tomar tiempo exponencial
bajo ciertas condiciones y se intentó corregir el error mediante un nuevo algoritmo
de tiempo O(n2). Dos años después se mostró que la corrección dada en [61] tenía el
mismo defecto que los algoritmos anteriores, ver [96]; en este artículo se dió una nueva
corrección en la forma de un algoritmo de tiempo O(n4). Para todos los algoritmos
mencionados anteriormente se tiene la suposición de que la ruta del vigilante debe
pasar por un punto p en el polígono, es decir, la ruta del vigilante tiene un punto
inicial fijo. La variante de este problema en la que no se da un punto inicial para
la ruta también ha sido estudiada y existe una solución de tiempo O(n5) según se
demostró en [94].

Una versión del problema de la ruta del vigilante, que es más cercana al problema
del mínimo número de estaciones, es estudiada en [79]. En esa variante se busca una
ruta del vigilante contenida en el exterior del polígono. En este artículo se da un
algoritmo de tiempo O(n4 log n) para polígonos simples. Este algoritmo se basa en
reducir el problema de vigilar el exterior en el problema de vigilar el interior mediante
la transformación del polígono dado y utiliza como subrutina cualquier algoritmo que
permita obtener la ruta del vigilante en el interior de un polígono. Dado que la versión
original del algoritmo de la ruta externa utiliza como paso intermedio un algoritmo
de tiempo O(n4) para obtener la ruta en el interior, podemos utilizar el algoritmo de
la corrección dada en [96] y obtener una complejidad temporal de O(n4 log n) en el
algoritmo para encontrar la ruta externa.

La instalación de un conjunto de estaciones de recarga que satisfagan la restricción
de rango de vuelo de los drones está relacionada con los problemas del área de
localización de instalaciones (del inglés facility location problems), donde se busca
encontrar las mejores ubicaciones posibles para colocar un conjunto de instalaciones
que dan cierto tipo de servicio (por ejemplo, centros de distribución, farmacias o
estaciones de bomberos), así como encontrar rutas óptimas para visitarlas. En [105]
se estudió un problema de localización de estaciones y planeación de trayectorias en
el que los autores formularon el problema utilizando programación lineal entera. Un
ejemplo más reciente de este tipo de problemas en el que se dan soluciones heurísticas
puede encontrarse en [71].

Otra área de estudio relacionada con el problema del mínimo número de estaciones
es la de redes de sensores inalámbricas. En [68] los autores estudiaron el problema
de desplegar un conjunto de sensores en una región que rodea un castillo de modo
que cualquier intruso sea detectado por al menos k de estos sensores para una k
dada. Una variante de este problema es estudiada en [14], donde el problema es
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determinar la manera óptima en la que los sensores se deben mover para prevenir
futuras intrusiones una vez que se ha detectado a un intruso.

2.4. Resultados preliminares
Sea P un polígono con n vértices orientado en dirección horaria. Para poder

comparar la posición de cualquier par de puntos de ∂P respecto a la primera estación,
dada como un punto fijo s ∈ ∂P , definimos un orden total (P ,⪯) en los puntos de
∂P como sigue:

1. para cualquier punto a ∈ ∂P , s ⪯ a, y

2. para cualquier par de puntos a, b ∈ ∂P distintos de s, a ⪯ b si [s, a] ⊆ [s, b].

Por conveniencia, agregaremos al orden un elemento s′ que comparte con s su
posición en ∂P , tal que para cualquier a ∈ ∂P , a ⪯ s′; es decir, s y s′ son, respecti-
vamente, el mínimo y el máximo elemento de (P ,⪯). En adelante nos referiremos a
(P ,⪯) simplemente como ⪯.

Consideremos un punto s ∈ ∂P y el orden ⪯ que define en los puntos de ∂P .
Definimos la distancia δd entre los puntos de ∂P como sigue:

1. δd(a, a) = 0.

2. δd(a, b) = 1 si a ⪯ b ∈ P y existe una d-trayectoria de longitud a lo más d de
a a b.

3. δd(a, b) = k si k es el entero más pequeño tal que existe una secuencia de puntos
p0 = a, · · · , pk = b que cumplen δd(pi, pi+1) = 1, i = 0, . . . , k − 1.

Intuitivamente, la distancia δd(a, b) es el mínimo número de estaciones necesarias
para llegar de a a b, contando a a como una de las estaciones.

La solución propuesta para el problema MinEstaciones está basada en el siguiente
lema:

Lema 2.4.1. Sean w, x, y, z ∈ ∂P tales que w ⪯ x ⪯ y ⪯ z en ∂P, para los que
se cumplen δd(w, y) ≤ 1 y δd(x, z) ≤ 1. Entonces, δd(w, z) ≤ 2, δd(w, x) ≤ 2 y
δd(y, z) ≤ 2.

Demostración. Supongamos que δd(w, z) > 1, ya que de otro modo el lema es tri-
vialmente cierto. Sean πw,y y πx,z las d-trayectorias más cortas que unen a w con y
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y a x con z, respectivamente. Como w ⪯ x ⪯ y ⪯ z, πw,y y πx,z se intersecan en un
punto p. Se muestra un ejemplo de esto en la Figura 2.5.

Sean δ(x, p) la longitud del intervalo de πx,z entre p y x, y δ(p, y) la longitud del
intervalo de πw,y entre p y y. Si δ(x, p) ≤ δ(p, y), entonces δ(w, p) + δ(p, x) ≤ 1, y si
δ(x, p) ≥ δ(p, y), entonces δ(y, p) + δ(p, z) ≤ 1. Por lo tanto, δd(w, z) ≤ 2.

Las desigualdades δd(w, x) ≤ 2 y δd(y, z) ≤ 2 pueden ser demostradas con un ar-
gumento similar: si δd(w, x) > 2 entonces δ(w, p) > 1 o δ(x, p) > 1, lo que contradice
las hipótesis del lema.

w

x

y

zp

Figura 2.5: Ilustración del Lema 2.4.1.

Intuitivamente, el Lema 2.4.1 sugiere que en una solución óptima para el problema
MinEstaciones cualquier dron volará sobre una curva cerrada C que no se cruza a
sí misma y que encierra a P . Esta observación es formalizada en el siguiente lema.
Denotamos como P ′ al conjunto de puntos de ∂P en la frontera de CH(P).

Lema 2.4.2. Sea s0 ∈ P ′ y sea S = {s0, s1, ..., sk−1} una solución al problema
MinEstaciones que avanza en dirección horaria alrededor de P. Supongamos que S
tiene la menor cantidad de estaciones posibles entre todas las soluciones que tienen
a s0 como punto inicial. Entonces s0 ⪯ s1 ⪯ s2 ⪯ · · · ⪯ sk−1.

Demostración. Supongamos que todas las d-trayectorias πi que unen a si con si+1

son de longitud mínima. Sea p cualquier punto en P ′. Como C = π0 ∪ · · · ∪ πk−1

encierra a P , p está contenido en C y es cubierto por C exactamente una vez. Dado
que s0 ∈ P ′, lo anterior implica que s0 es un extremo de π0, y que π0 es una curva
simple que avanza en dirección horaria a lo largo de C.
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Ahora, para llegar a una contradicción, supongamos que si ⪯ si−1 para algún
i > 1, y sea j el máximo valor tal que sj ⪯ si. Así, por la definición de S tenemos
que sj ⪯ si ⪯ sj+1 ⪯ si−1, con δd(sj, sj+1) = 1 y δd(si, si−1) = 1. Por el Lema 2.4.1,
δd(sj, si) ≤ 2, y dado que S es una solución óptima, tenemos sj+1 = si−1.

Sea r el mínimo valor tal que si−1 ⪯ sr. Entonces, tenemos que si ⪯ sr−1 ⪯
si−1 ⪯ sr y por lo tanto si = sr−1. Como tenemos sj+1 = si−1 y si = sr−1, se
sigue sj ⪯ si ⪯ si−1 ⪯ sr, donde δd(sj, si−1) = δd(si, sr) = 1. Así, por el Lema 2.4.1,
δd(sj, sr) ≤ 2, lo que contradice que S sea una solución óptima. Por lo tanto, si ⪯ si+1

para toda i.

Notemos que con un argumento similar a la prueba del lema anterior podemos
demostrar que para cualquier solución óptima S = {s0, s1, ..., sk−1} para el problema
MinEstaciones sin la restricción de que s0 esté fijado, la d-envoltura C resultante es
una curva cerrada simple.

2.5. Algoritmo
A continuación, presentamos un algoritmo que construye una solución óptima

para el problema MinEstaciones con la restricción de que un punto v ∈ P ′ esté
contenido en el conjunto de estaciones devuelto.

Algoritmo SolOpt
Entrada. Un polígono P , un punto v ∈ P ′ y un valor d > 0.
Salida. Las ubicaciones de las estaciones en una solución óptima o casi óptima
para MinEstaciones.

1 Sean s0 = s′0 = y−1 = v y y0 = máx{y : δd(s0, y) = 1}
2 Asignamos S0 = {s0} e i = 0
3 repetir
4 i = i+ 1
5 yi = máx{y : δd(si−1, y) = 2}
6 si = cualquier s ∈ {w : δd(si−1, w) = 1 y δd(w, yi) = 1}
7 Asignar Si = Si−1 ∪ {si}
8 hasta yi = s′0
9 regresar el último conjunto generado S = Si

Afirmamos que este algoritmo regresa siempre una solución óptima o casi óptima
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para MinEstaciones sin la restricción de que v esté en el conjunto S.

Teorema 2.5.1. Dado un punto inicial s0 ∈ P ′, si k es el menor valor tal que
sk = s′0, entonces el conjunto de puntos S = {s0, . . . , sk−1} regresado por el al-
goritmo SolOpt es una solución óptima para el problema MinEstaciones con el
requerimiento adicional de que una estación de recarga sea colocada en s0.

Demostración. Notemos que si el perímetro de CH(P) es menor o igual a 1, entonces
cualquier estación de recarga en P ′ es una solución óptima para el problema Mi-
nEstaciones. En el resto de la prueba supondremos que cualquier solución óptima
contiene al menos dos estaciones de recarga.

Supongamos que Z = {z0, . . . , zn−1} es una solución óptima para el problema
MinEstaciones con una estación de recarga colocada en s0 = z0. A continuación,
demostramos que n = k.

Por el Lema 2.4.2, podemos suponer que v = z0 ⪯ z1 ⪯ · · · ⪯ zn−1, que
para toda i, δd(zi, zi+1) = 1, y que δd(zn−1, s

′
0) = 1. Consideremos el conjunto

S = {s0 = v, · · · , sk−1} regresado por el algoritmo SolOpt y el conjunto Yk−1 =
{y−1, y0, . . . , yk−1} de los valores yi computados en la línea 5 de SolOpt. Recorde-
mos que yk−1 = s0. Demostraremos por inducción que para todo i, zi+1 ⪯ yi, lo que
implica que S es una solución óptima.

Esto se cumple para i = 0 ya que z1 ⪯ y0 por definición. Supongamos que
zi ⪯ yi−1. Mostraremos que zi+1 ⪯ yi. Sea j el valor mínimo tal que zi ⪯ yj−1.
Entonces j ≤ i, y como v = y−1 ≺ zi tenemos que j ≥ 1. Como j es mínimo,
sabemos que yj−2 ⪯ zi ⪯ yj−1, y por definición de yj−2, sabemos que sj−1 ⪯ yj−2.
Al combinarlos, tenemos que sj−1 ⪯ zi ⪯ yj−1. Entonces, como por construcción
δd(sj−1, yj−1) = 1, el Lema 2.4.1 implica que zi+1 ⪯ yj ⪯ yi. Con esto termina el paso
inductivo.

Por lo tanto, el mínimo k tal que δd(sk, s′0) = 1 y el mínimo n tal que δd(yn, s′0) = 1
son el mismo valor, y en consecuencia, S = {s0 = v, . . . sk−1} es una solución óptima
para el problema MinEstaciones con el requerimiento adicional de que una estación
de recarga sea colocada en s0.

Si consideramos el problema MinEstaciones sin el requerimiento de que un punto
fijo s0 pertenezca al conjunto de estaciones de recarga tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 2.5.2. Sea s0 = v ∈ P ′. El conjunto S = {s0, . . . , sk−1} que regresa el
algoritmo SolOpt es una solución óptima o casi óptima para el problema MinEsta-
ciones.

Demostración. Supongamos que Z = {z0, . . . , zn−1} es una solución óptima al pro-
blema MinEstaciones y que S = {s0, . . . , sk−1} es la solución que regresa el algoritmo
SolOpt. Ahora probamos que k = n o k = n+ 1.

Dado que s0 está en P ′ existe una d-trayectoria más corta entre algún par zi, zi+1

que contiene a s0. Por lo tanto, al agregar a s0 a Z = {z0, . . . , zn−1} obtenemos una
solución óptima o casi óptima al problema MinEstaciones.

Notemos que, con modificaciones menores, el algoritmo SolOpt puede ser utili-
zado para resolver el problema MinEstaciones para una trayectoria poligonal en lugar
de un polígono simple. Esto podría ser útil para patrullar la costa de una región que
no esté totalmente rodeada de agua.

2.5.1. Análisis de complejidad

En esta sección demostramos que el algoritmo SolOpt se puede implementar de
manera que se ejecute en tiempo O(n2 +Ln), donde L es el perímetro de P dividido
entre d. En adelante supondremos que s0 es un punto en P ′.

El algoritmo SolOpt debe resolver repetidamente el siguiente problema al cual
llamamos problema de los dos saltos. Dado un punto si, queremos encontrar un punto
yi+1 = máx{y : δd(si, y) = 2} con respecto a ⪯, y un punto si+1 ∈ {w : δd(si, w) =
1∧δd(w, yi+1) = 1}; en la Figura 2.6 se muestra un ejemplo. Vamos a demostrar que,
después de realizar un preprocesamiento de tiempo O(n2) en P , podemos resolver el
problema de los dos saltos en tiempo lineal para cada si.

Algunos puntos sobre la frontera de P serán de particular interés para el computo
de si+1 a partir de si. Decimos que un punto x de una arista e es la proyección de
un vértice pi sobre e si x ⪯ pi y el segmento de línea que los une es un d-puente de
P perpendicular a e. Ver la Figura 2.6a. Del mismo modo, decimos que un punto x
de una arista e es la d-proyección de una arista f sobre e si existe un punto y ∈ f
tal que el segmento de línea que une a x con y es un d-puente de P perpendicular a
e. Ver la Figura 2.6b.

Lema 2.5.3. Dado si, el punto si+1 es un vértice de P, la proyección de un vér-
tice sobre una arista, la d-proyección de una arista sobre otra, o un punto tal que
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pj

e

yi+1

si+1

si

(a)

fd

e

yi+1

si+1

si

(b)

Figura 2.6: El problema de los dos saltos. (a) si+1 es la proyección del vértice pj sobre
la arista e. (b) si+1 es una d-proyección de la arista f sobre la arista e.

δ(si, si+1) = d.

Demostración. Supongamos que el punto si+1 no es un vértice de P y que δ(si, si+1) <
d. Sea e la arista de P que contiene a si+1, ver Figura 2.6. Notemos que, por la
elección de yi+1, δ(si+1, yi+1) = d. Si si+1 no es la proyección de un vértice en e ni
la d-proyección de una arista en e, entonces puede ser movido sobre la arista e y así
hacer que yi+1 se mueva hacia delante, lo que contradice la definición de yi+1.

Notemos que puede existir un número lineal de puntos a distancia d de una esta-
ción si. Sin embargo, entre todos ellos solamente necesitamos considerar el máximo
con respecto a ⪯ como un candidato para colocar si+1. Probamos esto a continuación.

Lema 2.5.4. Sean w, x, y, z puntos en ∂P tales que w ⪯ x ⪯ y ⪯ z, δ(w, x) =
δ(w, y) = d, δ(w, z) > d, y δ(x, z) = ℓ. Entonces, δ(y, z) ≤ ℓ.

Demostración. Sean πw,y y πx,z, respectivamente, las d-trayectorias más cortas de
w a y y de x a z. Sea r un punto de intersección de πw,y y πx,z. Notemos que r
siempre existe por la elección de los cuatro puntos en ∂P . Sean δ(w, r) y δ(r, y) las
distancias a lo largo de πw,y entre w y r, y entre r y y, respectivamente. Definimos
δ(x, r) y δ(r, z) de forma análoga, pero a lo largo de πx,z. Como δ(w, z) > d, tenemos
que δ(r, y) < δ(r, z). Ahora supongamos que δ(r, y) > δ(x, r). Esto implica que
δ(w, r) + δ(r, x) < d, lo que es una contradicción a la suposición de que δ(w, x) = d.
Por lo tanto, δ(r, y) ≤ δ(x, r) y δ(y, z) ≤ ℓ.
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Si bien puede existir un número cuadrático de proyecciones de vértices y d-
proyecciones de aristas, afirmamos que solo es necesario considerar un número lineal
de ellas como puntos candidatos para obtener todos los si.

Sean e y f aristas de P . Decimos que e⋖f si para cualquier punto x en el interior
de e y cualquier punto y en el interior de f , x ⪯ y.

Lema 2.5.5. Para cualquier arista e de P necesitamos almacenar únicamente tres
puntos:

1. La d-proyección mínima (con respecto a ⪯) sobre e de una arista e′ tal que
e⋖ e′.

2. El extremo que no está en e del puente que genera la d-proyección máxima (con
respecto a ⪯) sobre e de una arista e′ tal que e′ ⋖ e. En este caso, el punto
almacenado está en e′.

3. La proyección mínima (con respecto a ⪯) de un vértice en e.

Demostración. Caso 1. Sean x y x′ d-proyecciones sobre e de dos aristas distintas f
y f ′, respectivamente, tales que e⋖f y e⋖f ′. Sea s(x, y) el d-puente perpendicular a
e que contiene a x como un extremo, i.e., y ∈ f y s(x, y) tiene longitud d. Definimos
a s(x′, y′) de forma análoga. Debido a la longitud de s(x, y) (respectivamente, de
s(x′, y′)), si colocamos una estación de recarga en x (respectivamente, en x′) entonces
también tenemos que colocar una estación de recarga en y (respectivamente, en y′).
Supongamos sin pérdida de generalidad que x ⪯ x′, ver la Figura 2.7a. Dado que
todos los puentes que definen d-proyecciones de aristas sobre e son paralelos, esto
implica que f ′ ⋖ f y y′ ⪯ y. Además, como el intervalo [x, y] contiene al intervalo
[x′, y′], al colocar una estación de recarga en x garantizamos que ambos intervalos
están protegidos. Por lo tanto, al elegir como si+1 a la mínima d proyección de una
arista sobre e maximizamos a yi+1 con respecto a ⪯.

Caso 2. Este caso es análogo al caso anterior, ver Figura 2.7b.

Caso 3. Sean x y x′ las proyecciones de dos vértices distintos, pi y pj, respectivamen-
te, sobre una arista e . Sean s(x, pi) y s(x′, pj) los d-puentes correspondientes a dichas
proyecciones. Supongamos sin pérdida de generalidad que x ⪯ x′. Esto implica que
pj ⪯ pi y que al colocar una estación de carga en x garantizamos que los intervalos
[x, pi] y [x′, pj] estén protegidos. Se muestra un ejemplo en la Figura 2.8a. Mostra-
remos que al colocar una estación en x un dron puede alcanzar un punto mayor en
∂P con respecto a ⪯. Sea w ∈ P un punto tal que pi ⪯ w y sean πx,w y πx′,w las
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d-trayectorias más cortas que unen a x con w y a x′ con w, respectivamente. Sea r
el punto de intersección de s(x, pi) y πx′,w. Notemos que los puntos x, x′ y r forman
un triángulo rectángulo cuyo ángulo recto está en x, ver Figura 2.8a. Por lo tanto, la
longitud de πx,w es menor que la longitud de πx′,w y podemos obtener un yi+1 mayor
al elegir la mínima proyección de un vértice en e como si+1.

e

f f ′

y′y

x′x

(a) Caso 1

e

f f ′

x′x

y′y

(b) Caso 2

Figura 2.7: Ilustración de los casos 1 y 2 del Lema 2.5.5. En ambos casos es necesario
almacenar únicamente el punto x.

Como un paso intermedio para computar los puntos candidatos sobre ∂P ob-
tenemos, para cada arista e, el conjunto que contiene cada puntox ∈ ∂P para los
que existe un segmento perpendicular a e que une a x con e y está completamente
contenido en Ext(P). Decimos que x es ortogonalmente visible desde e.

Definimos una tapa de P como una arista de CH(P) que no es una arista de P .
Cada tapa h = s(a, b) define un polígono Ph cuya frontera es la unión de h y el
intervalo entre a y b cuya intersección con CH(P) son solo los puntos a y b. Notemos
que cualquier proyección de un vértice o d-proyección de una arista está definida por
un puente cuyos dos extremos están contenidos en el mismo polígono Ph, ya que de no
ser así dicho puente intersecaría a Int(P). Por lo anterior, solo necesitamos obtener
los conjuntos de puntos ortogonalmente visibles desde aquellas aristas contenidas en
algún polígono Ph, los cuales estarán contenidos en el mismo Ph.

Para el siguiente lema vamos a asumir que ya hemos computado los polígonos
correspondientes a todas las tapas de P , así como la triangulación de cada polígono.
Esto puede realizarse en tiempo total O(n) siguiendo los resultados en [76] y [22].

28
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e
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pi

(b)

Figura 2.8: Ilustración del caso 3 del Lema 2.5.5. (a) La trayectoria más corta de
x a w tiene menor longitud que la de x′ a w. (b) Necesitamos considerar todas la
proyecciones de vértices mostradas excepto la que es extremo del segmento punteado.

Lema 2.5.6. Podemos encontrar el conjunto de todos los segmentos de P que son
ortogonalmente visibles desde cualquier arista de P en tiempo O(n). Además, este
conjunto tiene tamaño O(n).

Demostración. Sea h = s(a, b) una tapa de P y sea e = s(u, v) una arista de Ph

distinta a h.

Primero obtenemos el conjunto de puntos de Ph visibles desde algún punto en e.
Este conjunto, el cual denotamos con VP (Ph, e), puede ser obtenido en tiempo O(n),
ver [60].

Supongamos sin pérdida de generalidad que u ≺ v. Sea R la región contenida
entre las líneas perpendiculares a e que pasan por u y por v, y a la derecha de la
línea dirigida de u a v. Es fácil ver que cualquier punto ortogonalmente visible desde e
debe estar contenido en el polígono Re = VP (Ph, e)∩R, el cual puede ser obtenido en
tiempo O(n) al intersecar VP (Ph, e) con ambas líneas que definen a R. En adelante,
supondremos sin pérdida de generalidad que e es horizontal y que el interior de Re

está arriba de e.

Notemos que los ángulos internos de Re en ambos vértices de e = s(u, v) son
menores a 180 grados, por lo que podemos utilizar el siguiente resultado de Ghosh et
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al. [58]: para cualquier vértice p en Re, la trayectoria más corta de u a p, denotada
como ρu,p, da vuelta a la izquierda en cada vértice de la trayectoria, mientras que
ρv,p dobla a la derecha en cada vértice de dicha trayectoria.

Decimos que un vértice es un vértice de giro si el segmento vertical maximal que
contiene a p y está completamente contenido en Re divide a Re en tres subpolígonos;
se muestra un ejemplo de esto en la Figura 2.9a. Si dos de estos subpolígonos están
a la derecha (izquierda) de s(x, y) decimos que p es un vértice de giro derecho (iz-
quierdo). Sea x el extremo superior de s(x, y). El segmento s(p, x) separa a Re en dos
subpolígonos, uno de los cuales contiene a e. Denotamos con Re(p) al subpolígono
generado por s(p, x) que no contiene a e. Notemos que cualquier punto en Re que
no sea ortogonalmente visible desde e está contenido en el subpolígono Re(p) para
algún vértice de giro p, además, ningún punto en Re(p) \ s(p, x) es ortogonalmente
visible desde e.

Sea p un vértice de giro de Re y sea x el extremo superior del segmento vertical
maximal completamente contenido en Re que contiene a p. Afirmamos que la línea
vertical que pasa por p, ℓp, no interseca a ningún punto de Re(p)\s(p, x). Supongamos
que, por el contrario, existe un punto x′ de Re(p) \ s(p, x) contenido en ℓp. Entonces,
existe un vértice q en Re(p) \ s(p, x) tal que ρv,x′ dobla a la izquierda en q o ρu,x′

dobla a la derecha en q, lo cual es una contradicción al resultado de Ghosh [58]. Se
muestra un ejemplo en la Figura 2.9b. Se sigue Re(p) ∩ ℓp = s(p, x), lo que sugiere
el siguiente algoritmo para remover de Re el subpolígono Re(p) por cada vértice de
giro p.

Para remover los subpolígonos generados por vértices de giro derechos recorremos
las aristas de Re en sentido horario desde v hasta u. Asignamos una variable booleana
aristaVisible como verdadera. Sea f = s(q, r), q ≺ r, la arista actual en el recorrido.

Si aristaVisible es verdadera revisamos si r es un vértice de giro derecho. En
el caso afirmativo, asignamos aristaVisible como falsa y almacenamos la arista
vertical que contiene a r, denotada ℓr, y la arista f .

Si aristaVisible es falsa, entonces previamente habíamos almacenado la última
arista visible g = s(o, p), donde p es un vértice de giro derecho, así como la línea
vertical por p, ℓp. Revisamos si x = f∩ℓp es no vacío. Si es el caso, reemplazamos
el intervalo [p, x] de Re con el segmento vertical s(p, x), asignamos aristaVisible
como verdadera, y descartamos g y ℓp.

Análogamente, removemos los subpolígonos definidos por vértices de giro izquier-
dos recorriendo Re en sentido antihorario desde u hasta v. Como cada arista de Re
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es visitado a lo más dos veces, la remoción de los subpolígonos definidos por todos los
vértices de giro toma tiempo O(n). Denotamos por R′

e al polígono obtenido después
de ambos recorridos.

Para obtener el conjunto de puntos de P ortogonalmente visibles desde e, solo
tenemos que descartar de R′

e(p) a e, a cualquier segmento contenido en la tapa de
Ph, y a los segmentos verticales agregados en el proceso anterior.

Dado que Ph no tiene hoyos, cada arista de Ph aporta a lo más un segmento a
R′

e. Por lo tanto, el conjunto de segmentos de P ortogonalmente visibles desde la
arista e tiene tamaño O(n).

q

p

r

Re(p)

e

Re(r)

(a)

x′

x

q

p

e

ρv,x′

u v

R(e)

(b)

Figura 2.9: (a) p es un vértice de giro izquierdo, r es un vértice de giro derecho, y q
no es un vértice de giro. (b) Ni x′ ni cualquier punto en la región sombreada está en
Re: la trayectoria más corta de v a x′ gira a la izquierda en q.

Lema 2.5.7. Podemos encontrar las proyecciones descritas en el Lema 2.5.5 en
tiempo O(n) para cualquier arista e.

Demostración. Supongamos que e = s(u, v), u ⪯ v. Por el Lema 2.5.6, podemos
encontrar el conjunto W de todos los vértices y segmentos de aristas de P ortogo-
nalmente visibles desde e en tiempo O(n); además, W tiene tamaño lineal. Sea WB

el subconjunto de elementos de W tal que los puntos que los conforman son menores
que v con respecto a ⪯. Similarmente, sea WA el subconjunto de elementos de W tal
que los puntos que los conforman son mayores que v con respecto a ⪯.

Las d-proyecciones correspondientes a los primeros dos casos del Lema 2.5.5 son
obtenidas como sigue. Sea ℓ la línea paralela a e; a la izquierda de la línea dirigida de
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u a v, y a distancia d de e. Primero computamos la intersección de ℓ con WB y WA,
lo cual toma tiempo O(n) por el tamaño de W . Para obtener el punto descrito en el
Caso 1 de la prueba del Lema 2.5.5, tomamos el punto de ℓ∩WA que sea máximo con
respecto a ⪯ y almacenamos el punto de intersección de e con la línea que contiene
a q y es perpendicular a e. Para obtener el punto descrito en el Caso 2 de la prueba
del Lema 2.5.5 almacenamos el mínimo punto en ℓ ∩WB.

La proyección de un vértice sobre e descrita en el Caso 3 del Lema 2.5.5 es
obtenida como sigue. Para cada vértice de P en WB computamos su distancia con
respecto a e y después almacenamos el máximo con respecto a ⪯ de aquellos vértices
cuya distancia a e sea a lo más e.

De los puntos candidatos listados en el Lema 2.5.3 nos resta por mostrar la manera
de computar los puntos a distancia exactamente d de la última estación colocada. Es
decir que, dado un punto x ∈ P , necesitamos encontrar el máximo w, x ⪯ w, tal que
δ(x,w) = d. Guibas et al. [60] probaron que, dada la triangulación de un polígono
R y un punto p ∈ R, las trayectorias más cortas (según la distancia euclidiana)
desde p hacia todos los vértices de R pueden ser encontrados en tiempo lineal (ver
también [70]). La unión de todas las trayectorias más cortas desde un punto p a los
vértices de R es un árbol llamado árbol de rutas más cortas de R con respecto a p.

Sea R el polígono obtenido al encerrar a P en un rectángulo suficientemente
grande y conectar uno de los lados del rectángulo al punto de inicio del polígono,
x0, por medio de un corredor delgado. El polígono R puede ser obtenido en tiempo
O(n), ver [79]. Notemos que R tiene m ≤ n + 8 vértices y P está contenido en el
exterior de R. Asignamos a los puntos de R que son también puntos en P el mismo
orden que en P .

En adelante supondremos ya hemos obtenido a R junto con su triangulación.

Lema 2.5.8. Dado cualquier punto x ∈ P, el punto w ∈ P con δ(x,w) = d tal que
w es máximo con respecto a ⪯ puede ser encontrado en tiempo O(n).

Demostración. Sea x un punto en P y sea x′ su punto correspondiente en R. Compu-
tamos la trayectoria más corta ρ(x′, y) de x′ a cada vértice y ∈ R tal que y es también
un vértice de P y se cumple x′ ≺ y. Sea T el árbol de trayectorias más cortas ob-
tenido por la unión de todas estas trayectorias. Sea M el conjunto de vértices de T
tal que para cualquier w ∈ M , δ(x′, w) ≤ d, y tal que w comparte un vértice de R
con un vértice y tal que δ(x′, y) > d. El conjunto M puede ser encontrado en tiempo
O(n) al recorrer T comenzando desde su raíz x′.
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Observemos que cualquier punto de R a distancia d de x′ cumple con ser uno de
los siguientes tipos de puntos:

Un elemento de M .

Un punto en una arista e = s(u, v) de R, u ≺ v, tal que e ∈ E(T ). En este
caso, u ∈ M y δ(x′, v) > d.

Un punto en una arista e = s(u, v) de R, u ≺ v, tal que e /∈ E(T ). Notemos
que, en esta caso, δ(x′, v) > d. Además, existe exactamente un z ∈ M tal que
(z, u) ∈ E(T ).

Por lo tanto, para encontrar todos los puntos a distancia exactamente d de x′ es
suficiente considerar las aristas que tienen como extremo a un punto que en T es
vecino de algún elemento en M . Dado que cada vértice es adyacente a lo más a un
elemento de M , esto toma tiempo O(n). En el último paso necesitamos encontrar el
máximo entre todos los puntos a distancia d de x′, lo que toma tiempo O(n). Por lo
tanto, nuestra afirmación se cumple.

Uniendo todo lo anterior obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5.9. Sea P un polígono con n vértices y sea s0 un punto en P ′. Entonces,
SolOpt regresa una solución óptima S al problema MinEstaciones tal que s0 ∈ S
en tiempo O(n2 + L

d
n), donde L es el perímetro de P.

Demostración. Por el Lema 2.5.3, dado si, el punto si+1 es un punto en ∂P a distancia
exactamente d de si, un vértice de P , la proyección de un vértice en una arista, o la
d-proyección de una arista sobre otra.

De entre los puntos a distancia d de si nos interesa solamente el máximo respecto
a O(n), como se muestra en el Lema 2.5.4. Por el Lema 2.5.8, este punto puede ser
encontrado en tiempo O(n)

Si bien podrían existir O(n2) proyecciones de vértices y d-proyecciones de aristas,
el Lema 2.5.8 nos dice que en el conjunto de puntos candidatos solamente necesitamos
guardar a lo más tres proyecciones por cada arista de P . Además, este conjunto puede
ser encontrado en tiempo O(n).

El conjunto de puntos candidatos para computar todos los elementos del conjunto
S tiene tamaño O(n). Para cada punto candidato x, computamos el máximo punto
a distancia d de x y asociamos este punto a x, el cual por el Lema 2.5.8 toma tiempo
O(n) por candidato.

33



Es fácil ver que solamente necesitamos considerar los puntos candidatos conte-
nidos en el intervalo de si al máximo punto a distancia d de si. De todos estos
candidatos, elegimos como si+1 aquel que maximice yi+1, lo cual puede ser realizado
en tiempo O(n). Como podría ser necesario colocar O(L

d
) estaciones de recarga, este

paso toma tiempo O(L
d
n). Por lo tanto, el conjunto S puede ser encontrado en tiempo

O(n2 + L
d
n).
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Capítulo 3

Cobertura de ortoárboles con balizas

3.1. Introducción
En este capítulo estudiamos una variante reciente del problema de la galería

de arte conocida como el problema de cobertura con balizas. Una baliza (del inglés
beacon) es un tipo de guardia que atrae a los puntos hacia sí mismo de forma similar
a la de un imán que atrae partículas ferrosas. Cuando una baliza b atrae a un objeto
colocado sobre un punto p en un polígono o poliedro P , el objeto en p se mueve en
línea recta hacia b hasta que alcanza a b o se encuentra con un obstáculo. El objeto
puede deslizarse a lo largo de los obstáculos siempre y cuando disminuya de manera
local su distancia hacia b al desplazarse. Se dice que una baliza b cubre a un punto p
si un objeto colocado en p logra llegar hasta b al ser atraído por dicha baliza. Cuando
esto no pasa se dice que el objeto en p se ha atorado, es decir, que dicho objeto llegó
a un punto p′ para el que existe un ϵ > 0 tal que cualquier punto del poliedro a
distancia a lo más ϵ de p′ está a mayor distancia de b que p′. Se dice que un conjunto
de balizas cubre un poliedro P si todo punto de P está cubierto por alguna baliza. En
este capítulo estudiamos una familia de poliedros ortogonales llamados ortoárboles,
los cuales tienen la propiedad de que la gráfica de adyacencias de su descomposición
en componentes básicos es un árbol. El resultado obtenido es la demostración de que
cualquier ortoárbol con n vértices puede ser cubierto por un conjunto de a lo más
⌊n/12⌋ balizas; esta cota es justa, como se probó en la tesis de maestría del autor.

35



3.2. Trabajo relacionado
Aún cuando el problema de la galería de arte es un problema clásico de la geo-

metría computacional estudiado desde la década de 1970, no se conoce mucho sobre
este problema en R3. Esto sucede a causa de su dificultad, ya que por lo general no es
posible utilizar las técnicas utilizadas para resolver las variantes del problema de la
galería de arte en R2. A diferencia de lo que ocurre en el plano, existen poliedros que
no pueden ser triangulados, es decir, que no pueden descomponerse en tetraedros
sin agregar nuevos vértices; un ejemplo de esto es el poliedro de Schönhardt [84],
que es el poliedro no convexo más simple conocido que no se puede descomponer en
tetraedros. Además, existen poliedros ortogonales que no pueden ser vigilados por
guardias colocados en sus vértices, y esto sucede aún cuando se coloque un guardia en
cada uno de esos vértices. Uno de los primeros ejemplos de poliedros que no pueden
ser vigilados desde sus vértices es conocido como poliedro de Seidel, el cual contiene
O(n2) vértices y requiere O(n3) guardias para ser vigilado [80]. Otro ejemplo de esto,
obtenido mediante una construcción más sencilla es el poliedro conocido como octo-
plex [77]. Por lo anterior, ha sido necesario buscar nuevos tipos de guardia, como los
guardias arista. Se sabe que cualquier poliedro puede ser iluminado por un conjunto
de guardias arista, es decir, por un conjunto de aristas tales que cualquier punto en el
interior del poliedro sea visible desde algún punto de alguna arista de este conjunto.
En 1996 Urrutia [100] demostró que ⌊e/6⌋ guardias arista son siempre suficientes
para vigilar cualquier poliedro ortogonal de e aristas y conjeturó que la cota justa es
de ⌊e/12⌋ ± c. Intuitivamente, el género de un poliedro es la cantidad de hoyos que
tiene dicho poliedro; por ejemplo, cualquier poliedro homeomorfo al toro tiene género
uno. En 2011 Benbernou et al. [12] demostraron que cualquier poliedro ortogonal de
género g y e aristas puede ser vigilado usando ⌊11e/72⌋ − g/6 − 1 guardias arista
cerrados, es decir, guardias arista que incluyen a los vértices de las aristas. Recien-
temente Aldana et al. [3] probaron un resultado similar, pero utilizando un modelo
de guardias arista más restringido: guardias arista que no incluyen los vértices y que
tienen un ángulo de iluminación de π/2. También existen resultados para poliedros
en los que los guardias son caras del poliedro ortogonal en lugar de vértices o de
aristas, los cuales fueron presentados por Viglietta [103].

Los primeros resultados para el problema de cobertura con balizas en el plano
fueron presentados en 2011 por Biro et al. [16], quienes mostraron que encontrar
un conjunto mínimo de balizas que cubran un polígono simple es un problema NP-
difícil. Biro [15] mostró también que ⌊n/3⌋ balizas son siempre suficientes y ⌊4n/13⌋
balizas son a veces necesarias para cubrir un polígono simple de n vértices. En el
caso de los polígonos ortogonales, Bae et al. [9] demostraron que ⌊n/6⌋ balizas son
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siempre suficientes y a veces necesarias. También existen resultados para el problema
de cobertura con balizas en R3. Encontrar un conjunto mínimo de balizas que cubran
un poliedro es NP-difícil, como lo demostró Cleve [28] en 2017. Además, tal como
sucede para el problema de la galería de arte, existen poliedros ortogonales que
no pueden ser cubiertos colocando balizas en sus vértices; un ejemplo de esto se
puede consultar en Aldana et al. [5]. Lo anterior justifica el estudio del problema de
cobertura con balizas en familias no triviales de ortoárboles que puedan ser cubiertos
desde sus vértices, como hacemos en esta sección.

3.3. Definiciones
Un poliedro ortogonal en R3 es un poliedro tal que cada una de sus caras es per-

pendicular a uno de los tres ejes coordenados. Llamaremos caja a cualquier poliedro
ortogonal con la forma de un prisma rectangular.

Un ortoárbol (ver [34]) P es un poliedro ortogonal simplemente conexo el cual
es la unión de un conjunto de cajas S = {B1, . . . , Bn} en R3 pegadas cara a cara
de tal forma que la gráfica cuyos vértices son B1, . . . , Bn, y en la que dos de ellos
están unidos por una arista si comparten una cara, es un árbol. Denotaremos esta
gráfica como TP . En la Figura 3.1 se muestra un ejemplo de un ortoárbol. Notemos
que no todos los vértices de una caja Bi ∈ S son vértices del ortoárbol P . Cuando
un vértice de una caja no es un vértice de P se debe a que dicho vértice pertenece
a exactamente dos cajas de S. En el resto de los casos posibles, cuando un vértice v
pertenece a una, tres o cuatro cajas, v es siempre un vértice de P .

Un par de cajas de P que comparten una cara tal que ninguno de los vértices
de dicha cara es vértice de P es llamado un par redundante de cajas. Si esto sucede
entonces podemos obtener una caja mediante la unión del par redundante sin que se
afecte la estructura de P , por lo que en adelante suponemos que P no contiene pares
redundantes de cajas.

Las cajas de S tienen la siguiente clasificación [35]: una caja Bi ∈ S es una hoja
si es adyacente solamente a una caja; una caja Bi ∈ S es una unión si existen al
menos dos cajas adyacentes a Bi tales que la intersección de esas dos cajas es una
arista; una caja Bi ∈ S es un conector si es adyacente a exactamente dos cajas, y
la intersección de dichas cajas es vacía. Notemos que, por la suposición de que P no
contiene cajas redundantes, todo conector es adyacente a exactamente dos uniones.

Un corredor de P es una caja contenida en P que es la unión de al menos dos
cajas de S y que no está propiamente contenida en ninguna otra caja de P , ver
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Figura 3.1a.

(a) (b)

Figura 3.1: a) Ejemplo de un ortoárbol. Las cajas verde, azul y roja son una hoja,
una unión y un conector, respectivamente. La caja negra es un corredor. b) Una
baliza colocada en el punto b cubre al punto p, pero no cubre a r ni a q. El punto r
se queda atorado en una cara. Para el punto q la trayectoria se vuelve indeterminada
al tocar una arista, ya que la trayectoria que disminuye localmente la distancia hacia
b deja de ser única.

Las siguientes definiciones fueron dadas por Biro en [15] para polígonos, pero aquí
las extendemos a poliedros.

Definición 3.3.1. Una baliza (del inglés beacon) b es colocada en un punto de
un polédroo P y puede ser activada para ejercer una atracción sobre los objetos
(representados por puntos) en P . Cuando b es activada, los objetos en P se mueven
de forma que se minimice localmente su distancia euclidiana hacia b, con la restricción
de permanecer en el interior de o la frontera de P .

Definición 3.3.2. Una baliza cubre a un punto p si, bajo la atracción de b, un objeto
colocado en p se mueve de modo tal que su distancia Euclidiana con respecto a b
disminuya hasta ser cero. De manera equivalente, decimos que p es cubierto por b.

3.4. Resultados auxiliares
A continuación se demuestran un lema y un teorema que utilizaremos para de-

mostrar los resultados principales de este capítulo. El lema garantiza que cualquier
caja de S contiene al menos cuatro vértices de P .
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Lema 3.4.1. Sea P un ortoárbol que es la unión de un conjunto de cajas S =
{B1, . . . , Bn}, y sea Bi una caja de S. Entonces, al menos cuatro vértices de Bi son
vértices de P.

Demostración. Si Bi es una hoja, entonces tiene cuatro vértices que no comparte con
ninguna otra caja y por lo tanto son vértices de P , ver la caja verde en la Figura 3.1a.

Si Bi es un conector, entonces es adyacente a dos uniones, cada una de las cuales
es adyacente a otra caja que interseca a Bi en una arista de P . Los cuatro extremos
de esas aristas son vértices de P , ver la caja roja en la Figura 3.1a.

Si Bi es una unión (ver la caja azul en la Figura 3.1a), entonces es adyacente al
menos a dos cajas Bj y Bk tales que Bj∩Bk es una arista de P y sus dos extremos son
vértices de P . Si no hay alguna otra caja adyacente a Bi, entonces los dos vértices de
Bi que no están contenidos en Bj ∪Bk son vértices de P . Además, si Bi es adyacente
a tres o más cajas entonces incide en al menos cuatro vértices de P

El siguiente teorema nos permite encontrar al menos ocho vértices de P en cada
elemento de un conjunto de corredores de cuya unión se obtiene P .

Teorema 3.4.2. Cualquier ortoárbol P contiene un conjunto de corredores C =
{C1, . . . , Cm} tal que P = C1∪ . . .∪Cm y que cada Ci, 1 < i ≤ m, contiene al menos
una cara de una caja de Pi−1 = C1 ∪ . . .∪Ci−1. Además, para cada elemento Ci ∈ C
podemos elegir un conjunto Vi de ocho vértices de P contenidos en Ci tal que:

1. Todos los elementos de Vi contenidos en Pi−1 inciden en una misma caja B ∈
Pi−1.

2. Al menos cuatro vértices de Vi no están contenidos en Pi−1, i ≥ 2.

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Los corredores mostrados en un color más oscuro contienen siete (a),
cuatro (b) y siete (c) vértices de P respectivamente.

39



Antes de probar este teorema vale la pena señalar que no todos los corredores
de un ortoárbol P contienen ocho vértices de P , como se muestra en la Figura 3.2.
Por lo anterior, la elección del conjunto de corredores del Teorema 3.4.2 debe ser
hecha de manera cuidadosa. Observemos también que los corredores que elegimos en
la demostración de este teorema pueden intersecarse en su interior, es decir, pueden
compartir cajas de S. Por último, suponemos que P contiene al menos dos cajas ya
que de lo contrario es solamente un prisma rectangular que cumple trivialmente con
la propiedad a demostrar.

Demostración. Elegimos los corredores de C = {C1, . . . , Cm} de forma recursiva como
sigue. Sea C1 un corredor de P que contiene una hoja, digamos B1 ∈ P . Como
suponemos que P contiene al menos dos cajas, existe al menos una caja más en C1

a la cual llamamos B2. Así, B1 contiene al menos cuatro vértices de P que no son de
B2 por ser una hoja, y B2 tiene otros cuatro vértices de P por el Lema 3.4.1. Por lo
tanto, C1 tiene al menos ocho vértices de P .

Supongamos que hemos elegido el conjunto de corredores C1, . . . , Ck−1 tales que
Pk−1 = C1 ∪ . . .∪Ck−1 es un ortoárbol y que cada corredor del conjunto cumple con
la propiedades deseadas.

Si P ′ = P \ Pk−1 es no vacío, tomamos una caja B′ en P ′ tal que B′ ∩ Pk−1 es
una cara de B′. Sea B la caja de Pk−1 que tiene una cara en común con B′, ver
Figura 3.3.

Supongamos primero que B′ es una hoja de P . Sea Ck el corredor de P que
contiene a B y a B′. Como B′ es una hoja, contiene cuatro vértices de P que no
comparte con ninguna otra caja. Por el Lema 3.4.1, B contiene otros cuatro vértices
de P , los cuales pertenecen a Pk−1. Por lo tanto, Ck contiene al menos ocho vértices,
cuatro de los cuales no están en Pk−1

Figura 3.3: Se muestra Pk−1 en gris. En amarillo, una caja B′ que comparte una
cara con una caja B en Pk−1. Las cajas azules no están en Pk−1 y podrían estar
contenidas en un corredor de P que contenga a B′.
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Supongamos entonces que B′ no es una hoja. Elegimos al corredor Ck de P de la
siguiente manera: Si existe un corredor C ′ de P ′ que contenga al menos tres cajas,
incluyendo a B′, entonces seleccionamos a Ck como el corredor de P que contiene
a C ′. Observemos que, como C ′ contiene al menos tres cajas, al menos dos de esas
cajas con disjuntas, así, por el Lema 3.4.1, C ′ contiene al menos ocho vértices de P .
Si C ′ contiene al menos una caja que no interseque a Pk−1, entonces cuatro de sus
vértices no son vértices de Pk−1. Podría suceder que C ′ contenga exactamente tres
cajas y que las tres intersequen a B. En ese caso, C ′ tiene a lo más cuatro vértices
en común con Pk−1, que son los contenidos en la cara que comparten B y B′. Por
lo tanto, podemos elegir ocho vértices de P en Ck, cuatro de los cuales no están en
Pk−1.

Supongamos entonces que cualquier corredor de P ′ que contiene a B′ tiene a lo
más dos cajas. Sea C ′ = B′ ∪B′′ uno de esos corredores de P ′. Sea Ck el corredor de
P que contiene a C ′. Si B pertenece a Ck, entonces Ck contiene al menos tres cajas,
una de las cuales, B′′, no interseca a Pk−1. Así, Ck contiene al menos cuatro vértices
de P que no pertenecen a Pk−1 (y son vértices de B′′).

Supongamos entonces que ningún corredor C ′ de P ′ que contenga a B′ está con-
tenido en un corredor de P que contenga a B.

Sea Ck = B′∪B′′ cualquier corredor de P ′ que contenga a B′. Sea Ci un corredor
de {C1, . . . , Ck−1} que contiene a B. Existen dos casos posibles para el número de
cajas de Ci con las que B′ tiene intersección no vacía: B′ interseca exactamente dos
cajas de Ci o B′ interseca a tres cajas de Ci, ver Figura 3.4.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.4: a) y b) muestran los casos en los que exactamente una caja en C interseca
a B′′ ∈ Ck. c) y d) muestran los casos en los que exactamente dos cajas de C
intersecan a B′′. e) muestra el caso en el que tres cajas de C intersecan a B′′.
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1. Supongamos primero que B′ interseca dos cajas de Ci. En este caso, B debe
ser un extremo de Ci, como se muestra en la Figura 3.4 de (a) a (d).

Notemos que B′′ y Ci se intersecan en una arista de B, ver figura 3.4. Si B′′

es una hoja, entonces Ck contiene al menos ocho vértices de P , cuatro de los
cuales pertenecen a B′′ y no están en Pk−1, y terminamos.

Supongamos entonces que B′′ no es una hoja de P . Entonces B′′ es una unión
que en TP es adyacente a al menos una caja A que no está contenida en Pk−1.
Supongamos sin pérdida de generalidad que B′ está arriba de B, y que B′′

está a la derecha de B′, ver Figura 3.4. Notemos que ninguna caja B′′ de P
comparte la cara superior de B′ (ya que en tal caso existiría un corredor que
contiene a B, B′ y B′′). Existen dos subcasos posibles:

1a. Exactamente una caja contenida en Ci interseca a B′′. En este caso existen
cuatro vértices de P en Ck ∩Ci, aquellos de color verde en las figuras 3.4a
y 3.4b. Existen dos casos posibles para las cajas adyacentes a B′′ en TP .

• No existe una caja arriba de B′′. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que existe una caja A que comparte la cara trasera de B′′,
ver figura 3.4a. Como no existe una caja de P que comparta la cara
superior de B′, los dos vértices que se muestran en azul en la figura
3.4a son vértices de P . Existe a lo más una caja de P que comparte
una de las caras frontales de las cajas de Ck, por lo que es adyacente
a B′ o a B′′. En cualquier caso, al menos dos de los vértices rojos
mostrados en la figura 3.4a son vértices de P .

• Existe una caja A arriba de B′′. En este caso existen dos vértices de
P en B′∩A, los cuales se muestran en azul en la figura 3.4b. Notemos
que existen a lo más dos cajas de P que comparten una cara de Ck,
una comparte una cara frontal de Ck y la otra una cara trasera de Ck.
En cualquier caso, al menos dos de los vértices rojos mostrados en la
Figura 3.4b son vértices de P .

1b. Exactamente dos cajas contenidas en Ci intersecan a B′′, ver figuras 3.4c
y 3.4d. En este caso existen tres vértices de P en Ck ∩ Ci, los cuales se
muestran en verde en las figuras 3.4c y 3.4d. Dado que no existe una caja
de P que comparta alguna de las caras frontales de Ck ni la cara superior
de B′, los dos vértices negros mostrados en las figuras 3.4c y 3.4d son
vértices de P . Como B′′ no es una hoja, existe una caja A compartiendo
una de las caras de B′′. Existen dos casos posibles:
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• Existe una caja A que comparte la cara superior de B′′. En este caso
existen dos vértices de P en B′ ∩A. Puede existir una caja de P que
comparta una de las dos caras posteriores de Ck. Exista o no dicha
caja, al menos uno de los vértices rojos mostrados en la Figura 3.4c
es un vértice de P .

• No existe una caja de P que comparta la cara superior de B′′. En este
caso existe una caja A que comparte la cara posterior de B′′. Como
no existe una caja arriba de B′, los tres vértices azules mostrados en
la Figura 3.4d son vértices de P .

2. Exactamente tres cajas contenidas en Ci intersecan a B′, ver Figura 3.4e. En
este caso, existe exactamente una caja A de P que comparte la cara superior
de B′′, tal como se muestra en la figura. En este caso Ck contiene diez vértices
de P , como se muestra en la Figura 3.4e.

Es fácil ver que en cada uno de los casos analizados previamente Ck contiene al
menos cuatro vértices de P que no están en Pk−1, lo que termina la prueba.

3.5. Cobertura de ortoárboles con balizas
En esta sección presentamos los resultados principales de este capítulo. Decimos

que una baliza b cubre a una caja B si cualquier punto p ∈ B está cubierto por b.

Lema 3.5.1. Sea P un ortoárbol y sea C un corredor de P. Entonces, una baliza b
colocada en cualquier punto de C cubre a cualquier caja B cuya intersección con la
frontera de C sea no vacía.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que C está orientado como
en la Figura 3.5, que se coloca una baliza b en cualquier parte de C, y que una caja
B de P comparte la cara superior de alguna caja de C. Sea p cualquier punto en
B. Cuando b atrae a p, p se mueve en línea recta hasta alcanzar a b o tocar la cara
frontal de B, tras lo cual p se deslizará hacia abajo hasta alcanzar C para luego
moverse en en línea recta hacia b. Por lo tanto, B está cubierto por b.

Consideremos ahora una caja B′ que interseca a C en una arista. Podemos su-
poner sin pérdida de generalidad que B′ es adyacente a B, ver Figura 3.5. Sea Q el
plano que contiene a B ∩ B′. Notemos que Q separa el espacio en dos regiones, un
semiespacio que contiene a B y b, y un semiespacio que contiene a B′. Además, las
caras de B′ que tienen un vértice de C son parte de la frontera de P , con excepción
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de la cara B∩B′. Así, cuando b atrae a algún punto q ∈ B′, q se mueve en línea recta
hasta b o hasta tocar una cara de B′ o de B. En caso de que q toque una cara de B′,
entonces se deslizará hasta llegar a B y así, por el caso anterior, q está cubierto por
b.

Por último, consideremos una caja B′′ cuya intersección con C sea un vértice de
B′′. Entonces B′′ debe ser adyacente a una caja cuya intersección con C sea una
arista de dicha caja, por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad que esa
caja es B′. Notemos que las caras de B′′ que comparten un vértice con C y no son
B′ ∩ B′′ deben estar contenidas en la frontera de P . Notemos también que el plano
Q′ que contiene a B′∩B′′ separa al semiespacio que contiene a b y B′ del semiespacio
que contiene a B′′. Por lo tanto, cuando un punto r ∈ B′′ es atraído hacia b, r se
mueve en línea recta hasta alcanzar a B′, o se desliza sobre una cara de B′′ que
comparte un vértice con C hasta eventualmente alcanzar B′. Por el caso anterior, r
está cubierto por b.

Figura 3.5: Una baliza b colocada en cualquier punto del corredor C cubre a cualquier
caja cuya intersección con C sea no vacía, como las cajas B, B′ y B′′.

A continuación, demostramos que el conjunto de vértices de un ortoárbol P se
puede colorear con doce colores distintos de forma tal que todo conjunto que contenga
los elementos de cualquiera de las clases cromáticas resultantes de esta coloración
cubre a P .

Lema 3.5.2. Sea P un ortoárbol para el que se ha seleccionado un conjunto de
corredores {C1, C2, . . . , Cm} como en el Teorema 3.4.2.

Entonces, los vértices de P pueden ser coloreados con doce colores distintos de
modo tal que cada una de las siguientes condiciones se cumple:

44



1. Los vértices de P que inciden en la misma caja B y han sido coloreados tienen
distinto color.

2. Los vértices de P en cada corredor Ci se han coloreado de forma tal que existen
al menos ocho vértices de P en Ci con colores distintos.

3. Por cada corredor Cj ∈ {C2, . . . , Cm} existe otro corredor Ci, i < j que inter-
seca a Cj de forma tal que Ci ∪ Cj contiene doce vértices de P coloreados con
colores distintos.

Demostración. Comenzamos con la observación de que los vértices del primer corre-
dor C1 se pueden colorear de manera que las condiciones 1 y 2 se cumplan, ya que
cada caja de S incide en a lo más ocho vértices de P .

Supongamos que los vértices de P en Pj−1, j ≥ 2, han sido coloreados de tal
forma que se satisfacen las condiciones 1, 2 y 3.

Según la prueba del Teorema 3.4.2, al momento de seleccionar el corredor Cj

elegimos una caja B′ que no estaba contenida en Pj−1, pero cuya intersección con
Pj−1 es una cara de una caja B ∈ Pj−1.

Sea Ci un corredor en {C1, . . . , Cj−1} que contiene a B. Por la hipótesis de in-
ducción, Ci contiene un conjunto de ocho vértices coloreados con colores distintos.
Elegimos un conjunto V ′ que cumpla lo anterior y que contenga a los vértices de P en
B. Supongamos sin pérdida de generalidad que los elementos de V ′ están coloreados
con los colores del 1 al 8. Por el Teorema 3.4.2, Cj contiene al menos cuatro vértices
de P que no están en Pj−1. Ahora elegimos un conjunto V ′′ de cuatro vértices de P
en Cj que contenga el mayor número posible de vértices sin colorear incidentes en B′;
coloreamos estos vértices con los colores del 9 al 12. De esta manera, la coloración
de los vértices de P que inciden en B′ ∪ V ′′ puede ser extendida a una coloración de
los vértices de P en Cj que cumpla con las condiciones 1, 2 y 3.

Con los lemas anteriores podemos probar el resultado principal de este capítulo.
La cota inferior del siguiente teorema fue presentada en la tesis de maestría del
autor [74], sin embargo, se incluye aquí con el fin mostrar un panorama completo del
problema en cuestión.

Teorema 3.5.3. Sea P un ortoárbol con n vértices. Entonces, ⌊n/12⌋ balizas coloca-
das en vértices de P son siempre suficientes para cubrir a P. Además, ⌊n/12⌋ balizas
son a veces necesarias para cubrir a P.
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Demostración. Primero demostramos la cota superior. Sea B′ una caja de P y sea
Cj el corredor con menor j que contiene a B′. Existen dos casos a considerar, depen-
diendo de si B′ interseca a Pj−1 o no.

Si B′ interseca a Pj−1, entonces existe una caja B ∈ Pj−1 que comparte una cara,
una arista o un vértice con B′. Al colorear los vértices de Cj elegimos un corredor Ci,
con i < j, tal que Ci∪Cj contiene doce vértices de P coloreados con colores distintos.
Claramente, B ∈ Ci, y así, por el Lema 3.5.1 se cumple que cualquier vértice de Ci

cubre a B′, por lo que B′ está cubierto por al menos un vértice de cada color.

Supongamos que B′ no interseca a Pj−1. Por la suposición de que P no contiene
cajas redundantes se cumple que B′ interseca al menos una caja B′′ que no pertenece
a Cj (B′ puede intersecar a B′′ en una cara, una arista o un vértice). Así, B′′ pertenece
a un corredor Cr, r > j. Elegimos a la caja B′′ de tal modo que r sea tan pequenõ
como sea posible. Cuando coloreamos los vértices de Cr elegimos un corredor C ′

en {C1, . . . , Cr−1} tal que los vértices de ese corredor unidos con los vértices de Cr

tengan doce vértices coloreados con colores distintos. Dado que elegimos a Cr con r
tan pequeño como sea posible, C ′ tiene que ser Cj. Así, por el Lema 3.5.1 se cumple
que B′ está cubierto por todos los vértices de Cj∪Cr, y por lo tanto, B′ está cubierto
por un vértice de cada color. Dado que existe al menos una clase cromática con a lo
más ⌊n/12⌋ vértices de P , se cumple que ⌊n/12⌋ balizas colocadas en los vértices P
son suficientes para cubrir a P .

Ahora demostramos la cota inferior. Bae et al. [9] probaron que existe un polígono
ortogonal con forma de espiral R de m vértices necesita ⌊m/6⌋ balizas para ser
cubierto. Esto implica que el ortoárbol espiral P cuyas caras inferior y superior son
copias de R y tiene n = 2m vértices necesita ⌊n/12⌋ balizas para ser cubierto, dado
que P necesita al menos tantas balizas como R. Un ejemplo del polígono de Bae et
al. y del ortoárbol cuyas caras inferior y superior son dicho polígono se muestra en
la Figura 3.6b.

3.6. Complejidad del problema de la galería de arte
en ortoárboles

Es sabido que el problema de encontrar un conjunto mínimo de balizas que cubra a
un poliedro general es un problema NP-difícil [28]. Por otro lado, no se ha probado a la
fecha que este problema sea NP-difícil en ortoárboles. Sin embargo, podemos utilizar
resultados conocidos en R2 para probar que el problema de encontrar un conjunto
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(a) (b)

Figura 3.6: a) Un polígono ortogonal P que necesita ⌊m/6⌋ balizas para ser cubierto.
b) Un ortoárbol cuyas caras superior e inferior son copias de P , el cual necesita
⌊n/12⌋ balizas para ser cubierto.

mínimo de guardias es NP-difícil en ortoárboles, por lo que podríamos esperar que
este también fuera el caso para encontrar un conjunto mínimo de balizas.

Teorema 3.6.1. El problema de encontrar un conjunto mínimo de vértices que vigile
un ortoárbol es NP-difícil. Este problema es incluso APX-difícil.

Demostración. Se dice que un polígono ortogonal Q es delgado si la gráfica dual
de la partición obtenida al extender las aristas de Q hacia el interior de Q hasta
que toquen una arista es un árbol [98]. Se muestra un ejemplo en la Figura 3.7.
Tomás [98] probó que el problema de encontrar un conjunto mínimo que vigile un
polígono delgado es NP-difícil y APX-difícil. Lo anterior implica que la complejidad
de vigilar un ortoárbol con un conjunto guardia mínimo es también NP-difícil y
APX-difícil. Para demostrar esto, tomemos cualquier polígono ortogonal delgado P
en un plano ortogonal al eje z, y tomemos una copia P ′ de P trasladada hacia arriba.
Notemos que el poliedro ortogonal P tal que su cara inferior es P y su cara superior
es P ′ es un ortoárbol. Así, P necesita al menos tantos guardias como P para ser
vigilado, ya que para que P esté completamente vigilado es necesario que P esté a su
vez vigilado. Además, cualquier conjunto de puntos que vigile a P es suficiente para
vigilar a P y al trasladar cualquier subconjunto del conjunto guardia verticalmente
P continúa siendo vigilado. Por lo tanto, vigilar ortoárboles es al menos tan difícil
como vigilar polígonos ortogonales delgados.
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(a) (b)

Figura 3.7: a) Un polígono ortogonal delgado P . b) Un ortoárbol cuyas caras superior
e inferior son copias de P .
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Capítulo 4

Incrustaciones de árboles en mallas
rectangulares

4.1. Introducción
Consideremos un árbol T cuyos vértices tienen grado máximo cuatro. Es fácil

darnos cuenta de que T puede ser dibujado en el plano de modo tal que sus vértices
sean representados como puntos con coordenadas enteras, y que sus aristas sean
representadas mediante segmentos verticales u horizontales con interiores disjuntos.
Llamamos a este tipo de representación un encaje de T en la malla.

Existen varias propiedades de los encajes de gráficas en la malla que se han con-
siderado en aplicaciones como la integración a muy gran escala o VLSI (del inglés,
very large-scale integration), que consiste en crear circuitos integrados compuestos
por un gran número de componentes, de modo tal que se satisfagan ciertos reque-
rimientos eléctricos y de diseño. Una propiedad que se ha considerado en diversas
publicaciones es el área del encaje, la cual suele estar dada por el área del rectángulo
alineado a los ejes más pequeño que contiene al encaje en cuestión. La propiedad en
la que nos enfocamos en este capítulo es el número de dobleces, es decir, el número
de veces que una arista representada por un segmento horizontal y otra representada
por un segmento vertical son adyacentes.

Notemos que, a diferencia de lo que sucede con los árboles, la condición de que sus
vértices tengan grado máximo cuatro no es suficiente para que una gráfica aplanable
tenga un encaje en el que sus aristas sean representadas por segmentos horizontales o
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verticales. Por esta razón, diversos autores han estudiado variantes de este problema
en las que se permite que las artistas sean representadas por trayectorias poligonales
formadas de segmentos horizontales y verticales. En este contexto se han desarrollado
algoritmos para encontrar encajes en los que se minimice la cantidad máxima de
dobleces de cada arista. Por otra parte, se han estudiado encajes de gráficas en las
que se minimice la cantidad total de dobleces en el encaje, ya sea que se permitan o
no dobleces en las trayectorias que representan a las aristas.

En un encaje de un árbol T en la malla cada trayectoria P de T está representada
por una sucesión de segmentos horizontales y verticales, por lo que podemos contar
el número de dobleces de cada trayectoria. Notemos que pueden existir trayectorias
con cero dobleces, que son aquellas formadas únicamente por segmentos horizontales
o verticales. Además, el número de dobleces de una misma trayectoria puede variar
dependiendo del encaje. Un ejemplo de esto se muestra en la Figura 4.1, la cual
contiene dos encajes diferentes de un mismo árbol. En el encaje que se muestra en la
Figura 4.1a la trayectoria que une a los vértices i y r tiene cuatro dobleces, mientras
que en la Figura 4.1b esa misma trayectoria tiene tres dobleces. Luca, Oliveira y
Szwarcfiter [37] propusieron el problema de encontrar un encaje de un árbol en la
malla en el que se minimice el máximo número de dobleces de las trayectorias de
T . En ese artículo presentaron un algoritmo de tiempo O(n2) para encontrar dichos
encajes.

(a) (b)

Figura 4.1: Dos encajes distintos de un árbol T en la malla entera.

En este capítulo presentamos un algoritmo de tiempo O(n) que, dado un árbol T
de grado máximo cuatro, encuentra un encaje que minimiza el máximo número de
dobleces entre todas las trayectorias de T . Este algoritmo puede generalizarse para
encontrar encajes de árboles de grado 2d en Rd.
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4.2. Definiciones
Una gráfica G es una tupla (V (G), E(G)), donde V (G) es un conjunto de ele-

mentos llamados vértices y E(G) es un conjunto de parejas de vértices llamadas
aristas. Nos referiremos a V (G) y E(G) simplemente como V y E cuando no exista
ambigüedad.

Dada una arista e = (u, v) decimos que e une a u con v y que e incide en u y en
v. El número de aristas que inciden en un vértice v se conoce como el grado de v.

Una gráfica F es llamada una subgráfica de G si V (F ) ⊆ V (G) y E(F ) ⊆ E(G).
Decimos que G contiene a F , o que F está contenida en G, lo cual se escribe G ⊇ F
o F ⊆ G.

Un camino es una secuencia lineal de vértices en una gráfica, tal que existe una
arista entre cada vértice de la secuencia y el vértice siguiente. Una trayectoria es un
camino que no repite vértices. Decimos que una trayectoria une a cualesquiera dos de
los vértices que la componen. Un ciclo en tres o más vértices es como una trayectoria
salvo que el primer y el último vértice son el mismo. La longitud de una trayectoria
o un ciclo es igual al número de aristas que los componen. La distancia d(p, q) entre
dos vértices p y q es la longitud de la trayectoria más corta que los une.

Una gráfica es conexa si para cualesquiera dos de sus vértices existe una trayec-
toria que los une; de otro modo, la gráfica es llamada no conexa. Una gráfica conexa
que no contiene ciclos es llamada un árbol.

Una gráfica aplanable es aquella que puede ser representada en el plano de modo
tal que sus aristas (representadas por curvas) sólo se intersequen en sus extremos
comunes (representados por puntos), a tal representación se le conoce como encaje
plano. A una gráfica aplanable junto con su encaje plano se le conoce como gráfica
plana. Notemos que todo árbol es aplanable.

Sea G una gráfica aplanable. Un encaje en la malla de G (también llamado encaje
ortogonal de G) es un encaje plano de G tal que sus vértices son representados como
puntos con coordenadas enteras y sus aristas son segmentos de línea verticales u
horizontales con interiores disjuntos. Se muestra un ejemplo de esto de la Figura 4.1.
Observemos que es condición necesaria que cada uno de los vértices de G tenga
grado a lo más cuatro para que G tenga un encaje en la malla, ya que de otro modo
no existirán orientaciones suficientes para representar todas las aristas incidentes en
cualquier vértice de grado mayor.

Sea T = (V,E) un árbol y sea M un encaje de G en la malla. Dada una trayectoria
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P de T decimos que el número de dobleces de P en un encaje M es el número de
pares de aristas consecutivas de P en los que una es vertical y la otra es horizontal.

4.3. Trabajo relacionado
El problema de encontrar encajes de gráficas en las que sus vértices sean re-

presentados por puntos en el plano y sus aristas como segmentos de línea recta,
conocidos usualmente como encajes rectilíneos, han sido estudiadas desde hace más
de siete décadas. En 1948, István Fáry [51] demostró que toda gráfica aplanable tiene
un encaje rectilíneo en el plano. Desde entonces se han estudiado varios problemas
relacionados. Una variante natural es pedir que los puntos que representan a los vér-
tices tengan coordenadas enteras. En este sentido, varios autores han estudiado el
problema de encontrar encajes con la mínima área posible. Crescenzi, Di Battista y
Piperno [32] demostraron que todo árbol binario completo tiene un encaje rectilíneo
en una malla de tamanño lineal, el cual puede ser encontrado en tiempo lineal. De
Fraysseix, Pach y Pollack [36] demostraron que toda gráfica aplanable con n ≥ 3
vértices tiene un encaje rectilíneo en la malla entera de tamaño (2n − 4) ∗ (n − 2),
y presentaron un algoritmo de tiempo O(n log n) para encontrar dichos encajes. Re-
cientemente, Chan [19] demostró que los árboles binarios pueden ser encajados en
mallas enteras de área n2O(log∗ n), y Covella, Frati y Patrignani [30] probaron que los
árboles ternarios completos pueden ser encajados en mallas enteras de área O(n1,149).

En cuanto a los encajes ortogonales en la malla, Garg y Tamassia [56] probaron
que dada una gráfica plana con grado máximo cuatro, decidir si admite un encaje
ortogonal es un problema NP -difcícil. Este no es el caso para las gráficas planas-
exteriores y las gráficas en serie-paralelas. Se puede encontrar un encaje ortogonal
o determinar que este no existe en tiempo lineal, como lo demostraron Frati [55]
para el caso de las gráficas planas-exteriores, y Didimo et al. [41] para el caso de las
gráficas en serie-paralelas.

Consideremos ahora el caso en el que se permite que las aristas sean trayectorias
ajenas compuestas de segmentos horizontales y verticales. Cualquier gráfica aplanable
de grado máximo cuatro admite un encaje de este tipo en el que cada arista tiene
a lo más cuatro dobleces, véanse [90] y [101]. Un algoritmo de tiempo lineal para
encontrar dichos encajes fue presentado por Tamassia y Tollis [93]. Después, Liu et
al. [72] presentaron un algoritmo de tiempo lineal para encontrar encajes de estas
gráficas en las que cada arista tiene a lo más dos dobleces, a excepción del octaedro,
ya que cualquier encaje del octaedro tiene una arista con al menos tres dobleces. Para
gráficas cúbicas (gráficas en las que todos sus vértices tienen grado exactamente 3),
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Yanpei et al. [106] probaron que cualquier gráfica cúbica, a excepción del octaedro,
admite un encaje en el que cada arista tiene exactamente un doblez, y presentaron un
algoritmo de tiempo lineal para encontrar dicho encaje. Las gráficas para las cuales
existe un encaje ortogonal con a lo más un doblez por arista fueron caracterizadas
por Morgana et al. [78], quienes también presentaron un algoritmo de tiempo O(n2)
para encontrar dicho encaje.

Tamassia [92] presentó un algoritmo de tiempo O(n2 log n) que, dada una gráfica
plana G de grado máximo cuatro, encuentra un encaje ortogonal isomorfo a G que
preserva sus regiones y que minimiza el número de dobleces de sus aristas. Di Battista
et al. [40] presentó algoritmos que minimizan el número total de dobleces en encajes
ortogonales. En el caso de las gráficas en serie-paralelas aplanables de grado máximo
cuatro presentaron un algoritmo de tiempo O(n4) y en el caso de las gráficas en serio
paralelas cúbicas aplanables presentaron un algoritmo de tiempo O(n3).

4.4. Resultados
Sea T un árbol de grado máximo cuatro. En adelante suponemos que T no tiene

aristas de grado dos, puesto que siempre existe un encaje ortogonal en el que se mini-
mice el número máximo de dobleces de una trayectoria tal que las aristas adyacentes
a vértices de grado dos estén alineadas.

Nos referimos como un modelo de T al par formado por el árbol T y una colección
de órdenes locales {ℓv}v∈V , en donde ℓv indica los ángulos entre aristas adyacentes
que inciden en un vértice v. De esta forma se almacena en ℓv la descripción del encaje
alrededor de v, sujeto a rotación.

Notemos que cualquier encaje ortogonal de T tiene asociado un modelo de T , que
es precisamente el modelo que corresponde a los órdenes en los que las aristas están
dibujadas alrededor de cada vértice en dicho encaje; decimos que el encaje de T es
una representación de dicho modelo. Se muestra un ejemplo de esto en la Figura 4.2.
Nuestra estrategia toma en cuenta lo anterior, pues consiste en encontrar un modelo
de T para después encontrar un encaje ortogonal de T que sea una representación de
ese modelo. Primero mostraremos que, dado el modelo, podemos encontrar el encaje
en tiempo O(n).

Lema 4.4.1. Para todo modelo M, existe un encaje ortogonal que es representación
de M. Además, dicho encaje se puede encontrar en tiempo O(n) a partir de M.

53



(a) (b)

Figura 4.2: (a) Un modelo M que consiste de seis estrellas, las cuales representan
los órdenes locales alrededor de los vértices {a, b, c, d, e, f}. (b) Una representación
de M. Notemos que algunas de las estrellas en (a) deben ser rotadas para estar
propiamente alineadas. Además, las aristas de la representación de un modelo pueden
tener longitudes distintas.

Demostración. Elegimos un vértice arbitrario v0 y partimos V en conjuntos Li, i =
1, . . . , t, donde Li = {v ∈ V | d(v0, v) = i} contiene todos los vértices a distancia i de
v0. Después realizamos un proceso que consiste en t pasos. En el paso i, dibujamos
todas las aristas que tienen uno de sus extremos en Li−1 y el otro extremo en Li

como segmentos de longitud 2t−i de manera que se respeten los órdenes locales de
M correspondientes a las aristas alrededor de los vértices en Li−1. Esto es posible
porque a lo más una de las aristas incidentes en cada uno de estos vértices ha sido
dibujada hasta este punto. En la Figura 4.3 se ejemplifica un paso de este proceso.

Resta mostrar que cualesquiera dos aristas sin extremos en común tienen inter-
sección vacía. Esto se cumple por la asignación de las longitudes de los segmentos que
representan a las aristas, dado que 20+21+ ...+2k−1 < 2k. De este modo, un encaje
ortogonal que es representación de M puede ser encontrado en tiempo O(n).

Observemos que el número de dobleces de una trayectoria en un encaje de T de-
pende únicamente del modelo del cual es representación. A continuación, mostramos
la manera de encontrar un modelo que minimice el máximo número de dobleces entre
las trayectorias de T .

Sea M un modelo de T . Denotamos con b(M) al máximo número de dobleces
entre todas las trayectorias de T en cualquier encaje que sea una representación de
M. Sea b(T ) el mínimo valor b(M) entre todos los modelos de T . Nuestro objetivo
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(a) (b)

Figura 4.3: Un ejemplo de un paso en la representación de un modelo deT .

es determinar b(T ) y encontrar un modelo para el que se alcance este valor.

Dada una arista e = (u, v) definimos como T [e, u] al subárbol resultante de la
unión de todas las trayectorias que contienen a e y tienen por extremos a v y a una
hoja del árbol. Se muestra un ejemplo en la Figura 4.4. Denotamos con bM(e, u) al
máximo número de dobleces entre todas las trayectorias de T [e, u] que contienen a
e en el modelo M. Asimismo, denotamos con b(e, u) al mínimo valor de bM(e, v)
entre todos los modelos de T . Nos referiremos a b(e, u) como el valor asociado a e
cuando se orienta de u a v, y a b(e, v) como el valor asociado a e cuando se orienta
de v a u. Decimos que un modelo M de T es óptimo para b(e, u) si se cumple
bM(e′, u′) = b(e′, u′) para todo par (e′, u′) tal que T [e′, u′] ⊆ T [e, u] y que e′ esté
orientado hacia v.

(a) (b) (c)

Figura 4.4: (a) Un árbol T y una arista e = (u, v). (b) T [e, u]. (c) T [e, v].

Notemos que cada modelo de T induce un modelo de T [e, v], el cual determina
el número de dobleces de todas las trayectorias en este subárbol. A continuación
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mostramos que se pueden obtener todos los 2n−2 valores de la forma b(e, v), corres-
pondientes a las dos orientaciones de cada arista de T , en tiempo lineal. Sea v un
vértice de T y sean e1 = (u1, v), e2 = (u2, v), . . . , ed = (ud, v) las aristas incidentes a
v, d ∈ {3, 4}.

Lema 4.4.2. Dados los valores b(e1, u1), . . . , b(ed−1, ud−1) y sus modelos óptimos, M1

de T [e1, u1], . . . ,Md−1 de T [ed−1, ud−1], respectivamente, es posible computar b(ed, v)
y un modelo óptimo de T [ed, v] en tiempo constante.

Demostración. Suponemos s.p.d.g. que b(e1, u1) ≤ . . . ≤ b(ed−1, ud−1). Para minimi-
zar el número de cruces de las trayectorias de T [ed, v] que terminan en ed es necesario
que ed quede alineado con ed−1, lo cual implica que b(ed, v) ≥ máx{b(ed−2, ud−2) +
1, b(ed−1, ud−1)}. Además, T [ed, v] \ {(ud, b)} = T [e1, u1] ∪ . . . ∪ T [ed−1, ud−1] y esos
d − 1 árboles comparten solamente el vértice v. Por lo tanto, para unir los modelos
M1, . . . ,Md−1 basta con asignar el orden local ℓv, y podemos asignar dicho orden
de modo tal que (ud−1, v) y (v, ud) estén alineadas, obteniendo así un modelo óptimo
M de T [ed, v]. Se muestra un ejemplo en la Figura 4.5.

Figura 4.5: Configuración para d = 4 en la prueba del Lema 4.4.2. Notemos que u3,
v y u4 yacen sobre la misma recta.

A continuación, asignamos una hoja arbitraria v de T orientamos a sus aristas
de manera que apunten hacia v.

Teorema 4.4.3. Todos los 2(n − 1) valores de la forma b(e, v), así como el con-
junto de los 2(n− 1) modelos óptimos de sus subárboles correspondientes pueden ser
obtenidos en tiempo O(n).
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Demostración. Obtenemos los 2(n− 1) valores en dos etapas, ilustradas en la Figu-
ra 4.6.

Para computar los n − 1 valores correspondientes a las aristas dirigidas hacia v
creamos una pila en la que insertamos todas las aristas dirigidas cuya cola sea una
hoja. Mientras exista un elemento e = (u,w) al tope de la pila hacemos lo siguiente:
Si u es una hoja asignamos el valor b(e, u) = 0. De otro modo, los valores de todas
las aristas dirigidas que apuntan hacia u y los modelos óptimos de sus subárboles
correspondientes han sido computados en una iteración anterior, y por el Lema 4.4.2
podemos obtener b(e, u) así como el modelo óptimo de T [e, u] en tiempo constante.
Agregamos a la pila una arista dirigida e = (u,w) cuando los valores de todas las
aristas que apuntan a u han sido obtenidos.

En la segunda etapa orientamos todas las aristas desde v. Sea e′ = (v, w) la
arista dirigida que contiene a v como cola. Asignamos b(e′, v) = 0 y realizamos
una búsqueda de anchura desde w. Notemos que para cada vértice x visitado en la
búsqueda ya han sido obtenidos los valores de todas las aristas que apuntan a x así
como los modelos óptimos de sus subárboles correspondientes. Por lo tanto, podemos
aplicar el Lema 4.4.2 para obtener el valor de la arista dirigida con cola x en tiempo
constante.

Utilizaremos el siguiente resultado para probar que, dados los valores computados
anteriormente, podemos encontrar un modelo óptimo en tiempo lineal.

Lema 4.4.4. Existe una arista eM = (a, b) de T tal que b(eM , a) ≤ b(eM , b) ≤
b(eM , a)+1. Además, si b(eM , a) ̸= b(eM , b), entonces se cumple que b(e, v) < b(eM , b)
para cada par (e, v) con T [e, v] ⊂ T [eM , b]. Dados todos los valores de la forma b(e, v)
podemos encontrar dicha arista en tiempo O(n).

Demostración. Sea max el máximo de los valores de la forma b(e, v). Sea f = (u, v)
una arista dirigida tal que b(f, v) = max y que las aristas dirigidas que apuntan a
v tienen valor a lo más max − 1. Por la forma de asignar dichos valores la arista f
existe, además de que podemos encontrarla en tiempo O(n) ya que T es un árbol.
Si b(f, u) ≥ max − 1 terminamos, ya que por la elección de f se cumple b(e, w) <
b(f, v) se cumple para cualquier par (e, w) con T [e, w] ⊂ T [f, v], ver Figura 4.7a.
Supongamos que b(f, u) < max − 1. Consideremos el caso donde el grado de v
es 3. Necesariamente, ambas aristas incidentes en v distintas a f tiene en ambas
orientaciones el valor max − 1, ver Figura 4.7b. Si el grado es cuatro hay dos casos
dependiendo del valor que apunta a v desde la cuarta arista. Si el valor es menor a
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.6: Un ejemplo del proceso de la obtención de los valores de la forma b(e, u)
para un árbol. En las figuras de (a) a (c) se muestran algunos pasos de la primera
etapa y en las figuras de (d) a (f) se muestran algunos pasos de la segunda etapa.

max − 1 es similar al caso anterior. En otro caso, tenemos tres aristas con valores
max y max− 1 que cumplen con la propiedad deseada, ver Figura 4.7c.

4.4.1. Algoritmo

Primero obtenemos todos los los valores de la forma b(e, v) y sus modelos corres-
pondientes como en el Teorema 4.4.3. Después, encontramos una arista eM = (a, b)
como la descrita en el Lema 3 y tomamos los modelos óptimos M1 de T [eM , a] y
M2 de T [eM , b]. Estos modelos puede ser unidos en un modelo M que sea óptimo
con respecto a b(eM , a) y b(eM , b). Por último, obtenemos una representación de M
utilizando el Lema 4.4.1.

Sea B = b(eM , a) + b(eM , b). Vamos a demostrar que b(M) = B = b(T ), lo que
implica que el encaje obtenido minimiza los dobleces entre todas las trayectorias de
T .
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(a) (b)

(c)

Figura 4.7: Ilustración de la prueba del Lema 4.4.4

Teorema 4.4.5. El modelo M obtenido a partir de nuestro algoritmo es tal que
b(M) = B = b(T ).

Demostración. Primero, notemos que existen dos vértices x ∈ V [eM , a] y y ∈ V [eM , b]
tales que bM(x, a) ≥ b(eM , a) y bM(y, b) ≥ b(eM , b). Por lo tanto, bM(x, y) ≥
b(eM , a) + b(eM , b) = B y b(T ) ≥ B.

Falta demostrar que b(M) ⩽ B. Para ello, recordemos que por el Lema 4.4.4,
b(eM , a) ≤ b(eM , b) ≤ b(eM , a) + 1, y que si b(eM , a) ̸= b(eM , b), entonces se cumple
que b(e, v) < b(eM , b) siempre que tengamos T [e, v] ⊂ T [eM , b]. Además, M es óptimo
con respecto a b(eM , a) y b(eM , b). Sean p, q ∈ V dos vértices arbitrarios. Mostraremos
que bM(p, q) ≤ B, para lo cual tenemos tres casos posibles:
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Caso 1: p ∈ T [eM , a] y q ∈ T [eM , b], ver la Figura 4.8 para un ejemplo. Tenemos
que bM(p, q) = bM(p, b) + bM(q, a). Como M es óptimo con respecto a b(eM , a) y
b(eM , b), bM(p, b) ≤ bM(eM , a) = b(eM , a) y bM(q, a) ≤ bM(eM , b) = b(eM , b). Por lo
tanto,

bM(p, q) ≤ b(eM , a) + b(eM , b) = B.

Figura 4.8: Configuración para el caso 1.

Caso 2: p, q ∈ T [eM , a], ver Figura 4.9. Sean p = v0, v1, . . . , vs = q los vértices
de P (p, q) en orden. Sea vi el único vértice en esta trayectoria tal que P (a, vi) y
P (p, q) son disjuntos por aristas. Si i = 0 o i = s, entonces bM(p, q) ≤ bM(eM , a) =
b(eM , a) < B, por lo que suponemos que 1 ≤ i ≤ s − 1, ver Figura 4.9b. Sin
pérdida de generalidad, (vi, vi+1) forma un doblez con la última arista de P (a, vi).
Así, bM(p, vi) ≤ bM(a, p) ≤ b(eM , a) y bM(vi, q) ≤ bM(a, q) − 1 ≤ b(eM , a) − 1. Por
lo tanto,

bM(p, q) ≤ bM(vi, p) + bM(vi, q) + 1 ≤ 2b(eM , a) ≤ b(eM , a) + b(eM , b) ≤ B.

(a) (b)

Figura 4.9: Configuración para el caso 2.

Caso 3. p, q ∈ T [eM , b], ver Figura 4.10. Si b(eM , a) = b(eM , b), procedemos co-
mo en el Caso 2. De otro modo, por el Lema 4.4.4 se cumple b(e, v) < b(eM , b) si
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T [e, v] ⊂ T [eM , b]. Sean p = v0, v1, . . . , vs = q los vértices de P (p, q) en orden. Sea
vi el único vértice tal que P (b, vi) y P (p, q) son disjuntos por aristas. Como en el
caso anterior, suponemos que 1 ≤ i ≤ s− 1, ver Figura 4.10b. Sean e1 = (vi−1, vi) y
e2 = (vi, vi+1). Notemos que T [e1, vi−1] y T [e2, vi+1] están contenidos en T [eM , b], por
lo que b(e1, vi−1) y b(e2, vi+1) son menores a b(eM , b). Como M es óptimo respecto a
b(eM , b), también lo es respecto a b(e1, vi−1) y b(e2, vi+1). Por lo tanto,

bM(p, q) ≤ bM(p, vi)+bM(vi, q)+1 ≤ b(e1, vi−1)+b(e2, vi+1)+1 ≤ 2b(eM , b)−1 ≤ B.

(a) (b)

Figura 4.10: Configuración para el caso 3.

Notemos que los resultados presentados en este capítulo se extienden casi tex-
tualmente a árboles de grados mayores en dimensiones más altas. Es decir que si d
está fija, podemos construir un encaje con segmentos ortogonales en R⌈d/2⌉ que mini-
mice los dobleces de las trayectorias de un árbol de grado máximo d. Por otro lado,
si proyectamos sobre el plano un encaje en una malla de dimensión alta, desde un
ángulo adecuado, y posiblemente cambiando la longitud de algunas de las aristas del
árbol de forma adecuada, podemos obtener un dibujo de T en el plano que requiere
a lo más ⌈d/2⌉ orientaciones para representar a las aristas, lo que nos da el siguiente
resultado:

Teorema 4.4.6. Sea d un entero positivo. Todo árbol de grado máximo d puede
ser encajado en el plano utilizando a lo más ⌈d/2⌉ pendientes para representar las
aristas, de modo tal que se minimice el número de dobleces de la trayectoria que más
se dobla.
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4.5. Área del encaje
En el trabajo presentado en este capítulo no ha sido una de nuestras prioridades

reducir el área utilizada para dibujar a T . Sin embargo, podemos hacer las siguientes
observaciones. Notemos que cualquier columna o fila de la malla en la que no se
haya colocado un vértice pueden ser eliminadas sin alterar el número de dobleces de
cualquier trayectoria. Esto, aunado al hecho de que cada fila o columna en la que se
hayan dibujado k aristas debe tener al menos k+1 vértices, nos muestra que existe un
encaje de T de b(T ) dobleces tal que todos los vértices yacen dentro de un rectángulo
de tamaño a× b donde a+ 1 ≤ n+ 1. Esta cota es justa para algunos árboles, como
trayectorias y 4-estrellas donde cada arista es subdividida en cualquier número de
aristas de menor longitud, véase la Figura 4.11a. Aún para árboles sin vértices de
grado dos podríamos requerir espacio cuadrático, se muestra un ejemplo de esto en
la Figura 4.11b. Estas observaciones contrastan con los resultados dados en [30], en
donde se muestra que los árboles ternarios pueden ser encajados en mallas de área de
tamaño menor a cuadrático. Sin embargo, es posible que se puedan obtener mejores
cotas en esta dirección bajo la hipótesis de que b(T ) sea lo suficientemente grande.

(a) (b)

Figura 4.11: (a) Una 4-estrella cuyas aristas han sido subdivididas. (b) Un árbol sin
vértices de grado dos, el cual requiere área cuadrática para ser dibujado en la malla
entera cuando queremos minimizar b(M).
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Capítulo 5

Cuadriláteros arcoiris en conjuntos
de puntos coloreados

5.1. Introducción
Un conjunto S de n puntos es k-coloreado si cada uno de sus elementos tiene

asignado un color ci, 1 ≤ i ≤ k. En adelante suponemos que para cada i existe al
menos un elemento de S con color ci. Un polígono P cuyos vértices son puntos en S
es un polígono arcoíris si todos sus vértices tienen colores distintos; nos referiremos
a P como un polígono arcoíris de S. El área de un polígono simple P es el área de
la región encerrada por su frontera ∂P . Un polígono cuyos vértices son puntos en S
es vacío si no contiene elementos de S en su interior.

En este capítulo estudiamos dos problemas sobre polígonos arcoíris en conjuntos
de puntos coloreados. El primer problema es encontrar un cuadrilátero arcoíris de
área mínima o máxima en un conjunto de puntos k-coloreado S. Presentamos un
algoritmo de tiempo O(kn2) para este problema. Notemos que un cuadrilátero ar-
coíris de área mínima en S no es necesariamente convexo o vacío, ver Figura 5.1. El
segundo problema consiste en decidir si un conjunto de puntos 4-coloreado contiene
un cuadrilátero arcoíris vacío, ya sea convexo o no. Para este problema presentamos
un algoritmo de tiempo O(n3), el cual regresa un cuadrilátero arcoíris vacío convexo
si este existe, y en caso contrario busca un cuadrilátero arcoíris no convexo.
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Figura 5.1: Un conjunto de puntos en el cual su único cuadrilátero arcoíris de área
mínima no es convexo ni vacío.

5.1.1. Definiciones

Comenzamos describiendo la transformación dual entre puntos y rectas en el
plano, y las propiedades de la subdivisión del plano inducida por un conjunto de
rectas. Estos conceptos fueron estudiados ampliamente en [23] y [46], donde se utili-
zaron para encontrar triángulos de menor área en un conjunto de puntos en el plano
entre otras aplicaciones.

Sea T la transformación geométrica definida como sigue: un punto dado p = (a, b)
es mapeado a una recta ℓ(p) : y = ax−b, y una recta dada ℓ : y = mx+b es mapeada
a un punto p(ℓ) = (m,−b). La transformación T preserva la incidencia, es decir, p ∈ ℓ
si y sólo si p(ℓ) ∈ ℓ(p). La transformación T también preserva el orden, es decir, p
está arriba, sobre, o abajo de ℓ si y sólo si p(ℓ) está abajo, sobre, o arriba de ℓ(p),
respectivamente.

Sea H un conjunto de n rectas en el plano. El conjunto H induce una subdivisión
en el plano, la cual consiste en un conjunto de vértices, aristas y caras determinados
por las intersecciones de los elementos de H. Esta subdivisión, la cual denotamos con
A(H), es conocido como el arreglo de líneas inducido por H. Algunas de las caras y
aristas de A(H) no están acotadas, es decir, se extienden hacia el infinito. Para lidiar
con las regiones no acotadas, podemos suponer que el arreglo A(H) está contenido
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en rectángulo ortogonal lo suficientemente grande para contener todos los vértices
de A(H). Este rectángulo es conocido como la caja contenedora de A(H).

Un arreglo de líneas A(H) es simple si no existen dos rectas que sean paralelas
y si no existen tres rectas concurrentes. La complejidad combinatoria de A(H), que
consiste en la suma del número vértices, aristas y caras de A(H), es de O(n2). Se
define la zona de una recta ℓ ∈ A(H) como el conjunto de caras de A(H) cuya
frontera es intersectado por ℓ. La complejidad de la zona de una recta ℓ ∈ A(H) es
de O(n). Los arreglos de líneas pueden ser construidos en tiempo O(n2) utilizando
espacio de complejidad O(n2).

Dado un arreglo de líneas tal que el conjunto de rectas H que lo induce es el
conjunto de rectas obtenidas al aplicar la transformación dual sobre conjunto de
puntos S, es posible obtener el orden angular de los elementos de S alrededor de uno
de sus puntos en tiempo O(n) [8, 57]. Esto ocurre porque, dado un punto p ∈ S y su
recta dual ℓ(p) ∈ A(H), el orden de las intersecciones de ℓ(p) con las rectas de A(H)
es el orden angular de los puntos de S alrededor de p correspondientes a tales rectas.

5.2. Trabajo previo
Desde la década de 1980 diversos autores han estudiado problemas relacionados

con encontrar polígonos cuyos vértices sean elementos de un conjunto de puntos en
el plano y que cumplan con cierta propiedad, por ejemplo, que el área de la región
que encierran sea mínima o máxima, ser convexo, o no contener otros elementos del
conjunto de puntos en su interior. A continuación, mencionamos los trabajos más
relevantes con respecto a los problemas estudiados en este capítulo, comenzando con
aquellos relacionados a buscar polígonos cuya área sea mínima.

Chazelle et al. [23] y Edelsbrunner et al. [46] estudiaron de forma independiente
el problema de encontrar un triángulo de área mínima cuyos vértices son puntos
de un conjunto de cardinalidad n y presentaron algoritmos que utilizan tiempo y
espacio O(n2). Ambos resultados son aplicaciones de una transformación dual entre
rectas y puntos, así como de las propiedades de los arreglos de rectas. El espacio
utilizado puede ser reducido si se evita tener que almacenar un número cuadrático
de intersecciones de rectas en el arreglo. Edelsbrunner y Guibas [45] demostraron
que una forma de lograr esto con espacio O(n) es mediante una técnica conocida
como barrido topológico. Para polígonos con un mayor número de lados, Eppstein
et al. [48] demostraron que se pueden encontrar m-ágonos convexos de área mínima
cuyos vértices sean elementos de un conjunto de n puntos en tiempo O(mn3). Su
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algoritmo utiliza espacio de tamaño O(n) para m = 4 y O(n2) para m ≥ 5. Poco
tiempo después, Eppstein [47] presentó un algoritmo de tiempo O(n2 log n+ 26mn2)
para este problema, el cual consigue una cota mejor cuando m es constante. Si se
busca un pentágono de área mínima que no sea necesariamente convexo, este puede
ser encontrado en tiempo O(nT (n)), donde T (n) es el número de triángulos vacíos
en el conjunto de puntos, lo cual fue demostrado por Hêche y Liebling [62].

Consideremos ahora los problemas relacionados con buscar m-ágonos de área
máxima cuyos vértices son puntos de un conjunto P . Cordes [29] demostró que los
vértices de un m-ágono de área máxima estarán en el cierre convexo de P siempre
que se cumpla que m sea menor o igual a la cantidad de puntos en el cierre convexo
de P . Lo anterior implica que si m es suficientemente pequeña o el cierre convexo de
P contiene un número suficientemente grande de puntos este problema es equivalente
a encontrar el m-ágono de área máxima cuyos vértices son puntos de un polígono
convexo.

En 1979, Dobkin et al. [43] presentaron un algoritmo de tiempo lineal para encon-
trar un triángulo o un cuadrilátero de área máxima inscrito en un polígono convexo.
Diversos autores se basaron en estos resultados para estudiar problemas relacionados
a buscar m-ágonos de área máxima, sin embargo, un artículo reciente de Keikha et
al. [102] muestra que el algoritmo de Dobkin et al. y los resultados basados en él son
incorrectos. Esto hace relevante el resultado de Keikha et al. a pesar de que, desde
1992, existe un algoritmo paralelizable de tiempo lineal para encontrar un triángulo
de área máxima en un polígono convexo, el cual fue presentado por Chandran y
Mount [20]. Después de la publicación de Keikha et al. [102] nuevos algoritmos de
tiempo lineal para encontrar el triángulo de área máxima en un polígono convexo
fueron presentados de forma independiente por Jin [65] y por Kallus [66]. Por otro la-
do, Rote [83] probó que también es posible encontrar un cuadrilátero de área máxima
inscrito en un polígono convexo en tiempo lineal.

Los problemas estudiados en este capítulo se encuentran en la intersección en-
tre los problemas discutidos anteriormente y aquellos que tratan de encontrar cierto
tipo de polígonos en conjuntos de puntos coloreados, como los que mencionamos a
continuación. Cravioto et al. [31] demostraron que si S es un conjunto de puntos
k-coloreado de tamaño suficientemente grande, entonces existe un triángulo mono-
cromático con vértices en S que contiene a lo más k − 3 puntos en su interior para
k ≥ 4, además, probaron que siempre existe un cuadrilátero monocromático convexo
con a lo más 2k − 3 puntos en su interior para k ≥ 2.

Un subconjunto de un conjunto de puntos S es llamado una isla si es la intersec-

66



ción de S con un conjunto convexo. Bautista et al. [11] presentaron un algoritmo de
tiempo O(n3) para encontrar una isla monocromática de cardinalidad máxima en un
conjunto de puntos 2-coloreado. Este mismo algoritmo, con modificaciones menores,
puede resolver una versión del mismo problema en el que se han asignado pesos a los
elementos de S y se busca una isla de peso máximo.

Se dice que un conjunto de puntos k-coloreado está balanceado si contiene el
mismo número de puntos de cada color; un polígono está balanceado si su conjunto
de vértices es un conjunto balanceado. Aichholzer et al. [1] probaron que cualquier
conjunto de puntos 2-coloreado y balanceado con 2n elementos contiene al menos
1/45n2 −Θ(n) polígonos balanceados y vacíos de 6 vértices. Bereg et al. [13] demos-
traron que cualquier conjunto de puntos 2-coloreado y balanceado con 2n elementos
contiene al menos (n2 − 4n)/12 cuadriláteros balanceados vacíos y que esta cota es
justa salvo por un factor constante. En el mismo artículo dieron una caracterización
de los conjuntos de puntos 2-coloreados que contienen cuadriláteros vacíos.

El índice arcoíris rk es el menor entero m tal que cada conjunto de puntos k-
coloreado S contiene un polígono arcoíris perfecto con a lo más m vértices (un polí-
gono arcoíris es perfecto si contiene exactamente un punto de cada color, ya sea en
su frontera o en su interior). Flores-Peñaloza et al. [53] determinaron el valor de rk
para k ≤ 7 y probaron que, en general, (20n− 28)/19 ≤ rk ≤ (10n)/7 + 11.

Recientemente, Fabila-Monroy et al. [50] demostraron que cualquier conjunto de
puntos k-coloreado en el cual cada clase cromática tenga al menos k puntos contiene
Θ(k3) triángulos arcoíris vacíos. Además, mostraron ejemplos de conjuntos de puntos
que no contienen un cuadrilátero arcoíris vacío, ya sea convexo o no.

5.3. Cuadriláteros arcoíris de área mínima o máxi-
ma

El algoritmo presentado en esta sección se basa en el hecho de que todo cuadri-
látero contiene al menos una diagonal, es decir, un segmento que une a dos de sus
vértices y que está completamente contenido en el cuadrilátero. Hacemos la siguiente
observación respecto a las diagonales en cuadriláteros arcoíris de área mínima.

Sea S un conjunto k coloreado y sea Q un cuadrilátero arcoíris de menor área
contenido en S. Consideremos una diagonal s(a, b) de Q. Sea A = △abq el triángulo
arcoíris de área mínima tal que q ∈ S está arriba de ℓ(a, b) y sea B = △abr el
triángulo arcoíris de menor área tal que r está abajo de ℓ(a, b).
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Observación 5.3.1. Si q y r tienen colores distintos, entonces el área de Q es igual
al área de A ∪B.

Supongamos que los puntos q y r tienen el mismo color ci. Sea C el triángulo
arcoíris de área mínima con vértices a, b y un punto de color distinto a ci arriba de
ℓ(a, b). Definimos D de forma análoga con el tercer punto debajo de ℓ(a, b). De lo
anterior podemos hacer la siguiente observación:

Observación 5.3.2. El área de Q es igual al área de A ∪D o al área de B ∪ C.

Las dos observaciones anteriores nos permiten utilizar la siguiente estrategia para
encontrar el cuadrilátero arcoíris de área mínima.

Para cada par {a, b} de puntos de color distinto en S buscamos el cuadrilátero
arcoíris de menor área que tiene al segmento s(a, b) como diagonal y posteriormente
elegimos el cuadrilátero de menor área entre todos los resultantes.

Primero obtenemos, para cada color ci distinto del color de a y del color de b,
el triángulo arcoíris de área mínima △abq tal que q tiene color ci y está arriba de
ℓ(a, b). Por las observaciones 5.3.1 y 5.3.2, es suficiente con almacenar dos triángulos
arcoiris para cada diagonal bicromática s(a, b) los triángulos △abq y △abr tales que:

q y r tienen color distinto entre sí,

para cualquier punto s del mismo color que q (respectivamente, s) arriba de
s(a, b), el área de △abq (respectivamente, △abr) es menor o igual que el área
de △abs,

para cualquier punto s arriba de ℓ(a, b) y de color distinto al de q o r se cumple
que el área de △abs es mayor o igual que la de △abq y de △abr.

De forma análoga, almacenamos dos triángulos arcoíris de área mínima con vér-
tices a, b y un tercer punto de color distinto debajo de ℓ(a, b).

Una vez que hemos obtenido los cuatro triángulos arcoíris para s(a, b) los usamos
para encontrar el par de triángulos, uno de cada lado de s(a, b), cuya unión es un
cuadrilátero arcoíris de área mínima que contiene a s(a, b) como una diagonal. Al
proceder de manera similar con cada segmento bicromático en S obtenemos el cua-
drilátero arcoíris de área mínima en S. Existen O(n2) pares de puntos de distinto
color en S. Utilizaremos la transformación dual T como preprocesamiento de manera
que los cuatro triángulos que almacenamos para cada segmento sean encontrados de
manera eficiente.
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Existe un resultado clásico que dice que un triángulo de área mínima cuyos vérti-
ces son puntos en un conjunto de puntos no coloreados P ∈ R2 puede ser encontrado
en tiempo O(n2) utilizando la transformación dual T , ver [23] y [46]. A continuación,
damos una breve descripción de su demostración.

Supongamos que un triángulo de área mínima en P tiene vértices p, q, r ∈ P .
Entonces se cumple que r es el punto más cercano a la recta ℓ(p, q) entre todos los
puntos en P \{p, q}. Sea H el conjunto de líneas obtenido al aplicar la transformación
T en los elementos de P y sea A(H) el arreglo de líneas inducido por H. Entonces
ℓ(p, q) se transforma en el punto s = ℓ(p) ∩ ℓ(q) y r se transforma en la recta ℓ(r),
inmediatamente arriba o abajo de s verticalmente. Lo anterior se cumple ya que
el punto contenido en ℓ(r) cuya coordenada x es igual que la coordenada x de s
corresponde a la recta paralela a ℓ(p, q) que contiene a r. Para obtener el triángulo
de área mínima que tiene como vértice al punto r ∈ P se recorre la recta ℓ(r) ∈ A(H)
mientras se obtiene, para cada vértice v = ℓ(p)∩ℓ(q) en cada cara de A(H) incidente
a ℓ(r), el área del triángulo △pqr.

Figura 5.2: Ninguna de las tres rectas ℓi, ℓj, ℓk interseca una cara que contenga la
intersección de las otras dos rectas.

Consideremos ahora el problema de encontrar un triángulo arcoíris de menor área
en un conjunto de puntos k-coloreado S. Sean p, q y r los vértices de un triángulo
arcoíris de menor área en S. Sea H el conjunto de rectas duales de los puntos de S.
La recta dual de p, ℓ(p), puede no intersecar ninguna cara de A(H) que contenga el
vértice ℓ(p)∩ ℓ(r), ver Figura 5.2. Lo anterior también puede ocurrir para los puntos
q y r, por lo cual la estrategia clásica podría fallar para encontrar el triángulo de área
mínima que contenga los dos puntos de algún segmento bicromático. Sin embargo,
si consideramos el arreglo A(Hr) inducido por todas las rectas que tengan el mismo
color que ℓ(r), y en dicho arreglo insertamos las rectas ℓ(p) y ℓ(q), entonces ℓ(r)
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contiene una arista de A(Hr) contenida en la misma cara que ℓ(p)∩ ℓ(q). Este hecho
sugiere el algoritmo presentado a continuación.

5.3.1. Algoritmo

Sea H el conjunto de rectas duales de los elementos en S y sea A(H) el arreglo
de rectas inducido por H. Sea Ai(H) el arreglo de líneas de H correspondientes a los
puntos con color ci para i = 1, . . . , k.

Sea p un punto de color ci y sea cj un color distinto a ci. La recta dual de p, ℓ(p),
puede ser dividida en un conjunto de intervalos tales que cualesquiera dos puntos
contenidos en el mismo intervalo tienen una misma recta de Aj(H) inmediatamente
arriba de ellos (verticalmente). Aquí podemos hacer dos observaciones:

Pueden existir intervalos sin una recta de Aj(H) arriba (abajo) de ellos, a saber,
intervalos de ℓ(p) contenidos en la envoltura superior (inferior) de Aj(H∪ℓ(p)).

Los extremos de los intervalos tienen al menos dos rectas de Aj(H) inmediata-
mente arriba de ellos (verticalmente).

La subdivisión de ℓ(p) en intervalos puede ser obtenida al insertar ℓ(p) en Aj(H)
para después recorrer al mismo tiempo ℓ(p) y las aristas de las caras de la zona de
ℓ(p) en Aj(H) arriba de ℓ(p) de izquierda a derecha. De manera análoga, separamos
ℓ(p) en intervalos correspondientes a las rectas de Aj(H) inmediatamente abajo de
ℓ(p). Describimos a continuación la manera de encontrar los intervalos para las rectas
arriba de ℓ(p).

Para el primer intervalo existen tres casos. Si una recta de Aj(H) interseca la
arista izquierda de la caja contenedora de Aj(H) inmediatamente arriba de su in-
tersección con ℓ(p), entonces el primer intervalo corresponde a dicha recta. De otro
modo, si la primera intersección de la arista superior de la caja contenedora de Aj(H)
corresponde a una recta con pendiente negativa, entonces el primer intervalo corres-
ponde a dicha recta. En el caso restante el primer intervalo no tiene una recta de
Aj(H) asignada y el segundo intervalo comienza en la primera intersección de ℓ(p)
con una recta de Aj(H) (la cual tendrá pendiente positiva), a la que corresponderá
ese segundo intervalo.

Sea L ∈ Aj(H) la recta actual en el recorrido de la zona de ℓ(p) en Aj(H), la cual
corresponde a un intervalo con punto inicial a ∈ ℓ(p). A continuación, mostramos la
manera encontrar el punto final de este intervalo.
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Si la siguiente recta en el recorrido es ℓ(p), entonces el intervalo correspon-
diente a L termina en ℓ(p) ∩ L. Este punto también es el inicio del siguiente
intervalo. Continuamos con el recorrido de la siguiente cara iniciando en L. El
siguiente intervalo corresponde a la primera recta tal que la proyección vertical
de su intersección con la recta anterior en el recorrido no interseque a L, ver
figuras 5.3a, 5.3b y 5.3c. Puede pasar para el siguiente intervalo no exista una
recta de Aj(H) arriba de él, ver Figura 5.3d.

Si la siguiente recta en el recorrido es una recta L′ de color cj, entonces revisa-
mos la región de ℓ(p) contenida entre a y la proyección vertical de L∩L′ en ℓ(p),
que denotamos con α. Se muestra un ejemplo en la Figura 5.3e. Si no existe
una recta de Aj(H) que interseque a ℓ(p) entre a y α, entonces el intervalo
actual termina en α. De otro modo, tomamos la recta L′′ que interseca a ℓ(p)
entre a y α tal que su punto de intersección con ℓ(p) es el más cercano a a. En
este caso, ℓ(p) es el final del intervalo actual y el principio del siguiente, que
corresponde a la recta L′′, ver el punto b en la Figura 5.3f.

El extremo derecho del último intervalo se determina de manera análoga al ex-
tremo izquierdo del primer intervalo.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.3: Posibles casos para el intervalo [a, b].
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Una vez que hemos obtenido el conjunto de intervalos correspondientes a las rectas
de Aj(H) inmediatamente arriba de ℓ(p) y el conjunto de intervalos correspondientes
a las rectas de Aj(H) inmediatamente abajo de ℓ(p), realizamos un recorrido de ℓ(p)
de izquierda a derecha. Para cada recta ℓ(q) correspondiente a un punto q de un color
distinto a ci y cj, obtenemos los triángulos △pqpj y △pqp′j, donde ℓ(pj) es la recta de
Aj(H) arriba de ℓ(p) correspondiente al intervalo de ℓ(p) que contiene a ℓ(p) ∩ ℓ(q),
y ℓ(p′j) es la recta de Aj(H) abajo de ℓ(p) correspondiente al intervalo que contiene
a ℓ(p) ∩ ℓ(q) Finalizamos este paso al remover a ℓ(p) de Aj(H).

Procedemos de esta manera para cada uno de los (k−1) colores distintos al color
de p. Mientras tanto, guardaremos para cada intersección de ℓ(p) con una recta q de
color distinto. y para cada lado de ℓ(p), dos triángulos de área mínima △abq y △abr
tal que q y r tienen color distinto.

En el último paso, recorremos ℓ(p) una vez más y computamos para cada punto
ℓ(p) ∩ ℓ(q) el cuadrilátero de área mínima que contiene la diagonal s(p, q), el cual
está dado por la unión de dos de los cuatro triángulos almacenados para ℓ(p)∩ ℓ(q).
Al repetir este paso para cada punto en S obtenemos el cuadrilátero arcoíris de área
mínima cuyos vértices son puntos de S.

Ahora analizamos la complejidad del algoritmo. Construir A(H) y Aj(H) para
i = 1, . . . , k toma tiempo O(k n2). Cada recta ℓ(p) ∈ Ai(H) es insertada en Ai(H)
para i = 1, . . . , k. Luego recorremos la zona de ℓ(p) en cada uno de esos arreglos
para obtener los intervalos. Después, recorremos ℓ(p) para obtener el cuadrilátero
correspondiente a cada intersección de una recta con ℓ(p). Este paso toma tiempo
O(k n) para cada recta en A(H). Por lo tanto, el tiempo de ejecución total del
algoritmo es O(k n2) y tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.3. Sea S un conjunto de puntos k-coloreado en R2 de cardinalidad
n en posición general. Un cuadrilátero arcoíris de área mínima cuyos vértices son
puntos en S puede ser encontrado en tiempo O(k n2) usando espacio O(n2).

Observemos que el proceso anterior tiene como paso intermedio encontrar el trián-
gulo arcoíris de área mínima que tiene como vértices los extremos de cada segmento
bicromático en S. Así, el siguiente corolario se sigue directamente de la prueba del
Teorema 5.3.3:

Corolario 5.3.4. Sea S un conjunto de puntos k-coloreado en R2 de cardinalidad n
en posición general. Un triángulo arcoíris de área mínima cuyos vértices son puntos
en S puede ser encontrado en tiempo O(k n2) usando espacio O(n2).
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Consideremos ahora el problema de encontrar un cuadrilátero arcoíris de área
máxima cuyos vértices sean puntos en S. Podemos seguir un razonamiento similar al
de la prueba del Teorema 5.3.3, y obtener, para cada recta ℓ(p) ∈ A(H), un conjunto
de intervalos a partir de las rectas de cada color más alejadas verticalmente arriba
y abajo de ℓ(p). Notemos que, como en el caso anterior, pueden existir intervalos de
ℓ(p) para los que no haya una recta abajo o para los que no haya una recta arriba
de ellos. Estos intervalos corresponden a secciones de ℓ(p) contenidas en la envoltura
inferior o superior o A(H). Las rectas correspondientes a los siguientes intervalos
son obtenidas con recorridos similares a los anteriores. Por lo tanto, tenemos los
siguientes resultados:

Teorema 5.3.5. Sea S un conjunto de puntos k-coloreado en R2 de cardinalidad
n en posición general. Un cuadrilátero arcoíris de área máxima cuyos vértices son
puntos en S puede ser encontrado en tiempo O(k n2) usando espacio O(n2).

Corolario 5.3.6. Sea S un conjunto de puntos k-coloreado en R2 de cardinalidad n
en posición general. Un triángulo arcoíris de área máxima cuyos vértices son puntos
en S puede ser encontrado en tiempo O(k n2) usando espacio O(n2).

5.4. Cuadriláteros arcoíris vacíos
En esta sección estudiamos el problema de decidir si, dado un conjunto de n

puntos 4-coloreado S, existe un cuadrilátero arcoíris vacío, ya sea convexo o no,
cuyos vértices sean puntos de S. El resultado que presentamos es un algoritmo de
tiempo O(n3) que reporta un cuadrilátero arcoíris vacío y convexo en S, si este existe.
En caso contrario, el algoritmo reporta, si existe, un cuadrilátero arcoíris vacío que
no sea convexo cuyos vértices sean puntos en S.

Sean p y q puntos en S con diferente color y supongamos sin pérdida de generali-
dad que p tiene color c1, q tiene color c2, ℓ(p, q) es horizontal, y p está a la izquierda
de q. Vamos a encontrar, si existe, un cuadrilátero arcoíris vacío Q tal que s(pq) es
una diagonal de Q. Para esto, primero encontraremos todos los triángulos arcoíris
vacíos cuyos vértices son p, q, y un punto arriba o abajo de ℓ(p, q).

Supongamos que un cuadrilátero arcoíris vacío Q existe en S. Sean r y s, respec-
tivamente, los vértices de Q arriba y abajo de ℓ(p, q). Entonces, si Q es convexo, el
punto s se encuentra en la región a la derecha de ℓ(r, q), a la izquierda de ℓ(r, p) y
abajo de ℓ(p, q). Llamamos a esta región la región factible de r.
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Los triángulos arcoíris vacíos que contienen a p, q y un punto arriba de ℓ(p, q) son
encontrados de la siguiente manera. Sean C1, C2, C3, y C4 los subconjuntos de puntos
de S contenidos arriba de ℓ(p, q) que tienen color c1, c2, c3, y c4, respectivamente.
Sea S ′′ = C1∪C2∪C3∪C4. Obtenemos el orden radial en sentido de los elementos de
S ′′, en sentido horario alrededor de p comenzando desde q, y en sentido antihorario
alrededor de q comenzando desde p. Definimos un conjunto R que contiene, por cada
elemento r en S ′′, un punto r′ = (xr, yr) tal que xr es la posición de r alrededor de
p y yr es la posición de r alrededor de q.

Ahora consideremos dos puntos r y s de S ′′ y supongamos que s está dentro
del triángulo △pqr. Entonces se cumple que s es mayor que r en ambos ordena-
mientos radiales, por lo que s′ domina a r′; se muestra un ejemplo de esto en la
Figura 5.4. Por lo tanto, el triángulo △pqr es un triángulo vacío si y sólo si r′ es un
punto maximal de R. Dado que los elementos de R ya están ordenados respecto a
ambas coordenadas, podemos encontrar su subconjunto de elementos maximales (y
sus puntos correspondientes S ′′) en tiempo O(n). Después, de los puntos obtenidos
conservamos solamente aquellos que tengan color c3 o c4. Si no quedan puntos de
un lado de ℓ(p, q), o si todos los puntos restantes son del mismo color entonces no
existe un cuadrilátero arcoíris con s(p, q) como diagonal. Supongamos que este no es
el caso. Entonces los puntos almacenados aparecen en el mismo orden con respecto a
p y q. Separamos estos puntos en dos subconjuntos: {a1, . . . , at} contiene los puntos
que están arriba de ℓ(p, q) y {b1, . . . , bu} contiene los puntos abajo de ℓ(p, q), ambos
ordenados en sentido horario alrededor de p.

(a) (b)

Figura 5.4: (a) El conjunto de puntos de S ′′ arriba de ℓ(p, q). (b) El
conjunto de puntos R generado a partir de los órdenes alrededor de p y

q.

74



Si existe al menos un par a ∈ {a1, . . . , at}, b ∈ {b1, . . . , bu} tal que a y b tienen
colores diferentes, entonces recorremos los elementos de ambos conjuntos en orden
dos veces; ver la Figura 5.5 para un ejemplo. En el primer recorrido consideramos
solamente los puntos de C3∩{a1, . . . , at} y C4∩{b1, . . . , bu}, y en el segundo recorrido
consideramos solamente los puntos de C4∩{a1, . . . , at} y C3∩{b1, . . . , bu}. Sean ai y
bj los puntos actuales en el recorrido. Si bj está a la izquierda de ℓ(ai, q), entonces está
fuera de la región factible de am, m ≥ i. En este caso nos movemos al punto bj+1. Del
mismo modo, si bj está a la derecha de ℓ(ai, q) nos movemos al punto ai+1. En el caso
restante □paiqbj es un cuadrilátero arcoíris vacío convexo. Si sucede que terminan
los dos recorridos y no se ha encontrado un cuadrilátero convexo, regresamos □paqb,
el cual es un cuadrilátero arcoíris vacío.

Figura 5.5: Cuando los puntos del recorrido son a3 y b3 encontramos un cuadrilátero
arcoíris convexo vacío.

Al repetir el proceso anterior para cada par de puntos obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 5.4.1. Podemos decidir si S contiene un cuadrilátero arcoíris convexo
vacío o un cuadrilátero arcoíris vacío en tiempo O(n3) y usando espacio O(n2).
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Capítulo 6

Conclusiones

A continuación hacemos una breve recopilación de las contribuciones presentadas
en cada capítulo de esta tesis, así como del posible trabajo a futuro en los problemas
que estudiamos:

En el Capítulo 2 estudiamos una variante del problema de la galería de arte
inspirada en aplicaciones de drones (también conocidos como vehículos aéreos no
tripulados). En este problema queremos colocar el número mínimo de estaciones de
carga necesarias sobre el contorno de una isla I de perímetro L, de manera que un
dron con rango de vuelo d pueda darle la vuelta completa a I. Los drones pueden
volar sobre el contorno de I o sobre el mar, y usan dichas estaciones para reabastecer
su energía. Presentamos un algoritmo de tiempo O(n2+ L

d
n) que regresa una solución

óptima, o con una estación adicional con respecto a una solución óptima. En caso
de que se requiera una estación colocada en el cierre convexo de la isla, la solución
regresada por el algoritmo es óptima.

Entre la literatura sobre aplicaciones de drones disponible actualmente podemos
encontrar varios tipos de resultados. Algunos son del tipo teórico, tal es el caso del
resultado presentado en esta tesis. Por otro lado, existen artículos en los que, en lugar
de buscar una solución exacta, se utilizan heurísticas que permitan obtener soluciones
aceptables para problemas en los que participan un número considerablemente grande
de factores. Los resultados aquí presentados podrían utilizarse para avanzar en la
segunda dirección, ya que nuestro algoritmo permite cierta adaptabilidad para tomar
en cuenta otros factores.

Nuestra suposición de que los drones vuelan alrededor del contorno de una isla nos
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permitió modelar este problema como uno de polígonos en R2. Así, pudimos asumir
que todo dron volará a una altura constante durante su recorrido, lo que vuelve
razonable la suposición de que los drones siempre podrán volar una distancia d entre
recargas. Sin embargo, en otras aplicaciones podría suceder que la distancia máxima
que un dron puede desplazarse entre dos estaciones varíe debido a factores como
cambios de elevación del suelo o la presencia de obstáculos. En estos casos podría
ser necesario computar esta distancia cada vez que se coloque una nueva estación.
Si fuera posible realizar estos cálculos en tiempo lineal cada vez, nuestro algoritmo
podría adaptarse para enfrentar estos casos sin aumentar la complejidad temporal.
Para lograr esto basta con cambiar el valor de d en los pasos que se describen en los
lemas 2.5.7 y 2.5.8; estos dos pasos se realizan para cada estación colocada y toman
tiempo lineal.

Por otro lado, el algoritmo aquí presentado podría utilizarse como subrutina en
algoritmos destinados a resolver otros problemas sobre drones. Un ejemplo de esto
es un problema que estudiamos en el artículo que enviamos a Theoretical Computer
Science y que no fue incluido en esta tesis. En dicho problema tenemos permitido
colocar k estaciones de recarga en el contorno de la isla, y queremos colocarlas de
modo que se minimice el rango de vuelo d necesario para que los drones puedan
realizar su recorrido. Diseñamos un algoritmo que regresa una aproximación aditiva
para este rango de vuelo, el cual utiliza como subrutina el algoritmo presentado en
esta tesis.

Por último, el trabajo a futuro más evidente que se desprende de este resultado es
determinar si el problema de obtener la solución óptima para el número de estaciones
(sin restricciones) es polinomial y, en el caso positivo, diseñar un algoritmo que
obtenga dicha solución.

En el Capítulo 3 presentamos un resultado que es continuación del trabajo rea-
lizado durante los estudios de maestría del autor. El problema estudiado en este
capítulo es el de cobertura con balizas, una variante del problema de la galería de
arte en la que los guardias, en lugar de vigilar aquellos puntos que les sean visibles,
vigilan todos aquellos puntos que puedan atraer hacia sí mismos como lo haría un
imán con una partícula de hierro. Aquí, estudiamos el problema de cobertura con ba-
lizas en una familia de poliedros ortogonales llamados ortoárboles Además, añadimos
la restricción de que las balizas sean colocadas sobre vértices de estos poliedros.

En este capítulo probamos que ⌊n/12⌋ balizas son siempre suficientes para vigilar
un ortoárbol de n vértices. Con este resultado obtenemos la cota combinatoria justa,
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ya que la cota inferior se presentó en la tesis de maestría del autor, ver [74]. Dicha
cota inferior se incluye también en esta tesis con la intención de mostrar el resultado
completo. El resultado que presentamos concluye con esta línea de investigación,
por lo que el posible trabajo futuro relacionado con este problema comienza con
la búsqueda de otras familias no triviales de poliedros ortogonales que puedan ser
vigiladas con balizas colocadas en sus vértices.

En el Capítulo 4 estudiamos un problema acerca de encontrar encajes ortogonales
de gráficas en los que las aristas de las gráficas sean representadas con segmentos de
recta, y sus vértices con puntos de coordenadas enteras. Presentamos un algoritmo
de tiempo lineal que, dado un árbol T de grado máximo cuatro, encuentra un encaje
ortogonal de T que minimiza la máxima cantidad de dobleces entre sus trayectorias.

En las últimas décadas se han estudiado muchos problemas relacionados a en-
contrar encajes rectilíneos de gráficas, por lo que nos resultó sorprendente que esta
variante no hubiese sido estudiada aún. Por esta razón, podría resultar de interés
agregar otras restricciones al encaje buscado. Por ejemplo, podríamos tratar de mi-
nimizar el área de su caja contenedora: Como mencionamos anteriormente, existen
casos en los que el encaje que minimiza el máximo número de dobleces por trayecto-
ria, b(T ), requiere área cuadrática. Sin embargo, este podría no ser el caso si b(T ) es
lo suficientemente grande, por lo que una posible línea de investigación para trabajo
futuro sería que el área del encaje encontrado sea sensible al valor b(T ).

Continuando con la misma línea de investigación, se podrían considerar otras
familias de gráficas que han sido estudiadas en la literatura sobre encajes rectilíneos
de gráficas. Por ejemplo, se pueda decidir en tiempo polinomial si una gráfica plana-
exterior o una gráfica en serie-paralela tiene un encaje ortogonal, por lo que es factible
tratar de minimizar los dobleces de las trayectorias en este tipo de gráficas. Además,
podemos considerar aquellas familias de gráficas para las que se ha determinado que
se pueden dibujar con una cantidad constante de dobleces en sus aristas, pero ahora
con el fin de minimizar el máximo número de dobleces de sus trayectorias. Dado que
en estos tipos de gráficas puede existir más de una trayectoria uniendo un par de
vértices, podemos considerar los dobleces de una trayectoria más corta entre cada
par de vértices e ignorar el resto de las trayectorias que los unen.

Otra posible variante a considerar es aquella en la que los vértices de una gráfica
son asignados a puntos fijos en el plano antes de buscar el encaje. En esta variante
estamos obligados a permitir dobleces en las aristas si queremos evitar o reducir
los cruces entre ellas. Así, las variantes en las cuales trabajar podrían tratar sobre
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minimizar los dobleces en el interior de las aristas evitando por completo los cruces
(ya sea el número máximo por arista o la suma total), o acerca de minimizar la suma
total de cruces y dobleces en el encaje.

Finalmente, en el Capítulo 5 estudiamos dos problemas en puntos coloreados en
el plano. En el primer problema, dado un conjunto S de n puntos coloreados con k
colores, queremos encontrar el cuadrilátero arcoíris de área máxima o de área mínima
cuyos vértices sean elementos de S. Presentamos un algoritmo de tiempo O(kn2) para
solucionar este problema. El segundo problema trata sobre encontrar un cuadrilátero
arcoíris vacío en un conjunto de n puntos coloreados con 4 colores. Presentamos un
algoritmo de tiempo O(n3) que encuentra, si existe, un cuadrilátero arcoíris vacío y
convexo. Si no existe, el algoritmo decide si existe un cuadrilátero arcoíris vacío y en
caso positivo lo reporta.

Para el primer problema podemos considerar el siguiente trabajo a futuro. Res-
pecto a encontrar un cuadrilátero arcoíris de menor área, reducir el factor n2 de forma
significativa parece poco probable, dado que se sabe que encontrar el triángulo de
menor área es un problema 3SUM-difícil (este problema es evidentemente más difícil
que encontrar tripletas de puntos alineados en el plano). Por lo tanto, consideramos
como el principal problema abierto reducir el factor k, posiblemente para obtener un
algoritmo de tiempo O(n2 log k). El caso de los cuadriláteros de área máxima es dis-
tinto, puesto que se sabe que encontrar un triángulo de área máxima en un conjunto
de puntos toma tiempo O(n log n) (el problema es lineal en polígonos convexos, por
lo que requerimos primero construir el cierre convexo del conjunto, el cual define el
triángulo de área máxima). Así, quedaría abierto el problema de determinar si se
pueden reducir ambos factores en la complejidad. Para el segundo problema también
creemos posible reducir la complejidad al menos a O(n2 log n), sin embargo no hemos
encontrado una manera de lograrlo a la fecha.

Otras posibles líneas de investigación podrían considerar polígonos arcoíris con
un mayor número de lados, ya sea para un número de lados constante, como los
pentágonos, o bien, encontrar una generalización para polígonos con m vértices.
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