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Oh matemdticas severas, no os he olvidado desde que vuestras sabias lecciones, mds dulces que la
miel, se derramaron en mi corazon, como una ola refrescante. Instintivamente, desde la cuna, aspiraba
a beber en nuestra fuente, mds antigua que el sol, y sigo recorriendo el atrio sagrado de vuestro templo
solemne, yo, el mds fiel de vuestros iniciados. Habia, en mi espiritu, una especie de melancolia, un no sé
qué espeso como el humo; pero supe franquear religiosamente los peldafios que llevan a vuestro altar y
vosotras alejasteis de mi ese velo obscuro, como el viento aleja a la mariposa. Pusisteis, en su lugar una
frialdad excesiva, una consumada prudencia y una légica implacable. Con la ayuda de vuestra
fortificante leche, mi inteligencia se desarrollé rdpidamente y tomo proporciones inmensas, en medio de
esa arrebatadora claridad que con tanta prodigalidad otorgdis a quienes os aman con amor sincero.
jAritmétical, jdlgebral, jgeometrial, ;trinidad grandiosa!, jlluminoso tridngulo!

Isidore Ducasse, Conde de Lautréamont

Cuando ot al docto astronomo,

cuando me presentaron, ordenadas en columnas, las pruebas y las cifras,

cuando me ensefiaron las cartas y los diagramas, para que los sumara, dividiera y midiese,

cuando ot desde mi asiento la conferencia del astrénomo, que suscitaba grandes ovaciones en la sala,
qué pronto me senti inexplicablemente hastiado,

hasta que me escabulli y me fui a andar solo,

respirando el mistico y hiimedo aire de la noche, y mirando las estrellas,

de vez en cuando, en perfecto silencio.

Walt Whitman

jLa ciencia, la nueva nobleza! El progreso. ;El mundo avanza! ; Por qué no iba a moverse?

Es la vision de los niimeros. Vamos hacia el Espiritu. Es muy cierto, es ordculo lo que digo. Comprendo,
y no sabiendo explicarme sin palabras paganas, quisiera callarme.
Arthur Rimbaud
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A mis padres:

Sé indulgente conmigo un momento, y déjame sentarme a tu lado, que luego terminaré lo que estoy
haciendo. Mi corazon, si no te ve, no tiene sosiego, y mi trabajo es como un afdn infinito en un fatigoso
mar sin playas.
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Introduccion

“Los niimeros son una fuente perpetua de reflexiones y descubrimientos.”
Paul Valéry

El estudio de la funcién £, desde los tiempos de Euler, ha demostrado tener una estrecha relacion con
la teoria de nimeros. El primer indicio de esta conexion se debe al mismo Euler, quien en 1749 muestra
como la funcién ¢ se puede expresar como el producto infinito de cierto cociente de niimeros primos.

La correspondencia anterior, encamina a Riemann a estudiar mdas a fondo la funcién . En sus memo-
rias de 1859 extiende el dominio de la funcién { y observa que esta guarda una intima relacion con el
teorema de los nimeros primos. Hace notar que este teorema, esta relacionado con los llamados ceros no
triviales de la funcién £.

Al final de sus memorias, Riemann conjetura que todos los ceros no triviales de la funcién  cumplen
que su parte real es 1/2. La conjetura anterior es conocida como la hipétesis de Riemann, y es de gran
importancia para la teoria de nimeros. De ser cierta dicha hipétesis, se mejoraria la aproximacién para el
teorema de los nimeros primos. La hipétesis de Riemann es uno de los problemas abiertos mds famosos
de las matematicas y forma parte del listado de los problemas de Hilbert.

Una de las formas de estudiar la hipdtesis de Riemann es a través de equivalencias analiticas, pues se
aprovechan las propiedades de analiticidad de la funcién . En particular, algunas de estas equivalencias
estdn basadas en los espacios de Hardy y en el teorema de Beurling (ver [10] ).

Los espacios de Hardy (definidos en el disco o en algtin semiplano) son ciertos subconjuntos de las
funciones holomorfas con crecimiento restringido en la frontera de su dominio. El teorema de Beurling
aplicado a estos espacios clasifica completamente los subespacios invariantes bajo el llamado “operador
de deslizamiento”. Una version ligeramente modificada a este teorema aplicada a los espacios de Hardy
en el semiplano, dada por Lax (ver [13]), es la cual permite generar algunas equivalencias a la hip6tesis
de Riemann.

El objetivo de este trabajo es dar algunas equivalencias a la hipétesis de Riemann a través de los espa-
cios de Hardy con dominio en el semiplano y el teorema de Beurling. Para esto, seguiremos el siguiente
camino:

En el primer capitulo, llamado Espacios de Hardy, se presentan las propiedades bésicas de estos espa-
cios. Se les dota de una estructura lineal y de una métrica. Se presentan las primeras propiedades de las
funciones de estos espacios: el teorema de factorizacion de Riesz y la existencia de limites radiales en la
frontera del dominio.
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El segundo capitulo denominado E! teorema de Beurling, habla sobre la identificacién de los espacios
de Hardy con ciertos subconjuntos de los espacios L” con dominio en el circulo unitario. Se presenta el
teorema de descomposicion candnica de Smirnov, el cual nos dice como es la estructura interna de cual-
quier funcién en un espacio de Hardy. Finalmente se demuestra el teorema de Beurling y se dan algunas
consecuencias importantes de é1.

En el tercer capitulo, titulado La funcion { se hace un estudio de las principales propiedades de la fun-
cidén ¢: su extension analitica y algunos resultados sobre sus ceros. Se finaliza con una breve introduccién
a la relacién de la hipdtesis de Riemann con el teorema de los nlimeros primos.

En el dltimo capitulo llamado Espacios de Hardy en el semiplano, se da la construccion de estos a
partir de los espacios de Hardy con dominio en el disco unitario. Se estudian sus propiedades generales,
heredadas de los espacios de Hardy en el disco. A través de los teoremas de Paley-Wiener se da una forma
de introducir a la funcién ¢ en uno de estos espacios de Hardy. Finalmente utilizando una variante del
teorema de Beurling, debida a Lax, se generan algunas equivalencias a la hipétesis de Riemann.



Capitulo 1

Espacios de Hardy

“Las ideas de los matemadticos, como las de los pintores o los poetas deben ser bellas. La
belleza es el primer requisito: no hay lugar permanente en el mundo para unas matemdticas
feas.”

Godfrey Hardy

En este capitulo estudiaremos ciertos subconjuntos de las funciones holomorfas con dominio en el
disco unitario con crecimiento restringido en la frontera del dominio, dotdndolos de una estructura lineal.
Estos espacios, llamados espacios de Hardy tienen un gran nimero de propiedades relevantes referentes
a: factorizaciones, valores en la frontera del dominio y representaciones integrales del tipo de Cauchy.

1.1. Definicion y primeras propiedades

En esta seccién introducimos una clase importante de funciones que son esenciales para construir los
espacios de Hardy. Antes de ello, iniciemos con la notacién bésica de este trabajo.

Notacion 1.1.1. Denotamos lo siguiente:
1. D:={zeC :|z7<1}.
2. T:=0D.
3.CD)={f:D—>C | fescontinua}.
4. (D) :={f:D—- C | fes holomorfa}.

En lo siguiente, haremos dos consideraciones, la primera es que utilizaremos el espacio de medida
(T, AB(T), ‘%’), donde m es la medida de Lebesgue y #€ (D) dotado de la topologia inducida por la to-
pologia compacto-abierta de C (D) (ver apéndice A).

Definicion 1.1.2. Sea U C C un subconjunto abierto, y sea v : U — R una funcion continua. Decimos
que v es subarmonica , si para toda bola B, (a) C U, se cumple

v(a) < L fﬂ v(a + rexp(if)) do.
2 J_

ys

Observacion 1.1.3. Ya que las funciones armonicas cumplen la propiedad del valor medio, tenemos que
toda funcion armonica es subarmonica; ahora veamos ejemplos no triviales de estas funciones.
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Teorema 1.1.4. Sea U C C un subconjunto abierto, f € # (U) con f no idénticamente nula, entonces si
p € (0,00), las funciones| f |p y 1n+’ f | son funciones subarmonicas.

Demostracion. Es claro que las funciones | f |p ,1n+’ f| : U — R son funciones continuas. Ahora sea
B, (a) C U. Basta ver que

In*|f(a)| < L f " In*|f (a+ rexp(i®)|dd y |f@| < L f ﬂj f(a+ rexp(i0))|” do
2 J_, 2 J_

Si f(a) = 0, las desigualdades se cumplen trivialmente. Por lo cual podemos suponer que f(a) # 0,
utilizamos la férmula de Jensen (ver Apéndice B) para obtener

In|f(a)| < L f” In|f (a + rexp(i6))| d6. (1.1)
2 J_,

Del hecho de que ln| f | < 1n+' f | y ln+| f (a)| vale ln’ f (a)| si| f (a)| > 1y 0 en caso contrario, tenemos que

In*|f(a)| < L f " In*|f (a + rexp(i0))| do
2 J_,

por lo que ln+| f | es una funcidn subarmoénica. Ahora para la funci(’)n| f ’p , consideramos la funcion ¢(f) :=
exp(pt), la cual es una funcién convexa y creciente, asi por la desigualdad de Jensen aplicada a (1.1),
tenemos que

lf@|” < <p(i fﬂ In|f (a + rexp(i0))| de) <L fﬂ|f (a + rexp(i))|” do
2n - 2r -
asi | f |p es subarmonica. [ |

Teorema 1.1.5. Sea U C C un subconjunto abierto, v : U — R una funcion subarmonica, K C U un
subconjunto compacto y h : K — R una funcion continua, tal que es armonica en int(K). Siv < h en 0K,
entonces v < hen K.

Demostracion. Definamos la funciéon u := v — h : K — R. la cual es claramente continua. Afirmamos
que u es subarménica en int(K). En efecto pues si B, (a) C int(K), al ser v una funcién subarmoénica y al
ser h armonica (por el teorema del valor medio) tenemos

1 i 1 i 1 7
u(a) < — f v(a+ rexp(if))do — — f h(a+ rexp(if))do = — f u(a + rexp(if)) do
2 J_, 2 J_, 2 J_,

por lo que u es subarménica en int(K). Ahora, puesto que u es continua en K, alcanza su miximo, m a
saber. Supongamos que existe w € int(K) tal que v(w) > h(w), entonces u(w) > 0,de locual m > 0y
puesto que # < 0 en 0K, tenemos que dicho maximo no se encuentra en la frontera. Definimos M :=
{z€ K : u(z) = m}, el cual es un subconjunto no vacio compacto de int(K). Tomamos ahora & € OM,
entonces para algin p > 0 si consideramos la bola Fp (€) c int(K), tenemos que B, () N M # 0y
B, (£) N M€ # 0, por lo cual tenemos que

u(é) =m> L fﬂ u (&€ + pexp(if)) do
2 J

por lo que u no es subarmoénica en int(K) y esto es una contradiccion.
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Teorema 1.1.6. Sea v : D — R una funcion subarmonica, entonces la funcion definida como

rel0,1) - m(r) := %r fnv(rexp(ié))) ddeR

es creciente.

Demostracion. Sean ri,r, € [0,1) con r; < rp; como v es continua, consideramos la circunferencia
0B, (0), y su problema de Dirichlet asociado; por el teorema de Schwarz D.0.8, existe una tnica funcién
continua 4 : Ez (0) — R tal que es armonica en B,, (0) y cumple que v = hen 0B, (0). Del teorema 1.1.5
tenemos que v < hen Ez (0), y puesto que & es armoénicay v = h en 0B,, (0) tenemos

1 (" 1 (" I 1 ("
— f v (ry exp(if)) d < — f h (ri exp(i)) df = — f h (ry exp(if)) d6 = — f v (ry exp(i6)) do
2 J_, 2 J_, 2 J_, 2 J_,

de lo que concluimos que m(r;) < m(r) por lo que m es creciente. [ |

Teorema 1.1.7 (Teorema de convexidad de Hardy). Sea f € # (D), p € (0, 0) y sean
1 T
Mo(f:r) = exp (2— f In*[f (rexp(i0)) d@),
T J-n

1 T 1/p
My(fr) = (§I|f(rexp(i9))'pd0) :

Mu(f;r) = sup |f(rexp(i0))|,

Oe|—-n,r]
entonces Mo, M, y M, son funciones crecientes de r en [0, 1).

Demostracion. El teorema 1.1.4 nos dice que ln+| f | y| f |p son funciones subarmonicas y el teorema 1.1.6
nos dice que My y M, son funciones crecientes. Y del principio del médulo maximo, se deduce que Mo,
es creciente. |

Definicion 1.1.8 (Espacios de Hardy y la clase de Nevanlinna). Sea f € # (D) y p € [0, o], denotamos
(], = 1im a, (£ )
donde M,(f;r) es como en el teorema 1.1.7.

1. Sea p € (0, 0], definimos el espacio de Hardy
HP(D) = {fe 7o) ||, < oo};
2. Definimos la clase de Nevanlinna como

ND) ={fedm :|f], <}
Proposicion 1.1.9. Sean 0 < s < p < oo, entonces se cumple
H>”(D) c H?(D) c H*(D) c N(D).

Demostracion. Se sigue de la definicién 1.1.8, la desigualdad de Holder y de la férmula de Jensen. =
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Proposicion 1.1.10. Si p € [1, oo] entonces (HP(D),H-IIP) es un espacio normado.

Demostracion. Veamos que HP (D) es un C-espacio vectorial respecto a la suma, tomamos f, g € H?(D),
@ € C; de la igualdad|af| = |al|f| y de la desigualdad para a,b € R,la+blP < 2P(al’ +|b|”) tenemos
que af, f + g € HP(D) . Para ver que es normado, tinicamente falta verificar la desigualdad del tridngulo,
usando la desigualdad de Minkowski a M ,(f;r), obtenemos M,(f +g;r) < M,(f;r)+ Mp(g; r) para todo
r € [0,1) y haciendo r — 1, obtenemos”f + g||p SHpr +||g”p. [ |

Observacion 1.1.11. Notamos que en particular HP (D) es un espacio métrico, con la métrica inducida
por la norma dada por d(f, g) = Hf - g”p para todo f,g € HP (D).

Veamos que la convergencia en H”(D) es mds fuerte que la convergencia uniforme en compactos de D.

Lema 1.1.12. Sean p > 1, K C D un subconjunto compacto, {f,},>1 C HP(D) y f € HP(D) tal que
fau — f, entonces

lim sulglfn @ - f@2)| =

Demostracion. Sea f € H?(D) y K ¢ D un subconjunto compacto, entonces existe r € (0, 1) tal que
K c B,(0), tomamos R € (r, 1) y consideramos la circunferencia dBg(0) y una parametrizacién de ella,
dada por y(6) := R exp(if), ahora tomando z € K, por la férmula de Cauchy, obtenemos

jite) R (™ f(Rexp(if))

= i6)do;
J@= y{—z d¢ = 27 o Rexp(if) — exp(if)de;
usando que|z| < r, R < 1, obtenemos
1 2 , Mi(f;R)
@] < 5-5— ) | (Rexp(i6))|do = I‘Q—’_Cr

Ahora haciendo R — 1y por la proposicién 1.1.9 tenemos que| f (z)| < || f ||1 /(1 —r) y usando la desigual-
dad de Holder y tomando supremos sobre K, tenemos que

||fH
sup|f(2)| < (1.2)
zekK
Finalmente, tomamos {f,},>1 ¢ H’(D)y f € HP(D) tal que f,, — fy en (1.2), tenemos
I = 7,
SuP|fn(Z) - f(Z)| <——— >0 cuando n — co.
zeK 1-r
[ |

Teorema 1.1.13. Si p € [1, o0], (HP(D),II-HP) es un espacio de Banach.

Demostracion. Consideramos {f,},>1 € H”(D) una sucesién de Cauchy y K € D un subconjunto com-
pacto arbitrario. De la desigualdad 1.2 tenemos que para m, n € N, se cumple que

1 fm||

—-r

suplfn<z> fu@)] <

de esto, deducimos que {f,},>1 €s una sucesién de Cauchy en la métrica que genera la topologia compacto-
abierta de # (D) (ver apéndice A) y puesto que es un espacio métrico completo, entonces existe f € # (D)
tal que f, — f en la topologia compacto-abierta. Afirmamos que f € H?(D) y que f, — f en la métrica
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inducida por la normal|-|| ,. En efecto, puesto que {f,},>1 es de Cauchy en H”(D), tenemos que para € > 0,
existe N € N tal que” fn — fn”p < € para todo m,n > N, de aqui tenemos que para r € [0, 1) se tiene que
M, (fim — fus 1) < €. Ahora fijamos n y tomamos el limite cuando m — oo, como f,, — f uniformemente
en los subconjuntos compactos de D, particularmente en dB,(0), asi obtenemos que

1 T 1/p 1 T 1/p
lim (— f |fon (rexp(i0)) — f, (r exp(i6))|” d0) = (— f |f (rexp(i6)) — f, (rexp(i6))|” d0) .
m—oo \ 21 J_, 2 J_x

Por lo que tenemos que M,(f — fu;r) < € para todo r € [0,1) y n > N, lo cual nos implica que
f — f. € HP(D) y al ser espacio vectorial, tenemos que f € HP(D); y mds atin al hacer que r — 1,
tenemos que || f- f,,”p < eparan > N, por lo que tenemos que f, — f en la métrica inducida por la
norma|[-|| ,. [ ]

Observacion 1.1.14. Para p € (0, 1), se cumple que HP(D) es un espacio vectorial, pero la aplicacion
I'll, no cumple la desigualdad del triangulo, por lo que no es una norma. Sin embargo la aplicacion
d(f,g) = H f - g”[; es una métrica, por lo que es un espacio métrico. Y mds atin puede demostrarse que es
completo.

1.2. Factorizacion de Riesz

En esta seccion estudiaremos una de las principales propiedades de las funciones en los espacios de
Hardy, la cual nos dice que podemos “limpiarlas” de sus ceros sin aumentar su norma. Esta propiedad
viene enunciada por el teorema de factorizacion de Riesz.

Recordemos que los automorfismos de D son las transformaciones de la forma exp(i6) f__gz donde a € D
y 6 € R, con esto en mente tenemos la siguiente definicion.

Definicion 1.2.1 (Producto de Blaschke finito). Un producto de Blaschke finito es una funcion constante
B(z) = a donde a € T o bien un producto finito de automorfismos del disco, esto es una funcion de la
forma

Z— ag

1-az

B(z) = exp(it) | |
k=1

donde® €Ryay,...,a, €D.

Observacion 1.2.2. Es evidente que B € # (D), |B| < 1 en D (en particular B € H® (D)) y sus ceros son
exactamente los puntos ay, . ..,a, € D.

Para pasar a los productos de Blaschke infinitos, necesitamos condiciones sobre el crecimiento de los
ceros ay y ajustar los coeficientes exp(if) en cada factor. Para este fin, recordemos el teorema de conver-
gencia de Weierestrass para productos infinitos.

Definicion 1.2.3. Sea A C Cy f, : A - C (n € N) una sucesion de funciones. Se dice que el producto
infinito |1, fn converge normalmente en A si el producto numérico [, (1 + sup Al fo— 1|) converge
(es decir si los productos parciales de este convergen).

Teorema 1.2.4. SeaACCy f, : A — C (n € N) una sucesion de funciones entonces

1. El producto infinito T[]}, fn, converge normalmente en A si'y solo si la serie ), supA|fn - 1| es
convergente. Ademds en este caso los productos parciales P, := []}_, fx convergen uniformemente
en A a una funcion f : A — C. Esta funcion es denotada por f =[], fu.
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2. Si U < C es un subconjunto abierto, {f,},>1 C # (U) y [1,., fn converge normalmente en todo
K c U subconjunto compacto, entonces f =[], fu € # (U). Ademds si zo € U es un cero de f,
entonces ord(zo, f) = 2.7 ord(2o, fr).

Una demostracién de este teorema se puede encontrar en [17].

Teorema 1.2.5 (Producto de Blaschke infinito). Sea k € N, a@ € T y {a,},>0 C D \ {0} una sucesion tal
que

i (1 _lanl) <
n=1

Entonces el producto infinito

|an| -
B(z) := aZf zeD
(2) = ﬂ s, @ED)
define una funcion tal que B € #{ (D),|B| < 1 en D (en particular B € H* (D)) y sus ceros son exactamente
los puntos a, (con la multiplicidad dada por el niimero de veces que cada uno de ellos aparece en la
sucesion), mds el origen con multiplicidad k. Al producto anterior se le denomina producto infinito de
Blaschke.

Demostracion. Queremos ver que los productos infinitos convergen normalmente en cualquier K C D
subconjunto compacto, para esto usamos el teorema 1.2.4. Sea r € (0, 1), basta ver que la serie

i sup

“— zeB, (0)

_lanl @y =z
a, 1 —a,z

es convergente en B,(0). Para esto, fijamos z € B,(0), y observemos que

an +lay| z

-1 i
(1 — apz)ay

a, 1 —a,z

la,| a, —z 1+r
‘ 1 (1 =lanl) < T— (1 =laD

por lo que tenemos que

(o)

ZSU

n=1 2D

laal @~z

l+7 —
< 1_”Z(l—la,,|)<oo

a, 1 —a,z p—

asi el producto B converge normalmente en todo compacto K C D. Y puesto que cada factor del producto
infinito es una funcién que pertenece a # (D), entonces B € #¢ (D). Més atin, como cada factor tiene un
dnico cero en ay, los ceros de B son los puntos a,, (contando la multiplicidad) y el origen con multiplicidad
k ademds como cada factor tiene médulo menor a 1 (pues son automorfimos del disco), entonces|B| < 1
en D. ]

Teorema 1.2.6. Sea f € N(D) donde f no es la funcion idénticamente cero. Sean {ay},>1 los ceros de f
enumerados de acuerdo con su multiplicidad, entonces

i (1 _lanl) <00
n=1

(Suponemos tdcitamente que f tiene infinitos ceros en D, pues si solo tuviera un niimero finito, la suma
anterior solo tiene un niimero finito de sumandos y no habria nada que demostrar).
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Demostracion. Sea f € N(D) con f # 0, si f tiene un cero de orden m en el origen podemos hacer
f(z) = 7"g(z) donde g tiene los mismos ceros que f, salvo en el origen. Es claro que g € N(D), por lo que
sin pérdida de generalidad podemos suponer que f(0) # 0. Ahora, sea k € Z* fijo y tomamos r € (0, 1)
de tal forma que n(r) > k donde n(r) es el nimero de ceros de f dentro de B,(0) (puesto que B,(0) es
compacto tenemos que n(r) < o). Por la férmula de Jensen (teorema B.0.2), tenemos que

n(r)

1 T
| f(0)|]—[|al| - exp(E f In| f(rexp(ie))|d9)
n=1"" I

del hecho que In < In*, obtenemos

|0 )|]_[| ( fln |f(rexp(ze))|d9) (1.3)

Como f € N(D), tenemos que” f || o < © lo que es equivalente a la existencia de 0 < C < oo constante tal
que para todo r € (0, 1) se cumple que My(f;r) < C. Usando esto en la desigualdad 1.3 obtenemos

k |F(0)]
[ [lanl > ——
n=1 ¢

La desigualdad persiste, para todo k, cuando r — 1. Por tanto,

o0 0
Hlanl > |%)’ > 0. (1.4)
n=1

Sea N € Z*, entonces es facil ver que

00 N N
[ it < ] Tt < eXp[— > —|an|)]
n=1 n=1 n=1

si suponemos que >, (1 —|a,|) = oo, tenemos de la desigualdad anterior que [],~la,| = 0, lo cual es
una contradiccion con la desigualdad 1.4. Por lo tanto concluimos que

:;i (1 _|OHA) < 0.
n=1

Corolario 1.2.7. Sea f € N(D), si existe una sucesion {a,},>1 C Z(f) tal que

j§1(1 —lan]) = o0
n=1

entonces f = 0.

Teorema 1.2.8 (Teorema de Riesz de factorizacién en H?). Sea p € (0,00] y f € HP(D) (resp. f € N(D)
) tal que f # 0. Sea B el producto de Blaschke formado por los ceros de f . Entonces, existe una tinica
funcion g € HP(D) (resp. g € N(D)), tal que

1. g no tiene ceros en D,
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2 llell, =Ml rese-lglly =[l1ly):
3. f=gB.

Demostracion. Si f no tiene ceros, tomamos B(z) = 1 y g = f y terminamos; por lo que vamos a suponer
que f tiene infinitos ceros (si f tuviera una cantidad finita de ceros, la demostracién es similar pero
mas sencilla). Enumeramos como {a,},>1 los ceros de f considerando su multiplicidad. Notemos que si
f € N(D) o en H?(D), por el teorema 1.2.6 tenemos que el producto de Blaschke formado por los ceros
de f esta bien definido y asi B € # (D). Puesto que f y B tienen los mismos ceros, definimos g := f/B,
la cual no se anula y cumple que g € #€ (D). Como|B| < 1 en D tenemos que

f@|<lg| VzeD. (1.5)

Veamos que g es la funcidn buscada, primero suponemos que f € N(D), notemos que si a, b > 0, tenemos
que In*(ab) < In*(a) + In (), y si ¢ > 1 se tiene In*(c) = In(c), de lo cual obtenemos

ln+’g| < ln+|f| +ln(|%|).

Abhora integrando la desigualdad anterior en T, tenemos

f " In*|g (rexp(i0))| d6 < f " In*|f (rexp(i))| d6 + f " 1n(|%| (rexp(ie)))de.

Como

B*(exp(iQ))| = 1 en c.t.p., tomando r — 1, nos da que”g“O < ||f||0, lo que nos dice que g € N(D) y
de (1.5) obtenemos que“g”0 = Hf”o.

Ahora suponemos que f € H?(D), definimos B, como el producto de Blaschke finito, formado por los
primeros x ceros de f tomando en cuenta su multiplicidad. Definimos g, := f/B, paratodan > 1. Fijamos
n'y notamos que limy |Bn(z)| = 1, de lo cual vemos que paratodo 6 € [, 7r],|B,,(r exp(iQ))| — 1 cuando
r — 1 uniformemente en 6. Asi sea € € (0, 1) entonces existe p € (0, 1) que depende € tal que

|Bn(rexp(i6))’ >1—-€ si r>p paratoda 6¢€[-m,m].

Multiplicando por| gn| la desigualdad anterior obtenemos

My(f;r)> (1 —€)My(gn;r) si r>p paratoda 6 € [-m,7].

Haciendo r — 1, tenemos que”f”l7 >(1- e)”gan y como € € (0, 1), tenemos”f”p > ||gn||p Por otro
lado, como|B,| < 1 en D tenemos que ’f| < ’gn’ en D, por lo que concluimos que”f”p = ||gn||p para toda

n > 1. Asi tenemos una sucesion {g,} ¢ H?(D) la cual claramente cumple que |g,1(z)| / |g(z)| para todo
z € D, entonces por el teorema de convergencia monétona tenemos que

lim M,(gn;r) = M,(g;r) paratoda re€(0,1).
n—oo

Como M, (gu;r) < ||gn’ , tenemos que M,(g;r) < ||f||p para todo r € (0, 1), haciendo r — 1 obtenemos
que“g”p < ”f”p, de lo cual concluimos que g € H?(D) y de la desigualdad (1.5) obtenemos que”g”]7 =

I, La unicidad de g es clara.
| |
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Veamos una forma de factorizar las funciones en los espacios de Hardy en términos de funciones en
H? (D). Este resultado hace posible en muchos casos aplicar resultados de H> (D) a funciones de cualquier
HP? (D) como se vera mas adelante.

Teorema 1.2.9. Sea p € (0,00) y f € HP (D) tal que f # 0. Sea B el producto de Blaschke formado por
los ceros de f . Entonces existe h € H* (D) tal que

1. hno tiene ceros en D
2.||£[[5 =l -

3. f=BhPr.

Demostracion. Sea f € HP (D); por el teorema de factorizacion de Riesz existe g € HP(D) tal que no
tiene ceros en D, “g“p = || f Hp y f = g B (donde B es el producto de Blaschke formado por los ceros
de f en D). Como g no se anula en D, entonces existe ¢ € &€ (D) tal que exp(¢) = g. Asi definimos
h :=exp (%), de lo que tenemos f = Bh?P. Es claro que h € # (D) y no se anula en D y como|h|> = ’g|p
tenemos que

1 (7 1 (7
1Al5 = lim — f |h(rexp(i9))|2d9 = lim — f |g (rexp(i0))|” d6 < oo.
r—1 27 - r—1 21 -

p 2 . 2
Por lo quel|g||” =IAl; y en consecuencia h € H* (D) y|lkll} =IAl. C
Finalicemos esta seccién con otro tipo de descomposicion de las funciones de los espacios de Hardy en
términos de funciones en H* (D).

Teorema 1.2.10 (de F. y R. Nevanlinna). Sea p € (0,00) y f € HP(D), entonces existen ¢, € H*(D)
tales que

1. |L,0(Z)' <1 y|(//(z)| < 1 para todo 7 € D;
2. Y no se anula en D
3. f=ely.
Demostracion. Si f = 0, no hay nada que demostrar. Asi, supongamos que f # 0. Como f € H?(D) por

la proposicion (1.1.9) f € N(D) y asi ’f”o < o0, Tomamos 7 € (0, 1) tal que f no se anula en dB,(0). Sean
{ar};_, los ceros de f en B,(0), por la formula de Poisson-Jensen (teorema B.0.3) tenemos

n

f@Q=a l—[ % exp( 1 fﬂ rexp(id) + 2 Inf (rexp(i6))| d0) Yz € B.(0)

el —ayz 2 _r rexp(if) — z

donde a € C tal que|a| = 1. Definimos

n

o@=[ 2422 ve B0

k=1 1T UL
Es claro que g, € #(B,(0)) y que|g,| < 1 en B,(0), con esto definimos las funciones

1 T 9

In"| f (rexp(i0)))| d@) Yz € B,(0),
2n

,(2) = exp (—i f " rexplit) + 2 In*|f (rexp(i))| de) Vz € B,(0).
21 J_, rexp(if) — z
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Es claro que ¢, /¥, = f en B,(0). Ahora, tomamos una sucesion {ry}z>; tal que ry, — 1y f no se anula en
0B,,(0). Definimos para todo z € D y para todo k € N las funciones ®x(z) := ¢, (rk2) y Yi(2) := ¥, (r2).
Es claro que @y, ¥ € #(D). Como P,,In",In" > 0, tenemos que para todo k € N se cumple(d)k(z)' <ly
"Pk(z)| < 1 para todo z € D, por lo que si consideramos las familias % = {®;};>1 ¥ ¥4 = {Pr}k>1 estas son
uniformemente acotadas en D y por ende en cada subconjunto compacto de D. Entonces por el teorema
de Montel las familias .% y ¢ son relativamente compactas en la topologia compacto-abierta de #(D);
asi existen subsucesiones {®@y };>1 C Fy {Wi;}j=1 C Gy o, € #H(D) tales que O > oy ¥y, = ¢
convergen uniformemente en los subconjuntos compactos de D. Es claro que|<,0(z)| <1 y|l,.//(z)’ < 1 para
todo z € D. Por otro lado, tenemos que f(rx;2) — f(z) converge uniformemente en los subconjuntos
compactos de D. Puesto que f(r¢;z) = ®y,(z)/W,(z) para todo z € D, para concluir que f = ¢/y basta ver
que ¥ no se anula en D. Para esto, observamos que

1
[¥(O)] =y O = exp( 5

T

fﬂ 1n+|f (rx exp(i@))| d@) > exp(—M)

donde M es una constante. Como ‘I’kj — i resulta que |(//(O)| > exp(—M), luego ¢ # 0 (no es la funcioén
idénticamente cero) y como W, no se anula en D por el teorema de Hurwitz, tenemos que ¢ no se anula
en D. [ |

1.3. Existencia de limites radiales

Finalmente estudiaremos el comportamiento de las funciones de los espacios de Hardy sobre la frontera
del disco. Veremos que los limites radiales de estas existen en casi todas partes de T.

Definicion 1.3.1. Sea f : D — C, definimos (si es que este existe) para 0 € [0, 2r] su limite radial como
[ (exp(i9)) = h’n} f(rexp(if)).
r—

Teorema 1.3.2. Sea f € H*(D) entonces f*(exp(if)) existe en c.t.p. de 6 € [0, 2n] y ademds para todo

r € [0,1) se tiene
f |f(rexp(i0))| d6 < f

Demostracion. Tomamos f € H®(D), la cual es de la forma f = u + iv, puesto que f es acotada,
también lo son # y v; y como f € # (D), entonces u y v son funciones armdnicas, por la equivalencia del
teorema D.0.10, tenemos que son integrales de Poisson y por el teorema D.0.12 tenemos que u*(exp(if))
y v¥*(exp(if)) existen y son finitos en c.t.p. de 8 € [0, 2x], por lo que concluimos que f*(exp(if)) existe y
es finito en c.t.p. de 6 € [0, 2n]. Ahora, como M;(f;r) es una funcién creciente de r en [0, 1); entonces
para toda r € [0, 1) se cumple

f*(exp(i))| d6.

f |f(rexp(ia))|das;ig} f | f(p exp(iB))| .

Como f es acotada, entonces por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos

lim f |f (o exp(i6))| = f
=1 g -

f ”| f(rexp(if))| do < f '

1" (exp(i6))| do

por lo que

f*(exp(i0))| db.
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Teorema 1.3.3. Sea B un producto de Blaschke como en el teorema 1.2.5, entonces B*(exp(if)) existe en
c.tp.de € [0,2n] y B*(exp(i@))| =1lenc.tp.de0e€l0,2n].

Demostracion. Al ser B acotado, por el teorema anterior se tiene que B*(exp(if)) existe en c.t.p. de

0 € [0, 2x]. Para la siguiente parte, es claro que'B*(eXp(iH))| < 1, basta ver que B*(exp(i@))| > lenc.tp.

de 6 € [0, 2xr]. Consideramos B, el n-ésimo producto parcial de B y definimos la funcién f := B/B,. Es

evidente que f € # (D) y es acotada, entonces f € H*(D); teniendo en cuenta que B;‘,(exp(iﬂ))’ =1, por
B(rexp(if))

el teorema 1.3.2 obtenemos
T T
———1dO < f
In’ B, (rexp(if)) -

Como B;,, — B (n — o) uniformemente en T tenemos que

T
ZﬂSf
-

Ahora procedemos por contradiccién, supongamos que existe A C [—m, 7] un subconjunto Lebesgue
medible con m(A) > 0 tal que B*(exp(i@))| < 1, entonces

ZJTSf
A

lo cual es una contradiccion. ]

B*(exp(if))| dé.

B*(exp(i0)| db.

B*(exp(i6)))| d6 + f B*(exp(i6))| df < 2

[-m,m\A

Teorema 1.3.4 (Fatou, 1906). Sea p € (0,c0] y f € HP(D), entonces el limite radial f*(exp(if)) existe y
es finito en c.t.p. de 6 € [0, 2x].

Demostracion. El caso en que f € H*(D) lo demostramos en el teorema 1.3.2. Si f = 0, no hay nada
que demostrar. Supongamos que f £ 0y que f € H?(D) con p > 0 por el teorema 1.2.10 tenemos que
existen ¢, € H*(D) tales que’<p| <1 ,M < lyynoseanulaenDyademds f = ¢/i. Del teorema 1.3.2
tenemos que ¢*(exp(if)) y ¢*(exp(if)) existen y son finitos en c.t.p. de 6 € [0, 2x]. Para que f*(exp(if))
exista y sea finito en c.t.p. de 6 € [0, 2x] bastaria ver que ¥*(exp(if)) # 0 en c.t.p. de 6 € [0, 2x]. Para

esto, consideremos el limite lim,_,; |ln|g0(r exp(i@))”, el cual existe en c.t.p. de 8 € [0, 2r]; asi por el lema
de Fatou tenemos

r
ﬁn‘ln

y puesto que|go| < 1enD, tenemos que

T
[ﬂ|ln

De la férmula de Jensen (teorema B.0.2) es facil ver que la funcién r € [0,1) — f_ 7; 1n|<,o(r exp(i@))| de

Sp*(exp(z'e)))||de) - f " 1imilnf’1n|¢(rexp(ie)))|’de < liminf f ﬂ’ln’go(rexp(iQ))”dQ

90*(exp(i9))|’ df = lim inf (— f " In|e(r exp(i6))| dH) . (1.6)

es creciente, y por lo tanto la funcién r € [0,1) — — f_ 7; ln|t,0(r exp(i@))' d6 es decreciente. Asi el limite

derecho en la igualdad (1.6) es finito, por lo que concluimos que f_ 7;|ln go*(exp(i@))” df < oo de lo que

In|p*| € LY(T), andlogamente tenemos que In|y*| € LY(T). En particular tenemos que ¥*(exp(id)) # 0 en
c.t.p. de 6 € [0, 27] y por lo tanto f*(exp(if)) existe y es finito en c.t.p. de 8 € [0, 2x]. [ |
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Corolario 1.3.5. Sea p € (0,0]y f € HP(D), entonces
f*

2. f* € L(T) y adems|| 1|, <]|f]],

1. Si f #0, entonces In e LI(T);

3. Si f*(exp(if)) = 0 en un subconjunto A C [0,2n] con m(A) > 0, entonces f = 0. Lo que es
equivalente a decir que si f # 0 entonces f*(exp(if)) # 0 en c.t.p. de T;

4. Si f,g € HP(D)y f* = g" en un subconjunto A C [0, 2] con m(A) > 0, entonces f = g.

Demostracion. 1. Si f # O del teorema 1.3.4, si f = /¢, tenemos que f* = ¢*/Y* de lo cual
tenemos 1n| f*| = In|p*| — ln|¢/*|. Como In|g*|, Injy*| € LI(T) (demostracién del teorema 1.3.4)
£*| e L'(T).

2. Aplicando el lema de Fatou, tenemos las desigualdades
T
I,

por lo que f* € LP(T) y’

entonces In

f(exp(i0))|” do = f " lim inf|/(rexp(i6))|" d6 < lim inf f ”| frexpo))|” do = 2| f]|] < o
B r— —r

3. Si f*(exp(if)) = 0 en un subconjunto A C [0,27] con m(A) > 0y f # 0, entonces por el inciso 1.
tenemos que In|f*| € L!(T) lo cual es una contradiccién.

4. Es inmediato del inciso anterior.

Veamos una aplicacion de la factorizacién dada por el teorema 1.2.9, para esto caractericemos las
funciones de H? (D) en términos de su desarrollo en series de potencias.

Teorema 1.3.6. Sea f € # (D) con f(z) = 3..°,anZ" entonces f € H? (D) si y solo si Z;;0|an|2 <. Y

en este caso se Cumple que
oo 1/2
1, - (ZwJ |
n=0

Demostracion. Tomamos r € (0, 1) y por la férmula de Parseval, tenemos que

Slanf 2 = 5 [ [ptrexptonf do = s
n=0 -

Esto implica que”f”i = Z;’;’Zolanl2 y asi obtenemos que f € H> (D) si y solo si Z;’;O|a,,|2 < 00, [ |

Teorema 1.3.7 (Convergencia en media H? (D) en limites radiales). Sea p € [1,00) y f € H? (D),
entonces

1. f(rexp(i0)) — f*(exp(i0)) en la norma L (T), esto es

lim f ﬂ| f (rexp(i)) — f*(exp(i0))|” d = 0;

217l =l

P
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Demostracion. Probaremos primero el teorema para p = 2,

1. Sea f € H? (D) de la forma f(z) = Yo an" y sea r € (0, 1) fijo, entonces tenemos que

f |f (rexp(i0)) - f*(exp(iB))| df = f lim| f (rexp(i6)) = f(s exp(io))|” do

y aplicando el lema de Fatou, tenemos

f ﬂ| f (rexp(i0)) — f*(exp(i0))| do < liminf f ﬂ| £ (rexp(i6)) — f(sexp(i®))[ do

2
JT [ee)
= liminf f D" an(" = s"yexplind)| do
s=1 =0

Ahora, usando el hecho de que l2> = 22 y f_ 7; exp(ikf)dd = 2mr 0 0si k =00 k € Z \ {0} respectiva-
mente, tenemos la siguiente igualdad

2
| 0
f Z ay(r'" — s")exp(inf)| df = 2x Zlanl2 (s" —r").
“n=0 n=0

Combinando los resultados anteriores, obtenemos

f ”| £ (rexp(i6)) — f*(exp(i@))|2 do < liminf 27 Z|a,,|2 (s" =
- S— n:O

y como el teorema 1.3.6 nos dice que Z;’;Olanlz < o0, haciendo r — 1, tenemos

f |f (rexp(i6)) - f*(exp(ie))|2 do < 2n Z|an|2 1= —0

n=0

de lo que concluimos que

T
lim f |f (rexp(i6)) - f*(exp(ia))|2 do = 0.
r—1J)_,
2. Se sigue de 1y la desigualdad de Minkowski.

Ahora probaremos el teorema para p € (0, co)

2. Sea f € HP (D), primero probaremos que”f”p = |f*

tenemos que existe 1 € H? (D) tal que f = Bh*/? donde B es el producto de Blaschke formado
por los ceros de f en D y||f||£ = ||h||§, usando el caso para p = 2, tenemos que||k|, =||h* - de lo

1A, =l
h*(exp(if))

» Para ello usamos el teorema 1.2.9 y asi

B*(exp(i@))’ = 1l enc.t.p. de 6 € [-x, 7], tenemos que

h* f*

2
. Ahora como

f*

cual tenemos que

f(exp(i))|” =

2, de lo cua1|

i - i y asi concluimos que“f ”p :|

p’
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1. Consideramos {r,},>1 C (0, 1) sucesidn tal que r, — 1 cuando n — oo. Definimos la sucesion de
funciones paratodon € N f,, : [-m, 7] — C dada por f,(0) = f(r, exp(if)). Resulta que la sucesién
converge puntualmente en c.t.p. al limite radial de f, esto es f,(6) — f*(exp(if)) y mas aun por el
inciso 2 tenemos que|| fn”p — ’ fr > Esto nos implica que

n—oo

lim f ﬂ| f (raexp(i)) — f*(exp(i0))|” d6 = 0.

Como esto se cumple para toda sucesion {r,},>1 C (0, 1) sucesién tal que r, — 1, concluimos que

lim f ﬂ| f (rexp(i0)) — f*(exp(i0))|” d6 = 0.

Corolario 1.3.8. Sea p € [1,00]y f € HP (D), entonces

lim f " £ (rexp(i6)) do = f " F*(exp(i6))d6

Demostracion. Es inmediato de la proposicion 1.1.9 y del teorema 1.3.7 para p = 1. |



Capitulo 2

El teorema de Beurling

“El camino mds corto entre dos verdades en el dominio real pasa por el dominio complejo.”
Jacques Hadamard

En este capitulo estudiaremos las representaciones de Poisson y de Cauchy referentes a los espacios de
Hardy; estas representaciones permiten identificar el espacio de Hardy H”(ID) con cierto subconjunto de
L? (T). También daremos otra factorizacién de las funciones en los espacios de Hardy, la cual es conocida
como factorizacidn candénica de Smirnov. Finalizaremos con el teorema de Beurling el cual clasifica los
subespacios invariantes respecto al operador desplazamiento en los espacios H? (D).

2.1. Espacios de limites radiales

En esta seccién estudiaremos el subespacio de limites radiales asociados a las funciones de los espacios
de Hardy. Veremos que existe una biyeccion entre ellos dada por integrales de Poisson y finalizaremos
dando una clasificacién de tipo Fourier a estos espacios.

Definicion 2.1.1. Sea p € [1, o), definimos el espacio de limites radiales asociados al espacio de Hardy
H? (D) como
HP (T):={f" : fe H(D)}.

Observacion 2.1.2. El teorema 1.3.4 nos dice que HP (T) estd bien definido y el corolario 1.3.5 asegura
que H? (T) C L? (T) y mds atin es un subespacio normado de L? (T).

Teorema 2.1.3 (Representacion en integrales de Poisson y de Cauchy). Sea p € [1,00] y f € H? (D),
entonces para todo z € D, se tiene

_ 1 T . exp(if) + z _ b I
f@) =5 f f <exp<ze>>%(—exp(i9) _Z)de y o f@=54 fy -2

donde y(t) = exp(ir).

Demostracion. Sea p € [1,00]y f € HP (D), tomamos s € (0, 1) fijo y definimos para todo z € D
fs(z) := f(sz), es claro que f; € # (Bl/s(O)) N o (BI/S(O)) . Usando la férmula de Poisson y la férmula
integral de Cauchy, tenemos que para todo z € D

1 s
do y f5(2) = %fgfgid{
Y

exp(if) + z)

1 i .
=5 f ] ﬂ(exp(:@)%(exp(m) -

17
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donde y(#) = exp(it); observamos que la formula integral de Cauchy toma la forma

_ L (7 filexp(i0))
@ =5 | T/ —-db.
21 J_; 1 —exp(-if)z
Como para todo z € D fijo las funciones %(ziggziz) y |1 - exp(—i@)z| son acotadas en T y puesto que

fs € HP (D) para toda s € (0, 1); entonces los integrandos en la férmula de Poisson y la férmula integral
de Cauchy son elementos de H' (D). Asi por el corolario 1.3.8 tenemos que

. T . expd) +z\ ("

13_1}1} Iﬂf;(exp(z@))%(m)de = [ﬂf (exp(z@))?’\(
i [ LGOS (exp(i6)
s—1 J_p 1 —exp(-if)z _r 1 —exp(—-if)z

exp(zie) +z o,
exp(if) — z

y como f(sz) — f(z) cuando s — 1, finalmente obtenemos que para toda z € D

eXP(i9)+z) &y T f*(exp(if) 46

f@ = f:n f*(exP(ig))%(exp(iG) -z f@) = 1 —exp(=if)z

Veamos que la representacion de f € HP (D) como integral de Poisson no es solo una condicion
necesaria, sino que también suficiente.

Teorema 2.1.4. Sea p € [1,00] y f € #H (D). Entonces f € HP (D) si y solo si existe g € LP (T) tal que
f = Plgl (ver Apéndice D). En este caso, se verifica que g = f* en c.t.p. de T.

Demostracion. = Sea p € [1,00]y f € HP (D), por el teorema 1.3.4 sabemos que existe el limite radial
f* y ademas el corolario 1.3.5 asegura que f* € L (T) y por el teorema 2.1.3 tenemos que f = P[f™].

< Sea p € [l,0] y f € # (D), suponemos que existe g € L?(T) tal que f = P[g], utilizando la
desigualdad de Holder en la integral de Poisson, obtenemos

T T p-1
|f(rexp(i9))|ps(% f Pr(9—t)|g(expit)|pdt)(%r f P,(G—t)dt) .

Del hecho de que % f_ 7; P.(0 — ndt = 1 (ver proposicion D.0.3) e integrando respecto a 6, tenemos

f ﬂj f(rexp(i0))|” do < %T f " f " P60 - 1)|g(exp it)|” dtde.

Usando el teorema de Fubini y de nuevo el hecho de que %T f_ 7; P.(0 —1)dO = 1, resulta que

f ﬂ| f(rexp@io))|” do < f ﬂ|g(exp in)|” dt

de lo cual concluimos que M,(f;r) < ||g”p. Haciendo r — 1 y usando que g € L? (T), tenemos que
f € HP (D). Basta ver que g = f* en c.t.p. de T; como f = P[g] el corolario D.0.13 nos dice que
lim,_,; f(rexp(if)) = g(expit) en c.t.p. de T, por lo que concluimos que g = f* en c.t.p. de T. [ |

El resultado anterior nos permite ver que existe una isometria entre los espacios de Hardy y el conjunto
de los limites radiales asociados a sus funciones.
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Teorema 2.1.5. Sea p € [1, o], entonces HP (T) = HP (D) i.e. son isomorfos como espacios vectoriales
e isométricos como espacios métricos.

Demostracion. Definimos la siguiente funcién
® : HP(T) — HPD)
/o= PLf7
Veamos que estd bien definida; sea f* € H” (T) por el teorema 2.1.4 tenemos que P[f*] = f € H? (D),

por lo tanto @ estd bien definida. Claramente @ es lineal, el teorema 1.3.7 nos dice que @ es una isometria,
y por ende es inyectiva y finalmente por el teorema 2.1.4 tenemos que @ es suprayectiva. |

Corolario 2.1.6. Sea p € [1, oo] entonces H” (T) es un subespacio normado cerrado de LP (T).

Demostracion. Puesto que H? (D) es un espacio de Banach, entonces es completo y por el teorema 2.1.5
tenemos que H” (T) es un subespacio normado completo de L” (T), entonces H? (T) es cerrado. [ ]

Veamos una primera aplicacién de estos resultados.

Definicion 2.1.7. Sea A C C, definimos el conjunto de polinomios sobre A, como

k

PA) = {p tA—>C : p(x) = Zanzn con (an)]:;=0 cC y ke N}.
n=0

Observacion 2.1.8. Con la definicion anterior, si p € [1, 0] tenemos que P (D) € HP (D) y por ende
P(T) € HP (T).
Teorema 2.1.9. Sea p € [1, ), entonces

1. H? (T) es la cerradura en L? (T) del conjunto de polinomios P(T);

2. (D) es denso en HP (D)

3. HP (T) y H? (D) son separables.

Demostracion. 1. Queremos ver que W = HP (T) en LP (T).
C Tenemos que P(T) € HP (T), entonces P(T) € HP (T), pero por el corolario 2.1.6, H” (T) es
cerrado, entonces W C H? (T).
2 Sea f* € HP (T) con f € H? (D). Tomemos ¢ > 0 fijo, por el teorema de convergencia en media
1.3.7 tenemos que existe r € (0, 1) tal que si f,(z) = f(rz) para toda z € D, entonces

“fr_f*

Ahora, como f € H? (D), en particular f es holomorfa; por ende es desarrollable en serie de
potencias, asi es de la forma f(z) = 32, ay7* para toda z € D. Definamos la n-ésima suma parcial
de su desarrollo en serie de potencias como S ,(z) = X}, arz paratoda z € Dj asi S,(z) = f(2)
uniformemente en B,(0) cuando n — co. Entonces para n suficientemente grande se cumple

<&l 2.1)

IS0, = £, < €72 (2.2)

Aplicando la desigualdad de Minkowski a”S n—f"
dades (2.1) y (2.2) tenemos que”S,,, - f
Por lo tanto #(T) = H? (T).

o =S, =+ (= 1)

, < &como (S uso € P(T), tenemos que f* € P(T).

»Y de las desigual-
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2. Tenemos por el teorema 2.1.5 que H? (T) = H? (D) a través del isomorfismo isométrico

® : HP(T) — HP(D)
f* = PIf]

Por la férmula de Poisson D.0.9 tenemos que ® [P(T)| = P(D); por lo que P(D) = H” (D), asi
P (D) es denso en H? (D).

3. Basta considerar el subconjunto de (D) que consta de polinomios con coeficientes a, = u, + iv,
tales que u,, v, € Q.
[ ]

Finalmente caracterizaremos las funciones de H? (T) mediante sus coeficientes de Fourier. Recorda-
mos la definicion de coeficiente de Fourier.

Definicion 2.1.10. Sea p € [1, 0] y ¢ € LP (T), definimos su coeficiente de n-ésimo de Fourier como

on) = %r fﬂ p(exp(if)) exp(—ind)do VYneZ.

Teorema 2.1.11. Sea p € [1, oo], entonces
HP (T) := g € L’ (T) : gn)=0VY n<0}.

Demostracion. C Sea f* € HP (T), entonces es el limite radial de alguna funcién f € H? (D). Puesto
que para toda n € Z se tiene que|exp(—in9)| = 1; entonces f(rexp(if)) exp(—ind) estd en H? (D) y por el
corolario 1.3.8, tenemos que

]?*(n) = 21_77 fﬂ S (exp(ib)) exp(—inb)do = h'n} 21_71 fﬂ f(rexp(if)) exp(—ind)do VneZ.

Ahora, tomando r € (0, 1) fijo y considerando la curva y(f) = rexp(it), tenemos que

Fay=tm L [ 1@

r—1 27i VZ’H'I )

Finalmente el teorema de Cauchy nos dice que f*(n) =0cuandon+1 <0.

D Sea g € LP(T) tal que g(n) = 0 para todo n < 0, consideramos f = P[g], veamos que f € # (D).
Como f = P[g], entonces es de la forma

T

srespiion = - |

lﬂ - P.(0 — tg(expit)dt = % f Z Z P exp(in(6 — 1))g(exp it)dt.

n=—oo

Tomando r € (0, 1) y 8 € R fijos y usando la convergencia uniforme en ¢, tenemos

(o)

flrexplioy = » M exp(in@)% f " exp(—int)glexpin)dt = »_ Fn)r" exp(ind)
- n=0

n=-—0o0

por lo que f(z) = X", g(n)Z" y asi f € # (D); como f = P[g] por el teorema 2.1.4 tenemos que g = f*.
[
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Corolario 2.1.12. Sea p € [1,00] y f € H? (D) de la forma f(z) = 3.7 ,an3", entonces a, = ]?*(n) para
todon > 0 i.e. para toda z € D

f@ = Frm
n=0
Demostracion. Sea f € H? (D) de la forma f(z) = }.7° ) a,2", por el teorema 2.1.11 tenemos que f*(n) =
0 sin < 0y de nueva cuenta por el teorema 2.1.11 obtenemos que

f(2) = PLf*1(z) = Z Fr ).
n=0

2.2. Factorizacion canonica de Smirnov

En el capitulo anterior, demostramos el teorema de factorizacién de Riesz, el cual nos dice que toda
f € H? (D) tal que f # O puede factorizarse en un producto de Blaschke formado por sus ceros y una
funcién g € H? (D) que no tiene ceros en D. En esta secciéon demostraremos el teorema de factorizacién
de Smirnov, el cual nos da una factorizacién para g de naturaleza més sutil, la cual esta relacionada con
la rapidez con la que g tiende a cero a lo largo de ciertos radios.

Definicion 2.2.1 (Funcién interior). Decimos que una funcion I € H*® (D) es interior si|l*

de T.

=lenc.tp.

Observacion 2.2.2. El teorema 1.3.3 nos dice que todo producto de Blaschke es una funcion interior; sin
embargo existen funciones interiores que no son un producto de Blaschke.

Definicion 2.2.3 (Funcién interior singular). Sea u una medida de Borel finita y positiva sobre T que es
singular con respecto a la medida de Lebesgue m (ver apéndice C), definimos para todo 7 € D

T exp(it) + 2 )
S (z) :=ex —f.—dt; 2.3
42 p( ot 2 (2.3)
la funcion S, : D — C es conocida como funcion interior singular.

El hecho de que la funcién S, es interior no es una trivialidad, y lo demostramos en el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.4. Sea u una medida de Borel finita y positiva sobre T que es singular con respecto a la
medida de Lebesgue m, entonces la funcion S, definida como en (2.3) es una funcion interior.

Demostracion. Tenemos por el teorema D.0.6 que S, € # (D), por definicién de funcidn interior singular

z € D tenemos
B B T (exp(it) + z
ol ool [ 835550}

La funcién 1n|S ,,| es la integral de Poisson de la medida —u, esto es ln’S ,J’ = P[—du]. Ahora, puesto que
el nicleo de Poisson es una funcién positiva y la medida u también, tenemos que ln|S u(r exp(i@))| <0
paratodo 6§ € [-m, ]y r € [0,1);y as1’|Sﬂ (r exp(i@))| < 1 paratodo 6 € [-m, ] y r € [0, 1), tomando el
supremo sobre 6 € [-m, ] y haciendo r — 1, tenemos

lim sup |S, (rexp(if))| < 1.
]

r—1 fe[-n,m
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As{ tenemos que”SﬂHoo < 1y porlo tanto §, € H* (D). Puesto que 1n|Sﬂ| = P[—du], el teorema D.0.12
nos dice que los limites radiales de ln’S #' existen y son finitos en c.t.p. de T y cumplen que

lim InS , (rexp(i6))| = (Dp)(®).

Ahora, como u es una medida singular respecto a la medida m de Lebesgue, el corolario C.0.9 afirma que

(Dp)(0) = 0 en c.t.p. de T; por lo cual concluimos que|S | = 1. [ |

Observacion 2.2.5. El ejemplo mds sencillo de una funcion interior que no es un producto de Blaschke
es el siguiente: consideremos u = 6y la medida de Dirac en t = 0, la cual es singular con respecto a la
medida m de Lebesgue y cumple las hipotesis del teorema anterior, asi la funcion S s, es interior y es de
la forma

Ss5,(z) = exp (ﬂ) .

z—1
A continuacién veremos como se describen en general las funciones interiores:

Teorema 2.2.6. Sea ¢ € T, B un producto de Blaschke y u una medida de Borel, finita, positiva sobre T
y singular con respecto a la medida m de Lebesgue. Y sea para todo z € D

1(2) = ¢B(2)S 4(2)

entonces, 1 es una funcion interior y toda funcion interior es de esta forma.

Demostracion. = Consideramos la funcion I(z) = ¢B(z)S ,(z) para todo z € D, como |I| = |B||S ﬂ| y
B,S, € H* (D), tenemos que I € H* (D). Como|B*| =1y S;j I
I es una funcioén interior.

& Sea [ una funcién interior, asi / € H* (D) y|I*| = 1. Sea B el producto de Blaschke formado por sus
ceros, por el teorema de factorizacion de Riesz (teorema 1.2.8) existe g € H™ (D) tal que no tiene ceros
en D, ||g“oo =/l € I = g B. Lo anterior implica que|g*| = 1 en c.t.p. de T y que |g(z)| < 1 para todo
z € D. Puesto que g € H” (D), en particular g € #(ID) y como no tiene ceros en D la funcién ln|g| es

= 1, obtenemos que(l*| = 1 y por lo tanto

armoénica y 1n|g(z)| < 0 para todo z € Dj; por la equivalencia D.0.10 la funcién — 1n|g| es la integral de
Poisson de alguna medida u de Borel positiva y finita de la siguiente manera — ln|g| = Pldu], esto es

ln|g(z)| =- In%(%) du(t).

Ahora, como ln'g*' =0enc.t.p.deT, por el teorema D.0.12, tenemos que (Du)(#) = Oen c.t.p.de T y por
el corolario C.0.9, la medida u es singular respecto a la medida m de Lebesgue. Entonces si consideramos
la funcién definida para toda z € D

S () = exp (— f %dmo)

es una funcién interior singular y se cumple que’g| = |S ”’. Por lo cual existe ¢ € T una constante, tal que
g = ¢S, de lo que concluimos que I = ¢BS, lo que concluye la demostracion. [ |

Corolario 2.2.7. Sea S € # (D), los siguientes enunciados son equivalentes.

1. O<|S(Z)|S 1 para toda z € D, S(0) > 0 y|S*

=lenctp. deT;

2. S es una funcion interior singular.
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Demostracion. 1) = 2) Como S € # (D) y|S (z)| < 1 paratoda z € D, tenemos que S € H*(D), y como

S* = 1enc.t.p.de T tenemos que S es una funcién interior. Entonces por el teorema 2.2.6 tenemos que

existe ¢ € T y u una medida de Borel, finita, positiva sobre T y singular con respecto a la medida m de

Lebesgue tal que S = ¢BS,. Como § no se anula, tenemos que B = 1 y asi § = ¢S, como S(0) >0y

S, > 0 concluimos que S = S, por lo tanto S es singular.

2) = 1) Supongamos que S es una funcion interior singular. Por definicién tenemos|S (z)| >0y SO >0;
§*

por la demostracién del teorema 2.2.4 tenemos |S (z)| <1lparatodazeDy

=lenc.tp.deT. |

Definicién 2.2.8 (Funcién exterior). Sea ¢ : T — R* una funcién medible tal que In(¢) € L'(T) yc € T
definimos para toda z € D la funcion

1 (" it
0,(2) = cexp (ﬂ f_ ) % In go(exp(it))dt) .

La funcion O, : D — C se le llama funcion exterior.

Teorema 2.2.9. Sea ¢ : T — R* una funcion medible tal que In(p) € L'(T), y sea Oy, la funcion exterior
como en la definicion 2.2.8, entonces

1. Oy(z) # 0 para toda z € D;

2. ln|0¢' es la integral de Poisson de In(yp);

3. |Of; =gpenc.tp.deT;

4. Sea p € (0,00], O, € H’(D) si y solo si ¢ € LP(T) y en este casOHOsD”p = ”‘P“p§
5. Sia > 0 entonces Oy = OZZ;

6. Sea  : T — R* una funcion medible tal que In(y) € LY(T), entonces Opy = 0,0y y Oypy =
Oy/0y.

Demostracion. 1. Es inmediato de la definicion.

2. Por definicién de funcién exterior tenemos para toda z € D

|0,(2)| = exp (i f "% (M) In go(exp(it))dt] 2.4)

2n J_, exp(it) — z
asi por definicién de integral de Poisson de una funcién, tenemos 1n|0¢| = PlIn(p)].

3. Del inciso anterior, tenemos que ln|0¢,’ = P[In(yp)], asi por el corolario D.0.13 tenemos que

lim In| Oy (r exp(i6))| = In ¢(exp(i6))

enc.t.p.de Ty asi h’mr_,1|0¢(r exp(i@))| = p(exp(if)) por lo tanto |0y | = g en c.t.p. de T.

4. = Supongamos que O, € HP(D) con p € (0, c0]. Por el inciso 2 del corolario 1.3.5 tenemos
| 0, ) :”go”p, asi“go”p S”QP”,; < oo por lo que
p e LP(T).

& Tenemos por el teorema D.0.6 que O, € # (D). Supongamos que ¢ € LP(T) con p € (0, o) de
la igualdad (2.4) obtenemos

< ||0 || , pero por el inciso anterior tenemos ||O’;
p lip ¢
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T 1 d exp(it) + rexp(i6)
|O¢(r exp(z@))| = ©xp [271 f R (exp(it) — rexp(if)

-

) In ¢? (exp(it))dt) ;

utilizando la desigualdad de Jensen, obtenemos

_ap 1™ (exp(it) + rexp(if)
|0¢,(rexp(19))' < ﬂf SR(exp(l-t)_rexp(i@)

/8

) P (exp(it))dt.

Ahora, de la monotonia de la integral e integrando respecto a 6 tenemos

a T 1 (™ exp(it) + r exp(i6) )
[ H|O¢(rexp(10))| do < I ) I ) %(exp @) —rexp (ie))gop(exp(tt))dt do.

Finalmente utilizando la proposicién D.0.3 y el teorema de Fubini, tenemos que”OSo”p < “9"”,, < 00,
por lo que O, € HP(D) con p € (0, o). El caso p = oo es trivial.

5. Es inmediato de la definicién.

6. Es claro que In(¢y) € L'(T) y como In(i) € L'(T), entonces ¢ # 0 en c.t.p. de T, por lo tanto ¢ /i
estd bien definido y asi claramente In(¢/y) € L'(T) por lo que Oyy y Oy)y estan bien definidos y
de la definicién es inmediato que Ogy = 0,0y Y Op/y = Oy /Oy

[ ]

Corolario 2.2.10 (Szego). Sea p € (0,00] y f € HP(D) tal que f # 0, entonces la funcion exterior
definida para todo z € D como

1 (7™ exp(it) +
Of(z) = exp(z—f Mln

m J_pexp(it) — z

f*(exp(in))| dt) ,

cumple:

1. Of(z) # 0 para toda z € D;

2. 1n|0f’ es la integral de Poisson de In| f*

2

3.

Oy

f*lenc.tp. deT,

4 0 ®)]of], -]

s

p

5. Sia > 0 entonces qfla = O;f.;

6. Sea g € HP(D) entonces Ofy = OyOg y si g # 0 se cumple Ofjg = Of/O,.

La funcion Oy es llamada funcion exterior relativa a f.

Demostracion. Veamos que Oy estd bien definida: como f € H?(D), por el teorema 1.3.4 tenemos que f*
existe y es finito en c.t.p. de T. Como f % 0, por el inciso 1 del corolario 1.3.5 tenemos que In|f*| € L'(T),
por lo que Oy estd bien definida y es exterior. Los incisos 1, 2, 3, 5 y 6 son inmediatos del teorema 2.2.9
considerando ¢ como |f*|. Para el inciso 4, por el corolario 1.3.5 tenemos f* € L(T) y por el teorema
2.2.9 concluimos que Oy € H?(D). [ |
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Observacion 2.2.11. Notemos que la funcion exterior Oy linicamente depende de los limites radiales de

i

Lema 2.2.12. Sea p € [1,00] y f € HP(D) tal que no tiene ceros en D, entonces
lf@)| |0/ VzeD.

Demostracion. Sea R € (0, 1) fijo, definimos la funcion fg : D — C dada por fz(z) := f(Rz) para toda
z € D. Es claro que f € # (D) n C° (D) Puesto que f no tiene ceros en D, tenemos que la funcién

ln’ fR| : D — R es continua y arménica en D. Por la férmula de Poisson D.0.9 tenemos que para toda
z € D se cumple 1n| fR(z)| =P [ln| fR” (z) y usando que In = In™ —In~, tenemos

In|fe()| = P|In*|fe]] @) - P[In"|fi|| @) VzeD. (2.5)
Ahora, como para toda a, b € R se cumple que’ln*(a) - ln+(b)| <|a — b|, entonces se tiene

in* | | - 1n*

£ <=1

Por el teorema 1.3.7 para p = l,tenemos”fR - f*||1 — Ocuando R — 1y asi tenemos queHln+|fR| —In*|f*

—
1

0 cuando R — 1, lo que implica

P [1n*|fil] — P [1n*]s"] (2.6)
puntualmente. Por otro lado del lema de Fatou, tenemos que
P[In”|f*|] < tim inf P [1n"]fi]]. 2.7)

Haciendo R — 1 en la igualdad (2.5) y usando (2.6) y (2.7) tenemos

P[n7|f7|] < P|in*|£7|] - n|].
Puesto que P [ln|f*” =P [anr f* ] - P [ln_|f* ], tenemos que 1r1(f| <P [ln fr ]; finalmente por el inciso
2 del corolario 2.2.10 tenemos ln|f’ < ln’0f| y asi |f’ < |0f|. [ |

Teorema 2.2.13 (Factorizacién canénica de Smirnov). Sea p € (0,00] y f € HP(D) tal que f % 0,
entonces existe una tinica constante ¢ € T y una unica funcion interior singular S, € H*(D) tal que

f = ¢BS,05

donde B es el producto de Blaschke formado por los ceros de [y Oy es la funcion exterior relativa a
f como en 2.2.10. Las funciones Iy = BS, y Oy las denominamos el factor interior y exterior de f
respectivamente.

Demostracion. Tomemos p € [1,0] y f € HP(D), por el teorema de factorizacién de Riesz (teorema
1.2.8) sabemos que existe g € HP(D) que no se anula en D tal que ||g“p = Hf| »Y f = gB, asi que
trabajaremos sobre g. Puesto que [B*| = 1 en c.t.p de T, tenemos que |f* g*lenctpde Ty asi
Oy = O,. Ahora, como O, no se anula, definimos I, = g/0,, la cual es una funcién holomorfa en D pues
8,0, € HP(D) (inciso 4 del corolario 2.2.10), como g no tiene ceros en D por el lema 2.2.12 tenemos

*

’Ig| = ’g/0g| < 1 por lo que I, € H*(D). Por el inciso 3 del corolario 2.2.10 como ’O;

en c.t.p
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de T tenemos que |I§| = l en c.t.p de T, por lo que concluimos que I, es una funcion interior. Por el
teorema 2.2.6 tenemos que I, es de la forma I, = ¢B¢S,, donde ¢ € T; como I, no se anula tenemos
que su producto de Blaschke asociado es B,(z) = @ para a € T por lo tanto tenemos que I, = ¢S, y asi
g = ¢§,0y, 1o que finalmente nos da f = ¢BS ,Oy.

Para el caso en que p € (0, 1) usamos la descomposicion dada por el teorema 1.2.9 y un procedimiento
andlogo. La unicidad de c y S, es clara. [ |

Observacion 2.2.14. El teorema anterior nos garantiza que toda funcién f € HP(D) con p € (0, ] se
puede factorizar en una funcion interior y en una exterior: en efecto, puesto que f = IyO¢ con Iy = cBS
el teorema 2.2.6 garantiza que Iy es una funcion interior 'y puesto que Oy es una funcion exterior, tenemos
el resultado.

Corolario 2.2.15. Sea p € [1,00] y f € HP(D) entonces
1. f es una funcion interior si'y sélo si f = I,
2. f es una funcion exterior si'y solo si f = A0y con 1 € T.
Demostracion. 1. = Supongamos que f es interior, por el teorema 2.2.13 tenemos que f = I[fOry
como|f*| = 1 en c.t.p. de T la funcion exterior relativa a f es Oy = 1 y por lo tanto f = I.

& Si suponemos que f = Iy, por la observacion 2.2.14 tenemos que /7 es una funcion interior y
terminamos.

2. = Supongamos que f es exterior. Por el teorema 2.2.13 tenemos que f = ;O con Iy = c¢BS;
como f es exterior, por definicién tenemos que | f(z)| > () para todo z € D, entonces su producto
de Blaschke es constante y asi f = ¢S,07. Ahora como f no se anula, por la formula de Jensen
(teorema B.0.2) y de la definicién de Oy, tenemos

|f(0)’ = exp(% [: In

por lo que | f(0)| = 0y(0); esto que implica que |S #(O)| = 1. Por el teorema 2.2.4 tenemos que

f*(exp(ir))|dz) = 04(0),

||S #HOO < 1, por lo tanto |S ,,(Z)l < |S ,,(O)| para toda z € D. Ahora, por el principio del modulo
maximo tenemos que S, = @ donde @ € Ty asi f = 10y con A =cacon 1 € T.
& Si f = A0y, claramente f es una funcion exterior.

Finalicemos con una caracterizacion de las funciones exteriores.

Teorema 2.2.16. Sea p € (0,0]y f € HP(D) si existe g € (0, 00] tal que 1/ f € H1(D), entonces f es una
funcion exterior.

Demostracion. De la factorizacion canénica de Smirnov, tenemos que f = ¢1B1S,,0r y 1/f = c2Bu001¢.
El corolario 2.2.10 nos dice que 1/f = ¢c2Bouz1/Oy, porlo que 1 = ¢BS, donde ¢ = cic, B= BBy y
Su =88, Porla unicidad de la descomposicion canénica de Smirnov, tenemos que B =1y S, = 1.
Ahora como 1/f € H4(D), entonces 1/f € #(D) y por lo tanto f no se anula, asi B, = 1 y por ende
By = 1. De la equivalencia 2.2.7 tenemos que|S,“’ <1 y|S,12| <lporlotanto S, =ayS, =1/acon
a € Ty asi tenemos f = AOrcon 1 € T. [ |
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2.3. El teorema de Beurling y sus consecuencias

En esta seccién estudiaremos los subespacios invariantes bajo el operador deslizamiento en el espacio
£%(C). Dicho operador se traduce en el espacio H” (D) a un operador de multiplicacién que es mds fécil
de analizar por la estructura més rica de H> (D) como espacio de funciones holomorfas. La clasificacién
de todos estos subespacios invariantes bajo dicho operador es conocido como el teorema de Beurling.

Teorema 2.3.1. H? (D) es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

1 (7 T
(F.6) = 5z [ I (expio) & exptnias @8

para todo f,g € H*> (D).

Demostracién. Sean f,g € H? (D) por la férmula de Parseval, tenemos que

1 (" =\ A0S
x| 1 @) ep@in = 3] oo

Por el teorema 2.1.11, tenemos que para toda n < 0 se cumple f*(n) = f(n) = 0, asi obtenemos que

(f.8) =) Fmg'm

n=0

el cual claramente es un producto interno y ademds si f € H? (D) por el teorema 1.3.6 y el corolario
2.1.12 se cumple

— 2
Pl =|irl;-

<f’f>:i
n=0

Finalmente por el teorema 1.1.13, H 2 (D) es un espacio de Hilbert con el producto interno (2.8). [ ]

Notacion 2.3.2. Definamos para toda n € N la funcion q"(2) := 7" con z € C. En particular haremos
1:=¢°donde ¢°(z) = 1y q := ¢', donde q'(2) = z.

Definicion 2.3.3. Sea H un espacio de Hilberty sea A C H, denotamos por lin(A) al subespacio vectorial
de H generado por A, es decir,

m
lin(A) := Zaiv,- ca; €K, vieA, meNy,
i=0
donde K = R o C. También definimos su cerradura como span(A), es decir span(A) := lin(A).
Observacion 2.3.4. Notemos que con la definicion anterior tenemos que lin ((g")n>0) = P(D)
Teorema 2.3.5. El conjunto (q"),>0 es una base de Hilbert para H?* (D).

Demostracion. Del teorema 2.1.9 y de la observacién 2.3.4 se tiene que span ((¢"),>0) = H* (D), y un
célculo directo da la ortonormalidad. [ ]

Definicion 2.3.6 (Subespacio invariante). Sea (X.||-||) un espacio de Banachy T : X — X un operador
lineal acotado. Decimos que Y C X es un subespacio invariante respecto a T si Y es un subespacio
cerrado de X tal que T [Y] C Y.
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Observacion 2.3.7. Notemos que los subespacios invariantes respecto a T de X son exactamente los que
se transforman en si mismos mediante T. Asi el conocimiento de los subespacios invariantes nos ayuda
a visualizar su accion.

Veamos un ejemplo particular de subespacios invariantes, para esto definamos el operador desliza-
miento en un espacio de Hilbert.

Definicion 2.3.8. Sea (H, (-, )) un espacio de Hilbert separable, sea (e,),s( una base de Hilbert ordena-
da, definimos el operador deslizamiento S en H como el operador lineal que satisface

S(ey) = ens1 Yn>0.

Proposicion 2.3.9. Sea (H, (-, -)) un espacio de Hilbert separable, el operador deslizamiento S : H — H
estd bien definido, acotado y cumple que||S|| = 1.

Demostracion. Es inmediata de la definicion. [

En particular si consideramos el espacio de Hilbert:

@) =4a=(@en : ) Janf < o0
n=0

dotado con el producto interno {a,b) = ¥ ° anb_n para todo a,b € £2(C), el operador deslizamiento se
puede ver como

s 2(C) — 30
a = (ap,ay,az,---) +— (0,a0,a1,a2,---)

Veamos algunos ejemplos de subespacios invariantes del operador S. Si consideramos k € N y definimos
e = {a = (anar € XC) = aj=0 Vie{0,1,-- k}}

tenemos un primer ejemplo de un subespacio invariante bajo el operador deslizamiento, pues es claro que
yx es un subespacio cerrado de £*(C) tal que S [yx] € yx.

Ahora nos hacemos la siguiente pregunta: ;Podemos describir todos los subespacios invariantes de £2(C)
bajo el operador deslizamiento S ? Para contestar esta cuestion, traduzcamos todo en términos de espacios
de Hardy.

Teorema 2.3.10. Los espacios £*>(C) y H*> (D) son isomorfos como espacios vectoriales e isométricos
como espacios métricos.

Demostracion. Definimos la transformacion

T : (C) — H*(D)
a=@pen +— f

donde f(z) := X7, a,Z" paratoda z € D. Veamos que T es el isomorfismo buscado: T esta bien definido,
pues si a = (ap)pen € £2(C) entonces Z,‘;":O|an|2 < ooy asi por el teorema 1.3.6 se tiene que f € H?* (D).
El operador T es claramente lineal y conserva el producto interno pues si a,b € (*(C)y T(a) = fy
T(b) = gcon f(z) = 277 gand"y 8(z) = 2.7, bpZ", por el corolario 2.1.12 y el teorema 2.8 se tiene que
(a,b)p(cy = {f &) 2 m)- Lo anterior implica que 7' es una isometria (pues preserva la norma), entonces T
es inyectivo. Finalmente veamos que T es suprayectivo, tomemos f € H? (D), asi por el corolario 2.1.12
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— — P2 —
tenemos que f(z) = 3., f*(n)z", el teorema 1.3.6 garantiza que 3,7 f*(n)| < 00, asi (f*(n))pen € £2(C)

y cumple que T(J?*(n)) =f. |

Observacion 2.3.11. El teorema anterior nos permite traducir el operador deslizamiento del espacio
£3(C) al espacio H? (D). Tomamos a = (ay)nen € 2(C), asi tenemos que S (a,) = (b,) donde by = 0y
bu+1 = a, para toda n € N, ahora aplicando el isomorfismo anterior, tenemos que T(a,) = fy T(b,) = g,
donde f(z) = Y2 gan" y 8(z) = Yevobn?" = Y2y an"™™! para toda z € Dy esto nos da la siguiente
relacion g(z) = zf(z) para toda z € D. Asi el operador deslizamiento se convierte en un operador de
multiplicacion en H* (D) y se puede ver como

S : H?*®D) — H?*D)
f— g

donde g(z) = zf(z) para toda z € D. Utilizando la notacion 2.3.2 tenemos que S (f) = qf.

El isomorfismo dado en el teorema 2.3.10 nos permite estudiar los subespacios invariantes del operador
deslizamiento en términos del operador S : H? (D) — H?* (D). Por ejemplo los subespacios invariantes
Vi C £2(C) se traducen en H? (D) como

Ye={feH D) : f@)=) '
n=k

es decir las funciones de H? (D) que tienen un cero en el origen de orden k al menos. Podemos generar
otro tipo de subespacio invariante, por ejemplo consideremos {ay,- - ,ax} € DD una sucesion finita de
nimeros complejos y consideramos

Y={feH*D) : fla)=0Vie{l, -kl

es facil ver que Y es un subespacio cerrado de H? (D) tal que S [Y] C Y, por lo que Y es un subes-
pacio invariante. Mds atn, si consideramos a B como el producto de Blaschke formado por la sucesién
{ay, -+, S Dtenemos que f € Ysiysolosi f/B e H? (D), porlocual Y = BH? (D). Esto nos permite
inferir que podemos generalizar este resultado a productos de Blaschke infinitos y més adn a funciones
interiores. Este es un profundo resultado, el cual probaremos a continuacion.

Lema 2.3.12. Sea Y C H* (D) un subespacio invariante respecto a S 'y sea f € Y, entonces para todo
p € P(D) se tiene que pf € Y.

Demostracion. Veamos que para toda n € N se tiene que S”(f) € Y: por induccion, si n = 0 se cumple
trivialmente, supongamos que S”(f) € Y, y para el paso inductivo veamos que S™*!(f) = S(S™(f)) y
como S[Y] C Y, tenemos que S"*'(f) € Y, lo que concluye la afirmacién. Notemos que S™(f) = ¢"f:
nuevamente por induccion, si # = 0 no hay nada que demostrar, supongamos que S"(f) = ¢"f, para el
paso inductivo tenemos que S™*!(f) = S (S™(f)) = S(¢" f) donde por definicién S (¢"f)(z) = z¢"(2) f(z) =
71 £(2) por lo que S™*!(f) = ¢"*' f y concluimos. Finalmente puesto que Y es un subespacio, entonces
toda combinacién lineal de sus elementos estd en el conjunto y como ¢" f € Y para todo n € N, tenemos
que pf € Y para todo p € P(D). [ |

Teorema 2.3.13 (Beurling). Sea Y C H* (D) un subespacio tal que Y # {0}. Entonces Y es un subespacio
cerrado invariante bajo S si y solo si existe I € H* (D) una funcion interior tal que

Y =I1H*(D) = {If : feH* D).
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En este caso I es tinica salvo la multiplicacion de una constante a € T.

Demostracion. Iniciemos probando la unicidad: supongamos que existen /; e I funciones interiores ta-
les que I H?*(D) = I, H* (D), de aqui tenemos que I; = If para alguna f € H?* (D); esto implica
que 11/, € H? (D), andlogamente tenemos que I>/I; € H? (D). Definamos las funciones I = I;/I» y
J =1+ 1/1, las cuales cumplen que 1, J € H? (D). Como I; e I, son funciones interiores, tenemos que
Il = 1enc.t.p.de T, de aqui que J* € R en c.t.p. de T. Por el teorema 2.1.5 tenemos que J = P[J*] y por
la férmula de Poisson obtenemos que J(z) € R para todo z € D, pero J es holomorfa y por las ecuaciones
de Cauchy-Riemann tenemos que J es constante y mas aun J(z) = j € R para todo z € D. Ahora, como

J =1+ 1/I,tenemos que j = R(I(z)) (1 + 1/|I(z)|2) +i3(2) (1 - 1/’I(z)|2) de aqui que necesariamente

'I (z)‘ =1y R((z)) = j/2, por ende la parte real de I es constante y nuevamente puesto que / es holomorfa
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, concluimos que / es constante. Asi I/l = @ con a € T, lo que
concluye la unicidad.

& Sea I una funcién interior, queremos demostrar que ¥ = I H* (D) es un subespacio invariante ba-
jo S, en efecto: es claro que Y es un subespacio de H> (D). Veamos que S[Y] C Y, sea If € Y, asi
S({f) = g, donde g(z) = zI(2)f(z) para toda z € D, pero g(z) = I(z)zf(z) y asi g € Y y por lo tanto
S(If) € Y. Basta ver que Y es cerrado, tomamos (If,),=0 C Y una sucesién tal que If, — g en H> (D),
por demostrar que g € Y. Consideramos la funcion:

T : H*D) — H?*D)
fo— If

la cual estd bien definida, pues I es una funcién interior, es lineal y ademds una isometria. Puesto que
(I f)n>0 €s convergente, en particular es de Cauchy, y como HI f,,”2 = || f,,”2 tenemos que (f,)n>0 es de
Cauchy y como H? (D) es completo entonces existe f € H? (D) tal que f, — fen H? (D) y como
Hlfn - If||2 = an - f||2 tenemos que I f, — If y de la unicidad de los limites, tenemos que g = I f por lo
que g €Y.

= (Helson y Lowdenslager) Supongamos que ¥ C H?(D) es un subespacio cerrado invariante bajo
S tal que Y # {0}. Entonces existe k € N minimo tal que Y contiene una funcién f de la forma

o0

fl@)= Z anZn YzeD con ay #0.
n=k

Definamos el conjunto zY := {¢f : f € Y}; como 'q*' = 1 tenemos que z¥ C H? (D) y claramente es un
subespacio de H? (D). Mas atin, es un subespacio de Y: basta ver que zY C Y, sea g € zY, entonces es
de la forma g(z) = zh(z) con h € Y; utilizando el operador deslizamiento tenemos que g = S (h), pero Y
es invariante bajo S, entonces g € Y. También zY es cerrado: como|g¢*| = 1 es una funcién interior, de la
condicién suficiente tenemos que zY es cerrado. Finalmente notemos que f ¢ zY pues si suponemos que
si, entonces f es de la forma f(z) = zh(z) con h € Y; notemos que f(z) = Z,‘f:k anZn = zZ;":k_l Ani1Zns
asi tenemos que h(z) = ZZ":k_ | @n+1Zn, lo cual es una contradiccion con la minimalidad de k. En resumen
tenemos que zY es un subespacio propio y cerrado de Y. Ahora como Y es cerrado y como H? (D) es
completo, tenemos que Y es un subespacio completo (de Hilbert), utilizando el teorema de la proyeccion
ortogonal, tenemos que

Y=zY®zV* donde zY*={heY : hlg VgezY}.

Notemos que zY* # {0}: en efecto, si esto no sucediera, implicaria que f € zY lo cual es una contradic-
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cién. Tomemos I € zY* tal que I # 0, por ser subespacio, podemos considerar sin pérdida de generalidad
quel|lll, = 1. Ahora, definamos para todo n € Z* la funcién I,, := ¢"I, es fécil ver que debido a que Y
es invariante bajo S, tenemos que I, € zY para toda n € Z*; por lo tanto tenemos que / L I, para todo
neZ*, estoes(l, I,y = (I, I) = 0. Utilizando el producto interno en H?* (D) dado por (2.8), tenemos

1 7T
5 /.

Ahora, por el corolario 1.3.5 tenemos que I* € L*(T), y por ende

r (exp(i@))|2 exp(ind)d6 = 0 Vn > 1.

I (exp(i@))’2 exp(—inf)do = %r fﬂ

el (T) y asi notamos que sus

coeficientes de Fourier cumplen quelI*lz(n) =0sinezZ\{0} y|I*|2(O) = 1. Puesto que las funciones en
L!(T) quedan determinadas por sus coeficientes de Fourier, tenemos que |I *| = l en c.t.p. de T. Ahora,
como I € H* (D), por el teorema 2.1.4 tenemos que I = P[I*] y por lo tanto|/| < 1 lo que implica que
I € H*(D). Entonces concluimos que / es una funcion interior y afirmamos que ¥ = 1 H?* (D).

Primero probemos que / H*D)CY:comol €Y, por el lema 2.3.12 Ip € Y para todo p € P(D). Ahora
tomamos f € I H> (D) que es de la forma f = Ig con g € H? (D); por el teorema 2.1.9 tenemos que existe
una sucesion (p,)peny € P(D) tal que p, — g en H? (D), puesto que |[I*| = 1 en c.t.p. de T, tenemos que
Ip, — Ig = f ycomo (Ip,)yen € Y y Y es cerrado, concluimos que f € Y.

Ahora, como I H> (D) C Y, la condicién suficiente implica que I H> (D) es cerrado y nuevamente por el
teorema de proyeccion ortogonal tenemos que

y=1H @ e(IH* D) donde (IH*D)) ={heY :hlg VgelH D).
Para finalizar la demostracién, bastarfa ver que (1 H? (D))l = {0}: en efecto tomemos / € (I H? (D))L y

puesto que para toda n € N tenemos que ¢" € H? (D), entonces I, = I¢" € I H> (D) y por lo tanto i L I;;
lo que se expresa como

(h, 1) = % fﬂ h* (exp(i0)) I'* (exp(if)) exp(—ind)dl = 0 VYn > 0.

Ahora, como & € Y, si definimos &, := ¢"h para toda n € Z*, nuevamente por ser Y invariante respecto
de S, tenemos que &, € zY' y recordando que / L zY, tenemos que / L h, para todan € Z* lo que implica

(hy, Iy = % f " h* (exp(if)) I (exp(if)) exp(inf)dd = 0 VYn > 1.

I

Como h € H* (D), tenemos que h* € L*(T) y asi h* € L' (T), como = 1 en c.t.p. de T, tenemos que

h*I* € L' (T). Entonces sus coeficientes de Fourier cumplen hI*(n) = 0 para toda n € Z por lo cual
I*I* = 0 en c.tp. de T y como |F| = 1 en c.t.p. de T, necesariamente 4* = 0 en c.t.p. de T y por el
corolario 1.3.5 concluimos que 4 = 0, lo que finaliza la prueba. |

Observacion 2.3.14. Notemos si combinamos los teoremas 1.2.6, 2.2.6 y 2.3.13 tenemos que los subes-
pacios invariantes respecto a S de H> (D) se caracterizan por lo siguiente

1. Una sucesion (ap)n>1 C D (la cual puede ser finita o vacia) tal que 3, | (1 —|a,|) < oo,
2. uuna medida de Borel, finita, positiva sobre T y singular con respecto a la medida m de Lebesgue.

Finalizamos esta seccién con un resultado corolario importante del teorema de Beurling
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Definicion 2.3.15. Sea H un espacio de Hilbert, y T : H — H un operador lineal acotado, sea v € H
conv # 0, definimos el subespacio cerrado generado por v como

T, = span ((T"(v))ns0) -

Proposicion 2.3.16. Sea H un espacio de Hilbert, y T : H — H un operador lineal acotado, para toda
v € H\ {0} se tiene que T, es el subespacio invariante respecto a T mds pequefio que contiene a v.

Demostracion. Es claro que es un subespacio cerrado, basta ver que T[T,] € T,. Tomamos w € T,
entonces existe (Wy)n>0 € 1in ((T"(v))ns0) tal que w,, — w cuando n — oo en la norma inducida por
el producto interno de H, como T es continuo entonces 7'(w,) — T(w); es claro que (T'(Wp))ns0 C
lin ((T"(v))n>0), entonces se concluye que T'(w) € T,. Ahora, sea V un subespacio invariante respecto a T
que contiene a v, queremos ver que 7, C V. Tomamos w € T,, entonces existe (Wy,),>0 € 1in ((T"(v))n>0)
tal que w, — w cuando n — oo, pero como v € V, tenemos que (wy),>0 € V y el resultado se sigue. =

Teorema 2.3.17. Sea f € H? (D) con f £ 0, entonces
S = I;H*(D),

donde Iy es el factor interior de f como en la factorizacion candnica de Smirnov (teorema 2.2.13)y S ¢
es el subespacio cerrado generado por f como en la definicion 2.3.15.

Demostracion. C Por la factorizacion candnica de Smirnov tenemos que f = I;Oy. La observacién
2.2.14 garantiza que Iy es una funcion interior y asi por el teorema de Beurling tenemos que / fHZ(D)
es un subespacio invariante respecto a S. Por el corolario 2.2.10 tenemos que O € H?(D), por lo tanto
fel fHZ(D). La proposicion 2.3.16 nos dice que S 7 es el subespacio mds pequefio que contiene a f por
lo que Sy C I;H*(D).

2 Como f # 0 tenemos que S  # {0}. Puesto que S ; es un subespacio invariante respecto a S (proposicion
2.3.16), por el teorema de Beurling tenemos que existe / € H*(D) funcion interior tal que S 5 = IH*(D).
Como f € Sy, entonces f = Ih para alguna h € H?(D), por la factorizacién canénica de Smirnov
tenemos que i = 1,0, y por lo tanto f = I1;0),. Por otro lado f = IOf de lo que I;O¢ = 11,0, pero

rl=|r| = =|os
que Oy = Oy y asi Iy = 1. Como 11, € IH*(D) = Sy esto implica que Iy € Sy y por el lema 2.3.12
tenemos que ply € S ¢ para todo p € (D). Finalmente tomamos g € | sz(D), entonces existe j € H*(D)

tal que g = Iy j; por el teorema 2.1.9 tenemos que existe (p,)q>0 C P(D) tal que p, — jen H?*(D) y como

como

=l enc.t.p. de T, entonces |O;"Z en c.t.p. de T. Por el corolario 1.3.5 tenemos

’I;‘;’ = 1, entonces Iyp, — Iyj = g. Finalmente como (Iyp,),>0 € Sy al ser Sy cerrado, tenemos que
g € S f-
[ |

Corolario 2.3.18. Sea f € H> (D) con f # 0 entonces S f= H?(D) si y solo si f es una funcion exterior:

Demostracion. = Supongamos que S ; = H?(D). Por la factorizacién canénica de Smirnov tenemos que
f =170y por el teorema 2.3.17 tenemos que S 5 = fHZ(D). Asi tenemos que / fHZ(D) = H*(D), pero
por la ultima parte del teorema de Beurling 2.3.13 tenemos que Iy = @ con a € T. Por lo tanto f = aOy
y asi f es exterior.

& Si f es exterior, por el corolario 2.2.15 obtenemos que f = A0y con A € T. Por la unicidad de
la descomposicion canénica de Smirnov tenemos que Iy = 1y por el teorema 2.3.17 concluimos que
S ;= H* (D). L]



Capitulo 3

La funcion /

“Los matemdticos han intentado en vano descubrir algiin orden en la secuencia de los niime-
ros primos, y tenemos razones para creer que es un misterio en el que la mente humana nunca
penetrard.”

Leonhard Euler

En este capitulo estudiaremos una de las funciones mas importantes en la teoria de niimeros, la funcion
{. El anélisis de esta funcién tiene consecuencias muy importantes en la distribucién de ndmeros primos,
esta relacion estd dada por la famosa hipdtesis de Riemann, la cual habla sobre la distribucién de los ceros
de la funcién £.

3.1. Primeras propiedades de la funcion

En esta seccién estudiaremos las propiedades bésicas de la funcién ¢ y veremos algunos valores espe-
ciales que esta funcién toma.

Notacion 3.1.1. En lo siguiente consideraremos la siguiente notacion:
1. Denotamos los siguientes semiplanos del plano complejo como
C*:={zeC : () >0}, Cy:={z€eC : R(z) >0}.
2. Si consideramos A C Cy w € C, denotamos
w+A={w+z : z€A}, wA ={wz : 7€ A}.
3. Sea a € R, entonces denotamos
a+iR:={seC : R(s) =al}, R+ia:={se€C : 3(s)=al.

Observacion 3.1.2. Consideremos s € Cyn € Z*, entonces

1

ns

1
T pRe’

33
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Notemos que si R(s) > 1, la suma Y, % converge absolutamente. Esto nos lleva a la siguiente defini-
cion.

Definicion 3.1.3 (Euler). Para todo s € 1 + C, (i.e. R(s) > 1), definimos la funcién { como

(=34
n=1

Teorema 3.1.4. La funcion ¢ dada en la definicion 3.1.3, es una funcion holomorfa y se cumple que

[Se]

1
{,(S) — _Z l'l(l’l).

nS

n=1

Demostracion. Sear >0y zg € 1+ C; tal que E,(z()) C 1 + C,. Definimos para toda n € Z* la funcién
fu @ Br(zo) = C como f,(s) = n~%, la cual claramente es una funcién holomorfa. Sea & la distancia de
Er(z()) alalinea 1 +iR, asi tenemos que para todo s € Er(z()) se cumple que R(s) > 6+ 1. Si consideramos
M, = n~®*D_ tenemos que|fn(s)| = n R < M, y ademis 2y M, < oco. Entonces por el criterio M de
Weierstrass tenemos que Y7, f, converge absoluta y uniformemente sobre B.(z0), y por el teorema de
convergencia analitica tenemos que f(s) = }7° | fu(s) es holomorfa en 1 + C, y mds aln se cumple que

(o0

=Y fe ==y
n=1

n=1

la cual converge en 1 + C,. y uniformemente en los discos cerrados de 1 + C... [ |

Veamos ahora como la funcién £ guarda una estrecha relacion con la sucesion de ndmeros primos. La
cual denotamos como (py,),>1, donde p; = 2, p» = 3, p3 =5, etc.

Teorema 3.1.5 (Producto de Euler). Para todo s € 1 + C,. se cumple que

{(s) = ﬁ 1 _lp—s'
n=1

n

Demostracion. Veamos primero que los productos convergen sobre 1 + C,. Para esto bastaria ver que
lo hacen los productos [, (1 - p;‘); en efecto notemos que para todo n € Z* se cumple que n < py,
tomando s € 1 + C, se tiene que

(o8] (e8] [e+]
Zl_p;s| - ZPZ‘K(S) < Zn—‘)’x(s) < 0.
n=1 n=1 n=1

-1
Entonces el producto [];7, (1 - p;s) converge en 1+C, y por ende también lo hace el producto [];, (1 - p;s)
Ahora, para toda n € Z* definimos el conjunto

n
P(n) = l_lpzk oy €Nparatodo 1l <k <n;;
k=1

esto es el conjunto de todos los enteros que tienen un divisor primo entre py, ..., p,. Puesto que el teorema
fundamental de la aritmética establece que la descomposicién de un nimero entero en productos de
primos es Unica (salvo el orden), tenemos que
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. 1
€)= lim ) o

neP(k)

Por otro lado para n € Z™ fijo, obtenemos que

Sieoy ol

neP(k) 020, mmz0 P17 Pk

Notemos que la suma anterior la podemos factorizar de la siguiente manera

1 1 1 1 1
S - >l > | D B g

a120,...,a;,>0 Py a1>0 a2>0,...,ar> a1>0 Py ;>0 Py

y puesto que las sumas anteriores son geométricas, entonces el resultado se sigue

k
1
=i .
=in | 7=

Finalizamos esta seccion calculando algunos valores especiales de la funcién £. Sear > 0y zg € C
denotamos el disco agujerado con centro en zg y de radio r como B,(79)° :={z€ C : 0<|z—2z0| < r}.

Observacion 3.1.6. Consideremos la funcion f(z) = exp(ﬁ la cual es una funcion meromorfa con polos
simples en 7 = 2nki con k € Z \ {0}. Entonces dicha funcion tiene una expansion en series de potencias
en la vecindad B,(0) de z = 0. Asi tenemos la siguiente definicion.

Definicion 3.1.7 (Nimeros de Bernoulli). Definimos el n-ésimo niimero de Bernoulli B,, como el n-ésimo
coeficiente de la serie de Taylor de la funcion exp(ﬁ en la vecindad By(0) de z = 0, esto es

(o)

B
£ > V<o

exp(z) — 1 — n!

Los ntimeros de Bernoulli no siguen un patrén general, la tnica forma de calcularlos es a través del

desarrollo de Taylor de la funcién f(z) = exp(ﬁ, es decir B, = f ™ (0); los primeros dieciséis valores
son:
n |01 2 13|4 5|16 |7|8 9110 |11 12 1314 | 15
T 1 T 1 T 3 691 7
Bu | 1] 21610/ —x |05 0] -x10]5 10 |- ]0 |5 [0

Cuadro 3.1: Primeros dieciséis nimeros de Bernoulli.

Lema 3.1.8. Para todo n € Z* tenemos que By,+1 = 0.

Demostracion. Consideremos la funcién coth, la cual es una funcién meromorfa con polos simples en
z = mki con k € Z, tomamos z € B;(0)°, y asi obtenemos

2

thz) -1 = ————.
coth(2) exp(2z) — 1

3.1
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Ahora, si tomamos z € By,(0), de la definicién de nimeros de Bernoulli tenemos que

Dado que las funciones 5 y coth (%) son impares, su producto es una funcién par, por lo que se cumple

que > coth (—%) = 5 coth (%) Asf los valores de la serie de Taylor se relacionan como B, = (—1)"B,, para
todo n > 2, de lo cual necesariamente tenemos que para toda n € Z* se cumple By,4+1 = 0. [ ]

Lema 3.1.9. Para todo z € Bz(0)°, tenemos que

Demostracion. Tomamos z € B;(0)°. De la igualdad (3.1) y de la definicién 3.1.7 obtenemos la siguiente
identidad

[ee)

B,
zcoth(z) —z = Z n—7(2z)”.
n=0 "~

Por el lema 3.1.8 tenemos que

1 <« B2,
coth(z) = = + 7"
@=7 Z:; n)!

|
Para probar el siguiente lema usaremos la siguiente identidad:
Teorema 3.1.10 (Euler). Sea z € C, entonces se cumple que
sinh(z) 1 z
= 1+ —=]1. 32
z D [ 7r2n2) (3:2)
Donde sinh(z) := (exp(z) — exp(z)) /2.
Una prueba de este teorema se puede ver en [14].
Lema 3.1.11. Para todo z € B;(0)°, tenemos que
1 R Z2n—l
coth(z) = = +2 ) (=1)""' Z5—£(2n). (3.3)
Z — s
Demostracion. Definimos para toda z € C \ {0} la funcién
sinh(z)
f@)=——.

Esta funcién es holomorfa en C \ {0} y tiene una singularidad removible en z = 0, por lo cual se puede
extender a una funcién holomorfa en C de la siguiente manera

sinh(z)
I e z€ C\ {0}
8(2) = { | 2=0
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Ahora, notemos que los ceros de g son de la forma z = ikn para todo k € Z\{0}. Entonces, restringiendo g a
la bola B,(0), tenemos que Log(g) € # (B,(0)) (donde Log es una determinacion adecuada del logaritmo
complejo); asi tomando z € B;(0)°, de la identidad (3.2) obtenemos

()5 g1 2

en donde c es una constante miltiplo 2in. Ahora, derivando la igualdad anterior, tenemos

s\l

1 (o)
coth(z) = - Z . (3.4)
=z 2+ nln
Consideramos para toda n € Z* las funciones f;,(z) = m, notemos que estas funciones son meromor-

fas con singularidades en z = +inn respectivamente. Si calculamos su desarrollo en serie de Taylor en la
vecindad B,,(0) de z = 0 tenemos

2m—1

fn(z)—Z( D S V<

Asi, para todo z € B;(0)?, reescribimos (3.4) como

coth(z) - % =2 /(2.
n=1

Puesto que Ia serie anterior converge normalmente en B;(0)?, por el teorema de la doble suma de Weiers-
trass, tenemos que

-1

coth(z) - ~ :2?[?( 1! jn Zm] 22( 1y IZ L —zm)

m=1

lo que buscdbamos demostrar.

Teorema 3.1.12 (Euler). Para fodo n € Z* se cumple

D" 20> By

¢@n) = 2 (2n)!

Demostracion. Del los lemas 3.1.9, 3.1.11 y considerando que la serie de Laurent es tnica, tenemos que
para todan € Z* se cumple

B n22n (_l)n—l
(22n)! =2 den

y el resultado se sigue.

3.2. La extension analitica

En esta seccion extenderemos el dominio de la funcién £ a todo el plano complejo a excepcidon de un
punto s = 1, ademds veremos que esta extension hace de la funcién ¢ una funcién meromorfa con un polo
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simple en s = 1.
Definicion 3.2.1 (Parte fraccionaria). Sea x € R definimos su parte fraccionaria como

p(x) = x - |x]

donde |-] denota la parte entera.

Observacion 3.2.2. La funcion parte fraccionaria p : R — R es positiva y estd acotada, esto es para
todo x € R, 0 < p(x) < 1y ademds es 1-periddica, p(x + 1) = p(x).

Teorema 3.2.3. La funcion { se puede extender a una funcion meromorfa en C, con un tinico polo simple
en s =1 con Res({,1) =1y la representacion integral

{s) _ 1

Ry s—1

—foop(x)x_s_ldx ¥ seCy\{1}.
1

Demostracion. Sea s € 1 + C, fija. Es claro que la funcién x=*7!

es acotada, entonces ,o(x)x‘s_1

00 . © n+1 . R n+1 x—n
p(xX)x*dx = f p(xX)x " dx = f dx.
f; ; N ; N xs+l

Ahora, integrando por partes obtenemos

es integrable en (1, co0) y puesto que p
es integrable y su integral se puede ver como

oo ad 1 1 (™1 IR 11
—s-1 —

d = - + — _d =-= + - '

flp(m ' Zl( s(u+ 1) sfl x x) S;@“)“' ool

Del hecho de que {(s) = 1 + 3,77, (n + 1)~%, concluimos que

@: ! —foop(x)x_s_ldx. (3.5)
1

K s—1

Si denotamos F(s) = flw p(x)x‘s‘ldx, tenemos que dicha funcién estd definida para todo s € C tal que
R(s) > 0; por ende tenemos que la férmula 3.5 extiende a la funcién £ en C, a excepcién de s = 1.
Veamos que dicha extensién es analitica en C, \ {1}: consideremos la funcién f(x, s) = p(x)x~*~! definida
en (1,00) X C,. Para cada x € C,, tenemos que f es holomorfa en C,. Ahora tomamos K € C; un
subconjunto compacto y sea s € K; entonces existe a > 0 tal que a < R(s) y asi tenemos la siguiente cota

|fx 9| <

< .
yR(s)+1 yatl

Puesto que la funcién A(x) = x™~! cumple que i € L'(1, o), por el teorema de integrales que dependen

de un parametro complejo, tenemos que la funcién F(s) = flm f(x, s)dx es holomorfa en C,. Como la
funcién G(s) = (s—1)~! es holomorfa en C a excepcion de s = 1, tenemos que la extension 3.5 es analitica
en C, \ {1}, donde el residuo esta dado por la funcién G, el cual se calcula como

1
Res(£,1) = Res(G, 1) = lirrll(s - 1)—1 =1
g s —
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Lema 3.2.4. La funcion definida para toda x € (1, o) por

* 1
R = [ (o0 5)ar
1

Demostracion. Sean € Z*, entonces notemos que

n+1 1 n+1 1
fn (p(y)—i)dy=fn (y—n—z)dy=0-

Ahora, tomamos x € (1, 00), asi tenemos que

L] 1 x 1 X 1
R(Y) = —~)d ~ay= ~\a
) f1 (p(y) 2) y+fm(p(y) 2) y fm(p(y) 2) :

de lo cual concluimos que

es acotada.

¥ 3 3 3
[R()| < fL ; Sdy = 5p0) < 3.

Teorema 3.2.5. La funcion { se puede extender a una funcion meromorfa en —1 + C, con un iinico polo
simple en s = 1 con Res({,1) = 1 y cumple la representacion integral

SO NN SENEN SN (S | e
s T 5-1 2 fl(p(x) 2)x .

Demostracion. Definamos la funcién f(x, s) = (p(x) - %)x“"_l para toda (x,s) € (1,00) X (=1 +C,).
Es claro que para cada x € (1, o) fija, la funcién f es holomorfa en —1 + C.. Veamos que la integral
j;oo f(x, s)dx converge uniformemente en todo subconjunto compacto de —1+C,.: tomamos K C —1+C,.
un subconjunto compacto, consideramos s € K y aj,a; € (1,00) con a, > a; fijas; entonces al integrar

pOI' partes tenemos
faz @=Lt RO +1>faz hd
x)—=|x x=—=| —(s X,
al P 2 xs+1 . al xs+2
1

donde R es como en el lema 3.2.4. Ahora, como R es acotada por C = 3/2, tenemos

f “2( 1\ _, 1 1 “2 ]
p(x)——)x__dx <C + +|s+1|Cf dx.
@ 2 ag’\(s)+l a?%(s)ﬂ o xR

Al ser K compacto, existen L € R* tal que|s + 1] < Ly § > —1 tal que § < R(s), asi obtenemos

faz(() 1)“"‘%1 <ol-L ] +Mf21d
xX)—=|x x| < —_— —dx,
. P ) ag+1 a(15+1 @ X0+2

donde M = LC. Haciendo a,a; — oo, tenemos que el lado derecho de la desigualdad anterior tiende a
cero y asi por el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme, tenemos que la integral flw f(x, s)dx
converge uniformemente en K. Por el teorema de convergencia analitica, obtenemos que la funcién F(s) =
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flm f(x, s)dx define una funcién holomorfa en 1 — C,.. Ahora, tomando s € C,, un célculo directo nos da

que
* —s—1 * 1 —s—1 1
p(X)x™ " dx = p(x)— = |x"dx+ —
1 1 2 2s

y de la extension dada por el teorema 3.2.3, tenemos que

9 _ 1 1 (=g
s s—1 2s j;(p(x) Z)X ax;

la cual es la extension analitica buscada para la funcién ¢ en (—1 + C,) \ {1} con polo y residuo dado por
el teorema 3.2.3. u

Corolario 3.2.6. En la region —1 + C, N —C, la funcion { cumple la representacion integral

40 =— foo (p(x) - l)x_s_ldx.
N 0 2

Demostracion. Sea s € —C, fija. Tenemos que la funcién x~*~! es integrable en (0, 1); al ser la funcién

p(x) — 1/2 acotada, entonces la funcién (p(x) - %) x5 les integrable y asi tenemos

! 1 g o 1 1 16

Finalmente, si consideramos s € —1 + C; N —C,, del teorema 3.2.5 y de la igualdad (3.6), concluimos

que
@ = - foo (p(x) - l)x_“'_ldx.
N 0 2

Lema 3.2.7. Para todo x € R\ (27Z) se cumple que

(o8]

)5

n=1

., .-, _ X ., . », , 1
Demostracion. Es claro que la funcion py,(x) = p (ﬂ) es 2n-periddica y mas atn p, € L, (R). Entonces,
calculamos sus coeficientes de Fourier como

1 27 1 2 i 1
002(0) = — Ndt = — —dt = =
p2(0) = fo prat)di = - fo Sodi =

1 27 1 271 ¢ 1
p2(n) = — f 02:(2) exp(—int)dt = —f — exp(—int)dt = —— VYnez\{0}
2r Jo 2 Jo 2m n
donde Ia dltima integral se obtiene de un calculo directo al integrar por partes. Ahora, si consideramos
los coeficientes de la serie trigonométrica de Fourier dados por a, = p2:(n) + pa.(—n) paran > 0y
b, = i(ﬁz\,,(n) —ﬁz\,r(—n)) paran > 1, obtenemos

(o)

1 1 :
S (o) () = 5 =~ Z sin(nx)

n

n=1
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Puesto que pa, es C! por trozos, tenemos la convergencia puntual

(x7) + p2r(x™)
S (p27r) (X) — P2n > P2r
donde f(x7) = limy_,_, f(y») y f(x7) = lim,,_, f(y). Como la funcién p,, es continua en R \ (27Z2),
concluimos que

YVxeR

1 1 < sin(nx)
pan (X) = ——;; . VxeR\ (21Z).

Lema 3.2.8. Las sumas parciales de la serie

(o) .
1 Z sin(nx)
n n
n=1
estdn uniformemente acotadas.

Demostracion. Puesto que para todo n € Z* la funcion sin(nx)/n es 27/n-periddica e impar, basta analizar
el intervalo 0 < x < x. Notamos que si x = 0, cualquier cota funcionaria, entonces sin pérdida de
generalidad tomamos 0 < x < 7. Definimos para toda 0 < x < 7y n € Z* las funciones a,(x) = 1/ny
by(x) = sin(nx). Sea N € Z* fija, utilizamos la transformacién de Abel obtenemos

N

N-1
D @n(Dba(x) = > (@n(x) = -1 () Bu(¥) + an()By(x)
n=1

n=1

donde B, (x) = 37", by(x) con m € Z*. Notemos que|BN(x)| < N, entonces tenemos

sin(7.x) Nll (1 1
e el R s

n=1 n=1 n=1

)|Bn(x)| +1,

lo que podemos reescribir como

Zsml(qnx) 1< Z (

n=1 n<l/x

1 11
— 1)|Bn(x)| £ (n — 1)|Bn(x)| 3.7)

n>1/x

donde la primer suma podria no contener elementos. Ahora, un calculo directo nos da

N N
ZSin(g)Z sin(nx) = Z(Cos(znz_ lx) - cos(zanr lx)) = ZSin(N+ lx) sin(%x).

n=1 n=1
Como 0 < x/2 < m/2, tenemos que x/m < sin(x/2) y asi generamos las siguientes cotas |BN(x)| <
(N + 1)Nx/4 y|BN(x)| < nr/x; usdndolas en la desigualdad (3.7), obtenemos

N .
Zsm;nx)_lsz_x ‘Z(;‘n+1)<2+” (3.9)

n=1 n<l/x n>1/x

por lo tanto las sumas parciales estan uniformemente acotadas.
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Teorema 3.2.9 (Riemann). La funcion { se puede extender analiticamente en todo el plano complejo C
con la excepcion de s = 1, donde tiene un polo simple y satisface la ecuacion funcional de Euler-Riemann

(2n)’

T

l(s) = sin(’g) Il = )¢(1 - s)

donde I'(:) es la funcion I" de Euler (ver Apéndice E).

Demostracion. (Hardy) Sea s € =1 + C, N —C, y a € (0, ), entonces por el teorema 3.2.6 tenemos

@ =- foo (p(x) - l)x_s_ldx = — lim fu (p(x) - l)x‘s‘]dx_
S 0 2 a— _Jo 2

Por los lemas 3.2.7 y 3.2.8 tenemos respectivamente las igualdades

al o in(2 °° a3 2
&9 _ iim f > SN | 51 gy = Tim > f SINGAND) a1 gy (3.9)
S a—oo O n:1 mn a—0o0 n:1 0 mmn

Queremos intercambiar el limite con la suma, para eso notemos lo siguiente: sea la misma a tomada
anteriormente y n € Z* fijo, un célculo directo (integracién por partes) nos da

* sin(27nx) cosQmna) s+ 1 [ cos(2rnx)
dx = - d
a

xs+1 27rna“'+1 21n xs+2

de lo cual obtenemos

fsm(27rnx)d’< 1 Is + 1] 1 d:(l Is + 1] ) 1
a

< -— + ;
xS+1 27-[-”61%(8)4-1 Zﬂn a st(S)+2 27Tn 277]/1(%(5*) + 1) a‘R(s)+l

lo que nos implica

o (% sinQanx) o 1 s+ 1 |
————xldx| < + 0.
;L‘ n * x ; 21212 2m2n2(R(s) + 1)) aR )+ 4=

Por lo tanto podemos intercambiar el limite con la suma en la ecuacién (3.9):

{6 _ i f « sin(27mx)x_s_1 .
s o nn

Ahora, haciendo el cambio de variable y = 2znx tenemos

) = @ny’ Z % j:o sin(y)y™*"'dy.

N T

n=1

Puesto que s € —1 + C, N —C,, tenemos que —1 < R(s) < 0, asi del teorema E.0.6 reescribimos la
igualdad anterior como

(27T)s
T

(271')3
T

STT

) sin( : )r(l ). (3.10)

{(s)=s

Si tomamos s € —C,, notamos que (1 — s) esta dada por la definicién 3.1.3 y puesto que en este caso
la funcién I'(1 — s) estd libre de polos, entonces la ecuacién (3.10) extiende analiticamente a la funcién ¢
en todo C,. Por lo tanto concluimos que la funcién ¢ se extiende a una funcién meromorfa en C con un
Unico poloen s = 1. [ |

(1 = s)sin (—%)F(—s) -
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3.3. Los ceros de la funcion ¢ y la hipétesis de Riemann

En esta seccion estudiaremos algunas consecuencias de la ecuacién funcional de la funcién £, como
el calculo de algunos valores especiales y el estudio de los ceros en algunas regiones especificas de la
funcioén £.

Teorema 3.3.1. Para todo n € Z* se cumple que
B
{(1-n)= (1=
n

Demostracion. Tomemos n € Z* con n # 1, entonces haciendo s = 1 — n en la ecuacién funcional 3.2.9
tenemos

[(l-n)=- sin((n— 1)’5) (n— D). (3.11)

2
(2n)"
Si consideramos que n es impar, entonces la funcién sin se anula y por lo tanto se tendria que {(1—-n) = 0;
por el lema 3.1.8 tenemos que B, = 0 (pues n es impar) y en este caso el resultado se sigue. Ahora, si
consideramos que n es un nimero par de la forma n = 2k con k € Z*, entonces de la ecuacién 3.11 y del
teorema 3.1.12 obtenemos

2 n _1Box
1-2k) = ———— (Zk—l —) 2k — 1)1Z2k) = (1)1 ==,
{0 =20 =~ sin(@k = D7 ) k= DIk = D7
por lo que en este caso el resultado se cumple. Falta ver el caso en que n = 1, para esto tomamos s # 1;
de la ecuacién funcional 3.2.9 tenemos

S

(s - () = 22

s

Sabemos que la funcién ¢ tiene un polo simple en s = 1 de residuo 1, el cual es removido al multiplicar
por s — 1; asi al hacer s — 1, el lado derecho de la igualdad anterior tiende a 1. Ahora, como la funcién
I' tiene un polo simple en s = 0 de residuo 1 (teorema E.0.4), este se puede remover al hacer s — 1 en
el producto I'(1 — s)(1 — ). Por lo tanto concluimos que (1) = —1/2; por otro lado como B} = —1/2,

concluimos la demostracion.

sin(?) (1 - s)(s = DZ(1 = s).

A continuacién veamos en que regiones del dominio de la funcién ¢ conocemos la distribucion de sus
ceros.

Proposicion 3.3.2. En la region 1 + C, la funcion ¢ no se anula. Esto es si s € C con R(s) > 1, entonces

L(s) # 0.

Demostracion. En esta region la funcién £ se expresa como el producto de Euler (teorema 3.1.5) y como
cada elemento del producto es diferente de cero, se concluye que la funcién ¢ no se puede anular. |

Proposicion 3.3.3 (Ceros triviales). En la region —C,. los tinicos ceros de la funcion ¢ son de la forma
s = —2n para todo n € Z*. Estos valores son llamados los ceros triviales de la funcion {.

Demostracion. Tomamos s € —C,, entonces la ecuacién funcional 3.2.9 toma la forma

2n)’

T

{(s) =

Notemos que en este caso la funcién £(1 — s) toma valores en la regiéon 1 + C,; por la proposicion 3.3.2
tenemos {(1 — s) # 0. Por el teorema E.0.5, tenemos que la funcién I' no se anula en todo C; entonces la

sin(%) T = 5)0(1 — s).
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unica forma de obtener un valor nulo en la ecuacidn funcional es a través de sin (%), el cual claramente
se anula cuando s = —2n conn € Z*. ]

A continuacién, veamos que podemos decir sobre los ceros de la funcién ¢ en su dominio restante.
Para esto hagamos la siguiente definicion.

Definicion 3.3.4. Definimos el subconjunto del plano complejo

3) = 1 - C+ N C+,
i.e. los que niimeros complejos que cumplen 0 < R(s) < 1. Dicha region es conocida como la franja
critica de la funcion . A la recta 1/2 + iR, se le llama linea critica de la funcion {.

Proposicion 3.3.5. Los ceros de la funcion ¢ en la region F son simétricos respecto a la recta 1/2 + iR.

Demostracién. Sea s € F un cero de la funcién { con s # 0, 1. Entonces de la ecuacién funcional 3.2.9

se tiene

2 A
) sin(g) (1 - )Z(1 — 5).

Puesto que 0 < R(s) < 1y s # 0, entonces la funcién sin no se anula, por el teorema E.0.5 tenemos que

la funcion I' no se anula, de lo cual {(s) = 0 siy solo si {(1 —s) = 0. En el caso en que s = 0 por el

teorema 3.3.1 tenemos £(0) = —1/2 y como s = 1 es el polo de la funcién £, entonces ninguno es cero y
se concluye la simetria. [ |

Z(S)=(

Lema 3.3.6. Sea s € 1 + C,, entonces se cumple que

Log(c() = 3 Z Pl

n=1 m=

Donde Log es la determinacion principal del logaritmo complejo.

Demostracion. Por la proposicion 3.3.2 tenemos que la funcién £ no se anula en 1 + C,; por lo tanto la
funcién Log({) estd bien definida y es holomorfa en 1 + C, (siendo Log una determinacién adecuada del
logaritmo complejo, determinada médulo adicién de un multiplo de 2ir). Ahora, sea s € 1 + C,, por el
teorema 3.1.5 tenemos

(o)

n=1

! _S] = —iLog(l —p;S)+c,
n n=1

en donde ¢ es un multiplo de 2in. Ahora puesto que para toda n € Z* se tiene que | 0’ | < 1; utilizando el
desarrollo de Taylor de la funcién Log(1 — z) en la vecindad|z| < 1, tenemos que

Log(c(s) = i

n=1 m=1

Log (¢(s)) = Log[

—sm

Notemos que ¢ = 0, en efecto si tomamos s € 1 + C, tal que J(s) = 0, tenemos que los dos miembros de
la igualdad anterior son ndmeros reales y Log es la determinacién principal del logaritmo.
[ ]

Lema 3.3.7. Sea s € 1 + C, con s = o + it, entonces se cumple la desigualdad

L|eo +in|'|eco +2in) = 1.
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Demostracion. Tomamos s € 1 + C, de la forma s = o + it. Del lema 3.3.6 tenemos

Lo+ if) = exp [Z Z PZ‘TmPn ] exp [i i exp(;itzi(rl’il(Pn))]; (3.12)

n=1 m=1 n=1 m=1

tomando el valor absoluto a la igualdad anterior obtenemos

(o + D) = exp [Z Z cos (om In(py)) ”))} (3.13)

n=1 m= M Pn

Puesto que o, o + 2it € 1 + C,, aplicando las igualdades (3.12) y (3.13) respectivamente, tenemos

i i 3 +4cos (tmIn(p,)) + + cos (2tm ln(pn))]

m py;"

L|eo +in|'|zco +2in)| = exp[

n=1 m=1

Finalmente, aplicando la identidad trigonométrica 2(1 + cos(0))? = 3 + 4cos(d) + cos(20) > 0 para todo
0 € R a la igualdad anterior, el resultado se sigue.
|

Teorema 3.3.8 (Hadamard-de la Vallée-Poussin). La funcion { no se anula en las rectas iR y 1 + iR.

Demostracion. Por la proposicion 3.3.5 basta ver que la funcién £ no se anula en iR + 1. Supongamos
que existe p € 1 + iR un cero de la funcién ¢ de la forma p = 1 + it (i.e. {(1 + it) = 0). Observemos que
necesariamente ¢ # 0, pues s = 1 es el polo de la funcién . Ahora, tomamos o > 0, entonces podemos
reescribir la desigualdad del lema 3.3.7 como

(o = D¢(@))’ |¢(o + 2in)| >

S| o + i) - ¢ +in |t
o-1 -1

Si hacemos o — 1% notemos lo siguiente: el primer miembro del lado izquierdo tiende a 1, pues se

estd cancelando el polo s = 1 de la funcién £ cuyo residuo es 1, el segundo miembro es la derivada de

la funcién ¢ en p, la cual existe por ser una funcién holomorfa en C \ {1} y el tercer miembro tiende

claramente a (1 + 2ir), entonces tenemos que

/(1 + |21 + 2ip)| = oo

Lo anterior es una contradiccion, pues las cantidades del lado izquierdo son finitas. Por lo tanto no existen
cerosen 1 + iR.
|

Notemos que si hay ceros distintos de los triviales, estos se deben encontrar en la regién F. Dichos
ceros son llamados los ceros no triviales de la funcién . Analizar el comportamiento de los ceros en la
region F es actualmente un problema abierto en matematicas. El teorema siguiente, debido a Hardy, nos
habla un poco sobre su distribucion.

Teorema 3.3.9 (Hardy). Existen una infinidad de ceros de la funcion { en la recta 1/2 + iR.

Una prueba a este teorema se encuentra en [24]

El estudio de los ceros de la funcién £ en la linea critica 1/2 + iR es de gran importancia en la ma-
temadtica y es de ahi donde surge la famosa conjetura de Riemann.
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Hipoétesis (Riemann). Todos los ceros no triviales de la funcion { se encuentran en la recta 1/2 + iR.
Veamos una primera equivalencia a la hipétesis de Riemann.
Proposicion 3.3.10. La hipétesis de Riemann es cierta si'y sélo si 1/{ € 3 (1/2 + Cy).

Demostracion. Si la hipétesis Riemann es cierta, la funcién £ es libre de ceros en 1/2 + C,, entonces la
funcién 1/¢ es holomorfa en (1/2 + C,) \ {1}; al ser continua en todo 1/2 + C,, por el lema de Goursat,
tenemos que es holomorfa en todo 1/2 + C,. Ahora, si 1/¢ € # (1/2 + C,), es claro que ¢ no puede
anularse en 1/2 + C,.. [ ]

La hipétesis de Riemann es de gran importancia para la teoria de nimeros, en particular para la distri-
bucién de los nimeros primos. Dicha conexiodn, viene a través del teorema de los niimeros primos. Para
ver esta relacidn, notemos primero como la funcién ¢ interacciona con el teorema de los ndmeros primos;
para esto hagamos la siguiente definicion.

Notacion 3.3.11 (Notacién de Landau). Sea g(x) una funcion positiva, definida para todo x real. Sea
f(x) una funcion real o compleja.

1. Decimos que f(x) = O (g(x)), si existen xo, C > 0 tales que

lfo] < Cgx) Vx> xo.

2. Decimos que f(x) = o (g(x)), si

S
Jim o = °
3. Decimos que f(x) ~ g(x), si
1tm L9
x>0 g(x)

Teorema 3.3.12 (Teorema de los nimeros primos). Sea 7(x) el niimero de primos no mayores que X.
Entonces se cumple la siguiente relacion asintética

X
m(x) ~ o)’

Una demostracidn a este teorema se puede encontrar en [1].
La prueba a dicho teorema, se basa fuertemente en el teorema 3.3.8, esto nos muestra la relacién que

existe entre la distribucién de los ceros de la funcién £ y la distribucién de nimeros primos. Una version
mejorada del teorema de los nimeros primos nos dice que existe ¢ > 0 tal que

(%) = i(x) + O (x exp (—c \/ln(x))) x>2

donde Ia funcién li es conocida como logaritmo integral y se define como

[T at
II(X)_L‘@ x22

La importancia de la hip6tesis de Riemann radica en mejorar la aproximacion anterior, esto se refiere a
que se puede encontrar un término de error mucho mejor al teorema de los nimeros primos. Este resultado
se debe Koch:
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Teorema 3.3.13 (Koch). La hipotesis de Riemann es cierta si 'y solo si
a(x) = lix) + O(VxIn(x))  x22.

Una demostracién a este teorema se puede encontrar en [5]. Donde la constante en la aproximacién
anterior es absoluta.
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Capitulo 4

Espacios de Hardy en el semiplano

“Si me despertara después de haber dormido durante mil afios, mi primera pregunta seria:
¢Se ha probado la hipotesis de Riemann?”

David Hilbert

En este capitulo estudiaremos los espacios de Hardy definidos en algunos semiplanos complejos; vere-
mos que existe una isometria entre estos y los espacios de Hardy definidos en el disco unitario. Notaremos
que de cierta forma podemos ver a la funcién £ como elemento de estos espacios. Finalmente, veremos
como se traduce de manera natural el teorema de Beurling en estos espacios y como esto se relaciona con
la hipétesis de Riemann.

4.1. Construccion y propiedades generales

En esta seccion estudiaremos los espacios de Hardy cuyo dominio son los semiplanos C* y C,. Ve-
remos como se relacionan con los espacios de Hardy H?(D). Iniciemos recordando un par de mapeos
conformes que nos ayudaran a definir dichos espacios.

Teorema 4.1.1. Consideremos los siguiente mapeos del disco a los semiplanos w : D — Ct yy : D —
C, tales que

+z 1+z

, W(z) = 1T—2

1
w(@) =1
-z
Entonces w y ¥ son mapeos conformes.
Una prueba de este teorema se puede encontrar en [14].
Observacion 4.1.2. Notemos lo siguiente:
1. Los mapeos inversos de w y , estdn dados por w™' : C* - Dyy~!: C, — D con
s—1i
s+i

yl(s) =

-1 _ s —

w ()= s+1°

2. Si extendemos estos mapeos a las fronteras, tenemos una biyeccion entre los conjuntos T \ {1} y R,
iR. Esta biyeccion estd dada por las funciones Q : R - D\ {1} y¥ : iR — D\ {1} dadas por

_ -1
Q=" WE=_.
xX+1i z+ 1

49
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3. Existe una relacion entre dichos mapeos: si consideramos la funcion p : C* — C, dada por
p(z) = —iz (rotar por —n/2) la cual es claramente un mapeo conforme, se tiene que Y = p o w.

Teorema 4.1.3. Los espacios L*(T) y L*(R) son isomorfos como espacios vectoriales e isométricos como
espacios métricos.

Demostracion. Definimos la siguiente funcién U : LX(T) - L3(R) dada de la siguiente manera: sea
fe L*(T) entonces para toda x € R

1
U(fHx) = mf o Q(x).

Notemos que debido a la observacién 4.1.2 la funcién U(f) estd bien definida en R. Es claro que la
funcién U es lineal. Veamos que estd bien definida en su imagen: si consideramos el cambio de variable
dado por el difeomorfismo Q2 : R — D \ {1}, tenemos que|J (x)| = XQ% y asi

1 1 [
f|U(f)(x)|2dx = > f|J(x)||fo Q)| dx = _f |7 (exp(i®))[ d6 < oo;
R T JR 2n J_x

por lo tanto tenemos que U(f) € L*(R). La igualdad anterior nos dice que ||U ( f)” LR = H f || 12ty POT

lo que U es una isometria y por ende es inyectiva. Basta ver que es suprayectiva; tomamos g € L*(R) y
consideramos la funcién

5
1’ ‘/Egog—l(z) VzeT;
—Z

notemos que esta funcién estd bien definida salvo un conjunto de medida cero y que

f@) =

1o ]
Zfﬁ | explion)]” do = [ |71 (expio)

por lo tanto f € L*(T) y claramente U(f) = g.

-1 . 2 _ 2
goQ (exp(z@))’ do = R| Ff dx < oo,

Observacién 4.1.4. Definamos las funciones u : H*(D) — # (C*) y v : H*(D) — # (C,) dadas de la
siguiente manera: sea f € H*(D), entonces para toda s € C*

B 1 oorlie) = 1 s—1i
M(f)(s)_—\/ﬁ(s—ki)f w (S)_\/%(s+i)f(s+i)’

ypara toda s € C,

_ ol _; oy ! = ! -
V)= ulfop (8) = o S oY (S)_i\/E(s+1)f(s+1)'

El teorema 4.1.1 implica que u(f) € # (C*) y que v(f) € # (C..); por lo tanto estdn bien definidas. Mds
atin, los teoremas 2.1.5, 4.1.3 y la observacion 4.1.2 implican que u'y v son biyecciones sobre su imagen.
Ast podemos hacer la siguiente definicion.

Definicion 4.1.5. Definimos los espacios de Hardy sobre los semiplanos C* y C, como

HACY) :=u[H*D)|,  HC,):=v[H D).
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Observacion 4.1.6. Notemos que podemos relacionar los espacios de Hardy del semiplano a través del
mapeo p dado en la observacion 4.1.2 de la siguiente manera

H(C)={fop™ : feH TN ={s : gopeHCH).

Intuitivamente, el teorema 4.1.3 y la observacion 4.1.4 nos dicen que las funciones de los espacios
H?(C*)y H*(C,) son funciones holomorfas en sus respectivos dominios las cuales son cuadrado integra-
bles en R y en iR respectivamente; esto es si tomamos f € H*(C*)y g € H*(C.), entonces

lfmf|f(x+iy)|2dx<oo, 11’mf|g(x+iy)|2dy< 0. 4.1)
y—0 Jg =0 Jr

La teoria desarrollada en los capitulos 1 y 2 se puede imitar para estos espacios de Hardy; sin embargo
en este capitulo todos los resultados que necesitaremos de la teoria en H*(D) para los espacios H*(C*) y
H?(C,) los heredaremos a través de los mapeos dados en la observacion 4.1.4. Uno de estos resultados
es el teorema de factorizacién de Smirnov, para lo cual hacemos la siguiente definicidn.

Definicion 4.1.7 (Funcié6n interior). Decimos que una funcion f € # (C*) (resp. f € # (C.)) es interior
en H*(C") (resp. H*(C,) ) si la funcion f o w (resp. f o ) es interior en H*(D).

Proposicién 4.1.8. Sea f € # (C*) (resp. f € # (C,)) una funcion interior en H*(C*) (resp. H*(C,) ),
entonces se cumple en c.t.p. de R (resp. iR) que

1im|f(x + iy)’ =1 (resp. 1im|f(x + iy)’ = 1).
y—0 x—0

Demostracion. Sea f € # (C*) una funcién interior en H>(C™), entonces por definicién la funcién f o w
es interior en H*(D), por lo que en c.t.p. de [—m, 7] se tiene|(f ) w)*(exp(i@))| = 1; de la observacién 4.1.2
tenemos que en c.t.p. de R se cumple

}E%V(x +iy)| = 1.

Anilogamente se prueba para f € # (C,) funcién interior en H*(C,). |

Observacién 4.1.9. Notemos que una funcion interior en H>*(C"), no necesariamente cumple que f €
H?(C*). En efecto, consideramos la funcion f € # (C*) tal que f(s) = exp(is). Es una funcion interior
en H*(C*), pues la funcion

z+1

o =exp( 27,

z—1
es la funcién interior singular S s, dada en la observacion 2.2.5. Notemos que S 5, € H*(D), en cambio la
funcién f ¢ H>(C"), pues no es cuadrado integrable en dC*. Esta diferencia entre los espacios de Hardy
en el disco y en el semiplano se debe a que en L*(T) la medida es finita pero en L*(R) no lo es.

Definicién 4.1.10 (Funcién exterior). Decimos que una funcion f € H*(C*) (resp. f € H*(C,)) es
exterior, si la funcion u=l( f) (resp. v i f)) es exterior en H*(D).

Con estas definiciones, podemos probar la descomposicién canénica de Smirnov para funciones en los
espacios H>(C*) y H*(C,). Pero antes veamos la siguiente observacion.

Observacion 4.1.11. Sea f € H*(C*) y b € # (C*) una funcién interior en H*(C*). Aplicando el mapeo
u, tenemos que g ‘= u~'(f) € H*(D) y que B := bow € H*(D) es una funcién interior. Puesto que|B*| = 1
en c.t.p. de T, tenemos Bg € H*(D); al aplicar de nueva cuenta u concluimos que bf € # (C*). Mds aiin
tenemos que u"'(bf) = Bg = b o wu~'(f). En H*(C,) se tiene un resultado andlogo.
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Teorema 4.1.12 (Descomposicion canénica de Smirnov). Sea f € H*(C™") (resp. f € HX(C,)), entonces
existen tinicas Iy € # (C*) (resp. I; € # (C..)) funcion interior en H?(C*) (resp. H*(C,) )y Oy € H%(C")
(resp. Oy € H?(C,)) funcion exterior tales que f = I7Oy.

Demostracion. Tomamos f € H*(C"), entonces por la biyeccién dada en la observacién 4.1.4, tenemos
que existe g € H*(D) tal que f = u(g). Por el teorema de descomposicién canénica de Smirnov en H*(D),
tenemos que existe I, € H 2(D) funcién interior yO, €H 2(D) funcién exterior tales que g = 1,0, por lo
que f=u(g) = 1,0 a)_lu(Og) (observacién 4.1.11). Asi, tomando I = I, owly Oy = u(Oy) el resultado
se sigue. La unicidad se hereda del teorema en H*(D) y la biyectividad de u. El caso H*(C*) es andlogo.
[

Finalmente veremos como heredar el teorema de Beurling a los espacios del Hardy H*(C*) y H*(C,).
Aunque podemos estudiar los subespacios invariantes bajo el operador deslizamiento S (observacion
2.3.11) en ellos, notaremos que los espacios se adaptan naturalmente a este teorema son los invariantes
bajo la multiplicacion de cierta exponencial.

Notacion 4.1.13. Sea U C C un conjunto abierto, sea Y C #(U) y f € #(U), entonces definimos
fY:={fg : ge¥};
en particular si q(z) = z, haremos qY = zY.

Lema 4.1.14. Sea f € H*(D) entonces se tiene que f H°(D) C Sy donde Sy = span ((S"(f)n=0) (S
denota el operador deslizamiento dado en la observacion 2.3.11).

Demostracion. Notemos que con la notacién 2.3.2, tenemos que Sy = span((q” f)u0) y asi Sy =
f #(D). Entonces basta ver que (f P(D))* c (f H*(D))*. Tomamos g € (f P(D))*, entonces (g, fp) =0
para todo p € (D) que por definicién es

f g (exp(i6))f* (exp(i6)) p (exp(i€))dO =0V p € P(D). 4.2)

Es claro que g € H*(D), entonces por la desigualdad de Holder tenemos que gf € H'(D). Luego, sea
h € H*(D) y sean (0,(h*)),>0 las sumas de Féjer de h* € L™(T). Como la serie de Féjer de h* converge
ah* en L*(T), tenemos

fﬂ o () (exp(i0)) v* (exp(i0)) dO — fﬂ h* (exp(i9)) v* (exp(if)) dO Y ve H (D) 4.3)

en particular para gf. Asi de la ecuacion (4.2) y del limite (4.3) se sigue que (g, fh) = 0 para toda
h € H*(D), entonces g € (f H®(D))* y el resultado se sigue. [ ]

Lema 4.1.15. Sea t € Ry, definimos la funcion s, : D — C como

z+1
s, =explt—].
z—-1
Sea F C H*(D) un subespacio cerrado, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. zF C F;

2. s;F C F para todo t € Ryy.
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Notamos que la condicion 1) nos dice que F es un subespacio invariante respecto a S .

Demostracion. 1) = 2) Seat € Rxg. Si consideramos y = 5, de la observacién 2.2.5 tenemos que s;
es una funcién interior singular y asi en particular s, € H*(D). Ahora tomando f € F por el lema 4.1.14
tenemos que s;f € S ¢. Por hipdtesis F' es un subespacio invariante respecto a S y como f € F, entonces
S r € F (pues es el subespacio invariante a S mds pequefio que contiene a f) y se sigue que s;f € F.
2) = 1) Supongamos que s;F C F para todo ¢ € Ryo. Un célculo directo nos da que r.F' C F para todo
t € R.o, donde
si(z)—1+¢
r(2) = —————
si(z)—1—t¢
Ahora, notemos que para todo ¢ € T se cumple que (£ + 1)/(£ — 1) € iR (usando el mapeo i); asi tenemos
que R (1 - 5,¢)) = 0 y mds aun (de nueva cuenta utilizando el mapeo ¢) que r;(£) € D, por lo cual
'r,({;“)| < 1. Utilizando el desarrollo de Taylor de exp, es fécil ver que para ¢ suficientemente pequefia se
tiene que exp(fw) — 1 = tw + o(¢) para toda w € C (ver notacién 3.3.11). Utilizando lo anterior en r,
obtenemos que para ¢ suficientemente pequefla se cumple que () = & + o(1) para casi toda & € T.
Finalmente, considerando la sucesion (r¢);cr., C F tenemos que esta cumple: r4(¢§) — & cuando t — 0
y que |rt(§)| < 1 para casi toda € € T ; entonces por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

Yz eD.

para toda f € F se cumple que“r, f—-qf ||2 — 0 cuando ¢t — 0, por lo cual concluimos que gf € F, y asi
2F CF. u

Corolario 4.1.16. Sea f € H*(D), si definimos B = span ((st f)l‘GRzo)’ entonces By = S ¢.

Demostracion. Basta hacer notar que By cumple s,By C By para todo f € Ry y el resultado es inmediato
del lema 4.1.15. [ ]

Finalmente veremos cual es la forma més natural de traducir el teorema de Beurling a los espacios de
Hardy en el semiplano.

Teorema 4.1.17 (Lax). Sea E C H*(C*) ( resp. E C H*(C.))un subespacio cerrado, definamos para toda
t € Ryq la funcion e,(s) = exp(its) (resp. e,(s) := exp(—ts)) para toda s € C* (resp. s € C.), entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. ¢,E C E para todo t € Ryp;

2. Existe 0 € F(C*) (resp. 8 € #(C.)) funcion interior en H*(C*) (resp. H*(C,)) tal que E =
OH*(C*) (resp. E = 6H*(C,)).

Demostracion. Basta probar el teorema para el caso H 2(C*), el caso H*(C.) es anélogo.
1) = 2) Supongamos que ¢,E C E para toda ¢ € R, entonces del mapeo u : H*(D) — # (C*) tenemos
que u~'[e,E] c u”'[E]. Notemos que para toda f € E se tiene que

u (e f)z) = 21i:/7z_re, (il al Z)f(i1 al Z) = s/(Qu" (f)(2) Yz e D.

1-z 1-z

Asi, tenemos que s; u'[E] ¢ u'[E] para toda t € Ryo y por el lema 4.1.15 obtenemos que u[E]
es un subespacio invariante respecto a S. Ahora, por el teorema de Beurling, existe / € H*(D) funcién
interior tal que u~![E] = I H*(D); finalmente al aplicar el mapeo u y la observacién 4.1.11 tenemos que
E = 0H*(C*) donde 0 = I o w™! (la funcién interior buscada).

2) = 1) Supongamos que E = §H*(C") para alguna @ € #(C*) funcién interior en H>(C*). Aplicando
el mapeo u y la observacién 4.1.11 obtenemos que u'[E] = IH*(D) con I = o w funcién interior en
H?(D). Por el teorema de Beurling, tenemos que u~'[E] es un subespacio invariante respecto a S . Ahora,
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por el lema 4.1.15 tenemos que s; u'[E] c u'[E] para toda ¢t € Ry; aplicando u de nueva cuenta y
considerando que st = ¢; o w tenemos que e, E C E para toda t € Ry. [ |

Teorema 4.1.18. Sea f € H>(C*) (resp. f € H*(C,)) con f = 1Oy la descomposicion candnica de
Smirnov como en el teorema 4.1.12. Definamos E; = span ((e, f)teRzo) donde e/(s) = exp(its) (resp.
e/(s) := exp(—ts)) para toda s € C* (resp. s € C..). Entonces Ey = Isz(C+) (resp. Ef = Isz(C+)).

Demostracion. Sea f € H*(C*) con f = IO¢. Aplicando el mapeo u, tenemos que g := uwl(f) =
(yo wu~' (0 £); entonces como g € H?(D) , de la unicidad de la descomposicién canénica de Smirnov y
del teorema 2.3.17 obtenemos que S, = 1 H?*(D)donde I = 1 7 o w. Ahora, del corolario 4.1.16 tenemos
que B, =1 H?(D); aplicando u de nueva cuenta y notando que u(s;g) = e,f para toda t € Rso tenemos
E;= IfHZ(C+). El caso H*(C,) es anélogo. ]

Corolario 4.1.19. Sea f € H*(C") (resp. f € H*(C,)) entonces f es una funcién exterior si y solo si
Ep = H?(C*) (resp. Ef= H?(C,)). Donde Ey es como en el teorema 4.1.18.

Demostracion. Basta probarlo para H?(C*), el caso H*(C.) es analogo.

= Sea f € H*(C") una funcién exterior. Por definicién, g := u~'(f) € H*(D) es una funcién exterior;
por el corolario 2.3.18 tenemos que S, = H*(D) y del corolario 4.1.16 obtenemos que B, = H*(D).
Finalmente aplicando el mapeo u, se obtiene que E; = H?(C").

& Supongamos que Ey = H?(C*). Aplicando el mapeo u y el corolario 4.1.16, tenemos que S ¢= H*(D)
con g = u~'(f). Ahora, por el corolario 2.3.18 tenemos que g es una funcién exterior, por lo cual f es una
funcién exterior en H>(C™). [ |

4.2. Los teoremas de Paley-Wiener

En esta seccién estudiaremos la relacién que existe entre los espacios de Hardy en el semiplano H*(C*)
y H*(C,) y los espacios LX(R*) y L? ((0, 1), %) esta relacion estd dada por la transformada de Fourier y

de Mellin respectivamente, a estos resultados se les conoce como los teoremas de Paley-Wiener.

Lema 4.2.1. Sea A € D, definimos la funcion f; : T — C como f(z) = 1+1z’ entonces
H*(D) = spanj>r, (fy : 1€ D).

Demostracion. Notemos que el resultado tiene sentido por el teorema 2.1.5. Es claro que f; € L*(T) para
toda A € D.

D Basta ver que las funciones generadoras f; estin en H>(D) para toda A € D. Por el teorema 2.1.11 basta
ver que los coeficientes de Fourier negativos de f; se anulan. Asi para todo n € Z un cdlculo directo nos
da

—~ 1 (7 —inf 1 -n-1
fﬂ<n>=—f Mda:—.fz iy
21 J -z 1 - Aexp(ib) 2ni Jy 1 -2z

donde y(0) = exp(if). Puesto que paran € Z"~ el dltimo integrando es una funcién holomorfa en D, por el
teorema de Cauchy tenemos que fy(n) = 0; por lo que f;, € H*(D).
C Basta ver que si (f, fa);2(r) = 0 para toda A € D necesariamente f = 0. Un cdlculo directo nos da

_ L7 flexp@) 1 (@)
VS 21 ), 1- gexp(_ie)dg - 2ni y Z—/ldZ
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donde y(6) = exp(if). Como A ¢ y[-n, 7], por la férmula de Cauchy tenemos que (f, fa);2r) = f(A).
Ahora, si suponemos que para toda A € D se cumple que {f, fa),2(r) = 0 entonces f = 0. [ ]

Lema 4.2.2. Sea 1 € C*, definimos la funcion g, : R — C como g,(x) = ﬁ, entonces

H*(CY) = spana gy (g# TuE C+).

Demostracion. El resultado tiene sentido por el teorema 4.1.3. Ahora, si tomamos y € C* tenemos

2 1
dx = o,
leg“ @ dx fR (x + R(w) + I(u)? )

porlo que g, € L*(R). Por el lema 4.2.1 y por el teorema 4.1.3 basta ver que pasa con los generadores f;
bajo el mapeo U : L*(T) — L*(R). Tomamos A € D, calculando la imagen de f) bajo U obtenemos que
paratoda x € R

I I ! !
U = = - i DE =
(fD(x) Vax+ ) 1= Ax—dx+0)"1 VAl =D x+i(l+ )1 ="

Haciendo ¢; = vn(1 — A) y considerando el mapeo w : D — C* dado en 4.1.1, tenemos que

1 1
U(f/l)(x) = .
Cix—w(d)
Por lo tanto U(f3) € span g, (g# CUE C*) y el resultado se sigue. |

Lema 4.2.3. Sea A € C*, definimos la funcion e, : R — C como e, (x) = exp(idx), entonces
L*(R) = spanp>z) (eayz- : 1 €CY).

Demostracion. 2 Sea A € C*, notemos que
f|e/l(x)/\/R+(x)|2 dx = f exp (23 ()x) dx < oo;
R R*

entonces e, yr+ € L2(R) y asi e, € L*(R™).
C Basta ver que si para toda A € C* se cumple que {f, e, xr+) 2wy = 0 entonces f = 0. Asi calculando
dicho producto interno tenemos

(freaxr)pw) = fR Jea(x) e+ (x)dx = fR J(x) exp (=xI (D) xr+(x) exp (—ixR (1)) dx.

Definimos para toda x € R la funcién g(x) = f(x)exp (—x3 (1)) yr+(x); dicha funcién cumple que g €
L*(R). Por la definicién de transformada de Fourier (ver apéndice F) tenemos

(fseaxre)am) = Ven.7 (5) (3W).

Ahora, si suponemos que para toda A € C* se cumple que (f, ea xr+ )12, = 0, entonces F (g) (3(1)) = 0.
Entonces tenemos que .# (g) (v) = 0 para toda y € R; de lo cual tenemos que g = 0y asi concluimos que
f=0. [ |

Teorema 4.2.4 (Paley-Wiener). Se cumple que

HACY) = 77 [LX®RY)].
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Donde .F denota la transformada de Fourier (ver apéndice F).

Demostracion. El resultado tiene sentido por la definicién 4.1.5. Ahora por los lemas 4.2.2 y 4.2.3 basta
ver que

span;2 g, (g# TuE C*) =7 [Spaan(R) (6/1)(R+ tA€ C+)

Para esto, basta ver que sucede con los generadores; tomamos A € C* y calculamos la transformada
inversa de Fourier (ver apéndice F) de e, yr+, asi para todo ¢t € R tenemos

1
F 7 (erxw) (1) = fR exp (i(A+ ) dx = \/%rm (4.4)

Ahora, definimos u := —R(1) + iJ(Q), es claro que u € C* y que u = —A; asi reescribimos la igualdad
(4.4) como

_ i 1
F eaxz) () = ———.
2nlf—u

Asi, tenemos que .7 ! (i xr+) € span;a g (gﬂ THE C+). Como la transformada de Fourier es un iso-
morfismo isométrico (teorema de Plancherel F.0.5), el resultado se sigue.
[ ]

Para el siguiente lema, vamos a considerar la funcién ¢ : R — R* dada por ¢(x) = exp(—x), la cual
claramente es un difeomorfismo. Y llamamos a su restriccion ¢* 1= ¢ [g+: R* — (0, 1).

Lema 4.2.5. Se cumple que
2m+ + 2 dy
L"(R7)=14go¢" : geL7|(0,1),—]¢.
y

Demostracion. € Tomamos f € L2(R*) y hacemos g = f o (¢*)”'. Ahora por el teorema de cambio de
variable para (¢*)™' (y) = In(1/y), tenemos que

d _ 24
f |8(Y)2 2 f ‘fo (90+) l(y)‘ 2o f |f(x)|2 dx < 0.
0,1 Yy ©,1) y R+

De lo anterior se sigue que g € L? ((0, 1), %) yasigopt = fe€ {g opt : gel? ((0, 1), %)}

2Seag € ? ((O, 1), %), analogamente por el teorema de cambio de variable para ¢*(x) = exp(—x),

d
f lg oo™ ()| dx = f e = < o
R* 0,1 y

por lo que g o ¢* € L*(R"). m

tenemos que

Notacion 4.2.6. Para el siguiente teorema haremos la siguiente convencion. Consideraremos que
d d
12 ((o, ), —y) % (R*, —y),
y y
de la siguiente manera:

LZ((O,I),d;y):{feLZ(RJr,a;—y) : supp(f)g[o,l]}.
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Teorema 4.2.7 (Paley-Wiener). Se cumple que
2 2 dy
H(Cy)=.#|L~|(0,1),—]|.
y
Donde A es la transformada de Mellin dada por

1 dy .
M = — L v R,
0= = fR o vzed

para toda f € L' (R*, dy—y) (ver apéndice F).

Demostracion. C Sea f € H*(C,); por la observacién 4.1.6 tenemos que f op € H?*(C*). Por el teorema
de Paley-Wiener 4.2.4, existe g € L*(R*) tal que .#~'(g) = f o p; por otro lado el lema 4.2.5 garantiza

que existe i € L? ((0, 1), %) tal que g = h o ¢™. Por lo tanto tenemos que .% ~'(h o ¢*) = f o p. Por otro

lado, del teorema F.0.10 tenemos que para toda f € L' (R*, %), se cumple que

M(f)(—it)y= F (fop)t) ViteR.

Asi obtenemos que .#Z (h) o p = f o p 'y concluimos que f = .#(h) € A [L2 ((0, 1), %)}

2 Tomamos f € L? ((0, 1), %) Por el lema 4.2.5 tenemos que f o ¢* € L>(R*) y asi por el teorema de

Paley-Wiener 4.2.4 obtenemos que .% ~! (f o ¢*) € H*(C™). Por otro lado del teorema F.0.10, se cumple
que ZF ! (f o ¢*) = .4 (f) o p. Finalmente de la observacién 4.1.6 concluimos que .Z(f) € H*(C,). m

4.3. Algunas equivalencias a la hipo6tesis de Riemann

En esta seccion se dard una interesante aplicacion de los espacios de Hardy y del teorema de Beur-
ling; dicha aplicacidn tiene que ver con dar algunas equivalencias a la hipétesis de Riemann. Para esto
presentaremos los espacios de Hardy en el semiplano 1/2 + C,, los cuales heredaran las propiedades ya
estudiadas en la seccion 1.

Definicion 4.3.1. Consideremos la funciont : C, — 1/2+C, dada por v(s) = 1/2+s.Entonces definimos
el espacio de Hardy en el semiplano 1/2 + C, como

HX(1/2+Cy) = {for™ 1 fe HAC)).

Observacion 4.3.2. Notemos lo siguiente:

1. Puesto que T es una funcion entera se sigue que H*(1/2 +C,) c #(1/2 + C,).

2. Al ser T una transformacion rigida, todos los resultados aplicables al espacio de Hardy H*(Cy) se
heredan al espacio de Hardy H*(1/2 + CJ).

3. Equivalentemente podemos definir el espacio de Hardy en el semiplano 1/2 + C, como

HX(1/2+C,) =g : gore HY(C,)}.
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Es claro que el traslado del semiplano C, sobre 1/2 tiene que ver con la hipétesis Riemann, pues
recordemos que esta establece que todos los ceros no triviales de la funcidn £ se encuentran en 1/2 + iR.

Observacién 4.3.3. Veamos como relacionar el espacios de Hardy en el disco H*(D) con el espacio de
Hardy H*(1/2+C,). Tomemos fe H?*(D); entonces por la observacion 4.1.4 tenemos que v(f) € H*(C,)
y de la definicion 4.3.1 se sigue que v(f) ot~! € H*(1/2 + C.). Explicitamente podemos ver esta relacion
como el mapeo w : H*(D) - H*(1/2 + C,) tal que para toda s € 1/2 + C,

s—3/2)

1
I/Zf(s+1/2

b}

1
w(f)(s) = N

y el mapeo inverso w™' : H*(1/2 + C,) — H*(D) tal que para toda 7 € D

zﬁivﬂ w
gl— +
—Z

wO@ =T8T 5)

Definicién 4.3.4. Decimos que una funcion es interior (resp. exterior) en H>(1/2 + Cy,) si esta es interior
(resp. exterior) en H*(C,).

La definicién anterior nos permite traducir los teoremas 4.1.12, 4.1.17, 4.1.18 y el corolario 4.1.19 al
espacio de Hardy H(1/2 + C,) de la siguiente manera:

Teorema 4.3.5 (Descomposicion candnica de Smirnov). Sea f € H?*(1/2 + C.). Existen unicas I €
#(1/2 + C,) funcion interior en H*(1/2+Cy)y Oy € (1/2 + Cy) funcidn exterior tales que f = 1;Oy.

Teorema 4.3.6 (Lax). Sea E C H*(1/2 + C.) un subespacio cerrado. Sea t € R, definimos la funcion
e;(s) 1= exp (—(ts — t/2)) para toda s € 1/2 + C... Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. ¢,E C E para todo t € Ry,
2. Existe @ € #(1/2 + C.) funcion interior en H*(1/2 + C.) tal que E = 6H*(1/2 + C,,).
Las propiedades métricas se consideran respecto al espacio L*(1/2 + iR).

Teorema 4.3.7. Sea f € H>(1/2+C,))y f = 1Oy la descomposicion candnica de Smirnov como en el
teorema 4.3.5. Definamos

Ey = spanp>(p4w) ((etf )IERZO)‘
Entonces Ey = Isz(l/Z +C,).
Corolario 4.3.8. Sea f € H*(1/2+C,), entonces f es una funcion exterior siy solo si Ey = H*(1/2+C,).

La demostracion a estos resultados es andloga a las pruebas de la seccién 1, basta utilizar el mapeo 7.
Notemos que en todos los casos la funcién e; se puede tomar tinicamente como e,(s) = exp (—ts) para
toda s € 1/2 + C,, esto debido a que los los espacios donde los teoremas se aplican son subespacios
vectoriales. A continuacién veremos como introducir la funcién ¢ en el espacio de Hardy H*(1/2 + C,);
para esto estudiaremos un par de funciones auxiliares.

Proposicion 4.3.9. La funcién a : 1/2 + C, — C dada por a(s) = 1/s es exterior en H*(1/2 + C,).

Demostracion. Consideramos la funcién f(y) = 4/2zy con y € (0, 1). Puesto que

1
d
fo roof & =2
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tenemos que f € L? ((0, 1), %) Ahora, calculando su transformada de Mellin, obtenemos para toda s € iR
que

! dy 1
_ s+1/2 —
///(f)(S)—foy TV

Por el teorema de Paley-Wiener 4.2.7 tenemos que .Z (f) € H*(C,); comoaot = #( f), por la ob-
servacion 4.3.2 se sigue que a € H>(1/2 + C,). Ahora veamos que es exterior: por el mapeo dado en la
observacién 4.3.3 tenemos que para toda z € D

AR =wl(a)z) =

Zﬁia(l+z 1):4_\/51'

-z \1-z 2 7+3°

donde A € H*(D). Si consideramos su funcién reciproca

tenemos que claramente cumple que 1/A € H*(D); entonces por el teorema 2.2.16 tenemos que A es una
funcién exterior en H*(D), lo que implica que a es una funcién exterior en H*(1/2 +C,). ]

Proposicion 4.3.10. La funcion b : 1/2+C, — C dada por b(s) = (s —1)/s es interior en H*(1/2+C,).

Demostracion. La funcién b claramente cumple que b € #(1/2 + C,). Basta ver que b o 7 o i es una
funcién interior en H*(D). Tomando z € D, un célculo directo nos da

— (horo o (l+z 1) 3z+1
B@)i=(bot w>(z>—b(1_z+2)— 0

Si tomamos ¢ € T, tenemos que

468 348

B = £+3 E+3

de lo cual tenemos que para toda & € T se cumple que‘B(f)' = 1. Por lo tanto B es una funcién interior en
H?*(D) y por ende b es una funcién interior en #(1/2 + C.). [ ]

Teorema 4.3.11. La funcionn : 1/2 + C, — C definida como

-1
1) = als) B £s) = 5= £(5).

(donde a y b son las funciones de las proposiciones 4.3.9 y 4.3.10 respectivamente) cumple que n €
H*(1/2+C,).

Demostracion. Sea s € C,, entonces la funcion ys_l es integrable en (0, 1); al ser p una funcién acotada,
tenemos que la funcién o(1/y)y*~! es integrable en (0, 1). Ahora consideramos el difeomorfismo o :
(0,1) - R* dado por o(y) = 1/y, asi tenemos que |J(y)| = 1/y%. Utilizando el teorema de cambio de

variable obtenemos X
1 d 0
f p(—)y‘—y= f p(x)x~dx.
0 y y 1

Usando lo anterior en el teorema 3.2.3 tenemos que

1
o _ 1 _fp(l)ysd—y VseC\ (1), (4.5)
sos=1 Jo " \y)" vy
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Ahora, si hacemos r(y) := /2myp(1/y), tenemos que /27y estd en L? ((0, 1), dy—y) (ver demostracién de la

proposicién 4.3.9); como para toda y € (0, 1) se tiene |p(1 /y)| < 1 tenemos que r € [? ((0, 1), %) Ahora,

calculando su transformada de Mellin, obtenemos para toda s € iR

N apdy 1 s+ 1/2)
///(r)(s)_fop(§)y Y Os—1/2 s+1/2

Si hacemos f(s) = 1/(s—1)+(s)/s tenemos que .# (r) = f oT; entonces por el teorema de Paley-Wiener
4.2.7 tenemos que f o 7 € H*(C,) y por la observacién 4.3.2 tenemos que f € H*(1/2 + C.). Usando el
mapeo w : H*(D) — H*(1/2 + C,) dado en la observacién 4.3.3 tenemos paratodaz e D

Zﬁlf(l+z+ l)= dmi  4A[mi (1+zJr 1)’

1—-z 2] 3z+1 z+3°\1-z 2

donde w!(f) € H*(D). Como la funcién B(z) = (3z+1)/(z+3) es interior en H*(D) (proposicién 4.3.10),
tenemos que Bw~!(f) € H*(D) y es de la forma

4\/_ 3z+1 _(1+z 1
Rt (_ _)

w (@) =

Bw () =

+=1.
2
Como la funcién A(z) = (4 +/ri)/(z + 3) estd en H*(D) (proposicion 4.3.9) si hacemos

C3z+1 1 1

tenemos que g € H?*(D) (pues H?(D) es un espacio vectorial). Finalmente, utilizando nuevamente el
mapeo w, un célculo directo nos da para toda s € 1/2 + C,

w(g)(s) =

de lo cual concluimos que n = w(g) € H*(1/2 + C,).

Observacion 4.3.12. Veamos intuitivamente la estructura de la funcion n:

1. La funcioén ¢ por si sola no puede estar en H*(1/2 + C,) por dos motivos, el primero se debe a
que no es holomorfa en todo 1/2 + C., pues tiene un polo en s = 1y la segunda es que se puede
demostrar que no es cuadrado integrable en 1/2 + iR.

2. Para volverla cuadrado integrable, se elige una funcion exterior a tal que al € L*(1/2 + iR).
Usualmente se elige la funcion a(s) = 1/s.

3. Para volverla holomorfa se elige una funcion interior b que tenga la propiedad de remover su
polo y asi hacer que b{ € #(1/2 + C..). Se elige que la funcién sea interior por el hecho de que al
multiplicarla por una funcion cuadrado integrable, este producto vuelve a ser cuadrado integrable.

4. Estas funciones se eligen de tal forma que no aporten ceros. En nuestra eleccion particular es claro
que la funcion a no tiene ceros, y el vinico cero de la funcion b remueve el polo de la funcion (.
Entonces los ceros de la funcion { son los mismos de la funcion n.

Estos resultados nos permiten reformular la hipétesis de Riemann de la siguiente manera:
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Teorema 4.3.13. La hipétesis de Riemann es cierta si y solo si la funcién n € H*(1/2 + C,) es exterior.

Demostracién. < Supongamos que 7 es una funcién exterior en H>(1/2 + C,) y que la hipétesis de
Riemann no se cumple. Entonces existe so € 1/2 + C; (especificamente en —1 — C, N 1/2 + C,) tal que
{(sp) = 0. En el teorema 4.3.11 mostramos que utilizando el mapeo w : H*(D) —» H*(1/2 + C,) tenemos
que w!(7) = g donde para toda z € D

3z+1 (1+z 1)

3z+ 1
@32t 2

8(z) = 4 Vi =4 ﬁi(z Tap oo, (4.6)

2

Como supusimos que 7 es una funcién exterior, por definicién g es una funcion exterior en H>(D). Ahora,
puesto que 7 o ¢ es un mapeo conforme entre D y 1/2 + C,; existe zg € D tal que 7 o ¢(z9) = so, asi
tenemos

8(zo) = 4\/_1 {(s0) =

3)2
Lo anterior es una contradiccidn, pues al ser g una funcion exterior, esta no se puede anular en D.

= Supongamos que la hipétesis de Riemann se cumple. Queremos ver que la funcién n es exterior en
H?(1/2+C,); esto es ver que g es exterior en H>(D). Al considerar que la hipétesis de Riemann es cierta,
tenemos que la funcién ¢ no se anula en 1/2 + C,; debido al mapeo conforme 7 o ¥ concluimos que
{ o T o no se anula en D. Para concluir que g no se anula en el disco basta revisar el punto z = —1/3;
este cero dado por 3z + 1 cancela al polo z = 1 de la funcién ¢, por lo tanto concluimos que g no se anula
en D. Ahora, por el teorema de descomposicion candénica de Smirnov, tenemos que existe ¢ € T y una
funcion interior singular S, € H 2(D) tal que g = ¢S5 ,0,. Notemos que { o 7 o ¢ es holomorfa en T \ {1};
entonces si S, no es trivial, necesariamente la medida singular ¢ de g debe estar situada en {1}. Asi u es
de la forma y = a@dp para alguna @ > 0 y entonces

1
g(2) = cexp (a:—l) 0,(2). 4.7)

1=lo;
enc.t.p. de T, tenemos que O (1) < oo. Por otro lado si hacemos z — 1 en la ecuacion (4.7) tenemos que
g(z) — o0, lo cual es una contradiccion. Entonces necesariamente S, es trivial; por lo tanto g = cOy, lo
que implica que g es exterior (corolario 2.2.15). |

Por un lado si en la ecuacién (4.6) hacemos z — 1, obtenemos que g(1) = /i,

Corolario 4.3.14. La hipdtesis de Riemann es cierta si 'y solo si E; = H*(1/2 + C,).

Demostracion. Por el teorema 4.3.13 tenemos que la hip6tesis de Riemann es cierta si y solo si la funcién
n € H*(1/2+C,) es exterior y por el corolario 4.3.8 tenemos que esto pasa si y solo si E, = H>(1/2+C,).
]

Teorema 4.3.15. Definamos o := a{. La hipdtesis de Riemann es cierta si 'y solo si a € E.

Demostracion. La observacién 4.3.12 nosdiceque o =a( € L*(1/2+iR), por lo cual E, C L*(1/2+iR)
estd bien definido (no se puede considerar como subconjunto de H 2(1/2+Cy) puesto que o tiene un polo
en s = 1 heredado de la funcién ¢). Recordemos que definimos 7 = a b £, asi tenemos que n = bo.

= Supongamos que la hipétesis de Riemann se cumple. Por el corolario 4.3.14 tenemos que E, =
H?(1/2 + C,). Por la proposicién 4.3.9 tenemos que a € H>(1/2 + C,) y por la proposicién 4.3.10
que b € #(1/2 + C,) y es una funcién interior. La observaciéon 4.1.11 afirma que ab € H*(1/2 +C,), de
lo cual ab € E,. Entonces existe una sucesion (e,),>o C lin <(e[)l€RzO) tal que e,n — ab cuandon — oo

en la norma de L?*(1/2 + iR). Ahora comolb| = 1 en c.t.p.de 1/2 + iR, se sigue que e, — a por lo tanto
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a€kE,.

< Supongamos que a € E,. Queremos ver que la hipétesis de Riemann es cierta; por el corolario 4.3.14
basta ver que E;, = H?(1/2 + C,). Por la proposicién 4.3.9 tenemos que a € H>(1/2 + C,) es una funcién
exterior, entonces por el corolario 4.3.8 obtenemos que E, = H*(1/2 + C,). Es claro que E,; cumple que
e:E, C E; paratoda t € Ryg. Luego como E, es el minimo subespacio invariante bajo la multiplicacién
de ¢, para toda ¢t € Ry( que contiene a a, se sigue que E, C E, (como subconjuntos de L*(1/2 + iR)); asi
concluimos que H*(1/2+C,) C E,. Puesto que b € #(1/2 + C,) es una funcion interior, por la observa-
cién 4.1.11 podemos hacer b H*(1/2+C,) C E,. Entonces notemos que b H*(1/2+C,) € H*(1/2+C,)es
un subespacio de codimensién 1 que contiene a todos los elementos de H*(1/2+C, ) que tienen un cero en
s=1.Comone€kE,C H*(1/2+C,) y puesto 17 no se anula en s = 1, necesariamente E,, = H*(1/2+C,).
]



Apéndice A
Topologia compacto-abierta

Veremos las principales propiedades de la topologia-compacto abierta en &€ (D).

Definicion A.0.1 (Topologia compacto-abierta). Para todo K C Dy U C C, definimos los siguientes
conjuntos,

OKK,U)={feCD) : fIK|c U}.

Y la familia,
S ={O0(K,U) : K CDes un subconjunto compacto y U € 1¢}.

Definimos la topologia compacto abierta ., en C (D) como la topologia generada por la subbase S.

Una propiedad importante en la topologia compacto-abierta es la que nos dice que las sucesiones conver-
gentes en dicha topologia son exactamente las sucesiones que convergen uniformemente en los subcon-
juntos compactos de D.

Teorema A.0.2. Sean {f,}°, C C(D)y f € C (D), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. f SN f, esto es en la topologia compacto-abierta,

. u .
2. Para todo K C D subconjunto compacto, f,, — f converge uniformemente en K.

Veamos una de las propiedades mds importantes del espacio de funciones continuas con dominio en el
disco unitario.

Definicion A.0.3. Sea (V,7) un espacio topoldgico vectorial. Decimos que es de Fréchet si cumple las
siguientes condiciones:

1. Es localmente convexo i.e. el origen (el neutro aditivo de V) posee una base local formada de
conjuntos convexos,

2. Es completamente metrizable.

Teorema A.0.4. El espacio (C (D), 7.,) es un espacio de Fréchet. Y la topologia inducida por su métrica
coincide con la topologia compacto-abierta T.,.

Veamos que estas mismas propiedades las cumple el espacio de funciones holomorfas con dominio en el
disco unitario.

Teorema A.0.5. El subespacio # (D) c C (D), es cerrado con la topologia compacto-abierta y por ende
es un espacio de Fréchet.

Algunas pruebas a estos teoremas se pueden encontrar en [20].
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Apéndice B
Formula de Jensen

Presentaremos la formula de Jensen, la cual ayuda a estudiar el comportamiento de los ceros de ciertas
clases de funciones holomorfas.

Teorema B.0.1 (Desigualdad de Jensen). Sea u una medida positiva sobre el espacio medible (X, of) tal
que u(X) = 1. Si f es una funcion real en L'(u), si a < f(x) < b para todo x € X y si ¢ es una funcion

convexa en (a, b), entonces
so(fxfdﬂ)Sf(sDOf)du-

En la desigualdad de Jensen los casos a = —co y b = oo no estan excluidos.

Teorema B.0.2 (Férmula de Jensen). Sea R > 0y f € #(Br(0)) con f(0) # 0y sea0 < r <Ry
i,y los ceros de f en B.(0) enumerados tomando en cuenta su multiplicidad, entonces

n
r 1 (7 .
FO|| | = =exp(5- f In| £ (rexp(i6))[d6)|
k=1 |ak| 2n -
El siguiente resultado, caracteriza las funciones holomorfas en el disco de radio r que son continuas

en su frontera y que no se anulan en ella a través de sus ceros.

Teorema B.0.3 (Férmula de Poisson-Jensen). Sea r > 0, f € # (BA(0)) N C°(BA(0)), tal que f no se

anula en 9B,(0) y sean {ai};_, sus ceros en B(0). Entonces

n .
r(ay —2) 1 f” rexp(if) + z )
= - — - —1 0))| d6 Yz € B.(0);
f@)=«a D o exp (27r  Texp(i0) —2 n|f (rexp(i ))' z € B,(0)
donde a € C tal quel|a| = 1.

Algunas pruebas a estos teoremas se pueden encontrar en [17] y en [19].
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Apéndice C
Derivada de medidas

Veremos la definicién de la derivada de medidas y algunas de sus propiedades elementales.

Definicion C.0.1. Sea y una medida positiva y A una medida compleja o positiva sobre el espacio medible
(X, ). Se dice que A es absolutamente continua con respecto a u (A << u) si para toda E € < tal que
u(E) =0, entonces A(E) = 0.

Definicion C.0.2. Sea A una medida compleja o positiva sobre el espacio medible (X, &7). Se dice que A
estd concentrada en A € &, si para toda E € of se tiene que A(E) = A(E N A), o equivalentemente si
para toda E € of tal que E N A = 0 se tiene que A(E) = 0.

Definicion C.0.3. Sean A1, A, medidas complejas o positivas sobre el espacio medible (X, o). Se dicen
que son mutuamente singulares (11 L Ap) si existen A, B € < tales que AN B = 0, A1 estd concentrada
en Ay Ay estd concentrada en B.

Teorema C.0.4 (Radon-Nikodym). Sea u una medida positiva o-finita y A una medida compleja, ambas
sobre el espacio medible (X, &), entonces

1. Existe un tinico par de medidas complejas (A,, Ag) tal que: 1 = g+ Ag, Ag <<, Ay Luy A, L A
(Si A es positiva y finita, entonces A, y A son también positivas y finitas);

2. Existe una tinica funcién h € L' (u) tal que para toda E € </ se cumple
A(E) = f hdu. (C.1)
E

Notacion C.0.5. 1. El par (A4, ;) se llama la descomposicion de Lebesgue de A respecto a p.

2. La relacion (C.1) se escribe como
di,

= dﬂ'

La funcion h se le llama la derivada de Radon-Nikodym de A, con respecto a pu.

h (C2)

Definicion C.0.6. Sea x € R". Una sucesion {E;}jcny € B (R") se dice que se contrae aceptablemente a x
si existen r; > 0 tales que E; C B,.(x) con la propiedad ri — 0 cuando i — ooy C > 0 tal que

m(E;) 2 Cm(B(x))  VieN.
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Definicion C.0.7. Sea u una medida de Borel compleja sobre R", si x e R", si € Cy si

lim w =«
i—oo m(E;)

para toda {E;};ey € P (R") sucesion que se contrae aceptablemente a x, entonces llamamos a « la
derivada de u en x respecto a la medida de Lebesgue m. La denotaremos como

(D)(x) = «
Teorema C.0.8. Sea y una medida de Borel compleja sobre R", entonces
1. (Du)(x) existe en c.t.p. [m];
2. Due L' (R");

3. Paratodo E € % (R") se cumple

ME) = us(E) + J;_ (Dp)(x)dx,

donde us L. my (Dug)(x) = 0 en c.t.p. [m] (us estd dado por la descomposicion de Lebesgue).
Corolario C.0.9. Sea u una medida de Borel compleja sobre R", entonces
1. yu L msi, ysolo si, (Du)(x) = 0en c.t.p. [m];

2. u << msi, y solo si, para todo E € B (R")

W(E) = fE (Dp)(x)dx.

En este caso la derivada Du coincide en c.t.p. [m] con la derivada de Radon-Nikodym du/dm.

Algunas pruebas a estos teoremas se pueden encontrar en [17].



Apéndice D
Integral de Poisson

Recordemos la definicién de la integral de Poisson sobre D y algunas de sus propiedades.
Definicion D.0.1 (Nicleo de Poisson). Sea r € [0, 1) definimos el niicleo de Poisson como
P(0) := Z Mexp(ing) VY OeR.
n=—oo
En la siguiente proposicién se recuerdan algunas propiedades elementales del niicleo de Poisson.

Proposicion D.0.2. Sea r € [0,1) y 0 € R, entonces

P.(6) = -7 %(1 + rexp(i@)).

1+2—2rcos(d) \1—rexp(if)

Proposicion D.0.3. Sea r € (0, 1), entonces la funcion P, es positiva, par y 2r - periddica en R. Ademds
es estrictamente decreciente en [0, ] y cumple

1 T
— f P.(6)do = 1.
2n J_»

Definicion D.0.4 (Integral de Poisson de una medida). Sea u una medida de Borel compleja sobre T
definimos su integral de Poisson como la funcion Pldu] : D — R dada por

T

1
PLal(rexp(io) i= o= [ Pu6 = 0dutt)

En particular tenemos la siguiente definicion:

Definicién D.0.5 (Integral de Poisson de una funcién). Sea f € L'(T) definimos su integral de Poisson
como la funcion P[f] : D — R dada por

T

1
PLf](rexp(i0)) := —f P.(0—1)f(expit)dt.
2n J_x
Teorema D.0.6. Sea u una medida de Borel compleja sobre T, entonces la funcion definida para todo

z€eD
1 f T exp(if) + z

f@= 2r _r exp(if) — z

du(®),

cumple que f € # (D).
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Este teorema nos da como resultado lo siguiente:

Teorema D.0.7. Sea u una medida de Borel compleja sobre T entonces Pldu] es una funcion armonica
en D. En consecuencia P[f] es arménica para toda f € L'(T).

Veamos a continuacién una aplicacién de la integral de Poisson al llamado problema de contorno de
Dirichlet en D.

Teorema D.0.8 (de Schwarz). Sea f € C (ﬁ) entonces existe F € Arm(D)N C (ﬁ) tal que F |\r= f dada
por

| PIf1) si zeD
F(Z)_{f(z) LeT .

La unicidad al problema de contorno de Dirichlet viene dada por el siguiente teorema.

Teorema D.0.9 (Férmula de Poisson). Sea u € Arm(D) N C (ﬁ) entonces la funcion f : D — C dada

por
3 i T exp(if) + z )
1= 5 | SRS expti) do

cumple que f € #3 (D) y u = R(f), esto es u = Plu |t].

Existe una equivalencia importante entre las integrales de Poisson y cierta clase de funciones armoéni-
cas.

Teorema D.0.10 (Herglotz). Sea u : D — R una funcion. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. u es una integral de Poisson de alguna medida de Borel compleja sobre T, u = P[du],

2. u es una funcion armonica que cumple
T
lim f |u (rexp(i6))| d6 < .
r-1J_,

Mads atin, tenemos también la siguiente equivalencia:
1. u es una integral de Poisson de alguna medida de Borel positiva finita sobre T, u = Pldu],
2. u es una funcion armonica positiva.

Definicion D.0.11. Sea u una medida de Borel real sobre T, para todo 0 € [—n, 1] fijo definimos el arco
circular abierto de longitud 2s con centro en exp(if) como

J(0;s) = {exp(it) : te(0—s5,0+5))
v la derivada simétrica de u respecto a 8 como

J (6,
(D (®) = 1im LIED),

Teorema D.0.12. Sea y una medida de Borel real sobre T y F = Pldu], entonces para casi todo 6 € R el
limite

Iim F(r exp(i)) = (Du)(6)

r—

(donde (Du)(6) es como en la definicion D.0.11), existe y es finito.
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Un corolario importante de este resultado es el siguiente:

Corolario D.0.13. Sea f € L'(T) y F = P[f] entonces para casi todo 6 € R
h’rrll F(rexp(id)) = f(exp(if)).
r—

Algunas pruebas a estos teoremas se pueden encontrar en [17].
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Apéndice E
Funcion I’

Veremos la definicion de la funcién I' y algunas de sus propiedades.

Definicion E.0.1 (Euler). Para todo s € C tal que R(s) > 0, definimos la funcion T de Euler como

I'(s) = f B exp(—x)x*dx.
0

Proposicion E.0.2. Para todo n € N se cumple que T(n + 1) = n!.
Teorema E.0.3. La funcion I de Euler es holomorfa en C..

Teorema E.0.4. La funcion I se puede extender a todo el plano complejo C como una funcion meromorfa
y sus unicos polos simples son s = —n para todo n € N con residuos

Teorema E.0.5. La funcion I de Euler no se anula en C.

Teorema E.0.6. La funcion I de Euler satisface las siguientes ecuaciones funcionales

1.
I'(s+ 1) =sI(s),
2. SiseC\Z
Ira -s) = —-—,
sin(7s)
3.

_ L 2s—1 l
I'2s) = \/;2 I'(s)l’ (s + 2) ,

4. Sio<R(s) <1,
I'(s) sin(%) = j(; 1 sin(x)dx.

Algunas pruebas a estos teoremas se pueden ver en [24] y en [8].
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Apéndice F

Transformada de Fourier

Recordaremos la definicién de la transformada de Fourier y sus principales propiedades. También
definiremos la transformada de Mellin y veremos como esta se relaciona con la transformada de Fourier.

Definicién F.0.1. Sea f € L'(R), entonces para todo t € R definimos su trasformada de Fourier como
1
F(H) = — ff(x) exp(—ixt)dx.
V2r Jr

Observacion F.0.2. La transformada de Fourier 7 (f) : R — C estd bien definida para toda t € R.
Veamos a continuacién algunas de sus propiedades bésicas.

Teorema F.0.3. Sea f € L'(R), a, 8 € R, entonces

~

. Si g(x) = f(x) exp(iax), entonces F(g)(1) = .F(f)(t - a),

2. Si g(x) = f(x — a), entonces F(g)(t) = .F (f)(1) expliazt),

3. Sihe L\R)y g = f * h, entonces F(g)(1) = F (f)(1).F (h)(t),

4. Si g(x) = f(=x), entonces F(g)(t) = F(f)(0),

5. Si g(x) = f(x/A) con A > 0, entonces .F (g)(1) = A.F (f)( ),

6. Si g(x) = —ixf(x) y g € L\(R), entonces F (f)(t) es diferenciable y F(g)(t) = F(f) (t).

Vimos que ciertas operaciones con funciones se corresponden agradablemente con las operaciones de
sus transformadas de Fourier. La utilidad de esto aumentard si existe una forma de volver a sus transfor-
madas, esto es si hay una férmula de inversion. Este resultado se conoce como el teorema de inversion.

Teorema F.0.4 (Teorema de inversion). Sea f € L'(R) tal que Z(f) € L'(R) y sea

o(x) = % fR FU)) explix)d:

entonces g € Cp(R) (donde Cy(R) representa el conjunto de funciones continuas en R que se anulan en el
infinito) y f = g en c.t.p. de R.

Como la medida de Lebesgue en R es infinita, no podemos ver a L?>(R) como un subconjunto de
L'(R) y la definicién de transformada de Fourier no es aplicable para toda f € L?(R). Sin embargo,
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resulta que la transformada de Fourier se puede generalizar para toda funcién en L?(R), dando lugar a un
isomorfismo entre espacios de Hilbert. Este resultado, de gran importancia, es conocido como el teorema
de Plancherel.

Teorema F.0.5 (Plancherel). A cada funcion f € L*(R) se le puede asociar una funcion % (f) € L*(R)
tal que se verifican las siguientes propiedades:

1. Sife L'R)n L*(R), entonces .F( f) estd dada como en la definicion F.0.1,
2. Paratoda f € L*(R) se tiene que“f”2 = ||ﬁ(f)”2,

3. La aplicacion

F . L*R) — L*[R)
fo— FN
es un isomorfismo de espacios de Hilbert,

4. Sea a > 0, definimos las funciones
ba(t) 1= \/% f FO)exp(-inndx,  Pa(x) = \/% f F(0) explindr;

entonces“% — ﬂ(f)”z - Oy“t//a - f”2 — 0 cuando a — oo.

Observacion F.0.6. Como L'(R)NL2(R) es denso en L*(R), tenemos que 1y 2 implican que la aplicacion
f — F(f) estd definida de forma iinica. La propiedad 4 se suele llamar teorema de inversion en L*(R).

Corolario F.0.7. Sea f € L*(R). Si .Z(f) € L'(R), entonces
1
f(x)= — f F(f)(1) exp(ixt)dx enc.t.p. de R.
\V2r Jr
A continuacién veamos un caso particular de la transformada de Fourier: la llamada transformada de

Mellin. Esta es la transformada de Fourier en el grupo multiplicativo R* = (0, c0).

Definicién F.0.8. Sea f € L! (R*, %) entonces para todo z € iR definimos su trasformada de Mellin

como

1 dy
% = — = .
(@) == fR O

Observacion F.0.9. La transformada de Mellin #(f) : iR — C estd bien definida para toda 7 € iR.

La siguiente proposicién nos dice en que sentido estdn relacionadas la transformada de Mellin y la
transformada de Fourier, para esto definamos la funcién ¢ : R — R* dada por ¢(x) = exp(—x).

Teorema F.0.10. Sea f € L' (R+, %) entonces para todo t € R se tienen las siguientes relaciones:
1 A (f)it) = F(f o o)1),
2. AM(f)=ity= TN (f o)D),

El siguiente resultado se sigue del teorema de Plancherel (teorema F.0.5).
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Teorema F.0.11 (Plancherel). A cada funcion f € L? (R+, dyy) se le puede asociar una funcion #(f) €
L*(iR) tal que

1. SifelLl (R+, i—y) nL? (R+, %), entonces A (f) estd dada como en la definicion F.0.8,
2. Paratoda f € L*(R) se tiene que”f”2 = ||///(f)||2 (en sus respectivas normas),
3. La aplicacion
M IR (R+, ‘;—y) — I2GR)
fo— ()

es un isomorfismo de espacios de Hilbert.

Algunas pruebas a estos teoremas se pueden ver en [17] y en [16].
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