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Introducción

La localización de anillos conmutativos es una técnica clásica del álgebra
conmutativa, un ejemplo de ésta se da en la construcción del campo de cocien-
tes de un dominio entero. La localización de anillos no conmutativos fue dada
por Ore en 1931, quien introdujo la �condición de Ore�, la cual permite hacer
localización en anillos no conmutativos.
La noción de localización se lleva al contexto de la teoría de categorías con la
siguiente de�nición. Sean C una categoría y Σ una clase de mor�smos de C. Se
dice que la pareja (T, CΣ), donde CΣ es una categoría y T : C −→ CΣ un funtor,
es una categoría de fracciones de C relativa a Σ si las siguientes condiciones
se satisfacen:

(a) Para cada s ∈ Σ, T (s) es un isomor�smo en CΣ

(b) Si T ′ : C −→ C′, es un funtor tal que para cada s ∈ Σ, T ′(s) es un
isomor�smo en C′ entonces existe un único funtor T : CΣ −→ C′ tal que el
siguiente diagrama conmuta:

C T //

T ′ ��

CΣ

T
��

C′.

Al funtor T lo llamamos funtor localización.
Dentro de algunos ejemplos conocidos tenemos los siguientes:

(1) Consideremos un anillo conmutativo A, S un subconjunto multiplicativo
de A y φ : A −→ S−1A el mor�smo canónico. Entonces el funtor resctric-
ción de escalares φ∗ : Mod(S−1A) −→ Mod(A) es un funtor �el y pleno y
admite un funtor adjunto a izquierda que es exacto.

(2) Consideremos X un espacio topológico. Sea PSh(X) (resp. Sh(X)) la ca-
tegoría de pregavillas (resp. gavillas) con valores en la categoría de grupos
abelianos sobre X. Sea i : Sh(X) −→ PSh(X) la inclusión canónica, en-
tonces i tiene un funtor adjunto a izquierda que es exacto (el adjunto es

vii



viii INTRODUCCIÓN

el funtor engavillización). Los ejemplos de arriba y muchos otros llevaron
a la siguiente situación.

(3) Sea C una categoría abeliana, consideremos un par (D, T ) donde D es una

categoría abeliana y T : C −→ D es un funtor exacto que tiene adjunto a

derecha que es �el y pleno.

La noción anterior, está relacionado con localización debido al siguiente re-
sultado, el cual veremos su demostración en el Teorema 4.21 de esta tesis.

Teorema 1 Sea F : C −→ D un funtor exacto entre categorías abelianas y

supongamos que F tiene un funtor adjunto a derecha G tal que G es �el y

pleno. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) A := {A ∈ C | F (A) = 0} es una subcategoría de Serre.

(b) Sea Σ := {f ∈ Mor(C) | Ker(f), Coker(f) ∈ A}, entonces existe la

categoría de fracciones CΣ relativa a Σ la cual denotaremos por C/A y una

equivalencia de categorías H : C/A −→ D tal que el siguiente diagrama

conmuta

C L //

F

��

C/A

H}}
D

donde L : C −→ C/A es el funtor localización.

El concepto de subcategoría de Serre fue introducida por J. P. Serre en su
trabajo [14], donde estudia grupos de homología de espacios topológicos módulo
ciertas subcategorías de Serre de la categoría de grupos abelianos. Serre llamaba
a estas subcategorías �clases� y utilizó este concepto para dar una generaliza-
ción del famoso teorema de Hurewicz. Es también en este trabajo donde surge de
forma seminal la idea de categoría cociente por una subcategoría de Serre. Pos-
teriormente A. Grothendieck indica la idea para construir la categoría cociente
de una categoría abeliana en su famoso artículo de álgebra homológica [6] (ver
sección 1.11 en las páginas 137-139). Grothendieck en la pág. 139 re�riendose a
la categoría cociente escribe lo siguiente: �et en�n que c'est meme une categorie

abelienne. Nous ne ferons pas ici cette veri�cation extremement fastidieuse�, lo
anterior podría traducirse como sigue: �es una categoría abeliana. No haremos
aquí esta comprobación extremadamente tediosa�. Posteriormente P. Gabriel en
su tesis doctoral desarrolla la técnica de categoría cociente y da aplicaciones
interesantes a categorías de módulos y a geometría algebraica (ver [4]).

El objetivo de esta tesis es presentar las bases necesarias para entender y
demostrar la existencia de la categoría cociente C/A de una categoría abeliana C
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módulo una subcategoría de Serre A. También estudiamos algunas propiedades
que la categoría C/A hereda de la categoría C. Por ejemplo, veremos que C/A
es abeliana.

Se ha tomado como base el libro [9]: �Abelian categories with applications to

rings and modules� de N. Popescu. Se han completado las partes faltantes en
las demostraciones del libro mediante la introducción de lemas o proposiciones
necesarias; así como también, se han redactado de mejor manera algunas de-
�niciones. De manera similar, se han usado algunas fuentes (ver [11], [7],[17])
para describir algunas de las nociones básicas de categorías tales como kernel,
cokernel, pullback, productos, etc. A continuación damos una descripción breve
de cada capítulo.

En el primer capítulo damos las nociones básicas de categorías abelianas.
En el segundo capítulo, vemos que si A es una subcategoría de Serre de C la
clase ΣA := {f ∈ Mor(C) | Ker(f), Coker(f) ∈ A} es un sistema calculable.
Luego pasamos a dar la primera construcción y gran parte del capítulo es para
probar la asociatividad de la composición. También en el capítulo 2 damos una
segunda construcción de la categoría C/A a través de una doble localización,
para esta demostración utilizamos la teoría explicada en detalle en la tesis de
Licenciatura [17].
En el tercer capítulo, vemos propiedades básicas de la categoría C/A, en parti-
cular, demostramos que C/A es una categoría abeliana.
En el cuarto capítulo, consideramos el functor canónico de localización L : C −→
C/A y estudiamos cuando este funtor tiene adjunto a derecha. Se dan condicio-
nes necesarias y su�cientes para la existencia de tal adjunto y �nalmente damos
como se relaciona la localización con epimor�smos de anillos que satisfacen cier-
tas condiciones.
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Capı́tulo 1
Categorías abelianas

A lo largo de este capítulo recordaremos nociones básicas de la teoría de
categorías abelianas. Los resultados expuestos es este capítulo los daremos sin
demostraciones, el lector interesado en ver las pruebas de tales resultados y una
introducción más detallada de la teoría básica de categorías abelianas, puede
revisar [13] , [9] , [7].

1.1. Nociones básicas de categorías

De�nición 1.1 Una categoría C consiste de tres clases: una clase de Objetos

denotada por Obj(C), una clase de mor�smos denotada por Mor(C), y una

operación parcial binaria θ en Mor(C). Cumpliendo los siguientes axiomas:

(a) Mor(C) :=
⋃

(A,B)∈Obj(C)×Obj(C)HomC(A,B), donde HomC(A,B) es un

conjunto para todo (A,B) ∈ Obj(C)×Obj(C).

(b) Para los objetos A,B,C,D en C, HomC(A,B) = HomC(C,D) si y solo si,

A = C y B = D.

(c) Para una tripleta (A,B,C) ∈ Obj(C) × Obj(C) × Obj(C), la operación

binaria "θ", induce por restricción, la función:

θ(A,B,C) : HomC(A,B)×HomC(B,C) → HomC(A,C)

Denotando θ(A,B,C)(f, g) := g◦f , con f ∈ HomC(A,B) y g ∈ HomC(B,C).

A la operación θ se le llama comúnmente composición de mor�smos

y satisface las siguientes propiedades:

(i) Para todo objeto A, existe unmor�smo identidad 1A ∈ HomC(A,A),

tal que para cualquiera mor�smos f ∈ HomC(A,B) y g ∈ HomC(C,A),

tenemos que: f ◦ 1A = f y 1A ◦ g = g.

1



2 CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS ABELIANAS

(ii) Sean los mor�smos, f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C), h ∈ HomC(C,D).

Entonces h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

Notación 1.2 De la de�nición anterior, escribiremos Hom(A,B) en lugar de

HomC(A,B) si no hay riesgo de confusión de la categoría en la que estemos

trabajando. De la misma manera, si f ∈ Hom(A,B), escribiremos en su lugar f :

A→ B o bien A
f−→ B. Llamaremos a A dominio de f y B como codominio

de f . Además escribiremos g ◦ f como gf si no hay riesgo de confusión

De�nición 1.3 Una categoría C se llama pequeña, si Obj(C) es conjunto.

De�nición 1.4 Diremos que una categoría A es una subcategoría de C si se

satisface lo siguiente.

(a) Obj(A) ⊂ Obj(C).

(b) HomA(A,B) ⊂ HomC(A,B), para todo (A,B) ∈ Obj(A)×Obj(A).

(c) La composición de mor�smos en A es la misma en C.

(d) Si 1′X ∈ HomA(X,X) es el mor�smo identidad en A, entonces 1′X = 1X
donde 1X ∈ HomC(X,X) es el mor�smo identidad en C.

De�nición 1.5 Sea A una subcategoría de C, se dice que es subcategoría ple-

na, si HomA(A,B) = HomC(A,B), para todo (A,B) ∈ Obj(A)×Obj(A).

Ejemplo 1.6 (a) La categoría Sets cuya clase de objetos es la clase de todos

los conjuntos, y donde HomSets(A,B) es el conjunto de todas las funciones

de A en B con la composición usual de funciones.

(b) La categoría Top cuya clase de objetos son los espacios topológicos, y donde

HomTop(A,B) es el conjunto de todas las funciones continuas de A en B

con la composición usal de funciones.

(c) La categoría Sets0 cuya clase de objetos son los pares ordenados (A,a),

donde A es un conjunto y a ∈ A, y donde f ∈ HomSets0((A, a), (B, b)) si

y solo si, f es función y f(a) = b, con la composición usual de funciones.

(d) La categoría Top0 cuya clase de objetos son los pares ordenados (A,a),

donde A es un espacio topológico y a ∈ A, y donde f ∈ HomTop0
((A, a), (B, b))

si y sólo si, f es función continua y f(a) = b, con la composición usual de

funciones.
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1.2. Funtores

De�nición 1.7 Sean A,B categorías. Un funtor covariante T : A → B es

una asignación de un objeto T (A) ∈ B para cada objeto A ∈ A y un mor�smo

T (α) ∈ HomB(T (A), T (A
′)) para cada mor�smo α ∈ HomA(A,A

′), tal que:

(a) preserva la composición, esto es, si α′α esta de�nida en A entonces

T (α′α) = T (α′)T (α)

(b) preserva las identidades, esto es, para cada A ∈ A se tiene que

T (1A) = 1T (A).

De forma similar tenemos la siguiente de�nición.

De�nición 1.8 Sean A, B categorías. Un funtor contravariante T : A → B
es una asignación de un objeto T (A) ∈ B para cada objeto A ∈ A y un mor�smo

T (α) ∈ HomB(T (A
′), T (A)) para cada mor�smo α ∈ HomA(A,A

′), tal que:

(a) invierte la composición, esto es, si α′α esta de�nida en A entonces

T (α′α) = T (α)T (α′)

(b) preserva las identidades, esto es, para cada A ∈ A se tiene que

T (1A) = 1T (A).

De�nición 1.9 Sean T : A → B y S : B → C dos funtores. De�mos la compo-

sición ST : A → C por la regla ST (A) = S(T (A)) y ST (α) = S(T (α)).

Observación 1.10 No es difícil ver que si S y T ambos son covariantes o

contravariantes, entonces ST es covariante. Mientras que si uno es covariante

y el otro es cotravariante entonces ST es contravariante.

Ejemplo 1.11 (a) Sean C categoría y X ∈ Obj(C). Denotamos por HomC(−, X) :

C → Sets al funtor contravariante de�nido en objetos como:

HomC(−, X)(Y ) := HomC(Y,X)

Para todo mor�smo f ∈ HomC(A,B) se de�ne HomC(f,X) : HomC(B,X) →
HomC(A,X), dada por la siguiente regla de correspondencia: para α ∈
HomC(B,X)

HomC(f,X)(α) := αf.
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(b) Sean C categoría y X ∈ Obj(C). Denotamos por HomC(X,−) : C → Sets

al funtor covariante de�nido en objetos como:

HomC(X,−)(Y ) := HomC(X,Y )

Para todo mor�smo f ∈ HomC(A,B) se de�ne HomC(X, f) : HomC(X,A) →
HomC(X,B), dada por la regla de correspondencia, para α ∈ HomC(X,A):

HomC(X, f)(α) := fα.

De�nición 1.12 Sean T, S : A → B funtores covariantes. Una transforma-

ción natural η : S → T , es una familia de mor�smos

η := {ηA : S(A) → T (A)}A∈Obj(A)

en B tal que para todo mor�smo f : A → A′ en A, el siguiente diagrama es

conmutativo:

S(A)
ηA //

S(f)

��

T (A)

T (f)

��
S(A′)

ηA′
// T (A′)

Observación 1.13 (a) En la de�nición anterior, si para todo A ∈ Obj(A)

tenemos que ηA es un isomor�smo, decimos que la transformación natural

η es una equivalencia natural. Denotamos a la trasformación inversa

de η, como η−1 : T → S, de�nida por (η−1)A = (ηA)
−1

. Y escribiremos

S ≃ T , para decir que S y T son naturalmente equivalentes.

(b) Sean η : S → T y µ : T → F dos transformaciones naturales. De�mos la

composición µη : S → F por la regla (µη)A := µAηA.

(c) Para todo funtor, la trasformación natural identidad es 1T : T → T ,

está de�nida por (1T )A = 1T (A), para todo A ∈ Obj(A).

De�nición 1.14 Sea T : A → B un funtor covariante. Se dice que T es una

equivalencia de categorías si existe un funtor S : B → A tal que TS ≃ 1B y

ST ≃ 1A.

De�nición 1.15 Sea T : A −→ B un funtor.

(a) Se dice que T es �el (resp. pleno) si la función inducida

TA,B : HomA(A,B) −→ HomB(T (A), T (B))

es inyectiva (resp. suprayectiva) para cada par de objetos A,B ∈ A.

(b) Se dice que T es denso si para cada objeto X ∈ B existe un objeto A ∈ A
tal que T (A) es isomorfo a X.

Proposición 1.16 Sea T : A −→ B un funtor covariante. Si T es �el, pleno y

denso, entonces T es una equivalencia de categorías.
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1.3. Principio de dualidad

Una categoría de suma importancia, es la categoría opuesta, la cual se de�ne
como se sigue:

De�nición 1.17 Dada una categoría C, se de�ne la categoría opuesta de C
denotada como Cop y se construye como se sigue:

(a) Obj(Cop) := Obj(C) y escribimos A = Aop cuando estemos pensando al

objeto dentro de Cop

(b) HomCop(Bop, Aop) := HomC(A,B) y escribiremos fop : Bop → Aop.

(c) La composición f ◦g en Cop está de�nida como sigue: fop◦gop := (g ◦ f)op

para todo f ∈ HomC(A,B) , g ∈ HomC(B,C).

Observación 1.18 De la de�nición anterior tenemos que:

(a) La asignación DC : C → Cop de�nida como DC(A) := Aop con A ∈ Obj(C)
y DC(f) := fop con f mor�smo en C es un funtor contravariante.

(b) Tenemos que (Cop)op = C, lo cual implica que DC : C → Cop y DCop :

Cop → C satisfacen que, DCopDC = 1C y DCDCop = 1Cop .

Observación 1.19 (Principio de dualidad) La propiedad 2) de la observa-

ción anterior, nos permite de�nir para cada concepto categórico y cada enun-

ciado categórico, sus respectivas versiones duales. El principio de dualidad

dice lo siguiente:

Si P es un enunciado categórico que es verdadero para todas las categorías, en-

tonces Pop también es verdadero para todas las categorías. Para más detalles

consultar ([13]).

1.4. Mor�smos

De�nición 1.20 Sea f : X → Y un mor�smo en C. Decimos que f es split-

mono, si existe f ′ : Y → X tal que f ′ ◦ f = 1X . De forma dual, decimos que f

es split-epi, si existe f ′′ : Y → X tal que f ◦ f ′′ = 1Y .

Notación 1.21 También se usan los términos monomor�smo que se es-

cinde ó retracción, para referirse a un mor�smo que es split-mono. Por otro

lado se usan los términos epimor�smo que se escinde ó sección, para re-

ferirse a un mor�smo que es split-epi.

De�nición 1.22 Sea f : X → Y un mor�smo en C. Decimos que f es iso-

mor�smo, o bien solo iso, si fes split-mono y split-epi.
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Notación 1.23 Si existe f : X → Y un mor�smo en C tal que f es un isomor-

�smo, diremos que X es isomorfo a Y , en símbolos X ∼= Y .

Observación 1.24 Algo a notar es que si f : X → Y y existen f ′ : Y → X,

f ′′ : Y → X tales que f ′ ◦ f = 1X y f ◦ f ′′ = 1Y , entonces f
′ = f ′′. En efecto,

se tienen las siguientes igualdades:

f ′ = f ′ ◦ 1Y = f ′ ◦ (f ◦ f ′′) = (f ′ ◦ f) ◦ f ′′ = 1X ◦ f ′′ = f ′′.

A este elemento lo llamaremos el inverso de f y lo denotaremos por f−1.

De�nición 1.25 Sea f : X → Y un mor�smo en C. Decimos que f es un

monomor�mo o bien solo mono, si para todo objeto A y todos los mor�smos

u, v ∈ Hom(A,X) tales que f ◦ u = f ◦ v, implican que u = v . De forma dual,

decimos que f es un epimor�smo o bien solo epi, si para todo objeto B y

todos los mor�smos p, q ∈ Hom(Y,B) tales que p◦f = q ◦f , implican que p = q.

La de�nición anterior da el siguiente lema, cuya demostración se sigue in-
mediatamente de la de�nición.

Lema 1.26 Sea C una categoría arbitraria, con f, g ∈Mor(C). Entonces:

(a) Si f, g son monos y f ◦ g está bien de�nido, entonces f ◦ g es mono.

(b) Si f, g son epis y f ◦ g está bien de�nido, entonces f ◦ g es epi.

(c) Si f ◦ g es mono, entonces g es mono.

(d) Si f ◦ g es epi, entonces f es epi.

Del lema anterior, se tiene el siguiente corolario directo de la de�nición de
split-mono y split-epi.

Corolario 1.27 Sean C una categoría arbitraria y f ∈Mor(C). Entonces:

(a) Si f es split-mono, entonces f es mono.

(b) Si f es split-epi, entonces f es epi.

Corolario 1.28 Sean C una categoría arbitraria y f ∈ Mor(C). Si f es un

isomor�smo, entonces f es un monomor�smo y un epimor�smo.

Sin embargo, el recíproco del corolario anterior no es cierto. Es decir, si f es
mono y epi, no necesariamente f es iso, lo cuál da la siguiente de�nición.

De�nición 1.29 Sea C una categoría, se dice que C es balanceada, si para

todo f ∈Mor(C), con f mono y epi, entonces f es iso.
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Pero algo que si nos garantiza que un mor�smos es iso, es el siguiente enun-
ciado.

Proposición 1.30 Sean C una categoría y f un mor�smo en C. Si f es mono

y split-epi, entonces f es un isomor�smo.

De forma dual, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.31 Sean C una categoría y f un mor�smo en C. Si f es epi y

split-mono, entonces f es un isomor�smo.

1.5. Subobjetos y objetos cocientes

Las de�niciones dadas en la sección 1.4 nos permite nombrar ciertos objetos
en relación con otro. La siguiente construcción será importante en el próximo
capítulo.

Dado X ∈ C, de�namos la categoríaM(X) cuyos objetos son pares ⟨X ′, uXX′⟩
donde uXX′ : X ′ → X es un monomor�smo en C. Dados dos objetos ⟨X ′, uXX′⟩ y
⟨X ′′, uXX′′⟩ en M(X), un mor�smo del objeto ⟨X ′, uXX′⟩ en el objeto ⟨X ′′, uXX′′⟩
es un mor�smo α : X ′ → X ′′ tal que uXX′′ ◦ α = uXX′ en C.
De�nimos una relación de equivalencia en los objetos de M(X) como sigue:
⟨X ′, uXX′⟩ ∼ ⟨X ′′, uXX′′⟩ si y sólo si ⟨X ′, uXX′⟩ es isomorfo a ⟨X ′′, uXX′′⟩ en M(X).
Con esto, para cada objeto ⟨X ′, uXX′′⟩ en M(X) consideramos su clase de equi-
valencia y la denotaremos como

(X ′, uXX′).

De�nición 1.32 Sea C una categoría. Se dice que C es una categoría localmente

pequeña si para cada objeto X ∈ C la clase

Sub(X) := {(X ′, uXX′) | ⟨X ′, uXX′⟩ ∈M(X)}

es un conjunto. A la clase de equivalencia (X ′, uXX′) del momomor�smo uXX′ :

X ′ → X lo llamamos subobjeto de X. A veces diremos que X ′ es un subobjeto

de X y lo denotaremos como X ′ ⊆ X

De manera dual, dado X ∈ C, de�namos la categoría E(X) cuyos objetos
son pares ⟨pX′

X , X ′⟩ donde pX′

X : X → X ′ es un epimor�smo en C. Dados dos
objetos ⟨pX′

X , X ′⟩ y ⟨pX′′

X , X ′′⟩ en E(X), un mor�smo del objeto ⟨pX′

X , X ′⟩ en el
objeto ⟨pX′′

X , X ′′⟩ es un mor�smo α : X ′ → X ′′ tal que α ◦ pX′

X = pX
′′

X en C.
De�nimos una relación de equivalencia en los objetos de E(X) como sigue:
⟨pX′

X , X ′⟩ ∼ ⟨pX′′

X , X ′′⟩ si y sólo si ⟨pX′

X , X ′⟩ es isomorfo a ⟨pX′′

X , X ′′⟩ en E(X).
Con esto, para cada objeto ⟨pX′

X , X ′⟩ en E(X) consideramos su clase de equiva-
lencia y lo denotaremos como

(pX
′

X , X ′).



8 CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS ABELIANAS

De�nición 1.33 Sea C una categoría. Se dice que C es una categoría colocalmente

pequeña si para cada objeto X ∈ C la clase.

Coc(X) := {(pX
′

X , X ′) | ⟨pX
′

X , X ′⟩ ∈ E(X)}

es un conjunto. A la clase de equivalencia (pX
′

X , X ′) del epimor�smo pX
′

X : X →
X ′ lo llamamos objeto cociente de X.

1.6. Igualadores y coigualadores

De�nición 1.34 Sean α, β : A → B mor�smos en una categoría C. Decimos

que µ : K → A es un igualador para α y β si:

(a) αµ = βµ,

(b) para cualquier mor�smo µ′ : K ′ → A tal que αµ′ = βµ′, existe un único

mor�mo γ : K ′ → K tal que µ′ = µγ.

Observación 1.35 Si existe el igualador de dos mor�mos, el igualador es un

monomor�smo y es único salvo isomor�smos.

De�nición 1.36 Sea C una categoría. Si todo par de mor�smos α, β : A → B

en C tienen igualador, diremos que C tiene igualadores.

Dualmente tenemos la de�nición siguiente.

De�nición 1.37 Sean α, β : A → B mor�smos en una categoría C. Decimos

que µ : B → H es un coigualador para α y β si:

(a) µα = µβ,

(b) para cualquier mor�smo µ′ : B → H ′ tal que µ′α = µ′β, existe un único

mor�mo γ : H → H ′ tal que µ′ = γµ.

De�nición 1.38 Sea C una categoría. Si todo par de mor�smos α, β : A → B

en C tienen coigualador, diremos que C tiene coigualadores.

1.7. Pullback y pushout

De�nición 1.39 Sean α1 : A1 → A y α2 : A2 → A mor�smos en una categoría

C. Decimos que el diagrama conmutativo en C

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A
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es un pullback para α1, α2, si se satisface lo siguiente:

para todo par de mor�smos β1
′ : P ′ → A1 y β2

′ : P ′ → A2 tales que α1β1
′ =

α2β2
′, existe un único mor�smo γ : P ′ → P tal que hace conmutar el siguiente

diagrama

P ′

β1
′

""

β2
′

��

γ

  
P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A.

Tenemos las siguientes propiedades básicas de pullback

Lema 1.40 Sea C una categoría arbitraria. Sean α1 : A1 → A y α2 : A2 → A

mor�smos en una categoría C y supongamos que el siguiente diagrama es un

pullback para α1 y α2

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A.

Si el siguiente diagrama es un pullback de α1, α2

P ′

β1
′

��

β2
′
// A2

α2

��
A1 α1

// A,

entonces existe un único isomor�mo γ : P → P ′ tal que β1 = β1
′γ, β2 = β2

′γ.

Proposición 1.41 Sea C una categoría arbitraria. Sean α1 : A1 → A y α2 :

A2 → A mor�smos en C. Si el siguiente diagrama en C es un pullback para α1

y α2

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A,

entonces:

(a) β2 es mono si α1 es mono,

(b) β2 es iso si α1 es iso.
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Proposición 1.42 Sean C una categoría arbitraria y el siguiente diagrama con-

mutativo en C:
A

α

��

f // B

β

��

g // C

γ

��
A′ f ′

// B′ g′ // C ′,

donde ambos cuadrados son pullbacks. Entonces el siguiente diagrama en C es

un pullback

A

α

��

gf // C

γ

��
A′ g′f ′

// C ′.

De forma dual, tenemos la siguiente de�nición.

De�nición 1.43 Sean α1 : A→ A1 y α2 : A→ A2 mor�smos en una categoría

C. Decimos que el diagrama conmutativo en C

A

α1

��

α2 // A2

β2

��
A1

β1

// P

es un pushout para α1, α2, si satisface lo siguiente:

para todo par de mor�smos β1
′ : A1 → P ′ y β2

′ : A2 → P ′ tales que β1
′α1 =

β2
′α2, existe un único mor�smo γ : P → P ′ tal que hace conmutar el siguiente

diagrama en C:
A

α1

��

α2 // A2

β2

��
β2

′

��

A1
β1

//

β1
′

//

P
γ

!!
P ′.

1.8. Intersección

De�nición 1.44 Sean C una categoría y {µi : Ai → A}i∈I una familia de subob-

jetos de A. Decimos que un mor�smo µ : A′ → A es la intersección de dicha

familia si cumple las siguientes condiciones:

(a) para cada i ∈ I existe vi : A
′ → Ai tal que µ = µivi,
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(b) si hay otro mor�smo θ : B → A que cumple la propiedad (a), entonces

existe un único mor�smo η : B → A′, tal que θ = µη.

Notación 1.45 En caso de existir una intersección de una familia de subobje-

tos de A, se puede demostrar que tal intersección es única salvo isomor�smos.

Denotaremos a A′ como
⋂
i∈IAi o bien, si no hay riesgo de confusión con la

familia, lo denotaremos como
⋂
Ai.

De�nición 1.46 Sea C una categoría, diremos que C tiene intersecciones,

si para cada objeto A de C y cada familia {µi : Ai → A}i∈I de subobjetos de A,

existe la intersección. Si la intersección existe, solo para familias �nitas, diremos

que C tiene intersecciones �nitas.

Lema 1.47 Sean α1 : A1 → A y α2 : A2 → A monomor�smos en una categoría

C. Concideremos el diagrama conmutativo

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A.

Entonces:

(a) El cuadrado anterior es pullback de α1, α2 si y sólo si α1β1 es intersección

de α1, α2.

(b) Si C tiene pullbacks, entonces tiene intersecciones �nitas.

1.9. Unión

De�nición 1.48 Para una categoría C, consideremos el siguiente diagrama en

C
A′

u

��

B′

h

��
A

f
// B,

donde los mor�smos verticales son monos. Diremos que el subobjeto u : A′ → A

es llevado a el subobjeto h : B′ → B, via f , si existe un mor�smo f ′ : A′ → B′

tal que hace conmutar el diagrama anterior, es decir, el siguiente diagrama es

conmutativo

A′

u

��

f ′
// B′

h

��
A

f
// B.
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De forma no tan natural como la intersección, tenemos la siguiente de�nición
de unión.

De�nición 1.49 Sea C una categoría. Consideremos {ui : Ai → A}i∈I una fa-

milia de subobjetos de A. Decimos que un monomor�smo u : A′ → A es una

unión de dicha familia, si cumple las siguientes condiciones.

(a) Para cada i ∈ I, existe un mor�smo hi : Ai → A′ tal que ui = u ◦ hi,

(b) si f : A → B es un mor�smo tal que cada ui es llevado a un subobjeto

µ : B′ → B de B por f , entonces también u es llevado a µ via f .

Notación 1.50 Se puede ver que una unión, en caso de existir, es única salvo

isomor�smos. En caso exista, denotaremos a A′ como
⋃
i∈IAi o bien, si no hay

riesgo de confusión con la familia, lo denotaremos como
⋃
Ai.

Notación 1.51 Notemos que la unión debe ser un objeto en la categoría donde

estemos trabajando. De esta manera, se puede ver que en la categoría de con-

juntos la de�nición de arriba coincide con la unión conjuntista. Sin embargo,

en la categoría de grupos abelianos la unión (de�nida arriba) de una familia de

subgrupos es el subgrupo abeliano generado por la unión conjuntista de dicha

familia.

De�nición 1.52 Sea C una categoría. Dieremos que C tiene uniones si para

cada objeto A de C y cada familia {µi : Ai → A}i∈I de subobjetos de A, existe la
unión. Si la unión existe solo para familias �nitas, diremos que C tiene uniones

�nitas.

1.10. Imágenes

De�nición 1.53 Sean C una categoría y f : A → B un mor�smo en C. Un
subobjeto µ : I → B de B es una imagen de f si satisface lo siguiente:

(a) existe un mor�smo f ′ : A→ I tal que f = µf ′,

(b) si µ′ : I ′ → B es un monomor�smo con la propiedad (a), entonces existe

un mor�smo h : I → A′ tal que el triángulo derecho del siguiente diagrama

es conmutativo

I ′

µ′

��
A //

f ′′
??

f ′
��

B

I.

µ

??

OO
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Observación 1.54 De la de�nición de imagen se tiene lo siguiente.

(a) Todo el diagrama de la de�nición anterior conmuta.

(b) La imagen de un mor�mo f , si existe, es única.

(c) Si f es mono, entonces f es su imagen.

Notación 1.55 De la de�nición de imagen, junto con la notación usada en

dicha de�nición, denotaremos a I como Im(f).

De�nición 1.56 Sea C una categoría. Si todo mor�smo f : A→ B en C tiene

imagen, diremos que C tiene imagénes.

Proposición 1.57 Sean C una categoría con igualadores y f : A → B un

mor�smo en C. Si A
f ′

−→ I
µ−→ B es una factorización de f a través de su

imagen, entonces f ′ es epi.

Proposición 1.58 Sean C un categoría balanceada y f : A → B un mor�smo

en C tal que f tiene imagen . Si A
f ′

−→ I
µ−→ B es una factorización de f con f ′

un epimor�smo y µ un monomor�smo, entonces µ es la imagen de f .

Notación 1.59 Sean C una categoría y f : A → B un mor�smo en C. Si

µ : A′ → A es un subobjeto de A, denotaremos a la imagen de la composición

A′ µ−→ A
f−→ B por f(A′).

1.11. Imágenes inversas

De�nición 1.60 Sean C una categoría y f : A → B un mor�smo en C y

α : B′ → B un subobjeto de B. La imagen inversa por f de α : B′ → B es el

monomor�smo β1 : P → A dado por el siguiente pullback

P

β1

��

β2 // B′

α

��
A

f
// B.

Notación 1.61 Usualmente denotaremos a P como f−1(B′).

Proposición 1.62 Sean C una categoría y f : A → B un mor�smo en C.
Consideremos las inclusiones A1 ⊂ A2 ⊂ A y B1 ⊂ B2 ⊂ B. Entonces se

satisfacen las siguientes relaciones, cada vez que ambos ambos lados de dichas

relaciones estén de�nidas:
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(a) f(A1) ⊂ f(A2),

(b) f−1(B1) ⊂ f−1(B2),

(c) A1 ⊂ f−1(f(A1)),

(d) f(f−1(B1)) ⊂ B1,

(e) f(A1) ⊂ f(f−1(f(A1))),

(f) f−1(B1) ⊂ f−1(f(f−1(B1))).

1.12. Objeto cero

De�nición 1.63 Un objeto 0 en una categoría C, es llamado objeto �nal si

para todo A ∈ Obj(C) existe un único mor�smo α : A→ 0. Dualmente un objeto

0′ en una categoría C, es llamado objeto inicial si para todo B ∈ Obj(C) existe
un único mor�smo β : 0′ → B.

Lema 1.64 Si la categoría C tiene un objeto �nal (respectivamente, inicial),

entonces éste es único salvo isomor�smos.

De�nición 1.65 Un objeto 0 en una categoría C, es llamado objeto cero si

este es objeto inicial y �nal. En este caso, diremos que un mor�smo α : A→ B

es un mor�smo cero si se factoriza a través de un objeto cero.

Observación 1.66 Si la categoría C tiene un objeto cero, éste es único salvo

isomor�smos.

Proposición 1.67 Sea C categoría con objeto cero. Entonces, cada conjunto

HomC(A,B) tiene un mor�smo cero que se denota por 0AB o simplemente por

0.

1.13. Kerneles y cokerneles

De�nición 1.68 Sean C una categoría con objeto cero y α : A→ B un mor�s-

mo en C. Decimos que un mor�smo i : K → A es un kernel de α si cumple las

siguientes condiciones:

(a) αi = 0,

(b) para todo mor�smo i′ : K ′ → A tal que αi′ = 0, existe un único mor�smo

γ : K ′ → K tal que i′ = iγ.

Sea C una categoría con objeto cero, si todo mor�smo en C tiene un kernel,

diremos que C tiene kerneles.
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Proposición 1.69 Sean C una categoría con objeto cero y α : A → B un

mor�smo en C. Para el siguiente diagrama en C

K

i

��

// 0

��
A

f
// B,

las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El diagrama anterior es un diagrama pullback.

(b) i es un kernel de f .

Corolario 1.70 Para una categoría arbitraria C con objeto cero , las siguientes

a�rmaciones se satisfacen.

(a) Si α : A → B es un mor�smo en C y i : K → A es un kernel de α,

entonces i es un monomor�smo.

(b) Si α : A → B es un mor�smo en C y i : K → A es un kernel de α,

entonces i es único salvo isomor�smos de subobjetos de A.

Notación 1.71 Al objeto K de la de�nición de kernel muchas veces lo de-

notaremos por Ker(α) (esto está bien de�nido por el inciso (b) del corolario

anterior).

Lema 1.72 Para una categoría arbitraria C con objeto cero, se satisface las

siguientes condiciones.

(a) Si C tiene igualadores, entonces C tiene kerneles.

(b) Si f : A→ B es mono, entonces Ker(f) = 0.

(c) Sean α : A → B y β : B → C mor�smos en C. Si existen Ker(α) y

Ker(βα), entonces Ker(α) ⊂ Ker(βα).

(d) Sean α : A → B y β : B → C mor�smos en C, con β mono. Si existen

Ker(α) y Ker(βα) entonces Ker(α) ∼= Ker(βα).

De forma dual, tenemos la siguiente de�nición.

De�nición 1.73 Sean C una categoría con objeto cero y α : A→ B un mor�s-

mo C. Decimos que un mor�smo p : B → H es un cokernel de α si cumple las

siguientes condiciones:
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(a) p ◦ α = 0,

(b) para todo mor�smo p′ : B → H ′ tal que p′ ◦ α = 0, existe un único

mor�smo γ : H → H ′ tal que p′ = γp.

Sea C una categoría con objeto cero. Si todo mor�smo en C tiene cokernel,

diremos que C tiene cokerneles.

Lema 1.74 Para una categoría arbitraria C con objeto cero, las siguientes a�r-

maciones se satisfacen.

(a) Si α : A → B un mor�smo en C y p : B → H es un cokernel de α,

entonces p es un epimor�smo.

(b) Si α : A → B un mor�smo en C y p : B −→ H es un cokernel de α,

entonces p es único salvo isomor�smos de objetos cocientes de B.

Notación 1.75 Al objeto H, de la de�nición anterior, comúnmente lo denota-

remos por Coker(α).

Lema 1.76 Para una categoría arbitraria C con objeto cero, las siguientes a�r-

maciones se satisfacen.

(a) Si C tiene coigualadores, entonces C tiene cokerneles.

(b) Si f : A→ B es epi, entonces Coker(f) = 0.

(c) Sean α : A → B y β : B → C mor�smos en C. Si existen Coker(βα) y

Coker(β), entonces Coker(β) es un objeto cociente de Coker(βα).

(d) Sean α : A → B y β : B → C mor�smos en C con α un epimor�smo. Si

existen Coker(βα) y Coker(β), entonces Coker(βα) ≃ Coker(β).

Proposición 1.77 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en una ca-

tegoría C con objeto cero

K
γ // P

β1

��

β2 // A′

α

��
K

µ // A
f
// B.

Si el cuadrado derecho es un pullback, µ es kernel de f y γ es el mor�smo

inducido por el pullback por los mor�mos µ y 0KA′ , entonces γ es el kernel de

β2.
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Proposición 1.78 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en una ca-

tegoría C con objeto cero

A′ i // A

f

��
B′ α // B

p // X,

donde α es el kernel de p. Entonces, el diagrama anterior se puede externder a

un pullback si y solo si i es kernel de pf .

1.14. Categoría normal y conormal

De�nición 1.79 Sea C una categoría. Decimos que C es normal si:

(a) tiene objeto cero,

(b) todo monomor�smo en C es el kernel de algún mor�smo en C.

De forma dual, se tiene la siguiente de�nición:

De�nición 1.80 Sea C una categoría. Decimos que C es conormal si:

(a) tiene objeto cero,

(b) todo epimor�smo en C es el cokernel de algún mor�smo en C.

Lema 1.81 Sean C una categoría con con objeto cero y f : A → B mor�smo

en C tales que existen p : B → Coker(f), el cokernel de f , y v : Ker(p) → B, el

kernel de p. Entonces, las siguientes condisiones se satisfacen.

(a) Existe un único mor�smo u : A → Ker(p), tal que hace conmutar el

siguiente diagrama en C

A
f //

u

""

B
p // Coker(f).

Ker(p)

v

<<

(b) Si C tiene cokerneles y es normal, entonces Im(f) = Ker(Coker(f)).
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1.15. Categoría exacta

De�nición 1.82 Una categoría C es exacta si es normal, conormal, tiene ker-

neles y cokerneles, y todo mor�smo α : X → Y en C puede ser escrito como

X
u−→ I

v−→ Y , donde u es epi y v es mono.

Lema 1.83 Sean C una categoría exacta y α : X → Y mor�smo en C, escrito
de forma canónica como X

u−→ I
v−→ Y . Consideremos el siguiente diagrama

conmutativo en C, con i el kernel de u y p el cokernel de v

Ker(u)
i // X

α //

u

��

Y
p // Coker(v).

I

v

@@

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) C es balanceada y tiene imágenes.

(b) Ker(α) = i, Coker(α) = p y Im(α) = v.

De�nición 1.84 Sea C una categoría exacta. Consideremos la siguiente suce-

sión η de mor�smos en C:

η : ... // Ai−1

αi−1 // Ai
αi // Ai+1

αi+1 // Ai+2
// ...

(a) Diremos que η es una sucesión exacta en C si Ker(αi+1) = Im(αi) para

cada i.

(b) Diremos que η es un complejo en C, si αi+1 ◦ αi = 0 (o bien Im(αi) ⊂
Ker(αi+1) ), para cada i.

Proposición 1.85 Sea C una categoría exacta. Entonces, las siguientes condi-

ciones se satisfacen.

(a) 0 → A
α−→ B es exacta en C si y solo si α es mono.

(b) A
β−→ B → 0 es exacta en C si y solo si β es epi.

(c) 0 → A
α−→ B → 0 es exacta en C si y solo si α es iso.

De�nición 1.86 Sea C una categoría exacta. Consideremos la siguiente suce-

sión η en C:

η : 0 // A
α // B

β // C // 0.

Decimos que η es exacta corta si es exacta, es decir, α es un monomor�smo,

β es un epimor�smo y α es el kernel de β.
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Notación 1.87 De la de�nición anterior, normalmene se denota a C como

B/A.

Lema 1.88 Consideremos el siguiente diagrama en un categoría exacta C

0 // A
α // B

β //

γ

��

B/A // 0

0 // A′ α′
// B′ β′

// B′/A′ // 0,

donde los renglones son sucesiones exactas cortas. Entonces, existe un mor�mo

θ : A → A′ que hace conmutar el diagrama anterior, si y sólo si existe δ :

B/A→ B′/A′ que hace conmutar el diagrama anterior. Más aún, la existencia

de uno de tales mor�smos determina al otro de manera única.

1.16. El lema del 9 y los teoremos de isomor�mo

Teorema 1.89 (Lema del 9) Consideremos el siguiente diagrama en un ca-

tegoría exacta C

0

��

0

��

0

��
A′

γ1

��

A

θ1
��

A′′

ψ1

��
0 // B′

γ2

��

α1 // B

θ2
��

α2 // B′′ //

ψ2

��

0

0 // C ′ β1 //

��

C
β2 //

��

C ′′ //

��

0

0 0 0,

donde los renglones y columnas son sucesiones exactas cortas. Entonces, existen

mor�smos f : A′ → A y g : A → A′′, tales que hacen conmutar al diagrama

anterior y 0 → A′ f−→ A
g−→ A′′ → 0 es exacta corta.

Teorema 1.90 (Primer teorema de isomor�smo) Sean B ⊂ A2 ⊂ A1 subob-

jetos en una categoría exacta C. Entonces, se tiene el siguiente diagrama con-
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mutativo, con �las exactas en C

0 // A2

��

// A1
//

��

A1/A2
// 0

0 // A2/B // A1/B // A1/A2
// 0.

Corolario 1.91 Sea C una categoría exacta. Si el siguiente diagrama en C

B′

β2

��

β1 // C ′

α1

��
B

α2

// C

es un pullback, α1 es mono y α2 es epi, entonces dicho diagrama puede ser

extendido al siguiente diagrama conmutativo en C con �las y columnas exactos

0

��

0

��
0 // A

η // B′

β2

��

β1 // C ′

α1

��

// 0

0 // A
θ // B

α2

//

ψ

��

C //

γ

��

0

C ′′

��

C ′′

��
0 0.

Proposición 1.92 Sea C una categoría exacta. Consideremos el siguiente dia-

grama en C con la segunda �la y segunda columna sucesiones exactas cortas

0

��

0

��

0

��
0 // A′

IIγ1

��

f // A

Iθ1
��

g // A′′

ψ1

��

// 0

0 // B′

IIIγ2

��

α1 // B

IVθ2
��

α2 // B′′ //

ψ2

��

0

0 // C ′ β1 //

��

C
β2 //

��

C ′′ //

��

0

0 0 0.



1.17. PRODUCTO Y COPRODUCTO 21

Entonces, el diagrama anterior es conmutativo y exacto en C si y sólo si II es

pullback, IV es pushout, I y III son, respectivamente, la factorización α2θ1 y

θ2α1 a través de sus imágenes.

Corolario 1.93 Sean C una categoría exacta y A un objeto en C. Si α1 y θ1
son subobjetos de A, entonces el siguiente diagrama es conmutativo en C con

�las y columnas sucesiones exactas cortas

0

��

0

��

0

��
0 // A1 ∩A2

γ1

��

f // A2

θ1

��

g // A2/A1 ∩A2

ψ1

��

// 0

0 // A1

γ2

��

α1 // A

θ2

��

α2 // A/A1
//

ψ2

��

0

0 // A1/A1 ∩A2
β1 //

��

A/A2
β2 //

��

A/A1 ∪A2
//

��

0

0 0 0.

Teorema 1.94 (Segundo teorema de isomor�smo) Sean C una categoría

exacta y α1 : A1 → A y θ1 : A2 → A subobjetos de A. Entonces se tiene el

siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos en C

0 // A1 ∩A2

��

// A2
//

��

A2/A1 ∩A2
// 0

0 // A1
// A1 ∪A2

// A1 ∪A2/A1
// 0.

1.17. Producto y coproducto

De�nición 1.95 Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en una categoría arbitraria

C. Un producto para {Ai}i∈I es un objeto A ∈ C y una familia de mor�smos

{pi : A→ Ai}i∈I llamados proyecciones, con la siguiente propiedad: para cual-

quier otro objeto A′ y otra familia de mor�smos {αi : A′ → Ai}i∈I , existe un

único mor�smo α : A′ → A que hace conmutar el siguiente diagrama

A′ α //

αi

  

A

pi��
Ai

para todo i ∈ I.
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Observación 1.96 (a) De la de�nición de producto, se puede ver que si un

producto para una familia existe, éste es único salvo isomor�smos.

(b) Un objeto 0 en C, es un objeto �nal en C si y sólo si sirve como producto

para la familia vacía.

(c) Supongamos que la categoría C tiene objeto cero. Para cada i ∈ I, de�-

nimos el mor�smo δij : Ai → Aj, donde δij = 0 si i ̸= j y δij = IdAi

si i = j. Si existe el producto de {Ai}i∈I , entonces existen mor�smos

µi : Ai →
∏
i∈IAi, llamados inclusiones canónicas tales que piµj = δji

para cada i, j ∈ I.

De�nición 1.97 Sea C una categoría arbitraria . Si toda familia de mor�smo

en C tiene producto, diremos que C tiene productos. Si solo existen productos

para familias �nitas, diremos que C tiene productos �nitos

Notación 1.98 De la observacón anterior, junto con la notación usada en la

de�nición de producto, denotaremos a A como
∏
i∈IAi o bien, si no hay riesgo

de confusión con la familia, lo denotaremos como
∏
Ai. A cada pi lo llamaremos

i-esima proyección del producto sobre Ai.

De forma dual, tenemos la siguiente de�nición de coproducto.

De�nición 1.99 Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en una categoría arbitraria

C. Un coproducto para {Ai}i∈I es un objeto A ∈ C y una familia de mor�smos

{µi : Ai → A}i∈I , llamados inclusiones, con la siguiente propiedad: para cual-

quier otro objeto A′ y otra familia de mor�smos {αi : Ai → A′}i∈I , existe un

único mor�smo α : A→ A′ que hace conmutar el siguiente diagrama

A
α // A′

Ai

αi

>>

pi

``

para todo i ∈ I.

Observación 1.100 (a) De la de�nición de coproducto, se puede ver que si

un coproducto para una familia existe, éste es único salvo isomor�smos.

(b) Un objeto 0 en C, es un objeto inicial en C si y sólo si sirve como copro-

ducto para la familia vacía.

De�nición 1.101 Sea C una categoría arbitraria. Si toda familia de mor�s-

mo en C tiene coproducto, diremos que C tiene coproductos. Si solo existen

coproductos para familias �nitas, diremos que C tiene coproductos �nitos
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Notación 1.102 De la observación anterior, junto con la notación usada en

la de�nicón de coproducto, denotaremos a A como
⊕

i∈IAi o bien, si no hay

riesgo de confusión con la familia lo denotaremos como
⊕
Ai. A cada µi lo

llamaremos i-esima inclusión del coproducto sobre Ai.

Lema 1.103 Sean α1 : A1 → A y α2 : A2 → A mor�smos en una categoría C.
Consideremos el siguiente diagrama en C

P

β

##
β1

��

β2 // A2

α2

��

A1

∏
A2

p2

;;

p1
{{

A1 α1

// A,

donde p1 y p2 son las proyecciones del producto A1

∏
A2 y βi = piβ para i = 1, 2.

Enonces, el cuadrado anterior es pullback si y sólo si β es el igualador de los

mor�mos α1p1 y α2p2.

1.18. Categoría abeliana

De�nición 1.104 Una categoría C es semiaditiva, si tiene objeto cero y cada

conjunto HomC(A,B) tiene estrutura de monoide abeliano, tal que las siguientes

condiciones se satisfacen.

(a) La composición de mor�smos en C es bilineal, es decir,

γ(α+β) = γα+γβ y (α+β)γ = αγ+βγ, cada vez que las composiciones

anteriores estén bien de�nidas.

(b) El elemento cero de cada monoide HomC(A,B) coincide con el mor�smo

cero de HomC(A,B).

Si además, cada monoide HomC(A,B) tiene inverso aditivo (es decir, HomC(A,B)

es grupo abeliano), diremos que C es aditiva.

De�nición 1.105 Una categoría C es preabeliana, si es aditiva, tiene kerneles

y cokerneles, y coproductos �nitos.

Proposición 1.106 Sea C una categoría aditiva. Consideremos un mor�smo

f : A → B en C. Si existen Ker(f),Coker(f),Ker(Coker(f)),Coker(Ker(f)),

entonces, existe un único mor�smo f̄ : Coker(Ker(f)) → Ker(Coker(f)) tal que
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el siguiente diagrama en C conmuta:

Ker(f)
� � i // X

f //

µ
����

Y
p // // Coker(f)

Coker(Ker(f))
f̄ // Ker(Coker(f)),

?�

π

OO

donde π es el kernel de p y µ el cokernel de i.

De�nición 1.107 Sea C una categoría aditiva. Consideremos un mor�smo f :

A → B en C tal que existen Ker(f),Coker(f),Ker(Coker(f)) y Coker(Ker(f)).

El único mor�smo f̄ : Coker(Ker(f)) → Ker(Coker(f)), construido en 1.106,

lo llamaremos el mor�smo paralelo de f ; y a la factorización f = πf̄µ, la

llamaremos la factorización canónica de f .

De�nición 1.108 Una categoría C es abeliana si es exacta, aditiva y tiene

producto �nitos.

Proposición 1.109 Sea C una categoría arbitraria. Entonces, son equivalentes

las siguientes a�rmaciones.

(a) C es una categoría abeliana.

(b) C es una categoría preabeliana, y para todo mor�smo f : A → B, su

mor�smo paralelo es un isomor�smo.

(c) C tiene kerneles, cokerneles, productos �nitos, coproductos �nitos, es nor-

mal y conormal.

(d) C tiene pullbacks, pushouts y es normal y conormal.

Lema 1.110 Sea C una categoría abeliana. Si el siguiente diagrama en C es un

pullback

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A,

con α1 epi, entonces el diagrama anterior también es un pushout.

1.19. Funtor exacto

De�nición 1.111 Sea T : C −→ D un funtor covariante.
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(a) Sean C y D categorías con objeto cero. Se dice que T preserva objetos cero

(resp. mor�smos cero) si T (0) es un objeto cero (resp. mor�smo cero) en

D siempre que 0 lo sea en C .

(b) T preserva kerneles si T (µ) : T (K) −→ T (A) es el kernel de T (α) :

T (A) −→ T (B) siempre que µ : K −→ A sea el kernel de α : A −→ B.

(c) T preserva cokerneles si T (π) : T (B) −→ T (L) es el cokernel de T (α) :

T (A) −→ T (B) siempre que π : B −→ L sae el cokernel de α : A −→ B.

De�nición 1.112 Sean C y D categorías abelianas. Decimos que el funtor T :

C −→ D es exacto, si T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) es una sucesión exacta

en D para toda sucesión exacta A
α // B

β // C en C.

Proposición 1.113 Para C y D categorías abelianas y T : C −→ D un funtor

covariante, las siguientes condiciones se satisfacen

(a) T preserva kerneles si y solo si para toda sucesión exacta corta en C

η : 0 // A
α // B

β // C // 0,

la sucesión 0 // T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) es exacta en D.

(b) T preserva cokerneles si y solo si para toda sucesión exacta corta η, como

la anterior, la sucesión T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) // 0 es exacta

en D.

(c) T es exacto si y solo si para toda sucesión exacta corta η, como la anterior,

la sucesión 0 // T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) // 0 es exacta en

D.

Demostración. Consultar [13, pág. 76]. □

1.20. Objeto inyectivo y proyectivo

De�nición 1.114 Sea C una categoría. Se dice que P ∈ C es proyectivo si

para todo diagrama en C
P

f

��
A

α // A′

con α un epimor�smo, existe un mor�smo f ′ : P −→ A tal que f = αf ′.

Dualmente, se tiene la noción de objeto inyectivo en C.
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Proposición 1.115 Para una categoría abeliana C y P ∈ C, las siguientes

a�rmaciones son equivalentes.

(a) Hom(P,−) es exacto.

(b) Hom(P,−) es exacto derecho.

(c) Hom(P,−) manda epimor�mos en epimor�mos.

(d) P es proyectivo.

Demostración. Consultar [9, pág. 71]. □

De�nición 1.116 Sea C una categoría arbitraria. Un objeto G de C es un

generador de C si para f, g : X −→ Y mor�smos en C tales que f ̸= g,

existe un h : G −→ X en C tal que f ◦ h ̸= g ◦ h.

De�nición 1.117 Sea C una categoría arbitraria. Un conjunto de objetos {Ui}i∈I
de C es un conjunto de generadores de C si para f, g : X −→ Y mor�smo

en C tales que f ̸= g, existen i0 ∈ I y un mor�smo h : Ui0 −→ X en C tales que

f ◦ h ̸= g ◦ h.

Proposición 1.118 Para una categoría arbitraria C y G ∈ C, las siguientes

a�rmaciones son equivalentes.

(a) G es un generador de C.

(b) Hom(G,−) es �el.

Demostración. Consultar [13, pág. 76]. □



Capı́tulo 2
Localización

En este capítulo se dara dos construcciones de la categoría CΣ, dada A una
subcategoría de Serre de una categoría abeliana C localmente pequeña, donde
Σ es una clase de mor�smos, descrito en el Teorema 2.17. Las diferentes cons-
trucciones realizadas, a lo largo de este capítulo, son fundamentales para los
resultados de los posteriores capítulos.
Siendo la segunda construcción, un resultado del contenido de [17]

2.1. Localización

El concepto de localización para anillos conmutativos se generaliza a cierto
tipo de categorías. Una motivación para la localización en categorías es genera-
lizar el concepto de localización de anillos conmutativos con identidad.

De�nición 2.1 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Un subconjunto

S ⊆ A es multiplicativo si:

(a) 1A ∈ S,

(b) si s, s′ ∈ S entonces ss′ ∈ S.

Dados un anillo conmutativo con unidad A y S ⊆ Amultiplicativo, de�nimos
un relación ∼ en el conjunto

S ×A := {(s, a) | s ∈ S, a ∈ A}

donde en S ×A

(s, a) ∼ (s′, a′) si existe s′′ ∈ S tal que s′′(as′ − a′s) = 0.
Note, que la relación ∼ es de equivalencia. Denotamos por a

s a la clase de
equivalencia de (s, a), es decir,

27
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a

s
:= {(s′, a′) ∈ S ×A | (s′, a′) ∼ (s, a)}

Denotaremos por S−1A al conjunto de todas las clases de equivalencia dadas
por la relación anterior. Es decir,

S−1A := {a
s
| a ∈ A, s ∈ S}.

Observación 2.2 El conjunto S−1A es un anillo conmutativo con identidad,

con las operaciones siguientes:

(a) a
s +

a′

s′ = as′+a′s
ss′ ,

(b) (as )(
a′

s′ ) =
aa′

ss′ ,

(c) la identidad en S−1A es el elemento 1
1 .

Con lo anterior, tenemos la función φ : A −→ S−1A, a 7→ a
1 . Resulta sencillo

ver que φ es un mor�smo de anillos conmutativos con identidad. Más aún, se
tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.3 Sean A un anillo conmutativo con 1 y S un subconjunto mul-

tiplicativo de A. Entonces, el par (φ, S−1A) satisfacelas siguientes condiciones.

(a) ∀ s ∈ S, φ(s) es una unidad en S−1A.

(b) Sea ψ : A −→ B un mor�smo de anillos conmutativos con 1 tal que ψ(s)

es unidad en B, para todo s ∈ S. Entonces, existe un único mor�smo de

anillos conmutativos con 1 θ : S−1A −→ B tal que el siguiente diagrama

A

φ

��

ψ // B

S−1A

θ

<<

conmuta.

Demostración. Ver [2, pág 36]. □

De�nición 2.4 Sean A anillo conmutativo con 1 y S ⊆ A un sistema multipli-

cativo. El par (φ, S−1A) se llama la localización de A respecto a S.

Motivados en esta contrucción para anillos conmutativos ( ver [2, pág. 41]) es
que se tiene la siguiente de�nición en la cual durante todo el capítulo la palabra
funtor se re�ere a funtor covariante a menos que se especi�que lo contrario.
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De�nición 2.5 Sean C una categoría y Σ una clase de mor�smos de C. Se dice
que la pareja (T, CΣ), donde CΣ es una categoría y T : C −→ CΣ un funtor, es

una categoría de fracciones de C relativa a Σ si las siguientes condiciones

se satisfacen:

(a) T (s) es un isomor�smo en CΣ, para cada s ∈ Σ.

(b) Si T ′ : C −→ C′, es un funtor tal que para cada s ∈ Σ, T ′(s) es un

isomor�smo en C′, entonces existe un único funtor T : CΣ −→ C′ tal que

el siguiente diagrama conmuta:

C T //

T ′ ��

CΣ

T
��

C′.

Ejemplo 2.6

(a) La categoría derivada de una categoría abeliana, la cual es la localización

de la categoría de complejos de cadena (hasta homotopía) con respecto a los

cuasi-isomor�smos, muy utilizada en álgebra homológica.

(b) En teoría de módulos, sobre un anillo conmutativo R, cuando R tiene una

dimensión de Krull ≥ 2, puede ser útil tratar módulos M y N como pseudo-

isomorfos si M/N tiene soporte de codimensión al menos dos. Esta idea es muy

utilizada en la teoría de Iwasawa.

En todo lo que sigue, veremos que bajo ciertas condiciones en el conjunto de
mor�smos Σ, podemos construir a la categoría de fracciones relativa a Σ para
esto, vamos a necesitar los siguientes resultados previos.

Lema 2.7 Sea C una categoría abeliana. Entonces, todo diagrama en C

D
f ′
//

g′

��

C

g

��
A

f
// B

que es pullback, se puede completar al siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 // Kerf ′
i′ //

1Kerf′

��

D
f ′
//

g′

��

C

g

��
0 // Kerf ′

i
// A

f
// B.
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Demostración. Ver [17, Lema 1.4.13] □
El siguiente lema muestra la relación que existe entre el kernel y cokernel de

dos mor�smos f y g, con el kernel y cokernel de la composición gf , respectiva-
mente.

Lema 2.8 Sean C una categoría abeliana y f : Y −→ Z, g : X −→ Y mor�smos

en C. Entonces, se tiene la siguiente sucesión exacta

0 // Ker(g) // Ker(f ◦ g) // Ker(f)

δ

rr
Coker(g) // Coker(f ◦ g) // Coker(f) // 0.

Demostración. Ver [17, Lema 1.4.14] □

Proposición 2.9 Sea C una categoría abeliana. Consideremos el siguiente dia-

grama de pullbacke en C

D
f ′
//

g′

��

A

g

��
C

f
// B.

Entonces, el diagrama anterior se puede completar al siguiente diagrama con-

mutativo y exacto en C

D
f ′
//

g′

��

A

g

��

π′
// Coker(f ′)

ζ

��

// 0

C
f
// B

π
// Coker(f) // 0,

donde ζ es un monomor�smo.

Demostración. Ver [17, Lema 1.4.16] □

De�nición 2.10 Sean C una categoría abeliana y A una subcategoría plena de

C. Se dice que A es una subcategoría de Serre si para cualquier sucesión exacta

en C:

0 // A // B // C // 0,

se tiene que B ∈ A si y solo si A,C ∈ A.

Lema 2.11 Sea A una subcategoría de Serre de C. Entonces las siguientes a�r-
maciones se satisfacen.
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(a) 0 ∈ A y A es densa en C.

(b) Si X,Y ∈ Obj(A), entonces X ⊕ Y ∈ Obj(A).

(c) Si X ∈ Obj(A), entonces todo subobjeto y objeto cociente de X, pertenece

a Obj(A).

Demostración.

(a) Sean X ∈ A y X ∼= X ′ en C. Consideremos la sucesión exacta corta en C

0 // X ′ ∼= // X // 0 // 0.

Entonces X ′, 0 ∈ Obj(A) pues A es Serre.

(b) Sean X,Y ∈ A. El coproducto induce una sucesión exacta corta en C

0 // Y
i // X ⊕ Y

π // X // 0.

Dado que X,Y ∈ Obj(A) y A es de Serre, entonces X ⊕ Y ∈ Obj(A).

(c) Sean B,E subobjeto y objeto cociente de X, respectivamente. Luego te-
nemos las siguientes sucesiones exactas cortas en C

0 // B �
� // X // // X/B // 0,

0 // Ker(f) �
� // X

f // // E // 0.

Como X ∈ Obj(A) y A es de Serre, concluimos que B,E ∈ Obj(A).

□

Observación 2.12 Si A es de Serre, entonces X
∏
Y ∈ Obj(A) pues X⊕Y ∼=

X
∏
Y .

De�nición 2.13 Sean C una categoría y Σ una clase de mor�smos en C. Se
dice que Σ es un sistema multiplicativo si:

(a) para s : X −→ Y y s′ : Y −→ Z mor�smos en Σ, se tiene que la compo-

sición s′ ◦ s ∈ Σ,

(b) para cada X ∈ Obj(C) se tiene que 1X ∈ Σ.

De�nición 2.14 Sean C una categoría y Σ ⊆Mor(C) un sistema multiplicati-

vo. Se dice que Σ es calculable a derecha si:
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(a) Σ es permutable a derecha, es decir, cada diagrama en C

Y ′

��
X

s
// Y

con s ∈ Σ puede ser completado a un cuadrado conmutativo C

X ′ s′ //

��

Y ′

��
X

s // Y,

con s′ ∈ Σ.

(b) Σ es simpli�cable a derecha, es decir, para cada par de mor�smos

f, g : X −→ Y , para los cuales existe s : Y −→ Y ′ con s ∈ Σ tal que

sf = sg, existe s′ ∈ Σ tal que fs′ = gs′.

Dualmente, tenemos la siguiente de�nición.

De�nición 2.15 Sean C una categoría y Σ ⊆Mor(C) un sistema multiplicati-

vo. Se dice que Σ es calculable a izquierda si:

(a) Σ es permutable a izquierda, es decir, cada diagrama en C

X //

s

��

X ′

Y

con s ∈ Σ puede ser completado a un cuadrado conmutativo

X //

s

��

X ′

s′

��
Y // Y ′

con s′ ∈ Σ.

(b) Σ es simpli�cable a izquierda, es decir, para cada par de mor�smos

f, g : X −→ Y para los cuales existe s : X ′ −→ X con s ∈ Σ tal que

fs = gs, existe s′ ∈ Σ tal que s′f = s′g.

De�nición 2.16 Se dice que Σ es calculable si Σ es simultáneamente calcu-

lable a izquierda y a derecha.
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Teorema 2.17 Sean C una categoría abeliana y A una subcategoría de Serre.

De�nimos

ΣA := {f ∈Mor(C) | Ker(f), Coker(f) ∈ A}.

Entonces ΣA es un sistema calculable.

Demostración. Para ver que ΣA es un sistema calculable, tenemos que de-
mostrar que ΣA es calculable a izquierda y a derecha. Primero veremos que la
clase de mor�smos ΣA es un sistema calculable a derecha.

(a) ΣA es multiplicativo. Sean f, g ∈ ΣA con g : X → Y , f : Y → Z. Como
C es una categoría abeliana, podemos contruir las siguientes sucesiones
exactas por el Lema 2.8:

(∗) : 0 // Ker(g)
α1 // Ker(f ◦ g) α2 // Ker(f)

(∗∗) : Coker(g)
β1 // Coker(f ◦ g)

β2 // Coker(f) // 0.

De la sucesión exacta (∗), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
con renglones exactos

Ker(f ◦ g)

θ1
����

α2

%%
0 // Im(α2)

� � θ2 // Ker(f) // // Ker(f)/Im(α2) // 0,

donde el triángulo es la factorización de α2 a través de su imagen. Como
f ∈ ΣA, tenemos queKer(f) ∈ A de donde concluimos que Im(α2),Ker(f)/Im(α2) ∈
A pues A es subcategoría de Serre.
De la sucesión exacta (∗∗), tenemos el siguiente diagrama conmutativo
con renglón exacto

0 // Ker(β1)
� � // Coker(g)

β1

''

µ1 // // Im(β1)� _

µ2

��

// 0

Coker(f ◦ g),

donde el triángulo es la factorización de β1 a través de su imagen. Como g ∈
ΣA se tiene que Coker(g) ∈ A. De donde concluimos que Im(β1),Ker(β1) ∈
A pues A es una subcategoría de Serre.
Observemos que tenemos la siguiente sucesión exacta:

0 // Ker(g) �
� α1 // Ker(f ◦ g) θ1 // // Im(α2) // 0
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Ya que Ker(θ1) = Ker(θ2◦θ1) por ser θ2 un monomor�smo y Ker(θ2◦θ1) =
Ker(α2) = Im(α1) = α1.
De esta sucesión exacta y del hecho de que Im(α2),Ker(g) ∈ A, concluimos
que Ker(f ◦ g) ∈ A.
También tenemos la siguiente sucesión exacta:

0 // Im(β1)
� � µ2 // Coker(f ◦ g)

β2 // // Coker(f) // 0,

donde Im(β1),Coker(f) ∈ A. ComoA es de Serre, concluimos que Coker(f◦
g) ∈ A. Probándose que f ◦ g ∈ ΣA.

(b) Todos los mor�smo identidad están en ΣA.
En efecto, dado que 1A : A −→ A es un isomor�smo para cada A ∈
C se tiene que Ker(1A) = Coker(1A) = 0. En consecuencia, Ker(1A) y
Coker(1A) están en A. Por lo tanto, 1A ∈ ΣA.

(c) El sistema multiplicativo es permutable a derecha. Consideremos el si-
guiente diagrama con f ∈ ΣA

B

g

��
C

f // D

Tomando el pullback, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

A
f̄ //

ḡ

��

B

g

��
C

f // D

Por Lema 2.7, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
exactos

0 // Ker(f̄)

∼=
��

� � // A
f̄ //

ḡ

��

B

g

��
0 // Ker(f̄) �

� // C
f // D.

De este diagrama tenemos que Ker(f) ∼= Ker(f̄) y sabemos que Ker(f) ∈
A, por lo que Ker(f̄) ∈ A.
Por otro lado, por Proposición 2.9, tenemos el siguiente diagrama conmu-
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tativo y exacto donde φ es un monomor�smo

A
f̄ //

ḡ

��

B

g

��

// Coker(f̄)� _
φ

��
C

f // D // Coker(f).

Lo cual implica que Coker(f̄) es un subobjeto de Coker(f). Como Coker(f) ∈
A y A es de Serre, tenemos que Coker(f̄) ∈ A. Por lo tanto, f̄ ∈ ΣA.

(d) ΣA es simpli�cable a derecha.
Ahora sean f, g : X → Y mor�smos en C tal que existe s : Y → Z con
s ∈ ΣA, que cumple que s ◦ f = s ◦ g. Sea ψ = Ker(f − g). Por lo que
(f − g) ◦ ψ = 0 y entonces f ◦ ψ = g ◦ ψ. Veamos que ψ ∈ ΣA.
En efecto, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo:

0 // Ker(f − g)
� � ψ // X

σ1

��

f−g // Y
ω // // Coker(f − g)

Coker(ψ)
∼= // Ker(ω),

σ2

OO

con ω = Coker(f − g). Por la propiedad universal del cokernel, existe un
único mor�smo h tal que el siguiente triángulo es conmutativo:

Y
ω// //

s

%%

Coker(f − g)

h

��
Z.

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 // Ker(ω)
σ2 //

h′

��

Y
ω // Coker(f − g) //

h

��

0

0 // Ker(s) // Y
s // Z // 0,

donde h′ es un monomor�smo. Como s ∈ ΣA tenemos que Ker(s) ∈ A.
Luego, tenemos que Ker(ω) ∈ A ya que A es una subcategoría de Serre y
h′ es un monomor�smo.
Dado que Coker(ψ) ∼= Ker(ω) concluimos que Coker(ψ) ∈ A. Finalmente,
como ψ es un momomor�smo tenemos que 0 = Ker(ψ) ∈ A. Por lo tanto
ψ ∈ ΣA y asi que ΣA es calculable a derecha.

De manera dual, se prueba que ΣA es calculable a izquierda. □



36 CAPÍTULO 2. LOCALIZACIÓN

2.2. Categoría L(X, Y )

Sean C una categoría abeliana y A una subcategoría de Serre de C, para cada
par de objetos X,Y ∈ C construyamos la categoría L(X,Y ) como sigue:

(a) Los objetos de L(X,Y ) son pares
(
(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)

)
∈ Sub(X)×Sub(Y )

(ver De�nición 1.33) donde uXX′ : X ′ → X y uYY ′ : Y ′ → Y son monomor-
�smos tales que Coker(uXX′) = X/X ′ ∈ A y Y ′ ∈ A.

(b) De�nimos los mor�smos en L(X,Y ) :

HomL(X,Y )

((
(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)

)
,
(
(X ′′, uXX′′), (Y ′′, uYY ′′)

))
={

(α, β)∈HomC(X
′′, X ′)×HomC(Y

′, Y ′′) | uXX′ ◦ α = uXX′′ , uYY ′′ ◦ β = uYY ′

}
.

Notación 2.18 En muchos lugares en lo que sigue, para evitar sobrecargar la

notación, escribiremos (X ′, Y ′) en lugar de
(
(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)

)
, sobreenten-

diendo que existen monomor�smos uXX′ : X ′ → X y uYY ′ : Y ′ → Y con las

propiedades que Coker(uXX′) = X/X ′ ∈ A y Y ′ ∈ A. También al mor�smo

(α, β) lo representaremos como

(α, β) : (X ′, Y ′) −→ (X ′′, Y ′′).

Observación 2.19 Notemos que |HomL(X,Y )

(
(X ′, Y ′), (X ′′, Y ′′)

)
| ≤ 1. En

efecto, sean (α, β), (α′, β′) ∈ HomL(X,Y )

(
(X ′, Y ′), (X ′′, Y ′′)

)
. Entonces uXX′ ◦

α = uXX′′ = uXX′ ◦ α′ y uYY ′′ ◦ β = uYY ′ = uYY ′′ ◦ β′. Como uXX′ y uYY ′′ son mo-

nomor�smos, tenemos que α = α′ y β = β′. Es decir, tenemos que si existe un

mor�smo (α, β) : (X ′, Y ′) −→ (X ′′, Y ′′), éste es único.

Lema 2.20 Sea A una subcategoría de Serre de C.

(a) Sean uXX1
: X1 → X y uXX2

: X2 → X monomor�smos en C tales que

Coker(uXX1
) = X

X1
,Coker(uXX2

) = X
X2

∈ A. Entonces, el monomor�smo

i = uXX1
◦µ1 = uXX2

◦µ2 : X1 ∩X2 → X es tal que Coker(i) = X
X1∩X2

∈ A,

donde µ1 : X1 ∩ X2 → X1 y µ2 : X1 ∩ X2 → X2 son las inclusiones

canónicas.

(b) Sean uYY1
: Y1 → Y y uYY2

: Y2 → Y monomor�smos en C tales que

Y1, Y2 ∈ A. Entonces existe un monomor�smo µ : Y1 + Y2 → Y tal que

Y1 + Y2 ∈ A y monomor�smos δi : Yi → Y1 + Y2 tales que µδi = uYYi
, para

i = 1, 2.
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(c) Sean (X1, Y1), (X2, Y2) objetos en L(X,Y ). Entonces existen únicos mor-

�smos en L(X,Y )

(X1, Y1)

(µ1,δ1) ((

(X2, Y2)

(µ2,δ2)vv
(X1 ∩X2, Y1 + Y2).

Demostración.

(a) y (b) Sean (X1, Y1), (X2, Y2) objetos en L(X,Y ). Luego, podemos construir el
siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 // X1 ∩X2
µ1 //

µ2

��
pullback

X1
//

uX
X1

��

X1

X1∩X2

//

θ

��

0

0 // X2
uX
X2

// X // X
X2

// 0

donde θ es un monomor�smo (ver la Proposición2.9). Como X
X2

∈ A y A
es subcategoría de Serre, tenemos que X1

X1∩X2
∈ A.

Ahora, de�namos i : X1 ∩ X2 → X como i := uXX1
◦ µ1. A�rmamos

que X
X1∩X2

∈ A. En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y
exacto en C

0 // X1 ∩X2
i //

µ1

��

X // X
X1∩X2

//

p

��

0

0 // X1
uX
X1

// X // X
X1

// 0,

donde p es un epimor�smo. Por el Lema de la Serpiente, tenemos que
Ker(p) ≃ Coker(µ1) =

X1

X1∩X2
. Por lo tanto, Ker(p) ∈ A. De la siguiente

sucesión exacta

0 // Ker(p) // X
X1∩X2

p // X
X1

// 0

concluimos que X
X1∩X2

∈ A ya que Ker(p) ∈ A, XX1
∈ A.

(c) Consideremos las inclusiones uYY1
: Y1 → Y y uYY2

: Y2 → Y . Tenemos que
la propiedad del coproducto, induce un mor�smo ψ : Y1 ⊕ Y2 −→ Y tal
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que ψ ◦ γi = uYYi
para i = 1, 2 donde γi : Yi → Y1 ⊕ Y2 son las inclusiones

canónicas.
Consideremos la factorización de ψ a través de su imagen

Y1 + Y2
µ

##
Y1 ⊕ Y2

π

99

ψ
// Y

Notemos que como µ(πγi) = ψγi = uYYi
para i = 1, 2 y cada uYYi

es un
monomor�smo, tenemos que δi := πγi : Yi → Y1+Y2 es un monomor�smo
para cada i = 1, 2.
Por el inciso (a) y (b), tenemos que i : X1∩X2 → X y µ : Y1+Y2 → Y son
monomor�smos en C que satisfacen que X

X1∩X2
, Y1+Y2 ∈ A. Por lo tanto,(

(X1 ∩ X2, i), (Y1 + Y2, µ)
)
∈ L(X,Y ). También por (a) y (b), tenemos

que el par de mor�smos (µ1, δ1) satisface que uYY1
◦ µ1 = i y µδ1 = uYY1

.
Por lo tanto, tenemos el mor�smo (µ1, δ1) : (X1, Y1) → (X1 ∩X2, Y1+Y2)

en L(X,Y ). De manera análoga, se tiene el mor�smo (µ2, δ2) : (X2, Y2) →
(X1 ∩X2, Y1 + Y2) en L(X,Y ).

□

De�nición 2.21 Sea C una categoría arbitraria. Decimos que C es una catego-

ría casi-directa a izquierda si cumple las siguientes condiciones.

(a) Cualquier diagrama en C
B

A

OO

// C,

se puede completar a un cuadrado conmutativo en C

B // D

A

OO

// C.

OO

(b) Para cada pareja de mor�smos u, v : A −→ B en C, existe un mor�smo

w : B −→ C tal que wu = wv.

De�nición 2.22 Sea C una categoría. Se dice que C es conexa si para cuales-

quiera dos objetos A, B ∈ C existe una cantidad �nita de objetos A0, A1, · · · ,
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An y un diagrama de la forma

A0

  

A2

  ~~

· · ·

""~~

An

||
A1 A3 An−1

con A0 = A y An = B, para algún n.

Lema 2.23 Sea C una categoría casi-directa a izquierda. Entonces, C es conexa

si y solo si para cada par de objetos A,B ∈ C existe un objeto K ∈ C y un

diagrama de la forma

A

  

B

~~
K

Demostración. Ver [17, Lema 2.2.9]. □

Proposición 2.24 La categoría L(X,Y ) es casi-directa a izquierda y conexa.

Demostración. Sean (a1, b1) : (X
′, Y ′) −→ (X1, Y1) y (a2, b2) : (X

′, Y ′) −→
(X2, Y2) mor�smos en L(X,Y ). Consideremos los mor�smos canónicos dados en
el Lema 2.20(c), (µ1, δ1) : (X1, Y1) −→ (X1∩X2, Y1+Y2) y (µ2, δ2) : (X2, Y2) −→
(X1 ∩ X2, Y1 + Y2). Por Observación 2.19, tenemos que el siguiente diagrama
conmuta (por la unicidad de un mor�smo de un objeto a otro en L(X,Y ))

(X1, Y1)
(µ1,δ1) // (X1 ∩X2, Y1 + Y2)

(X ′, Y ′)

(a1,b1)

OO

(a2,b2)
// (X2, Y2).

(µ2,δ2)

OO

Ahora bien, de la Observación 2.19, tenemos que el inciso (b) de la De�nición
2.21 también es válido. Por lo tanto L(X,Y ) es casi-directa a izquierda. La
conexidad se sigue del Lema 2.23 y el Lema 2.20. □

Proposición 2.25 Sean C un categoría abeliana localmente pequeña y A una

subcategoría de Serre de C. Entonces L(X,Y ) es una categoría pequeña, para

cualquier X,Y ∈ C.

Demostración. Sean uXX′ : X ′ → X y uXX′′ : X ′′ → X monomor�smos
que representan la misma clase en Sub(X) (es decir, existe isomor�smo α :

X ′ → X ′′ tal que uXX′′α = uXX′). Entonces Coker(uXX′) ∼= Coker(uXX′′). Como
A es cerrada por isomor�smos, tenemos que las siguientes clases están bien
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de�nidas: LX := {(X ′, uXX′) ∈ Sub(X) | Coker(uXX′) ∈ A} y LY := {(Y ′, uYY ′) ∈
Sub(Y ) | Y ′ ∈ A}. Por la De�nición 1.33, tenemos que LX y LY son conjuntos y
además tenemos que L(X,Y ) = LX×LY . Por lo tanto L(X,Y ) es una categoría
pequeña. □

2.3. El funtor q(X, Y ) : L(X, Y ) −→ Ab

Sean C un categoría abeliana localmente pequeña y A una subcategoría de
Serre de C; Sean X,Y ∈ C, de�namos el funtor

q(X,Y ) : L(X,Y ) −→ Ab

como sigue:

(a) q(X,Y )(X ′, Y ′) := HomC(X
′, YY ′ ) para (X ′, Y ′) ∈ L(X,Y )

(b) dado (uX
′

X′′ , uY
′′

Y ′ ) : (X ′, Y ′) −→ (X ′′, Y ′′) de�nimos

q(X,Y )(uX
′

X′′ , uY
′′

Y ′ ) : HomC

(
X ′,

Y

Y ′

)
−→ HomC

(
X ′′,

Y

Y ′′

)
como sigue: si f ∈ HomC(X

′, YY ′ ) de�nimos

q(X,Y )(uX
′

X′′ , uY
′′

Y ′ )(f) := θY
′′

Y ′ ◦ f ◦ uX
′

X′′ ∈ HomC

(
X ′′,

Y

Y ′′

)
,

donde θY
′′

Y ′ es el único mor�smo que hace conmutar el siguiente diagrama

0 // Y ′ uY
Y ′ //

uY ′′
Y ′

��

Y
pY
Y ′ // Y

Y ′
//

θY
′′

Y ′
��

0

0 // Y ′′ uY
Y ′′ // Y

pY
Y ′′ // Y

Y ′′
// 0.

De�nición 2.26 Consideremos el siguiente unión disjunta de conjuntos

X :=
⊔

(X′,Y ′)∈L(X,Y )

HomC(X
′, Y/Y ′).

Notemos que un elemento de X, consta de un mor�smo f : Xf −→ Y/Yf para

algún (Xf , Yf ) ∈ L(X,Y ). Pero (Xf , Yf ) ∈ L(X,Y ), quiere decir que existen

monomor�smos uf : Xf → X y ωf : Yf → Y tal que Coker(uf ) =
X
Xf

∈ A y

Yf ∈ A.

Sean f : Xf −→ Y/Yf y g : Xg −→ Y/Yg elementos de X. Se de�ne una
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relación ∼ en X, como sigue:

f ∼ g si existen
(
(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)

)
∈ L(X,Y ) y mor�smos en L(X,Y )

(Xf , Yf )

(u
Xf

X′ ,u
Y ′
Yf

) %%

(Xg, Yg)

(u
Xg

X′ ,u
Y ′
Yg

)yy
(X ′, Y ′)

tales que

q(X,Y )(u
Xf

X′ , u
Y ′

Yf
)(f) = q(X,Y )(u

Xg

X′ , u
Y ′

Yg
)(g).

Es decir, tenemos que

θY
′

Yf
◦ f ◦ uXf

X′ = θY
′

Yg
◦ g ◦ uXg

X′ ,

donde θY
′

Yf
: Y
Yf

−→ Y
Y ′ y θY

′

Yg
: Y
Yg

−→ Y
Y ′ son los mor�smos inducidos por

uY
′

Yf
y uY

′

Yg
, respectivamente (ver la construcción del funtor q(X,Y )).

Proposición 2.27 Sean f : Xf −→ Y/Yf y g : Xg −→ Y/Yg elementos de X.
Tenemos que f ∼ g si y solo si se puede construir un diagrama conmutativo y

exacto de la siguiente forma

(∗) : 0 // Xf

uf //

f

&&

X // X
Xf

// 0

0 // Yf ωf

//

uY ′
Yf

��

Y
pf
// Y
Yf

//

θY
′

Yf

��

0

X ′

u
Xf

X′

<<

u
Xg

X′

""

0 // Y ′
uY
Y ′

// Y
pY
Y ′

// Y
Y ′

// 0

0 // Yg
ωg //

uY ′
Yg

OO

Y
pg // Y

Yg

//

θY
′

Yg

OO

0

0 // Xg ug

//

g

88

X // X
Xg

// 0

donde

(a) u
Xf

X′ y u
Xg

X′ son monomor�smos tales que uf ◦ u
Xf

X′ = ug ◦ u
Xg

X′ ; y el mono-

mor�smo uXX′ := uf ◦ u
Xf

X′ , satisface que Coker(uXX′) ∈ A.

(b) uYY ′ : Y ′ → Y es un monomor�smo tal que Y ′ ∈ A.
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Demostración. (⇒) Si f ∼ g sabemos que existe
(
(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)

)
∈

L(X,Y ) y mor�smos en L(X,Y )

(Xf , Yf )

(u
Xf

X′ ,u
Y ′
Yf

) %%

(Xg, Yg)

(u
Xg

X′ ,u
Y ′
Yg

)yy
(X ′, Y ′)

tales que
q(X,Y )(u

Xf

X′ , u
Y ′

Yf
)(f) = q(X,Y )(u

Xg

X′ , u
Y ′

Yg
)(g).

Luego, podemos construir el diagrama (∗) con las propiedades deseadas.
(⇐). Ahora, supongamos que existe el diagrama (∗) con las propiedades (a)
y (b). Como el monomor�smo uXX′ := uf ◦ uXf

X′ satisface que Coker(uXX′) ∈
A y el monomor�smo uY

′

Y ′ : Y ′ → Y satisface que Y ′ ∈ A, tenemos que(
(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)

)
∈ L(X,Y ). Como uXX′ = uf ◦u

Xf

X′ = ug◦u
Xg

X′ y el diagrama

(∗) conmuta, tenemos mor�smos en L(X,Y )

(Xf , Yf )

(u
Xf

X′ ,u
Y ′
Yf

) %%

(Xg, Yg)

(u
Xg

X′ ,u
Y ′
Yg

)yy
(X ′, Y ′).

También, dado que el pentágono del diagrama (∗) conmuta, tenemos que

θY
′

Yf
◦ f ◦ uXf

X′ = θY
′

Yg
◦ g ◦ uXg

X′ .

Por lo tanto

q(X,Y )(u
Xf

X′ , u
Y ′

Yf
)(f) = q(X,Y )(u

Xg

X′ , u
Y ′

Yg
)(g).

Probándose que f ∼ g. □

Teorema 2.28 Sean C un categoría abeliana localmente pequeña y A subcate-

goría de Serre de C. Entonces, para X,Y ∈ C,

lim−→ q(X,Y ) =

⊔
(X′,Y ′)L(X,Y )

HomC(X
′, Y/Y ′)

∼
.

Demostración. De la prueba del [17, Teorema 2.2.10], tenemos que la relación
dada en la De�nición 2.26 es de equivalencia. Además, como L(X,Y ) es casi-
directa y conexa se tiene que

lim−→ q(X,Y ) =

⊔
(X′,Y ′)∈L(X,Y )

HomC(X
′, Y/Y ′)

∼
,

donde ∼ es la relación dada en la De�nición 2.26. □
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Notación 2.29 (a) Para X,Y ∈ C, consideremos

X :=
⊔

(X′,Y ′)∈L(X,Y )

HomC(X
′, Y/Y ′)

Recordemos que un elemento de X queda determinado por la siguiente in-

formación: un mor�smo f : Xf −→ Y/Yf , para algún (Xf , Yf ) ∈ L(X,Y ).

Pero (Xf , Yf ) ∈ L(X,Y ), quiere decir que existen monomor�smos uf :

Xf → X y ωf : Yf → Y tales que Coker(uf ) = X
Xf

∈ A y Yf ∈ A. Sea

pf : Y → Y
Yf

tal que pf = Coker(ωf ). Notemos que pf determina de ma-

nera única a ωf , como ωf = Ker(pf ). Entonces , dar un monomor�smo

ω : Yf → Y , con Yf ∈ A, es equivalente a dar un epimor�smo pf : Y → Y
Yf

tal que Ker(pf ) = Yf ∈ A. Por lo tanto, un elemento de X lo escribiremos

como el triple

F = (uf : f : pf )

donde

(i) f : Xf → Y
Yf

es un mor�smo en C;

(ii) uf : Xf → X es un monomor�smo con Coker(uf ) ∈ A y pf : Y → Y
Yf

es un epimor�smo con Ker(pf ) ∈ A, para demostraciones posteriores

recordemos que pf viene de la siguiente sucesión exacta

0 // Yf
ωf // Y

pf // Y
Yf

// 0 .

Al triple F = (uf : f : pf ), lo representaremos también por el si-

guiente diagrama

X Xf
? _

uf

oo

f

��
Y
Yf

Y,
pf
oooo

donde Coker(uf ) ∈ A y Ker(pf ) ∈ A.

Tenemos que dos elementos (uf : f : pf ), (ug : g : pg) ∈ X son iguales

si y solo si uf = ug, f = g y pf = pg.

(b) Dado que

lim−→ q(X,Y ) =

⊔
(X′,Y ′)∈LX×LY

HomC(X
′, Y/Y ′)

∼
,

a la clase de equivalencia de (uf : f : pf ) la denotaremos como [uf :

f : pf ]. Es decir, a un elemento F ∈ lim−→ q(X,Y ) lo denotaremos como

F = [up : f : pf ].
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Después quedará claro por que hemos escogido esta notación (cuando vea-

mos la segunda construcción de la categoría CΣ). Para más detalles ver la

Observación 2.67.

Lema 2.30 Sea [uf : f : pf ] ∈ lim−→ q(X,Y ). Sean u
Xf

X′ : X ′ → Xf un mono-

mor�smo y π : Y
Yf

→ Y ′′ un epimor�smo tales que Coker(uf ◦ uXf

X′ ) ∈ A y

Ker(π ◦ pf ) ∈ A. Entonces, tenemos que [uf ◦ uXf

X′ : π ◦ f ◦ uXf

X′ : π ◦ pf ] ∈
lim−→ q(X,Y ) y además

[uf ◦ u
Xf

X′ : π ◦ f ◦ uXf

X′ : π ◦ pf ] = [uf : f : pf ].

Demostración. En efecto, podemos construir el siguiente diagrama conmuta-
tivo en C

0 // Xf

uf //

f

&&

X // X
Xf

// 0

0 // Yf ωf

//

uY ′
Yf

��

Y
pf
// Y
Yf

//

π

��

0

X ′

u
Xf

X′

<<

1X′

""

0 // Y ′
uY
Y ′

// Y
π◦pf

// Y
Y ′

// 0

0 // Y ′ uY
Y ′ // Y

π◦pf // Y
Y ′

// 0

0 // X ′

uf◦u
Xf

X′

//

π◦f◦u
Xf

X′

77

X // X
X′

// 0

donde uYY ′ : Y ′ → Y es un monomor�smo que satisface que Y ′ ∈ A, se tiene
la igualdad uf ◦ uXf

X′ = (uf ◦ uXf

X′ ) ◦ 1X′ y Coker(uf ◦ uXf

X′ ) = X
X′ ∈ A. Por la

Proposición 2.27, se tiene que [uf ◦ u
Xf

X′ : π ◦ f ◦ uXf

X′ : π ◦ pf ] = [uf : f : pf ]. □

Observación 2.31 Notemos que, con lo descrito en la Notación 2.29, tenemos

que: si (uf : f : pf ) ∼ (ug : g : pg), por la Proposición 2.27 podemos construir

los siguientes dos diagramas que representan al mismo elemento en X:

X X ′? _

uX
X′=uf◦u

Xf

X′

oo

Γ
��
Y
Y ′ Y,

pY
Y ′=θ

Y ′
Yf

◦pf
oooo

X X ′? _

uX
X′=ug◦u

Xg

X′

oo

Γ
��
Y
Y ′ Y,

pY
Y ′=θ

Y ′
Yg

◦pg
oooo
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donde Γ := θY
′

Yf
◦f◦uXf

X′ = θY
′

Yg
◦g◦uXg

X′ y uXX′ y pYY ′ satisfacen que Coker(uXX′) ∈ A
y Ker(pYY ′) ∈ A.

El siguiente lema es el recíproco de la observación anterior.

Lema 2.32 Sean [uf : f : pf ], [ug : g : pg] ∈ lim−→ q(X,Y ). Supongamos que

existen monomor�smos u
Xf

X′ : X ′ → Xf , u
Xg

X′ : X ′ → Xg y epimor�smos πf :
Y
Yf

→ Y ′′ , πg :
Y
Yg

→ Y ′′ tales que satisfacen las siguientes condiciones:

(a) uf ◦ u
Xf

X′ = ug ◦ u
Xg

X′ y πf ◦ pf = πf ◦ pg;

(b) si uXX′ := uf ◦ uXf

X′ y pYY ′ := πf ◦ pf , se tiene que Coker(uXX′) ∈ A y

Ker(pYY ′) ∈ A;

(c) πf ◦ f ◦ uXf

X′ = πg ◦ g ◦ u
Xg

X′ .

Entonces [uf : f : pf ] = [ug : g : pg]

Demostración. Podemos construir el diagrama

0 // Xf

uf //

f

&&

X // X
Xf

// 0

0 // Yf ωf

//

uY ′
Yf

��

Y
pf
// Y
Yf

//

πf

��

0

X ′

u
Xf

X′

<<

u
Xg

X′

""

0 // Y ′
uY
Y ′

// Y
pY
Y ′

// Y
Y ′

// 0

0 // Yg
ωg //

uY ′
Yg

OO

Y
pg // Y

Yg

//

πg

OO

0

0 // Xg ug

//

g

88

X // X
Xg

// 0

donde uYY ′ : Y ′ → Y es un monomor�smo tal que Y ′ ∈ A y uXX′ := uf ◦ uXf

X′

satisface que Coker(uXX′) ∈ A. Por Proposición 2.27, tenemos que (uf : f : pf ) ∼
(ug : g : pg), probándose lo deseado. □

2.4. Primera construcción de la categoría CΣ
Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana C localmente

pequeña . Para simpli�car, utilizaremos la notación Σ para denotar a la clase
de mor�smos ΣA del Teorema 2.17. Construyamos la categoría CΣ como sigue.
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(a) Cada objeto X ∈ C determina un único objeto X ∈ CΣ.

(b) Para cada par de objetos X,Y ∈ CΣ, de�nimos

HomCΣ(X,Y ) := lim−→ q(X,Y ).

(c) Composición de mor�smos en CΣ.
Sean∆ = [uα : α : pα] ∈ HomCΣ

(X,Y ) y F = [uf : f : pf ] ∈ HomCΣ
(Y , Z).

Queremos de�nir F ◦∆ : X −→ Z.

Para esto, supongamos que tenemos α : Xα −→ Y/Yα, con (Xα, Yα) ∈
L(X,Y ), y f : Yf −→ Z/Zf , con (Yf , Zf ) ∈ L(Y,Z).
Luego, consideremos el diagrama de intersección

Yf ∩ Yα
ψf,α //

δf,α

��

Yα

uY
Yα

=ωα

��
Yf ϵf,α=uf

// Y.

Sabemos que éste diagrama se completa al siguiente

0

��

0

��

0

��
0 // Yf ∩ Yα

ψf,α //

δf,α

��

Yα

uY
Yα

��

//

I

Yα

Yf∩Yα

//

µ′′
1

��

0

0 // Yf ϵf,α
//

ξf,α

��
II

Y //

pYYα

��

Y
Yf

//

p′′

��

0

0 // Yf

Yf∩Yα ϵ′f,α

//

��

Y
Yα

//

��

Y
Yf∪Yα

//

��

0

0 0 0,

donde los cuadrados I y II son factorizaciones a través de sus imágenes.
Por ejemplo

Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α

!!
Yf

ξf,α
>>

pYYα
◦ϵf,α

// Y
Yα
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es la factorización correspondiente (es decir, pYYα
(Yf ) =

Yf

Yf∩Yα
).

Ahora, consideremos la factorización a través de su imagen de f ◦ δf,α:

f(Yf ∩ Yα)
vf,α

$$
Yf ∩ Yα

f◦δf,α
//

πf,α

99

Z
Zf
.

Por un lado, podemos construir el siguiente diagrama de pullback

0

��

0

��
0 // Zf // Zf,α

q′f,α//

µf,α

��
pull

f(Yf ∩ Yα) //

vf,α

��

0

0 // Zf
uZ
Zf

// Z
pf

//

ζf,α

��

Z
Zf

//

φf,α

��

0.

Z
Zf,α

��

Z
Zf,α

��
0 0

Por otro lado, existe λf,α :
Yf

Yf∩Yα
−→ Z

Zf,α
tal que el siguiente diagrama

conmuta

0

��

0

��
f(Yf ∩ Yα)

vf,α

��

Yf ∩ Yα
πf,αoo

δf,α

��
Z
Zf

φf,α

��

Yf
f

oo

ξf,α

��
Z
Zf,α

��

Yf

Yf∩Yα

��

λf,αoo

0 0.

Finalmente, tomando pullback del mor�smo α con el mor�smo ϵ′f,α, obte-
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Zf,α
q′f,α // //

� _

µf,α

��

pullback

f(Yf ∩ Yα)� _

vf,α

��

Yf ∩ Yα �
� ψf,α //

� _

δf,α

��

πf,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Z

pf // //

ζf,α

����

Z
Zf

φf,α

����

Yf
� �

uf

//

ξf,α

����

foo Y

pα

����
Z
Zf,α

Z
Zf,α

Yf

Yf∩Yα

� � ϵ′f,α //
λf,α

oo

pullback

Y
Yα

Xf,α = α−1
( Yf

Yf∩Yα

)
αf

OO

� � ϵ′′f,α // Xα

α

OO

Figura 2.1: Diagrama de la composición

nemos αf : α−1(
Yf

Yf∩Yα
) −→ Yf

Yf∩Yα
del siguiente diagrama

Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α // Y
Yα

Xf,α = α−1
( Yf

Yf∩Yα

)αf

OO

ϵ′′f,α

// Xα.

α

OO

Toda la información esencial anterior, la podemos poner en el diagrama
de la �gura 2.1.

De esta manera, de�nimos

F ◦∆ = [uf : f : pf ]◦ [uα : α : pα] := [uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦αf : ζf,α] : X −→ Z

Veamos que [uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦ αf : ζf,α] ∈ HomCΣ(X,Y ). Para esto, basta ver
que Coker(uα ◦ ϵ′′f,α) ∈ A y que también Ker(ζf,α) ∈ A. En efecto, tenemos el
diagrama conmutativo y exacto

0 // Xf,α

uα◦ϵ′′f,α //

ϵ′′f,α

��

X // X
Xf,α

//

��

0.

0 // Xα uα

// X
pXXα

// X
Xα

// 0
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Luego, por el Lema de la Serpiente, tenemos la siguiente sucesión exacta

(∗∗) : 0 // Xα

Xf,α

// X
Xf,α

// X
Xα

// 0

Recordemos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0

��

0

��

0

��
0 // Yf ∩ Yα

ψf,α //

δf,α

��

Yα

uY
Yα

��

//

I

Yα

Yf∩Yα

//

µ′′
1

��

0

0 // Yf ϵf,α
//

ξf,α

��
II

Y //

pYYα

��

Y
Yf

//

p′′

��

0.

0 // Yf

Yf∩Yα ϵ′f,α

//

��

Y
Yα

//

��

Y
Yf∪Yα

//

��

0

0 0 0

También tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 // Xf,α

ϵ′′f,α //

αf

��
pullback

Xα
//

α

��

Xα

Xf,α

//

α′′

��

0,

0 // Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α // Y
Yα

// Y
Yf∪Yα

// 0

donde α′′ es mono por la Proposición 2.9.
Ahora bien, dado que (Yf , Zf ) ∈ L(Y, Z), tenemos que Y

Yf
∈ A y Zf ∈ A.

Como p′′ : Y
Yf

−→ Y
Yf∪Yα

(del diagrama del 9 de arriba) es un epimor�smo,

tenemos que Y
Yf∪Yα

∈ A ya que A es de Serre. Por otro lado, como α′′ es un

monomor�smo, concluimos que Xα

Xf,α
∈ A.

De la sucesión (∗∗) concluimos que X
Xf,α

∈ A ya que X
Xα

∈ A, probando que
Coker(uα ◦ ϵ′′f,α) ∈ A.
Ahora bien, como ψf,α : Yf ∩ Yα → Yα es un monomor�smo y Yα ∈ A, tenemos
que Yf ∩ Yα ∈ A. Como πf,α : Yf ∩ Yα −→ f(Yf ∩ Yα) es un epimor�smo,
tenemos que f(Yf ∩ Yα) ∈ A. De la sucesión exacta

0 // Zf // Zf,α // f(Yf ∩ Yα) // 0

concluimos que Zf,α ∈ A pues Zf ∈ A, probándose que Ker(ζf,α) ∈ A. Por lo
tanto

[uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦ αf : ζf,α] ∈ HomCΣ
(X,Y ).



50 CAPÍTULO 2. LOCALIZACIÓN

Veamos que la composición de�nida arriba no depende de los clases de repre-
sentante tomadas. Para esto, consideremos el siguiente lema.

Lema 2.33 Supongamos que [uf : f : pf ] = [ug : g : pg] ∈ HomCΣ
(Y , Z) y que

[uα : α : pα] ∈ HomCΣ
(X,Y ) , entonces

[uf : f : pf ] ◦ [uα : α : pα] = [ug : g : pg] ◦ [uα : α : pα].

Demostración. Existen (Y ′, Z ′) ∈ L(Y, Z) y mor�smos en L(Y,Z)

(Yf , Zf )

(u
Yf

Y ′ ,u
Z′
Zf

) %%

(Yg, Zg)

(u
Yg

Y ′ ,u
Z′
Zg

)yy
(Y ′, Z ′)

tales que el siguiente diagrama conmuta

0 // Yf
uf //

f

&&

Y // Y
Yf

// 0

0 // Zf ωf

//

uZ′
Zf

��

Z
pf
// Z
Zf

//

θZ
′

Zf

��

0

Y ′

u
Yf

Y ′

<<

u
Yg

Y ′

""

0 // Z ′
uZ
Z′

// Z
pZ
Z′

// Z
Z′

// 0

0 // Zg
ωg //

uZ′
Zg

OO

Z
pg // Z

Zg

//

θZ
′

Zg

OO

0

0 // Yg ug

//

g

88

Y // Y
Yg

// 0.

Veamos que podemos construir el diagrama conmutativo de la �gura 2.2 (donde
están pegados dos diagramas construidos como en la �gura 2.1)
En efecto, de�namos

g′ := θZ
′

Zf
◦ f ◦ uYf

Y ′ y ug′ := uf ◦ u
Yf

Y ′ : Y ′ −→ Y

Luego, tenemos que uf ◦ (u
Yf

Y ′ ◦ δg′,α) = ug′ ◦ δg′,α = ωα ◦ ψg′,α. Por lo que,
existe βf,α : Y ′ ∩ Yα −→ Yf ∩ Yα tal que el siguiente diagrama conmuta
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Zf,α
q′f,α //

µf,α

��

f(Yf ∩ Yα)

vf,α

��

Yf ∩ Yα
ψf,α //

δf,α

��

πf,αoo Yα

ωα

��

Zg′,α
q′
g′,α //

µg′,α

��

g′(Y ′ ∩ Yα)

vg′,α

��

Y ′ ∩ Yα
ψg′,α //

δg′,α

��

πg′,αoo

βf,α

99

Yα

ωα

��

Z
pf //

ζf,α

��

Z
Zf

θZ
′

Zf

xx
φf,α

��

Yf
uf //

ξf,α

��

foo Y

pα

��

Z
pg′ //

ζg′,α

��

Z
Z′

φg′,α

��

Y ′

ξg′,α

��

ug′ //g′oo

u
Yf

Y ′

::

Y

pα

��

Z
Zf,α

Z
Zf,α

Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α //λf,αoo Y
Yα

Z
Zg′,α

Z
Zg′,α

Y ′

Y ′∩Yα

ϵ′
g′,α //

λg′,αoo

h′
f,α

;;

Y
Yα

Xf,α

αf

OO

ϵ′′f,α

// Xα

α

OO

Xg′,α

αg′

OO

ϵ′′
g′,α //

h′′
f,α

99

Xα

α

OO

Figura 2.2: Diagrama
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Y ′ ∩ Yα

u
Yf

Y ′ ◦δg′,α

&&

ψg′,α

##

βf,α

%%
Yf ∩ Yα

ψf,α //

δf,α

��

Yα

ωα

��
Yf

uf // Y

Luego, existe h′f,α : Y ′

Y ′∩Yα
−→ Yf

Yf∩Yα
tal que el siguiente diagrama conmuta

0 // Y ′ ∩ Yα
δg′,α //

βf,α

��

Y ′ ξg′,α//

u
Yf

Y ′

��

Y ′

Y ′∩Yα

//

h′
f,α

��

// 0

0 // Yf ∩ Yα
δf,α

// Yf
ξf,α

// Yf

Yf∩Yα

// 0.

A�rmamos que el siguiente diagrama conmuta

Y ′

Y ′∩Yα

h′
f,α //

ϵ′
g′,α

��

Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α

��
Y
Yα

Y
Yα
.

En efecto, tenemos que

ϵ′f,α ◦ h′f,α ◦ ξg′,α = ϵ′f,α ◦ ξf,α ◦ uYf

Y ′ = pα ◦ uf ◦ u
Yf

Y ′ = pα ◦ ug′ = ϵ′g′,α ◦ ξg′,α,

y como ξg′,α es un epimor�smo, se sigue que

ϵ′f,α ◦ h′f,α = ϵ′g′,α.

Como ϵ′f,α ◦ h′f,α ◦ αg′ = ϵ′g′,α ◦ αg′ = α ◦ ϵ′′g′,α, se tiene que existe h′′f,α :

Xg′,α −→ Xf,α tal que el siguiente diagrama conmuta

Xg′,α

h′
f,α◦αg′

""

ϵ′′
g′,α

""

h′′
f,α

##
Xf,α

ϵ′′f,α //

αf

��

Xα

α

��
Yf

Yf∩Yα ϵ′f,α

// Y
Yα
.
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Finalmente, como g′ := θZ
′

Zf
◦ f ◦uYf

Y ′ , obtenemos el diagrama conmutativo de la
�gura 2.2.
Tenemos el diagrama

0

��

0

��

0

��
g′(Y ′ ∩ Yα)

af,α //

vg′,α

��

I = Z′′

Z′

sf,α

��

f(Yf ∩ Yα)

vf,α

��

pf,αoo

Z
Z′

φg′,α

��

Z
Z′

rf,α

��

Z
Zf

φf,α

��

θZ
′

Zfoo

Z
Zg′,α

bf,α //

��

D = Z
Z′′

��

Z
Zf,α

k′f,αoo

��
0 0 0,

donde sf,α ◦ pf,α es la factorización de θZ
′

Zf
◦ vf,α a través de su imagen y rf,α =

Coker(sf,α). Además af,α : g′(Y ′ ∩ Yα) −→ I se construye como sigue: del
diagrama en a �gura 2.2, tenemos que

vg′,α ◦ πg′,α = θZ
′

Zf
◦ vf,α ◦ πf,α ◦ βf,α = sf,α ◦ pf,α ◦ πf,α ◦ βf,α,

y como sf,α es mono y vg′,α ◦ πg′,α es la factorización a través de su imagen de
vg′,α◦πg′,α, tenemos que existe af,α : g′(Y ′∩Yα) −→ I tal que sf,α◦af,α = vg′,α.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

I

sf,α

$$
Y ′ ∩ Yα //

pf,α◦πf,α◦βf,α

88

πg′,α &&

Z
Zf

g′(Y ′ ∩ Yα)

vg′,α

::

OO

Además k′f,α y bf,α son los mor�smos inducidos en el cokernel. Veamos ahora
que I es de la forma deseada, se sigue del diagrama de pullback

0 // Z ′ // Z ′′ //

��

I //

sf,α

��

0

0 // Z ′ uZ
Z′ // Z

pZ
Z′ // Z

Z′
// 0.
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Es decir, tenemos que Z′′

Z′
∼= I. Por lo tanto, se tiene el diagrama

0 // Z ′ // Z ′′ //

Af

��

I //

sf,α

��

0

0 // Z ′ uZ
Z′ // Z

pZ
Z′ //

Bf

��

Z
Z′

//

rf,α

��

0

Z
Z′′

Z
Z′′

Luego k′f,α ◦λf,α ◦h′f,α ◦ξg′,α = k′f,α ◦λf,α ◦ξf,α ◦u
Yf

Y ′ = k′f,α ◦φf,α ◦f ◦u
Yf

Y ′ =

rf,α ◦ θZ′

Zf
◦ f ◦ uYf

Y ′ = rf,α ◦ g′ (ver el diagrama en 2.2).
Por otro lado, se tiene el diagrama

Y ′ ∩ Yα
πg′,α//

δg′,α

��

g′(Y ′ ∩ Yα)
af,α //

vg′,α

��

I = Z′′

Z′

sf,α

��
Y ′ g′ //

ξg′,α

��

Z
Z′

φg′,α

��

Z
Z′

rf,α

��
Y ′

Y ′∩Yα

λg′,α // Z
Zg′,α

bf,α // Z
Z′′

Es decir, bf,α ◦ λg′,α ◦ ξg′,α = rf,α ◦ g′, y como ξg′,α es epi, de las dos igualdades
anteriores concluimos que bf,α ◦ λg′,α = k′f,α ◦ λf,α ◦ h′f,α.
Por lo tanto bf,α ◦ λg′,α ◦ αg′ = k′f,α ◦ λf,α ◦ h′f,α ◦ αg′ = k′f,α ◦ λf,α ◦ αf ◦ h′′f,α
(ver diagrama en la �gura 2.2).
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Es decir, tenemos el siguiente diagrama

0 // Xf,α

uα◦ϵ′′f,α //

λf,α◦αf

''

X // X
Xf,α

// 0

0 // Zf,α µf,α

//

if

��

Z
ζf,α

// Z
Zf,α

//

k′f,α

��

0

Xg′,α

h′′
f,α

;;

1

0 // Z ′′ Af // Z
Bf // Z

Z′′
// 0

0 // Zg′,α
µg′,α //

ig′

OO

Z
ζg′,α // Z

Zg′,α
//

bf,α

OO

0

0 // Xg′,α
uα◦ϵ′′

g′,α

//

λg′,α◦αg′

77

X // X
Xg′,α

// 0

En efecto Bf = rf,α ◦ pZZ′ = bf,α ◦ φg′,α ◦ pZZ′ = bf,α ◦ ζg′,α. Por otro lado,
como ζf,α = φf,α ◦ pf (ver el diagrama en 2.2), tenemos que k′f,α ◦ ζf,α =

k′f,α ◦ φf,α ◦ pf = rf,α ◦ θZ′

Zf
◦ pf = rf,α ◦ pZZ′ = Bf . Por lo tanto, los cuadrados

derechos de arriba conmutan. Luego, existen los momomor�smos if y ig′ tal que
los diagramas de arriba conmutan.
Notemos que, del diagrama de la �gura 2.2, tenemos que uα ◦ ϵ′f,α ◦ h′′f,α =

uα ◦ ϵ′′g′,α. También, notemos que de la construcción del diagrama de la �gura
2.1, se tiene que uα◦ϵ′′g′,α : Xg′,α → X y uα◦ϵ′′f,α : Xf,α → X son monomor�smos
tales que X

Xg′,α
, X
Xf,α

∈ A.
Ahora, como ψf,α : Yf ∩ Yα −→ Yα es un monomor�smo y Yα ∈ A, concluimos
que Yf ∩ Yα ∈ A. Como πf,α : Yf ∩ Yα −→ f(Yf ∩ Yα) es un epi, obtenemos que
f(Yf ∩ Yα) ∈ A. Como pf,α : f(Yf ∩ Yα) −→ I es un epi, concluimos que I ∈ A.
Luego, de la sucesión exacta

0 // Z ′ // Z ′′ // I // 0,

concluimos que Z ′′ ∈ A. Así, Bf : Z → Z
Z′′ es un epimor�smo tal que Ker(Bf ) ∈

A y entonces
(
(Xg′,α, uα◦ϵ′′g′,α), (Z ′′, Af )

)
∈ L(X,Z). También, tenemos mor�s-

mos (h′′f,α, if ) : (Xf,α, Zf,α) → (Xg′,α, Z
′′) y (1, ig′) : (Xg′,α, Zg′,α) → (Xg′,α, Z

′′),
y como el diagrama del pentagono de arriba conmuta, concluimos que

[uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦ αf : ζf,α] = [uα ◦ ϵ′′g′,α : λg′,α ◦ αg′ : ζg′,α].

Dado que g′ = θZ
′

Zf
◦f◦uYf

Y ′ = θZ
′

Zg
◦g◦uYg

Y ′ , podemos repetir la misma construcción
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y se puede concluir que

[uα ◦ ϵ′′g,α : λg,α ◦ αg : ζg,α] = [uα ◦ ϵ′′g′,α : λg′,α ◦ αg′ : ζg′,α].

Por lo tanto

[uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦ αf : ζf,α] = [uα ◦ ϵ′′g,α : λg,α ◦ αg : ζg,α].

Probándose que

[uf : f : pf ] ◦ [uα : α : pα] = [ug : g : pf ] ◦ [uα : α : pα].

□

También tenemos el siguiente lema.

Lema 2.34 Sean [uf : f : pf ] ∈ HomCΣ
(Y , Z) y [uα : α : pα] = [uβ : β : pβ ] ∈

HomCΣ
(X,Y ). Entonces

[uf : f : pf ] ◦ [uα : α : pα] = [uf : f : pf ] ◦ [uβ : β : pβ ]

Demostración. Sean α : Xα −→ Y/Yα, β : Xβ −→ Y/Yβ y f : Yf −→ Z/Zf ,
con [uα : α : pα] = [uβ : β : pβ ]. Como [uα : α : pα] = [uβ : β : pβ ], existen(
(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)

)
∈ L(X,Y ) y mor�smos (uXα

X′ , uY
′

Yα
) : (Xα, Yα) → (X ′, Y ′)

y (u
Xβ

X′ , uY
′

Yβ
) : (Xβ , Yβ) → (X ′, Y ′) tales que el siguiente diagrama conmuta

0 // Xα
uα //

α

''

X // X
Xα

// 0

0 // Yα
uY
Yα

//

uY ′
Yα

��

Y
pYYα

// Y
Yα

//

θY
′

Yα

��

0

X ′

uXα
X′

<<

u
Xβ

X′

""

0 // Y ′
uY
Y ′

// Y
pY
Y ′

// Y
Y ′

// 0

0 // Yβ
uY
Yβ //

uY ′
Yβ

OO

Y
pYYβ // Y

Yβ

//

θY
′

Yβ

OO

0

0 // Xβ uβ

//

β

88

X // X
Xβ

// 0

donde uXX′ = uα ◦ uXα

X′ = uβ ◦ uXβ

X′ , Coker(uXX′) = X
X′ ∈ A y Y ′ ∈ A.
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Zf,α
q′f,α //

aα,Θ

||
µf,α

��

f(Yf ∩ Yα)
bα,Θ

ww
vf,α

��

Yf ∩ Yα
ψf,α //

cα,Θ

yy
δf,α

��

πf,αoo Yα
uY ′
Yα

~~
uα

��

Zf,Θ
q′f,Θ //

µf,Θ

��

f(Yf ∩ Y ′)

vf,Θ

��

Yf ∩ Y ′ ψf,Θ //

δf,Θ

��

πf,Θoo Y ′

uΘ

��

Z
pf //

ζf,α

��

Z
Zf

φf,α

��

Yf
uf //

ξf,α

��

foo Y

pα

��

Z
pf //

ζf,Θ

��

Z
Zf

φf,Θ

��

Yf

ξf,Θ

��

uf //foo Y

pΘ

��

Z
Zf,α

a′α,Θ

~~

Z
Zf,α

a′α,Θ

xx

Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α //

b′α,Θ

zz

λf,αoo Y
Yα

θY
′

Yα��
Z

Zf,Θ

Z
Zf,Θ

Yf

Yf∩Y ′

ϵ′f,Θ //λf,Θoo Y
Y ′

Xf,α

αf

OO

ϵ′′f,α

// Xα

α

OO

Xf,Θ

b=Θf

OO

c=ϵ′′f,Θ // X ′

Θ

OO

uXα
X′

>>

Figura 2.3: Diagrama

Tenemos el siguiente diagrama

0 // X ′ uX
X′ //

Θ

''

X // X
X′

// 0

0 // Y ′
uY
Y ′

// Y
pY
Y ′

// Y
Y ′

// 0,

donde

Θ := θY
′

Yα
◦ α ◦ uXα

X′ = θY
′

Yβ
◦ β ◦ uXβ

X′ .

Veamos que podemos construir el diagrama de la �gura 2.3. En efecto,

Aseguramos que existe un mor�smo cα,Θ : Yf ∩ Yα −→ Yf ∩ Y ′ tal que el
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siguiente diagrama conmuta

Yf ∩ Yα

δf,α

&&

uY ′
Yα

◦ψf,α

##

cα,Θ

%%
Yf ∩ Y ′ψf,Θ //

δf,Θ

��

Y ′

ωΘ

��
Yf

uf // Y

En efecto, dado que ωΘ ◦ uY ′

Yα
◦ ψf,α = uα ◦ ψf,α = uf ◦ δf,α, existe b′α,Θ tal que

el siguiente diagrama conmuta

0 // Yf ∩ Yα
δf,α //

cα,Θ

��

Yf
ξf,α // Yf

Yf∩Yα

b′α,Θ

��

// 0

0 // Yf ∩ Y ′ δf,Θ // Yf
ξf,Θ // Yf

Yf∩Y ′
// 0.

Veamos que el siguiente diagrama conmuta

Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α //

b′α,Θ

��

Y
Yα

θY
′

Yα

��
Yf

Yf∩Y ′

ϵ′f,Θ // Y
Y ′ .

Como, θY
′

Yα
◦ ϵ′f,α ◦ ξf,α = θY

′

Yα
◦ pα ◦uf = pΘ ◦uf = ϵ′f,Θ ◦ ξf,Θ = ϵ′f,Θ ◦ b′α,Θ ◦ ξf,α

y como ξf,α es epi, tenemos que

θY
′

Yα
◦ ϵ′f,α = ϵ′f,Θ ◦ b′α,Θ.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

f(Yf ∩ Y ′)

vf,Θ

$$
Yf ∩ Yα

f◦δf,α //

πf,Θ◦cα,Θ

99

πf,α
%%

Z
Zf

f(Yf ∩ Yα)

vf,α

::

Ahora, por la propiedad de la imagen, existe bα,Θ : f(Yf ∩ Yα) −→ f(Yf ∩ Y ′)

tal que el diagrama de arriba conmuta.
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De los diagramas de pullback, existe aα,Θ : Zf,α −→ Zf,Θ tal que el siguiente
diagrama comnuta

Zf,α

µf,α

##

bα,Θ◦q′f,α

##

aα,Θ

""
Zf,Θ

q′f,Θ//

µf,Θ

��

f(Yf ∩ Y ′)

vf,Θ

��
Z

pf // Z
Zf

pues pf ◦ µf,α = vf,α ◦ q′f,α = vf,Θ ◦ bα,Θ ◦ q′f,α. Luego, existe a′α,Θ tal que el
siguiente diagrama conmuta

0 // Zf,α
µf,α //

aα,Θ

��

Z
ζf,α // Z

Zf,α

//

a′α,Θ

��

0

0 // Zf,Θ
µf,Θ // Z

ζf,Θ // Z
Zf,Θ

// 0.

Veamos que φf,Θ = a′α,Θ ◦φf,α. En efecto, a′α,Θ ◦φf,α ◦pf = a′α,Θ ◦ζf,α = ζf,Θ =

φf,Θ ◦ pf , y como pf es epi, concluimos que a′α,Θ ◦ φf,α = φf,Θ.
Veamos que el siguiente diagrama conmuta

Yf

Yf∩Yα

λf,α //

b′α,Θ

��

Z
Zf,α

a′α,Θ

��
Yf

Yf∩Y ′
λf,Θ

// Z
Zf,Θ

.

En efecto, tenemos que

a′α,Θ ◦ λf,α ◦ ξf,α = a′α,Θ ◦ φf,α ◦ f = φf,Θ ◦ f = λf,Θ ◦ ξf,Θ = λf,Θ ◦ b′α,Θ ◦ ξf,α,

y como ξf,α es epi, concluimos que a′α,Θ ◦ λf,α = λf,Θ ◦ b′α,Θ; y así obtenemos
el diagrama conmutativo de la �gura 2.3. Calculemos el siguiente diagrama de
pullback

X ′ ∩Xf,α

τf,α //

ρf,α

��

Xf,α

ϵ′′f,α

��
X ′

uXα
X′

// Xα.

Luego, tenemos las igualdades (ver diagrama en �gura 2.3)
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Θ ◦ ρf,α = θY
′

Yα
◦ α ◦ uXα

X′ ◦ ρf,α = θY
′

Yα
◦ α ◦ ϵ′′f,α ◦ τf,α = θY

′

Yα
◦ ϵ′f,α ◦ αf ◦ τf,α

= ϵ′f,Θ ◦ b′α,Θ ◦ αf ◦ τf,α.

De donde existe r : X ′∩Xf,α −→ Xf,Θ tal que el siguiente diagrama conmuta

X ′ ∩Xf,α

ρf,α

$$

b′α,Θ◦αf◦τf,α

##

r

$$
Xf,Θ

Θf //

ϵ′′f,Θ

��

Yf

Yf∩Y ′

ϵ′f,Θ

��
X ′ Θ // Y

Y ′ .

Como uXX′ : X ′ → X y uα◦ϵ′′f,α : Xf,α son monomor�smos tales que Coker(uXX′) =

X/X ′, Coker(uα ◦ ϵ′′f,α) = X/Xf,α están en A, entonces tenemos que uα ◦ ϵ′′f,α ◦
τf,α : X ′ ∩Xf,α → X es tal que Coker(uα ◦ ϵ′′f,α ◦ τf,α) = X

X′∩Xf,α
∈ A (ver el

Lema 2.20(a)). Además

a′α,θ ◦ λf,α ◦ αf ◦ τf,α = λf,Θ ◦ b′α,Θ ◦ αf ◦ τf,α = λf,Θ ◦Θf ◦ r.

Como Zf,Θ ∈ A, tenemos que ζf,Θ es un epimor�smo tal que Ker(ζf,Θ) ∈ A.
En resumen, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 // Xf,α

uα◦ϵ′′f,α //

λf,α◦αf

''

X // X
Xf,α

// 0

0 // Zf,α µf,α

//

aα,Θ

��

Z
ζf,α

// Z
Zf,α

//

a′α,Θ

��

0

X ′ ∩Xf,α

τf,α

::

r

$$

0 // Zf,Θ µf,Θ

// Z
ζf,Θ

// Z
Zf,Θ

// 0

0 // Zf,Θ
µf,Θ //

1

Z
ζf,Θ // Z

Zf,Θ

//

1

0

0 // Xf,Θ
uα◦uXα

X′ ◦ϵ′′f,Θ
//

λf,Θ◦Θf

77

X // X
X′′

// 0.
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También, tenemos que uα ◦ ϵ′′f,α ◦ τf,α = uα ◦ uXα

X′ ◦ ρf,α = uα ◦ uXα

X′ ◦ ϵ′′f,Θ ◦ r.
Luego, concluimos que

[uα ◦ uXα

X′ ◦ ϵ′′f,Θ : λf,Θ ◦Θf : ζf,Θ] = [uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦ αf : ζf,α].

De la misma forma tenemos que, haciendo toda la construcción para β : Xβ −→
Y/Yβ se tiene que

[uβ ◦ uXβ

X′ ◦ ϵ′′f,Θ : λf,Θ ◦Θf : ζf,Θ] = [uβ ◦ ϵ′′f,β : λf,β ◦ βf : ζf,β ].

Pero como uXX′ = uβ ◦ uXβ

X′ = uα ◦ uXα

X′ (ver Proposición 2.27), concluimos
que

[uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦ αf : ζf,α] = [uβ ◦ ϵ′′f,β : λf,β ◦ βf : ζf,β ].

Por lo tanto, usando la transitivdad en dicha relación de equivalencia, se tiene
que

[uf : f : pf ] ◦ [uα : α : pα] = [uf : f : pf ] ◦ [uβ : β : pβ ].

□
La siguiente proposición nos dice que la composición no depende de las clases

de equivalencia usadas para de�nirla.

Proposición 2.35 Sean [uf : f : pf ] = [ug : g : pg] ∈ HomCΣ
(Y , Z) y [uα : α :

pα] = [uβ : β : pβ ] ∈ HomCΣ(X,Y ). Entonces,

[uf : f : pf ] ◦ [uα : α : pα] = [ug : g : pg] ◦ [uβ : β : pβ ]

Demostración. Por los Lemas 2.33 y 2.34, tenemos que

[uf : f : pf ] ◦ [uα : α : pα] = [ug : g : pg] ◦ [uα : α : pα]

= [ug : g : pg] ◦ [uβ : β : pβ ].

□

2.4.1. Asociatividad de la composición

Proposición 2.36 Sean ∆ = [uα : α : pα] ∈ HomCΣ
(X,Y ), F = [uf : f :

pf ] ∈ HomCΣ
(Y , Z) y H = [uh : h : ph] ∈ HomCΣ

(Z,W ), representados por

α : Xα −→ Y
Yα

, f : Yf −→ Z
Zf

y h : Zh −→ W
Wh

, respectivamente. Entonces

(HG)∆ = H(F∆)

en CΣ.
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Demostración. Primero calculemos la composición F∆. Para esto, considere-
mos el diagrama de la �gura 2.4. Luego, tenemos que F ◦∆ está representado
por el mor�smo

λf,α ◦ αf : Xf,α −→ Z

Zf,α
.

Es decir, tenemos que

F ◦∆ = [uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦ αf : ζf,α].

Para simplicidad, de�namos β := λf,α ◦ αf : Xβ −→ Z/Zβ , donde Xβ :=

Xf,α y Zβ := Zf,α y también hagamos uβ := uα ◦ ϵ′′f,α y pβ := ζf,α.
Luego, del diagrama de la �gura 2.5, tenemos que la composición H ◦ (F ◦∆),
está representado, por el mor�smo

λh,β ◦ βh : Xh,β −→ W

Wh,β
.

Es decir, tenemos que

H ◦ (F ◦∆) = [uβ ◦ ϵ′′h,β : λh,β ◦ βh : ζh,β ].

Ahora, calculemos la composiciónH◦F . Para esto, consideremos el diagrama
de la �gura 2.6. Luego, tenemos que H ◦ F está representado por el mor�smo

λh,f ◦ fh : Yh,f −→ W

Wh,f
.

Es decir, H ◦ F = [uf ◦ ϵ′′h,f : λh,f ◦ fh : ζh,f ]. Por simplicidad, de�namos
θ := λh,f ◦ fh : Yθ −→ W

Wθ
, con Yθ := Yh,f , Wθ = Wh,f , uθ := uf ◦ ϵ′′h,f y

pθ := ζh,f .
Luego, del diagrama de la �gura 2.7, tenemos que la composición (H ◦ F ) ◦∆,
está representado, por el mor�smo

λθ,α ◦ αθ : Xθ,α −→ W

Wθ,α
.

Es decir, tenemos que

(H ◦ F ) ◦∆ = [uα ◦ ϵ′′θ,α : λθ,α ◦ αθ : ζθ,α].

De la �gura 2.5, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 // Zf
d // Zf,α

q′f,α//

µf,α

��

f(Yf ∩ Yα) //

vf,α

��

0

0 // Zf
ωf // Z

pf // Z
Zf

// 0.
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Notemos que ωβ := µf,α : Zf,α = Zβ −→ Z. Luego, existe d′ tal que el
siguiente diagrama conmuta

0 // Zf
ωf //

d

��

Z
pf // Z

Zf

//

d′

��

0

0 // Zβ
ωβ // Z

pβ // Z
Zβ

// 0.

Notemos que la sucesión exacta inferior, del diagrama anterior, coincide con
la sucesión exacta

0 // Zf,α
µf,α // Z

ζf,α // Z
Zf,α

// 0

del diagrama de la �gura 2.5. Es decir, tenemos que ζf,α = pβ .

Ahora bien, del diagrama 2.4 y de los diagramas de arriba, tenemos que
φf,α : Z

Zf
−→ Z

Zf,α
es tal que φf,α ◦ pf = ζf,α = pβ = d′ ◦ pf ; y como pf es epi,

tenemos que

d′ = φf,α.

De los diagramas de pullback de la �guras 2.5, 2.6 y de las igualdades ωβ ◦
d ◦ψh,f = ωf ◦ψh,f = uh ◦ δh,f (ver diagrama en �gura 2.6), tenemos que existe
un mor�smo c tal que el siguiente diagrama conmuta

Zh ∩ Zf

δh,f

&&

d◦ψh,f

##

c

%%
Zh ∩ Zβ

ψh,β //

δh,β

��

Zβ

ωβ

��
Zh

uh // Z.

Luego, existe c′ tal que el siguiente diagrama conmuta

0 // Zh ∩ Zf
δh,f //

c

��

Zh
ξh,f // Zh

Zh∩Zf

c′

��

// 0

0 // Zh ∩ Zβ
δh,β // Zh

ξh,β // Zh

Zh∩Zβ

// 0.
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A�rmamos que el siguiente diagrama conmuta

Zh

Zh∩Zf

ϵ′h,f //

c′

��

Z
Zf

d′

��
Zh

Zh∩Zβ

ϵ′h,β // Z
Zβ
.

En efecto, d′◦ϵ′h,f ◦ξh,f = d′◦pf ◦uh = pβ ◦uh = ϵ′h,β ◦ξh,β = ϵ′h,β ◦c′◦ξh,f ; y
como ξh,f es epi, tenemos que d′ ◦ϵ′h,f = ϵ′h,β ◦c′. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

h(Zh ∩ Zβ)
vh,β

$$
Zh ∩ Zf

h◦δh,f //

πh,β◦c
88

πh,f
&&

W
Wh

.

h(Zh ∩ Zf )

vh,f

::

Luego, por la propiedad de la imagen, existe b : h(Zh ∩ Zf ) −→ h(Zh ∩ Zβ)
tal que el diagrama de arriba conmuta.
De los diagramas de pullback de la �guras 2.5, 2.6 y de las igualdades ph◦µh,f =

vh,f ◦ q′h,f = vh,β ◦ b ◦ q′h,f , existe a tal que el siguiente diagrama conmuta

Wh,f

µh,f

##

b◦q′h,f

##

a

##
Wh,β

q′h,β//

µh,β

��

h(Zh ∩ Zβ)

vh,β

��
W

ph // W
Wh

.

Luego existe a′ tal que el siguiente diagrama conmuta

0 // Wh,f

µh,f //

a

��

W
ζh,f // W

Wh,f

//

a′

��

0

0 // Wh,β

µh,β // W
ζh,β // W

Wh,β

// 0.

Veamos que φh,β = a′◦φh,f . En efecto, tenemos que a′◦φh,f ◦ph = a′◦ζh,f =

ζh,β = φh,β ◦ ph; y como ph es epi, concluimos que φh,β = a′ ◦φh,f . Veamos que
el siguiente diagrama conmuta
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Zf,α
q′f,α // //

� _

µf,α

��

pullback

f(Yf ∩ Yα)� _

vf,α

��

Yf ∩ Yα �
� ψf,α //

� _

δf,α

��

πf,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Z

pf // //

ζf,α

����

Z
Zf

φf,α

����

Yf
� �

uf

//

ξf,α

����

foo Y

pα

����
Z
Zf,α

Z
Zf,α

Yf

Yf∩Yα

� � ϵ′f,α //
λf,α

oo

pullback

Y
Yα

Xf,α = α−1
( Yf

Yf∩Yα

)
αf

OO

� � ϵ′′f,α // Xα

α

OO

Figura 2.4: Diagrama que calcula f ◦ α

Zh

Zh∩Zf

λh,f //

c′

��

W
Wh,f

a′

��
Zh

Zh∩Zβ λh,β

// W
Wh,β

.

En efecto, tenemos que

a′ ◦ λh,f ◦ ξh,f = a′ ◦ φh,f ◦ h = φh,β ◦ h = λh,β ◦ ξh,β = λh,β ◦ c′ ◦ ξh,f ;

y como ξh,f es epi, tenemos que a′ ◦ λh,f = λh,β ◦ c′. De esta forma tenemos el
diagrama conmutativo de la �gura 2.8, con d′ = φf,α.

Considerando los mor�smos uf : Yf −→ Y y ϵ′′h,f : Yh,f = Yθ −→ Yf de los
diagramas en 2.4 y 2.6, de�nimos la inclusión

uθ := uf ◦ ϵ′′h,f : Yh,f = Yθ −→ Y.

(a partir de esta inclusión se construye el diagrama 2.7). Luego por propiedad
de pullback y de las igualdades uf ◦ ϵ′′h,f ◦ δθ,α = uθ ◦ δθ,α = ωα ◦ ψθ,α, existe r
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Wh,β

q′h,β // //
� _

µh,β

��

pullback

h(Zh ∩ Zβ)� _

vh,β

��

Zh ∩ Zβ �
� ψh,β //

� _

δh,β

��

πh,βoooo

pullback

Zβ� _

ωβ

��
W

ph // //

ζh,β

����

W
Wh

φh,β

����

Zh
� �

uh

//

ξh,β

����

hoo Z

pβ

����
W
Wh,β

W
Wh,β

Zh

Zh∩Zβ

� � ϵ′h,β //
λh,β

oo

pullback

Z
Zβ

Xh,β = β−1
(

Zh

Zh∩Zβ

)
βh

OO

� � ϵ′′h,β // Xβ

β

OO

Figura 2.5: Diagrama que calcula h ◦ β

Wh,f

q′h,f // //
� _

µh,f

��

pullback

h(Zh ∩ Zf )� _

vh,f

��

Zh ∩ Zf �
� ψh,f //

� _

δh,f

��

πh,foooo

pullback

Zf� _

ωf

��
W

ph // //

ζh,f

����

W
Wh

φh,f

����

Zh
� �

uh

//

ξh,f

����

hoo Z

pf

����
W
Wh,f

W
Wh,f

Zh

Zh∩Zf

� � ϵ′h,f //
λh,f

oo

pullback

Z
Zf

Yh,f = f−1
(

Zh

Zh∩Zf

)
fh

OO

� � ϵ′′h,f // Yf

f

OO

Figura 2.6: Diagrama que calcula h ◦ f
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Wθ,α

q′θ,α // //
� _

µθ,α

��

pullback

θ(Yθ ∩ Yα)� _

vθ,α

��

Yθ ∩ Yα �
� ψθ,α //

� _

δθ,α

��

πθ,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
W

pθ // //

ζθ,α

����

W
Wθ

φθ,α

����

Yθ
� �

uθ

//

ξθ,α

����

θoo Y

pα

����
W
Wθ,α

W
Wθ,α

Yθ

Yθ∩Yα

� � ϵ′θ,α //
λθ,α

oo

pullback

Y
Yα

Xθ,α = α−1
(

Yθ

Yθ∩Yα

)
αθ

OO

� � ϵ′′θ,α // Xα

α

OO

Figura 2.7: Diagrama que calcula θ ◦ α

Wh,f

q′h,f //

a

{{
µh,f

��

h(Zh ∩ Zf )
b

ww
vh,f

��

Zh ∩ Zf
ψh,f //

c

yy
δh,f

��

πh,foo Zf

d

~~
ωf

��

Wh,β

q′h,β //

µh,β

��

h(Zh ∩ Zβ)

vh,β

��

Zh ∩ Zβ
ψh,β //

δh,β

��

πh,βoo Zβ

ωβ

��

W
ph //

ζh,f

��

W
Wh

φh,f

��

Zh
uh //

ξh,f

��

hoo Z

pZZf

��

W
ph //

ζh,β

��

W
Wh

φh,β

��

Zh

ξh,β

��

uh //hoo Z

pZZβ

��

W
Wh,f

a′

}}

W
Wh,f

a′

xx

Zh

Zh∩Zf

ϵ′h,f //

c′

zz

λh,foo Z
Zf

d′=φf,α��
W
Wh,β

W
Wh,β

Zh

Zh∩Zβ

ϵ′h,β //λh,βoo Z
Zβ

Figura 2.8: Diagrama
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tal que el siguiente diagrama conmuta

Yθ,α

ϵ′′h,f◦δθ,α

%%

ψθ,α

""

r

$$
Yf ∩ Yα

ψf,α //

δf,α

��

Yα

ωα

��
Yf

uf // Y.

Por propiedad de cokerneles, existe ρθ,f tal que el siguiente diagrama con-
muta

0 // Yθ ∩ Yα
δθ,α //

r

��

Yθ
ξθ,α //

ϵ′′h,f

��

Yθ

Yθ∩Yα

//

ρθ,f

��

0

0 // Yf ∩ Yα
δf,α // Yf

ξf,α // Yf

Yf∩Yα

// 0.

Por otro lado, tenemos que ϵ′θ,α es el único mor�smo tal que pα ◦ uθ = ϵ′θ,α ◦
ξθ,α. Y como ϵ′f,α◦ρθ,f ◦ξθ,α = ϵ′f,α◦ξf,α◦ϵ′′h,f = pα◦uf ◦ϵ′′h,f = pα◦uθ, tenemos
que ϵ′f,α ◦ ρθ,f = ϵ′θ,α. Luego, calculando el siguiente diagrama conmutativo de
dos pullbacks

M
ρ //

k

��

Xf,α

ϵ′′f,α //

αf

��

Xα

α

��
Yθ

Yθ∩Yα

ρθ,f // Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α // Y
Yα
,

tenemos que el cuadrado exterior es un pullback. Por lo tanto, podemos suponer
queM = Xθ,α, que k = αθ y que ϵ′′θ,α = ϵ′′f,α◦ρ ( es decir, tenemos el diagrama de
pullback inferior de la �gura 2.7). En particular, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Ahora bien, consideremos el pushout

W
ζθ,α //

ζh,β

��

W
Wθ,α

b′′

��
W
Wh,β

a′′ // W
Wh,β∪Wθ,α

.

Notemos que ζθ,α = φθ,α◦pθ (ver �gura 2.7) y ζh,β = a′◦ζh,f (ver �gura 2.8).
Además, por construcción de los diagramas 2.6 y 2.7, tenemos que ζh,f = pθ;
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Yf ∩ Yα
ψf,α

##

δf,α

��

Yθ ∩ Yα

r
88

ψθ,α //

δθ,α

��

Yα

ωα

��

Yf
uf

##

ξf,α

��

Yθ := Yh,f

ϵ′′h,f

88

uθ //

ξθ,α

��

Y

pα

��

Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α

""
Yθ

Yθ∩Yα

ϵ′θ,α //

ρθ,f
99

Y
Yα

Xf,α

ϵ′′f,α

##

αf

OO

Xθ,α

ρ
88

ϵ′′θ,α //

αθ

OO

Xα

α

OO

Figura 2.9: Diagrama piramide

de donde concluimos que b′′ ◦ φθ,α ◦ pθ = b′′ ◦ ζθ,α = a′′ ◦ ζh,β = a′′ ◦ a′ ◦ ζh,f =

a′′ ◦ a′ ◦ pθ; y como pθ es epi, tenemos que

b′′ ◦ φθ,α = a′′ ◦ a′.

Ahora bien, construyamos el siguiente diagrama de pullback

T
v //

u

��

Xθ,α

ρ

��
Xh,β

ϵ′′h,β

// Xf,α.

A�rmamos que

a′′ ◦ λh,β ◦ βh ◦ u = b′′ ◦ λθ,α ◦ αθ ◦ v.

Para esto, construyamos el pullback

E
ψ′

//

ψ

��

Yh,f = Yθ

ξθ,α

��
T

αθ◦v
// Yθ

Yθ∩Yα
.
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Notemos que ψ es epi pues ξθ,α lo es.
Y también consideremos el pushout

Zh

Zh∩Zβ

ϵ′h,β //

a′′◦λh,β

��

Z
Zf,α

Ξ′

��
W

Wh,β∩Wθ,α

Ξ // N,

donde Ξ es mono pues ϵ′h,β lo es.

A�rmamos que

Ξ ◦ a′′ ◦ λh,β ◦ βh ◦ u ◦ ψ = Ξ ◦ b′′ ◦ λθ,α ◦ αθ ◦ v ◦ ψ.

Dado que ψ y Ξ son epi y mono, respectivamente, tenemos que los caminos
rojos descritos en el diagrama 2.10 conmutan. Ya que, por un lado, tenemos que
siguiendo los diagramas 2.10, 2.8 y 2.9, tenemos que

Ξ ◦ a′′ ◦ λh,β ◦ βh ◦ u ◦ ψ = Ξ′ ◦ ϵ′h,β ◦ βh ◦ u ◦ ψ
= Ξ′ ◦ β ◦ ϵ′′h,β ◦ u ◦ ψ
= Ξ′ ◦ λf,α ◦ αf ◦ ρ ◦ v ◦ ψ
= Ξ′ ◦ λf,α ◦ ρθ,f ◦ αθ ◦ v ◦ ψ.

Por otro lado,

Ξ ◦ b′′ ◦ λθ,α ◦ αθ ◦ v ◦ ψ =Ξ ◦ b′′ ◦ λθ,α ◦ ξθ,α ◦ ψ′

=Ξ ◦ b′′ ◦ φθ,α ◦ λh,f ◦ fh ◦ ψ′

=Ξ ◦ a′′ ◦ a′ ◦ λh,f ◦ fh ◦ ψ′

=Ξ ◦ a′′ ◦ λh,β ◦ c′ ◦ fh ◦ ψ′

=Ξ′ ◦ ϵ′h,β ◦ c′ ◦ fh ◦ ψ′

=Ξ′ ◦ d′ ◦ ϵ′h,f ◦ fh ◦ ψ′

=Ξ′ ◦ d′ ◦ f ◦ ϵ′′h,f ◦ ψ′

=Ξ′ ◦ φf,α ◦ f ◦ ϵ′′h,f ◦ ψ′

=Ξ′ ◦ λf,α ◦ ξf,α ◦ ϵ′′h,f ◦ ψ′

=Ξ′ ◦ λf,α ◦ ρθ,f ◦ ξθ,α ◦ ψ′

=Ξ′ ◦ λf,α ◦ ρθ,f ◦ αθ ◦ v ◦ ψ,

de donde concluimos que

Ξ ◦ a′′ ◦ λh,β ◦ βh ◦ u ◦ ψ = Ξ ◦ b′′ ◦ λθ,α ◦ αθ ◦ v ◦ ψ;
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y como Ξ es mono y ψ epi, tenemos que

a′′ ◦ λh,β ◦ βh ◦ u = b′′ ◦ λθ,α ◦ αθ ◦ v.

Probando que los caminos rojos descritos en el diagrama 2.10 conmutan; y
como T es tal que X

T ∈ A y Wh,β ∪Wθ,α ∈ A pues cada uniendo lo esta. Por un
lado, tenemos que

[uβ ◦ ϵ′′h,β : λh,β ◦ βh : ζh,β ] = [uβ ◦ ϵ′′h,β ◦ u : a′′ ◦ λh,β ◦ βh ◦ u : a′′ ◦ ζh,β ],

[uα ◦ ϵ′′θ,α : λθ,α ◦ αθ : ζθ,α] = [uα ◦ ϵ′′θ,α ◦ v : b′′ ◦ λθ,α ◦ αθ ◦ v : b′′ ◦ ζθ,α].

Pero

uβ ◦ ϵ′′h,β ◦ u = (uα ◦ ϵ′′f,α) ◦ ϵ′′h,β ◦ u = (uα ◦ ϵ′′f,α) ◦ ρ ◦ v = uα ◦ ϵ′′θ,α ◦ v,

a′′ ◦ λh,β ◦ βh ◦ u = b′′ ◦ λθ,α ◦ αθ ◦ v,

a′′ ◦ ζh,β = b′′ ◦ ζθ,α.

Por lo tanto, tenemos que

[uβ ◦ ϵ′′h,β : λh,β ◦ βh : ζh,β ] = [uα ◦ ϵ′′θ,α : λθ,α ◦ αθ : ζθ,α];

probándose que (H ◦ F ) ◦∆ = H ◦ (F ◦∆) en CΣ.
□

Lema 2.37 Para [uα : α : pα] ∈ HomCΣ
(X,Y ) y [uf : f : pf ] ∈ HomCΣ

(Y , Z),

se tiene que

[1Y : 1Y : 1Y ]◦[uα : α : pα] = [uα : α : pα], [uf : f : pf ]◦[1Y : 1Y : 1Y ] = [uf : f : pf ].

Demostración. Del siguiente diagrama tenemos que [1Y : 1Y : 1Y ] ◦ [uα : α :

pα] = [uα ◦ ϵ′′1,α : λ1,α ◦ α1 : ζ1,α] = [uα : 1 Y
Yα

◦ α : pα] = [uα : α : pα].
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Wh,f

q′h,f // //
� _

µh,f

��

pullback

h(Zh ∩ Zf )� _

vh,f

��

Zh ∩ Zf �
� ψh,f //

� _

δh,f

��

πh,foooo

pullback

Zf� _

ωf

��
W

ph // //

ζh,f=pθ

����

W
Wh

φh,f

����

Zh
� �

uh

//

ξh,f

����

hoo Z

pf

����
W

pθ //

ζθ,α

��

W
Wθ

= W
Wh,f

a′

��

W
Wh,f

φθ,α

��

Zh

Zh∩Zf

� � ϵ′h,f //
λh,f

oo

pullback

Z
Zf

W
Wh,β∪Wθ,α

Yh,f = f−1
(

Zh

Zh∩Zf

)
fh

OO

� � ϵ′′h,f //

ξθ,α

��

Yf

f

OO

uf //

ξf,α

��

Y

pα

��

W
Wh,β

a′′

77

Zh

Zh∩Zβ ϵ′h,β

//
λh,β

oo Z
Zf,α

Yf

Yf∩Yα

ϵ′f,α

&&

λf,αoo

W
Wθ,α

W
Wθ,α

b′′

XX

Yθ

Yθ∩Yα

λθ,αoo
ϵ′θ,α //

ρθ,f

55

Y
Yα

Xh,β

βh

OO

ϵ′′h,β // Xf,α

β

OO

Xf,α

ϵ′′f,α

''

αf

OO

T
v //

u
::

Xθ,α

αθ

OO

ρ

44

ϵ′′θ,α // Xα

α

OO

Figura 2.10: Diagrama de la asociatividad
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Yα
q′1,α=1

// //
� _

µ1,α

��

pullback

Yα� _

v1,α

��

Yα
� � ψ1,α=1 //
� _

δ1,α

��

π1,α=1oooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Y

p1 // //

ζ1,α

����

Y = Y
0

φ1,α

����

Y �
�

u1=1
//

ξ1,α

����

1oo Y

pα

����
Y
Yα

Y
Yα

Y
Yα

� � ϵ′1,α=1
//

λ1,α=1
oo

pullback

Y
Yα

X1,α = Xα

α1=α

OO

� � ϵ′′1,α=1
// Xα.

α

OO

De la misma manera, el siguiente diagrama nos dice que [1Y : 1Y : 1Y ]◦ [uf :

f : pf ] = [1 ◦ ϵ′′f,1 : λf,1 ◦ αf : ζf,1] = [uf : f ◦ 1Yf
: pf ] = [uf : f : pf ]

Zf,1 = Zf
q′f,1 // //

� _

µf,1

��

pullback

f(0) = 0� _

vf,1

��

Yf ∩ 0 = 0 �
� ψf,1 //

� _

δf,1

��

πf,1oooo

pullback

0 � _

ω1

��
Z

pf // //

ζf,1

����

Z
Zf

φf,1=1

����

Yf
� �

uf

//

ξf,1=1

����

foo Y

p1=1

����
Z
Zf

Z
Zf

Yf
� � ϵ′f,1 //

λf,1=f
oo

pullback

Y = Y
0

Xf,1 = Yf

αf=1

OO

� � ϵ′′f,1 // Y.

α=1

OO
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Por lo tanto [1Y : 1Y : 1Y ] es el mor�smo identidad en HomCΣ(Y , Y ). □

2.4.2. Aditividad de la categoría CΣ
Sean C una categoría abeliana localmente pequeña, A una subcategoría de

Serre de C y Σ := ΣA. Con todo lo hecho anteriormente, hemos demostrado que
CΣ es en efecto una categoría. En lo que sigue, veremos que es una categoría
preaditiva. Para esto, necesitamos de�nir como se suman mor�smos.
Recordemos que para X,Y ∈ CΣ, se tiene que

HomCΣ(X,Y ) = lim−→ q(X,Y ) =

⊔
(X′,Y ′)∈L(X,Y )

HomC(X
′, Y/Y ′)

∼
.

De�nición 2.38 Sean F = [uf : f : pf ], G = [ug : g : pg] ∈ HomCΣ
(X,Y ).

Como
(
(Xf , uf ), (Yf , ωf )

)
,
(
(Xg, ug)(Yg, ωg)

)
∈ L(X,Y ), sabemos que existen(

(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)
)
∈ L(X,Y ) y mor�smos en L(X,Y ) (ver Lema 2.20(c))

(Xf , Yf )

(u
Xf

X′ ,u
Y ′
Yf

) %%

(Xg, Yg)

(u
Xg

X′ ,u
Y ′
Yg

)yy
(X ′, Y ′).

Luego, podemos construir el siguiente diagrama

0 // Xf

uf //

f

&&

X // X
Xf

// 0

0 // Yf ωf

//

uY ′
Yf

��

Y
pf
// Y
Yf

//

θY
′

Yf

��

0

X ′

u
Xf

X′

<<

u
Xg

X′

""

0 // Y ′
uY
Y ′

// Y
pY
Y ′

// Y
Y ′

// 0

0 // Yg
ωg //

uY ′
Yg

OO

Y
pg // Y

Yg

//

θY
′

Yg

OO

0

0 // Xg ug

//

g

88

X // X
Xg

// 0,

donde todo conmuta, a excepción del pentagono formado por las �echas pun-

teadas. Además uXX′ = uf ◦ u
Xf

X′ = ug ◦ u
Xg

X′ y se satisface que Coker(uXX′) ∈ A
y Y ′ ∈ A. Se de�ne
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F +G : = [uXX′ : q(X,Y )(u
Xf

X′ , u
Y ′

Yf
)(f) + q(X,Y )(u

Xg

X′ , u
Y ′

Yg
)(g) : pYY ′ ]

= [uXX′ : θY
′

Yf
◦ f ◦ uXf

X′ + θY
′

Yg
◦ g ◦ uXg

X′ : pYY ′ ].

Observación 2.39 Por [17, Teorema 2.2.11], tenemos que la de�nición de la

suma es independiente de los representantes y de los mor�smos tomados en

L(X,Y )

(Xf , Yf )

(u
Xf

X′ ,u
Y ′
Yf

) %%

(Xg, Yg)

(u
Xg

X′ ,u
Y ′
Yg

)yy
(X ′, Y ′).

Proposición 2.40 Para cada par de objetos X,Y ∈ C, HomCΣ
(X,Y ) es un

grupo abeliano con la suma de�nida en la De�nición 2.38

Demostración. Esto se sigue de [17, Teorema 2.2.11] □

Observación 2.41 Sean F = [uf : f : pf ], G = [ug : g : pg] ∈ lim−→ q(X,Y ).

Sabemos que existen
(
(X ′, uXX′), (Y ′, uYY ′)

)
∈ L(X,Y ) y mor�smos en L(X,Y )

de la siguiente forma

(Xf , Yf )

(u
Xf

X′ ,u
Y ′
Yf

) %%

(Xg, Yg)

(u
Xg

X′ ,u
Y ′
Yg

)yy
(X ′, Y ′).

Dado que [uf : f : pf ] = [uf ◦ uXf

X′ : θY
′

Yf
◦ f ◦ uXf

X′ : θY
′

Yf
◦ pf ] y [ug : g :

pg] = [ug ◦ u
Xg

X′ : θY
′

Yg
◦ g ◦ uXg

X′ : θY
′

Yg
◦ pg] (ver Lema 2.30), uf ◦ u

Xf

X′ = ug ◦ u
Xg

X′

y θY
′

Yf
◦ pf = θY

′

Yg
◦ pg, podemos suponer que f y g tienen el mismo dominio,

codominio y que uf = ug y pf = pg. Entonces, podemos suponer siempre que

[uf : f : pf ] + [uf : g : pf ] = [uf : f + g : pf ].

Lema 2.42 Sea α : A −→ C en C, tal que α = µα′, con µ : B −→ C un

monomor�smo y α′ : A −→ B en C. Entonces tenemos el siguiente diagrama

de pullback

A
α′
//

1

��

B

µ

��
A

α
// C.
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Demostración. Sean γ : X −→ A y γ′ : X −→ B mor�smos tales que
α ◦ γ = µ ◦ γ′. Luego µ ◦ α′ ◦ γ = µ ◦ γ′; y como µ es mono, tenemos que
γ′ = α′ ◦ γ. También se tiene que γ = 1A ◦ γ y γ es el único que cumple las dos
igualdades anteriores. Por lo tanto el cuadrado del lema es un pullback. □

Proposición 2.43 Sean ∆ = [uα : α : pα], H = [uβ : β : pβ ] mor�smos en

HomCΣ(X,Y ) y F = [uf : f : pf ] ∈ HomCΣ(Y ,Z). Entonces

F ◦ (∆ +H) = F ◦∆+ F ◦H.

Demostración. Sean α : Xα −→ Y
Yα

y β : Xβ −→ Y
Yβ
. Por la Observación

2.41, podemos pensar que X ′ = Xα = Xβ , Y ′ = Yα = Yβ y uα = uβ y pα = pβ .
Consideremos los pullbacks de los diagramas que de�nen la composición (ver
diagramas de las �guras 2.11 y 2.12)

Xf,α

αf //

ϵ′′f,α

��

Yf

Yf∩Y ′

ϵ′f,α

��
X ′ α // Y

Y ′ ,

Xf,β

βf //

ϵ′′f,β

��

Yf

Yf∩Y ′

ϵ′f,β

��
X ′ β // Y

Y ′ .

Notemos que en éste caso, se tiene que µ := ϵ′f,α = ϵ′f,β . Luego, tenemos los
siguientes diagramas

Xf,α ∩Xf,β
u //

v

��

Xf,α

αf //

ϵ′′f,α

��

Yf

Yf∩Y ′

ϵ′f,α

��
Xf,β

ϵ′′f,β // X ′ α // Y
Y ′ ,

Xf,α ∩Xf,β
v //

u

��

Xf,β

βf //

ϵ′′f,β

��

Yf

Yf∩Y ′

ϵ′f,β

��
Xf,α

ϵ′′f,α // X ′ β // Y
Y ′ .

Luego, si α′ := α ◦ ϵ′′f,β ◦ v y β′ := β ◦ ϵ′′f,α ◦ u, entonces

[U : α′ : pα′ ] = [uα : α : pα],

[U : β′ : pβ′ ] = [uβ : β : pβ ],

con U := uα ◦ ϵ′′f,α ◦ u = uβ ◦ ϵ′′f,β ◦ v y P := pα′ = pα = pβ = pβ′ . Ahora, para
α′′ := αf ◦ u y β′′ := βf ◦ v, tenemos que α′ = µ ◦ α′′ y β′ = µ ◦ β′′. Luego, por
el Lema 2.42, tenemos los siguientes pullbacks

Xf,α ∩Xf,β
α′′

//

1

��

Yf

Yf∩Y ′

µ

��
Xf,α ∩Xf,β

α′
// Y
Y ′ ,

Xf,α ∩Xf,β
β′′

//

1

��

Yf

Yf∩Y ′

µ

��
Xf,α ∩Xf,β

β′
// Y
Y ′ .
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Por lo tanto, podemos formar los diagramas de las �guras 2.13 y 2.14. Por otro
lado, como

α′ + β′ = µ ◦ (α′′ + β′′),

con µ mono, por el Lema 2.42 tenemos el siguiente diagrama de pullback

Xf,α ∩Xf,β
α′′+β′′

//

1

��

Yf

Yf∩Y ′

µ

��
Xf,α ∩Xf,β

α′+β′
// Y
Y ′ ;

y así, formar el diagrama de la �gura 2.15.
Ahora bien, como la composición no depende de los representantes, y de los
diagramas de las �guras 2.13, 2.14 y 2.15, tenemos que

[uf : f : pf ] ◦ ([uα : α : pα] + [uβ : β : pβ ]) =

= [uf : f : pf ] ◦ ([U : α′ : P ] + [U : β′ : P ])

= [uf : f : pf ] ◦ [U : α′ + β′ : P ]

= [uα′+β′ ◦ ϵ′′f,α′+β′ : λf,α′+β′ ◦ (α′ + β′)f : ζf,α′+β′ ]

= [uα′+β′ : λf,α′+β′ ◦ (α′′ + β′′) : ζf,α′+β′ ] (pues ϵ′′f,α′+β′ = 1)

= [U : λf,α′+β′ ◦ α′′ + λf,α′+β′ ◦ β′′ : ζf,α′+β′ ] (pues U = uα′+β′)

= [U : λf,α′ ◦ α′
f + λf,β′ ◦ β′

f : ζf,α′+β′ ]

= [U : λf,α′ ◦ α′
f : ζf,α′+β′ ] + [U : λf,β′ ◦ β′

f : ζf,α′+β′ ]

= [uα′ : λf,α′ ◦ α′
f : ζf,α′ ] + [uβ′ : λf,β′ ◦ β′

f : ζf,β′ ] (pues U = uα′ = uβ′)

= [uα′ ◦ ϵ′′f,α′ : λf,α′ ◦ α′
f : ζf,α′ ] + [uβ′ ◦ ϵ′′f,β′ : λf,β′ ◦ β′

f : ζf,β′ ] (ϵ′′f,α′ = ϵ′′f,β′ = 1)

= [uf : f : pf ] ◦ [U : α′ : P ] + [uf : f : pf ] ◦ [U : β′ : P ]

= [uf : f : pf ] ◦ [uα : α : pα] + [uf : f : pf ] ◦ [uβ : β : pβ ]

Esto pues λf,α′+β′ = λf,α′ = λf,β′ , ζf,α′+β′ = ζf,α′ = ζf,β′ (por construcción de
los diagramas en las �guras 2.13, 2.14 y 2.15) y α′′ = α′

f y β′′ = β′
f . □

Proposición 2.44 Sean F = [uf : f : pf ], G = [ug : g : pg] ∈ HomCΣ(Y ,Z) y

∆ = [uα : α : pα] ∈ HomCΣ
(X,Y ). Entonces

(F +G) ◦∆ = F ◦∆+G ◦∆.

Demostración. Por la Observación 2.41, podemos suponer que f y g tienen el
mismo dominio y codominio, es decir f, g : Y ′ −→ Z

Z′ con Y ′ subobjeto de Y , tal
que Y

Y ′ ∈ A y Z ′ ∈ A. Sea U := uf = ug : Y
′ −→ Y y P = pf = pg : Z −→ Z

Z′ .
Luego, se tiene el diagrama de la composición F ◦∆ de la �gura 2.16:

También podemos constuir el diagrama de [g]◦ [α] análogo al diagrama de la
�gura 2.16. De tal diagrama, tenemos el mor�smo ζg,α : Z −→ Z

Zg,α
. Tomando
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Zf,α
q′f,α // //

� _

µf,α

��

pullback

f(Yf ∩ Y ′)� _

vf,α

��

Yf ∩ Y ′ � � ψf,α //
� _

δf,α

��

πf,αoooo

pullback

Y ′
� _

ω

��
Z

pf // //

ζf,α

����

Z
Zf

φf,α

����

Yf
� �

uf

//

ξf,α

����

foo Y

p

����
Z
Zf,α

Z
Zf,α

Yf

Yf∩Y ′
� � ϵ′f,α //

λf,α

oo

pullback

Y
Y ′

Xf,α = α−1
( Yf

Yf∩Y ′

)
αf

OO

� � ϵ′′f,α // X ′

α

OO

Figura 2.11: Diagrama de la composición [f ] ◦ [α]

Zf,β
q′f,β // //

� _

µf,β

��

pullback

f(Yf ∩ Y ′)� _

vf,β

��

Yf ∩ Y ′ � � ψf,β //
� _

δf,β

��

πf,βoooo

pullback

Y ′
� _

ω

��
Z

pf // //

ζf,β

����

Z
Zf

φf,β

����

Yf
� �

uf

//

ξf,β

����

foo Y

p

����
Z
Zf,β

Z
Zf,β

Yf

Yf∩Y ′
� � ϵ′f,β //

λf,β

oo

pullback

Y
Y ′

Xf,β = β−1
( Yf

Yf∩Y ′

)
βf

OO

� � ϵ′′f,β // X ′

β

OO

Figura 2.12: Diagrama de la composición [f ] ◦ [β]
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Zf,α′

q′
f,α′

// //
� _

µf,α′

��

pullback

f(Yf ∩ Y ′)� _

vf,α′

��

Yf ∩ Y ′ � � ψf,α′
//

� _

δf,α′

��

πf,α′
oooo

pullback

Y ′
� _

ω

��
Z

pf // //

ζf,α′

����

Z
Zf

φf,α′

����

Yf
� �

uf

//

ξf,α′

����

foo Y

p

����
Z

Zf,α′
Z

Zf,α′

Yf

Yf∩Y ′
� �

ϵ′
f,α′

//
λf,α′

oo

pullback

Y
Y ′

Xf,α ∩Xf,β

α′
f :=α

′′

OO

� �
ϵ′′
f,α′=1

// Xf,α ∩Xf,β

α′

OO

Figura 2.13: Diagrama de la composición [f ] ◦ [α′]

Zf,β′

q′
f,β′

// //
� _

µf,β′

��

pullback

f(Yf ∩ Y ′)� _

vf,β′

��

Yf ∩ Y ′ � � ψf,β′
//

� _

δf,β′

��

πf,β′
oooo

pullback

Y ′
� _

ω

��
Z

pf // //

ζf,β′

����

Z
Zf

φf,β′

����

Yf
� �

uf

//

ξf,β′

����

foo Y

p

����
Z

Zf,β′
Z

Zf,β′

Yf

Yf∩Y ′
� �

ϵ′
f,β′

//
λf,β′

oo

pullback

Y
Y ′

Xf,α ∩Xf,β

β′
f :=β

′′

OO

� �
ϵ′′
f,β′=1

// Xf,α ∩Xf,β

β′

OO

Figura 2.14: Diagrama de la composición [f ] ◦ [β′]
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Zf,α′+β′

q′
f,α′+β′

// //
� _

µf,α′+β′

��

pullback

f(Yf ∩ Y ′)� _

vf,α′+β′

��

Yf ∩ Y ′ � � ψf,α′+β′
//

� _

δf,α′+β′

��

πf,α′+β′
oooo

pullback

Y ′
� _

ω

��
Z

pf // //

ζf,α′+β′

����

Z
Zf

φf,α′+β′

����

Yf
� �

uf

//

ξf,α′+β′

����

foo Y

p

����
Z

Zf,α′+β′
Z

Zf,α′+β′

Yf

Yf∩Y ′
� �

ϵ′
f,α′+β′

//
λf,α′+β′

oo

pullback

Y
Y ′

Xf,α ∩Xf,β

(α′+β′)f :=α
′′+β′′

OO

� �
ϵ′′
f,α′+β′=1

// Xf,α ∩Xf,β

α′+β′

OO

Figura 2.15: Diagrama de la composición [f ] ◦ [α′ + β′]

Zf,α
q′f,α // //

� _

µf,α

��

pullback

f(Y ′ ∩ Yα)� _

vf,α

��

Y ′ ∩ Yα �
� ψf,α //

� _

δf,α

��

πf,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Z

P // //

ζf,α

����

Z
Z′

φf,α

����

Y ′ � �

U
//

ξf,α

����

foo Y

pα

����
Z
Zf,α

Z
Zf,α

Y ′

Y ′∩Yα

� � ϵ′f,α //
λf,α

oo

pullback

Y
Yα

Xf,α = α−1
(

Y ′

Y ′∩Yα

)
αf

OO

� � ϵ′′f,α // Xα

α

OO

Figura 2.16: Diagrama de la composición [f ] ◦ [α]



2.4. PRIMERA CONSTRUCCIÓN DE LA CATEGORÍA CΣ 81

pushout, de ζf,α : Z −→ Z
Zf,α

con ζg,α : Z −→ Z
Zg,α

, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo donde todos los mor�smos son epimor�smos

Z
ζf,α //

ζg,α

��

Z
Zf,α

hf,α

��
Z
Zg,α hg,α

// Z
Zf,α∪Zg,α

.

Notemos que, como Zf,α, Zg,α ∈ A, tenemos que Z ′′ := Zf,α∪Zg,α ∈ A. Por
lo tanto, consideremos f ′ := hf,α ◦ φf,α ◦ f y g′ := hg,α ◦ φg,α ◦ g. Notemos que
hf,α ◦ φf,α ◦ P = hf,α ◦ φf,α ◦ pf = hf,α ◦ ζf,α = hg,α ◦ ζg,α = hg,α ◦ φg,α ◦ pg =
hg,α ◦ φg,α ◦ P . Por lo tanto, de�niendo

P ′ := hf,α ◦ φf,α ◦ P = hg,α ◦ φg,α ◦ P

Tenemos que

[U : f : P ] = [U : f ′ : P ′],

[U : g : P ] = [U : g′ : P ′],

pues hf,α ◦ φf,α y hg,α ◦ φg,α son epimor�smos.
Notemos que f ′ ◦ δf,α = 0 pues f ′ ◦ δf,α = hf,α ◦ φf,α ◦ f ◦ δf,α = hf,α ◦ λf,α ◦
ξf,α ◦ δf,α = 0

Entonces, para obtener la composición [U : f ′ : P ′] ◦ [uα : α : pα], usaremos el
diagrama de la �gura 2.17.

También, para calcular [U : g′ : P ′] ◦ [uα : α : pα], usaremos un diagrama
similar (ver el diagrama de la �gura 2.18).

Como δg′,α = δf ′,α, tenemos también que (f ′ + g′) ◦ δf ′,α = f ′ ◦ δf ′,α + g′ ◦
δg′,α = 0 y así, que podemos formar el diagrama de la �gura 2.19.

De los diagramas de las �guras 2.17, 2.18 y 2.19, tenemos que

αf ′+g′ = αf ′ = αg′ ,

ξf ′+g′ = ξf ′ = ξg′ .

Además, tenemos que λf ′+g′,α es el único mor�smo tal que

λf ′+g′,α ◦ ξf ′+g′,α = f ′ + g′.

Pero,

λf ′,α ◦ ξf ′ = f ′ y λg′,α ◦ ξg′ = g′.

Entonces

λf ′,α ◦ ξf ′+g′ = f ′ y λg′,α ◦ ξf+g′ = g′.
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Z ′′
q′
f′,α // //� _

µf′,α

��

pullback

0� _

vf′,α

��

Y ′ ∩ Yα �
� ψf′,α //

� _

δf′,α

��

πf′,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Z

P ′
// //

ζf′,α

����

Z
Z′′

φf′,α=1

����

Y ′ � �

U
//

ξf′,α

����

f ′
oo Y

pα

����
Z
Z′′

Z
Z′′

Y ′

Y ′∩Yα

� �
ϵ′
f′,α //

λf′,α

oo

pullback

Y
Yα

Xf ′,α = α−1
(

Y ′

Y ′∩Yα

)
αf′

OO

� �
ϵ′′
f′,α // Xα

α

OO

Figura 2.17: Diagrama de la composición [f ′] ◦ [α]

Z ′′
q′
g′,α // //� _

µg′,α

��

pullback

0� _

vg′,α

��

Y ′ ∩ Yα �
� ψg′,α //

� _

δg′,α

��

πg′,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Z

P ′
// //

ζg′,α

����

Z
Z′′

φg′,α=1

����

Y ′ � �

U
//

ξg′,α

����

g′oo Y

pα

����
Z
Z′′

Z
Z′′

Y ′

Y ′∩Yα

� �
ϵ′
g′,α //

λg′,α

oo

pullback

Y
Yα

Xg′,α = α−1
(

Y ′

Y ′∩Yα

)
αg′

OO

� �
ϵ′′
g′,α // Xα

α

OO

Figura 2.18: Diagrama de la composición [g′] ◦ [α]
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Z ′′
q′
f′+g′,α // //� _

µf′+g′,α

��

pullback

0� _

vf′+g′,α

��

Y ′ ∩ Yα �
� ψf′+g′,α //

� _

δf′+g′,α

��

πf′+g′,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Z

P ′
// //

ζf′+g′,α

����

Z
Z′′

φf′+g′,α=1

����

Y ′ � �

U
//

ξf′+g′,α

����

f ′+g′oo Y

pα

����
Z
Z′′

Z
Z′′

Y ′

Y ′∩Yα

� �
ϵ′
f′+g′,α //

λf′+g′,α

oo

pullback

Y
Yα

Xf ′+g′,α = α−1
(

Y ′

Y ′∩Yα

)
αf′+g′

OO

� �
ϵ′′
f′+g′,α // Xα

α

OO

Figura 2.19: Diagrama de la composición [f ′ + g′] ◦ [α]

Por lo tanto
(λf ′,α + λg′,α) ◦ ξf ′+g′ = f ′ + g′

De donde concluimos que

λf ′+g′,α = λf ′,α + λg′,α.

Finalmente

(F +G) ◦∆ =

([U : f : P ] + [U : g : P ]) ◦ [uα : α : pα]

= ([U : f ′ : P ′] + [U : g′ : P ′]) ◦ [uα : α : pα]

= [U : f ′ + g′ : P ′] ◦ [uα : α : pα]

= [uα ◦ ϵ′′f ′+g′,α : λf ′+g′,α ◦ αf ′+g′ : ζf ′+g′,α]

= [uα ◦ ϵ′′f ′+g′,α : (λf ′,α + λg′,α) ◦ αf ′+g′ : ζf ′+g′,α]

= [uα ◦ ϵ′′f ′+g′,α : λf ′,α ◦ αf ′+g′ + λg′,α ◦ αf ′+g′ : ζf ′+g′,α]

= [uα ◦ ϵ′′f ′+g′,α : λf ′,α ◦ αf ′ + λg′,α ◦ αg′ : ζf ′+g′,α]

= [uα ◦ ϵ′′f ′+g′,α : λf ′,α ◦ αf ′ : ζf ′+g′,α] + [uα ◦ ϵ′′f ′+g′,α : λg′,α ◦ αg′ : ζf ′+g′,α]

= [uα ◦ ϵ′′f ′,α : λf ′,α ◦ αf ′ : ζf ′,α] + [uα ◦ ϵ′′g′,α : λg′,α ◦ αg′ : ζg′,α]
= [U : f ′ : P ′] ◦ [uα : α : pα] + [U : g′ : P ′] ◦ [uα : α : pα]

= [U : f : P ] ◦ [uα : α : pα] + [U : g : P ] ◦ [uα : α : pα]

= F ◦∆+G ◦∆
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□

Corolario 2.45 Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana C
localmente pequeña y Σ := ΣA. Entonces, la localización CΣ es una categoría

preaditiva.

Demostración. Se sigue de los Lemas 2.43, 2.44 y 2.40 que la composición es
bilineal y los Hom son grupos abelianos. Además, el objeto 0 es el objeto cero
de CΣ. □

Proposición 2.46 Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana

C localmente pequeña y Σ := ΣA. Entonces, existe funtor un aditivo

L : C −→ CΣ.

Demostración. Consideremos la categoría aditiva CΣ. De�namos la asignación
L : C −→ CΣ, como sigue:

(a) L(X) := X, para X ∈ C.

(b) Sea f : X −→ Y un mor�smo en C. Tenemos que X
X = 0 ∈ A y Y = Y

0

con 0 ∈ A. Por lo tanto [1X : f : 1Y ] ∈ HomCΣ
(X,Y ) esta respresentado

por el diagrama
X X

1X
oo

f

��
Y Y.

1Yoo

Así, de�nimos que L(f) := [1X : f : 1Y ].

Veamor que L es funtor aditivo. En efecto, si f, g ∈ HomC(X,Y ) tenemos que
L(f + g) = [1X : f + g : 1Y ] = [1X : f : 1Y ] + [1X : g : 1Y ] = L(f) + L(g). □

Proposición 2.47 Sea F = [uf : f : 1Y ] : X −→ Y , dado por el diagrama

X Xfuf

oo

f

��
Y Y ;

1Y
oo

y [G] = [1 : g : pg] : Y −→ Z, representado por el diagrama

Y Y
1Y
oo

g

��
Z
Zg

Z.
pg
oo

Entonces [1Y : g : pg] ◦ [uf : f : 1Y ] = [uf : g ◦ f : pg].
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Demostración. En efecto, consideremos el siguiente diagrama

Zg
q′g,f // //

� _

µg,f

��

pullback

0� _

vg,f

��

0 �
� ψg,f //� _

δg,f

��

πg,foooo

pullback

0� _

ωf=0

��
Z

pg // //

ζg,f

����

Z
Zg

φg,f=1

����

Y �
�

ug=1
//

ξg,f=1

����

goo Y

pf=1

����
Z
Zg

Z
Zg

Y �
� ϵ′g,f=1

//
λg,f=g

oo

pullback

Y

Xf

f

OO

� � ϵ′′g,f=1
// Xf .

f

OO

Por lo tanto, tenemos que

[1 : g : pg] ◦ [uf : f : 1] = [uf ◦ ϵ′′g,f : g ◦ f : ζg,f ] = [uf : g ◦ f : pg].

□

Proposición 2.48 Sea s : X −→ Y un mor�smo en Σ y consideremos L(s) =
[1X : s : 1Y ] : X −→ Y . Entonces L(s) es invertible y además

L(s)−1 = [u : (s)−1 : p] : Y −→ X,

donde

0 // K
i // X

s //

p

��

Y
π // T // 0

X ′ s // Y ′

u

OO

es la factorización canónica de s en C y s es el mor�smo paralelo de s.

Demostración. Sea s : X −→ Y un mor�smo en Σ. Luego, formamos el
siguiente diagrama

0 // K
i // X

s //

p

��

Y
π // T // 0,

X ′ s // Y ′

u

OO
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donde s es el mor�smo paralelo de s. Como s ∈ Σ, tenemos queK = Ker(s) ∈
A y T = Coker(s) ∈ A.

Además, como C es abeliana, tenemos que existe f := s−1 : Y ′ −→ X ′.

A�rmamos que f representa a un mor�smo en CΣ. En efecto, por construc-
ción, tenemos que Y

Y ′
∼= T ∈ A y X ′ ∼= X

K , con K ∈ A. Por lo tanto, tenemos
que [u : f : p] ∈ HomCΣ

(Y ,X).
A�rmamos que [u : f : p] = [1X : s : 1Y ]

−1.
En efecto, primero tenemos el siguiente diagrama

K
q′f,s // //� _

µf,s

��

pullback

0� _

vf,s

��

0
� � ψf,s //� _

δf,s

��

πf,soooo

pullback

0� _

ws

��
X

p // //

ζf,s

����

X
K

φf,s=1

����

Y ′ � �
u

//

ξf,s=1

����

foo Y

ps=1

����
X
K

X
K

Y ′

0 = Y ′ � �
ϵ′f,s //

λf,s=f
oo

pullback

Y
0 = Y

Xf,s = s−1
(
Y ′)

sf

OO

� � ϵ′′f,s // X.

s

OO

Como u ◦ s ◦ p = s, existe r : X −→ Xf,s tal que el siguiente diagrama
conmuta

X

1

##

s◦p

��

r

!!
Xf,s

sf //

ϵ′′f,s
��

Y ′

u

��
X

s // Y.

Luego r es un monomor�smo y además X
X = 0 ∈ A. Por lo tanto
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[u : f : p] ◦ [1X : s : 1Y ] = [1X ◦ ϵ′′f,s : f ◦ sf : p]

Pero

[1X ◦ ϵ′′f,s : f ◦ sf : p] = [ϵ′′f,s ◦ r : f ◦ sf ◦ r : p] = [ϵ′′f,s ◦ r : f ◦ s ◦ p : p]
= [1X : p : p]

= [1X : 1X : 1X ].

Por lo tanto
[u : f : p] ◦ [1X : s : 1Y ] = [1X : 1X : 1X ].

Por otro lado, consideremos el diagrama

0
q′s,f // //� _

µs,f

��

pullback

0� _

vs,f

��

K �
� 1=ψs,f //� _

δs,f=i

��

πs,foooo

pullback

K� _

i

��
Y

ps=1 // //

1=ζs,f

����

Y
0 = Y

1=φs,f

����

X �
�

1=us

//

ξs,f=p

����

soo X

p

����
Y Y X

K
� � 1=ϵ′s,f //

λs,f

oo

pullback

X
K

Y ′

f

OO

� � 1=ϵ′′s,f // Y ′.

f

OO

Sabemos que λs,f es el único mor�smo tal que s = λs,f ◦ p, pero u ◦ s satisface
que s = u ◦ s ◦ p. Por lo tanto, tenemos que λs,f = u ◦ s. Entonces

[1X : s : 1Y ] ◦ [u : f : p] = [u ◦ ϵ′′s,f : λs,f ◦ f : ζs,f ] = [u ◦ ϵ′′s,f : u ◦ s ◦ f : 1Y ]

= [u : u : 1Y ]

= [1Y : 1Y : 1Y ],

pues s ◦ f = 1Y ′ y Y
Y ′ = T ∈ A y ζs,f = 1Y .

Finalmente L(s)−1 = [u : f : p] = [u : (s)−1 : p]. □
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Corolario 2.49 (a) Sea s : X −→ Y un monomor�smo en Σ. Entonces

L(s)−1 = [s : 1X : 1X ] está representado por el diagrama

Y X
soo

1X
��
X X.

1Xoo

(b) Sea p : X −→ Y un epimor�smo en Σ. Entonces L(p)−1 = [1Y : 1Y : p]

está respresentado por el diagrama

Y Y
1Yoo

1Y
��
Y X.

poo

Demostración.

(a) Sea s : X −→ Y un monomor�smo en Σ. Luego tenemos el diagrama

0 // X
s // Y // Y

X
// 0

X
1X

X.

s

OO

Por lo tanto, el resultado se sigue de la Proposición 2.48.

(b) Sea p : X −→ Y un epimor�smo en Σ. Luego tenemos el diagrama

0 // K // X
p //

p

��

Y // 0

Y
1Y

Y.

1Y

OO

Por lo tanto, el se sigue de la Proposición 2.48.

□

Proposición 2.50 Sea F := [uf : f : pf ] ∈ HomCΣ(X,Y ), representado por el

siguiente diagrama

X Xfuf

oo

f

��
Y
Yf

Y.
pf
oo

Entonces

F = L(pf )−1 ◦ L(f) ◦ L(uf )−1.
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Demostración. Como [uf : f : pf ] ∈ HomCΣ(X,Y ), tenemos que uf y pf son
momonor�smos y epimor�smos en Σ, respectivamente. Luego, por el Corolario
2.49, tenemos que L(uf )−1 = [uf : 1Xf

: 1Xf
] y L(pf )−1 = [1 Y

Yf

: 1 Y
Yf

: pf ].

Luego, por la Proposición 2.47

L(f) ◦ L(s)−1 = [1Xf
: f : 1 Y

Yf

] ◦ [uf : 1Xf
: 1Xf

] = [uf : f ◦ 1Xf
: 1Xf

]

= [uf : f : 1 Y
Yf

].

Por la Proposición 2.47, tenemos que

[1 Y
Yf

: 1 Y
Yf

: pf ] ◦ [uf : f : 1 Y
Yf

] = [uf : 1 Y
Yf

◦ f : pf ] = [uf : f : pf ].

Finalmente

L(pf )−1 ◦ L(f) ◦ L(uf )−1 = [uf : f : pf ] = F.

□

Teorema 2.51 Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana C
localmente pequeña y Σ = ΣA. Entonces existe la categoría preaditiva CΣ de

fracciones relativa a Σ.

Demostración. Sabemos que L : C −→ CΣ es tal que L(s) es iso, para todo
s ∈ Σ. Ahora, sea G : C −→ D tal que G(s) es iso, para todo s ∈ Σ.

De�nimos H(X) := G(X); y dado un mor�smo [uf : f : pf ] = F = L(pf )−1◦
L(f) ◦ L(uf )−1 ∈ HomCΣ

(X,Y ), de�nimos

H(F ) := G(pf )
−1 ◦G(f) ◦G(uf )

−1.

Veamos que H : CΣ −→ D es un funtor.

Primero veamos que H está bien de�nido. Supongamos que [uf : f : pf ] =

[ug : g : pg] ∈ HomCΣ
(X,Y ). Entonces, tenemos un diagrama conmutativo de la
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siguiente forma

0 // Xf

uf //

f

&&

X // X
Xf

// 0

0 // Yf ωf

//

uY ′
Yf

��

Y
pf
// Y
Yf

//

θY
′

Yf

��

0

X ′

u
Xf

X′

<<

u
Xg

X′

""

0 // Y ′
uY
Y ′

// Y
pY
Y ′

// Y
Y ′

// 0

0 // Yg
ωg //

uY ′
Yg

OO

Y
pg // Y

Yg

//

θY
′

Yg

OO

0

0 // Xg ug

//

g

88

X // X
Xg

// 0,

donde uf ◦ u
Xf

X′ = ug ◦ u
Xg

X′ . Luego, como G es un funtor, tenemos que

A := G(uf ) ◦G(u
Xf

X′ ) = G(ug) ◦G(u
Xg

X′ ).

Como uf , ug, u
Xf

X′ , u
Xg

X′ ∈ Σ, tenemos que existen G(uf )
−1, G(ug)

−1, G(u
Xf

X′ )−1

y G(u
Xg

X′ )−1. Es decir, A es un isomor�smo.
También, como el diagrama de arriba conmuta, tenemos que

∗) : G(θY
′

Yf
) ◦G(f) ◦G(u

Xf

X′ ) = G(θY
′

Yg
) ◦G(g) ◦G(u

Xg

X′ ).

De la misma forma, existen G(pf )
−1, G(pg)

−1 y también existe G(pYY ′)−1

(es decir es un isomor�smo). Como pYY ′ = θY
′

Yf
◦ pf = θY

′

Yg
◦ pg, tenemos que

G(θY
′

Yf
) = G(pYY ′) ◦G(pf )

−1,

G(θY
′

Yg
) = G(pYY ′) ◦G(pg)

−1.

Luego, de la igualdad (∗), tenemos que

G(pYY ′) ◦G(pf )
−1 ◦G(f) ◦G(u

Xf

X′ ) = G(pYY ′) ◦G(pg)
−1 ◦G(g) ◦G(u

Xg

X′ ).

Por lo tanto

G(pYY ′) ◦G(pf )
−1 ◦G(f) ◦G(u

Xf

X′ ) =

= G(pYY ′) ◦G(pf )
−1 ◦G(f) ◦ 1G(Xf ) ◦G(u

Xf

X′ )

= G(pYY ′) ◦G(pf )
−1 ◦G(f) ◦G(uf )

−1 ◦G(uf ) ◦G(u
Xf

X′ )

= G(pYY ′) ◦G(pf )
−1 ◦G(f) ◦G(uf )

−1 ◦A
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De la misma manera, tenemos que

G(pYY ′) ◦G(pg)
−1 ◦G(g) ◦G(u

Xg

X′ ) = G(pYY ′) ◦G(pg)
−1 ◦G(g) ◦G(ug)

−1 ◦A.

Ahora, como A y G(pYY ′) son isomor�smos, podemos cancelar de las igualdades
anteriores y obtener que

G(pf )
−1 ◦G(f) ◦G(uf )

−1 = G(pg)
−1 ◦G(g) ◦G(ug)

−1.

Por lo tanto, H está bien de�nida.
Veamos que H respeta composiciones.

Sean F = [uf : f : pf ] : X −→ Y y ∆ = [uα : α : pα] : Y −→ Z mor�smos.
Luego, considerando el diagrama

Zf,α
q′f,α // //

� _

µf,α

��

pullback

f(Yf ∩ Yα)� _

vf,α

��

Yf ∩ Yα �
� ψf,α //

� _

δf,α

��

πf,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Z

pf // //

ζf,α

����

Z
Zf

φf,α

����

Yf
� �

uf

//

ξf,α

����

foo Y

pα

����
Z
Zf,α

Z
Zf,α

Yf

Yf∩Yα

� � ϵ′f,α //
λf,α

oo

pullback

Y
Yα

Xf,α = α−1
( Yf

Yf∩Yα

)
αf

OO

� � ϵ′′f,α // Xα,

α

OO

tenemos que

F ◦∆ = [uf : f : pf ] ◦ [uα : α : pα] := [uα ◦ ϵ′′f,α : λf,α ◦ αf : ζf,α] : X −→ Z.

Por de�nición, tenemos que

H(F ◦∆) := G(ζf,α)
−1 ◦G(λf,α ◦ αf ) ◦G(uα ◦ ϵ′′f,α)−1.
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Del diagrama anterior, tenemos que pf , φf,α, ϵ′f,α, ϵ
′′
f,α, pα, uf ∈ Σ. Luego, del

diagrama anterior, tenemos que

G(ζf,α)
−1 ◦G(λf,α ◦ αf ) ◦G(uα ◦ ϵ′′f,α)−1 =

= G(pf )
−1 ◦G(φf,α)

−1 ◦G(λf,α) ◦G(αf ) ◦G(ϵ′′f,α)
−1 ◦G(uα)

−1

= G(pf )
−1 ◦G(φf,α)

−1 ◦G(λf,α) ◦G(ϵ′f,α)
−1 ◦G(α) ◦G(uα)

−1

= G(pf )
−1 ◦G(φf,α)

−1 ◦G(λf,α) ◦G(ξf,α) ◦G(uf )
−1 ◦G(pα)

−1 ◦G(α) ◦G(uα)
−1

= G(pf )
−1 ◦G(φf,α)

−1 ◦G(φf,α) ◦G(f) ◦G(uf )
−1 ◦G(pα)

−1 ◦G(α) ◦G(uα)
−1

= G(pf )
−1 ◦G(f) ◦G(uf )

−1 ◦G(pα)
−1 ◦G(α) ◦G(uα)

−1

= H(F ) ◦H(∆).

Ahora bien, es fácil ver que H(1X) = H([1X : 1X : 1X ]) = 1H(X). Por lo tanto,
H es un funtor.
Para f : X −→ Y , se tiene que L(f) = [1X : f : 1Y ]. Así, que

H([1X : f : 1Y ]) = G(1Y )
−1 ◦G(f) ◦G(1X)−1

= 1G(Y ) ◦G(f) ◦ 1G(X)

= G(f).

Por lo tanto G = H ◦L. La unicidad de H tal que G = H ◦L es fácil de ver. Por
lo tanto, la pareja (L, CΣ) es una categoria de fracciones de C respecto a Σ, con

L : C −→ CΣ.

□

2.5. Segunda construcción de la categoría CΣ
Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana C localmente

pequeña y Σ := ΣA.
Usando la notación de la primera construcción de la categoría CΣ y recordando
que, para cada par de objetos X,Y ∈ CΣ, de�nimos

HomCΣ
(X,Y ) := lim−→ q(X,Y ).

Es decir, a un elemento F ∈ HomCΣ(X,Y ) lo denotaremos como F = [up : f :

pf ]. Siendo up, pf un monomor�smo y un epimor�smo respectivamente, tales
que up, pf ∈ Σ.
Podemos de�nir dos subclases de Σ, como sigue

De�nición 2.52 Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana C
localmente pequeña y Σ := ΣA. De�nimos Σ′ := {s ∈ Σ | s es monomor�smo}
y Σ′′ := {s ∈ Σ | s es epimor�smo}
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Proposición 2.53 La clase Σ′ es calculable a derecha.

Demostración. Sean s : X −→ Y y s′ : Y −→ Z monomor�smos en Σ′.
Entonces s′ ◦ s es un mono; y como Σ es calculable, tenemos que s′ ◦ s ∈ Σ.
Por lo tanto, s′ ◦ s ∈ Σ′. De la misma forma se tiene que Σ′ tiene a todas las
identidades de objetos en C.
Ahora, veamos que es permutable a derecha. En efecto, consideremos un dia-
grama en C

Y ′

f

��
X

s
// Y

con s ∈ Σ′. Consideremos el pullback de s y f

X ′ s′ //

f ′

��

Y ′

f

��
X

s
// Y.

Note que s′ es mono, pues s lo es. Además, de la prueba que Σ es calculable,
sabemos que s′ ∈ Σ. Por lo tanto, tenemos que s′ ∈ Σ′, probándose que es
permutable a derecha.
Ahora, veamos que Σ′ es simpli�cable a derecha. En efecto, sean f, g : X −→ Y

mor�smos en C, para los cuales existe s : Y −→ Y ′ en Σ′ tal que sf = sg.
Luego, como s es mono, tenemos que f = g. En particular, f ◦ 1X = g ◦ 1X con
1X ∈ Σ′. Probándose que es simpli�cable a derecha, y por lo tanto, concluimos
que Σ′ es calculable a derecha. □

Proposición 2.54 La clase Σ′′ es calculable a izquierda.

Demostración. Dual a la proposición anterior. □

Proposición 2.55 Sean u : X −→ Y un mor�smo en C y v : Y −→ Z un

monomor�smo en C, tal que v ◦ u : X −→ Z está en Σ′. Entonces u ∈ Σ′.

Demostración. En efecto, como v◦u ∈ Σ′, tenemos que u es un monomor�smo.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en C

0 // X
u // Y //

v

��

Y
X

//

θ

��

0

0 // X
v◦u
// Z // Z

X
// 0.
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Como v es un momomor�smo, por el "Lema de la Serpiente", tenemos que θ
es un monomor�smo. Usando que v ◦ u ∈ Σ′, se sigue que Z

X ∈ A; y como θ
es mono y A es una subcategoría de Serre, tenemos que Y

X ∈ A. Por lo tanto
u ∈ Σ′. □

De�nición 2.56 Sean C una categoría preaditiva y Σ un sistema de mor�smos

en C. Para X en C, se de�nie la categoría Σ/X como sigue.

(a) Objetos: son pares (Y, s), con s : Y −→ X un mor�smo en Σ;

(b) Mor�smos: Un mor�smo α : (Y, s) −→ (Y ′, s′) en Σ/X, es un mor�smo

α : Y −→ Y ′ en C tal que el siguiente diagrama conmuta

Y

s

!!
α

��

X

Y ′.
s′

==

La composición de mor�smos en Σ/X es la inducida de C

De manera dual, se de�ne la categoría X/Σ.

Recordemos la siguiente de�nición.

De�nición 2.57 Sean C una categoría arbitraria y C′ una subcategoría plena

de C. Decimos que C′ es co�nal si para cada objeto A ∈ C existe un mor�smo

f : A → A′ con A′ ∈ C′. Dualmente, C′ es coinicial si para cada objeto A ∈ C
existe un mor�smo f : A′ → A con A′ ∈ C′.

Ahora, veamos que Σ′/X tiene una subcategoría coinicial pequeña.

Lema 2.58 Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana C local-

mente pequeña, Σ′ y X ∈ A. Entonces existe una subcategoría coinicial pequeña

de Σ′/X.

Demostración. Queremos una subcategoría pequeña D de Σ′/X tal que para
cada objeto (Y, s) ∈ Σ′/X exista un mor�smo β : (Z, t) −→ (Y, s) con (Z, t) ∈ D

Z

t

  
β

��

X

Y.

s

>>
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Dado que C es una categoría localmente pequeña, para cada objeto X ∈ C se
tiene que la clase de subobjetos de X, denotada como Sub(X), es un conjunto
(ver 1.33). Recordemos que un subobjeto de X es una clase de equivalencia
(X ′, uXX′) en la categoría M(X), donde uXX′ : X ′ → X es un monomor�smo.
Note que la clase {uXX′ : X ′ −→ X | u es monomor�smo} no es necesariamente
un conjunto; y sólo con esta información, no podemos determinar que Σ′/X sea
un conjunto.
Sin embargo, si tenemos que la clase

R := {(X ′, uXX′) ∈ Sub(X) | uXX′ ∈ Σ}

es un conjunto pues

{(X ′, uXX′) ∈ Sub(X) | uXX′ ∈ Σ} ⊆ Sub(X).

De�namos DX ⊆ Σ′/X como la categoría plena que tiene por objetos a un
representante de cada clase de equivalencia (X ′, uXX′) ∈ R.
Con esto, claramente DX es una subcategoría pequeña de Σ′/X y además, para
cada objeto (Y, s) ∈ Σ′/X, existe un mor�smo β : (Z, t) −→ (Y, s) (que de hecho
es un isomor�smo) con (Z, t) ∈ DX

Z

t

  
β

��

X

Y.

s

>>

□
Recordemos los siguientes teoremas

Teorema 2.59 Sean C una categoría preaditiva y Σ un sistema de mor�smos

de C tal que las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Σ es calculable a izquierda.

(b) Para cada objeto X de C la categoría X/Σ contiene una subcategoría pe-

queña co�nal denotada por F (X).

Entonces, la categoría de fracciones de C relativa a Σ existe. Dicha categoría es

denotada por ClΣ y es llamada categoría de fracciones a izquierda.

Demostración. Ver [17, Teorema 2.4.8]. □

Teorema 2.60 Sean C una categoría preaditiva y Σ un sistema de mor�smos

de C tal que las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) Σ es calculable a derecha.

(b) Para cada objeto X de C la categoría Σ/X contiene una subcategoría pe-

queña coinicial denotada por F (X).

Entonces la categoría de fracciones de C relativa a Σ existe. Dicha categoría es

denotada por CrΣ y es llamada categoría de fracciones a derecha.

Demostración. Ver [17, Teorema 2.6.4]. □

Proposición 2.61 Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana

C localmente pequeña y Σ. Entonces, existe la categoría de fracciones a derecha

CrΣ′ y el funtor canónico T : C −→ CrΣ′ es exacto a derecha.

Demostración. Por el Teorema 2.60 , existe la categoría de fracciones a derecha
y el funtor localización

T : C −→ CrΣ′ .

Un mor�smo α : X −→ Y en CrΣ′ esta dado por la clase de equivalencia de un
diagrama

Z
f

��

s

��
X Y,

con s ∈ Σ′, donde la relación de equivalencia es la dada en la [17, Sección 2.6].
Al mor�smo dado por el diagrama anterior, lo denotaremos como

f/s : X −→ Y .

Además, por el dual de la [17, Proposición 2.7.2], tenemos que T : C −→ CrΣ′ es
exacto a izquierda. □

Proposición 2.62 Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana

C localmente pequeña y Σ′. Para cada objeto X ∈ C tenemos que X/Σ′′ tiene

una subcategoría co�nal pequeña.

Demostración. Por [7, Proposición 14.2, pág. 16], existe una biyección entre
la clase de subobjetos de X y la clase de objetos cociente de X. Luego, como C
es localmente pequeña, tenemos que la clase de objetos cociente de X

Coc(X) := {(pX
′

X , X ′) | ⟨pX
′

X , X ′⟩ ∈ E(X)}

es un conjunto. En particular S := {(pX′

X , X ′) ∈ Coc(X) | pX′

X ∈ Σ′′} es un
conjunto. De�namos EX ⊆ X/Σ′′ como la categoría plena de X/Σ′′ que tiene
por objetos a un representante de cada clase de equivalencia (pX

′

X , X ′) ∈ S.
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Claramente EX es pequeña y además, para cada (p, Y ) ∈ X/Σ′′, tenemos que
existe un objeto (pY

′

Y , Y ′) ∈ EX y un mor�smo (de hecho un isomor�smo) γ :

(p, Y ) −→ (pY
′

Y , Y ′). Por lo tanto EX es una subcategoría co�nal pequeña de
X/Σ′′. □

Lema 2.63 Si p : X −→ Y es un epimor�smo en Σ′′, entonces T(p) es un

epimor�smo en CrΣ.

Demostración. Sea p : X −→ Y un epimor�smo en Σ′′. Veamos que T(p) es
un epimor�smo en CrΣ.
En efecto, como CrΣ es una categoría preaditiva [17, Lema 2.5.1], basta ver que,
si f/s : Y −→ Z representado por el diagrama

W

s
~~

f

  
Y Z,

con s ∈ Σ′ es tal que (f/s) ◦ T(p) = 0, entonces f/s = 0.
Para calcular la composición (f/s) ◦ T(p), tenemos el siguiente diagrama (ver
[17, Sección 2.6])

W ′

s′

}}

p′

!!
X

1

~~

p

  

⋆ W

s

}}

f

  
X Y Z,

con s′ ∈ Σ′. Además, notemos que como el cuadrado ⋆ del diagrama anterior se
construye a través de un pullback (ver la Proposición 2.53) y p ∈ Σ, tenemos que
p′ ∈ Σ pues Σ es calculable (ver Teorema 2.17); y también p′ es un epimor�smo
pues p lo es. Por lo tanto p′ ∈ Σ′′. Ahora bien, la composición (f/s) ◦ T(p) está
representado por el mor�smo (f ◦ p′)/s′ dado por el diagrama

W ′

s′

}}

f◦p′

!!
X Z.

Como (f/s)◦T(p) = 0, tenemos que existen mor�smos u y v tales que el siguiente
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diagrama conmuta

L

u

~~
v

��
W ′

s′

}} f◦p′
**

X

1
tt

0

  
X Z.

Es decir, tenemos que v = s′ ◦ u ∈ Σ′ y f ◦ p′ ◦ u = 0. Por la Proposición 2.55,
tenemos que u ∈ Σ′ pues v = s′ ◦ u ∈ Σ′. Como Σ es calculable, tenemos que
p′ ◦ u ∈ Σ. Ahora, consideremos la factorización de p′ ◦ u a través de su imagen.
Luego tenemos el siguiente diagrama exacto

I

γ ��
0 // K

µ
// L

π

@@

p′◦u
// W

ψ // Z ′′ // 0.

Como p′ ◦ u ∈ Σ, tenemos que K ∈ A y Z ′′ ∈ A. Usando que Ker(π) = K y
Coker(γ) = Z ′′, tenemos que γ ∈ Σ′ y π ∈ Σ′′. Luego

0 = f ◦ p′ ◦ u = f ◦ γ ◦ π.

Como π es un epimor�smo, tenemos que f ◦ γ = 0 con γ ∈ Σ′. Luego, por el
dual del [9, Corolario 1.8, pág. 159] (versión fracciones derechas), tenemos que
T(f) = 0. Finalmente

f/s = T(f) ◦ T(s)−1 = 0.

Probándose que T(p) es un epimor�smo. □

Proposición 2.64 Sea Σ′′ := {T(p) | p ∈ Σ′′} ⊆ Mor(CrΣ′). Entonces Σ′′ es

calculable a izquierda en CrΣ′ .

Demostración.

Sean T(p) : X −→ Y y T(q) : Y −→ Z en Σ′′, con p : X −→ Y y q : Y −→ Z

mor�smos en Σ′′. Tenemos que qp es un epimor�smo pues p y q lo son, y además,
tenemos que qp ∈ Σ pues Σ es bicalculable. Por lo tanto qp ∈ Σ′′ y además

T(q) ◦ T(p) = T(qp).

Además 1X = T(1X) y 1X ∈ Σ′′. Por lo tanto Σ′′ es cerrado por composiciones
e identidades.
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Veamos que Σ′′ es permutable a izquierda (ver la De�nición 2.15). Para esto,
consideremos un diagrama

T(X)

f/s

��

T(p) // T(Z)

T(Y ),

con p : X −→ Z mor�smo en Σ′′ y f/s representado por el diagrama

W
f

  

s

~~
X Y,

con s ∈ Σ′. Consideremos p ◦ s : W −→ Z. Como Σ es calculable, tenemos que
ps ∈ Σ. Consideremos la factorización de p ◦ s a través de su imagen. Luego se
tiene el siguiente diagrama exacto

I

u
��

0 // K
µ
// W

π

??

p◦s
// Z

ψ // Z ′′ // 0.

Como p ◦ s ∈ Σ, tenemos que K ∈ A y Z ′′ ∈ A. Usando que Ker(π) = K y
Coker(u) = Z ′′, tenemos que u ∈ Σ′ y π ∈ Σ′′. Calculemos el siguiente diagrama
de pushout

W
π //

f

��

I

f ′

��
Y

π′
// W ′.

Como Σ es calculable, tenemos que π′ ∈ Σ y además π′ es epimor�smo. Por lo
tanto π′ ∈ Σ′′. Tenemos el siguiente diagrama en C

X
p // Z

W
π //

f

��

s

OO

I

f ′

��

u

OO

Y
π′
// W ′.

Como s, u ∈ Σ′, T(s),T(u) son isomor�smos en CrΣ′ . Luego, del diagrama ante-
rior, tenemos las siguientes igualdades en CrΣ′
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(∗) : T(π′) ◦ T(f) ◦ T(s)−1 = T(f ′) ◦ T(π) ◦ T(s)−1

= T(f ′) ◦ T(u)−1 ◦ T(p).

Ahora bien, notemos que como u ∈ Σ′, el mor�smo f ′/u : Z −→ W ′ en CrΣ′ es
representado por el diagrama

I

u

��

f ′

  
Z W ′.

Por la demostración del dual del [17, Teorema 2.4.8], tenemos que f ′/u = T(f ′)◦
T(u)−1 y también f/s = T(f)◦T(s)−1. Por lo tanto, de la igualdad (∗), tenemos
la igualdad en CrΣ′

T(π′) ◦ (f/s) = (f ′/u) ◦ T(p).

Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en CrΣ′

T(X)

f/s

��

T(p) // T(Z)

f ′/u

��
T(Y )

T(π′)

// T(W ′),

con π′ ∈ Σ′′. Probándose que Σ′′ es permutable a izquierda.
Ahora, veamos que Σ′′ es simpli�cable a izquierda. En efecto, supongamos que
para dos mor�smos f/s, f ′/s′ : Y −→ Z existe T(p) : X −→ Y , con T(p) ∈ Σ′′

tal que (f/s) ◦ T(p) = (f ′/s′) ◦ T(p). Como T(p) es un epimor�smo por el
Lema 2.63, tenemos que f/s = f/s′. Luego, tomando 1Z ∈ Σ′′ se sigue que
1Z ◦ (f/s) = 1Z ◦ (f ′/s′). Por lo tanto Σ′′ es simpli�cable a izquierda y así Σ′′

es calculable a izquierda. □

Proposición 2.65 Para cada X ∈ CrΣ′ , tenemos que X/Σ′′ tiene una subcate-

goría co�nal pequeña.

Demostración. Notemos que T : C −→ CrΣ′ induce una asignación suprayectiva

T : X/Σ′′ −→ X/Σ′′.

Dado que para p : X −→ Y , con p ∈ Σ′′, se tiene T(p) : X −→ Y , con
T(p) ∈ Σ′′, obtenemos una subcategoría plena EX := T(EX) de X/Σ′′ (donde
EX es de�nida en la Proposición 2.62). A�rmamos que EX es co�nal en X/Σ′′.
Sea T(p) : X −→ Y con T(p) ∈ Σ′′. Como p : X −→ Y está en Σ′′ y EX
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es co�nal en X/Σ′′ tenemos que existe un objeto (q, Z) ∈ EX y un mor�smo
γ : (p, Y ) −→ (q, Z). Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

Y

γ

��

X

p
>>

q
  
Z,

y por lo tanto, el siguiente diagrama conmutativo en CrΣ′

T(Y )

T(γ)

��

T(X)

T(p)
;;

T(q) ##
T(Z),

con T(q) ∈ EX . Usando que T : EX −→ EX es suprayectiva, con EX un con-
junto, concluimos que EX = T(EX) es un conjunto. Probándose que EX es una
subcategoría co�nal pequeña de X/Σ′′. □

Teorema 2.66 Sean A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana C
localmente pequeña y Σ = ΣA. Entonces existe la categoría preaditiva CΣ de

fracciones relativa a Σ.

Demostración. Por la Proposición 2.61 existe el funtor T : C −→ CrΣ′ .

Ahora, por la Proposición 2.64 y la Proposición 2.65, tenemos que se satisfacen
las hipótesis del Teorema 2.59. Luego, existe la categoría de fracciones izquierdas
de CrΣ′ relativa a Σ′′, con

G : CrΣ′ −→ (CrΣ′)lΣ′′ .

Sea
H := G ◦ T : C −→ (CrΣ′)lΣ′′ .

A�rmamos que H(s) es un isomor�smo, para todo s ∈ Σ. En efecto, considere-
mos la factorización de s a través de la imagen

I

u

��
X

p
??

s
// Y.
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Tenemos que u ∈ Σ′ y p ∈ Σ′′. Por lo tanto

H(s) = H(u) ◦H(p) = G(T(p)) ◦G(T(u)).

Como T(u) es un isomor�smo, G(T(u)) es un isomor�smo y además G(T(p)) es
un isomor�smo pues T(p) ∈ Σ′′. Luego, H(s) es un isomor�smo.
Ahora, sea P : C −→ D tal que P(s) es isomor�smo para todo s ∈ Σ. Dado
que Σ′ ⊆ Σ, tenemos que P(s) es isomor�smo, para todo s ∈ Σ′. Luego, existe
P′ : CrΣ′ −→ D tal que el siguiente diagrama conmuta

C T //

P
��

CrΣ′

P′
}}

D.

Ahora bien, para p ∈ Σ′′ también tenemos que P(p) es un isomor�smo. Del
diagrama conmutativo de arriba, tenemos que

P(p) = P′(T(p)).

Por lo tanto, P′ invierte a todos los elementos de Σ′′. Entonces por la propiedad
universal de G, existe P′′ : (CrΣ′)l

Σ′′ −→ D tal que el siguiente diagrama conmuta

CrΣ′
G //

P′

��

(CrΣ′)l
Σ′′

P′′

wwD,

luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C G◦T //

P
��

(CrΣ′)l
Σ′′

P′′

wwD.

Supongamos que existe otro funtor Q : (CrΣ′)l
Σ′′ −→ D tal que el diagrama de

arriba conmuta. Es decir, Q ◦G ◦ T = P.
Consideremos Q ◦ G : CrΣ′ −→ D. Como (Q ◦ G) ◦ T = P, por la propiedad
universal de T, tenemos que Q ◦ G = P′. Ahora, por la propiedad universal de
G, tenemos que Q = P′′. Por lo tanto, la pareja (H, (CrΣ′)l

Σ′′) es una categoria
de fracciones de C respecto a Σ, con

H := G ◦ T : C −→ (CrΣ′)lΣ′′ .

□
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Observación 2.67 Notemos que un mor�smo de X a Y en (CrΣ′)l
Σ′′ está dado

por un diagrama en CrΣ′

X

f/s   

Y

T(p)~~
W,

donde f/s : X −→ W es un mor�smo en CrΣ′ y T(p) ∈ Σ′′. Tenemos que f/s y

T(p) = p/1 están representados por los diagramas en C

X ′

f

  

s

~~
X W,

Y
p

  

1

��
Y W,

con s ∈ Σ′ y p ∈ Σ′′. Luego, un mor�smo de Xa Y en (CrΣ′)l
Σ′′ lo podemos

representar por un diagrama de la forma

X ′

f

  

s

~~

Y
p

~~

1

��
X W Y,

donde s ∈ Σ′ y p ∈ Σ′′. Olvidando el mor�smo identidad, el diagrama anterior

lo podemos escribir como

X X ′? _
s

oo

f

��
W Y,

p
oooo

donde s ∈ Σ′ y p ∈ Σ′′.

Notemos que éste diagrama es congruente con lo descrito en la Notación 2.29.

Corolario 2.68 Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C L //

T
��

CΣ ≃ (CrΣ′)l
Σ′′

CrΣ′ ,

G

99

donde L es el funtor de�nido en la Proposición 2.46, G y T son los funtores

de�nidos en la demostración del Teorema 2.66.
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Demostración. Por el Teorema 2.51 la pareja (L, CΣ) es una categoria de
fracciones de C respecto a Σ, con

L : C −→ CΣ.

Por otro lado, por el Teorema 2.66 la pareja (H, (CrΣ′)l
Σ′′) es una categoria de

fracciones de C respecto a Σ, con

H := G ◦ T : C −→ (CrΣ′)lΣ′′ .

Usando la propiedad universal de L, existe un único funtor P′ : CΣ −→
(CrΣ′)l

Σ′′ tal que el siguiente diagrama conmuta

C L //

H
��

CΣ
P′

ww
(CrΣ′)l

Σ′′ ,

por otro lado, usando la propiedad universal de H , existe un único funtor
P′′ : (CrΣ′)l

Σ′′ −→ CΣ tal que el siguiente diagrama conmuta

C H //

L
��

(CrΣ′)l
Σ′′

P′′

ww
CΣ,

de la unicidad de P′ y P′′, concluimos que CΣ ≃ (CrΣ′)l
Σ′′ .

Finalmente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C L //

T
��

CΣ ≃ (CrΣ′)l
Σ′′

CrΣ′ .

G

99

□

Notación 2.69 Del corolario anterior, junto con la notación usada , denotare-

mos a la categoria CΣ como C/A y diremos que C/A es la categoría cociente

de C relativa a A.



Capı́tulo 3
La categoría C/A

Usando ambas construcciones de la categoría cociente C/A de C respecto a
A, dada A una subcategoría de Serre de una categoría abeliana C localmente
pequeña. Se expondrá algunos resultados, sobre propiedades que tiene la cate-
goría C/A, junto con el funtor L.

Con todo lo hecho anteriormente, hemos demostrado que C/A es en efecto
una categoría.
Recordemos, por el Corolario 2.68, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C L //

T ��

C/A

CrΣ′

G

==

donde L es el funtor de�nido en la Proposición 2.46 y G y T son los funtores
de�nidos en la demostración del Teorema 2.66. El cual, nos permite trabajar
apartir de las dos construcciones realizadas en el capítulo anterior. Siendo este
capítulo, las bases para los resultados del capítulo 4.

A lo largo de este capítulo supondremos que, C una categoría abeliana lo-
calmente pequeña, A una subcategoría de Serre de C y Σ := ΣA. Ademas los
funtores G y T, son los funtores de la demostración del Corolario 2.68.

3.1. Propiedades de C/A
Proposición 3.1 Sea f : X −→ Y un mor�smo en C. Entonces, L(f) = 0 si y

solo si Im(f) ∈ A.

105
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Demostración. (⇒). Supongamos que L(f) = 0. Entonces, tenemos que
G(T(f)) = 0. Por el [9, Corolario 1.8, pág. 159 ], existe s′′ : Y −→ B en Σ′′ tal
que 0 = T(s′′)T(f) = T(s′′f) en CrΣ′ . Por la versión para fracciones derechas del
[9, Corolario 1.8, pág. 159 ], tenemos que existe s′ : A −→ X tal que s′′fs′ = 0

en C. Consideremos la factorización

X
p

�� ��

f // Y

I
/�

u

??

de f a través de su imagen. Sea µ : K −→ Y el kernel de s′′. Consideremos el
siguiente diagrama conmutativo

f−1(K)
p′ // //

� _

θ

��
I

Z
� � u′

//� _

α

��
II

K� _

µ

��
X

p // I �
� u // Y,

donde los dos cuadrados I y II son pullbacks. Luego el cuadrado exterior es
un pullback. Ahora bien, como s′′ ∈ Σ′′, tenemos que K = Ker(s′′) ∈ A. En
el diagrama anterior tenemos que u′ : Z −→ K es un monomor�smo y por lo
tanto Z ∈ A pues A es de Serre.
Por otro lado, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo y exacto

(∗) : 0

��

0

��
0 // L // f−1(K)

p′ // //
� _

θ

��

Z� _

α

��

// 0

0 // L // X
p //

��

I //

��

0

W

��

W

��
0 0.

Dado que µ = Ker(s′′) y s′′fs′ = 0, existe γ : A −→ K tal que µγ = fs′. Como
el siguiente cuadrado es pullback

f−1(K)
u′p′ //

θ

��

K

µ

��
X

f // Y,
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existe ψ : A −→ f−1(K) tal que el siguiente diagrama conmuta

A

s′

$$

γ

!!

ψ

##
f−1(K)

u′p′ //

θ

��

K

µ

��
X

f // Y.

Es decir, ψ : A −→ f−1(K) es tal que θψ = s′. Usando que s′ es mono, tenemos
que ψ es mono. Luego podemos construir el siguiente diagrama

0 // A
s′ //

ψ

��

X // X/A //

ψ′

��

0

0 // f−1(K)
θ // X // W // 0,

donde ψ′ es un epimor�smo. Usando que s′ ∈ Σ′, tenemos que X
A ∈ A y usan-

do que A es de Serre, tenemos que W ∈ A. De la siguiente sucesión exacta
construida en el diagrama (∗)

0 // Z
α // I // W // 0,

concluimos que I = Im(f) ∈ A pues Z, W ∈ A.
(⇐). Supongamos que Im(f) = I ∈ A. Consideremos la factorización

X
p

�� ��

f // Y

I
/�

u

??

de f a través de su imagen. Sea u : K −→ X el kernel de f . Entonces u ∈ Σ′.
Además, como fu = 0, por la versión para fracciones derechas del [9, Corolario
1.8, pág. 159], concluimos que T(f) = 0 en CrΣ′ y por lo tanto L(f) = G(T(f)) =
0. □

Proposición 3.2 Sean f : X −→ Y un mor�smo en C y p : X −→ W un

epimor�smo tal que Ker(p) ∈ A. Consideremos el diagrama de pushout

X
f //

p

��

Y

p′

��
W

f ′
// L.
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(a) Entonces p′ es un epimor�smo, con Ker(p′) ∈ A, y existe un mor�smo

ψ ∈ Σ′′ tal que el siguiente diagrama conmuta

0 // K
ϵ //

ψ

��

X
f //

p

��

Y

p′

��
0 // K ′ ϵ′ // W

f ′
// L.

(b) Si Ker(f) ∈ A, entonces también Ker(f ′) ∈ A.

Demostración.

(a) Como p es epimor�smo, tenemos que p′ es un epimor�smo. Por otro lado,
como Σ es calculable, tenemos que p′ ∈ Σ y por lo tanto Ker(p′) ∈ A.
Consideremos las factorizaciones

X

π

�� ��

f // Y

I
/�

u

?? W

π′

    

f ′
// L

J
/�

u′
??

de f y f ′, respectivamente, a través de sus imágenes. Por la propiedad
universal de las imágenes, existe p′′ : I −→ J tal que el siguiente diagrama
conmuta

X
p //

π
����

W

π′
����

I
p′′
//

u

��

J

u′

��
Y

p′ // L.

Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 // N //

γ

��

I
p′′ //

u

��

J

u′

��

// 0

0 // N ′ // Y
p′
// L // 0.

Como N ′ = Ker(p′) ∈ A y γ es un monomor�smo, tenemos que N =

Ker(p′′) ∈ A. Consideremos el diagrama conmutativo y exacto

0 // K
ϵ //

ψ

��

X
π //

p

��

I //

p′′

��

0

0 // K ′ ϵ′ // W
π′
// J // 0
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Por el Lema de la Serpiente se tiene la sucesión exacta

0 // Ker(ψ) // Ker(p) // Ker(p′′) // Coker(ψ) // 0.

Como Ker(p),Ker(p′′) ∈ A, tenemos que Ker(ψ),Coker(ψ) ∈ A. Por lo
que, ψ ∈ Σ. Luego, tenemos el diagrama

0 // K
ϵ //

ψ

��

X
f //

p

��

Y

p′

��
0 // K ′ ϵ′ // W

f ′
// L.

Por el dual de la Proposición 2.9, ψ es un epimor�smo y por lo tanto
ψ ∈ Σ′′.

(b) Por (a), tenemos que ψ es un epimor�smo. Por lo tanto Ker(f ′) ∈ A si
Ker(f) ∈ A, pues A es de Serre.

□

Proposición 3.3 Sean f : X −→ Y y g : Z −→ X mor�smos en C, tale que

Ker(f) ∈ A y Im(fg) ∈ A. Entonces L(g) = 0.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Z
g // X

f

��
Z

fg
// Y.

Sean I = Im(g) y J = Im(fg). Por la propiedad universal de la imagen, existe
un mor�smo θ : I −→ J tal que el siguiente diagrama conmuta

Z
p // // I �

� u //

θ
��

X

f

��
Z

q // // J �
� µ // Y.

En particular, θ es un epimor�smo. Luego tenemos el siguiente diagrama

0 // Ker(θ)
ϵ //

γ

��

I
θ //

u

��

J //

µ

��

0

0 // Ker(f)
ϵ′ // X

f // Y,
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donde γ es un monomor�smo pues ϵ′γ = uϵ es un monomor�smo. ComoKer(f) ∈
A, concluimos que Ker(θ) ∈ A. Ahora bien, como J = Im(fg) ∈ A, de la suce-
sión exacta

0 // Ker(θ)
ϵ // I

θ // J // 0,

concluimos que I = Im(g) ∈ A. Luego por Proposición 3.1 concluimos que
L(g) = 0. □

Proposición 3.4 Sean f : X −→ Y y g : Y −→ Z mor�smos en C, tales que

Coker(f) ∈ A y Im(gf) ∈ A. Entonces L(g) = 0.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X
gf //

f

��

Z

Y
g
// Z.

Sean I = Im(gf) y J = Im(g). Por la propiedad universal de la imagen, existe
un mor�smo θ : I −→ J tal que el siguiente diagrama conmuta

X
p // //

f

��

I
� � u //

θ
��

Z

Y
q // // J �

� µ // Z.

En particular, θ es un monomor�smo. Luego tenemos el siguiente diagrama

X
f //

p

��

Y
π′
//

q

��

Coker(f) //

γ

��

0

0 // I
θ // J

π // Coker(θ) // 0,

donde γ es un epimor�smo pues γπ′ = πq es un epimor�smo. Como Coker(f) ∈
A, concluimos que Coker(θ) ∈ A. Ahora bien, como I = Im(gf) ∈ A, de la
sucesión exacta

0 // I
θ // J

π // Coker(θ) // 0

concluimos que J = Im(g) ∈ A. Luego por la Proposición 3.1, concluimos que
L(g) = 0. □

Proposición 3.5 Sea f : X −→ Y un mor�smo en C. Entonces Ker(f) ∈ A si

y solo si L(f) es un monomor�smo.
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Demostración. (=⇒). Veamos que L(f) : X −→ Y es un monomor�smo. Sea
α : Z −→ X un mor�smo en CΣ tal que L(f) ◦ α = 0. Tenemos que α esta
identi�cado con el siguiente diagrama en CrΣ′

Z

F=g/u   

X

T(p)~~
W

con p : X −→W en Σ′′, y donde F = T(g)T(u)−1 con u ∈ Σ′ está representado
por el diagrama

Z ′

g

!!

u

~~
Z W.

Es decir, tenemos que α = G(T(p))−1G(F ) = G(T(p))−1G(T(g)T(u)−1).

Como L = G◦T : C −→ (CrΣ′)l
Σ′′ , tenemos que L(f) se identi�ca con el siguiente

diagrama en CrΣ′

X

T(f)   

Y

1Y~~
Y.

Por la Proposición 3.2, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo en
CrΣ′

X
T(p) //

T(f)
��

W

T(f ′)

��
Y

T(p′)
// L,

donde p′ es un epimor�smo en C con Ker(p′) ∈ A y también Ker(f ′) ∈ A.
Para hacer la composición L(f) ◦ α = 0, consideremos el diagrama

Z

F   

X

T(p)~~

T(f)

  

Y

1��
W

T(f ′)

  

Y

T(p′)~~
L.

Ahora bien
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0 = L(f) ◦ α = G(T(f))G(T(p))−1G(F )

= G(T(p′))−1G(T(f ′))G(F )

= G(T(p′))−1G(T(f ′))G(T(g))G(T(u)−1).

Como G(T(p′))−1 y G(T(u)−1) son isomor�smos, concluimos que L(f ′g) =

G(T(f ′))G(T(g)) = 0. Por la Proposición 3.1 tenemos que Im(f ′g) ∈ A. Da-
do que Ker(f ′) ∈ A, por la Proposición 3.3 concluimos que L(g) = 0. Como
α = L(p)−1L(g)L(u)−1, se tiene que L(f) es un monomor�smo.
(⇐=). Supongamos que L(f) es un monomor�mso y sea ϵ : K −→ X el kernel
de f . Entonces fϵ = 0 y por lo tanto L(f)L(ϵ) = 0 y como L(f) es un monomor-
�smo, tenemos que L(ϵ) = 0. Por la Proposición 3.1, se sigue que Im(ϵ) ∈ A,
y como ϵ es un monomor�smo, concluimos que K ∼= Im(ϵ) ∈ A, probándose lo
deseado. □

Proposición 3.6 Sea f : X −→ Y un mor�smo en C. Entonces, Coker(f) ∈ A
si y solo si L(f) es un epimor�smo.

Demostración. (=⇒). Supongamos que Coker(f) ∈ A. Veamos que L(f) :

X −→ Y es un epimor�smo. En efecto, sea α : Y −→ Z un mor�smo en CΣ tal
que α ◦L(f) = 0. Tenemos que α esta identi�cado con el siguiente diagrama en
CrΣ′

Y

F=g/u   

Z

T(p)~~
W,

con p : Z −→W en Σ′′, y donde F = T(g)T(u)−1 con u ∈ Σ′ está representado
por el diagrama

Y ′

g

!!

u

~~
Y W.

El diagrama anterior lo podemos completar al siguiente diagrama de pushout

(∗) Y ′

g

  

u

~~
Y

g′   

W

u′
~~

L,
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con u′ ∈ Σ′ pues u′ es mono y además Coker(u′) = Coker(u) ∈ A. Como
L := G ◦ T : C −→ (CrΣ′)l

Σ′′ , tenemos que L(f) se identi�ca con el siguiente
diagrama en CrΣ′

X

T(f)   

Y

1Y~~
Y.

Para hacer la composición α ◦ L(f), consideramos el diagrama

X

T(f)   

Y

1Y~~ F !!

Z

T(p)~~
Y

F

  

W

1W}}
W.

Entonces, del diagrama anterior y del diagrama (∗), tenemos que

0 = α ◦ L(f) = G(T(p))−1G(F )G(T(f))
= G(T(p))−1G(T(u′)−1)G(T(g′))G(T(f))

Como G(T(p))−1G(T(u′)−1) es isomor�smo, concluimos la igualdad L(g′f) =

G(T(g′))G(T(f)) = 0. Por lo tanto, por la Proposición 3.1, concluimos que
Im(g′f) ∈ A. Por la Proposición 3.4 concluimos que L(g′) = 0, y por lo tanto
α = L(p)−1L(g)L(u)−1 = L(p)−1L(u′)−1L(g′) = 0. Probándose que L(f) es un
epimor�smo.
(⇐=). Supongamos que L(f) es un epimor�smo. Sea γ : Y −→ Z el cokernel de
f . Entonces γf = 0 y por lo tanto L(γ)L(f) = 0, y como L(f) es un epimor�smo,
tenemos que L(γ) = 0. Por la Proposición 3.1, tenemos que Im(γ) = Z ∈ A y
concluimos que Coker(f) = Z ∈ A, probándose lo deseado. □

Proposición 3.7 Sea f : X −→ Y un mor�smo en C. Si ϵ : K −→ X es el

kernel de f : X −→ Y , entonces L(ϵ) es el kernel de L(f).

Demostración. Sea α : Z −→ X un mor�smo en CΣ tal que L(f) ◦ α = 0.
Tenemos que α esta identi�cado con el siguiente diagrama en CrΣ′

Z

F=g/u   

X

T(p)~~
W,
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con p : X −→W en Σ′′, y donde F = T(g)T(u)−1 con u ∈ Σ′ esta representado
por el diagrama

Z ′

g

!!

u

~~
Z W.

Como L := G◦T : C −→ (CrΣ′)l
Σ′′ , tenemos que L(f) se identi�ca con el siguiente

diagrama en CrΣ′

X

T(f)   

Y

1Y~~
Y.

Por la Proposición 3.2, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en CrΣ′

X
T(p) //

T(f)
��

W

T(f ′)

��
Y

T(p′)
// L,

donde p′ es un epimor�smo, con ker(p′) ∈ A. Para hacer la composición L(f) ◦
α = 0, consideremos el diagrama

Z

F   

X

T(p)~~

T(f)

  

Y

1��
W

T(f ′)

  

Y

T(p′)~~
L.

Luego

0 = L(f) ◦ α = G(T(f))G(T(p))−1G(F )

= G(T(p′))−1G(T(f ′))G(F )

= G(T(p′))−1G(T(f ′))G(T(g))G(T(u)−1).

Como G(T(p′))−1 y G(T(u)−1) son isomor�smos, concluimos que L(f ′g) =

G(T(f ′))G(T(g)) = 0. Por [9, Corolario 1.8, pág. 159], existe s′′ : L −→ B

en Σ′′ tal que 0 = T(s′′)T(f ′g) = T(s′′(f ′g)) en CrΣ′ . Por la versión para frac-
ciones derechas del [9, Corolario 1.8, pág. 159], existe s′ : Q −→ Z ′ tal que
s′′(f ′g)s′ = 0 en C. Luego

s′′(f ′g)s′ = 0 = s′′0.
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Como Σ es calculable, existe t : R −→ Q ∈ Σ tal que (f ′g)s′t = 0t = 0. Sea
ϵ′ : K ′ −→ W el kernel de f ′. Entonces existe h : R −→ K ′ tal que ϵ′h = gs′t.
Luego

L(ϵ′)L(h)L(s′t)−1 = L(g).

Componiendo con G(T(u)−1), tenemos

L(ϵ′)L(h)L(s′t)−1L(u)−1 = L(g)L(u)−1.

Luego,

L(p)−1L(ϵ′)L(h)L(s′t)−1L(u)−1 = L(p)−1L(g)L(u)−1 = α.

Por la Proposición 3.2(a), tenemos que L(p)−1L(ϵ′) = L(ϵ)L(ψ)−1. Por lo tanto

α = L(ϵ)
(
L(ψ)−1L(h)L(s′t)−1L(u)−1

)
,

y como L(ϵ) es mono pues ϵ lo es (ver la Proposición 3.5), concluimos que L(ϵ)
es el kernel de L(f). □

Proposición 3.8 Sean f : X −→ Y un mor�smo en C y p : Y −→ Z cokernel

de f . Entonces, L(p) es el cokernel de L(f).

Demostración. Sea α : Y −→ Z ′ un mor�smo en CΣ tal que α ◦ L(f) = 0.
Tenemos que α esta identi�cado con el siguiente diagrama en CrΣ′

Y

F=g/u   

Z ′

T(p)~~
W,

con p : Z −→W en Σ′′, y donde F = T(g)T(u)−1 con u ∈ Σ′ está representado
por el siguiente diagrama en C

Y ′

g

!!

u

~~
Y W.

El diagrama anterior lo podemos completar al diagrama de pushout

(∗) : Y ′

g

  

u

~~
Y

g′   

W

u′
}}

L.
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Como L := G ◦ T : C −→ (CrΣ′)l
Σ′′ , tenemos que L(f) se identi�ca con el

siguiente diagrama en CrΣ′

X

T(f)   

Y

1Y~~
Y.

Para calcular α ◦ L(f), consideremos el siguiente diagrama

X

T(f)   

Y

1Y~~ F !!

Z

T(p)~~
Y

F

  

W

1W}}
W.

Del diagrama anterior y del diagrama (∗), tenemos que

0 = α ◦ L(f) = G(T(p))−1G(F )G(T(f))
= G(T(p))−1G(T(u′)−1)G(T(g′))G(T(f)).

ComoG(T(p))−1G(T(u′)−1) es iso, concluimos que L(g′f) = G(T(g′))G(T(f)) =
0. Por lo tanto, por [9, Corolario 1.8, pág. 159] y su versión para fracciones a
derecha, existen s′′ : L −→ R en Σ′′ y s′ : A −→ X en Σ′ tales que s′′(g′f)s′ = 0.
Es decir, s′′(g′f)s′ = 0 = 0s′. Como Σ es calculable, existe t : R −→ Q en Σ

tal que (ts′′g′)f = t0 = 0. Usando que p : Y −→ Z es el cokernel de f , existe
h : Z −→ Q tal que hp = ts′′g′. Por lo tanto

L(ts′′)−1L(h)L(p) = L(g′).

Como F = T(u′)−1T(g′) (ver diagrama (∗)), tenemos que

α = G(T(p))−1G(F ) = G(T(p))−1GT(u′)−1G(T(g′))
= G(T(p))−1GT(u′)−1L(g′)
= G(T(p))−1GT(u′)−1L(ts′′)−1L(h)L(p)

=
(
G(T(p))−1GT(u′)−1L(ts′′)−1L(h)

)
L(p)

=
(
(L(p))−1L(u′)−1L(ts′′)−1L(h)

)
L(p);

y como L(p) es un epimor�smo pues p lo es (ver Proposición 3.6), tenemos que
L(p) es el cokernel de L(f). □
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f(Yα)
q′f,α=1

// //
� _

µf,α

��

pullback

f(Yα)� _

vf,α

��

Yα
� � ψf,α=1 //
� _

δf,α

��

πf,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Z

pf=1 // //

ζf,α

����

Z

φf,α

����

(∗)

Y �
�

uf=1
//

ξf,α

����

foo Y

pα

����
Z

f(Yα)
Z

f(Yα)
Y
Yα

� � ϵ′f,α=1
//

λf,α

oo

pullback

Y
Yα

Yf

Yα

αf=α

OO

� � ϵ′′f,α=1
// Xα

α

OO

Figura 3.1: Diagrama de la composición L(f) ◦ F = 0

Lema 3.9 Sea F := [uα : α : pα] : X −→ Y un mor�mo en C/A. Entonces,

F = 0 en C/A si y solo si Im(α) ∈ A.

Demostración. Sabemos que F = L(pα)−1 ◦ L(α) ◦ L(uα)−1. Como L(pα)−1

y L(uα)−1 son isomor�smos, tenemos que F = 0 si y solo si L(α) = 0. Por la
Proposición 3.1, tenemos que esto último pasa si y solo si Im(α) ∈ A. □

En la siguiente proposición, vamos a dar otra prueba de la Proposición 3.7
utilizando la primera construcción de la categoría C/A vista en el capítulo an-
terior. La demostración que veremos es la versión expandida de la dada por P.
Gabriel en su tesis de doctorado (ver [4, Lema 3, páginas 366 y 367]). También
nos ayudamos de [15, Proposición 6.6(3)], en las notas del profesor Smith.

Proposición 3.10 Sea f : X −→ Y un mor�smo en C. Si i : M −→ Y es el

kernel de f : X −→ Y , entonces L(i) es el kernel de L(f).

Demostración. Sea F := [uα : α : pα] : X −→ Y tal que L(f) ◦ F = 0.
Del diagrama de la �gura 3.1, tenemos que L(f) ◦ F = [1Y : f : 1Z ] ◦ [uα : α :

pα] = [uα : λf,α ◦ α : ζf,α] = 0. Por el Lema 3.9, tenemos que esto implica que
Im(λf,α ◦ α) ∈ A.
Tomando kerneles a los mor�smos del cuadrado (∗) del diagrama de la �gura
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3.1 tenemos el diagrama conmutativo

(⋆⋆) : 0

��

0

��

0

��
0 // L

j′ //

j

��

Yα
πf,α //

ωα

��

f(Yα)

vf,α

��
0 // M

i //

γ

��

Y
f

//

pα

��

Z

φf,α

��
0 // N

ϵ // Y
Yα

λf,α // Z
f(Yα) .

Ahora, consideremos el diagrama de pullback

α−1(N)
δ //

ϵ′

��

N

ϵ

��
Xα α

// Y
Yα

λf,α // Z
Yα
.

A�rmamos que ϵ′ es el kernel de λf,αα. En efecto, sea ψ : R −→ Xα tal que
λf,α ◦ α ◦ ψ = 0. Como ϵ = Ker(λf,α), existe ψ′ : R −→ N tal que ϵψ′ = αψ.
Como el cuadrado es un pullback, existe ψ′′ : R −→ α−1(N) tal que ϵ′ψ′′ = ψ

y como ϵ′ es mono pues ϵ, tenemos que ϵ′ = Ker(λf,α ◦ α).
Luego, se tiene la siguiente sucesión exacta

0 // α−1(N)
ϵ′ // Xα

// Im(λf,α ◦ α) // 0.

Luego, podemos completar dicha sucesión al siguiente diagrama

0

��

0

��
0 // α−1(N)

ϵ′ // Xα
//

uα

��

Im(λf,α ◦ α) //

��

0

0 // α−1(N)
uαϵ

′
// X //

��

X
α−1(N)

//

��

0

X
Xα

��

X
Xα

��
0 0.
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0
q′ϵ,δ // //� _

µϵ,δ

��

pullback

0 � _

vϵ,δ

��

0 �
� ψϵ,δ //� _

δϵ,δ

��

πϵ,δoooo

pullback

0� _

ωδ

��
Y
Yα

pϵ=1 // //

ζϵ,δ=1

����

Y
Yα

φϵ,δ=1

����

N �
�

uϵ=1
//

ξϵ,δ=1

����

ϵoo N

pδ=1

����
Y
Yα

Y
Yα

N
� � ϵ′ϵ,δ=1

//
λϵ,δ=ϵ

oo

pullback

N

α−1(N)

δ

OO

� � ϵ′′ϵ,δ=1
// Xδ = α−1(N)

δ

OO

Figura 3.2: Diagrama de la composición [1N : ϵ : 1 Y
Yα

] ◦ [uαϵ′ : δ : 1N ]

De la sucesión exacta

0 // Im(λf,α ◦ α) // X
α−1(N)

// X
Xα

// 0,

concluimos que X
α−1(N) ∈ A, pues Im(λf,α◦α), XXα

∈ A. Luego, por el lema 2.30,

tenemos que [uα : α : pα] = [uαϵ
′ : αϵ′ : pα] ∈ HomCΣ(X,Y ).

Por otro lado, consideremos [uαϵ
′ : αϵ′ : 1 Y

Yα
] = [uαϵ

′ : ϵδ : 1 Y
Yα

] ∈

HomCΣ

(
X, ( YYα

)
)
. Del diagrama 3.2, se sigue que

[uαϵ
′ : ϵδ : 1 Y

Yα
] = [1N : ϵ : 1 Y

Yα
] ◦ [uαϵ′ : δ : 1N ] = L(ϵ) ◦ [uαϵ′ : δ : 1N ],

consideremos L(pα) : Y −→
(
Y
Yα

)
. Entonces tenemos el mor�smo de grupos

HomCΣ

(
X,L(pα)

)
: HomCΣ

(
X,Y

)
−→ HomCΣ

(
X,

( Y
Yα

))
.

Como F = [uα : α : pα] ∈ HomCΣ
(X,Y ), del diagrama 3.3, tenemos que L(pα)◦

F = [1 : pα : 1] ◦ [uα : α : pα] = [uα : α : 1 Y
Yα

] ∈ HomCΣ

(
X,

(
Y
Yα

))
.

Como ϵ′ : α−1(N) −→ Xα es tal Coker(uα◦ϵ′) = X
α−1(N) ∈ A y 1 Y

Yα
: Y
Yα

−→
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0
q′pα,α // //� _

µpα,α

��

pullback

0� _

vpα,α

��

Yα
� � ψpα,α=1 //
� _

δpα,α

��

πpα,αoooo

pullback

Yα� _

ωα

��
Y
Yα

ppα=1 // //

ζpα,α=1

����

Y
Yα

φpα,α=1

����

Y �
�

upα=1
//

ξpα,α

����

pαoo Y

pα

����
Y
Yα

Y
Yα

Y
Yα

� � ϵ′f,α=1
//

λf,α=1
oo

pullback

Y
Yα

Xα

α

OO

� � ϵ′pα,α=1′

// Xα

α

OO

Figura 3.3: Diagrama de la composición [1 : pα : 1] ◦ [uα : α : pα]

Y
Yα

satisface que Ker
(
1 Y

Yα
◦ pα

)
= Yα ∈ A, por el Lema 2.30, tenemos que

[uα : α : 1 Y
Yα

] = [uαϵ
′ : αϵ′ : 1 Y

Yα
].

Pero vimos arriba que [uαϵ′ : αϵ′ : 1 Y
Yα

] = L(ϵ) ◦ [uαϵ′ : δ : 1N ]. Por lo tanto,

L(pα) ◦ [uα : α : pα] = L(ϵ) ◦ [uαϵ′ : δ : 1N ]. Pero del diagrama (⋆⋆), concluimos
que L(ϵ) = L(pα)L(i)L(γ)−1 (pues γ es iso en CΣ). Luego

F = [uα : α : pα] = L(pα)−1L(ϵ) ◦ [uαϵ′ : δ : 1N ]

= L(pα)−1
(
L(pα)L(i)L(γ)−1

)
◦ [uαϵ′ : δ : 1N ]

= L(i)L(γ)−1 ◦ [uαϵ′ : δ : 1N ].

Por lo tanto F = [uα : α : pα] se factoriza a través de L(i), y como L(i) es mono
(ver la Proposición 3.5), tenemos que L(i) es el kernel de L(f). □

Observación 3.11 Las demostraciones de las Proposiciones 3.7 y 3.10, son

similares en el siguiente sentido.

(a) Dado un mor�smo α tal que L(f) ◦α = 0, se utiliza otro representante α′

de α para encontrar la factorización de α a través del kernel de L(f).

(b) Dado el mor�smo α′ que es equivalente a α del inciso (a), tal que L(f) ◦
α′ = 0, se factoriza α′ a través del kernel de otro mor�smo L(β) donde

L(β) es isomorfo a L(f) en C/A (en la primera demostración β es el



3.1. PROPIEDADES DE C/A 121

mor�smo f ′ : W −→ L y en la segunda demostración es el mor�smo

λf,α : Y
Yα

−→ Z
f(Yα)).

Proposición 3.12 Sea f : X −→ Y un mor�smo en C. Entonces L(f) es un

isomor�smo si y solo si Ker(f),Coker(f) ∈ A.

Demostración. (=⇒). Supongamos que Ker(f),Coker(f) ∈ A. Entonces
f ∈ Σ, y por la Proposición 2.48 tenemos que L(f) es un isomor�smo.
(⇐=). Supongamos que L(f) es un isomor�smo. Entonces L(f) es un monomor-
�smo y también es un epimor�smo. Por las Proposiciones 3.5 y 3.6 concluimos
que Ker(f),Coker(f) ∈ A. □

Proposición 3.13 Sea C una categoría preabeliana. Consideremos la descom-

posición canónica del mor�smo f : X −→ Y dado por el siguiente diagrama

conmutativo

T
t // X

f //

π

��

Y
u // U

Coker(t)
f // Ker(u).

i

OO

Sean β : X ′ −→ X y α : Y −→ Y ′ isomor�smos en C. Entonces, la des-

composición canónica del mor�smo αfβ está dada por el siguiente diagrama

conmutativo

T
β−1t // X ′ αfβ //

πβ

��

Y ′ uα−1
// U

Coker(t)
f // Ker(u).

αi

OO

Demostración. La demostración es sencilla y parecida a la demostración de
[17, Proposición 2.8.3]. □

Proposición 3.14 Se tiene que C/A es una categoría abeliana.

Demostración. Por las Proposiciones 3.7 y 3.8 tenemos que C/A es una ca-
tegoría preabeliana. Sea F : X −→ Y . Sabemos que F = [uf : f : pf ] está
representado por el diagrama

X Xf
? _

uf

oo

f

��
Y
Yf

Y.
pf
oooo
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Es decir, F = L(pf )−1L(f)L(uf )−1. Consideremos la descomposición canónica
del mor�smo f : Xf −→ Y

Yf
dado por el siguiente diagrama conmutativo

T
t // Xf

f //

π

��

Y
Yf

u // U

Coker(t)
f // Ker(u).

i

OO

Como C es abeliana, tenemos que f es un isomor�smo. Usando que L preserva
kerneles y cokerneles, tenemos que

L(T )
L(t) // L(Xf )

L(f) //

L(π)
��

L( YYf
)

L(u) // L(U)

L(Coker(t))
L(f) // L(Ker(u))

L(i)
OO

es la descomposición canónica de L(f). Como CΣ es preabeliana, por la
Proposición 3.13 tenemos que el siguiente diagrama

L(T )
L(uf )L(t)// L(Xf )

L(pf )−1L(f)L(uf )
−1

//

L(π)L(uf )
−1

��

L( YYf
)
L(u)L(pf )// L(U)

L(Coker(t))
L(f) // L(Ker(u))

L(pf )−1L(i)

OO

es la descomposición canónica de F = L(pf )−1L(f)L(uf )−1. Además, L(f)
es un isomor�smo, pues f es un isomor�smo. Probándose que el mor�smo pa-
ralelo de F es un isomor�smo y por lo tanto C/A es abeliana. □

Proposición 3.15 Se tiene que L : C −→ C/A es un funtor exacto.

Demostración. Se sigue de que L preserva kerneles y cokerneles por todo lo
hecho anteriormente. □

Proposición 3.16 Sea 0 // X
F // Y

G // Z // 0 una suceción exac-

ta en C/A. Entonces existe una sucesión exacta en C

0 // A
α // B

β // C // 0;

y también existen isomor�smos ΦA : A −→ X, ΦB : B −→ Y , ΦC : C −→ Z

en C/A tales que el siguiente diagrama conmuta en C/A

0 // A
L(α) //

ΦA

��

B
L(β) //

ΦB

��

C //

ΦB

��

0.

0 // X
F // Y

G // Z // 0
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Demostración. Sabemos que F = [uf : f : pf ] y G = [ug : g : pg] estan
representados por los diagramas

X Xf
? _

uf

oo

f

��
Y
Yf

Y,
pf
oooo

Y Yg?
_

ug

oo

g

��
Z
Zg

Z
pg
oooo

Consideremos la sucesión exacta

0 // K
ϵ // Yg

g // Z
Zg

γ // L // 0,

y la factorización de g : Yg −→ Z
Zg

a través de su imagen

Yg
f //

π

�� ��

Z
Zg

I.
/�

u

??

Luego, tenemos la suceción exacta

0 // K
ϵ // Yg

π // I // 0.

Como G = L(pg)−1L(g)L(ug)−1 es un epimor�smo y L(pg)−1,L(ug)−1 son iso-
mor�smos, tenemos que L(g) es un epimor�smo. Por la Proposición 3.6, se sigue
que L = Coker(g) ∈ A. Como L = Coker(g) = Coker(u) y u es mono, conclui-
mos que u ∈ Σ.
Luego, como L(g) = L(u)L(π), se tiene el siguiente diagrama conmutativo

L(Yg)

L(ug)

��

L(π) // L(I)

L(pg)−1L(u)
��

Y
L(pg)−1L(g)L(ug)

−1

// Z,

donde los mor�smos verticales L(ug),L(pg)−1L(u), son isomor�smos pues u, ug, pg ∈
Σ. Como L es exacto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
C/A

0 // L(K)
L(ϵ) // L(Yg)

L(π) //

L(ug)

��

L(I) //

L(pg)−1L(u)
��

0.

0 // X
F // Y

G // Z // 0
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Luego, existe λ : L(K) −→ X tal que el diagrama anterior conmuta. Como
L(pg)−1L(u) y L(ug) son isomor�smos, concluimos por el Lema de la Serpiente
que λ es un isomor�smo. Entonces, la sucesión exacta requerida es

0 // K
ϵ // Yg

π // I // 0.

Probándose el resultado. □

Proposición 3.17 Sea G : C/A −→ D un funtor covariante. Entonces, G es

exacto si y solo si G ◦ L : C −→ D es exacto.

Demostración. (=⇒). Como L es exacto, el resultado se sigue de que la
composición de funtores exactos es exacto.

(⇐=). Sea 0 // X
F // Y

G // Z // 0 una suceción exacta en C/A.
Por la Proposición 3.16, podemos suponer que la sucesión anterior es de la
forma

η : 0 // L(A)
L(α) // L(B)

L(β) // L(C) // 0,

para alguna sucesión exacta 0 // A
α // B

β // C // 0 en A. Como
G ◦ L es exacto, concluimos al aplicarle G ◦ L a la suceción anterior que

0 // (G ◦ L)(A)
(G◦L)(α)// (G ◦ L)(B)

(G◦L)(β)// (G ◦ L)(C) // 0

es exacta. Probándose queGmanda la sucesión exacta η, en una sucesión exacta.
Por lo tanto, G es un funtor exacto. □

Proposición 3.18 Sea H : C −→ D un funtor exacto tal que H(X) = 0, para

todo X ∈ A. Entonces, existe un único funtor exacto G : C/A −→ D tal que

G ◦ L = H.

Demostración. Sea f : X −→ Y en Σ. Entonces, tenemos la sucesión exacta

0 // K // X
f // Y // Z // 0,

donde K,Z ∈ A. Como H es exacto, tenemos la sucesión exacta

0 // H(K) // H(X)
H(f) // H(Y ) // H(Z) // 0.

Usando que K,Z ∈ A, tenemos que H(K) = H(Z) = 0. Por lo tanto, H(f)

es un isomor�smo. Luego, por la propiedad universal de C/A, existe un único
funtor G : C/A −→ D tal que G ◦ L = H. Por la Proposición 3.17, concluimos
que G es exacto, probándose el resultado. □



Capı́tulo 4
Funtor sección de L

Hasta el capítulo anterior, suponíamos que C es una categoría abeliana local-
mente pequeña, A una subcategoría de Serre de C. Lo cual nos permitió de�nir
la categoría cociente C/A de C respecto a A, y al funtor L.
A lo largo de este capítulo, se daran condiciones necesarias y su�cientes, para
que el funtor L de�nido en la Proposición 2.46, tenga funtor adjunto derecho.
Describiendo, propiedades del funtor adjunto derecho de L, así como resultados,
usando la teoria descrita.

A lo largo de este capítulo supondremos que, C una categoría abeliana lo-
calmente pequeña y A una subcategoría de Serre de C.

4.1. Objetos cerrados y funtor adjunto de L

Proposición 4.1 Para M ∈ C, las siguientes condicones son equivalentes.

(a) Para todo mor�smo s : X −→ Y , con s ∈ Σ, el mor�smo

HomC(s,M) : HomC(Y,M) −→ HomC(X,M)

es un isomor�smo.

(b) M satisface las siguientes dos condiciones:

(b1) si f : X −→M es un monomor�smo en C, con X ∈ A entonces X = 0;

(b2) si s : M −→ Y es un monomor�smo en C, con s ∈ Σ, entonces s es un

monomor�smo que se escinde.

125
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(c) Para todo X ∈ C, el siguiente mor�smo de grupos abelianos inducido por

L : C −→ C/A:

LX,M : HomC(X,M) −→ HomC/A(L(X),L(M))

es un isomor�smo.

Demostración.

(a) =⇒ (b) Primero veamos que se satisface (b1).
Sean f : X −→ M , un monomor�smo con X ∈ A y p : M −→ Z el
cokernel de f . Como X = Ker(p) ∈ A, tenemos que p ∈ Σ.Dado que
estamos asuminedo (a), tenemos que

HomC(p,M) : HomC(Z,M) −→ HomC(M,M)

es un isomor�smo. Luego, existe α : Z −→M tal que 1M = HomC(p,M)(α) =

α ◦ p. Por lo tanto p es un monomor�smo y X = Ker(p) = 0.

Ahora probemos (b2).
Sea s :M −→ Y un monomor�smo, con s ∈ Σ. Como estamos suponiendo
(a), tenemos que

HomC(s,M) : HomC(Y,M) −→ HomC(M,M)

es un isomor�smo. Luego, existe β : Y −→M tal que 1M = HomC(s,M)(α) =

β ◦ s, y así s es un monomor�smo que se escinde.

(b) =⇒ (a) Sea s : X −→ Y , con s ∈ Σ. Veamos que el mor�smo de grupos abelianos

HomC(s,M) : HomC(Y,M) −→ HomC(X,M)

es un isomor�smo. Para esto, basta ver que para todo f : X −→M existe
un único mor�smo g : Y −→M tal que g ◦ s = f .
Consideremos la siguiente sucesión exacta

0 // K
ϵ // X

s // Y
γ // L // 0.

Como s ∈ Σ, tenemos que K,L ∈ A. Consideremos la factorización

X
p

�� ��

s // Y

I
/�

u

??

de f a través de su imagen. Luego, tenemos la siguiente sucesión exacta



4.1. OBJETOS CERRADOS Y FUNTOR ADJUNTO DE L 127

(∗) : 0 // K
ϵ // X

p // I // 0.

Sea f : X −→ M . Entonces tenemos fϵ : K −→ M . Consideremos la
factorización de fϵ a través de su imagen

K
q

    

fϵ // M

J.
. �

µ
>>

Como K ∈ A, tenemos que J ∈ A. Usando que µ : J −→ M es un
monomor�smo y que estamos suponiendo (b1), tenemos que J = 0 y por lo
tanto fϵ = 0. De la sucesión exacta (∗), concluimos que existe λ : I −→M

tal que λp = f . Consideremos el siguiente cuadrado pushout

I
u //

λ
��

Y

λ′

��
M

u′
// N.

Luego, tenemos que Coker(u′) ∼= Coker(u) = L ∈ A y además u′ es
un monomor�smo pues u lo es. Por lo tanto, u′ ∈ Σ. Por (b2), existe
φ : N −→M tal que φu′ = 1M . De esta manera tenemos que

f = λp = 1M (λp) = φu′λp = φλ′up = φλ′s.

Por lo tanto

HomC(s,M) : HomC(Y,M) −→ HomC(X,M)

es suprayectiva.
Supongamos que θ : Y −→ M es tal que θs = 0. Entonces existe θ′ :

L −→M tal que θ′γ = θ. Consideremos la factorización de θ′ a través de
su imagen

L

π′

    

θ′ // M

I ′.
. �

µ′
>>

Como L ∈ A, tenemos que I ′ ∈ A y como µ′ es mono, por (b1) se sigue
que I ′ = 0 y así θ′ = 0 y por lo tanto θ = 0. Luego

HomC(s,M) : HomC(Y,M) −→ HomC(X,M)

es inyectiva.
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(b) =⇒ (c) Primero veamos que la función

LX,M : HomC(X,M) −→ HomC/A(L(X),L(M))

es inyectiva. Sea f : X −→ M tal que LX,M (f) = L(f) = 0. Por la Pro-
posición 3.1, tenemos que Im(f) ∈ A. Sea u : Im(f) −→ M . Por (b1)

tenemos que Im(f) = 0 y así f = 0 y por lo tanto LX,M es inyectiva.
Ahora veamos que LX,M es suprayectiva. Sea F ∈ HomC/A(L(X),L(M)) =

HomC/A(X,M). Sabemos que F = [uf : f : pf ] está representado por el
diagrama

X Xf
? _

uf

oo

f

��
M
Mf

M.
pf
oooo

Es decir, F = L(pf )−1L(f)L(uf )−1, con uf ∈ Σ′ y pf ∈ Σ′′. Entonces
Mf = Ker(pf ) ∈ A. Por (b1), tenemos que Ker(pf ) = 0 y por lo tanto pf
es un isomor�smo. Consideremos el siguiente diagrama de pushout

0 // Xf

uf //

p−1
f f

��

X //

h

��

Z // 0

0 // M
u′
// L // Z // 0.

Dado que Coker(uf ) = Z ∈ A, u′ ∈ Σ′ y por (b2) tenemos que u′ se
escinde. Por lo tanto, existe φ : L −→ M tal que φu′ = 1M . Luego, del
diagrama anterior, tenemos que p−1

f f = (φh)◦uf . Es decir, f = pf (φh)uf
y así L(f) = L(pf )L(φh)L(uf ). En particular

L(φh) = L(pf )−1L(f)L(uf )−1 = F.

Probándose que LX,M es suprayectiva y por lo tanto un isomor�smo.

(c) =⇒ (a) Sea s : X −→ Y un mor�smo en Σ. Entonces L(s) es un isomor�smo.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

HomC(X,M)
LX,M //

HomC(s,M)

��

HomC/A(L(X),L(M))

HomC/A(L(s),L(M))

��
HomC(Y,M)

LY,M // HomC/A(L(Y ),L(M)).

Como L(s) es un isomor�smo, el mor�smo HomC/A(L(s),L(M)) es un
isomor�smo y por hipótesis también los mor�smos horizontales son iso-
mor�smos. Por lo tanto HomC(s,M) es un isomor�smo. Probándose (a).
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□

De�nición 4.2 Sea M ∈ C. Se dice M es A-cerrado o simplemente cerrado

si M satisface alguna de la condiciones de la Proposición 4.1.

De�nición 4.3 Sean F : C −→ D y G : D −→ C funtores entre categorías

arbitrarias. Se dice que F es funtor adjunto a izquierda de G o que G es

funtor adjunto a derecha de F si para cada C ∈ C y D ∈ D se tiene una

biyección natural en C y D

ΦC,D : HomD(F (C), D) −→ HomC(C,G(D)).

Luego, tenemos el siguiente teorema bien conocido.

Proposición 4.4 Sean F : C −→ D y G : D −→ C funtores entre categorías

arbitrarias. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) F es adjunto a izquierda de G.

(b) Existen transformaciones naturales η : 1C −→ GF y ϵ : FG −→ 1D llama-

das unidad y counidad, respectivamente, que satisfacen las identidades triangulares:

1F = ϵF ◦ Fη, 1G = Gϵ ◦ ηG.

Demostración. Ver [3, Teorema 3.1.5, pág. 99]. □

Observación 4.5 Las identidades triangulares

1F = ϵF ◦ Fη, 1G = Gϵ ◦ ηG,

quieren decir que se satisfacen las igualdades:

1F (C) = ϵF (C) ◦ F (ηC) ∀C ∈ C

1G(D) = G(ϵD) ◦ ηG(D) ∀D ∈ D.

Observación 4.6 En la demostración de (b) =⇒ (a) de la Proposición 4.4 dada

en [3, Teorema 3.1.5], se construyen

ΦC,D : HomD(F (C), D) −→ HomC(C,G(D))

y

Φ−1
C,D : HomC(C,G(D)) −→ HomD(F (C), D)

como sigue. Sea α : F (C) −→ D. Aplicando G, tenemos el mor�smo G(α) :

G(F (C)) −→ G(D). Por otro lado, tenemos el mor�smo ηC : C −→ G(F (C));

y así, se de�ne ΦC,D como

ΦC,D(α) := G(α) ◦ ηC .

De manera similar, se de�ne Φ−1
C,D como sigue

Φ−1
C,D(β) = ϵD ◦ F (β) ∀β ∈ HomC(C,G(D)).
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De�nición 4.7 Supongamos que L : C −→ C/A tiene adjunto a derecha S :

C/A −→ C. En éste caso, decimos que S es el funtor sección de L y que A es

una subcategoría localizante de C.

Supongamos que L : C −→ C/A tiene adjunto a derecha S : C/A −→ C. Es
decir, tenemos la biyección funtorial

ΦX,Y : HomC/A(L(X), Y ) −→ HomC(X,S(Y )),

para X ∈ C y Y ∈ C/A. Representemos lo anterior con el siguiente diagrama

C L // C/A

S

ff

La siguiente proposición nos dice como producir objetos cerrados.

Proposición 4.8 Supongamos que L : C −→ C/A tiene adjunto a derecha S :

C/A −→ C. Entonces S(Z) es un objeto cerrado, para todo Z ∈ C/A.

Demostración. Sea s : X −→ Y un mor�smo en Σ. Entonces, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

HomC/A(L(X), Z)
ΦX,Z //

HomC/A(L(s),Z)

��

HomC(X,S(Z))

HomC(s,S(Z))

��
HomC/A(L(Y ), Z)

ΦY,Z // HomC(Y, S(Z)).

Como s ∈ Σ, tenemos que L(s) es iso y por lo tanto HomC/A(L(s), Z) es un
isomor�smo. Dado que los mor�smos horizontales son isomor�smos, concluimos
que HomC(s, S(Z)) es un isomor�smo. Luego por la Proposición 4.1 concluimos
que S(Z) es cerrado. □

Proposición 4.9 Supongamos que L : C −→ C/A tiene adjunto a derecha S :

C/A −→ C. Entonces S es exacto si y solo si S ◦L : C −→ C es un funtor exacto.

Demostración. Esto se sigue de la Proposición 3.17. □

Proposición 4.10 Supongamos que L : C −→ C/A tiene adjunto a derecha

S : C/A −→ C. Sean

η : 1C −→ S ◦ L, ϵ : L ◦ S −→ 1C/A

la unidad y counidad de la adjunción, respectivamente. Entonces, las siguientes

condiciones se satisfacen.
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(a) ϵ es un isomor�smo.

(b) Para cada X ∈ C, el mor�smo ηX : X −→ (S ◦ L)(X) satisface que

Ker(ηX),Coker(ηX) ∈ A. Es decir, ηX ∈ Σ.

Demostración.

(a) Recordemos que, para X;Y ∈ C, la función

Φ−1

X,Y
: HomC(X,S(Y )) −→ HomC/A(L(X), Y )

está de�nido, como sigue (ver Observación 4.6): Sea f : X −→ S(Y ).
Entonces tenemos L(f) : L(X) −→ L(S(Y )) y

ΦX,Y (f) := ϵY ◦ L(f),

donde ϵY : L(S(Y )) −→ Y . Es decir, el siguiente diagrama conmuta

HomC(X,S(Y ))
Φ−1

X,Y //

LX,S(Y ) ))

HomC/A(L(X), Y )

HomC/A(L(X),L(S(Y ))).

HomC/A(L(X),ϵY )

44

Por la Proposición 4.8, tenemos que S(Y ) es cerrado y por lo tanto LX,Y
es un isomor�smo. Como Φ−1

X,Y
es un isomor�smo, HomC/A(L(X), ϵY )

es un isomor�smo. Es decir, hemos probado que HomC/A(L(X), ϵY ) es
un isomor�smo, para todo X ∈ C. Como todo objeto de C/A es de la
forma L(X) = X, tenemos que HomC/A(X, ϵY ) es un isomor�smo para
todo X ∈ C/A. Luego, por el Lema de Yoneda, tenemos que ϵY es un
isomor�smo. Como esto lo hicimos para Y ∈ C/A arbitrario, concluimos
que ϵ es un isomor�smo.

(b) Por las identidades triangulares, tenemos que

1L(X) = ϵL(X) ◦ L(ηX), 1S(Y ) = S(ϵY ) ◦ ηS(Y ).

Pero por (a), sabemos que ϵL(X) es un isomor�smo. Luego, de la primera
igualdad de arrriba, tenemos que ϵ−1

L(X) = L(ηX) y así L(ηX) es un isomor-
�smo. Finalmente, por la Proposición 3.12, tenemos queKer(ηX),Coker(ηX) ∈
A, probándose (b).

□

Observación 4.11 Como ϵ : L ◦ S −→ 1C/A es un isomor�smo, podemos su-

poner que L ◦ S = 1C/A y que ϵ = 1.
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Corolario 4.12 Para M ∈ C, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) M es un objeto cerrado.

(b) ηM :M −→ (S ◦ L)(M) es un isomor�smo.

Demostración.

(a) =⇒ (b) Supongamos que M es un objeto cerrado. Consideremos la siguiente su-
cesión exacta

0 // K
i // M

ηM // (S ◦ L)(M)
q // L // 0.

Por la Proposición 4.10 (b), tenemos que K,L ∈ A. Como M es cerrado,
por la Proposición 4.1 (b1), se sigue que K = 0. Por lo tanto, tenemos la
siguiente sucesión exacta

0 // M
ηM // (S ◦ L)(M)

q // L // 0.

Como L ∈ A, ηM ∈ Σ y por lo tanto, por la Proposición 4.1 (b2), tenemos
que ηM es un monomor�smo que se escinde, es decir, la sucesión exacta
anterior se escinde. Por lo tanto, existe monomor�smo ψ : L −→ S(L(M))

tal que qψ = 1L. Pero S(L(M)) es cerrado por la Proposición 4.8. Luego
por la Proposición 4.1(bi), tenemos que L = 0 y así ηM es un isomor�smo.

(b) =⇒ (a) Supongamos que ηM es un isomor�smo, es decir, M ∼= S(L(M)). Pero
S(L(M)) es cerrado por la Proposición 4.8. Por lo tanto M es cerrado.

□
Recordemos el siguiente resultado importante general de funtores adjuntos.

Proposición 4.13 Sea F : A −→ B un funtor entre categorías arbitrarias.

(a) Supongamos que F tiene un adjunto a izquierda G : B −→ A. Entonces F

es �el y pleno si y sólo la counidad ϵ : G ◦ F −→ 1A es un isomor�smo

(b) Supongamos que F tiene adjunto a derecha H : B −→ A. Entonces F es

�el y pleno si y sólo si la unidad η : 1A −→ H ◦ F es un isomor�smo.

Demostración. Ver [3, Teorema 3.4.1, pág. 114]. □

Corolario 4.14 Si A es una subcategoría localizante de C y S el funtor adjunto

a derecha de L, entonces S es �el y pleno.

Demostración. Como S tiene adjunto a izquierda L y la counidad ϵ : L◦S −→
1C/A es un isomor�smo (ver Proposición 4.10), tenemos por la Proposición 4.13
que S es �el y pleno. □
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4.2. Pares adjuntos que inducen localizaciones

Como antes, estamos considerando, C una categoría abeliana localmente pe-
queña, A una subcategoría de Serre de C y Σ := ΣA. Recordemos la siguiente
de�nición. Dados un conjunto parcialmente ordenado (P,≤) y Q un subconjun-
to de P , decimos que un elemento m ∈ Q es un elemento máximo de Q si
q ≤ m, para todo q ∈ Q. Notemos que, en caso de existir un elemento máximo,
este es necesariamente único.
Recordemos que C es una categoría abeliana localmente pequeña. Por lo tanto,
para cada objeto X ∈ C, la clase

Sub(X) := {(X ′, uXX′) | ⟨X ′, uXX′⟩ ∈M(X)}

es un conjunto. A la clase de equivalencia (X ′, uXX′) del momomor�smo uXX′ :

X ′ → X lo llamamos subobjeto de X (ver De�nición 1.33).

De�nición 4.15 Sea X ∈ C tal que el conjunto SubA(X) := {(X ′, uXX′) ∈
Sub(X) | X ′ ∈ A} tiene elemento máximo. A tal elemento máximo lo denotare-

mos por (Xm, u), donde u : Xm −→ X denota la inclusión correspondiente. En

este caso, diremos simplemente que Xm es el subobjeto máximo de X en A.

Lema 4.16 Sea Xm el subobjeto máximo X en A. Si v : A −→ X
Xm

es un

monomor�smo con A ∈ A, entonces A = 0.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama de pushout

0 // Xm
u′
// E

π′
//

v′

��

A //

v

��

0

0 // Xm
u // X

π // X
Xm

// 0.

Como Xm, A ∈ A y A es de Serre, concluimos que E ∈ A. Usando ahora que
Xm es el subobjeto más grande de X que pertenece a A, concluimos que u′ es
un isomor�smo. Por lo tanto A = 0. □
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Proposición 4.17 Consideremos el siguiente diagrama de pullback

0

��

0

��
0 // L // W //

γ

��

Nm
//

ν

��

0

0 // L
φL // Z

p //

φ

��

N //

φ′

��

0

N
Nm

��

N
Nm

��
0 0,

donde Z es un objeto cerrado y Nm es el subobjeto máximo de N en A. Entonces

W es cerrado.

Demostración. En efecto, veri�quemos que se satisface las hipótesis de la
Proposición 4.1(b).
Sea v : A −→ W un monomor�smo con A ∈ A. Entonces γv : A −→ Z

es monomor�smo. Como Z es cerrado, por la Proposición 4.1(b) tenemos que
A = 0; Probándose que W satisface la hipótesis de la Proposición 4.1(b)(1).
Sea f : W −→ B un monomor�smo tal que C = Coker(f) ∈ A. Consideremos
el siguiente diagrama

0 // W
f //

γ

��

B
g //// C // 0

Z.

Como Z es cerrado y f ∈ Σ, por 4.1(a) tenemos queHomC(f, Z) : HomC(B,Z) −→
HomC(W,Z) es un isomor�smo. Por lo tanto, existe γ′ : B −→ Z tal que γ′f = γ.
Consideremos la factorización de γ′ a través de su imagen

B

π

    

γ′
// Z

I.
/ �

δ

??

Luego tenemos que

γ = δ ◦ (πf);
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y como γ es un monomor�smo, se sigue que δ′ := πf es un monomor�smo.
Consideremos el diagrama

0

��
W

f

��
0 // K

i // B
π //

g

��

I // 0

C

��
0.

Luego, podemos completar al siguiente diagrama

0

��

0

��

0

��
0 // 0

��

// W

f

��

W

δ′

��

// 0

0 // K
i // B

π //

g

��

I //

��

0

0 // K //

��

C
π′
//

��

I
W

//

��

0

0 0 0.

Como π′ es epi y C ∈ A, tenemos que I
W ∈ C y por lo tanto δ′ ∈ Σ′. Como

γ = δδ′, existe un único mor�smo θ : I
W −→ N

Nm
tal que el siguiente diagrama

conmuta

0 // W
δ′ // I //

δ

��

I
W

θ

��

// 0

0 // W
γ
// Z

φ // N
Nm

// 0.

Por el Lema de la Serpiente, se sigue que θ es mono. Por el Lema 4.16, I
W = 0

y por lo tanto δ′ es un isomor�smo. Consideremos (δ′)−1 : I −→ W . Entonces
1W = (δ′)−1δ′ = (δ′)−1πf , es decir, f se escinde, probándose que W satisface
la hipótesis 4.1(b)(2). Por lo tanto, W es cerrado. □
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Proposición 4.18 Supongamos que C satisface las siguientes condiciones.

(i) Para cada objeto X ∈ C, el conjunto SubA(X) := {(X ′, uXX′) ∈ Sub(X) |
X ′ ∈ A} tiene elemento máximo Xm (ver De�nición 4.15).

(ii) Sea X ∈ C, tal que para cada monomor�smo u : X ′ −→ X, con X ′ ∈ A
se tiene que X ′ = 0. Entonces, existe un monomor�smo φX : X −→ Z,

con Z un objeto cerrado.

Entonces, para cada objeto X ∈ C existe una sucesión exacta

ξ : 0 // X ′ µ // X
f // W

q // Y ′ // 0

tal que W es un objeto cerrado y X ′, Y ′ ∈ A.

Además si

ξ′ : 0 // X ′′ µ′
// X

f ′
// Z

q′ // Y ′′ // 0

es otra sucesión exacta tal que Z es un objeto cerrado y X ′′, Y ′′ ∈ A, entonces

existen isomor�smos α : X ′ −→ X ′′, β : W −→ Z y γ : Y ′ −→ Y ′′ tales que el

siguiente diagrama conmuta

0 // X ′ µ //

α

��

X
f // W

q //

β

��

Y ′ //

γ

��

0

0 // X ′′ µ′
// X

f ′
// Z

q′ // Y ′′ // 0.

Demostración. Sea Xm el elemento maximal de AX . Consideremos la sucesión
exacta

0 // Xm
u // X

λ // X
Xm

// 0.

Por el Lema 4.16, tenemos que L = X
Xm

no tiene subobjetos no cero en A. Por
(bii) existe un monomor�smo φL : L −→ Z, con Z cerrado. Consideremos la
siguiente sucesión exacta

0 // L
φL // Z

p // N // 0.

Sea Nm el subobjeto maximal de AN . Luego, tenemos el siguiente diagrama de
pullback

0 // L
ψ // W

p′ //

γ

��

Nm
//

ν

��

0

0 // L
φL // Z

p // N // 0.
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Por la Proposición 4.17, W es un objeto cerrado. Luego, la sucesión exacta
buscada es

0 // Xm
u // X

ψλ // W
p′ // Nm

// 0.

Es decir, tomamos f := ψλ, µ := u y q := p′.
Ahora, supongamos que

ξ′ : 0 // X ′′ µ′
// X

f ′
// Z

q′ // Y ′′ // 0

es otra sucesión exacta tal que Z es un objeto cerrado y X ′′, Y ′′ ∈ A. Notemos
que f : X −→ W es un mor�smo en Σ, y como Z es un objeto cerrado, por la
Proposición 4.1 se tiene el isomor�smo

HomC(f, Z) : HomC(W,Z) −→ HomC(X,Z).

Luego, existe β :W −→ Z tal que f ′ = βf .
De la misma manera, como f ′ : X −→ Z es un mor�smo en Σ y W es un objeto
cerrado, por la Proposición 4.1 se tiene el isomor�smo

HomC(f
′,W ) : HomC(Z,W ) −→ HomC(X,W ).

Luego existe β′ : Z −→W tal que f = β′f ′.
Utilizando las dos igualdades anteriores, concluimos que f = (β′β)f . Ahora,
como f : X −→ W es un mor�smo en Σ y W es un objeto cerrado, por la
Proposición 4.1 tenemos el isomor�smo

HomC(f, Z) : HomC(W,W ) −→ HomC(X,W ).

Dado que HomC(f, Z)(1W ) = 1W f = f = (β′β)f = HomC(f, Z)(β
′β), obte-

nemos que β′β = 1W . De la misma manera, se prueba que ββ′ = 1Z . Por lo
tanto β es un isomor�smo. Ahora, por la propiedad universal del kernel y del
cokernel, se tiene que existen mor�smos α : X ′ −→ X ′′, γ : Y ′ −→ Y ′′ tales que
el siguiente diagrama conmuta

0 // X ′ µ //

α

��

X
f // W

q //

β

��

Y ′ //

γ

��

0

0 // X ′′ µ′
// X

f ′
// Z

q′ // Y ′′ // 0.

Como β es isomor�smo, se concluye que α y γ son isomor�smos. □

Proposición 4.19 Para un funtor covariante F : C −→ D, los siguientes enun-

ciados son equivalentes.

(a) F tiene un adjunto a derecha.
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(b) Para cada D ∈ D, el funtor HomD(−, D) ◦F : C −→ Ab es representable.

Es decir, existe C ′ ∈ C tal que HomD(−, D) ◦ F ≃ HomC(−, C ′).

Demostración. Ver [9, Teorema 5.1, pág. 12]. □

Teorema 4.20 Para una subcategoría de Serre A de una categoría abeliana

localmente pequeña C, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es una subcategoría localizante.

(b) Se satisfacen las siguientes dos condiciones:

(b1) Para cada objeto X ∈ C, el conjunto SubA(X) := {(X ′, uXX′) ∈ Sub(X) |
X ′ ∈ A} tiene elemento máximo Xm (ver De�nición 4.15)

(b2) Sea X ∈ C tal que para cada monomor�smo u : X ′ −→ X, con X ′ ∈ A,

se tiene que X ′ = 0. Entonces, existe un monomor�smo φX : X −→ Z,

con Z un objeto cerrado.

Demostración.

(a) =⇒ (b) Supongamos que A es una subcategoría localizante. Entonces existe S :

C/A −→ C funtor adjunto a derecha de L. Por la Proposición 4.10, para
X ∈ C, se tiene la sucesión exacta

0 // Ker(ηX)
i // X

ηX // (S ◦ L)(X) // Coker(ηX) // 0,

con Ker(ηX),Coker(ηX) ∈ A. Sea θ : A −→ X un monomor�smo, con
A ∈ A. Luego, tenemos una sucesión exacta

0 // A
θ // X

p // Y // 0,

donde p ∈ Σ. Sea η : 1A −→ S ◦ L dada por la unidad de la adjunción
(L, S). Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X
ηX //

p

��

SL(X)

S(L(p))
��

Y
ηY
// SL(Y ),

donde S(L(p)) es un isomor�smo pues L(p) es isomor�smo ya que p ∈ Σ.
Ahora, como θ = Ker(p), tenemos que 0 = ηY ◦ p ◦ θ = S(L(f)) ◦ ηX ◦ θ.
Usando que S(L(f)) es un isomor�smo, concluimos que ηXθ = 0. Luego
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por la propiedad universal de Ker(ηX), existe un único mor�smo λ : A −→
Ker(ηX) tal que el siguiente diagrama conmuta

A

θ

##
λ

��
Ker(ηX)

i // X

Dado que θ es mono, tenemos que λ es un monomor�smo. Esto demuestra
que cualquier subobjeto de X en A está contenido en Ker(ηX) y como
Ker(ηX) ∈ A, tenemos que Ker(ηX) es el subobjeto más grande de X en
A, prodándose (b1).
Ahora, supongamos que X satisface que si u : X ′ −→ X es un mono-
mor�smo, con X ′ ∈ A, entonces X ′ = 0. Por la Proposición 4.10, existe
sucesión exacta

0 // Ker(ηX)
i // X

ηX // (S ◦ L)(X) // Coker(ηX) // 0,

conKer(ηX),Coker(ηX) ∈ A. Luego, por hipótesis, concluimos queKer(ηX) =

0 y por lo tanto ηX es un monomor�smo, y como SL(X) es cerrado (ver
Proposición 4.8), tenemos que ηX es el monomor�smo buscado. Por lo
tanto se satisface (b2).

(b) =⇒ (a) Veamos que, para cada objetoX = L(X) ∈ C/A, se tiene queHomC/A(−, X)◦
L es un funtor representable.
Para X ∈ C por la Proposición 4.18 existe una sucesión exacta que es
única salvo isomor�smos

ξ : 0 // X ′ µ // X
f // W

q // Y ′ // 0

tal que W es un objeto cerrado y X ′, Y ′ ∈ A. Luego, tenemos que L(f) :
L(X) −→ L(W ) es un isomor�smo en C/A. Por lo tanto,HomC/A(−,L(X)) ≃
HomC/A(−,L(W )), y basta ver que HomC/A(−,L(W )) ◦ L es un funtor
representable.
Como W es cerrado por la Proposición 4.1(c), tenemos que

LX,W : HomC(X,W ) −→ HomC/A(L(X),L(W ))

es un isomor�smo, para cada X ∈ C. Es decir, se tiene un isomor�smo de
funtores

L−,W : HomC(−,W ) −→ HomC/A(−,L(W )) ◦ L,

probándose que HomC/A(−,L(W ))◦L es representable. Luego, por la Pro-
posición 4.19 tenemos que L tiene adjunto a derecha y así A es localizante.
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□

Terminamos esta sección con el siguiente teorema importante que nos dice
que pares adjuntos, bajo ciertas condiciones, inducen localizaciones.

Teorema 4.21 Sea F : C −→ D un funtor exacto entre categorías abelianas,

con C localmente pequeña, que admite un funtor adjunto a derecha G tal que G

es �el y pleno. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen

(a) A := {A ∈ C | F (A) = 0} es una subcategoría de Serre de C.

(b) Existe una equivalencia de categorías H : C/A −→ D tal que el siguiente

diagrama conmuta

C L //

F

��

C/A

H}}
D,

donde L : C −→ C/A es el mor�smo canónico.

Demostración.

(a) Consideremos una sucesión exacta en C

0 // L // M // N // 0

Como F es exacto, tenemos la siguiente sucesión exact en D

0 // F (L) // F (M) // F (N) // 0.

Luego, F (M) = 0 si y solo si F (L) = 0 y F (N) = 0. Por lo tanto A es de
Serre.

(b) Como F (A) = 0, para todo A ∈ A, por la Proposición 3.18 existe un único
funtor H : C/A −→ D tal que el siguiente diagrama conmuta

C L //

F

��

C/A

H}}
D.

Consideremos la counidad ϵ′ : F ◦G −→ 1D del par adjunto (F,G). Como
el funtor G es �el y pleno, por la Proposición 4.13(a), concluimos que ϵ′

es un isomor�smo. Es decir, para cada D ∈ D, tenemos que FG(D) ≃ D

y por lo tanto H(L ◦G(D)) ≃ D, probándose que H es denso.
Ahora veamos que H es �el. En efecto, sea F ∈ HomC/A(L(X),L(Y )) =
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HomC/A(X,Y ). Sabemos que F = [uf : f : pf ] está representado por el
diagrama

X Xf
? _

uf

oo

f

��
Y
Yf

Y,
pf
oooo

donde uf ∈ Σ′ y pf ∈ Σ′′. Es decir, F = L(pf )−1L(f)L(uf )−1. con uf ∈ Σ′

y pf ∈ Σ′′. En la demostración de la Proposición 2.51, tenemos que H se
de�ne como

H(F ) := F (pf )
−1F (f)F (uf )

−1.

Por lo tanto, si H(F ) = 0, tenemos que F (f) = 0. Consideremos la facto-
rización de f a través de su imagen

Xf

q

�� ��

f // Y
Yf

J.
/�

µ
??

Como F es exacto, 0 = F (f) = F (µ)F (q) donde F (µ) es un mono-
mor�smo y F (q) es un epimor�smo. Luego, tenemos que 0 = F (µ) con
F (µ) un monomor�smo y así concluimos que F (J) = 0. Por lo tanto
Im(f) = J ∈ A. Por la Proposición 3.1 concluimos que L(f) = 0 y así
F = L(pf )−1L(f)L(uf )−1 = 0, probándose que H es �el.
Ahora veamos que H es pleno. En efecto, sea h : D −→ E en D. Como
ϵ′ : FG −→ 1D es un isomor�smo natural, el siguiente diagrama conmu-
tativo

FG(D)
ϵ′D //

FG(h)

��

D

h

��
FG(E)

ϵ′E // E,

donde ϵ′D y ϵ′E son isomor�smos. Dado que F = H ◦ L, se sigue que el
siguiente diagrama conmutativo

H(LG(D))
ϵ′D //

H(LG(h))

��

D

h

��
H(LG(E))

ϵ′E // E.

Esto prueba que H es pleno. Por lo tanto, como H es �el, pleno y denso
concluimos que H es una equivalencia de categorías.
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□

4.3. Algunas propiedades que son preservadas

Para los siguientes resultados, vamos a necesitar la de�nición de monomor-
�smo esencial.

Lema 4.22 Para un mor�smo u : X ′ −→ X en una categoría abeliana C, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Para cada subobjeto Y de X, si u−1(Y ) = 0 entonces Y = 0.

(b) Si f : X −→ Z es un mor�smo en C tal que Ker(fu) = Ker(u), entonces

f es un monomor�smo.

Demostración. Ver [9, Lema 10.1, pág 135]. □

De�nición 4.23 Sea u : X ′ −→ X un monomor�smo en C. Se dice que u es un

monomor�smo esencial si satisface alguna de las condiciones equivalentes

del Lema 4.22.

Proposición 4.24 Sean u : X −→ Y y v : Y −→ Z monomor�smos. En-

tonces vu es un monomor�smo esencial si y solo si u y v son monomor�smos

esenciales.

Demostración. Ver [9, Corolario 10.3, pág 136]. □
También recordemos la siguiente propiedad básica de funtores adjuntos.

Proposición 4.25 Sean F : C −→ D y G : D −→ C funtores entre categorías

arbitrarias abelianas tal que F es adjunto a izquierda de G. Entonces F es exacto

a derecha y G es exacto a izquierda.

Demostración. Ver [18, Teorema 2.6.1, páginas 51 y 52]. □

Corolario 4.26 Sea A una subcategoría de Serre de C y supongamos que L :

C −→ C/A tiene adjunto a derecha S. Entonces S es exacto a izquierda.

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.25. □

Proposición 4.27 Sean F : C −→ D y G : D −→ C funtores entre categorías

arbitrarias abelianas, tales que F es adjunto a izquierda de G.

(a) Si G preserva epimor�smos, entonces F preserva objetos proyectivos.

(b) Si F preserva monomor�smos, entonces G preserva objetos inyectivos.
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Demostración. Ver [11, Teorema 11.8, pág 310]. □

Observación 4.28 Sea F : C −→ D un functor aditivo exacto izquierda entre

categorías abelianas. Entonces, F preserva pullbacks.

Demostración. Como F es exacto a izquierda, tenemos que preserva kerneles.
Además, como F es aditivo, F preserva sucesiones exactas que se escinden y por
lo tanto preserva productos �nitos. De la construcción de pullback, dada en [7,
Lema 17.5, pág 27], tenemos que F preserva pullbacks. □

Observación 4.29 Si L(Z) = Z ∈ C/A es tal que S(Z) = 0, entonces Z = 0.

Demostración. En efecto, considerando el mor�smo ηZ : Z −→ SL(Z) de
la Proposición 4.10, concluimos que Ker(ηZ) ∼= Z ∈ A. Por lo tanto, por la
Proposición 3.1, concluimos que L(1Z) := 1L(Z) = 0 y así Z = L(Z) = 0 en
C/A. □

Proposición 4.30 Sean A una subcategoría localizante de C, S el funtor ad-

junto de L y f : X −→ Y un mor�smo. Entonces existen mor�smos f |Xm
:

Xm −→ Ym y f ′ : X
Xm

−→ Y
Ym

tales que el siguiente diagrama conmuta

0 // Xm
u //

f |Xm

��

X
p //

f

��

X
Xm

//

f ′

��

0

0 // Ym
v // Y

q // Y
Ym

// 0.

Además, se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) L(f) es un monomor�smo si y sólo si f ′ es un monomor�smo.

(b) Consideremos el mor�smo canónico ηX : X −→ (S ◦ T)(X) de la Propo-

sición 4.10 y su factorización a través de su imagen

X
ηX //

π
��

(S ◦ L)(X)

I.

µ

::

Entonces I ∼= X
Xm

y µ es un monomor�smo esencial.

(c) Si φ : X −→ Y es un monomor�smo esencial, entonces S(φ) es un mo-

nomor�smo esencial.

(d) L(f) es un monomor�smo esencial si y sólo si f ′ es un monomor�smo

esencial.
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Demostración. Primero veamos que se tiene el diagrama requerido. En efecto,
sean u : Xm −→ X y v : Ym −→ Y las inclusiones canónicas. Consideremos la
factorización de fu : Xm −→ Y a través de su imagen

Xm
fu //

π
!!

Y

J.

j

??

Como Xm ∈ A y π es un epimor�smo, tenemos que J ∈ A. Dado que
j es un monomor�smo y Ym es el subobjeto más grande de Y en A, existe un
monomor�smo h : J −→ Ym tal que j = vh. Luego, fu = jπ = v(hπ). De�nimos
f |Xm

:= hπ. Luego f ′ existe por la propiedad universal del cokernel.

(a) (=⇒) Supongamos que L(f) es un monomor�smo. Consideremos el dia-
grama conmutativo y exacto

0 // Xm
u //

f |Xm

��

X
p //

f

��

X
Xm

//

f ′

��

0

0 // Ym
v // Y

q // Y
Ym

// 0.

Como Xm, Ym ∈ A, tenemos que p, q ∈ Σ y por lo tanto L(p) y L(q)
son isomor�smos. Luego, del diagrama anterior, L(f ′) = L(q)L(f)L(p)−1

y como L(f) es un monomor�smo, L(f ′) es un monomor�smo. Sea i :

K −→ X
Xm

el kernel de f ′ : X
Xm

−→ Y
Ym

. Entonces L(f ′)L(i) = 0, y como
L(f ′) es monomor�smo, concluimos que L(i) = 0 y así por la Proposición
3.1 Im(i) ∼= K ∈ A. Por el Lema 4.16, tenemos que K = 0 y así f ′ es un
monomor�smo.
(⇐=). Supongamos que f ′ es un monomor�smo. Dado que L es exacto,
tenemos que L(f ′) es un monomor�smo. Del diagrama anterior tenemos
que L(q)L(f) = L(f ′)L(p), donde L(p) y L(q) son isomor�smos. Por lo
tanto L es un monomor�smo. Esto termina la prueba de (a).

(b) Por la construcción dada en la Proposición 4.18, podemos suponer que
u : Xm −→ X es el kernel de ηX y por lo tanto I = Im(ηX) ∼= X

Xm
y

también π = p. Sea i : Z −→ (S ◦ L)(X) un monomor�smo con Z ̸= 0 tal
que Z ∩ I = 0. Tenemos el diagrama donde el cuadrado es un pullback

I ∩ Z
µ′

//

��

Z

i

��
0 // I

µ
// (S ◦ L)(X)

γ // Coker(ηX) // 0.
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Como µ = Ker(γ), tenemos que µ′ = Ker(γi). Usando que I ∩Z = 0, con-
cluimos que γi es un monomor�smo. Por la Proposición 4.10, Coker(ηX) ∈
A y por lo tanto concluimos que Z ∈ A pues A es de Serre. Consideremos
el monomor�smo i : Z −→ S(L(X)). Como S(L(X)) es cerrado (ver la
Proposición 4.8), se tiene que Z = 0, lo cual es una contradicción a nues-
tra suposición. Por lo tanto Z ∩ I ̸= 0 y así µ : I −→ (S ◦ L)(X) es un
monomor�smo esencial.

(c) Supongamos que φ : L(X) −→ L(Y ) es un monomor�smo esencial. Con-
sidermos el pullback

(∗) : Z ∩ SL(X) //

��

S(L(X))

S(φ)

��
Z

i
// S(L(Y )),

tal que Z ∩ SL(X) = 0. Por la Proposición 4.10, tenemos el mor�smo
ηZ : Z −→ SL(Z). Como ηZ ∈ Σ y S(L(Y )) es cerrado, se tiene que

HomC(ηZ , SL(Y )) : HomC(SL(Z), SL(Y )) −→ HomC(Z, SL(Y ))

es un isomor�smo (ver la Proposición 4.1). Por lo tanto, existe θ : SL(Z) −→
SL(Y ) tal que θηZ = i.
Por el Corolario 4.14, tenemos que existe α : L(Z) −→ L(Y ) tal que
S(α) = θ. Luego el diagrama (∗) se descompone como sigue

Z ∩ SL(X) //

��

SL(X)

S(φ)

��
Z

ηZ // SL(Z)
S(α) // SL(Y ),

el cual se puede construir tomando pullbacks sucesivos. Es decir, el dia-
grama anterior es el siguiente, donde los cuadrados internos son pullbacks
y los mor�smos verticales son monomor�smos

Z ∩ SL(X) //

γ′

��

N //

γ

��

SL(X)

S(φ)

��
Z

ηZ // SL(Z)
S(α) // SL(Y ).

Como i = S(α)ηZ es un monomor�smo, ηZ es un monomor�smo. Por
inciso (b), ηZ es mono esencial. Por lo tanto, N = 0.
Consideremos la factorización de α a través de su imagen en la categoría
C/A

L(Z) α′
// I

α′′
// L(Y ).
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Luego, construimos el siguiente diagrama donde los dos cuadrados son
pullback (por lo tanto el cuadrado externo también es pullback)

M
β′
//

��

I ∩ L(Y )
β′′

//

��

L(X)

φ

��
L(Z) α′

// I
α′′

// L(Y ),

y β′ es un epimor�smo pues α′ lo es.
Por la Observación 4.28, tenemos que el siguiente diagrama es un pullback

S(M)
S(β′)//

��

S(I) ∩ S(L(Y ))
S(β′′) //

��

S(L(X))

S(φ)

��
S(L(Z))

S(α′) // S(I)
S(α′′) // S(L(Y ))

Como S(α′′α′) = S(α), concluimos que S(M) = N = 0. Luego, por
la Observación 4.29 tenemos que M = 0. Como β′ es epi, tenemos que
I ∩ L(Y ) = 0 y como φ es un monomor�smo esencial, concluimos que
I = 0. Así α = 0 y por lo tanto i = S(α)ηZ = 0. De donde concluimos que
Z = 0. Por lo tanto S(φ) es un monomor�smo esencial.

(d) Como η : 1C/A −→ S ◦ L es una transformación natural, tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo

X
ηX//

f

��

(S ◦ L)(X)

(S◦L)(f)
��

Y
ηY
// (S ◦ L)(Y ).

Luego se tiene el siguiente diagrama

(∗) : X
p //

f

��

X
Xm

µ //

f ′

��

(S ◦ L)(X)

(S◦L)(f)
��

Y
p′
// Y
Ym µ′

// (S ◦ L)(Y ).

(⇐=). Sea f ′ es un monomor�smo esencial. Como (S ◦ L)(f) ◦ µ = µ′f ′

es un monomor�smo y µ es esencial por (b), tenemos que (S ◦ L)(f) es
un monomor�smo (ver Lema 4.22). Como µ′ es un monomor�smo esencial
(inciso (b)), por la Proposición 4.24 tenemos que µ′f ′ = (S ◦ L)(f) ◦ µ es
un monomor�smo esencial. Por la Proposición 4.24 tenemos que (S◦L)(f)



4.3. ALGUNAS PROPIEDADES QUE SON PRESERVADAS 147

es un monomor�smo esencial.
Ahora, sea i : Z −→ L(Y ) un monomor�smo, con Z ̸= 0, tal que Z ∩
L(X) = 0. Es decir, tenemos el diagrama

Z ∩ L(X) = 0 //

��

Z

i

��
L(X)

L(f)
// L(Y ).

Como S es exacto a izquierda (ver el Corolario 4.26), por la Observación
4.28 tenemos que el siguiente diagrama es un pullback

S(Z ∩ L(X)) = 0 //

��

S(Z)

S(i)

��
S(L(X))

S(L(f))
// S(L(Y )).

Es decir S(Z)∩SL(X) = 0. Como S(i) es un monomor�smo y S(L(f)) es
un monomor�smo esencial, concluimos que S(Z) = 0. Por la Observación
4.29 concluimos que Z = L(Z) = 0 en C/A, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, Z ∩ L(X) ̸= 0 y así L(f) es un monomor�smo esencial.
(=⇒). Sea L(f) un monomor�smo esencial. Por el inciso (c), tenemos que
S(L(f)) es un monomor�smo esencial en C. Consideremos el diagrama
(∗) de arriba. Como µ es un monomor�smo esencial, por la Proposición
4.24, tenemos que S(L(f)) ◦µ = µ′ ◦ f ′ es un monomor�smo esencial. Por
otro lado, f ′ es un monomor�smo (ver inciso (a)). Por lo tanto, por la
Proposición 4.24, tenemos que f ′ es un monomor�smo esencial pues µ′f ′

es un monomor�smo esencial.

□
Recordemos la siguiente de�nición (ver por ejemplo [9, pág 4]).

De�nición 4.31 Sea C una categoría abeliana. Una envolvente inyectiva de

C ∈ C es un monomor�smo esencial u : C −→ I, donde I es un objeto inyectivo.

Corolario 4.32 El funtor S preserva envolventes inyectivas.

Demostración. Como L es exacto, por la Proposición 4.27, tenemos que S
preserva inyectivos. Por la Proposición 4.30(c), S preserva monomor�smos esen-
ciales. Por lo tanto S preserva envolventes inyectivas. □

Proposición 4.33 Sea A una subcategoría localizante de C. Si {Ui}i∈I es un

conjunto de generadores de C, entonces {L(Ui)}i∈I es un conjunto de generado-

res para C/A.
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Demostración. Sea α : X −→ Y un mor�smo no cero C/A. Como S es
�el y pleno (ver el Corolario 4.14), S(α) : S(X) −→ S(Y ) es un mor�smo
no cero en C. Como {Ui}i∈I es un conjunto de generadores de C, existe un
mor�smo f : Ui0 −→ S(X) para algún i0 ∈ I tal que S(α)f ̸= 0. Veamos que
L(S(α)f) ̸= 0. En efecto, si L(S(α)f) = 0, por la Proposición 3.1 tenemos que
Im(S(α)f) ∈ A. Consideremos la inclusión canónica i : I(S(α)f) −→ S(Y ).
Como S(Y ) es cerrado, por la Proposición 4.1(bi) concluimos que I(S(α)f) = 0

y por lo tanto S(α)f = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, L(S(α)f) =
L(S(α)) ◦ L(f) ̸= 0.
Por otro lado, por la Proposición 4.10(a), ϵ : L ◦ S −→ 1C/A es un isomor�smo.
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

LS(X)
ϵX //

LS(α)
��

X

α

��
LS(Y )

ϵY // Y ,

donde ϵX , ϵY son isomor�smos. De donde concluimos que α ◦ (ϵX ◦ L(f)) ̸= 0

donde ϵX ◦ L(f) : L(Ui0) −→ X. Probándose que {L(Ui)}i∈I es un conjunto de
generadores para C/A. □

4.4. Epimor�smos de anillos que inducen locali-

zaciones

En esta sección consideraremos anillos asociativos con 1 y mor�smos unita-
rios, es decir, mor�smos de anillos f : A −→ B tales que f(1A) = 1B . Dado f :

A −→ B un mor�smo de anillos, tenemos el funtor restricción de escalares

f∗ : Mod(B) −→ Mod(A) de�nido como sigue:
DadoM un B-módulo a izquierda, de�nimos f∗(M) :=M como grupo abeliano
y la estructura de A-módulo en f∗(M) =M está dada a través de f como:

a ·m := f(a)m ∀a ∈ A, ∀m ∈M.

Luego, tenemos el siguiente resultado bien conocido.

Proposición 4.34 ([16, Proposición XI.1.2]) Para un mor�smo de anillos aso-

ciativos con 1 f : A −→ B, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es un epimor�smo de anillos.

(b) El funtor restricción f∗ : Mod(B) −→ Mod(A) es �el y pleno. Es decir,

f∗ : HomB(M,N) −→ HomA(f∗(M), f∗(N))

es biyectiva para todo M,N ∈ Mod(B).
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(c) f ⊗A 1B : A⊗AB −→ B⊗AB es un isomor�smo de B−B-bimodulos (es

decir, B ∼= B ⊗A B).

(d) B ⊗A Coker(f) = 0, donde Coker(f) es el cokernel de f visto como mor-

�smo de A-modulos.

Proposición 4.35 Para un mor�smo de anillos asociativos con 1 f : A −→ B,

las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) El funtor B ⊗A − : Mod(A) −→ Mod(B) es adjunto a izquierda de f∗.

(b) El funtor HomA(B,−) : Mod(A) −→ Mod(B) es adjunto a derecha de f∗.

Es decir, en el siguiente diagrama

Mod(B) f∗ // Mod(A)

B⊗A−

||

HomA(B,−)

bb

(B ⊗A −, f∗) y (f∗,HomA(B,−)) son pares adjuntos.

Demostración. Ver [12, Lema 10.68, pág 670]. □

Para la siguiente de�nición, ver [16, pág 229].

De�nición 4.36 Sea f : A −→ B un epimor�smo de anillos. Decimos que f

es localización perfecta izquierda si B es un A-módulo derecho plano, via el

mor�smo f .

Proposición 4.37 Sea f : A −→ B una localización perfecta izquierda. Consi-

deremos el funtor F := B ⊗A − : Mod(A) −→ Mod(B). Entonces, se satisfacen

las siguientes condiciones.

(a) A = {M ∈ Mod(A) | B ⊗A M = 0} es una subcategoría de Serre de

Mod(A).

(b) Se tiene una equivalencia de categorías

Mod(A)/A ≃ Mod(B).

Demostración.
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(a) Consideremos una sucesión exacta en Mod(A)

0 // L // M // N // 0.

Como AB es plano, tenemos la siguiente sucesión exacta en Mod(B)

0 // L⊗A B // M ⊗A B // N ⊗A B // 0.

Luego M ⊗A B = 0 si y sólo si L ⊗A B = 0 y N ⊗A B = 0. Probándose
que A es de Serre.

(b) Como f : A −→ B una localización perfecta, F es un funtor exacto tal
que su funtor adjunto a derecha G = f∗ es �el y pleno (ver la Proposición
4.34). Por lo tanto, el resultado se sigue del Teorema 4.21.

□

Lema 4.38 Para G ∈ Mod(Z), G es de torsión si y solo si G⊗Z Q = 0.

Demostración. (=⇒) Ver [12, Proposición 2.7.3, pág 91].
(⇐=). Recordemos que Q = S−1Z, donde S = Z − {0}. En este caso G ⊗Z
Q ≃ S−1G (ver [2, Proposición 3.5]). Supongamos que G ⊗Z Q = 0. Entonces
S−1G = 0. Por la construcción de S−1G, dada en [2, pág 38], tenemos que g

s = 0
1

en S−1G para todo g ∈ G y s ∈ S. Por de�nición de S−1G, se tiene que existe
t ∈ S tal que t(1 · g − 0 · s) = 0, es decir, tg = 0. Por lo tanto, todo elemento de
G es de torsión y así concluimos que G es de torsión. □

Corolario 4.39 Denotemos por Z−Tors a la subcategoría plena de Mod(Z)
cuyos objetos son todos los grupos abelianos de torsión. Entonces, existe una

equivalencia de categorías

Mod(Z)/(Z−Tors) ≃ Mod(Q).

Demostración. Se sabe que f : Z −→ Q es un epimor�smo en la categoría
de anillos y además que Q es plano como Z-módulo (ver [2, Corolario 3.6]). Por
lo tanto, f : Z −→ Q es una localización perfecta. Además por el Lema 4.38,
tenemos que

{G ∈ Mod(Z) | G⊗Z Q = 0} = Z−Tors.

Luego, por la Proposición 4.37, se tiene el resultado. □

Observación 4.40 Más generalmente, consideremos anillos conmutativo con 1

y S ⊆ A un conjunto multiplicativo de A. Sea φ : A −→ S−1A la localización de

A respecto de S. Es bien sabido que φ es un epimor�smo de anillos y además que

S−1A es plano como A-módulo. Entonces, en este caso, existe una equivalencia

de categorías

Mod(A)/A ≃ Mod(S−1A),

donde A = {M ∈ Mod(A) | S−1A⊗AM = 0}.
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