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Introduccion

La localizacién de anillos conmutativos es una técnica clasica del algebra

conmutativa, un ejemplo de ésta se da en la construcciéon del campo de cocien-
tes de un dominio entero. La localizacién de anillos no conmutativos fue dada
por Ore en 1931, quien introdujo la “condiciéon de Ore”, la cual permite hacer
localizacion en anillos no conmutativos.
La nocién de localizacion se lleva al contexto de la teoria de categorias con la
siguiente definicién. Sean C una categoria y ¥ una clase de morfismos de C. Se
dice que la pareja (T, Cyx), donde Cyx, es una categoria y T : C — Cx, un funtor,
es una categoria de fracciones de C relativa a X si las siguientes condiciones
se satisfacen:

(a) Para cada s € ¥, T(s) es un isomorfismo en Cyx

(b) Si T/ : C — (', es un funtor tal que para cada s € X, T'(s) es un
isomorfismo en C’ entonces existe un tnico funtor T : Cs, — C’ tal que el
siguiente diagrama conmuta:

c—L. ¢

N

Al funtor T lo llamamos funtor localizacion.
Dentro de algunos ejemplos conocidos tenemos los siguientes:

(1) Consideremos un anillo conmutativo A, S un subconjunto multiplicativo
de Ay ¢: A— S~1A el morfismo canénico. Entonces el funtor resctric-
cién de escalares ¢, : Mod(S™1A) — Mod(A) es un funtor fiel y pleno y
admite un funtor adjunto a izquierda que es exacto.

(2) Consideremos X un espacio topologico. Sea PSh(X) (resp. Sh(X)) la ca-
tegoria de pregavillas (resp. gavillas) con valores en la categoria de grupos
abelianos sobre X. Sea i : Sh(X) — PSh(X) la inclusién canoénica, en-
tonces 4 tiene un funtor adjunto a izquierda que es exacto (el adjunto es

vii



viii INTRODUCCION

el funtor engavillizacion). Los ejemplos de arriba y muchos otros llevaron
a la siguiente situacion.

(3) Sea C una categoria abeliana, consideremos un par (D,T) donde D es una
categoria abeliana y T : C — D es un funtor exacto que tiene adjunto a
derecha que es fiel y pleno.

La nocién anterior, esta relacionado con localizaciéon debido al siguiente re-
sultado, el cual veremos su demostracion en el Teorema 4.21 de esta tesis.

Teorema 1 Sea F' : C — D un funtor exacto entre categorias abelianas y
supongamos que F tiene un funtor adjunto a derecha G tal que G es fiel y
pleno. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) A:={Ae€C|F(A) =0} es una subcategoria de Serre.

(b) Sea ¥ := {f € Mor(C) | Ker(f), Coker(f) € A}, entonces eziste la
categoria de fracciones Cyx; relativa a ¥ la cual denotaremos por C/ A y una
equivalencia de categorias H : C/A — D tal que el siguiente diagrama
conmuta

c—=2sC/A

| A

D

donde L : C — C/ A es el funtor localizacion.

El concepto de subcategoria de Serre fue introducida por J. P. Serre en su
trabajo [14], donde estudia grupos de homologia de espacios topologicos modulo
ciertas subcategorias de Serre de la categoria de grupos abelianos. Serre llamaba
a estas subcategorias “clases” y utiliz6é este concepto para dar una generaliza-
ciéon del famoso teorema de Hurewicz. Es también en este trabajo donde surge de
forma seminal la idea de categoria cociente por una subcategoria de Serre. Pos-
teriormente A. Grothendieck indica la idea para construir la categoria cociente
de una categoria abeliana en su famoso articulo de algebra homologica [6] (ver
seccion 1.11 en las paginas 137-139). Grothendieck en la péag. 139 refiriendose a
la categoria cociente escribe lo siguiente: “et enfin que c’est meme une categorie
abelienne. Nous ne ferons pas ici cette verification extremement fastidieuse’, lo
anterior podria traducirse como sigue: ”es una categoria abeliana. No haremos
aqui esta comprobacién extremadamente tediosa”. Posteriormente P. Gabriel en
su tesis doctoral desarrolla la técnica de categoria cociente y da aplicaciones
interesantes a categorias de modulos y a geometria algebraica (ver [4]).

El objetivo de esta tesis es presentar las bases necesarias para entender y
demostrar la existencia de la categoria cociente C/.A de una categoria abeliana C
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moédulo una subcategoria de Serre 4. También estudiamos algunas propiedades
que la categoria C/.A hereda de la categoria C. Por ejemplo, veremos que C/A
es abeliana.

Se ha tomado como base el libro [9]: “ Abelian categories with applications to
rings and modules” de N. Popescu. Se han completado las partes faltantes en
las demostraciones del libro mediante la introduccién de lemas o proposiciones
necesarias; asi como también, se han redactado de mejor manera algunas de-
finiciones. De manera similar, se han usado algunas fuentes (ver [11], [7],[17])
para describir algunas de las nociones bésicas de categorias tales como kernel,
cokernel, pullback, productos, etc. A continuacién damos una descripciéon breve
de cada capitulo.

En el primer capitulo damos las nociones béasicas de categorias abelianas.
En el segundo capitulo, vemos que si A es una subcategoria de Serre de C la
clase ¥4 := {f € Mor(C) | Ker(f), Coker(f) € A} es un sistema calculable.
Luego pasamos a dar la primera construccién y gran parte del capitulo es para
probar la asociatividad de la composiciéon. También en el capitulo 2 damos una
segunda construccion de la categoria C/A a través de una doble localizacion,
para esta demostracion utilizamos la teoria explicada en detalle en la tesis de
Licenciatura [17].

En el tercer capitulo, vemos propiedades béasicas de la categoria C/.A, en parti-
cular, demostramos que C/A es una categoria abeliana.

En el cuarto capitulo, consideramos el functor canénico de localizacion L : C —
C/A y estudiamos cuando este funtor tiene adjunto a derecha. Se dan condicio-
nes necesarias y suficientes para la existencia de tal adjunto y finalmente damos
como se relaciona la localizacién con epimorfismos de anillos que satisfacen cier-
tas condiciones.
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Capitulo

Categorias abelianas

A lo largo de este capitulo recordaremos nociones bésicas de la teoria de
categorias abelianas. Los resultados expuestos es este capitulo los daremos sin
demostraciones, el lector interesado en ver las pruebas de tales resultados y una
introduccién mas detallada de la teoria basica de categorias abelianas, puede
revisar [13] , [9] , [7].

1.1. Nociones basicas de categorias

Definicion 1.1 Una categoria C consiste de tres clases: una clase de Objetos
denotada por Obj(C), una clase de morfismos denotada por Mor(C), y una
operacion parcial binaria 8 en Mor(C). Cumpliendo los siguientes axiomas:
(a) Mor(C) = Ua,p)cobjc)xonjcyHome (A, B), donde Home(A, B) es un
conjunto para todo (A, B) € Obj(C) x Obj(C).
(b) Para los objetos A, B,C, D en C, Hom¢(A, B) = Home(C, D) si y solo si,
A=CyB=D.
(¢) Para una tripleta (A, B,C) € Obj(C) x Obj(C) x Obj(C), la operacion
binaria "0", induce por restriccion, la funcion:

0(a,B,c) : Home (A, B) x Home (B, C) — Home (A, C)

Denotando 04 g,cy(f,9) := gof, con f € Hom¢ (A, B) y g € Home (B, C).
A la operacion 0 se le llama cominmente composicion de morfismos
y satisface las siguientes propiedades:

(i) Para todo objeto A, existe un morfismo identidad 14 € Home (A, A),
tal que para cualquiera morfismos f € Home (A, B) y g € Home(C, A),
tenemos que: fola=fylaog=g.

1



2 CAPITULO 1. CATEGORIAS ABELIANAS

(ii) Sean los morfismos, f € Home(A, B), g € Home (B, C), h € Home (C, D).
Entonces ho (go f)=(hog)o f .

Notacion 1.2 De la definicion anterior, escribiremos Hom(A, B) en lugar de
Hom¢ (A, B) si no hay riesgo de confusion de la categoria en la que estemos
trabajando. De la misma manera, si f € Hom(A, B), escribiremos en su lugar f :

A = B o bien ALy B. Llamaremos a A dominio de f y B como codominio
de f. Ademds escribiremos go f como gf si no hay riesgo de confusion

Definicién 1.3 Una categoria C se llama pequenia, si Obj(C) es conjunto.

Definicién 1.4 Diremos que una categoria A es una subcategoria de C si se
satisface lo siguiente.

(a) Obj(A) C Obj(C).
(b) Hom4(A, B) C Home (A, B), para todo (A, B) € Obj(A) x Obj(A).
(¢) La composicion de morfismos en A es la misma en C.

(d) Sily € Homu(X,X) es el morfismo identidad en A, entonces 1’y = 1x
donde 1x € Home (X, X) es el morfismo identidad en C.

Definicion 1.5 Sea A una subcategoria de C, se dice que es subcategoria ple-
na, si Hom 4 (A, B) = Hom¢ (A, B), para todo (A, B) € Obj(A) x Obj(A).

Ejemplo 1.6 (a) La categoria Sets cuya clase de objetos es la clase de todos
los conjuntos, y donde Homges(A, B) es el conjunto de todas las funciones
de A en B con la composicion usual de funciones.

(b) La categoria Top cuya clase de objetos son los espacios topoldgicos, y donde
Hommop (A, B) es el conjunto de todas las funciones continuas de A en B
con la composicion usal de funciones.

(¢) La categoria Setsy cuya clase de objetos son los pares ordenados (A,a),
donde A es un conjunto y a € A, y donde f € Homgets, ((A,a), (B,b)) si
y solo si, f es funcion y f(a) =b, con la composicion usual de funciones.

(d) La categoria Top, cuya clase de objetos son los pares ordenados (A,a),
donde A es un espacio topoldgico ya € A, y donde f € Homrop, ((A4,a),(B,b))
si y solo si, f es funcion continua y f(a) = b, con la composicion usual de
funciones.
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1.2. Funtores

Definicion 1.7 Sean A, B categorias. Un funtor covariante T : A — B es
una asignacion de un objeto T(A) € B para cada objeto A € A y un morfismo
T(«) € Homp(T(A), T(A")) para cada morfismo o € Hom 4(A, A'), tal que:

(a) preserva la composicion, esto es, si o'« esta definida en A entonces

T(d'a) =T ()T ()
(b) preserva las identidades, esto es, para cada A € A se tiene que
T(1a) = 1pcay-
De forma similar tenemos la siguiente definicién.

Definicion 1.8 Sean A, B categorias. Un funtor contravariante T : A — B
es una asignacion de un objeto T(A) € B para cada objeto A € A y un morfismo
T(«) € Homp(T(A’), T(A)) para cada morfismo a € Hom 4(A, A'), tal que:

(a) invierte la composicion, esto es, si o'« esta definida en A entonces

T(d'a) =T(a)T()

(b) preserva las identidades, esto es, para cada A € A se tiene que
T(lA) = 1T(A)~

Definicion 1.9 Sean T : A — B y S : B — C dos funtores. Defimos la compo-
sicion ST : A — C por la regla ST(A) = S(T(A)) y ST(a) = S(T(w)).

Observacion 1.10 No es dificil ver que si S y T ambos son covariantes o
contravariantes, entonces ST es covariante. Mientras que si uno es covariante
y el otro es cotravariante entonces ST es contravariante.

Ejemplo 1.11 (a) Sean C categoria y X € Obj(C). Denotamos por Home(—, X) :
C — Sets al funtor contravariante definido en objetos como:

Home (—, X)(Y) := Home (Y, X)

Para todo morfismo f € Home (A, B) se define Home (f, X) : Home (B, X) —
Hom¢ (A, X), dada por la siguiente regla de correspondencia: para o €
Hom¢ (B, X)

Home (f, X) () := af.



4 CAPITULO 1. CATEGORIAS ABELIANAS

(b) Sean C categoria y X € Obj(C). Denotamos por Home (X, —) : C — Sets
al funtor covariante definido en objetos como:

Home (X, —)(Y) := Home(X,Y)
Para todo morfismo f € Home(A, B) se define Home (X, f) : Home (X, A) —
Home (X, B), dada por la regla de correspondencia, para o € Home (X, A):
Home (X, f)(a) := fa.

Definicion 1.12 Sean T,S : A — B funtores covariantes. Una transforma-
cion natural n: S — T, es una familia de morfismos

n:={na:S(A) = T(A)} sconj(a)

en B tal que para todo morfismo f : A — A’ en A, el siguiente diagrama es
conmutativo:
5(4) —2=T(A)

S(f)i lT(f)

S(A') ——=T(A')

Observacion 1.13  (a) En la definicion anterior, si para todo A € Obj(A)
tenemos que na es un isomorfismo, decimos que la transformacion natural
7 es una equivalencia natural. Denotamos a la trasformacidn inversa
de m, como n~' : T — S, definida por (n~'), = (na)~". Y escribiremos
S ~T, para decir que S yT son naturalmente equivalentes.

(b) Seann:S =T yu:T — F dos transformaciones naturales. Defimos la
composicion un : S — F por la regla (un) 4 == pana.

(¢) Para todo funtor, la trasformacion natural identidad es 17 : T — T,
estd definida por (17) , = lp(ay, para todo A € Obj(A).

Definicion 1.14 Sea T : A — B un funtor covariante. Se dice que T es una

equivalencia de categorias si existe un funtor S : B — A tal que T'S ~ 15 y
ST ~ 1A-

Definicion 1.15 Sea T : A — B un funtor.
(a) Se dice que T es fiel (resp. pleno) si la funcion inducida
Ty p:Homu(A, B) — Homp(T'(A), T(B))
es inyectiva (resp. suprayectiva) para cada par de objetos A, B € A.

(b) Se dice que T es denso si para cada objeto X € B existe un objeto A € A
tal que T(A) es isomorfo a X.

Proposicion 1.16 Sea T : A — B un funtor covariante. Si T es fiel, pleno y
denso, entonces T es una equivalencia de categorias.
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1.3. Principio de dualidad

Una categoria de suma importancia, es la categoria opuesta, la cual se define
como se sigue:

Definicion 1.17 Dada una categoria C, se define la categoria opuesta de C
denotada como C°P y se construye como se sigue:

(a) Obj(C°P) := Obj(C) y escribimos A = A° cuando estemos pensando al
objeto dentro de C°P

(b) Homeop (B°P, A°P) := Home (A, B) y escribiremos f°P : B°P — AP

(¢) La composicion fog en C°P estd definida como sigue: fPog° := (go f)

para todo f € Home (A, B) , g € Home (B, C).

Observacion 1.18 De la definicion anterior tenemos que:

(a) La asignacion D¢ : C — C°P definida como D¢(A) := A°P con A € Obj(C)
y De(f) := f°P con f morfismo en C es un funtor contravariante.

(b) Tenemos que (C°P)°" = C, lo cual implica que D¢ : C — C°P y Dco» :
C°P? — C satisfacen que, DcopDe = 1¢ y DeDeor = 1cop.

Observacién 1.19 (Principio de dualidad) La propiedad 2) de la observa-
cion anterior, nos permite definir para cada concepto categorico y cada enun-
ctado categorico, sus respectivas versiones duales. El principio de dualidad
dice lo siguiente:

Si P es un enunciado categdrico que es verdadero para todas las categorias, en-
tonces P°P también es verdadero para todas las categorias. Para mds detalles
consultar ([13]).

1.4. Morfismos

Definicion 1.20 Sea f: X — Y un morfismo en C. Decimos que [ es split-
mono, si existe f' 1Y — X tal que f' o f = 1x. De forma dual, decimos que f
es split-epi, si existe [ 1Y — X tal que fo [/ = 1y.

Notacion 1.21 También se usan los términos monomorfismo que se es-
cinde 0 retraccion, para referirse a un morfismo que es split-mono. Por otro
lado se usan los términos epimorfismo que se escinde 6 seccion, para re-
ferirse a un morfismo que es split-epi.

Definicion 1.22 Sea f : X — Y un morfismo en C. Decimos que f es iso-
morfismo, o bien solo iso, si fes split-mono y split-epi.
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Notacion 1.23 Si eziste f : X — Y un morfismo en C tal que f es un isomor-
fismo, diremos que X es isomorfo a 'Y, en simbolos X =Y.

Observacion 1.24 Algo a notar es que si f : X — Y y existen f' : Y — X,
f":Y — X tales que f'o f =1x y fo f’ =1y, entonces f' = f”. En efecto,
se tienen las siguientes igualdades:

fr=foly=fo(fof)=(fof)of'=1xof"=f"
A este elemento lo llamaremos el inverso de f y lo denotaremos por f=1.

Definicion 1.25 Sea f : X — Y un morfismo en C. Decimos que f es un
monomorfimo o bien solo mono, si para todo objeto A y todos los morfismos
u,v € Hom(A, X) tales que fou = fowv, implican que w = v . De forma dual,
decimos que [ es un epimorfismo o bien solo epi, si para todo objeto B y
todos los morfismos p,q € Hom(Y, B) tales que po f = qo f, implican que p = q.

La definicion anterior da el siguiente lema, cuya demostraciéon se sigue in-
mediatamente de la definicién.

Lema 1.26 Sea C una categoria arbitraria, con f,g € Mor(C). Entonces:
(a) Si f,g son monos y f og estd bien definido, entonces f o g es mono.
(b) Si f,g son episy fog estd bien definido, entonces f o g es epi.

(c) Si fog es mono, entonces g es mono.
(d) Si fog es epi, entonces f es epi.

Del lema anterior, se tiene el siguiente corolario directo de la definicién de
split-mono y split-epi.

Corolario 1.27 Sean C una categoria arbitraria y f € Mor(C). Entonces:
(a) Si f es split-mono, entonces [ es mono.
(b) Si f es split-epi, entonces f es epi.

Corolario 1.28 Sean C una categoria arbitraria y f € Mor(C). Si f es un
isomorfismo, entonces f es un monomorfismo y un epimorfismo.

Sin embargo, el reciproco del corolario anterior no es cierto. Es decir, si f es
mono y epi, no necesariamente f es iso, lo cual da la siguiente definicion.

Definicion 1.29 Sea C una categoria, se dice que C es balanceada, si para
todo f € Mor(C), con f mono y epi, entonces [ es iso.
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Pero algo que si nos garantiza que un morfismos es iso, es el siguiente enun-
ciado.

Proposicion 1.30 Sean C una categoria y f un morfismo en C. Si f es mono
y split-epi, entonces [ es un isomorfismo.

De forma dual, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.31 Sean C una categoria y f un morfismo en C. Si f es epi y
split-mono, entonces f es un isomorfismo.

1.5. Subobjetos y objetos cocientes

Las definiciones dadas en la seccién 1.4 nos permite nombrar ciertos objetos
en relacién con otro. La siguiente construccion serd importante en el préximo
capitulo.

Dado X € C, definamos la categoria M (X) cuyos objetos son pares (X', u%,)

donde u%, : X’ — X es un monomorfismo en C. Dados dos objetos (X', u%,) y
(X" ux,) en M(X), un morfismo del objeto (X', u%,) en el objeto (X" u<,)
es un morfismo « : X’ — X" tal que u¥, o = u%, en C.
Definimos una relaciéon de equivalencia en los objetos de M(X) como sigue:
(X' uf)) ~ (X" ug,) siy solosi (X', ug,) es isomorfo a (X", us,) en M(X).
Con esto, para cada objeto (X', u%,) en M(X) consideramos su clase de equi-
valencia y la denotaremos como

(X/,’LL§/).

Definicion 1.32 Sea C una categoria. Se dice que C es una categoria localmente
pequena si para cada objeto X € C la clase

Sub(X) := {(X",uf) | (X' ud) € M(X)}

es un conjunto. A la clase de equivalencia (X', u%,) del momomorfismo u%, :
X' — X lo llamamos subobjeto de X. A veces diremos que X' es un subobjeto
de X y lo denotaremos como X' C X

De manera dual, dado X € C, definamos la categoria E(X) cuyos objetos
son pares <p§/,X'> donde p? : X — X' es un epimorfismo en C. Dados dos
objetos (pX', X'} y (pX”, X"} en E(X), un morfismo del objeto (p¥ , X’) en el
objeto (pX”, X"} es un morfismo a : X’ — X" tal que a o p¥X =p¥ en C.
Definimos una relacién de equivalencia en los objetos de F(X) como sigue:
X', X"y ~ (pX", X" siy solo si (pX, X') es isomorfo a (p¥X~, X") en E(X).
Con esto, para cada objeto <p§/, X') en E(X) consideramos su clase de equiva-
lencia y lo denotaremos como

(px X').
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Definicion 1.33 Sea C una categoria. Se dice que C es una categoria colocalmente
pequena si para cada objeto X € C la clase.

Coc(X) = {(pX ., X') | (X . X") € B(X)}

es un conjunto. A la clase de equivalencia (p?,X’) del epimorfismo p? X —
X' lo llamamos objeto cociente de X.

1.6. Igualadores y coigualadores

Definicién 1.34 Sean o, : A — B morfismos en una categoria C. Decimos
que i : K — A es un tgualador para o y 3 si:

(a) ap =B,

(b) para cualquier morfismo y' : K' — A tal que au’ = ', existe un inico
morfimo v : K' — K tal que p' = py.

Observacion 1.35 Si eziste el igualador de dos morfimos, el igualador es un
monomorfismo y es unico salvo isomorfismos.

Definicion 1.36 Sea C una categoria. Si todo par de morfismos o, : A — B
en C tienen igualador, diremos que C tiene igualadores.

Dualmente tenemos la definicion siguiente.

Definicion 1.37 Sean o, : A — B morfismos en una categoria C. Decimos
que i : B — H es un cotgualador para o y 3 si:

(a) po = pp,

(b) para cualquier morfismo ' : B — H' tal que p'a = p'B, existe un inico
morfimo v : H — H' tal que p/ = vyp.

Definicion 1.38 Sea C una categoria. Si todo par de morfismos o,3: A — B
en C tienen coigualador, diremos que C tiene cotgualadores.

1.7. Pullback y pushout

Definicion 1.39 Sean oy : A1 — A y as : Ay — A morfismos en una categoria
C. Decimos que el diagrama conmutativo en C

P4,

Al?A
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es un pullback para oy, s, si se satisface lo siguiente:

para todo par de morfismos 51’ : P! — Ay y B’ : P! — Ay tales que an 3’ =
a9y’ existe un unico morfismo v : P' — P tal que hace conmutar el siguiente
diagrama

Al —— A.
a
Tenemos las siguientes propiedades béasicas de pullback

Lema 1.40 Sea C una categoria arbitraria. Sean a : Ay — A yas : Ay — A
morfismos en una categoria C y supongamos que el siguiente diagrama es un

pullback para a1 y as

P 4,

A —— A
o
Si el siguiente diagrama es un pullback de oy, as

p/LI%

o

Al T1>A7

entonces existe un unico isomorfimo v : P — P’ tal que B = 1’7y, B2 = Ba7.

Proposicion 1.41 Sea C una categoria arbitraria. Sean aq : Ay — A y as :
Ay — A morfismos en C. Si el siguiente diagrama en C es un pullback para oy

Y Qo

P24,

J

Al ol A7
g
entonces:
(a) B2 es mono si oy es mono,

(b) B2 es iso si ay es iso.
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Proposicion 1.42 Sean C una categoria arbitraria y el siguiente diagrama con-
mutativo en C:
f g

A——B——C

l ’ i ”l
, ;9 ’
A —Lsp Lo
donde ambos cuadrados son pullbacks. Entonces el siguiente diagrama en C es

un pullback

A%C

, 91 ’
Al ——=(C".
De forma dual, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 1.43 Sean a1 : A — Ay y as : A — Ay morfismos en una categoria
C. Decimos que el diagrama conmutativo en C

A — =P
B1

es un pushout para oy, s, si satisface lo siguiente:

para todo par de morfismos 51’ : Ay — P’ y B’ : Ay — P’ tales que Bi'ar =
B2 v, existe un unico morfismo v : P — P’ tal que hace conmutar el siguiente
diagrama en C:

1.8. Interseccién

Definicion 1.44 Sean C una categoria y {j; : Ay — A}, una familia de subob-
jetos de A. Decimos que un morfismo p: A — A es la interseccion de dicha
familia si cumple las siguientes condiciones:

(a) para cada i € I existe v; : A" — A; tal que p = piv;,
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(b) si hay otro morfismo 6 : B — A que cumple la propiedad (a), entonces
existe un tinico morfismo n: B — A’, tal que 6 = un.

Notacioén 1.45 En caso de existir una interseccion de una familia de subobje-
tos de A, se puede demostrar que tal interseccion es unica salvo isomorfismos.
Denotaremos a A" como (), A; o bien, si no hay riesgo de confusion con la
familia, lo denotaremos como () A;.

Definicion 1.46 Sea C una categoria, diremos que C tiene intersecciones,
si para cada objeto A de C y cada familia {j; : A; — A},; de subobjetos de A,
existe la interseccion. Si la interseccion existe, solo para familias finitas, diremos
que C tiene intersecciones finitas.

Lema 1.47 Sean oy : A1 — A y as : Ay — A monomorfismos en una categoria
C. Concideremos el diagrama conmutativo

P4,

Al TA.

FEntonces:

(a) El cuadrado anterior es pullback de a1, s si y sdlo si a1 By es interseccion
de oy, as.

(b) SiC tiene pullbacks, entonces tiene intersecciones finitas.

1.9. Unibén

Definicion 1.48 Para una categoria C, consideremos el siquiente diagrama en

C

A B
A— B,
f

donde los morfismos verticales son monos. Diremos que el subobjeto u : A’ — A
es llevado a el subobjeto h : B’ — B, via f, si existe un morfismo ' : A’ — B’
tal que hace conmutar el diagrama anterior, es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo

A ——>D
I
A——B
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De forma no tan natural como la interseccion, tenemos la siguiente definicion
de union.

Definicién 1.49 Sea C una categoria. Consideremos {u; : A; — A}, una fa-
milia de subobjetos de A. Decimos que un monomorfismo u : A’ — A es una
union de dicha familia, si cumple las siguientes condiciones.

(a) Para cada i € I, existe un morfismo h; : A; — A’ tal que u; = uo hy,

(b) si f: A — B es un morfismo tal que cada u,; es llevado a un subobjeto
1: B — B de B por f, entonces también u es llevado a p via f.

Notacion 1.50 Se puede ver que una union, en caso de existir, es inica salvo
isomorfismos. En caso exista, denotaremos a A" como |J;;A;i o bien, si no hay
riesgo de confusidn con la familia, lo denotaremos como |J A;.

Notacién 1.51 Notemos que la union debe ser un objeto en la categoria donde
estemos trabajando. De esta manera, se puede ver que en la categoria de con-
juntos la definicion de arriba coincide con la unidn conjuntista. Sin embargo,
en la categoria de grupos abelianos la union (definida arriba) de una familia de
subgrupos es el subgrupo abeliano generado por la union conjuntista de dicha
familia.

Definicion 1.52 Sea C una categoria. Dieremos que C tiene uniones si para
cada objeto A de C y cada familia {j1; : A; — A}, de subobjetos de A, existe la
unidn. Sila unidn existe solo para familias finitas, diremos que C tiene uniones
finitas.

1.10. Imagenes
Definicion 1.53 Sean C una categoria y f : A — B un morfismo en C. Un
subobjeto i : I — B de B es una tmagen de f si satisface lo siguiente:

(a) existe un morfismo [’ : A — I tal que f = pf’,

b) si p' - I' — B es un monomorfismo con la propiedad (a), entonces existe
I
un morfismo h : I — A’ tal que el tridngulo derecho del siguiente diagrama
es conmutativo
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Observacion 1.54 De la definicion de imagen se tiene lo siguiente.
(a) Todo el diagrama de la definicion anterior conmuta.
(b) La imagen de un morfimo f, si existe, es unica.

(c) Si f es mono, entonces [ es su imagen.

Notacion 1.55 De la definicion de imagen, junto con la notacion usada en
dicha definicion, denotaremos a I como Im(f).

Definicion 1.56 Sea C una categoria. Si todo morfismo f: A — B en C tiene
imagen, diremos que C tiene imagénes.

Proposicion 1.57 Sean C una categoria con igualadores y f : A — B un

. f! m . . P
morfismo en C. Si A — [ — B es una factorizacion de f a través de su
imagen, entonces f' es epi.

Proposicion 1.58 Sean C un categoria balanceada y f : A — B un morfismo

en C tal que f tiene imagen . Si A TS % B es una factorizacion de f con f’
un epimorfismo y i un monomorfismo, entonces p es la imagen de f.

Notaciéon 1.59 Sean C una categoria y f : A — B un morfismo en C. Si
w: A — A es un subobjeto de A, denotaremos a la imagen de la composicion

A AL B por f(AY).

1.11. Imagenes inversas

Definicion 1.60 Sean C una categoria y f : A — B un morfismo en C y
a: B" — B un subobjeto de B. La imagen inversa por f de o : B’ — B es el
monomorfismo 1 : P — A dado por el siguiente pullback

P p

ﬁll l@

A—— B.
f

Notacién 1.61 Usualmente denotaremos a P como f~(B’).

Proposicion 1.62 Sean C una categoria y f : A — B un morfismo en C.
Consideremos las inclusiones A1 C Ay C A y By C By C B. Entonces se
satisfacen las siguientes relaciones, cada vez que ambos ambos lados de dichas
relaciones estén definidas:
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(a) f(A1) C f(A2),

(b) f1(B1) C f1(Ba),

(c) A1 C fH(f(A1),

(d) f(f~'(B1)) C By,

(e) f(A1) C F(FH(f(AD)),

(f) f=1(B1) C fAHfF(fH(B)))-

1.12. Objeto cero

Definicion 1.63 Un objeto 0 en una categoria C, es llamado objeto final si
para todo A € Obj(C) existe un inico morfismo o : A — 0. Dualmente un objeto
0" en una categoria C, es llamado objeto inicial si para todo B € Obj(C) ewiste
un inico morfismo B :0 — B.

Lema 1.64 Si la categoria C tiene un objeto final (respectivamente, inicial),
entonces éste es unico salvo isomorfismos.

Definicion 1.65 Un objeto 0 en una categoria C, es llamado objeto cero si
este es objeto inicial y final. En este caso, diremos que un morfismo o : A — B
es un morfismo cero si se factoriza a través de un objeto cero.

Observacion 1.66 Si la categoria C tiene un objeto cero, éste es unico salvo
isomorfismos.

Proposicion 1.67 Sea C categoria con objeto cero. Entonces, cada conjunto
Home (A, B) tiene un morfismo cero que se denota por 04p o simplemente por
0.

1.13. Kerneles y cokerneles

Definicion 1.68 Sean C una categoria con objeto cero y o : A — B un morfis-
mo en C. Decimos que un morfismo i: K — A es un kernel de « si cumple las
siguientes condiciones:

(a) ai =0,

(b) para todo morfismo i’ : K' — A tal que ai’ = 0, existe un inico morfismo
~v: K' — K tal que i’ = 1.

Sea C una categoria con objeto cero, si todo morfismo en C tiene un kernel,
diremos que C tiene kerneles.
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Proposicion 1.69 Sean C una categoria con objeto cero y o : A — B un
morfismo en C. Para el siguiente diagrama en C

K——0
1o
A= B
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El diagrama anterior es un diagrama pullback.

(b) i es un kernel de f.

Corolario 1.70 Para una categoria arbitraria C con objeto cero , las siguientes
afirmaciones se satisfacen.

(a) Siw: A — B es un morfismo en C yi: K — A es un kernel de «,
entonces i es un monomorfismo.

(b) Sia«: A — B es un morfismo en C y i : K — A es un kernel de «,
entonces i es unico salvo isomorfismos de subobjetos de A.

Notacion 1.71 Al objeto K de la definicion de kernel muchas veces lo de-
notaremos por Ker(«) (esto estd bien definido por el inciso (b) del corolario
anterior).

Lema 1.72 Para una categoria arbitraria C con objeto cero, se satisface las
stguientes condiciones.

(a) SiC tiene igualadores, entonces C tiene kerneles.
(b) Si f: A— B es mono, entonces Ker(f) = 0.

(c) Sean o« : A — B y 8 : B — C morfismos en C. Si existen Ker(a) y
Ker(Ba), entonces Ker(a) C Ker(Ba).

(d) Sean o : A — B y B8 : B — C morfismos en C, con 3 mono. Si existen
Ker(a) y Ker(Ba) entonces Ker(a) = Ker(SBa).

De forma dual, tenemos la siguiente definicion.
Definicion 1.73 Sean C una categoria con objeto cero y a: A — B un morfis-

mo C. Decimos que un morfismo p: B — H es un cokernel de o si cumple las
siguientes condiciones:
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(a) poa =0,

(b) para todo morfismo p' : B — H' tal que p' o« = 0, existe un tinico
morfismo v : H — H' tal que p' = vp.

Sea C una categoria con objeto cero. Si todo morfismo en C tiene cokernel,
diremos que C tiene cokerneles.

Lema 1.74 Para una categoria arbitraria C con objeto cero, las siguientes afir-
maciones se satisfacen.

(a) Si o : A — B un morfismo en C yp: B — H es un cokernel de «,
entonces p es un epimorfismo.

(b) Si « : A — B un morfismo en C yp: B — H es un cokernel de «,
entonces p es unico salvo isomorfismos de objetos cocientes de B.

Notacion 1.75 Al objeto H, de la definicion anterior, cominmente lo denota-
remos por Coker(a).

Lema 1.76 Para una categoria arbitraria C con objeto cero, las siguientes afir-
maciones se satisfacen.

(a) SiC tiene coigualadores, entonces C tiene cokerneles.
(b) Si f:A— B es epi, entonces Coker(f) = 0.

(c) Sean o : A — B y 8 : B — C morfismos en C. Si existen Coker(Sa) y
Coker(8), entonces Coker(5) es un objeto cociente de Coker(Ba).

(d) Sean o : A — B y B : B — C morfismos en C con « un epimorfismo. Si
existen Coker(Ba) y Coker(3), entonces Coker(fBa) ~ Coker(f3).

Proposicion 1.77 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en una ca-
tegoria C con objeto cero

KL>P&>A’
s ]
K—”>A—f>B.

Si el cuadrado derecho es un pullback, p es kernel de f y v es el morfismo
inducido por el pullback por los morfimos  y Ox 4+, entonces v es el kernel de

Pa-
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Proposicion 1.78 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en una ca-
tegoria C con objeto cero

Ao A

.

B —%s>B—5X,

donde « es el kernel de p. Entonces, el diagrama anterior se puede externder a
un pullback si y solo si i es kernel de pf.

1.14. Categoria normal y conormal
Definicion 1.79 Sea C una categoria. Decimos que C es normal si:
(a) tiene objeto cero,

(b) todo monomorfismo en C es el kernel de algin morfismo en C.

De forma dual, se tiene la siguiente definicion:
Definicion 1.80 Sea C una categoria. Decimos que C es conormal si:
(a) tieme objeto cero,

(b) todo epimorfismo en C es el cokernel de algin morfismo en C.

Lema 1.81 Sean C una categoria con con objeto cero y f : A — B morfismo
en C tales que existen p : B — Coker(f), el cokernel de f, y v : Ker(p) — B, el
kernel de p. Entonces, las siguientes condisiones se satisfacen.

(a) Eziste un unico morfismo u : A — Ker(p), tal que hace conmutar el
siguiente diagrama en C

A ! B —2 Coker(f).

N

Ker(p)

(b) SiC tiene cokerneles y es normal, entonces Im(f) = Ker(Coker(f)).
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1.15. Categoria exacta

Definicion 1.82 Una categoria C es exacta si es normal, conormal, tiene ker-
neles y cokerneles, y todo morfismo o : X — Y en C puede ser escrito como
X 5 T135Y, donde u es epi y v es mono.

Lema 1.83 Sean C una categoria exacta y o : X — Y morfismo en C, escrito
de forma candnica como X ~ I 2 Y. Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo en C, con i el kernel de u y p el cokernel de v

X - Y
I

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

%

Ker(u) £ Coker(v).

(a) C es balanceada y tiene imdgenes.

(b) Ker(a) =i, Coker(a) =p y Im(a) = v.
Definicion 1.84 Sea C una categoria exacta. Consideremos la siguiente suce-
ston 1 de morfismos en C:

Qi —1 o

n: A¢71 : Ai

Qi1

At

Aito

(a) Diremos que n es una sucesion exacta en C si Ker(a;11) = Im(a;) para
cada 1.

(b) Diremos que n es un complejo en C, si ;11 0a; =0 (0 bien Im(a;) C
Ker(a;11) ), para cada i.

Proposicion 1.85 Sea C una categoria exacta. Entonces, las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) 0 — A2 B es exacta en C si y solo si a es mono.

(b) A By B 0 es exacta en C si y solo si 3 es epi.
(c) 0=+ A% B =0 es exacta en C si y solo si o es iso.

Definicion 1.86 Sea C una categoria exacta. Consideremos la siguiente suce-
sionn en C:

7 0 A2l ¢ 0.

Decimos que 1 es exacta corta si es exacta, es decir, o es un monomorfismo,
B es un epimorfismo y « es el kernel de (3.
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Notacion 1.87 De la definicion anterior, normalmene se denota a C' como
B/A.

Lema 1.88 Consideremos el siguiente diagrama en un categoria exacta C

0 A—op " p/ 0
lv
0 N Ry )Y 0,

donde los renglones son sucesiones exactas cortas. Entonces, existe un morfimo
0 : A — A que hace conmutar el diagrama anterior, si y sélo si existe § :
B/A — B'/A’ que hace conmutar el diagrama anterior. Mds ain, la existencia
de uno de tales morfismos determina al otro de manera unica.

1.16. El lema del 9 y los teoremos de isomorfimo

Teorema 1.89 (Lema del 9) Consideremos el siguiente diagrama en un ca-
tegoria exacta C

0 0 0
Al A A"
Y1 01 wl
0 B Y. p_ . _pr 0
Y2 02 P2
0 oo o 0
0 0 0,

donde los renglones y columnas son sucesiones exactas cortas. Entonces, existen
morfismos f : A — Ayg: A— A’ tales que hacen conmutar al diagrama

anterior y 0 — A’ Iy A% A" 50 es exacta corta.

Teorema 1.90 (Primer teorema de isomorfismo) Sean B C Ay C Ay subob-
jetos en una categoria exacta C. Entonces, se tiene el siguiente diagrama con-
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mutativo, con filas exactas en C

0 A2 A1 Al/AQ e 0
0*>A2/B*>A1/BHA1/A2 —0.
Corolario 1.91 Sea C una categoria exacta. Si el siguiente diagrama en C

B/ L_ Cl

es un pullback, a1 es mono y as es epi, entonces dicho diagrama puede ser
extendido al siguiente diagrama conmutativo en C con filas y columnas exactos

0 0
0 A p o 0
0 A—">B——>C 0
P Y
C// C//
0 0

Proposicion 1.92 Sea C una categoria exacta. Consideremos el siguiente dia-
grama en C con la sequnda fila y sequnda columna sucesiones exactas cortas

0 0 0

0 Ay SV 0
Y1 IT 6, I P1

0 B . p_*. B 0
Y2 IIT 0> IV P2

0 oo o 0
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Entonces, el diagrama anterior es conmutativo y exacto en C si y sélo si I es
pullback, IV es pushout, I y I1I son, respectivamente, la factorizacion as6, y
021 a través de sus imdgenes.

Corolario 1.93 Sean C una categoria exacta y A un objeto en C. Si ay y 61
son subobjetos de A, entonces el siguiente diagrama es conmutativo en C con
filas y columnas sucesiones exactas cortas

0 0 0
OHAlnAQ ! A2 g AQ/A10A2*>0
Y1 01 Y1
0 A - A 2 > AJA ——>0

Y2 02 Y2

0— = Ay /A nA e/, "2 a/A, 04, — 0

0 0 0.

Teorema 1.94 (Segundo teorema de isomorfismo) Sean C una categoria
eracta y a1 : Ay — A y 60, : Ao — A subobjetos de A. Entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos en C

OHAlmAQ A2 AQ/A10A2—>O
0 Al A1UA24>A1UA2/A1HO.

1.17. Producto y coproducto

Definicion 1.95 Sea {A;},.; una familia de objetos en una categoria arbitraria
C. Un producto para {A;},.; es un objeto A € C y una familia de morfismos
{pi+ A= Ai},c; llamados proyecciones, con la siguiente propiedad: para cual-
quier otro objeto A" y otra familia de morfismos {a; : A" — A;},o;, ewiste un
inico morfismo o : A’ — A que hace conmutar el siguiente diagrama

A—2 oA

oA

A

para todo i € 1.
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Observaciéon 1.96 (a) De la definicion de producto, se puede ver que si un
producto para una familia existe, éste es unico salvo isomorfismos.

(b) Un objeto 0 en C, es un objeto final en C si y sélo si sirve como producto
para la familia vacia.

(¢) Supongamos que la categoria C tiene objeto cero. Para cada @ € I, defi-
nimos el morfismo 6;; : Ay — Aj, donde §;5 = 0 si i # j y 0y = Ida,

si i = j. Si existe el producto de {4;} entonces existen morfismos

i€l
i Ap — HieIAi, llamados inclusiones candnicas tales que piji; = dj;

para cada i, € 1.

Definicion 1.97 Sea C una categoria arbitraria . Si toda familia de morfismo
en C tiene producto, diremos que C tiene productos. Si solo existen productos
para familias finitas, diremos que C tiene productos finitos

Notacion 1.98 De la observacon anterior, junto con la notacion usada en la

definicion de producto, denotaremos a A como [[;c;A; o bien, si no hay riesgo
de confusion con la familia, lo denotaremos como [[ A;. A cada p; lo llamaremos

i-estma proyeccion del producto sobre A;.

De forma dual, tenemos la siguiente definicién de coproducto.

Definicion 1.99 Sea {A;},.; una familia de objetos en una categoria arbitraria
C. Un coproducto para {A;},.; es un objeto A € C y una familia de morfismos
{ui+ Ay — A}, llamados inclusiones, con la siguiente propiedad: para cual-
quier otro objeto A’ y otra familia de morfismos {a; : A; — A'},;, ewiste un
inico morfismo o : A — A’ que hace conmutar el siguiente diagrama

A— 2 A

N

para todo i € 1.

Observacion 1.100 (a) De la definicion de coproducto, se puede ver que si
un coproducto para una familia existe, éste es inico salvo isomorfismos.

(b) Un objeto 0 en C, es un objeto inicial en C si y sdlo si sirve como copro-
ducto para la familia vacia.

Definicién 1.101 Sea C una categoria arbitraria. Si toda familia de morfis-
mo en C tiene coproducto, diremos que C tiene coproductos. Si solo existen
coproductos para familias finitas, diremos que C tiene coproductos finitos
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Notacion 1.102 De la observacion anterior, junto con la notacion usada en

la definicon de coproducto, denotaremos a A como @, ;A; o bien, si no hay

iel
riesgo de confusion con la familia lo denotaremos como @ A;. A cada p; lo

llamaremos t-esima inclusion del coproducto sobre A;.

Lema 1.103 Sean a1 : A1 — A y as : Ay — A morfismos en una categoria C.
Consideremos el siguiente diagrama en C

P B2 A,
N T
B1 Al H A2 o2
/
Al a1 A7

donde py y p2 son las proyecciones del producto Ay [ A2 y 8; = piff parai=1,2.
Enonces, el cuadrado anterior es pullback si y sdélo si B es el igualador de los

morfimos a1p1 Y Qapa.

1.18. Categoria abeliana

Definicion 1.104 Una categoria C es semiaditiva, si tiene objeto cero y cada
conjunto Home (A, B) tiene estrutura de monoide abeliano, tal que las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) La composicion de morfismos en C es bilineal, es decir,
Y(a+B) =va+v8 y (a+B)y = ay+ B, cada vez que las composiciones
anteriores estén bien definidas.

(b) El elemento cero de cada monoide Home (A, B) coincide con el morfismo
cero de Home (A, B).

Si ademds, cada monoide Home (A, B) tiene inverso aditivo (es decir, Home (A, B)
es grupo abeliano), diremos que C es aditiva.

Definicion 1.105 Una categoria C es preabeliana, si es aditiva, tiene kerneles
y cokerneles, y coproductos finitos.

Proposicion 1.106 Sea C una categoria aditiva. Consideremos un morfismo
f i+ A— BenC. Siexisten Ker(f),Coker(f), Ker(Coker(f)), Coker(Ker(f)),
entonces, existe un inico morfismo f : Coker(Ker(f)) — Ker(Coker(f)) tal que
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el siguiente diagrama en C conmuta:

Ker(f)— X Y ’ s Coker(f)

| d

Coker(Ker(f)) I, Ker(Coker(f)),
donde 7 es el kernel de p y v el cokernel de i.

Definicién 1.107 Sea C una categoria aditiva. Consideremos un morfismo f :
A — B en C tal que existen Ker(f), Coker(f), Ker(Coker(f)) y Coker(Ker(f)).
El tinico morfismo f : Coker(Ker(f)) — Ker(Coker(f)), construido en 1.106,
lo llamaremos el morfismo paralelo de f; y a la factorizacion f = wfyu, la
llamaremos la factorizaciéon canonica de f.

Definicion 1.108 Una categoria C es abeliana si es exacta, aditiva y tiene
producto finitos.

Proposicion 1.109 Sea C una categoria arbitraria. Entonces, son equivalentes
las siguientes afirmaciones.

(a) C es una categoria abeliana.

(b) C es una categoria preabeliana, y para todo morfismo f : A — B, su
morfismo paralelo es un isomorfismo.

(c) C tiene kerneles, cokerneles, productos finitos, coproductos finitos, es nor-
mal y conormal.

(d) C tiene pullbacks, pushouts y es normal y conormal.

Lema 1.110 Sea C una categoria abeliana. Si el siguiente diagrama en C es un
pullback

P4,

A1 ?‘A,

com oy epi, entonces el diagrama anterior también es un pushout.

1.19. Funtor exacto

Definicion 1.111 Sea T : C — D un funtor covariante.
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(a) SeanC yD categorias con objeto cero. Se dice que T preserva objetos cero
(resp. morfismos cero) si T(0) es un objeto cero (resp. morfismo cero) en
D siempre que 0 lo sea en C .

(b) T preserva kerneles si T'(u) : T(K) — T(A) es el kernel de T'(«a) :
T(A) — T(B) siempre que u: K — A sea el kernel de o : A — B.

(c) T preserva cokerneles si T(w) : T(B) — T(L) es el cokernel de T'(«) :
T(A) — T(B) siempre que 7 : B — L sae el cokernel de o : A — B.
Definicién 1.112 Sean C y D categorias abelianas. Decimos que el funtor T :
T(a) T(B)
) T

C — D es exacto, si T(A) T(C) es una sucesion exacta

en D para toda sucesion exacta A —>> B . C enC.

Proposicion 1.113 Para C y D categorias abelianas y T : C — D un funtor
covariante, las siguientes condiciones se satisfacen

(a) T preserva kerneles si y solo si para toda sucesion exacta corta en C

UE 0 A—">B C 0,

la sucesion 0 —— T(A)

T(C) es ezxacta en D.

(b) T preserva cokerneles si y solo si para toda sucesion exacta corta n, como

T T
la anterior, la sucesion T(A) ﬂ>T(B) @) T(C) 0 es ezacta
en D.
(c) T es exacto siy solo si para toda sucesion exacta corta n, como la anterior,
T(a T
la sucesion 0 T(A) ) T(B) @) T(C) 0 es exacta en
D.

Demostracion. Consultar [13, pag. 76]. O

1.20. Objeto inyectivo y proyectivo

Definicion 1.114 Sea C una categoria. Se dice que P € C es proyectivo si
para todo diagrama en C

P
s
A—2s A
con a un epimorfismo, eriste un morfismo f' : P — A tal que f = af’.
Dualmente, se tiene la nocion de objeto inyectivo en C.
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Proposicion 1.115 Para una categoria abeliana C y P € C, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) Hom(P, —) es exacto.
(b) Hom(P, —) es exacto derecho.
(¢) Hom(P, —) manda epimorfimos en epimorfimos.
(d) P es proyectivo.
Demostracién. Consultar [9, pag. 71]. O

Definicion 1.116 Sea C una categoria arbitraria. Un objeto G de C es un
generador de C si para f,g : X — Y morfismos en C tales que f # g,
existe un h: G — X en C tal que foh # goh.

Definicién 1.117 Sea C una categoria arbitraria. Un conjunto de objetos {U;}icr
de C es un conjunto de generadores de C si para f,g : X — Y morfismo
en C tales que f # g, existen ig € I y un morfismo h : U;;, — X en C tales que

foh#goh.

Proposicion 1.118 Para una categoria arbitraria C y G € C, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) G es un generador de C.
(b) Hom(G, —) es fiel.

Demostracién. Consultar [13, pag. 76]. O



Capitulo

LLocalizacion

En este capitulo se dara dos construcciones de la categoria Cyx, dada A una
subcategoria de Serre de una categoria abeliana C localmente pequena, donde
3 es una clase de morfismos, descrito en el Teorema 2.17. Las diferentes cons-
trucciones realizadas, a lo largo de este capitulo, son fundamentales para los
resultados de los posteriores capitulos.

Siendo la segunda construccién, un resultado del contenido de [17]

2.1. Localizacion

El concepto de localizacién para anillos conmutativos se generaliza a cierto
tipo de categorias. Una motivacion para la localizacién en categorias es genera-
lizar el concepto de localizacién de anillos conmutativos con identidad.

Definicion 2.1 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Un subconjunto
S C A es multiplicativo si:

(a) 14 €S,
(b) si s, s €8S entonces ss’ € S.

Dados un anillo conmutativo con unidad Ay .S C A multiplicativo, definimos
un relaciéon ~ en el conjunto

SxA:={(s,a)|s€S, ac A}
donde en S x A
(s,a) ~ (¢',d’) si existe s” € S tal que s’ (as’ —a’s) = 0.
Note, que la relacién ~ es de equivalencia. Denotamos por ¢ a la clase de

equivalencia de (s, a), es decir,

27
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a
—={(s,d)e Sx A|(s,d)~ (s,a)}

S

Denotaremos por S™'A al conjunto de todas las clases de equivalencia dadas
por la relacién anterior. Es decir,

S’lA::{g|aeA, s €S}

Observacién 2.2 El conjunto S™'A es un anillo conmutativo con identidad,
con las operaciones siguientes:
a a7’ _ as'Jra’s
(a) s + s’ ss’ 7

/

(b) (&) =7
(c) la identidad en S™' A es el elemento 1.

Con lo anterior, tenemos la funcién ¢ : A — S~'A, a — 7- Resulta sencillo
ver que ¢ es un morfismo de anillos conmutativos con identidad. Més atn, se
tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.3 Sean A un anillo conmutativo con 1 y S un subconjunto mul-
tiplicativo de A. Entonces, el par (p, S~ A) satisfacelas siguientes condiciones.

(a) V s €S, p(s) es una unidad en S™1A.

(b) Sea v : A — B un morfismo de anillos conmutativos con 1 tal que 1)(s)
es unidad en B, para todo s € S. Entonces, existe un unico morfismo de
anillos conmutativos con 1 0 : S~ A — B tal que el siguiente diagrama

conmuta.
Demostracion. Ver [2, pag 36]. O

Definicion 2.4 Sean A anillo conmutativo con 1 y S C A un sistema multipli-
cativo. El par (¢, S™1A) se llama la localizacion de A respecto a S.

Motivados en esta contrucciéon para anillos conmutativos ( ver [2, pag. 41]) es
que se tiene la siguiente definicién en la cual durante todo el capitulo la palabra
funtor se refiere a funtor covariante a menos que se especifique lo contrario.
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Definicion 2.5 Sean C una categoria y X una clase de morfismos de C. Se dice
que la pareja (T,Cs), donde Cs. es una categoria y T : C — Cx, un funtor, es
una categoria de fracciones de C relativa a X si las siguientes condiciones
se satisfacen:

(a) T(s) es un isomorfismo en Cx, para cada s € X.

(b) Si T : C — C’, es un funtor tal que para cada s € ¥, T'(s) es un
isomorfismo en C', entonces existe un tnico funtor T : Cs, — C’ tal que
el siguiente diagrama conmuta:

c—>cx
\ lT
T
C'.
Ejemplo 2.6

(a) La categoria derivada de una categoria abeliana, la cual es la localizacion
de la categoria de complejos de cadena (hasta homotopia) con respecto a los
cuasi-isomorfismos, muy utilizada en dlgebra homoldgica.

(b) En teoria de mddulos, sobre un anillo conmutativo R, cuando R tiene una
dimension de Krull > 2, puede ser 1itil tratar mddulos M y N como pseudo-
isomorfos si M /N tiene soporte de codimension al menos dos. Esta idea es muy
utilizada en la teoria de Iwasawa.

En todo lo que sigue, veremos que bajo ciertas condiciones en el conjunto de
morfismos 3, podemos construir a la categoria de fracciones relativa a ¥ para
esto, vamos a necesitar los siguientes resultados previos.

Lema 2.7 Sea C una categoria abeliana. Entonces, todo diagrama en C

D
g’l
A

que es pullback, se puede completar al siguiente diagrama conmutativo y exacto

f/

s C

Sy

P

!

0——>Kerf —>D—L >

l lgeryr g’ l lg

OHKerf’?AHB.
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Demostracién. Ver [17, Lema 1.4.13] O

El siguiente lema muestra la relacién que existe entre el kernel y cokernel de
dos morfismos f y g, con el kernel y cokernel de la composicién gf, respectiva-
mente.

Lema 2.8 Sean C una categoria abelianay f : Y — Z, g: X — Y morfismos
en C. Entonces, se tiene la siguiente sucesion exacta

0 ——— > Ker(g) —— Ker(f o g) ——= Ker(f)
s

Coker(g) —— Coker(f o g) — Coker(f) ——0.
Demostracion. Ver [17, Lema 1.4.14] O

Proposicion 2.9 Sea C una categoria abeliana. Consideremos el siguiente dia-
grama de pullbacke en C
f/

D——A
4

Entonces, el diagrama anterior se puede completar al siguiente diagrama con-
mutativo y exacto en C

L>A—Tr>/Coker(f’)—>O

D
g/J/ 9 l(
C

donde ¢ es un monomorfismo.
Demostracion. Ver [17, Lema 1.4.16] O

Definicién 2.10 Sean C una categoria abeliana y A una subcategoria plena de
C. Se dice que A es una subcategoria de Serre si para cualquier sucesion exacta
en C:

0 A B C 0,

se tiene que B € A si y solo si A,C € A.

Lema 2.11 Sea A una subcategoria de Serre de C. Entonces las siguientes afir-
maciones se satisfacen.
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(a) 0€ Ay A esdensa enC.
(b) Si X, Y € Obj(A), entonces X @Y € Obj(A).

(c) Si X € Obj(A), entonces todo subobjeto y objeto cociente de X, pertenece
a Obj(A).

Demostracion.

(a) Sean X € Ay X = X’ en C. Consideremos la sucesion exacta corta en C

0 X —X 0 0.

Entonces X’,0 € Obj(A) pues A es Serre.

(b) Sean X,Y € A. El coproducto induce una sucesiéon exacta corta en C

0— =Y S XYy = >X—>0.

Dado que X,Y € Obj(A) y A es de Serre, entonces X &Y € Obj(A).

(c) Sean B, E subobjeto y objeto cociente de X, respectivamente. Luego te-
nemos las siguientes sucesiones exactas cortas en C

0 BC X X/B 0,

0— > Ker(f)—> X —I» E 0.

Como X € Obj(A) y A es de Serre, concluimos que B, E € Obj(A).

O

Observacion 2.12 Si A es de Serre, entonces X [[Y € Obj(A) pues X Y =
XI[Y.

Definicion 2.13 Sean C una categoria y X una clase de morfismos en C. Se
dice que ¥ es un sistema multiplicativo si:

(a) para s : X — Y y s : Y — Z morfismos en 3, se tiene que la compo-
sicion s’ os € X,

(b) para cada X € Obj(C) se tiene que 1x € X.

Definicién 2.14 Sean C una categoria y ¥ C Mor(C) un sistema multiplicati-
vo. Se dice que X es calculable a derecha si:
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(a) ¥ es permutable a derecha, es decir, cada diagrama en C

Y/

|

con s € X puede ser completado a un cuadrado conmutativo C

con s’ € Y.

(b) ¥ es simplificable a derecha, es decir, para cada par de morfismos
f,g: X — Y, para los cuales existe s :' Y — Y’ con s € ¥ tal que
sf = sg, existe s’ € ¥ tal que fs' = gs'.

Dualmente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.15 Sean C una categoria y X C Mor(C) un sistema multiplicati-
vo. Se dice que X es calculable a izquierda si:

(a) ¥ es permutable a izquierda, es decir, cada diagrama en C
X—X
Y

con s € X puede ser completado a un cuadrado conmutativo

X —X

con s’ € X.

(b) ¥ es simplificable a izquierda, es decir, para cada par de morfismos
f,9: X — Y para los cuales existe s : X' — X con s € ¥ tal que
fs=gs, existe s € X tal que s'f = 5'g.

Definicion 2.16 Se dice que X es calculable si ¥ es simultaneamente calcu-
lable a izquierda y a derecha.
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Teorema 2.17 Sean C una categoria abeliana y A una subcategoria de Serre.
Definimos
Ya:={f € Mor(C)| Ker(f), Coker(f) e A}.

Entonces X 4 es un sistema calculable.

Demostraciéon. Para ver que X 4 es un sistema calculable, tenemos que de-
mostrar que X 4 es calculable a izquierda y a derecha. Primero veremos que la
clase de morfismos ¥ 4 es un sistema calculable a derecha.

(a) X 4 es multiplicativo. Sean f,g € X4 cong: X =Y, f:Y — Z. Como
C es una categoria abeliana, podemos contruir las siguientes sucesiones
exactas por el Lema 2.8:

(+):  0—>Ker(g) —> Ker(f o g) 2> Ker(f)

(xx):  Coker(g) A Coker(f o g) LN Coker(f) ——=0.

De la sucesion exacta (x), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
con renglones exactos

Ker(f o g)

" 8

0—— Im(a2)CL> Ker(f) — Ker(f)/Im(ag) —0

)

donde el tridngulo es la factorizacién de s a través de su imagen. Como

f € X4, tenemos que Ker(f) € A de donde concluimos que Im(avz), Ker(f)/Im(az) €
A pues A es subcategoria de Serre.

De la sucesién exacta (xx), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

con renglén exacto

0 — Ker(81 ) Coker(g) ——— Im(f;) ——— 0

K \[
M2
Coker(f o g),
donde el triangulo es la factorizacion de 5, a través de su imagen. Como g €
3 4 se tiene que Coker(g) € A. De donde concluimos que Im(3; ), Ker(5;) €

A pues A es una subcategoria de Serre.
Observemos que tenemos la siguiente sucesion exacta:

0 — Ker(g9)—=> Ker(f o g) L Im(ag) —=0
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Ya que Ker(6,) = Ker(6206;) por ser 3 un monomorfismo y Ker(6206,) =
Ker(ag) = Im(ay) = ;.

De esta sucesion exacta y del hecho de que Im (), Ker(g) € A, concluimos
que Ker(fog) € A.

También tenemos la siguiente sucesion exacta:

0 — > Tm(B1) "2 Coker(f o g) 22> Coker(f) — 0,

donde Im(f;), Coker(f) € A. Como A es de Serre, concluimos que Coker( fo
g) € A. Probandose que fog € X 4.

Todos los morfismo identidad estdn en X 4.

En efecto, dado que 14 : A — A es un isomorfismo para cada A €
C se tiene que Ker(14) = Coker(l4) = 0. En consecuencia, Ker(14) y
Coker(14) estan en A. Por lo tanto, 14 € ¥ 4.

El sistema multiplicativo es permutable a derecha. Consideremos el si-
guiente diagrama con f € ¥ 4

Sy

-
Q

>

C I
Tomando el pullback, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

7

-

h S
S

g

-
-
)

>

f
_—

Q

Por Lema 2.7, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones

exactos
0— = Ker(f)—>A— > B
\L’i lg ig
0— > Ker(f)—>C —>D.

De este diagrama tenemos que Ker(f) = Ker(f) y sabemos que Ker(f) €

A, por lo que Ker(f) € A.
Por otro lado, por Proposicién 2.9, tenemos el siguiente diagrama conmu-
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tativo y exacto donde ¢ es un monomorfismo

At.p o Coker(f)

c-l.p - Coker(f).

Lo cual implica que Coker( f) es un subobjeto de Coker(f). Como Coker(f) €
Ay A es de Serre, tenemos que Coker(f) € A. Por lo tanto, f € ¥ 4.

Y. 4 es simplificable a derecha.

Ahora sean f,g : X — Y morfismos en C tal que existe s : Y — Z con
s € ¥4, que cumple que so f = sog. Sea » = Ker(f — g). Por lo que
(f—g)ot =0y entonces f o) = go. Veamos que ¢ € ¥ 4.

En efecto, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— Ker(f — g)© id X =9 Y % Coker(f — g)

-

Coker (1)) = Ker(w),

con w = Coker(f — g). Por la propiedad universal del cokernel, existe un
unico morfismo A tal que el siguiente tridngulo es conmutativo:

Y —==Coker(f — g)
\ ih
Z.

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 — Ker(w) 22— Y —% Coker(f — g) —=0

- :

0 —— Ker(s) Y : Z 0,

donde B’ es un monomorfismo. Como s € ¥ 4 tenemos que Ker(s) € A.
Luego, tenemos que Ker(w) € A ya que A es una subcategoria de Serre y
h/ es un monomorfismo.

Dado que Coker(¢)) = Ker(w) concluimos que Coker(¢)) € A. Finalmente,
como 1 es un momomorfismo tenemos que 0 = Ker(¢) € A. Por lo tanto
1 € X4y asi que ¥ 4 es calculable a derecha.

De manera dual, se prueba que X 4 es calculable a izquierda. [
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2.2. Categoria L(X,Y)

Sean C una categoria abeliana y A una subcategoria de Serre de C, para cada
par de objetos X,Y € C construyamos la categoria £(X,Y) como sigue:

(a) Los objetos de £(X,Y) son pares (X', uk)), (Y uy,)) € Sub(X)xSub(Y)
(ver Definicion 1.33) donde u, : X' — X y u¥, : Y/ — Y son monomor-
fismos tales que Coker(u%,) = X/X' € Ay Y’ € A.

(b) Definimos los morfismos en £(X,Y) :

Homecx,yy (X', (V) ), (X7, 0db), (V" ) ) ) =
{(a, B) e Home (X", X') x Home (Y, Y") | uX) 0 v = uXn, uyn 0 B =1y, }.

Notacion 2.18 En muchos lugares en lo que sigue, para evitar sobrecargar la
notacidon, escribiremos (X', Y') en lugar de ((X’,u§,), (Y’,u%,)), sobreenten-
diendo que existen monomorfismos ux, : X' — X yuY, : Y — Y con las
propiedades que Coker(uy,) = X/X' € A yY' € A. También al morfismo
(a, B) lo representaremos como

(a, B) : (X, Y") — (X", Y").

Observacion 2.19 Notemos que |H0m£(X’y)((X’,Y’),(X”,Y”))| < 1. En

efecto, sean (a, ), (c/,3') € Homl;(X,y)<(X’,Y’), (X”,Y”)). Entonces us, o

a=u¥, =uy, 0d yuy,of =uy, =uy, op. Como uy, yul, son mo-

nomorfismos, tenemos que o = o' y B = . Es decir, tenemos que si existe un
morfismo (o, 8) : (X', Y') — (X", Y"), éste es inico.

Lema 2.20 Sea A una subcategoria de Serre de C.

(a) Sean u))gl X1 - Xy uX : Xo — X monomorfismos en C tales que
Coker(uy,) = X , Coker(uy,) = XL € A. Entonces, el monomorfismo
Z—u§ oul—u§ ops: X1NXs — X es tal que Coker(i) = XOXZEA
donde 1 : X1 NXo = X1 ype @ X1 N Xy — Xy son las inclusiones
canonicas.

(b) Sean u%?l Y1 - Yy ué : Yo = Y monomorfismos en C tales que
Y1,Ys € A. Entonces existe un monomorfismo pu : Y1 + Yo — Y tal que
Y1 +Ys € A y monomorfismos §; : Y; — Y1 + Y5 tales que pd; = u%ﬁi, para
i=1,2.
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(c) Sean (X1,Y71),(X2,Ys) objetos en L(X,Y). Entonces ezisten inicos mor-
fismos en L(X,Y)

(X1, Y1) (X2,Y2)

(X1NXy, Y1 +Y3).

Demostracion.

(a) y (b) Sean (X3,Y7),(X2,Y2) objetos en £(X,Y). Luego, podemos construir el
siguiente diagrama conmutativo y exacto

0—= X1 NXy s Xy = 0
M2l pullback lU§1 J{Q
0 X, ——X % 0
ux2

donde 6 es un monomorfismo (ver la Proposicion2.9). Como X% cAy A

. X,
es subcategoria de Serre, tenemos que N5 © A.

Ahora, definamos i : X1 N Xy — X como i := uy, o pp. Afirmamos
que ﬁ € A. En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y

exacto en C

0—= X1 NXy —>X e 0
#1i J{P
0 X, X = 0,

X
ux,

donde p es un epimorfismo. Por el Lema de la Serpiente, tenemos que

Ker(p) ~ Coker(u1) = ﬁ Por lo tanto, Ker(p) € A. De la siguiente

sucesion exacta

P
0 —— Ker(p) Xl)m(X2 Xll 0

concluimos que ﬁ € Aya que Ker(p) € A, % €A

(c) Consideremos las inclusiones uj. : Y7 — Y y u}, : Yo — Y. Tenemos que
la propiedad del coproducto, induce un morfismo ¥ : Y1 ® Y5 — Y tal
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que Yoy = u¥ para i = 1,2 donde ~; : Y; — Y7 @ Y5 son las inclusiones
canénicas.
Consideremos la factorizacion de 1 a través de su imagen

Yi+Y;
/ \
ieY, " Y

Notemos que como u(my;) = vy, = u%fl para ¢ = 1,2 y cada u¥1 es un
monomorfismo, tenemos que §; := 7y; : Y; — Y7+ Y5 es un monomorfismo
para cada i = 1, 2.

Por el inciso (a) y (b), tenemos que i : X1NXy — Xy p:Y1+Ys — Y son
monomorfismos en C que satisfacen que ﬁ, Y1 +Y; € A. Por lo tanto,

((Xl N Xo,14), (Y1 + Yz,u)) € L(X,Y). También por (a) y (b), tenemos
que el par de morfismos (u1,d1) satisface que uy, o py =iy pdy = uy,.
Por lo tanto, tenemos el morfismo (u1,d1) : (X1,Y1) = (X1NXa, Y1 +Y3)
en £(X,Y). De manera analoga, se tiene el morfismo (ug,02) : (X2,Y2) —
(X1 N X2, Y; + Ya) en £(X,Y).

0

Definicion 2.21 Sea C una categoria arbitraria. Decimos que C es una catego-
ria casi-directa a izquierda si cumple las siguientes condiciones.

(a) Cualquier diagrama en C
B

|

A——=C,

se puede completar a un cuadrado conmutativo en C

B——D

]

A——C.

(b) Para cada pareja de morfismos u,v : A — B en C, existe un morfismo
w: B — C tal que wu = wv.

Definicion 2.22 Sea C una categoria. Se dice que C es conexa si para cuales-
quiera dos objetos A, B € C existe una cantidad finita de objetos Ay, Ay, --- ,



2.2. CATEGORIA L(X,Y) 39

A, y un diagrama de la forma

Ao A, . A,
Al A3 An—l
con Ag = A y A, = B, para algin n.

Lema 2.23 Sea C una categoria casi-directa a izquierda. Entonces, C es coneza
si y solo si para cada par de objetos A, B € C existe un objeto K € C y un

diagrama de la forma
A B

NS

K

Demostracién. Ver [17, Lema 2.2.9]. O
Proposicion 2.24 La categoria L(X,Y) es casi-directa a izquierda y coneza.

Demostracién. Sean (aq,b1) : (X',Y') — (X1,Y1) v (ag,b2) : (X', Y') —
(X2,Y3) morfismos en £(X,Y). Consideremos los morfismos canénicos dados en
el Lema, 2.20(C), (/Ll,él) : (Xl, Yi) — (XlﬁXQ, Yi-i—Yg) y ([1,27(52) : (Xg, }/2) —
(X1 N Xs3,Y7 4+ Ys). Por Observacion 2.19, tenemos que el siguiente diagrama
conmuta (por la unicidad de un morfismo de un objeto a otro en £(X,Y))

F)
(X1, Y1) G (X1 NX5, Y1 +Y5)

(alvbl)T T(M2752)

(X", Y (X2,Y3).

(az,b2)

Ahora bien, de la Observacion 2.19, tenemos que el inciso (b) de la Definicion
2.21 también es valido. Por lo tanto £(X,Y) es casi-directa a izquierda. La
conexidad se sigue del Lema 2.23 y el Lema 2.20. [J

Proposicion 2.25 Sean C un categoria abeliana localmente pequena y A una
subcategoria de Serre de C. Entonces L(X,Y) es una categoria pequefia, para
cualquier X,Y € C.

emostracién. Sean uy, : Uy monomorfismos
D t S X 5 Xyuf, X' = X fi

que representan la misma clase en Sub(X) (es decir, existe isomorfismo « :
X" — X" tal que uy¥, o = u%,). Entonces Coker(uy,) = Coker(us,). Como
A es cerrada por isomorfismos, tenemos que las siguientes clases estan bien
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definidas: Ly = {(X',u%,) € Sub(X) | Coker(u%,) € A} y Ly = {(Y',u¥,) €
Sub(Y) | Y’ € A}. Por la Definicion 1.33, tenemos que Lx y Ly son conjuntos y
ademaés tenemos que £(X,Y) = Lx x Ly . Por lo tanto £(X,Y") es una categoria
pequena. [

2.3. El funtor ¢(X,Y): L(X,Y) — Ab

Sean C un categoria abeliana localmente pequefia y A una subcategoria de
Serre de C; Sean X,Y € C, definamos el funtor

q(X,Y): L(X,)Y) — ADb
como sigue:

(a) ¢(X,Y)(X',Y") := Home (X', &) para (X', Y') € L(X,Y)

I Y’
(b) dado (u¥,,ul") : (X', Y') — (X", Y") definimos
Y Y
(X, Y)(uX,,u¥ ) : Home (X', F) — Homg (X”, W)
como sigue: si f € Home (X', Y/) definimos

// Y
QXYY W ) (F) = 0 o f 0wk € Home (X7, 20,

" . . . .
donde 6Y., es el tinico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

Uvr Y 0%
0 Y’ Y 7 0
Y7
u¥:, l/ ieg:,
Y Y
Uy 17 Dy
0 Y y 0

Definicion 2.26 Consideremos el siguiente union disjunta de conjuntos

X = | | Home(X',Y/Y").
(X", Y"eLl(X,)Y)

Notemos que un elemento de X, consta de un morfismo f: X; — Y/Y; para
algin (X5, Yy) € L(X,Y). Pero (X;,Yy) € L(X,Y), quiere decir que ezisten
monomorfismos uy : Xy = X ywy : Yy = Y tal que Coker(uy) = % eAy
Yf e A.

Sean f : Xy — Y)Y, y g : Xy, — Y/Y, elementos de X. Se define una
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relacion ~ en X, como sigue:
f ~ g si existen ((X’,u§/)7 (Y’,u%)) € L(X,Y) y morfismos en L(X,Y)

(vayf) (X97Y;7)
(u;m %%)

(X", Y7)
tales que
X ’ X, ’
Q(X7 Y)(U'X{a u¥f)(f) = Q(X7 Y)(uX’ ’ uyg)(g)
Es decir, tenemos que

Y’ Xy Y’ X
Oy, o fouyxl =6y, ogouyl,

’
Y . X
Y, "y,

ug Y ug, respectivamente (ver la construccion del funtor q¢(X,Y)).

’ . .
donde 0% : Ylf — % — % son los morfismos inducidos por

Proposicion 2.27 Sean f: X; — Y/Y; yg: Xy — Y/Y, elementos de X.
Tenemos que f ~ g si y solo si se puede construir un diagrama conmutativo y
ezacto de la siguiente forma

() : 0 X, s X £ 0
f
x/ Y
0 Yy o7 Y T Y
X’ 0 Y’ Y e
u});, Pi/
) Jo
Wg Pg Y
Xy 0 Y, Y v,
X/
g
X
0 Xgq o X X,

donde

Xy Xg tal . Xp _ Xg. 1
(a) Uxr Y Uxr SON monomorﬁsmos ales que Uy oUxr = Ug O Uy, ; Y €l MOono-

X .
morfismo u%, = uyouy], satisface que Coker(u%,) € A.

(b) u¥, : Y' =Y es un monomorfismo tal que Y' € A.
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Demostracién. (=) Si f ~ g sabemos que existe ((X’,u§/),(Y’,u¥,)) €
L(X,Y) y morfismos en £(X,Y)

(Xf7Yf) (XgaYg)
(uxk %%)
oLy

tales que
X ’

(X, V) (ux!  uy, ) (F) = (X, V) (ux?, uy, )(g)-
Luego, podemos construir el diagrama (%) con las propiedades deseadas.
(«). Ahora, supongamos que existe el diagrama (x) con las propiedades (a)
y (b). Como el monomorfismo u%, := uy o uﬁf satisface que Coker(u%,) €
A y el monomorfismo u¥; : Y — Y satisface que Y’ € A, tenemos que
((X’, ux,), (Y, u%ﬁ,)) € L(X,Y). Como u¥, = ufouﬁf = ugou;‘,’ y el diagrama
(*) conmuta, tenemos morfismos en £(X,Y)

(Xfan) (X97Yg)
(uxk %Q’)
XLy,

También, dado que el pentédgono del diagrama (x) conmuta, tenemos que

X
nyofouX, —GY ogouyy.

Por lo tanto
X, vy’
(X, Y)(uy!,uy, ) () = a(X, V) (uy?, uy, ) (g)-
Probandose que f ~g. O

Teorema 2.28 Sean C un categoria abeliana localmente pequenia y A subcate-
goria de Serre de C. Entonces, para X,Y € C,

| | Home (X', Y/Y")
(X", Y")L(X,Y)

hEQ()QY) =

Demostracion. De la prueba del [17, Teorema 2.2.10], tenemos que la relacion
dada en la Definicion 2.26 es de equivalencia. Ademés, como L£(X,Y) es casi-

~

directa y conexa se tiene que

| | Home (X', Y/Y")
_ (XYNEL(XY)

~

donde ~ es la relacién dada en la Definicion 2.26. O



2.3. EL FUNTOR Q(X,Y): L(X,Y) — AB 43

Notacion 2.29 (a) Para X,Y € C, consideremos

X := | | Home (X', y/Y")
(X", YEL(X,Y)

Recordemos que un elemento de X queda determinado por la siguiente in-
formacion: un morfismo f : Xy — Y /Yy, para algin (X5, Yy) € L(X,Y).
Pero (X7,Yy) € L(X,Y), quiere decir que existen monomorfismos uy :
Xy —= X ywy: Yy =Y tales que Coker(uy) = XLf cAyYre A Sea
pr:Y — Y% tal que py = Coker(wy). Notemos que py determina de ma-
nera tinica a wy, como wy = Ker(py). Entonces , dar un monomorfismo
w:Yy =Y, conYy € A, es equivalente a dar un epimorfismo py : Y — Y%
tal que Ker(py) =Yy € A. Por lo tanto, un elemento de X lo escribiremos
como el triple

F= (Ufif:pf)
donde
(i) f: Xy — Y% es un morfismo en C;

(i) uy : Xy — X es un monomorfismo con Coker(uy) € Ayps:Y — YLf
es un epimorfismo con Ker(py) € A, para demostraciones posteriores
recordemos que py viene de la siguiente sucesion exacta

wf br

Y
Al triple F = (uy : f : py), lo representaremos también por el si-

guiente diagrama
X <—X;
§

|

Y
- <—1Y,
Yy by ’

donde Coker(uy) € A y Ker(py) € A.
Tenemos que dos elementos (uy : f : pg), (ug : g : pg) € X son iguales

sty solo siuyp =ug, f =9 ypr=Dng-

(b) Dado que
| | Home(X',Y/Y")
. (X", Y")eLxxL
h_r)n(J(X’ Y) = — )

~

a la clase de equivalencia de (uy : f : py) la denotaremos como [uy :
f : pfl. Es decir, a un elemento F € ligq(X7 Y) lo denotaremos como

F=1lu,:f:py]
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Después quedard claro por que hemos escogido esta notacion (cuando vea-
mos la sequnda construccion de la categoria Cs ). Para mds detalles ver la
Observacion 2.67.

Lema 2.30 Sea [uy : f : pf] € %ﬂq(X,Y). Sean uﬁ’f : X' — X5 un mono-

morfismo y w : YLf — Y un epimorfismo tales que Coker(u; o u;f) cAy
Ker(m o py) € A. Entonces, tenemos que [uy o u?f cmo fo u?f s mopys| €

h_n)lq(X, Y) y ademds

X X
[upouyl :mo fouyl :mopys| =[us: f:pyl.

Demostracion. En efecto, podemos construir el siguiente diagrama conmuta-

tivo en C
uyp x
0 X/ - 0
f
X
A Y Y Y 0
fF oy by Yy
u;f'l iw
X' 0 Y 5 0
uY, TOop§
Y
0 yr Yy TPy 0
1y X; ¢
mofou )
X
0 X' X X 0
ufoU

donde u¥, : Y’ — Y es un monomorfismo que satisface que Y’ € A, se tiene
la igualdad uy o uﬁf = (uyo uﬁf) o1lxsy Coker(uys o uﬁf) = 35 € A. Por la

Proposicion 2.27, se tiene que [us ouﬁf cmwo f ou;f cmopgl=lus: fipsl. O

Observacion 2.31 Notemos que, con lo descrito en la Notacion 2.29, tenemos
que: st (ug @ f 1 pg) ~ (ug : g : pg), por la Proposicion 2.27 podemos construir
los siguientes dos diagramas que representan al mismo elemento en X:

) @ EEE———) e X Oy
X

X _ f X _ Xg
U =UFOU 7 URs =UgouU
T T

Y
W<<7YY

Y

—_——_<
7 Y, — ;
py/ZOYg OPg

] ’
p¥/:9¥f opf
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donde T := G}XfIOfouﬁ{ = 932/ ogouﬁ? yux, y py satisfacen que Coker(us,) € A
y Ker(p¥)) € A.

El siguiente lema es el reciproco de la observacién anterior.

Lema 2.32 Sean [uy : f : pfl,[ug 1 g : pg] € h_ngq(X,Y). Supongamos que
ezisten monomorfismos uﬁf : X' — Xy, uf(? : X' — X, y epimorfismos 7y :

Y% =YY" 7wy Y% — Y tales que satisfacen las siguientes condiciones:
(a) uso Xr— o, oue 0P =TfOD,;
@) ufouxs =ugouy] Y mpops=TyfOPg;

(b) si uy, = uy ouﬁf y py, = s opy, se tiene que Coker(uy,) € Ay
Ker(pY,) € A;

(c) 7TfOfOU§{ zﬁgogouﬁ?.
Entonces [uy : f :pf] = [ug : g : pg]

Demostracion. Podemos construir el diagrama

0 X;—LsXx £ 0
f
X5
u
X/ Y
0 Vi ps - Yy
u?f/ l lﬂf
i ’ Y
X 0 Y ~ Y —— 0
v/ Py
u)‘fg,] T”g
Wy Py Y
X 0 Y, Y v 0
x/
g
X
0 Xy ==X X 0
donde u}, : Y/ — Y es un monomorfismo tal que Y’ € Ay u¥, := us o u?f

satisface que Coker(u%,) € A. Por Proposicion 2.27, tenemos que (ug : f : py) ~
(ug : g : pg), probandose lo deseado. [J

2.4. Primera construccién de la categoria Cyx

Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana C localmente
pequena . Para simplificar, utilizaremos la notacién X para denotar a la clase
de morfismos Y 4 del Teorema 2.17. Construyamos la categoria Cs; como sigue.
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(a) Cada objeto X € C determina un tnico objeto X € Cx.
(b) Para cada par de objetos X,Y € Cx, definimos

Home,, (X,Y) := li%mq(X7 Y).

(¢) Composicion de morfismos en Cs.
Sean A = [ug : @ : po) € Homey (X,Y)y F = [uy : f : py] € Home, (Y, Z).
Queremos definir Fo A : X — Z.
Para esto, supongamos que tenemos a : X, — Y/Y,, con (X,,Y,) €
LX) Y),yf:Yy— Z/Zs, con (Yy,Zy) € LY, Z).

Luego, consideremos el diagrama de intersecciéon

Yfmya%ya

(Sfyai lu?ﬂ—wa

Yf —Y.
€f,(,7’u,f

Sabemos que éste diagrama se completa al siguiente

0 0 0
0—>Y;NY, 2osy Yo 0
f a @ Y;NYa
55,0 uy 1 Y

Y
0 Yy — Y vy 0
§fa 11 Py, p”
Yy Y Y
0 YfﬁYa E} Yio‘ YfUYa 0
0 0 0,

donde los cuadrados I y IT son factorizaciones a través de sus iméagenes.
Por ejemplo

Yy
Yf NY,

Y
Py, C€¢f,a
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S . . Y,
es la factorizacion correspondiente (es decir, py, (Yy) = W)

Ahora, consideremos la factorizacion a través de su imagen de f o dyq:

f(Yf n Ya)

Tf,a Vf,a

Z
Yf ﬁ Ya fOwaa Tf .

Por un lado, podemos construir el siguiente diagrama de pullback

0 0
Q0
0 Zs Zo —2 f(YFNY,) —=0
Kf,o pull Vf o
0 Zy ——Z T z% 0.
sz
<f,a Pfa
z _ Z
Zfa Zfa
0 0
Yy

Por otro lado, existe Asq :
conmuta

z A .
v T 7. tal que el siguiente diagrama

Vf,a 6f,o¢
A
LY
Zy f f
Pfa £f.a
7 )‘f‘a Yf
Zfa YfﬂYu
0 0

Finalmente, tomando pullback del morfismo « con el morfismo e}-,a, obte-
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o Tf o Vi o
Zf"a f(Yf ﬂYa) Yf ny,-———— » Yg
@) a) a)
Kf,o pullback Vf,o Sfa pullback Wo
pf VA f C
z £ Y; — Y
Cfra Pl &fa Pa
o
Z 2 Y C Jo Y
Zto 7o Py YinYa Ya
ayf pullback a
4
— 1Y\
Xfa=0a (yfmya) Xa

Figura 2.1: Diagrama de la composicién

nemos ay : o~} (gdem ) —

vinvs Yinvs del siguiente diagrama
/
Yy oo Y
Yfﬂ}fa Yo
afT @
(Y
Xfao‘ =« (YfﬂYa ) & XO"

pret

Toda la informacién esencial anterior, la podemos poner en el diagrama
de la figura 2.1.

De esta manera, definimos
FoA=lus: f:pslofug:a:ps] :=[uac€f,: Apaoas:C(ral: X —Z

Veamos que [uq © €}, : Af.o © @y i (5ol € Home, (X,Y). Para esto, basta ver
que Coker(uq o €} ) € Ay que también Ker((s) € A. En efecto, tenemos el
diagrama conmutativo y exacto

e
R
[an)

=
N

=

pe=—

IS
)
]
>
°



2.4. PRIMERA CONSTRUCCION DE LA CATEGORIA Cyx, 49

Luego, por el Lema de la Serpiente, tenemos la siguiente sucesion exacta

. X X X
(xx): 0 < X e 0

Recordemos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 0 0
YNy Yy, Yo
0 FM¥a o Y;NYa 0
6f.a uy, 1 uy
Y
0 Yy - Y v; 0
§fia I Py, p”’
Yy Y Y
0 YfﬁYa elf Ta YfUYa O
0 0 0

También tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

1"
€f,a

X
00— Xf’a Xa Xf(,la 0,
afl pullback la \La”
6/
0 Yy fra Y Y 0
Yf NYy Yo Yf UYes

donde o es mono por la Proposicién 2.9.
Ahora bien, dado que (Y}, Z;) € L(Y,Z), tenemos que YLf € Ay Z; € A

Y Y
Yf Yf UY,
!

tenemos que Yf% € A ya que A es de Serre. Por otro lado, como o” es un

—

Como p” : (del diagrama del 9 de arriba) es un epimorfismo,

monomorfismo, concluimos que )?ia € A.

De la sucesion (#x#) concluimos quye % € A ya que Xia € A, probando que
Coker(uq 0 €} ) € A.

Ahora bien, como ¢5 o : Yy NY, — Y, es un monomorfismo y Y, € A, tenemos
que Yy NY, € A Como 7f, : Yy NY, — f(YyNY,) es un epimorfismo,

tenemos que f(Y;NY,) € A. De la sucesién exacta

0 Zf Zﬁa f(YfﬁYa) —0

concluimos que Z5, € A pues Z; € A, probandose que Ker((s) € A. Por lo
tanto
[Ua 0 €F o 2 A0y (ol € Homey (X,Y).
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Veamos que la composiciéon definida arriba no depende de los clases de repre-
sentante tomadas. Para esto, consideremos el siguiente lema.

Lema 2.33 Supongamos que [uys : f :pf] = [ug : g : pg] € Homey, (Y, Z) y que
[ug : a: po] € Homey, (X,Y) , entonces

[ug: fiprlofua:a:pa] =ug:g:pglofug:a:pal

Demostracion. Existen (Y, Z') € L(Y, Z) y morfismos en L(Y, Z)

(Yf7 Zf) (ng Zg)
(1@% %Z,)
Y, z")
tales que el siguiente diagrama conmuta
uf v
0 Yy Y v 0
f
'lLYf
Y/ A
0 Zy o Z o 7 0
ufl J{eg;
Y’ 0 z' Z Z
.z z
Uy Py
ué; T Tag;
Wg Dg
N0 Zy Z A 0
uyg ’
g
Y
0 Y, o Y Y; 0

Veamos que podemos construir el diagrama conmutativo de la figura 2.2 (donde
estan pegados dos diagramas construidos como en la figura 2.1)
En efecto, definamos

' Y, Y,
g :zﬁngfouYf, Yy ug i=upouy), Y —Y

Luego, tenemos que uy o (u));f, 00y ,a) = Ug 00y ,a = Wa © Py . Por lo que,
existe ff. : Y' ' NY, — Yy NY, tal que el siguiente diagrama conmuta
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q ™ by
oo fia Pfa
Zf'a f(Yf n Ya) Yf ny, Y.
Bf.a
Hfa , Vfe Of,a “
g/ o 1T a , Vol
Zg o JY'nY,) Y'NY, Yo Wa
U/ bl o Wa
ot
9lse 7 Py z / % 2 Y
Z; f
0% “ i
Zr Uy
Crra Pfa £fra
Dyt 4 Uyt
Z < Z Y’ Y Pa
Pyl o [ Pa

/
Co’\a z A Afia Yy €fa Y
Zf.a Zf o YiNYa Ya

,
z z Ao/ o Y’ o' Y a
Zgr o Zgr o Y'NYq Ya
af
«
o’ Xpo — > Xa
hlf,a €fra
/ "
Eg/,a
Xg’,a Xa

Figura 2.2: Diagrama
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Y'NnY,

YinY, sy,

YfL>Y

Yy
uy,oég/’a

tal que el siguiente diagrama conmuta

. / . Yy’ Yf
Luego, existe 1y , * y7my; — vav:

7 § ’ ’

1 9, 1 9> Y
0——=Y'NY, Y Vav, 0

Bf,a u}Y/f, lh‘/fya

Yy

0—— Yf nY, 57 Yf . YinYa 0.

Afirmamos que el siguiente diagrama conmuta

Y’ hf,ﬂ Yy
Y'NY, YyNYy

’
J/ff,a

S <——
?

NS

En efecto, tenemos que

/ / o Yy Yy o
€fa® h e 059/704 = €fa Ogﬁa OUyr =PaCUf OUys = PaOlg = €y o 059’7017

y como &4 o es un epimorfismo, se sigue que

/ r_
€0 0 M0 = €gra

/ / ! _ " 3 H 1/ .
Como €} , o h}y ,0ay =€, ,0ay = aoey,, se tiene que existe A, :

Xg'.a — Xt tal que el siguiente diagrama conmuta
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. / Y, . .
Finalmente, como ¢’ := E)gf o f ouy’, obtenemos el diagrama conmutativo de la

figura 2.2.
Tenemos el diagrama

Vg o Sf,a Vf,a
Z/
z z b2, z
Z A
Z’ Z' Zs
Pyl Tf o Pfa
b K
z o _ z fra 4
Zy o =D = 77 < Zfa
0 0 0,

donde s¢,, 0 py.« es la factorizacién de 9%} 0Vf o através de suimagen y ry o =
Coker(sfq). Ademés afqo @ ¢'(Y' NY,) — I se construye como sigue: del
diagrama en a figura 2.2, tenemos que

_pZ _
Vg'a ©Tgra =07, 0Vfa 0Tfa0ffa=5fa0PfaCTfa0bfa;

y COmMO Sf €S MONO Y Vg/ .o © Ty o €S la factorizacion a través de su imagen de
Vg/.aOTyr o, tenemos que existe ayr o : ¢'(Y'NY,) — I tal que s q0af,0 = Vg .
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Dy, QOﬂV \

Y'NY,

PN

J(Y'NYy)

Ademaés Kk’ , y by o son los morfismos inducidos en el cokernel. Veamos ahora
que [ es de la forma deseada, se sigue del diagrama de pullback
uZ i

I
le,a
z! z! Z

0 =

0 Z//
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. " . .
Es decir, tenemos que % = ]. Por lo tanto, se tiene el diagrama

0 7' z" I 0
lAf lera
0 Ly N N | 0

os]
iy
PN
<
I
Q

I

N

Luego &} o 070 0 4 06y 0 = Ky o 0Aja0Era0uys = K 4 0pga0 fouy) =
Tf.o© 9%; ofo uif, =7 0g (ver el diagrama en 2.2).
Por otro lado, se tiene el diagrama

Z/
6g/al lvg/@‘ iSfa
’

/ 9 4 Z
Y 7z Vil

&g al l"pyﬂa irf o
Y’ Ao’ o z bfa z
A Zya Z7

Es decir, bfq 0 Ay 0 0&ga =T5a 09, y cOmo &y o es epi, de las dos igualdades
anteriores concluimos que by o 0 Ay o = k}ya 0Afq 0 h'fa

Por lo tanto by o 0 Agr o 0 gy = k:}a 0Afqo0 h’ﬁa oy = k:}a O Afa OO lf,a
(ver diagrama en la figura 2.2).
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Es decir, tenemos el siguiente diagrama

1"
U o€y

X
0 Xia X X 0
Af,a0Qf
"
e z z Z 0
fra I nya Zf,a
zfl ik’f «
Ag By
Xy 0 z" Z =~ 0
’L'g/T be,a
Byl o Cola 4
1 0 Zy o z Zgla 0
qzﬁaoaq/
X
0—— X, X 0
g, ’U.QOE”, Xg’,a

g,a

En efecto By = 1.4 0pZ, = bfa © Pg.0 © P2 = bfa 0 (y.a Por otro lado,

como (o = @fa o py (ver el diagrama en 2.2), tenemos que k/ a°Cfa =

}7(1 OQfaOPfF="Tfa0 9%; OPF =Tfa opZ = By. Por lo tanto, los cuadrados

derechos de arriba conmutan. Luego, existen los momomorfismos i y i, tal que

los diagramas de arriba conmutan.

Notemos que, del diagrama de la figura 2.2, tenemos que g, © e},a o ’f’,a =
;’,,a. También, notemos que de la construccion del diagrama de la figura

2.1, se tiene que uaoe;’,’a Xga—>Xy uoéoe’]ﬁ,CY : X o — X son monomorfismos

tales que X)f - % e A

Ahora, com'i)’wﬁa Y;NY, — Y, es un monomorfismo y Y, € A, concluimos
que Yy NY, € A Como 7y 4 : YyNY, — f(Y;NY,) es un epi, obtenemos que
fYyNY,) € A Como pyq: f(YrNY,) — I es un epi, concluimos que I € A.

Luego, de la sucesién exacta

Uy O €

0 z' z" I 0,

concluimos que Z” € A. Asi, By : Z — %, es un epimorfismo tal que Ker(By) €
A'y entonces ((Xg',a, uao€y ), (2", Af)) € L(X, Z). También, tenemos morfis-
mos (h%avif) : (Xf,ou Zf,a) - (Xg’,cw ZN) y (Lig’) : (Xg’,ou Zg',a) - (Xg’,ou ZH)a

y como el diagrama del pentagono de arriba conmuta, concluimos que

[Ua © € o Afa 0 2 Cral = [ta 0 €y ot Agria © gr = (gt al.

, Y , y, . . .
Dado que ¢’ = 0% o fouy) = 0% ogouss, podemos repetir la misma construccion
Zf Y Zg Y’
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y se puede concluir que

[Uq © G/g/,a tAgia 0 Qg Cgal = [Ug 0 e/gl',oz t Agha © Qg i Cgral-
Por lo tanto
[Ua 0 €f 0 Apa oy Cral = [Ua o€y, Aga 0yt (gal.

Probandose que
[uf: fipslofua:a:pa) =[ug:g:prlofua:a:pa

O
También tenemos el siguiente lema.

Lema 2.34 Sean [uf : f : py] € Homey, (Y, Z) y [ua : @ : pa] = [ug : B : pg) €
Home,, (X,Y). Entonces

lug : [ ipslofua s aipa] = lup: fipslolus:B:pg]

Demostracion. Sean o: X, — Y/Y,, :Xg —Y/Ysy f: Yy — Z/Zy,
con [uq : @ : pa] = [ug : B :pgl. Como [ug : a : pa] = [ug : B : pg, existen
((X',u§,), (Yﬂu%)) € L(X,Y) y morfismos (u))g‘,’,uy;) $(XonYa) = (X,Y)

Xp

y (uy ,ug) 1 (X35,Y3) — (X', Y’) tales que el siguiente diagrama conmuta

U X
0 X, X =
«
uX"
X/
0 Y, Y =
uY pY o
Yo Yo
ugi ie{é
X’ 0 Y —=Y ——> &
Uy-r Py
Y’/ Y/
Uvg N N TGYB
0 Y, oy Ty
Xg B Yp
’LLX/
B
X
0 X5~ %=

Xa X
donde u%, = u, ouys =ugouy’, Coker(u¥,) =

S EAYY €A
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o7

24.
q:‘,n Tfa Vi o
Zfa fYynYa) YynY, Yo
v
ao,0 ba,e Ca,© Uy,
%_ﬂ /w /f /
e o5,
Zjo —— %> j(¥;NY) A e e e
vfe 5f1(_, ue
Pr us
nse Z % Yy Y
Py Z uf
z Z Y; Y Pe
®re e Pe
Z zZ A Yy elfva Y
¢re Zra Zra Y;NYa Yo
a:x,@ ‘l;,e b&,e
, 0%,
z Z Are Yy re Y o
Zso Zso YNy’ Y’
af
]
b=8; Xfa— — Xa
6],0
c=¢"/ X!
Xso ad X’
Figura 2.3: Diagrama
Tenemos el siguiente diagrama
X
Wyr
0 X’ X 0
€]
l Y
0 Y Y ——+7 0,
u Py

donde

’
©:=6y caou
@

Xa
X/

— oY
= YﬁoﬁouX,.

X3

Veamos que podemos construir el diagrama de la figura 2.3. En efecto,

Aseguramos que existe un morfismo co 0 : Yy NY, — Y, NY’ tal que el
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siguiente diagrama conmuta

Yf nY,

Yf4f>Y

En efecto, dado que wg o u{: OYfa = Us 0Yfa = Us 00y 4, €xiste b, o tal que
el siguiente diagrama conmuta

g ,Qo 5 ,Qo
0—=Y;NY, =Yy —5 o2 0

.

Yy Cro y
Yf NYea Yo

b;,el le))j;
’
Y
Y/

Y;  “re
Y;nY’

Como, 9}; oe’f,oéoff,(l = 03//& OPaOUf =PgOUf = e’f’@off,@ = e}’@obix’@ogﬁa

y como & . es epi, tenemos que
Y’ / Y ’
Oy, ©€r.a = €r.0 ©Uae
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Yf n Y/)

f(
/f% \

Yf ﬁY
f(Yf ﬂYa)

Ahora, por la propiedad de la imagen, existe by, : f(Y;NY,) — f(YrNY’)

tal que el diagrama de arriba conmuta.
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De los diagramas de pullback, existe an,0 : Zro — Zyeo tal que el siguiente

Zfa ba,0°4]
W\
’
df.e

diagrama comnuta

pues py o fifq = Vfq O q}’a = Vf,0 0bye 0 q}’a. Luego, existe a’%e tal que el
siguiente diagrama conmuta

, o C , o
0 Do e 2 —1% 2 0
laa,(—) la;’(_)
Kfe Cr.e
0 Zso Z 7og 0.

Veamos que ¢r o = afL@ oy q. En efecto, afL@ oYfaOpy = afL@ oCfa="Cro =
@fe°oDf, y cOMO py es epi, concluimos que aé@e OWPfa=Pfo-
Veamos que el siguiente diagrama conmuta

Yy Afa VA
Yf NY,. Zf)a

b;,@l \La&,@

Yy z
YfﬂY’ Af.@ ny@ :

En efecto, tenemos que

Un00°Afa08fa=ay0005a0f =¢reof=XAeolre=Are0b, 008,

y como &y, es epi, concluimos que a;, g © Af.o = Afo b, o; ¥ asi obtenemos
el diagrama conmutativo de la figura 2.3. Calculemos el siguiente diagrama de
pullback

X' N Xjo 2% X

Pf,al le/f,ﬂ

X — X,
uXe
X/

Luego, tenemos las igualdades (ver diagrama en figura 2.3)
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Y’ X Y’ " Y’ /
Oopfa =0y, caouytopsa==0y oaoes, 0Tfq =10y o€r,0af0Tfq

=€t °bae s O Tha
De donde existe r : X'NXf , — Xy o tal que el siguiente diagrama conmuta

/
X me,a b;,@OOéfOTf,a

Como ux, : X' = X yuao€] , : Xj o son monomorfismos tales que Coker(ux,) =
X/X', Coker(uq o€y ,) = X/ Xy, estdn en A, entonces tenemos que uq 0 €} , 0
Tfa 1 X' NXfa — X es tal que Coker(u, o e’f’,a OTfa) = #)(fa € A (ver el
Lema 2.20(a)). Ademas

Unp O N ©QfOTfa =Af@0b,g0af0Tfa=Af@000r.

Como Z;e € A, tenemos que (r e es un epimorfismo tal que Ker(¢r o) € A.
En resumen, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

UQOG}/,W ¥
0 Xta X X 0
W\
Tf o 7
0 Zf’a Hf o Z nya Zf,a 0
aa,(—)l \Lal{x’e
/ Z
X'NXfa 0 Ziowam 27 75 0
1 1
[ Cro gz
~_ 0 Zro Z e 0
/@
0 Xyeo X S 0.

Xa 1"
Ua OU T O€F o



2.4. PRIMERA CONSTRUCCION DE LA CATEGORIA Cyx, 61

2 " _ X _ X "
También, tenemos que uq © €%, 0 Tfa = Ua O UXT O Pfa = Ua O UYT O€f g OT.
Luego, concluimos que

Ko o . . — /B .
[ua oux? o€ o Af0 00 : (ol = [Uac€fy : Apaoas:(fal

De la misma forma tenemos que, haciendo toda la construccién para § : Xg —
Y/Y3 se tiene que

X
[ugouy? o€t g Afo0Of:Crol=[ugocsg: AppoBr:Crpl.

Pero como u%, = ug o u?f = Uq O u§7 (ver Proposicion 2.27), concluimos
que
[wao€fa:Araoas:Cral =[ugoers: Argo Byl

Por lo tanto, usando la transitivdad en dicha relacién de equivalencia, se tiene
que

[up o fipplofua:a:pa] =lup: fipslofug:B:pgl.
0

La siguiente proposicién nos dice que la composicién no depende de las clases
de equivalencia usadas para definirla.

Proposicién 2.35 Sean [us : f :ps] = [uy : g:py) € Homey, (Y, Z) y [ug : o :
Pal = [ug : B : ps] € Home, (X,Y). Entonces,

[ug: fiprlofua:a:pa] =ug:g:pglofug:pf:pgsl

Demostracion. Por los Lemas 2.33 y 2.34, tenemos que

[ug o fipflofua:a:pa] =[ug:g:pglofua:a:pa
= [ug 1 g :pgloug: B:pgl

O

2.4.1. Asociatividad de la composiciéon

Proposicién 2.36 Sean A = [u, : a : py] € Homey (X,Y), F = [uf : f :
ps] € Homey, (Y, Z) y H = [up, : h : py] € Homey, (Z, W), representados por
a: Xog — Y%, Yy — Z% yh:Z, — Wmh, respectivamente. Entonces

(HG)A = H(FA)

en Cs.
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Demostraciéon. Primero calculemos la composicion F'A. Para esto, considere-
mos el diagrama de la figura 2.4. Luego, tenemos que F o A esta representado
por el morfismo

Afaoaf: Xpa—

Zja

Es decir, tenemos que
FoA=luao€f,: Apaoays:(fal

Para simplicidad, definamos  := A¢ o 0oy : X3 — Z/Zg, donde X3 :=
Xfay Zg = Zj,a y también hagamos ug := uq 0 € , y pg 1= (f.a-
Luego, del diagrama de la figura 2.5, tenemos que la composicion H o (F o A),
estd representado, por el morfismo

Ah.g © ﬁh : Xng — .
B B Wh.s

Es decir, tenemos que
Ho (FOA) = [uB 06;{,5 : )\h,ﬁ Oﬁh : Ch,ﬁ]-

Ahora, calculemos la composicion HoF'. Para esto, consideremos el diagrama
de la figura 2.6. Luego, tenemos que H o F' esta representado por el morfismo

Angofn:iYny—

Wi,
Es decir, Ho F = [uf o€, ¢ : Apg 0 fn i (pp]- Por simplicidad, definamos
0 = )\hvf o fh Yy — %, con Yy = thf, Wy = Whﬁt, Up = Uf O 6/}{’]0 y

Po = Ch,f-
Luego, del diagrama de la figura 2.7, tenemos que la composicion (H o F) o A,
esté representado, por el morfismo

w

Maoay:Xgo — —.
s s We,a

Es decir, tenemos que
(HoF)oA =[uyo E/‘g/7a i X0, 0 Qg : Cgal-
De la figura 2.5, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

d o

f(Ymea)HO

lll/fya J//Ufya

0 Zs Z % 0.
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Notemos que wg = fifo : Zfo = Zg — Z. Luego, existe d’ tal que el
siguiente diagrama conmuta

wf

0 Z; Z % 0
id id/
0 Zs—Ls gz 2 Z 0.

N

Notemos que la sucesién exacta inferior, del diagrama anterior, coincide con
la sucesién exacta

Hfa Chra Z

0 Zf o Z -

del diagrama de la figura 2.5. Es decir, tenemos que (f = pg.

Ahora bien, del diagrama 2.4 y de los diagramas de arriba, tenemos que

Pra: Z% — Tza es tal que o 0opr = (5o =pg =d opys; y como py es epi,
tenemos que

d/ = QOf,a-

De los diagramas de pullback de la figuras 2.5, 2.6 y de las igualdades wg o
dotp ; =wsoy s =upodys (ver diagrama en figura 2.6), tenemos que existe
un morfismo ¢ tal que el siguiente diagrama conmuta

Zn N Zf dovpp, ¢

IyNZg——Zg

5h,Bi J{‘“ff

ZhL)Z.

Luego, existe ¢’ tal que el siguiente diagrama conmuta

on, &h,
0——= 2, N Zy = Z), —= 72— 0

On.p Enp g,
OHZhﬂng Zn ZinZ; 0
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Afirmamos que el siguiente diagrama conmuta

Z 6;L.f i
ZhﬁZf Zf
\LC/ J/d/
’
Z €h,B Z
ZnNZg Zﬁ'

En efecto, d’ o€, ;08 p = d'oprouy, = pgoun = €, 508ns =€, 5008 13y
como &y, ¢ es epi, tenemos que d'o¢j, » = ¢, soc’. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

W(Zy N Zg)

W m
hoép, ¢

w
Vh,f
)

WZn N Z;

Luego, por la propiedad de la imagen, existe b : h(Z, N Zy) — h(Z, N Zp)
tal que el diagrama de arriba conmuta.
De los diagramas de pullback de la figuras 2.5, 2.6 y de las igualdades pp o, ; =
Un,f ©qp, ;= Vn,g 0 bog, s, existe a tal que el siguiente diagrama conmuta

Wh,f bo‘l;l,f
N

Wi —2 h(Zy, 0 Z)

N}L,ﬂl l'“h,ﬁ

Ph w
W Wh.

Hh, f

Luego existe a’ tal que el siguiente diagrama conmuta

Hh, f Ch,f

0 Wh. s 1474 Wi 0
Ph.p Ch,p

0 Wh.s w va‘:za 0.

Veamos que ¢p, g = a’ oy, ¢. En efecto, tenemos que a’opy, fopp, = a’oCp p =
Ch,3 = Ph,3 ©Dr; y COMO Py, es epi, concluimos que ¢, g = a’ 0y, r. Veamos que
el siguiente diagrama conmuta
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/
qf o Tf,a Yo
Zf_p, _— f(Yf N Yn) Yf NY,C Y,
A N N al
Hf e pullback Vf,o 0f.a pullback Wo
P Z f C
z Z Yy oy v
Ctia P £fa Pa
o
Z o 7 i P Y
Zfa Zf o Mo Y;NYe Yo
ar pullback o
Y, <
— A1 f -
Xfa=a (yfmy“)(—> Xa

Figura 2.4: Diagrama que calcula f o «

Z}LﬂZf W}L,f
Zn w
ZnNZg An.g Wh,s"

En efecto, tenemos que

CL/ e} )\h,f Ogh,f = a’ o Qphvf oh= SDh,ﬁ oh= Ah,ﬁ Ogh,B = /\h,,B o C/ th,f;
y como &, s es epi, tenemos que a’ o A\, ; = Ay g o ¢. De esta forma tenemos el
diagrama conmutativo de la figura 2.8, con d' = ¢y 4.

Considerando los morfismos uy : Yy — Y y GZ,f Y=Yy — Yy de los

diagramas en 2.4 y 2.6, definimos la inclusién

ug :=ugoey ;i Y=Yy —Y.

(a partir de esta inclusion se construye el diagrama 2.7). Luego por propiedad
de pullback y de las igualdades u¢ o e%yf 009,0 = Ug © 09,0 = We © Pp,q, Xiste r
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,
ah.p Th, P, g
W’}L,B }l(Zhﬂ23)<<7ZhﬁZS(—> Zg
~ ~ ~ A
tns  pullback vh8 Sn.p pullback wp
4 Ph W h C
w Wi Zn un, Z
Ch,g ©h,8 En.p P
o
W W Zn_C ] z
Wh.p Wh,p Ans ZnNZg Zg
Bh pullback B8
&
P R YL
Xnp =8 (Zmzd) Xp

Figura 2.5: Diagrama que calcula ho g3

, ,
, .5 Th,f U, g
Wyf———>hZy,NZ)<~———Z) N2> 7
~ ~ ~ A
Hh,f pullback Vh,f O, pullback wr
P w h
w Wi Zy, o Z
Ch.f Phof En.f Pf
, P €
h1% w Zn S Z
Wh, s Wh, s s ZnNZy Zy
fr pullback f
&
o p1(_Zn o S N
Yas = z82) Yy

Figura 2.6: Diagrama que calcula h o f
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.o 0.0 Yo.a
Wi o ———"==6(Yy N Ya) : Yo Yo Y
Ko, o pullback V6, 60, pullback Wa
4 po w 0 C
W W, Yy - Y
€0, 0,0 €00 Pa
w w Yo ¢ Co.a y
Wo.a Won Xon YoV Vo
g pullback a
21/ v 6.0
Xoo=a (ygp?y“) > X,
Figura 2.7: Diagrama que calcula 6 o v
s T, ¥n,
VVh,f G }L(ZhﬂZf><éZhﬂZf+>Zf
a b c d
Hh, f Vh, f Sn, s
(I/,,.; Th, g Ph,p
Wh.pg —— e WMZn N Zg) b2 ZyNZg ol Zg wr
Vh.p On,p e
Hns w i o b Zp —2 Z
%f %.f %r /
W Pu I/lKV, h Z up, 7 v,
Ph.p En.p Pg,,
W W An.f Zn h.s z
Cn,p Wi s Wh.r ZnNZs Zs
U./ lll Cl
§ d'=¢f o
W W Ak, Zn €h.8 z
Wh. s Wh.s ZnNZg Z5

Figura 2.8: Diagrama



68 CAPITULO 2. LOCALIZACION

tal que el siguiente diagrama conmuta

Y —L Y.

Por propiedad de cokerneles, existe pg ¢ tal que el siguiente diagrama con-
muta

YoNY, O
TL J/Elh/’f \Lpe f
5f,a S0 Yy
0—— Yf nY, Yf Y;AYa 0.

Por otro lado, tenemos que € , es el tinico morfismo tal que p, oup = €p , ©
!/ / 1 1!
£p,a- Y como €f.0000,f 08p,0 = €0 08f,a0€y  =DPaOUfOE, ¢ = PaOUg, tenemos
/ o . . .
que €, © pg,f = €y . Luego, calculando el siguiente diagrama conmutativo de
dos pullbacks

Y, _PoS_ Yy Cfe vy
YoNY, Y;NYq Yo’

tenemos que el cuadrado exterior es un pullback. Por lo tanto, podemos suponer
que M = Xgo,quek = apyqueey , = e’;’aop (‘es decir, tenemos el diagrama de
pullback inferior de la figura 2.7). En particular, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Ahora bien, consideremos el pushout

Co,a w
_—
w Wo,a
Ch,ﬁi lb”
w a’ w
Wh.s Wh,sUWp o *

Notemos que (g,o = @g,a0po (ver figura 2.7) y (p,3 = a’o(p, ¢ (ver figura 2.8).
Ademés, por construccién de los diagramas 2.6 y 2.7, tenemos que (p. ¢ = po;
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Yf NYy
r Yo
Yo,
YoNYy ——— Y,
oy
06, Yy Wa

€6, Ny,

V

Yy -
YpNYeo

S

af

=]

f
,
€0.a
oo Xfa
P
1
€6,a

Figura 2.9: Diagrama piramide

Xﬂ,a Xo

de donde concluimos que b’ o g o 0pg =b0"0(pa =0a"0Cpg=0a"0d o=
a" oa’ opg;y como pg es epi, tenemos que

b opga=0a"o0d.

Ahora bien, construyamos el siguiente diagrama de pullback
T — Xp0
Xn,p —7> Xf.a-
s
Afirmamos que
a"odpgoBrou=10"0Ngqo0agou.

Para esto, construyamos el pullback

E4w>yh7f:y9

l&y,a

Yo
agov YoNYy, *

HC\
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Notemos que 9 es epi pues &g o lo es.
Y también consideremos el pushout

’
Zn “h,8 z
thZ[j Zfﬁa
a”oAhﬂ\L lg’
w =
Wh,sNWeo, o N,

—_ /
donde = es mono pues €, 5 lo es.

Afirmamos que
an”o)\hﬂoﬂhouo;{}:Eob'/o)\97aoagovo77/}.

Dado que ¢ y = son epi y mono, respectivamente, tenemos que los caminos
rojos descritos en el diagrama 2.10 conmutan. Ya que, por un lado, tenemos que
siguiendo los diagramas 2.10, 2.8 y 2.9, tenemos que

Eoa"oMppgofroucy =E o€, gofpouoy
ZE/oﬁoe'h/ﬁouoz/)
=Eolfqo0aropovor)

=E'0Afa0pgsoagovor.
Por otro lado,

Eob’oNgaoagovoty =E0b" 0N a0&aot)

[1]

ob'/og097ao)\h7fofh01/1/
oa"oad oApfo frot)

(1]

=Eoad" oA, goc o frot)
=E'oe,goc ofrod
=E'od o€, s o fnot)
:E'od/ofoe;:,fow/
=E'oppaofoe, ot
== 0Afa0&fa0ey o
:E'o)\f@ 0 po,1°&0,a o)’
:E'o/\ﬁaopg,foa@ovoqﬁ,

de donde concluimos que

Eoa’oApgoBroucyy=20b"0Ng40qo0vo0;
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y como = es mono y ) epi, tenemos que
a"odpgoBrou=10"0Nqo0agou.
Probando que los caminos rojos descritos en el diagrama 2.10 conmutan; y
como T es tal que 5 € Ay W), s UWp o € A pues cada uniendo lo esta. Por un

lado, tenemos que

[ug o eZﬁ t Ang 0 Bh i Chpl = [ugo e%ﬁ ou:a’olppgoBrou:a’olgl,

[Ua 0 € o i X000 gt (ool = [uao€y,0v:b" 0Xggoagov: b oyl
Pero

" o 7 " o 7 _ "
Ug o€y gOU= (uaoef’a)OGh’Bou— (uaoef’oé)O,oov—uao%’aov7

a" oXpgofrou=>"oNgqoagou,

a" o Cnp=b"0Ca-
Por lo tanto, tenemos que
[wg o€l Ang 0B i (gl = [ta © €5 o i Moo 0 g 2 (p,al;

probéndose que (Ho F)o A = Ho (FoA)enCs.
O

Lema 2.37 Para [uq : a : po] € Homey (X,Y) y [ug @ f: py] € Homey (Y, Z),
se tiene que
[y : 1y s lylofug t @ pa) = [ua t @i pa),  [up: fipflo[ly : 1y : 1y] = [uy : f: pyl.

Demostracion. Del siguiente diagrama tenemos que [ly : 1y : ly|ofuy @ «:
Dol = [UaOfll/,a A 0ar(a) = [Ua 1% oa:pa| = [Uua:a:pal
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/ ohs s Ung
Wi s h(Zn 0 Zy) 7074 7
Hip pullback Vh.s Sns pullback wy
4 Ph W h c
" Wi Zn z
Crs=po en.s s s
w-— W W Wi D 7
We = Wiy W v Tl Z
w
Wi5UWo o In pullback !
- N
a’
- Z c €h,f ug
Co,a ©6,a th =f (Z,.mz,) Y/ y
"
w ~ 2y Ar v .
Wis s ZunZs s Zra Vv,
i Po.f o
o \ \ .
i W 0.0 Yo LR N
Wo,a Wo.a YoNYo Ya
8 A
ay
/"
€h.8
Xn,s Xfa Xfa o
v » o
&
v a
T = Xo.a X,

Figura 2.10:

Diagrama de la asociatividad
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’
q1,o=1 T1,a=1 P1,a=1
Y Y, Y, © Yy
m e ') m
H1,a  pullback V1, 01,0 pullback Wa
P1 1
Y ——=Y=1 YC Y
ur=1
(1,0 Pl,a £1,a Po
o
Y YooY el Y
Yo Yo Al,azl Yo Yo
ap=o pullback a

Elll.azl
Xio=X"—""—X,.

De la misma manera, el siguiente diagrama nos dice que [1y : 1y : Iy]o[uy :
fripfl=Mo€f  Appoay:Cral =[us: foly, psl=Tlus:f:py]

’
qf.1 Tf,1 Y1
Zi1=0r —— f0)=0<—"—YNO0=0C—-—""——>1(
=25 £(0) - rno ),
Bfa pullback VU 0f1 pullback w1
pf A f C
Cra pr1=1 §r1=1 p1=1
€
Z Z Y, C r y=X
Z; Z; Aa=f f 0
ay=1  pullback a=1

Xs1= Yf($> Y.
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Por lo tanto [1y : 1y : 1y] es el morfismo identidad en Home,. (Y,Y). O

2.4.2. Aditividad de la categoria Cy,

Sean C una categoria abeliana localmente pequefia, A una subcategoria de
Serre de C y ¥ := ¥ 4. Con todo lo hecho anteriormente, hemos demostrado que
Cy es en efecto una categoria. En lo que sigue, veremos que es una categoria
preaditiva. Para esto, necesitamos definir como se suman morfismos.
Recordemos que para X,Y € Cy, se tiene que

| | Home(X',Y/Y")

Home, (¥, 7) = ligg(¥,¥) = 572 EE0)

~

Definicién 2.38 Sean F = [uy : f : pf|,G = [ug : g : py] € Homey (X,Y).
Como ((Xf,uf)7 (Yf,wf)), ((Xg,ug)(Yg7wg)) € L(X,Y), sabemos que existen

((X’,u?), (Y’,u%)) € L(X,Y) y morfismos en L(X,Y) (ver Lema 2.20(c))

(Xfan) (X97YQ)
(uim %%)
XLy,

Luego, podemos construir el siguiente diagrama

uf
0 Xy X * 0
7 ~ - f
s ~_f
Va ~
Xf e =~ ~
u s ~
X/ A
70 Yy Y YL 0
P wg Pf !
[
Ve
) u;:l oy
’ ¥
7
X' 0 Y’ Y % 0
N wY py Y
N Y/ Y/’ A
S uy, 163,
N |
Wy Pg
S. 0 Y, Y = 0
Xg 9 7 Yy
uyl N N P
N -
N 79
N - X
0 Xq w X X, 0,

donde todo conmuta, a excepcion del pentagono formado por las flechas pun-
teadas. Ademds u¥, = ug o uﬁf = uy ouy! y se satisface que Coker(us,) € A
yY' € A. Se define
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X / X /
F+G:= [ q(X,Y)(uy! uy, ) (f) + (X, Y) (uy?, uy, )(9) : py]
[U’X’ 0Y OfO’LLX/ +9Y OgOUX/ py/]
Observacion 2.39 Por [17, Teorema 2.2.11], tenemos que la definicion de la

suma es independiente de los representantes y de los morfismos tomados en
L(X,Y)

(Xf’Yf) (ngyg)
(uxm %;)
T xL Y. !

Proposicién 2.40 Para cada par de objetos X,Y € C, Home,(X,Y) es un
grupo abeliano con la suma definida en la Definicion 2.38

Demostracién. Esto se sigue de [17, Teorema 2.2.11] O

Observacion 2.41 Sean F' = [ug : [ : pg|,G = [ug : g : pg] € limq(X,Y).
Sabemos que existen ((X’,u%)7 (Y’,u;‘f,)) € L(X,Y) y morfismos en L(X,Y)
de la siguiente forma

(X7, Yy) (Xg,Yy)
(uﬁm %y_;)
(X', Y").
X5
Dado que [us : [ : pf] = [ufouyd : 9}1 ofouX, Qgﬁfopf] ylug:g:

Pyl = [ug © uf(? : 932/ og oui, : GYQ/ opg| (ver Lema 2.30), uys o uﬁ, = ug O u;ﬁ'
Y ng ops = 9% © pg, podemos suponer que f y g tienen el mismo dominio,
codominio y que uy = ug y py = py. Entonces, podemos suponer siempre que

[ug : fopgl+[up:g:ps]=[us: f+g:pyl

Lema 2.42 Sea o : A — C en C, tal que a = pa’, con p : B — C un
monomorfismo y o : A — B en C. Entonces tenemos el siguiente diagrama

de pullback
A B
A C.

o
H

H
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Demostracién. Sean v : X — Ay v : X — B morfismos tales que
aoy = povy. Luego poa' oy = po~'; y como p es mono, tenemos que
~' = a’ o~y. También se tiene que v = 14 oy y 7y es el tinico que cumple las dos
igualdades anteriores. Por lo tanto el cuadrado del lema es un pullback. [

Proposicion 2.43 Sean A = [uy : « : po), H = [ug : B : pg] morfismos en
Homey, (X,Y) y F = [uf : f:pf] € Homey, (Y, Z). Entonces

Fo(A+H)=FoA+FoH.

Demostracion. Sean o : X, — YL yB:Xg— YLB. Por la Observaciéon

2.41, podemos pensar que X' = X, = X3, Y =Y, =Yy uqg = ug y pa = ps-
Consideremos los pullbacks de los diagramas que definen la composicion (ver
diagramas de las figuras 2.11 y 2.12)

o Yy Br vy
Xjo — y0v7 Xpp— vrv7
1" ’ 1" ’
€fra €fra €f.8 €f.8
B
XY x 2y
A4 H ! _ !
Notemos que en éste caso, se tiene que p := €t o = €f 3 Luego, tenemos los

siguientes diagramas

a By Y.

u f Y v
XjaNXsp X vy XraNXpp Xy vy
lv e,f/'al le},a ’U/i €’fl)ﬁl \Lelf’ﬁ
elf/.ﬁ 53‘/,(1 B
Xt.8 X —— 5, Xfa X! ¥

Luego, si @’ := o€} govy ' := o€}, ou, entonces
U:ad :po] = [ta:a:pal,

U : B :pg]=lug:B:psl
conU:=wuqo0€f, ou=ugoejzovy P:=py =p,=psg=pp. Ahora, para
o :=ayouy B’ = ffov, tenemos que &' =poa”y B = popB”. Luego, por
el Lema 2.42, tenemos los siguientes pullbacks

o’ Y, B Y,
XraNXpp— vy  XpaNXis— y87

il iﬂ ll lﬂ
2 /3/
XjaNXpg—> 17, XjaNXpg—> 37
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Por lo tanto, podemos formar los diagramas de las figuras 2.13 y 2.14. Por otro
lado, como

o+ = po (0" +B"),
con p mono, por el Lema 2.42 tenemos el siguiente diagrama de pullback

a//+B// Y
XpaNXpp— vy

Ll |
Y

«
XjaNXppg—> 37

y asi, formar el diagrama de la figura 2.15.
Ahora bien, como la composicion no depende de los representantes, y de los
diagramas de las figuras 2.13, 2.14 y 2.15, tenemos que

[ug : f:pflo([ua : a:pa] +[ug: B :pgl) =
[ug: fipflo([Usa’: PI+[U: B : P])

=[us: fipglo[U:a’+p": P

= [Uar1p 0 €f qrip t Aparyp o (& + B85 Crarip]

= [uartp  Aparsp o (@ +B") i Crarvp]  (Pues €f o g =1)

=[U: Aparsp o0’ + Aparip 0 B” i Crarsp]  (Pues U =uarig)

= U Aparoaf + App 0By i Craryp]

=[U: Apar 00 Crap] + U Appr 0 Bt Crartp]

[ © Afar oaf S Char] Fug s App Oﬁ’f :Crpr] (pues U =uy = upg)

= [Uqr © e’f/ o P Afar O a} : o] + [ugr o e;ﬁﬁ, P Ap g0 5} : Crpr] (egﬁya, = e';,ﬁ, =1)
=[us: frpflo[U:a : Pl+[up: fipglo[U:p": Pl

[ug : f:pfloua:a:pal+lup: fipslolug:B:pg]

Esto pues Aoy p = Afor = A7, Crartpr = Cr.ar = (r,3 (poOr construccion de
los diagramas en las figuras 2.13, 2.14 y 2.15) y o = oy y 8" = g}. U

Proposicién 2.44 Sean F = [ug : f : ps],G = [ug : g : pg] € Homey, (Y, Z) y
A =[uq : a:py) € Home,, (X,Y). Entonces

(F+G)oA=FoA+GoA.

Demostracion. Por la Observacion 2.41, podemos suponer que f y g tienen el
mismo dominio y codominio, es decir f,g: Y’ — ZZ, con Y’ subobjeto de Y, tal
que 5 €Ay Z' € A.SeaU :=up=uy:Y' —YyP=pr=p,: Z — %.
Luego, se tiene el diagrama de la composicion F o A de la figura 2.16:
También podemos constuir el diagrama de [g] 0[] analogo al diagrama de la
figura 2.16. De tal diagrama, tenemos el morfismo (4 : Z — -“—. Tomando
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,
af,« . Tfa Vfa
Zpo —> f(Y;NY)<~—"——Y¥V; NV ——"——> YV’
a) N s
o pullback Vfa Of,a pullback w
Py A f
Z = Y€ Y
Zs ! uy
Cfia Pfa £fa p
e
L 7 e L C fe Y
Zfo Zfa Moo YNy’ Y7
af pullback a
o
o (Y Y e
Xfa=a (Yme’) X

Figura 2.11: Diagrama de la composicion [f] o [a]

,
5.8 T8 V5.6
Zy g —— f(YyNY') Y NY'c Y
A~ ~ N
] pullback vf,B8 ¢ pullback w
pf VA f
Z = Y€ Y
Zs f uy
Cr.p Pr.B &5 p
’
zZ Y ¢ 5.8 Y
L L J X
Zss Zs.5 Afp YNy’ Y’
By pullback B
X -1 Yy C e}l,ﬁ X!
f8=8 (Yfm/f)

Figura 2.12: Diagrama de la composicion [f] o [5]
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,
[\ Tp ot P ot
fra fro fra
Zf o — [(Y;NY) YynY/e—«——Y’
N TN
f.ar  pullback Vool S5 ol pullback w
pr z f C
z Z Yy - Y
Ctial Pfal & ol p
¢
z 7z Yy C f.a! Y
Zsar Zsar Xt Yiny? V7
a'f::a” pullback o’

P
XfaNXps—" > X; 0N Xy,
f 1.8 faNXpp

Figura 2.13: Diagrama de la composicion [f] o [¢]

’ ,
q¢ gt Y Y5 gt
.8 f.8 £
Zf B’ f(Yf n Y’) Yf n Y,(—> Y/(
A~ ~ ~
Ky.p’ pullback Vg, 5};3/ pullback w
Py A f C
A £ Yy = Y
Cropt Pr.6 Er.p P
’
z _ Z Yy ¢ s Y
Ziw  Zi N YNy’ Y7
8 =p" ’
Fi= pullback B
¢ 1

=
XpaNXjptr———>=X; 0 NX;p

Figura 2.14: Diagrama de la composicion [f] o [5']

79
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/ ,
qf,al+p! , Tfal+8/ , Vial+p
L , C /
Zfar+ﬁ/4>>f(YfQY) Yff'lY Y.
My a4+ pullback Vil 48/ 5,-‘(1/“,/ pullback w
Py A f
A = Y€ Y
Zs f ug
Crralts! Pfal+p Efal 48 P
’
A A Yy C €fal+8" Y
Zg 0l 4pt Zf altp! Aol 5 YNy’ Y’
(o' +B")p:=a""+B" pullback o'+’

E’f/.a’ gr=1
XpaN X g X 0N Xp

Figura 2.15: Diagrama de la composicion [f] o [o/ + §']

/
df,a Tf o Vf o
Zia fY'NY.) yny,—" .y,
@) a) a M
Pf o pullback Vi, Of.a pullback Wa
P Z ! /
z Z e - Y
Cfa Pfo Efa Pa
/
Z Z i Y ha Y
Zfa Zf,o Ao Y'NYa Yo
af pullback a
”

€

Y’' )( fra X,

Xfo=a sy

Figura 2.16: Diagrama de la composicion [f] o [a]
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Z Z

pushout, de (ro : 2 — 7, con Cgo © 4 — 7z tenemos el siguiente

diagrama conmutativo donde todos los morfismos son epimorfismos

Cfra A

Z Zra
Cg.al ihf,a
Z Z
Zg,a hg o Zf,aUZg.a"

Notemos que, como Zf o, Zg,o € A, tenemos que Z" := Zy ,UZ, o € A. Por
lo tanto, consideremos [’ :=hfo0@ra0 fy ¢ :=hga 0 @gqog. Notemos que

hfao@fa0P =hfao@saops="hfaolfa="hgao(ga="hgaoPga0py=
hg.o © ¢g.« © P. Por lo tanto, definiendo

P’ = hfao@faoP =hgaopgaoP

Tenemos que
U:f:P=[U:f:P],
[U:g:P)=[U:¢ : P,
pues nfa 0 Qra ¥ Nga © Qg son epimorfismos.
Notemos que f/ ] 5]070[ =0 pues f/ o 6f,a = hf,a OCPfao f o 5f,a = hf,(x o /\f,a o
fa00fa=0
Entonces, para obtener la composicion [U : f' : Pl o [ug : « : p,], usaremos el
diagrama de la figura 2.17.
También, para calcular [U : ¢’ : P’] o [ug : @ : ps], usaremos un diagrama
similar (ver el diagrama de la figura 2.18).
Como 047 o = 0/ o, tenemos también que (f' +¢')odp o= f 0dpa+g o
dg/.0 = 0y asi, que podemos formar el diagrama de la figura 2.19.
De los diagramas de las figuras 2.17, 2.18 y 2.19, tenemos que

af’+g' = O[f/ = O[g/,
Ef/+gl = gf/ = gg/,
Ademaés, tenemos que A4 g o es el inico morfismo tal que
)\f’+g’,a o gf/+g’,oz = fl =+ g/.

Pero,
>\f’,a ng’ = f/ y >\g’,a Ogg’ = g/~
Entonces

Afra 0 &g = Iy Agra 08 frg = q.
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/
Ay o T o
z" 0 Y' ' NnY,C©
N N mf‘s @ ng
My’ opullback Vil o §f/‘u pullback Wa
P’ I
Z Z y'¢ 0 Y
[N Psra=1 §fa Pa
¢
Z Z oY e y
Z7 Zr a Y NYa Ya
gl pullback «
”
—1 Y’ €fla
Xpa=a Hyay ) Xa
Figura 2.17: Diagrama de la composicion [f'] o [a]
zr e g Y Ny, e Y,
) ) A &
g’ o pullback Vg/ o 5g/ Ja pullback Wa
P’ g
z Z y'¢ 0 Y
C/ #gra=1 37N Pa
’
Z Lo Y y
Z7 Z" X Y NYq Ya
Qgr pullback «
”
-1 Y’ €9’ o
Xga=a (Y’nY“) > Xa

Figura 2.18:

Diagrama de la composicion [¢] o [a]
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/
qpry g0 Tl 4ot WYoery o
f'+g’ f'+g’ o fl4g’,a
z" 0 YN Y,C Y,
~
e} &
H g4 godlback Vftg o Ofrigla pullback wao
P’ f'+g
Z Z y'c - Y
Ctl4g’ Ppigla=1 19 Pa
,
Z Z e Y C r4ol o Y
Z z PV Y'NYs Yo
Qprygr pullback «
1 Yy’ Elf,’fq/-w
= ()2 5
Xfryga=a (Y’ﬁYQ) Xa

Figura 2.19: Diagrama de la composicion [f' + ¢'] o [a]

Por lo tanto
Aot Aga)08pag =f'+4'
De donde concluimos que
Afrdga = Afra + Agra-
Finalmente
(F+G)oA=
([U:f:P]+[U:g:Pl)ofuq:a:p)
=(U:f :P)4+[U:g :P)ous:a:pa]
U:f'+4g :Plofua:a:pa
Ua © €frigr ot Afrtga © Qpragr (g al

Ua 6f’+g ot (AratAga)oapiy  Cpigal

ﬁ

=
=]
=
= [Ua 0 €frygra i Apa 0ty +Aga 0ty i (prigal
= [Ua © €1y g0 i Afra 0 Qp + Agra 0 g i (il al
=[a 0 €y o Apa0ar  Cpigal + a0 €yt Aga © g Cprvgal
=[ua o€ o Apa0ap : (pal+[uao€y ot Aga0ay : (g al
=[U:f :Plofug:a:ps]+[U:g :Pous:a:pa
=[U:f:Plofug:a:py]+[U:g:Plofug:a:py
=FoA+GoA
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O

Corolario 2.45 Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana C
localmente pequena y X := X 4. Entonces, la localizacion Cs, es una categoria
preaditiva.

Demostracion. Se sigue de los Lemas 2.43, 2.44 y 2.40 que la composicién es
bilineal y los Hom son grupos abelianos. Ademaés, el objeto 0 es el objeto cero
de Cx. O

Proposicion 2.46 Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana
C localmente pequena y 3 := X 4. Entonces, existe funtor un aditivo

L:C—Cs.

Demostracién. Consideremos la categoria aditiva Cx. Definamos la asignacion
L :C — Cyx, como sigue:

(a) L(X) := X, para X €C.

(b) Sea f: X — Y un morfismo en C. Tenemos que 5 =0€ Ay Y = ¥
con 0 € A. Por lo tanto [1x : f : 1y] € Home, (X,Y) esta respresentado
por el diagrama

X<~—X
1x
if
y <2y

Asi, definimos que L(f) :=[1x : f : 1y].

Veamor que L es funtor aditivo. En efecto, si f,¢g € Hom¢(X,Y) tenemos que
Lif+g)=[Ix:f+g:1ly]=[1x:f:1ly]+[lx:9:1y]=L(f)+L(g). O

Proposicién 2.47 Sea F = [uy: f:1y]: X — Y, dado por el diagrama

X<~— Xy
ug
lf
Y<~—Y;
1y

y[Gl=[1:9:p,): Y — Z, representado por el diagrama
Y ~—

1y
.

Z . 7
Zg Py

Entonces [1y : g :pglofur: f:ly]=[us:gof:pgl.
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Demostracion. En efecto, consideremos el siguiente diagrama

’
dg,f Ty, f by, 1
C
Z, 0. i 0.
Hg,f pullback Vg, f dg,f pullback wy=0
Pg g
z Z Y¢ Y
9 ug=1
Co.f ®g,5=1 €g,r=1 ps=1
[
z Zoei iy Ty
Zyg Zyg Ag,f=9
f pullback f
7

Por lo tanto, tenemos que
(L:g:pglofus:f:1]=Tlupoey:gof:Cosl=Ilus:gof:pg
O

Proposicion 2.48 Sea s: X — Y un morfismo en ¥ y consideremos L(s) =
[Ix :s:1y]: X — Y. Entonces L(s) es invertible y ademds

Ls) ' =[u:G) " :p:Y —X,

donde _
0 K—sX‘*>y - ~>T 0
Pl
X/i>yl

es la factorizacion candnica de s en C y s es el morfismo paralelo de s.

Demostracién. Sea s : X — Y un morfismo en ¥. Luego, formamos el

siguiente diagrama

0—=K—t>X—Ssy_—"oT 0,
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donde 5 es el morfismo paralelo de s. Como s € 3, tenemos que K = Ker(s) €
Ay T = Coker(s) € A.

Ademas, como C es abeliana, tenemos que existe f :=351:Y’ — X',

Afirmamos que f representa a un morfismo en Cy. En efecto, por construc-

cion, tenemos que % *TeAdy X' = %, con K € A. Por lo tanto, tenemos
que [u: f:p] € Home, (Y, X).
Afirmamos que [u: f:p] = [1x :s:1y]7 L

En efecto, primero tenemos el siguiente diagrama

’
ay. s Tf,s Vs
, , c ,
i 0; 0 0
bf,s pullback Vf,s Ofs pullback W
p X f ¢
X X Y Y
u
Crys wrs=1 §5,s=1 ps=1
€/
X X Y _y« I LY _y
K K Apo=f 0 0
Sf pullback s
E//
_ fis
Xpo= s (V)T

Como uoSop = s, existe r : X — X, tal que el siguiente diagrama
conmuta

Luego r es un monomorfismo y ademas % =0 € A. Por lo tanto
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[u:f:p}o[lx:s:ly]:[lxoe’ﬁs:fosf:p]

Pero

[Ixoef i foss:pl=[ef or:fospor:p=Ief ,or:fo5op:p]
=[x :p:p]
:[1)(21)(:1)(].
Por lo tanto
[u:f:ploflx:s:1y]=[1x:1x:1x].

Por otro lado, consideremos el diagrama

qs,f Ts,f 1:1,[}5,f
0 K¢ K
M M m M
ks, f  pullback Vs, f Os, =1 pullback i
ps=1 s
y "L Y vy XCc X
0 l=ug
1=Cs,s l=ps, s &s,r=p p
1=¢’
X 5./ X
e =2
Y Y o KC—> %
f pullback f
1:€//

yire oty

Sabemos que Aq ¢ es el Gnico morfismo tal que s = Ay y o p, pero u o5 satisface
que s = u o35 op. Por lo tanto, tenemos que Ay r = u o5. Entonces

[Ix:s:lylofu:frpl=[uoel : Xspof:(sl=[uoe:uosof:ly]
=[u:u:ly]
= [1y : 1y : ly],

puesEszly/y%:TGAyCS’ley.
Finalmente L(s) ™' =[u: f:p]=[u: (3)"1:p]. O
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Corolario 2.49 (a) Sea s : X — Y un monomorfismo en ¥. Entonces
L(s)~t = [s: 1x : 1x] estd representado por el diagrama
Yy <2— X

Jix

X <X x.

(b) Sea p: X — Y un epimorfismo en . Entonces L(p)~* = [ly : 1y : p]
estd respresentado por el diagrama

y <y
-
y <2 X.

Demostracion.

(a) Sea s : X — Y un monomorfismo en X. Luego tenemos el diagrama

0 X—=>Y x 0
Xlxl.

Por lo tanto, el resultado se sigue de la Proposicién 2.48.

(b) Seap: X — Y un epimorfismo en ¥. Luego tenemos el diagrama

p

0 K X Y 0
N
Y — vV,

Por lo tanto, el se sigue de la Proposicién 2.48.

O

Proposicién 2.50 Sea F := [us : f : ps| € Home, (X,Y), representado por el
siguiente diagrama
f

|

Y
- <—Y.
Yy py

FEntonces
F=1L(py) "' oL(f) o L(us)~".
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Demostracién. Como [uf : f : ps] € Home, (X,Y), tenemos que uy y py son
momonorfismos y epimorfismos en Y, respectivamente. Luego, por el Corolario
2.49, tenemos que L(ug)™' = [uf : 1x, : 1x,] y L(py) ™' = [1% : 1;% : pf-

Luego, por la Proposicién 2.47

L(f)oL(s)™* = lx, :f:lYLf]o[uf Slxg s lxg] =[up o folx, :1x,]

S [Uf : f . 1%]
Por la Proposiciéon 2.47, tenemos que
[IYLf:1‘%:pf]o[uf:f:lny]:[ulenyof:pf]:[uf:f:pf].

Finalmente

L(py) ' o L(f) o L(up) ™" = [uy : f : ps] = F.

Teorema 2.51 Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana C
localmente pequena y X = X 4. Entonces existe la categoria preaditiva Cx de
fracciones relativa a .

Demostracion. Sabemos que L : C — Cx es tal que L(s) es iso, para todo
s € ¥. Ahora, sea G : C — D tal que G(s) es iso, para todo s € X.

Definimos H(X) := G(X); y dado un morfismo [uy : f : pf] = F = L(ps) 1o
L(f)oL(uf)™! € Homey (X,Y), definimos

H(F) := G(py) ' o G(f) o G(uy) ™t
Veamos que H : Cs; — D es un funtor.

Primero veamos que H estd bien definido. Supongamos que [uf : f : pf] =
[ug : g : pg] € Home, (X,Y). Entonces, tenemos un diagrama conmutativo de la
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siguiente forma

0 Xp—Lo X X 0
\
uxf
0 Vi~V =& 0

-
>
b3

X’ 0 Y’ Y = 0
Uy s ZD‘):/
u;;T TO)X;
0 Y, .y P Y 0
Xg g Yy
Uy
/
X
0 Xg ==X % 0,

donde uy o uﬁf =g 0 uﬁ? . Luego, como G es un funtor, tenemos que
A= G(us) o G(uy]) = G(uy) o G(ur?).

X; X . _
Como)?f,ug,qu,uX'? € ¥, tenemos que existen G(uys)~", G(ug) ™", G(uyd) ™!
y G(uy?)~t. Es decir, A es un isomorfismo.

También, como el diagrama de arriba conmuta, tenemos que

)1 G(6Y,) 0 G(f) o Gluy!) = G(6Y, ) 0 G(g) o G(uy?).

De la misma forma, existen G(py)~!, G(py)~! y también existe G(p¥,)~!

(es decir es un isomorfismo). Como p¥, = Ggff/ op = 92’ o py, tenemos que
G(ny) G(py:) o Glps)~ .

G(6Y,) = G(p}) 0 G(pg) ™"

Luego, de la igualdad (x), tenemos que

G(pY) 0 Glpy) " 0 G(f) 0 Glux) = GpY) 0 G(pg) ! 0 G(g) o Gluy?).

Por lo tanto

G(pY’) G(pf)_loG( f)o G(“X'):

= G(p¥) 0 G(ps) "L 0 G(f) o Lg(x;) © Glurt)
= G(pY) 0 G(ps) " 0 G(f) 0 Gluy) ™" 0 Gluy) 0 Gluy!)
= G(pY) o G(ps) Lo G(f) 0 Gluy) Lo A
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De la misma manera, tenemos que
G(p¥) o G(py) "t 0 G(g) o G(uﬁ?) =G(p¥) o G(py) ™t 0 G(g) 0 G(uy) ™' o A.

Ahora, como A y G(pY/) son isomorfismos, podemos cancelar de las igualdades
anteriores y obtener que

G(ps) ' o G(f) o Gus) ™" = G(py) " 0 G(g) o Gluy)~".

Por lo tanto, H esta bien definida.
Veamos que H respeta composiciones.

Sean F = [ug: f:ps]: X — Y yA=[uy:a:py):Y — Z morfismos.
Luego, considerando el diagrama

!’
9f,a Tf,a bfa
Zf o — " f(Y; N Yy) Y NY,C Yo
M ') ')
Bfa pullback Vf,a Of o pullback Wor
by A f C
Cf,a Pfo Ef,a Pa
Z o Z o Y C She Y
Zf o Zf o Ao Y NYq Yo
oy pullback o
6//
—1 Yy C fra
Xfa=a (Yfmya) Xa,

tenemos que

FoA=lufs:f:pslofua:a:py:=[uaoef,:Apaoay:(ral: X — Z.
Por definicion, tenemos que

H(F 0 A) := G(Cra) ™ 0 G(Apa 0 ap) 0 Glua 0 €f )7
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Del diagrama anterior, tenemos que pf,gof,a,e}ﬂ,e’;,a,pmuf € X. Luego, del
diagrama anterior, tenemos que

G((fa) ' o (/\faoaf)oG(uaoelfa) t=

=G(ps) " 0G(pfa) 0 G(Afa) 0 Glay) 0 G(ef o) ' 0 Glua)

=G(ps) o Glpfa) " 0G(Afa) 0 G(ef 0) T 0 G(a) 0 Glua) !

=G(ps) ' oG(pfa) o OU‘&)OG(ffa)OG(Uf) 1o G(pa) ™" 0 G(a) 0 Glua) ™!
=G(ps) ' 0 Glpra) " 0 Glpf,a) o G )OG(W)* 0 G(pa) ' 0 G(a) 0 G(ua) ™"
=G(ps) " o G(f) o Gup) "t 0 G(pa) T 0 G(a) 0 Glua) ™

= H(F) o H(A).

Ahora bien, es facil ver que H(1y) = H([1x : 1x : 1x]) = 1gx). Por lo tanto,
H es un funtor.
Para f: X — Y, se tiene que L(f) = [1x : f : 1ly]. Asi, que

H([lx : f:1y]) =G(1ly) "o G(f) o G(1x) "
= lgy) ° G(f) o 1g(x)
=G(f).

Por lo tanto G = Ho L. La unicidad de H tal que G = Ho LL es facil de ver. Por
lo tanto, la pareja (IL,Cx) es una categoria de fracciones de C respecto a X, con

L:C—Cs.

O

2.5. Segunda construccién de la categoria Cy,

Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana C localmente
pequena y 3 := X 4.
Usando la notacion de la primera construccion de la categoria Cx y recordando
que, para cada par de objetos X,Y € Cs, definimos

Homg,, (X,Y) := lim q(X,Y).

Es decir, a un elemento F' € Home,, (X,Y) lo denotaremos como F = [u, : f :
pyfl. Siendo u,,ps un monomorfismo y un epimorfismo respectivamente, tales
que up,py € .

Podemos definir dos subclases de ¥, como sigue

Definicion 2.52 Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana C
localmente pequena y ¥ := ¥ 4. Definimos ¥/ := {s € ¥ | s es monomorfismo}
y X" :={s €X|s es epimorfismo}
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Proposicién 2.53 La clase ¥ es calculable a derecha.

Demostraciéon. Sean s : X — Y y ¢ : Y — Z monomorfismos en X'
Entonces s’ o s es un mono; y como ¥ es calculable, tenemos que s’ os € X.
Por lo tanto, s’ o s € ¥’. De la misma forma se tiene que X’ tiene a todas las
identidades de objetos en C.
Ahora, veamos que es permutable a derecha. En efecto, consideremos un dia-
grama en C

Y/

|

con s € ¥/, Consideremos el pullback de s y f

Note que s’ es mono, pues s lo es. Ademas, de la prueba que X es calculable,
sabemos que s’ € Y. Por lo tanto, tenemos que s’ € X/, probandose que es
permutable a derecha.

Ahora, veamos que ¥’ es simplificable a derecha. En efecto, sean f,g: X — Y
morfismos en C, para los cuales existe s : ¥ — Y’ en ¥’ tal que sf = sg.
Luego, como s es mono, tenemos que f = g. En particular, folxy = golx con
1x € ¥'. Probandose que es simplificable a derecha, y por lo tanto, concluimos
que Y’ es calculable a derecha. [

Proposicion 2.54 La clase ¥ es calculable a izquierda.
Demostraciéon. Dual a la proposicién anterior. [

Proposicion 2.55 Sean v : X — Y un morfismo en C yv : Y — Z un
monomorfismo en C, tal que vou: X — Z estd en /. Entonces u € ¥'.

Demostracién. En efecto, como vou € ¥/, tenemos que u es un monomorfismo.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en C

S

IS
P~<
<

0 0

<
-
-&X
>

(en]
>
N
=N
o
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Como v es un momomorfismo, por el "Lema de la Serpiente", tenemos que 6
es un monomorfismo. Usando que v o u € Y/, se sigue que % € A; y como 6
es mono y A es una subcategoria de Serre, tenemos que % € A. Por lo tanto

weY. O

Definicion 2.56 Sean C una categoria preaditiva y > un sistema de morfismos
en C. Para X en C, se definie la categoria ¥/ X como sigue.

(a) Objetos: son pares (Y,s), con s: Y — X un morfismo en ¥;

(b) Morfismos: Un morfismo « : (Y,s) — (Y',s') en £/X, es un morfismo
a:Y — Y’ enC tal que el siguiente diagrama conmuta

La composicion de morfismos en X/X es la inducida de C

De manera dual, se define la categoria X/X.
Recordemos la siguiente definicion.

Definicién 2.57 Sean C una categoria arbitraria y C' una subcategoria plena
de C. Decimos que C' es cofinal si para cada objeto A € C existe un morfismo
f:A— A con A" € C'. Dualmente, C' es coinicial si para cada objeto A € C
existe un morfismo f: A — A con A’ € C’.

Ahora, veamos que ¥’/X tiene una subcategoria coinicial pequea.

Lema 2.58 Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana C local-
mente pequena, ¥’ y X € A. Entonces existe una subcategoria coinicial pequena
de ¥ /X.

Demostracién. Queremos una subcategoria pequeiia D de ¥’/ X tal que para
cada objeto (Y, s) € ¥'/X exista un morfismo 8 : (Z,¢t) — (Y, s) con (Z,t) € D
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Dado que C es una categoria localmente pequeia, para cada objeto X € C se
tiene que la clase de subobjetos de X, denotada como Sub(X), es un conjunto
(ver 1.33). Recordemos que un subobjeto de X es una clase de equivalencia
(X', u%,) en la categoria M(X), donde u%, : X’ — X es un monomorfismo.
Note que la clase {u%, : X’ — X | u es monomorfismo} no es necesariamente
un conjunto; y solo con esta informacion, no podemos determinar que ¥’/ X sea
un conjunto.

Sin embargo, si tenemos que la clase

R = {(X',u%,) € Sub(X) | uy, € ¥}
es un conjunto pues
{(X",u¥)) € Sub(X) | uX, € ¥} C Sub(X).

Definamos Dx C X'/X como la categoria plena que tiene por objetos a un
representante de cada clase de equivalencia (X', u%,) € R.

Con esto, claramente Dx es una subcategoria pequetia de ¥’/ X y ademas, para
cada objeto (Y, s) € X'/ X, existe un morfismo 3 : (Z,t) — (Y, s) (que de hecho
es un isomorfismo) con (Z,t) € Dx

O
Recordemos los siguientes teoremas

Teorema 2.59 Sean C una categoria preaditiva y ¥ un sistema de morfismos
de C tal que las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) X es calculable a izquierda.

(b) Para cada objeto X de C la categoria X /3 contiene una subcategoria pe-
quenia cofinal denotada por F(X).

Entonces, la categoria de fracciones de C relativa a X existe. Dicha categoria es
denotada por Ck y es llamada categoria de fracciones a izquierda.

Demostracion. Ver [17, Teorema 2.4.8]. O

Teorema 2.60 Sean C una categoria preaditiva y X un sistema de morfismos
de C tal que las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) ¥ es calculable a derecha.

(b) Para cada objeto X de C la categoria X/X contiene una subcategoria pe-
quenia coinicial denotada por F(X).

Entonces la categoria de fracciones de C relativa a X existe. Dicha categoria es
denotada por C3, y es llamada categoria de fracciones a derecha.

Demostracion. Ver [17, Teorema 2.6.4]. O

Proposicion 2.61 Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana
C localmente pequena y Y. Entonces, existe la categoria de fracciones a derecha
Cs. y el funtor candnico T : C — C5,, es ezacto a derecha.

Demostracion. Por el Teorema 2.60 , existe la categoria de fracciones a derecha
y el funtor localizaciéon
T: C — 672/

Un morfismo o : X — Y en C%, esta dado por la clase de equivalencia de un

Z
N
X Y,
con s € ¥/, donde la relacién de equivalencia es la dada en la [17, Seccion 2.6].
Al morfismo dado por el diagrama anterior, lo denotaremos como

diagrama

f/s: X —Y.

Ademas, por el dual de la [17, Proposicién 2.7.2], tenemos que T : C — C§, es
exacto a izquierda. [

Proposicion 2.62 Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana
C localmente pequenia y X'. Para cada objeto X € C tenemos que X/X" tiene
una subcategoria cofinal pequenia.

Demostracion. Por [7, Proposicion 14.2, pag. 16], existe una biyeccion entre
la clase de subobjetos de X y la clase de objetos cociente de X. Luego, como C
es localmente pequena, tenemos que la clase de objetos cociente de X

Coc(X) == {(pX . X') | (pX . X') € E(X)}

es un conjunto. En particular § := {(pX, X’) € Coc(X) | pX' € "} es un
conjunto. Definamos £x C X/¥” como la categoria plena de X/X” que tiene
por objetos a un representante de cada clase de equivalencia (p?,X N es.
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Claramente Ex es pequefa y ademads, para cada (p,Y) € X/%", tenemos que
existe un objeto (p¥,Y’) € Ex y un morfismo (de hecho un isomorfismo) ~ :
(p,Y) — (p?,Y’). Por lo tanto £x es una subcategoria cofinal pequenia de
X/s". O

Lema 2.63 Sip : X — Y es un epimorfismo en X", entonces T(p) es un
epimorfismo en Cs.

Demostraciéon. Sea p: X — Y un epimorfismo en ¥”. Veamos que T(p) es
un epimorfismo en Cs..

En efecto, como C§. es una categoria preaditiva [17, Lema 2.5.1], basta ver que,
si f/s:Y — Z representado por el diagrama

w
AN
Y z,

con s € ¥’ es tal que (f/s) o T(p) =0, entonces f/s = 0.
Para calcular la composicion (f/s) o T(p), tenemos el siguiente diagrama (ver

[17, Seccién 2.6])
W/
N
X * w
NN
X Y Z,

con s’ € ¥/. Ademaés, notemos que como el cuadrado * del diagrama anterior se
coustruye a través de un pullback (ver la Proposicion 2.53) y p € X, tenemos que
p’ € ¥ pues ¥ es calculable (ver Teorema 2.17); y también p’ es un epimorfismo
pues p lo es. Por lo tanto p’ € ¥”. Ahora bien, la composicion (f/s) o T(p) esta
representado por el morfismo (f op’)/s’ dado por el diagrama

Wl
N
X Z.

Como (f/s)oT(p) = 0, tenemos que existen morfismos u y v tales que el siguiente
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diagrama conmuta

Es decir, tenemos que v = s’ ou € ¥’ y fop ou = 0. Por la Proposicién 2.55,
tenemos que u € ¥’ pues v = s’ ou € ¥'. Como X es calculable, tenemos que
p' ou € X. Ahora, consideremos la factorizaciéon de p’ o u a través de su imagen.
Luego tenemos el siguiente diagrama exacto

I
/ x
L w2
H p ou

Como p' ou € X, tenemos que K € Ay Z"” € A. Usando que Ker(w) = K y
Coker(y) = Z”, tenemos que v € ¥’ y w € ¥". Luego

0 K A 0.

0=fop ou=foyom

Como 7 es un epimorfismo, tenemos que f o~y = 0 con v € ¥/. Luego, por el
dual del [9, Corolario 1.8, pag. 159] (version fracciones derechas), tenemos que
T(f) = 0. Finalmente

Fls =T(f) o T(s)" = 0.
Probandose que T(p) es un epimorfismo. O

Proposicién 2.64 Sea X7 := {T(p) | p € ¥"} C Mor(C%/). Entonces ¥ es
calculable a izquierda en Cs, .

Demostracion.

SeanT(p): X —YyT(q):Y —ZenX",conp: X —Yyq:Y —Z
morfismos en ¥”. Tenemos que gp es un epimorfismo pues p y ¢ lo son, y ademaés,
tenemos que gp € ¥ pues X es bicalculable. Por lo tanto gp € X" y ademas

T(q) o T(p) = T(gp)-

Ademas 14+ =T(1x) y 1x € ¥". Por lo tanto X es cerrado por composiciones
e identidades.
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Veamos que Y es permutable a izquierda (ver la Definicién 2.15). Para esto,
consideremos un diagrama

T(x) —%% T(2)
)
T(Y),

con p: X — Z morfismo en X" y f/s representado por el diagrama

w
RN
X Y,

con s € Y. Consideremos pos: W — Z. Como X es calculable, tenemos que
ps € 3. Consideremos la factorizacion de p o s a través de su imagen. Luego se
tiene el siguiente diagrama exacto

I
VRN
W 7z gn
pos

Como po s € ¥, tenemos que K € Ay Z" € A. Usando que Ker(n) = K y
Coker(u) = Z"”, tenemos que u € ¥’ y w € ¥”. Calculemos el siguiente diagrama
de pushout

0 K
m

0.

W —" 7

f if/

YH/W/

™

Como X es calculable, tenemos que 7’ € ¥ y ademés 7’ es epimorfismo. Por lo
tanto 7’ € ¥”. Tenemos el siguiente diagrama en C

x— 2.z

Y ——= W'

Como s,u € ¥/, T(s), T(u) son isomorfismos en C§,. Luego, del diagrama ante-
rior, tenemos las siguientes igualdades en C3,



100 CAPITULO 2. LOCALIZACION

(+): T(x') o T(f) o T(s)™" =T(f") o T(m) o T(s)~"
=T(f") o T(u)"! o T(p).

Ahora bien, notemos que como u € ', el morfismo f'/u: Z — W’ en C%, es
representado por el diagrama

I
N
Z w’.

Por la demostracion del dual del [17, Teorema 2.4.8], tenemos que f’/u = T(f’)o
T(u)~! y también f/s = T(f)oT(s)~!. Por lo tanto, de la igualdad (x), tenemos
la igualdad en C%,

T(n") o (f/5) = (f'/u) e T(p).

Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en Cs,,

T(X) —2s T(2)

e

T(Y T(W"),
( )W (W)

con 7’ € ¥". Probandose que X" es permutable a izquierda.

Ahora, veamos que % es simplificable a izquierda. En efecto, supongamos que
para dos morfismos f/s, f'/s' : Y — Z existe T(p) : X — Y, con T(p) € ¥
tal que (f/s) o T(p) = (f'/s’) o T(p). Como T(p) es un epimorfismo por el
Lema 2.63, tenemos que f/s = f/s'. Luego, tomando 1 € ¥ se sigue que
170 (f/s) =150 (f'/s'). Por lo tanto ¥” es simplificable a izquierda y asi ¥”
es calculable a izquierda. [

Proposicién 2.65 Para cada X € C%,, tenemos que X /Y tiene una subcate-
goria cofinal pequena.

Demostraciéon. Notemos que T : C — Cy,, induce una asignacién suprayectiva
T: X/ — X/57.

Dado que para p : X — Y, con p € ¥, se tiene T(p) : X — Y, con
T(p) € ¥”, obtenemos una subcategoria plena €x = T(Ex) de X /Y (donde
Ex es definida en la Proposicion 2.62). Afirmamos que € x es cofinal en X /7.
Sea T(p) : X — Y con T(p) € 7. Como p : X — Y esta en X" y Ex
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es cofinal en X/¥" tenemos que existe un objeto (¢,7) € £x y un morfismo
v:(p,Y) — (q,7). Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

con T(q) € £x. Usando que T : Ex — Ex es suprayectiva, con Ex un con-
junto, concluimos que £x = T(Ex) es un conjunto. Probandose que £x es una
subcategoria cofinal pequena de X /3", O

Teorema 2.66 Sean A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana C
localmente pequena y X = X 4. Entonces existe la categoria preaditiva Cx de
fracciones relativa a 2.

Demostracion. Por la Proposicién 2.61 existe el funtor T : C — C5.,.
Ahora, por la Proposicion 2.64 y la Proposiciéon 2.65, tenemos que se satisfacen
las hipétesis del Teorema 2.59. Luego, existe la categoria de fracciones izquierdas
de C%, relativa a ¥”, con
. l
G:Csy — (Cx)5r
Sea
— ) !
H:=GoT:C — (Cy)sr
Afirmamos que H(s) es un isomorfismo, para todo s € ¥. En efecto, considere-
mos la factorizacion de s a través de la imagen

I
N
X———VY.
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Tenemos que u € ¥’ y p € ¥, Por lo tanto
H(s) = H(u) o H(p) = G(T(p)) o G(T(u)).

Como T(u) es un isomorfismo, G(T(u)) es un isomorfismo y ademéas G(T(p)) es
un isomorfismo pues T(p) € ¥”. Luego, H(s) es un isomorfismo.

Ahora, sea P : C — D tal que P(s) es isomorfismo para todo s € ¥. Dado
que X’ C ¥, tenemos que P(s) es isomorfismo, para todo s € ¥’. Luego, existe
P’ : C%, — D tal que el siguiente diagrama conmuta

c—>cr,

(e

D.

Ahora bien, para p € X" también tenemos que P(p) es un isomorfismo. Del
diagrama conmutativo de arriba, tenemos que

P(p) = P'(T(p)).

Por lo tanto, P’ invierte a todos los elementos de ¥”. Entonces por la propiedad

universal de G, existe P : (cg,)% — D tal que el siguiente diagrama conmuta

G
¢y ———— (Ch)er

P, J{ P’

D

)
luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

GoT r
C———(Ch)gr

P’
P

D.

l

s — D tal que el diagrama de

Supongamos que existe otro funtor Q : (C§,)
arriba conmuta. Es decir, Qo Go T = P.
Consideremos Qo G : C§;, — D. Como (Q o G) o T = P, por la propiedad
universal de T, tenemos que Q o G = P’. Ahora, por la propiedad universal de
G, tenemos que Q = P”. Por lo tanto, la pareja (H, (Cg,)%) es una categoria
de fracciones de C respecto a X, con

H::GoT:C—)(CE,)lZﬁ.
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Observacién 2.67 Notemos que un morfismo de X a 'Y en (C&/)L.. estd dado

E//
por un diagrama en C3,
X Y
f/\\\ Aﬂ)
W,

donde f/s: X — W es un morfismo en C%, y T(p) € . Tenemos que f/s y
T(p) = p/1 estdn representados por los diagramas en C

X' Y
SN TN
X w, Y w,

con s € ¥ yp € X", Luego, un morfismo de Xa 'Y en (C%)L,
representar por un diagrama de la forma

SN\

donde s € X' y p € X', Olvidando el morfismo identidad, el diagrama anterior
lo podemos escribir como

< lo podemos

X%SJX/

I

W <—Y,
p

donde s€ ¥ ype .
Notemos que éste diagrama es congruente con lo descrito en la Notacion 2.29.

Corolario 2.68 Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

— L e ~(Ch)L,

~ <

T
CE”

>

donde L es el funtor definido en la Proposicion 2.46, G y T son los funtores
definidos en la demostracion del Teorema 2.66.
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Demostracion. Por el Teorema 2.51 la pareja (L,Cs) es una categoria de
fracciones de C respecto a X, con

L:C—)Cg.

Por otro lado, por el Teorema 2.66 la pareja (H (Cg,)z,,) es una categoria de
fracciones de C respecto a X, con

H:=GoT:C — (CZ,)Z,,

Usando la propiedad universal de L, existe un tnico funtor P’ : Cy —
(c;g,)z,, tal que el siguiente diagrama conmuta

>

por otro lado, usando la propiedad universal de H , existe un tnico funtor
P’ (CE,)E,, — Cyx tal que el siguiente diagrama conmuta

C—— = (CE)L,

P’
L

CZv

>

de la unicidad de P’ y P, concluimos que Cx, ~ (cg,)z,,.
Finalmente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

c— L oo~ (en)l,

I

cL,.

S

O

Notacidon 2.69 Del corolario anterior, junto con la notacion usada , denotare-
mos a la categoria Cx, como C/A y diremos que C/ A es la categoria cociente
de C relativa a A.



Capitulo

La categoria C/A

Usando ambas construcciones de la categoria cociente C/.A de C respecto a
A, dada A una subcategoria de Serre de una categoria abeliana C localmente
pequenia. Se expondra algunos resultados, sobre propiedades que tiene la cate-
goria C/ A, junto con el funtor L.

Con todo lo hecho anteriormente, hemos demostrado que C/A es en efecto
una categoria.
Recordemos, por el Corolario 2.68, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C - C/A
cr,

donde L es el funtor definido en la Proposicién 2.46 y G y T son los funtores
definidos en la demostracién del Teorema 2.66. El cual, nos permite trabajar
apartir de las dos construcciones realizadas en el capitulo anterior. Siendo este
capitulo, las bases para los resultados del capitulo 4.

A lo largo de este capitulo supondremos que, C una categoria abeliana lo-

calmente pequena, A una subcategoria de Serre de C y 3 := ¥ 4. Ademas los
funtores G y T, son los funtores de la demostracion del Corolario 2.68.

3.1. Propiedades de C/A

Proposicion 3.1 Sea f : X — Y un morfismo en C. Entonces, L(f) =0 si y
solo si Im(f) € A.

105
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Demostraciéon. (=). Supongamos que L(f) = 0. Entonces, tenemos que
G(T(f)) = 0. Por el [9, Corolario 1.8, pag. 159 |, existe s” : Y — B en ¥ tal
que 0 = T(s")T(f) = T(s" f) en C%,. Por la version para fracciones derechas del
[9, Corolario 1.8, pag. 159 |, tenemos que existe s’ : A — X tal que s’ fs' =0
en C. Consideremos la factorizacion

X4f>Y
X/
I

de f a través de su imagen. Sea i : K — Y el kernel de s”. Consideremos el
siguiente diagrama conmutativo

£ L 2

T

X—r sy,

donde los dos cuadrados I y II son pullbacks. Luego el cuadrado exterior es
un pullback. Ahora bien, como s” € X", tenemos que K = Ker(s”) € A. En
el diagrama, anterior tenemos que v’ : Z — K es un monomorfismo y por lo
tanto Z € A pues A es de Serre.

Por otro lado, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo y exacto

(%) : 0 0
0—>L—> fYK) 2> Z—>0
e
0 L xX—2 57 0
W W
0 0.

Dado que p = Ker(s”) y s”fs' =0, existe y: A — K tal que py = fs'. Como
el siguiente cuadrado es pullback
K
b
T v

X ;
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existe 1 : A — f~1(K) tal que el siguiente diagrama conmuta

Es decir, 1 : A — f~1(K) es tal que 6y = s’. Usando que s’ es mono, tenemos
que @ es mono. Luego podemos construir el siguiente diagrama

0 A—" =X X/A 0
| |
0—— fHK) L =X W 0,
donde ¢’ es un epimorfismo. Usando que s’ € ¥/, tenemos que % € Ay usan-

do que A es de Serre, tenemos que W € A. De la siguiente sucesion exacta
construida en el diagrama ()

0 Z—257 1% 0,

concluimos que I = Im(f) € A pues Z, W € A.
(«<). Supongamos que Im(f) = I € A. Consideremos la factorizacion

! Y
\z; /

1
de f a través de su imagen. Sea u : K — X el kernel de f. Entonces u € ¥'.
Ademas, como fu = 0, por la version para fracciones derechas del [9, Corolario

1.8, pag. 159], concluimos que T(f) = 0 en C%, y por lo tanto L(f) = G(T(f)) =
0. O

X

Proposicion 3.2 Sean f : X — Y un morfismo en C yp : X — W un
epimorfismo tal que Ker(p) € A. Consideremos el diagrama de pushout

f

X ——Y
I
W —— L.

f/
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(a) Entonces p' es un epimorfismo, con Ker(p') € A, y eziste un morfismo
Y € X" tal que el siguiente diagrama conmuta

0 K—sx-—t. vy
[
0 K —<>w L.

(b) SiKer(f) € A, entonces también Ker(f') € A.
Demostracion.

(a) Como p es epimorfismo, tenemos que p’ es un epimorfismo. Por otro lado,
como X es calculable, tenemos que p’ € X y por lo tanto Ker(p') € A.
Consideremos las factorizaciones

de f y f’/, respectivamente, a través de sus imégenes. Por la propiedad
universal de las imagenes, existe p” : I — J tal que el siguiente diagrama

conmuta
x-ow

0 N I J 0
l’Y ui u'l
0 N’ Y ——> 1L 0.
p

Como N’ = Ker(p') € Ay v es un monomorfismo, tenemos que N =
Ker(p") € A. Consideremos el diagrama conmutativo y exacto
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Por el Lema de la Serpiente se tiene la sucesion exacta
0 —— Ker(¢)) —— Ker(p) —— Ker(p") —— Coker(v)) —— 0.

Como Ker(p),Ker(p”) € A, tenemos que Ker(v)), Coker(y)) € A. Por lo
que, ¥ € 3. Luego, tenemos el diagrama

0 K—‘sx-J .y
[
0 K — W L

Por el dual de la Proposicion 2.9, ¥ es un epimorfismo y por lo tanto
P e

(b) Por (a), tenemos que ¢ es un epimorfismo. Por lo tanto Ker(f') € A si
Ker(f) € A, pues A es de Serre.

O

Proposicion 3.3 Sean f: X — Y yg: Z — X morfismos en C, tale que
Ker(f) € A y Im(fg) € A. Entonces L(g) = 0.

Demostraciéon. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Sean I = Im(g) y J = Im(fg). Por la propiedad universal de la imagen, existe
un morfismo 0 : I — J tal que el siguiente diagrama conmuta

ANy (R e
| b
71 gty
En particular, § es un epimorfismo. Luego tenemos el siguiente diagrama
0) I—2 -7 0
)
0 —— Ker(f) < o x-1oy

)

0 —— Ker(

v
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donde «y es un monomorfismo pues €'y = ue es un monomorfismo. Como Ker(f) €
A, concluimos que Ker(6) € A. Ahora bien, como J = Im(fg) € A, de la suce-

sién exacta

0 — Ker() —— 71—

J 0,

concluimos que I = Im(g) € A. Luego por Proposicion 3.1 concluimos que
L(g)=0. O

Proposicion 3.4 Sean f: X — Y yg:Y — Z morfismos en C, tales que
Coker(f) € A y Im(gf) € A. Entonces L(g) = 0.

Demostraciéon. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

f

Y —= 7.
g

Sean I = Im(gf) y J = Im(g). Por la propiedad universal de la imagen, existe
un morfismo 0 : I — J tal que el siguiente diagrama conmuta

x_Ptog v gy

|

y e g to gz

En particular, # es un monomorfismo. Luego tenemos el siguiente diagrama

X
|
I
donde v es un epimorfismo pues yr’ = g es un epimorfismo. Como Coker(f) €

A, concluimos que Coker(f) € A. Ahora bien, como I = Im(gf) € A, de la
sucesion exacta

f

P,

’
Ky

—— Coker(f) ——0

o

f Coker(0) —— 0,

0

0 g

J —"= Coker(#) —=0

concluimos que J = Im(g) € A. Luego por la Proposiciéon 3.1, concluimos que
L(g)=0. O

Proposicion 3.5 Sea f: X — Y un morfismo en C. Entonces Ker(f) € A si
y solo si L(f) es un monomorfismo.
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Demostracién. (=>). Veamos que L(f) : X — Y es un monomorfismo. Sea
a : Z — X un morfismo en Cx tal que L(f) o
identificado con el siguiente diagrama en Cs,,

a = 0. Tenemos que « esta

conp: X — Wen X' ydonde F = T(g)T(u)"! con u € ¥/ esté representado

por el diagrama
Z/
N
Z Ww.

Es decir, tenemos que a = G(T(p)) 'G(F) = G(T(p)) 'G(T(g9)T(u)~1).

ComoL=GoT:C — (Cg,)lz,,, tenemos que L(f) se identifica con el siguiente

X Y
O S
Y.

Por la Proposicion 3.2, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo en

cr,
X
T(f)l
Y

donde p’ es un epimorfismo en C con Ker(p') € A y también Ker(f') € A.
Para hacer la composicion L(f) o @ = 0, consideremos el diagrama

A X Y
T(f)
R Av) \ /
w Y
W’) /
T(p")
L.

diagrama en Cg,

T(p)

W
lT(f’)
L

)

T(p")

Ahora bien
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F)G(F)
F)G(

G(T(9))G(T(w) ™).

Como G(T(p'))~* y G(T(u)~!) son isomorfismos, concluimos que L(f’g) =
G(T(f)G(T(g)) = 0 Por la Proposicion 3.1 tenemos que Im(f’g) € A. Da-
do que Ker(f') € A, por la Proposicién 3.3 concluimos que L(g) = 0. Como
a=L(p) 'L(g)L(u)~1, se tiene que L(f) es un monomorfismo.

(«<=). Supongamos que L(f) es un monomorfimso y sea ¢ : K — X el kernel
de f. Entonces fe = 0y por lo tanto L(f)L(e) = 0 y como L(f) es un monomor-
fismo, tenemos que L(¢) = 0. Por la Proposicién 3.1, se sigue que Im(e) € A,
y como € es un monomorfismo, concluimos que K = Im(e) € A, probandose lo
deseado. O

Proposicion 3.6 Sea f: X — Y un morfismo en C. Entonces, Coker(f) € A
si y solo si L(f) es un epimorfismo.

Demostraciéon. (=). Supongamos que Coker(f) € A. Veamos que L(f) :
X — Y es un epimorfismo. En efecto, sea « : Y — Z un morfismo en Cs, tal
que aoL(f) = 0. Tenemos que « esta identificado con el siguiente diagrama en

cL,
Y VA
F—g/x A))
W,

conp:Z— Wen¥' ydonde F = T(g)T(u)"! con u € X’ esta representado

por el diagrama
Y/
N
Y w.

El diagrama anterior lo podemos completar al siguiente diagrama de pushout
Y/
N
Y w
N A
L,
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con v € ¥’ pues v es mono y ademéas Coker(u') = Coker(u) € A. Como

L:=GoT:C — (Cg,)%, tenemos que L(f) se identifica con el siguiente

X Y
N
Y.

Para hacer la composicion « o L(f), consideramos el diagrama

X Y 7z
TZ‘N % X Aﬂ
Y W
X /

1w
W,

Entonces, del diagrama anterior y del diagrama (x), tenemos que

diagrama en Cy,,

Como G(T(p)) *G(T(u')~!) es isomorfismo, concluimos la igualdad L(g'f) =
G(T(¢'))G(T(f)) = 0. Por lo tanto, por la Proposicién 3.1, concluimos que
Im(g¢'f) € A. Por la Proposicion 3.4 concluimos que L(g’) = 0, y por lo tanto
a=1L(p) 'L(g)L(u)~! = L(p)'L(u")"'L(¢") = 0. Probandose que L(f) es un
epimorfismo.

(«<=). Supongamos que L(f) es un epimorfismo. Sea v : Y — Z el cokernel de
/. Entonces vf = 0y por lo tanto L(v)L(f) = 0, y como IL(f) es un epimorfismo,
tenemos que L(vy) = 0. Por la Proposicién 3.1, tenemos que Im(y) = Z € Ay
concluimos que Coker(f) = Z € A, probandose lo deseado. O

Proposicion 3.7 Sea f : X — Y un morfismo en C. Sie : K — X es el
kernel de f: X — Y, entonces L(¢) es el kernel de L(f).

Demostracion. Sea a : Z — X un morfismo en Cyx tal que L(f) oa = 0.
Tenemos que o esta identificado con el siguiente diagrama en Cy,,

Z X
F_g/u\\ A))
w,
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conp: X — Wen ¥ ydonde F = T(g)T(u)"! con u € ¥’ esta representado

por el diagrama
Z/
N
Z Ww.

Como L := GoT:C — (Cg,)lﬁ, tenemos que IL(f) se identifica con el siguiente
diagrama en Cs,,

Y
Y.

Por la Proposiciéon 3.2, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en C3,

X

=

=3

X (p)W

T(f)l J{T(f/)
Y L

—_—
(®")
)

=

donde p’ es un epimorfismo, con ker(p’) € A. Para hacer la composicion L(f) o

«a = 0, consideremos el diagrama

Luego

Como G(T(p'))~! y G(T(u)~!) son isomorfismos, concluimos que L(f’g) =
G(T(f")G(T(g)) = 0. Por [9, Corolario 1.8, pag. 159], existe s’ : L — B
en ¥ tal que 0 = T(s")T(f'g) = T(s"(f'g)) en C%,. Por la version para frac-
ciones derechas del |9, Corolario 1.8, pag. 159|, existe s’ : @ — Z’ tal que
§"(f'g)s’ =0 en C. Luego

s"(f'g)s’ =0=35"0.
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Como X es calculable, existe t : R — @ € X tal que (f'g)s’t = 0t = 0. Sea
€ : K’ — W el kernel de f’. Entonces existe h : R — K’ tal que ¢'h = gs't.
Luego

L(e"\L(R)L(s't)~* = L(g).

Componiendo con G(T(u)~1), tenemos
L()LAL(s) L)~ = L(g)L(w) .
Luego,
L(p) ' L(IL(AL() L) ™ = L(p) "Lig)L(w) " = o
Por la Proposicion 3.2(a), tenemos que L(p)~'L(¢') = L(e)L(¢))~1. Por lo tanto
o = L(e) (L) L)L) T L(w) ),

y como L(€) es mono pues € lo es (ver la Proposicion 3.5), concluimos que L(e)
es el kernel de L(f). O

Proposicion 3.8 Sean f: X — Y un morfismo enC yp:Y — Z cokernel
de f. Entonces, L(p) es el cokernel de L(f).

Demostracién. Sea o : Y — Z’ un morfismo en Cx tal que a o L(f) = 0.
Tenemos que o esta identificado con el siguiente diagrama en Cy,,

Y A
F—g/x A}
W,

conp:Z — Wen¥' ydonde F = T(g)T(u)"! con u € ¥’ esta representado
por el siguiente diagrama en C

YI

Y w.

El diagrama anterior lo podemos completar al diagrama de pushout
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Como L := GoT:C — (C&)L,,
siguiente diagrama en Cg,

= tenemos que L(f) se identifica con el

X Y
DN
Y.

Para calcular o o L(f), consideremos el siguiente diagrama

X Y A
NN
Y w
X/

1w
W.

Del diagrama anterior y del diagrama (x), tenemos que
0=aoL(f) =G(T(p)) 'G(F)G(T(f))
1

Como G(T(p)) 'G(T(u')~1) es iso, concluimos que L(g' f) = G(T(¢'))G(T(f)) =
0. Por lo tanto, por [9, Corolario 1.8, pag. 159] y su versioén para fracciones a
derecha, existen s : L — Ren X"y s’ : A — X en ¥’ tales que s (¢’ f)s’ = 0.
Es decir, s”(¢'f)s’ = 0 = 0s’. Como X es calculable, existe t : R — Q en ¥
tal que (ts”¢')f = t0 = 0. Usando que p : Y — Z es el cokernel de f, existe
h:Z — @ tal que hp = ts"g’. Por lo tanto

L(ts")~'L(h)L(p) = L(g")-

Como F = T(u')"'T(g") (ver diagrama (x)), tenemos que

a = G(T(p))~'G(F) = G(T(p))'GT(«')"'G(T(¢"))
(T(p))"'GT(v')""L(g)

(T(p)) " 'GT(u') ' L(ts") " L(R)L(p)
(G(Tp )"IGT ()" 'L(ts") ! L(h))IL(p)
(@

(p)) ) HL(ts”) T 1]L(h))]L(p);

G
G

y como L(p) es un epimorfismo pues p lo es (ver Proposicion 3.6), tenemos que
L(p) es el cokernel de L(f). O
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Tfa

Vfa=1

C
£(%) 1% Y, Y,
Hf,a  pullback Vf,o df .« pullback Wa
pr=1 f
Z Z Y¢C Y
up=1
Cfia Pra (%) £fa Pa
roo_
z Z oY Tl oy
7Va) e <30 Va va
af=a I pullback «@
=1
Yy fla=
v Xa

Figura 3.1: Diagrama de la composicion L(f) o F' =0

Lema 3.9 Sea F = [uy : a : po) : X — Y un morfimo en C/A. Entonces,
F=0enC/A siy solo si Im(a) € A.

Demostracién. Sabemos que F = L(p,) ! o L(a) o L(ug)~t. Como L(p,)~!
y L(us) ! son isomorfismos, tenemos que F' = 0 si y solo si L(a) = 0. Por la
Proposicion 3.1, tenemos que esto ultimo pasa si y solo si Im(a) € A. O

En la siguiente proposiciéon, vamos a dar otra prueba de la Proposiciéon 3.7
utilizando la primera construccion de la categoria C/.A vista en el capitulo an-
terior. La demostracién que veremos es la version expandida de la dada por P.
Gabriel en su tesis de doctorado (ver [4, Lema 3, paginas 366 y 367]). También
nos ayudamos de [15, Proposicion 6.6(3)], en las notas del profesor Smith.

Proposicion 3.10 Sea f: X — Y un morfismo en C. Sii: M — Y es el
kernel de f : X —'Y, entonces L(i) es el kernel de L(f).

Demostracién. Sea F := [u, : a:ps): X — Y tal que L(f) o F = 0.

Del diagrama de la figura 3.1, tenemos que L(f) o F = [ly : f : 1z] o [uq : o :
Pa) = [Ua : Afa 0 : (fa] = 0. Por el Lema 3.9, tenemos que esto implica que
Im(Afq0a) € A

Tomando kerneles a los morfismos del cuadrado (x) del diagrama de la figura
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3.1 tenemos el diagrama conmutativo

(%) : 0 0 0
0 L2y, 2 r(v)
J Wa Vf,a
0 M—sy Z
7
Yy Pa Pfa
€ Afa z
0 N va FVa)-

Ahora, consideremos el diagrama de pullback

a"1(N) LN

Afirmamos que €' es el kernel de Af,a. En efecto, sea ¢ : R — X, tal que
Afaoaoy =0. Como e = Ker(\yq), existe ¢’ : R — N tal que )’ = ai.
Como el cuadrado es un pullback, existe " : R — a~}(N) tal que ¢4 = 1)
y como €' es mono pues ¢, tenemos que € = Ker(As, 0 @).

Luego, se tiene la siguiente sucesiéon exacta

’

0——=a 1(N) =X, ——=Im(\f,0a) —=0.

Luego, podemos completar dicha sucesién al siguiente diagrama

0 0
0—=a ' (N) > Xo —>Im(A\jaoa) —=0
-
0——=a}(N)>*—X e 0
X X
Xa Xa
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0 0 0C 0.
He,s pullback Ve,s de,s pullback ws

y =Ly € c

Yo Yo N ue=1 N
Ce,5=1 Pe,5=1 Ee,5=1 ps=1

e =1

Y Y ( €,6

Y L e

Yo Yo Aes=€ N N

8 pullback k)

EQ =1
a N (N)e——7 5 X5 = a~}(N)

Figura 3.2: Diagrama de la composicion [1y : €: IYL] o [uq€ 6 :1n]
De la sucesién exacta

0 ——=Im(Afqo0a) a_f((N) Xia 0,

concluimos que %(N) € A, pues Im(Ay q00a), XL@ € A. Luego, por el lema 2.30,

tenemos que [ug : @ 1 po] = [uqe : a€’ : p,] € Home,, (X,Y).

Por otro lado, consideremos [une’ : e’ : 1y] = [ua€’ : € : ly] €

Homeg,, (Y, (Y%)) Del diagrama 3.2, se sigue que

[uae':e(ﬁl%]:[lN:e:1%]0[1@6/:5:1N]:}L(e)o[uae/:5:1N],

o

consideremos L(py) : Y — (YL) Entonces tenemos el morfismo de grupos

Home,, (Y, ]L(pa)) : Home,, (Y, 7) — Home,, (Y, (Y};))

Como F = [ug : a: po] € Home,, (X,Y), del diagrama 3.3, tenemos que L(p,) o
F:[lzpa:l]o[ua:a:pa]:[ua:azl%}GHomCE(Y,(Y%J).

Como €' : a™}(N) — X, es tal Coker(uyo€') = %(N) €eAyly : Y% —
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N P e S
) N a A
Hpa,a pullback VUpa,a Ope,apullback Wa
Y =l oy P y< y
Yo Yo Upo =1
Cra,a=1 Ppa,a=l &pasa Pa
e =1
Y Y XY e Y
Y. Y. a1 Ya Ya
] a pullback e
¢ —
X

Figura 3.3: Diagrama de la composicion [1 : py : 1] o [ug @ @ : pa)
YL satisface que Ker(lYL opa) =Y, € A, por el Lema 2.30, tenemos que

[ua:azl%]:[uae’:ae’:lL}.

[

Pero vimos arriba que [uq€ : ae’ : ly]=L(e)o [ua€ : 6 : 1y]. Por lo tanto,
L(pa) © [t : @ : pa] = L(€) 0 [uq€e : 6 : 1n]. Pero del diagrama (xx), concluimos
que L(e) = L(po)L(i)L(y) ! (pues 7 es iso en Cx). Luego

F= [ua e 5po¢] = L(pa)ill‘(e) ° [Uozel 10 ]-N]
= L(pa) " (L(pa)LOLA) ) © fuac’ 6+ 1]
L(H)L(Y) ™" o [ua€’ : 6 : 1n].

Por lo tanto F' = [u, : « : p,] se factoriza a través de L(i), y como LL(%) es mono
(ver la Proposicion 3.5), tenemos que L(4) es el kernel de L(f). O

Observacion 3.11 Las demostraciones de las Proposiciones 3.7 y 3.10, son
similares en el siguiente sentido.

(a) Dado un morfismo « tal que L(f)oa = 0, se utiliza otro representante o/
de o para encontrar la factorizacion de « a través del kernel de L(f).

(b) Dado el morfismo o que es equivalente a « del inciso (a), tal que L(f) o
o/ =0, se factoriza & a través del kernel de otro morfismo L(B) donde
L(B) es isomorfo a L(f) en C/A (en la primera demostracion [ es el
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morfismo ' : W — L y en la sequnda demostracion es el morfismo
.Y z
Aot vy = Fvm)/:

Proposicion 3.12 Sea f : X — Y un morfismo en C. Entonces L(f) es un
isomorfismo si y solo si Ker(f), Coker(f) € A.

Demostraciéon. (=). Supongamos que Ker(f),Coker(f) € .A. Entonces
f € X,y por la Proposicion 2.48 tenemos que L(f) es un isomorfismo.

(«<=). Supongamos que L(f) es un isomorfismo. Entonces IL(f) es un monomor-
fismo y también es un epimorfismo. Por las Proposiciones 3.5 y 3.6 concluimos
que Ker(f), Coker(f) € A. O

Proposicion 3.13 Sea C una categoria preabeliana. Consideremos la descom-
posicion candnica del morfismo f : X — Y dado por el siguiente diagrama
conmutativo

X Y

Pl

Coker(t) N Ker(u).

U

Sean 8 : X' — X ya : Y — Y’ isomorfismos en C. Entonces, la des-
composicion candénica del morfismo ofB estd dada por el siguiente diagrama
conmutativo

. »
Tt x vy e

-, b

Coker(t) . Ker(u).

Demostraciéon. La demostracion es sencilla y parecida a la demostracion de
[17, Proposiciéon 2.8.3]. O

Proposicion 3.14 Se tiene que C/ A es una categoria abeliana.

Demostraciéon. Por las Proposiciones 3.7 y 3.8 tenemos que C/A es una ca-
tegoria preabeliana. Sea F' : X — Y. Sabemos que F = [us : f : ps] esta
representado por el diagrama

X(—)Xf
uf

|

Y v
Yy by
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Es decir, F = L(ps) 'L(f)L(us)~'. Consideremos la descomposicién canénica
del morfismo f: X; — Y% dado por el siguiente diagrama conmutativo

t f Y u
T X a U

P

Coker(t) . Ker(u).

Como C es abeliana, tenemos que f es un isomorfismo. Usando que L preserva
kerneles y cokerneles, tenemos que

L(t) L(f)

L) — - 1(x;) =

L(y;) —L(U)

L(m) L(4)

L(Coker(t)) - L(Ker(u))

es la descomposicion canonica de L(f). Como Cs, es preabeliana, por la
Proposicién 3.13 tenemos que el siguiente diagrama

L(up)L(t) L(ps) " 'L(f)L(us) "} L(u)L(pys)
_—

IL(T) L(Xy)

L(y;) L(U)
iﬂd(ﬂ')ﬂ-‘(uf)_l L(ps)~"L(3)
L(f)
L(Coker(t)) ———— L(Ker(u))
es la descomposicion canénica de F' = L(py) 'L(f)L(us)~'. Ademas, L(f)
es un isomorfismo, pues f es un isomorfismo. Probandose que el morfismo pa-
ralelo de F' es un isomorfismo y por lo tanto C/A es abeliana. O

Proposicion 3.15 Se tiene que L : C — C/ A es un funtor ezxacto.

Demostracion. Se sigue de que LL preserva kerneles y cokerneles por todo lo
hecho anteriormente. [J

Proposiciéon 3.16 Sea 0 Xy .7 0 wuna sucecion ezxac-
ta en C/A. Entonces existe una sucesion ezacta en C
a B
0 A B C 0;

y también existen isomorfismos ®4: A — X, ®p: B —Y, dc:C — 7
en C/A tales que el siguiente diagrama conmuta en C/A

0 A g 0 & 0.
oo |
0 X f.vy_¢.7 0
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Demostracion. Sabemos que F = [uy : f : psl vy G = [uy : g : pg] estan
representados por los diagramas

X .Tf)Xf Y -T)Yg
Y z
Yy by Y, Zg “pg Z

Consideremos la sucesién exacta,

0 K—>Y,

Y, Zi
1.
Luego, tenemos la sucecion exacta
0 K—=Y, "1 0.

Como G = L(py) 'L(g)L(ug)~" es un epimorfismo y L(p,)~*, L(uy)~" son iso-
morfismos, tenemos que L(g) es un epimorfismo. Por la Proposicion 3.6, se sigue
que L = Coker(g) € A. Como L = Coker(g) = Coker(u) y u es mono, conclui-
mos que u € X.

Luego, como L(g) = L(u)L(7), se tiene el siguiente diagrama conmutativo

L(r)
L(Yy) LL(1)
L(ug)i l L(pg) IL(U)
—L(py L(ug)~'—=
v (Pg) ' L(g)L(ug)~

donde los morfismos verticales L(ug), L(p,) "' L(u), son isomorfismos pues u, uy, p, €
3. Como L es exacto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
C/A

L(e)

0—L(K) —> M

L(Yy)
L(ug) \L]L(pq) IL(U
Y

L(I) 0.

0 X
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Luego, existe A : L(K) — X tal que el diagrama anterior conmuta. Como
L(pg) 'L(u) y L(ug) son isomorfismos, concluimos por el Lema de la Serpiente
que A es un isomorfismo. Entonces, la sucesién exacta requerida es

0 K—=Y,—">1 0.
Probandose el resultado. [

Proposicion 3.17 Sea G : C/A — D un funtor covariante. Entonces, G es
exacto si y solo si GolL: C — D es exacto.

Demostracion. (=>). Como L es exacto, el resultado se sigue de que la
composiciéon de funtores exactos es exacto.

(«<=). Sea 0 X vy-9.7 0 una sucecion exacta en C/A.
Por la Proposicion 3.16, podemos suponer que la sucesiéon anterior es de la

forma,
L(a)

n: 0 L(A) L(B)

para alguna sucesiéon exacta 0 A—*~B C 0 en A. Como
G oL es exacto, concluimos al aplicarle G oL a la sucecién anterior que

0—— (GoL)(A) Y o) (B) <Y G o L) (C) —= 0

es exacta. Probandose que G manda la sucesion exacta 7, en una sucesiéon exacta.
Por lo tanto, G es un funtor exacto. O

Proposicion 3.18 Sea H : C — D un funtor ezxacto tal que H(X) = 0, para
todo X € A. Entonces, existe un inico funtor exacto G : C/A — D tal que
GolL=H.

Demostracion. Sea f: X — Y en 3. Entonces, tenemos la sucesion exacta

0 K x—t.vy Z 0,

donde K,Z € A. Como H es exacto, tenemos la sucesion exacta

0 — > H(K) — H(X) 2]

H(Y) H(Z) 0.

Usando que K,Z € A, tenemos que H(K) = H(Z) = 0. Por lo tanto, H(f)
es un isomorfismo. Luego, por la propiedad universal de C/.A, existe un tnico
funtor G : C/A — D tal que G oL = H. Por la Proposicion 3.17, concluimos
que G es exacto, probandose el resultado. [



Capitulo

Funtor seccion de I

Hasta el capitulo anterior, suponiamos que C es una categoria abeliana local-

mente pequenia, A una subcategoria de Serre de C. Lo cual nos permitié definir
la categoria cociente C/.A de C respecto a A, y al funtor L.
A lo largo de este capitulo, se daran condiciones necesarias y suficientes, para
que el funtor L. definido en la Proposiciéon 2.46, tenga funtor adjunto derecho.
Describiendo, propiedades del funtor adjunto derecho de L, asi como resultados,
usando la teoria descrita.

A lo largo de este capitulo supondremos que, C una categoria abeliana lo-
calmente pequefia y A una subcategoria de Serre de C.

4.1. Objetos cerrados y funtor adjunto de L
Proposicion 4.1 Para M € C, las siguientes condicones son equivalentes.
(a) Para todo morfismo s : X —'Y, con s € X, el morfismo
Home(s, M) : Home (Y, M) — Home (X, M)
es un isomorfismo.
(b) M satisface las siguientes dos condiciones:
(b1) si f: X — M es un monomorfismo en C, con X € A entonces X = 0;

(b2) si s : M — Y es un monomorfismo en C, con s € X, entonces s es un
monomorfismo que se escinde.

125
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(¢) Para todo X € C, el siguiente morfismo de grupos abelianos inducido por

L:C—C/A:
Lx, - Home (X, M) — Home 4 (L(X), L(M))

es un 1somorfismo.

Demostraciéon.

(a) = (b)

Primero veamos que se satisface (b1).
Sean f : X — M, un monomorfismo con X € Ay p: M — Z el
cokernel de f. Como X = Ker(p) € A, tenemos que p € X.Dado que
estamos asuminedo (a), tenemos que

Home (p, M) : Home(Z, M) — Home (M, M)

es un isomorfismo. Luego, existe « : Z — M tal que 1y = Home(p, M)(a) =
a o p. Por lo tanto p es un monomorfismo y X = Ker(p) = 0.

Ahora probemos (b2).
Sea s : M — Y un monomorfismo, con s € 3. Como estamos suponiendo
(a), tenemos que

Home (s, M) : Home (Y, M) — Home (M, M)

es un isomorfismo. Luego, existe 5 : Y — M tal que 1)y = Home (s, M) () =
B os,y asi s es un monomorfismo que se escinde.

Sea s: X — Y, con s € 3. Veamos que el morfismo de grupos abelianos
Home (s, M) : Home (Y, M) — Home (X, M)

es un isomorfismo. Para esto, basta ver que para todo f : X — M existe
un unico morfismo g : Y — M tal que go s = f.
Consideremos la siguiente sucesion exacta

0—=K—>X">Y

L 0.

Como s € X, tenemos que K, L € A. Consideremos la factorizacion

de f a través de su imagen. Luego, tenemos la siguiente sucesién exacta
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(¥): 0 K—+=X I 0.

Sea f : X — M. Entonces tenemos fe : K — M. Consideremos la
factorizaciéon de fe a través de su imagen

Como K € A, tenemos que J € A. Usando que p : J — M es un
monomorfismo y que estamos suponiendo (b1), tenemos que J = 0 y por lo
tanto fe = 0. De la sucesion exacta (x), concluimos que existe A : [ — M
tal que Ap = f. Consideremos el siguiente cuadrado pushout

I—=Y

,\J( by

M5 N.
Luego, tenemos que Coker(u') = Coker(u) = L € A y ademas v’ es
un monomorfismo pues u lo es. Por lo tanto, v’ € X. Por (b2), existe
¢ : N — M tal que pu’ = 1,7. De esta manera tenemos que

f=2p=1n(Ap) = pu'Ap = pNup = pX's.

Por lo tanto

Home (s, M) : Home (Y, M) — Home (X, M)

es suprayectiva.

Supongamos que 6 : Y — M es tal que #s = 0. Entonces existe 0’ :
L — M tal que ¢’y = 6. Consideremos la factorizacion de 6’ a través de
su imagen

L—" M

N
I.
Como L € A, tenemos que I’ € Ay como p’ es mono, por (bl) se sigue
que I’ =0y asi #” =0y por lo tanto # = 0. Luego

Home(s, M) : Home (Y, M) — Home (X, M)

es inyectiva.
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Primero veamos que la funcién
Lix,ar : Home (X, M) — Home, 4 (IL(X), L(M))

es inyectiva. Sea f : X — M tal que Lx p(f) = L(f) = 0. Por la Pro-
posicion 3.1, tenemos que Im(f) € A. Sea u : Im(f) — M. Por (b1)
tenemos que Im(f) =0y asi f =0y por lo tanto Lx s es inyectiva.
Ahora veamos que L x ps es suprayectiva. Sea F' € Home, 4 (IL(X), L(M)) =
Home ) 4(X, M). Sabemos que F' = [uy : f : py] estd representado por el
diagrama

X=X

|

M
M‘f pPr

Es decir, F = L(py) 'L(f)L(us)~!, con uy € ¥’ y py € ¥". Entonces
M; = Ker(py) € A. Por (bl), tenemos que Ker(py) = 0y por lo tanto ps
es un isomorfismo. Consideremos el siguiente diagrama de pushout

Y x A

|
Ly z
Dado que Coker(uy) = Z € A, v € ¥’ y por (b2) tenemos que u' se
escinde. Por lo tanto, existe ¢ : L — M tal que @u’ = 1j;. Luego, del

Xy
pflfl

0 M 0.

diagrama anterior, tenemos que p}?lf = (ph)ouy. Es decir, f = pr(ph)us
y asi L(f) = L(ps)L(oh)L(uy). En particular

L(ph) = L(ps) 'L(f)L(uf) " = F.
Probandose que Lx js es suprayectiva y por lo tanto un isomorfismo.

Sea s : X — Y un morfismo en 3. Entonces LL(s) es un isomorfismo.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Lx,m

Home (X, M)

Home 4 (IL(X),L(M))

Homc(s,M)l Homc/A(]L(s),]L(M))

Ly, v

Home (Y, M) ——— > Home 4 (L(Y), L(M)).

Como IL(s) es un isomorfismo, el morfismo Home, 4(IL(s),L(M)) es un
isomorfismo y por hipétesis también los morfismos horizontales son iso-
morfismos. Por lo tanto Home/(s, M) es un isomorfismo. Probandose (a).
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O

Definicion 4.2 Sea M € C. Se dice M es A-cerrado o simplemente cerrado
st M satisface alguna de la condiciones de la Proposicion 4.1.

Definicién 4.3 Sean F' : C — D y G : D — C funtores entre categorias
arbitrarias. Se dice que F es funtor adjunto a izquierda de G o que G es
funtor adjunto a derecha de F si para cada C € C y D € D se tiene una
biyeccion natural en C' y D

(I)C,D : HOIHD(F(C), D) — HOmc(C, G(D))
Luego, tenemos el siguiente teorema bien conocido.

Proposicion 4.4 Sean ' : C — D y G : D — C funtores entre categorias
arbitrarias. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) F es adjunto a izquierda de G.

(b) Existen transformaciones naturalesn : l¢ — GF ye: FG — 1p llama-
das unidad y counidad, respectivamente, que satisfacen las identidades triangulares:

1p =€F o Fy, lg = GeonG.
Demostracion. Ver [3, Teorema 3.1.5, pag. 99]. O
Observacion 4.5 Las identidades triangulares
lp =€FoFn, 1lg = Ge o nG,
quieren decir que se satisfacen las igualdades:
lpc) = €rc)© Flnc) VO €C
lg(py = G(ep) o ng(p) VD € D.

Observacion 4.6 En la demostracion de (b) = (a) de la Proposiciéon 4.4 dada
en [3, Teorema 3.1.5], se construyen

®¢ p : Homp (F(C), D) — Home(C, G(D))

@', : Home(C, G(D)) — Homp(F(C), D)

como sigue. Sea o : F(C) — D. Aplicando G, tenemos el morfismo G(«) :
G(F(C)) — G(D). Por otro lado, tenemos el morfismo nc : C — G(F(C));
y asi, se define ®c.p como

®opla) :=G(a)one.
De manera similar, se define @6}D como sigue

O (B) = €ep o F(B) VB € Home(C, G(D)).
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Definicién 4.7 Supongamos que L : C — C/A tiene adjunto a derecha S :
C/A — C. En éste caso, decimos que S es el funtor seccion de L y que A es
una subcategoria localizante de C.

Supongamos que L : C — C/A tiene adjunto a derecha S : C/A — C. Es
decir, tenemos la biyeccion funtorial

(I)X,? : Homc/A(L(X),?) — Home (X, S(Y)),

para X € Cy Y € C/A. Representemos lo anterior con el siguiente diagrama

c L .c/A
\_/

S

La siguiente proposicién nos dice como producir objetos cerrados.

Proposicion 4.8 Supongamos que L. : C — C/A tiene adjunto a derecha S :
C/A — C. Entonces S(Z) es un objeto cerrado, para todo Z € C/A.

Demostraciéon. Sea s : X — Yun morfismo en ¥. Entonces, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

Sy~

Home, (IL(X), Z) Z > Home(X, S$(Z))
Homc/A(]L(s),Z)J/ \LHomc(s,S(Z))
_ D, .
Home 4 (L(Y), Z) i Home (Y, S(Z)).

Como s € ¥, tenemos que L(s) es iso y por lo tanto Home,4(L(s),Z) es un
isomorfismo. Dado que los morfismos horizontales son isomorfismos, concluimos
que Home (s, S(Z)) es un isomorfismo. Luego por la Proposicién 4.1 concluimos
que S(Z) es cerrado. [

Proposicion 4.9 Supongamos que L : C — C/A tiene adjunto a derecha S :
C/A — C. Entonces S es exacto si y solo si SolL: C — C es un funtor exacto.

Demostraciéon. Esto se sigue de la Proposiciéon 3.17. O

Proposicion 4.10 Supongamos que L : C — C/A tiene adjunto a derecha
S:C/A—C. Sean

n:le — Sol, €:LoS—1¢/a

la unidad y counidad de la adjuncion, respectivamente. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.
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(a) € es un isomorfismo.

(b) Para cada X € C, el morfismo nx : X — (S o L)(X) satisface que
Ker(nx), Coker(nx) € A. Es decir, nx € X.

Demostracion.

(a) Recordemos que, para X;Y € C, la funcién

o ' - Home(X, S(Y)) — Homg,4(L(X),Y)

)

esta definido, como sigue (ver Observacion 4.6): Sea f : X — S(Y).

Entonces tenemos L(f) : L(X) — L(S(Y)) v
(bX,?(f) =&y o L(f)7
donde e : L(S(Y)) — Y. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Home (X, S(Y)) Py Home, 4(L(X),Y)

m Wy)

Home, 4(IL(X), L(S(Y)))-

Por la Proposicién 4.8, tenemos que S(Y) es cerrado y por lo tanto L Xy
es un isomorfismo. Como @;(717 es un isomorfismo, Home 4 (IL(X), ey)
es un isomorfismo. Es decir, hemos probado que Home,4(L(X),ey) es
un isomorfismo, para todo X € C. Como todo objeto de C/A es de la
forma L(X) = X, tenemos que Homg¢ / A(X, e5) es un isomorfismo para
todo X € C/A. Luego, por el Lema de Yoneda, tenemos que ey es un
isomorfismo. Como esto lo hicimos para Y € C/A arbitrario, concluimos
que € es un isomorfismo.

(b) Por las identidades triangulares, tenemos que

Inx) = eLcx) © Linx), lgw) = S(&5) o ng .-

Pero por (a), sabemos que e (x) es un isomorfismo. Luego, de la primera
igualdad de arrriba, tenemos que eﬂj(lx) = L(nx) y asi L(nx) es un isomor-
fismo. Finalmente, por la Proposicion 3.12; tenemos que Ker(nx ), Coker(nx) €
A, probandose (b).

O

Observacion 4.11 Como € : Lo S — 1¢, 4 es un isomorfismo, podemos su-
poner que Lo S =1¢,4 y que e = 1.
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Corolario 4.12 Para M € C, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) M es un objeto cerrado.
(b) nyr : M — (S oL)(M) es un isomorfismo.

Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que M es un objeto cerrado. Consideremos la siguiente su-
cesion exacta

N q

(SoL)(M) —— L ——>0.

0 K—‘sM

Por la Proposicion 4.10 (b), tenemos que K, L € A. Como M es cerrado,
por la Proposicion 4.1 (b1), se sigue que K = 0. Por lo tanto, tenemos la
siguiente sucesion exacta

OHM%(SOL)(M)qHLHO.
Como L € A, gy € Xy por lo tanto, por la Proposicion 4.1 (b2), tenemos
que 737 es un monomorfismo que se escinde, es decir, la sucesion exacta
anterior se escinde. Por lo tanto, existe monomorfismo ¢ : L — S(IL(M))
tal que gy = 1. Pero S(L(M)) es cerrado por la Proposicién 4.8. Luego
por la Proposicion 4.1(bi), tenemos que L = 0 y asi 77, es un isomorfismo.

(b) = (a) Supongamos que 7y es un isomorfismo, es decir, M = S(L(M)). Pero
S(IL(M)) es cerrado por la Proposicién 4.8. Por lo tanto M es cerrado.

Recordemos el siguiente resultado importante general de funtores adjuntos.

Proposicion 4.13 Sea F' : A —> B un funtor entre categorias arbitrarias.

(a) Supongamos que F tiene un adjunto a izquierda G : B — A. Entonces F
es fiel y pleno si y sélo la counidad € : Go F — 14 es un isomorfismo

(b) Supongamos que F tiene adjunto a derecha H : B — A. Entonces F es
fiel y pleno si y solo si la unidad n: 14 — H o F es un isomorfismo.

Demostracion. Ver [3, Teorema 3.4.1, pag. 114]. O

Corolario 4.14 Si A es una subcategoria localizante de C y S el funtor adjunto
a derecha de 1L, entonces S es fiel y pleno.

Demostracion. Como S tiene adjunto a izquierda L y la counidad € : LoS —
l¢y 4 es un isomorfismo (ver Proposicion 4.10), tenemos por la Proposicion 4.13
que S es fiel y pleno. O



4.2. PARES ADJUNTOS QUE INDUCEN LOCALIZACIONES 133

4.2. Pares adjuntos que inducen localizaciones

Como antes, estamos considerando, C una categoria abeliana localmente pe-
quena, A una subcategoria de Serre de C y 3 := 3 4. Recordemos la siguiente
definicién. Dados un conjunto parcialmente ordenado (P, <) y ) un subconjun-
to de P, decimos que un elemento m € @ es un elemento maximo de @ si
q < m, para todo ¢ € . Notemos que, en caso de existir un elemento maximo,
este es necesariamente Gnico.

Recordemos que C es una categoria abeliana localmente pequena. Por lo tanto,
para cada objeto X € C, la clase

Sub(X) := {(X",uf) | (X' ud) € M(X)}

es un conjunto. A la clase de equivalencia (X’,u%,) del momomorfismo u%, :
X" — X lo llamamos subobjeto de X (ver Definicion 1.33).

Definicién 4.15 Sea X € C tal que el conjunto Subs(X) = {(X',u%,) €
Sub(X) | X’ € A} tiene elemento mdximo. A tal elemento mdzimo lo denotare-
mos por (Xm,u), donde v : Xy —> X denota la inclusion correspondiente. En
este caso, diremos simplemente que X, es el subobjeto mdximo de X en A.

Lema 4.16 Sea Xy, el subobjeto mdzimo X en A. Siv : A — X es un

Xm
monomorfismo con A € A, entonces A = 0.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama de pushout

0 Xy ——>FE—" A 0
\L’Ul lv
0 Xp —— X "5 X 0

Como X,,,A € Ay A es de Serre, concluimos que E € A. Usando ahora que
X es el subobjeto més grande de X que pertenece a A, concluimos que u’ es
un isomorfismo. Por lo tanto A =0. O
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Proposicion 4.17 Consideremos el siguiente diagrama de pullback

0 0
0 L 1474 N 0
)

0 Lz P N 0

» @’
N N
Ne — Num
0 0,

donde Z es un objeto cerrado y Ny, es el subobjeto mdximo de N en A. Entonces
W es cerrado.

Demostracion. En efecto, verifiquemos que se satisface las hipétesis de la
Proposicion 4.1(b).

Sea v : A — W un monomorfismo con A € A. Entonces yv : A — Z
es monomorfismo. Como Z es cerrado, por la Proposicion 4.1(b) tenemos que
A = 0; Probandose que W satisface la hipotesis de la Proposicion 4.1(b)(1).
Sea f : W — B un monomorfismo tal que C' = Coker(f) € A. Consideremos
el siguiente diagrama

Como Z es cerradoy f € X, por 4.1(a) tenemos que Home (f, Z) : Home (B, Z) —
Hom¢ (W, Z) es un isomorfismo. Por lo tanto, existe v/ : B — Z tal que v/ f = .
Consideremos la factorizacion de 7/ a través de su imagen

Luego tenemos que
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y como 7 es un monomorfismo, se sigue que ¢’ := 7w f es un monomorfismo.
Consideremos el diagrama

0
w
f
0 K—=B-"+1 0
g
C
0.
Luego, podemos completar al siguiente diagrama
0 0 0
0—— 00— W=—=W—0
)
0 K—'"sB—">] 0
g
0 K "1 0
0 0 0.

Como 7’ es epi y C € A, tenemos que % € C y por lo tanto §' € ¥'. Como
~ = §4', existe un tinico morfismo 0 : % — N

- tal que el siguiente diagrama
conmuta
5’ 7
0 w 1 w 0
$_ N
0 w ~ Z N 0.

Por el Lema de la Serpiente, se sigue que 6 es mono. Por el Lema 4.16, V{, =0
y por lo tanto ¢’ es un isomorfismo. Consideremos (6')~* : I — W. Entonces

lw = (0")710" = (§')"'xnf, es decir, f se escinde, probéndose que W satisface
la hipétesis 4.1(b)(2). Por lo tanto, W es cerrado. [J
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Proposicion 4.18 Supongamos que C satisface las siguientes condiciones.

(i) Para cada objeto X € C, el conjunto Sub4(X) = {(X’,u%,) € Sub(X) |
X' € A} tiene elemento mdzimo X (ver Definicion 4.15).

(ii) Sea X € C, tal que para cada monomorfismo u : X' — X, con X' € A
se tiene que X' = 0. Entonces, existe un monomorfismo ox : X — Z,
con Z un objeto cerrado.

Entonces, para cada objeto X € C existe una sucesion exacta

f q

£€:0 X —tsx w Y’ 0
tal que W es un objeto cerrado y X' Y’ € A.
Ademds si

&0 X' o x Lo Ty 0

es otra sucesion exacta tal que Z es un objeto cerrado y X", Y" € A, entonces
existen isomorfismos o : X' — X", 8- W — Z y~:Y' — Y tales que el
siguiente diagrama conmuta

q

0 x-toxtow Ve 0
| b
0 xr Mo x L g oy 0.

Demostracion. Sea X, el elemento maximal de Ax. Consideremos la sucesiéon
exacta

0 Xy %> X 25 X 0.

Por el Lema 4.16, tenemos que L = XL no tiene subobjetos no cero en A. Por

(bit) existe un monomorfismo ¢r : L — Z, con Z cerrado. Consideremos la
siguiente sucesién exacta

P

0 L.z N 0.

Sea Ny, el subobjeto maximal de Ay . Luego, tenemos el siguiente diagrama de
pullback

0 L W N 0
P
0 L2z P N 0
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Por la Proposicién 4.17, W es un objeto cerrado. Luego, la sucesion exacta
buscada es

u A !
0 X x-ow Lo, 0.
Es decir, tomamos f:= ¢\, p:=uy q:=p.
Ahora, supongamos que
&0 xrtox Log oy 0

es otra sucesion exacta tal que Z es un objeto cerrado y X”,Y"” € A. Notemos
que f: X — W es un morfismo en ¥, y como Z es un objeto cerrado, por la
Proposicion 4.1 se tiene el isomorfismo

Home(f, Z) : Home(W, Z) — Home (X, Z).

Luego, existe 8 : W — Z tal que f' = Sf.
De la misma manera, como f’ : X — Z es un morfismo en ¥ y W es un objeto
cerrado, por la Proposicion 4.1 se tiene el isomorfismo

Home (f', W) : Hom¢(Z, W) — Home (X, W).

Luego existe 8’ : Z — W tal que f = 3’ f.

Utilizando las dos igualdades anteriores, concluimos que f = (8'8)f. Ahora,
como f : X — W es un morfismo en > y W es un objeto cerrado, por la
Proposicion 4.1 tenemos el isomorfismo

Home(f, Z) : Home (W, W) — Home (X, W).

Dado que Home(f, Z)(1w) = lwf = f = (8'8)f = Home(f, Z)(8'B), obte-
nemos que 3’3 = ly. De la misma manera, se prueba que 83’ = 1. Por lo
tanto [ es un isomorfismo. Ahora, por la propiedad universal del kernel y del
cokernel, se tiene que existen morfismos o : X’ — X", ~: Y’ — Y tales que
el siguiente diagrama conmuta

0 Xt x Jtow_ 2oy 0
| I
0 xr M ox gy 0.

Como S es isomorfismo, se concluye que « y = son isomorfismos. [

Proposicion 4.19 Para un funtor covariante F : C — D, los siguientes enun-
ciados son equivalentes.

(a) F tiene un adjunto a derecha.
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(b) Para cada D € D, el funtor Homp(—, D)o F' : C — Ab es representable.
FEs decir, existe C' € C tal que Homp(—, D) o F ~ Home(—,C").

Demostracion. Ver [9, Teorema 5.1, pag. 12]. O

Teorema 4.20 Para una subcategoria de Serre A de una categoria abeliana
localmente pequeria C, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es una subcategoria localizante.
(b) Se satisfacen las siguientes dos condiciones:

(b1) Para cada objeto X € C, el conjunto Sub4(X) := {(X’,u%,) € Sub(X) |
X' € A} tiene elemento mdzimo Xy (ver Definicion 4.15)

(b2) Sea X € C tal que para cada monomorfismo u : X' — X, con X' € A,
se tiene que X' = 0. Entonces, existe un monomorfismo px : X — Z,
con Z un objeto cerrado.

Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que A es una subcategoria localizante. Entonces existe S :
C/A — C funtor adjunto a derecha de LL. Por la Proposicion 4.10, para
X € C, se tiene la sucesion exacta

0 —— Ker(nx) e x (SoL)(X) —— Coker(nx) ——=0

)

con Ker(nx),Coker(nx) € A. Sea § : A — X un monomorfismo, con
A € A. Luego, tenemos una sucesion exacta

0 p

0 A X Y 0,

donde p € 3. Sea n: 14 — S oL dada por la unidad de la adjuncién
(L, S). Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X —"% SL(X)

lp iS(L(p))

Y —— SL(Y),
ny

donde S(L(p)) es un isomorfismo pues L(p) es isomorfismo ya que p € X.
Ahora, como 6 = Ker(p), tenemos que 0 = ny opo 8 = S(IL(f)) onx o 6.
Usando que S(L(f)) es un isomorfismo, concluimos que nx6 = 0. Luego
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por la propiedad universal de Ker(nx), existe un tnico morfismo A : A —
Ker(nx) tal que el siguiente diagrama conmuta

A

S

Ker(nx) Lo X

Dado que 6 es mono, tenemos que A es un monomorfismo. Esto demuestra
que cualquier subobjeto de X en A est4 contenido en Ker(nyx) y como
Ker(nx) € A, tenemos que Ker(nx) es el subobjeto mas grande de X en
A, prodandose (b1).

Ahora, supongamos que X satisface que si v : X’ — X es un mono-
morfismo, con X’ € A, entonces X’ = 0. Por la Proposicién 4.10, existe
sucesion exacta

0 — Ker(nx) — X —% (§ o L)(X) — Coker(nx) —= 0,
con Ker(nx), Coker(nx) € A. Luego, por hipétesis, concluimos que Ker(nx) =
0 y por lo tanto nx es un monomorfismo, y como SL(X) es cerrado (ver
Proposicion 4.8), tenemos que 7x es el monomorfismo buscado. Por lo
tanto se satisface (b2).

Veamos que, para cada objeto X = IL(X) € C/A, se tiene que Home, 4(—, X)o
L es un funtor representable.

Para X € C por la Proposicion 4.18 existe una sucesion exacta que es
dnica salvo isomorfismos

£:0 xtox Tow oy 0

tal que W es un objeto cerrado y X', Y’ € A. Luego, tenemos que L(f) :
L(X) — L(W) es un isomorfismo en C/A. Por lo tanto, Hom¢, 4(—, L(X)) ~
Home/4(—,L(W)), y basta ver que Home,4(—,L(W)) oL es un funtor
representable.

Como W es cerrado por la Proposicion 4.1(c), tenemos que

LX,W : HOIIlc(AX7 W) — HOmc/A(]L(X),L(W))

es un isomorfismo, para cada X € C. Es decir, se tiene un isomorfismo de
funtores

L_ w :Home(—, W) — HOHIc/A(—vL(W)) oL,

probandose que Home, 4(—,L(W))olL es representable. Luego, por la Pro-
posicion 4.19 tenemos que L tiene adjunto a derecha y asi A es localizante.
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Terminamos esta seccién con el siguiente teorema importante que nos dice

que pares adjuntos, bajo ciertas condiciones, inducen localizaciones.

Teorema 4.21 Sea F' : C — D un funtor exacto entre categorias abelianas,
con C localmente pequeria, que admite un funtor adjunto a derecha G tal que G
es fiel y pleno. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen

(a) A:={AecC|F(A) =0} es una subcategoria de Serre de C.

(b) Eziste una equivalencia de categorias H : C/A — D tal que el siguiente

diagrama conmuta

c—Lsc/a

|

D

)

donde L. : C — C/ A es el morfismo candnico.

Demostracion.

(a)

Consideremos una sucesion exacta en C

0 L M N 0

Como F' es exacto, tenemos la siguiente sucesion exact en D

0 F(L) F(M) F(N) —=0.

Luego, F(M)=0siy solosi F(L)=0y F(N) = 0. Por lo tanto A es de
Serre.

Como F(A) =0, para todo A € A, por la Proposicion 3.18 existe un unico
funtor H : C/A — D tal que el siguiente diagrama conmuta

c—Lsc/a

|

D.

Consideremos la counidad ¢’ : F oG — 1p del par adjunto (F, G). Como
el funtor G es fiel y pleno, por la Proposicion 4.13(a), concluimos que €
es un isomorfismo. Es decir, para cada D € D, tenemos que FG(D) ~ D
y por lo tanto H(L o G(D)) ~ D, probandose que H es denso.

Ahora veamos que H es fiel. En efecto, sea F' € Home,4(L(X),L(Y)) =
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HomC/A(Y, Y). Sabemos que F = [ug : f : ps| esta representado por el
diagrama

|

Y
<Y
Yy py ’

dondeuy € X'y py € ¥, Es decir, F = L(py) 'L(f)L(us)~*. conuy € &/
y ps € £”. En la demostracion de la Proposiciéon 2.51, tenemos que H se
define como

H(F):= F(py) 'F(f)F(us)~".
Por lo tanto, si H(F') = 0, tenemos que F'(f) = 0. Consideremos la facto-
rizacién de f a través de su imagen

f
X /
J.
Como F es exacto, 0 = F(f) = F(u)F(q) donde F(u) es un mono-
morfismo y F(¢) es un epimorfismo. Luego, tenemos que 0 = F(u) con
F(p) un monomorfismo y asi concluimos que F(J) = 0. Por lo tanto
Im(f) = J € A. Por la Proposiciéon 3.1 concluimos que L(f) = 0 y asi

F =L(ps) 'L(f)L(uy)~* = 0, probandose que H es fiel.
Ahora veamos que H es pleno. En efecto, sea h : D — E en D. Como

€ : FG — 1p es un isomorfismo natural, el siguiente diagrama conmu-
tativo

Xy

Y
Yy

’

FG(D)2—~D

FG(h)i lh

FG(E) -2 F,
donde €, y € son isomorfismos. Dado que F = H oL, se sigue que el
siguiente diagrama conmutativo

’

H(LG(D)2—=D
H(]I‘G(h))l lh
HLG(E) > E.

Esto prueba que H es pleno. Por lo tanto, como H es fiel, pleno y denso
concluimos que H es una equivalencia de categorias.
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4.3. Algunas propiedades que son preservadas

Para los siguientes resultados, vamos a necesitar la definicién de monomor-
fismo esencial.

Lema 4.22 Para un morfismo u : X' — X en una categoria abeliana C, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Para cada subobjeto Y de X, si u='(Y) =0 entonces Y = 0.

(b) Si f: X — Z es un morfismo en C tal que Ker(fu) = Ker(u), entonces
f es un monomorfismo.

Demostracion. Ver [9, Lema 10.1, pag 135]. O

Definicién 4.23 Sea u : X' — X un monomorfismo en C. Se dice que u es un
monomorfismo esencial si satisface alguna de las condiciones equivalentes
del Lema 4.22.

Proposicion 4.24 Sean v : X — Y yv : Y — Z monomorfismos. En-
tonces vu es un monomorfismo esencial si y solo si u y v son monomorfismos
esenciales.

Demostraciéon. Ver [9, Corolario 10.3, pag 136]. O
También recordemos la siguiente propiedad bésica de funtores adjuntos.

Proposicion 4.25 Sean F': C — D y G : D — C funtores entre categorias
arbitrarias abelianas tal que F es adjunto a izquierda de G. Entonces F es exacto
a derecha y G es exacto a izquierda.

Demostraciéon. Ver [18, Teorema 2.6.1, paginas 51 y 52]. O

Corolario 4.26 Sea A una subcategoria de Serre de C y supongamos que L :
C — C/A tiene adjunto a derecha S. Entonces S es exacto a izquierda.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 4.25. [

Proposicion 4.27 Sean F: C — D y G : D — C funtores entre categorias
arbitrarias abelianas, tales que F es adjunto a izquierda de G.

(a) Si G preserva epimorfismos, entonces F' preserva objetos proyectivos.

(b) Si F preserva monomorfismos, entonces G preserva objetos inyectivos.
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Demostraciéon. Ver [11, Teorema 11.8, pag 310]. O

Observacion 4.28 Sea F' : C — D un functor aditivo exacto izquierda entre
categorias abelianas. Entonces, F' preserva pullbacks.

Demostracion. Como F es exacto a izquierda, tenemos que preserva kerneles.
Ademas, como F es aditivo, F' preserva sucesiones exactas que se escinden y por
lo tanto preserva productos finitos. De la construccion de pullback, dada en [7,
Lema 17.5, pag 27|, tenemos que F' preserva pullbacks. O

Observacién 4.29 SilL(Z) = Z € C/A es tal que S(Z) = 0, entonces Z = 0.

Demostracion. En efecto, considerando el morfismo nz : Z — SL(Z) de
la Proposicion 4.10, concluimos que Ker(nz) = Z € A. Por lo tanto, por la
Proposicién 3.1, concluimos que L(1z) := 1yz) = 0 y asi Z =L(Z)=0en
C/A. O

Proposicion 4.30 Sean A una subcategoria localizante de C, S el funtor ad-
gunto de L y f : X — Y un morfismo. Entonces existen morfismos f|x,,
Xo — Yayf: XL.“ — YL,,, tales que el siguiente diagrama conmuta

0 Xp—> X —> X 0
iflxm lf i
0 Y ——>Y —> & 0.

Ademds, se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) L(f) es un monomorfismo si y sélo si f' es un monomorfismo.

(b) Consideremos el morfismo candnico nx : X — (S o T)(X) de la Propo-
sicion 4.10 y su factorizacion a través de su imagen

Xv

Entonces I = XL y p es un monomorfismo esencial.
m

X)

(c) Sip:X — Y es un monomorfismo esencial, entonces S(p) es un mo-
nomorfismo esencial.

(d) L(f) es un monomorfismo esencial si y sdlo si ' es un monomorfismo
esencial.
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Demostracion. Primero veamos que se tiene el diagrama requerido. En efecto,
sean u : Xy — X y v : Yy — Y las inclusiones canonicas. Consideremos la
factorizacion de fu: X, — Y a través de su imagen

Como X, € Ay 7 es un epimorfismo, tenemos que J € A. Dado que
j es un monomorfismo y Y;, es el subobjeto mas grande de Y en A, existe un
monomorfismo h : J — Y}, tal que j = vh. Luego, fu = jm = v(hr). Definimos
flx,, := hm. Luego f’ existe por la propiedad universal del cokernel.

(a) (=) Supongamos que L(f) es un monomorfismo. Consideremos el dia-
grama conmutativo y exacto

0 X ——> X x% 0
lflxm lf if’
0 Y ——>Y 15 X 0.

m

Como Xy,,Ym € A, tenemos que p,g € X y por lo tanto L(p) y L(q)
son isomorfismos. Luego, del diagrama anterior, L(f’) = L(q)L(f)L(p)~*
y como L(f) es un monomorfismo, L(f’) es un monomorfismo. Sea ¢ :
K — XL", el kernel de f : XL‘“ — % Entonces L(f")L(i) = 0, y como
L(f’) es monomorfismo, concluimos que LL(i) = 0 y asi por la Proposicion
3.1 Im(i) & K € A. Por el Lema 4.16, tenemos que K =0y asi f’ es un
monomorfismo.

(«<=). Supongamos que f’ es un monomorfismo. Dado que L es exacto,
tenemos que L(f’) es un monomorfismo. Del diagrama anterior tenemos
que L(q)L(f) = L(f")L(p), donde L(p) y L(g) son isomorfismos. Por lo

tanto L es un monomorfismo. Esto termina la prueba de (a).

(b) Por la construccion dada en la Proposiciéon 4.18, podemos suponer que

u: Xm —> X es el kernel de nx y por lo tanto I = Im(nx) = )?f“ y

también 7 = p. Sea i : Z — (S o L)(X) un monomorfismo con Z # 0 tal
que Z NI = 0. Tenemos el diagrama donde el cuadrado es un pullback

’

Inz—% .z

L

0 I > (SoL)(X) — > Coker(nx) —= 0.
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Como p = Ker(v), tenemos que p’ = Ker(vi). Usando que INZ = 0, con-
cluimos que ~yi es un monomorfismo. Por la Proposicién 4.10, Coker(nx) €
Ay por lo tanto concluimos que Z € A pues A es de Serre. Consideremos
el monomorfismo ¢ : Z — S(L(X)). Como S(L(X)) es cerrado (ver la
Proposicion 4.8), se tiene que Z = 0, lo cual es una contradicciéon a nues-
tra suposicion. Por lo tanto ZNT # 0y asi p: I — (SoL)(X) es un
monomorfismo esencial.

Supongamos que ¢ : L(X) — L(Y) es un monomorfismo esencial. Con-
sidermos el pullback

(+): ZNSL(X) — S(L(X))

l lsw

7 S(L(Y)),

tal que Z N SL(X) = 0. Por la Proposicion 4.10, tenemos el morfismo
Nz : Z — SL(Z). Como nz € ¥y S(L(Y)) es cerrado, se tiene que

Home (nz, SL(Y)) : Home (SL(Z), SL(Y)) — Home(Z, SL(Y))

es un isomorfismo (ver la Proposicion 4.1). Por lo tanto, existe 6 : SL(Z) —
SL(Y) tal que 0nz = i.

Por el Corolario 4.14, tenemos que existe o : L(Z) — L(Y) tal que
S(a) = 6. Luego el diagrama (*) se descompone como sigue

Z N SL(X) SL(X)

J/ J{S(w)
(@)

s

7—" L SL(7)
el cual se puede construir tomando pullbacks sucesivos. Es decir, el dia-
grama anterior es el siguiente, donde los cuadrados internos son pullbacks
y los morfismos verticales son monomorfismos

Z N SL(X) N SL(X)

lw’ l” J{S(w)
S(a)

Nz

7 —" > SL(Z) =% SL(Y).

Como i = S(a)nz es un monomorfismo, 1z es un monomorfismo. Por
inciso (b), nz es mono esencial. Por lo tanto, N = 0.
Consideremos la factorizacion de « a través de su imagen en la categoria

C/A
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Luego, construimos el siguiente diagrama donde los dos cuadrados son
pullback (por lo tanto el cuadrado externo también es pullback)

T

o tnLy) Ze
L(Z) — I L(Y),

y B’ es un epimorfismo pues o’ lo es.
Por la Observacién 4.28, tenemos que el siguiente diagrama es un pullback

) — D@ n s sx)

L

SIL(z) — 5(T)

S(

"7

Como S(a”a’) = S(a), concluimos que S(M) = N = 0. Luego, por
la Observacion 4.29 tenemos que M = 0. Como 3’ es epi, tenemos que
INL(Y) = 0y como ¢ es un monomorfismo esencial, concluimos que
I=0.Asi a =0y por lo tanto i = S(a)nz = 0. De donde concluimos que
Z = 0. Por lo tanto S(p) es un monomorfismo esencial.

Como 7 : 1gj4 — S oL es una transformacion natural, tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo

X —Y(SoL)(X)

lf l(SOJL)(f)

Y ——= (SoL)(Y).

Luego se tiene el siguiente diagrama

(#): X —2= X L (SoL)(X)

J{f J{f’ l(SO]L)(f)

Y —=> 3 ——= (SoL)(Y).
p m %

(<=). Sea f’ es un monomorfismo esencial. Como (S oL)(f)ou = p'f’
es un monomorfismo y p es esencial por (b), tenemos que (S o L)(f) es
un monomorfismo (ver Lema 4.22). Como ' es un monomorfismo esencial
(inciso (b)), por la Proposicion 4.24 tenemos que p/f' = (SoL)(f) o p es
un monomorfismo esencial. Por la Proposicion 4.24 tenemos que (SoL)(f)
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es un monomorfismo esencial.
Ahora, sea i : Z — L(Y) un monomorfismo, con Z # 0, tal que Z N
L(X) = 0. Es decir, tenemos el diagrama

L(X) L(Y).

_—
L(f)
Como S es exacto a izquierda (ver el Corolario 4.26), por la Observacion

4.28 tenemos que el siguiente diagrama es un pullback

S(ZNL(X))=0— S(2)

l is(z)

S(L(X)) —o S(L(Y
SL()

Es decir S(Z)NSL(X) = 0. Como S(i) es un monomorfismo y S(L(f)) es
un monomorfismo esencial, concluimos que S(Z) = 0. Por la Observacion
4.29 concluimos que Z = L(Z) = 0 en C/A, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, Z NL(X) # 0 y asi L(f) es un monomorfismo esencial.
(=>). Sea L(f) un monomorfismo esencial. Por el inciso (c), tenemos que
S(L(f)) es un monomorfismo esencial en C. Consideremos el diagrama
(x) de arriba. Como u es un monomorfismo esencial, por la Proposicion
4.24, tenemos que S(L(f)) opu = p' o f’ es un monomorfismo esencial. Por
otro lado, f’ es un monomorfismo (ver inciso (a)). Por lo tanto, por la
Proposicion 4.24, tenemos que f’ es un monomorfismo esencial pues ' f’
es un monomorfismo esencial.

O
Recordemos la siguiente definicién (ver por ejemplo [9, pag 4]).

Definicion 4.31 Sea C una categoria abeliana. Una envolvente inyectiva de
C € C es un monomorfismo esencial u : C — I, donde I es un objeto inyectivo.

Corolario 4.32 El funtor S preserva envolventes inyectivas.

Demostracion. Como L es exacto, por la Proposiciéon 4.27, tenemos que S
preserva inyectivos. Por la Proposicion 4.30(c), S preserva monomorfismos esen-
ciales. Por lo tanto S preserva envolventes inyectivas. [J

Proposicion 4.33 Sea A una subcategoria localizante de C. Si {U;};cr es un

conjunto de generadores de C, entonces {IL(U;)}icr es un conjunto de generado-
res para C/A.
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Demostracién. Sea a : X — Y un morfismo no cero C/A. Como S es
fiel y pleno (ver el Corolario 4.14), S(a) : S(X) — S(Y) es un morfismo
no cero en C. Como {U;};cr es un conjunto de generadores de C, existe un
morfismo f : U;, — S(X) para algiin ig € I tal que S(a)f # 0. Veamos que
L(S(a)f) # 0. En efecto, si L(S(a)f) = 0, por la Proposicién 3.1 tenemos que
Im(S(a)f) € A. Consideremos la inclusiéon canénica i : 1(S(a)f) — S(Y).
Como S(Y) es cerrado, por la Proposicion 4.1(bi) concluimos que I(S(a)f) =0
y por lo tanto S(a)f = 0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, L(S(«a)f) =
L(S(a)) o L(f) 0.

Por otro lado, por la Proposicién 4.10(a), € : Lo S — 1¢, 4 es un isomorfismo.
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

donde e, e son isomorfismos. De donde concluimos que o o (exx o L(f)) # 0
donde ex o L(f) : L(U;,) — X. Probandose que {IL(U;)};cs es un conjunto de
generadores para C/A. O

4.4. Epimorfismos de anillos que inducen locali-
zaciones

En esta seccién consideraremos anillos asociativos con 1 y morfismos unita-
rios, es decir, morfismos de anillos f: A — B tales que f(14) = 1. Dado f:
A — B un morfismo de anillos, tenemos el funtor restriccién de escalares
f+ : Mod(B) — Mod(A) definido como sigue:

Dado M un B-modulo a izquierda, definimos f, (M) := M como grupo abeliano
y la estructura de A-modulo en f.(M) = M estd dada a través de f como:

a-m:= f(a)m Ya € A, Vm € M.
Luego, tenemos el siguiente resultado bien conocido.

Proposicion 4.34 ([16, Proposicion XI1.1.2]) Para un morfismo de anillos aso-
ciativos con 1 f: A — B, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) [ es un epimorfismo de anillos.
(b) El funtor restriccion f. : Mod(B) — Mod(A) es fiel y pleno. Es decir,
fv :Homp (M, N) — Homa (f.(M), f«(N))
es biyectiva para todo M, N € Mod(B).
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(c) fRalp: ARy B — B®4 B es un isomorfismo de B — B-bimodulos (es
decir, B2 B®4 B).

(d) B®4 Coker(f) =0, donde Coker(f) es el cokernel de f visto como mor-
fismo de A-modulos.

Proposicion 4.35 Para un morfismo de anillos asociativos con 1 f: A — B,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) El funtor B®4 — : Mod(A) — Mod(B) es adjunto a izquierda de f..
(b) El funtor Hom4 (B, —) : Mod(A4) — Mod(B) es adjunto a derecha de f..
Es decir, en el siguiente diagrama

B®a—

SN

Mod(B) ——f.— Mod(A)

~_

Hom 4 (B,—)
(B®a —, f+) ¥ (fx,Homa (B, —)) son pares adjuntos.

Demostracion. Ver [12, Lema 10.68, pag 670]. O

Para la siguiente definicion, ver [16, pag 229].

Definicion 4.36 Sea f : A — B un epimorfismo de anillos. Decimos que f
es localizacion perfecta izquierda si B es un A-mddulo derecho plano, via el
morfismo f.

Proposicion 4.37 Sea f: A — B una localizacion perfecta izquierda. Consi-
deremos el funtor F:= B®4 — : Mod(A) — Mod(B). Entonces, se satisfacen
las siguientes condiciones.

(a) A = {M € Mod(4) | B®a M = 0} es una subcategoria de Serre de
Mod(A).

(b) Se tiene una equivalencia de categorias

Mod(A)/A ~ Mod(B).

Demostracion.
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(a) Consideremos una sucesion exacta en Mod(A)

0 L M N 0.

Como 4B es plano, tenemos la siguiente sucesion exacta en Mod(B)
0——=L®qB——M®y B—— N®4 B——0.

Luego M ®4 B=0siysélosi L®g B=0y N®4 B = 0. Probandose
que A es de Serre.

(b) Como f : A — B una localizacion perfecta, F' es un funtor exacto tal
que su funtor adjunto a derecha G = f, es fiel y pleno (ver la Proposicion
4.34). Por lo tanto, el resultado se sigue del Teorema 4.21.

O
Lema 4.38 Para G € Mod(Z), G es de torsion si y solo si G ®z Q = 0.

Demostracion. (=) Ver [12, Proposicién 2.7.3, pag 91].

(<=). Recordemos que Q = S~'Z, donde S = Z — {0}. En este caso G ®y
Q ~ S7IG (ver [2, Proposicién 3.5]). Supongamos que G ®z Q = 0. Entonces
S~1G = 0. Por la construccion de S~1G, dada en [2, pag 38|, tenemos que % = %
en ST!G para todo g € G y s € S. Por definicion de S™!G, se tiene que existe
te Stal quet(l-g—0-s) =0, es decir, tg = 0. Por lo tanto, todo elemento de

G es de torsién y asi concluimos que G es de torsion. [

Corolario 4.39 Denotemos por Z—Tors a la subcategoria plena de Mod(Z)
cuyos objetos son todos los grupos abelianos de torsion. Entonces, existe una
equivalencia de categorias

Mod(Z)/(Z—Tors) ~ Mod(Q).

Demostraciéon. Se sabe que f : Z — Q es un epimorfismo en la categoria
de anillos y ademéas que Q es plano como Z-moédulo (ver [2, Corolario 3.6]). Por
lo tanto, f : Z — Q es una localizaciéon perfecta. Ademés por el Lema 4.38,
tenemos que

{G e Mod(Z) | G ®7Q =0} = Z—Tors.
Luego, por la Proposicién 4.37, se tiene el resultado. O

Observacion 4.40 Mads generalmente, consideremos anillos conmutativo con 1
y S C A un conjunto multiplicativo de A. Sea ¢ : A — S™' A la localizacion de
A respecto de S. Es bien sabido que ¢ es un epimorfismo de anillos y ademds que
S=1A es plano como A-mddulo. Entonces, en este caso, existe una equivalencia
de categorias

Mod(A)/A ~ Mod(S™*A),
donde A= {M € Mod(A) | ST'A®4 M = 0}.
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