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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es recopilar los resultados principales sobre el
analisis espectral de procesos de nacimiento y muerte bilaterales (con espacio de es-
tados en los enteros) obtenidos mayormente en los trabajos de W. Pruitt [15] y [16].
Estos trabajos son extensiones de los articulos de S. Karlin y J. McGregor (8], [9]
y [10], quienes fueron pioneros en el desarrollo del anélisis espectral de procesos de
nacimiento y muerte con espacio de estados en los enteros no negativos usando poli-
nomios ortogonales. Estos resultados se aplicaran a un par de ejemplos: el proceso con
tasas de nacimiento y muerte constantes y el proceso simétrico con tasas constantes.

En el Capitulo 1 se dan conceptos y proposiciones que jugaran un rol mas impor-
tante en capitulos posteriores. Daremos una breve introduccion a la teoria de poli-
nomios ortogonales asi como de herramientas como la transformada de Stieltjes o el
Teorema espectral. A continuacion se describiran los procesos de nacimiento y muerte
y la representacion integral de las probabilidades de transicion mediante la conocida
formula de Karlin-McGregor. Por dltimo se estudiara en detalle el sistema M /M/1
(cola con un servidor actuando en los enteros no negativos) y su correspondiente
representacion espectral en términos de los polinomios de Chebyshev de segunda es-
pecie. Este ejemplo jugara un papel muy importante en los ejemplos estudiados en el
Capitulo 4.

En el Capitulo 2 se da un desarrollo mas a profundidad de los procesos de na-
cimiento y muerte bilaterales. La diferencia principal con respecto a los procesos de
nacimiento y muerte en los enteros no negativos es que ahora el operador infinite-
simal es una matriz doblemente infinita. Para realizar el analisis espectral y llegar

al equivalente de la formula de Karlin-McGregor, vamos a necesitar dos familias de

\Y%
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polinomios linealmente independientes que al escribirlos de manera vectorial van a
ser ortogonales con respecto a una matriz espectral de tamano 2 x 2. A continuacion
describiremos los polinomios duales, que van a jugar un papel fundamental en el ana-
lisis de la solucién minima de un proceso de nacimiento y muerte bilateral, entre otros
resultados. Para estudiar la solucién minima usaremos la transformada de Laplace de
la funcién de transicion de probabilidades. Por tdltimo se hard un breve compendio
de resultados describiendo el comportamiento de las soluciones generales.

El Capitulo 3 usa las herramientas desarrolladas en el Capitulo 2 para obtener
propiedades de estos procesos desde una perspectiva probabilistica. Comenzaremos
con la recurrencia, donde se mostrara una condicién necesaria y suficiente en términos
de series donde aparecen los coeficientes potenciales y las tasas de nacimiento. Esta
condiciéon esta relacionada con la divergencia de la integral de la matriz espectral
dividida entre z en el soporte de la medida. De igual manera se analizara la ergodicidad
y transitoriedad de los procesos de nacimiento y muerte bilaterales usando técnicas
espectrales. Por ultimo se estudiaran teoremas limite para estudiar el comportamiento
de P, j(t)/ Py, (t) a medida que t — oo en los casos en que el proceso sea transitorio o
recurrente nulo.

Por tltimo, en el Capitulo 4, se usan las herramientas que se han desarrollado a
lo largo del escrito para analizar espectralmente dos ejemplos. Para ello trataremos
de conseguir una férmula general para la transformada de Stieltjes de la matriz es-
pectral del proceso de nacimiento y muerte bilateral en términos de las medidas 1
correspondientes a los procesos de nacimiento y muerte en Ny que van a +00, respecti-
vamente. Para llegar a estas formulas usaremos un argumento probabilistico parecido
al desarrollado en la ultima seccion de [11], pero a tiempo continuo. El primero de los
ejemplos que estudiaremos es el proceso de nacimiento y muerte bilateral con tasas
constantes, que ya fue analizado en |6] usando herramientas de teoria espectral de
operadores. El segundo ejemplo sera el proceso de nacimiento y muerte simétrico con
tasas constantes, que es una extension a tiempo continuo de la caminata aleatoria
simétrica en los enteros, estudiado en la Seccion 6 de [5]. En ambos casos se analiza

la recurrencia (o transitoriedad), sus polinomios ortogonales en términos de polino-
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mios de Chebyshev de segunda especie y sus matrices espectrales; y en caso de ser

recurrentes positivos, su distribucion estacionaria y el tiempo esperado de regreso.



Capitulo 1

Preliminares

A continuaciéon daremos unas definiciones y resultados principales que se usarin

a lo largo de la tesis.

1.1. Polinomios Ortogonales

Por intereses del escrito, nos restringimos a medidas de Borel positivas ¢ sobre R
con momentos finitos i. e. p,, = [ #"dY(x) < 0o, n =0,1,... y soporte infinito. Por
el Teorema de descomposicion de Lebesgue, podemos descomponer cualquier medida

en tres diferentes:

w:wc+wd+wcs7

donde . es la parte absolutamente continua, 1, es la parte discreta y .5 es la
parte singularmente continua (en conjuntos que tienen medida cero). En este texto
consideraremos solo casos con partes absolutamente continuas y discretas, asi como
combinaciones de estas dos.

Respecto a esta medida @) podemos considerar el espacio de Hilbert

L (R) = {f : R — C medible t.q./R\f(x)Pdw(x) = | f1l5 < oo} :
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con producto interior usual, esto es:

(f.9)s = / F(@)g@) ().

Si resulta que el soporte es numerable, por ejemplo Ny, el espacio de Hilbert

asociado a la medida 1 = (¢, )nen, viene dado por

3 (Ng) = {a = (an)nen, t-q- Z |an|*, < oo} .

n=0

Definiciéon 1.1. Decimos que (pn())nen, €s una sucesion de polinomios si cada ele-
mento es un polinomio de grado exactamente n en la variable real x. Decimos que es
monico st el coeficiente del mayor exponente de la variable x es 1. Decimos que una

sucesion de polinomios es ortogonal con respecto a la medida de Borel v si

(Pus D)y = / P () (2) () = [P 2

Si ademds ||py|[5, = 1,Vn se dice que es ortonormal.

Una forma de generar polinomios ortogonales con respecto a una medida 1) es
mediante el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

A partir de ahora, si la sucesion de polinomios es ortonormal, se denotara (P, ),.
Si la sucesion de polinomios es moénica y ortogonal se denotaré (B,),.

Toda sucesion de polinomios ortogonales satisface una relaciéon de recurrencia a

tres términos, esto porque el término z P, (z), al ser de grado n + 1, puede expresarse

de la siguiente forma:
n+1

zP,(x) = ch,kPk(x),

(P (), P (x))y
(P (), Pr(x))

término n + 1 es ortogonal. Ahora

con Cpp = . Como la familia completa es ortogonal, la familia hasta el

(Pala), 2Py(x))y = / Pula)ePy(x)di () = (Py(x), Pa(z))s.
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Pero

(xPy(x), Po(2))y =0 si k+1<mn,

con lo cual

.YZ'Pn(l') = Cn,n—lpn—l<x) + Cn,npn(x) + Cn,n—i—lpn—i-l(x)-
En particular, para la familia moénica (f’n)n se tiene que

~ ~

2Py () = Poi1 () + anPy(2) + BpPo_i(x), n>1, (1.1)

donde
An pn an
an:uER, n >0, 6n:||A—||¢_ , n>1.
(Pos Py || Praal 7

(1.1) se puede escribir de manera matricial de la siguiente manera

po Qp 1 0 p()

pl ﬁl (03] 1 0 pl
i =

P2 0 62 (6D) 1 P2

La relacion de recurrencia (1.1) es equivalente a que los polinomios ortogonales
(P,), son autofunciones de un operador de Jacobi.
Cabe mencionar que, cuando la familia de polinomios es ortonormal, la matriz

tridiagonal anterior se puede simetrizar como en la siguiente definicion.

Definicion 1.2. Un operador de Jacobi es un operador lineal autoadjunto que con

respecto a la base candnica (que es ortonormal) {eg, e, ...} tiene una representacion
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tridiagonal infinita de la siguiente manera:

b() Qo 0 0

ay b1 a 0
J _ 0 1 1 ’ (12>
0 aq bg (05}

donde b, € R yap >0, k> 0.

La relacion existente entre los coeficientes de la familia monica y los coeficientes

de la familia ortonormal esta dada por

b, = au,, ai = Byt (1.3)

Definiciéon 1.3. La formula de Christoffel-Darboux para una familia de polinomios

ortonormales {P,(x)} es

Z Pi(z)P;(y) = an [Pnﬂ(x)Pn(yi : 5n(x)Pn+1(y)

La formula de Christoffel-Darboux confluente es
Z Pf(x) = ap[Py 41 (2) Po(7) — Poya(2) Py (2)],

donde las a,, en ambas formulas estin definidas en (1.3).

En términos de la familia moénica {P,}, la formula de Christoffel-Darboux puede
ser escrita como

~ A A A

& Aj(x)PJ(y) _ Pn+1($)Pn(y) - Pn(x) ”*1(3/), (1.4)

j=0 ||PJ||12p ||PnH12p(I_y>
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y la formula confluente queda

", P2(x 11 (2) Py () — Ploy(2) Py (2
Z_y()_PN+(>P(> Py (z) P () (1.5)

S 2 D 112
= 1B P15,
Proposicion 1.1. Los ceros o raices de los polinomios monicos P, generados por los
términos de la relacion de recurrencia (1.1) son todos reales y simples. Ademds los
ceros de P,y y P, estdan entrelazados (intercalados). Si ademds estos son ortogonales

con respecto a alguna medida 1) entonces esos ceros se encuentran en el intervalo

cerrado mds pequenio que contiene supp (V).

Demostracion. Sea u un cero complejo de P,,. Como los coeficientes de P, son todos
reales entonces @ es también cero de P,. Tomando z = u & y = u en la féormula
de Christoffel-Darboux (1.4) obtenemos una contradiccion, ya que por un lado eso
debe ser 0 y por el otro lado debe ser >1. Entonces todos los ceros deben ser reales.
Por otro lado, si tenemos un cero con multiplicidad, de la férmula confluente (1.5)
obtendremos la misma contradiccion.

Si P,.1 y P, tienen un cero en comin, entonces por la formula de recursion (1.1)
también es cero de P,_;. Siguiendo este razonamiento, este cero tambien seria cero de
]50 = 1, lo cual es una contradiccién. Con respecto a lo entrelazado, para n < 2 no hay

~ A ~ ~
/

nada que probar. Para n > 2, (1.5) implica que P, ()P, (z) — P, (z)Py1(z) > 0.

n

Supongamos y; < y» dos ceros consecutivos de f’n+1. Entonces la desigualdad previa

~

implica que 157/L+1(yj)Pn(yj) > 0,7 =1,2. Ademas 157;+1(y1) y p;ﬁl(yQ) tienen diferente
signo. Por el Teorema de Bolzano P, tiene un cero en el intervalo (y1,s).
Finalmente, sea [a, b] el intervalo mas pequenio que contiene a supp(¢)) y 1, ..., ¢;

los ceros de P, contenidos en [a,b]. Si j < n entonces la ortogonalidad implica que
J

/pn(m) H(x — ¢)dip(z) = 0. Pero esto es una contradiccion, puesto que la integral
k=1
no cambia de signo en [a, b]. Por lo tanto j = n.

]

Definicion 1.4. Los polinomios de Chebyshev de primera especie son aquellos que

son ortogonales respecto a la medida () = \/11_7 enx € [—1,1] y definidos mediante
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la relacion de recurrencia de tres términos
To=1 Ti(x)=z, 22T,(x)="Ty1(x)+T1(x), n>1

Los polinomios de Chebyshev de sequnda especie son aquellos que son ortogonales
respecto a la medida (x) = /1 — 2% en x € [—1,1] y definidos mediante la relacion

de recurrencia de tres términos
Up=1, U(z)=2z, 2zU,(z)=U(x)+U,1(x), n>1

Los polinomios de Chebyshev de primera especie satisfacen ademés, la ecuacion

diferencial de segundo orden

1!

(1 — 2T, (z) — 2T, (z) + n’T, () =0, n >0.

n

Asi mismo, pueden ser definidos como los tinicos polinomios que satisfacen
Tn(cosf) =cosnf, n>0, x=coshe[-1,1]. (1.6)

Por ende, tenemos una expresion explicita de los ceros de T,,, dados por

2% —
xnk:cos(M>, k=1,...,n.
’ 2n

Los polinomios de Chebyshev de segunda especie, por su parte, satisfacen la

ecuacion diferencial de segundo orden

"

(1 — 22U, (z) — 32U, (z) + n(n + 2)U,(z) =0, n>0.

n

Adicionalmente, pueden ser definidos de forma trigonométrica como

sin((n + 1)6)
sin 0

Upn(cosf) = n>0, x=-cosfe|-11]. (1.7)
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Por lo tanto, tenemos una expresion de los ceros de U, dados por

k
xnk:cos( 7r), k=1,...,n.
’ n+1

Los polinomios de Chebyshev también satisfacen un par de relaciones de recurren-

cia mutua:
Thii(z) = 2T, (2) — (1 — 2 U,_1(2), Un(x) = 2U,_1(x) + T, (2),

y estdn conectados por la siguiente relacion:

Definiciéon 1.5. La transformada de Stieltjes de una medida 1 con soporte real es

definida como la funcion de valores complejos:

B(z;w:éw(“’), 2 €C\R. (1.8)

r—z

Proposicion 1.2. (Formula de inversion de Perron-Stieltjes) Sea 1 una medida de

probabilidad con momentos finitos y B(z; ) su transformada de Stieltjes. Entonces

[ dwta) + Gotta)) + o)) = St [ ImB( + iei o)

Demostracion. Observemos que

{1 - 1_}d¢<x>

r—Zz r—z

2:1ImB(z;¢) = B(z;¢) — B(2;¢) = B(z;9) — B(Z;¢) = /

R

z—7Z Imz

= [ S d(a) = 2

R|T — 2|2

R|T — 2|2

Por lo tanto

€

ImB(z + ie; v)) = /Rmdqp(s) - /Rmd@b(s).
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Integrando y cambiando el orden de las integrales (lo cual se puede ya que el inte-

grando es positivo) tenemos que

/abImB(x +ie ) = /R {/de;ﬁ} dib(s).

La integral puede ser calculada explicitamente haciendo el cambio de variable y =

(x —s)/e

b € p (b—s)/e 1 p (b—s)/e
(s) = — —dx = = arctan .
xels) / (s —x)* + ¢ /<a_s)/e T+ Yliamsyre

Tenemos que 0 < x.(s) < 7 y cuando tomamos el limite (lo cual estda permitido
usando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue dado que 1 es medida de

probabilidad y x.(s) es acotado y positivo) tenemos que

. T st a<s<b,
im x.(s) =
e—>0X6()

B}

st s=a,b.
]

Cuando la medida v tiene una parte absolutamente continua y una parte discreta,
hay una forma de calcular directamente el tamano del salto de la parte discreta. Para
ello, asumamos que ¥ = ) + Y({a})da(x), donde 0,(z) = d(z — a) es la distribucion

delta de Dirac, que se define como [, f(x)d(x — a)dz = f(a). Entonces obtenemos

Evaluando en z = a + 7€ y tomando partes imaginarias obtenemos

mB(a +i€; ¥) = ImB(a + ie; ) + Im&i}) = ImB(a + ie;¢) + M{:})-

Por lo tanto obtenemos

({a}) = lmB(a + ie; ) — elmB(a + ie; ).
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-~

Tomando limite cuando ¢ — 0 observemos que B(a + i€;1) esta acotado ya que
Q//J\ es absolutamente continuo. Por lo tanto, los puntos aislados significativos (donde

¥({a}) > 0) deben ser los que satisfacen
lii% ImB(a + i€e; ) = o0,
mientras que el tamano del salto en x = a viene dado por
v({a}) = limdmBla + ic; ¥) > 0. (19

Teorema 1.1. Sea J la matriz de Jacobi dada como en (1.2) y denotemos por J©
la matriz de Jacobi construida al eliminar el primer renglon y la primera columna.

Entonces tenemos que

1
I—2J)5 = :
(I=27)on 1 —boz — a2z2(I — 2J @)y,

donde (I — zJ)yy es la entrada (0,0) de la inversa de la matriz I — zJ.

Demostracion. Podemos reescribir la matriz J de (1.1) como

b[) Qo 0
g=1"
0 JO

Usando la conocida férmula para la inversa de una matriz por bloques 2 x 2

-1
A B (A—BD'C)™ «

C D * *

aplicada a la matriz I — zJ obtenemos

B 1 __ 22t g1, 17 !
(I —2J)gg [1 2bo — apzieq(l — 2J) 60} 1_boz_a822(1—2J(0))501’




CAPITULO 1. PRELIMINARES 10

donde ¢ es el vector candnico eg = (1,0,0,...)". m

Nota. Si asumimos que asociadas a las matrices de Jacobi J y J© existen medidas
positivas ¢ y 1 soportadas en [—1,1], respectivamente (lo cual siempre va a ser
posible como consecuencia del Teorema espectral, que veremos en la siguiente seccion),

obtenemos

/1 dp(z) 1

1—xz L O ()"

! S boz — a%zQ/ W (z)
41—z

Esta formula relaciona las transformadas de Stieltjes de las medidas 1 v ¥ de la

siguiente manera (ver (1.8))

1

Bz ¢) = 2 —by+ atB(z; )

(1.10)

1.2. Teorema espectral

Esta seccion esta basada principalmente en [7], [10] y [12].

Definicién 1.6. Sea ‘H un espacio de Hilbert con producto interior (o,0). Denota-
remos por B(H) al conjunto de todos los operadores lineales de H en H. Para un
operador T € B(H), el operador resolvente es definido por R(z) = (T — 2I)~'. Los
valores de z € C para los cuales R(z) es un operador lineal acotado son llamados
valores regulares y son denotados por p(T'). El complemento del conjunto resolvente

p(T) es llamado el espectro de T' y es denotado por o(T).

Para un operador acotado 7', el espectro o(7') es un subconjunto compacto del
disco de radio ||T'|| = infuen(||Tu||/||u|]). Ademas, si T es autoadjunto, esto es,

(Tu,v) = (u, Tv) para todo u,v € H, entonces o(1") C R, asi que o(T") C [—||T||, ||T]|]-

Definicion 1.7. Una resolucion de la identidad E de un espacio de Hilbert H, es
una funcion E : R — B(H) tal que, para todos los conjuntos de Borel A, B C R,

tenemos:

1. E(A) es una proyeccion autoadjunta, es decir, E(A)* = E(A).
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2. E(ANB) = BE(A)E(B).

4. AN B = implica que E(AU B) = E(A) + E(B).

5. Para todos u,v € H, la funcion A — E,,(A) = (E(A)u,v) es una medida de

Borel compleja.

Teorema 1.2. (Teorema espectral). Sea T : H — H un operador lineal autoadjunto

acotado. Entonces existe una unica resolucion de la identidad E de H tal que T =

JptdE(t), es decir
(Tu,v) = /tdEuyv(t).
R

Ademds, E tiene soporte en el espectro o(T) y cualquiera de las proyecciones espec-

trales E(A), A CR, conmuta con T.

Para maés detalles ver [12].
Nota: El siguiente resultado es un caso particular del Teorema Espectral aplicado

aT=JyH="07Ny).

Teorema 1.3. (Teorema de Favard) Sea J un operador de Jacobi acotado. Entonces
existe una unica medida de probabilidad 1) con soporte sobre un intervalo real compacto
tal que para todo polinomio P, la funcion U : P(J)eq — P extiende a un operador
unitario (*(No) — L7 tal que UJ = MU, donde M : L} — L es el operador
multiplicacion (M f)(z) = xf(x). Ademds, la sucesion P, = Ue, es un conjunto de
polinomios ortonormales con respecto a 1, donde e, son los vectores canonicos de

(*(Np). Por lo tanto el operador J puede ser diagonalizado de la siquiente forma:

(UIU f)(@) = (M f)(x) = xf(z), [é€ L

Demostracién. Tenemos que U manda subconjuntos densos de £?(Ny) en subconjuntos

densos de Li, dado que los polinomios son densos en L2, ya que el soporte de la medida
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1 estd acotado. Ademas, se tiene que para todo par de polinomios Py @,
(P(J)eo, Q(J)eo) = (Q(J)P(J)eo, e0) = 4Q($)P(I)d¢($) = (P,Q)y

= (UP(J)eo, UQ(J)eg)y-

Por lo tanto, U es un operador unitario que extiende de manera tnica al operador
unitario por la densidad de ambos espacios. Para ver que UJ = MU, lo probaremos
para la base canoénica, i.e. UJe, = MUe,, para todo n. Sea P, = Ue,. Entonces

P, € Li es un polinomio de grado n y son ortogonales respecto a 1, pues

/R () Pon(@) () = (Uen, Uem)y = (€ns em) = Som-

Queda por probar que los coeficientes de la relacion de los tres términos de recurrencia
para los polinomios P, coincide con los coeficientes del operador J. Pero esto es cierto

por la relacion entre estos coeficientes y la medida v, usando el Teorema espectral

an, = (Jep, eni1) = /

R

zdFE,, ..., (r) = /ZBPn+1(l‘)Pn($)d¢($),

R

by = (Je, ) = / #dE,, .. () = / o(Pa(2))2dip(z).

La unicidad se sigue del hecho de que los momentos de v son tinicamente determinados
dado que P, es una familia de polinomios ortogonales en pr. Como la medida tiene
soporte compacto y su transformada de Stieltjes es analitica en una vecindad de oo,
la formula de inversion de Perron-Stieltjes da una tnica medida determinada por sus

momentos. O

Cabe mencionar que el teorema previo también es valido para un operador J no

acotado (ver mas detalles en [12]).

1.3. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Esta seccion esta basada principalmente en el libro de W.J. Anderson [1].



CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

Definicion 1.8. Decimos que { Xy, t > 0} con espacio de estados S (a lo mds nume-
rable) es una cadena de Markov a tiempo continuo si cumple la siguiente propiedad

(la propiedad de Markov):
Sii,j€S8,5t>0& X(u) €S,Vu<s,
= ]:P)(Xt+5 = j|Xu,0 S u < S7XS = Z) = P(Xt = ]|X5 = Z)

En otras palabras, el comportamiento futuro de la cadena de Markov solo depende
del presente.

Cuando P(Xyys = j|Xs = 1) = P(X; = j|Xo = i), se dice que el proceso es
homogéneo. Ademas, se denotara por P, ;(t) = P(X; = j|Xo = ¢) a la funcion de
transicion de probabilidades del estado i al estado j.

Tenemos que con estas transiciones podemos construir una matriz a cada tiempo

t, a saber P(t) y esta queda de la siguiente forma (si S = Np):

Pio(t) Pi(t) Pio(t)

P(t) =
Pgo(t) Pgl(t) ng(t)

Esta matriz P(t) tiene las siguientes propiedades:
1. P;(t) > 0 para todo i, € Sy P;(0) = 0;;.

2. Zjes P,;(t) < 1. Sila suma es 1 Vi el proceso se dice honesto; es deshonesto en

otro caso.
3. La Ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov: P;;(t +s) = Y, .5 Pix(t) Pr;(s).
4. lmy o+ Py(t) = 1.
Si usamos notacién matricial las propiedades anteriores se pueden escribir como:

a) P(0) =1 con [ la matriz identidad.
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b) P(t+s) = P(t)P(s).

Proposicion 1.3. Sea P;;(t) una funcion de transicion que satisface las propiedades

1) a 4). Entonces para i € S tenemos que:

1. —P(0) = lim,_,o = t“'(t) = q; (podria ser o).

2. Si g < oo entonces Pj;(0) = 1im;_,o Pijt(t) = @;; < 00 para todo i # j.

Ver prueba en [1, Prop. 1.2.2].
Se dice que el estado 7 € S es estable si ¢; < oo e instantaneo si ¢; = co. El proceso
es estable si todos los estados son estables (todos los procesos que estudiaremos en

este texto son estables). Un estado i es absorbente si ¢; = 0. Con esto podemos dar

la siguiente definicion.

Definicion 1.9. El operador infinitesimal del proceso X, es una matriz A = (Aij)i jes,

donde A = —q; y Aij = qij,1 # j, donde q; y gi; estdn definidos en la Proposicion
1.5.

Para § = Ny, el operador corresponde a la siguiente matriz:

—qo 4Go1 qoz2
dio0 —@1 q12
A=

420 421 —Q2

Observemos que A tiene las siguientes propiedades:
1. Si # j entonces A;; > 0.

Cuando la matriz A cumpla la condicion 1) y que la suma de cada renglon sea

igual a 0 se dice que es conservativa.

Proposicion 1.4. Dada una matriz A conservativa, existe una unica cadena de Mar-

kov a tiempo continuo que la tiene como operador infinitesimal.
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Ver demostracion en [17, Prop. 5.4].

Definicion 1.10. Sea {X;} cadena de Markov a tiempo continuo y A su operador

infinitesimal; suponga que es conservativa y definimos

0, st n=0,

mf{t > J, 1| X # X;-}, si n>1

La cadena de saltos de la cadena de Markov {X,} estd dada por X, = X, .

Se tiene que J, es el tiempo de la n-ésima transicion. El proceso X, es una cadena

de Markov a tiempo discreto con probabilidades de transicion

Oij St ¢ =0,
Pij - 0 51 q; > 07 1= j>
qij

= si ¢ >0, 1#].
4qi

Es claro que la cadena X; esta completamente determinada por J, y X, y viceversa.
La construccion previa sugiere que Jo, = lim, .. J, = 00. Sin embargo, hay
situaciones en las que J, es finito, y es llamado tiempo de la primera explosiéon. En
ese caso, en un intervalo de tiempo finito puede haber un nimero infinito de saltos.
Esa situacion no es posible en cadenas de Markov a tiempo discreto.
Existen dos ecuaciones muy importantes para estos procesos, estas son las ecua-
ciones de retroceso y de evolucion (backward y forward), que seran estudiadas a

continuacion.

Proposicién 1.5. Sea A estable y g;; introducidos en la Proposicion 1.3. Entonces

Pl(t) =) anPy(t), t>0, ij€S. (1.11)
keS

Ademds, si ), s Pij(t) =1, entonces (1.11) es valida si y solo si A es conservativa.

Demostracion. Usando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y la Proposicion 1.3
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tenemos que

0

o Z

Folt) = lim pefuls +0) = lim 55 2 Pls) Pl —JL%LE; )
ke

= Z GirPrj (1)
kes

Por otro lado, si es honesto, tenemos que ) .. P/ ;(t) = 0. Si la ecuacion diferencial

jES

(1.11) es cierta, entonces

0=> P,(t)=> > awPej(t) =D i Y Pri(t) =D ain-

jES JES keS keS jES keS

Por lo tanto A es conservativo. Si A es conservativo, la primera parte de la proposicion

implica que (1.11) sea cierta. O

La ecuacion (1.11) es llamada ecuacion de retroceso de Kolmogorov, y describe la
evolucion del proceso antes del tiempo t.

Asi mismo, la ecuacion diferencial

=Y Pa(Dar;, t>0, i,j€S, (1.12)
keS
es llamada ecuacion de evolucion de Kolmogorov.
Estas ecuaciones se pueden escribir de forma matricial, y esto queda de la siguiente

manera

P'(t) = AP(t), P'(t)=P(t)A, P(0)=1.

Definicion 1.11. Sea A estable. Una funcion Py;(t) es llamada una A-funcion si A
es el operador infinitesimal de una funcion de probabilidad de transicion P(t), esto es

P'(0) = A.
Proposicion 1.6. Sea A estable pero no necesariamente conservativo.

1. Eziste una funcion de transicion (puede ser deshonesta) f;;(t) que satisface

ambas ecuaciones de Kolmogorov con la caracteristica de ser la mds pequena
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(minima), es decir, fi;(t) < P;;(t) para todo i,j € S yt > 0, donde P;(t) es
cualquier otra funcion que sea solucion no negativa (y puede no ser funcion de
transicion) de las ecuaciones de Kolmogorov. Ademds f;;(t) es minima como
A-funcion, esto es, fi;(t) < Pi;(t) para todo i,j € S yt > 0, donde Pj(t)
es cualquier otra A-funcion (no necesariamente solucion de las ecuaciones de

Kolmogorov).

2. Sea fi;(t) como en lo anterior. Asi si f;j(t) es honesto entonces es la unica
solucion a ambas ecuaciones de Kolmogorov y también es la unica A-funcion.
Si A es conservativo, la minima solucion fi;(t) es unica si y solo si es honesta.

Si A no es conservativo entonces f;j(t) nunca puede ser honesto.
Ver prueba en [1, Teorema 2.2.2].

Definicion 1.12. Se dice que A es débilmente simétrica si existe un vector m = (m;);

tal que m;q;; = m;qj;, para todo i,j € S.

Definicion 1.13. Un vector m = (m;); se dice invariante o estacionario si cumple
TP(t)=m, t>0.

Si ), m < oo, entonces podemos obtener un nuevo vector pero con norma 1, el
cual es llamado distribucién invariante (o estacionaria).

En general no es facil encontrar estos vectores invariantes, pero se puede tener un
candidato si se cumple que 7.4 = 0, donde 0 el vector de todas las entradas cero.
Cabe mencionar, que si S es finito o definido sobre naturales entonces la condiciéon
TA=0y > jes Tj = 1 implica que 7 sea invariante.

Para la siguiente definicién es necesario dar las siguientes funciones:

F,;(t) =P(X, = j para alguna 7,0 < 7 < t| X, =1), 1#J, (1.13)

Fy(t) =P(X,, #1,X,, =i para algunas 7, 7,0 < 7, < 7o < t| Xy =1). (1.14)
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Estas funciones son las distribuciones de los primeros tiempos de llegada, y de aqui
podemos dar un concepto intuitivo de recurrencia, el cual seria que partiendo del
punto %, vayamos a otros puntos y volvamos a ¢ con probabilidad 1; atn con esto,
podriamos tardarnos mucho (una infinidad) en regresar al punto, por esta razon se
dice que un estado es recurrente positivo (ergodico) si el tiempo esperado de regreso

es finito. Formalmente se da como en la siguiente definicion.
Definicion 1.14. Seai € S.

o0
1. 1 es recurrente si / dF;(t) =1, en caso contrario i es transitorio.
0

oo
2. i es recurrente positivo (ergddico) si es recurrente y / tdF;(t) < oc.
0

Introducimos ahora la transformada de Laplace de la funcién de transicion P;(t),

dada por
P = [ e (o
0

Esta funcién, en términos de A, es llamada funcién resolvente y satisface las si-

guientes propiedades (ver [1, Seccion 1.1.3]):

~

1. Pjj(A) >0 paratodoi,j €Sy A>0.

[\

C A ies ﬁij(/\) <1,paratodate Sy \>0.

3. Py(N) = Py(1) + (A = ) PN Pij(p) = 0 para todo i, j € 8 y A, 1 > 0,
keS

4. lfim AP;(\) = 1, para toda i € S (y por lo tanto lim AP;(A) = 6).
—00

A—00

Ademaés de esto, P,;(t) y F;;(t) estan relacionados por las siguientes formulas

Pu(t) = e~ 4 / t Py(t — s)dEFy(s), (1.15)

P = [ Pt s)dEs(s), i (1.16)

Similarmente, si llamamos l?’z-j(/\) a la transformada de Laplace de las distribucio-

nes Fj;(t) definidas en (1.13) y (1.14), i.e.
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By = [ e ary o), (1.17)
0
usando (1.15), (1.16) y la convolucién, obtenemos las siguientes relaciones

~ 1 o
Pi(A) = -+ Pi(A) Fa(X),

1.4. Procesos de nacimiento y muerte

Uno de los ejemplos més basicos de cadenas de Markov a tiempo continuo son los
procesos de nacimiento y muerte con espacio de estados en Ny, que describen sistemas
de individuos cuyo estado en cada instante, representa el nimero de individuos en el
mismo. Cuando éste es n, se producen nacimientos con una tasa A, y muertes con
tasa p,. A la pareja {(An, ftn)n,m > 0} con A\, > 0,n >0, p, >0,n>1y py >0
se le llama par de tasas de nacimiento-muerte. Cabe aclarar que pueden ser finitos o
infinitos.

El operador infinitesimal en este caso viene dado por la matriz tridiagonal semi-

infinita:
—(po + Ao) Ao 0 0 0
M1 _<,u1 + )\1) /\1 0 0
A= 0 pa —(p2t ) A 0 - f.  (118)
0 0 Jig; —(us 4+ A3) s

Definicion 1.15. Los coeficientes potenciales del proceso se definen como:

MoAL - A
To=1 m, =2 "l 5>, (1.19)
Hifh - o oy
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Estos coeficientes potenciales satisfacen la siguiente simetria:

Tndn = Tpiiflnt1, 1 >0, (1.20)

que es inmediato de comprobar.

Con los coeficientes potenciales y las \;, podemos definir las siguientes series:

n

A:;/\nﬂ—7 B:;}Wm C:;Anw

n

[ee]
Ty DZE T
0

Se tiene que C'D = A + B y también:
l.O<oo=A<x0yA=00=C=0.

2. D<oo=B<xyB=o0c=C(C=ocx.

Estas series dan pie a la siguiente clasificacion de Feller para el punto co (para

més detalles ver [1]).
1. El punto oo es llamado regular si C, D < oo (equivalentemente A, B < 00).

2. El punto co es llamado de salida si C' < co y D = oo (equivalentemente A < oo,

B=ocoy(C < ).

3. El punto oo es llamado de entrada si C' = oo y D < oo (esto es equivalente a

A=00,B< ooy D < 0).
4. El punto oo es llamado natural si C, D = oo (esto es equivalente a A, B = 00).

Las series A y B estan relacionadas con la recurrencia del proceso, mientras que
las series C' y D se interpretan como el tiempo esperado en alcanzar el estado oo

desde el estado 0 y viceversa.
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1.5. Foérmula de Karlin-McGregor

Esta representacion integral fue derivada por primera vez en [8] y [9] y, también
fueron descubiertas por Ledermann y Reuter [14]. Para esta seccion se vera la formula
y su prueba.

Sea (@), la familia de polinomios generada por la relacion de recurrencia a tres

términos, con deg @, = n,

Qo(®) =1, Qui(x) =0 (121)
—2Qo(x) = Ao@1(z) — (Ao + Ho)Qo(z),
_xQn(x) = /\nQn-&-l(fE) - ()‘n + Mn)Qn(x) + ,unQn—1<17>’ n>1,

donde {(An, ttn),n > 0} son los coeficientes del operador infinitesimal A de (1.18).

En forma de vector, todas las relaciones se pueden escribir como —zQ(x) = AQ(z)

donde Q(z) = (Qo(x), Q1 (), .. )\

Consideremos la funcién vectorial
f(a,t) = POQ(). (1.22)

Usando la ecuacion de evolucion de Kolmogorov P'(t) = P(t).A, esta funcion satisface

Of (z,t)
ot

= P'(t)Q(z) = P()AQ(z) = —zf(x,t), [f(z,0) = Q(x).
Por lo tanto la solucién a la ecuacion diferencial previa esta dada por
Ja.t) = e Q). (1.23)

Igualando (1.22) y (1.23), obtenemos

e Qi(x) =Y Py(H)Q;(w).

Jj=0



CAPITULO 1. PRELIMINARES 22

El Teorema de Favard (Teorema 1.3) aplicado al operador A garantiza que existe al
menos una medida de probabilidad ¢ con soporte en el intervalo [0, 00) tal que los
polinomios definidos en (1.21) son ortogonales con respecto a .

Multiplicando Q(x)" al lado derecho de e *'Q(z) = P(t)Q(x) y luego, integrando
entrada a entrada con respecto a la medida v, podemos observar que la ortogonalidad
de estos polinomios hara que sean cero fuera de la diagonal principal, y en la diagonal

principal obtendremos la siguiente representacion:

P, () / Q2 () dih(z) = / Qi) Qs ()W),
Por lo tanto, al despejar

/0 Q) Q) (1) di ()

/0 " Q@) ()

Py(t) =

De (1.21) se tiene que

2d _M1M2 N‘
/Q Vi AoAL .. A1

Esto es debido a que si n = j, multiplicamos a (1.21) por @),41(x), usamos la ortogo-

nalidad e integrando con respecto a 1) obtenemos

/ 2Q5(2) Q51 ()i ) = Ny / Q2 (1) ().

Sin = j+1, hacemos el mismo proceso ahora multiplicando @);(z), lo que resulta

es

/Omxczm(:v)@]( () = 10 / Q(x)dii(x).

Igualando, obtenemos

y [ @ @dite) = e [ QRadivto)
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De (1.19) y (1.20) se sigue lo pedido.
Por lo tanto obtenemos que los coeficientes potenciales se pueden escribir en tér-

minos de las normas de los polinomios ortogonales como

™ = ( / w@?(m)dw))_l , (1.24)

y obtenemos la formula de representacion integral de Karlin-McGregor

Pot) = B(X, = j1Xo =) = [ €7 Qua)Qy(a)di(a).

Esta es una manera informal de llegar a dicha férmula, ahora se prueba de manera

mas rigurosa.

Teorema 1.4. (Teorema de representacion de Kendall). Sea f;;(t) la minima A-
funcion. Entonces, para cada i,j € Ny existe una medida signada y finita v;; (la cual

es medida de probabilidad si i = j) con soporte en [0,00) tal que

o) =\ [Z [Ty,

Demostracion. La prueba esta basada en analisis espectral y la descomposicion es-

pectral truncada de la matriz A [1]. O
Como consecuencia obtenemos

Teorema 1.5. Sea A la matriz del operador infinitesimal de un proceso de nacimien-
to y muerte y P;;(t) una A-funcion débilmente simétrica (por ejemplo la minima) que
es solucion a ambas ecuaciones de Kolmogorov. Entonces existe una medida de proba-
bilidad v con soporte en el intervalo [0,00) tal que se tiene la siguiente representacion

integral

P;(t) = Wj/OOOextQi(x)Qj(x)dw(x), (1.25)

donde m; son los coeficientes potenciales (1.19).
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Demostracion. Del Teorema 1.3 tenemos la representacion

Pyo(t) = /O Ooe_”dgb(m), t>0, (1.26)

donde v es una medida de probabilidad con soporte en [0,00). Para probar (1.25)
usaremos induccion dos veces. La primera sobre i (cuando j = 0) y la segunda en
general. Para i = j = 0 tenemos el resultado de (1.26). Asumimos cierto para k < i

con ¢ fijo. Entonces

Ply(t) = — / " e Qu(x)Qu(x)di ().

Usando la ecuacion de retroceso de Kolmogorov para j = 0 y la relacion de recurrencia

(1.21), tenemos que
AiPiy1o(t) = Plo(t) — piPico(t) + (N + 1) Pio(t)
_ / T [ Qul) — Qi () + O+ 1)Qi(2)] Qol) ()
= /Oooe_tm/\z‘@wrl(I)QO(I)CW(JU)-
Por lo tanto, cancelando \; de ambos lados, tenemos que

Prarolt) = / e Qi) Qolw) i ().

Para el caso general, haremos induccion sobre j. Para 7 = 0 es cierto por lo anterior

visto. Asumamos (1.25) cierta para toda k < j con j fija. Entonces

Py(t) = [ T e Qu(n)Q, (1) (x).

Usando la ecuacion de evolucion de Kolmogorov, la simetria de la ecuacion m,\, =

Tnt1fnt1 Y la recurrencia de (1.21), tenemos que

ti1Pijia(t) = P(t) — N1 Pija(t) + (N + py) Py (t)
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:/0 e " Qi(r)[~2Qj(w)m; — Njoami1Qj-1(2) + (N + py)mQ; ()] dy ()
:/0 e Q@) [~2Q;(x)m; — pymiQji(x) + (N + py)m;Q;(2)]dib(x)

- | @@ = [ e Quam naQua)ivta).

Cancelando 1541, obtenemos

Poya(t) = 7y / Qi (1) Q1 (1) (),

0

como se requeria. [

La representacion espectral (1.25) separa claramente las variables i, j y t. También,
cuando t — 00, la integral tiende a 0, excepto posiblemente en el punto z = 0, donde
puede haber un salto. La existencia de este salto esta condicionado a que el proceso

sea positivo recurrente y el tamafio del salto estd dado como en [9], por
-1
Y({0}) = (Z mQ2(0) ) :

1.6. Sistema M/M/1

Consideremos el proceso de nacimiento y muerte {X;,¢ > 0} con tasas constantes

A, 0 > 0y operador infinitesimal dado por

Este proceso de nacimiento y muerte tiene solo un servidor. La gente va llegando
a la cola con una distribuciéon Poisson de parametro A y el nico servidor despacha a

la gente con una distribucién Poisson de pardmetro .
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Para calcular la transformada de Stieltjes usaremos (1.10), en donde debemos

notar que A = A entonces 1) = ¢, y asi

1
Nt u— 2 MB(zd)

B(zv) =

Por lo tanto

AMB(2;9)? — (A4 — 2)B(2;9) +1 = 0.

Resolviendo B(z;1)), queda de la siguiente manera:

At p—z— /(A p—2)?— 4

1.2
W (1.27)

B(z;)

La medida espectral solo tiene parte absolutamente continua, y estéd dada por

VA= —a)?
N T2U\

V(x) C = <2y

Si definimos oy = (VA £ V)2, el soporte de ortogonalidad de ¢ es el intervalo
[0_,0.4], el cual esta acotado y contenido en el intervalo [0, c0). La medida espectral

puede ser escrita como

Ve =)
2T\ ’

x € lo_,04].

() =
Ahora, usando la recurrencia (1.21) podemos observar que:
Adpu—w

Qo) = (5)" v (A2E) . w0

donde (U,,),, son los polinomios de Chebyshev de segunda especie dados en la Defini-
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cion 1.4. La féormula de Karlin-McGregor puede ser escrita como

ji .
Pty = (/2 /@mm ety (M) . (Hu—:ﬂ) V= O p—ap
’ H (VA=vi)? N2V T\ 2y 27\

AN
/J/ ™
= —/ e~ Hr=2VAncos Oty (o5 ) U, (cos B)V/1 — cos? 0 sin Hdf
T 0
26—(/\-1-#)15

_ e / (VRS0 i (5 4 1)) sin((j + 1)0)d0.
by 0
7T —
1

Hicimos el cambio de variable = X\ 4+ p — 2y/Apcos@ y usamos la relacion de los
polinomios de Chebyshev de segunda especie con la funcién coseno dado en (1.7).

Si estudiamos el caso conservativo, es decir, en la entrada (0,0) de A solo aparece
—\ en lugar de —\ — p, entonces, usando (1.10) y la transformada de Stieltjes que

obtuvimos previamente tenemos que

At ptz+ /(A p—2)2 =4

B(z 1)) = 2

La parte absolutamente continua viene dada por

VAN — (A + p — )2
2umx

Ademas, tiene un salto en x = 0 de tamano

. 1 0 st <\,
v({0}) =limelmB(0 +ie;v) = —[(u—=A) +[p=A]=¢ p—1
=0 24 — St > A
1
Por lo tanto, la medida espectral estd dada por
AN — A+ p—x)? w—A
@Zf(l") = \/ 1{\)\+u72|§2m} + 50@)1{#%}'

2umx
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Es posible ver que los polinomios estan dados por

0= () o (35%)

(

A p—x

2/ A\l

)]

28



Capitulo 2

Procesos de nacimiento y muerte

bilaterales

En este capitulo se expondran los procesos de nacimiento y muerte bilaterales con
un enfoque a los polinomios ortogonales que generan, esto es, se enuncian propiedades
de estos mismos y se presentan otra clase de polinomios llamados polinomios duales,
en donde también se estudian algunas propiedades y sus funciones limite. Con estas
herramientas podremos dar paso a la transformada de Laplace de la matriz de transi-
cion de estos procesos, donde también se estudiaran propiedades de la misma; en [15]
se dan a grandes rasgos las propiedades a considerar para este desarrollo, y en [16] se
desarrollan completamente estas propiedades.

Sea {X;,t > 0} un proceso de nacimiento y muerte bilateral, es decir con espacio
de estados sobre los enteros Z. Denotemos por A al operador infinitesimal asociado
al proceso {X;,t > 0} que en este caso viene dado por una matriz tridiagonal y

doblemente infinita:

fo1 —pr— A | A
A = Ho — Mo — )\0 )\0 ) (21)

M1 —p1 = A A

29
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donde A;, p; > 0. Sea P(t) = (F;;(t)) con P;(t) = P(X; = j|Xo = 7). Se asume

que estos procesos cumplen las siguientes propiedades:
1. Ecuacion de retroceso de Kolmogorov: P'(t) = AP(t).
2. Ecuacion de evolucion de Kolmogorov: P'(t) = P(t).A.
3. P(0) = I donde I es la matriz identidad.

4. P(t) > 0y P(t)1 <1 (entrada a entrada) donde 1 es el vector con todas sus

componentes 1.
5. Ecuacion de Chapman-Kolmogorov: P(t + s) = P(t)P(s).

De igual manera que para procesos de nacimiento y muerte en Ny definimos los

coeficientes potenciales como:

g = 1,
AOAL -+ At
{ m=——— n=1 (2.2)
Hip2 - - - fin
Hop—1 -+ B—nt1
n = , n>1.
S N WD W

Se tiene de nuevo la relacion de simetria A\, 7, = ppi17ni1, N € Z.

A, como operador en el espacio de Hilbert (2(Z) = {(an)nez : Y., ey Tnlan]* < 00},

nez
va a ser cerrada, esto es (V{z,} € 2(Z),z, = =, Az, — y) = (z € (2(Z),y = Az); y
negativa, esto es, que sus valores propios (autovalores) son negativos. Cabe mencionar
que no es simétrica, pero es posible simetrizarla usando los coeficientes potenciales.
Para probar que A es un operador autoadjunto en ¢2(Z) debemos definir el vector

e = fr—j y probar que (Ae™ ™). = (e Ae(™),, Vn,m, donde el producto

interior esta definido como

((an)n7 (bn>n)7r = Z anbnﬂ'n.

ne’l
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Primero notemos que en Ae(™ solo sobreviven los términos ubicados en los renglones

n—1,n,n+ 1,y esto quedaria de la siguiente manera

t
Aet) — (...,0, A“,_(A"+“"),’“‘”“,0,...> .

T Tn T

Lo mismo para Ae™). Ahora, el producto interior de estos dos vectores resultara cero
en todas las entradas que no sean iguales, esto por como estan definidos les vectores
e por lo tanto, consideremos solo tres casos m = n—1, m = ny m = n+1 (pues son
los tinicos valores que sobreviven a la multiplicacion Ae™ ). Se hara el caso n = m,
los otros casos resultan analogos,

(et eomy = ZOnFm) Lo =On i) ) gy

Tn T, T
Otra forma de comprobar que A es negativa, es calcular los determinantes princi-

pales de esta matriz, y ver la alternancia de signos de estos determinantes.

2.1. Foérmula de Karlin-McGregor

Como vimos en el Capitulo 1, vamos a construir un sistema de polinomios ortogo-
nales, la diferencia es que ahora estard construida sobre los enteros Z. Esto quedara

de manera matricial de la siguiente manera:

_IQa(x) :AQa(x)v Q" = ("'aQilanv ?"")t7 (23)

con o = 1, 2. Dependiendo de los valores iniciales de Q% (z), @§(x) se pueden generar

dos familias de polinomios linealmente independientes. Estas condiciones iniciales son

Qo(z) =1, QLy(x)=0.
Qo(z) =0, Q%y(x) =1

(2.4)

Desarrollando (2.3) obtenemos el sistema fundamental de polinomios de la siguien-
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te manera

—2Qn () = Q1 () = (A + 1)@ (7) + AnQy 1 (), n € Z. (2.5)

Si R(x) y S(z) estan dados, esto determina una solucion general de (2.3), que

denotaremos por @, ()

Qn(x) = R(2)Qp(x) + S()Qp (). (2:6)
Despejando (2.5) podemos obtener de manera recurrente los polinomios (Q%),ez:

%—l—l(x) = ﬁ((-.ﬁlﬁ + )\TL + HH>Q2(‘CE) - MTLQ%—I(:E))? sin 2 Oa
Q%1 (2) = (=2 + A + 10)Q%, () = A Q%4 (2)), sin>1.

De lo anterior se deduce que

deg(QL) =n,n>0; deg(Q?)=n—1,n>1;
deg<Q1—n—l) =n- ]-7 n > 1a deg(QZ_n_l) =n,n > 0.

Usando la recurrencia de los polinomios y el vector el = ~, con 7; los coeficientes
J

potenciales definidos en (2.2), se puede ver la siguiente proposicion:
Proposicion 2.1. QL (—A)e® + Q3 (—A)e-D =™ n € Z.

Demostracion. Se haréa por induccion (se probara para n > 0, para n < 0 es analogo).
Para n = 0 esto es trivial por (2.4). Asumimos cierta la afirmacién para k < n.

Veamos que pasa con n + 1:

1

(= A)e? + Q2 (—A)eTY 3

((A + A + ,Un)QiL(_A) - /‘LnQ’}L—l(_-A))e(O)

(A A+ QA (—A) = @y (—A)el

n

Asociando y aplicando hipotesis de induccion,

_ 1 n e
’}L'f’l(_‘A)e(O) + Q?H—l(_A)e( R )\_((A + An + ﬂn)e( ) — ,une( 1))'

n
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Notemos que en Ae™ solo sobreviven los términos ubicados en los renglones n —

1,n,n+ 1, y esto quedaria de la siguiente manera

t
Aet) — (...,0,)\"1 — (At ) “”“,0,...) .

Y )
T Tn T

Por lo tanto, distribuyendo el primer término y reduciéndolo a su minima expresion

resulta

Aot fin '
(A+ Ay + prn)e™ = (...,0,—1,0,ﬁ,0,...> .
TT. T,

n n

Ademas de esto, observemos que en el renglén n — 1 ocurre que

n—1 Thp—1 T

t
n n A
une(”l):<...,0, K ,0,...> & - L

Asi, solo sobrevive lo que ocupa el renglén n + 1 y esto es
" ¢
(A+ Ny + pin)e™ — ppe™ = < .0, 0, ) .
T

Por ultimo, vemos que la expresion faltante es

iﬂn—i—l 1

9
)\n Tn 7Tn+1

pues T\, = Tui1fini1 v €sto corresponde a la entrada n + 1 del vector e 1o que

culmina la prueba. O
Otro resultado relevante es el siguiente:
Proposicion 2.2. Q. (0) + Q2(0) =1, Vn € Z.

Demostracion. El resultado se demuestra por inducciéon matemaética (se hara la prue-
ba para n > 0, para n < 0 es analogo). Para n = 0 es trivial por (2.4). Supongamos
cierta la afirmacion para n.

Veamos que pasa con n + 1. Como

1120) = 3 (O + 1)QI0) — @51 (0)), @ =12
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se tiene que

nt1(0) + Q141 (0) = Ain«)‘” + 100)(Qn(0) + Q1(0)) — 11 (Qy,-1(0) + Q7,1 (0))).

Aplicando hipotesis de induccion

1
711+1(0) + Q721+1(0> = )\_<)‘n + Hn — Mn) =1

n

O

Asumamos por un momento que, usando la ecuacién de retroceso de Kolmogorov

P'(t) = AP(t), la solucién viene dada formalmente por P(t) = e’. Entonces

Usando esto y la Proposicién 2.1, obtenemos lo siguiente

Pit) = my(ee, ),
= 7 QU A + QA ], Q=) + Q- A,

=5 [(€4Q)(—A)e®, QH(=A)e @) + (e4Q} (—A)e®, QA(—A)e V)]
+ (e Q5 (= A, QH (=AY + (M QA=A QF (= A)e ), ).

Recordemos que la matriz A es débilmente simétrica (que se puede hacer auto-
adjunta), asi por el Teorema Espectral, existen tres medidas ¢11(x), 9 (z) ¥ 112(x),
que tienen soporte en [0, 00) (la razén por la cual son tres, es por las posibles combi-

naciones de la férmula previa, ademas de que 115(z) = ¥91(x)) que cumplen

/0 T F@din (@) = (F(—A)e®, ),
/0 T f@)dihia(a) = (F(—A)e®, el D).
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/ F(@)dins () = (F(—A)elD, ),

donde f es cualquier funcion real acotada definida sobre [0,00). Asi la formula de

Karlin-McGregor queda
Pit) =B(Xe=jXo=i) = [ Y Q) sl
a,f=1

Es posible acomodar estas medidas en una matriz 2 x 2

W(a) = V1(r) Yia(z) 7

Pra(w)  aa(z)
la cual es llamada matriz espectral.
Proposicion 2.3. Si x5 > x1, entonces V(xy) > V(z1) (entrada a entrada).

Demostracion. Tenemos que
2 2
ZZ (as(@s) = Yas(@1))és = ((E(x2) = E(z1))f, ) > 0,
a=1 =1

donde E es la resolucion de la identidad, f = c1©) 4 cyel=1 y €1, Cy SOn nimeros

complejos arbitrarios. O]

Esto tiene como consecuencia directa que la funcion 91 (x) + ea(z) + 2¢019(2) es
creciente.
Los polinomios ¢ también los podemos agrupar en forma matricial de la siguiente

manera:

o[ @@ @@
Ql—n—1($) QZ—n—l(x)

Haciendo una reasignacion de estados de la siguiente forma

{0,1,2,...} = {0,2,4,...}, {-1,-2,-3,...} = {1,3,5,...},
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se tiene que la matriz A de (2.1) es equivalente a una matriz semi-infinita A por

bloques de 2 x 2 dada por

B() AO
A _ Cl Bl Al 7
Cy By, A,
donde
-y — —An — Un 0
BO - ° o o 9 Bn - : ) n = 17
At —A1— py 0 A1 — Pt
An 0 L 0
ATL = ) n Z O, Cn - s n>1
0 M—n—1 0 )\—n—l

La matriz A puede ser interpretada como un proceso que toma valores en el espacio
de dos dimensiones Ny x {1,2}. Este tipo de procesos son llamados quasi-birth-and-
death processes (procesos cuasi de nacimiento y muerte). La primera componente
es usualmente llamada nivel, y la segunda componente (que en general puede ser
cualquier conjunto de la forma {1,2,..., N}) es llamada fase. Para mas informacion
véase [13].

Usando Q,(x) y /l, podemos escribir las relaciones de recurrencia en forma ma-

tricial, esto es
—2Qo(z) = AgQu(z) + BoQo(z), Qolz) = laxa,

—ZEQn<J/’) — AnQn-&-l(x) + BnQn(x) + CnQn—l(x)

Usando (1.24) podemos ver que:

o0 . /7, 0
/ Qu () (2)Q, () = o
0 0 1/7T,n,1
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donde (7, ),ez son los coeficientes potenciales. La formula de Karlin-McGregor apli-

cada a la matriz A est4 dada por

Po = ([Tawine@) (7 0 ). e

0 T_j—1

La relacion de P;;(t) con las probabilidades de transicion P;;(t) esta dada por

Pt P i1t
PU(t) - ( ) ! 1( ) 5 'L,] S N().
Poiq(t) Poioa ()

2.2. Polinomios duales

Definamos ahora una nueva sucesion de polinomios, llamados polinomios duales,
que juegan un papel importante en resultados posteriores. Estos polinomios estan

dados por:
HE, (2) = Ao Q0 () — Q2(z)], a=1,2, nez, (2.7)
donde
Hg (z) = Aama[Qf (x) — Q% ()], Hy(z) = po,  Hg(x) = —puo.

Usando la relaciéon de recurrencia (2.5) podemos obtener

—aQy (x)m = Hy y (v) — Hi (). (2.8)
En consecuencia .
— Y Qp(a)m = HYyy () — Hiy(x). (2.9)
k=m

En particular se obtiene

'3 Qh@) M = Mm@l (1) — QL) — o
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Ademas de esto, podemos obtener la siguiente relacion
—2H () = pna Hy o (0) = (pngn + M) Hi (2) + A H (2), a=1,2,
lo cual surge de multiplicar a (2.7) por —z, esto queda de la siguiente manera
—xH

i1 () = AT [(=2) Q11 (2) — (—2) Q5 ()]

= A Tn(—2) z+1(x) — AT (—2) Q5 ().

Sustituyendo (2.8) en nuestra ecuacion, da como resultado
= AnTon (=) Q11 () — An[Hyy (2) — Hp ()]
La parte de la izquierda corresponde, usando las ecuaciones de simetria y (2.8), a
AT (=) Qi1 (%) = fn1T 41 (—2) Q01 () = pnga [Hy o (2) — Hi (@)

Con lo cual, culmina la identidad.

La matriz de Jacobi de estos polinomios es la siguiente

o —fHo — A A
J = 21 —p1 — Ao Ao

2 —p2 — A1 Ay

Obsérvese que J es el operador infinitesimal de un proceso de nacimiento y muerte
bilateral, cuyos eigenvectores vienen dados por los polinomios duales H.

Por inducciéon vemos que, para x < 0

1=Qp(x) <Qir) <+ <Qua) <+ (2.10)
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y ademaés
( n—1
1 >0
+ MOkZ:OAm stn ,
Qn(0) = (2.11)
- st n<-—1
Hoz_:)\km
\ k=n
Similarmente, para x < 0
0=0Q (z)>Q ,(x)> - >Q" (z)>-- (2.12)

Asi mismo

2(0) = (2.13)

1 .
1+M02)\kﬂ'k st n<-—1.

Por (2.10) y (2.12) podemos ver que Q}(z), z < 0 es una sucesion creciente. En
consecuencia Hl(x) > 0 para todo n y < 0. De la misma forma se puede obtener
que el otro sistema Q?(x), z < 0, es una sucesion decreciente y H2(x) < 0, asf que
—H?(x) es una sucesion decreciente. Observemos que la naturaleza mono6tona de las
sucesiones (Q%)nez v (HY)nez las hara convergentes o tender a infinito. Por considerar
la sucesion como polinomios, es posible aplicar el siguiente resultado de Stieltjes para

obtener un criterio para cuando la convergencia tiene lugar (véanse mas detalles en
[91)-
Proposicion 2.4. Los siqguientes enunciados son equivalentes:

1. Cuando n — oo, Q%(s) converge para cada complejo s, uniformemente en cada

circulo |s| < R.
2. Q%(s) estd acotado cuando n — oo para al menos un s < 0.

8. La serie
n

=1
; o > m (2.14)

=0
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es convergente.

Para (H%(s)) cuando n — oo la serie (2.14) debe ser reemplazada por

—_

(o] n— 1
n 2.1
Z e pw (2.15)

: i
n=0 3

I
=)

De nueva cuenta, cuando hacemos tender a n — —oo en el sistema (Q%(s)) cambia

para el criterio de convergencia a

1
"= > m (2.16)

_Z nnz Ailm' (2.17)

P : : 4 o o o
Cuando los limites de las funciones existan se denotaran por Q% (s), HZ(s), Q% (s)
y H*__(s). Debido a que Q. — oo cuando esta no converge, la expresion lim,, =7
1 “n
podra ser escrita como —— con la interpretacion de ser cero cuando esta serie diverja.
o0
Analogamente se aplica esta pequena nota a los otros sistemas cuando n — —oc.
Con el fin de ser capaz de describir facilmente las varias posibilidades que se
plantean con respecto a los puntos co y —oo se tomara la siguiente terminologia

(perteneciente a Feller [4]); el limite en el infinito se llamara:
1. Regular si (2.14) y (2.15) convergen.
2. de Salida si (2.14) converge y (2.15) diverge.
3. de Entrada si (2.14) diverge y (2.15) converge.
4. Natural si (2.14) y (2.15) divergen.

Las correspondientes definiciones aplican también al punto frontera —oo con (2.14),

(2.15) reemplazados por (2.16), (2.17) respectivamente.
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Si @y, esta definida como (2.6) y usando (2.9) obtenemos
— Z Qu(@)mp = Hpyr(2) — Hp (), (2.18)

donde H,(z) = RH}(x) + SHZ2(x). Més ain se puede ver que

(y—a ZQk = )/ (y)Qn (@) —Hyt () Q1 (y) = Hi () Qi (2) 4 i (2) Q-

(2.19)

para «, 8 = 1,2. Por lo tanto, si llamamos

fa(@) = f3(2)Qu(x) + [ (2)Q5(2), a=1,2,

(@) = f5 () Hy (x) + f2(2) Ho(2), a=1,2,

entonces

(y=2) > @) R W)k = 9o W) Fr(@) =g a (@) 12 (0) =g (0) o (2) 400 () 1 (1)

Para agilizar la notaciéon se omitira el uso de evaluacion en los polinomios, pero si

el polinomio esta evaluado en "z"(o "s"segun sea el caso) todo debera tener "z".

Algunas otras identidades son:

AT (Qp 1 (2)Q5 () = Qo (1) Qn (7)) = Hy oy (2)Qn(2) = Hy oy (2) @ () = o, (2.20)

Hy o (2)H,, (2) = Hy o () Hy () = poxmy,

2
Qn+1

1 = , 2.21
’ Z )‘kﬂkaQkH Q71L+1 ( )
_ 1 o

—_—_Zm 2.22

Ho kzn; Alﬂ’kQ%Qi-&-l Q?n ( )
. Tk H72z+1

— loX — =1+ , (2.23)
2w, T,

1 (),
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—1 1

Tk H,
— i Z - T (2.24)

k+1 m

Las series en (2.21) y (2.22) convergen, debido a que

" H1 ( 1 1 ) _ ( 1 1 ) 1
1o — | < — | =1- <1.
Z )\kﬂ'kaQk_H kz Hp oy \Qp Q/%;H kZ:O Qr  Qin Qi1

Para la otra es

-2 -2 2
1 1 < 1 1 ) —H} ( 1 1 )
,uog —:,UOE T T A2 :E -2
k—m )‘kﬂinQiH j— AT [Q%H - QZ] Qi %+1 k— H13+1 %+1 Q%

1

Z(@M Qk>:1 @ ="

Para las otras series se aplica un argumento similar. Por lo tanto, para s > 0 sea

— o ZAkaQk( )Qk+1( s) - n=o0 (=)’

_ 1 _ gy @nl(=9)
I B v e o ey R LW

Es importante observar que no se hizo ninguna suposicion sobre el comportamiento
de las sucesiones {Q%} de modo que las funciones U; y U, siempre existen.

De los argumentos para ver la convergencia de las series se puede ver que

1
1

En particular, esto implica la positividad de la funcion U(s) = 1 — U;(s)Uz(s) para
s >0y donde U(0) = 0 siy solo si QL(—s) y Q%(—s) divergen.
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La convergencia de las series en (2.23) y (2.24) se usa, por ende

s - Tk _ H72L+1( 5): Ho Qr(—s)
=108 ) S T Hin (s (@ @i 22

k+1 n+1

Al tomar limites cuando n — co obtenemos

— unS - Tk = lim —HQ(_S) - 0
1 Ho %Hé( )Hl ( ) nl—>oo Hl( S) H&(—S)Q})O(—S)

+ Uy(s). (2.28)

k+1

De manera analoga se puede obtener

—_ . —! Tk — _ lim H’rlL(_S):_ Lo .
e 2 T R T I

k=——o00 k+1
(2.29)

El siguiente lema nos sera 1til al probar ciertos resultados.

Lema 2.1. Para s > 0. Sea f,(s) = fo(s)QL(—s)+f_1(s)Q%(—s). Entonces f,(s) >0
para todo n si y solo si fo(s) — Ui(s)f-1(s) = 0y f-1(s) — Ua(s) fo(s) = 0

Demostracion. = Supongamos f,, > 0. Entonces, para n > 0,

Qi— Jn > (.

fo—i_f_lQ_}L_Q_}l_

El resultado en cuestion sale al tomar n — oo. Similarmente la otra parte se sigue al

tomar n — —o0 en
Qn _ Jfn
fo1+ fory 2 Q >0,
para n negativa.
< Suponga ambas desigualdades validas.
Entonces fo > Uy f_1 > UUsfy, o foU > 0, y por lo tanto fy > 0 ya que U > 0,
y entonces f_y > Usfg > 0. Paran > 1, f, = QL(fo + [- Q—%) > 0; paran < —2 se

1oL
. 1
tiene que f, = Q*(f_1 + fog—g) > 0.
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Las funciones

F,(s) = Ui(5)Q,(~3) + Qn(~3), (2.30)
F/(s) = Qu(—3) + Ua(s)Qn(~5),
son no negativas como consecuencia del Lema 2.1, ya que fo — Uy f_1 > 0 si y solo si
Uy —U =0,y f.1 —Usfo > 0siysolosil—UlU; >0, ademés, si

G, (s) = Ur(s)H,(—s) + Hy(—s),

Gr(s) = Ua(s)Hy(—s) + H,(—s),

entonces por (2.18) y (2.19)

Z Fi(s Gria(s) = Go(s), (2.31)

n

(v—u) Y F()F (v)m = Gy (0)F(w) — Gy (u) B (v) (2.32)

k=m

—GE (0)Fo_y(u) + G (u)Fl_ (v).

Se sigue de (2.20) que
Gi1 (), (5) = Goia () F(s) = U()(Hyp iy (—9)Qy(—5) — Hyy iy (—5)Qn(—5)) (2:33)

= _,LLOU(S).

Algunas propiedades de la convergencia de { F¢}, {G%} seran el objeto de los dos

siguientes lemas.

Lema 2.2.
0 si (2.14) converyge,

, 1 _
At Fml5) =

Ho
H(=5)

st (2.14) diverge.
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0 st (2.16) converge,
lim F?(s) =

n——oo

Ho

—m S1 (216) dZ.’U€’I“g€.

lim G, (s) = —po/Quo(—5).
lim G2(s) = o/ Q% . (—5).

n——oo
Demostracion. Se dara prueba para F! y G pero para los otros dos se usa un

argumento similar.

) B 1 s s o Tk . Mo Mo
Fn(s)_Qn( )< H Z H]i( )Hé_’_l( S) Héo(_s)Q})o(_) Ql( ) n+1( 3))

S mGi(=s) (1 L\ m@Qi-s) o
z s 2 ) (s~ ) - mCwe

Ho PJOQ;(—S)

T HL(=s)  HL(—s)QL(~s)

Tomando n — oo y usando principio de intercalaciéon tanto la cota superior como la

inferior convergen a lo buscado. Se sigue de (2.20) que para n > 1,

1 _Hunl(=s) I(s) — =12 —
Gria(s) = QL(—s) Fo(s) QL(—s) = Qn(=s)

Usando la cota superior de F!(s) obtenida en la parte anterior

H}LH(—S)( Ho f0Qy(—5) )_ Ho Ho
Ql

QL(—9) B (s = QL8

GnH(S) = Hrlz+1(—5) n-l-l( 5)Q5(—5)
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Por ende, esta funcion converge a lo establecido. O]

Una importante consecuencia de este lema es que F! ()Gl (v) — 0 cuando n — oo
y que F2(u)G2(v) — 0 cuando n — —oo. Los otros limites de la sucesiones {F}
existiran solo en ciertos casos. Si Q. (—s) existe, entonces lim,, ., F? = QL. U. Y si

Q? . existe, entonces lim,, , o, F}(s) = Q? __(—s)U(s).

Lema 2.3. Sioo es un punto frontera de entrada, entonces lim, o G, (v)Q;,(—u) =
. ' ‘ 1 1) —

0; si 0o es un punto frontera de salida, entonces lim,_,o H, (—v)F,(u) = 0. Las

correspondientes relaciones de limites son ciertas para —oo, los correspondientes su-

perindices son ahora dos.

Ver demostracion en [16].
Cuando existen varios limites involucrados, las siguientes funciones serdn bastante

utiles, esto para no confundir y usar mas eficientemente los limites.

A1(s) = Qo (=9)Q2 o (—5) — Q% (—5) QLo (—5),
Ax(s) = HL (=5)Q%(—5) — Qo(—s)H2 (=),
As(S)ZH (—9)Q% o (=5) = QLo (=) HZ (=),
Aa(s) = HL (=s)H3(=5) — Hoo(=s)H? o (—s).

Lema 2.4. Para toda s > 0, Ai(s) >0, As(s) > po, As(s) > po y As(s) > 0.

Demostracion.

Ar(s) = QL (=)@ (=) (1 - S

= Quo(—5)QL(=3)U(s).

La positividad sigue siendo verdad para s = 0 porque U(0) = 0 si y solo si las Q’s
divergen y aqui se asume que los limites existen.

Para las otras se usa (2.28) y (2.29) ademas de (2.25) y (2.26). Por ejemplo

Ay(s) = —QL (=s)H? (—s) <1 B Zéwg:g g;)oé:z;)



CAPITULO 2. PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE BILATERALES 47

(_S)QQ—OO

La naturaleza decreciente de la sucesion {—H?2} implica que Ay > —HZ > pq.

= —QL(—s)H? (-s) [1 - (UZ(S) OH? T (—S)> Ul(S)] '

La prueba completa se encuentra en [16]. O

Lema 2.5. Siempre que existan las funciones indicadas se tiene que;
im0 po/A;(s) =0 con j =1,2,3,4; limy_,oo A1(5)/Ai(s) =0y lim,_ o A;(5)/As(s) =
0 para @ = 2, 3.

En el siguiente capitulo veremos como aplicar estos resultados para estudiar pro-

piedades probabilistico de estos procesos.

2.3. La soluciéon minima

Sea P(t) la matriz de transicion de probabilidades que cumpla las propiedades de

los procesos de nacimiento y muerte bilaterales 1) a 5), y sea

R(s) = /0 T et p ()t (2.34)

la transformada de Laplace.

Teorema 2.1. La transformada de Laplace (2.34) establece una correspondencia 1—1
entre el conjunto de las matrices P(t) que cumplen 1) a 5) y el conjunto de todas las

matrices que satisfacen

—I+ sR(s) = AR(s) = R(s)A, (2.35)
R(s) >0, sR(s)1<1, (2.36)
(v —u)R(u)R(v) = R(u) — R(v). (2.37)

La primera parte de la prueba esté relacionada con propiedades de la transformada
de Laplace, el otro lado esta relacionado con el Teorema de Hille-Yosida (aunque se

puede probar sin ese resultado), véase [16].
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La sucesion {m;} fue definida de tal manera que si II denota la matriz diagonal
con elementos en la diagonal II;; = 7; entonces la matriz I1.4 es simétrica. La segunda
ecuacion en (2.35) puede ser escrita como —I+sR = RIT7'TTLA. Como I1A es simétrica,
entonces —I +sRT = TAII"'RT, y finalmente —I1-'+sII'RT = AII"'R”. Asi RIT™!
y su adjunto satisfacen la misma ecuacion. Esto sugiere la introduccién de una funcion

de Green simétrica como solucion a (2.35) para RII™! y conduce al siguiente resultado:

Teorema 2.2. La solucion general de (2.35) estd dada por

Tj (i@?(—S)Q}(—S)Jr Z R%;S)Qiam(_s)%ﬂﬂ(_s)) i<i

OC,B:—l

mj (iQH—s)Q?(—sH > R%ﬁ@ﬁ'“(—s)@ﬂ“(—s)) i<

/J/O 0476:_1

Demostracion. Una prueba mas detallada se da en [16].

Si definimos un sistema de polinomios {ng) ()} como
60 — 2QV(z) = AQV(z), QV =QY =0, i=0%1,42,...;

donde 6§ = ¢! es la delta de Kronecker y n corresponde al polinomio ortogonal
n-ésimo.

Una de las relaciones que se pueden obtener es

Qn (@) = QY (). (2.38)
Otra propiedad de este sistema es

0 j<i si i>0,
Q;’(r) =0 para (2.39)
j>i si i< —1.

Es inmediato que una solucion particular de (2.35) es
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y la solucion general de (2.35) es

Rij(5) = QY (=) + Ro(s)Q}(—s) + R_1;(s)Q2(—5). (2.40)

También podemos obtener la siguiente expresion

Riy_l(S)
T—1

Rij(s) = %Qy‘)(—s) + 7R 0(5)Q1(—s) + Q(—s). (2.41)

Tomando i = 0 e i = —1, independientemente en (2.41) y sustituyendo en (2.40)

obtenemos la expresion

Ry 1(s)

T_1 ’ T_1

+Q7 (=) ———Qi (- )Q?(—S)}

Otra expresion puede ser obtenida, ahora tomando j = 0, —1 en (2.40) y sustitu-

yendo en (2.41). Esto nos da

Ry(s) = 2 (=5) 41 { QY (=)@} (=) + Roo(s)QL (5@} (=) (243)

()@ (=8)QN—8) T QI (—8) Q3 (—s) + Ro_1(s)

T_1 T_1

R1 1()

Qi (=9)Qj(—s)

i)
Combinando (2.38), (2.39), (2.42) y (2.43) obtenemos lo solicitado. O

Suponga U, Uy, U, definidas como en el analisis previo de (2.25) y sea R;;(s) solu-
cion de (2.35)-(2.37); entonces para i > 0

0< RiO( ) = —QQ( s) + ROO(S)Q%(_S) + R—I,O(S)Q?(_S)

Q?(_S) [i
Q;(—s) 1o

= Qi(—s) | Roo(s) + + R_10(s)]| -
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Dividiendo por Q}(—s) y tomando i — oo,

Roo(s) > Uy (s) (i + R_m(s)) | (2.44)

Si Q! (—s) diverge cuando n — oo, entonces se obtiene la igualdad en (2.44); ademas,

Rio(s) < % para todo 4. Similarmente, para i > 0,
0< Ry 1(5) = Ro_1(5)QH(=s) + R_y1(5)@2(s),

y por lo tanto

R0,71<8) 2 Ul(S)Rfol(S); (245)

para ¢ < —1,
0 < Rio(s) = Roo(s)Qi (—5) + R10(s)Q7 (—5),

y entonces

R71’0(5> Z UQ(S)RO()(S). (246)

Finalmente, para ¢ < —1,
1
0< Ri_1(s) = W—lu—Q}(—S) + Ro—1(5)Q; (—s) + R_1,_1(5)Q3 (—s),
0

as{ que

1

R_1_1(s) > Us(s) <E + RO,_1(3)> . (2.47)

Si QL (—s) y Q*(—s) divergen cuando n — 0o y n — —oo respectivamente, entonces

la igualdad se obtiene en (2.44)-(2.47), y

Roo(s) = M[Z;]((Si), R_1o(s) = Uij()](égs)’ (2.48)
_ Ui(9)Ua(s) _ Us(s)
Ro—1(s) = AU(s) Ry 1(s) = AU (5)
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Una de las relaciones que se pueden observar es que,

Run(s) = L Rl = [T (i)

_ Ui(s)Us(s) _ [dys(x) L _
30,71(3) = W; & Ro,f1(3) = /—x TS —B(—Sﬂﬂw),

 Ui(s)Us(s) [ dYa(x) . .
R_10(s) = “olU(s) & R_ip(s) = /x—H—B(—Sﬂ/Jm),

_ Ua(s) [ dga(x) L )
Rk = g & )= [T

donde B(—s; 1) es la transformada de Stieltjes definido en la Definicion 1.5. Entonces,
podemos calcular las transformadas de Stieltjes solo sabiendo la convergencia de los
polinomios Q.

Si sustituimos estos valores en (2.35) dados por el Teorema 2.2 obtenemos una

solucitén la cual ahora sera estudiada més cuidadosamente.

Teorema 2.3. La matriz R(s) con

Rij(s) =

es una solucion de (2.35)-(2.37), donde F!(s) = Ui(s)Qi(—s) + Q%(—s) y F2(s) =
Qi(=5) + Uz(s)Q3 (—s).

Demostracion. Anteriormente se prob6 que R(s) cumple (2.35), y es claro que R(s) >

0. Sea m < i < m, entonces por (2.31) y (2.33)

- 1
sSO Ry =1 - —[FIG2 — F2GL, ],
; J ,LLOU{ Jrl]

donde G}, (s) = Ur(s)H, 1 (—s) + H2,(—s) y G2,(s) = Us(s)HZ(—s) + H} (—s).

n
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Tomando m — —oo y n — oo y aplicando el Lema 2.2.

= F! F?
ig;;mj:1—luy“;-UQ&fgL (2.49)
Ahora
" i (u) FH(v)
(v—u) ZRzk(u)Rkj(U) jQU(u) (v—u ZWka

k=i+1 U(U) e
N _MOU('U)F; (v)Fj (v) + U (u) W)
IR OB W e )R () - 6 WF2 ()
WU @0 0) T
T () FP(v) Yu) = G (w)Frv
(@) () G (O F ) = Go () Fa(v)

donde fue usado (2.32) y (2.33). Tomando m — —oo y n — oo y aplicando el Lema
2.2.
’U — u Z le Rk] Rl](u) — Rij(’l)), 1< j

k=—o00
En caso de que i« = j todo sera lo mismo con la excepcion del segundo término en las
tres sumas debera ser omitido, pues en ese caso esa suma da como resultado 0.

La prueba para i > j se desarrolla de manera similar. O

Debemos hacer un pequenio paréntesis en lo siguiente: cuando usemos R(s) nos
referiremos a la matriz del Teorema 2.3. Cuando nos refiramos a la solucién arbitraria

de (2.35), usaremos R*(s). Sera conveniente escribir

R*(s) = R(s) + D(s)II, (2.50)
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donde DII debe satisfacer la version homogénea de (2.35), asi que

Dij(s)= Y Dap(s)QC (=5)Q " (—s). (2.51)

a,f=—1

Ahora, sean

Bij(s) = Y Dials)H" (=),

a=-—1
0
Cigls) = 3 HIT (=) Das(s),
a=-—1
donde los H{(x) son los polinomios duales.
Cuando R* satisface (2.36) la sucesion {D;;} estd acotada en i para j fijo, y la

sucesion {B;;} esta acotada en j para ¢ fijo ya que es esencialmente la suma de D;my.

Lema 2.6. Para que R;;(s) satisfaga (2.36) es necesario y suficiente que D; j(s) > 0

Y

Fl(s) F2(s) e B (s —
T =) T UL (—s) A, Binls) + lim Bin(s) 2 0.

Demostracion. Es claro que D j(s) > 0 implica que R;;(s) > 0.
Si R;‘J(s) > 0 entonces para i > j, i > 0,
F}(s) Q7 (—s)

0 < Ri;(s) = m;Q; (—s) <M£((j))QJ1(—s) + Do;(s) + Ql(_S)D—lj(3)> :

Dividiendo por 7;Q}(—s) y tomando i — oo tenemos Dy (s) — Ui(s)D_1;(s) >
0. Procediendo analogamente y haciendo tender ¢ — —oo, se obtiene la expresion
—Us(s)Dy(s) + D_1 j(s) > 0. Una aplicacién del Lema 2.1 prueba que D;;(s) > 0.
Ahora si R} ;(s) satisface (2.36) entonces para m < n

n—1

Bin(s) = Bim(s) = s Y _ Di(s)m > 0.

k=m

Asi que {B;;} es una sucesion no decreciente en j, ademas esta sucesion es acotada

para ¢ fijo (anteriormente visto), por ende lim, . Bin(s) v lim, o By, (s) existen.
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Por la prueba del Teorema 2.3.

S e ) Fs) m ~ lm
s Y Ry(s)=1 T (8~ DO (T Buals) = lm B(s).

j=—o0

]

Teorema 2.4. Si P*(t) satisface 1) a 5) (procesos bilaterales) entonces P*(t) > P(t)

donde P(t) es la matriz cuya transformada de Laplace es R(s).

Demostracion. Sea R*(s) la transformada de Laplace de P*(t). Por el Lema 2.1.
R* > R y por inducciéon R*™" > R™.

Por otro lado, una consecuencia de (2.37) es que

R, j(u+h) —
J ; ZRM )Ry j(u+ h),

k=—o00

por lo tanto

ZRM u) Ry j(u) = =R (u).

k=—o0
Procediendo inductivamente

dn

T R(9) = Rij(s)] = (~)"l[RI] () = RV (s)).

/[/7]

Asi R*(s) — R(s) es una funciéon mondtona. Por lo tanto P*(t) > P(t). O

La propiedad minima nos dice que la solucion de 1) a 5) seré unica siempre que
la solucion minima sea honesta. (2.49) prueba que este es el caso siempre que cada
limite es de entrada o natural. Sin embargo la solucién minima sera la tinica solucién

en otros casos.

Teorema 2.5. Para que haya una y solo una solucion de 1) a 5) es necesario y

suficiente que una de las siguientes condiciones se satisfaga:

1. Un punto limite es natural y el otro es no reqular.

2. Ambos puntos limite son de salida.
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3. Ambos puntos limite son de entrada.

La necesidad se sigue de la construccion de la solucion general. Para la suficiencia
hay que notar que cuando es valido 1, 2 o 3 entonces {Q%} diverge tanto en co como en
—o0 o si no {H?} es la divergente. Supongamos que {Q%} es la que diverge, entonces

R* esta dado por (2.50) con D;; acotado en i para j fijo,

() + A p ] =] Boted ] M
Dos(s) + Gy P14 >’ ‘@%(—s> = Qi)

Tomando i — oo, Do j(s) = Ui(s)D_1 ;(s); un argumento similar se toma para —oo y
esta da la relacion D_y ;(s) = Us(s) Do (s). Combinando estos resultados obtenemos
Dy (s)U(s) = 0, por ende Dy ;(s) =0, D_y ;(s) = 0y, finalmente D; ;(s) = 0. Pero
esto implica que R*(s) = R(s) y P*(t) = P(t). Si ahora lo que diverge es {H2}
entonces lo acotado de B;; en j implica que D, o(s) = Ui(s)D;—1(s) v D;_1(s) =

Us(s)D;o(s) y de aqui se procede de igual manera.

2.4. Las soluciones generales

En el evento que Q% (—s) y Q% (—s) existan y D;;(s) esté bien definido para
i,7 = +oo y si ademaés, los limites HS (—s) y H*, (—s) también existen, entonces las
funciones Cj;(s), B;;(s) también estan definidas para 4, j = £o0.

Siempre que existan las funciones involucradas, se tienen las siguientes identidades:
A1(8)Doj(5) = Q%o (=5) Do, j(5) — @5 (—8) Doy (5), (2.52)

A1(s)D15(5) = Qao(—8) Do (5) — QLo (—8) Do 5 (5),
A1(s)Dig(s) = Q% oo (—=5) Dioo(s) — Q% (—5) Di oo (s),

A1(5)D;-1(s) = QL (=) Di—oo(s) — QLo (—5) Dj 0 (5).
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Ahora, de las definiciones de B;; y C;;, podemos sustituir en (2.52)
Al(S)OOOJ(S) == A3(8)Dw’j(8) - ,l,L()D_OoJ(S), (253)

A1(8)C-cx,j(8) = ptoDooj(8) — A2(8) D—oo 4(8),
A1(8)Biso(8) = A3(8) Dioo(s) — poDi—0o(5),
A1(8)Bi—oo(8) = f10Dio0(s) — A2(5)D; —oo(s).

Sea

@8 (1 ) — oy BOGLL @ () ErF ()
Mz‘jn( ) )_ <On+1,3( )+ ,UOU(U) ) (Dz,n( )+ ,UOU(U) )

FJQ(U)Ff(U) . Fia(u)Gi—H(u’)
- (DW) : T()) (Bw+1<“> T ) |

y Mij(u,v) = Mmoo M2}, (u,v) =1im,, o M2 (u,v) siempre que los limites existan.

Lema 2.7. Para que la ecuacion (2.37) se satisfaga por una matriz R*(s) que tiene

la forma (2.50) es necesario y suficiente que M;;(u,v) = 0.
Ver prueba en [16].

Teorema 2.6. Si tanto oo como —oo son limites requlares, entonces R*(s) es una

solucion de (2.35)-(2.87) si y solo si estd dada por (2.50) y (2.51) con

—1)lel+8]
Das(s) = ) 1 1 Q2 -5)Q4 (-9 + 2 (-5 Q )

+74(Q A (—s)HE P (—s) — Q12 (—s)H 12 (—s))
—15QY 12 (=) Q2 (—s) — %6Q 2 (—5)Q7E2 (= s)),

para o, B = 0,—1, donde

D(s) = Z’YkAk(S) — (75 + 76 1o,
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y las v; satisfacen

Y2¥3 = V17Ya + V565 22=1 v =1,
Y Z 0, ]{Z: 1,4,5,6,

Y2 2 V55 V3 = Ve-
Demostracion. Para la misma prueba se usaran las siguientes funciones, las cuales se

obtienen de las establecidas en el teorema usando (2.51), cuando (2.52) garantiza que

también determinan la D;;

Y3 A1 4 Y1 Az Y5 A1 4 V4o
Doooo:—a Doofoo:—a
| Al—i? A | AD+ A
YeA1 T Y40 YoA1 T Y4A3
D—oooo:—a D—oo—oo:—-
’ D ’ D

Se ha visto que (2.50) y (2.51) es la solucion general de (2.35). Una aplicacion del

Lema 2.1 a la condicion del Lema 2.6, prueba que (2.36) es equivalente a
D,z >0; «,B==+o0, (2.54)

1 - DBy + Ba—oo; «= Fo0.

De la misma forma, el Lema 2.1 da la equivalencia entre (2.37) y M,p(u,v) = 0
para «, § = +00. Ahora, sea R*(s) que satisface (2.35)-(2.37). La solucion R(s) esta
dada por v = 1 y 7% = 0 para k # 1, por lo que se asumird que R*(s) # R(s).
Entonces para algunos 1, j, so, se tiene que D; j(so) > 0 por lo que al menos uno de
los Dy g(s0) > 0, a, f = 00 debe ser positivo. Sea d, 3 = D, 5(s0) para a, f = F00;
Coopp = Coop(50) = 00 ¥V Cooop = C_op(S0) — 0_op para f = =£oo. Entonces
M,s(s,50) =0 es

Coo,,BDa,oo - doo,ﬁ(Boz,oo - 504,00) - C—oo,ﬁDoz,—oo + d—oo,ﬁ(Boc,—oo - 501,—00) = 07

para o, = =£oo. Sustituyendo los valores de B;; dados en (2.53) el sistema se

convierte en

As Ko

(Coo”g — doo’ﬁA_l -+ d,ooﬁA—l)Da’OO + (d , LU C_ 008 — d_ ,
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= _504700d007/8 - 60&,—00d—0076‘

Si
Y1 = Coo,—00C—00,00 — Coo,00C—00,—001 Y4 = doo,ood—oo,—oo - doo,—ood—oo,ooa
T2 = Coo,—ood—oo,oo - Coo,ood—oo,—ooa V5 = Coo,—oodoo,oo - Coo,oodoo,—om
V3 = Cfoo,foodoo,oo - Cfoo,oodoo,fooa Yo = Cfoo,foodfoo,oo - Cfoo,oodfoo,fom

entonces estas ecuaciones se convierten en
DDy oo = 1341 + 742, (2.55)

DDoo,—oo = 75141 + 74)\07
DDfoo,oo = '76141 + 74)\07
DD—OO,—OO = 72141 + 71 A3,

con D como en el enunciado del teorema. La identidad AyAs — p2 = Ay A4 ha sido
usada para simplificar la expresion para D.

Suponga que v4 # 0. Dado que la multiplicacién de todas las ~; por una constante
no altera (2.55), 74 puede ser tomada positiva. Entonces el lado izquierdo de cada
ecuacion en (2.55) es no negativa para s suficientemente grande por el Lema 2.5. Pero
v5 A1 4+ Y4t €s no negativa para s grande solo si 5 > 0 y esto implica que 5 A1 + Y4140
nunca desaparece. Por lo tanto D no desaparece y solo queda checar las condiciones
de las 7;. Como antes, la no negatividad de D, implica que 75,76 > 0. Usando las

relaciones en (2.53),

- A —75)A
1 — Booo + Booroo = (73 — 76) 0 +’71D1 + (2 — %) 2 (2.56)

(72 = v5)po + 11 A1 + (13 — 76) A3
D )

1- Bfoo,oo + Bfoo,foo
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Dy oy A1 (@42(0) = Ao A )1 (3576 = 12%s):

Una aplicaciéon del Lema 2.5 se emplea aqui, recordando que las primeras dos expre-
siones son no negativas y la tercera es cero, tenemos asi vo — 5 > 0, 73 — 7% > 0y
Y23 = Y174 + V576 Escribiendo la dltima igualdad como 72773 — V576 = Y174 prueba
que v, > 0 puesto que 74 > 0. Finalmente, la suma de las v; es positiva y puede ser to-
mada como 1 después de multiplicarle una constante positiva a todas las ~;. Si vy, =0
y D(s) desaparece para alguna s > 0, entonces de (2.55), v2 = 73 = 75 = 76 = 0. Pero,

si las c,p son expresadas en términos de las d,g, usando (2.53) en las definiciones de

las i,
As(so) Az(so)
= - d—o0,—00; = = Aoo,003
BT A et T T
0 0
= — doo — 00> = T d—oooo-
s A1($o)74 + Ao, Yo A1(80>74 + ,

Pero esto resulta en la contradiccion de que todas las d,g son cero. Asi D(s) no tiene
ceros y el resto del argumento es como lo anterior visto, con la excepcion de que ahora
v4 es cero, la no negatividad de las 7; debe ser obtenida de una manera diferente. En

el presente caso

0= — 7% = (72— 75)(v3 — %) +5(73 — %) +v6(72 — ¥5)

> (v2 = 5) (13 —76) > 0.

Asi que (y2 — 75) (73 — 76) = 0. Si 72 — 75 = 0, la primera expresion en (2.56) sera
negativa para s suficientemente grande a no ser que y; > 0, mientras que si y3—ys = 0,
se aplica un argumento similar.

Suponga que R*(s) esta dada como en el teorema. Entonces

D = [(v2 =) + (73 — 7)o + 11 A1 + 72(As — p0) + v3(As — p10) + 4 As.

Asi D es positivo para toda s > 0. D,z y las dos primeras funciones de (2.56) son no
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negativas y las M,z3(u, v) desparecen de forma idéntica para «, f = 00 ya que cada
uno contiene como factor a v1v4 + V576 — Y2y3. Estas condiciones implican que R*(s)

satifacen (2.35)-(2.37). O

Los teoremas que dan la solucién general a otras posibles combinaciones de limites
se daran sin prueba. La prueba, en cada caso, es una combinacion del tipo de prueba
usada en el Teorema de unicidad con el tipo usado en el Teorema 2.6. También el
Lema 2.3 juega un papel importante cuando los limites de entrada o de salida estan
presentes.

Las pruebas a estos teoremas estan dados en [16, Seccion 4].

Teorema 2.7. Si 0o es punto limite de salida y —oo es punto limite reqular, entonces

R*(s) es una solucion de (2.35)-(2.87) si y solo si estd dada por (2.50) y (2.51) con

(_1)\a|+\ﬁ|

Do) = Bl

12057 (=8) Q5 (—5) — 15QE (=5) Q5 (=),

para o, B =0,—1, donde

2
D(s) = Z%Ak(S) — VsHo,
k=1

y las v; satisfacen

MAFY2 Y =1,
/YkZO; k:1757

Yo = Vs.

Teorema 2.8. Si 0o es un punto limite de entrada y —oo en un punto limite reqular,
entonces R*(s) es una solucion de (2.35)-(2.37) si y solo si esta dada por (2.50) y
(2.51) con

(_1)\a|+|/5\

Pesl) = 540

[ H (=) HE P (—s) — neHE ™ (=) HI 2 (—s)],
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para o, = 0,—1, donde

4
D(s) = Z%Ak(s) — YeHo;
k=3

y las v; satisfacen

Y3+ 71+ = 1,
'7]@20; ]{:4,6,

Y3 = Ye-

Teorema 2.9. Si oo es un punto limite natural y —oo es un punto limite reqular,
entonces R*(s) es una solucion de (2.85)-(2.37) si y solo si estd dada por (2.50) y
(2.51) con

Das(s) = 5o Ur 72 (),

para o, = 0,—1, donde

D(s) = U(s)Q% oo (—=5)(nU(5)Q% o (—5) — 712G -oc(5)),

y las v; satisfacen

M+ =1
/YkZO; k:]-??

Teorema 2.10. Si oo es un punto limite de salida y —oo es un punto limite de
entrada,entonces R*(s) es una solucion de (2.35)-(2.37) si y solo si estd dada por
(2.50) y (2.51) con

Dasls) = 50U GUE(s),

para o, 3 = 0,—1, donde

D(s) = U(s)(—7sp0 + 1242(5)),

y las ; satisfacen
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’72_{—’75:1;
7520;

Y2 = Vs-



Capitulo 3

Aplicaciones a aspectos

probabilisticos

El objetivo de este capitulo es usar las herramientas introducidas en el capitulo an-
terior para resaltar algunos aspectos importantes dentro de los procesos de nacimiento
y muerte bilaterales como lo son la recurrencia (o transitoriedad) de sus estados vy,
en caso de ser recurrentes, su ergodicidad o recurrencia nula. También estudiaremos
teoremas limite cuando el proceso es transitorio o recurrente nulo. En particular nos

centraremos en el estudio de P;;(t)/P(t) a medida que ¢ — oo.

3.1. Recurrencia

Como se definié en el Capitulo 1, las funciones de probabilidad Fj;(t) pueden
extenderse de manera intuitiva a procesos de nacimiento y muerte bilaterales (con

espacio de estados en Z) y vienen dados por:
Fi(t)=P(X,, #4,X,,=1, ,pcon 0 <7 <1 <t|Xyg=1), i,j€Z.

Asi Fj;(t) es la probabilidad de que una particula que inicia en 7 al tiempo 0, abandona
1, y regresa por primera vez a ¢ antes de un tiempo t. Una discusion rigurosa fue dada

por Chung en [2].

63
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Definicién 3.1. El i-ésimo estado es llamado recurrente si / dF;(t) =1 y transi-
0
torio si / dF;(t) < 1.
0

Un estado recurrente es llamado ergddico si / tdF;;(t) < oo y es recurrente nulo
0

en otro caso.

Para hacer el analisis espectral, es necesario suponer que la cadena es irreducible,
entonces los términos recurrente, ergédico, recurrente nulo y transitorio aplican a todo
el proceso si los estados del proceso poseen la propiedad correspondiente, aunque no
necesariamente se comuniquen.

Ya que

P(X,=iVr:0<7<tXo=1)=e Mitrt

resulta que

t
Pat) = e Otmot 4 / Pt — s)dF(s). (3.1)
0

Introduciendo la transformada de Laplace

Gils) = /0 e tam (), (3.2)

la relacion (3.1) se convierte, usando propiedades de convolucion, en

1

) = s

+ R“(S)G”(S),

con R;;(s) dada en el Teorema 2.3. Asi

1

De (3.2) y (3.3) tenemos que el i-ésimo estado es recurrente si y solo si lim,_,g Ry;(s) =

0o. Este criterio guia al siguiente Teorema.
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Teorema 3.1. La solucion minima P(t) es recurrente si y solo si las series

divergen, y es transitorio de cualquier otra forma.

Demostracion. Se sigue de (2.25) y (2.26) que

FL(0) = U (0)Q1(0) + Q2(0) = [U2(0) — 1] <o>+1=(—Q§°(°)—1) ) 41

QLO)
— (~QA(0) - QUON AT + 1=~ 1 >0

para toda n, y

F/(0) = Qn(0) + U2(0)Q7(0) = 1 + [U(0) — 1]Q7(0)

Q0
Q2 (0)

para toda n, con F%(s) definidas en (2.30). Entonces, por el Teorema 2.3,

> 0,

T

Ruls) = ol (s)

F}(s)F2(s).

Entonces el estado i es recurrente si y solo si U(0) = 0.

Pero, como U(s) =1 — Uy (s)Us(s) entonces

10 =1- (1) (- o)

esto es equivalente a la divergencia de Q! (0), @*,,(0) cuando n — 0o, que a su vez es

equivalente a la divergencia de las series en (3.4) por (2.11) y (2.13) [16, pp. 114].
[l

Antes de considerar la ergodicidad de la solucion minima, sera conveniente exa-

minar las funciones Ui (s) y Us(s) méas a detalle.
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U1(5>

es la transformada de Laplace

Karlin y McGregor |9, pp. 527| probaron que
0
de la probabilidad de transicion Py (t) para los procesos de absorciéon unilaterales con
parametros \;, u;; ¢ > 0, y entonces

L - [T

Ho T+s

donde 1T (z) es la medida espectral del proceso unilateral A", es decir

— o — Ao Ao
At — 251 —p1 — A A
2 —H2 — A2 Ao

y
Py(t) = P(X; = 0| X, = 0).
Por lo tanto -
Ui(s) = —uo/O (iﬂ(j)l'
Si o .
1
23, = 00, ;Wﬂ < 00, (3.5)

ellos obtuvieron [10, pp. 399] la expresion

dw _i‘”
[ DI

Asi, la condicion (3.5) implica que

Similarmente si




CAPITULO 3. APLICACIONES A ASPECTOS PROBABILISTICOS 67

entonces

_ 1t Zm

n=—oo

Teorema 3.2. a) La solucion minima es ergodica si y solo si

00 -1
Z T < 00 = 00, Z )\17r = 00. (3.6)

n=-—oo n=0 n=-—00
En este caso,

tdF;; T
[ - 5 Y

b) El proceso es recurrente nulo si y solo si las series

1
1
Z T Z)\ T Z AT

n=—00 n=-—00
divergen.

Demostracion. Supongamos (3.6) cierta. De (3.3) y del Teorema 2.3 se sigue que

1 _ polU (s)
(N + i+ 8)Rig(s) (N + i+ 8)mF (s) 7 (s)

Las observaciones previas al teorema muestran la existencia de U{(0), U}(0), y como

U(0) = 0 en este caso,

poU’(0)
(Ai + pa)mi 1 (0) F2(0)

/OootdFii( ) = hm{ Gii(s)} =

—1o(U1(0) + U5(0
LSO OO) L Z o
puesto que Q}(0) y @%,(0) divergen cuando i — oo. Entonces F*(0) = 1, a = 1,2;
asi, el proceso es ergodico.

Si el proceso es ergddico, considera los dos procesos unilaterales con parametros
A= N0+ o, po =0, A\l =Xy i = i parai > 1,y A2 =0, p2 = Ao + po, A2 =\,

u? = p; para i < —1. Entonces, si T es el tiempo de recurrencia a cero del proceso
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bilateral, T" es el tiempo de recurrencia a cero del proceso unilateral sobre los enteros
no negativos, y 1T~ el tiempo de recurrencia a cero para el proceso sobre los enteros

no positivos, asi

Ao

— N0 mgrty O g,
/\o-l-,uo( ) (")

ED) Ao + 1o
y T tendra esperanza finita solo si T+ y T la tienen.

Pero la finitud de E(7") y E(7~) implica (3.6) por la condicion ergodica obtenida
para procesos unilaterales por Karlin y McGregor [10, pp. 370].

La parte b) del teorema es consecuencia de a).

]

Se sigue de la representacion integral, y por el Teorema de la convergencia domi-

nada, que

donde p,p es la masa de .4 en cero. Las p,pg pueden ser obtenidas como limites, y

s—0 T+ s s—0

p11 = lim s/ di(z) = lim sRoo(s)
0

sUi(s) . 1

s—0 NOU<5) S—I>I(1) MOM

S

1 1

B /LUU/(O) B Zzozfoo 7Tn’

si el proceso es ergodico. Si el proceso es recurrente nulo, entonces U’(0) debe ser infini-

to por (3.7), asi que p1; = 0. Si el proceso es transitorio, lim;_,o Roo(s) = Roo(0) < o0,
asi p;; = 0. Las otras p,s pueden ser obtenidas de manera similar, y todas tienen el

mismo valor. Entonces, como QL(0) + Q?(0) = 1,
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donde p = 0 a menos que el proceso sea ergddico, y

1

= T
2 ™

n=—oo

p

en ese caso. Asi el teorema ergodico clasico se sigue de la representacion integral.
Para cualquier soluciéon minima transitoria, la particula debe tender a o0 cuando
t — 00. Para ver esto, fijemos un estado inicial 7, y sea £ el conjunto de todas las
trayectorias para las cuales la particula visita el estado j infinitas veces o gasta una
cantidad infinita de tiempo en el estado j, o ambas. La probabilidad de visitar j
infinitas veces es cero dado que la probabilidad de regresar es menor que uno, y con
probabilidad 1 la particula se va después de una estadia finita cada vez que visita el

estado j. Por lo tanto P(E;) = 0. Ahora, si

E= [j Ej,

j=—o0

entonces P(E) = 0, y para cualquier trayectoria que no esté en F, se tiene que X; — 0o

o X; — —o0o. Por lo tanto
P(X; > o000 Xy —» —o0|Xg=1) =1,

para cualquier proceso transitorio. Esto sugiere determinar la probabilidad de que la

particula tendera a infinito. En consecuencia, sea

Pi(00) = P(X; — 00| Xo = 1),

Py(—00) = P(X, — —00| Xy = ).
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Teorema 3.3. Para cualquier solucion minima transitoria,

( -1

1
1 st Z diverge,

AnTh

n=—oo

1

Pi(o0) = % si Z _— converge,
n:zoo TnAn
0 | i
51 Z)\nﬂ—n iverge.
\ n=0

y Pi(=00) =1 = Fi(c0).

Demostracion. P;(c0) debe satisfacer la relacion de recurrencia

Ai i
Pi(c0) = P i(c0) + P,_1(00), 3.8
(09) = 55 (09) + 5 P (o0) (55)
ya que la primera transicion de la particula la lleva a 7 + 1 con probabilidad )\_iiu_ y
a i — 1 con probabilidad /\’jm

Pero (3.8) puede ser escrita como
0= piPi-1(00) — (A + 1) Pi(o0) + Ai Pija1(00),

asi que

Py(00) = 7Q;(0) +0Q;(0) (3.9)

Si alguna de las series

= 1
> e nz_:oo e (3.10)

n=0
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divergen, entonces Q}(0) — oo cuando n — oo 0 Q2(0) — oo cuando n — —oo. Asi
en (3.9) v = ¢ para que P;(00) sea acotado y P;(00) = « para toda ¢ en tal caso.
Para determinar +, consideremos A" = A;; con i,j > 0. Sea P;"(c0) la probabilidad
de que la particula en este proceso tienda a infinito habiendo iniciado en el estado i.
Entonces como esta particula es absorbida siempre que llegue a -1, P;(c0) > Pt (00),

y por [10, pp. 380],

(i1
> -
T\ R |
——— st converge,
1 n=-—1 TinAn
+ _
P (o0) = —=| Tnn
o
0 51 diverge.
L —1 nTn

Por lo tanto, si la segunda serie en (3.10) diverge, la primera debe converger, y

1 >~ = lim Py(oo) > lim P (c0) = 1,
1— 00 71— 00
asi P;(c0) = 1 para todo i. Si la primera serie en (3.10) diverge, entonces P;(—00) =
1 por la simetria, ademas P;(c0) = 0. Cuando ambas series en (3.10) convergen,
los argumentos anteriores muestran que lim; o, P;(c0) = 1, lim;, o, P;(c0) = 0.

Sustituyendo esto en (3.9)

=1
(7—5)Moz +0=1,
n=-—1 Anﬂ.n

-1
1
THE= D Y, =0,
Sustrayendo
= 1
~( =)+ =0 Y T+ (=0 =1

n=—oo
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asi que
-1 —2
1 1
1 ; )\nﬂ-n ; )\nﬂ-n
’7—5200—17 72%7 52%-
P v 2 5 2 5m
El resultado en cuestion se sigue de sustituir estos valores en (3.9) ]

3.2. Teoremas limite

El comportamiento limite de P,;(¢) cuando ¢ — oo para procesos transitorios y
recurrentes nulos sugieren estudiar los limites de la proporcion de las probabilidades

de transicion. El Teorema clasico de proporcion de Doeblin asegura que

es finito y positivo. Karlin y McGregor [10] probaron que para procesos de nacimiento

y muerte unilaterales se tiene que

existe, es finito y positivo.

El correspondiente Teorema resulta mas dificil en procesos bilaterales que en uni-
laterales, ya que en procesos sobre Nj solo se necesita trabajar con Py o(t) y aqui debe-
mos trabajar con cuatro términos, los cuales son Py o(t), Poo(t), Po—1(t) y Po1,-1(%).
Se tiene que P_14(t) y Py —1(t) son la misma salvo por el factor 7_1, pero la existencia

de los limites
P_10(t) Py _1(t)
1/ 5 1/ 5
tirg P0,0(t) ’ tl}/& P,L,l(t)’

debe obtenerse antes de poder utilizar la representacion integral. La existencia de

estos limites es el tema de los siguientes lemas.
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Lema 3.1. Si P(t) es una solucion minima recurrente, entonces

P P
tminf D20 @ g Fooa(?)

— > 1.
t—o00 P070(t) - ’ t—o0 P_L_l(t) -

Demostracion. Por el Teorema 2.3, R_10(s) = Us(s)Roo(s). Como se sefiald ante-
riormente, Us(s) es la transformada de Laplace de una probabilidad de transicion

unilateral, \_y P, _(t). Asi

t t
P—lvo(t) = / PO,O(t - x)A—lp—_l,—l(:U)dz > PO,O(t)/ A—lp:l,—l(z)dx7
0 0

ya que Pyo(t) es mondtona. Se tiene entonces que

. Poo(t) /oo _
1 f——= > AP dr = Uy(0) = 1.
it = Jy A ilnde =1 0)
La otra parte es similar con el hecho de Ry _1(s) = Ui(s)R_1,_1(s). O

Lema 3.2. Sea f(x) una funcion continua que se anula en x = 0, y n(x) una medida

no negativa sobre 0 < x < 0o con 0 € supp(n). Suponga

Amuuwmuw<m,

Y sea

Entonces lim;_,, g(t) = 0.

Demostracion. Dado € > 0, escogemos d tal que |f(z)] < e para 0 < z < § ya que
f(0) = 0. Entonces

)
Aeﬁﬂﬂ@wmm

/O 66’“6177(93)

%lwzjf@wmw>
/0 e~ "dn(x)

lg(t)] <
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1 3 h T x
< et et [ @)

asi que limsup,_, |g(t)] < ey g(t) — 0 cuando t — oo.

Dado que
*d
/ —¢11(m) = lim Ry (s) = oo,
0

x s—0

74

el soporte de 91(x) alcanza el valor 0, y similarmente para w9o(z). Asi, el Lema

anterior se puede aplicar a 111(x) y a2 (), pero sera necesario tener otro Lema para

12(x) dado que es no decreciente.

Lema 3.3. Sean f(x) y g(t) como en el Lema 3.2 con n(x) reemplazado por 119(x),

Y suponga que

/0 T (@)dhas(z) < oo,

para o, f = 1,2. Entonces lim;_,, g(t) = 0.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3, 11(x) 4+ ¥a2(x) 4+ 2¢12(x) es no decreciente.

Entonces

A [ o) = | T @ (e) + vaale) + 2ale)

- / e (@) AW (1) + o)) < 2 / e (@)d (W (2) + Paale) + taa(a)).

0 0

Tomando n(z) = ¥11(x) + V() + ¥12(x), entonces n(x) es no decreciente y el

Y11(x) + oz () + 2P12(2)

soporte de n(x) alcanza el 0 dado que

2
el soporte de Yu(z) ; Yoo (2) alcanza el 0.
Ahora,
| e tt@line [ e tanta)
lg(t)] < = 3

/Oooe”dn(:c) /Oooe:’“"tdwlg(ac)7

y el primer término en el producto tiende a cero por el Lema 3.2.

es no decreciente y
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Ademaés -
—xtd
/0 e 77($) . Po,o(t) P—l,—l(t)
>, a Pt Py_1(t)’
/ e tdwm(m) 1,0() 0, 1( )
0
asi que
/ e “tdn(z)
lim sup 2% <3,
t—o0 / e—xtdwlz (.’ﬂ)
0
por el Lema 3.1. Asi lim,_,, g(t) = 0. O

Lema 3.4. Si P(t) es una solucion minima recurrente, entonces

lim sup PLI’O(t)
t—oo P_10(t)

<0.

Demostracion. Por la formula de Karlin-Mcgregor

P_yo(t) = / QL ()i () + / TRy ()i ().

Entonces
o | Q@) [T @)
, _ 0 _ 00 + 0 —
P,L()(t) / e—xtdwll(x) Pfl,O (t) / €_mdw12(l’)
Q1 (@) — QL (0)]dvn ()
QL,(0) ﬁ’fi@) +Q%(0) + /0 £

/ooemtdwn(x) P—l,O(t)
0

|10 e) — @0t
/0 et dya() |

+

Por los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3,

P _oq(t
lim sup 20(?)
t—o00 —-1,0 (t)

< QLy(0) +Q%,(0) = 1.




CAPITULO 3. APLICACIONES A ASPECTOS PROBABILISTICOS 76

Como
Plol®) _ | Paalt)
Poo(t)  "TNP(t)

Poo(t)
P_1o(t)

— ()\_1 + ,u_l) + A1

de donde se sigue que

L Pl
im sup

<pg— A+ p)F A =0.
t—o00 —1,0(t)

O

Lema 3.5. Sea P(t) una solucion minima recurrente. Entonces para cualquier valor

ﬁj() tl,
min _ P_ A
Hm t—t1<x<t 1,0( )

=1.
t—o00 Pfl,()(t)

Demostracion. Dado € > 0, escogemos t, tal que

PLyo(t)

<
P_io(t) —

€
t

para toda t > ty — t;. Ahora fijemos t > ty, v sea x; un punto en el intervalo
[t — t1,t] tal que P_1o(x1) = ming 4 <4<t P-10(x), ¥y 22 un punto en [z1,t] tal que
P_l’o(xg) = mélegmgt P_LQ([E).

Entonces, para algtin x3 en el intervalo [z, xs],
P_1o(w2) = P_yo(1) + (22 — $1)PL170($3)

€
< P_qo(zy) + t1t—P—1,o(£E3) < P_io(x1) + €P-10(22),
1

y asi
1> P_yo(71) > P_10(21) >1—¢,
P_1o(t) P_yo(x2)
0
ming 4, <g<¢ Po1,0(2) >1—¢

- P_1o(t)

para toda t > t. O
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Lema 3.6. Si P(t) es una solucion minima recurrente, entonces

P_1o(t)

Po-1(1)
1m
t—o0 PO,O(t)

11m ——
t—o00 P—l,—l(t)

:]_’ :]_

Demostracion. Por el Teorema 2.3, Roo(s) = Ur(s)R-10(s) + U1(s)/po, asi

Poolt) = / Pyolt — )Py ()i + Bh).

Ahora, dado € > 0, se toma t; suficientemente grande para que

t1
/ po Py (z)dr > 1 — €.
0

Entonces, para t > 14,

t1 t1
Poo(t) Z / P—l,O(t - JZ)MOPOO( )d{L‘ > min P_ 1 0( )/ Mop&_)(U)dU,
0 0

t—t1<x<t

> min P_jo(x)(1—e),

t—t1<x<t

y, consecuentemente,

Poolt Ny, <act P
li inf 000 > 1 Pt e 10(2)
t—o0 P—I,O(t) too P—I,O(t)

(1—e)=1-—¢
Combinandolo con el Lema 3.1,

.. Poyo(t) , 10(t )
1 < liminf ’ < limsu 1,
T o= Pyo(t) T t—)oop Poo(t) o

y la primera parte se sigue. Como R_; _1(s) = Us(s)Ro—1(s) + Ua(s)/A_1, la otra

parte de la prueba es anéaloga. O

Teorema 3.4. Si P(t) es una solucion minima recurrente, entonces

tim 2l _ T3
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Demostracion. Por el Lema 3.2 y 3.3,

/oooemQW)Q? (2)dtbas (z)
/Oooextd%ﬁ(ﬂc)

lim
t—o0

= Q2(0)Q7(0)

/ e ()@ (@) — Q2 (0)Q7(0))dvus(x)
+ lim =2 _ = Q2(0)Q7(0).
/0 e i ()

Ahora, por la férmula de Karlin-McGregor,

" Q2 (0)QP () dubas () / e dfos(2)

Py(t) o 2 2 /o
Pot) ; ; /ooe_xtdwaﬁ(iﬂ) Foo(t) )
asi que
i 74ty - (10210 + 020+ oGl )

. (@%(0)@%0) Jim flli-?o,lo%)

= (Q%(O) + Q(0)Qj(0) + QF(0)Q3(0) lim 1;—;,_115) J;_oloo(%))

:7‘(‘]’

y el resultado se sigue. O]



Capitulo 4
Ejemplos

Actualmente en la literatura solo hay un ejemplo en el que se calcula explicitamen-
te la matriz espectral de un proceso de nacimiento y muerte bilateral. Este ejemplo
corresponde al proceso con tasas de nacimiento y muerte constantes y fue estudiado
en la ultima seccion de [6]. La matriz espectral se calcul6 usando herramientas de
analisis espectral de operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert. En este capitulo
veremos una manera diferente de calcular la matriz espectral usando argumentos pro-
babilisticos, en la misma linea que el método usado en la tltima seccion de [11] para
cadenas de nacimiento y muerte en Z a tiempo discreto. Otra manera alternativa de

calcular la matriz espectral serfa usando las formulas (2.48), pero para ello necesita-

o
7

riamos informacién del analisis asintotico de las familias a = 1,2, a medida que
n — 400, cosa que en general no es sencillo de obtener.

Adicionalmente a este ejemplo estudiaremos otro denominado el proceso simétrico
de nacimiento y muerte con tasas constantes, cuyo proceso a tiempo discreto ya fue
establecido en la Seccion 6 de [5].

Pasemos pues a exponer un método probabilistico para calcular la matriz espectral
de un proceso de nacimiento y muerte bilateral.

Para calcular las medidas 1., o, 8 = 1,2, podemos partir a la matriz A en (2.1)

en dos procesos de nacimiento y muerte con espacio de estados {0,1, ...}, donde los

operadores infinitesimales estdn dados por .Afj = Ay, 4, 20y A = Aij, 1,5 <0,

79
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es decir
— o — Ao Ao
At — H1 —p1 — A Al
H2 —p2 — A2 Az

—p—1 — Ay -1
Ao —f—2 — A H—2
A3 — -3 — A3 -3

Si denotamos por 1+ a las medidas espectrales asociadas a las matrices A*(como
consecuencia de Teorema Espectral estudiado en la Subseccion 1.2), se pueden obtener
las transformadas de Stieltjes de las medidas 9.5, o, = 1,2, con ayuda de las

siguientes formulas:
1

S+)\l‘|—,uz
Rij(s) = RJJ(S)Gij(S)a i # J.

Rii(s) = + Rii(s)Gii(s),

Qi
L R e N B

Q5 (z .
Rij(s) = W]a,g 1/ x—l—s dd]aﬁ( z) =m;B <_5§ Z Qi Qf¢a,@) )

a,B=1

donde R;;(s) = / e P(t)dt, Gij(s) = / e *'dF;;(t) y QF son las familias de
0 0
polinomios que corresponden a AT respectivamente.

Para el caso i = 7 = 0, ademés de las formulas anteriores, usaremos las siguientes

Goo(s) = Go(s) + #OJFMOGLO(S)’ (4.2)
Go10(s) = A1R7; 4 (s), (4.3)
Gl(s) =1 — ! | (4.4)

(54 Ao + o) Rio(s)
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Ahora, (4.2) proviene del hecho de

t
0

donde e~(oFro)(t=s) — P(X, . = —1 por primera vez| Xy = 0), tomando la transfor-
mada de Laplace y usando la propiedad de convolucién se obtiene.

Ademas, (4.3) es consecuencia de

t
P_yp(t) = / Poo(t —x)A 1 P2y (2)d.
0

Tomando la transformada de Laplace y usando R_; ¢(s) = Roo($)G—-1,0(s) se obtiene
que ROO(S)G—LO(S) = /\_1R00(8>R:1771(S>.

Por ultimo, (4.4) es la misma formula que R;(s) = + R;i(s)Gii(s) pero

1
S+t

aplicada a A™.

Entonces
Ruo(s) . !
S) = =
P G ot ) (1= Gools)) (s Ao+ ) (1= Gols) — syt G-0(s)
= 1 _ Riy(s)
1 poA—1R”, _4(s) 1 — oA 1R (SR~ _,(s)
(s+ Ao+ 1) T R s+/\0iuol ] o115, (s) 1, 1(s)

Usando (4.1) para i = j = 0 obtenemos

B(z; ™
B(Z,wll) = ( ’lp—i_) -
1— /\,LLL()B(Z, ¢ )B<Za ¢ )
Asi como esta, se obtienen las otras relaciones parai =0, j = —1 & i = j = —1. De

donde se obtienen todas las transformadas de Stieltjes:

o B(z¢7)
B(z;¢n1) = 1— A 1p0B(z 0Bz 9-) (4.5)
Mo . o B(Z;w_)
EB(Z’ Ya) = 1= Ao B(2z;9%)B(z; 7))
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. A B(xYT)B(z97)
Blavn) = 13 B o) Bl o)

Ahora que incluimos estas nuevas formulas, podemos empezar con los ejemplos.

4.1. Proceso de nacimiento y muerte bilateral con
tasas constantes

En este caso las tasas de nacimiento y muerte vienen dadas por
n =W, A=A, nELZL.

La matriz A" es la misma que la del sistema M/M/1 que se encuentra en la Seccion
1.6. Como A~ es la matriz simétrica de A™, entonces ambos procesos generan la
misma transformada de Stieltjes. Usando (4.5), para B(z;¢11) y B(z;112) obtenemos

oy BEvH Bz v")
Blaon) = T B e ~ 2= (- 9Bz o)

_ A+p—2)— VA +p—2)2—4uX
Aph = (A4 p = 2)[(A+ p = 2) = VA + = 2)2 = 4]
_ At+p—2)* = [(A+p—2)* —4p)]
AN+ = 2) + /(A = 2)2 = Apd] — (A + = 2)(4p))
1
VO = 2)? —4p)

de manera similar procedemos

L AB(YT)? 1 (A t+p—2)B(mut) — 1
B(z;412) = 17— NB(z o )2 (2 — (A4 pu-— Z)B(Z;¢+))

1 <(A+M—2)[(A+u—2)—¢(A+u—z)2—4m]—2m>
o\ AN — A+ —2)[ A+ —2) — VA + pu— 2)2 — 4p)]

_ 1 A+p—2)— VA +p—2)2—4pA
20 VO + = 2)2 —4p
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1 A p—z
2 <_1+ \/()\+u—z)2—4u)\> .
Donde B(z;1™") es la transformada de Stieltjes (1.27) del sistema M/M/1 de la Sec-
cion 1.6.

Como ™ = 17, entonces uihes = Aip1;. Observemos que los saltos, si los hay,
deben estar localizados en z = (VA £ V)?. Sin embargo, usando la Formula de
inversion de Perron-Stieltjes (Proposicion 1.2), podemos ver que el tamano de los
saltos debe ser 0. En efecto, para B(z;¢1;) en el punto (VA + /i)? (analogo para
(VX — V/)?) usando (1.9) se tiene:

1
VN = (A + e+ 24/ + i€)]2 — 4p
B 1
VAL — €2 + diey/ X — AN

B((\/X + \/ﬁ)2 —+ ZE, ¢11) =

por lo tanto
€

¢({(ﬁ+ ViH) = 11_13(1) Im(~\/4ie\/uX — €2) =0

La matriz espectral es entonces

_ 1 1 A+p—2)/2p
AN — A+ = 2)2 \ (A + p— 2) /2 N

d¥(x) dx,

definida sobre el intervalo [(VA — /1)?, (VA + R)?.

Usando la recurrencia (2.5) y (2.4) podemos obtener que

AN -+ AN+ pu
Qo = (5)" 0 (T iz,

A T+ A+ p

. (n+1)/2
Q_,_1(z) = — (;) Un1 (W) , n>0,

9 N (n+1)/2 —r+A+pu
_ U - ° >
n(x) </\) n—1 9 ,—)\ , n 0,
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A -+ AN+ p

= () (Foar ) 2o

donde (U,,),, son los polinomios de Chebyshev de segunda especie dados en la Deficnion

1.4. Por lo tanto la matriz de polinomios ortogonales esta dada de la siguiente manera

n/2 - (n+1)/2 -z
8o () = ()P ()

(n+1)/2 n/2 )
(A —oAtu A —oAtu
(2) v (S5) (3) U ()

Ahora, los coeficientes potenciales de este proceso vienen dados por

T =1, 7rn:<2)n, 7T_n:<§>n, n > 1.

Para estudiar la recurrencia nos apoyaremos del Teorema 3.1, y para eso, veremos

n > 0.

Qn($) =

como se comportan las series

i 1 =~ 1
vt AT L AnT
Si A < u, entonces
X A
— 1 Lo (A" 1| 1
RZ_wAnwn:x;(;) B b e R
o

Asi, por el Teorema 3.1, el proceso es transitorio.
Si ahora suponemos que A > pu, entonces procediendo de manera similar, ahora

usando la otra serie tenemos que

= 1 o= /p\n 1 1 1
gAnwn_XnZ_;(X> 2 2 B U

Asi, por el Teorema 3.1, el proceso también es transitorio.
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Por dltimo, si A = p entonces

-1

1 j—
Z )\nﬂn:X Z 1= o0,

n=—oo n=—oo

[e.e]
Zl = 00.
n=0

Asi, por el Teorema 3.1, el proceso es recurrente. Para saber si es ergodico o recurrente

>

=1
nz:;)\nﬂ' -

n

nulo usaremos el Teorema 3.2.

Como 7, = 1, entonces ) _, T, = 00, en consecuencia por el Teorema 3.2, la
solucion es recurrente nula.

Ahora que conocemos como se comporta el proceso respecto a su recurrencia o
transitoriedad, veamos como se comportan los casos transitorios al tender a oo (y
—00), para esto nos apoyaremos del Teorema 3.3.

Recordemos que P;(00) = P(X; — 00| Xy =1i) y Pi(—o00) = P(X; — —o0| Xy = 1).
Como se ha estado tratando, primero trabajaremos con el supuesto de A < u. En ese

caso se tiene que

Z)\nwn B XZ(X> -
n=0 n=0
Por el Teorema 3.3, P;(00) =0y Pi(—o00) = 1.

Si ahora suponemos que A > p, entonces

Por el Teorema 3.3, P;(00) =1y Pi(—o00) = 0.
Por tdltimo, para A = p, el cual es el tnico caso donde hay recurrencia, vemos que

por el Teorema 3.4,

e

t—o0 Pkl(t) v 1
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4.2. Proceso simétrico de nacimiento y muerte bila-

teral con tasas constantes

En este caso las tasas de nacimiento y muerte vienen dadas por
)‘n:)\u /’Ln:l’l/7 nZOa )\*n:,uﬂ ,U/,n:>\, nZl

Por otro lado, tenemos que At = A~, que resulta ser la misma que la del siste-

ma M/M/1 que se encuentra en la Seccién 1.6. Aunado a esto, generan la misma

transformada de Stieltjes. Usando (4.5), para B(z;111) y B(z;112) obtenemos
B(z¢™") B(z¢™)

B(z¢n) = 17— 2Bz 00?2 %[(A +p—2)B(z;9") — 1]

A4 —2) = /(N4 1 — 2)2 — 4p)
21

)()\+u—z)—\/()\+u—z)2—4u)\
2)\

Atp) = A+p—2

5( A+p—2)— /Ot — 2)% — 4 )
PAAA+ 1) = A+ = 2) [N+ = 2) = /(A + = 2)2 = dp)]

A=A +p—2) = (p+ NV +p—2)% = 4p)
22020 4 2p — 2) '

De manera similar obtenemos

B(z412) = 7— (2B (z;")? 1= S+ p—2)B(z0%) — 1]

uB(z: vH)? _1( (O +p= 2Bt — 1 )
A
A

(>\+u—z)(/\+”_z)_\/2()/\\;“_2)2—4#/\_1

(A+u)—(A+u—z>(H“_z)_%AA“‘_Z)Z_‘W
:1< At = 2) A+ i — 2) — /O i — 2)7 — 4] — 20 )
HA2MA+ ) = (A= 2)[(A = 2) = /(A = 2)? — dp)]
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(A= 2)* —pu(p+22) — (+ X = 2)/ (A + i — 2)2 — dp)
2212\ + 2 — 2) .

En este caso tenemos que 111 = t9s.

La parte absolutamente continua de las medidas 117 y 112 va a estar soportada
en el intervalo [(VA — /i), (VA + /f1)?], mientras que la parte discreta viene dada
por los valores en los cuales 2z (2A 4+ 21 — ) = 0, que resultan ser x = 2(A 4 p) y
x = 0. Ahora falta ver el tamafio de los saltos en estos puntos, para lo cual usaremos
la formula (1.9).

Para x = 0 tenemos, por un lado,

v11({0}) = lim elm B(ie; 11 )

e | A WA p i) — (e A)\/(.A + p—i€)? — Aph
e—0 2iep(2\ + 2 — ie)
, (N = )\ + 1 —i€) — (s + N/ + pt— €)% — dph
= lim Im : .
0 2002\ + 2 — ie)

. [(A WO+ 1) = (N T = 4M]
2i(2) + 2p1)

:Im[(A_“)—\/(“FM)Q—AIMA] ZImI(A—u)— (A—u)2]

dip dip
:_)\—u—\)\—uy: 0 si A>pu,
A 'UQ;M)\ stA< .

Y por otro lado
Y12({0}) = lim elm B(i€; 12)

el | A0 = it 2i6) — (pt+ A —i€) /(A + p —de)? — dpd
e—0 QiE/L(Q)\ + 21 — ie)

e o | AT = e+ 2i€) — (A A =€) /(A + p — i€)® — dpA
e—0 i (2N + 24 — i)
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= Im

A+ ) =) = (p+ NV Fp)? = 4uA]
200 (2N + 2p)

zlm[“—m—ﬂﬂuﬁ—w]:Imlu—m— <A—u>2]
dip

dip

_ A—p— 0 st Azup,
4p

Para z = 2(\ + p) tenemos, por un lado

Uu({2(A + p)}) = lim emB(2(A + ) + i€ ¢n)

= lim elm [

e—0

(A= (= +p) —i€) = (p+ NV (=N + ) —ie)? = w]
—20€pu(2X + 21 + ie)

= lim Im [

e—0

(A= 1) (=(A + ) —ie) = (1 + N/ (=0 + 1) — i)’ - 4m]
—20p(2) + 2 + ie)

. [(A — (= + ) = (p+ NVEOF PP - %]
—2i (2 + 2p1)

= Im

[(A—mmu) (1 + N/ + )2 —w]
200 (2N + 2p)

- [(A — )+ VO - w] . [ -V =y ]

dip dip

4 -

A==l 0 st Azup,

Y por otro lado

Pr2({2(A + ) }) = lim eImB(2(A + ) + i€;Y12)

D a2 2 .
T | ST 200" = (4 20(2(A + ) + ie))
e—0 —2ip(2X + 21 + ie)
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L At /(=0 ) i - 4u/\]
—2ip(2X + 21 + te)

= Im

F—A—hN—%ﬁ+4MA+m%+w+AMﬂ—Q+uD”ﬂw{
—2ip(2\ + 21)

_hnFA—MO+M%Hu+M¢O+MP—MM]
—2ip(2X + 2p)

:Im[Q_MH\/(/HM)LMA] :Im[(k—u)— (A—M)QI

—4ip —4ip
:)‘—M—|)\—M|: 0 StA>
4p _&_W)\ si < [

En resumen, la matriz espectral resulta ser

A — (At p—a) +A A
G () = VA=) p z z

1 dz
2mpx (2 + 24 — ) (VA=) (VA+ /1)) LAN—z A

—1
+— do(z . O20+) () | Tincpy-

Usando la recurrencia (2.5) y (2.4) podemos obtener que

Lo (P2 —z+A+p
@@= (5) “( NV )’ "

Y
o

1 @ (n+1)/2 e A
=—3 — >
Qf’nfl(x) <)\> Unfl 2\/m 9 n e 07

9 N (nH1)/2 —r+A+pu
3 U -  ° >
n(‘r) (}\) n—1 9 ,—)\ , n 0,

9 /2 — T+ A+ p
g —_ _— >
Q2. () (A> U, ( e ) >0,

donde (U,),, son los polinomios de Chebyshev de segunda especie dados en la Defini-

cion 1.4 y tomando la convencion de U_; = 0. Por lo tanto la matriz de polinomios
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ortogonales esta dada de la siguiente manera

n/2 —x (n+1)/2 —x
oo @OUwEEE) -0 (55)
n n+1)/2 = n/2 =z
SO () WU ()

Ahora, los coeficientes potenciales de este proceso vienen dados por

) e
T = | — 7 Men—1 = | — , n=>0.
" I

Para la recurrencia, si A < i, entonces se tiene que

HZ:% )\n17rn - %; (%)n =%

Por el Teorema 3.1, el proceso es recurrente.

Si A > p, entonces

= 1 = /pu\n 1 1
> =i (5 :X<@><°‘°’

-1 o)
1 1 w1 1
=— ) == —5 | <o
> -1 -1 ()
n=—00 n=0 A
Por el Teorema 3.1, el proceso es transitorio.
Para el caso en el que el proceso es recurrente (u > A), si A = u entonces

an: Z 1 = o0.

n=—oo n=—oo

Por el Teorema 3.2, el proceso es recurrente nulo, y por el Teorema 3.4,

lim 0 T2
tiglo Pkl(t) T 1
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Si > A entonces

— MN' 1 2u
an_zz(;) _21 )\—M_)\<oo.

o0
n=-—o0o n=0 ]

Por el Teorema 3.2, el proceso es ergodico y la distribuciéon invariante viene dada por

donde

con T, los coeficientes potenciales del proceso.

También podemos calcular el tiempo esperado de regreso al estado 7, dado por

o0 1 - 1 1 241 1 241
tdFy(t) = ———— S (e _ (L 7
/0 ©) (Ai + pa) i nz_:ooﬂ A+ p (Wz) (M—)\> (Wz) <M2 —)\2)

h (wl) (u22—uA2> - <§> (MQQ—MV)
(wl> (ufﬁbﬂ) - <§>W| <u22—uk2) '

Por dltimo, por el Teorema 3.4 se tiene que

si? <0,

sij>0yl>0,

sij>0y1<0,
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sij<0yl>0,

sij<0yl<O,

A\ .
P,(t) <ﬁ> A\ =l
1im —- = —'] = ——— _—
I+1| :
%

Para el caso en el que el proceso es transitorio (A > u), veamos como se comporta

el proceso en 0o y —00, esto es, calcular P;(oc0) = P(X; — oo|Xg = 1) y Py(—o0)

P(X, — —o0| Xy = i).

-1

= 1 1
Como ; o y n; o convergen, entonces, por el Teorema 3.3, tenemos
que a .
i—1 1 i—1 1
— AnTn — AnT,
Fileo) = " 11 N 1
O]
2 5r AZXA +M§;A
i—1
_ A —p) 3 1
A+ S ATy

(A ) i—1 1
U | O
ademas P;(—o0) =1 = g_ )



Bibliografia

1]

3]

4]

5]

(6]

7l

Anderson, W.J., Continuous-time Markov chains. An applications-oriented ap-

proach, Springer series in Statistics, NY, 1991.

Chung, K. L., Foundations of the Theory of Continuous Parameter Markoff
Chains, Proceedings of the Third Berkeley Symposium, Vol 2 (1956), pp. 29-40.

Dominguez de la Iglesia, M., Orthogonal polynomials in the spectral analysis of
Markov processes. Birth-death models and diffusion, Encyclopedia of Mathematics
and its Applications, 181. Cambridge University Press, 2021.

Feller, W., On Boundaries and Lateral Conditions for the Kolmogorov Differential

Equations, Ann. of Math., Vol. 65, 1957, 527-570.

Griinbaum, F.A., QBD processes and matrix orthogonal polynomials: some new
explicit examples, Numerical Methods for Structured Markov Chains, eds. D.
Bini, B. Meini, V. Ra- maswami, M.A. Remiche y P. Taylor, Dagstuhl Seminar
Proceedings, 2008.

Ismail, M.E.H., Letessier, J., Masson, D. y Valent, G., Birth and death processes
and orthogonal polynomials, in Orthogonal Polynomials, P. Nevai (editor) Kluwer

Acad. Publishers, 1990, 229-255.

Ismail, M.E.H., Classical and quantum orthogonal polynomials in one variable, con
dos capitulos por Walter Van Assche. Con prefacio por Richard A. Askey. Ency-
clopedia of Mathematics and its Applications, 98. Cambridge University Press,
Cambridge, 2005.

93



BIBLIOGRAFIA 94

[8] Karlin, S. y McGregor, J., Representation of a class of stochastic processes, Proc.

Nat. Acad. Sci. 41 (1955), 387-391.

[9] Karlin, S. y McGregor, J., The differential equations of birth and death processes
and the Stieltjes moment problem, Trans. Amer. Math. Soc. 85 (1957), 489-546.

[10] Karlin, S. y McGregor, J. L., The classification of birth and death processes,
Trans. Amer. Math. Soc., Vol 86 (1957), pp. 366-400.

[11] Karlin, S. y McGregor, J., Random walks, Illinois J. Math. 3 (1959), 66-81.

[12] Koelink, E., Spectral theory and special functions, Summer School, Laredo, Es-
pana, Julio 24-28, 2000, ver http://arxiv.org/abs/math/0107036v1.

[13] Latouche, G. y Ramaswami, V., Introduction to Matrix Analytic Methods in
Stochastic Modeling, ASA-SIAM Series on Statistics and Applied Probability,
1999.

[14] Ledermann, W. y Reuter, G.E., Spectral theory for the differential equations of
simple birth and death processes, Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A. 246
(1954), 321-369.

[15] Pruitt, W., Bilateral birth and death processes, Trans. Amer. Math. Soc. 107
(1962).

[16] Pruitt, W., Bilateral birth and death processes. Technical report, Applied Mat-

hematics and Statistics Laboratories, Stanford University (1960) California.

[17] Rincon, L., Introduccion a los procesos estocésticos, 17 edicion, México, UNAM,

Facultad de Ciencias, 2012., pp.322.



	Portada 
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares 
	Capítulo 2. Procesos de Nacimiento y Muerte Bilaterales 
	Capítulo 3. Aplicaciones a Aspectos Probabilísticos 
	Capítulo 4. Ejemplos 
	Bibliografía

