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El modelado matemético es una herramienta muy importante y eficaz tanto en las ciencias
tedricas como en las aplicadas, ya que brinda soluciones y predice el comportamiento de los fe-
némenos incluidos en las mismas sin la necesidad de recurrir a la experimentacion, que muchas
veces puede ser costosa, riesgosa o imposible de realizar. Los modelos mateméaticos son ecuacio-
nes que sirven fundamentalmente para simplificar la realidad, y su utilidad se basa en mostrar
bajo qué hipdtesis/condiciones algo es cierto. Las cinco palabras que por si solas pueden definir
lo que un modelo matematico bien planteado nos puede ofrecer son razonar, explicar, disenar,
actuar y predecir, donde a excepcion de actuar, cada palabra se vera reflejada a lo largo de los
capitulos que esta tesis incluye.

El principal objeto de estudio en este trabajo es la cérnea, componente muy importante para el
ojo humano que sirve como capa protectora de tejidos delicados anteriores a la misma, como lo
son el iris, la pupila y el cristalino, mas adelante se hablara al respecto con mayor profundidad.
A continuacion, se pretende mostrar el camino tomado para construir las ecuaciones matemaé-
ticas que forman en conjunto un modelo para describir la difusiéon y el consumo de oxigeno en
la cornea desde el punto de vista unidimensional como bidimensional, asi como analizar lo que
sucede al hacer uso de lentes de contacto y tomar el caso estacionario y no estacionario del
modelo mismo.

Este trabajo es de importancia tecnologica ya que en la actualidad no existen muchas formas de
determinar y caracterizar el consumo de oxigeno en la cérnea humana, por lo que el continuar
con este proyecto puede otorgar informaciéon para poder tomar decisiones competentes en un
futuro donde se vea implicado este tejido, asi como tener una mejor comprension de la dinamica

de consumo en muchas otras membranas biologicas.

1.1. Antecedentes

En los primeros trabajos relacionados al estudio de la difusiéon de oxigeno en la cérnea
[1, 2, 3] se expone gran parte de las cualidades fisiologicas que presenta, ademés de que son
obtenidos diversos parametros relevantes como la transmisibilidad y la permeabilidad al oxigeno,
sin embargo, son considerados perfiles de consumos constantes, algo que es incorrecto ya que

de continuar con ese camino se llega a resultados que carecen de sentido fisico dentro del tejido.
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Posteriormente Freeman [4] considera un perfil de consumo que varia en funciéon de la presion
de oxigeno proveniente de la atmosfera, lo que descarta definitivamente un consumo constante
y abre puerta a resultados mas consistentes.

Por otro lado, gracias al trabajo de B. Holden [5], se empezaban a conocer las consecuencias
de usar por tiempo prolongado lentes de contacto, los cuales comenzaban a cobrar relevancia
en esa época por la comodidad y practicidad que brindaban, lo que provocaba que su uso fuera
en aumento. Atin con lo anterior, gracias a trabajos previos [3, 6] ya era contemplada la idea
de que las enfermedades consecuentes en la cérnea eran debido a que los lentes de contacto
limitaban parcialmente la cantidad de oxigeno que entraba desde la atmosfera y que impedia
llevar a cabo un metabolismo adecuado en la cornea. Fue gracias a los trabajos en este ambito
que las companias encargadas de la producciéon de lentes de contacto comenzaron a trabajar en
una mayor calidad de lentes en cuanto a que fueran mas delgadas y de un material con mayor
permeabilidad al gas.

En cuanto a los trabajos mas recientes referentes al estudio de la difusién y consumo de oxigeno
en la cornea |7, 8, 9], se ha hecho énfasis en la probleméatica debida a la no linealidad en el
modelo cuando se integra un perfil de consumo, ya sea el basado en la cinética de Michaelis
Menten o el de Larrea [10], ademas de estarse aplicando a diversos lentes de contacto para
analizar su calidad y proporcionar mas informacién sobre los riesgos que pueden existir en la

cornea debido a una baja oxigenacion.

1.2. Motivacion

Actualmente existe una escasa base de datos experimentales [5, 11] que determinan numé-
ricamente el consumo y la tensiéon de oxigeno en toda la cérnea, por lo que con un modelo de
difusion mas completo se tiene la posibilidad de ayudar considerablemente a seguir realizando
investigaciones en materia del metabolismo corneal. Por otro lado, las investigaciones previas
acerca de la modelacion de oxigeno en la cornea contemplan un perfil de consumo y no dan una
interpretacion bidimensional como en este trabajo.

Es de importancia también dar a entender de manera general el transporte y consumo de oxi-
geno para conocer los riesgos que pueden haber si uno decide utilizar lentes de contacto, ya que

estos reducen la cantidad de oxigeno que ingresa a la cérnea desde la atmosfera.
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1.3.

Objetivos

El principal objetivo de este trabajo es modelar la difusion de oxigeno en la cérnea mediante

la implementacion de modelos matematicos para la determinacion del perfil de consumo a través

de la cornea.

Para esto es necesario:

1.4.

Estudiar de forma general la fisiologia de la cérnea y modelar el comportamiento difusivo

del oxigeno a través de la misma, para plantear un modelo de difusion.

Implementar tres modelos de consumo (Monod, Larrea y Extendido!) y analizar sus

comportamientos.

Resolver la ecuacion de difusion de oxigeno para el caso estacionario para los tres modelos

mediante métodos numéricos.

Presentar el comportamiento del consumo de oxigeno en funciéon de la presion parcial

para los tres modelos de consumo.

Resolver el modelo general para el caso transitorio con los tres perfiles de consumo incor-

porados.

Comparar los resultados que se obtengan para el caso transitorio unidimensional haciendo

uso de lentes de contacto con los datos experimentales obtenidos de la literatura.

Resolver el modelo para un caso bidimensional que contemple condiciones de contorno

realistas.

Justificacion

Con las técnicas experimentales actuales no es posible medir directamente el perfil de la

concentracion o la presion parcial de oxigeno dentro de la cérnea. Por esta razon, el modelado

tedrico y su implementacion computacional son altamente relevantes para estudiar el comporta-

miento del consumo y difusién de oxigeno corneal cuando son utilizadas o no lentes de contacto

de diferentes permeabilidades al gas.

Modelo de consumo propuesto en este trabajo.
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1.5. Hipotesis

Se considera que es posible describir el comportamiento de gases, en particular del oxigeno,
que se transportan por una membrana biol6gica mediante modelos matemaéaticos basados en
la ecuaciéon de difusiéon que incorporen un término de consumo. Esto permitiria encontrar la
relacion entre la cantidad de oxigeno que un lente de contacto deja pasar con su distribuciéon a

lo largo de la cérnea, y su relaciéon con posibles condiciones patologicas en el ojo.



Capitulo 2

La Coérnea
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2.1. Generalidades del ojo humano

El ojo es un 6rgano par de gran importancia en la mayoria de los seres vivos; en el caso
del humano, cada ojo tiene un diametro promedio de 25 mm, un peso que va de los 7 a los 8
gramos y tal como en la Figura 2.1 esta formado principalmente por la esclerdtica (donde se
ubica la cornea), la coroides y la retina [12]. Esta ultima es la membrana fotosensible a la que
ingresa la luz para formar las iméagenes que logramos percibir en nuestro cerebro. De manera
un poco mas especifica, en el ojo abunda una gran cantidad de fotorreceptores sensibles a la luz
ubicados en la retina, mismo lugar a donde es focalizada la imagen resultante después de ser
refractada por la cornea. Después de ocurrir un proceso quimico, los fotorreceptores convierten
esta imagen en impulsos eléctricos que son finalmente transmitidos por el nervio 6ptico hasta
la corteza cerebral, una vez ocurrido esto es que podemos percibir una impresion visual, que
puede variar a la de otras personas en color, tamano o nitidez [13].

El tejido que se encarga de nutrir a la retina es la coroides, el cual constituye el segmento pos-
terior de la capa con vasos sanguineos. Esta membrana tiene forma de media esfera hueca que
se adelgaza gradualmente de atras hacia adelante y se encuentra en el interior de la esclerética,
la cual es relativamente gruesa y mas resistente, ya que tiene la funciéon junto con la cérnea de

proteger a las otras membranas.

jet Esclerética
Cuerpo ciliar | .
‘ Coroides

Retina

Cornea
\
N\ Nervio
A / 6ptico
/
Pupila /
Humor
acuoso

Cristalino

Figura 2.1: Esquema del ojo humano [14].

En la cAmara anterior a la cornea se encuentra el humor acuoso, una regién muy importante

para el ojo y para este trabajo, ya que esta camara al estar compuesta principalmente por
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agua, es una fuente importante de oxigeno para que la cornea pueda nutrirse [15]. La cantidad
de oxigeno que proporciona es suficiente como para considerarse dentro de las condiciones de
frontera a la hora de resolver numéricamente el modelo matemético.

Estos son so6lo algunos de los tejidos mas relevantes que componen al ojo humano, claramente
existen mas, pero para este trabajo no son relevantes, hablar sobre la anatomia del ojo humano
no es la intencion en este trabajo y redactar més al respecto podria desviar al lector del objetivo
principal, sin embargo, con lo anterior mencionado es suficiente para proceder con el tejido de

interés, la cornea.

2.2. La Coérnea como tejido

La cornea es un tejido conectivo avascular transparente que funge como barrera infecciosa
y estructural del ojo, siendo ademas el componente refractivo mas importante de este érgano
[16, 17]. En un adulto promedio la cérnea tiene un didmetro de 11.5 a 12 mm, con un espesor
en el centro de 535 pm aproximadamente, el cual va decreciendo a lo largo de la periferia. El
peso en seco de la cornea estd compuesto en tres cuartas partes por colageno en forma de largas
fibras con un diametro aproximado de 300 A [18]. Ahora bien, la cornea en los humanos esté
constituida por 5 capas, de las cuales 2 son interfaces (membrana de Bowman y membrana de
Descemet) y las otras 3 son celulares (epitelio, estroma y endotelio).
La capa més externa es el epitelio, la cual tiene un grosor aproximado de 50 a 60 pm y se en-
carga de proteger al ojo de amenazas externas, asi como de absorber nutrientes y por supuesto
oxigeno. La capa epitelial es una capa protectora escamosa muy parecida a la piel, pero atin asi
sus células son danadas muy facilmente y su principal funcién fisiologica es evitar que las lagri-
mas entren al estroma para que este no se hinche. Posterior a esta se encuentra la membrana
de Bowman, la cual tiene un grosor que va de los 8 a los 12 ym y tiene la funcién de mantener
la integridad estructural entre el epitelio y el estroma, ademas de comportarse como barrera
infecciosa entre estas dos capas.
Después de estas capas se ubica el estroma, capa celular que comprende de un 80 % a un 85 %
del espesor de toda la céornea estando formada por queratocitos que se encuentran entre una

distribucién de fibrillas de colageno que se empaquetan regularmente dentro de laminillas. El
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estroma produce una dispersion de luz menor al 1%, lo que hace ver a todo el tejido transpa-
rente, sin embargo, el estroma se empana cuando se hincha, al igual que cuando se le aplica
un estrés mecénico o es deformado [16]. Inmediatamente después se encuentra la membrana de
Descemet, constituida por colageno principalmente y que similar a la membrana de Bowman,
proporciona integridad estructural al estroma. Finalmente se encuentra el endotelio, que con
un espesor aproximado de 4 a 6 pm es una capa monocelular que tiene la funciéon de nivelar la
hidratacion para evitar que un exceso de agua pase hacia el estroma, similar a la membrana de

Bowman pero en esta ocasion desde el humor acuoso.

Cornea Epitelio Endotelio

Membrana

. de Descemet

Membrana

de Bowman Estroma

Figura 2.2: Capas de la coérnea.

La cornea cuenta con propiedades 6pticas de birrefringencia, transmision y dispersion de luz,
fenomenos de difraccion y refraccion, entre otras caracteristicas muy interesantes que explican
el porqué de la transparencia de la cornea u otras propiedades distintivas y propias de este
tejido [19, 20], sin embargo, al no influir ninguna de estas en el consumo de oxigeno, no es
necesario incluirlas en este trabajo. Por otro lado, el hecho de que la cérnea esté compuesta
mayoritariamente por fibras de coldgeno sin una orientacion organizada y definida, si puede
influir en los resultados que se obtengan, esto debido a que el gradiente de difusiéon de oxigeno
dentro de la cornea puede variar de una direcciéon a otra dependiendo de como se encuentre la
orientacion de estas fibras, y al ser informacién que se desconoce a ciencia cierta en cada cornea,
se supondré que existe una homogeneidad en la distribucion y orientacion de estas fibras dentro

del tejido, esto es, el oxigeno se difunde igual en cada punto y direccién de la cérnea.
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2.3. Metabolismo Corneal

La coérnea es un tejido avascular, lo que quiere decir que carece de vasos sanguineos para
nutrir de oxigeno al tejido como ocurre en la mayor parte del cuerpo humano, donde esto se da
gracias a los globulos rojos trasportados por la sangre, por lo que es necesario que el oxigeno
lo adquiera de una o varias fuentes, las cuales son tanto la atmoésfera como el ya mencionado
humor acuoso.

Ahora bien, para que este metabolismo se lleve a cabo es necesaria una molécula muy conocida
por ser la principal fuente de energia en las células de los seres vivos, el adenosin trifosfato o
ATP. El ATP es un nucleétido constituido por una base nitrogenada adenina CsHszN5 unida a
un azucar de tipo pentosa CsHoO35, la cual a su vez tiene enlazados tres grupos fosfato HPOy.
Es necesario saber que el metabolismo celular en la céornea se da gracias a la descomposicion
de la glucosa que ocurre principalmente por dos vias: el acido tricarboxilico (TCA) o ciclo de
Krebs (glucolisis aerébica) en presencia de oxigeno y la glucolisis anaerobica que ocurre sin
presencia de oxigeno [21].
El suministro de glucosa corneal constituye el 90 % de glucosa exogena (dietaria), el 10 %
restante proviene del glucogeno y la glucosa endégena (degradacion de glucogeno a glucosa), por
ende soélo se consideraré el suministro externo de glucosa para las vias aerébicas y anaerdbicas.
En el ciclo del acido tricarboxilico (TCA) la descomposicién anaerdbica de la glucosa requiere
el consumo de un mol de glucosa y seis moles de oxigeno para producir seis moles de didxido de
carbono y agua, para que a su vez, por cada mol de glucosa consumida se produzcan 36 moles
de ATP.

CsH1204 + 609 — 6C O + 6H50 (2.1)

Por otro lado, la descomposiciéon anaerdbica de la glucosa requiere el consumo de un mol de
glucosa para producir dos moles de acido lactico. En esta via sélo se producen dos moles de
ATP por cada mol de glucosa que es consumida [22], de este modo la reaccién para el consumo

anaerobico de la glucosa resulta ser

C6H1206 — 203[’]50; + 2H™" (22)
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Se ha hablado del metabolismo en la cornea, pero atin no del por qué es més importante que se
lleve a cabo adecuadamente, y esto es porque cuando existe un déficit de oxigeno en la cérnea
se esta en presencia de lo que se conoce como hipoxia corneal. Se hablara mas adelante al res-
pecto, pero es necesario tener presente esta idea por ahora. En una coérnea saludable se estima
que aproximadamente el 85% de la descomposicion de la glucosa en la cérnea se produce a
través de la glucolisis anaerébica, el resto es producida mediante una reaccion aerdbica [23].
Ahora bien, durante la hipoxia, la descomposicion de la glucosa da como resultado mas acido
lactico y la glucolisis aerobica disminuye, lo que puede generar un exceso de acido conocido
como acidosis. Ademéas de esto, la fraccion creciente de glucolisis debido a la reaccion 2.2 se
deriva de la observacion de que la glucolisis anaerobica es capaz de suministrar hasta el 35 % del

total de ATP requerido en la cornea en lugar del 25 % cuando no hay hipoxia presente |22, 11].

2.4. Hipoxia corneal

La hipoxia consiste en el déficit de oxigeno en el tejido y ocurre comtinmente cuando se hace
uso de lentes de contacto. La falta de oxigeno y los efectos que trae consigo en la coérnea ya han
sido muy estudiados en las dltimas décadas y no cabe duda de que es una problematica real
que no debe tomarse a la ligera. Se ha demostrado incluso que la hipoxia en la pelicula lagrimal
causa una reduccion de pH en el estroma, lo que puede resultar en alteraciones en la fisiologia y
morfologia corneal |11, 24|, ademaés, dado que casi todas las lentes de contacto impiden el flujo
de oxigeno a la cérnea, el edema estromal es un fenémeno frecuente.

Otra situacion similar a la hipoxia que se puede presentar en la cornea es la anoxia, la cual es la
exposicion a un gas sin contenido de oxigeno. Se han simulado experimentalmente entornos en
condiciones de anoxia en la cornea, donde es suministrado inicamente nitrégeno para estudiar
su comportamiento [25], sin embargo es muy complicado que se presente de manera natural en
los seres vivos.

Al estar en condiciones hipdxicas, la cornea enfrenta un aumento en la produccion de lactato
epitelial, causando edemas en el estroma y en el epitelio. Se mencionaran a continuacioén algunas

de las enfermedades mas comunes provocadas por la hipoxia corneal |26, 27]:

= Reduccion en la tasa metabolica epitelial
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Ademas del agotamiento de glucdgeno en el epitelio, esto puede causar una disminucién
de la tasa mitotica, lo que provoca desordenes en el grosor epitelial, una reducciéon en el

flujo de oxigeno, microquistes epiteliales y un aumento en la fragilidad del epitelio.

» Acumulacion de lactato en el estroma

De aqui pueden surgir dos situaciones:

1. Edema estromal. Provoca un ensanchamiento y distorsion en la cérnea debido a un
incremento en la curvatura en el centro en el que puede presentarse astigmatismo,

ademas de estrias corneales y pliegues estromales.

2. Acidosis estromal. Causa edema endotelial y un incremento en la variacion del ta-

mano de las células conocido como polimegatismo endotelial.
= Otros efectos hipoxicos

1. Hipoestesia corneal. Aumento en la sensibilidad de la cornea a estimulos tactiles.
2. Vascularizacion, ya sea superficial o dentro del estroma.

3. Adelgazamiento estromal.

4. Enrojecimiento limbal.

5. Aumento de la miopia.

Se considera que el mejor indicador clinico de hipoxia corneal son los microquistes epiteliales
[28], los cuales son pequenos, de forma irregular y se encuentran cominmente en la periferia
de la coérnea, sin embargo, existe el grave problema de que estos pacientes por lo general son
asintomaticos, lo que puede sumar importancia a este trabajo.

La presion de oxigeno minima para evitar hipoxia en la cornea debe estar entre los 11.4 y los 19
mmHg y cuando los ojos estan cerrados presentan una presion parcial de oxigeno de 55 mmHg
[3]. Un dato interesante es que, la extension de la hinchazon del estroma es mayor en condiciones
de ojo cerrado [23], ya que evidentemente se limita el paso de oxigeno desde la atmosfera, por

lo que incluso sin el uso de lentes de contacto la cornea se puede hinchar durante el sueno.
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2.5. Mediciones de oxigeno en la cérnea

Para finalizar este capitulo, se mencionardn brevemente algunas de las técnicas que se han
usado para medir de forma experimental el consumo y tensién de oxigeno en la cérnea.
Desde la segunda mitad del siglo XX las mediciones experimentales aplicadas a la cornea se han
realizado en novillos y conejos principalmente. Hedbys y Dohlman [6] fueron los primeros en
utilizar un electromanémetro con ayuda de un transductor de capacitancia para medir la hin-
chazon en diversas corneas. Para el caso de la experimentacion en corneas humanas, se realizan
técnicas no invasivas |24, 29|, lo que permite que las personas estén conscientes. La poblacion
tomada esta ubicada entre los 21 y los 28 anos y no deben presentar ningiin tipo de enfermedad
corneal. En el caso de Polse y Mandell [3| fueron utilizados googles para mantener niveles bajos
de presion parcial de oxigeno y calcular el rango minimo para evitar edemas corneales. Por otro
lado, Freeman [4] utiliz6 una técnica micropolarografica para determinar ahora si el consumo
de oxigeno en las capas corneales de conejos, arrojando por primera vez resultados que dicen
que el endotelio, el epitelio y el estroma utilizan el 21, 40 y 39 % respectivamente, del consumo
total de oxigeno de la cornea, informacion que puede contribuir fuertemente a los resultados de
un modelo matematico que no contemple a la cérnea como homogénea. Anios después Weissman
[30], utilizando los datos experimentales que se tenian, estim6 matematicamente mediante una
regresion lineal que a una tension de oxigeno fija después de un determinado periodo de tiempo,
el consumo de oxigeno en la cornea es de 4.85 mL Oy /mL/s.
Una de las técnicas mas populares para determinar la tensiéon de oxigeno en la cornea es la que
hace uso de fosforescencia, en la cual es suministrado en el tejido un tinte a base de porfina que,
al reaccionar con el oxigeno proveniente de la atmodsfera emite una senal, en donde dependiendo
de la intensidad de la fosforescencia se obtiene la tension de oxigeno [31]. Las mediciones basa-
das en fosforescencia permiten la evaluacion directa, sensible y no invasiva de la disponibilidad
de oxigeno debajo de una lente de contacto.
Por otro lado Gonzales y Compan [20], determinaron la tension de oxigeno en la interfaz lente-
cornea en condiciones de ojo abierto y cerrado usando un método polarogréafico, que ademas
permite evaluar el entorno fisiologico al usar la lente.
A pesar de que las técnicas anteriormente mencionadas son las mas utilizadas para el estudio

de la coérnea, existen otras como la biomicroscopia con ldmpara de hendidura, microscopia espe-
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cular, paquimetria de ultrasonido, microscopia confocal, biomicroscopia de ultrasonido digital
de muy alta frecuencia, tomografia de coherencia 6ptica, imagenes de Scheimpflug, entre otras
[17]. Ademaés, en los ultimos anos han surgido dispositivos para medir muchos otros parametros
de la cornea como la forma, potencia, histéresis corneal y morfologia de células endoteliales.

Atn con todas las técnicas que existen y los resultados reportados hasta ahora por diversos
autores en materia de transporte de oxigeno corneal, falta mucho mas para lograr modelar de

manera completa este fendémeno, es por ello que este trabajo es de alta importancia.
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En el capitulo anterior ya se habld bastante de los riegos de hacer uso de lentes de contacto
de baja permeabilidad, sin embargo, la alteracion en la fisiologia de la cornea puede llegar a
afectar no solo a la cornea, sino extenderse a lo largo del ojo y enfrentar complicaciones que
pueden llegar a ser dificiles de tratar. Es por eso que este capitulo esta dedicado a resaltar,
aunque sea de forma breve, el impacto de los lentes de contacto sobre la cornea.
Gran parte de las investigaciones que se han hecho desde la segunda mitad del siglo pasado
acerca de la cornea incluyen el uso de lentes de contacto, los cuales fueron introducidos en las
décadas de 1970 y 1980 [27], y debido a que el uso de este producto va en aumento, su industria
se ha enfocado en mejorar la calidad de las lentes, las cuales suponen un riesgo en la salud de
la cornea ya que limitan de forma parcial la cantidad de oxigeno que penetra en el tejido.
Los lentes de contacto son usados principalmente para sustituir a los anteojos convencionales,
lo que proporciona al usuario una segunda opcién para tratar la miopia o astigmatismo, sin
contar que algunas otras personas lo usan por estética o comodidad [32].
En los lentes de contacto, la permeabilidad al oxigeno Dk medida en Barrers, es un parametro
muy importante que indica la capacidad para que un gas se difunda a través de un material
y llegue al ojo [33, 34], sin embargo, la forma en la que se representa cominmente cuando se
trabaja con lentes de contacto es Dk/t, donde t hace referencia a grosor, en inglés "thickness",
y se le denomina transmisibilidad de oxigeno. Esto quiere decir que entre mayor sea el grosor
de una lente de contacto menor serd su permeabilidad a los gases, lo cual tiene total sentido.
Existen diversas formas de medir la permeabilidad de una lente de contacto, las cuales van
desde las ya mencionadas técnicas de fosforescencia hasta los métodos polarograficos [20], los
cuales también son capaces de otorgar valiosa informacion sobre pardmetros fisioldgicos en la
cérnea al portar los lentes. Ahora bien, ya que el grosor en la mayoria de los lentes de contacto
es variable a lo largo de la superficie, se usa un espesor t promedio, lo que le facilita al proveedor
otorgar las especificaciones cuando el cliente adquiera el producto.
Los trabajos en los que se ha estudiado el uso de lentes de contacto tanto en humanos como en
conejos [31] han demostrado que no es de gran importancia el tipo de lentes o el horario de uso,
sino mas bien la transmisibilidad del oxigeno Dk/t, ya que en los tltimos afios se ha demostrado
que los lentes de contacto de hidrogel de silicona de alta permeabilidad son mejores que los de
baja permeabilidad [28] debido a que el ojo muestra una mejor respuesta fisiologica durante

su uso. Es por esta razon que la industria encargada de la fabricacion de lentes de contacto
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ha trabajado en mejorar la calidad de sus productos, ya que la permeabilidad al oxigeno es un
parametro que estan obligados a mostrar en el empaque y la ficha técnica de cada lente.

Aun en condiciones de ojo abierto, que es cuando més oxigeno puede consumirse, el uso de
lentes de contacto de baja permeabilidad causa una significativa hinchazon en la cérnea, misma
que ya se ha podido calcular con principios biofisico-quimicos [23].

Se ha calculado que es necesario un valor de 125 x 107% (cm mL O,) /(s mL mmHg) para evitar
la anoxia estromal durante condiciones de ojo cerrado, asi como un Dk/t de 87 x 1072 (cm mL
Oy)/(s mL mmHg) para evitar anoxia en el epitelio [27, 35]. Similarmente a lo anterior, Del
Castillo et al. [9] demostré que es necesaria una tension de oxigeno superior a 90 mmHg para
evitar hipoxia en la cornea, informacién que debe tomarse en cuenta mas adelante.

Ahora bien, es necesario hablar del impacto que tendran los lentes de contacto a la hora de
resolver el modelo de transporte de oxigeno con cada perfil de consumo, lo que se vera reflejado
principal y tinicamente en las condiciones de contorno, ya que como se ha estado mencionando,
los lentes de contacto limitan el paso de oxigeno desde la atmosfera a la cornea, por lo que
la presion parcial de oxigeno que logre penetrar en el tejido sera directamente proporcional a
la permeabilidad que tenga el lente empleado. Es por ello que en este trabajo se obtendran
resultados simulando el uso de un lente de contacto, simulacién que puede generalizarse para
cualquier lente de contacto con s6lo variar las condiciones de frontera. Estas condiciones de
frontera indicaran que si la presion parcial de oxigeno que llega a la cornea sin lentes de contacto
es de p., haciendo uso de lentes se tendria que la presion parcial de oxigeno total es estrictamente
menor que pe.

Para terminar, es necesario mencionar que los tinicos datos experimentales con los que se cuenta
haciendo uso de lentes de contacto, son los equivalentes al caso transitorio unidimensional, caso
en el que fue posible realizar mediciones del consumo de oxigeno en coérneas humanas por
medio de técnicas no invasivas [29], lo que no ha sido posible para un caso transitorio que
describa el transporte de oxigeno a lo largo de la distancia perpendicular corneal ni para un
caso bidimensional, por lo que nuevamente, la contribuciéon de este trabajo es importante en el

estudio que contempla a la cornea.
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Antes de proceder con la formulaciéon del modelo matematico a emplear es necesario dejar
en claro al lector el significado de las variables y dimensiones que se utilizaréan.
Hasta ahora se ha hablado de la permeabilidad y transmisibilidad de un gas en un material,
indicados con Dk y Dk/t respectivamente, donde en ambos casos la D indica el coeficiente de
difusion, el cual tiene unidades de cm?/s, que representa la cantidad de oxigeno que pasa por
unidad de area por cada segundo. Por otro lado, k representa el coeficiente de solubilidad del
gas en el tejido, medido en mL/cm?® - mmHg, indicando los mililitros de oxigeno disueltos en
un centimetro ciibico ya sea a una atmosfera o a 760 mmHg de presion.
Al unir ambos coeficientes se obtiene la permeabilidad Dk, la cual tiene unidades no pertene-
cientes al SI llamadas Barrers, que son utilizadas cuando se trabaja con lentes de contacto. Con
lo previo, se tiene que un Barrer tiene unidades de 107 ¢m - mL/cm? - s - mmHg.
En este trabajo se hablaré constantemente del consumo de oxigeno en la coérnea, el cual sera
representado con la letra () acompanado de un subindice ¢, haciendo referencia a que incluye
solo al oxigeno que se consume dentro de la cérnea y no en el lente de contacto. El consumo
de oxigeno en la cornea Q. tiene unidades de mL/cm? - s, indicando los mililitros de gas que
pasan por centimetro ctibico por unidad de tiempo.
Una vez conociendo los parametros de transmisibilidad, permeabilidad y consumo de oxigeno
se puede proceder con la formulacién de las ecuaciones que componen al modelo matemético

de este trabajo.

4.1. Primera y Segunda Ley de Fick

El médico y fisiologo aleman Adolf E. Fick (1829-1901) derivé en 1855 dos importantes leyes
sobre difusion y 6smosis de gases en membranas semipermeables, leyes de caracter cuantitativo
y escritas en forma diferencial.

Para este trabajo, debe entenderse a la difusiéon como el proceso de migracién por medio de
un movimiento de empuje aleatorio a través de un fluido. Si en el fluido hay un gradiente de
concentracion inicial, una solucion puede tener una alta concentraciéon de soluto en una region,

y la velocidad a la que las moléculas se dispersan resulta ser proporcional al gradiente de
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concentracion, por lo que se puede escribir:
Tasa de difusion o gradiente de concentracion

Ahora, para poder representar de manera matematica a esta relacion se introducira al flujo,
J, siendo el nimero de particulas que pasan a través de un objeto en un intervalo de tiempo,

dividido por el drea de la membrana y la duracion del intervalo:

Numero de particulas que pasan por la membrana

area de la membrana x intervalo de tiempo

Por lo que se tiene:

J = —D x gradiente de concentracion (4.1)

Siendo D el ya mencionado coeficiente de difusiéon y obteniendo con esta expresion a la primera
ley de Fick [36]. El signo negativo en la expresion quiere decir que si el gradiente de concen-
tracion es negativo entonces el flujo es positivo, ya que la direccion de la tasa de cambio del
gradiente de concentracion iria de izquierda a derecha.

La ecuacién de difusion es una de las ecuaciones mas importantes en la quimica y fisica de los
fluidos, ya que permite predecir la velocidad a la que cambia la concentraciéon de un soluto en
una solucion no uniforme [37]. Esta ecuacion se refiere a que en las zonas de alta concentracion el

soluto tiende a dispersarse, lo que nos lleva a la segunda ley de Fick, descrita verbalmente como:

Tasa de cambio de concentracién
en una region

) = D x (curvatura de la concentracion en la region)

Al ver a la curvatura como una medida de la variaciéon de la concentracion, se tiene que la

ecuacion de difusion es: ,

o _ 0% us
Donde ¢ es la concentracion del gas difundiéndose en el material, ¢ es el tiempo y z es la
distancia a lo largo del material.

Esta ecuacion también muestra que no existe un cambio neto en la concentracion en la region si

la concentracion del gas es uniforme, lo que querria decir que la velocidad de entrada a través de
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una pared del material es igual a la de salida de la pared opuesta. Es necesario que la pendiente

de la concentraciéon varie para que haya un cambio de la misma.

4.2. Ley de Henry

En el ano 1803, el quimico inglés William Henry (1775-1836) formul6 una ley muy impor-
tante en el ambito termodinamico que junto con las leyes de Fick dan apoyo a la creacion del
modelo de este trabajo, dicha ley enuncia que la cantidad de gas disuelto en un fluido es directa-
mente proporcional a la presion parcial otorgada por el gas sobre el fluido, todo a temperatura

constante. Mateméticamente la ley de Henry se escribe de la forma:
c=k-p (4.3)

Siendo ¢ la concentracion del gas medida en mL/cm?, p la presion del gas en mmHg y k la
constante de Henry o de solubilidad en mL/cm?® - mmHg, la cual depende del gas y de la
temperatura. Esta ley es importante porque en la atmosfera se encuentran presentes no sélo
oxigeno, sino otros gases como el nitrégeno, diéxido de carbono, entre otros. Por lo que con
esta ley se considera solo la presion parcial por parte del oxigeno sobre toda la composicion
del aire atmosférico. Ahora bien, al suponer a la cérnea como un medio homogéneo y con una
temperatura constante, es posible tomar a la ecuaciéon 4.3 de la ley de Henry y sustituirla con

la ecuacion 4.2 correspondiente a la segunda ley de Fick, para asi obtener:
k— = Dk— (4.4)

Con lo anterior ya se tiene modelada la difusién por parte del oxigeno a lo largo de la cérnea,
sin embargo hay que recordar que la cérnea consume oxigeno para llevar a cabo su metabolismo
adecuadamente, es por esto que es necesario agregar un término de consumo a la ecuacion 4.4,
de tal modo que:

ap *p
T_pril . (4.5)

En donde el signo negativo de (). se debe a que se esta consumiendo el oxigeno que entra para

alimentar a las células corneales.
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Finalmente, dividiendo 4.5 entre Dk y escribiendo a la tensién de oxigeno p como una funcién

que depende de la distancia y el tiempo, se llega a:

Poet) Q. 10p1)
0x? Dk D Ot

(4.6)

Con lo cual se tiene al modelo general unidimensional de difusiéon de oxigeno de este trabajo,
donde Q). varia dependiendo el perfil de consumo que se utilice. Este perfil de consumo estara

basado en los tres modelos que se presentan en el siguiente capitulo.
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En este capitulo se hablara sobre los tres modelos de consumo de oxigeno que se utilizaran
en este trabajo con el fin de analizar y comparar los resultados que se obtengan con cada uno de
ellos en capitulos posteriores. A pesar de que son modelos de consumo, en este trabajo se hace
referencia a estos como "perfiles"de consumo, ya que definen en gran medida el comportamiento
de todo el modelo de transporte de oxigeno a lo largo de esta tesis.

A manera de ejemplo, se presentaran en la Tabla 5.1 algunos de los perfiles de consumo de

oxigeno aplicados en la cornea que se han utilizado en las ultimas décadas [38]:

Modelo de Consumo

) Expresion Matemaética Descripcion
de Oxigeno

El consumo permanece constante
Constante Q(PO) =k independientemente de la concen-
tracion del oxigeno.

Se asume un consumo de oxigeno
cero cuando la concentracion de
oxigeno local es cero.

La tasa de consumo de oxigeno
Funciéon proporcional | @ = m - PO es directamente proporcional a la
presion parcial de oxigeno.

La tasa de consumo de oxigeno
es cero cuando la concentracion

Funcién a pasos

. ) . de oxigeno local es cero y conver-
Funcion sigmoidea Q= % & Y
l4e— T3 — ge hacia una constante cuando la

tension local de oxigeno es mayor
que algun valor critico [29].

Tabla 5.1: Algunos modelos de consumo de oxigeno utilizados en las tltimas décadas. PO indica
la presion parcial de oxigeno.

5.1. Modelo de Monod

El primer perfil de consumo aplicado al modelo de difusiéon de la ecuacion 4.6 es el modelo
basado en la cinética de Michaelis-Menten, comtnmente conocido como modelo de Monod. Este
modelo se usa ampliamente en sistemas biol6gicos por su gran utilidad, y para el caso de la
cornea, es empleado para cuantificar el antes mencionado metabolismo aerébico. La expresion

matematica del modelo relaciona al consumo de oxigeno directamente con la tensiéon de oxigeno
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a lo largo de la cornea, de tal modo que:

Qpelx)) = %(:+—]j’(()) (5.1

Donde p.(z) es la tension de oxigeno a lo largo de la cornea, Qcmqa. representa la tasa de
consumo de oxigeno maximo corneal, parametro que toma un valor de 1.2 x 10™* mLgy/cm?s,
obtenido gracias a los experimentos realizados por Chhabra et al. [22], al igual que la constante
de equilibrio de disociacién de Monod K,,, con un valor de 2.2 mmHg. De este modelo se pueden
observar tres cosas: la primera es que a baja presion parcial de oxigeno la actividad metabdlica
se reduce. La segunda es que a una presion igual a 0, el consumo de oxigeno es inexistente; y
la tercera es que por més que la presion de oxigeno sea elevada, el consumo en la cérnea no
sobrepasara al consumo maximo.

El rango de tension de oxigeno sobre el que se trabajara este y los modelos subsecuentes va
desde una tension de oxigeno igual a cero, hasta una tension de 155 mmHg (ver Apéndice 9.1).

Dicho lo anterior el modelo de Monod se ve graficamente como':

0.00012F

. 0.00010 —

0.00008

0.00006 -

0.00004 +

0.00002

Consumo de oxigeno (mL of O em™ s

0.00000 - E

0 a0 100 150
Presion parcial de oxigeno (mmHg)

Figura 5.1: Representacion grafica del modelo de Monod.

!Tanto esta como las siguientes tres figuras fueron obtenidas con el software de Mathematica.
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5.2. Modelo de Larrea

Larrea [10] propuso un modelo que describe la tendencia del consumo de oxigeno a aumentar
lentamente a medida que aumenta la presion en la cornea p. En este modelo se asume que el
consumo de oxigeno depende tnicamente de la presion parcial de oxigeno, dando la siguiente

expresion para describir el segundo perfil de consumo de oxigeno:

Q" pe(x) - (a+p)
Qpelz)) = =5 (a+ pe(z))

(5.2)

Donde Q* es el consumo de oxigeno en el estroma, el cual toma en todo momento un valor de
5.75 x 107° mL Oy/cm?3s que a su vez se encuentra a una tension de oxigeno p* de 155 mmHg
y a es una constante que determina la forma de Q* contra p(z) igual a 20 mmHg, todo esto de
acuerdo a los experimentos realizados por Fatt [1, 2|.

Graficando al modelo de Larrea de 0 a 155 mmHg se obtiene la siguiente figura:

0.00006 F

— 0.00005F

0.00004 | B

0.00003 |

0.00002 e

Consumo de oxigeno (mLof O, cm™ s

0.00001 |

0.00000 B

o 50 T 100 150
Presian parcial de oxigeno (mmHg)

Figura 5.2: Representacion grafica del modelo de Larrea.
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5.3. Modelo Extendido

El tercer y tltimo perfil de consumo que se estudiara en este trabajo y para el modelo de
transporte, es similar al modelo de Monod. En este modelo ademas de que no es utilizada la
misma constante de Monod K,,, es incluido un pardmetro que multiplica a la presiéon parcial
de oxigeno en la cérnea y que en conjunto es sumado al cociente ya existente que incluye
al consumo de oxigeno maximo Q). qz, € por esta razoén que a este perfil de consumo se le
conocera como modelo Extendido, el cual tiene la siguiente expresion matematica:

o Qc,maz : pc(‘r)

Qpe(z)) = bt o) + ks - pe(x) (5.3)

Donde )¢ maqs representa, igual que en el modelo de Monod, el consumo de oxigeno méximo
en la cornea con un valor de 1.2 x 107* mL O, /cm?®s, ky es el primer parametro de ajuste con
un valor de 13.33 mmHg y ky es el segundo parametro de ajuste con un valor de 0.1 x 10~
mL/cm3s - mmHg que multiplica a la presién parcial de oxigeno en la cornea.

Como puede verse, el modelo extendido tiene la ventaja aparente de poder modificar los para-
metros ki y ko con el fin de manipular mas facilmente la forma de la grafica de consumo y con
esto acercarse més a los datos experimentales, lo que conduciria a un modelo de consumo mas

completo y versatil. La grafica correspondiente a este modelo es la presentada en la figura 5.3:

—

0.00012 |
0.00010 | -
0.00008 |
0.00006 |
0.00004 |

0.00002 |

Consumo de oxigeno (mL of O, em™ 57!

0.00000 | .
0 50 100 150
Presién parcial de oxigeno (mmHg)

Figura 5.3: Representacion grafica del modelo extendido.
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Es posible ver que, a diferencia del modelo de Monod, en el modelo extendido no se converge
a un consumo maximo al sobrepasar los 155 mmHg, sin embargo, no es necesario preocuparse
por ello, ya que en el dia a dia el ojo humano no se expone a presiones parciales de oxigeno que
estén muy por arriba de los 155 mmHg, serfan necesarias condiciones controladas y totalmente
especificas que estan fuera del alcance de este trabajo. A pesar de lo anterior, en la grafica de
la Figura 5.3 correspondiente al modelo extendido se llega al consumo maximo (¢ mq, & una
presion parcial de oxigeno en condiciones de ojo abierto de 155 mmHg, caracteristica que es
importante por lo ya mencionado anteriormente.

Otra caracteristica del modelo extendido es que, a diferencia del modelo de Monod y similar
al modelo de Larrea, la saturacion de oxigeno no se presenta de manera tan apresurada, para
apreciar esta caracteristica de forma mas clara, en la Figura 5.4 se presentan los tres modelos

de consumo juntos.

0.00012

. 0.00010 -

0.00008 -

0.00006 — Monod

R Larrea
0.00004 ]

— Extendido

0.00002 |

Consumo de oxigeno (mL of O3 cm™ s

0.00000 - 5

0 50 100 150
Presion parcial de oxigeno (mmHg)

Figura 5.4: Representacion grafica de los tres perfiles de consumo.
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6.1. Caso estacionario unidimensional

Como el nombre lo indica, en este capitulo se solucionaré especificamente el caso estacionario
del modelo de transporte de oxigeno, solucién aplicada a cada uno de los tres perfiles de consumo
de oxigeno (modelo de Monod, modelo de Larrea y modelo extendido) haciendo uso del modelo

de transporte de oxigeno correspondiente a la ya descrita ecuacion

Ipe(z,t)  Q 1 Ope(x, )

92 Dk D 0t
Cuando se habla del caso estacionario en una ecuacion diferencial parcial que incluye al tiempo
como variable independiente, como lo es en este caso nuestro modelo de transporte de oxigeno,
no es considerado un cambio a lo largo del tiempo a la hora de solucionar el problema. Dicho de
otro modo, es como si se tomara una fotografia a la cornea y se observara como esta difundido el
oxigeno a lo largo de la misma en ese instante, por lo que la derivada parcial respecto al tiempo
se iguala a cero, y se tiene que la ecuacion diferencial por resolver para el caso unidimensional

es la siguiente:
Pple) _ Q
Ox? Dk

(6.1)

Siendo claramente @ el perfil de consumo y p. la tensién de oxigeno en la cornea, la cual es una
funcion que depende unicamente de la distancia perpendicular corneal. Ahora bien, para poder
obtener una solucién a la ecuacién 6.1 son necesarias condiciones de contorno de Dirichlet, de
las cuales se hablara a continuacion:

La primera condiciéon de contorno a considerar es la presion parcial de oxigeno proveniente de
la atmosfera, la cual fue mencionada en el capitulo anterior y toma un valor de 155 mmHg en
todo momento.

La segunda condicién de contorno necesaria es la que origina el humor acuoso mencionado en
el capitulo 2, el cual debido a su composicion acuosa proporciona oxigeno a la cérnea desde la
camara anterior con una magnitud igual a 24 mmHg, por lo que las condiciones de contorno

deben ser escritas como:

pe(r = 0) = 24 mmHg; p.(r = x.) = 155 mmHg (6.2)
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Donde z. hace referencia al grosor en el centro de la cornea, el cual fue un dato otorgado cuando
se hablo de la cornea anteriormente, con un valor de 535 pm.

Ahora bien, al usarse lentes de contacto, los cuales son colocados en la cornea y cubren al tejido
en su totalidad, existe una disminucién en la presiéon parcial de oxigeno que logra penetrar
desde la atmosfera a la cornea y por ende, modifican las condiciones de contorno, por lo que
antes de proceder a la solucién es necesario discutir al respecto.

A pesar de que existe una gran cantidad actualmente de lentes de contacto de diversos grosores
y permeabilidades variables, en este trabajo se trabajara tinicamente un caso, caso que puede
generalizarse para cualquier lente de contacto siempre que sea calculada la cantidad de presion
parcial de oxigeno que el lente deje pasar. En los datos experimentales provenientes de Bonanno
et al. [29] fueron utilizados diversos lentes de contacto, entre los cuales existe uno hecho de
silicona de hidrogel con una permeabilidad al oxigeno de 140 Barrers, el cual origina que la
presiéon parcial de oxigeno en la interfaz cornea-lente tenga un valor aproximado de p. = 90
mmHg, valor que serd usado dentro del modelo cambiando las condiciones de frontera, donde

al usar una lente de contacto dichas condiciones pasarédn a ser las siguientes:

pe(x = 0) = 24 mmHg; p.(r = z.) = 90 mmHg (6.3)

Que junto con las condiciones de 6.2 hacen posible proceder a las ecuaciones a resolver, pero
antes se mencionara rapidamente lo que ocurriria si para este punto se procediera a resolver el
modelo de transporte con un perfil de consumo de oxigeno () constante, esto es, que existiera
un mismo consumo de oxigeno en el interior de la cornea sin importar la tension de oxigeno
existente. Con lo anterior, al resolver la ecuaciéon 6.1 con las condiciones de contorno de 6.2
y un perfil de consumo constante, los resultados serfan similares a los mostrados en la Figura
6.1, donde tomando un consumo de @ = 1.2x107* mL/em? - s [7] existen presiones de oxigeno
negativas, lo que no tiene sentido fisico y por ende, no es realista proceder con un modelo asi.
Por otro lado, suponiendo que no hubiera una existencia de no linealidad debida al perfil de
consumo de oxigeno (), la manera de resolver el modelo serfa sencillamente aplicando la popular
técnica de resolucion de ecuaciones diferenciales parciales lineales conocida como separacion de
variables (ver Apéndice 9.2), sin embargo, al no ser el caso de este trabajo, no se mencionara

al respecto en este capitulo.
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Figura 6.1: Soluciéon al modelo de transporte estacionario para un consumo () constante.

Dicho lo anterior, es posible proceder con comodidad a la solucién unidimensional que este
capitulo demanda, para lo cual, se mostraran a continuaciéon las ecuaciones a resolver para
cada perfil de consumo, una vez hecho eso, seran resueltas numéricamente y se mostraran las
graficas juntas para poder comparar a los modelos de Monod y Larrea con el modelo Extendido
con y sin lentes de contacto.

Al incluir al modelo de Monod (Eq. 5.1) en la expresion matematica correspondiente al modelo

estacionario de transporte de oxigeno en la cornea (Eq. 6.1), se obtiene la siguiente expresion:

82]?0(1') . Qc,maa: ’ pc(‘r)
or? Dk(Km —|—pc($))

(6.4)

De manera anéloga, para el modelo de Larrea es necesario incluir el perfil de consumo de Larrea
(Eq. 5.2) en 6.1, por lo que la ecuacion a resolver es:
Ppe(x) _ (QF - pe(z) - (a+p*))

92~ D(p - (a+po(a)) (6:5)

Mientras que para el modelo Extendido, al introducir en 6.1 el perfil de consumo del modelo

extendido (Ec. 5.3), se llega a:

82]?(13) . Qc,mam ) pc@) + ks - pC(SC)
0x2  Dk(ky + pe(z)) Dk

(6.6)
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Donde los tres modelos comparten el mismo coeficiente de permeabilidad Dk, cabe mencionar
que dependiendo las condiciones del ojo y las caracteristicas del lente usado, esto puede cambiar,
pero, al ser la intenciéon comparar los tres perfiles de consumo, deben mantenerse igual.
Ahora bien, para la solucién unidimensional estacionaria del modelo de transporte con los tres
perfiles de consumo ya incorporados fue utilizado el software de Wolfram Mathematica, el cual
hace uso del método numérico de lineas’.

Al resolver el modelo de transporte de oxigeno estacionario con los ya incluidos perfiles de

consumo (Ec. 6.4, 6.5y 6.6) y haciendo uso de las condiciones de frontera sin lentes de contacto

(6.2) y con lentes de contacto (6.3) se obtiene el grafico correspondiente a la figura 6.2:

Tensién de oxigeno [mmHg]

150+ Sin lentes de contacto ,

100+ o’ Modelo de Monod
Con lentes de contagto
_ — Modelo de Larrea
— Modelo Extendido
— Limite hipéxico

50}

19.5 mmHg
0.0004 0.0005

0.0001 00002  0.0003 [m]

Figura 6.2: Solucién unidimensional estacionaria para los tres perfiles de consumo, con y sin
uso de lentes de contacto.

La grafica de la figura 6.2 nos permite comparar los dos modelos de consumo mas conocidos
(en lo que respecta al transporte de oxigeno en la cornea, esto es, Monod y Larrea) con el
estudiado en este trabajo (modelo Extendido), de donde es posible apreciar que la tension de
oxigeno tiene un comportamiento distinto a lo largo de la distancia perpendicular corneal para
los tres perfiles de consumo, pero las condiciones de contorno se satisfacen en todo momento.
Debe recordarse que en este modelo de transporte, a mayor presion de oxigeno, se consume una

mayor cantidad del mismo dentro del tejido sea cual sea el perfil de consumo @), por lo que es

!Técnica para resolver ecuaciones diferenciales parciales discretizando en todas menos una dimensién y luego
integrando el problema semidiscreto como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias [39, 40].
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necesario analizar el comportamiento que se tenga a lo largo de la cornea para los tres perfiles
de tal forma que puedan evitarse situaciones en las que existan regiones que estén por debajo
de un limite hipoxico (abajo de 19.75 mmHg [3]) que puedan originar formaciones de edemas
o hinchazones en la cornea.

Por otro lado, a pesar de que no existan datos experimentales en los que se conozca la tension
de oxigeno a lo largo de la distancia perpendicular corneal x. de forma estacionaria, en los
resultados de la figura 6.2 se pretende predecir el comportamiento que tendria en caso de
usarse lentes de contacto. Esto debido a que actualmente se carece de técnicas no invasivas
para determinar el consumo de oxigeno a lo largo de cada tejido dentro de la cérnea humana,

lo que suma importancia a este trabajo.

6.2. Caso estacionario bidimensional

Una vez resuelto el modelo de transporte con los tres perfiles de consumo para el caso
unidimensional, se procedera con el caso bidimensional, para el cual es necesario aclarar ciertos
puntos.

El primer punto, aunque parezca una trivialidad, es definir la vista bidimensional sobre la cual
se resolvera el modelo de transporte, ya que por la geometria de la cornea es posible tomar en

cuenta dos consideraciones, como puede verse a continuacion:?

(a) Vista frontal (b) Vista lateral

Figura 6.3: Vistas corneales para la solucion bidimensional.

2Las vistas de la Figura 6.3 fueron obtenidas gracias a la simulacién de una cérnea en un software CAD, la
cual posteriormente fue importada a Mathematica para manipularse.
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Si se decide tomar en cuenta la vista frontal (Fig. 6.3a), los resultados no otorgarian infor-

maciéon tutil ya que soélo se obtendria lo que pasa en una sola cara de la cornea, y como ya se
menciond en las condiciones de contorno, la presion parcial de oxigeno justo en el exterior de
la cornea tiene un valor constante ya que es la proveniente de la atmosfera, por lo que la vista
frontal queda descartada. Por otro lado, si es tomada la vista lateral (Fig. 6.3b), la presion
parcial de oxigeno no es la misma a lo largo de la cornea, todo lo contrario, esta ira variando
debido a que tanto el humor acuoso como la atmosfera son fuentes de oxigeno para la cornea,
por lo que al tomar esta vista se obtendrian resultados ttiles. Debe aclararse que esta vista
linicamente tiene la finalidad de dar a entender la vista lateral de la cérnea, pero la solucién
serd aplicada a una geometria rectangular, como se vera mas adelante.
Ahora bien, a pesar de que las vistas de la figura 6.3 no lo indiquen, se encontr6 que la escle-
rotica (ver Figura 2.1) nutre de oxigeno a la cornea desde las partes superior e inferior a una
presion parcial de 55 mmHg [38], presion proveniente del flujo sanguineo. Por lo que la figura
6.3b con las condiciones de frontera mencionadas se entendera de la siguiente forma:

Esclera ’
55 mmHg

Y [m]

Humor
acuoso Atmosfera

24 mmHg | CORNEA | 155 mmHg
=) <=

55 mmHg
Esclera

Figura 6.4: Condiciones de frontera para la soluciéon del modelo bidimensional.

X [m]

De este modo, ademés de las condiciones de frontera para el caso unidimensional, para el caso

bidimensional se anadiran las siguientes:

pe(r,y = 0) = 55 mmHg; pe(z,y = y.) = 55 mmHg (6.7)

Siendo . el didmetro de la cornea, igual a 12 mm.
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El segundo punto es la ecuacion diferencial a resolver, la cual claramente no sera la misma que
la ecuacion 6.1. Al ser un caso bidimensional es necesario agregar el cambio no sélo en z, sino
también en y, ademés de que al ser de momento un caso estacionario, no habra dependencia

del tiempo, por lo que la ecuacién diferencial parcial a resolver seré la siguiente:

Fnta)  Frlen O ”
Ox? 0y? Dk

Cabe mencionar que para el caso bidimensional es posible usar la misma permeabilidad Dk

debido a la consideracion de una composicion homogénea al interior de la cornea, lo que quiere

decir entre otras cosas que, no importa en qué direccion se difunda el gas dentro del material,

lo hara con las mismas restricciones.

Dicho lo anterior, al incluir a los tres perfiles de consumo dentro del modelo bidimensional

estacionario (Ec. 6.8), se tiene que las tres ecuaciones a resolver para cada perfil de consumo

son las siguientes:

) *pe(zy) | 0*pe(zy) _ QcmazPe(T,y)
Monod: 9 T T T Dh(Emtpe(my))
. 82pc($7y) 62pc($7y) _ Q*~pc(x,y)-(a+b*)
Larrea: 07 T 07— DR atpday)
3 . 62])0(1‘,?]) 82p0(x7y) _ Qc,maz'pC(mvy) k -pc(x,y)
EXtendldO. 022 + ayg - Dk(kl—f—pc(x,y)) + 2 Dk

Todos los pardmetros usados para el caso bidimensional como el consumo maximo corneal
Qc.maz, €l consumo de oxigeno estromal Q*, etcétera, son los mismos que para el caso unidi-
mensional, sin embargo, la representacion de las soluciones no es la misma, ya que en esta
ocasion en los graficos que se presentan a continuacion se muestra en el eje de las abscisas la
distancia perpendicular corneal, en el de las ordenadas el diametro de la cornea y con colo-
res acotados se indica la tension de oxigeno, por lo que haciendo uso de Mathematica [39], se

obtienen los graficos para el modelo de Monod, Larrea y Extendido.
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Figura 6.5: Representacion de la soluciéon bidimensional del modelo de transporte de oxigeno
con cada perfil de consumo acotada lateralmente en mmHg con una escala de colores.

A pesar de que el analisis de estos resultados no es tan sencillo como el del caso unidi-
mensional y no es posible comparar con datos experimentales ya que tampoco existen estudios
que demuestren el comportamiento difusivo del oxigeno en dos dimensiones, puede apreciarse
lo que ocurre con el cumplimiento de las condiciones de contorno, las cuales dan lugar a un
comportamiento particular en las regiones donde se encuentran los limites entre la cérnea y
la esclerética. Justo en esas regiones puede verse como al solucionarse numéricamente se hace
lo posible por cumplir con las condiciones de 6.2 y 6.7 simultaneamente, pero es dominante el
gradiente en la direcciéon normal a la cornea, por lo que podria decirse que la difusion lateral
proveniente del tejido esclerético es insignificante en comparacion con la debida al humor acuoso

y la atmosfera.
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Finalmente, en este capitulo sera resuelto el modelo de transporte de oxigeno para el caso no
estacionario, caso en el que la derivada parcial respecto al tiempo no es retirada y es tomada en
cuenta a la hora de solucionar el modelo de transporte con cada perfil de consumo. A diferencia
del caso estacionario, existen datos experimentales para el caso unidimensional transitorio,
pero para el bidimensional no, por lo que seré posible hacer comparaciones al tener la solucién

numérica cuando sea contemplada una sola dimension.

7.1. Caso transitorio unidimensional

Antes de pasar a las ecuaciones que modelan el caso transitorio del modelo de transporte de
oxigeno correspondiente a este trabajo, seran mencionadas algunas consideraciones necesarias
para entender como proceder a la solucién de las ecuaciones pertenecientes al modelo. Para
ello, es necesario aclarar puntos importantes para poder incluir una condicién inicial que no
habia sido usada hasta ahora debido a que tinicamente se ha trabajado el caso estacionario, ya
que al pasar al caso transitorio debe existir al menos una condicién inicial que indique el valor
de la presion parcial de oxigeno a un tiempo inicial ¢ = 0. Para esto, es necesario saber como
fueron obtenidos los datos experimentales con los que se pretenden comparar los resultados de
este trabajo.

La experimentaciéon para obtener la presiéon parcial de oxigeno Fp, a lo largo de un tiempo
t realizada por Bonanno et al. [29], consiste en cerrar los ojos por cinco minutos para que
posteriormente, al momento de abrirlos!, los valores de presién parcial de oxigeno sean obtenidos
con base en la intensidad de la fosforescencia de un colorante sensible al oxigeno.

Ahora bien, el modelo de este trabajo ha sido planteado para condiciones de ojo abierto, por
ende, lo que sucede en los cinco minutos en los que el ojo permanece cerrado no es de relevancia.
Lo anterior nos lleva a que podria tomarse el tiempo de origen ¢, como el instante en el que el
0jo es abierto, mismo instante en el que la presion parcial de oxigeno toma un valor aproximado
de 24.4 mmHg [29], lo que quiere decir que, la condicion inicial para proceder con la solucion

del caso transitorio podria escribirse de la siguiente manera:

p(z,t =t;) = 24.4 mmHg (7.1)

L Abrir los ojos en este trabajo hace referencia a la accién de levantar los parpados, no se considera una
trivialidad ya que se estd hablando de experimentacioén corneal en esta seccion.
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Usar la condicion inicial anterior no es incorrecto, sin embargo, gracias a que los calculos pueden
ser realizados por la computadora y por ende, no deberfan suponer un problema como hace
algunas décadas, la condicién inicial para el caso transitorio puede hacer uso de los valores ya

obtenidos al solucionar el caso estacionario para cada perfil de consumo, dicho de otro modo:
p(fﬂ,t = O) = Pest(x) (72)

Donde P, ; hace referencia a los valores numéricos de la solucién estacionaria a lo largo de la
distancia perpendicular corneal x.
Una vez descritas las condiciones iniciales y de frontera necesarias, se hace uso del modelo de

transporte de oxigeno correspondiente a la Ec. 4.6, el cual tiene la forma:

Ppa,t) Q. 10pa,)

Ox? Dk D Ot

En donde deben incluirse los perfiles de consumo (Ecuaciones 5.1, 5.2 y 5.3) en Q.. Al hacerlo

inicialmente con el perfil de consumo de Monod, se obtiene la expresion 7.3:

O%pe(w,y) 1 0p(x,t) _ Qemas - Pe(,Y)
D2 D ot DE(Kp + pe(,y))

(7.3)

Es necesario mencionar que tanto para este perfil de consumo como para los dos restantes
fueron utilizados las mismas constantes difusivas descritas en el capitulo 5, mismas que han
venido utilizandose hasta ahora. Ademaés, para la obtencion de las soluciones correspondientes
al caso transitorio, se hizo uso de la libreria FiPy en Python, donde es utilizado el método
por volimenes finitos (ver Apéndices 9.3 y 9.4.2) para resolver numéricamente las ecuaciones
diferenciales parciales.

Dicho esto, la soluciéon numérica para el perfil de consumo de Monod esta representada en la

figura 7.1.
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Figura 7.1: Soluciéon unidimensional del modelo de transporte de oxigeno para el perfil de
consumo de Monod.

Donde se tiene un coeficiente de correlacion de Pearson? de 0.88. Es necesario mencionar
que los resultados pueden variar dependiendo la permeabilidad del lente de contacto usado y las
condiciones de contorno, pero al contar s6lo con los datos experimentales del caso transitorio
unidimensional es necesario que no cambien los valores de los pardmetros compartidos por los
tres perfiles, como lo es la permeabilidad Dk.

Luego, para el modelo de Larrea la ecuacion diferencial parcial a resolver es:

Ppe(z,y) 1 0p(x,t) Q" -pe(z,y) - (a+10b")
Ox? D ot  Dk(p*-(a+pz,y))

(7.4)

Dando como resultado la soluciéon numérica de la figura 7.2. En la cual se obtiene un coeficiente
de correlacion de Pearson de 0.95, valor que esta claramente por encima del que se tiene al usar
el perfil de consumo de Monod. Hay que recordar que en este modelo no se usa la misma tasa
de consumo Q). 4, utilizada en el modelo de Monod y Extendido, sino que se emplea la tasa
de consumo estromal Q*.

Finalmente, la ecuacion parcial con el perfil de consumo Extendido integrado en el modelo de

transporte de oxigeno resulta ser:

a2pc(xa y) o iap(xvt) o Qc,max : pc(xa y) + k? : pc(if,y)

0x? D ot  Dk(k + pe(z,y)) Dk (7.5)

2Medida de correlacion lineal entre dos conjuntos de datos.
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Figura 7.2: Solucion unidimensional del modelo de transporte de oxigeno para el perfil de
consumo de Larrea.

Resolviendo la ecuacion 7.5 correspondiente al perfil de consumo Extendido se obtiene el grafico

siguiente:
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Figura 7.3: Soluciéon unidimensional del modelo de transporte de oxigeno para el perfil de
consumo Extendido.

De donde finalmente se obtiene un coeficiente de correlacion de Pearson igual a 0.93, valor
situado entre el resultante del modelo de Larrea y el modelo de Monod. Nuevamente debe
tenerse en cuenta que este modelo debido a su estructura puede manipularse de forma mas
versatil para adaptarse a las condiciones de contorno existentes, por lo que obtener un coeficiente

de correlacion asi de alto vuelve a este modelo una gran opcién para modelar el transporte de
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oxigeno en la cornea al usar lentes de contacto.

7.2. Caso transitorio bidimensional

Ahora que ya se cuenta con las soluciones unidimensionales y bidimensionales para el caso
estacionario y, con la solucién unidimensional para el caso transitorio, sélo restan las corres-
pondientes al caso bidimensional transitorio. Para ello, deben ser recordadas las condiciones
de contorno mencionadas para el caso estacionario bidimensional (Expresion 6.7), ya que son
aplicables para el caso transitorio, dichas condiciones describen el aporte de presiéon provenien-
te de la esclerotica, aporte que se da a lo largo de todo el tiempo y no sélo en un instante.
Finalmente, es necesaria una condicion inicial, la cual sera la descrita en la expresion 7.1, la
cual esté representada como:

p(z,t =t;) = 24.4 mmHg

Por lo que al tener ya las condiciones de contorno y la condicién inicial, se muestran a conti-
nuacion para cada perfil de consumo la ecuaciones diferenciales parciales concernientes al caso

transitorio bidimensional, empezando con el perfil de Monod:

(82pc(af,y,t) N 021%(56,3/,75)) 1 0pe(@,y,t)  Qemaz - pel(w, Y, 1)

ox? 0y? D ot - Dk(Ky + pe(z,y,t)) (78)

Luego, de forma analoga para el perfil de consumo de Larrea se tiene la siguiente expresion:

(82pc(x,y,t) N 82pc(w,y,t)) 1 0pe(z,y,t) Q- pe(z,y,t) - (a+b)

= 7.7
Ox? 0y? D ot Dk(p* - (a + pe(z,y,t)) (7.7)
Y finalmente, para el perfil de consumo Extendido, se llega a la siguiente ecuacion:
820 ) 7t 626 ) at 180 ) 7t c;max T Pe\dy 7t kg - c\4, at
( p(afy)jL p(xy))__p(wy)_Q, p(wy)+2p(wy) (7.8)

O0x? 0y? D ot "~ Dk(ky + pe(z,y,1)) Dk

Puede apreciarse en las tres expresiones que ya no solo existe un cambio en la variable inde-
pendiente z, sino que ahora esté presente un cambio en y, variable que representa la posicion
a lo largo del diametro de la cornea y que muestra un comportamiento de presion diferente al

que ocurre en .
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Al solucionar numéricamente las ecuaciones 7.6, 7.7 y 7.8 haciendo uso de Mathematica, es
posible obtener los resultados para cada tiempo ¢, por lo que para poder apreciar el compor-
tamiento de transporte de oxigeno se mostrarén los resultados de forma grafica a un tiempo
t =1syaun tiempo ¢t = 60 s, momento en el que se alcanza una saturaciéon de oxigeno en la
cornea y no cambia mas con el paso del tiempo. Es necesario tener en cuenta que la acotacion
marcada en la parte lateral de cada gréafico representa la tension de oxigeno, la cual va desde 0

mmHg hasta 155 mmHg.
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Figura 7.4: Distribucién bidimensional de presiones a un tiempo inicial y a un tiempo final para
el perfil de consumo de Monod acotada lateralmente en mmHg con una escala de colores.
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Figura 7.5: Distribucién bidimensional de presiones a un tiempo inicial y a un tiempo final para
el perfil de consumo de Larrea acotada lateralmente en mmHg con una escala de colores.
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Figura 7.6: Distribucién bidimensional de presiones a un tiempo inicial y a un tiempo final para
el perfil de consumo Extendido acotada lateralmente en mmHg con una escala de colores.

Al tener estos resultados puede verse que existe un comportamiento diferente para los tres
perfiles de consumo como era de esperarse, sin embargo, existe un punto importante que tienen
en comin, el cual es que a un tiempo ¢ = 1 s no se alcanzan a satisfacer las condiciones de
contorno en x = x., lo cual es totalmente l6gico, ya que como se mencion6 anteriormente al usar
la condicion inicial que viene de la experimentacion realizada por Bonanno et al. [29], la cornea
recién comienza a recibir el oxigeno desde la atmosfera, por lo que no es hasta un tiempo ¢ = 60
s que los valores de presion si satisfacen las condiciones de contorno para los tres perfiles. A
pesar de lo anterior, es necesario notar que en las regiones afectadas por la presion proveniente
de la esclerdtica, esto es, en y =0y y = 1.2 cm, los valores de tension de oxigeno si satisfacen
las condiciones de frontera, sin embargo no tienen un impacto tan fuerte en la difusiéon como lo
tienen las regiones laterales.

Es posible mencionar que, al suponer una composicion homogénea al interior de la cérnea, es-
tos resultados podrian generalizarse para un modelo tridimensional, donde lo tinico que deberia
realizarse es rotar cada grafico sobre un eje situado en y = y./2, lo que brindaria un grafico
cilindrico, sin embargo, como la cérnea no presenta dicha geometria no seria un modelo confia-
ble, pero si serfa un gran paso para el futuro en los estudios referentes al transporte de oxigeno

en la cornea.
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En este trabajo fue estudiada de forma general la fisiologia de la cérnea para poder poste-
riormente modelar el comportamiento difusivo de oxigeno en la coérnea, proponiendo un modelo
de consumo que no ha sido empleado hasta ahora, el modelo Extendido, el cual fue comparado
con dos de los modelos méas empleados para estudiar el consumo de oxigeno en la cornea, los
cuales son el de Monod y el de Larrea.

Al implementar los tres perfiles de consumo dentro de la ecuaciéon de difusion fueron explicadas
las consideraciones para plantear condiciones de frontera consistentes con la realidad, lo que
permitié posteriormente resolver numéricamente las ecuaciones que modelarian el transporte
de oxigeno en la cornea.

En este trabajo se logré presentar las soluciones correspondientes al caso estacionario del mode-
lo de transporte para una y dos dimensiones. Resultados que brindaron informacion relevante
del comportamiento de la presion a lo largo de una distancia perpendicular corneal, datos que
hasta la fecha no pueden obtenerse experimentalmente in-vivo en cérneas humanas.

Ademas de esto, fue resuelto el modelo de difusion para el tnico caso con datos experimentales,
el transitorio unidimensional; de donde se tuvo la oportunidad de compararlos con los resul-
tados obtenidos y asi poder analizar la fiabilidad de los modelos mismos, llegando a obtener
coeficientes de correlaciéon de Pearson igual o mayores a 0.88 para los tres perfiles de consumo.
Finalmente, se obtuvieron los resultados del modelo de transporte para el caso transitorio bi-
dimensional, el caso que podria considerarse més completo por brindar mas informacién de lo
que sucede ya no solo en el centro perpendicular corneal, como lo es con el caso unidimensional,
sino que fue posible obtener los valores de presion de oxigeno en cada punto de la cornea como
si se partiera al tejido transversalmente.

Es necesario mencionar que a pesar de que estos graficos no representen la geometria lateral
que presenta la cornea (ver Figura 6.3b), son de gran utilidad porque otorgan informacion a
lo largo y ancho de la cornea, que actualmente la experimentaciéon no tiene la posibilidad de
realizar debido a las limitantes tecnologicas. Ademés, la obtencién de estos resultados fueron
posible gracias a la suposicion de que la cornea tiene una composiciéon homogénea al interior de
la misma, ya que de lo contrario los resultados deberian ser distintos a los reportados en este
trabajo. Sin embargo, el modelo que implementa el perfil de consumo Extendido tiene la ventaja
de que debido a su versatilidad puede modificarse facilmente para acercarse mas a los datos

experimentales. No debe olvidarse que se utilizaron parametros reportados por la literatura, y
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que no necesariamente deben ser siempre los mismos, estos se veran modificados dependiendo
las condiciones de contorno que experimente cada cérnea y que el lente de contacto suponga en
la misma.

Este trabajo de tesis pretende ser de utilidad para futuros estudios que tengan la intencion de
crear un modelo bidimensional o tridimensional de transporte de oxigeno que contemple ade-
cuadamente la geometria espacial de la cornea, lo que permitiria tener una mayor comprension

del comportamiento difusivo dentro de la misma.
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9.1. Presion parcial de oxigeno usada como condicién de
contorno

La presion parcial py, de un gas J (real o perfecto), para cualquier tipo de gas en una

mezcla, esta definida como:

by =xjp

Donde p es la presion total atmosférica, siendo igual a 760 mmHg a nivel del mar y z; es la

fraccion molar del gas J en la mezcla [37], expresada como:

ny
rTjg—=— —
n

Siendo n la cantidad total de moléculas presentes en la mezcla de gases y n; la cantidad de
moléculas del gas de interés, en este caso el oxigeno. Afortunadamente desde hace décadas se
ha estudiado la composicién del aire en la atmosfera y es bien sabido que en la actualidad el
oxigeno tiene una composicion porcentual del 21 % a nivel del mar [41], por lo que z; es igual

a 0.21, lo que resulta en:
ps = xyp = (0.21)(760mmHg) = 159.6mmH g

En este trabajo es utilizada una tension de 155 mmHg debido a que fue la presiéon parcial de
oxigeno reportada al momento de realizar la experimentacion por Bonanno [29], al no estar al

nivel del mar es claro que la tensién debe ser menor a 159.6 mmHg.

9.2. Solucién analitica sin la existencia de la no linealidad

En esta seccion del apéndice se mostrara la solucion a la ecuacion de difusion en caso de
que no existiera una no linealidad en el modelo general debida al perfil de consumo ). Para
esto es posible hacer uso del conocido método de separaciéon de variables.

Antes de pasar al método se hara una breve descripcion del modelo matemético estudiado en
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una version simplificada, el cual estid basado en la ecuacion de difusion:

ou 0%*u

Donde u = u(x,t) es la funciéon que describe la concentracion del gas que se difunde a través de
un material de longitud L a lo largo de un tiempo ¢. Esta ecuaciéon también es conocida como
la ecuacion de calor, en donde la tnica diferencia esta en que « es la difusividad térmica y en
este trabajo es simplemente el coeficiente de difusion.

Para resolver esta ecuacion es necesario contar con las condiciones de contorno del fenémeno
estudiado, descritas a detalle en el capitulo 6, pero para los fines de este anexo se comenzara

con las siguientes condiciones de contorno para x =0y x = L:

Luego, la condicion inicial correspondiente a la distribucién inicial de concentracion en el ma-

terial puede se escrita como:

u(z,0) = f(z) 0<z<L

Con lo anterior se tendria un caso homogéneo, ya que los extremos del material presentan
valores nulos, méas adelante se vera el caso no homogéneo.

Ahora bien, haciendo uso del método de separacion de variables se supone una solucion u(z, t) =
X(z)-T(t), con lo que la Ec. 9.1 se vuelve un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias
con valores en la frontera, en donde posteriormente es posible usar métodos mas sencillos
que conducen a la obtencién de los correspondientes autovalores y autofunciones que llevan a

determinar la expresion de la soluciéon analitica como una serie de Fourier de la forma:

©° on2n2
u,t) =Y bue sin(%x} (9.2)
n=1

donde b,, ¥V n € N corresponde a los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcién

f(z), los cuales son obtenidos con la formula:

o L
b, = Z/o f(z)sin %xdm (9.3)
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Por otro lado, cuando las condiciones de contorno no son nulas y el problema por ende no es

homogéneo, i.e:

Se realiza el siguiente cambio de variables

w(z,t) = u(z,t) — [P() + %(Pl — PO)] (9.4)

Y una vez hecho esto es posible obtener una solucién para w(z,t) con ayuda de 9.2 y posterior-
mente implementando el cambio de variables de 9.4, con lo que de manera simple se llega a la
solucion analitica, u(z,t). En cuanto a la solucion numeérica son empleados diferentes métodos,

de los cuales se hablara en la siguiente seccion del anexo.

9.3. Meétodos numéricos empleados por FiPy

En esta seccion se hablara sobre los métodos numéricos empleados por FiPy, libreria de
Python utilizada para la obtencién de las soluciones unidimensionales en este trabajo.
FiPy [42] esta basado principalmente en el método por volimenes finitos, el cual es un proceso
de discretizacion, en donde el dominio de la solucién debe dividirse primero en celdas poliédri-
cas! conocidas como mallas. Una malla esta constituida por celdas, caras y vértices, tal como se
muestra en la figura 9.1. En este método las variables de interés se promedian y son representa-

das en las celdas o en los vértices de la malla. En el MVF el dominio de la solucién es dividido en

Figura 9.1: Constitucion de una malla. Imagen obtenida del Instituto Nacional de Estandares
y Tecnologia (NIST por sus siglas en inglés, National Institute of Standards and Technology).

'Figura cerrada, formada tinicamente por vértices no curvos.
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voltiimenes discretizados sobre los cuales mediante interpolaciones lineales o de orden superior,
las variables son aproximadas sobre volumenes de control, mismos que estan definidos por las
celdas. Esta técnica es popularmente empleada para resolver ecuaciones diferenciales parciales.
FiPy tiene la capacidad de resolver ecuaciones que incluyan cualquier combinacion de los si-

guientes términos:

d(po)
ot

+ V- (ig) = [V-(IiV)]"o+ 5, (9.5)
En donde ¢, @ y I" representan los coeficientes de los términos transitorio, convecciéon y difusion
respectivamente, los cuales pueden incluir funciones arbitrarias de cualquier variable del siste-
ma y ¢ representa la variable dependiente desconocida en la ecuacion. El término de difusion

representa cualquier término difusivo dependiendo el orden de n, para el caso de este trabajo

en donde es utilizada la primera ley de Fick, se emplea un exponente n = 1, i.e., V- (I'V)¢.

Ahora bien, el MVF puede usarse de dos formas: centrado en celdas o centrado en vértices,
en donde la diferencia entre estos es principalmente que el centrado en celdas aproxima el
valor promedio de la cara y utiliza los valores de las celdas adyacentes, proceso que es mas
eficiente que el centrado en vértices, el cual utiliza todos los valores de vértice de la celda donde
se encuentra la cara para calcular las interpolaciones, lo que requiere un ancho de banda de
matriz més grande.

En cuanto a la discretizacion de la Ec. 9.5 es necesario integrar sobre un volumen de control y
hacer aproximaciones para los flujos mediante sus limites. Primero, la discretizacion del volumen

[ (p¢)]

de control para la parte transitoria esta dada por:

(9.6)

9(p9) (ppdp — pE'OE" )V

dV ~
v ot At

Donde el valor V), es el tamano del volumen de control, ¢p representa el valor promedio de ¢

en un volumen de control centrado en un punto P y el superindice .*nt"se refiere al valor de

paso de tiempo anterior.

Para la discretizacion del término de conveccion es necesaria la integral:

/Vv - (Up)dV = /S(ﬁ W) GdS ~ Y (i) sy Ay (9.7)

f
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En donde es usado el teorema de divergencia? para transformar la integral sobre el volumen del
volumen de control en una integral sobre la superficie del volumen de control. La suma sobre las
caras de un volumen de control estd denotada por » Py Ay es el area de cada cara. El vector
7 es la normal de la cara del volumen de control centrada en un punto A. Ahora bien, cuando
se utiliza una aproximacion de primer orden, el valor de ¢; debe depender del valor medio en

la celda adyacente ¢4 y del valor medio en la celda de interés ¢ P, de tal modo que:

br = asp,+ (1 —ay)da

El factor de ponderacion oy estd determinado por el esquema de conveccion, lo cual se omitird
debido a que su definiciéon se sale demasiado del objetivo de esta seccion.

Por otro lado, la discretizaciéon para el término de difusién esta dada por:

/Vv ATV DAV = /SF(ﬁ VLS ~ T V{1 Ay (9.8)

f
La representacion {...} hace referencia a la aplicacion recursiva de la operacion especificada en
¢, dependiendo del orden del término de difusion. La estimacion para el flujo (77 - V{...})s) se

obtiene como:
{.Ja—{.}p

dap

(m-V{.})s) ~

Donde el valor de d4p es la distancia entre los centros celulares vecinos. Esta estimacion esta
basada en la ortogonalidad de la celda, y se vuelve menos precisa a medida que decrece la
ortogonalidad.

Finalmente, para el término de fuente Sy, descrito como un término que no puede escribirse

como ninguna de las tres formas anteriores, tiene una discretizacién dada por:
v

El incluir cualquier dependencia de Sy en ¢ aumenta la estabilidad de la solucién. La depen-

2Teorema que relaciona el flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada con la divergencia
del campo en el volumen delimitado por dicha superficie.
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dencia puede ser incluida solamente de forma lineal, por lo que la Ec. 9.9 se vuelve

Vp(So + S1¢p)

Donde Sy es el término fuente, el cual es independiente de ¢, y S; es el coeficiente de la fuente,
linealmente dependiente de ¢. En FiPy, un término fuente de la forma, por ejemplo, 2+ bsin 6,

se escribe como:
>>> 2 * kappa**2 + b * numerix.sin(theta)

Ahora, si se depende de la variable que debe resolverse, digamos 2x% + ¢sin 6, se escribe de la

forma:
>>> 2 * kappa**2 + ImplicitSourceTerm(coeff=sin(theta))

El objetivo de la discretizacion es reducir la ecuacién general a un conjunto de ecuaciones
lineales discretas que puedan ser resueltas para obtener el valor de la variable dependiente de
cada centro de los volimenes de control. Esto da como resultado un sistema lineal disperso
que requiere de un esquema iterativo eficiente para resolverse. Dichos esquemas iterativos estan
contenidos en solucionadores dentro de FiPy, los cuales son comunes, como lo son el método de
gradiente conjugado, descomposicion LU, entre otros.

Combinando las ecuaciones 9.6, 9.7, 9.8 y 9.9, la discretizacién completa para la Ec. 9.5, se

escribe para cada volumen de control como:

P PR Ayt + (1 —op)oa) = A P Vot 10

(9.10)
La ecuacion 9.10 se encuentra ahora como un conjunto de combinaciones lineales entre cada

valor de los voliimenes de control y sus valores vecinos, escrita como:

appp = Z aspa+bp
f

Siendo
an — PP Vp
P AL

+) (aa+ Fp) = Ve
f
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CLp:Df—(l—Ozf>Ff

ant

,OPVP(b P
ap =VpSy + ——F——

P PO At
Los coeficientes de las caras, Fy y D representan la fuerza convectiva y la conductancia difusiva

respectivamente, dadas por:

9.4. (Cobdigos para las soluciones numéricas en Mathemati-

ca 'y Python

9.4.1. Uso de Mathematica

El codigo presentado a continuacién escrito en Mathematica es el minimo requerido para
la obtencién de las soluciones bidimensionales presentadas en este trabajo, puede verse que fue
empleada la funcion NDSolve Value, la cual es la encargada de emplear el método numérico
de lineas. Puede verse que después de definir las constantes necesarias, se obtiene la solucion
numeérica y finalmente es visualizada para los tres perfiles de consumo, primero para el perfil

de Monod, luego para el de Larrea y al final para el Extendido.

(+ Constantes x)

coefDk = 1.85262%10" —16;
fpressure = 133.322;

xc = 0.000535;

yc = 0.012;

Qcmax = 4.48%10"° —5;

km = 2.2xfpressure;
Qstroma = 5.75%x10" —5;
Dkstroma = 8.62%x10~ —10;
coefP = 155;

consta = 20;
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kl = 13.33xfpressure;
k2 = 110~ —10;

(+ Perfil de Monod )
solMonodEst = NDSolveValue[{(1/coefD)«D[u[x, y, t]|, t] —

Laplacian|u[x, y, t|, {x, y}|] = —((Qemaxxu[x, y, t])/(coefDksx*(km
+ulx, v, t]))), {u[x, vy, 0] = 24xfpressure, ul0, y, t| =
24xfpressure , u[0.000535, y, t| = 156«fpressure, ulx, 0, t]| —

bk fpressure, ulx, 0.012, t| = b5xfpressure}}, u, {x, 0, 0.000535},

{y, 0, 0.012}, {t, 0, 60}];

ContourPlot [ solMonodEst [x, y, 60]/fpressure, {x, 0, 0.000535},
{y, 0, 0.012}, PlotLegends —> Automatic, FrameLabel —>
{"Distancia_perpendicular_corneal_|m|", "Longitud_corneal_|m]|"},

BaseStyle —> {FontSize —> 14, Bold}, ColorFunction —> "TemperatureMap" |

(+ Perfil de Larrea x)
solLarreaEst = NDSolveValue|[{(1/coefD)«D[uP|[x, y, t], t] —

Laplacian [uP[x, y, t]|, {x, yv}|] = —((QstromaxuP[x, y, t]|x(consta +
coefP))/(coefDkxcoefP (consta + uP[x, y, t]))), {uP[x, y, 0] =
24xfpressure, uP[0, y, t] = 24xfpressure, uP[0.000535, y, t] =
155« fpressure , uP[x, 0, t| = b5«fpressure, uP[x, 0.012, t]| —

55« fpressure}}, uP, {x, 0, 0.000535}, {y, 0, 0.012}, {t, 0, 60}];
ContourPlot [ solLarreaEst [x, y, 60]/fpressure, {x, 0, 0.000535},
{y, 0, 0.012}, PlotLegends —> Automatic, FrameLabel —>
{"Distancia_perpendicular_corneal_|m|", "Longitud_corneal_|m]|"},

BaseStyle —> {FontSize —> 14, Bold}, ColorFunction —> "TemperatureMap" |

(#+ Perfil Eztendido )
solExtendidoEst = NDSolveValue[{(1/coefD)«D[uE[x, v, t], t] —
Laplacian [uE[x, y, t]|, {x, y}|] = —((Qemax*uE[x, y, t])/(coefDkx*(kl +
uElx, v, t]))) + k2xuE[x, vy, t], {uE[x, y, 0] = 24xfpressure ,
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uE[0, vy, t| = 24xfpressure, uE[0.000535, y, t]| = 155«fpressure
uE[x, 0, t| = bbxfpressure, uE[x, 0.012, t] = 55«fpressure}},
uE, {x, 0, 0.000535}, {y, 0, 0.012}, {t, 0, 60}];
ContourPlot [ solExtendidoEst [x, y, 60]|/fpressure, {x, 0, 0.000535},
{y, 0, 0.012}, PlotLegends —> Automatic, FrameLabel —>
{"Distancia_perpendicular_corneal_|m|", "Longitud_corneal_|m]|"},

BaseStyle —> {FontSize —> 14, Bold}, ColorFunction —> "TemperatureMap" |

(* Constantes *)
coefDk = 1.85262%10"°-16;
fpressure = 133.322;

XC 0.000535;

yc = 0.012;

Qcmax = 4.48%10°-5;

km = 2.2xfpressure;
Qstroma = 5.75%10"-5;
Dkstroma = 8.62%10°-10;
coefP = 155;

consta = 20;

k1

13.33*fpressure;
k2

1%x10~-10;

(* Perfil de Monod *)

solMonodEst = NDSolveValue[{(1/coefD)*D[ulx, y, t]l, t] -
Laplacian[ulx, y, t], {x, y}] == -((Qcmax*ulx, y, t])/(coefDk*(km
+ulx, y, t1))), {ulx, y, 0] == 24xfpressure, ul0, y, t] ==
24*fpressure, u[0.000535, y, t] == 15b*fpressure, ulx, 0, t] ==
55*xfpressure, ulx, 0.012, t] == 5b5*fpressurel}}, u, {x, 0, 0.000535},
{y, 0, 0.012}, {t, 0, 60}];

ContourPlot [solMonodEst [x, y, 60]/fpressure, {x, 0, 0.000535},

{y, 0, 0.012}, PlotLegends -> Automatic, FrameLabel ->
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{"Distancia perpendicular corneal [m]", "Longitud corneal [m]"},

BaseStyle -> {FontSize -> 14, Bold}, ColorFunction -> "TemperatureMap"]

(* Perfil de Larrea *)

solLarreaEst = NDSolveValue[{(1/coefD)*D[uP[x, y, t], t] -
Laplacian[uP[x, y, t], {x, y}] == -((Qstroma*uP[x, y, t]*(consta +
coefP))/(coefDk*coefP (consta + uP[x, y, tl))), {uP[x, y, 0] ==
24xfpressure, uP[0, y, t] == 24*fpressure, uP[0.0005635, y, t] ==
165%fpressure, uP[x, 0, t] == 65xfpressure, uP[x, 0.012, t] ==
55*fpressure}}, uP, {x, 0, 0.000535}, {y, 0, 0.012}, {t, O, 60}];
ContourPlot [solLarreaEst[x, y, 60]/fpressure, {x, 0, 0.000535},
{y, 0, 0.012}, PlotLegends -> Automatic, FrameLabel ->

{"Distancia perpendicular corneal [m]", "Longitud corneal [m]"},

BaseStyle -> {FontSize -> 14, Bold}, ColorFunction -> "TemperatureMap"]

(* Perfil Extendido *)
solExtendidoEst = NDSolveValue[{(1/coefD)*D[uE[x, y, t], t] -
Laplacian[uE[x, y, t], {x, y}] == -((Qcmax*uE[x, y, t])/(coefDk*x(kl +
uE[x, y, t]))) + k2xuE[x, y, t], {uE[x, y, 0] == 24xfpressure,
uE[0, y, t] == 24xfpressure, uE[0.000535, y, t] == 165%fpressure,
uE[x, 0, t] == bbxfpressure, uE[x, 0.012, t] == bbxfpressurel}},
ukE, {x, 0, 0.000535}, {y, 0, 0.012}, {t, 0, 60}];
ContourPlot [solExtendidoEst[x, y, 60]/fpressure, {x, 0, 0.000535},
{y, 0, 0.012}, PlotLegends -> Automatic, FrameLabel ->
{"Distancia perpendicular corneal [m]", "Longitud corneal [m]"},

BaseStyle -> {FontSize -> 14, Bold}, ColorFunction -> "TemperatureMap"]

9.4.2. Uso de Python

Para la solucion transitoria unidimensional, caso que es comparado con los datos experimen-

tales, fue utilizado Python haciendo uso de la libreria FiPy (https://www.ctcms.nist.gov/fipy/).
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En el codigo presentado a continuacion puede notarse que primero se especifican las constantes
utilizadas y posteriormente es obtenida la solucién para el caso estacionario, misma que es

aprovechada para obtener la del caso transitorio, como bien fue mencionado en el capitulo 7.

#Importacidén de librerias necesarias:

from pylab import x

from matplotlib import x
import fipy as fi

from scipy import ndimage
import scipy.optimize

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
plt .switch backend ('Qt5Agg’)

#Datos experimentales

xbalafil=np.array ([0.37325, 1.58631, 2.70607, 3.63919, 5.13219, 7.18507,
8.21151, 9.14463, 10.1711, 11.3841, 12.4106 , 13.437, 14.3701, 15.6765,
16.703, 17.6361, 18.6625, 20.6221, 21.6485, 22.675, 23.888, 24.9145,
25.9409, 27.9005, 28.9269, 29.9533, 31.1664, 32.1928, 33.126, 35.6454,
36.3919, 37.4184, 38.4448, 39.6579, 40.9642, 41.8974, 42.9238, 43.9502,
44.9767, 46.0031, 46.9362, 47.9627, 48.8958, 49.9222, 51.2286, 52.1617,
53.1882, 54.2146, 55.2411, 56.3608, 57.2939, 58.6936, 59.7201])

ybalafil=np.array ([12.0267, 33.1403, 50.245, 62.2717, 64.9443, 73.7639,
84.1871, 84.1871, 87.3942, 90.0668, 90.3341, 87.3942, 94.8775, 94.8775,
97.8174, 101.024, 91.6704, 94.343, 96.4811, 94.8775, 93.5412, 97.8174,
99.4209, 97.8174, 96.4811, 97.8174, 96.4811, 97.8174, 97.8174, 97.0156,
94.8775, 100.757, 106.37, 98.3519, 98.3519, 99.4209, 92.2049, 99.4209,
104.499, 98.0846, 98.6192, 99.4209, 100.757, 98.6192, 104.499, 102.361,
99.4209, 100.757, 104.766, 100.757, 98.0846, 98.0846, 99.4209])
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#Variables
Dc = 6.2¢—9
Dl = 1.5e-9

ke = 2.3e—5%760/101325
kl = 6.7e—5%760/101325
Qem = 1.2e¢—4

Km = 2.2%101325/760

Le = 535e—6

L = 100e—6

Qstroma = 5.75e—5
consta = 20%x101325/760
constp = 155%x101325/760
kl = 13.33%101325/760
k2 = 0.000000000001%101325/760

#Condicions de contorno
Pac = 24%101325/760

Ppc = 61.5%101325/760
Paire = 155%101325/760

def Presion (Km Dc v):
global PLc, Tf, P, x, dt, Ptot, Pest, P
Dc = 1.19e—9
Dl = 0.6e—9
ke = 24.7e—15/Dcx760/101325
kl = 1.5e—5%760/101325
Qem = 2.2e—5

Lc = 535e—6
L = 60e—6
nx = 1000

Tf = 60
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dx = (L+Lc)/nx

dt = le—1

mesh = fi.GridlD(dx = dx, nx = nx)

x = mesh. cellCenters ()

mascara = fi.CellVariable (name="mascara’, mesh = mesh, value = 1.)
mascara.setValue (0., where = x > Lc)

dcoeff = (Dcsmascara + Dlx(1—mascara))

kcoeff = (kcs*mascara + klx(1—mascara))

#Variable por resolver

Pest = fi.CellVariable (name="Presion_estacionaria’ ,mesh = mesh,
value = 1.)

#Descomentar para el perfil de consumo de Monod:

#sourceest = fi.ImplicitSourceTerm (coeff=mascaraxQcm/(Km+Pest))

#Descomentar para el perfil de consumo de Larrea:
#sourceest = fi.ImplicitSourceTerm (coeff=mascaraxQstromax(consta+
constp)/(constpx(constat+Pest)))
#Descomentar para el perfil de consumo del modelo extendido :
sourceest = fi.ImplicitSourceTerm (coeff=mascarax(Qcm/(kl+Pest))+k2)
#EDP por resolver:
Pest.equation = (0 = fi.DiffusionTerm (coeff = dcoeffxkcoeff) —
sourceest )
#Condiciones de contorno:
bcPest = (fi.FixedValue(faces = mesh.facesLeft , value = Pac),
fi.FixedValue(faces = mesh.facesRight , value = Ppc))
#Caso estacionario
res = le+10
while res > le—12:

res = Pest.equation.sweep(var=Pest,boundaryConditions=bcPest)
plt . figure ("Caso_estacionario")
plt.plot (x[0] ,np.array (Pest«760/101300))
Pest (np.array ([[Lc]]))[0]*760/101300
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P = Pest
P = fi.CellVariable (name='Presion’ ,mesh=mesh, value=Pest ,hasOld=True)
#Perfil de consumo de Monod:
#source = fi.ImplicitSourceTerm (coeff=mascara*Qcm/(Km+P))
#Perfil de consumo de Larrea:
#source = fi.ImplicitSourceTerm (coeff = mascaraxQstromax*(consta +
constp )/(constp*(consta + P)))
#Perfil de consumo extendido:
source = fi.ImplicitSourceTerm (coeff = mascarax(Qem/(kl + P)) + k2)
P.equation = (fi.TransientTerm (coeff = kcoeff) —
fi.DiffusionTerm (coeff = dcoeffxkcoeff) — source)
becP = (fi.FixedValue(faces = mesh.facesLeft , value=Pac),
fi.FixedValue(faces = mesh.facesRight, value = Paire))
PLc = np.array ([Pest (np.array ([[Le]]))[0]])
Ptot = np.array ([np.array(Pest)]|)
#Caso transitorio
for tstep in np.arange(Tf/dt):
res=le+10 #residuo
while res > le—12:
res=P.equation .sweep (var=P,boundaryConditions=bcP , dt=dt)
PLc = append (PLc,P(np.array ([[Lc]]))[0])
Ptot = append(Ptot ,[np.array (P)],axis=0)
P.updateOld ()
return sum((np.interp (xbalafil jarange (0, Tf+dt,dt),PLcx760/101300) —
ybalafil )%%2)
scipy .optimize.fminbound (Presion ,1.,5.,xtol=1le—1,maxfun=10,disp=1)
scipy .optimize.fmin tnc(Presion ,(2.,),fprime=None,approx grad=True,
bounds=((1.,5.),),xtol=1le—1,maxfun=10,disp=1)
scipy .optimize.fmin_ tnc(Presion ,(2.,1.19e—9),fprime=None,approx grad=
True,bounds=[(1.,5.),(le—9,le—8)|,xtol=1le—1,maxfun=10,disp=1)

plt.figure ("Sol._Transitoria")
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plt.scatter (xbalafil ,ybalafil , label="Datos_experimentales")
plt.plot (np.arange (0, Tf + dt, dt), PLex760/101300)

plt . figure ("Caso_transitorio_a_lo_largo_de_Xc")
plt.plot (x[0] ,np.array (P+x760/101300))
P(np.array ([|Lc]]))[0]*760/101300

plt . figure ("Rep._a_lo_largo_de_t[s]|_y_de_Xc[m|")
plt.contourf(x|0] ,np.arange(0, Tf 4+ dt, dt), Ptot, 20)

X, Y = np.meshgrid(x|[0] ,np.arange (0, Tf + dt, dt))

ndimage . interpolation .zoom(np.array ([1,2,3,4]),0.1)

mlab. surf(ndimage.interpolation .zoom(Ptot 0.1 ,mode="nearest’),
warp scale = ’auto’)

s = mlab.surf(ndimage. interpolation .zoom(Ptot 0.1))

mlab . show ()

plt .show ()
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