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Introduccion

La teoria de colas es el estudio del comportamiento de un conjunto de individuos que llega a un conjunto de
servidores para ser atendidos. El primer articulo sobre teoria de colas se le atribuye al matemético danés Agner
K. Erlang y fue publicado en 1909 [6]]. El enfoque de este primer articulo fue el dimensionamiento de lineas y
centrales de comunicacion telefénicas. Hoy en dia la teorfa de colas es ampliamente utilizada en diversos sectores
como la industria, el comercio, la logistica, comunicaciones e informatica. Por ejemplo, cuando una informacién
es solicitada a través de internet a un servidor web se crea una cola para atender las solicitudes. Aunque la teoria
de colas en esencia es una rama de las matemadticas que podriamos inscribir en la investigacién de operaciones, la
realidad es que la mayoria de problemas relacionados con la teoria de colas son un gran reto para ser analizados
analiticamente. Una solucidn alternativa es estudiar los procesos de colas a partir de simulaciones computaciona-

les. Sin embargo, esto no nos exenta de un estudio analitico para comprender el trasfondo de la teorfa.

Hay tres elementos principales que determinan el comportamiento de una cola: la distribucién del tiempo de llega-
da de los individuos, la distribucién de los tiempos de servicio y el nimero de servidores atendiendo. Para abreviar
esta informacion se utiliza la conocida como notacién de Kendall, introducida por David G. Kendall en 1953 [[L1].
Esta consiste en utilizar una letra para describir la distribucién del tiempo de llegada, otra letra para la distribucién
de los tiempos de servicio y otra letra para el nimero de servidores. Por ejemplo G/G/k se utiliza para hablar
de un proceso de colas con tiempos de llegada y de servicio con distribucién general y k servidores. Las otras
letras que se suelen utilizar son la M (de Markov) para hablar de distribuciones exponenciales y D para hablar
de distribuciones degeneradas (tiempos de llegada fijos). La razén por la cual se utiliza la letra M para hablar de
distribuciones exponenciales es que, cuando los tiempos de llegada y de atencién son exponenciales, el modelo
de cola resulta ser un proceso de Markov a tiempo continuo. La notacién de Kendall se puede extender a una
notacién del tipo A/S/c/K/N/Q, donde las letras K, N y Q indican la capacidad maxima del sistema, el tamafio de la
poblacién de origen y el orden de prioridad en la que los trabajos en la cola son servidos, respectivamente. Algunos
trabajos importantes sobre teoria de colas en sus inicios, aparte del articulo seminal de Kendall [[L 1], donde prueba
la existencia de una distribucién de equilibrio para el caso G/M/k, son los articulos [16}17]. En [17] J. Wolfowitz
y J.Kiefer dan un método no constructivo para probar la existencia de una distribucién estacionaria para el caso
G/Glk, mientras que en [[16] L. Takacs obtiene elegantes resultados para el caso de un servidor. Para un par de

referencias mas actuales, véase [15,[18]].
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El objetivo de esta tesis es estudiar espectralmente los procesos de colas M/M/k con k > 1 (incluido el caso de
infinitos servidores), que resultan ser cadenas de Markov a tiempo continuo o més especificamente procesos de
nacimiento y muerte. La fuente principal de este trabajo es el articulo de S. Karlin y J. McGregor [9]], que a su
vez estd basado en sus trabajos seminales [7} (8} [LO], donde analizan espectralmente por primera vez cualquier
cadena de nacimiento y muerte a tiempo continuo [[7, 8] y a tiempo discreto [10]. Las herramientas principales
que se usan en [7, 18} 9] son el teorema espectral aplicado al operador infinitesimal de un proceso de nacimiento y
muerte, que es una matriz tridiagonal semi-infinita (o matriz de Jacobi), y que estd muy relacionada con la teoria
de polinomios ortogonales. Por ello dedicaremos el Capitulo 1 al desarrollo de estas herramientas. Primero presen-
taremos la transformada de Stieltjes de una medida de Borel positiva asi como la conocida férmula de inversién
de Perron-Stieltjes. A continuacion estudiaremos aspectos generales sobre las familias de polinomios ortogonales
y posteriormente el Teorema espectral para operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert junto con una versién
particular llamada Teorema de Favard o Teorema espectral para polinomios ortogonales. Este dltimo teorema sera
esencial para relacionar los procesos de nacimiento y muerte con las familias de polinomios ortogonales ya que
las matrices de Jacobi son equivalentes a la existencia de la medida espectral asociada a estos procesos. Por dltimo
presentaremos a las familias cldsicas de polinomios ortogonales que surgirdn mds adelante en el estudio de los

procesos de colas que se estudian en esta tesis.

El Capitulo 2 comienza con la teoria general de cadenas de Markov (a tiempo continuo y discreto) para irse espe-
cializando en cadenas de nacimiento y muerte. En este capitulo se obtiene la conocida férmula de representacion
espectral de Karlin-McGregor, que es una férmula que proporciona las probabilidades de transicién del proceso
de nacimiento y muerte en términos de la medida espectral y sus correspondientes polinomios ortogonales. En el
caso de una cadena de nacimiento y muerte a tiempo discreto el andlisis espectral se realiza sobre la matriz de
transicién P, mientras que en el caso de un proceso de nacimiento y muerte el andlisis se hace sobre el operador
infinitesimal asociado 7. En el caso de tiempo discreto las medidas espectrales son tinicas por lo cual la férmula
de Karlin-McGregor describe con éxito a estas cadenas. En el caso de tiempo continuo se deben cumplir ciertas
condiciones que estudiaremos con detalle para tener unicidad de la medida espectral y que la férmula de Karlin-
McGregor describa con éxito el proceso. Para los casos particulares de los procesos M/M/k con k > 1 (incluido el

caso de infinitos servidores), mostraremos que las medidas espectrales son tnicas.

En el Capitulo 3 calcularemos de la forma més explicita posible la medida espectral asociada a varios procesos de
colas. Para calcularlas notaremos que el operador infinitesimal .7 de los procesos de colas define mediante una
relacion de recurrencia a tres términos una familia de polinomios ortogonales. En el caso k = oo, identificaremos
estos polinomios con la familia cldsica de polinomios de variable discreta conocida como polinomios de Charlier,
para los cuales la medida espectral es la distribucién de Poisson. Cuando k es finito calcularemos la transformada
de Stieltjes de la medida espectral y mediante la férmula de inversion de Perron-Stieltjes recuperaremos la medida.
En este caso podremos escribir los correspondientes polinomios en términos de la familia cldsica de polinomios
de Chevychev. La medida espectral va a consistir en una parte absolutamente continua (que podremos calcular

explicitamente para cualquier k > 1) y una parte discreta compuesta por un nimero finito de masas discretas (que



puede oscilar de O a k masas) que va a depender fuertemente de los pardmetros asociados a las distribuciones de
tiempos de llegada y servicio. Se logran obtener férmulas explicitas para el caso de 1 y 2 servidores. Sin embargo,
en el articulo [9]], no se analiza el caso de 3 servidores, pues conforme el niimero de servidores aumenta, la parte
discreta de la medida espectral se vuelve mas complicada de calcular. Por esta razén, para 3 servidores, hacemos
los célculos con pardmetros dados y estimaciones numéricas que confirman e ilustran la teoria general desarrollada

para k servidores.

Por tltimo, en el Capitulo 4, se usan las férmulas de representacion espectral obtenidas en los capitulos anteriores
para estudiar varios aspectos probabilisticos relevantes en la teoria de colas. Para los casos de 1 y 2 servidores
se calculan la distribucién de probabilidad del tiempo de espera de un cliente que llega a una cola al tiempo
t, la distribucién de probabilidad de la longitud de los periodos de servicio (periodos con cajas ocupadas) y la
distribucién de probabilidad del nimero de clientes que llegan durante un periodo de servicio, de forma explicita.
Los mismos resultados se dan de forma numérica para 3 servidores, los cuales no fueron considerados en el
articulo [9]. También se obtienen algunas formulas sobre el comportamiento asintético del proceso. Por tltimo se
da la distribucién de probabilidad de la longitud de los periodos de servicio (periodos con cajas ocupadas) y la

distribucién de probabilidad del nimero de clientes que llegan durante un periodo de servicio para k servidores.
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Capitulo 1

Preliminares

Dedicaremos esta seccion al desarrollo de las herramientas que nos permitirdn hacer el andlisis espectral de los

procesos de colas que nos proponemos estudiar. Nos basaremos principalmente en [, Capitulo 1] .

1.1. La transformada de Stieltjes

En esta seccién introduciremos el concepto de transformada de Stieltjes que jugara un papel fundamental a la hora

de obtener explicitamente la medida asociada a los diversos procesos de colas que nos proponemos estudiar.

Dada una medida de Borel y en R, se define su transformada de Stieltjes como la funcién compleja:

B(z,u/):/RdW(x) z€C\R. (1.1)

Sisupp(y) C [—A,A] y |z] > A, la serie en la férmula siguiente converge y podemos hacer el intercambio de serie
con integral para obtener que la transformada de Stieltjes se relaciona con los momentos de la medida y de la

siguiente manera

ey [ LS

donde p, = [px"dy/(x).

A continuacién presentaremos una férmula muy util conocida como formula de inversion de Perron-Stieltjes que

nos permitird obtener la medida y en funcién de su transformada de Stieltjes.

Proposicion 1.1.1. Dada una medida de probabilidad W con momentos finitos y B(z, W) su transformada de

Stieltjes se tiene que

b 1 1 1 b _
/a () + 5 y({a}) + S v({b}) = lim / ImB(x + ie, w)dx. (1.2)

7



CAPITULO 1. PRELIMINARES
donde y({a}) > 0 es la magnitud o tamaiio de la masa en un punto aislado a.

Demostracion. Obsérvese que

2ilmB(z, w) = B(z,¥) — B(z, ¥)

Z2—z

. Imz
sy =21 [ "y ().
R |x—z]

Por lo tanto

€ €
ImB(x+ig, :/7d s :/703 s).
( V) R [s— (x+i€)[* vis) R (s —x)2 4 €2 V(s
Integrando e intercambiando las integrales (lo cual es vélido pues el integrando es positivo) tenemos que

/abImB(erie, y)dx :/R [/ab (s—x;—i—szdx} dy(s).

La integral interna puede ser calculada explicitamente con el cambio de variable y = (x —s)/€:

/b £ p /(b—s)/&‘ 1 J .
iy = —dy = arctan
a (S—x)2+£2 (a—s)/e 1 +y2 Y Y

y=(b—s)/e
Xe(s) =

y=(a—s)/e
Tenemos que 0 < x,(s) < m. Tomando limite con épsilon positivo ,lo cual estd permitido gracias al teorema de

convergencia dominada de Lebesgue ya que ¥ es una medida de probabilidad y x(s) es positiva y acotada,
obtenemos

si a<s<b,

ol %e(s) = {

[SERS|

, si s=a o s=bh.

Una consecuencia de esto es que cuando se trata de una medida absolutamente continua, esta viene dada por

y(x) = 1 lim ImB(x + ie, y). (1.3)
T e—=0

Supongamos que tenemos una medida Y con una parte discreta y una parte absolutamente continua de la forma

v = 4 &,, donde §, es la distribucién delta de Dirac en a. En este caso la transformada de Stieltjes viene dada
por

o, w({a})
B(z,y) = B(z, ¥) + :
a—z
Evaluando esta expresion en z = a + i€ y tomando la parte imaginaria obtenemos

ImB(a+ie,y)=ImB(a+ig, )+ v({a})

€
Por lo tanto
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y({a}) = eImB(a+ie,y) — eImB(a+ i€, ).

Como V¥ es absolutamente continua, B(a + i€, ) estd acotada, y por lo tanto la tnica manera de que y({a}) sea

no nulo es que

lim ImB(a + i€, y) = oo.
e—0

Una manera de calcular el tamafo del salto, que usaremos en miltiples ocasiones, es mediante la férmula

y({a}) = lir%elmB(a +ig,y). (1.4

1.2. Familias de polinomios ortogonales en general

Consideremos una medida de Borel ¥ en R con momentos finitos, es decir

Un z/ X'dy(x) <o, n>0.
R
El teorema de descomposicion de Lebesgue permite descomponer cualquier medida en tres componentes de la

siguiente forma

V= VYc+ Yg+ Ysc,

donde v, representa la parte absolutamente continua de la medida, y; representa la parte discreta y Y, es la parte
singular. La parte absolutamente continua de una medida queda caracterizada por el teorema de Radon-Nikodym
y puede ser escrita abusando de la notacién como dy,(x) = Y, (x)dx, con respecto a la medida de Lebesgue. La
parte discreta puede escribirse como suma (finita o infinita) de deltas de Dirac multiplicadas por una masa como

sigue

Vel = L v () 8w

En esta tesis nos limitaremos a considerar medidas sin parte singular. Consideremos ahora el espacio de Hilbert

le,, de funciones medibles de R en R y el producto punto dado por

(1.9 = [ ey,
tales que ] = (£.)y <=

Diremos que (py(x)),, es una sucesion de polinomios si cada elemento p,(x) es un polinomio de grado n en la
variable real x. Si el coeficiente principal de cada uno de los polinomios es 1 diremos que los polinomios de la
sucesioén son monicos, y denotaremos a la sucesién por (2, (x)),. Utilizaremos la notacién (P, (x)), para denotar a

una familia de polinomios ortonormales (ortogonales y de norma 1).
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Hay varias maneras de construir sucesiones de polinomios ortogonales. Por ejemplo utilizando el proceso de orto-
gonalizacién de Gram-Schmidt aplicado al conjunto {l,x,xz, - } Otra forma es a través de los conocidos como

los determinantes de Hankel, ver Seccion 1.2 de [S]] para més detalles de estas construcciones.

Es interesante ver que, independientemente del modo en que fue construida una sucesiéon de polinomios orto-
gonales, p,(x) esta cumple una relacién de recurrencia a tres términos. Consideremos una sucesién (p,(x)), de
polinomios ortogonales respecto a una medida y. Dado que xp,(x) es un polinomio de grado n + 1 este puede ser

expresado como combinacién lineal de los n + 1 primeros polinomios, es decir

n+l1
xpa(x) = Y dnjp;(x). (1.5)
j=0

Pensemos a p,(x) fijo y veamos que sucede con la expresion xp, (x) px(x) dependiendo del valor de k. Observemos

primero que, gracias a la ecuacién anterior, la podemos expresar de dos maneras distintas

k+1 n+l1
X (x) pi(x) = pu() Zodk,jpj (x) = pe(x) Zodn,jpj(X)-
Jj= Jj=

Integrando de ambos lados con respecto a Y obtenemos

k+1 n+1

(6o i) = [, a0) Lo (V) = [ i) 3o i) w () (1.6

Cuando k <n—10k > n+1, esta expresion (gracias a la ortogonalidad) muestra que

dn,k (PkJ’k)y/ =0

y por lo tanto d, ; = 0, para k = 0,1,--- ,n— 2, pues los tnicos valores de k para los cuales dj , no se anula son

{n—1,n,n+ 1}. Para estos valores de k la expresion (1.6) nos da que

(XPn, Pn-1) (XPns Pn)y oy = (XPn, Pns1)y
n,n -
(pnq,pn,])w (Pnapn)y/ ' (

dn,n = N
P, Put 1)y
Si llamamos a, = dy p41, by = dpp, ¢y = dy -1, por la férmula || tenemos que la sucesién p,(x) satisface la

dn,n—l =

relacion de recurrencia a tres términos

xpn(x) = anPs1(x) + bupn (x) + Cp s (x).
A partir de (p,(x)), podemos definir una sucesién (£, (x)), de polinomios ortonormales como

B0 =106

Para estos polinomios la relacién de recurrencia se puede escribir como

1
)prn(x)'

xpn(x) = apPut1 (x) + ann(x) +an_1P—1 (x)7 1.7)
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pues ¢, = (xP,,,Pn_l)W =a, 1.

También podemos definir una familia de polinomios ménicos a partir de (p,(x)), mediante la siguiente relacién

de recurrencia

N

XPn(x) rH—l( )""O‘n n( )+ﬁnﬁn—l(x)a (1.8)

donde Oc,,—b,,y[in— C , donde §, = HP )Hw
La relacion (1.7) se puede escribir de forma matricial como xP(x) = JP(x) donde P(x) = (Py(x),P;(x),---)",y J

es la matriz tridiagonal

bo ap 0 0 0
ap b] aj 0

)

J = 0 a by a
0 0 ar b3 as

, (1.9)

conocida como matriz de Jacobi. Este tipo de matrices serdn sumamente importantes para nosotros pues de este
tipo son las matrices de transicién de probabilidad de una cadena de nacimiento y muerte a tiempo discreto y los
operadores infinitesimales de un proceso de nacimiento y muerte a tiempo continuo. En el resto del texto se dara
por hecho que las entradas de las matrices que no estén en la tridiagonal principal son todas 0. Hemos visto que
cualquier sucesion de polinomios ortonormales satisface la relacién de recurrencia a tres términos (1.7). En la si-
guiente seccidn estableceremos el resultado reciproco de que si una sucesion de polinomios estd definida mediante
(1.7) entonces existe una medida con respecto a la cual estos son ortogonales. Antes de pasar a este resultado
probaremos dos féormulas que serdn necesarias para demostrar un teorema importante que habla de los ceros de los

polinomios ortogonales.

Si multiplicamos la ecuacién . por P, ( .(con x =1y) por P,(x) y restamos ambas expresiones obtenemos

la relacién telescopica

(X_Y)Pn(x)Pn(Y) =dn [Pn+1 (x)Pn(Y) _Pn(x)Pn+1 ()’)] —dp—1 [P,,(x)P,,,l (Y) — P (x)P,,(y)] -

Sumando y dividiendo entre x — y obtenemos la formula de Christoffel-Darboux

< P 1 () Pu(y) = Pu(x) By 1 ()
=t o[22

Tomando el limite cuando y — x obtenemos la conocida como férmula confluente de Christoffel-Darboux

ion () = an [P ()Pa(x) = Pasa (1) P (x)]

En términos de la familia de polinomios ménicos, la férmula de Christoffel-Darboux se puede escribir como
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& Pi(x0)P(y) _ pn+1(x)Pn()’)_pn(x) et 1(Y)
5 HOPID B0l sty

i ISJZ(X) _ P,i+1(x)pn(x) _ﬁn‘f’l(‘x)Pr/l(x). (1.11)

Con esto establecido, podemos probar el siguiente

Teorema 1.2.1. Los ceros o raices de los polinomios monicos P, generados por la relacion de recurrencia
son todos reales y simples. Ademds los ceros de P, 1 (x) y de B,(x) se entrelazan. Si ademds estos polinomios son
ortogonales con respecto a alguna medida , entonces sus ceros se encuentran en el menor intervalo que contiene

a supp(y), para todan > 1.

Demostracién. Supongamos que P, tiene un cero complejo u. Como los coeficientes de P, son reales, entonces %
también es un cero de 15". Sitomamos x =uey=uen , obtenemos que el lado derecho de la ecuacién es
cero, mientras que el lado izquierdo es > 0 pues si nos fijamos en los términos de la suma, todos ellos son nimeros
positivos multiplicados por la norma de un nimero complejo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto todos los
ceros de P tienen que ser reales. Por otro lado, si estos ceros no fuesen simples, la férmula confluente de Christoffel-
Darboux nos darfa la misma contradiccién. Si B, 1(x) y B,(x) tuvieran un cero en comiin, entonces por la
relacién de recurrencia también serfa un cero de P,_;(x). Continuando de esta manera, llegariamos a que
By = 1 tiene un cero, lo cual es imposible. La propiedad de entrelazamiento de los ceros es clara para n < 2. Para
n > 2, la férmula confluente de Christoffel-Darboux junto con el hecho de que los polinomios £, no se
anulan simultdneamente permite probar que £, (x)B,(x) — By41(x) B, (x) > 0. Supongamos que y; < y, son dos
ceros consecutivos de B, (x), la desigualdad anterior implica que P, | (v;)P,(y;) > 0, para j = 1,2. Dado que
ﬁ,ﬁ a0y f’,ﬁ 1(y2) tienen que tener signos opuestos, pues son simples, se sigue de la desigualdad anterior que
B,(y1) y B,(y,) tienen signos opuestos. Por el teorema del valor intermedio, P, (x) tiene que tener un cero en (yy,ys).
Finalmente sea [a,b] el menor intervalo que contiene a supp(y) y sean ci,---,c; los ceros de P, contenidos en
[a,b]. Si j < n la ortogonalidad respecto a ¥ implica que [ B, ()c)Hiz1 (x —cx)dy(x) = 0. Sin embargo esto es
imposible pues el integrando no cambia de signo en [a, b], por lo tanto j = n.

O

Obsérvese que la ecuacidn (1.7) es una ecuacion en diferencias de segundo orden lo cual indica que tendrd dos
soluciones linealmente independientes. Una de ellas son los polinomios P, (x). La otra puede ser generada mediante
las condiciones iniciales

R o, POx) = —,

las cuales hacen a P,EO) (x) polinomios de grado n — 1. Llamaremos a estos polinomios, polinomios 0-asociados.

Otra manera de ver a los polinomios 0-asociados es como los polinomios generados por la matriz de Jacobi J' )
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que se obtiene al eliminar la primera columna y el primer renglén de la matriz J en (I.9). Més adelante dare-
mos mds detalles de estos polinomios y los generalizaremos. Un interesante resultado asint6tico que relaciona la

transformada de Stieltjes de la medida y y las familias P, (x) y P,EO) (x) es el siguiente:
Teorema 1.2.2. Sea W una medida positivo definida en un intervalo acotado [a,b] y sean P,(x) los correspondien-

. . 0 ) . .
tes polinomios ortonormales y P,E )(x) los polinomios 0-asociados, entonces

lim
n—es Py (z)

(0)
P(z)  [Pdyx)
—/a 2 z€C\a,b]. (1.12)

Ademds la convergencia es uniforme sobre compactos.

Demostracion. Detalles de la prueba pueden consultarse en de [2, Seccién 5.5] o bien en [4}, Capitulo 3]. O

1.3. Teorema espectral

Nuestro objetivo en esta seccién es enunciar un teorema que nos permita demostrar la existencia y unicidad de
una medida que haga ortogonales a los polinomios generados por un operador de Jacobi acotado. Este resultado es
conocido como teorema de Favard o teorema espectral para polinomios ortogonales. Se trata de una consecuencia
del teorema espectral para operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert. Para poder enunciar este tltimo teore-
ma, necesitamos definir algunos conceptos relacionados con esta teoria. Algunos resultados de esta seccion serdn
enunciados de la forma mds resumida posible, y en algunos casos sin prueba. Para un estudio mds profundo sobre

teoria espectral consultar ([13]]).

Sea J# un espacio de Hilbert con producto interno denotado por (-, -). Denotaremos como % () al espacio de
los operadores lineales y acotados en .. Dado un operador T € 2 (.¢) puede resultar que R(z) = (T —z) ' €
B (H), en este caso diremos que R(z) es el operador resolvente de 7. Al conjunto de valores z € C para los cuales
el operador resolvente R(z) estd bien definido se le 1lama conjunto resolvente y se denota por p (7). El espectro de
T se define como o(T) = C\ p(T). Cuando el operador T es autoadjunto, es decir (Tu,v) = (u,Tv) para cuales-

quiera u,v € ¢, entonces el espectro de T estd contenido en los reales, mds ain 6(T) C [— ||T||, || T]|]-

Para formular la version que nos serd ttil del Teorema espectral, tenemos que definir lo que es una resolucion de
la identidad. Si denotamos por B a los conjuntos de Borel en R, una resolucién de la identidad es una funcién
E:B — B () tal que:

= E(A) es una proyeccion, es decir E(A)? = E(A).
m E(0)=0,E(C) =14.
= Para cualesquiera Aj,As,--- conjuntos de Borel disjuntos

=

E(AUAU-) = Y E(4)),
n=0
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con la serie interpretada como el limite de la sucesion de sumas parciales E(A1) +E(A2) +---+E(A,) enla

norma de operador.

Para una resolucion de la identidad E y dos elementos u,v € 7, E, ,(A) := (E(A)u,v) define una medida de Borel.

Podemos enunciar ahora el

Teorema 1.3.1. (Teorema espectral) Sea T € P () un operador lineal autoadjunto. Entonces existe una vinica

resolucion de la identidad E tal que

(Tu,v) = /R tdE (1). (1.13)

Ademds E tiene soporte en o(T), es decir E(p(T)) =0y E(A) conmuta con T para cualquier A C R conjunto de
Borel.

Demostracion. ([13]], Seccién 12.22). O]

Un operador T en un espacio de Hilbert queda totalmente caracterizado por los valores (Tu,v) (Teorema de Riesz).
Por lo tanto las integrales [ f(¢)dE(¢) donde f es una funcién continua de R en C, pueden ser definidas como el
tnico operador en s tal que ((fi f(t)dE(t))u,v) = [ f(t)dE, (), para cualesquiera u,v € .. Denotaremos a
este operador como (7). Cuando T es acotado, resulta que f(7') también es acotado y || f(7)[| = supyeq(r) | f(%)]-

Aplicaremos este resultado en el contexto de operadores de Jacobi acotados. Supongamos que los coeficientes de
la matriz de Jacobi J descrita en (I.9) estdn acotados por M > 0. Entonces J define un operador acotado en el

espacio de Hilbert

I’ (No) = {(a”)nGNo : i ‘an|2 < °°}a

n=0

mediante

J apeny1 +bpey+ap 1651, sin>1,
e, =
ape + boeo, sin=0,

donde (ey),,p, es la base candnica de 12 (Ny). En efecto, como (e, es denso en /% (Ny), cualquier x € I? (Np)

neNy
se escribe como Y, ¢¢,e,,, entonces
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HJ)CH% = JZ Open
n=0

2

- Z Oy, (a,1,18n71 + bnen + an3n+1)
n=0

2

= (al ao+ (Xob()) eo+ Z (O‘nJrl Ay 4 0by + 010, ) €n

n=1

2

oo

= Z (anJrlan + Qypby + Qi 1ay— )2

n=

O

=3 oo

Z o o+ ol ) (@ +bE+di ) <9M2<Z a,f) = oM? ||x||3,
n=0

donde a1 = o1 = 0. Por lo tanto J es acotado. Ademds (Ju,v) = (u,Jv), para cualesquiera u,v € I> (Np).

Lema 1.3.2. Existe una sucesion de polinomios (P,(x))
{J"eq :n € Ny} es denso en 1> (Np).

nen, tal que ey = P, (J)eo. En particular tenemos que

Demostracion. Los polinomios generados por la relacion de recurrencia (1.7) son los que satisfacen este lema.
Lo probaremos por induccién sobre n. Consideremos a la familia de polinomios generados por la relacion de

recurrencia

Puy1(x) = al((x b)) Py —an_1P—1), Po(x)=1, P_j(x)=0.

Cuando n = 0 el resultado es trivial. Cuando n = 1 tenemos que

1
Pi(J)eo = ;0 (Jeg — eobp) = ey.

Si suponemos el resultado cierto para n — 1 y n entonces
1 1
Pir1(N)eo = —[(J=by) Py(J)eo — an—1Pi—1(J)eo] = — [(J —bp) en — an—1€4—1] = €ny1.

an Ap

O

Estamos en condiciones de aplicar el Teorema espectral al operador acotado y autoadjunto J. Este resultado nos

garantiza que existe una tnica resolucién de la identidad E tal que

(Ju,v) = / tdEy ,(t).

Podemos entonces definir una medida de Borel y tal que y(A) = E, 60( )= (E(A)ep,ep) para todo A conjunto de
Borel de R. Como E(A) es una proyeccién tenemos que W(A) = (E(A)%eg,e0) = (E(A)eo, E(A)e) > 0. Ademds,
el Teorema espectral garantiza que suppy C [—||J]|,]|/]]] € R y por lo tanto ¥ es una medida de probabilidad
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pues W(R) = (E(R)eg,e0) = (E(C)eo,ep) = (e9,e0) = 1. Observemos que E queda totalmente determinada por la

medida y ya que por el lema anterior

(E(A)ej,er) = (E(A)P;(J)eo, P(J)eo) = (Pi(J)P(J)E(A)eo, e0) = /A P (x)P(x)dw(x). (1.14)

Podemos definir entonces el espacio L%‘, (R) como

L?,,(R) = {f medibles tales que /R|f(x)|2dl//(x) < oo} .

Estamos listos para probar el Teorema espectral para polinomios ortogonales también conocido como Teorema de

Favard.

Teorema 1.3.3. Sea J un operador de Jacobi acotado. Entonces existe una vinica medida de probabilidad y con
soporte en el intervalo [— ||J||,||/]|] tal que U dado por U : P(J)ey — P con P cualquier polinomio, se extiende
a un operador unitario 1*>(Ngy) — L%,(R) de tal forma que UJ = MU, donde M es el operador multiplicacion en
LIZI,(R) dado por Mf(x) = xf(x). Ademds (P,(x)),ey, es una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a

. Por lo tanto el operador J puede ser diagonalizado como

(UIUT'f) (x) = (Mf)(x) = xf (x).

En otras palabras, el diagrama siguiente conmuta.

?(No) —— Ly,(R)

b

2(No) L L3, (R)

Demostracion. Por el Lema|1.3.2] tenemos que U manda un conjunto denso (la base canénica) de /% (Ny) en un

. . . 2 . . 2 .
conjunto denso (los polinomios) de Ly, (R). Los polinomios son densos en Ly, pues y tiene soporte compacto. Por

la férmula (T.14)

(P(J)eo, O(J)e0) = (P(J)Q(J)eo, €0) = /RP(X)Q(X)dllf(x) = (P.Q)y, = (UP(J)eo,UQ(J)e0)y, -

Por lo tanto U preserva el producto interior sobre conjuntos densos en ambos espacios y por lo tanto se extiende
a un operador unitario. Para ver que UJ = MU basta notar que esto se verifica para la base candnica, es decir

UJe, = MUe,, para cualquier n € N. Por ultimo, los polinomios P, = Ue, de grado n son ortogonales con respecto

a Y pues

(anQk)W = (Ue}’hUek)W == (erhek) = 8"]('
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En ([12]]) se puede encontrar que para el caso de operadores autoadjuntos no acotados existe una versién del
Teorema espectral. Gracias a esto se puede demostrar que la unicidad de una medida que haga ortogonales a los
polinomios generados por un operador de Jacobi no acotado es equivalente a que el operador sea esencialemente
autoadjunto. También se han encontrado varias condiciones que garantizan que el operador de Jacobi sea esencial-
mente autoadjunto. Es decir que bajo ciertas condiciones, aunque J no sea acotado, resultados andlogos a los que

estamos trabajando seguirdn siendo vélidos.

1.4. Algunas familias de polinomios ortogonales

En esta seccién resumiremos las propiedades principales de algunas familias de polinomios ortogonales que nos
serd utiles para estudiar los procesos de colas (para informacion mds detallada sobre estas familias de polinomios
consultar las Secciones 1.4y 1.5 de [3]]). Las familias que estudiaremos son parte de las conocidas como familias
cldsicas de polinomios ortogonales. Estas se dividen en dos, las familias cldsicas de polinomios ortogonales de

variable continua y las familias cldsicas de polinomios ortogonales de variable discreta.

Las familias de polinomios ortogonales de variable continua son sucesiones de polinomios ortogonales con res-
pecto a una medida ¥ absolutamente continua. Abusando de la notacién se escribe dy(x) = y(x)dx. Las familias
cléasicas de variable continua se caracterizan por ser las Unicas familias de polinomios ortogonales que son valores
propios del operador diferencial autoadjunto de segundo orden definido en L%I,(a, b) por

d> d

9 ZP(X)E +61(x)a,

donde qy = (py)’ (condicién necesaria y suficiente para que 2 sea autoadjunto). Se puede probar (Teorema
1.21 de [3]]) que las tnicas familias cldsicas de polinomios ortogonales de variable continua son las familias de
Hermite, Laguerre y Jacobi. Estas familias se denotan usualmente como (Hj(x)),cn,» (LS,“)(x)),,gNO, oa>—ly

(prg"‘*m(x))Nm o, B > —1, respectivamente.

Los polinomios de Hermite son ortogonales con respecto a la medida y(x) = e™ y satisfacen la ecuacién dife-

rencial de segundo orden

H)/(x) — 2xH),(x) +2nH,(x) =0, n>0.

Para los polinomios de Laguerre la medida con respecto a la cual son ortogonales es y(x) =x% ™, o> —1y

satisfacen la ecuacidn diferencial de segundo orden

f[10W] 4 (@10 [LO@)] a0 =0, n>o0.

Los polinomios de Jacobi son ortogonales con respecto a la medida yw(x) = (1 —x)*(1+x)#, a,f> -1y

satisfacen la ecuacion diferencial
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(12 [P @)+ (B —a—(@t+B+200) [B P )] +ntntatp+1)EP @) =0, n>0

En la siguiente seccidn estudiaremos un tipo especial de polinomios de Jacobi, los denominados polinomios de
Chebychev.

Por otro lado tenemos a las familias de polinomios ortogonales de variable discreta. Aunque estos polinomios
estdn definidos en un dominio continuo, a lo que nos referimos con que sean de variable discreta es que estos son
ortogonales con respecto a una medida Y con soporte discreto (finito o infinito). Al igual que en el caso continuo

estos polinomios serdn valores propios de un operador, pero esta vez definido en el espacio de Hilbert

1,(Z)= {(f(n))neNO | Y f(m)y(n) < °°} :

nez
En este caso, las familias cldsicas de polinomios de variable discreta se caracterizan por ser las tinicas familias de
polinomios ortogonales con respecto a una medida discreta que son funciones propias de un operador en diferencias

de segundo orden

2 = p161+ poSo+ p-16_1,

donde &, son los operadores conocidos como operadores de desplazamiento (shift) definidos por &, f(x) =
f(x+m). La condicion necesaria y suficiente para que 2 sea autodjunto es S_;(p;¥) = p_; ¥. Se puede probar
[5, Terorema 1.24]) que las dnicas familias clasicas de polinomios ortogonales de variable discreta son las familias
de Charlier, Meixner, Krawtchouk y Hahn.

Los polinomios de Meixner se denotan por M, (x;b,c) con b > 0,0 < ¢ < 1. La medida con respecto a la cual son

=

1—c)(b
ortogonales es Y(x) = Y %cx&(x), donde (b)y =b(b+1)(b+2)---(b+x—1)six#0y 1six=0.
= x!
Ademas satisfacen la ecuacion en diferencias

c(x+b)M,(x+1;b,¢) — (x+c(x+b))My,(x;b,¢) + xM,(x — 1;b,¢) = n(c — 1)M,(x;b,¢), n>0.

Los polinomios de Krawtchouk se denotan por K,(x; p,N) con 0 < p < 1, N € Ny. Son ortogonales con respecto a
N

N

la medida y(x) = Z < >p"qN_x5x (x) cuyo soporte es{0, 1,--- ,N} y donde p+¢ =1, con ¢ > 0. Estos satisfacen
x=0 \*

la ecuacion en diferencias

P(N —x)K,(x+1;p,N) — (p(N —x) +xq) Ky (x; p,N) +xgK,(x — 1;p,N) = —nK,(x; p,N), n>0.

Los polinomios de Hahn se denotan como Q,(x;a,,N) con o, > —1o o, < —N y N € Ny. Son ortogonales

N

o N—

con respecto a la medida y(x) = Z ( —|—x> (ﬁj\_’ x) Ox(x) cuyo soporte es {0,1,---,N}. La ecuacién en
=\ x —x

diferencias que satisfacen es
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B(x)On(x+1;0,8,N)— [B(x) + D(x)] Qu(x; 0, B,N) + D(x)Qu(x— 1; ¢, B,N)
=-n(n+a+p+1)0(x;a,B,N), n>0,

donde

B(x)=(N—=1)(1+0a+x), y D(x)=x(B+N+1—x). (1.15)

No hemos mencionado los polinomios de Charlier pues los estudiaremos con un poco mas de detalle mds adelante.

1.4.1. Polinomios de Chevychev

Como ejemplo de familia cldsica de polinomios de variable continua tenemos los polinomios de Chevychev que
son un caso particular de los polinomios de Jacobi ( ver [S] Seccién 1.4.3). Se suelen distinguir dos familias de
polinomios de Chevycheyv, los de primera especie denotados por 7, (x) y los de segunda especie denotados por
U, (x).

Los polinomios de Chevychev de primera especie estan dados por la relacién de recurrencia

To(x) =1, Ti(x) =x, 2xT,(x) = Tpp1(x) + Th—1(x), n>1,

1

y son ortogonales con respecto a la medida y(x) = . La matriz de Jacobi asociada es entonces

V1-x2
0 1
1 1
|2 0 3
- 1
5 0

(S1E

Satisfacen la ecuacidn diferencial

(1—x*)T! (x) —xT!(x) +n*T,(x) =0, n>0.

Estos polinomios se pueden definir de manera trigonométrica, siendo estos los unicos polinomios que satisfacen

que

T,(cos(0)) =cos(nB), n>0, x=cos(0) € [-1,1]. (1.16)

Obsérvese que esto da una expresién explicita para las raices de T, (x)

Xk = COS ((Zk_l)”>’ k=0, ,n.
2n

Los polinomios de Chevychev de segunda especie estan dados por la relaciéon de recurrencia
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Up(x) =1, Ui(x)=2x, xU,(x) = U1 (x)+U,—1(x), (1.17)

y son ortogonales con respecto a la medida y(x) = v/1 —x2. La matriz de Jacobi asociada es

= O
D= O =
R = S
=

Satisfacen la ecuacion diferencial

(1 =AU (x) = 3xU) (x) +n(n+2)U,(x) =0, n>0.

Los polinomios de Chevychev de segundo tipo también pueden ser expresados trigonométricamente como

_ sen((n+1)8)

U,(sen(0)) = sen(8) n>0, x=cos(0)c[-1,1]. (1.18)

Por lo tanto sus raices estdn dadas de forma explicita por

k
Xpk = COS (rz—&-7rl>7 k=1,---,n.

Los polinomios de Chevychev de primer y segundo tipo satisfacen las relaciones

Tot1(x) =xT,(x) — (1 —xz)Un_l(x), Un(x) = xUp—1 (x) + Ty (x).

Estan también conectados por la férmula
(Un(x) = Up—2(x)). (1.19)

1.4.2. Polinomios de Charlier

Como ejemplo de familia cldsica de polinomios de variable discreta, tenemos a los polinomios de Charlier. Para

cada a > 0, hay una familia de polinomios de Charlier C,(x,a) definidos mediante la relacién de recurrencia

Cfl(xaa) =0, CO(xaa) =1,
(1.20)
—xCp(x,a) = aCpy1(x,a)—(n+1)Cy(x,a) + nCy—1 (x,a), n>0.

La matriz de Jacobi asociada a estos polinomios es entonces
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—a a
1 —a-1 a
I= 2 —a—2 a ’

el cual resulta ser el operador infinitesimal de un proceso de colas con infinitos servidores como veremos mas

adelante.

Se define la funcién generadora de los polinomios de Charlier como

G(x,1;a) = i Mﬂ':el(l—f)x. (1.21)

= n! a

Los polinomios de Charlier son solucién de la ecuacion en diferencias de segundo orden siguiente

aCy(x+1,a) — (x+a)Cpy(x,a) + xCy(x— 1,a) = —nCy(x,a), n>0. (1.22)

Los polinomios de Charlier respetan la siguiente relacion de dualidad

Cu(x,a) = Cx(n,a), x,n € Np. (1.23)

Esto hace que la ecuacién en diferencias sea equivalente a la ecuacién de recurrencia que define a estos polinomios.
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Capitulo 2

Representacion espectral de cadenas de

nacimiento y muerte

2.1. Cadenas de nacimiento y muerte a tiempo discreto

Para poder estudiar ciertos aspectos probabilisticos de los procesos de colas tales como el niimero de clientes du-
rante un periodo de servicio, que explicaremos con detalle mas adelante, o el nimero de clientes que llegan durante
uno de estos periodos, serd conveniente tener a la mano una féormula de representacidn para las probabilidades de
transicion de una cadena de nacimiento y muerte a tiempo discreto. Seran esta férmula y unas cuantas herramientas

utiles para calcularla explicitamente lo que desarrollaremos en esta seccion.

Sea (Q,.%,P), un espacio de probabilidad y {X, | n=0,1,---} una cadena de Markov con espacio de estados

. = Np. Recordemos la propiedad (de Markov) que posee cualquier cadena de Markov.

Para todo n > 0 y cualesquiera estados {ig, i1, " ,in—1,i,j} C ¥ se cumple que:

P(Xyi1=J| Xo=io,Xi =it, Ko = i) = P(Xup1 = j | Xy =) = P/ @1

. . . 1 .
En nuestro caso supondremos también que la cadena es homogénea, es decir que Pf}H no depende de n, asi que

. 1 !
escribiremos P

ij
se encuentre en el estado j al instante n + 1 no depende del instante sino Unicamente de los estados i y j. Estas

= P, ;. En otras palabras, la probabilidad de que la cadena estando en el estado i al instante n,

probabilidades son llamadas probabilidades de transicion en un paso. Es muy util representar estas probabilidades

en la siguiente matriz

23
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Po P P
Pigp Pi P
P p—

Py P1 P

Supondremos que £ j >0, y Y ;c o P;j=1paratodaien.” salvo quizd para algunai*, paralacual } jc o P+j < 1.
Esto se puede interpretar como la presencia de un estado absorbente i*. Para hacer esto mas claro, observemos que
permitir que . ;c » P+ < 1, significa permitir que con probabilidad positiva la cadena al instante siguiente de haber
estado en el estado i* ya no se encuentre en ninguno de los estados de .. Es decir la cadena se sale del espacio de

estados, o bien podemos imaginar que la cadena se absorbe en un nuevo estado que denotaremos —1.

(n)

Es interesante y util notar que si denotamos como P ;
;

a la probabilidad de ir de i a j en n pasos, esto es

Pf,?) =P(X,=j|Xo=1), (2.2)

(n)

resulta que P, jes la (i, j)-ésima entrada de la matriz P". La prueba de este hecho por induccién es sencilla y se

basa en la siguiente relacién conocida como ecuacién de Chapman-Kolmogorov

Py = TR =0 @3
ke

cuya demostracion a su vez es sencilla y se basa en la propiedad de Markov.
A un vector de la forma 7 = (7;);c », tal que

;>0 y nP=m, 2.4)

se le llama vector invariante para P. En el caso de que sea posible normalizar este vector de tal forma que
Y.com =1 (esto es posible si la serie ) ;c o ; converge), se le llamard distribucién invariante o distribucién

estacionaria al vector normalizado.

Un caso especial de cadena de Markov son las cadenas de nacimiento y muerte. La particularidad de estas cadenas
es que de un estado cualquiera, digamos i, solo es posible ir al estado anterior i — 1, ir al estado siguiente i + 1, o

permanecer en el estado i. En otras palabras
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Esta féormula incluye el caso en donde i = 0, lo cual indica que con probabilidad gg la cadena pasa del estado

0 al estado —1. Para cada n € N se cumple que g; + r; + p; = 1, en particular la probabilidad de absorcion es

qo=1—ro— po.

La matriz de transicién de esta cadena es la matriz tridiagonal semi-infinita

ro  po
q 1 p1
P= qG 1 p2 , (2.5)

q3 3 p3

es una matriz se Jacobi (I.9) como la estudiada en el capitulo anterior. Para las cadenas de nacimiento y muerte se

suelen definir los coeficientes potenciales como

=1, T, = PopP1" " Pn—1
q192- - 4qn

Estos coeficientes constituyen las entradas de un vector invariante (7,),cn, de P, que resulta ser una distribucion

n>1. (2.6)

invariante cuando Y.,y 7, < oo.

Antes de continuar, introduciremos algunas funciones que nos seran de utilidad. Dados i, j € ./, se define la

funcion de probabilidad de primeros tiempos de llegada como:

f;(n) = IP)()(n = j7X1 # j7X2 7& j?' o 7Xn—1 7& .] | XO = l) (27)
Otra manera equivalente para definir a fl-(j") es hacer uso del tiempo de primera llegada, que es la variable aleatoria

siguiente

Tj=min{n>1|X,=j}.

Entonces

=BT =n | Xo = ).

1

(

Las funciones P, ;1) y fi<j"> estan relacionadas mediante la férmula

La definicion de fi(j") tiene sentido también cuando la cadena tiene un estado absorbente —1, accesible tnicamente

desde el estado 0, en este caso

£ =aqoPly Y. 2.8)
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Definamos ahora las funciones generadoras asociadas a Pi(j”) y fi(;’)

Pj(s) = Z Pil(f)s" y Fj(s)= Z f;]-")s” con |s| <. (2.9)
n=1 n=1

Estas funciones se relacionan mediante las siguientes férmulas.
Fij(s) = Fij(s)Pjj(s) st i ], (2.10)

Pi(s) = 1+ Fi(s)Pi(s). (2.11)

Los coeficientes potenciales también tienen la propiedad de hacer a P reversible, esto es encontrar una matriz I1
tal que S = ITPI1~! sea una matriz simétrica. En efecto, basta tomar I = diag { /T, /71, - }.

Esto es especialmente ttil cuando se trata de obtener una representacion espectral del proceso cuando el espacio
de estados es finito. En efecto, dado que S es una matriz simétrica con coeficientes reales, la podemos diagonalizar
como: S = MDMT , donde D es una matriz diagonal con los valores propios de P en su diagonal y M es una matriz
ortogonal. Por lo tanto P = IT-!MDMTTI, o mas generalmente P" = IT~'MD"MTTI, lo cual entrada a entrada nos
da

() & a6 (K)
P =1 Y Moo, (2.12)
k=0

donde (P,-(k) = 1\‘/4% satisfacen Zﬁ(v:o (pi(k) (p}” = %

Esta formula de representacion espectral puede extenderse para el caso en que el espacio de estados . es infinito

utilizando herramientas un poco mas sofisticadas. Esto es precisamente lo que haremos en la siguiente seccion.

2.1.1. Férmula de representacion de Karlin-McGregor

Esta férmula integral fue encontrada por primera vez en [[10] (inspirados en los trabajos de W.Feller y de H.P
McKean). A partir de los coeficientes de la matriz de transicién P definida en (2.5)) definimos la siguiente sucesion

de polinomios

Qo(x) =1, Q-1(x)=0,
xQ0(x) = poQ1(x) +roQo(x), (2.13)
X0 (%) = pnQn+1(X) + 12 0n(¥) +GnQn-1(x), n=>1.

Hagamos un pequefio paréntesis para el caso en el que . = {0, 1,--- ,N}. En ese caso consideremos que la re-

lacién de recurrencia anterior, es valida para n < N — 1. Asi queda definido Q(x) = (Qo(x),Q1(x),---,On(x))T.

Observemos que la relacién xQ(x) = PQ(x) es valida para cualquier x en sus primeras N — 1 componentes. Sin
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embargo, para que la dltima componente sea vélida, es necesario que xQy (x) = ryOn(x) + gvOn—1(x). En otras
palabras, los ceros del polinomio Ry (x) = xOn(x) — ryOn(x) — gvOn—1(x) (de grado N + 1) son los valores
propios de P. Encontrando las raices del polinomio, y apoyandonos en lo que se dijo en la seccién anterior, obten-

driamos la representacion espectral deseada.

Volvamos al caso en que . = Ny. Supongamos que existe una medida y con soporte en el intervalo [—1, 1] (es
consecuencia del teorema espectral o del teorema de Favard el cual utilizaremos con mas cuidado un poco mas
adelante), tal que los polinomios generados por (2.13)), son ortogonales con respecto a y. Al igual que para el caso
finito, tomando Q(x) = (Qo(x),Q1(x),---)7, la relacién de recurrencia , se puede escribir en forma vectorial
como xQ(x) = PQ(x). Iterando esta férmula, obtenemos que x"Q(x) = P"Q(x).

Si ahora multiplicamos x"Q(x) = P"Q(x), por Q7 (x), del lado derecho, e integramos entrada a entrada, fijindonos

en la entrada (i, j) de la ecuacién matricial, obtenemos que

7 [ Gwaye) = [ voe v,

y por lo tanto

1
[ ene;may)
P —! : (2.14)
JRIERTE
Ademais el denominador de la férmula anterior esta dado por

1
/ Q2 X)dy(x) = Q192" 9qj - (2.15)

pOpl Pj-1 T

En efecto, para probarlo hay que multiplicar (2.13)) por Q;, 1, cuando j > 1 e integrar la igualdad. Dos de los tres

sumandos de la derecha se cancelan por la propiedad de ortogonalidad de los polinomios, lo que nos da

[ 500101 0av) = s [ @1 Wavt),

Utilizando de nuevo (2.13)) de lado izquierdo para j+ 1 y la ortogonalidad de los polinomios obtenemos

‘IJH/ Q_/ x)dy(x) P// Q1+1 x)dy(x),

lo cual prueba (2.15)). Sustituyendo esto en (2.14), obtenemos

1
Py =m; [ Y00 (Wdw(x)

conocida como formula de representacion de Karlin-McGregor.
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Procedamos ahora con una prueba mds rigurosa. La clave para la prueba es considerar la representacion espectral
de P, visto como operador en el espacio de Hilbert /2(Ny) de las sucesiones de nimeros complejos ( fn)nen,» tales

que:

117 = Y | ful® 0 < o, (2.16)
n=0

donde los , son los coeficientes potenciales definidos en (2.6).

Consideremos al operador en 1721 (Np), que actiia de la siguiente manera f — Pf, donde

(Pf)n = Pufut1 +rafn+ qnfo-1-

Obsérvese que consideramos que f, = 0 cuando n ¢ Ny.
Lema 2.1.1. El operador f + Pf define un operador lineal autoadjunto en el espacio de Hilbert [2(Ny).

Demostracion. Sea f € 12(Np), entonces
||Pf||727: = |PnSus1 + Fafou+ qnfo ‘znn < Z |fn+1|2 T + |fn‘27rn + |fn—1|27rn < oo,

n=0 n=0

Para probar la peniltima desigualdad podemos aplicar la desigualdad de Schwartz a los vectores (fy—1, fu, fa+1) ¥

(qn,7u, pn) y recordar que P es una matriz estocdstica. Esto prueba que el operador estd bien definido.

El hecho de que el operador sea autoadjunto, viene de la ecuacién de simetria p, T, = g,+1T,+1- En efecto, sean

f,g € I2(Np), entonces

oo

(vag)n' = Z(pnfn+l +rnfn +ann71)gn77:n
n=0

== Z Qn+1fn+1ﬂn+1gn + Z rnfnnngn + Z pnflfnflﬂnflgn
n=0 n=0 n=0

= Z GnfnTngn—1+ Z FnfnTngn + Z PnfnTongns1
n=0 n=0 n=0

(gn8n—1+rn&n~+ Pn&n+1) [nTn
n=0
= (f,Pg)n.

Por tltimo probemos que ||P||, < 1. El teorema de Perron-Frobenius (consultar [14] Capitulo 8) asegura que
o(P) C [-1,1]. Como P es autodjunto podemos tomar una base (v,),cy, ortonormal de eigenvectores de P, es
decir Pv, = Auv,. Cualquier vector v € I2(Ny) se puede escribir como v = ¥y, &va. Si [[v]l, = 1 entonces

Yren, |06n|2 = 1. Entonces
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2
2 2 2 2 2
< Z |0 | [Vl < Z o] (vallz = Z lo|” = 1.

neNy neNy neNy

2
1Pvl[7 =

Z O vy

neNy

T

Y por lo tanto

”P”n: = Ssup ”Pan' <1

Mliz=1

O

Asf, la matriz P define un operador lineal acotado en /2(Np), el cual llamaremos de nuevo P abusando de la nota-
cion.

(m _ &

Definamos ahora la siguiente base de Hilbert de /2(Ny): e = #, o en forma vectorial:

, 1 r
el = (0,0,---,0,,07--) . (2.17)
T
Necesitamos ahora el siguiente

Lema 2.1.2. La base de Hilbert de 12(N) dada por , puede expresarse en funcion de la familia de polinomios
definidos por la relacion de recurrencia y del operador P de la siguiente manera

0,(P)el? = e, (2.18)

Demostracion. Utilizando de nuevo la relacion de simetria p, T, = g,+17,+1 tenemos que

1 _ 1 1
Pe(n) = 7pn717tnflen ! + ;rnﬂnen + ;C]n+1ﬂn+len+l

n n n

:qnerz—l+rnen+pnen+l'

Procederemos con la prueba por induccién sobre n . Expresando a Q,1 gracias a la férmula (2.13), tenemos que

1
Qn+1(P)e(0) = 7((P_r0)Qn(P)e(O) _‘InQn—l(P)e<O>)

n

1
— —((P=ro)e™ — g™

Pn
_ e(n+l).

O

Observemos ahora que podemos expresar la entrada (i, j) de la matriz P en funcién de los vectores canénicos y del

producto interior de /2(N), como
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El Teorema espectral garantiza que existe un una medida de probabilidad con soporte en [—1, 1] tal que para

cualquier funcién acotada f en el intervalo [—1, 1], se cumple que

/jl F)dy(x) = (f(P)e?,e),.

Aplicando esto a nuestro caso particular, obtenemos que

A= [ veime 0w,

Dado que la medida ¢ tiene soporte compacto y es una medida de probabilidad, podemos concluir que tiene

momentos finitos, por el Teorema|[I.2]1a medida y es tnica. Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.1.3. Para una cadena de nacimiento y muerte {X,,n=0,1,---}, su matriz de transicién P dada por
y los polinomios generados por la relacion , existe una tinica medida de probabilidad y tal que

() :
Bj =m /_ X'2i(0)Q;(X)dy (). (2.19)

A la medida y se le suele llamar medida de nacimiento y muerte y a los polinomios (ortogonales con respecto a

V), se les llama polinomios de nacimiento y muerte.

2.1.2. Polinomios k-asociados

Consideremos una nueva cadena de Markov que se obtiene de la cadena de nacimiento y muerte original, elimi-
nando los primeros k 4+ 1 estados. De forma mds precisa definimos la cadena de Markov { X,$k> ,n=0,1,-- } como
la cadena cuya matriz de transiciéon de obtiene de P eliminando los primeros k + 1 renglones y k+ 1 columnas

como se muestra a a continuacion
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o po
q 1 pi

qdk Tk Pk

qk+1 | Tk+1  Pk+1

qi+2  Tk+2  DPk+2

Esta nueva cadena tiene un estado absorbente que se puede alcanzar solamente a partir del estado inicial con
probabilidad g ;. Definimos ahora la sucesién de polinomios k-asociados Qﬁ, ) mediante la relacién de recurrencia

siguiente

30 (x) = 8+ 4a 0 () + 120 () + a0l (x) (220

Definimos como 0 a todos los polinomios con indice menor a k, es decir
Obsérvese que

Podemos relacionar a estos polinomios con los polinomios de nacimiento y muerte originales mediante la siguiente

férmula

:—m/'Q QA) dy(y).

En efecto, cuando n < k se tiene que Q,(y) — Q,(x) es un pohnom10 de grado n en la variable y y una de sus

raices es x, por lo tanto M

es un polinomio de grado n — 1. Utilizando que Or(y) es ortogonal a cualquier
polinomio de grado menor a k, obtenemos que — 7, f Oy )Md y(y) =
Cuando n > k, podemos verificar que —m, | _11 Or(y) Md y(y) cumple la relacién de recurrencia .En

y—x
efecto, utilizando (Z.13)

_nk)/_ll Qk(y)Qn+1()’))):§n+l(x)dl//(y)—|—r,,(—7rk)/1 Qk(y)Q(yy:de’(y)
l — x
) [ o) 2= gy ) s [ 00 2= gy

Otra manera de ver a los polinomios k-asociados es la siguiente

Ry (x) = —=Qpyiy1(x), (2.21)
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o de forma recurrente

xRy (X) = Pryky1Rnt1(X) + Fugas 1R (X) + @iy 1Ri-1(x),  n> 1

Esta forma de escribir a los polinomios permite verlos precisamente como los polinomios de nacimiento del pro-
ceso k-asociado mencionado al principio de esta seccidn, salvo por la constante multiplicativa i Esto nos permite
aplicar el Teorema [2.1.3] que afirma que existe una Gnica medida de probabilidad asociada al proceso k-asociado
{X,Ek) n=0,1,-- } que denotaremos como ¥ respecto a la cual claramente los polinomios k-asociados son or-

togonales.

Lo que haremos ahora es relacionar las medidas ¥ y w(®) o mejor dicho sus transformadas de Stieltjes en el

siguiente resultado.

Teorema 2.1.4. Las medidas y y W(O) asociadas a la cadena de nacimiento y muerte original y la cadena 0-

asociada respectivamente se relacionan mediante la siguiente formula

Vdy(x) 1
/4 l—xs 1 dy/(o) ’ (222)

1 —ros — poqis*
—11—xs

Daremos una prueba probabilistica de esta férmula utilizando las funciones generadoras mencionadas al principio

de este capitulo.

Demostracion. Consideremos las funciones generadoras P;;(s) y F;;(s) definidas en (2.9) asociadas a las probabili-
dades de transicion F;;, y a la probabilidad de primer tiempo de llegada f;;, respectivamente. Aplicando la férmula

de representacién de Karlin-McGregor (2.19), tenemos que

Py(s) = Y P n,/ Qilx lfxs 20, ()dy(x) (2.23)

n=0

gracias a que |xs| < 1, lo que nos permiti6 hacer el cambio de serie con integral. Por las férmulas (2.10) y (2.11),

tenemos que

/Ql 1_ dy(x)

ﬂ// Qzlfxs / Qzl—xs

Para una cadena con un estado absorbente, y probabilidad de absorcién gy, utilizando (2.8)), y la férmula de repre-

Fils) = . Fjls)= (2.24)

sentacion de Karlin-McGregor, tenemos que
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SWAEEDWILHEE Zqo/ 10 (x)dy(x)s"
Qi(x
:sqo/ sz" IQ, (x)dy(x —sq/ ll—xs()'
Aplicando esta ultima férmula a la cadena 0-asociada cuyo estado absorbente es el O de la cadena original con
probabilidad de absorcién g; obtenemos

Ly (x)
Fio(s) = _
to(s) = sa1 /—1 1—xs
Usando de nuevo ( , la ecuacién 1i y la definicién Q; (x)

— (XZJO), tenemos que
I Q1 (x)dy(x) ! xdy(x)
F]O(s):@_lﬁ_i M—m
Poo /1 dy(x) Po /1 dy(x)
1 1—xs 1 1—xs
1 /' 1 1] dw(o)
s )| T=x vix L],
= — —ro|l =— |- — —r |,
Po /1 dy(x) | " po s dy(x) 0
1 1—xs 1 —xs
y por lo tanto
Lady©Ox) 1|1 1
sl S A/ [P I —
sq1/71 1 —xs po|s dy(x) o
1—xs
de lo cual se sigue el resultado
O
Si ahora hacemos el cambio de Varlablez— , en la féormula (2.22), tenemos
/1 dy(x) 1
l—-xt U gyl0)
Cotentopa( [
—1 I—XE
[ ) !
1 72—X L d
1*”0 —Poq1; / vO
12—x
/‘1 dy(x) 1
-1 X—Z

1 gyl0)
Z—To+ poqi / 4

-1 X—2
En términos de la transformada de Stieltjes

33
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1
Bz y) = — . (2.25)
S +poq1B(z; )
Para cualquier indice k£ > 0 (tomando l//(’l) = V) podemos escribir esta férmula como
1 1
Byt 1) = =— P (2.26)

-1 + pkgi Bz y®) % + g 1Bz y W)

1
y repitiendo este proceso

A partir de la férmula (2.25), remplazando B(z; w(?)) por (1 —r —p1g2B(z; l//(l))>

iterativamente, podemos llegar a expresar a B(z; w) en funcién de B(z; w*~1)) como

By D) + By

B(z; =

k> 1, (2.27)

donde oy, B, Y, 6 son funciones de z no tnicamente determinadas. Tratemos de escribir estos coeficientes en
funcién de los polinomios de nacimiento y muerte y los polinomios k-asociados. Para k = O podemos tomar o =
6 =1y Po=7y=0.Parak=1tomamos ¢&; =0, 8 = ;—;,yl =q1,6, = % La férmula (2.25) se escribe como
1 (0)
Po Ql (Z)

B(zy) =~ T '
G=ro) : 1y 0
o)y qBzy®) Qi@ +aiB(z )

Para encontrar la relacién de recurrencia que define a estos coeficientes sustituyamos la ecuacion (2.26) en (2.27)

B(z, (k) _|_ﬁk(zfrk)*0!k
B(z;l//):ﬁquJrl @y™) i para k> 1. (2.28)

Seqrr1B(z, ™) + ‘sk(z_pi":)_yk

Comparando los coeficientes con los de la férmula (2.27)) evaluada en k, obtenemos que

Oky1 = Bt

Bit = Be(z—ri) — o

)

Pk
Yer1 = SkGi+1,
P S(z—rm) =%
o] = ———————.
Pk

Por lo tanto el coeficiente B; satisface la relacion de recurrencia:

aiBx—1 + 1B+ piBrit = 2B,  Bo=0, Bi=—,

cuya solucioén es la familia de polinomios 0-asociados Q,((O) (2).

El coeficiente O satisface
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7—1o
Gk Ok—1 + 110k + PrOgr1 =20, G =1, & = P

cuya solucién es la familia de polinomios Qy(z).

Por lo tanto oy = qu,((OJ] (2), B = Q,(CO) (2), Y = qrOx—1(z), 6 = Ok(z) y podemos escribir la formula (2.27) como

B y) = PO DBEVE D) + 00 )

, > 1. (2.29)
akQx-1(2)B(z y* 1) + Ok (2)
Podemos generalizar un poco esta férmula si la aplicamos al proceso m-asociado y teniendo en cuenta que los

polinomios asociados al proceso m-asociado son Q,(lm) (x), salvo por la constante multiplicativa —pi.
m

(m+1) B(z: w1 (m+1)
By — — <1> Qkaf(lm) @By ) + Q]Em) @ emriso (2.30)
Pm Qi (2)B(z; W(kil)) + 0, (z)

2.2. Procesos de nacimiento y muerte a tiempo continuo

Aligual que en la seccidn anterior, comenzaremos dando algunas definiciones generales sobre cadenas de Markov,

pero esta vez a tiempo continuo. Esta seccion se basa principalmente en [5, Capitulo 3].

Sea (Q,.%#,P), un espacio de probabilidad y {X; | # > 0} una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de

estados . = Ny. En este caso la propiedad de Markov es la siguiente:

P(Xor = j | Xy = ,Xe,0 < T < 5) =P(Xyps = j | Xy = i) = Py(s5,5+1).

Asumiremos también que la cadena es homogénea, es decir que la probabilidad de ir del estado i al tiempo s al
estado j al tiempo s+ no depende de s, solo depende de r. Mds precisamente P;j(s,s+1) = F;;(0,t). Todas estas

probabilidades de transicidn suelen escribirse en la llamada matriz de transicion de probabilidad

Poo(t) Poi(r) Poa(r)
Pio(t) Pri(t) Pia(t)

PO=1pot) Pat) Pa()

Tenemos que las probabilidades de transicion satisfacen las siguientes propiedades:

1. P;(t) > 0, para cualesquiera estados i, j € ..

2. Yo Bij(t) <1, paracualquieri € .y Vt > 0.Si ¥ jc » Bj(t) =1 Vi€ . Vt >0, entonces diremos que

el proceso es honesto, y diremos que es deshonesto en caso contrario.
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3. Para cualesquiera estados i, j € ., se cumple la conocida como ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Pj(s+1) =Y P(s)P1). 2.31)
ke

Supondremos adicionalmente que las funciones de transicién de probabilidad son siempre estdndar, esto es
4. 1im,_,o P;(¢t) = 1 para cualquier estado i € ..
Con estos supuestos se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.1. Si una funcion de transicion cumple las propiedades (1-4) anteriores, entonces

1—Py(t
1. —P}(0) = lim,_o 7”() := q; con q; posiblemente infinito.
/ . P, (t) .
2. Cuando q; < oo, tenemos que Pl-j(O) = lim;_y0 = =i
Demostracion. La demostracién se encuentra en [[1, Proposicién 1.2.2]. O

Se dice que un estado i es estable, si g; < o, de lo contrario, se dice que i es instantdneo. En nuestro caso solo
hablaremos de cadenas en donde todos los estados son estables. Con estos supuestos, se puede definir el operador

infinitesimal, cuyas entradas son

) g iF
aij = . .
—4qi, 1=].
Es decir:
—qo 4o1 402
q10 —491 412 -
o = = P(0). (2.32)

21 4921 —q2
Podemos observar que la Proposicién[2.2.1] se traduce en que:

P(Xpon=i| X =i)=Pi(h) =1 —qih+o(h), h— 0
P(X;1n = j | X; = i) = Pij(h) = —qijh+o(h), h— 07,

lo cual se suele utilizar como definicién de cadena de Markov a tiempo continuo. En particular esta es la definicion

que se utiliza en nuestra referencia principal [9]].

Es conveniente definir los tiempos de espera
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" inf{r > 0| X, #i}, sielconjunto es no vacio,
i =
oo, en otro caso,

cuya distribucién estd dada por

P(H; > 1| Xo=i)=e 9", (2.33)

Esto nos da un mejor entendimiento de la cadena, pues nos indica que empezaremos en un estado i, esperaremos

un tiempo con distribucién exponencial y en ese momento pasaremos a un estado j con probabilidad

Py | Xo =) =L, i)

1

Una cadena de Markov a tiempo continuo define naturalmente una cadena de Markov a tiempo discreto de la si-

guiente manera.

Definimos los tiempos de salto como

,_]o sin=0,
" inf{r>J,_1 | X #X-}, sin>1.

Entonces X,, := X, define una cadena de Markov a tiempo discreto con probabilidades de transicién dadas por

0;j, si gi =0,
Pj= 0, si ¢ >0, i=],
qij

, st >0, l#]
qj

La interpretacion anterior del proceso podria hacernos pensar que Jo. = lim,_, J;, = co. Sin embargo existen ejem-
plos en donde J., toma valores finitos con probabilidad positiva. A J., se le suele llamar tiempo de primera ex-
plosion. Si J. es finito es porque en una cantidad finita de tiempo el proceso tuvo una infinidad de saltos. Esto
resultaba imposible en el caso de cadenas de Markov a tiempo discreto. El siguiente resultado muestra en que

casos esto puede suceder.

Proposicion 2.2.2. Sean S, una sucesion de variables aleatorias exponenciales de pardmetros A, , n > 1. Sea
S=Y"_Su Entonces

—= 00,

s

1
P(S=o)=1siysolosi }y —
n A"

Demostracion. Ver [1, Lema 1.2.9] O]

1

Esto nos permitird determinar mds adelante que los procesos de colas nunca tienen tiempos de explosién finitos.

A continuacién presentaremos dos ecuaciones diferenciales fundamentales para estudiar los procesos de Markov a

tiempo continuo.
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Proposicion 2.2.3. Supongamos que la matriz </, es estable, es decir que los coeficientes q; son finitos,

entonces

ke

Demostracion. Ver [, Proposicion 3.3]. O

A esta ecuacion se le conoce como ecuacion de retroceso de Kolmogorov y su prueba se basa en la ecuacion de

Chapman-Kolmogorov (2.31)). La segunda ecuacién diferencial que tenemos que mencionar es la siguiente

f)t/j(t) = Z P,‘k(t)qkjy tZ 07 l7.] € y7 (235)
ke

conocida como ecuacion de evolucion de Kolmogorov. Es importante destacar que a diferencia de la ecuacién

(2:34), esta no siempre se satisface. Estas dos ecuaciones se pueden escribir de forma matricial como

P'(t)=P(t), P'(t)=Pt)a/, t>0. (2.36)

En la mayoria de situaciones nos encontramos con el operador infinitesimal ./ y nos preguntamos si existen
y son tnicas las soluciones fi;(r) de las ecuaciones de Kolmogorov y si ademds estas representan una funcion
de transicidon de probabilidad, es decir si cumplen las condiciones 1, 2 y 3 mencionadas en esta seccién. Esto
en general va depender de .«/. Las ecuaciones de Kolmogorov pueden tener mas de una solucidn si es que la
tienen. Esto no sucedia en el caso discreto pues P determinaba de forma tnica el proceso para cualquier tiempo
discreto n. A continuacién enunciaremos un teorema que garantiza la existencia de una solucién a las ecuaciones

de Kolmogorov siempre que <7 sea estable. Hagamos primero la siguiente definicion.

Definicion 2.2.4. Sea </ una matriz estable. Se dice que una funcion de transicion P;(t) es una </ -funcion si o/
es el operador infinitesimal de P(t), es decir P'(0) = .

Teorema 2.2.5. Supongamos que la matriz </ dada por es estable, pero no necesariamente conservativa.
Entonces existe una funcion de transicion fij(t) (posiblemente deshonesta) que satisface ambas ecuaciones de
Kolmogorov que es minimal en el sentido que f;;(t) < P;j(t) para todo i,j € %yt > 0, siempre que P;(t) sea
solucion (no forzosamente funcion de transicion) de las ecuaciones de Kolmogorov. La funcidn fi;(t) es también
una </ -funcion minimal, en el sentido que f;j(t) < P;j(t) para todo i,j € -/ y t > 0, siempre que P,j(t) sea < -

funcion.
Demostracion. Ver |1, Teorema 2.2.2] O

Definamos ahora algunas cantidades probabilisticas bésicas. Para ello definamos un concepto andlogo al de fun-

ciones generadoras de probabilidad que utilizamos en el caso discreto (2.23).

Definicién 2.2.6. La transformada de Laplace de una funcion de transicion P;j(t) se define como

Pij(l)Z/O e MP()dt, A>0, ije.7.
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Estas funciones también son conocidas como funciones resolventes 'y satisfacen las siguientes propiedades (ver [1}

Seccién 1.1.3] para mds detalles).
1. Pj(A) > Oparatodasi,j€.yA > 0.
2. leeyﬁij(l) <1,paratodaie.”y A >0.
3. Bj(A) = Bij() + (A — 1) Lye.r Pu(A)Bij(1t) = 0, para todas i, j € ./ y A, pu > 0.
4. 1im) ., AP;(1) =1, para toda i € .7 (entonces limy_,., AP,;(1) = &;)).

Como en el caso discreto (2.7) definiremos las funciones de probabilidad de primer tiempo de llegada como

F;j(t) =P(X; = j paraalguna 7,0 < 7 <1 | Xo = i),

(2.37)
F;i(t) =P(Xy, #1,Xy, =i paraalgunas 71, 7,0 < 71 < 7» <1 | Xo = i).
Aplicando (2.33), las cantidades P;;(r) y F;;(t) se relacionan mediante las férmulas:
1
Pi(t) =e 1"+ / Pi(t — 5)dF(s),
0 (2.38)

Pyle) = [ Byt —s)aFi(s).

Definimos también la transformada de Laplace de F;;(r) como

Bi(2) = [T 0

De la relaci6n entre P;; () y F;;(t) (2.38) podemos deducir la relacién entre sus transformadas de Laplace

N 1 X N
i(A) = Pi(A)Fi(A),
(0) = 3+ BDER) )
i(

By = By (RS0, 5

>
+

Definicion 2.2.7. Con la notacién anterior podemos definir los siguientes conceptos.

» Unestado i € 7 es recurrente si [ Pii(t)dt = oo. En términos de F;(t), esto significa que [y Fi(t)dt =1, o

equivalentemente que limy_,+ F;;(1) = 1.
» Un estado es transitorio si no es recurrente.

» Un estado recurrente es llamado positivo recurrente (0 ergddico) si limy_,o. P;i(t) > 0. En términos de Fy(t),

se tiene que cumplir que [ tF;(t)dt < oo 0 equivalentemente que —1imy_,o+ %Iﬁ”(l) < oo,

= Un estado recurrente es llamado recurrente nulo si no es positivo recurrente.



40 CAPITULO 2. REPRESENTACION ESPECTRAL DE CADENAS DE NACIMIENTO Y MUERTE

A partir de ahora abandonaremos el caso general de cadenas de Markov a tiempo continuo, para centrarnos en
el estudio particular de procesos de nacimiento y muerte. Estos son procesos de Markov a tiempo continuo cuya

funcién de transicion de probabilidad P(¢) satisface la siguiente descripcién cuando ¢ — 07

Ait +o(t), sij=i+1,
Pj(t) =< wit+o(t), sij=i—1,
1—(Ai+u)t+o(), sij=i,
en donde {(A,, it,) | n € N} son tales que A, > 0 para toda n € Ny, to > 0, tt, > 0, paratodan > 1y o(r)/t — 0T
cuando ¢t — 0. Esta sucesion de parejas se suele llamar tasas de nacimiento y muerte. Para este tipo de procesos el

operador infinitesimal viene dado por:

—(Ao+ o) o
1 —(M+w) M
o = o —(Aa+12) A . (2.40)

U3 —(As+us) A3

Podemos definir ahora a los coeficientes potenciales como

Ao A
=1, ﬂn:M n>1, (2.41)

Hilo- - My -

que satisfacen la ecuacién de simetria

nnﬂvn = T4 1Hn+1-

Utilizando (2.36), podemos ver que 7;P;;(t) = 7;P;j;(t). En este caso se dice que P;(t) es débilmente simétrica o re-

versible. Si o es conservativa, m.ef =0y por lo tanto 7 es un vector invariante del proceso de nacimiento y muerte.

La cadena discreta asociada a este proceso de nacimiento y muerte, estd dada por la matriz de transicién:

X

O

U 0 M

(A1+u) (A1+up) A
H 2
P= T 0 Tmim : (2.42)
H3 0 A3
(A3+13) (A3+13)

Utilizando la notacién para cadenas discretas descrita en la seccién anterior, tenemos que

A,
- =0, qn = ( al

Pn= ( 7An+ﬂn)-

An 4 ly)’

Por lo tanto los coeficientes potenciales, quedan dados por:
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Ao+ Lo
A4ty

n(f:l, n,f:ﬂ,,

Para el caso de cadenas de nacimiento y muerte podemos encontrar un resultado mas preciso sobre las condiciones
que tiene que cumplir la matriz o7 para que la solucién f;;(¢) de las ecuaciones de Kolmogorov mencionada en el

(2.2.3) sea tnica. Para enunciar este resultado, definamos

o 1 oo oo l n o n—1 l
A=Y , B=Ym, C=Y) T, D=Y m Y, ——. (2.43)
n=0 ;L” Ty n=0 n=0 AnTon m=0 n=1  m=0 z’m Tom

Observemos que A puede escribirse como A = Yo, (4,7,) !, mientras que C = Yor_o 7y Yoo, (A7) 'y D =
YooM)L Y11 . Por lo tanto tenemos que C + D = AB. Entonces

» C <oo= A <ooo0equivalentemente A = oo = C = oo,

» D < oo = B < o 0equivalentemente B = co = D = oo,

Con la notacién anterior tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.8. Sea <7 definida por , con A, >0, para toda n > 1. Entonces la </ -funcion que es solucion

de las ecuaciones de Kolmogorov mencionada en el teorema (2.2.5) es tinica si 'y solo si C = oo, con C dado por

243).

Demostracion. Se puede consultar en [1, Teorema 3.3.2]. O

2.2.1. Férmula de representacion de Karlin McGregor
Las férmulas de representacion integral que se presentan en esta seccion fueron dadas por primera vez en [7] y [8].

Comencemos definiendo la familia Q,(x) de polinomios, a partir del operador infinitesimal < de una cadena de

nacimiento y muerte dado por (2.40), mediante la siguiente relacion de recurrencia:

Qfl(x):Oa Q():la
—xQo(x) = 2001 (x) — (Ao + Ho) Qo (x), (2.44)
_xQn<x) = ),nQn-&-l (x) - (An + .un)Qn (x> + U On—1 (-x)a

o en su forma vectorial —xQ(x) = AQ(x) con Q(x) = (Qo(x),Q1(x),---)T. Consideremos la siguiente funcién

vectorial

flx,t) =P(t)Q(x). (2.45)

Utilizando la ecuacién de evolucién (2.36), tenemos que f(x,¢) satisface la ecuacién diferencial
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afg?,) = P(1)Q(x) = P(1)AQ(x) = —xf(x,t) f(x,0) = Q(x),

y por lo tanto

flx,t) =e Q(x). (2.46)
Igualando las ecuaciones (2.45) y (2.46), componente a componente tenemos que

oo

Y Pi(1)0Q)(x) =e " Qi(x).

Jj=0

Supongamos que existe al menos una medida de probabilidad y con soporte en [0,c0), con respecto a la cual los
polinomios Q,(x) son ortogonales. Si tomamos la expresién anterior, la multiplicamos por Q(x)” e integramos

entrada a entrada, utilizando la ortogonalidad podemos ver que:

Py [ Gy = [ 00,y ()

Se puede probar de forma andloga al caso discreto que:

5= ([ @wave) -

Asi obtenemos la siguiente férmula

Py =1 | €000, 0y () 47

conocida como formula integral de representacion de Karlin-McGregor. Obsérvese que esta demostracion tiene
dos puntos delicados. El primero es la suposicién de la existencia de una medida y con soporte en [0,%) con
respecto a la cual los polinomios @, (x) sean ortogonales. El segundo punto delicado es que aunque tal ¥ exista,
no podemos estar seguros de que esta sea Unica. Al problema de existencia de una tal y se le conoce como Pro-
blema de momentos de Stieltjes. Cuando la solucién del problema de momentos de Stieltjes es tinica se dice que el

problema de momentos es determinado.

El primer punto delicado se resuelve en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.9. Sea .o/ la matriz infinitesimal asociada a un proceso de nacimiento y muerte y P;j(t) una of -
funcion débilmente simétrica que sea solucion de las ecuaciones de Kolmogorov. Entonces existe una medida de

probabilidad y con soporte en el intervalo [0, ) tal que

Py(t) = nj/:e*ﬂQ,-(x)Qj(x)dw(x), i,jeNy, t>0.
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Demostracion. La demostracién de este teorema se puede encontrar en [5, Teorema 3.9], y se basa fuertemente en
el teorema anterior [S, Teorema 3.8] el cual a su vez se basa en una técnica de representacion espectral finita para
la matriz truncada 27y que se obtiene al quedarse con las primeras N + 1 columnas y renglones de 7 y una técnica

de pasaje al limite. O

Obsérvese que este resultado implica que los polinomios Q,(x) son ortogonales con respecto a Y (basta evaluar
la férmula en ¢ = 0). Otra consecuencia de esta representacion integral es que cuando ¢ — oo la integral tiende
a 0 salvo quizds en el 0 donde y puede tener una masa discreta, lo cual va a depender de si el proceso es o
no positivo-recurrente. Para calcularla hay que utilizar el hecho de que 7 es un vector invariante y por lo tanto

mj = Y. o 7:P;;(t) junto con la formula de representacion integral (2.47) con i = j, la cual nos da que

1= i ; /Ooo e O} x)dy(x) — i 7,07 (0)w({0}), cuando s — oo.
i=0 i=0

Asi obtenemos una expresion para el salto en 0

1
v({0}) = —— (2.48)
Yo mQ; (0)
Otra expresion interesante que podemos obtener de la representacién integral (2.47) es
Jim P;(1) = w({0})0:(0)0;0). 249)

Para el segundo punto delicado contamos con el siguiente resultado.

Teorema 2.2.10. Sean {(A,, 1) | n € No} un conjunto de tasas de nacimiento y muerte y T, sus coeficientes

potenciales definidos como en (2.41). Entonces

1. Si yp =0, la solucion del problema de momentos de Stieltjes es tinica si y solo si
A+B= i ( : +7 ) =
= _ n | = oo.
7m0 \ AnTln
2. Siup >0, la solucion del problema de momentos de Stieltjes es tinica si 'y solo si
2
i 02(0) in 1+uni1 !
Tty = n 0 Cu— = .
= n=0 =0 AT

Demostracion. Consultar [5, Teorema 3.26]. O
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2.2.2. Polinomios k-asociados

De forma similar a lo que se hizo en el caso discreto, podemos pensar en el proceso k-asociado {X,(k) |t > O},
cuya matriz infinitesimal se obtiene de la matriz .« asociada al proceso original removiendo las primeras k + 1

filas y columnas, es decir

[ — (A + o) 2o
— Uy —M+w) A
e — (A + ) A
Mt 1 —(Ms1 + Micy1) i1
Hi+2 —(Akg2 + Mi2)  Aiy2

Definamos ahora los polinomios k-asociados mediante la siguiente relacion de recurrencia

— 20 = 81k 20y — ot )0 + 0L, (2:50)
de tal forma que los primeros polinomios QS,k) =0 para 0 < n < k. En particular
0 _ 1
Qi1 = e
Los polinomios 0-asociados junto con los polinomios originales cumplen la siguiente identidad
2 (0) _ 00 -1 2.51
n—1Tn—1 |On (X)anl (X) = 00" (x)On-1(x)| = L. (2.51)

Hagamos la prueba por induccién. Para n = 1, dado que Q(()O) (x) =0, Q(lo) x)=—=1/AyQo(x)=1,

0 0
Ao [ 0100} (¥) — 01 (x) Qo ()] = 1.
Si suponemos que (2.51)) es vélida para n, utilizando las expresiones recursivas (2.44) y (2.50) de Q1 (x) y de

Q,(Bal (x) obtenemos que

An T, [Qn+1 (X)QSlO) (x) — Qn+t1 (X)Qn (x)] = Ttu Uy [Q,(ZO_)l(x)Qn (X) — 01 (X)QSLO> (x)} =1,

lo cual concluye la induccién. Los polinomios k-asociados son generados por la misma relacion de recurrencia que
los polinomios asociados al proceso original y por lo tanto podemos encontrar una medida de probabilidad y*),

que haga ortogonales a los polinomios k-asociados.

Veamos ahora como se relacionan las transformadas de Stieltjes de las medidas y'y y/(k). Para esto utilizaremos las
transformadas de Laplace B;;(1) y F;j(A) de P;(t) y de F;;(t) respectivamente. Tratemos de expresarlas en funcién

de los polinomios Q,(x). Las férmulas (2.39) en este caso se escriben como
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Pi(A) = ———— +Pi(M)Fi(D),
A+Ai+ L (2.52)
Bj(A)=Pjj(A)Ej(A), i

Utilizando la formula de representacién de Karlin-McGregor (2.47), tenemos que

by = [ rsta= [T ([T om0 v )
=T7; /Ooo (/ome—(kﬂ)td,) 0i(x)Q;(x)dy(x) = 7, /Ooo de(x)’ 2 >0.

A+x
De (2.52)) obtenemos que
Qi(x
dy(x)
Fi(A)=1- ! 5 , / ”2“ , i# ] (2.53)
(A +4i + W) oo%dl[/(x) s )dl//(x)
0 Atx 0 A+x

Las siguientes dos férmulas también nos serdn ttiles mas adelante y son consecuencia de la férmula de represen-

tacioén de Karlin-McGregor

t o | _ =X
Pty = o [ Puo(s)ds = | ——0i(dw (), (2.54)

*l—e
Fuo(t) = / P (5)ds =pu | dy) (x), (255)

X

donde Pi(;)) (1) = Pi(l-o) (t, v ) es la funcién de transicién asociada al proceso 0-asociado { x” ;> O} La transfor-

mada de Laplace de la expresion anteriores es

oo o0 1 _ Xt
ﬁlo(l)zul/o eh(/o e dl[l(o)(x))dt

X

I A O PR S 0) = dy')
- - - dr)d - .
'UI/O x (/0 (e ¢ ) Vo H 0 A+x
Escribimos la férmula (2.53)) para i = 1, j = 0 utilizando que Q;(x) = —(x— Ao — to) /Ao

O1(x < (x— Ao — Ho)dy(x)
/ l+x i 200k +x)

= Q3 (x) = dy(x)
0 lo—i- dy(x) 0o A+x
el 2
_ Ao+Ho l/o {Hxl]dwx)_ I = dy(x)\ "
Tl +% > dy(x) o A0+M)+A_(.o )L+x) '

0o A+x
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Combinando estas dos dltimas ecuaciones tenemos que

o Juw© (x < du(x)\ !
%Hl/() M: 7‘0"’.“0"'}’_(0 dy( )> ], (2.56)

A+x A+x

en otras palabras,

“dy(x) = dy®(x))
A x+x<%+“0+’120“‘/0 ix :

Intercambiando A por —z obtenemos que

1
B(z,y) = ZO—N()—Z—AONlB(Z?V’(O))’

donde B(z, y) es la transformada de Stieltjes de y definida en (1.1). Para k > 0 esta formula puede extenderse

como

1
Ak

B(z,y* 1) , 2.57)

Ak%ik_z — Wer1B(z, y W)
tomando l//(_l) =V.
Iterando esta férmula e identificando los coeficientes de la misma forma que hicimos en el caso discreto, llegamos
a que la transformada de Stieltjes, de la medida y asociada al proceso original y la de la medida 14/("> asociada al

proceso k-asociado se relacionan mediante la siguiente férmula

Bie.y) - MO OBV ) +00 @)

k> 2.58
1 Qk—1(2)B(z, yk 1)) — Oy (2) (29)

Podemos generalizar un poco esta férmula aplicdndola al proceso m-asociado, para cualquier m € Ny. Solo hay que

tener cuidado con el factor — % al observar que para el proceso m-asociado los polinomios ortogonales asociados
m

son —lmQ,SM. Con esto en mente obtenemos que

(m+1) — (m+1)
1) IJka,I B(vak 1)7Qk k>m+1>0. (2.59)

B(Z, W(m>) = ( m m
o) Q") Bz, yk ) — "

Esta férmula nos permitird més tarde obtener informacion probabilistica para los procesos de colas de k servidores.
Otro uso de los polinomios k-asociados es que podemos escribir la transformada de Laplace ﬁ(l) de la funcién de

transicién de probabilidad P(z) inicamente en términos de estos polinomios y de Pyy(A). En efecto si (1) es la

transformada de Laplace de la funcién de transicién de probabilidad P(z), entonces

[+ AP(A) = A P(A) = P(A) .
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Una solucién general de la ecuacion anterior se obtiene sumando una solucién particular de la ecuacién —1 +
AP(L) = o/ P(L) = P(L).</ con una solucién general de la ecuacién AP(A) = o7 P(A). Por un lado una solucién
particular de —1+AP(A1) = o/ P(A) = P(1).</ estd dada por

tal y como se puede verificar mediante la relacion de recurrencia (2.50). Por otro lado, una solucién general de
AP(L) = o/ P(L) estd dada por

A

Pj(A) = gj(A)Qi(=4),

donde g;(A) es alguna funcién (que determinaremos mds adelante). Por lo tanto la solucién general de —/ +
AP(A) = o/ P(L) = P(1).o/ estd dada por
Pij(2) = 0 (=1) +,(1)Qi(~2).

Ahora, como Q(j ) =0 y Qo = 1, tomando i = 1 en la férmula anterior obtenemos que g;(2) debe de ser Py j(1).
0 J J

Utilizando la simetria 7; P, i(A)= 7rj13j,- en la férmula anterior con i = 0, tenemos que

8i(A) = By, ;(0) =7, (0 (<) + 0, (-1 (1) ).

Por lo tanto

Py(2) = 0 (~2) + m0i(~2) (01" (<) + Qi(~A)Pro(2) ). (2.60)

En particular para i < j, tenemos que

Py(2) = ;0i(~2) (& (=2) + (- )R (A)) .

En consecuencia, si i < j, utilizando (2.52)), obtenemos que

R TRy
B =30 ~ o, h)

La formula (2.60) nos da otras férmulas interesantes. Utilizando nuevamente la simetria 7;P;; = 7;Pj; obtenemos

la siguiente relacion

70! (<1) + im0~ A)Q (-2) = 10 (-A) + 1m0, (-2) 0" (- 2).

Parta i > j, por ejemplo j = n+1i, tenemos que QE"H) =0, y por lo tanto

7:0:(—1)0Y) (~2) = 0¥, (~A) + Qi1 (—2) 0\ (< 4).

En particular , para n = 1 utilizando que Q,((Ii)l = —%k, tenemos que
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0]
0O () — 0 (-2 0® () = ~ L (A 1
Qi1 (=10 (~2) = Qi(-M)O (~A) = ~ L =
Esta expresion puede ser escrita como
0 (-2) _ 0" (-2) !

Qi1(-A)  Qi(-4)  AmQi(—A)Qi(—1)’

por lo que

Q%vmz_i !
Qir1(—A) =0 M Qr1 (—A) Ok (—2)

Aplicando el teorema[I.2.2] obtenemos que

*dy(x) & 1
= . 2.61
./0 x+tA S Qi (—A)Ok(—4) 200

Haremos uso de los polinomios duales Q¢ (x) definidos por

1
AT,

Qi) =1, Qn(x) =

(Ont1(x) = On(x)),
si tp > 0. Se puede probar que Qi (0) = 1. Gracias a los polinomios duales también se obtiene la siguiente expresion

—1

Qn(o) =14 o Z
k

=0

— >0. 2.62
P Mo >0 (2.62)

Para més detalles sobre los polinomios duales constltese [15, Capitulo 3, Seccién 3.3.1].
Si ahora tomamos el limite cuando 4 — 0 en (2.61) obtenemos

°"dw(X)_1<_, ! )
| "\ o)

Utilizando la expresién de Q,,(0) (2.62)), tenemos que

oo oo 1
/ dy(x) _ 1], 1 __ Leoim : (2.63)
0

X Ho 1+ Mo X0 7 — Mo X0 7

la dltima expresion sigue siendo valida para yy = 0.
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2.2.3. Aspectos probabilisticos de los procesos de nacimiento y muerte

En esta seccién supondremos que la medida y que hace ortogonales a los polinomios generados por la relacién
de recurrencia (2.44) es tnica. Recuérdese que una condicién necesaria y suficiente viene dada en la Proposicion
[2.2.8] La unicidad de y en los casos que nosotros estudiaremos, es decir procesos de colas, estard garantizada.
Como y serd dnica, también existird una tnica funcién de transicion de probabilidad P;;(r, y) que satisfaga las
ecuaciones de Kolmogorov. Enunciaremos los resultados para el caso Ly = 0, pues este es el caso que correspon-

de alos procesos de colas. Si se quiere consultar resultados similares para el caso Ly > 0, consultar [5, Seccién 3.7].

Supongamos que el proceso de nacimiento y muerte estudiado {X; | # > 0} es irreducible, por lo cual estudiar la
recurrencia dependera tinicamente de la recurrencia del estado O pues todos los estados pertenecerdn a la misma

clase de comunicacion.

Teorema 2.2.11. Supongamos que g = 0. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. El proceso es recurrente.
2 / dy) _
0 X

=
3. — oo,

p /°°dw<°><x>_1
-

También son equivalentes:

1. El proceso es positivo-recurrente.

-1
2. La medida espectral y tiene una masa discreta en el 0 de tamaiio y{(0)} = (Z ﬂ:n) .

n=0
3. ) m<eo
n=0
oo Ju(0) oo Ju(0)
4 / vl _ 1 / Lﬁ@_
Jo X 1431 0 X

Demostracion. Dado que el proceso es irreducible, basta estudiar la recurrencia en un solo estado, por ejemplo en
0. Por la definicién m el estado 0 es recurrente si y solo si limy_,o+ Foo(A) = [5°dFoo(t) = 1. Por la férmula
(2.53) aplicada a i = j = 0 esto es posible si y solo si lim, o+ [5 (A +x)~'dy(x) = e. Por lo tanto se debe cum-
plir que [y x~'dy(x) = oo. La tercera equivalencia es consecuencia de . Para la dltima equivalencia hay que
hacer tender A a 0 en la ecuacién y tomar en cuenta que o = 0.
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El estado 0 es positivo recurrente por definicion si el tiempo esperado de retorno al estado O es finito o equivalen-
temente si f6’° tFoo(t) < eo. Si Y, oM, < oo entonces Y tiene una masa en x = 0 y el tamafio del salto estd dado por
la férmula , tomando en cuenta que oy = 0y por lo tanto Q,(0) = 1 para n > 0 (ver ), tenemos que
v(0) = (X5 om) " y lim; e Pj(1) = w({0})7;. El primer momento de Foo(t) estd dado por —lim,_,o+ F'(A).
Por lo tanto, utilizando (2.52), obtenemos que

Po(2) 1

—Fyo(A) = — (A+20)B3 (L) (A+20)2Po(A)

El segundo término tiende a cero pues el proceso es recurrente, por lo que Pyy(A) — oo cuando A — 0F. Por un
lado

/°° dy(x) v({0}) N /"" dy™ (x)
0 0

7]300(1) . (l —I—x)z . A2 (ﬂ, +x)2
B [ dy®)\ (w({0}) | [mdyt(n)\”
" ( A ),+x> ( A b Aix )

donde y denota la medida obtenida al remover la masa discreta en x = 0 a . Por lo tanto Wy es continua en

x = 0. Multiplicando y dividiendo por 1> obtenemos que

. T S
/0 tdFyo(t) = _;ng{)l+ Foo(A) = Aoy ({0})’

que es finito. Por otro lado, si el proceso es positivo recurrente, la cadena de Markov P;(nh), con h fijo, es positivo
recurrente. Entonces 1im,, .. P;(nh) = w({0})7; > 0. Como w({0}) = (¥_o7,) " entonces ¥ 7, < oo. Para

la dltima parte observemos gracias a (2.58) y (I.4) se tiene que

A 1
0}) = — lim B(z, ) = Ii = :
w({0}) = lim B(z,y) = lim =~ dy O (x) = dy ) (x)
T e Ry e
0 x+A 0 X

La dltima parte fue consecuencia de la regla de 1’Hopital. Por lo tanto y({0}) > 0siy solo si f;°x 2dy(®) (x) < .
Obsérvese que la dltima férmula da una forma alternativa de calcular la masa discreta en x = 0 si el proceso es

positivo-recurrente. O



Capitulo 3

Familias de polinomios ortogonales y

procesos de colas

En este capitulo iniciaremos el estudio de procesos de colas que son procesos de nacimiento y muerte donde las
tasas de nacimiento A, son constantes positivas, esto es, 4, = A > 0, para cualquier n € Ny. En este caso el estado
del proceso se interpreta como la cantidad de clientes en la cola para la cual los tiempos interarribo entre clientes
tienen distribucién exponencial de parametro A y los tiempos de servicio tienen distribucién exponencial con pa-

rdmetro U, donde n el la longitud de la cola.

3.1. El proceso de colas M /M /oo

El primer caso que estudiaremos es una cola con infinitos servidores M/M/c. Es decir, que siempre que haga falta,
abriremos un servidor para atender a todos los clientes en la cola simultineamente. Esto es W, = ni, para toda

n € Ny para alguna u > 0. Para este proceso los coeficientes potenciales quedan determinados por

A
pj!
Obsérvese que
oo 1 oo oo )b n i
T =09, B: 7'['": () — —=eH y
1 1 & u”
A = = — 7}/[' —= o0
;lnir,, ll;)l”

La Proposicién [2.2.2]y el Teorema [2.2.11] aseguran que no hay explosiones en tiempos finitos y que el proceso es

positivo recurrente. Por los Teoremas [2.2.9]y [2.2.10] existe una tnica medida de nacimiento y muerte y para el

51
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proceso M /M /.

El operador infinitesimal de un proceso de colas con infinitos servidores, viene dado por:

—A A
po —(A+u) A
o = 2u —(A+2u) A , 3.1)

3u —(A+3u) A

Obsérvese que gracias a la Proposicién como la serie A = oo, entonces la serie C = e y por lo tanto el
operador .« define un tnico proceso de nacimiento y muerte. Deseamos ahora encontrar la representacion integral
de este proceso. Para esto obsérvese que la relacién de recurrencia que define a los polinomios de nacimiento

y muerte en este caso es

0.1(x)=0, Qo=1,
—x00(x) = AQ1 (x) — A0 (v), G2)
—xQ0n(x) = AQp+1(x) — (A + 1) Qn(x) +npQy—1 (x).

Si llamamos a = % y dividimos la ecuacidn anterior entre y, obtenemos que los polinomios Q,(x) satisfacen la

ecuacion de recurrencia

=00, (4) — (a+ M) () + 10,1 (1)

Como se pudo ver en el primer capitulo, esta relacién de recurrencia es la que define a los polinomios de Charlier

(véase(T.20)). Por lo que

0u(x) =Cy (x )‘>.

T
La medida asociada a los polinomios de Charlier para a = % es
e “a"
llj(x) = Z n! 6xn7 Xn = nl’l“

De hecho y es la tinica medida que hace ortogonales a los polinomios de Charlier. Por lo tanto la férmula de
representacion garantiza que la funcién de transicién de probabilidad del proceso de colas con infinitos

servidores es:

Pj(t) = Ej/()me_XtQi(x)Qj(x)dw

a & n

=5 L Qim0 (e
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Cuando j = 0 esta férmula se simplifica considerablemente utilizando la funcién generadora de los polinomios de
Charlier (I.ZT)) y la ecuaci6n de simetria de estos (T.23):

P,o= efa(lfeim)(l —e My,

)

3.2. El proceso de colas M /M /k

Estudiemos el caso de k servidores M/M/k con k > 1, es decir que siempre que no se haya excedido el largo k de
la cola, se abrird un servidor para atender a todos los clientes simultdneamente. Si la cola es mds larga que k se

seguird atendiendo con k servidores. Esto se traduce en que

) nu,sin <k, 3.3)
Ho = ku, sin> k.

En este caso los coeficientes potenciales son

A/ o AJ
e si j<k, vy ﬂj:W,

si j>k. (3.4)
Por lo tanto

> 1 > A" 1 k& A
R 1 A ()

Dot \ku

(By Lo loy ()

n=k+1

La serie B converge siy solo si A < ki y la serie A diverge siy solo si A < k. Por la Proposiciény el Teore-
ma[2.2.11] el proceso de colas con k servidores no tiene explosiones en tiempos finitos y es positivo recurrente si y
solo si ku > A. También podemos notar que es recurrente nulo cuando ku = A. Por el Teoremay el Teorema
existe una unica medida de nacimiento y muerte y para el proceso M /M /k. En las siguientes secciones de

este capitulo nos dedicaremos a calcula la medida y explicitamente.

El operador infinitesimal de un proceso de colas con k servidores como el descrito en el capitulo anterior, viene

dado por:
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-1 A
po —=(A+u) A
2u —(A42u) A
o = . (3.5)
ku —(A+ku) A
ku —(A+ku) A

También en este caso la Proposicién[2.2.8] garantiza que existe un Gnico proceso cuyo operador infinitesimal es o7

pues C dado por (2.43)) es claramente infinito pues los coeficientes potenciales son constantes a partir de k.

Los primeros k + 1 polinomios de nacimiento y muerte Q,(x) son exactamente los mismos que para el caso de

infinitos servidores. Es decir que Q,(x) = C, (ﬁ, %) paran <k.

Para determinar los polinomios siguientes definamos la familia de polinomios R, (x) = Q.+, (x) para n > 0. Esta

satisface la relacion de recurrencia:

R_i(x) = Q-1(x), Ro(x)=0Ox(x),

(3.6)
3Ry (x) = ARy (x) = (A + k)R (x) + kitRy 1 (x),

cuyos coeficientes no dependen de n. Esto nos permite expresar a la familia de polinomios {R,(x)} en funcién
de los polinomios de Chevychev de primera especie {T,(x)} y de segunda especie {U,(x)}. Como vimos en el

capitulo 1, estos polinomios satisfacen la relacién de recurrencia

Pt () 2Pt (1), n>1 G.7)

1
—xP,(x) == 3

2

To(x)=1, Ti(x)=x, Up(x)=1, Ui(x)=2x.

Los polinomios dados por:

son solucién de (3.7) tales que
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A tkpu—x

V-1(x) 2k

Vo(x) =1, W_1(x) =0, Wo(x) =1.

Por lo tanto podemos escribir a R,(x) como combinacién lineal de estos polinomios de la siguiente manera

Ry (x) = v(x)Vi (x) + w(x) Wy (x), (3.3)
para algunas funciones v(x) y w(x). Para determinarlas, evaluamos la férmula anteriorenn=—-1yenn=0y
obtenemos que

Atk —x
- =R_ = _—
Qr—1(x) 1(x) = v(x) T
es decir
2ku
v(x) = Qkfl(x)l T
y
Ok (x) = Ro(x) = v(x) + w(x),
es decir
2ku
wlx) = Q) — o Tk < Qe-1(%)
Remplazando estas funciones en (3.8) obtenemos que
2ku 2ku
Ry(x) = ———0Or—1(0)V;, — 0O Wa(x). 3.
(9= T 0 (V) + (00— 0019 ) Wl (.9

Utilizando la relacién (1.19), podemos escribir a los polinomios V, (x) en funcién de los polinomios W, (x) como

[k 3 A+ku—x
V"(x)(l) T"( Nz )
_(ku)Z o (Arke—x\ (Atku—x\ o (Atku-x
“\2 "\ Ak Ve )\ akan
A+kpu—x
W ).

= Wa(x) —
Remplazando V, (x) en (3.9) obtenemos que

ku

Ry (x) = Ok (x) Wy (x) — 7 et (X)W1 (x).

Por lo tanto, una expresion para los polinomios es
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[SE

ez VAL

De forma aniloga podemos obtener que
(0) A+ku—x ku (o) A+ku—x
o U | === | =4[ G Qi U1 () | === | |, n=0. G.1D

o= (%)
ktn A NZT7ym NZT7m

Ahora calcularemos de forma explicita la medida espectral de este tipo de procesos. Para esto observemos que al

Qrein () = <k)tt> [Qk(X)Un(X) (AH{FL_X) - %Qk—l(X)Unfl(x) (AHW_X)] . n>0. (3.10)

Q

remover las primeras k columnas y los primeros k renglones a la matriz </’ descrita en (3.5)), los coeficientes de la

tridiagonal son constantes. Por lo tanto B(z, w*~1)) = B(z, w¥)). Aplicando la férmula (2.57) obtenemos que

l+ku—z—\/(l+ku—z)2—4klu
2kAu '

Remplazando esta expresi6n en la férmula (2.58), racionalizando y utilizando la identidad (2.5T), podemos llegar

B(z,y*V) = (3.12)

aque
_ L(2)
B(Z’ W) _Hk(Z) )
donde
Li(z) =422 Qu(2)0 (2) + 4kA Qi1 ()0, (2)
~22 (ki —2) [0u(2)0), (1) + 01 () + k1 (2)]
+2(k—1)!(%>k71\/(l+ku—z)2—4klu 3.13)
—412 |00 @)~ 5 (010 () + 4 901 0)]

+2(k—1)! (%)H \/(x ke —z2)? — kAL,

y

Hi(z) =427 [07 (2) — Qk—1(2) Qk11(2)]

(3.14)
= 4Ap (051 (2) — Qu2(2)Qu(2)] —4ARQk(2) [Qk—1(2) — Qr2(2)].-

Observemos la estructura de esta transformada de Stieltjes. En el numerador tenemos a la funcién Ly (z) que consta
de una parte polinomial de grado 2k — 1 y una parte no polinomial. En el denominador tenemos a Hy(z) que es un
polinomio de grado 2k. Aqui entra en juego la férmula de inversién de Perron-Stieltjes. Por lo que dijimos en el

capitulo 1, los utnicos candidatos posibles para que la medida tenga una masa discreta son los polos de B(z, ), es
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decir los ceros de Hi(z). En el resto, la medida serd absolutamente continua y estard dada por la férmula (1.3)), es

decir
N k—1)! k=1 /akdp — (A +ku —x)?
o = & (%) ViAkhp— (ki =) (3.15)
27A? \A [07(x) — Ok—1(x) Qg1 (x) ]
si |A+ku —x| < +/4kAp y cero en otro caso.
Procederemos ahora a obtener informacién més precisa sobre las posibles masas discretas de la medida y.
La férmula 1i nos da la transformada de Stieltjes de l//<”’1) en funcidn de la de l//(">
(n-1) !
B(z,y" ) (3.16)

T A tnp—z— (n+ 1)AuB(z,y™)
Gracias a la férmula (3.12) podemos notar que lim,_,oImB(x + ie, w*~1) > 0 en el intervalo sy = A + ku —
\/‘W <x<A+ku+ \/m =51 pues es ahi donde el término dentro de la raiz cuadrada es negativo. Por
induccién obtenemos que limg_,o ImB(x + i€, l//(”)) > (O paratoda —1 <n<k—1, donde l//(’l) denota a la medida
v del proceso original. Por lo tanto l[/(”) (x) tiene una parte absolutamente continua en ese intervalo para toda
—1<n<k—1.De podemos ver que ¥~ 1) tiene un salto en cada valor x = z donde z es un cero simple del
denominador A +nu —z — (n 4 1)AuB(z, w'). Estos saltos no pueden ocurrir en el interior del intervalo donde
las medidas son absolutamente continuas pues la parte imaginaria del denominador es negativa y no pueden ocurrir
en los extremos del intervalo pues ahi B(z, w*~1)) y por induccién cada B(z, w™)) con —1 < n < k — 1 tienen sin-
gularidades que no son polos. Por (3.12), w*~1(x) no tiene saltos. Podemos deducir también que B(z, w*~1)) es

estrictamente creciente en (—oo, 59| y estrictamente decreciente en [sq,+o0) como se ilustra en la siguiente gréfica.

w

;

Figura3.1: B(x,y* V) con A =pu=1yk=5.

Procedamos a localizar los saltos de la medida y*—2) (x). Para esto busquemos los puntos de interseccion de la
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rectay = A + (k— 1) — x y la grifica de y = kAuB(x, y*~1)). Definamos la funcién i(x) = A + (k— 1)y —x —
kA uB(x, l//(k’l)) y estudiemos cuando se anula si es que se anula. Por la férmula (3.12)) tenemos que

hx) = A+ (k= D — x—<l+ku x—\/(l+ku—x)2—4k/lu>
y por lo tanto

[P P  h S—
2 (A +ku—x)2—4kAu
Cuando x < 59 = A +ku — \/4kALL, se tiene que A + ki —x > /4kAp > 0. Por lo tanto /' (x) < 0. Es decir que

h(x) es estrictamente decreciente en el intervalo (—eo, sp]. Si evaluamos la férmula (3.12)) en z = s tenemos que

h(so) = A+ (k—1) it — so — kAuB(so, y* V) = —p + kAL (3.17)

Por lo tanto A(x) se anula una dnica vez en el intervalo (—eo,s0] si —tL +/kA L < 0 0 equivalentemente si kA < U

y no se anula en (—co, 5] en caso contrario.

Cuando x > s1 = A + k +\/4kA U, se tiene que A + ki —x < —/4kAu < 0. Podemos reescribir y acotar a h(x)

de la siguiente manera

h(x) = ka+m¢zm ¢@+MLXV%M4
|:7L+ku 2U—x+ (7L—|—k,u—x)2]

[A+ku—2u—x—A—ku+x]=—pu.

NM— l\)\'—* N\

Por lo tanto 4(x) no se anula en el intervalo [s1,0). Podemos entonces afirmar que la medida w52 tiene un y

solamente un salto solo cuando p > kA. Es sencillo verificar que cuando u > kA, el salto se encuentra en el valor

x=(k—1)(—2).

Probemos ahora que ninguna de las medidas lll(") con 0 < n < k—1 tiene saltos del lado derecho del intervalo de
continuidad [so,s1]. Yalo hemos probado para 1//("’1) y 1,1/“"2), probémoslo ahora por induccién para el resto de las

v Supongamos que para cualquier r tal que n < r < k— 2, w") no tiene saltos a la derecha de s; y que B(s1, 1//<’))

-1
es finito, negativo y mayor que —+/kA . Esto es vélido para k — 2 pues B(s;, y*~2)) = — (/.L + \/klu) . Por
@.16)

1
B(sq, (n=1)y =
o1, w0) = (n— k)i — /3kA [ — (n+ 1)AuB(s;, y®)’
y por lo asumido para n tenemos que B(sy, w"~ 1)) es finito, negativo y mayor que —+/kA . Como B(s, y'™)

es estrictamente decreciente a la derecha de s; entonces el denominador de B(x, y"~1)) no se anula para valores
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mayores a s, por lo tanto y"~1) no tiene saltos a la derecha de s;. Esto completa la induccién.

Supongamos ahora que para A y y fijos la medida w(”) con —1 < n < k — 2, tiene exactamente r saltos. Digamos
que estos saltos se encuentran en los puntos x; < xp < --- < x,. Por lo tanto x, < sg. En cada uno de los intervalos
—o00 < 72 < X1, X] < Z< X, X1 < Z<Xp,lafuncién (n+ 1) AuB(z, 1//<">) crece a +oo y por lo tanto intersecta a
la grifica de y = A + ku — z una sola vez. Por consiguiente l[/<"_1> tiene exactamente un salto en cada uno de estos
intervalos. En el intervalo x, < z < so, la funcién (n+ 1) AuB(z, w'")) crece de forma estricta desde —oo hasta su
posible valor finito en s, por lo cual l//(”’l) puede tener a lo més un salto en este intervalo. Entonces l//<”’1) tiene

r o r+ 1 saltos. Se sigue que para cualquier —1 <n <k—2, l//(”) tiene a lo més k — 1 — n saltos.

Aplicando (3.16) para z = s, tenemos que

1
B(so, w" 1) = . 3.18
oy (n—k) p+/AAp — (n+1) A uB(s0, y ™) G19

Por lo tanto una condicién necesaria y suficiente para que l//(”’l) tenga un salto mds que l//(”> es que la cantidad

anterior sea negativa. Aplicando (3.17) tenemos que

1
B(SO7 1//(1{72)) -~

VA —p

lo cual nos sirve como base de induccién para probar que paran < k—2,

_
(k—n)p’

cuando 1t — oy A fijo. En efecto, si consideramos vélida la propiedad para n, es decir

B(so, " V) ~ —

1

B(so, ‘l/(”)) ~ —m7

cuando U —> oo,
por la relacién (3.18)), tenemos que

B(so, " 1) = 1 N 1 |
(n—k)+ /42 — (n+ 1) AuB(s0, y™) (n—k) i+ 4)Lu+kn+1 ll
“n—

Como

1
(n—k)u+\/4lu+%l
lim —n=1 —q,
Hvee (n—k)u

concluimos que

cuando U —> oo.

_1
(k—n)u’
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Por consiguiente, para cualquier A fijo, ") tiene k — 1 — n saltos para u suficientemente grande. Se sigue también

por induccién que paracadan < k—2,

i (n)
0< m)\/m(so,w ) < VkA.

En consecuencia para A fijo y no tiene saltos para p suficientemente pequefio.

Para un trato mds preciso sobre el nimero de saltos de 1//(") vale la pena hacer uso de los polinomios n-asociados

a la cadena de nacimiento y muerte definidos para n = —1 como

y como

an)(x) =0sir<n

m 1
Qn+1 ()C) - _z
20" (x) = 1,0, () — (A + 1) O (x) + A0, (x), para r > n+1,

paran > 0y U, estd dado por (3.3). La férmula en este caso se escribe como

%) ka0l V@B v ) — 0 V()

En términos de la variable b = %, tenemos que

2
so=l(1—\/@> .y kuB(so, y* V) = Vkb.

Si definimos

podemos expresar a B(so, y"~)) como

(v) (v
oy (LY (V) — VKB, (VD)
sy (’L>P£”‘><¢E>—¢%P;§L”<x/5)'

Las cantidades Pr(n> (&), satisfacen la relacién de recurrencia

p"(E) =0, P (&) =1,

— (k—r)EPM (&) = rP") (&) —2VkP™ (&) + PY (€), paran+1 < r <k.

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Por lo tanto, para n fija, P,(”)(é), con n+ 1 < r < k define una coleccidn finita de polinomios ortogonales cuya

familia 0-asociada es P,("+1) (&) con n+2 < r < k. Podemos escribir 1} como

B = VB =k [P = VRE, |+ (k= r) [P — &P

r

Se puede probar por induccién que Pr(") &)y P,(") — \/l;Pr(f)l son estrictamente positivos para§ <0yn+1<r<k.
El polinomio

G V&) =R"NE) - ViR (©),

es cuasi-ortogonal y de grado k — n, perteneciente a la familia de polinomios P*~! (), y cuyo polinomio asociado

. . —1 . . . .. .
correspondiente es G,((”)(é). En consecuencia G,E" )(5), tiene exactamente k — n raices positivas distintas, diga-

mos 61("71) , 52("71), e k(:”, de tal forma que las k —n — 1 raices de G,({"> (£) se ubican en los intervalos abiertos
(éi("_n, éig'fl_l)). Este tltimo pérrafo requiere de la definicién de polinomios cuasi-ortogonales asi como un teore-

ma sobre la ubicacidn de sus ceros. Estos elementos se pueden encontrar en la Definicién 1 y en el Teorema 2 de [3]].

Podemos ver que la tinica raiz de G{2(&) es éfk_z) = V/k. Ya sabemos que w*~2) tiene un salto si v/b > él(k_z) ¥
no tiene salto si v/b < 51(1“2) . Supongamos que ha sido establecido que l/l(”) no tiene saltos si v/b < él("), que tiene
r saltos si &) < Vb < ér(i)l, y que tiene k —n — 1 saltos si v/b > &_,_;. Ya sabemos que y"~!) tiene o bien el

mismo nimero de saltos que l//(") o bien un salto mas. Ademas ya hemos visto que tiene un salto mas si y solo si

)

1 ) G, (Vb)
M) GV (V)

es una cantidad finita y negativa. Por lo tanto de la propiedad de entrelazamiento de los ceros de G,(("> y de G,E"il)

Blso, ") = (

tenemos que Y"1 no tiene saltos si Vb < 61("71), tiene r saltos si 55"71) <vb < ér(_ﬁl) y tiene (k —n) si
(n—1)
> Vb
Hemos probado que w!"~1) tiene tantos saltos como raices del polinomio G,gn_l) (&) que sean menores a v/b. Esto
nos da en particular cuantos saltos tiene la medida y = y(~!). Terminaremos esta seccién resumiendo todo lo que

sabemos de la medida espectral y en el siguiente

Teorema 3.2.1. La medida espectral y asociada al proceso de colas cuyo operador infinitesimal es </ en (3.3,
tiene una parte absolutamente continua dada por la formula (3.15), tiene tantos saltos como raices tenga el

polinomio

G =PV E) - VP ()

L , , (3.23)
= &7 Qu(A (1~ EVR) — EVRQ1 (A (1~ £V
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que sean menores que \/'b, donde G,((_l) (&) es un polinomio en la variable & = \/g Ademds podemos calcular la

masa discreta en el cero (si es que la hay) mediante la formula

vion=(E LAY+ (2) (24)) a2t

Demostracion. Ya hemos probado la mayoria de afirmaciones de este Teorema, solo falta probar (3.24). Basta

recordar el Teorema[2.2.T1] el cual afirma que ¥ tiene una masa discreta en x = 0 si y solo si el proceso es positivo
recurrente, si y solo si kit > A y estd dada por w({0}) = (¥, m,) . Sustituyendo los valores de los coeficientes
potenciales (3.4)) obtenemos que

gk
B
I
o1~
S |-

(i)
=0 =0 H n=kt1
kop/aN" kK[a /AN &/
“Xa(i) n L ‘,?o(ku”
r k+1
A N 1*(%)
:Z* =) o+ = —
Eai\e) TH|TTE T T4
N (AL (AN (e
&t \u K\ u ku — A

O

Aunque este resultado no nos dice exactamente donde se encuentran las masas discretas de ¥ nos ayuda mucho

a entender cuantas masas discretas debemos de esperar. Mds adelante aplicaremos esto a algunos casos particulares.

Obsérvese que cualquier medida que haga ortogonales a los polinomios generados a partir de </ mediante la
relacion de recurrencia a tres términos tiene que tener la forma descrita anteriormente y por lo tanto es unica. Otra
manera de probar la unicidad de y es notar que en el caso de k servidores, J define un operador de Jacobi acotado
y por lo tanto podemos aplicar el Teorema de Favard[I.3.3] Una tercer manera de probar la unicidad de y es notar
que si la serie A en (2.43)) converge, entonces kit < A y por lo tanto B en diverge y viceversa, es decir si B
converge entonces A diverge. Entonces A + B = oo y por el Teorema[2.2.10] v es tnica.

3.2.1. Caso particular 1 servidor

En el caso particular de 1 servidor, es decir k = 1, los primeros polinomios asociados al proceso y al proceso
0-asociado son:
A—x A4+pn—x)(A—x)

Q) =1, Qi) =" Ol = AT B
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1 2 B
o' =0. o'wW=-7. ow=-"T5"

Utilizando las férmulas (3.13) y (3.14) tenemos que la transformada de Stieltjes viene dada por

Li(z) _ l—u—z—\/(lﬂt—Z)z—Mu

CH(2) 2uz

De aqui podemos darnos cuenta que si ¥ tiene alguna masa discreta, esta tiene que encontrarse en el tinico polo de

B(Z» llf) =

B(z,¥) que se encuentra en el origen. La férmula (1.4)), nos permite calcular este salto como sigue

1 0, si u<A,
W({0}) = lim eBlie.w) = 5 (1= A)+lu -2 ={ u-A
U
La parte absolutamente continua de y estd dada por la férmula (3.15) para k = 1, esto es

, si u>A.

(A
P(x) = Sl

para |A + u — x| < y/4Au. Por lo tanto la medida espectral del proceso M/M/1 es

\/4)‘“_()“+H_x)2 L—2
() = 27X ]l{\l+u—x|§w/4,171} +T50(x)]1{x<,4}7

donde 1 representa la funcién indicadora, la cual vale 1 si las variables satisfacen la condicion entre paréntesis y O

en otro caso. Con el fin de hacer més concisa la notacion seguiremos utilizando esta funcién a lo largo del texto.

Otra manera de confirmar que la medida y solo tiene un salto cuando A < p es calculando el polinomio (3.23)

el cual solo tiene una raiz menor a /b = \/% siA < U

La férmula (3.10) para k = 1 permite calcular los polinomios asociados a este proceso en funcién de los polinomios

de Chevychev.

uN"T [ A—x A+u—x u A+u—x
0.0 = (%) [A Un1< W) xUnz<wm>], n>0. (3.25)

Gracias a la relacion de recurrencia que define a los polinomios de Chevychev de segunda especie (1.17)), podemos

reescribir el polinomio U,_(x) en funcién de U,(x) y U,—;(x). Haciendo esta sustitucién en la férmula anterior

obtenemos que
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e ()i ()
L () R e () ()

E
A
0 () B (58] oo

3.2.2. Caso particular 2 servidores

u%
Qn I [

En el caso de dos servidores k = 2, tenemos que los primeros polinomios, son idénticos al caso de 1 servidor, es

decir:
A— 2 P
Q=1 a="7" o= ETEEIRTD
y
1 Atu—
0’0 =0, oW=-7, &'wW=""5

Esto nos basta para calcular la transformada de Stieltjes de la medida espectral asociada al proceso mediante las
férmulas (3.13) y (3.14) con k = 2. Obtenemos que:

2
Lz(z):% (’I*Z)(z/"*l*ZZ)+7L\/(/I+2[.L*Z)2—8)W 7
y
4
Hy(2) = fzz (2= A +p)z+ A (A +2p)].
Por lo tanto
_ a2 ——
B(Z,l,,):_(/l -4 —22)+ A/ +2u—27 —8ipn

2222 — QA+ p)z+ A (A +2p))

Por lo tanto, la parte absolutamente continua de la medida viene dada por

A/8A4 — (A + 241 —x)2
2mx(x2 — QA+ )x+ A (A +2))’

Plx) =

en el intervalo |A 4+ 2u — x| < 1/8A 1. Para ubicar las posibles masas discretas de la medida factorizamos el deno-
minador de B(z, )



3.2. EL PROCESO DE COLAS M/M/K 65

2
2x(x2(2/'L+IJ~)x+7L(7L+2IJ))2x( M;“) *”(MZM)

_ x<x_212+“_;m) <x_”2+”+; W—u)).

Tomando en cuenta que la dltima factorizacién solo tiene sentido cuando @ > 4A, pues de lo contrario las dos

raices no nulas del polinomio serian complejas, caso que no nos interesa pues las tinicas masas discretas posibles
se encuentran en el eje real positivo. La formula (T.4) nos permite determinar el tamario del salto en las tres raices.

La masa que se encuentra en el origen so = 0, esta dada por:

0 si2u <A
, S Ty D EaVAe Y S st
v ({0}) = lim eImB(0+ig,y) = =9 2u—»A .
0 2(2 A
£~ 2u+21) A si2pu > A.
Las otras dos raices son
24+ 1 2A + 1
1= ”—5 H(p—4a), 2= “+§\/u(u—4/1), (3.26)

y coinciden cuando y = 4A. Sin embargo en ese caso no hay una masa discreta adicional en z = 34 pues tanto el

numerador como el denominador de B(z, y) tienen un cero de multiplicidad 2 en z = 3A.

Solo falta determinar cuanto valen los saltos en s; y s» cuando p > 4.

v ({s1}) = lim eImB(s| +ie, y)
e—0

_S(A —s51)(2U =24 —251) + A/ (A +2u — 51 —i€)> — 8Apu
2(s1+i€)(s1+ie —s2)(s1+ie—s1)

= limIm
£—0

_ (A —s)@u—2A-251)+A/(A+2u—51)* —8Ap
2s1(s1—52)

(—"2‘+§\/M)(u—3/1+\/M)M\/(AHLL—MI”%JMY—SM

24+ —/R(p —44))\/u(n —42)
(—u—3\/m) +%\/9u2+6u\/M+u2—36lu

A +p—/u(u—42))y/u(u—44)
(cae 3R 1) + 3 (3wl 67+
(24 +p = /R(u—44))\/u(u —42)
(-1 3V/ile =+ fu+ 3/l 1))
A+ —/u(u—42))y/u(u—44)

o[>

N[>

o[>
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Por lo tanto no hay una masa positiva en s;. Sin embargo para s, tenemos que

v ({s2}) = lim eImB(s + i€, y)
£—0

(A—Sz)(m—/%—zsz)m\/(a +2u—s)* =84l

255 (s2—51)
3[(3v/ml =40 ) +[3v/mTa—42)
(24 + s+ (p=42)) /1 (0 —47)
0, sio 3/u(u—42) <u,
B le_u} si 3/ u(u—41) > pu.

(2x+u+\/u(u—47t)) N

La condicién 3,/p (it —4A) > p es equivalente a % > %. Otra forma de verlo es calculando el polinomio

G V(&) =720 (A(1-8v22) —ev20: (A(1-EV2)?) | =262 —4v2¢ +3,

cuyas raices son & = ? y& = 37‘& Podemos notar que si \/g < %, 0 equivalentemente si % < %, la medida no

tiene masas discretas. Si g < \/% < % o equivalentemente si % < % < %, entonces la medida tendrd solamente

una masa discreta en el 0. Por ultimo si % > %, entonces la medida tendra dos masas discretas.

La medida y queda dada de forma explicita por

ABAu— (A +2p —x)?

YO = S — oA T px T A+ 200)) {IA+2u—x|</B2n)
2u—A4
oW a1
A3V —a) —u]
+ 85, (x)

]l{g>%}.
(27L+u+\/u(u—4l)) Vi(p—4a)

3.2.3. Ejemplos con 3 servidores

En esta seccidn trataremos de describir la medida para el caso de 3 servidores, es decir k = 3. Aunque no serd
posible obtener una expresion explicita manejable para el caso general, trataremos de obtener la medida de la forma
mads explicita posible en varios casos particulares. Lo primero que haremos es calcular los primeros polinomios

determinados por la relacion de recurrencia (2.44) que estdn dados por
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Qo(x) =1, Q](x):l;x7 0> (x) = ()L‘F,u_;;)(/l—x)_fw
0y = AFM—0A -0 A-y) pA+2u—x) 2p(A—x)
13 2 TP

Los primeros polinomios 0-asociados descritos por (2.50) son

1 A+u—x
oyw=0,  Mw=-7 = oPx=-"5
A+2u—x)(A+pu—x) 2
o= ;33( u )U*’?
Mediante las férmulas y con k = 3 obtenemos que
4
L3(z) = T‘: (2 + (=34 —4p) 2 + BA +9Apu +5u%) 2 + (-4 —dA?u —6Ap? —2p%) 2 — A3 +307u2)
4y2\/(l+3u—z)2—127tu
+ )
22
y
Ha(z) = — P2 (L4 (40 +4p) 2+ (—6A2 — 1240 — 5u?) 2
3(2) = M(Z—F( +4p) 2>+ ( B—5u%)z

+ (427 + 12220+ 8Ap* +2u) z— A% — 427 u — 647 ).

Por lo tanto la transformada de Stieltjes de la medida espectral y es

B(z,w) = (2 4+(=3A—4p)22 + (302 +9A p+5u2) 2+ (=23 —4A2 p—6Ap2 — 2013 ) = A3 p+3A2 0% ) +uA2\/ (A+3p—2)  — 1244
LY = 2(—2 A+ +(—6A2 =122 14— 5p2 ) 2+ (4A3+12A2 u+8Ap2+203 ) = A4 —4A3 u—622u?) )

De aqui obtenemos inmediatamente la masa discreta en 0

v ({0}) = élll(l)elmB(is, V) =

(32202 —A’w) + 3202 =2 _ | (30,_1) si 3u<a,
A% 4030 + 61212 RO si 3> A

A2 4l +6u?’

La parte absolutamente continua de la medida serd

. ,u\/lzlu—(l—i-3u—x)2
X) =
X ('x“ N N (612-&-12;;;1-»-5#2))62 i e T NG ERUY TS 6u2)>

)

A2 A2
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en el intervalo |A +3u —x| < /124 . A continuacién se muestran las graficas de la parte absolutamente con-
tinua de la medida para los diferentes valores particulares de A y u estudiados. En el siguiente enlace podemos
encontrar una animacién de la gréfica de ¥ en funcién de los pardmetros A y u: https://www.geogebra.org/

m/rheaxbyul

o
Lk

Figura 3.2: §r(x)conpu =1,A =4 Figura 3.3: ¥r(x) conpu =1,A =1


https://www.geogebra.org/m/rheaxbyu
https://www.geogebra.org/m/rheaxbyu
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n=207 u=9

@
L]

—0.002

Figura 3.4: {(x) con u =2,07,A =1 Figura 3.5: §(x) conu =9,A =1

Para calcular el nimero de masas discretas calculamos el polinomio

Gy @) =) - V3R
=& [03(A(1-EV3)%) ~EVEQ(A (1 - £V3)Y)
= —6E% +16V/3E? —35E +7V3.
Cuyas raices se ubican en los puntos & ~ 0,577,& = 1,257 y &; = 2,784. Sabemos que el ndmero de saltos va
a depender de donde se encuentre la cantidad \/g en relacion a las raices &;. En efecto, sabemos que la medida

tiene r saltos en [0,4 +3u — /124 1) siy solosi &, < \/% < &,11. Veamos con mds detalle algunos ejemplos que

confirmen este resultado.

1) Los ejemplos mds sencillos son cuando la medida no tiene ningin salto, basta tomar 3y < A. Un ejemplo de

este tipo es 4 = 1 y A = 4. La medida solo consta de una parte absolutamente continua que es

48 — (7—x)?
Y = & 53, 1492 241 ’ (3.27)
wm (%5 — 3+ 1492 - U 4 38)

en el intervalo |x — 7| < 4+/3.
2) Veamos un ejemplo en donde solo hay un salto en 0. Sean A = p. Por lo tanto solo habrd una masa ubicada
en el origen pues & < \/% < &,. En este caso sin importar los valores de A y de u el salto mide
4
0}) =—.
({0 =

La parte absolutamente continua de la medida se simplifica como
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1202 — (4 —x)*

Vi) = 23,0 8.3, 1.4 ’
nx(—104x+ﬂx —zr —&—Fx +11u)

en el intervalo {(4 — \/ﬁ) u, (4 + \/ﬁ) /J,} .

Por lo tanto, la medida espectral en este caso viene dada por

1202 — (4 — x)?

4
= (10404 22— S+ ot 1) o v (svizu]} ) F 77 00

Veamos un caso en donde la medida tiene exactamente 2 saltos. Para esto tomemos A =1y y = % +7v+ %,
donde y = . —”283 + %. Hemos elegido esta p con el propdsito de que la medida tenga un salto en x = 2.
Por lo tanto p ~ 2,0764. Como \/% ~ 1,4409, tenemos que & < \/% < &, por lo cual Y va a tener
efectivamente 2 masas discretas. Una de ellas estd en el punto O y la otra en el punto 2 los cuales son ceros

de H3(x) y polos de B(z, y). Podemos aproximar numéricamente estas cantidades mediante la férmula (1.4).

Obtenemos que

w({0}) ~ 0,6174 y w({2}) ~ 0,2505.

Podemos confirmar que estas son aproximaciones coherentes con la teoria pues al integrar numéricamente

la parte absolutamente continua de { obtenemos que

/A+3u+2\/§\/1u
A

W(x)dx =~ 0,1322
+3u—2v34/Au

y por lo tanto

2 V3y/Au
witon +wiizn+ [0y

(x)dx =~ 1.

Esta aproximacién se puede hacer tan fina como se desee tomando una € mds pequeiia en la férmula (T.4) y
refinando el método de integracion numérico que se utilice para calcular la integral de la parte absolutamente

continua de ¥ obteniendo valores cada vez mas cercanos a 1.

Veamos ahora un caso con tres saltos. Para esto tomemos A = 1, 4 = %, +v+ %, donde y= ¥ 16T V]337 + %,

por lo que it ~ 9,0031. En este caso \/% ~ 3,0005 y por lo tanto \/g > &3. El valor de U se eligi6 estraté-
gicamente para que una de las masas discretas se encuentre en el valor x = 9. Por lo tanto dos de las masas

se encuentran en 0 y 9 los cuales son ceros de H3(x) y polos de B(z, ¥). Numéricamente encontramos que
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w({0}) ~0,8948  w({9})~0,0993.

La tercera masa discreta se encuentra en uno de los ceros de Hz(z), digamos r, y su valor puede ser aproxi-

mado como

A+3u+2v3+/ A1 J
r :l—/ i (x)dx — 0})— 9}) =~ 0,0038.
v({r}) A TR Y(x)dx—yw({0}) - y({9})
Para encontrar la ubicacion exacta del tercer salto utilicemos la propiedad de ortogonalidad de los polinomios

0, (x) con respecto a Y. En particular sabemos que

0= / 00(0)Q1 ()dy(x)
R
A4+3u+2v/34/Au

= vy Q1(x)P(x)dx+1(0)y({0}) + 01 ()W ({9}) + i (Ny({r}).

En otras palabras tenemos que

/x+3u+2\/§\/lu

01(r) = w({r})" (— s i ©

1(0) ¥(x)dx— Q1 (0)y({0}) — O (9)111({9})) :
Aproximando numéricamente todas las cantidades del lado derecho de la ecuacién obtenemos que

/)L+3u+2\/§\/)tu

vt (—( s @

1) ¥(x)dx = 01 (0)y({0}) — O (9)‘l/({9})> ~ —16,3983.
Evaluando a Q; (x) en las distintas raices de H3(z) que denotaremos como {ri,--- ,rs} tenemos que

Oi1(r) =1, Qi(r2)~0,7499, Qi(r3) =~ -8, Qi(r4) ~—12,3641, Q)(rs) ~ —16,3983.

Por lo tanto el salto debe de encontrarse en r5, es decir en la mayor de las raices del polinomio H3(z) ubicada

aproximadamente en r5 ~ 17,3982.
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CAPITULO 3. FAMILIAS DE POLINOMIOS ORTOGONALES Y PROCESOS DE COLAS



Capitulo 4

Calculo de varias cantidades de interés

probabilistico

En este capitulo expondremos de la forma mas explicita posible ciertas cantidades que son de interés probabilistico.

4.1. Caso particular 1 servidor

Como resultado principal, tenemos a la férmula de la funcién de transicién de probabilidad de un proceso de colas

de un servidor

=3 (52

AN AT VA — (A +p—)?
+(u) f e om0

donde los polinomios estén dados por (3.23).

.1

4.1.1. Distribucion del tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo ¢

En este punto ya somos capaces de calcular la distribucién del tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo 7.
Si al tiempo ¢ el estado del proceso es n, entonces el cliente tendrd que esperar un tiempo dado por la distribucién
Gamma de orden n y de pardmetro u. La probabilidad de que el proceso se encuentre en el estado n al tiempo ¢
sabiendo que el proceso comenzd en el estado i es Py, (¢). Por lo tanto podemos calcular la funcién de densidad de
la distribucidn del tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo ¢ dado que el proceso inici6 en el estado i, de

la siguiente forma

73
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oo “"é”*le*ﬁlé
wi(t,8) = ;Pz’n(l‘)w

Asumamos que A < u para que el tiempo de espera sea finito. Insertando la férmula (4.1)) en la expresién anterior

tenemosque
oo n .y ngnflefué
:n;(%) (uu )(um—l)! )

e T
i[(ﬁ) /;Wme”Qman(x)W“ o Ux] (“é 1 ”§>.

=1 +U—/4Ap 2wux (n—l)!

La primera serie puede ser calculada como

() (e

A pe g (A8
= L= A)eHs
u ; (n—1)!
&(li —L)e~BME
u
La segunda serie puede escribirse como
Ae HE  pAtut\/2Ap gt * AE)!
¢ / o) Z )\/4)Lu—(7t+u—x)2( 5_) dx. “2)
2nU Jrtp—v/a2u x = (n—1)!
Si tomamos cos(6) = )L+T;1—:’ gracias a la forma trigonométrica de los polinomios de Chebychev (1.16) y la

ecuacion (3.25) tenemos que

Q
S

—
Ra)

)"Z"AxU Atp—x)_ fp, o (Atp-ox
A Ve 27\ VA
E _Alenl (cos(0)) — \/EUnz (COS(G))]

)% [(A—x\sen(nb) \/ﬁsen((n— 1)8)

1\ A sen(0) A sen(0) '
Ademis se tiene que 1 —sen®(0) = cos?(0) = W y por lo tanto \/4Apsen(0) = \/4Au — (A + i —x)2. En
consecuencia

N———

—~~ o~

' >lE >lw

sen(0) sen(0)

) () )

XA — (A —2)? = \/W(%)T [(l _x) sen(n6) _ \/Esen((”—lﬂ’)}
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Esto nos permite calcular la serie que aparece en la expresién (#.2)) como sigue

I agki
=
>
=
>
_|_
=
=
S
e
=

- j%m[(mf@fmpwew].

Asi obtenemos la siguiente férmula explicita para la distribucion del tiempo de espera

wi(t, g)_& — Qe (B=2)8

A+pAA/4AL =Xt (). . ;
e #5,/’1 PR TO0 i [(A - e — VISV 4
+u—s/4)Lu X

_ Atp—x

T

donde recordaremos que cos(6)

Veamos un ejemplo. Supongamos que tenemos un servidor o una caja atendiendo con tasa [ = % es decir que la
caja despacha en promedio un cliente por dos unidades de tiempo. Digamos que la unidad de tiempo son minutos.
Supongamos que cada 5 minutos en promedio llega un cliente, esto es A = % A continuacién se ilustra como se
distribuye el tiempo de espera de un cliente que llega 5 minutos después de que la caja fue abierta con i clientes ya

en cola para diversos valores de i.

0.125-

g o100~ Clientes

z

% i=1

g 007s- =2

a i=3

< 0.050 4

- =

=2 i=5

= .

o 0.025 i=6

0.000 -
0 5 10 15 20
Tiempo(t)
Uy 1o —

Figura 4.1: Gréficade w;(t =5,§) conA =5, u =5y k= 1.

Podemos notar que a medida que incrementamos la cantidad de clientes, la probabilidad de tener que esperar mas

para ser atendido aumenta, lo que es de esperarse.
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4.1.2. Comportamiento asintético del proceso

La representacién integral de Karlin-McGregor nos permite también estimar la tasa de aproximacioén al equilibrio

cuando u > A. Gracias a (4.1) obtenemos que

- (452)3)

El comportamiento asintético de P;;(f) para grandes valores de 7 también puede ser determinado gracias a (4.1).

< M rti=—/404)

Por ejemplo cuando A =

1 42 40 —x
Pyo(t) = m— - d
bo(?) 2717/.L,/() ¢ P

Cuando ¢ es grande, la contribucién principal en esta integral proviene de una vecindad de x = 0. En efecto

1
P t)~ ——— = R
00 (7) m wvin Jo
Como
1 Te ‘5
VT 1
—\F _ 1' / r () =1,
t~><>° 1 /T 10 2
/Tt
donde I' es la funcién gamma, cuyo valor en % es /7, se tiene entonces
Poo(t) L do r—
~ , cuando oo,
00 it

4.1.3. Distribucion de la longitud del periodo de servicio

Consideremos ahora el problema de determinar la distribucion de la longitud de un periodo de servicio, es decir
un periodo en el cual nuestro tnico servidor esté ocupado. Un periodo de servicio comienza cuando la cadena
alcanza el estado uno y termina cuando la cadena pasa (después de haber visitado tal vez otros estados) al estado
0. Preguntarse por la distribucién de un tiempo de servicio es lo mismo que preguntarse por la funcién de primer
tiempo de llegada del estado 1 al estado 0, Fi(¢), la cual a su vez puede expresarse como la probabilidad de

absorcién en el estado —1 del proceso 0-asociado (2.53).

—Xxt

©1—e
FlO ul/ Poo ds_“l/ dw(0)<x)‘

X

Por la férmula (3.12)) tenemos que la transformada de Stieltjes de la medida 0-asociada es

7L+u—z—\/(/l+u—z)2—4/lu
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la cual no tiene polos y por lo tanto la medida asociada consiste tinicamente de la parte absolutamente continua

dada por

1
2TA U

en el intervalo |A + u — x| < y/4Au. Por lo tanto

v (x) =

VA~ (ot )2,

1 A+U+/AAL | — X
©27A ap—aAn X

es la probabilidad de que la longitud de un periodo de servicio sea < z. Podemos ser mds generales y pensar en la

Fl_’()([)

VA — (A4 p— )2, 43)

distribucién del tiempo en que la cola pasa de n clientes a vaciarse por primera vez. Esta viene dada por la férmula

(2.54) aplicada al proceso 0-asociado y es

Fao(t) =F (1)

TG 'lﬂ‘ﬂ/ml—e’x’U A+u—x
=3 (1)) "

) \/4)./.1 — (A +p —x)%dx.

A Atu—/g X NZYym
Si hacemos cos(0) = AT )L_:, y utilizamos la expresion trigonométrica de los polinomios de Chevychev de segunda

especie (I.18)), podemos reescribir la férmula anterior como

1 m n A‘+‘u+\/m17€*t(l+ﬂ7\/4lﬂcos(e)>
( > / sen(n@)dx.

Bl =27 Ati—y/AH A4l — /4L cos(6)
Tlustremos esto con un ejemplo. Supongamos que en una cola hay n = 5 clientes. Supongamos que llega en prome-
dio un cliente cada 5 minutos, es decir A = % y que se atiende un cliente cada 2 minutos, es decir i = % Entonces
la probabilidad de que se hayan atendido a los 5 clientes iniciales antes del tiempo ¢ se ve ilustrada en la siguiente

grafica.

1.00-

Probabilidad

0.00-

Tiempo(t)

Figura 4.2: Gréfica de F;, o(t) con A = % yu=1k=1lyn=5.
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4.1.4. Distribucion del nimero de clientes durante un periodo de servicio

La cuestién se torna ahora hacia la distribucion del nimero de clientes N; que llegan durante un periodo de servicio,
o de manera mas general hacia la distribucién del nimero de clientes N; que llegan antes de que la cola se vacie
por completo dado que habia k clientes en la cola inicialmente. Para esto, recurriremos a la teoria sobre procesos
de nacimiento y muerte a tiempo discreto vista en el segundo capitulo de esta tesis y lo aplicaremos a la cadena de
nacimiento y muerte (discreta) subyacente al proceso original (continuo) que mencionamos al final del capitulo 2

cuya matriz estd dada por ([2.42). En el caso presente, las probabilidades de transici6n estdn dadas por

p=rm s j=it1,
Bj=q4 9=z s j=i-1, @4
0, sioj=i 6 |j—i>1.
Por lo tanto, la matriz de transicion es
A
0
B9 A
At At
© A
P= ) 0 ) A I 4.5)
B9 A
A+p A+p

Lo interesante de fijarnos en la matriz subyacente es que ahora la variable aleatoria N, tiene un significado sencillo.
Ny es el nimero de pasos hacia la derecha que la cadena tiene que dar antes de llegar al estado 0 sabiendo que
inicié en el estado k. Denotamos por M}, al nimero de pasos totales que realiza la cadena antes de volver al estado
0, dado que este comenzd en el estado k. Observando que hay que realizar el mismo niimero de pasos a la derecha
que hacia la izquierda para regresar al punto de partida (el estado k), y a esto hay que sumarle k pasos para volver

al estado 0, llegamos a que

My = k+2N;.

Pero para conocer la distribucién de My conviene fijarnos en el proceso 0-asociado pues en términos de este proceso
para que M; tome el valor m tiene que suceder que el proceso vaya del estado k — 1 al estado O en m — 1 pasos y en

seguida se absorba. Por lo tanto

—1
P(My =m) = qu(Tl,O)7

P(Ny =m) =P(M; =2m+k) = qP(zk"ﬁ%l.
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Notemos que en este caso el proceso 0-asociado y el proceso original son idénticos, asi que podemos mantener la

. . . (0
misma notacién para estos dos procesos, es decir Pi(j")'( )

= Iﬂ(j.rl). Esto no serd el caso para dos o mds servidores.

Lo que ahora necesitamos es la representacion espectral (2.19) para el caso particular de esta cadena. Esta cadena
es un caso particular de la cadena que representa el problema conocido como la ruina del jugador (ver [5] (2.4.2)).
Para calcular la medida espectral de esta cadena volveremos a utilizar la misma técnica que ya hemos aplicado en
el caso continuo. Es decir, calcularemos su transformada de Stieltjes y recurriremos a la férmula de inversién de

Perron-Stieltjes. La férmula (2.25)) se escribe como

Como B(z, y9) = B(z, V), tenemos que

—z+ /22 —4pq
2pq '
Obsérvese que como la transformada de Stieltjes debe de tender a 0 a medida que z — oo, de ahi que podemos

B(z,y") = (4.6)

descartar la raiz negativa. Dado que B(z, l[l(o)) no tiene polos, 1/1(0) no tiene masas discretas. La parte absolutamente

continua estd dada por la férmula (1.3)), que en nuestro caso se escribe como

v (x) = 1im L ImB(x + ie, y©)
e—=0T

1 _ . . 2_4
—tim Lo (x+i€)++/(x+i€) pq
e0 T 2pq

/A na — 32
= %%qx cuando —+/4pg <x < +/4pq

“4.7)

T

2
= l (A+4) 1— M cuando — A <x< = A
T \/Au A+n A+u

VaAru

Ahora que hemos determinado la medida espectral, procedamos a calcular los polinomios asociados. Estos estdn

dados por

Ro(x)=0, Ro(x)=1, Ri(x)=",
p (4.8)
XR,,(x) = pRy+1(x) +gR,—1(x) paran > 1.

Por lo tanto los podemos expresar en términos de los polinomios de Chevychev de la siguiente manera

R = (%) 0, (%) n>0.

En el Capitulo 2 de esta tesis, vimos que
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J
o (8)
Por lo tanto, la férmula de Karlin-McGregor (2.19) para la cadena discreta es

3j+i vem 3
A= (B 2R Oy (xR () (R
R R AT Y Ve

A+u
Por lo tanto la distribucién del nimero de clientes que llega a la cola antes que esta se desocupe dado que esta

empieza con k clientes estd dado por

p T2l lﬁf x(A+u) (A+p)x ?
PN =m)=pu (%) 7 2 / ket (HAZR) dx. 49
Me=m=(3) " 2 vam g )
Haciendo el cambio el cambio de variable & = \}:‘% obtenemos
2m+k—1
2 5 (\/4 1! _
P=m =5 (5) (Hﬁ) [ et @Vi—gaE @

de donde se desprende y simplifica el caso particular Ny que es el nimero de clientes que llegan durante un periodo

de servicio (al menos una caja ocupada)

VAl 2
P(N, =m) = 2 ) 2ol A +p)x dx
/Al _Ahu VAaru ’

A+u

2m
2u [ \/4Au L,
PNy =m)=—— —/ "1 —E2dE. 4.11
0 >MM<““ [ envi-gae @.11)
Tlustremos esto con dos ejemplos, el primero es el ejemplo estudiado en la seccion anterior. Es decir que tenemos un
servidor atendiendo a 1 cliente cada 2 minutos y una tasa de llegada de 1 cliente cada 5 minutos. Por lo tanto A = %
yuU= % El siguiente ejemplo serd con un servidor atendiendo a 1 cliente cada 2 minutos y una tasa de llegada de
1 cliente por cada minuto, es decir A =1y u = % A continuacién se muestra la distribucién de probabilidad del

numero de clientes que llegan durante un periodo de servicio en ambos casos.
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Probabilidad
Probabilidad

-
00- R . 00- ——p—p——

P2 3 2 5 6 T 8 9 T2 3 4 5 6 7 8 9§
Numero de clientes Numero de clientes

Figura4.3: P(N; =m)conA = 1, =3 Figura4.4: P(N; =m)con A = 1, =}

Podemos observar que ambas gréficas tienen el mismo comportamiento. Podemos observar que en ambos casos
lo més probable es que no llegue ningin cliente antes de que se vacie la cola. Es decir que lo mas probable es
que llegue un cliente y en seguida la cola vuelva a vaciarse. Esto era de esperarse cuando A < p, pero puede
parecer extrafio en el segundo caso en donde A > p. Sin embargo, si observamos bien, cuando A > u, las masas
de probabilidad de la segunda grafica no suman 1, en realidad suman algo cercano a 0,491. Esto significa que con
probabilidad positiva, cercana a 0,509, el periodo de servicio serd infinito, lo cual es de esperarse cuando A > L.
Siguiendo este razonamiento podemos escribir una férmula para la probabilidad de que un periodo de servicio sea

infinito, es decir que llegue un cliente a una caja y esta no vuelva a vaciarse nunca. Esta probabilidad esta dada por

n=0 u n= +H
1 _£2
=1- 27“ l/ 1 é dé
u+iA/ =« -1 v
- ;L+p§

4.2. Caso particular 2 servidores

Como para el caso de 1 servidor, ya tenemos todos los elementos de la formula de representacién de Karlin-

McGregor la cual viene dada por
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2w—2A\ [ Ay
o =tewn (5557 ) (52) +

20 3/ (u—4A) — :
+1ops01) [ hiK ) .U} (;L> J e 0i(52)Q;(2) (4.12)
[zz+u+¢u u—4l)} Vi (L —42) \2H
2 IR V4 /R R T
*(m) 3 YA LT b roers s e Trweem

donde los polinomios son los polinomios generados por la relacion de recurrencia (2.44) para el caso particular
de dos servidores y s, estd dado por (3.26). Para que la férmula siga siendo vélida en el caso j = 0 solo hay que

remplazar ( A ) por 3 1

4.2.1. Distribucion del tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo ¢

Cuando un cliente llega a la cola al tiempo ¢ y esta tiene exactamente n clientes, este tiene que esperar n — 2 tiempos
exponenciales de tasa 2 para ser atendido. Por lo tanto el tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo ¢
dado que en ese momento habia n clientes en la fila sigue una distribucién Gamma, con pardmetros n —2y 2u. La
probabilidad de haber estado en el estado n dado que la cadena empez6 en el estado i es precisamente P, (). Por
lo tanto la funcién de densidad de probabilidad del tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo ¢ dado que

la cadena empez6 en el estado i estd dada por

u) e
ZPm 72)'6

_ AR o
S 2u+A u

213 Qi(sy)e "2\ /8A e 215
+1pps00)——
B —an) [ZQL—HL—M/ = 41]

.Im{ (X+MSz)32(lSz)ei9\/?<llsz>] wm}

n 72%5 \/7/1+2/J+\/8ML €7XZQ,'(X)
‘ hiou /R X — (A )x+ A (A + 240)

A2 —/8Ap) (A —x) _ ,.
o o (5 | v o

donde cos(0) = 1\7“7)‘ y cos(0*) = 2 7LS2 y 57 estd dado por (3.26). A continuacién se pueden visualizar estas

funciones de densidad en el caso A = 5 yuU= 2 para varios valores del nimero i de clientes que se encontraba en

la cola.
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nD12-

Clientes
i=1
2
=2 i=2
=
g o008- | i=3
o |
a W\ i=4
3 {l i=5
o |
g i=6
S 0.04-
% i=7
[ i=8
i=3
0.00-
0 5 10 15 20
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Figura 4.5: Gréficade w;(t =5,E)con A =1, u = % yk=2.

4.2.2. Comportamiento asintético del proceso

Para analizar el comportamiento asintético del proceso, podemos observar que el primer término del lado derecho
de la formula (4.12)) va representar la mayor contribucién a la probabilidad P,;(r) siempre y cuando no sea nulo y
parar ¢ suficientemente grande. El segundo término se hard practicamente nulo para ¢ suficientemente grande. Por

dltimo podemos estudiar el comportamiento de la parte integral de la férmula, por ejemplo para A = 2, tenemos

P (t)_i/éue—xt 41 —x 1 dx
0= 2 Jo V x x(xz—%lx-l-le) 7

integral cuyo valor proviene de una vecindad de x = 0. Por lo tanto podemos obtener que

que

1 1 o=t
Ao(t)~ 5 [

cuando ¢ — . Haciendo el cambio de variable & = xt, tenemos que

Pl ~ —— [~ L rdy - ]
O b JET vl 2 oVam

cuando t — oo,

4.2.3. Distribucion de la longitud de los periodos de servicio, con uno o dos servidores

ocupados

En este caso, un periodo de servicio puede significar dos cosas, la primera que por lo menos un servidor esté ocu-

pado, la segunda que los dos servidores estén ocupados.
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Consideremos el caso de dos servidores ocupados. Sea 75 el tiempo que pasa hasta que el proceso llega al estado 1
dado que este se encontraba en el estado 2. Entonces P(T5 < t) es la probabilidad de que el proceso 1-asociado se
absorba al estado —1 antes del tiempo ¢. Esto es muy ttil ya que el segundo proceso asociado es sencillo, de hecho
es idéntico al proceso de un solo servidor, cambiando u por 2. Por lo tanto podemos aplicar la férmula (4.3)) para

obtener que

A+2 81 _,—xt
Pl <n)= o [ T o (a2p ),
27A A+2u—+/8Au X

Para lo que sigue sera ttil mantener en mente que dado que el proceso 1-asociado es como el proceso de un solo

servidor, la transformada de Stieltjes de la medida 1-asociada es

7L+2,u—z—\/()L+2u—z)2—87Lu

B(z,y') = e

Pensemos ahora en el caso con por lo menos un servidor ocupado. Sea 77 la longitud de un periodo de servicio
con al menos un servidor ocupado. Entonces 77 es el tiempo que pasa hasta que el proceso llega al estado 0 por
primera vez dado que comenzd en el estado 1. La probabilidad P(7; < ¢), puede verse como la probabilidad de que
el proceso 0-asociado se absorba al estado —1 antes del tiempo ¢, . Dado que ya conocemos la medida (1)

del proceso 1-asociado, basta utilizar la férmula (2.57)) para k = 1, para obtener que

1
A 4p—z—2AuB(z,y)

A l—z—\/(l—&-Zu—z)z—Slu
_(2u> 2= (u—2) '

B(z,y?)

Mediante la férmula de inversién de Perron-Stieltjes, obtenemos que la parte absolutamente continua de y(?) es

S0 1L VB2
VT e

en el intervalo |A 4+ 2u — x| < /8Au.

La tinica masa discreta que puede tener esta medida se encuentra en x = i — A, sin embargo esta es no nula solo

cuando i > 24 pues la magnitud del salto estd dada por la férmula (1.4) como sigue

1 0, si A >u,
w<°><{u—7t}>=;grg)elm3<<u—x>+ie,w<°>>=@<—2z+u+m—m>= =22

U

, si 24 < .

Tenemos todos los elementos para desarrollar la férmula (2:33), y obtener la distribucién de T;.
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o | _ =3t 176_(#_2'”
P(Ty <t) :,U/O < dy(x) =Lyu-0n) (N—ZA)“T
| pream BT | g /80— (A +2u —x)
+7/ dx.
27 Ja+2u—+/82u x x—(u—-2)

A continuacién se muestra la grafica de P (77 <) para valores de A y u especificos.

1.00-

0.50-

Tiempo(t)

0.25-

0.0 25 5.0 75 10,0
Probabilidad

Figura 4.6: Grafica de P(T} <t) con A = %, u= % yk=2.

4.2.4. Distribucion del niimero de clientes durante un periodo de servicio

Fijémonos primero en la distribucion del nimero N de clientes que llegan durante un periodo de servicio con dos
servidores ocupados. En realidad ya hemos discutido este caso pues mientras dos servidores estan ocupados la cola
se comporta exactamente igual que si se tratase de una cola de un solo servidor dos veces mds rapido (de pardmetro

2u en vez de ). Por lo tanto la férmula (#.1T) permite afirmar que

C2u+A\A+2u T/

2m
PN =m) =~ (VS)‘“> 1/1152"%—&%&. (4.13)

La férmula @.10), nos permite obtener el resultado un poco més general de que el nimero de clientes que llegan
antes de que se desocupe por lo menos una de las dos cajas dado que la cola empez6 con i+ 1 clientes que

denotaremos por N se distribuye

= 2m+i—1
P(N(i)zm)z 4u (2}{4) 2 ( 81[1) 1/7]1§2m+i71Ui_1(5) /1_52d5_ (4.14)

A+2u A+2u T
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Pensemos ahora en el nimero de clientes N* que llegan durante un periodo de servicio con por lo menos un servidor
ocupado. Al igual que hicimos para el caso de un servidor, es conveniente pensar en el proceso discreto asociado

al proceso original.
pi, s Jj=i+1

Pj=4 gqi, si j=i-1 (4.15)

0, si j=i o |j—i|>1,

2 : .
dondeq1:ﬁ,qi:q:ﬁparalzlpo:pl:ﬁyp,-:pzxf—z”,paralzl

Por lo tanto, la matriz de transicion es

A
0 A+p
M 0 A
A+u ) A+u N
u
pP= A+2u 0 A+2u . (4.16)

a9 A
A42u A+2u

Pensar en términos de este proceso es 1til en la misma forma que lo fue para el caso de un servidor. Lo que nos
interesa es calcular el nimero de clientes que llegaron a la cola antes de que el proceso pasara del estado k al
estado 0. Esto es lo mismo que el nimero de clientes que llegaron a la cola antes de que el proceso 0-asociado
(discreto) se absorbiera al estado —1 dado que este empezd en el estado k — 1. Si denotamos por M; el nimero de
pasos totales que da el proceso 0-asociado antes de absorberse al estado —1 dado que empez6 en el estado k, y Ny

el numero de pasos hacia la derecha que da el proceso 0-asociado dado comenz6 en el estado k. Entonces

M, = k+2N;.

La distribucién de M, esta dada por

~1,(0
P(Me=m)=qiPly ",
donde el exponente (0) sobre la matriz de transicion P;; indica que se trata de la matriz de transicion del proceso
0-asociado. Entonces la probabilidad de que hayan llegado m clientes durante un periodo de servicio con por lo
menos una caja ocupada dado que la cola comenzé con k clientes es

]P)(Nk,1 :m) :P(Mkfl :k+2m):q1P]fji’8171’(o) (417)

La cuestion es entonces calcular la matriz de transicién del proceso 0-asociado Pl" ; ©), Para esto debemos calcular
la medida y(©). Sin embargo ya conocemos la medida yw(!) pues el proceso 1-asociado es idéntico a un proceso de

un solo servidor remplazando p por 2. Por lo tanto la férmula (4.6) nos da que
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—z+/22 —4pq
2pq

donde p y ¢ son los que ya habiamos especificado unas lineas atrds. Aplicando la férmula (2.26) para k = 1,

B(z,y\V) =

)

obtenemos que

B( (0)) 1 (21’;1171>Z _ /Z2 _ 4]76]
Z7 = — = — .
v 2+ pP1g2B(z, y)) 12% +2p1gq

Aplicando la férmula de inversién de Perron-Stieltjes (I.3])) obtenemos que la parte absolutamente continua de la

medida es

AL

_ 2
R 1 \/4pq — x? 1 Gou?

W(X)ZE 2(20=2p1) 4 » ARy T 42p ’
Y\ p1q Y\ xvw ) T A (Aan)

en el intervalo [—\/4p 'V 4p6]] = {_ 2/l+22)i1“7 2/1321“} . Ademis B(z, I[/<0)) no tiene polos reales.

Para poder obtener la representacion integral de Karlin-McGregor para el proceso 0-asociado hay que observar que
los polinomios que juegan el papel de los polinomios Q,(x) son los polinomios 0-asociados, salvo por el factor
— p—lo y recorridos de un indice para que el grado del polinomio coincida. Es decir que los polinomios — POQ,(BL (x)
jugardn el papel de los polinomios Q,(x). La representacién integral para el proceso 0-asociado discreto que

obtenemos es

1
7 =pa [ 00 wel Wy )

0)

0) _ _ pin

donde 7175- son los coeficientes potenciales del proceso 0-asociado y estdn dados por 7, = 7; FYIRE
k K J

Utilizando esta férmula y la férmula (4.17]), obtenemos que la probabilidad de que hayan llegado m clientes durante

un periodo de servicio con por lo menos una caja ocupada dado que la cola comenzé con k clientes es

1
ab o = —qipo /7 lxk”’"‘lQ,({O)(X)dllf(o) (x)

N 8w o (4.18)
L AU / AT2H xk+2m,1Q(0) (x) (1) (A+2u)? Ir
T 2 | 22 k -2 42 )
(A +u) A+2p T x? (/1+2“p) + (A+u)(f+2u)

Regresamos al caso particular en donde queremos determinar la distribucién del nimero de clientes que llegan
durante un periodo de servicio con al menos un servidor ocupado. En este caso la probabilidad de que hayan
llegado m clientes a la cola corresponde a remplazar k por 1 en la férmula anterior. Es decir, la probabilidad de que

hayan llegado m clientes a la cola en un periodo de servicio con al menos un servidor ocupado es
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3Au
sz,(o) M 'Zszluu 2m l (A+2u)2 - d (4.19)
qifpo = Atp )2 TR =TTy - ’
A+2p Y\ *F2m ) T A m (A

A continuacion se muestra la grafica de la distribucién del nimero de clientes que llegan en un periodo de servicio

con por lo menos un servidor ocupado en el caso A = % yu= %

06 -

04-

Probabilidad

n2-

0.0- - . . . . .
Y2 3 4 5 & 7 8 @
Numero de clientes

Figura 4.7: Distribucién del numero de clientes con A = %, u= % yk=2.

En resumen hemos encontrado la distribucién del niimero de clientes que llegan durante un periodo de servicio
con dos servidores ocupados (#.13), y en general encontramos la distribucién de cuantos clientes llegan desde que
la cola tiene k clientes hasta que uno de los dos servidores se vacia (4.14). Hemos encontrado la distribucién del
nimero de clientes que llegan durante un periodo de servicio con por lo menos un servidor ocupado @.19). Y mds

generalmente la distribucién del nimero de clientes que llegan desde que la cola tiene & clientes hasta que se vacian
los dos servidores (#.18).

4.3. Cantidades probabilisticas en el caso de 3 o mas servidores

Aunque no pudimos obtener una férmula explicita y manejable para el caso de k = 3 servidores, siempre podemos
utilizar las aproximaciones numéricas de la medida espectral que hicimos para casos particulares y a partir de ella
calcular varias cantidades probabilisticas. Gracias a la férmula de Karlin-McGregor podemos calcular P;;(r) de

forma numérica en los casos particulares estudiados.

Enelcasode A =4y u =1 tenemos que

43 48 — (7 —x)?
P,‘j(l‘) = 7'L'j/7+ 67XIQi(x)Qj(x) T (x4 ( )

5x3 149x2 241x
Tt e T +38)

dx,
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donde

4J . 4/ L
m, si j<3 'y @:W, si j>3.

En consecuencia podemos calcular estas cantidades de forma numérica. En la siguiente tabla se pueden ver varios

;=

de estos valores numéricos.

I
ES
=

I

—_

P(1) R;2) R,;3) PR,
0.0795 0.0290 0.0168 0.0115
0.1995 0.0961 0.0600 0.0421
0.2466 0.1550 0.1043 0.0756
0.1941 0.1590 0.1163 0.0876
0.1310 0.1477 0.1207 0.0959
0.0772 0.1256 0.1174 0.0996
0.0404 0.0985 0.1074 0.0985
0.0189 0.0716 0.0929 0.0932
0.0080 0.0484 0.0761 0.0845
0.0031 0.0306 0.0593 0.0735
0.0011 0.0182 0.0439 0.0614

N-TE-C IS B> NV, S O UCREY C R LA Y

—_ =
—_ O

Hagamos lo mismo en el caso particular A = p = 1, recordemos que en este caso la medida tiene un salto en el
origen, y por lo tanto va a haber una contribucién en la férmula de Karlin-McGregor por parte del cero. En efecto

tenemos que

PH(I)_TEA/4+2\/§ 7xtQA( )0;(x) 127(4*)5)2 dx+ 4 0i(0)0;(0)
=N s € I (83 1 23 — 104+ 1) 11 I
donde

n-—isi'<3 717'—71 sij>3

e A ) E T A

A continuacién se muestran los valores numéricos calculados a partir de esta férmula.
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A=1l=u=1

J Rj(1) P,(2) R,B) R;4)
0 0.5315 0.4209 0.3857 0.3727
1 0.3359 0.3634 0.3655 0.3649
2 0.1060 0.1563 0.1726 0.1782
3 0.0220 0.0441 0.0538 0.0577
4 0.0040 0.0116 0.0161 0.0183
5 0.0006 0.0028 0.0046 0.0057
6 0.0001 0.0006 0.0013 0.0017
7 0.0000 0.0001 0.0003 0.0005
8 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Para los siguientes casos no tenemos una expresion analitica de las masas discretas, sin embargo nuestras aproxi-

maciones numéricas nos permiten calcular las P;;(r).

Una cantidad probabilistica que también nos puede resultar de interés es la probabilidad de no tener que esperar

para ser atendido, dado que llegamos al tiempo ¢. Esta se calcula como

Pio(t)+Pi1(t) + Pia(t).

A continuacién veamos como lucen algunas gréficas de la probabilidad de no tener que esperar para ser atendido
en funcién del tiempo en el cual se llego a la fila. Se aprecia como la probabilidad de no tener que esperar para ser

atendido disminuye conforme el tiempo aumenta.

=
)

iatamente
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~
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Probabilidad de ser atendido inmediatamente
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o
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o
=
s

0o 25 50 75 100 0 i 2 3 4 5
Tiempo de llegada la cola(f) Tiempo de llegada a la cola(t)

Figura 4.8: Probabilidad de ser atendido Figura 4.9: Probabilidad de ser atendido

inmediatamente con A =4, u =1y k=3. inmediatamente con A = 1, u =1y k=3.
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4.3.1. Distribucion del tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo ¢

En el caso de k servidores, podemos razonar de forma muy similar a como lo hicimos con uno o dos servidores.
Cuando un cliente llega a la cola al tiempo ¢ y esta tiene exactamente 7 clientes, este tiene que esperar n — k tiempos
exponenciales de tasa ku para ser atendido. Por lo tanto el tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo ¢
dado que en ese momento habia 7 clientes en la fila se distribuye Gamma de parametros n — k, ku. La probabilidad
de haber estado en el estado n dado que la cadena empez6 en el estado i es precisamente Py, (¢). Por lo tanto la
funcion de densidad de probabilidad del tiempo de espera de un cliente que llega al tiempo ¢ dado que la cadena

empez6 en el estado i estd dada por

Centrémonos en los ejemplos estudiados con k = 3. Dado que ya hemos calculado numéricamente las P;;(t), so-
mos también capaces de aproximar la distribucién del tiempo de espera de un cliente que llega un cierto tiempo .

Sigamos con algunos ejemplos.

En el caso A =4, u = 1. La gréfica de la densidad de probabilidad del tiempo de espera de un cliente que llega al

tiempo ¢ = 1 estd ilustrada en la figura siguiente.

Densidad de probabiidad

50
Tiempo(t)

Figura 4.10: Gréafica de wo(1,E) con A =4, u =1y k=3.

Puede parecer extrafio que el drea bajo la curva no de 1, en efecto, el drea bajo esta curva es aproximadamente
0,4742. Sin embargo esto es totalmente coherente pues para que la funcién integre 1, hay que afiadir la masa dis-
creta en 0 que corresponde a la probabilidad de que el cliente no tenga que esperar para ser atendido. Es decir que

la probabilidad de que un cliente que llega al tiempo 1 no tenga que esperar para ser atendido es aproximadamente
de 0,5258.
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Para el caso A = u = 1 la gréfica de la densidad de probabilidad del tiempo de espera de un cliente que llega al
tiempo ¢ luce muy similar al caso anterior. Sin embargo esta vez el drea bajo la curva es menor, como se puede ver
en la siguiente gréifica. Esta funcién integra aproximadamente 0,02680. Igual que en el caso anterior, esto sucede
puesto que la probabilidad de que el cliente no deba de esperar dado que llegé al tiempo ¢ = 1 es aproximadamente
0,9732.

Densidad de probabilidad

Tiempo(t

Figura 4.11: Gréficade wo(1,E) conA =4, u=1yk=3.

4.3.2. Distribucion de la longitud del periodo de servicio general de k-servidores

La técnica que hemos seguido hasta ahora para encontrar la distribucion de la longitud del periodo de servicio es
establecer primero cuantos tipos de periodos de servicio hay. Como estamos en el caso de k servidores, en este caso
podemos encontrarnos de 1 a k cajas ocupadas. Denotemos por 7, el tiempo que transcurre desde que el proceso se
encuentra en el estado » hasta el momento en que se encuentra por primera vez en el estado n— 1. Al igual que en el
caso de 1y 2 servidores, no tendremos problemas en determinar la distribucion de 7. En efecto si consideramos el
proceso (k — 1)-asociado, podemos observar que este es idéntico al proceso de un solo servidor con tasa de muerte

kp en vez de . Por lo tanto la distribucion de Ty estd dada por {.3) y queda dada como

1 Atk kAL 1 — oM
27N Jatkp—+/akdu x

Para cualquier otra n = 1,---k — 1, la férmula (2.54)) nos permite calcular la longitud de cualquier periodo de

P(Ty <t)=

\/4klu — (A +ku —x)%dx.

servicio como

_ ] — e
P(T, <) =F," :nu/ ¢ Ay (x).
’ 0

X

Aunque no tenemos una forma explicita de la medida w1 (x), si podemos calcular su transformada de Stieltjes

a partir de B(z, ylk= ')), la cual conocemos muy bien, y de la férmula (3.20).
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4.3.3. Distribucion del niimero de clientes durante un periodo de servicio general de k-

servidores

Nos preguntamos ahora como se distribuye el nimero de clientes en los periodos de servicio. Recordemos que
como estamos en el caso de k servidores podemos encontrarnos de 1 a k servidores ocupados. Denotemos por
N, el nimero de clientes que llega en un periodo de servicio con n servidores ocupados. Al igual que para dos
servidores, determinar la distribucién de Nj es sencillo si nos apoyamos en los resultados obtenidos para 1 servidor.
Preguntarnos por el nimero de clientes que llegan durante un periodo de servicio con k servidores ocupados es lo
mismo que preguntarnos por el nimero de clientes que llegan a la cola del proceso (k — 1)-asociado antes de que
este se absorba dado que inici6 en el estado 0. Recordando que el proceso (k — 1)-asociado es idéntico al proceso

con un solo servidor remplazando y por ku, podemos reutilizar la férmula (4.11) para obtener que

2n
P(N, = m) = & <V4k“‘ ) 1 / lléz"w—ézdé, (4.20)

Cku+A\ Adku )

que es la probabilidad de que lleguen m clientes durante un periodo de servicio con k servidores ocupados. También

podemos obtener la férmula més general

T A4k \ A A +ku

i1 2m+j—1
j 2k k [ Ak 1 ! .
PV = = o () ( “) — [ e OVI=EaE, 21 @a

donde N,Ej ) denota la cantidad de clientes que llegan al proceso (k — 1)-asociado antes de que se absorba dado que
empezé en (j— 1), o lo que es lo mismo, el nimero de clientes que llegan a la cola dado que esta empez6 con

(k+j—1) clientes, con j > 1.

Procedamos a dar una expresion para la distribucién de N, con n < k. En este caso no obtendremos una ex-
presion tan explicita como para el caso n = k pero lograremos obtener una expresion en funcién de la medida
(n — 1)-asociada al proceso discreto, la cual a su vez podemos calcular si conocemos la medida y*=1) 1a cual si

conocemos. Para esto analicemos el proceso discreto asociado al proceso de colas de k servidores
pi, si Jj=i+1

Pj=19 q, si j=i—-1 (4.22)

0, si j=i o |j—i|l>1,

A

iu _
T Atku

A+ip

donde g; = paraogigk,q,-:ﬁ—‘;{“,paraizk,pi:ﬁparaOﬁigkypi ,parai> k.

Por lo tanto, la matriz de transicion es
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0 1
M 0 A
A+u A+u
2u 0 A
A+2u A+2u
P= ..
ky 0 A
A+ku A+ku

L T
A+kp A+ku

Lo que nos interesa es el nimero N,, de clientes que llegaron a la cola a partir del momento en que esta se encontraba
en el estado n hasta que pasara por primera vez al estado n — 1. O de manera un poco més general, el nimero de
(/)

clientes N,”’ que llegaron a la cola a partir del momento que esta se encontraba en el estado n+ j — 1 hasta que

(1)

pasara por primera vez al estado n — 1. Obsérvese que N, ' = N,. En términos del proceso (n — 1)-asociado, lo

que nos interesa es la cantidad de clientes que llegan a partir de que el proceso (n — 1)-asociado se encuentra en el
(/)

estado j — 1 hasta que se absorbe. Podemos notar nuevamente que si M,"’ es el niimero de pasos que da el proceso

(n— 1)-asociado antes de absorberse, dado que empez? en el estado j — 1, entonces

My = j+2oNy

i —1),(n—1
P(MY) =m) = g,P" "
Por lo tanto
j 2mA4j—1),(n—1
P(Nr(lj) = m) = an]( ’;loj ) (n )7
es la probabilidad de que hayan llegado m clientes a la cola a partir del momento que esta se encontraba en el

estadon+ j— 1 con j > 1 hasta que pasara por primera vez al estado (n— 1).

Apliquemos la férmula de Karlin-McGregor para obtener una representacion integral del proceso (n — 1)-asociado.
Hay que observar que los polinomios que juegan el papel de los polinomios en la férmula de Karlin-McGregor
son los polinomios (n — 1)-asociados, salvo por el factor —ﬁ y recorridos de un indice para que el grado del
polinomio coincida. Es decir que los polinomios (— pn_lQﬁ;U (x)) Jen, jugardn el papel de los polinomios orto-
gonales en la férmula de Karlin-McGregor. La representacién integral para el proceso (n — 1)-asociado discreto

que obtenemos es

Pl = 2l / 2O D () () (x),

(n=1)

donde 7, son los coeficientes potenciales del proceso (n — 1)-asociado.
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Por lo tanto

PNy =m) = P2 VY = —gupu /_ 1x2’”+’_1Q5-,11+)n(x)dlI/(" D).

Cuando j = 1 tenemos que

1
P(N, =m) = qn/ Xy (x),
-1

lo cual nos da la distribucién del nimero de clientes que llegan durante un periodo de servicio con n < k servi-
dores ocupados. Podemos observar que aunque no conocemos explicitamente y*~1) (x) esta se puede determinar
mediante la férmula lb dado que conocemos y*—1).
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