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ABSTRACT

In this work, the flow of a viscoelastic liquid in capillary and circular crown geometries in a non-
stationary state is analyzed. The process is carried out at constant temperature and the liquid is
incompressible. To characterize the rheology and flow of our system, a viscoelastic model known as
Kelvin-Voigt model is used, which is a variant of the Maxwell model. Assuming that the flow is
unidirectional, and that there is cylindrical symmetry in the system, a differential equation is
obtained that describes the changes of the axial component of the velocity vector as a function of
the pulsatile pressure gradient and the viscoelastic mechanisms of the system. Using the Fourier
formalism, analytical expressions are obtained for the velocity and volumetric flow in terms of the
modified zero-order Bessel functions of first and second species. From this, the complex transfer
function (CTF) is constructed which has a real part and an imaginary part. The FTC depends on the
Womersley or Deborah number associated to the viscoelasticity of the material. Finally, the
solutions for a complex fluid (human blood) are constructed.

RESUMEN

En este trabajo se analiza el flujo de un liquido viscoelastico en geometrias capilar y corona
circular en estado no estacionario. El proceso se lleva a cabo a temperatura constante y el
liguido es incompresible. Para caracterizar la reologia y el flujo de nuestro sistema se
utiliza un modelo viscoelastico conocido como de Kelvin-Voigt el cual, es una variante del
modelo de Maxwell. Suponiendo que el flujo es unidireccional, y que existe simetria
cilindrica en el sistema se obtiene una ecuacion diferencial que describe los cambios de la
componente axial del vector velocidad en funcion del gradiente de presion pulsatil y de los
mecanismos viscoelasticos del sistema. Mediante el formalismo de Fourier, se obtienen
expresiones analiticas para la velocidad y el flujo volumétrico en términos de las funciones
de Bessel modificadas de orden cero de primera y segunda especie. A partir de esto, se
construye la funcion de transferencia compleja (FTC) la cual tiene una parte real y una
parte imaginaria. La FTC depende del nimero de Womersley o Deborah asociado a la
viscoelasticidad del material. Finalmente, se construyen las soluciones para un fluido
complejo (sangre humana).

PALABRAS CLAVE:

Reologia, reologia de la sangre, fluido viscoelastico, fluido de Kelvin-Voigt, modelo de
Hagen-Poiseuille, flujo pulsatil, funciones de Bessel, Funcion de Transferencia Compleja.
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1.1. INTRODUCCION

Se denomina reologia al estudio de la relacion entre el esfuerzo y la deformacion en los
fluidos complejos, es decir, de aquellos fluidos que se caracterizan por tener variaciones en
la viscosidad respecto al tiempo, la temperatura y el esfuerzo (Bird et al. 2002). La
importancia de la reologia radica en la aplicacion de modelos fisicos y matematicos en
ramas como la petroquimica, los polimeros, la industria alimenticia y la medicina (Bird et
al. 2002).

Entre los fluidos complejos se encuentran a los que se les denomina viscoel&sticos,
por presentar como su nombre lo indica, una componente que actia como un fluido viscoso
y otra que lo hace como un sélido elastico. Entre ellos se encuentra la sangre, un fluido
biolégico que viaja por el cuerpo por causa de las pulsaciones del corazon y cuyos dos
componentes principales, el plasma y los eritrocitos le dan caracteristicas viscosas y
elasticas, respectivamente.

Mientras que otros autores han estudiado el comportamiento fisico y matematico de
fluidos viscoelasticos en régimen pulsatil, asi como de la sangre en especifico, variando el
contenido de colesterol y las caracteristicas del medio que la contiene, en este trabajo de
tesis se ha realizado el analisis del flujo de sangre en régimen pulsatil considerandola como
un fluido de Kelvin-Voigt, es decir, un fluido newtoniano modificado con una componente
elastica (G). Esta componente es lo que se denomina como Rouleaux, y son los agregados
de glébulos rojos que se forman a bajas velocidades.

Lo anterior se incluye en una funcion de transferencia compleja (FTC) obtenida a
través del formalismo de Fourier, que permite analizar las variaciones de la respuesta del
flujo volumétrico respecto a la frecuencia de las pulsaciones para diferentes valores de
elasticidad (G) para geometria cilindrica y de corona circular que representan venas con
oclusiones periféricas y centrales.

La FTC obtenida es aplicable a cualquier fluido viscoelastico en régimen pulsatil,
por lo que conforma la base matematica para un estudio posterior mas profundo y aplicable
en otras areas de estudio.

UNAM-FES ZARAGOZA
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1.2.  ANTECEDENTES

El estudio de los fluidos sometidos a un gradiente de presién ha sido de interés para
entender el comportamiento de sistemas bioldgicos que los contienen. Se han realizado
estudios en fluidos viscoelasticos en diferentes condiciones de geometria, viscosidad y
gradiente de presion dindmico.

Estos analisis se han realizado desde la perspectiva fisico-matemaética y bioldgica, a
fin de entender las particularidades de cada sistema y su relacion con los sistemas
sanguineos en humanos y el resto de mamiferos.

Desde la perspectiva fisico matematica, se cuenta con los siguientes antecedentes:

Corvera y del Rio (2003) estudiaron el efecto de la frecuencia en una ley
generalizada de Darcy aplicada a un dedo de un fluido viscoelastico que fluye en una celda
de Hele-Shaw, que estd compuesta por dos placas de vidrio paralelas que contienen un
fluido viscoso que es empujado por otro fluido de baja viscosidad, y cuya interface es
inestable.

Castro, et al. (2007) realizaron el estudio de fluidos viscosos en las proximidades de
una pared sélida a escalas micrométricas sometidos a un gradiente de presién dinamico.
Utilizando la hipdtesis de Navier, los autores nos presentan una forma experimental de
determinar si existe o no deslizamiento en el sistema.

Torres et al. (2017) nos muestran el comportamiento dinamico de fluidos
newtonianos incompresibles sometidos a diferentes gradientes de presion pulsatiles
contenidos en tubos elasticos. Los autores registran por primera vez el comportamiento
resonante en la permeabilidad dindmica, mostrando la interaccién entre la viscosidad del
fluido, la elasticidad de la pared y el area caracteristica del medio de confinamiento.

Y desde la perspectiva fisico-matematica y bioldgica, se tienen los siguientes
antecedentes:

Collepardo-Guevara y Corvera (2007) estudiaron el flujo de un fluido viscoelastico
sometido a un gradiente de presion dindmico en un tubo ocluido central o periféricamente,
comparando el flujo de recuperacion para ambos casos.

Flores et al. (2009) realizaron un estudio de la frecuencia 6ptima de un fluido
viscoelastico pulsatil circulando en una red de tubos, explicando el flujo de sangre desde el
corazén en mamiferos en reposo.

Moreno y Calderas (2013) presentan un estudio de la respuesta reologica de la
sangre con hipercolesterolemia, caracterizando el cambio de viscosidad conforme el
aumento de colesterol total.

Ortega et al. (2015) realizaron un estudio experimental con ratas sometidas a dietas
con diferentes porcentajes de grasa, con el objetivo de analizar el cambio en el
comportamiento reoldgico de la sangre con el aumento del colesterol total.

UNAM-FES ZARAGOZA
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Flores et al. (2016) realizaron un estudio del flujo de la sangre en el sistema arterial
con modelos computacionales de una sola dimension (1-D) del un modelo generalizado de
Darcy, calculando el flujo y las ondas de presion de la sangre en algunas de las arterias mas
importantes del cuerpo humano, considerandolas el&sticas.

En este trabajo, se realiza el andlisis de un fluido bioldgico viscoelastico (sangre)
sometido a un gradiente de presion dinamico en el que, ademas, se considera la presencia y
variacion de un valor caracteristico de elasticidad: el Rouleaux (G). EI comportamiento de
este fluido se estudia en estado estacionario y transitorio en dos geometrias: cilindrica y de
tubos concéntricos o de corona circular.

1.3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En esta investigacion se estudiara el flujo de liquidos newtonianos y no newtonianos en
geometrias cilindricas en estado no estacionario. Es decir, que la velocidad, el gradiente de
presion y el esfuerzo serén funciones de la posicién y del tiempo. Mediante el formalismo
de Fourier se obtendra una ecuacion dindmica en el espacio de las frecuencias la cual, sera
un caso particular de la familia de las funciones de Bessel. Suponiendo no deslizamiento y
simetria en el campo de velocidades se obtendra una expresion cerrada para la velocidad en
el campo de las frecuencias en funcién de los mecanismos inerciales, viscosos Yy
caracteristicas geométricas del sistema.

Integrando en una seccidn de area transversal encontraremos una expresién analitica
para el flujo volumétrico y el gradiente de presion del sistema. Esta ecuacion sera general y
podra ser escalada a cualquier fluido viscoelastico lineal o fraccionado. EI mérito de este
trabajo radica en un estudio sistematico de la reologia lineal de estos sistemas complejos.

UNAM-FES ZARAGOZA
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1.4. OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL

Obtener la Funcion de Transferencia Compleja de fluidos newtonianos y no newtonianos
deformados continua e irreversiblemente en geometrias cilindricas: capilar inextensible y
corona circular (tubos concéntricos).

OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Aplicar el formalismo de Fourier en la ecuacion de movimiento con el fin de
obtener la funcion de transferencia compleja que describa la sefial asociada al
gradiente de presion transitorio y la respuesta o variable de salida relacionada con el
flujo volumétrico.

e Estudiar el efecto de la geometria para dos configuraciones diferentes. La primera
de ellas, es un capilar inextensible de radio » = a y longitud z = L, y la segunda
configuracién seria una corona circular de radio R; y R, y longitud z = L (tubos
concentricos).

e Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las
ecuaciones e introducir nimeros adimensionales que describan los mecanismos
macroscopicos que dictan la fisica lineal de estos sistemas.

e Programar un codigo en el lenguaje de Wolfram Mathematica con el fin de obtener
las simulaciones de la parte real, imaginaria y la norma de la funcién de
transferencia compleja en funcién de la frecuencia del espacio de Fourier.

e Aplicar los resultados tedricos obtenidos y analizar sangre humana con
hipercolesterolemia con el fin de dilucidar informacion fisica, bioldgica e ingenieril
de este sistema en particular y contribuir al campo de la hemorreologia.

UNAM-FES ZARAGOZA
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CAPITULO 2: MARCO TEORICO
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2.1. REOLOGIA DE LA SANGRE

Se conoce como reologia a la rama de la mecanica que estudia la deformacion y el flujo de
materiales. De ella, deriva la biorreologia, que es el estudio de la relacion entre las fuerzas
y la deformacion en el flujo de biomateriales, incluyendo huesos, tejidos blandos, liquido
sinovial, moco, sangre, entre otros (Roselli & Diller 2011).

La rama de la biorreologia que se especializa en el flujo de sangre se denomina
hemorreologia. Este campo de estudio incluye la investigacion de las propiedades de la
sangre a nivel macro y microscopico, asi como las interacciones de entre sus componentes
y con las venas y las células endoteliales.

El objetivo de la sangre es entregar oxigeno y nutrientes a todos los tejidos del
cuerpo al mismo tiempo que remueve productos de desecho y defiende al cuerpo de
infecciones o0 agentes patdgenos con ayuda de los anticuerpos. Esto lo logra con ayuda del
sistema cardiovascular, que se compone de venas, arterias y el corazén. El flujo de la
sangre en este sistema depende, principalmente de tres cosas: la fuerza motriz del corazon,
la arquitectura del sistema y las propiedades mecéanicas de la sangre misma (Galdi et al
2008).

La sangre es un fluido reol6gicamente inusual. Esto se debe a la naturaleza de sus
componentes y la proporcion en la que se encuentra cada uno de ellos. Entre sus
componentes principales encontramos:

e Plasma: estd constituido mayormente por agua (90-92% en peso) y en él se
encuentran en suspension todos las sustancias organicas e inorgénicas que forman la
sangre, y su papel fisioldgico es transportar estas sustancias por el sistema
cardiovascular.

e Leucocitos: o glébulos blancos son de forma practicamente esférica, de mayor
tamafio y menor cantidad que los eritrocitos. Tienen como funcion fisioldgica la
lucha contra virus y bacterias, formando anticuerpos y sensibilizando linfocitos.

e Trombocitos: 0 mejor conocidos como plaquetas, son células pequefias en forma de
discoide, y tienen como objetivo evitar la pérdida de sangre, cambiando su forma
cuando estan en contacto con una superficie vascular dafiada, ademas de generar
sefiales quimicas que activan a las plaquetas cercanas a fin de adherirse unas a otras.

e Eritrocitos: o glébulos rojos, son células de alta flexibilidad y de alta concentracion
de hemoglobina a las que se adhieren el oxigeno y el didéxido de carbono en su viaje
entre los pulmones y el resto del cuerpo.

Los eritrocitos tienen forma de disco biconcavo que pueden cambiar drasticamente
de forma por efectos térmicos, quimicos o mecanicos y son de alta influencia en la
viscosidad de la sangre.
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El nivel de concentracion de eritrocitos en la sangre se denomina hematocrito. Este
varia entre personas segun el sexo asignado, el nivel de salud, el nivel de actividad y la
altitud en la que viven.

Para describir comportamiento reoldgico de la sangre es necesario entender tres
factores: la velocidad de corte que se ejerce sobre ella, las caracteristicas del conducto por
el que fluye y del nivel del hematocrito. Se ha demostrado experimentalmente que la
viscosidad:

e Incrementa con el aumento del valor del hematocrito.
e Disminuye con el aumento de la velocidad de corte.

e Disminuye conforme el radio de conducto a traves del que fluye disminuye (Efecto
de Fahraeus-Lindqvist).

Los eritrocitos tienen la capacidad de modificar su forma dependiendo de la
velocidad de corte. Cuando ésta es baja, se agrupan formando estructuras ramificadas en
3D, también conocidos como Roleaux. A velocidades medias, los eritrocitos viajan en su
forma normal de discoide, y a velocidades altas, toman forma de paracaidas mientras
viajan por los capilares (Galdi et al 2008).

Figura 2.1-1. Estructura de los eritrocitos a baja, mediana y alta velocidad.

Una caracteristica importante de la sangre es su viscoelasticidad. Esta depende del
valor del hematocrito y es mayor en magnitud a bajas velocidades, cuando los glébulos
rojos forman estructuras 3D y tienen la capacidad de almacenar y liberar energia. Una vez
que estas estructuras se rompen a células individuales o pequefios grupos de ellas, la
capacidad de almacenar energia elastica disminuye notablemente.

Para el sistema cardiovascular humano, existen regiones donde la circulacion de las
estructuras 3D es estable, como en las zonas de estenosis o dentro de algun saco de
aneurisma, y son zonas donde la viscoelasticidad de la sangre puede jugar un papel muy
importante.
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Si bien, la energia elastica también puede almacenarse en la deformacion de
eritrocitos individuales, Galdi et al. (2008) consideran que no juega un papel apreciable a
menos que el nivel del hematocrito sea significativamente elevado, (p. 112).

2.2. FRECUENCIA CARDIACA HUMANA

Siguiendo el analisis de Del Rio y Castrejon (2003), para la sangre humana de
caracteristicas: viscosidad entre 5y 20 cp, densidad de 1.05 g/cm3 y tiempo de relajacion
de 1s que se encuentra fluyendo en arterias de entre 0.02 y 0.35cm, se pueden obtener dos
valores extremos de frecuencia donde ocurre el maximo de velocidad:

Vmax€(8.7,0.25)Hz

2.3. FLUIDOS NEWTONIANOS Y NO NEWTONIANOS

Una de las clasificaciones de los fluidos es respecto a su viscosidad. Se dividen en
newtonianos y no newtonianos. Los newtonianos son los mas sencillos y son aquellos que
cuando son sometidos a un esfuerzo, el gradiente de velocidad es proporcional al esfuerzo
cortante para un punto. Esto se expresa en la ley de viscosidad de newton, que toma la
forma:

ocdv
o &
_ dv
T

Donde la constante asociada es justamente la viscosidad del fluido. Aquellos fluidos que no
cumplen esta ley se les denominan no newtonianos y se subdividen, segin Levenspiel
(1993, p. 90) en:

¢ Independientes del tiempo: cuya viscosidad no depende del tiempo.

e Dependientes del tiempo, pero no elasticos: cuyo pasado reciente afecta su
comportamiento en un momento dado.

e Viscoelasticos: se caracterizan por combinar el comportamiento de los fluidos con
las propiedades eléasticas de los sdlidos.

Estos altimos son de especial interés, pues dentro de ellos se encuentran los fluidos
bioldgicos y soluciones poliméricas, y requieren de experimentos transitorios para
caracterizar sus propiedades elasticas.
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2.4. FLUIDO DE KELVIN-VOIGT

Los fluidos viscoelasticos, segun Fombuena (2017, p. 138), presentan una naturaleza entre
fluido viscoso y sélido elastico. Para modelar el comportamiento viscoso se tiene la ley de
Newton y se representa tradicionalmente como un émbolo de respuesta dependiente del
tiempo.

Esta ley ha sido expresada en términos del gradiente de velocidad, pero puede ser
expresado en términos de la elongacion respecto al tiempo:

O'=ME

. dx
Siv==
dt

Donde la elongacién se define como:

Quedando la ley de Newton como:

de
O'=,UE

Para la parte elastica se tiene la ley de Hooke, que se representa como un resorte de
respuesta inmediata y establece que la tensién aplicada (o) es proporcional a la elongacion
producida (&), donde (£) es una constante de proporcionalidad eléstica:

0 XE
o=¢&-¢

Este tipo de fluidos deben estudiarse desde un punto de vista mecanico y reoldgico para lo
que se han establecido diferentes modelos. EI méas sencillo de ellos es el modelo de
Maxwell, que considera la combinacion en serie del elemento eléastico y el elemento
viscoso. Con este modelo se considera que mientras la respuesta elastica del fluido ocurre
de forma instantanea, la respuesta viscosa ira incrementando con el paso del tiempo.

Por otra parte, el modelo de Kelvin-Voigt considera la combinacion de ambos elementos en
paralelo, por lo que al aplicar tension al fluido una parte de la energia serd almacenada por
el elemento elastico y el resto sera disipado por el émbolo.
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2.5. ECUACIONES DE CONTINUIDAD Y MOVIMIENTO
Tal como lo indican del Rio y Castrejon (2002), para resolver problemas de flujo de fluidos
se requiere de dos ecuaciones:

La ecuacion de balance de masa:

dp
E——V-pV

Y la ecuacion de balance de cantidad de movimiento:
v o
pa+p(V-V)V= -Vp—-V-T+f

Donde f es la fuerza de bulto y T es el tensor de esfuerzos viscosos. Para resolver estas dos
ecuaciones, es necesario convertirlas en un problema cerrado, mediante las condiciones
iniciales y ecuaciones constitutivas y de estado que especifiquen el tipo de fluido que es
objeto de estudio.

Por ejemplo, el tensor de esfuerzos viscosos da la clasificacion entre un fluido newtoniano
y uno no newtoniano. Para el primer caso se expresa como:

T=—u[VV + V7]

Quedando la ecuacion de balance de movimiento como lo que se conoce como la ecuacion
de Navier-Stokes:

v
po5+p(V-VV = —Vp + uV?V + pg (a)

Y si se considera un fluido bajo condiciones de incompresibilidad, la ecuacion de balance
de masa queda como:

V-V=0 (b)

Siendo (a) y (b) las ecuaciones diferenciales que se deben resolver para modelar el flujo
de un fluido newtoniano, isotérmico e incompresible, considerando la geometria del
sistema donde se encuentre. Para otro tipo de fluidos, puede no haber consideracion de
incompresibilidad, o bien modificaciones en el tensor de esfuerzos viscosos.

2.6. DEDUCCION DE LA ECUACION DE HAGEN-POISEUILLE

El flujo de la sangre en pequefios tubos es dificil de predecir si se sigue estrictamente la
aplicacion de la teoria. Esto se debe al propio comportamiento reoldgico de la sangre y a
que sélo se puede tratar como un medio continuo cuando el radio de los eritrocitos
comparado al del tubo donde fluyen es pequefio.
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2.6.1. NAVIER-STOKES
Para flujo estacionario, fluido incompresible

Partiendo de la ecuacion de continuidad para un fluido incompresible en estado estacionario
y considerando flujo en una sola direccion:

10, 0V, 10V, aV,
s e e
v,
0z
Y de la ecuacion de Navier-Stokes desarrollada GUnicamente para la componente en Z:

v, aVv, Vyav, _ aV, ap, (10 3, 192V, 92V,
G+ ba) =5 e ) + 09

ror

St T T a) T e T a e ) T e T

Dadas las condiciones de incompresibilidad, flujo unidireccional y que la velocidad no es
una funcién de Z, se tiene la siguiente ecuacion diferencial:

dp 19 [ 9V,
0=-5," rar(rﬁ)

Cuya solucién es:
1 dp
4,uazr2 +cInr+¢,

Dado que V, requiere ser finitaa r = 0, la constante ¢, debe ser igual a cero. Por otra parte,
dado la cond|C|on de no deslizamiento, donde V, = 0 en r = R, se tiene:

16p

2= 4;1 oz
Quedando el perfil de velocidades como:

10 10
pr2+ ap
4,1162 4;162

Y si se aplica una doble integral, se obtiene el flujo volumétrico, que es justamente la

ecuacion de Hagen-Poiseuille.
21 R1
Q= f f V,(r)rdrd6
0 0

RY

Q= T%( Vzp)
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2.6.2. BALANCE DE CORAZA (BALANCE DE FUERZAS)
Siguiendo el andlisis de Bird (1992, p. 2-12) donde se considera una envolvente cilindrica
de espesor Ar y longitud z, por el balance de fuerzas en direccion z, se tiene:

QrrLlt )|y — Qrrlty,)|rsar + QrrArpvy)|,—o — 2rrArpv;)|,—, + 2nrArLpg
+ 2npArLpg + 2nrAr(py —p,) = 0

Que, dadas las condiciones de incompresibilidad, y dividiendo toda la expresion entre
2rLAr, en el limite donde Ar — 0 queda:

TTyy — ITy, -
lim (( Ty )|r+Ar ( Tr )Ir) _ (Po pL n pg)r

Ar—0 Ar L
Siendo el primer término de esta ecuacion la primera derivada de rt,.,:

d( )_<P0_:PL>
ar - e = L r

Donde P incluye los términos de presion estatica y gravitacional.

La ecuacidn integrada queda como:

Po— Py 1
_( 2L )T+7

TTZ

Donde c; es igual a cero por la condicion de flujo finito en r = 0:

_ :PO_?L
TTZ_ ZL r

Considerando la ley de newton:

dv,
K dr

TT‘Z
Y sustituyéndolo en la ecuacion anterior:

dvz_ ("PO_:PL>
dr 2uL r

Que integrado queda como:

Quedando el perfil de velocidades como:
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:])0 - :])L T 2
- (5]
Ve ( 4l ) (R)
Cuya velocidad media es la suma de todas las velocidades en una seccion transversal
dividida por el area de dicha seccion:

?O_PL)RZ

(Ve = ( 8uL

Y el flujo volumétrico que coincide con la ley de Hagen-Poiseuille es el producto del area

por la velocidad media:
_ (Po= P 14
Q=m ( 8ulL ) R

2.6.3. ECUACION DE MOMENTO

La ecuacion de momento es general y se aplica a cualquier fluido newtoniano y no
newtoniano. Y a diferencia de la ecuacién de Navier-Stokes que se obtiene cuando se
sustituye el tensor de esfuerzos por el tensor newtoniano y se impone que el fluido sea
incompresible y que el sistema sea isotérmico, esta parte de la distribucion de esfuerzos.

o, AV, V,av, _ av, 10 1d0,, 00,
(s B0 2y 10

dp
il mir il Rl e U i 7 R

Esta ecuacion es completamente general y es valida para cualquier fluido, puesto
que sélo involucra las fuerzas que deforman continua o irreversiblemente el material.

+ 09

Notese que en el caso de un fluido newtoniano incompresible e isotérmico la
ecuacion de momento se describe en términos de las velocidades y se conoce como la
ecuacion de Navier-Stokes.

2.7. NUMEROS ADIMENSIONALES

Existe un numero adimensional que puede ayudarnos a caracterizar el flujo de fluidos, y se
conoce como numero de Reynolds, y nos da la medida de la significancia de los efectos
inerciales sobre los viscosos tanto en estado estacionario como transitorio (Galdi et al
2008). Se define como:

_pVD
e

Re

Cuando el fluido objeto de estudio se encuentra en flujo pulsatil, se utiliza el nimero de
Womersley, que es definido como:

2

_ pwR?
Mc

Wo
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O bien, en su forma no potenciada:

w
Wo =R '0—
Ne

Es importante mencionar que la magnitud del namero de Womersley nos da la forma del
perfil de velocidades del fluido, de la forma:

e Para Wo < 1, significa que la frecuencia de las pulsaciones es lo suficientemente
baja para mantener un perfil de velocidades parabdlico que se mantiene en cada
ciclo.

e Para Wo > 10, significa que la frecuencia de las pulsaciones es lo suficientemente
grande para mantener el perfil de velocidades en forma plana o de tapén.

Para fluidos viscoelasticos, un nimero adimensional relevante es el de Deborah, definido
como:

De = Aw

De = Aw
Este numero contiene informacion sobre la memoria de los materiales, es decir, como
afectan las tensiones actuales al material respecto a las tensiones pasadas. Esto se indica

con el parametro A, que es el tiempo caracteristico de cada material en el que tarda en
desvanecerse la memoria del material.

2.8. FUNCIONES DE BESSEL

Segun Periago (p.86, 2003), para la ecuacion diferencial de segundo orden, con coeficientes
constantes:

x-a)?y"+x-—a) alx) y +B(x)-y=0 (©)

Se tiene un caso particular que se conoce como Ecuacion Diferencial de Bessel, donde n es
un namero real no negativo:

x2y" +xy'+ (x> —n?)y =0 (d)
Cuya solucidn se propone como:
y(x) = Xiezo arx*? (e)

Para a, # 0, y donde los coeficientes a; y b deben ser calculados.
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Sustituyendo la Ec. (e) en la Ec. (d), se llega a que la Ec. (f), denominada funcion de
Bessel de primer orden n, es una solucion de la ecuacion diferencial (d):

P

Jn) = 50— (X

2k+v
kT (k+n+1) )

(f)

De esta forma, segun Periago, F. (2003, p. 87), si n ¢ N, la solucion de la Ecuacion
Diferencial de Bessel es una combinacion lineal de J,, y J_,,, puesto que las funciones J,, y
J_» son linealmente independientes, y forman una base del espacio de soluciones de la Ec.

(d).

Por otra parte, si n € N, entonces las funciones J,, y J_, son linealmente dependientes, por
lo que no forman una base del espacio de soluciones de la Ec. (d). Para resolver este
problema, es necesario introducir lo que se conoce como funcion de Weber, o bien, funcion
de Bessel de segunda especie Y;,, definida como:

Yn(.X') — COS(nﬂi_i]ry:((zi;]—n(x)’ (n e N) (g)
Y finalmente
Y,(x) =1limY,(x), (n €NN) (h)
n-—-lt

Las funciones J, e Y, son linealmente independientes, por lo que la combinacién de ambas
conforma la solucion general de la Ec. (d) parael cason € N.

2.9. FUNCION DE TRANSFERENCIA

Crespo y Pendino (2014), explican que la funcién de transferencia permite representar un
sistema dinamico mediante un modelo matematico, reemplazando mediante la transformada
de Laplace o Fourier las ecuaciones diferenciales en la variable tiempo por ecuaciones
algebraicas con una variable compleja que no depende del tiempo (p. 4).

La Funcion de Transferencia se puede representar de forma grafica con un diagrama de
blogues que muestra la influencia de una variable de entrada i(t) sobre una de salida o(t),
que al transformarse quedan en funcion de una variable compleja (s), y se relacionan
mediante dicha funcion:

Funcion de
16s) Transferencia 0(s)

F(s)

Figura 2.9-1. Diagrama de bloques de una Funcidn de Transferencia.
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Otra forma de definir una Funcion de Transferencia es como el cociente de la transformada
de la variable de salida entre la transformada de la variable de entrada:
I1(s) = 0(s) - F(s)

1(s)

F(s) = 0G)
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CAPITULO 3: PROBLEMA FiSICO
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En este capitulo se realiza el modelado matematico para un fluido newtoniano en estado
estacionario en geometria cilindrica de radio r = R y longitud en z igual a L y en geometria
de corona circular (o tubos concéntricos) de radio interno r = R,, radio externo r = R, y
longitud en z igual a L, con consideracion de no deslizamiento en las paredes.

Para ambas geometrias se obtienen dos ecuaciones principales: la de velocidad (V) y flujo
volumeétrico (Q) en direccién de z. Para esto se parte de la ecuacion de continuidad y de las
ecuaciones de Navier Stokes, que derivan de la ecuacion de Cauchy para un fluido
isotérmico, de densidad constante y newtoniano.

El andlisis en estado estacionario tiene como base el modelo de Hagen-Poiseuille, que (...)

Luego, se repite el mismo procedimiento para estado transitorio, obteniendo para cada
geometria cuatro ecuaciones principales: la de velocidad (V;) y flujo volumétrico (Q) en z,
la de fluidez (®) y fluidez adimensional (®*). Estas dos ultimas son las que se identifican
como la funcion de transferencia compleja (FTC) y que se utilizan en el siguiente capitulo
para realizar las simulaciones.

3.1. CASO I: GEOMETRIA CILINDRICA, ESTADO ESTACIONARIO

; K/z

L

Figura 3.1-1. Representacion de la geometria cilindrica.

UNAM-FES ZARAGOZA

28



Se plantea la ecuacion de continuidad:

dp
Friaia M Cle)
dp
FriaiLs V—p-V)
ap
StV V=—pV-V) (1.1)
Sabiendo que
dp Dp
E +Vp-V = E
La Ec. (1.1) queda como:
L4 p(V-V) =0 (1.2)

Al ser un fluido incompresible la densidad no es una funcién del radio ni del tiempo:

p(V-V)=0
(V-V)=0 (1.3)
Desarrollando el gradiente para coordenadas cilindricas:
19 10Vy |, OV, _
;E(TV,«)-F;%'FE— 0 (1.4)

Considerando que no hay movimiento del fluido en direccion de r y 6

v,
—£=0 (1.5)
Siendo entonces V, una funcién Gnicamente dependiente del radio:

V,=V(r) (1.6)

De las ecuaciones de Navier-Stokes se toma Unicamente la del componente en z (Ver
apéndice I):

v, ov, . VO av, av,\ _ _0p 10 9V, iazvz 2%V,
p(?"’”?‘*’?%"—%a_z)_ 62+‘u(r6r (T 6r)+r2 262 +622)+pgz (1'7)

Considerando el estado estacionario, que no hay cambio de velocidad en la componente
ry 6, que no hay accion de gravedad y que la velocidad en z no es una funcion de z, se
tiene:

— _9_ 10 ( 0V
0= 6z+urar (T 6r) (18)
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Para resolver esta ecuacion diferencial se toma en cuenta la condicion de no deslizamiento
en las paredes del cilindro y la velocidad en el centro como finita, a fin de mantener la
consistencia fisica:

V(R) =0
V,(0) = finita
Se resuelve la ecuacion diferencial integrando indefinidamente:
oV;\ _rap
a <T' W) = ;5 or

oV, 71 dp , Cq
ar  2udz + r (1.9)

Resolviendo la ecuacion diferencial de la Ec. (1.9):

20
v, =:—“a—Z+Cllnr+C2 (1.10)

Si se aplican las condiciones a la frontera en la Ec. (1.10), se obtienen las constantes:

00
finito = ——p+ CiIn0 + G,

4u oz
;=0 (1.11)
O—Rzap+C InR+C
" 4uodz 1 2
_ _FRop
C, = o 02 (1.12)

Se sustituyen las constantes obtenidas en las Ec. (1.11), (1.12) en el perfil de velocidad de
la Ec. (1.10):

__R? op \2
v=5(-3) (1 -(%) ) (1.13)
Para calcular el flujo volumétrico en geometria cilindrica, se debe integrar dos veces de la
forma:

Q=[" [ v,(r)rdrde (1.14)
Que da como resultado:
R 50V,
0 = WV(RR* —m [ r? =24, (1.15)
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Para resolver la integral del segundo término de la Ec. (1.15), se debe considerar la Ec.
(1.9):

v, rdp (
or 2udz r
A partir de la ecuacion constitutiva de Newton, se tiene lo siguiente:

v,
? = (,D#O'rz (116)

En esta ecuacion, la rapidez de deformacion se expresa como el producto de la fluidez
newtoniana ((p#) y la componente rz del tensor de esfuerzos (o,,). Al combinar la Ec.
(1.16) con la Ec. (1.9), se obtiene la siguiente expresion para la rapidez de deformacion:

v, 1 1
2= 0y (E Vzpr? + cl); (1.17)

Sustituyendo la Ec. (1.17) en la Ec. (1.15) e integrando, el flujo volumétrico queda como:
Q =, (R)R? — 2L [2VzpR* + ¢,R? (1.18)

Del modelo de Newton se sabe que:

ROV,

S 22dr =0 (1.19)

Sustituyendo Ec. (1.17) en la Ec. (1.18), y dividiendo entre r se tiene:

0= fOR Py (% Vzpr? + ¢, %) dr (1.20)
Si se integra la Ec. (1.20) en los limites de 0 a R, queda:

0= iVZpRZ +c¢;(InR —1n0) (1.21)

Por lo tanto, para dar concordancia fisica, la constante C; debe ser igual a cero:
Sustituyendo la Ec. (1.22) en la Ec. (1.18),se obtiene:

4
Q =V, (R)R? - T2 2L (1.23)
En la Ec. (1.21), V, es una funcién de R, por lo que se evalGa R en (1.13):
R%?/ 0p T2
= (-5, (- @)
V,(R) =0 (1.24)

Entonces, si se sustituye la Ec. (1.22) en la Ec. (1.21), finalmente se obtiene el flujo
volumétrico Q:
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_ ng,VzpR*
B 8

Q=" 0, (~Vzp) (1.25)

32.CASO Il: GEOMETRIA DE CORONA CIRCULAR, ESTADO
ESTACIONARIO

Figura 3.2-1. Representacion de la geometria de tubos concéntricos o corona circular.

Dado que el fluido esta en contacto con dos superficies, la que delimita el radio externo y la
que delimita el radio interno, la condicién de no deslizamiento se expresa en ambos casos
como:

V,(R) =0
V,(R) =0
Como la corona circular esta en coordenadas cilindricas, el analisis que se realiza con la

ecuacion de continuidad es igual hasta la Ec. (1.10), que por comodidad en este analisis se

renombrard como Ec. (2.1):
r2 ap

‘/Z=E$+Cllnr+62 (21)
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Considerando las condiciones a la frontera en la Ec. (2.1), se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

R2 0
0=ﬁ£+Qm&+Q (2.2)
0=2%, c R, +¢C 23
= 240z 1IN R 2 (2.3)

Que si se resuelve se obtiene el valor de las constantes:

_ RE-RDGEE)

1= (2.4)
ln(ﬁ—;)
dp
Rzop  (R3-RD)(i:50)
CG=—F————my IR (2.5)
4p 0z ln(i)
Que se sustituyen en la Ec. (2.1):
1 0 10
Z:ag R1 In —Ea— R1 lnR1
In (R_Z) In (R_Z
Y que, tras reordenar términos semejantes, la velocidad queda como:
()
1 0 n(BL
v, = (2 2)|6? - R +n(Z) (&) (2.6)

Considerando que el flujo volumétrico se calcula integrando dos veces el producto de la
velocidad por el radio de la forma:

Q= fozn f:;z V,(r)rdrdf 2.7
Se sustituye la Ec. (2.6) en la Ec. (2.7) y se resuelve la integral por partes respecto a r:
2m R? R? Rz 12 9V,
Q= J;) Vz(RZ)T_VZ(Rl)T_le 5 5, dr|de
Y luego la integral respecto a 6:
ne) 2y ry B ijrzan o
Q = [Vz(R2) = V2 (R1) e 2 5, dr|6
0
Obteniendo finalmente:
Q = W, (R)RE —mV;(Ry) RE —m [y7 r2 52 dr (28)
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Para resolver esta ecuacion es necesario retomar la consideracion planteada en la ecuacion
(1.16), donde se expresa la variacién de la velocidad respecto a la componente en r como
el producto de la fluidez newtoniana ((pﬂ) y la componente rz del tensor de esfuerzos

(O-rz)-

vy 1 1
e = (E VZpT‘Z + Cl); (116)

Sustituyendo la Ec. (1.16) en la Ec.(2.8) y reordenando:
Q = 1V, (RIR} =V, (Ry) RE — oo, [ Vzpr® + cyrdr  (29)

Integrando el segundo término:

R
T4 7,,2 2

1
Q = nV,(R)R5 — nV,(Ry) R — mo,, [EVZP 2 + 017

Q = 1, (R)RE — mV,(Ry) RE — “2L[2Vzp(RE — R) + ¢y (RS — R?)|  (2.10)

Para obtener el valor de la constante c; se toma la siguiente consideracion de modelo de
Newton:

JoSkdr =0 (2.11)

Sustituyendo la Ec. (1.16) en la Ec. (2.11):

Rz 1 1
0= Y d
f Pu ( Zpr + cl) - r

Ry

De la que se obtiene al integrar:
1 R,
0 = ZVZP(RZ Rl) + Cl ln (Rl)

Y despejando la constante c;:

_ _1g,, (RI-RD)
c, = 4'Vzp ln(ﬁ) (2.12)

Rq

Sustituyendo la Ec. (2.12) en la Ec. (2.10) y reordenando los términos semejantes se
obtiene:

Q = 1V, (R;)R3 — nV,(Ry) R} — "2 [va(R;‘ ~ R+ < Vap (RZ( RS)) (R} - R%)] (2.13)

Factorizando Vzp y posteriormente R; para obtener:
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Ry

Q = nV,(R)RE — mVy(Ry) R + 728 (—vzp)R} |(1 - 52) —(1_(’32) L) s

ln(Rl)

A continuacion, se muestra una tabla resumen de las ecuaciones méas importantes para
ambos sistemas, cilindrico y de corona circular en estado estacionario:

Tabla 3.2-1. Ecuaciones para geometria cilindrica y de corona circular en estado estacionario.

Cilindro Corona circular
Velocidad R il e (1_ ) e )
(VZ) m 4;4( 62) (Rl) (E E) (2 —R?) +1n (R_l) 1 (Rz)
Flujo . T[TR‘}Q :%Rlll‘pu(_vzz’) [ 1_(&)2 2\
volumétrico 7Y, (RIR = W, (R,) RE + o (~Vzp)RS <1—§—§>— % |
(Q) L : \ 1n(R_l) /J

3.3. CASO Il1: GEOMETRIA CILINDRICA, ESTADO TRANSITORIO

Para un fluido newtoniano en estado transitorio, incompresible e isotérmico que fluye en
una geometria cilindrica de radio r = R;, y longitud en z igual a L y con consideracion de
no deslizamiento en las paredes, se parte de la ecuacion de Navier Stokes para geometria
cilindrica en la componente z (Ver Apéndice I):

av,(t) _ _ dP(t) ﬁi %
p a 0z + ror (T ar) (31)

Considerando la solucion a la transformada de Fourier descrita en el Apéndice I,
para el término de la izquierda, se transforma el tiempo de la forma: (t - w), donde w es
la frecuencia.

Para el primer término se tiene, recordando que p = cte:

Flo 22} = i)V, (r, w) (32)

Considerando el anélisis de las Ec. (1.6) y (1.7), se sabe que z no es funcion del
tiempo y, por lo tanto, el segundo término de la Ec. (3.1) se transforma como:

F{2O} L, 2 p(w) (3.3)

Finalmente, para el tercer término se tiene:
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2 ()2 ) o4

Con las Ecs. (3.2), (3.3) y (3.4) se replantea la ecuacion de Navier-Stokes:

pO(r,0) = = ZP() + L2 (r Ly, ) (35)
Considerando que i? = —1, y reordenando:
2 (r21,00) + 2 220,0r,0) = 22 Pw) (3.6)

La ecuacion diferencial obtenida en (3.6) es de segundo orden y se desarrolla en
coordenadas cilindricas, por lo que para obtener la solucion homogénea se propone el uso
de la familia de las funciones de Bessel.

Para obtener la solucion homogénea de Bessel, se iguala la Ec. (3.6) a cero:

o ( V,(r, a))) + 350 p(w) V,(r,w) =0 3.7)

ror

Desarrollando la derivada del primer término y multiplicando por r2, queda:

Vo y 220y 32y — g (3.8)

r
ar ar? u 2

Para facilitar la solucién de esta ecuacién diferencial, se define una nueva constante:

2 _ i3p(w)
pr=-t= (39)
Que se sustituye en la Ec. (3.8):
R A (3.10)

ar?

La Ec. (3.10) tiene la forma de una ecuacion diferencial de Bessel, (ver Apéndice 111), por
lo que por analogia se puede reescribir como:

r22le g %y (B2r2 —0)Y, = 0 (3.11)
Donde:
y=V,
x = pr
Quedando la solucién general, es decir, la suma de la solucion homogénea y la particular:
V, = cfo(Br) + & Yo (B) + % (3.12)
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Para resolver esta ecuacion diferencial se toma en cuenta la condicion de no deslizamiento
en las paredes del cilindro y la velocidad en el centro como finita, a fin de mantener la
consistencia fisica:

V,(0) = finita
V,(R)=0

Estas condiciones se sustituyen en la Ec. (3.11) para obtener las constantes:

Finita = c1Jo(B(0)) + ¢ Yo (B(0)) + 5% (3.13)
0= ci/o(BR) + ¢ Yo (BR) + 25z (3.14)

Por las tablas y graficas de Bessel (Ver apéndice 1V), se sabe que:
]0(0) =1
Y(0) = —oo

Por lo tanto, para mantener la consistencia fisica en la Ec. (3.13), el valor de la constante
c, debe ser igual a cero:

c, =0 (3.15)
Y por lo tanto el valor de la constante c, es:
1 dP
¢ = —;ﬁ% (3.16)

Sustituyendo el valor de las constantes en la solucién general contenida en la Ec. (3.14) y
reordenando los términos semejantes se tiene:

_ 1 apf.  Jo(Br)
ey [1 Jo(BR) (3.17)

Sabiendo que, para una geometria cilindrica, el flujo volumétrico se obtiene con la ecuacion
(1.14), se desarrolla la doble integral para la velocidad en z de la Ec. (3.17):

2w (R 1 dP (Br)
0= I e ]§(§;> rdrdé (3.18)

Resolviendo primero la integral de 6 y reordenando:

_2m dP Jo(BT)
=2, [ IO(BR)]rdr (3.19)

Esta ecuacion seré resuelta en términos de las siguientes variables adimensionales:
B* = BR (3.20)
+ =T
= (3.21)
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Por lo tanto, para integrarlas en la ecuacion (3.19), se debe arreglar algebraicamente
. R? - Lo 1 -
multiplicando por = toda la expresion, acotando los limites en B modificando los

P . . T R . .,
términos de las funciones de Bessel multiplicando por — COMO se muestra a continuacion:

_2m dP J‘ [ Jo(Br) ] T rar

T up?dz Jo(BR)|R R
_2_7Td_P 2 R/R[ Jo(Br)| T r 1
 up? dZ ~ Jo(BR)|R R
2n dP f [ JoBr) | r
T uprdz Jo(BR)| R R
_ 2m dpP R2 Jo ﬁR 1
Hﬁz dz f [ Jo(BR) l (3.22)

Para finalmente sustituir las variables adimensionales de las Ec. (3.20) y (3.21) en la Ec.
(3.22):

2m dP R2 Jo(B'1™)
Q="%R f[1 | (3.23)

Desarrollando la integral queda:

_2_7Td_P 2 l 1]0(ﬁ1’) *
Q_uﬁZdZR [2 fO Jo(B?) rdr ] (3.24)

Para resolver la integral de las funciones de primera especie contenida en la Ec. (3.24), se
define una nueva variable adimensional:

u=pgrr (3.25)

Para introducir esta variable adimensional es necesario reordenar la Ec. (3.24),
2
Z*Z y acotando los limites en g~

0= %%RZ E— L ]1 folf}i Jo(Br)r*Brdp’r ] (3.26)

Para finalmente sustituir la Ec.(3.24):

f ]0 (u)udu] (3.27)

2 ](ﬁ)

2w dP
Q=17 ,BZdZ [

Por propiedades de las funciones de Bessel (ver Apéndice V), se sabe que:

< [ (yul = Jo(u) - u (3.28)
Sustituyendo la Ec. (3.28) en (3.27) y resolviendo la integral se tiene:
- afl_
¢= u(ﬁR)Z K [2 B*Jo (ﬁ Fra L )] (3.29)
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Sustituyendo la ecuacion (3.20) en (3.29), tenemos:

0= 21 R4[—— 1
B B+? 2 BJo(B*)

Esta ecuacion se arregla para separar la componente geométrica y de presion

0 =2R (o1 - 7 h]) (%) (3.30)

Para entonces definir la fluidez (&) como:

hw|%

=25 [1- s8] (331)

Quedando el flujo volumétrico definido de la siguiente manera:
—Tpip (X
Q=R (-3 (3.32)

A fin de tener un mejor analisis del comportamiento de la Ec. (3.32), se analiza la variable
B dada por la Ec. (3.9):

p? =22 (3.9)

Que en su forma no potenciada y agregando una longitud caracteristica (R) queda como:

BR = /@ (3.33)

Sustituyendo la variable adimensional de la Ec. (3.20):

ﬁ* — i3/2 /p(R:))R (334)

Es importante notar que lo que se encuentra dentro la raiz cuadrada es el numero
adimensional de Reynolds, donde la velocidad estd escrita como el producto de la
frecuencia (w) por la longitud caracteristica (R):
p(Rw)R
U

Re =

Por lo que la Ec. (3.33) se puede escribir como:

B* =i%%VRe (3.35)

Esta dependencia de la velocidad respecto a la frecuencia, da la posibilidad de utilizar otro
namero adimensional: el nimero de Womersley o también conocido como el Reynolds
vibratil:

*=i32Wo (3.36)
B
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La fluidez puede ser expresada en términos del numero de Womersley, sustituyendo la Ec.
(3.36) enla Ec. (3.31), de la forma:

__8 _ 2 32
P = o [1 i3/2\/%10(i3/2\/m)]1(‘ VWO)] (3.37)

Y quedando entonces la fluidez adimensional como:

d* = _i[1 -
iWo

2 :3/2 [T
i3/2WoJ,(i3/2 m)jl(l WO)] (3.38)

3.4. CASO IV: GEOMETRIA DE CORONA CIRCULAR, ESTADO TRANSITORIO

Geometria de cilindros concéntricos o corona circular. Fluido newtoniano, estado
transitorio.

Dado que esta geometria se desarrolla también en coordenadas cilindricas, el desarrollo es
el mismo que el de la seccién anterior desde el planteamiento de la ecuacion de Navier
Stokes en la Ec. (3.1):

wv,(®) _ _aP(t)+ui( aVz>

ot 9z ror\ or

Hasta su forma transformada en la Ec. (3.6):

_ 9 wo( @
p(iw)V,(r,w) = —EP(O)) + ;E<TEVZ(TU w))

Y la solucidn general planteada en Ec. (3.12), que para fines de este analisis se renombrara
como Ec. (4.1)

1 dpP

V, = ciJo(Br) + ;Yo (Br) + R az (4.1)

Dado que el fluido esté en contacto con dos superficies, la que delimita el radio externo y la
que delimita el radio interno, la condicion de no deslizamiento se expresa en ambos casos
como:

VZ(Rl) =0
V,(R;) =0

Para obtener las constantes de la solucién general se sustituyen estas condiciones a la
frontera, formando un sistema de ecuaciones:

0= cafo(BR) + c2Yo(BRY) + —5 (4.2)
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1 dp

0 = c1Jo(BR2) + ;Yo (BR,) + WFE dz (4.3)
Cuya solucién es:
1 dP
T up2dz
C2 = JoBRDYo(BR2)—Yo(BR1Jo(BR2) (44)

Uo(BR1)-Jo(BR2)]

1 dP
_ “upldz _
= llouml)yo (BR)Yo(BRo (ﬁRz)l Fo(BRy) = Yo(BR, )] (4.5)

Es importante mencionar que las constantes c; y ¢, obtenidas en las Ec. (4.4) y (4.5) son
funciones independientes de r.

Ahora, se obtiene el flujo volumétrico, recordando que para geometria de corona circular

esta dado por la ecuacion (2.7):
2w Ry
Q= f f V,(r)rdrd6
0 Ry

Que después de integrarla respecto a 6 queda como:
Q=2m flflz V,(r)rdr (4.6)

En la Ec. (4.6) se sustituye el perfil de velocidades dado por la Ec. (4.1), que se integra
respecto a r en los limites establecidos para obtener:

=2m [clf 2 Jo(Br)rdr + czf Yo(Br)rdr + — £ R2 rdr ] 4.7

up? dz
Por ... esta ecuacion sera resuelta en términos de las siguientes variables adimensionales:
B* = BR; (4.8)
« =T
= (4.9

R2

Y para poder introducirlas en la Ec. (4.7), se multiplican todos los términos por —, se

acotan los limites en R;1, y se multiplican los términos de J, y Y, por E' para fmalmente
obtener:

T 1 dP

Q =R2m [Cl f[;/Rz]0 (BRZR ) d +CZ fR 1/R; Yo (ﬁRzR )deRz +,uﬁ‘2 dz fR1/RzR2d ] (4.10)

Y sustituir las variables adimensionales de la forma:

* * * * %, .k * d * *
Q = R%*2m [cl f;l/szo(ﬁ r)r*dr* + ¢, le1/R2 Yo(B*r*)r*dr* +%d—§fR /r, T AT ] (4.11)

Integrando el tercer término de la Ec. (4.11):
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Q=2m|c f Jo(B*rO)r*dr + ¢ f Yo(Brroyrtdr + —= 1—(ﬂ)2 (4.12)
= 1 R1 0 2 Rl 0 ﬁz dZ R2 .
Para resolver las integrales de la Ec. (4.12) se retoma la variable adimensional definida por
la Ec. (3.25):
u=pgrr
Para introducir esta variable, es necesario reordenar la Ec. (4.12), multiplicando cada
2

término por [;*2 y acotando los limites en p*:

0 =2 % ey [fn JoBTOB T A T + ey [fn, Yo (BT OB T dr + L (1—(%;)2)] (4.13)

2upB? daz

Para finalmente sustituir la variable adimensional u:

B* e e 2up? dz (1 (Rz) ] (414)

Q = 2m— |c1 [z, Joudu + ¢, [yr, Yo

La Ec. (4.14) puede ser resuelta considerando las propiedades de las funciones de Bessel,
de las que se sabe que:

1 yul = Jo) - u (4.15)
2 B @u] = Yo(w) - u (4.16)

Entonces, sustituyendo las Ec. (4.15) y (4.16) en la Ec. (4.14), se tiene:

daprP

Q= 2n—[c1ﬁ 1) (1 ——) +c,B7Y, () (1 —R—Z) 4L ar (1 - (i—;)z)] (4.17)

2up? dz

Esta ecuacién debe ser resuelta considerando las constantes previamente establecidas. Comenzando
con ¢, dada por la ecuacion (4.5), se tiene:

1 dP
1 = C3 WE (418)
Donde:
_ Yo(BR1)-Yo(BR2)
€= Jo(BR1)Yo(BR2)-Yo(BR1)Jo(BR2) (4'19)
Y para c,, dada por la ecuacion (4.4):
1 dP
C2=Cavmmg, (4.20)
Donde:
C4, — ]O(ﬁRZ)_]O(ﬁRl) (421)

Jo(BR1)Yo(BR2)—Yo(BR1)Jo(BR2)
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Entonces, sustituyendo las Ec. (4.19) y (4.21) en (4.17) se obtiene:

0=2nles a0 (1) ra e (-2 iEE (1-())] @)

Reordenando esta ecuacion:

Q=2n (1 - —) |caly @) + ca¥1(w) + £ (1+ };—2)] » (4.23)

ﬁ*3

Donde se define la funcién fluidez como:

—[2/,@ + 2@ +] (1+2)] (4.24)

De la que se obtiene la fluidez adimensional como producto de la fluidez y la viscosidad:

u = i [ h ) + s i@ + 5 (1+ 2] (4.25)
* 1 R
= Bwo [ 3/2 \/—]1( u) + 13/2\/—Y1(u) + (1 + R—:)] (4.26)
Finalmente, se puede sustituir la Ec. (4.24) en (4.23):
— 3
Q=2nR3 (1- 2) o2 (4.27)

A continuacién, se muestra una tabla con el resumen de las ecuaciones mas importantes
para la geometria cilindrica y de corona circular en estado transitorio, asi como una tabla
con los valores de las variables adimensionales contenidas en estas ecuaciones.

Tabla 3.4-1. Resumen de ecuaciones para geometria cilindrica y de corona circular para un fluido newtoniano en estado
transitorio.

Cilindro Corona circular
i dp 1 dp
Ve sed Cuo(Br) + Yo (Br) + o8 + o)+
1 dp
1 dp __1dp
T 3 up* dz
& R Ja BRI BF:) ~ YaGRBR;) | PR
— Y (BR,)]
__1.dp
2
Cy 0 Mﬁ dz

Jo(BROY,(BR2) — Yo (BR1)Jo(BR2)
Uo(BR1) — Jo(BR2)]

Yo (BR,) — Y5(BR,)
]O(BRl)YO(BRZ) - YO(ﬁRl)]O(ﬁRZ)

C3

]O(ﬁRz) _]o(ﬁR1)
Jo(BR)Y,(BR2) — Yo(BR1)Jo(BR2)

Cy
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Flujo

o LN, (1-Er) 0l
volumétrico o R <1>< dZ) 21R3 (1 Rz)q)dz
@
Fluidez
8 2 1 c ¢ 1 R
. X _ :3/2 3 4 — e
adln‘(lzzl*s)lonal —l.Wo[ Y \/m/(,(is/z\/m)h(‘ \/Wo)] Wo [i3/2 ,—Woll(u) +i3/2 *W()Yl(u) 5 (1 +R2)]
8 2 1 c 4 1 R
. _ :3/2 [T o 3 I S - 1
Fluidez (@) 75 [1 B3/2\Wolo (i3 m)jl(l WO)] wi Wo [iS/z oWt G e W (1 * Rz)]

Tabla 3.4-2. Valores de las constantes y variables para las ecuaciones del caso 4

B? i*p(w)
u
k 3p(w)
u
B BR;
i32\VWo
r r
R,
u B*r
Wo p(Rw)R
u

3.5. CASO V: GEOMETRIA CILINDRICA, ESTADO
TRANSITORIO.

Las ecuaciones obtenidas para la geometria cilindrica para la fluidez y la fluidez
adimensional, pueden utilizarse para fluidos viscoelasticos mediante la introduccién del
namero de Deborah en el nimero adimensional Beta (8*), quedando en términos de la

viscoelasticidad lineal:
% _ :3/2 w* 0gp(w*) 5.1
ﬁ =1 De2 ( . )

La Ec. (5.1) es general y puede emplearse para cualquier fluido viscoelastico lineal
o fraccionado, dependiendo de la ecuacion constitutiva con la cual se caracterice la reologia
lineal o la transferencia de momento del sistema.

En particular y para simplificar los calculos matematicos y analisis computacional
se utilizara la frecuencia adimensional y se haran los analisis en téerminos de los numeros
adimensionales correspondientes a las propiedades materiales reologicas del fluido.

De forma general, la Ec. (5.1) puede ser expresada como:
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* :3/2 w* Oé(w*)“
B [ /—Deza (5.2)

Donde:
a=0,1
X = {M,],B,Mf,]f,Bf,etC.}

La Ec. (5.2) representa una de las aportaciones de este trabajo debido a que se
generaliza el pardmetro beta para cualquier fluido viscoeléstico lineal o fraccionado.
Notese, que si alfa es igual a cero, se reduce al fluido newtoniano y para alfa igual a 1, se
tiene el caso de fluidos viscoelasticos.

Utilizando como base la Ec. (5.2), la fluidez definida en la Ec. (3.31) puede
escribirse como:

@ =5 1- s h ()] (53)
0 B*? B*Jo (B) 1 '
O bien, en su forma adimensional:
s
®* =231 - 72 (8] (5.4)

Este par de ecuaciones, (5.3) y (5.4) son justamente lo que se define como Funcion
de Transferencia Compleja (FTC) y Funcién de Transferencia Compleja adimensional,
respectivamente, por lo que se renombran como:

Fr = o0 [1 = 75580 (55)
Y
Fi = 52 (1= 52 1 (8] (5.6)

3.6. CASO VI: GEOMETRIA DE CORONA CIRCULAR, ESTADO
TRANSITORIO, FLUIDO VISCOELASTICO.

De la misma forma que para geometria cilindrica, las ecuaciones obtenidas para la fluidez y

la fluidez adimensional, pueden utilizarse para modelar el flujo de fluidos viscoelasticos en

geometria de corona circular o tubos concéntricos, utilizando la variable adimensional Beta

(B"), expresado en la Ec. (5.2), y que contiene informacion sobre las propiedades

reoldgicas del fluido, de la forma:

OB* o [Zh@ + 2w+ (1+32)] 6.1)
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O bien, en su forma adimensional:

* Rl
® = 5|24 + @+ (1) (62)
Las Ec. (6.1) y (6.2) son la Funcion de Transferencia Compleja (FTC) y Funcion de
Transferencia Compleja adimensional, respectivamente, para una geometria de corona

circular, por lo que se renombran como:

Fr=p [2h00 + 500 +5 (1+2)] (6.3)
Y
Fi = 22200 + 2 h@ +5 (1+3)] (6.4)

Finalmente, se puede sustituir la Ec. (6.1) en el flujo volumétrico de la Ec. (4.23) para
obtener:

Q = 2nR} (1 - —) d)— (6.5)

dz

A continuacién, se muestra una tabla con el resumen de las ecuaciones mas importantes
para la geometria cilindrica y de corona circular, asi como una tabla con los valores de las
variables adimensionales contenidas en estas ecuaciones.

Tabla 3.6-1. Resumen de ecuaciones para geometria cilindrica y de corona circular para un fluido viscoeldstico en estado

transitorio
Cilindro Corona circular
i dp dp
i Culo(Br) + o(Br) + cuo(Br) + o 1) +
_1 ap 1 dp
_uprdz B Tt dz B
€1 JoGBR) To RT3 (BRy) — Yy (BRJ(BRy) | 0 PR ~ To(BR)]
_1gadp
c 0 up* dz
z Jo(BR)Yo(BR2) — Yo(BRDJo(BR2)
Uo(BR) — Jo(BR)]
c Yo(BRy) = Yo (BR,)
3 Jo(BR)Y,(BR) — Yo(BR,)Jo(BR,)
c IO(ﬁRZ)_IO(ﬁRl)
4 Jo(BR)Y,(BR,) — Yo(BR,)Jo(BR,)
Flujo
volumétrico TRto (— d—P) 2mR3 (1 —R—)d:Z—P
(Q) 8 dz zZ
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Fluidez 8i? 2 s 1 1c3 @ 1 R,
adimensional 77 [1- ARG ) = [1;11 OB JAGES (1+ R—)]
(@)
. 8i? 2 . 1 ¢ Cy 1 R,
FIUIdeZ(q)) W[l_ m}l(ﬁ )] W Eh(u) +Eyl(u)+§ (1 +R_2)]

Tabla 3.6-2. Valores de las constantes y variables de las ecuaciones del caso 6.

B? i*p(w)
u
B i*p(w)
i
B BR;
i3/2 ’w* Oé(w*)a
DeZOC
r r
R,
u prr

Wo p(Rw)R
U

3.7. APLICACION DEL MODELO DE KELVIN-VOIGT EN LA
FUNCION DE TRANSFERENCIA COMPLEJA

Las ecuaciones obtenidas en el capitulo 3.5 y 3.6 son generales y aplicables a cualquier
modelo viscoelastico, por lo que en esta seccién se aplicara el modelo de Kelvin-Voigt al
pardmetro S*,

Para realizar las simulaciones se utilizaron las ecuaciones que definen la Funcion de
Transferencia Compleja adimensional de las Ec. (5.6) y (6.5), que corresponden a
geometria cilindrica y de corona circular, respectivamente:

Fi = 21— 521 (87 (5.6)
Fi = 25200 + 2 +5 (1+7)] (6.4)

En donde el pardmetro adimensional Beta, definido en la Ec. (5.2) toma la forma:
* _ :3/2 w* Og(w*)“
BT =0 e (5.2)
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w* Ogv((u*)1

De2a

B =32 |95 o (7.)
- De2 '

Considerando que el modelo de Kelvin-Voigt esta definido como:

B* — i3/2

d [o)) .
a_: =To a_)t/ + Goy (7.2)

De la que se puede obtener el operador viscosidad:

Go+no(iw)
0, =2 = 2 (7.3)

y iw

Y cuya inversa es el operador fluidez:

1 iw

oy =0 = Go+mo(iw) (7.4)
Que tras incluir un tiempo caracteristico e introducirlo en la Ec. (7.1), queda:
pr =32 L (7.5)

(i*w)+G

3.8. APLICACION EN SANGRE HUMANA

Para realizar la aplicacién de la funcion de transferencia obtenida en datos reales de sangre
humana se tomaron en cuenta los datos de una muestra de sangre, asi como los parametros
obtenidos para esta misma muestra para el modelo multimodal de Maxwell.

Para esto, se han extraido los datos obtenidos por Moreno et al (2015) para una muestra,
nombrada como L3 con los siguientes datos clinicos:

Tabla 3.8-1. Datos clinicos para la muestra de sangre L3.

Muestra TC TG HDL LDL Fibrin6geno Hct
(mg/dL)  (mg/dL) (mg/dL) (mg/dL) (mg/dL) (%)

146.8 49.0
L3 109+21 130+23 47.6+0.9 +35 270+ 6.5 +1.2

(TC: Colesterol Total, TG: triglicéridos totales, HDL: Colesterol de lipoproteinas de alta densidad, LDL: Colesterol de
lipoproteinas de baja densidad, Hct: Hematocrito).
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Y cuyos parametros son:

Tabla 3.8-2. Pardmetros obtenidos para el Modelo Multimodal de Maxwell para la muestra L3

Modelo Multimodal de Maxwell

c i=1 i =2 i=3
: 28.5 0.37 0.1
Xy 0.0052 0.03 0.79

(G; [Pa]: mddulo viscoso, 4; [s]: tiempo de relajacion)

Para realizar las simulaciones se utilizan las Ec. (6.3) y (6.4) donde se introduce el
operador fluidez dentro del nimero adimensional S* correspondiente al modelo de
Maxwell.

Considerando las ecuaciones siguientes para la fluidez y la viscosidad:

n = A;G; (8.1)
¢=- (82)

Y el modelo de Maxwell:
o+ =y (8.3)

El operador fluidez queda como el inverso de la suma de la viscosidad adimensional, dada
por:

Nt == (84)

N No1

Donde 7 es la suma de las viscosidades para cada valor de i, quedando la Ec. (8.4) como:

1 No2 No3

* no1 no1

= + + 8.5

n 1+iw = 142025, 142035, (8.5)
A Ao1
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CAPITULO 4: SIMULACION Y ANALISIS DE RESULTADOS
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En el siguiente capitulo se realizaran las simulaciones para el modelado matemaético
establecido en el capitulo anterior, con ayuda del programa Mathematica (12.2) y se
exportaron a una hoja de célculo (Excel).

Se simularon los casos siguientes:

e Geometria cilindrica o capilar:
o Fluido newtoniano sin elasticidad (G=0).
o Fluido newtoniano modificado con la componente elastica (G).
o Fluido newtoniano sin elasticidad (G=0) y diferentes valores de radio
(oclusiones periféricas)
o Fluido newtoniano con elasticidad constante (G=0.1) y diferentes valores de
radio.
o Fluido newtoniano con elasticidad constante (G=0.5) y diferentes valores de
radio.
e Geometria de corona circular o tubos concéntricos:
o Fluido newtoniano sin elasticidad (G=0).
o Fluido newtoniano modificado con la componente elastica (G).
Fluido newtoniano modificado con la componente elastica (G) y relacion de
radios constante (R=0.1)
o Fluido newtoniano modificado con la componente eléstica (G) y relacion de
radios constante (R=0.5)

Es importante mencionar que este trabajo se considera un fluido viscoelastico de
Kelvin-Voigt y para obtener las ecuaciones que lo caracterizan, se han modificado las
ecuaciones caracteristicas de un fluido newtoniano mediante la introduccién de un operador
viscosidad, y es por esto que se hace énfasis en este Gltimo término.

En este trabajo se ha aplicado la Funcion de Transferencia obtenida en el estudio
reoldgico de la sangre humana, por lo que la componente elastica G es la elasticidad del
Rouleaux.

Las ecuaciones utilizadas para las simulaciones de este capitulo son (5.6) y (6.4),
que representan la Funcion de Transferencia Compleja en geometria cilindrica y de corona
circular, y en donde el pardmetro adimensional 8* esta dado por la ecuacién (7.5) para las
simulaciones | a VIII. Las simulaciones IX a XI estan basadas en el analisis del apartado
3.8, y para realizarlas se modifica con la Ec. (8.5) el operador viscosidad de la Ec. (5.2).

La FTC esta contenida en las ecuaciones para el flujo volumétrico correspondientes
a cada geometria (Ec. (3.32) y (4.27)), por lo que las gréficas obtenidas en este capitulo
nos permiten observar la relacion entre el flujo volumétrico y el gradiente de presion.
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4.1. SIMULACION I: Fluido newtoniano en geometria capilar sin
componente elastica (G).

NEWTONIANO CAPILAR SIN ELASTICIDAD

< 08
O
zZ
L
o
M o6
n
zZ
<
o
w04
a
zZ
©
O
> 02
)
o

0

0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

FRECUENCIA
Real Imaginario

Figura 4.1-1. Representacion de la parte real e imaginaria de la FTC para un sistema Newtoniano capilar con elasticidad
despreciable.

La Fig. 4.1 muestra la parte real de la FTC (Funcion de Transferencia Compleja) contra la
frecuencia adimensional. En esta funcién la elasticidad es despreciable (G=0).

A bajas frecuencias, la parte real de la FTC muestra un comportamiento constante e
independiente de la frecuencia. En esta zona, al ser la FTC=1, el flujo volumétrico es igual
al producto de la componente geométrica por el gradiente de presion, es decir, se reduce a
la ecuacion para un fluido newtoniano:

0=58'(-2) 0

A una frecuencia critica, la curva de la parte real experimenta un comportamiento
monotono decreciente, hasta un segundo valor critico. A una frecuencia superior a la
critica, el comportamiento de nueva cuenta es constante, tiende a cero y, es independiente
de la frecuencia. Cuando la FTC es igual a cero, no hay flujo.

De la misma forma, la parte imaginaria a bajas frecuencias muestra un
comportamiento constante e independiente de la frecuencia igual a cero y, para un valor
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critico, experimenta un comportamiento monétono creciente hasta un valor maximo. A una
frecuencia superior a la critica, se muestra un comportamiento monétono decreciente hasta
un valor constante.

Fisicamente, el sistema muestra una mayor respuesta a la frecuencia en el intervalo
de frecuencias moderadas (de 1 a 100) y, es aqui donde representa la maxima respuesta del
sistema del gradiente de presion pulsatil (variable de entrada) y el flujo volumétrico
(variable de salida). La parte imaginaria esta asociada a la disipacion de la energia y
muestra las clasicas curvas resonantes descritas en la literatura (Corvera et al, 2019)

Bioldgicamente, esta simulacion demuestra que existen frecuencias criticas en las
cuales se obtiene la méxima respuesta del gradiente de presion y el flujo volumétrico
sanguineo, desde la cual un punto de vista biolégico puede ser importante. Notese, que en
las simulaciones no se esta considerando la parte viscoelastica de los fluidos y de la
elasticidad del Rouleaux.

4.2. SIMULACION II: Fluido newtoniano en geometria capilar con
diferentes valores de elasticidad (G).

NEWTONIANO CAPILAR REAL CON ELASTICIDAD VARIABLE
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Figura 4.2-1. Representacion de la parte real de la FTC para un sistema newtoniano capilar para diferentes valores de la
elasticidad del Rouleaux (G).
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La Fig. 4.2 muestra la parte real de la FTC con diferentes valores de elasticidad (G). Para
todos los casos, podemos observar una zona constante igual a cero antes de llegar a un
valor de frecuencia critica, donde el comportamiento cambia a mon6tono creciente hasta un
valor maximo donde FTC=1, para cambiar a mono6tono decreciente y finalmente a un
comportamiento constante de nuevo.

De igual forma, en el punto maximo, donde la FTC es igual a uno, el flujo
volumétrico esta representado por la Ec. (1), y en las zonas inicial y final, donde es igual a
cero, no existe flujo volumétrico.

Es importante observar que mientras en la Fig.1, donde no se considera la
elasticidad, la curva comienza desde un valor maximo, y en este caso, donde si existe
consideracion de elasticidad, la curva comienza desde un valor minimo.

Se puede observar que el maximo para todas las curvas no cambia. La elasticidad
(G) esta asociada a la energia que la componente elastica puede almacenar, y conforme esta
aumenta, se necesita mayor frecuencia para alcanzar el maximo y la curva se desplaza a la
derecha.

De igual forma, con el aumento de la elasticidad, el ancho que controla la amplitud
0 la energia asociada al sistema disminuye, para un fluido newtoniano, recordando que un
fluido newtoniano es aquel en el cual no importa la rapidez con la que sea deformado su
viscosidad permanece constante. Conforme el valor de G aumenta, el intervalo donde
existen cambios en la FTC es mas pequefio.

Fisicamente, como puede observarse en la simulacién, la FTC muestra mayor
reaccion ante frecuencias bajas cuando G también es bajo. Por ejemplo, para G=0.1, la FTC
muestra cambios a partir de un valor de frecuencia aproximado a 0.010, mientras que para
G=2.0, los cambios comienzan en un valor de frecuencia aproximado a 0.5.

Bioldgicamente, cuando se consideran los cambios en la elasticidad, se puede
observar que existen frecuencias criticas donde se encuentra la mayor respuesta ante los
cambios de presion y flujo.
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NEWTONIANO CAPILAR IMAGINARIO CON DIFERENTES VALORES
DE ELASTICIDAD
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Figura 4.2-2. Representacion de la parte imaginaria de la FTC para un sistema newtoniano capilar para diferentes valores
de elasticidad (G).

En la fig. 4.2-2 podemos observar una curva no monoténica. En el gréfico se observan dos
curvas: una resonante (positiva) y una anti resonante (negativa). Existe una frecuencia
critica donde la parte imaginaria de la FTC pasa de concava hacia arriba a hacia abajo,
respectivamente. Es importante notar que los valores maximos y minimos son iguales para
todos los valores de G.

De igual forma que para la parte real de la FTC, la diferencia en las curvas para los
distintos valores para G reside en los intervalos en los que ocurren los cambios. Para
valores menores de G, el intervalo de frecuencias en el que ocurren los cambios es mayor, y
conforme G aumenta, el intervalo disminuye.

Existen dos efectos; el aumento de la elasticidad induce a que la curva se desfase a
valores mayores de frecuencia y la anchura de las curvas resonante y anti resonante
decrecen por efecto de la elasticidad.

Biol6gicamente, las curvas resonantes y anti resonantes quiza tengan un efecto de
balancear la relacion entre la variable de entrada (gradiente de presion pulsatil) y la variable
de salida (flujo volumétrico).
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4.3. Simulacion Ill: Fluido newtoniano en geometria capilar sin
elasticidad (G=0) y diferentes valores de radio (R)

NEWTONIANO CAPILAR REAL PARA DIFERENTES VALORES DE

RADIO Y G=0
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Figura 4.3-1. Representacion de la parte real de la FTC para un sistema newtoniano en geometria capilar para diferentes
valores de ratio y sin elasticidad.

En el presente estudio se consideran geometrias capilares con obstrucciones
periféricas y centrales. Las Gltimas son lo que conocemos como corona circular o tubos
concéntricos, pero para analizar las obstrucciones periféricas es necesario hacer
comparaciones en el comportamiento de la FTC respecto a diferentes radios.

En la fig.4.3-1 podemos observar la parte real de la funcién de transferencia
respecto a diferentes valores de frecuencia para radios de 0.1 a 1.0 unidades. Todas las
curvas presentan una zona constante donde la FTC tiene una respuesta maxima y es
independiente de la frecuencia, luego, en un valor de frecuencia critica se convierte en
monotdnica decreciente para finalmente volver a ser constante.

Se parte de R=1.0, o bien, de un capilar de radio unitario sin obstrucciones que se
representa con la curva de color morado y que coincide con la curva de la Fig. 4.1y a partir
de ahi aumenta el tamafio de las obstrucciones, o bien, disminuye el radio del capilar en el
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orden de 0.1 unidades, y conforme esto sucede, el valor maximo para cada curva disminuye
también.

Cada curva disminuye la respuesta en razon de R*, como la Ec.(1.28) lo indica, y
conforme el radio disminuye las curvas se van tornando préacticamente constantes y muy
cercanas a cero, lo que nos indica que conforme las obstrucciones aumentan, el flujo
volumétrico tambien lo hace, hasta volverse practicamente nulo.

NEWTONIANO CAPILAR IMAGINARIO PARA DIFERENTES VALORES
DE RADIO Y G=0
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Figura 4.3-2. Representacion de la parte imaginaria de la FTC para un sistema newtoniano en geometria capilar para
diferentes valores de radio y sin elasticidad.

La Fig. 4.5 ilustra la parte imaginaria de la funcion de transferencia compleja respecto a la
frecuencia en geometria capilar para diferentes valores de radio y despreciando la
elasticidad (G=0). Todas las curvas comienzan con una zona constante a bajas frecuencias
que en un valor critico cambia a monotonico ascendente hasta un valor méximo, donde
cambia a monotdnico decreciente para finalmente de nuevo volverse constante.

El valor maximo de las curvas coincide en un mismo valor de frecuencia, pero el
valor de la FTC disminuye respecto al radio. La curva mas alta corresponde a un radio de
1.0 unidades y coincide con la curva para la parte imaginaria de la Fig.1, y el resto
disminuyen a razén de R*, segln la ecuacion (1.28).
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De igual forma que con la Fig. 4.3-1, es posible observar el decremento de la
respuesta de la FTC conforme las obstrucciones aumentan.

4.4.Simulacion 1V: Fluido newtoniano en geometria capilar con elasticidad constante
(G=0.1) y diferentes valores del radio (R)

NEWTONIANO CAPILAR REAL PARA DIFERENTES VALORES DE
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Figura 4.4-1. Representacion de la parte real de la FTC para un sistema newtoniano en geometria capilar para diferentes
valores de radio y elasticidad igual a 0.1.

Para continuar con el analisis en geometria capilar con obstrucciones periféricas, se
simularon las curvas para diferentes radios considerando la elasticidad (G).

El primer caso se muestra en la Fig. 4.4-1, donde se muestra la parte real de la
funcién de transferencia compleja para un sistema newtoniano con elasticidad G igual a 0.1
para diferentes valores de radio.

Estas curvas presentan el mismo comportamiento que las de la Fig. 4.2-1. El ancho
de la zona de reaccion de la FTC, es igual para todos los valores de radio, y lo que las
diferencia es que si bien, cada punto maximo coincide en el mismo valor de frecuencia, el
valor de la funcion de transferencia no es igual para cada curva.
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El punto maximo va disminuyendo conforme el radio del capilar disminuye a razén
de R* partiendo desde la curva para R=1.0 que coincide con la curva para G=0.1 de la Fig.
4.2-1, como ocurri6 en el caso Il con base en la Ec. (1.28).

NEWTONIANO CAPILAR IMAGINARIO PARA DIFERENTES
VALORES DE RADIO Y G=0.1
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Figura 4.4-2. Representacion de la parte imaginaria de la FTC para un sistema newtoniano en geometria capilar para
diferentes valores de radio y elasticidad igual a 0.1.

La Fig. 4.4-2 ilustra la parte imaginaria para el mismo sistema que la Fig. 4.4-1, y presentan
el mismo comportamiento que las curvas de la Fig. 4.2-2 con la diferencia de que los
valores maximos y minimos para la FTC de cada una son diferentes.

Tomando como base la curva para R=1.0, que es igual a la curva para G=0.1 de la
Fig. 4.2-2, conforme disminuye el radio tanto el valor maximo como el valor minimo de
cada curva subsecuente disminuye. Esto es que, a menor radio, la curva de la FTC se acerca
mas a una linea constante cercana a cero. Esto quiere decir que a mayor obstruccion
periférica, existe menor flujo volumétrico.
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4.5.Simulacion V: Fluido newtoniano en geometria capilar con elasticidad constante
(G=0.5) y diferentes valores del radio (R).

NEWTONIANO CAPILAR REAL PARA DIFERENTES VALORES DE
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Figura 4.5-1. Representacion de la parte real de la FTC para un sistema newtoniano en geometria capilar para diferentes
valores de radio y elasticidad igual a 0.5.

En la Fig. 4.5-1 se ilustra la parte real de la FTC para un sistema newtoniano en geometria
capilar con oclusiones periféricas para diferentes valores de radio considerando un valor de
elasticidad igual a 0.5.

El comportamiento de estas curvas es muy similar al descrito en la Fig. 4.4-1 para G
igual a 0.1, sin embargo, el ancho de la zona de reaccion de la FTC ante la frecuencia es
mas pequefio. Otra diferencia es el desplazamiento de la frecuencia donde se encuentran los
valores maximos, pues conforme aumenta la elasticidad se requiere de una mayor
frecuencia para alcanzar este maximo.

Esto es facilmente observable en la Fig. 4.2-1, donde para un mismo radio,
conforme aumenta el valor de la elasticidad, la curva de desplaza a la derecha y disminuye
el ancho de la zona de reaccion.

Como en las curvas de las Fig. 4.3y 4.4, es posible observar el decremento del valor
de la funcion de transferencia conforme las obstrucciones aumentan, lo que indica que el
flujo volumétrico disminuye. Para el radio mas pequefio, o bien, el capilar con mayor nivel
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de obstruccion, el flujo volumétrico es practicamente nulo, pues la curva de la FTC es muy
cercana a cero.
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Figura 4.5-2. Representacion de la parte imaginaria de la FTC para un sistema newtoniano en geometria capilar para
diferentes valores de radio y elasticidad igual a 0.5.

En la Fig. 4.5-2, se muestra la parte imaginaria del sistema ilustrado en la Fig. 4.5-1.

El comportamiento es muy similar a su homonimo para G=0.1 ilustrado en la Fig.
4.4-2, con la diferencia del ancho de la zona de reaccion de la FTC respecto a los diferentes
valores de frecuencia, asi como el desplazamiento de las curvas hacia la derecha.

Mientras que los valores minimos y maximos son iguales que para un valor de
elasticidad igual a 0.1, el desplazamiento indica que a mayor elasticidad es necesaria una
frecuencia mayor para alcanzar los puntos criticos, ademas de que la zona de reaccion para
la FTC es més pequeria.
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4.6.Simulacion VI: Fluido newtoniano en geometria de corona circular sin elasticidad
(G=0) y diferentes valores para la relacion de radios (R).

NEWTONIANO CORONA CIRCULAR REAL SIN ELASTICIDAD Y CON
DIFERENTES VALORES DE R

0.6

o
n

o
IS

o
w

o
N

FUNCION DE TRANSFERENCIA

o°
i

1 10 100
FRECUENCIA

R=0.1 R=0.2 R=0.3 R=0.4 ——R=0.5 e=—R=0.6

Figura 4.6-1. Representacion de la parte real de la FTC para un sistema newtoniano en geometria de corona circular con
relacion de radios (R) variable y elasticidad del Rouleaux (G) despreciable.

La fig. 4.6-1 ilustra la parte real de la FTC para un sistema newtoniano de geometria de

corona circular, o bien capilar con obstruccién central, donde la elasticidad es despreciable
., . R ,
(G=0), y los valores para la relacion de radios (R = R—l) varian desde 0.1 hasta 0.6. Se
2
puede observar que todas las curvas comienzan con un comportamiento constante, hasta
un valor critico de frecuencia, donde cambia a mondtono decreciente, para finalmente

volver a comportarse de forma constante.

La diferencia entre cada una de las curvas reside en el valor maximo que alcanza
para la FTC. Conforme R aumenta, el valor de la FTC en el comportamiento constante
inicial disminuye, ademas de que la curva toma una forma mas lineal.

Es importante resaltar que todas las curvas se unen en un valor minimo igual, y que,
de igual forma, el comportamiento constante después de este valor minimo es igual para
todos los casos.
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Fisicamente, la FTC es mas sensible a variaciones en una corona circular con
relacion de radio menor, esto es, que reacciona méas a las variaciones de frecuencia
conforme el radio de la obstruccion (R,) disminuye.

NEWTONIANO CORONA CIRCULAR IMAGINARIO SIN ELASTICIDAD
Y CON DIFERENTES VALORES PARA R

0.3

o
N
a

o
[N

FUNCION DE TRANSFERENCIA
o 2
[ x

o
=)
G

0.01 0.1 1 10 100 1000
FRECUENCIA

R=0.1 R=0.2 R=0.3 R=0.4 ——R=0.5 e=——R=0.6

Figura 4.6-2. Representacion de la parte imaginaria de la FTC para un sistema newtoniano en geometria de corona
circular con relacion de radios (R) variable y elasticidad del Rouleaux (G) despreciable.

La fig. 4.6-2 ilustra, para un sistema newtoniano la parte imaginaria de la FTC en un
sistema de corona circular para distintos valores de R, mientras que la elasticidad del
Rouleaux se considera despreciable. En todos los casos, el comportamiento comienza como
constante, para llegar a un valor critico de frecuencia donde se convierte en mondtono
ascendente hasta un valor maximo, luego cambia a mon6tono descendiente para finalmente
ser constante de nuevo.

La diferencia entre cada una de las curvas esta en el valor maximo que alcanza. Es
posible observar que conforme el valor de R aumenta, el valor maximo para la FTC que se
alcanza es menor.

Fisicamente, podemos observar que hay menor reaccion en la FTC respecto a la
frecuencia cuando el valor de R aumenta, esto es, que la funcion es mas sensible a los
cambios conforme la corona circular se acerca mas a una geometria capilar.
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4.7.Simulacion VII: Fluido newtoniano en geometria de corona circular con diferentes
valores de elasticidad del Rouleaux (G) y radio constante (R=0.1)

NEWTONIANO CORONA CIRCULAR REAL CON R=0.1 Y DIFERENTES
VALORES DE ELASTICIDAD DEL ROULEAUX
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Figura 4.7-1. Representacion de la parte real de la FTC para un sistema newtoniano en geometria de corona circular con
Radio igual a 0.1 y diferentes valores de la elasticidad.

Es importante estudiar también la influencia de la elasticidad en un sistema capilar con
obstrucciones centrales (corona circular), por lo que en la Fig. 4.7-1 se ilustra para una
misma relacion de radios (R=0.1) la FTC con diferentes valores de elasticidad G.

Todas las curvas inician en un mismo valor para la FTC, aumentado ligeramente
hasta un punto maximo, donde se convierten en monotonicas decrecientes para converger
en un mismo valor minimo. La zona donde se observan diferencias notables entre las
curvas es en el rango de frecuencia de 1 a 10.

El valor maximo de la curva aumenta con el aumento de la elasticidad, sin embargo,
es importante resaltar que las diferencias entre los valores maximos de cada curva son muy
pequefias, del orden de 0.1 unidades.

Es posible observar entonces, que, para obstrucciones centrales grandes, no existen
diferencias notables entre los flujos volumétricos para fluidos con diferentes valores de
elasticidad, sin embargo, son las de mayor elasticidad las que presentan mayor reaccion.
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A diferencia del sistema capilar, cuando se introduce el factor de viscosidad, en este
sistema las curvas no comienzan de cero. Este efecto puede ser asociado directamente como
un efecto de la geometria.

NEWTONIANO CORONA CIRCULAR IMAGINARIO CON R=0.1Y
DIFERENTES VALORES DE ELASTICIDAD
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Figura 4.7-2. Representacion de la parte imaginaria de la FTC para un sistema newtoniano en geometria de corona
circular con Radio igual a 0.1 y diferentes valores de elasticidad.

La Fig. 4.13 muestra la parte imaginaria de la funcion de transferencia para un sistema
newtoniano en geometria capilar con obstrucciones centrales, o bien, de corona circular.

Todas las curvas comienzan desde un punto minimo igual a cero y aumentan en un
comportamiento anti resonante hasta un punto critico en la frecuencia donde cambia a
resonante para llegar a un punto maximo para finalmente decrecer hasta un valor constante.

Al igual que con la parte real de este mismo caso, es posible observar que aunque
las diferencias entre cada curva son pequefias, es a mayores elasticidades donde se obtiene
mayor respuesta de la FTC respecto a la frecuencia.

Estas curvas resultan interesantes al observar que a bajas frecuencias son los valores
mas grandes de G los que muestran menor reaccion ante los cambios de frecuencia, pero
después del punto critico donde el comportamiento anti resonante cambia a resonante son
los valores que presentan mayor reaccion. La diferencia entre los valores de cada curva es
pequefia, menor a 0.1 unidades
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4.8.Simulacion VIII: Fluido newtoniano en geometria capilar con diferentes valores de
elasticidad (G) y radio constante (R=0.5)

NEWTONIANO CORONA CIRCULAR REAL CON R=0.5Y
DIFERENTES VALORES DE ELASTICIDAD.
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Figura 4.8-1. Representacion de la parte real de la FTC para un sistema newtoniano en geometria de corona circular con
Radio igual a 0.5 y diferentes valores de la elasticidad.

Para continuar con el andlisis de los efectos de la elasticidad del Rouleaux en geometria de
corona circular para una misma relacion de radios, se repitio la simulacion de las Fig. 4.7-1
y 4.7-2, pero con un valor de R igual a 0.5.

Esto se muestra en la Fig. 4.8-1, que se diferencia de su homéloga por presentar
una zona de reaccion de la FTC ante la frecuencia con menores diferencias entre cada
curva. Si bien para R=0.1 cada curva presenta una variacion menor a 0.1 unidades, en este
caso las diferencias son del orden de 0.02 unidades.

. . .. . R
Esto indica que conforme aumenta la relacion de radios R =R—1

2

conforme el radio de la obstruccion central R, es mayor respecto al del capilar R;, la
diferencia en el valor de la elasticidad juega un papel menor en la funcion de transferencia.

, 0 bien,
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NEWTONIANO CORONA CIRCULAR IMAGINARIO CONR=0.5Y
DIFERENTES VALORES DE ELASTICIDAD
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Figura 4.8-2. Representacion de la pate imaginaria de la FTC para un sistema newtoniano en geometria de corona
circular con Radio igual a 0.5 y diferentes valores de elasticidad.

La Fig. 4.8-2 muestra la parte imaginaria para un sistema newtoniano en geometria capilar
con obstruccion central y una relacion de radios R=0.5. Como con la figura anterior, esta
simulacion presenta un comportamiento muy similar al de su homélogo para R=0.1, con la
diferencia de que las variaciones entre cada curva son mas pequefas, del orden de menos de
0.01 unidades, para un mismo valor de frecuencia.
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4.9.Simulacion IX: Sangre humana en geometria cilindrica sin elasticidad (G)

SANGRE HUMANA GEOMETRIA CAPILAR SIN ELASTICIDAD G
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Figura 4.9-1. Representacion de la parte Real e Imaginaria de la FTC para la muestra L3 de sangre humana

En la Fig. 4.9-1 se ilustra el comportamiento de la respuesta real e imaginaria de la funcion
de transferencia en funcion de la frecuencia. Los datos reométricos obtenidos fueron
modelados con un modelo de Maxwell Multimodal de tres modos. Este ajuste corresponde
a datos de sangre con colesterol medio y pueden servir como punto de partida para
comparaciones con hipercolesterolemia.

Notese que la parte real muestra un comportamiento resonante a una frecuencia
critica en especifico y que para valores de frecuencia mayores a la critica, se observa una
cascada de curvas resonantes asociadas a los efectos transitorios. En el caso de la curva
imaginaria, el sistema es constante en una ventana de observacion de frecuencias bajas y
para una frecuencia critica el sistema alcanza una funcién de transferencia minima,
mientras que para frecuencias mayores, el sistema pasa de una curva antiresonante a una
resonante.

Es importante resaltar que el sistema presenta un comportamiento resonante y que la
parte imaginaria las resonancias son tipo diente de sierra.
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4.10.

Simulacion X: Sangre humana en geometria cilindrica y diferentes valores de

elasticidad (G)

FUNCION DE TRANSFERENCIA

SANGRE HUMANA GEOMETRIA CAPILAR REAL Y DIFERENTES
VALORES DE ELASTICIDAD G
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Figura 4.10-1 Representacion de la parte Real de la FTC para la muestra L3 de Sangre humana en geometria cilindrica

considerando diferentes valores de elasticidad (G)

En la Fig. 4.10-1 se ilustra la parte real de la Funcion de Transferencia Compleja en funcion
de la frecuencia para el Modelo Multimodal de Maxwell. Es claro que en este caso se
presentan los siguientes puntos importantes:

a.
b.

Todas las curvas muestran un comportamiento resonante y antiresonante.

En todos los casos, las curvas comienzan desde un punto minimo en cero que
aumenta hasta un valor maximo para luego disminuir hasta un valor minimo.

Luego de este valor minimo, existe una cascada de resonancias y antiresonancias.
Desde un punto de vista bioldgico, los modos secundarios estan asociados a picos
especificos de nuestro espectro resonante.

Es importante notar que conforme aumenta el valor del factor de elasticidad G los

puntos minimos y maximos son mas pronunciados y se desplazan a la derecha. Esto
significa que conforme aumenta la elasticidad se requiere de mayor frecuencia para
alcanzar los puntos criticos, pero éstos son también de mayor valor.
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FUNCION DE TRANSFERENCIA

SANGRE HUMANA GEOMETRIA CAPILAR IMAGINARIO Y
DIFERENTES VALORES DE ELASTICIDAD G
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Figura 4.10-2. Representacion de la parte Imaginaria de la FTC para la muestra L3 de Sangre humana en geometria

cilindrica considerando diferentes valores de elasticidad (G)

En la Fig. 4.10-2 se ilustra la parte imaginaria de la Funcion de Transferencia Compleja
para el modelo Multimodal de Maxwell ya ilustrado en la Fig. 4-10.1. Como en la parte real
hay una serie de caracteristicas comunes:

a.
b.
C.

En todos los casos la parte real de la FTC muestra comportamientos resonantes.

En todos los casos existe una frecuencia critica con un pico dominante.

Para un valor de frecuencia mayor a la critica, el sistema presenta una cascada de
resonancias.

El efecto de la elasticidad G es el de desfasar las curvas resonantes a estado de
mayor frecuencia y aumentar el maximo resonante.

Conforme aumenta el valor de la elasticidad G, el punto maximo de las curvas es

mayor y se desplaza a la derecha, por lo que se requiere de mayor frecuencia para
alcanzarlo.
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4.11. Simulacion XI: Sangre humana en geometria de corona circular sin
elasticidad (G)

SANGRE HUMANA GEOMETRIA DE CORONA CIRCULAR SIN
ELASTICIDAD G
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Figura 4.11-1. Representacion de la parte Real e Imaginaria de la FTC para la muestra L3 de Sangre humana en
geometria de corona circular.

En la Fig. 4.11-1 se ilustra la parte real e imaginaria de la Funcion de Transferencia
Compleja para el Modelo Multimodal de Maxwell para geometria de corona circular con
relacién de radios R igual a 0.5 y sin consideracién de elasticidad.

Respecto al comportamiento de la parte real, se comienza de un valor superior a
cero y constante que aumenta hasta un valor maximo para luego disminuir drasticamente
hasta un valor minimo. Luego de esto es posible observar pequefios aumentos y
disminuciones en la curva, hasta alcanzar un valor constante en cero para frecuencias altas.

Es posible observar el papel de la geometria pues el primer punto critico que se
obtiene es el maximo y no el minimo como ocurrio en el caso X para geometria capilar sin
consideracion de elasticidad.

En la parte imaginaria, se comienza con un valor en cero constante que en un punto
critico se convierte en monétono creciente hasta un punto maximo, para luego de forma
monotona decreciente disminuye drasticamente hasta un valor constante en cero. Es
importante resaltar que ambas curvas demuestran reaccién de la funcion de transferencia (y
por tanto, del flujo volumétrico) en un rango pequefio de frecuencias, que van de 1 a 10.
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4.12. Simulacién XII: Sangre humana en geometria de corona circular y
diferentes valores de elasticidad (G)

SANGRE HUMANA GEOMETRIA DE CORONA CIRCULAR REAL
CON DIFERENTES VALORES DE ELASTICIDAD G
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Figura 4.12-1. Representacion de la parte Real de la FTC para la muestra L3 de Sangre humana en geometria de corona
circular considerando diferentes valores de elasticidad (G)

La Fig. 4.12-1 ilustra la parte real de la Funcion de Transferencia Compleja para el Modelo
Multimodal de Maxwell para geometria de corona circular con relacion de radios R igual a
0.5y con diferentes valores para la componente elastica G.

Para todos los casos es posible observar que:

Se comienza desde un valor minimo en cero.

b. Conforme aumenta la frecuencia, aumenta el valor para la FTC hasta llegar a un

valor maximo que disminuye drasticamente hasta un valor minimo.

Luego de este minimo, la curva aumenta hasta un valor constante de cero.

d. A frecuencias medias y altas es posible observar ligeros cambios en la curva tanto
positivos como negativos.

e. Conforme aumenta el factor de elasticidad, las curvas se desplazan a la derecha y

tanto los puntos maximos como minimos aumentan.

L

134

En general, es posible observar que a mayor factor de elasticidad es necesaria una
frecuencia més alta para alcanzar el punto méximo de la FTC y del flujo volumétrico, pero
también los valores para estos dos son mas grandes.
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SANGRE HUMANA GEOMETRIA DE CORONA CIRCULAS
IMAGINARIO CON DIFERENTES VALORES DE ELASTICIDAD G
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Figura 4.12-2 Representacion de la parte Imaginaria de la FTC para la muestra L3 de Sangre humana en geometria de
corona circular considerando diferentes valores de elasticidad (G)

La Fig. 4.12-1 ilustra la parte imaginaria de la Funcion de Transferencia Compleja para el
Modelo Multimodal de Maxwell para geometria de corona circular con relacion de radios R
igual a 0.5 y con diferentes valores para la componente elastica G.

Es posible observar que para todos los valores de elasticidad se tiene el mismo
comportamiento resonante, que comienza en cero y aumenta de forma mondtona creciente
hasta un valor méximo para disminuir hasta un valor constante de cero. Para frecuencias
superiores a 10 es posible observar pequefios picos donde la FTC alcanza valores del orden
de 0.05 unidades.

Conforme aumenta el valor de la elasticidad, es necesario un valor mayor de frecuencia
para alcanzar el punto méaximo para la FTC, pero este punto maximo también aumenta. También, es
importante mencionar que conforme aumenta G, la zona de respuesta de la funcién respecto a la
frecuencia es menor.
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO
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En este trabajo se obtuvo una funcién de transferencia compleja que permite observar el
comportamiento dindmico de un fluido viscoelastico en régimen pulsatil respecto a la
variacion de la frecuencia en dos diferentes geometrias: cilindrica y de corona circular.

Si bien el fluido objeto de estudio es la sangre, el modelo obtenido puede aplicarse
para cualquier fluido viscoelastico, pues se utilizd la ecuacién constitutiva de un fluido
newtoniano modificado con un factor de elasticidad.

Este factor de elasticidad, en la sangre fue el valor G o elasticidad del Rouleaux, que
son los agregados de globulos rojos que se forman a bajas velocidades y bajo ciertos
padecimientos de salud, por lo que los resultados obtenidos pueden tener una aplicacion
médica directa en el tratamiento de los mismos.

Las curvas obtenidas mediante la simulacion de la funcion de transferencia
compleja muestran un comportamiento resonante, tal como lo han registrado otros autores
respecto al comportamiento de fluidos viscoelasticos.

Para geometria cilindrica, fue posible observar que para un mismo valor de la
componente elédstica G, conforme aumentan las obstrucciones periféricas hay menor
respuesta de la funcién de transferencia compleja. Conforme G aumenta, las curvas se
ensanchan y se desplazan a la derecha de la gréafica, lo que indica que el rango de
frecuencias para las que existe reaccion de la FTC disminuye y que es necesario un mayor
rango de frecuencias para alcanzar el punto maximo de reaccion.

Para geometria de corona circular para un mismo valor de G, conforme aumenta la
-7 - T ;= ., . .
relacién de radios r = r—l el punto maximo de reaccién de la FTC disminuye, lo que se
2

puede interpretar que conforme disminuyen las obstrucciones centrales, la respuesta de la
FTC también lo hace. Por otra parte, para un mismo valor de radio, el punto méximo de la
FTC aumenta conforme G aumenta, al mismo tiempo que el minimo disminuye y las
variaciones entre curvas para diferentes valores de r disminuyen.

Con los datos de sangre y su simulacién en la FTC para un modelo Multimodal de
Maxwell fue posible hacer una aplicacién de las ecuaciones obtenidas en un modelo
diferente de viscoelasticidad y observar el comportamiento de las curvas en diferentes
rangos de frecuencias, asi como el papel de la geometria en el flujo volumétrico.

En general, para todos los casos fue posible observar el comportamiento de las
curvas respecto a diferentes valores de la componente elastica, asi como la influencia de la
geometria y diferentes rangos de frecuencia.

Todo lo anterior es una primera aproximacion que conforma la base teorica y
matematica de posibles trabajos futuros con diferentes modelos viscoelasticos y que pueden
ser llevados de forma experimental con diferentes fluidos.
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APENDICES

APENDICE I. ECUACIONES DE NAVIER STOKES PARA COORDENADAS
CILINDRICAS:
Componente en r:

r2 002 r2 W—l_ 622>+p‘gr

T8 T ar T*\ar\rar

v, v Vg Vg v, op d (10 10%), 2 aV, 0%
pl=r+V— V5= v
Jat at r de r 0z

Componente en 6:

10
mMar\rar ™) |t =g T azz>+P96

an an Vg an VrVQ GVZ 1 ap d
p(%* "o T8 T r T Z> T\ar

) 102y, 29V, a2V,
Componente en z:

Ly 2 iy, Z)l=-—

ot T T 90 Z

o, AV, Vyav, _ v, ap 10/ av, 10%, a2y
o ) (r52)+ =557 pg.

APENDICE Il. TRANSFORMADA DE FOURIER:

Cuando tenemos una funcion f, que depende de t, de la forma:
f-t

Podemos transformarla en Fourier de la forma:

F{t} = Tt f(H)dt

1 (o]
— | e
V2m _L

F(f®) = F(w)
=
ot = lw
Cuando tenemos una derivada de orden superior a uno, la transformada queda como:

APENDICE Ill. FUNCIONES DE BESSEL:

d?y dy
2 2 2 —
X _dx2+x_dx+(x —n4)y=0

Tenemos que n = 0y las soluciones estan dadas por

y = cJn (%) + c2¥p (%)
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Ydondey =V, yx=r

V, = Cl]n(r) + CZYn(r)

Donde
_ ¢ ( 1)k X 2k+n
Jar) = LT+ n+ 1) ()
= (=1 X+ 2k+0
Jur) = kZOk!F(k+0+ 1) (E)
B s (_1)k X 2k
Jar) = i kI (k + 1) (E)
Y

(0]

Y.(r) = ljnsin(xsine —nb)do — lj [e™ + (_1)ne—nt]e—xsinh(t)dt
" TJo T J,

(0]

1" 1 .
Yo(r) = Ej sin(xsinfd — (0)8) d6 — ;j [e(F + (_1)06—0t]e—xsmh(t)dt
0 0

oo

1r™ 1 '
Y,(r) =—| sin(xsinf)d6 —— e —Xsinh(®) 44
TJo T J,

Y la solucion queda como

o)

( 1)k x 2k 1 (" 1r” xsinh
— i [ —— - (©
= kZOk| Ik +1)\2 ) + ¢, HJ;) sin(xsin@) do nj; e dt

Partiendo de la ecuacion

2%V, av,
2 z z 2,217 —
572 +T'a—r+ﬁ r VZ—O

Y de la ecuacion diferencial de Bessel:

d’y  dy
2= - 2 _n? =
x dx2+xdx+(x n?y =0
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Cuya solucién homogénea esta dada por:

Y = cn(x) + Y (x)

APENDICE IV: PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE BESSEL

Relaciones de recurrencia

d
(0] = X7y ()

d -v
()]

_x_v]v+1 (x)

Tabla A: Valores para la Funcién de Bessel de Primera especie, orden (0,16).

Orden
v |\ Jo | | Lo | S | o | s | s | o | s | o | e | S | Sz | iz | s | Sis | s
oool1oo| - | = | - | < | - | | - -] -] ]-]- -1-1=--]-+
n25|oeg|on2| - | - | - | - | - |-} - -] -1-1-1-1-15=-1-
05 |ooa|o24f003| - | - | - | - |- |- |- -1]-11-1-1-1-1-
10 {o77|o4a|oat|oo2| - | - | = | - | - | | || -|-]-1]=-1]-
15 (os1|ose|023|oo6floot| - | = | < | - | - | - | || |-1]-1]-
20 022|058 |035|003|003| - | - | - | - | - | - |- |- |-}|-|-1]-
25 |oos|osofods|o22|o07|002| - | - | - | - | - | - |- ||~ |-]-
30 026|034 049031013 004|001 - | - | - | - | - | - || -|-]-
40 |040|007|036]|043 028|003 (005|002] - | - | - | - | - | - | -] -] -
50 |018]033(005|036|039]026|013|005]|002] - | - | - | - | - | - | - | -
6.0 |0.15]028|024|0.11|036|036|025|013|006{002] - | - | - | - | - | - | -
70 |030]000|030]|017]0.16|035|034|023]|013]006(002] - | - | - | - | - | -
80 |017]|023]0.11|029|010]019]034|032|022|013]006003] - | - | - | - | -
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Gréfica A: Representacion de las Funciones de Bessel de Primera Especie, orden (0,4)
1 S

05

3,

-0'5 i I I I I I

0.5
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APENDICE V. FLUJO PULSATIL
Considerando la presion como funcion del tiempo:

V.p(t) = V,pCos(wyt) (A4-1)

Se utiliza la funcién coseno debido a que por su periodicidad funciona como una primera
aproximacion a los cambios de presion.

Aplicamos la transformada de Fourier:

1 —iwt
IO = 7= f ente e
1 .
STp() = = f_m €1, pCos(wot)

3{V.p(0)} = Vzp\/% f_ :oe‘i“’tCOS(wot) dt
Si sabemos que:
el@ot) = cos(wot) + isen(wyt)
e~H@ot) = cos(wot) — isen(wyt)
Y sumamos ambas ecuaciones:
el(@ot) 4 o=i@ot) = 2cps(w,t)
cos(wot) = %(ei(wot) + e~i(@oD))

Podemos expresar la transformada como:

1. )
3{Vp(®)} =V,p g lwt > (el(wof) + e—l(wot)) dt

\/_—]

S{Vzp(t)} = zp J (el(wot) iwt + e‘l(“’ot) lwt)dt
2+/2

\S{Vzp(t)} = Zp f (e_l(w+w0)t + e_i(w_wo)t)dt
Ner

Considerando la funcién delta de Dirac:

+00
S(w — = i —i(w-wolt g
(w—wy) = o e t

S(w— wy) = e~ (w—wolt gt
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1 teo
S(w — wy)V2r = —f e w-wolt gt
( 0) )

1 to
§(w + wo)V2m = —f e~ i(wrwolt gt
0 V21 J_o

Reorganizamos:

(1 (™ _, 1 [+
S{Vzp(t)} = vzp_{_f e_l(“”“’ﬂ)tdt —+ —.l- e_l(w_wo)tdt
2 V2mJ_ V2T J) o

V,p(w) = Vzp%{fﬁ(w + we)V21 + §(w — wo)V2r}
2
Vzp(w) = Vng{é‘(w + 0)0) + 6(w — 0)0)}
2
Vzp(w) = Vng{é‘(w + 0)0) + 6(w — 0)0)}

2
V,p(w) = Vng{é‘(w + wo) + 6(w — 0)0)}

Dado que el flujo es aproximadamente el producto del gradiente de presién por la funcién
de transferencia K, tenemos:

Es una aproximacion porque faltan los elementos geométricos

Q@) = K(w)(=V,p(w))

2
0@) ~ T, K(0) 2 (50 + w0) + (0 )

0(w) ~ — Vgp K ()26 (w0 + wy) + 8(w — wy)}
0(@) ~ — Y22 (K(WWZTS (@ + wo) + K(@VZT5(w — o))

2

Y aplicamos la transformada inversa de Fourier:

v,
ITHQwW)} ~ — 2p3_1 {{K(w)\/ 218 (w + wo) + K(w)V2rs(w — wo)}}
Vs . _
Q(t) =— Zp {K(wo)e—mot + K(—wo)e_“"ot}
V. . _
Q(t) =— p {K(wo)e—lwot + K(_wo)e—lwot}

2
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Si sabemos que:
K(—wg) = K(w,)
Y que para esta funcion de transferencia tenemos una parte real y una imaginaria:
K(wg) = Re[K(wy)] + iIm[K (w,)]
K(wgy)e'®ot = (Re[K (wy)] + iIm[K(a)O)])(cos(a)Ot) + isen(a)ot))

K(wg)e'®ot = Re[K (wq)]cos(wot) — Im[K (wq)]sen(wyt)
+ i{Re[K (wg)]sen(wyt) + Im[K (wq)]cos(w,t)}

K(wg)e ™ot = (Re[K (wq)] — iIm[K (wo)])(cos(wot) — isen(wyt))

K(wg)e!®ot = Re[K(wq)]cos(wot) — Im[K (wg)]sen(wyt)
+ i{—Re[K (wq)]sen(wyt) — Im[K (wq)]cos(wyt)}

K(wg)e'®ot = Re[K (wq)]cos(wot) — Im[K (wq)]sen(wyt)
— i{Re[K (wg)]sen(wyt) + Im[K (wq)]cos(w,t)}

Donde K es
Sumando tenemos:

K(wg)et@ot + K(wgy)e twot
= Re[K(wq)]cos(wyt) — Im[K (wy)]sen(wyt)
+ i{Re[K (wy)]sen(wyt) + Im[K(wq)]cos(wot)} + Re[K (wq)]cos(wyt)
— Im[K(wg)]sen(wyt) — i{Re[K(wq)]sen(wyt) + Im[K (wg)]cos(wyt)}

K(wg)et®ot + K(w,)e @t
= Re[K(wq)]cos(wot) — Im[K (wy)]sen(wyt) + Re[K (wq)]cos(wgyt)
— Im[K(wg)]sen(wgyt)

K(wg)e'®ot + K(wg)e "ot = 2Re[K (wq)]cos(wot) — 2Im[K (wy)]sen(wqt)
K(wp)e ot + K (wg)e @0t = 2(Re[K (wg)]cos(wot) — Im[K (wg)]sen(wot))

K(wg)et@ot + K(wy)e twot
2

= Re[K(wq)]cos(wot) — Im[K (wq)]sen(wyt)

Sustituyendo en el flujo volumétrico:

V.p
2

Q(t) = =V,p {Re[K (wo)]cos(wot) — Im[K (wo)]sen(wot)}

Q) ~ = —= {K(wp)e " + K (~wo)e ™'}
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Considerando que:
wot =2mn;n € Z

El flujo volumétrico queda como:

Q(t) = —V,p Re[K(wq)]cos(wot)
Y para quitar la aproximacion, introducimos el area:

Q(t) = —AV,p Re[K(wo)]cos(wot)

|Q(®)| = —AV,p Re[K (wo)]|cos(wot)]

Considerando la presién como funcién del tiempo:

Vzp(t) = vszin((‘)Ot)
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