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Introducción

El objetivo principal de esta tesis es estudiar una generalización del análisis es-
pectral de los procesos estócasticos denominados cadenas de nacimiento y muerte a
tiempo discreto, los cuales fueron estudiados primeramente en [19]. Esta generali-
zación recibe el nombre de “Quasi-Birth-and-Death-Process (QBD)”, en inglés, cuya
traducción más cercana se encuentra en el título del documento, y que hemos decidi-
do usar como “Proceso Cuasi de Nacimiento y Muerte”. La diferencia principal entre
ambos procesos es que el espacio de estados pasa de ser N0 (para el caso de cadenas
de nacimiento y muerte) a ser de la forma N0 × {1, 2, . . . , N}, con N ∈ N, en el caso
de los procesos QBD. Esto hace que la matriz de transición de probabilidades pase de
ser una matriz tridiagonal a ser una matriz tridiagonal por bloques de tamaño N×N .

El estudio de los procesos QBD se remonta a los trabajos de M. F. Neuts en los años
80 (véase [23]) y posteriormente diversos autores como Hajek, Latouche, Ramaswani,
Pearce o Taylor, por mencionar algunos, siguieron trabajando en estos procesos (véase
[22]). Los procesos QBD poseen significantes aplicaciones en el estudio de sistemas de
comunicaciones (véase [24]). En [8] se realiza el primer estudio de análisis espectral
de estos procesos, cuya herramienta principal radica en la teoría de polinomios or-
togonales matriciales (POM) y medidas matriciales. Es por ello que hemos decidido
que el primer capítulo de este texto esté centrado en el estudio de estos objetos.

En el Capítulo 1 definimos pues los POM y estudiaremos varias de sus propieda-
des principales. En particular nos centraremos en buscar una prueba del Teorema de
Favard cuya importancia está en que proporciona una correspondencia directa entre
las medidas matriciales asociadas a una sucesión de POM y las matrices tridiagonales
de Jacobi por bloques. También en este capítulo estudiaremos los momentos canóni-
cos de una medida matricial, que fueron presentados en su forma escalar en [9], y que
posteriormente se definieron para el caso matricial en [10]. Presentamos los principa-
les resultados obtenidos en [8], que nos servirán para poder establecer una relación
entre los momentos canónicos y los procesos QBD, así como la sucesión de POM que
le corresponde. Un resultado relevante sobre los momentos canónicos, escalares, es la
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INTRODUCCIÓN vi

invarianza que poseen sobre transformaciones lineales a la variable de la medida. Sin
embargo, cuando en [10] se definen para el caso matricial, se omite este hecho y a
continuación en [8], se da por sentado la veracidad de este resultado sin ofrecer mayor
detalle a la prueba. En este trabajo, se probará dicha propiedad mediante la defi-
nición de recurrencia, dada por complementos de Schur, de los momentos canónicos
en el caso matricial. Para finalizar el capítulo, escribimos los coeficientes de nuestra
sucesión de POM en términos de nuestros momentos canónicos.

En el Capítulo 2 de la tesis definimos, usando la matriz de transición por bloques, a
los procesos QBD. Este capítulo está basado mayormente en [8]. Estos generan inme-
diatamente la secuencia de POM, y usamos el Teorema de Favard visto en el Capítulo
1 para probar, con ciertas condiciones suficientes y necesarias, que existe una medida
matricial asociada que hace ortogonales a esta secuencia de POM. Continuamos pro-
bando el resultado análogo al caso matricial de la representación de Karlin-McGregor,
el cual básicamente es la representación del (i, j)-ésimo bloque de la n-ésima potencia
de la matriz de transición, con base en el producto de dos integrales que involucran a
los POM respecto la medida encontrada previamente. Seguimos el capítulo obtenien-
do resultados importantes; se demuestra que el soporte de la medida se encuentra en
[−1, 1], definimos la transformada de Stieltjes de una medida, la cual nos será útil
posteriormente para poder encontrar la medida con base en la matriz de transición,
y proporcionamos dos resultados que involucran a la transformada y su relación con
los procesos obtenidos de pequeñas modificaciones a la matriz de transición. Después
buscamos generalizar el primer resultado sobre la existencia de una medida matricial
al relajar las condiciones sobre los coeficientes de la matriz de transición. Concluyendo
esta sección del capítulo, nos enfocamos en estudiar las propiedades de recurrencia de
nuestro proceso. Para ello obtenemos dos teoremas importantes que nos caracterizan,
con base en los coeficientes de la matriz de transición, cuándo un proceso QBD es
recurrente y en su caso, este es positivo recurrente si y solo si la medida posee un
salto discreto en el punto 1. Seguimos con la siguiente sección en donde buscamos
relacionar a los momentos canónicos, definidos en el primer capítulo, con la transfor-
mada de Stieltjes de la medida, y usando esto obtener una nueva caracterización de
la recurrencia del proceso usando solamente la divergencia de una serie cuyos suman-
dos dependen únicamente de los coeficientes matriciales de la matriz de transición.
Concluimos el capítulo estudiando diversas representaciones de la medida invariante,
así como una forma explícita de esta, estudiada en [7].

Por último, el Capítulo 3 busca otorgar al lector una compilación de varios ejem-
plos de análisis espectral de procesos QBD. Empezamos con el más conocido, el cual
es una cadena de nacimiento y muerte en los enteros. Esto difiere del caso escalar
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que tradicionalmente se estudia solo en los naturales. Es justo esta diferencia entre
usar la cadena en los enteros y los naturales lo que permite transformarlo en un pro-
ceso QBD para su estudio, ya que Z ' N0 × {1, 2}. Obtenemos una expresión para
la transformada de Stieltjes, y posteriormente estudiamos un caso particular de este
proceso en donde todas las transiciones poseen 1/2 de probabilidad; damos explíci-
tamente su medida, y estudiamos las propiedades de recurrencia así como su medida
invariante. El segundo ejemplo es breve y busca representar una aplicación de estos
procesos a la teoría de colas. El tercer ejemplo estudia a las caminatas aleatorias
en una cuadrícula, y estudiamos tanto el caso de espacio de estados finito como el
infinito, obteniendo la medida matricial, sus propiedades de recurrencia y finalmente
la medida invariante. El cuarto ejemplo, estudiado en [16], es una caminata aleatoria
definida en un grafo en forma de árbol con l ramas. De este ejemplo obtenemos la
medida matricial asociada al proceso, así como nuevamente sus propiedades de re-
currencia y su medida invariante. Finalmente, el quinto ejemplo, estudiado en [17],
proviene de la teoría de representación de grupos. Estudiaremos la medida matricial
del proceso, sus propiedades de recurrencia y finalmente la medida invariante.



Capítulo 1

Polinomios Ortogonales Matriciales

1.1. Polinomios Ortogonales Matriciales (POM)

Empezamos en este capítulo por introducir la teoría de los Polinomios Ortogonales
Matriciales o POM. Definimos lo que serán las medidas matriciales en R, con base
en esto propondremos un producto interno con valores matriciales, el cual definirá lo
que es una secuencia ortogonal de polinomios matriciales, así como sus propiedades
equivalentes al caso escalar. Todo esto será de enorme utilidad para demostrar uno
de los teoremas fundamentales: el Teorema de Favard para el caso matricial. Una
vez desarrollados los POM, estableceremos los momentos canónicos de una medida
matricial y la relación estrecha que mantienen con los POM.

1.1.1. Medidas Matriciales

Definimos primero como Ml(C) al anillo de todas las matrices de tamaño l × l

y con entradas en los números complejos. Considerando A ∈Ml(C) denotamos a A∗

como la matriz hermítica de A. Para la norma euclídea de A, queda definida como:
‖A‖ = ı́nf{c ≥ 0 : ‖Av‖ ≤ c‖v‖ para todo v ∈ Cl}, y para el producto interno en
Cl como 〈·, ·〉Cl . Dado esto, definimos como una medida matricial µ, en la σ-álgebra
generada por los conjuntos Borelianos en R (o en C), como: µ(X) ∈ Ml(C) y semi-
definida positiva, para cualquier conjunto Boreliano X, y con µ contable aditiva (en
el sentido matricial). Normalmente normalizaremos la medida en la forma:

µ(R) = I, (1.1)

(o en otro caso como µ(C) = I), donde I queda definida como la matriz identidad,
e igualmente a 0 como la matriz con todas las entradas igual a 0. Generalmente pe-
diremos que las medidas tratadas tengan un soporte compacto, aunque en general
no es necesario. Note que por la aditividad numerable, cada entrada, µi,j, de nuestra

1



CAPÍTULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES 2

medida matricial, es a su vez una medida compleja.

Proposición 1.1. Cada entrada de la medida matricial es absolutamente continua
con respecto a la medida de la traza definida como µtr(X) = Tr(µ(X)) (con X un
conjunto Boreliano). Esto implica la existencia de sus derivadas de Radon-Nikodym,
las cuales forman una matriz M ′(t) =

(
dµi,j
dµtr

(t)
)
i,j

(donde claro está que las derivadas

son las definidas por Radon-Nikodym), que es semi-definida positiva, salvo un con-
junto de medida de la traza igual a 0.

Demostración. Sea A un conjunto Boreliano de medida de la traza igual a 0. No-
temos primero que las entradas diagonales de µ(A) son reales no negativas. En efecto,
son reales pues la matriz µ(A) es Hermitiana, y son no negativos pues la evaluación
e∗jµ(A)ej = (µ(A))j,j debe ser no negativa para toda j, ya que µ(A) es semi-definida
positiva, con ej la base canónica (es decir el vector con entradas 0 salvo la entra-
da j que es 1). Ahora considere la sub-matriz definida por las intersecciones de las
columnas y filas i, j:

S =

(
0 µ(A)i,j

µ(A)i,j 0

)
.

Esta sub-matriz debe ser semi-definida positiva (solo basta considerar en el producto
x∗µ(A)x, vectores con entradas no cero solo en i, j), y por ende debe tener deter-
minante no negativo. Pero det(S) = −‖µ(A)i,j‖2 lo cual es no negativo si y solo si
µ(A)i,j es 0. Como las i, j fueron arbitrarias esto pasa para todas las entradas, y por
ende cada medida de las entradas es absolutamente continua con respecto a la medida
de la traza.
Ahora probamos que la matriz M ′(t) =

(
dµi,j
dµtr

(t)
)
i,j

es semi-definida positiva. Apli-

cando el teorema de Radon-Nikodym tenemos que:∫
A

M ′(t)dµtr(t) = µ(A), (1.2)

donde la integral es entrada por entrada, y A es un Boreliano, cuya medida de la
traza no necesariamente es 0. Ahora viendo a M ′(t) y µ(A) como operadores lineales
en Cl, tenemos que:∫

A

x∗M ′(t)x dµtr(t) = x∗µ(A)x ≥ 0, x ∈ Cl,

donde la multiplicación matricial de x entra en la integral pues lo hace entrada a
entrada y no depende de t al ser un escalar, respecto a la integral. La desigualdad se
cumple pues µ(A) es semi-definida positiva. Como las entradas diagonales de µtr son
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positivas, esta medida es positiva y esto implica que x∗M ′(t)x ≥ 0 salvo un conjunto
Nx con µtr(Nx) = 0. Tomando un conjunto denso y numerable de vectores x (como
lo sería los vectores de entradas con parte real e imaginaria racionales), y recordando
que el producto x∗M ′(t)x es continuo tenemos que M ′(t) ≥ 0 salvo un conjunto N ,
que es la unión numerable de los Nx, con µtr(N) = 0. �

Note de igual forma que como la derivada de Radon-Nikodym es aditiva, y por (1.2):∫
A

Tr(M ′(t))dµtr(t) = Tr(µ(A)) = µtr(A).

Pero esto a su vez implica: ∫
A

(Tr(M ′(t))− 1) dµtr(t) = 0,

donde esto ocurre para cualquier A Boreliano. Por ende (por la positividad de µtr),
tenemos que Tr(M ′(t)) = 1, para todo t, salvo un conjunto de medida de la traza
igual a 0.
A su vez, es fácil ver que cualquier medida escalar positiva en R tal que µtr = l y una
función matricial M ′(x) define una medida matricial normalizada (ver (1.1)).

1.1.2. Producto interno matricial

Con esta información ya nos es posible definir lo que será una forma sesquilineal,
〈f, g〉µ una matriz de l×l, con f, g en el conjunto de funciones matriciales de dimensión
l × l, de la siguiente forma:

〈f, g〉µ =

∫
R
f(t)M ′(t) g∗(t) dµtr(t),

donde la integral es entrada a entrada, es decir la (i, j) entrada es:

∑
m,n

∫
R
fi,m(t)M ′

m,n(t) gj,n(t) dµtr(t).

Sin embargo normalmente se utiliza la notación siguiente, por convención, que es
equivalente a la ecuación anterior:

〈f, g〉µ =

∫
R
f(t) dµ(t) g∗(t). (1.3)
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Esta definición nos proporciona las siguientes propiedades (con α ∈Ml(C)):

〈f, αg〉µ = 〈f, g〉µα∗, 〈αf, g〉µ = α〈f, g〉µ. (1.4)

Dada esta definición, inmediatamente obtenemos la siguiente relación:

〈f, g〉∗µ = 〈g, f〉µ. (1.5)

Las funciones matriciales f, g, pueden ser de cualquier tipo, aunque nos enfocaremos
en las polinomiales, siempre y cuando cumplan que las integrales previamente defini-
das existan y converjan. Para esto solo pediremos que sean continuas (o medibles), y
que satisfagan que (tanto f como g):∫

R
Tr(f(t)f ∗(t)) dµtr(t) <∞.

Esto pues la traza de esa matriz representa:∫
R

Tr(f(t)f ∗(t)) dµtr(t) =
∑
i,j

∫
R
‖fi,j(t)‖2 dµtr(t) <∞.

Y como la suma es finita, y la medida µtr es positiva, esto implica que cada sumando
converge. Esto es igual para g. Por ende como las funciones M ′

m,n(t) están acotadas,
tenemos que:∫

R
|fm,i(t)M ′

m,n(t) gn,j(t)| dµtr(t) ≤
∫
R
|fm,i(t)| |M ′

m,n(t)| |gn,j(t)| dµtr(t)

≤ C

(∫
R
|fm,i(t)|2dµtr(t)

)1/2(∫
R
|gn,j(t)|2dµtr(t)

)1/2

<∞,

donde la penúltima desigualdad es por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, así las in-
tegrales existen.

Regresando, claramente como M ′ es semi-definida positiva, el producto 〈f, f〉µ es
semi-definido positivo, lo cual nos intuye a definir la siguiente forma sesquilineal:

〈f, g〉Tr = Tr〈f, g〉µ.

Esta definición claramente nos dice que es semi-definida positiva, pues cuando f = g

tenemos que 〈f, f〉µ es semi-definida positiva y por ende las entradas de la diagonal
son no negativas y así la traza también. Sin embargo que la traza sea 0 no implica
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que las funciones lo sean. Por lo tanto esta forma induce la siguiente semi-norma:

‖f‖Tr = (〈f, f〉Tr)
1/2. (1.6)

A su vez, la definición de esta semi-norma nos otorga la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:

|Tr〈f, g〉µ| ≤ ‖f‖Tr‖g‖Tr. (1.7)

Con base en esto podemos crear un espacio de Hilbert H (el cual en efecto es, ver [25,
Teorema 3.9]) considerando solo las clases de equivalencia inducidas por la relación:
f ∼ g ⇐⇒ ‖f − g‖Tr = 0, con 〈·, ·〉Tr como el producto interior escalar definido en
este espacio.

1.1.3. Expresiones tipo Fourier

Veamos ahora expansiones tipo Fourier sobre este espacio. Definimos a un sub-
conjunto {φj} de H como ’ortonormal’, (aunque técnicamente no lo es, pues como
se verá en la definición implica ortogonalidad, pero no normalización en 〈·, ·〉µ), si
satisface:

〈φj, φk〉µ = δj,kI. (1.8)

Considere N ∈ N
⋃
{∞}, y por ahora suponga que es finito. Tomando a1, a2, ..., aN ∈

Ml(C) formamos el siguiente sub-espacio de elementos de la forma
∑N

j=1 ajφj, cui-
dando que la multiplicación sea por la izquierda. Así usando (1.4) y (1.8) tenemos:〈

N∑
j=1

ajφj,
N∑
j=1

bjφk

〉
µ

=
N∑
j=1

ajb
∗
j . (1.9)

Simplemente aprovechamos la ’linealidad’ de 〈·, ·〉µ y usamos la ortonormalidad de
{φj}. Al espacio de elementos:

∑N
j=1 ajφj, lo denotamos por H{φj}N , el cual es un

subespacio de H de dimensión Nl2, pues hay N matrices como sumandos y cada una
posee l2 entradas. Ahora para cada f ∈ H definimos:

π{φj}(f) =
N∑
j=1

〈f, φj〉µφj.
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Note que: 〈π{φj}(f), φj〉µ = 〈f, φj〉µ y por ende 〈π{φj}(f), φj〉Tr = 〈f, φj〉Tr. De igual
forma que en el caso escalar obtenemos el teorema de Pitágoras:

〈f, f〉µ = 〈f − π{φj}(f), f − π{φj}(f)〉µ + 〈f − π{φj}(f), π{φj}(f)〉µ
+〈π{φj}(f), f − π{φj}(f)〉µ + 〈π{φj}(f), π{φj}(f)〉µ.

Sin embargo, note que:

〈f − π{φj}(f), π{φj}(f)〉µ = 〈f, π{φj}(f)〉µ − 〈π{φj}(f), π{φj}(f)〉µ.

Así usando (1.8) y la definición (1.9) tenemos que:

〈π{φj}(f), π{φj}(f)〉µ =
N∑
j=1

〈f, φj〉µ〈f, φj〉∗µ,

y también:

〈f, π{φj}(f)〉µ =
N∑
j=1

〈f, 〈f, φj〉φj〉µ =
N∑
j=1

〈f, φj〉µ〈f, φj〉∗µ,

donde al final usamos la sesquilinealidad de 〈·, ·〉µ. Así se obtiene que:

〈f, π{φj}(f)〉µ = 〈π{φj}(f), π{φj}(f)〉µ,

y por ende:
〈f − π{φj}(f), π{φj}(f)〉µ = 0,

y de foma análoga al caso anterior obtenemos igualmente:

〈π{φj}(f), f − π{φj}(f)〉µ = 0.

Por ende, el teorema de Pitágoras se reduce a:

〈f, f〉µ = 〈f − π{φj}(f), f − π{φj}(f)〉µ +
N∑
j=1

〈f, φj〉µ〈f, φj〉∗µ. (1.10)

Así como las matrices en la expresión son semi-definidas positivas, esto implica que:

N∑
j=1

〈f, φj〉µ〈f, φj〉∗µ ≤ 〈f, f〉µ, (1.11)
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para toda N finita. Esta desigualdad es la equivalente a la desigualdad de Bessel. En
el siguiente teorema se prueba el caso cuando N =∞.

Teorema 1.2. La serie
∑∞

j=1〈f, φj〉µ〈f, φj〉∗µ, converge entrada por entrada a una
matriz S enMl(C).

Demostración. Definamos primero a SN =
∑N

j=1〈f, φj〉µ〈f, φj〉∗µ como la N -ésima
suma parcial. Igualmente note que los elementos matriciales de la serie son semi-
definidos positivos, y por ende por la prueba de la Proposición 1.1, sus elementos dia-
gonales son reales no negativos. Además por (1.11) la desigualdad de Bessel, tenemos
que, considerando los elementos diagonales de todas las sumas parciales, están acota-
dos por sus respectivos elementos diagonales de 〈f, f〉µ, es decir: (SN)i,i ≤ (〈f, f〉µ)i,i.
Por ende al ser una serie de reales positivos y acotada, tenemos que la sucesión
{(SN)i,i}N converge. Ahora probamos que todas las demás entradas convergen. Por
definición, los elementos de las matrices son números complejos, así pues es suficiente
demostrar que las entradas forman una sucesión de Cauchy. Sin embargo, por lo ante-
rior, sabemos que las entradas diagonales, de SN , sí forman una sucesión de Cauchy.
Por lo tanto, por definición, para todo ε existe un Ni, entero positivo, tal que para
todo m,n > Ni enteros positivos, se satisface que:

|(Sm − Sn)i,i| < ε. (1.12)

Ahora consideremos la siguiente sub-matriz formada por la intersección de las colum-
nas y filas i, j:

S ′i,j =

(
(Sm − Sn)i,i (Sm − Sn)i,j
(Sm − Sn)i,j (Sm − Sn)j,j

)
. (1.13)

Tomando N ′ = máx(Ni, Nj) la ecuación (1.12) también es válida para j, por ende,
por la misma observación de la Proposición 1.1, como Sm − Sn es definida positiva,
tenemos que el determinante de la matriz S ′i,j en (1.13) debe ser positivo:

(Sm − Sn)i,i · (Sm − Sn)j,j − |(Sm − Sn)i,j|2 > 0.

Pero por (1.12) ambos (Sm − Sn)i,i, (Sm − Sn)j,j < ε y por ende:

ε2 > |(Sm − Sn)i,j|2

=⇒ ε > |(Sm − Sn)i,j|,

y así {(SN)i,j}N , igual es una sucesión de Cauchy para toda i, j. �
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Teorema 1.3. La serie π{φj}(f) =
∑∞

j=1〈f, φj〉µφj, converge entrada por entrada
a una función matricial A en H, en la norma ‖ · ‖Tr.

Demostración. Definimos a AN =
∑N

j=1〈f, φj〉µφj como la N -ésima suma parcial.
Considere, abusando de notación, y usando el teorema anterior así como (1.8), un
entero positivo N tal que para todo m > n > N :

∣∣∣(〈Am − An, Am − An〉µ)i,i

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
(

m∑
j=n+1

〈f, φj〉µ〈f, φj〉∗µ

)
i,i

∣∣∣∣∣∣ < ε,

pues la convergencia de la Proposición 1.1 es entrada por entrada. Así, aplicando la
traza y tomando ε2/l en lugar de ε, obtenemos:

‖Am − An‖2
Tr = Tr〈Am − An, Am − An〉µ < l · ε

2

l
= ε2

=⇒ ‖Am − An‖Tr < ε.

Por ende {AN}∞N=1 es una sucesión de Cauchy en el espacio de Hilbert H bajo la nor-
ma definida, por lo que tiene que converger, al ser completo, a una función matricial
A. �

1.2. POM en la recta real

Empezamos a centrar nuestra atención en las funciones de H que son polinomios.
Así, nombramos como P al conjunto de polinomios con coeficientes matriciales en
Ml(C), y como V al conjunto de polinomios con coeficientes en Cl. Así, como se
vio anteriormente, ‖ · ‖Tr es una semi-norma en P . El conjunto {f : ‖f‖Tr = 0} es
un espacio lineal por la desigualdad triangular. Así podemos definir a PTr como la
completición de P/{f : ‖f‖Tr = 0}, visto como un módulo izquierdo enMl(C), con
respecto a la norma ‖ · ‖Tr.
Note, igualmente, que V es un espacio lineal y podemos definir una semi-norma aso-
ciada al producto interior:

〈f, g〉V =

∫
R
f(t)M ′(t) g∗(t) dµtr(t),
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con f, g en V , cuyo valor es un escalar definido explícitamente como:∑
i,j

∫
R
fi(t)M

′
i,j(t) gj(t) dµtr(t),

el cual será usado con la siguiente notación:∫
R
d〈f(t), µ(t)g(t)〉Cl .

Esto, a su vez, define una nueva semi-norma:

|f |V =

(∫
R
d〈f(t), µ(t)f(t)〉Cl

)1/2

.

De igual forma que anteriormente definimos como V0 al conjunto de polinomios con
valores vectoriales tales que |f |V = 0 y llamamos V∞ a la completición del espacio
cociente V/V0 con respecto la norma | · |V .

Con base en esto definimos ahora lo que será una norma no-trivial, como en el caso
escalar.
Lema 1.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

‖f‖Tr > 0 para todo f ∈ P.

Para toda n, la dimensión en PTr del conjunto de polinomios de grado a lo más
n es (n+ 1)l2.

Para todo v ∈ V, distinto de cero, tenemos |v|V 6= 0.

Para toda n, la dimension en V∞ de los polinomios con coeficientes vectoriales
de grado a lo más n es (n+ 1)l.

Si µ satisface alguna de estas condiciones equivalentes diremos que la medida es no-
trivial.

Demostración. Probamos primero que las dos primeras afirmaciones son equivalentes.
En efecto, sea el conjunto: B = {Ei,jtk | 1 ≤ i, j ≤ l, 0 ≤ k ≤ n} donde Ei,j es la
matriz con 0 en todas sus entradas salvo la (i, j) en donde es 1. Este conjunto, de
cardinalidad (n + 1)l2 claramente genera a todos los polinomios de grado a lo más
n, en P . Así considerando sus respectivas clases de equivalencia en PTr igual van a
generarlo. Por lo tanto, si tenemos que ‖f‖Tr > 0, entonces las clases de equivalencia
de los elementos de B son linealmente independientes en PTr, pues si no lo fueran
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existiría g ∈ P como una combinación lineal no trivial de estas clases de equivalencia
que pertenece a {f : ‖f‖Tr = 0}. Pero esto es imposible, pues implicaría que B no
es base del conjunto de polinomios de grado a lo más n, pero sí lo genera, y por ende
tendría dimensión menor a (n+1)l2. De forma análoga se prueba la equivalencia entre
la tercera y cuarta afirmación. Solo resta probar la equivalencia entre la primera y
tercera afirmación. Asumiendo la primera, y tomando v ∈ V , distinto de 0, así como
a f ∈ Ml(C) como la matriz que tiene a v como su primera columna, y ceros en el
resto de las entradas, se cumple claramente que: 0 < ‖f‖2

Tr = Tr〈f, f〉µ = |v|2V , im-
plicándola. Ahora, suponiendo la tercera afirmación, y asumiendo por contradicción
que la primera no se cumple, tenemos que considerando f ∈ P distinto de cero, tal
que ‖f‖Tr = 0. Así pues, alguna de las columnas de f es distinta de cero. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que es la primera y es v. Entonces tenemos que:

0 = ‖f‖Tr =⇒ Tr(〈f, f〉µ) = 0 =⇒ 〈f, f〉µ = 0

=⇒ E1,1〈f, f〉µE∗1,1 = 0 =⇒ 0 = Tr(E1,1〈f, f〉µE∗1,1) = |v|2V .

La segunda implicación se da de lo visto en la Proposición 1.1 pues al ser 〈f, f〉µ
semi-definida positiva tiene sus elementos diagonales mayores o iguales a 0, así si la
traza es 0, es porque todos estos son 0, y como se probó tiene que ser la matriz 0,
concluyendo el lema. �

1.2.1. POM Mónicos

Ahora consideramos los polinomios matriciales ortogonales, y mónicos, esto bajo
una medida no-trivial, como fue previamente definida por el Lema 1.3. Llamamos Pn
al conjunto de polinomios de grado a lo más n. Presentamos a continuación un nuevo
lema sobre polinomios ortogonales mónicos que generaliza el caso escalar.

Lema 1.5. Sea µ una medida no-trivial. Tenemos:

Existe un único polinomio mónico P n de grado n, tal que minimiza la norma
‖P n‖Tr.

El polinomio P n puede ser definido equivalentemente como el polinomio mónico
de grado n que satisface:

〈f, P n〉µ = 0, ∀f ∈ P , degf < n.

Demostración. Recordando lo visto en la Sección 1.1.3 tenemos que el sub-espacio
Pn es de dimensión finita, por ende, retomando la proyección vista en aquella sub-
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sección, πn, es la proyección de P a Pn. Así tomando la proyección de xn en Pn−1

definimos:
P n(t) = tn − πn(t),

y este es nuestro polinomio buscado, pues al ser Pn−1 de dimensión finita, por un
resultado clásico de análisis, es completo, por lo tanto podemos aplicar el teorema
de la proyección y concluir que πn(t) es el polinomio de grado n − 1 que minimiza
la norma de tn − Q para todo Q en Pn−1. De igual forma por este mismo teorema
tenemos la equivalencia de la ortogonalidad en Pn−1:

〈f, P n〉µ = 0, =⇒ Tr(〈f, P n〉µ) = 0, ∀ f ∈ Pn−1.

Por lo tanto tomando α ∈Ml(C) tenemos que:

Tr(α〈f, P n〉µ) = 0 =⇒ Tr(〈αf, P n〉µ) = 0, (1.14)

cumpliendo la segunda parte del lema. �

Lema 1.6. Sea µ una medida no-trivial, y P un POM en P, entonces det〈P , P 〉µ 6= 0.

Demostración. Supongamos por contradicción que la matriz 〈P , P 〉µ es no-invertible.
Entonces podemos tomar una matriz α tal que α〈P , P 〉µα∗ = 0, solo basta considerar
un vector v que anule a 〈P , P 〉µ y tomar a α como la matriz cuya primera columna es
v y el resto se compone de ceros. Lo anterior implica que ‖αP‖Tr = 0. Sin embargo,
al ser P mónico, tenemos que αP es distinto de cero, pero con norma cero, lo cual
contradice el hecho de que nuestra medida sea no-trivial. �

El siguiente teorema caracteriza a nuestros POM como una base del módulo de-
recho Pn.

Teorema 1.7. Sea µ una medida no-trivial.

Tenemos que:
〈Pm, P n〉µ = γnδn,m, (1.15)

para matrices invertibles γj.

Los elementos de f ∈ Pn tienen una representación única de la siguiente forma:

f =
n∑
j=0

fjP j. (1.16)
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Además por la ortogonalidad tenemos, esencialmente:

fj = 〈f, P j〉µγ−1
j . (1.17)

Demostración. Si n < m, por el Lema 1.5, tenemos que el producto es 0. Si n > m,
concluimos lo mismo por las ecuaciones de (1.5), las γj son invertibles por el Lema
1.6. Ahora para probar la segunda afirmación consideramos el siguiente mapeo X que
manda a los elementos deMl(C)n+1 en Pn definido como:

X : (α0, α1, ..., αn)→
n∑
j=0

αjP j. (1.18)

Multiplicando a X (α0, α1, ..., αn) por P i a la derecha, tenemos, por (1.18):

〈X (α0, α1, ..., αn), P i〉µ = αiγi

=⇒ αi = 〈X (α0, α1, ..., αn), P i〉µγ−1
i .

Esto pues las γi son invertibles. De esto es fácil concluir que X es inyectiva, pues las
αi quedan definidas por la imagen, y por ende tienen que ser únicas para cada imagen.
Ahora, resta ver la suprayectividad. Pero esto se sigue de que tanto el dominio como
la imagen poseen la misma dimensión y de que X es una transformación lineal. �

1.2.2. Relaciones de recurrencia en los POM Mónicos

Veamos ahora las relaciones de recurrencia en este tipo de polinomios inspira-
das en el caso escalar. Para ello denotamos como ζn, al coeficiente de tn−1 en P n(t),
(recuerde que al ser polinomios mónicos el coeficiente de xn es I). A continuación,
usando los γn, definidos en el Teorema 1.7, y los ζn, es posible definir relaciones de
recurrencia para P n(t).

Lema 1.8. Se cumplen las siguientes relaciones de recurrencia en los polinomios:

tP n(t) = P n+1(t) + (ζn − ζn+1)P n(t) + γnγ
−1
n−1P n−1(t).

Demostración. Usando el Teorema 1.7, tenemos que el polinomio tP n(t) tiene una
representación única de la forma :

tP n(t) = Cn,n+1P n+1(t) + Cn,nP n(t) + Cn,n−1P n−1(t) + ...+ Cn,0P 0(t),
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para algunas matrices complejas Cn,n+1, ..., Cn,0. Claramente al comparar los coefi-
cientes de tn+1 y tn entre ambos polinomios, y dado que la representación es única,
tenemos que Cn,n+1 = I y Cn,n = ζn−ζn+1. Al aplicar el producto por la derecha entre
P k(t), con k entre 0 y n − 2, y tP n(t), por la ortogonalidad del Teorema 1.7, todos
los términos del lado derecho, salvo el k-ésimo, se eliminan, ya que el lado izquierdo
se anula, y por ende obtenemos que Cn,k〈P k, P k〉µ = 0. Pero por el Lema 1.6 esto
implica que Cn,k = 0. Solo resta calcular Cn,n−1, pero esto es sencillo pues:

γn = 〈P n, P n〉µ = 〈P n, t
n〉µ = 〈P n, tP n−1〉µ = 〈tP n, P n−1〉µ.

En la igualdad final usamos que Cn−1,n = I. Desarrollando la parte izquierda del
producto interno de esta última igualdad:

〈P n+1 + Cn,nP n + Cn,n−1P n−1, P n−1〉µ = Cn,n−1γn−1,

donde lo último se da por la ortogonalidad y definición de γn−1. Así, obtenemos:
Cn,n−1 = γnγ

−1
n−1, concluyendo. �

1.2.3. POM Normalizados

Siguiendo con la misma dirección que en el caso escalar, "normalizaremos" nuestra
sucesión de polinomios previamente definida, en el sentido de que el producto interior
de sí mismo será la identidad. En efecto, llamamos a pn ∈ P como un polinomio
ortonormal por la derecha si su grado es a lo más n y:

〈f, pn〉µ = 0, ∀f ∈ P con degf < n, 〈pn, pn〉µ = I. (1.19)

Lema 1.9. Todo polinomio ortonormal posee la siguiente representación:

pn(t) = σn〈P n, P n〉−1/2
µ P n(t), (1.20)

donde σn ∈Ml(C) son matrices unitarias.

Demostración. Considere Kn el coeficiente de tn en pn(t), y a qn(t) = KnP n(t)−pn(t),
donde justamente P n(t) es el POM mónico definido en la sub-sección anterior. En-
tonces, claramente degqn < n, y por lo tanto del Lema 1.5 y de (1.19) tenemos que
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〈qn(t), qn(t)〉µ = 0, lo cual implica necesariamente que qn(t) ≡ 0. Y por ende:

〈pn, pn〉µ = Kn〈P n, P n〉µK∗n = I.

Así las Kn son invertibles, y justo por esto último obtenemos que 〈P n, P n〉µ =

K−1
n (K∗n)−1 =⇒ K∗nKn = 〈P n, P n〉−1

µ . Ahora probamos un resultado sobre esta
representación de una matriz positiva-definida (que lo es pues 〈P n, P n〉−1

µ existe por
el Lema 1.6). Es bien conocido el hecho de que toda matriz definida positiva tiene una
única raíz cuadrada que es definida positiva. Sea B la raíz cuadrada de 〈P n, P n〉−1

µ =

B2, por ende K∗nKn = B∗B = B2 pues B = B∗, por ser definida positiva. Así consi-
derando U = KnB

−1, tenemos que Kn = UB, así si probamos que U es unitaria, con-
cluimos. En efecto, note que U∗U = (B∗)−1K∗nKnB

−1 = (B∗)−1〈P n, P n〉−1
µ B−1 = I,

por ende tomando σn = U , tenemos la representación: Kn = σn〈P n, P n〉
−1/2
µ , y al ser

q(x) ≡ 0, concluimos que: pn(t) = σn〈P n, P n〉
−1/2
µ P n(t). �

Por el Teorema 1.7 tenemos que todo elemento f ∈ PTr tiene una representación
única de la forma:

f(t) =
∞∑
m=0

fmpm, fm = 〈f, pm〉µ, (1.21)

y que además, satisface la identidad de Parseval:

∞∑
m=0

Tr(fmf
∗
m) = ‖f‖2

Tr,

en donde claramente hay una cantidad finita de términos distintos de 0 en todo mo-
mento pues los f son polinomios.

1.2.4. Matrices de Jacobi por bloques

Veremos ahora, como en el caso escalar, la matriz de Jacobi por bloques generada
por nuestros polinomios ortonormales. Considere una sucesión de σn unitarias, defi-
nidas en el Lema 1.9, tales que σ0 = I y los polinomios ortonormales pn igualmente
tratados anteriormente. Como se probó, esta sucesión de polinomios es una base pa-
ra PTr. Ahora, considerando el homomorfismo derecho en P dado por f(t) → tf(t),
podemos representarlo como una matriz (J)i,j, con respecto a la base de nuestros
polinomios ortonormales, como:

Jn,m = 〈pn−1(t), xpm−1(t)〉µ.
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Note que la matriz está numerada de 1, 2, ... pero nuestros polinomios de 0, 1, 2, ..., es
por eso que la anterior definición sigue esa notación (pues el producto tiene n − 1 y
m− 1). Como en el caso escalar y por la ortogonalidad de los pn (Lema 1.7), tenemos
que Jn,m = 0 si y solo si |n−m| > 1. Así podemos definir:

Bn = Jn,n = 〈pn−1(t), tpn−1(t)〉µ,

y,
An = Jn,n+1 = J∗n+1,n = 〈pn−1(t), tpn(t)〉µ.

Así (J)i,j queda representado como:

J =


B1 A1 0 0 . . .

A∗1 B2 A2 0 . . .

0 A∗2 B3 A3 . . .
...

...
...

... . . .

 . (1.22)

Aplicando J a pn, obtenemos la relación de recurrencia:

tpn(t) = An+1pn+1(t) +Bn+1pn(t) + A∗npn−1(t). (1.23)

Donde lo anterior se da para toda n > 0 y podemos incluso definirlo para n = 0, si
tomamos p−1 = 0 y A0 = I. Esta fórmula de recursión es idéntica a la conseguida en
el Lema 1.8. Así igualando término a término, y usando el Teorema 1.9 obtenemos:

An = σn−1γ
−1/2
n−1 γ

1/2
n σ∗n, y Bn = σn−1γ

−1/2
n−1 (ζn−1 − ζn)γ

1/2
n−1σ

∗
n−1, (1.24)

y en particular, de aquí obtenemos que todas las An’s son invertibles. Como σn
es unitaria su determinante es 1, y la ecuación anterior implica que det(γ

1/2
n ) =

det(γ
1/2
n−1)|det(An)|, y por inducción:

det(〈P n, P n〉µ) = det(A1A2 . . . An)2.

Toda matriz tridiagonal por bloques de la forma (1.22) con las Bn hermíticas y las
An invertibles será llamada Matriz de Jacobi.
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1.2.5. Teorema de Favard

En esta subsección demostraremos uno de los teoremas fundamentales para el
estudio de lo que es nuestro tema, el teorema de Favard, el cual es una generalización,
como todo lo anterior, al caso escalar. Empezamos con una matriz de Jacobi con
coeficientes An, invertibles, y Bn hermíticas, para toda n. Si consideramos el espacio
de secuencias, que a su vez es un espacio de Hilbert, Hv = `2(Z+,Cl), (donde Z+ es
el conjunto de enteros positivos), con producto interior:

〈f, g〉Hv =
∞∑
n=1

〈fn, gn〉,

donde el producto interno del lado derecho es el clásico en Cl, y los fn y gn son
los vectores componentes de f y g. Por ende, dada esta definición, podemos definir
la siguiente base ortonormal en este espacio: {ek,j}k∈Z+,1≤j≤l, donde el vector ek,j es
aquel cuyos vectores componentes son todos el vector 0, salvo el k-ésimo componente,
en el cual es el vector canónico ej. Podemos definir, igualmente, como J , nuestra
matriz de Jacobi, actúa en Hv, simplemente realizamos la multiplicación “matricial”
de J a un vector de Hv, es decir:

(Jf)n = A∗nfn−1 +Bn+1fn + An+1fn+1, f ∈ Hv.

(en este caso tomamos f0 = 0) el cual claramente, por la simetría de Bn, es un
operador simétrico. Usando la invertibilidad de las An’s, e inducción en n, es fácil
probar que:

span{ek,j : 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ l} = span{Jk−1e1,j : 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ l}, (1.25)

para todo n, pues sólo basta con ver el vector n-ésimo componente de Jn−1e1,j, ya
que por inducción las componentes ≤ n − 1 sí producen el mismo generado, el cual
es: A∗1A∗2 · · ·A∗nvj. Pero al ser las An’s invertibles, tenemos que A∗1A∗2 · · ·A∗n igual lo
es, y por ende:

span{en,j : 1 ≤ j ≤ l} = span{Jn−1e1,j : 1 ≤ j ≤ l}.

En lo que sigue en adelante consideraremos solo operadores de bloques de Jacobi
acotados, es decir aquellos que cumplan:

sup
n≥1

Tr(AnA
∗
n +BnB

∗
n) <∞.
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Al igual que en el caso escalar, esto es equivalente a ver que nuestra medida µ tiene
soporte compacto. En efecto, esto básicamente se sigue del hecho de que al ser J
acotado, su espectro igual lo está, pero como en el caso escalar, el espectro de J se
puede identificar como los ceros de los polinomios matriciales (en este caso los ceros
del polinomio matricial son los ceros del polinomio definido por su determinante) y
nuestros ceros definen el soporte de la medida de ortogonalidad (para más información
ver [11]).
Ahora veamos una relación de equivalencia entre matrices de Jacobi. Diremos que
dos matrices J y J̃ están relacionadas, o mejor dicho son “equivalentes”, si y solo si
existe una sucesión de matrices unitarias; {uk}∞k=1 con u1 = I y J̃n,m = unJn,mu

∗
m,

para toda n,m ≥ 1. Así, usando el Lema 1.9, note que si tenemos dos secuencias
de polinomios matriciales ortonormales pn y p̃n respecto a la misma medida (pero
con posiblemente distinta normalización), usando σn para pn y σ̃n, tenemos que las
matrices son equivalentes pues:

J̃n,m = 〈p̃n−1, tp̃m−1〉µ = 〈unpn−1, tumpm−1〉µ = unJn,mu
∗
m,

con uk = σk−1σ̃
∗
k−1, y por ende obtenemos, de (1.24):

B̃n = unBnu
∗
n, Ãn = unAnu

∗
n+1. (1.26)

De esto podemos crear el siguiente mapeo entre todas las medidas Hermitianas posi-
tivas semi-definidas no triviales y con soporte compacto, y las clases de equivalencia
de las matrices de Jacobi por bloques y acotadas:

Φ : µ → {[J ] : J es una matriz de Jacobi, para una normalizacion deµ}. (1.27)

Ahora probaremos la existencia de matrices de Jacobi, con determinadas propiedades
que serán definidas a continuación, que son representantes de la clase de equivalencia
a la que pertenecen. Para esto considere a J una matriz de Jacobi con parámetros An
y Bn. Diremos que J es del:

tipo 1 si An es definida positiva para toda n.

tipo 2 si A1A2 · · ·An es definida positiva para toda n.

tipo 3 si An ∈ L, donde L es el conjunto de matrices triangulares inferiores con
elementos en la diagonal positivos.

Con base en estas definiciones probamos de forma concreta lo mencionado inicialmen-
te.
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Lema 1.10.

Cada clase de equivalencia de una matriz de Jacobi posee exactamente un ele-
mento del tipo 1, tipo 2 y tipo 3.

Sea J una matriz de Jacobi correspondiente a la secuencia {pn(t)} de polinomios
matriciales ortonormales. Entonces J es del tipo 2 si y solo si σn = I para toda
n.

Demostración. Usamos dos resultados sobre la descomposición matricial polar y
de la forma QR para matrices invertibles:

Sea M ∈Ml(C), invertible, entonces existe una matriz unitaria U tal que MU

es positiva definida.

Sea M ∈ Ml(C), invertible, entonces existe una matriz unitaria U tal que
MU ∈ L.

El primer hecho viene de la descomposición polar de M = PU∗, con P definida po-
sitiva y U∗ unitaria, así tomamos simplemente esta U , que es unitaria igualmente,
y así MU = P es definida positiva. Además como M es invertible la factorización
es única, pues note que

√
MM∗ =

√
PP ∗ = P , donde el radical simboliza la única

raíz cuadrada que una matriz definida positiva tiene. Por ende, P queda definida de
forma única y U = M−1P queda definido de forma única. Ahora para el segundo
hecho, como M es invertible, sus filas, m1,m2, . . . ,me forman una base para Ce. Por
lo tanto podemos aplicar el proceso de Gram-Schmidt, empezando en la última fila,
para obtener al conjunto ortonormal, pues es fácil normalizar, u1, u2, . . . , ue, estos
vectores definen una matriz Q, que claramente es unitaria, con sus columnas, y por
las ecuaciones obtenidas de Gram-Schmidt al multiplicar a M por Q∗ por la derecha,
obtenemos una matriz triangular inferior con los elementos de las diagonales repre-
sentando a las normas de nuestros vectores de las filas de M , y por ende positivas.
Regresando a la demostración, probamos primero que en nuestra clase de equivalencia
de J existe un único elemento del tipo 1. Para esto considere la secuencia de matrices
An, para la cual vamos a definir una sucesión de matrices unitarias u1 = I, u2, . . .

tales que u∗nAnun+1 > 0. Para esto definimos a u2 como la matriz del primer hecho
tal que A1u2 > 0, luego a u3 tal que u∗2A2u3 > 0, y así sucesivamente. Esto junto
con (1.26) prueba la equivalencia a una matriz de Jacobi de tipo 1. Nos resta ver la
unicidad. Pero esto es simple pues si An > 0 para toda n, y tomando la sucesión
de matrices unitarias previamente definida tenemos que u∗nAnun+1 > 0 pero A1 > 0

implica que como A1u2 > 0 tenemos que u2 = I, lo que a su vez implica que A2u3 > 0

pero A2 > 0 lo que implica que u3 = I, e inductivamente tenemos que cada un = I,
por ende la matriz de Jacobi sería única.
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Para el tipo 3 simplemente aplicamos los mismos pasos anteriores, pues solo basta
usar el segundo hecho del inicio en lugar del primero. Para el tipo 2 el razonamiento
es similar pues consideramos u2, que existe por el primer hecho, tal que A1u2 > 0,
para u3 lo tomamos tal que (A1u2)(u∗2A2u3) = A1A2u3 > 0, y definimos el resto de
forma inductiva. La unicidad se prueba igual, si A1 > 0 y A1u2 > 0, entonces u2 = I,
e inductivamente si A1A2 · · ·Anun+1 > 0, entonces como A1A2 · · ·An > 0 tenemos
que un+1 = I.
Para la segunda proposición del teorema recordamos la ecuación (1.24) que nos da
A1A2 · · ·An = γ

1/2
n σn, por ende si J fuera de tipo 2, como las matrices γn son definidas

positivas, por la unicidad del segundo hecho esto implicaría que σn = I para toda n.
Ahora si cada σn = I, entonces A1A2 · · ·An = γ

1/2
n > 0, concluyendo. �

Tenemos ya las herramientas para poder probar el Teorema de Favard, el cual bási-
camente es probar que la función definida en (1.27) es biyectiva. Probamos primero
la inyectividad en el siguiente resultado.

Teorema 1.11. El mapeo Φ, definido en (1.27) es inyectivo.

Demostración. Considere µ y µ̃ dos medidas semi-definidas positivas, no triviales
y con soporte compacto. Supongamos que inducen mediante Φ a la misma clase de
equivalencia de su matriz de Jacobi, es decir Φ(µ) = Φ(µ̃).
Considere las secuencias {pn} y {p̃n} de polinomios matriciales ortonormales corre-
pondientes a µ y µ̃, respectivamente. Suponga, sin pérdida de generalidad, que la
normalización es tal que tanto para pn como para p̃n hemos elegido a σn = σ̃n = I, es
decir por el lema anterior de tipo 2, (recordar que en el Lema 1.9 cualquier matriz uni-
taria σn cumple, entonces podemos elegirla de tal forma que sean la identidad). Como
por el Lema 1.9, las matrices de tipo 2 son únicas en su clase de equivalencia, y por
hipótesis Φ(µ) = Φ(µ̃), es decir están en la misma clase de equivalencia, esto implica
que las matrices de Jacobi deben coincidir, es decir 〈pn(t), tpm(t)〉µ = 〈p̃n(t), tp̃m(t)〉µ,
para toda m,n ≥ 0. Sabiendo esto y recordando que los polinomios ortonormales son
definidos por la relación de recurrencia (1.23), tenemos que forzosamente deben de
ser los mismos polinomios: pn = p̃n, para toda n ≥ 0.
Así, para toda n ≥ 0, por (1.21), podemos representar a xn como:

tn =
n∑
k=0

C
(n)
k pk(t) =

n∑
k=0

C̃
(n)
k p̃k(t) .

En donde claramente los coeficientes C(n)
k y C̃(n)

k están determinados en función de
los coeficientes de los polinomios pn y p̃n, respectivamente, y al ser estos iguales se
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obtiene que C(n)
k = C̃

(n)
k . Para los momentos de las medidas, simplemente sustituimos

la representación anterior en la integral dada:∫
R
tndµ(t) = 〈tn, I〉µ =

n∑
k=0

〈C(n)
k pk(t), I〉µ = C

(n)
0 〈I, I〉µ = C

(n)
0 ,

asumiendo que µ(R) = I. Por ende, este mismo cálculo es válido para µ̃, y así:∫
R
tndµ(t) =

∫
R
tndµ̃(t), n ≥ 0.

Por lo tanto, es válido lo siguiente:∫
R
f(t)dµ(t)g∗(t) =

∫
R
f(t)dµ̃(t)g∗(t),

para todo polinomio matricial f, g, implicando que las medidas coinciden, como que-
ríamos. �

Para terminar de probar la biyección nos resta probar la supreyectividad. Sin embar-
go, procederemos por probar esto de una forma indirecta. Construiremos un mapeo
inverso para Φ. Tomemos una matriz de Jacobi J . Usando una versión particular
del teorema espectral para operadores auto-adjuntos con multiplicidad finita, la cual
puede ser encontrada en [1, Sección 72], existe una medida matricial dµ con:

〈f(J)e1,k, e1,j〉Hv =

∫
f(t)dµj,k(t),

y una isometría:
R : Hv → L2(R, dµ;Cl).

Es decir de nuestro espacio Hv previamente definido, al espacio de funciones L2, con
dominio en los reales, bajo la medida dµ, que induce a la semi-norma | · |V , y con
valores vectoriales en Cl. Esta isometría satisface que (recordando que ej es la base
canónica de Cl):

[Re1,j](x) = ej, 1 ≤ j ≤ l, (1.28)

y, para cada g ∈ Hv, tenemos:

(RJg)(t) = t(Rg)(t). (1.29)

Si J y J̃ son equivalentes, entonces por las ecuaciones de (1.24), tenemos que J̃ =

UJU∗ para algún U =
⊕∞

n=1 un, con u1 = I, donde U es una matriz diagonal por
bloques con el j, k-ésimo bloque igual a δj,kuj, y las ui son unitarias siguiendo las
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ecuaciones de (1.24). Por ende:

〈f(J̃)e1,k, e1,j〉Hv = 〈Uf(J)U∗e1,k, e1,j〉Hv = 〈f(J)U∗e1,k, U
∗e1,j〉Hv = 〈f(J)e1,k, e1,j〉Hv ,

donde la primera igualdad se da del hecho de que J̃n = U∗JnU , pues claramente
UU∗ = I, al ser las ui unitarias y las funciones f polinomios. La segunda igualdad se
da de la identidad:

〈f, U∗g〉Hv =
∞∑
n=1

〈fn, U∗gn〉 =
∞∑
n=1

〈Ufn, gn〉 = 〈Uf, g〉Hv ,

y finalmente la tercera se da pues u1 = I. Por lo tanto las medidas en J y J̃ coinciden,
lo cual nos da el siguiente mapeo en las clases de equivalencia:

Ψ : {J̃ : J̃ es equivalente a J} → µ.

Teorema 1.12.

Todas las medidas en la imagen de Ψ son no-triviales.

Φ ◦Ψ = Id{J̃ : J̃ es equivalente a J}.

Ψ ◦ Φ = Id{µ :µ no trivial}.

Demostración. Empezamos con la primera proposición. Para probar que estas me-
didas son no-triviales hay que ver primero que la semi-norma definida en la Subsección
1.2, | · |V en V es de hecho una norma. Más aún, veremos que |p|V > 0 para todo po-
linomio p en V , y por el Lema 1.3 la medida sería no-trivial.
Sea p ∈ V un polinomio distinto de cero y con grado n. Retomando el resultado del
teorema espectral de (1.28) y (1.29), tenemos que:

[RJke1,j](t) = t[RJk−1e1,j](t) = · · · = tkvj, (1.30)

para todo k no negativo y 1 ≤ j ≤ l. Sin embargo, como R es una isometría, dado k
entre 0 y n, mediante una combinación lineal de elementos de la forma Jke1,j podemos
obtener, al aplicar R el coeficiente vectorial de p en su sumando tk, es decir, existen
f0, . . . , fn vectores en Hv, que son combinación lineal de elementos de la forma e1,j,
tales que si g =

∑n
k=0 J

kfk, se satisface que p(t) = [Rg](t). (Note que al ser los fi
generados por los elementos e1,j, las únicas componentes distintas de 0 que poseen se
encuentran en el primer vector en Hv).
Como R es una isometría, tenemos que |p|V = ‖g‖Hv , por ende, probar que |p|V > 0 es
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igual probar que ‖g‖Hv > 0. Procedemos por contradicción suponiendo que ‖g‖Hv = 0.
Recordando que det(Ak) 6= 0, y fijándonos en la n-ésima componente de g, que es
(Jnfn)n, por la tridiagonalidad de J , si g = 0 =⇒ (Jnfn)n = 0 =⇒ fn = 0, lo
cual es imposible pues al tener p grado n, y [RJnfn](t) = tnun 6= 0, donde un es el
coeficiente de p en tn, lo cual es una contradicción, concluyendo la no-trivialidad.
Para la segunda proposición del teorema, consideramos nuestra clase de equivalencia
de matrices de Jacobi J , y la medida obtenida, µ por la función Ψ. Tomando los
elementos Ren,k ∈ L2(R, dµ;Cl), note que por (1.25), en,k es generado por elementos
de la forma J i−1e1,j, con i entre 0 y k− 1 y aplicando (1.30) tenemos que Ren,k es un
polinomio de grado a lo más n − 1. Siguiendo la naturaleza de isometría de R, que
preserva el producto interior, obtenemos que:

〈Ren,k, Rem,j〉L2(R,dµ;Cl) = 〈en,k, em,j〉Hv = δm,nδk,j. (1.31)

Con base en esta información, construimos nuestros candidatos a polinomios matri-
ciales ortonormales qn(t), usando a Ren,1, Ren,2, . . . , Ren,l, (que son vectores), como
columnas de qn−1(t):

[qn−1(x)]j,k = [Ren,k(t)]j.

Tenemos que degqn ≤ n y que por (1.31) 〈qm, qn〉µ = δm,nI, lo cual afirma que nuestros
candidatos son de hecho polinomios ortonormales con respecto a dµ. Así:

Jn,m = [〈en,j, Jem,k〉Hv ]1≤j,k≤l

= [〈Ren,j, RJem,k〉L2(R,dµ;Cl)]1≤j,k≤l

= [〈Ren,j, xRem,k〉L2(R,dµ;Cl)]1≤j,k≤l

= [〈[qn−1(t)]·,j, t[qm−1(t)]·,k〉L2(R,dµ;Cl)]1≤j,k≤l

= 〈qn−1, tqm−1〉µ.

La primera igualdad viene del hecho de que los elementos ei,j son una base ortonor-
mal. La segunda de la propiedad isométrica de R. La tercera de la ecuación (1.29).
La cuarta de la definición de los polinomios qn, y finalmente la quinta viene de la
definición inicial de nuestro producto interior. De esto concluimos que Φ ◦ Ψ es la
identidad, pues pasamos de J a la medida definida por el teorema espectral y regre-
samos de nuevo a J .
La última proposición del teorema es inmediata de lo anterior y del hecho de que Φ

es inyectiva, como fue visto en el Teorema 1.10.
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1.3. Momentos canónicos en POM

1.3.1. Momentos canónicos de una medida matricial

Seguiremos ahora generalizando la teoría desarrollada en los polinomios ortogona-
les escalares, y obtener su forma equivalente en una secuencia de POM. Nos basaremos
principalmente en lo desarrollado en [10]. Veremos bajo qué condiciones dada una se-
cuencia finita de matrices cuadradas, S0, S1, . . . , Sn de tamaño l×l, existe una medida
matricial µ[a,b], cuyo soporte se encuentra contenido en el intervalo [a, b], con a < b,
para la cual su k-ésimo momento matricial queda definido por:

Sk =

∫
[a,b]

tkdµ[a,b](t) = 〈tkI, I〉µ[a,b] . (1.32)

Después definiremos los momentos canónicos, como en el caso escalar, para esta me-
dida matricial µ[a,b], y su relación con los POM correspondientes a la medida µ[a,b].

Sea M [a,b]
n+1 el (n+ 1)-ésimo espacio de momentos definido como el conjunto:

M
[a,b]
n+1 = {(S0, S1, . . . , Sn) |µ[a,b] medida matricial}, (1.33)

es decir el conjunto de vectores matriciales de los primeros n+1 momentos matriciales
definidos en la ecuación (1.32). Note que este conjunto puede ser visto como un espacio
euclideano lineal de dimensión (n + 1)l(l + 1), o de dimensión (n + 1)l(l + 1)/2, en
el caso real, por la simetría de las matrices Sk. Los “ hiperplanos ” de este espacio
quedarán definidos de la forma:

n∑
i=0

Tr(AiSi) = c,

donde c ∈ R, y las matrices A0, A1, . . . , An son hermíticas de tamaño l×l. Buscaremos
encontrar una forma equivalente de expresar el conjunto M [a,b]

n+1. Para esto considere
el conjunto:

C
[a,b]
n+1 = {(vv∗, tvv∗, . . . , tnvv∗) | a ≤ t ≤ b, v ∈ Cl},

y definimos como C (C
[a,b]
n+1) al cono convexo generado por C [a,b]

n+1, es decir la entrada
k-ésima de un elemento de C (C

[a,b]
n+1) puede ser visto de la forma:∑

i

∑
j

tki di,jvi,jv
∗
i,j, (1.34)
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donde los números di,j son reales positivos y vi,j ∈ Cl. Note que existe cierta re-
dundancia pues es posible normalizar los vectores vi,j para que tengan norma 1, o
equivalentemente, prescindir de los escalares di,j. Probamos a continuación la equiva-
lencia, previamente mencionada, entre M [a,b]

n+1 y C (C
[a,b]
n+1).

Lema 1.13. Los conjuntos M [a,b]
n+1, definido en la ecuación (1.33) y C (C

[a,b]
n+1) son igua-

les.

Demostración. Considerando una medida matricial, definida en la primera sección de
este capítulo, µ[a,b], tal que µ[a,b]({s}) = vv∗, con v ∈ Cl y a ≤ s ≤ b, y µ[a,b](C) = 0

para todo C ⊂ [a, b] medible. Tenemos que:

Sk =

∫
[a,b]

tkdµ[a,b](t) = skvv∗ ∀k ∈ N0.

Por lo tanto C [a,b]
n+1 ⊂ M

[a,b]
n+1, y por la linealidad en las medidas matriciales obtene-

mos que C (C
[a,b]
n+1) ⊂M

[a,b]
n+1. Probamos ahora la contención inversa, demostrando que

todos los elementos de M [a,b]
n+1 son puntos límite de elementos en C (C

[a,b]
n+1). Esto pues

el cono convexo es un conjunto cerrado en nuestro espacio en cuestión. Supongamos,
por ahora, que nuestra medida matricial µ[a,b] está formada, entrada a entrada, por
densidades diferenciables con respecto a la medida de Lebesgue, es decir, existe una
función matricial y diferenciable, f , entrada a entrada, respecto a la medida de Le-
besgue, con dominio en el intervalo [a, b]. Por lo tanto, las integrales pueden ser vistas
como integrales de Riemann, y por ende podemos aproximar la integral

∫
tkf(t)dt, el

k-ésimo momento de µ[a,b], por una suma de la forma:∑
i

cit
k
i f(ti), (1.35)

donde el número ci > 0 y f(ti) ∈ Ml(C) es una matriz definida positiva. En este
caso, por la propiedad de f(ti) de ser definida positiva, esta puede ser escrita como:

f(ti) =
∑
j

di,jvi,jv
∗
i,j. (1.36)

Esta representación se sigue de escribir a f(ti) = Q∗DQ con D diagonal, y Q unitaria,
por el Teorema Espectral. Al ser D diagonal, podemos escribirla como la siguiente
suma: D =

∑
j λjeje

∗
j , donde ej es el j-ésimo vector canónico de Cl y los valores λj

son los auto-valores de f(ti), que sabemos que son reales por el Teorema Espectral
y positivos pues f(ti) es definida positiva. Así f(ti) =

∑
j λjQej(Qej)

∗, simplemente
tomamos Qej = vi,j y λj = di,j y obtenemos (1.36). Sustituyendo (1.36) en (1.35)
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obtenemos una aproximación de la forma (1.34), por lo que, para este caso el resul-
tado se concluye. Para el caso general en donde µ[a,b] no está compuesta de medidas
diferenciables respecto la medida de Lebesgue, simplemente usamos el resultado fa-
moso sobre el problema de los momentos truncados para un intervalo finito, ver [20,
págs. 62-63], y concluimos que los momentos de cada entrada de la medida matricial
µ[a,b] pueden ser aproximados por una medida diferenciable como las tratadas ante-
riormente. �

Continuamos ahora con el siguiente corolario.
Corolario 1.14. Sean A0, A1, . . . , An matrices hermíticas de tamaño l× l. Entonces
se satisfacen las propiedades:

1.

n∑
k=0

tkAk ≥ 0, ∀ t ∈ [a, b]

⇐⇒
n∑
k=0

Tr(AkSk) ≥ 0, ∀S = (S0, . . . , Sn) ∈M [a,b]
n+1.

2. Cada punto S = (S0, . . . , Sn) en M
[a,b]
n+1 tiene una representación finita de la

forma:

Sk =

q∑
i=1

diaia
∗
i t
k
i , di ∈ R+, ai ∈ Cl, y k = 0, . . . , n,

donde q ≤ (n+ 1)l(l + 1) o en el caso real q ≤ (n+ 1)l(l + 1)/2.

3. Considere la función f : [a, b]× Cl →Ml(C)n definida de la forma:

f(t, v) = (vv∗, tvv∗, . . . , tnvv∗) ∀(t, v), con t ∈ [a, b] y v ∈ Cl. (1.37)

Entonces si S = (S0, . . . , Sn) está en el interior de M [a,b]
n+1, S es una combinación

convexa, entre f(t, v) y un punto en la frontera de M [a,b]
n+1, donde esto pasa para

todo (t, v) ∈ [a, b]× Cl.
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Demostración. Empezamos con la primera proposición. Note que:

n∑
k=0

tkAk ≥ 0, ∀ t ∈ [a, b],

⇐⇒
n∑
k=0

tkv∗Akv ≥ 0, ∀ t ∈ [a, b] y ∀v ∈ Cl,

⇐⇒
n∑
k=0

Tr(Akt
kvv∗) ≥ 0, ∀ t ∈ [a, b] y ∀v ∈ Cl,

⇐⇒
n∑
k=0

Tr(AkSk) ≥ 0, ∀S = (S0, . . . , Sn) ∈M [a,b]
n+1,

en donde la segunda equivalencia es resultado de la propiedad matricial Tr(BC) =

Tr(CB) para cualesquiera matrices B,C. La tercera equivalencia es resultado del Le-
ma 1.13.
La segunda proposición se obtiene de aplicar el Teorema de Carathéodory sobre las
envolventes convexas, y del hecho que nuestro espacio posee una dimensión de tamaño
(n+ 1)l(l + 1) ó (n+ 1)l(l + 1)/2 cuando estamos en el caso real.
Finalmente la tercera proposición se sigue de extender la semi recta entre f(t, v) y S, y
considerar su punto de intersección con la frontera deM [a,b]

n+1, que al S pertenecer al in-
terior deM [a,b]

n+1 este punto de intersección es distinto de S, por ende S puede ser escrito
como una combinación lineal entre f(t, v) y el punto correspondiente en la frontera. �

Lema 1.15. Sea S = (S0, . . . , Sn), un vector matricial. Entonces:

1. S ∈M [a,b]
n+1 si y solo si:

n∑
k=0

tkAk ≥ 0, ∀t ∈ [a, b] =⇒
n∑
k=0

Tr(AkSk) ≥ 0. (1.38)

2. S ∈ int(M [a,b]
n+1) si y solo si:

P (t) =
n∑
k=0

tkAk ≥ 0, ∀t ∈ [a, b] y P (t) 6= 0 ∀ t ∈ [a, b],

=⇒
n∑
k=0

Tr(AkSk) > 0. (1.39)

Demostración. Note que por la primera parte del Corolario 1.14, si se cumple que
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S ∈ M
[a,b]
n+1, entonces se sigue la primera implicación de la ecuación (1.38). Ahora,

nos enfocamos en la segunda parte de la equivalencia. Por contradicción asumimos
que C 6∈ M

[a,b]
n+1 implica la proposición contrapuesta de (1.38). Explícitamente C =

(C0, C1, . . . , Cn). Veamos más a detalle cuál es el valor de Tr(AkCk), para una k dada:

Tr(AkCk) =
l∑

i=1

aki,ic
k
i,i +

∑
1≤i<j≤l

[
aki,jc

k
i,j + aki,jc

k
i,j

]
,

donde los valores aki,j, cki,j representan las (i, j)-ésimas entradas de las matrices Ak
y Ck, respectivamente. Note que por la misma simetría de Ak y Ck las entradas
diagonales aki,i y cki,i, de ambas son números reales. Ahora asumiendo primero que el
resto de las entradas son complejas, escribimos a aki,j = xki,j + iyki,j y cki,j = pki,j + iqki,j,
con xki,j, yki,j, pki,j, qki,j ∈ R. Por ende, la última ecuación se puede reescribir como:

Tr(AkCk) =
l∑

i=1

aki,ic
k
i,i +

∑
1≤i<j≤l

[
2Re(aki,jc

k
i,j)
]

=
l∑

i=1

aki,ic
k
i,i +

∑
1≤i<j≤l

[
2(pki,jx

k
i,j + qki,jy

k
i,j)
]

=
l∑

i=1

aki,ic
k
i,i + 2

∑
1≤i<j≤l

(pki,jx
k
i,j + qki,jy

k
i,j).

Lo anterior es válido para toda k por lo que podemos sustituir en la suma de estas
trazas y obtener:

n∑
k=0

Tr(AkCk) =
n∑
k=0

[
l∑

i=1

aki,ic
k
i,i + 2

∑
1≤i<j≤l

(pki,jx
k
i,j + qki,jy

k
i,j)

]
. (1.40)

Note que todo hiperplano en nuestro espacio tiene una ecuación de la forma:

n∑
k=1

Tr(AkXk) = r, (1.41)

por nuestra representación en (1.40), donde los valores fijos de las entradas de Ak
representan a las componentes del vector normal del hiperplano correspondiente, y
las matrices Xk son las variables del hiperplano. Por lo tanto, como M

[a,b]
n+1 es un

conjunto convexo y cerrado (ver Lema 1.13), y claramente el punto C simboliza un
conjunto compacto en nuestro espacio de dimensión (n + 1)l(l + 1), entonces pode-
mos aplicar el Teorema de Separación del Hiperplano [4, Sección 2.5], y encontrar un
hiperplano que separe ambos conjuntos. Es decir, podemos afirmar que existen matri-
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ces A1, A2, . . . , An hermíticas, tales que (1.41) se satisface, y separa ambas conjuntos.
Además como C0 es invertible, podemos considerar A0 tal que Tr(A0C0) = −r, y por
ende reescribir (1.41) tal que:

n∑
k=0

Tr(AkXk) = 0.

Por ende, al separar ambos conjuntos se debe cumplir que

n∑
k=0

Tr(AkCk) < 0,

y que
n∑
k=0

Tr(AkSk) ≥ 0,

para todo S = (S0, . . . , Sn) ∈ M [a,b]
n+1. Sin embargo por el Corolario 1.14, la ecuación

anterior es equivalente a que el polinomio:

P (t) =
n∑
k=0

Akt
k ≥ 0, ∀t ∈ [a, b],

y esto es justamente la contradicción a (1.38) que se buscaba.
Para la segunda afirmación, supongamos primero que S = (S0, . . . , Sn) está en el
interior de M [a,b]

n+1, y que justamente el polinomio P (t) no es idénticamente la matriz 0
para todo t. Por lo tanto existe un vector v ∈ Cl tal que v∗P (t)v > 0. Así, considerando
la representación de S provista en el Corolario 1.14:

S = αf(t, v) + (1− α)V, 0 < α ≤ 1,

donde V = (V0, . . . , Vn) es un punto en la frontera de M [a,b]
n+1, se tiene que

n∑
k=0

Tr(AkSk) =
n∑
k=0

Tr(Ak(αt
kvv∗ + (1− α)Vk))

= α

n∑
k=0

Tr(Akt
kvv∗) + (1− α)

n∑
k=0

Tr(AkVk)

> α

n∑
k=0

tkv∗Akv > v∗P (t)v > 0,

en donde nuevamente usamos que Tr(BC) = Tr(CB), y que α > 0. Ahora para la
implicación de conversa, suponemos que S no se encuentra en el interior de M [a,b]

n+1. En
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este caso procedemos exactamente igual a la primera afirmación. Si S no se encuentra
en M [a,b]

n+1 podemos encontrar matrices hermíticas A0, . . . , An tales que:

n∑
k=0

Tr(AkSk) < 0, y
n∑
k=0

Akt
k ≥ 0.

Ahora si S se encuentra en la frontera deM [a,b]
n+1, entonces existen nuevamente matrices

hermíticas A0, . . . , An tales que:

n∑
k=0

Tr(AkSk) = 0, y
n∑
k=0

Akt
k ≥ 0,

concluyendo el caso complejo. El caso real es exactamente igual, simplemente que
los coeficientes de las partes imaginarias correspondientes se anulan, lo que nos otor-
ga el mismo procedimiento pero ahora en un espacio de dimensión (n+1)l(l+1)/2. �

Enfocamos ahora nuestra atención en poder otorgar una representación, que nos será
útil después, para los polinomios matriciales Pn, que satisfacen:

Pn(t) =
n∑
k=0

tkAk ≥ 0 ∀t ∈ [a, b]. (1.42)

Para ello enunciamos el siguiente teorema, cuya prueba se omitirá, pero se invita al
lector a consultarla en [10, Teorema 2.5].

Teorema 1.16. Asuma que el polinomio matricial Pn(t) es definido nonegativo en
el intervalo [a, b]. Si n = 2m, entonces existen polinomios matriciales Bm(t) =∑m

i=0 t
iBi, Cm−1(t) =

∑m−1
i=0 tiCi tales que:

P2m(t) = Bm(t)B∗m(t) + (t− a)(b− t)Cm−1(t)C∗m−1(t). (1.43)

Análogamente si n = 2m + 1, entonces existen polinomios matriciales Bm(t) =∑m
i=0 t

iBi, Cm(t) =
∑m

i=0 t
iCi tales que:

P2m+1(t) = (t− a)Bm(t)B∗m(t) + (b− t)Cm(t)C∗m(t). (1.44)

En [10] se trabaja con el caso a = 0 y b = 1. Para poder obtener el resultado anterior
simplemente basta con elegir un simple cambio de variable lineal y obtener el teorema.
Teniendo esto, probamos una equivalencia útil sobre cuando un punto se encuentra en
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M
[a,b]
n+1 o en su interior. Para esto definimos antes a las siguientes matrices de “Hankel”:

H
[a,b]
2m =

S0 . . . Sm
... . . . ...
Sm . . . S2m

 , (1.45)

H
[a,b]

2m =

 −abS0 + (a+ b)S1 − S2 . . . −abSm−1 + (a+ b)Sm − Sm+1

... . . . ...
−abSm−1 + (a+ b)Sm − Sm+1 . . . −abS2m−2 + (a+ b)S2m−1 − S2m

 ,

(1.46)

para los pares y para los impares:

H
[a,b]
2m+1 =

 −aS0 + S1 . . . −aSm + Sm+1

... . . . ...
−aSm + Sm+1 . . . −aS2m + S2m+1

 , (1.47)

H
[a,b]

2m+1 =

 bS0 − S1 . . . bSm − Sm+1

... . . . ...
bSm − Sm+1 . . . bS2m − S2m+1

 . (1.48)

Teorema 1.17. Sea S = (S0, . . . , Sn), entonces:

1. S está en el espacio de momentos M [a,b]
n+1 si y solo si H [a,b]

n y H [a,b]

n son matrices
semi-definidas positivas.

2. S está en el interior del espacio de momentos M [a,b]
n+1 si y solo si H [a,b]

n y H [a,b]

n

son matrices definidas positivas.

Demostración. Consideramos primero el caso par pues el caso impar es totalmente
análogo a este. Entonces sin pérdida de generalidad podemos suponer que n = 2m.
Supongamos primero que S ∈M [a,b]

n+1, y considere el siguiente polinomio:

F2m(t) =

(
m∑
k=0

tkvk

)(
m∑
k=0

tkvk

)∗
≥ 0, (1.49)

donde los términos vk son vectores en Cl. Por ende el anterior polinomio matricial es
definido nonegativo siempre pues es un producto de la forma yy∗ con y =

∑m
k=0 t

kvk.
Por lo tanto podemos aplicar el Lema 1.14 y obtener que:

2m∑
k=0

Tr

([∑
i+j=k

(viv
∗
j + vjv

∗
i )

]
Sk

)
≥ 0.



CAPÍTULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES 31

Ahora veamos que la anterior suma puede reescribirse como:

2m∑
k=0

Tr

([∑
i+j=k

(viv
∗
j + vjv

∗
i )

]
Sk

)
=

2m∑
k=0

Tr

([∑
i+j=k

(viv
∗
jSk + vjv

∗
i Sk)

])

=
2m∑
k=0

∑
i+j=k

(v∗jSkvi + v∗i Skvj)

= v∗H
[a,b]
2m v ≥ 0,

donde la desigualdad final es por (1.45), y v∗ = (v∗0, . . . , v
∗
m) es un vector en Cl(m+1)

compuesto por los vectores vi. Esto último claramente implica que H [a,b]
2m es definido

nonegativo pues el vector v es arbitrario. Para comprobar que H [a,b]

2m es nonegativa
definida procedemos de una forma similar pero ahora consideramos al polinomio:

G2m(t) = (t− a)(b− t)F2m−2(t) ≥ 0,

que claramente es definido nonegativo, pues t ∈ [a, b]. Llamando Gk, k = 0, . . . , 2m a
los coeficientes matriciales de G2m(t) y aplicando nuevamente el Lema 1.15, se tiene
que

2m∑
k=0

Tr(GkSk) =
2m−2∑
k=0

Tr

[
(−abSk + (a+ b)Sk+1 − Sk+2)

∑
i+j=k

(viv
∗
j + vjv

∗
i )

]
≥ 0.

Aplicando nuevamente la identidad Tr(BC) = Tr(CB), y recordando la definición de
uk, obtenemos que la suma anterior se expresa como:

2m−2∑
k=0

Tr

[
(−abSk + (a+ b)Sk+1 − Sk+2)

∑
i+j=k

(viv
∗
j + vjv

∗
i )

]

=
2m−2∑
k=0

∑
i+j=k

[v∗j (−abSk + (a+ b)Sk+1 − Sk+2)vi

+ v∗i (−abSk + (a+ b)Sk+1 − Sk+2)vj]

= v∗H
[a,b]

2m v ≥ 0.

Nuevamente como los vectores vi fueron arbitrarios esto prueba que H [a,b]

2m es definida
nonegativa.
Ahora probamos la segunda implicación de nuestra equivalencia, es decir si H [a,b]

2m y
H

[a,b]

2m son semi-definidas positivas, entonces tenemos que ver que S está en M
[a,b]
n+1.

Para esto consideramos el polinomio P2m(t) definido en (1.42), suponemos que es
semi-definido positivo en el intervalo [a, b] y usando el Teorema 1.16 sabemos que
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tiene la representación de la forma (1.43). Ahora note que si llamamos Bk
m al k-

ésimo coeficiente matricial del polinomio Bm(t)B∗m(t), y de igual forma observe que
Bk
m =

∑
i+j=k BiB

∗
j +BjB

∗
i , entonces:

2m∑
k=0

Tr(Bk
mSk) =

2m∑
k=0

Tr

([∑
i+j=k

(BiB
∗
j +BjB

∗
i )

]
Sk

)

=
2m∑
k=0

Tr

(∑
i+j=k

(B∗i SkBj +B∗jSkBi)

)
= B∗H

[a,b]
2m B ≥ 0.

En donde B∗ = (B∗0 , B
∗
1 , . . . , B

∗
m), y la última igualdad se da pues H [a,b]

2m es semi-
definida positiva. Análogamente al anterior procedimiento, pero con el polinomio
(b− t)(t− a)Cm−1(t)C∗m−1(t), si Ck

m−1 es el k-ésimo coeficiente matricial, obtenemos:

2m∑
k=0

Tr(Ck
mSk) =

2m−2∑
k=0

Tr

([∑
i+j=k

(CiC
∗
j + CjC

∗
i )

]
(−abSk + (a+ b)Sk+1 − Sk+2)

)

=
2m−2∑
k=0

Tr

(∑
i+j=k

[C∗i (−abSk + (a+ b)Sk+1 − Sk+2)Cj

+ C∗j (−abSk + (a+ b)Sk+1 − Sk+2)Ci]

)
= C∗H

[a,b]

2m C ≥ 0,

donde C∗ = (C∗0 , C
∗
1 , . . . , C

∗
m), y nuevamente lo último es debido a queH [a,b]

2m es definida
nonegativa. Esto prueba la equivalencia de la primera proposición del Teorema, para
el caso par. El caso impar es análogo y se da al considerar los polinomios:

H2m+1(t) = (t− a)F2m(t), y K2m+1(t) = (b− t)F2m(t).

para la primera implicación. El regreso, para este caso, es igualmente análogo usando,
nuevamente, el Teorema 1.16, como se usó para el caso par.

La segunda equivalencia del Teorema es resultado de aplicar la segunda equivalencia
en lugar de la primera del Lema 1.15, en las ecuaciones correspondientes al caso par
y proseguir de forma análoga con el impar, en donde simplemente se cambia la none-
gatividad por positividad estricta. �

Estamos ya en posición de poder definir formalmente los momentos canónicos pa-
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ra nuestra medida matricial en [a, b]. Para este fin, necesitamos definir los siguientes
vectores matriciales:

hT2m = (−aSm + Sm+1, . . . ,−aS2m−1 + S2m), (1.50)

hT2m−1 = (Sm, . . . , S2m−1), (1.51)

h
T

2m = (bSm − Sm+1, . . . , bS2m−1 − S2m), (1.52)

h
T

2m−1 = (−abSm−1 + (a+ b)Sm − Sm+1, . . . ,−abS2m−3 + (a+ b)S2m−2 − S2m−1),

(1.53)

que dan lugar a las cotas inferiores y superiores del n-ésimo momento denotadas como
S−n y S+

n , respectivamente. Así para m ≥ 1, definimos:

S−2m = hT2m−1 (H
[a,b]
2m−2)−1 h2m−1, (1.54)

S−2m+1 = hT2m (H
[a,b]
2m−1)−1 h2m + aS2m, (1.55)

S+
2m = −abS2m−2 + (a+ b)S2m−1 − h

T

2m−1(H
[a,b]

2m−2)−1h2m−1, (1.56)

S+
2m+1 = bS2m − h

T

2m(H
[a,b]

2m−1)−1h2m, (1.57)

y donde definimos como S−1 = aS0, S+
1 = bS0 y S+

2 = −abS0 + (a + b)S1. Note que
S−n y S+

n dependen únicamente de (S0, . . . , Sn−1). Antes de continuar note que, para
toda n:

H [a,b]
n =

(
H

[a,b]
n−2 hn−1

hTn−1 ∗

)
y H

[a,b]

n =

(
H

[a,b]

n−2 hn−1

h
T

n−1 ∗

)
,

donde la matriz en ∗ varía dependiendo de n. Por ende usando el resultado de que
una matriz es semi-definida positiva si y solo si el complemento de Schur y su sub-
bloque principal, que en este caso esta determinado por ∗, lo son, por las definiciones
anteriores y por (1.55), tenemos que el vector (S0, . . . , Sn−1) está en M [a,b]

n+1 si y solo si
S−n < S+

n . Es más, para todo (S0, . . . , Sn−1) ∈M [a,b]
n+1 se tiene que:

S−n ≤ Sn ≤ S+
n .

Definición. Si (S0, . . . , Sn−1) ∈ intM
[a,b]
n+1, entonces, definimos como el k-ésimo mo-

mento cánonico a la matriz:

U
[a,b]
k = (D

[a,b]
k )−1(Sk − S−k ), 1 ≤ k ≤ n. (1.58)

donde
D

[a,b]
k = S+

k − S
−
k . (1.59)

Estas definiciones son las análogas al caso escalar [9, Sección 1.3]. De igual forma
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usaremos las matrices:

V
[a,b]
k = I− U [a,b]

k = (D
[a,b]
k )−1(S+

k − Sk), 1 ≤ k ≤ n. (1.60)

Los primeros momentos canónicos son fáciles de calcular. Tenemos que S+
1 = bS0,

S−1 = aS0, y por ende D[a,b]
1 = (b − a)S0 y así U [a,b]

1 = 1
(b−a)

(S−1
0 S1 − aI) y V [a,b]

1 =
1

(b−a)
(bI−S−1

0 S1). Similarmente, y por las anteriores definiciones de las cotas, tenemos
que S+

2 = −abS0 + (a+ b)S1 y S−2 = S1S
−1
0 S1. Con lo que obtenemos:

D
[a,b]
2 = −abS0 + (a+ b)S1 − S1S

−1
0 S1 = S0(S−1

0 S1 − aI)(bI− S−1
0 S1)

= (b− a)2S0U
[a,b]
1 V

[a,b]
1 , (1.61)

y así:

U
[a,b]
2 =

1

(b− a)2
(U

[a,b]
1 V

[a,b]
1 )−1S−1

0 (S2 − S1S
−1
0 S1). (1.62)

Nuestro siguiente resultado es sobre la generalización, del caso escalar, sobre la
propiedad de invarianza de los momentos canónicos respecto la transformación lineal
de una medida. El caso escalar es tratado en [9, Sección 1.3], sin embargo, cuando en
[10, págs. 177-178] se definen los momentos canónicos matriciales se omitió la prueba
de la propiedad de invarianza, que ocurre en el caso escalar. De hecho, simplemente
se menciona en [8, pág. 135] sin dar algún detalle de la prueba, la cual se mostrará en
las siguientes páginas de este texto. Para este fin, consideramos la medida µ(x) con
soporte en el intervalo [0, 1], y consideramos la transformación lineal y = (b−a)x+a,
que mapea x ∈ [0, 1] en y ∈ [a, b], y por ende manda a la medida µ(x) en la medida
µ[a,b](y). Con base en esto, podemos encontrar una relación de recurrencia directa
entre los momentos de ambas medidas. Para esto, note que los momentos de µ[a,b]

son:
Tk =

∫
[a,b]

ykdµ[a,b](y), k = 1, 2, . . . (1.63)

Realizando la sustitución y = (b− a)x+ a tenemos:

Tk =

∫
[a,b]

ykdµ[a,b](y) =

∫
[0,1]

((b− a)x+ a)kdµ(x)

=

∫
[0,1]

k∑
j=0

(
k

j

)
(b− a)jak−jxjdµ(x)

=
k∑
j=0

(
k

j

)
(b− a)jak−jSj, (1.64)

donde Sj es el j-ésimo momento de µ. Análogamente, pero utilizando ahora el cambio



CAPÍTULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES 35

de variable y−a
b−a , obtenemos las relaciones:

Sk =
1

(b− a)k

k∑
j=0

(
k

j

)
(−a)k−jTj. (1.65)

Con base en esto definimos a la siguiente matriz por bloques de tamaño l × l:

Qn,[a,b] =


I 0 . . . 0

aI (b− a)I . . . 0
...

... . . . ...
anI

(
n
1

)
an−1(b− a)I . . . (b− a)nI

 , (1.66)

donde, explícitamente y siguiendo una numeración de columnas y filas empezando
por el 0, la i, j-ésima entrada es:

(Qn,[a,b])i,j =

(
i

j

)
(b− a)jai−jI.

Esta matriz genera la recurrencia de (1.64). En efecto, si definimos a los vectores
matriciales: ST = (S0, S1, . . . , Sn) y T T = (T0, T1, . . . , Tn), entonces tenemos que
Qn,[a,b]S = T . Igualmente si definimos al vector matricial V T

n (x) = (I, xI, . . . , xnI),
tenemos que:

Qn,[a,b]Vn(x) = Vn((b− a)x+ a) = Vn(y), (1.67)

y que: ∫
[a,b]

Vn(y)V T
n (y)dµ[a,b](y) = H

[a,b]
2n , (1.68)

pues

Vn(y)V T
n (y) =

 1 . . . yn

... . . . ...
yn . . . y2n

 ,

y al integrar, entrada a entrada, obtenemos (1.68). Por ende, usando (1.67) en (1.68),
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tenemos la relación:

H
[a,b]
2n =

∫
[a,b]

Vn(y)V T
n (y)dµ[a,b](y)

=

∫
[0,1]

Qn,[a,b]Vn(x)V T
n (x)QT

n,[a,b]dµ(x)

= Qn,[a,b]

(∫
[0,1]

Vn(x)V T
n (x)dµ(x)

)
QT
n,[a,b]

= Qn,[a,b]H
[0,1]
2n QT

n,[a,b]. (1.69)

Análogamente si integramos Vn(y)V T
n (y) respecto las medidas (y−a)(b− y)dµ[a,b](y),

(y − a)dµ[a,b](y) y (b− y)dµ[a,b](y), obtenemos que:

H
[a,b]

2n =

∫
[a,b]

Vn−1(y)V T
n−1(y)(y − a)(b− y)dµ[a,b](y), (1.70)

H
[a,b]
2n+1 =

∫
[a,b]

Vn(y)V T
n (y)(y − a)dµ[a,b](y), (1.71)

H
[a,b]

2n+1 =

∫
[a,b]

Vn(y)V T
n (y)(b− y)dµ[a,b](y). (1.72)

Si realizamos el cambio de variable y = (b − a)x + a, obtenemos que (y − a)(b −
y)dµ[a,b](y) = (b − a)2x(1 − x)dµ(x), (y − a)dµ[a,b](y) = (b − a)xdµ(x) y, finalmente,
(b− y)dµ[a,b](y) = (b− a)(1− x)dµ(x). Así, replicando lo ocurrido en (1.69) tenemos:

H
[a,b]

2n = (b− a)2Qn−1,[a,b]H
[0,1]

2n QT
n−1,[a,b], (1.73)

H
[a,b]
2n+1 = (b− a)Qn,[a,b]H

[0,1]
2n+1Q

T
n,[a,b], (1.74)

H
[a,b]

2n+1 = (b− a)Qn,[a,b]H
[0,1]

2n+1Q
T
n,[a,b]. (1.75)

Antes de continuar, note que la matriz inversa de Qn,[a,b] está dada por:

Q−1
n,[a,b] =


I 0 . . . 0
−a
b−aI

1
b−aI . . . 0

...
... . . . ...

(−a)n

(b−a)n
I

(n
1)(−a)n−1

(b−a)n
I . . . 1

(b−a)n
I

 . (1.76)

Donde la i, j-ésima entrada, nuevamente empezando a enumerar las filas y columnas
desde 0, está dada por:

(Q−1
n,[a,b])i,j =

1

(b− a)n

(
i

j

)
(−a)k−jI. (1.77)
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Para obtener (1.76), primero, al ser Qn,[a,b] triangular inferior, su inverso igual lo es, e
inductivamente podemos calcular la última fila de forma sencilla. Note, de hecho, que
la matriz inversa es debido a (1.65), así como (1.66) se debe a (1.64), pues la recursión
de (1.65) es la recursión inversa de (1.64), es decir, se satisface que Q−1

n,[a,b]T = S.
Teniendo esto enunciamos el siguiente Lema que nos será de utilidad a continuación.

Lema 1.18. Considere los vectores matriciales T T[m,k] = (Tm, Tm+1, . . . , Tk), conm < k

y en N, y ST[p,l] = (Sp, Sp+1, . . . , Sl), nuevamente con p < l, naturales. Entonces se
satisface:

Q−1
(k−m),[a,b]T[m,k] =

m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jS[j,k−m+j].

Demostración. Consideremos la i-ésima fila del vector Q−1
(k−m),[a,b]T[m,k], y reescribimos

los momentos en su forma integral:

1

(b− a)i

i∑
j=0

(
i

j

)
(−a)i−jTj+m =

1

(b− a)i

∫
[a,b]

i∑
j=0

(
i

j

)
(−a)i−jyj+mdµ[a,b](y)

=

∫
[a,b]

ym
(
y − a
b− a

)i
dµ[a,b](y)

=

∫
[0,1]

((b− a)x) + a)mxidµ(x)

=

∫
[0,1]

m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jxi+jdµ(x)

=
m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jSi+j.

Como i fue arbitrario, esto ocurre para todos los componentes de Q−1
(k−m),[a,b]T[m,k], así

fijando j y variando i, tenemos la ecuación deseada. �

Estamos ya en condiciones de probar la invarianza de los momentos canónicos, res-
pecto a la transformación lineal y = (b − a)x + a. Para ello probamos el siguiente
Teorema que es equivalente.

Teorema 1.19. Sea µ una medida matricial suyo soporte se encuentra en [0, 1],
y considere la transformación lineal y = (b − a)x + a, que manda a x ∈ [0, 1] a
y ∈ [a, b], y la medida µ a µ[a,b]. Entonces, dadas las definiciones anteriores, donde
los momentos de la medida µ están dados por S0, S1, . . . y los momentos de µ[a,b] por
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T0, T1, . . . , se satisface para toda n ∈ N:

T−n = (b− a)nS−n +
n−1∑
j=0

(
n

j

)
(b− a)jan−jSj, (1.78)

T+
n = (b− a)nS+

n +
n−1∑
j=0

(
n

j

)
(b− a)jan−jSj. (1.79)

Demostración. Empezamos probando primero la ecuación (1.78). Procedemos pri-
mero probando cuando n es par, y realizaremos un procedimiento análogo al caso
impar. Así sea n = 2m. Recordando la ecuación (1.51), y renombrando gT

2m−1
=

(Tm, . . . , T2m−1), tenemos que T−2m = gT
2m−1

(H
[a,b]
2m−2)−1 g

2m−1
. Por otro lado, nombra-

mos hT2m−1 = (Sm, . . . , S2m−1) y nuevamente S−2m = hT2m−1 (H
[0,1]
2m−2)−1 h2m−1. Usando

(1.69), y el Lema 1.18 tenemos que:

T−2m = gT
2m−1

(H
[a,b]
2m−2)−1 g

2m−1

= gT
2m−1

(Qm−1,[a,b]H
[0,1]
2m−2Q

T
m−1,[a,b])

−1 g
2m−1

= gT
2m−1

(Q−1
m−1,[a,b])

T (H
[0,1]
2m−2)−1Q−1

m−1,[a,b] g2m−1

= (Q−1
m−1,[a,b] g2m−1

)T (H
[0,1]
2m−2)−1Q−1

m−1,[a,b] g2m−1

=

(
m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jS[j,m−1+j]

)T

(H
[0,1]
2m−2)−1

(
m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−iS[i,m−1+i]

)

=
2m∑
r=0

∑
i+j=r

0≤i,j≤m

(
m

i

)(
m

j

)
(b− a)ra2m−rST[j,m−1+j](H

[0,1]
2m−2)−1S[i,m−1+i]. (1.80)

Para continuar, note que ST[j,m−1+j](H
[0,1]
2m−2)−1 = (0, . . . , I,0, . . . ,0) = ET

m,j, que es
el vector matricial, de m entradas matriciales, cuya j-ésima componente es I, y
con j < m. Esto último es cierto, pues ST[j,m−1+j] es la j-ésima fila y columna de
H

[0,1]
2m−2, asumiendo que la numeración de filas y columnas empieza en 0. Análoga-

mente para i < m, (H
[0,1]
2m−2)−1S[i,m−1+i] = (0, . . . , I,0, . . . ,0)T = Em,i, se satisfa-

ce por la misma razón. Para i = j = m note que ST[m,2m−1](H
[0,1]
2m−2)−1S[m,2m−1] =

hT2m−1 (H
[0,1]
2m−2)−1 h2m−1 = S−2m. Teniendo estas últimas identidades en cuenta, la ca-

dena de igualdades de (1.80) sigue:

= (b− a)2mS−2m +
2m−1∑
r=0

∑
i+j=r

0≤i,j≤m

(
m

i

)(
m

j

)
(b− a)ra2m−rSr, (1.81)
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donde se usó que ST[j,m−1+j](H
[0,1]
2m−2)−1S[i,m−1+i] = Em,jS[i,m−1+i] = Si+j = Sr. Ahora

usamos la identidad: ∑
i+j=r

0≤i,j≤m

(
m

i

)(
m

j

)
=

(
2m

r

)
, (1.82)

que se obtiene de comparar los coeficientes entre los polinomios (x + y)m(x + y)m =

(x+ y)2m, por lo que sustituyendo en (1.81):

T−2m = (b− a)2mS−2m +
2m−1∑
r=0

(
2m

r

)
(b− a)ra2m−rSr,

concluyendo. Para el caso impar, asumimos que n = 2m + 1, y consideramos aho-
ra a los vectores matriciales gT

2m
= (−aTm + Tm+1, . . . ,−aT2m−1 + T2m) y hT2m =

(Sm+1, . . . , S2m). Usamos (1.50), sustituimos en (1.74) y obtenemos:

T−2m+1 = gT
2m

(H
[a,b]
2m−1)−1 g

2m
+ aT2m

=
1

b− a
(Q−1

m−1,[a,b]g2m
)T (H

[0,1]
2m−1)−1Q−1

m−1,[a,b]g2m
+ aT2m. (1.83)

Usando la notación del Lema 1.18, tenemos que g
2m

= −aT[m,2m−1] + T[m+1,2m], así,
por el Lema 1.18:

Q−1
m−1,[a,b]g2m

= Q−1
m−1,[a,b](−aT[m,2m−1] + T[m+1,2m])

= −aQ−1
m−1,[a,b]T[m,2m−1] +Q−1

m−1,[a,b]T[m+1,2m]

= −
m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−j+1S[j,m−1+j] +

m+1∑
j=0

(
m+ 1

j

)
(b− a)jam−j+1S[j,m−1+j]

= (b− a)m+1S[m+1,2m] +
m∑
j=1

(
m

j − 1

)
(b− a)jam−j+1S[j,m−1+j]

= (b− a)m+1S[m+1,2m] +
m−1∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)j+1am−jS[j+1,m+j]

= (b− a)
m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jS[j+1,m+j]. (1.84)

De igual forma que con el caso par note que para todo 0 ≤ i, j < m se tiene que
ST[j+1,m+j](H

[0,1]
2m−1)−1 = ET

m,j, solo basta con sustituir a = 0 y b = 1 en (1.47) y
notar que S[j+1,m+j] es la j-ésima columna y fila de H [0,1]

2m−1. Por las mismas razones
(H

[0,1]
2m−1)−1S[i+1,m+i] = Em,i. Para i = j = m tenemos que ST[m+1,2m](H

[0,1]
2m−1)−1S[m+1,2m] =
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hT2m(H
[0,1]
2m−1)−1h2m = S−2m+1. Así tomando en cuenta esto, y sustituyendo (1.84) en

(1.83), así como considerando nuevamente (1.82):

=
1

b− a

(
(b− a)

m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jST[j+1,m+j]

)T

(H
[0,1]
2m−1)−1

×

(
(b− a)

m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−iS[i+1,m+i]

)
+ aT2m

=(b− a)2m+1S−2m+1 +
2m−1∑
r=0

∑
i+j=r

0≤i,j≤m

(
m

i

)(
m

j

)
(b− a)r+1a2m−rSr+1 + aT2m

=(b− a)2m+1S−2m+1 +
2m−1∑
r=0

(
2m

r

)
(b− a)r+1a2m−rSr+1 + aT2m,

recordando la ecuación recursiva de (1.64), y sustituyendo:

= (b− a)2m+1S−2m+1 +
2m−1∑
r=0

(
2m

r

)
(b− a)r+1a2m−rSr+1 +

2m∑
j=0

(
2m

j

)
(b− a)ja2m−j+1Sj.

Excluyendo a2m+1S0 del primer término de la última suma, y realizando el cambio de
índices j = i+ 1, tenemos:

2m∑
j=0

(
2m

j

)
(b− a)ja2m−j+1Sj = a2m+1S0 +

2m−1∑
i=0

(
2m

i+ 1

)
(b− a)i+1a2m−iSi+1.

Sustituyendo, nuevamente:

= (b− a)2m+1S−2m+1 + a2m+1S0 +
2m−1∑
i=0

((
2m

i+ 1

)
+

(
2m

i

))
(b− a)i+1a2m−iSi+1

= (b− a)2m+1S−2m+1 + a2m+1S0 +
2m−1∑
i=0

(
2m+ 1

i+ 1

)
(b− a)i+1a2m−iSi+1

= (b− a)2m+1S−2m+1 +
2m∑
i=0

(
2m+ 1

i

)
(b− a)ia2m+1−iSi,

concluyendo (1.78).
Resta ahora probar la ecuación (1.79). Para ello, nuevamente, empezamos por probar
el caso par con n = 2m, y a continuación el impar. Consideramos, ahora, a los vectores
matriciales gT2m−1 = (−abTm−1+(a+b)Tm−Tm+1, . . . ,−abT2m−3+(a+b)T2m−2−T2m−1)
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y hT2m−1 = (Sm−Sm+1, . . . , S2m−2−S2m−1), y sustituimos (1.73) en (1.56) para obtener:

T+
2m = −gT2m−1(H

[a,b]

2m−2)−1g2m−1 − abT2m−2 + (a+ b)T2m−1

=
−1

(b− a)2
(Q−1

m−2,[a,b]g2m−1)T (H
[0,1]

2m−2)−1Q−1
m−2,[a,b]g2m−1 − abT2m−2 + (a+ b)T2m−1.

(1.85)

Como en el caso anterior, usamos la notación del Lema 1.18 y tenemos que g2m−1 =

−abT[m−1,2m−3] + (a+ b)T[m,2m−2] − T[m+1,2m−1]. Usando este mismo lema obtenemos:

Q−1
m−2,[a,b]g2m−1 =Q−1

m−2,[a,b](−abT[m−1,2m−3] + (a+ b)T[m,2m−2] − T[m+1,2m−1])

=− abQ−1
m−2,[a,b]T[m−1,2m−3] + (a+ b)Q−1

m−2,[a,b]T[m,2m−2]

−Q−1
m−2,[a,b]T[m+1,2m−1]

=− ab
m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
(b− a)jam−1−jS[j,m−2+j]

+ (a+ b)
m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jS[j,m−2+j]

−
m+1∑
j=0

(
m+ 1

j

)
(b− a)jam+1−jS[j,m−2+j]. (1.86)

Antes de seguir, note que:

(a+ b)
m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jS[j,m−2+j] =

m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam+1−jS[j,m−2+j]

+ b
m∑
j=0

(
m

j

)
(b− a)jam−jS[j,m−2+j],
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por lo que sustituyendo en las igualdades de (1.86), y reordenando:

= b
m−1∑
j=1

((
m

j

)
−
(
m− 1

j

))
(b− a)jam−jS[j,m−2+j]

−
m∑
j=1

((
m+ 1

j

)
−
(
m

j

))
(b− a)jam+1−jS[j,m−2+j]

+ b(b− a)mS[m,2m−2] − (b− a)m+1S[m+1,2m−1]

= b
m−1∑
j=1

(
m− 1

j − 1

)
(b− a)jam−jS[j,m−2+j] −

m∑
j=1

(
m

j − 1

)
(b− a)jam+1−jS[j,m−2+j]

+ b(b− a)mS[m,2m−2] − (b− a)m+1S[m+1,2m−1]

= b(b− a)
m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
(b− a)iam−1−iS[i+1,m−1+i]

− (b− a)
m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−iS[i+1,m−1+i]

= (b− a)
m−1∑
i=1

(
b

(
m− 1

i

)
− a
(
m

i

))
(b− a)iam−1−iS[i+1,m−1+i]

− (b− a)m+1S[m+1,2m−1] + (b− a)2am−1S[1,m−1]

= (b− a)
m−1∑
i=1

(
(b− a)

(
m− 1

i

)
− a
(
m− 1

i− 1

))
(b− a)iam−1−iS[i+1,m−1+i]

− (b− a)m+1S[m+1,2m−1] + (b− a)2am−1S[1,m−1]

= (b− a)2

m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
(b− a)iam−1−iS[i+1,m−1+i]

− (b− a)
m∑
i=1

(
m− 1

i− 1

)
(b− a)iam−iS[i+1,m−1+i]

= (b− a)2

m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
(b− a)iam−1−iS[i+1,m−1+i]

− (b− a)2

m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
(b− a)jam−1−jS[j+2,m+j]

= (b− a)2

m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
(b− a)iam−1−i[S[i+1,m−1+i] − S[i+2,m+i]]. (1.87)

Prosiguiendo como en los anteriores casos, notamos que para todo 0 ≤ i, j < m−1 te-
nemos que (S[j+1,m−1+j]−S[j+2,m+j])

T (H
[0,1]

2m−2)−1 = ET
m−1,j, que se sigue, nuevamente,
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de sustituir a = 0 y b = 1 en la ecuación (1.46) y notar que S[j+1,m−1+j]−S[j+2,m+j] co-
rresponde a la j-ésima columna y fila deH [0,1]

2m−2. De igual forma (H
[0,1]

2m−2)−1(S[i+1,m−1+i]−
S[i+2,m+i]) = Em−1,i. El caso i = j = m − 1, es especial y analizándolo tenemos
(S[m+1,2m−1]−S[m+2,2m])

T (H
[0,1]

2m−2)−1(S[m+1,2m−1]−S[m+2,2m]) = h
T

2m−1(H
[0,1]

2m−2)−1h2m−1 =

S2m−1 − S+
2m. Con base en estos resultados podemos sustituir (1.87) en (1.85) y con-

tinuar con:

=
−1

(b− a)2

(
(b− a)2

m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
(b− a)iam−1−i[S[i+1,m−1+i] − S[i+2,m+i]]

)T

(H
[0,1]

2m−2)−1

×

(
(b− a)2

m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
(b− a)jam−1−j[S[j+1,m−1+j] − S[j+2,m+j]]

)
− abT2m−2 + (a+ b)T2m−1

= (b− a)2mS+
2m −

2m−3∑
r=0

∑
i+j=r

0≤i,j≤m

(
m− 1

i

)(
m− 1

j

)
(b− a)r+2a2m−2−r[Sr+1 − Sr+2]

− abT2m−2 + (a+ b)T2m−1 − (b− a)2mS2m−1

= (b− a)2mS+
2m +

2m−3∑
r=0

(
2m− 2

r

)
(b− a)r+2a2m−2−r[Sr+2 − Sr+1]− abT2m−2+

(a+ b)T2m−1 − (b− a)2mS2m−1, (1.88)

recordando la recursión de (1.64) y extrapolando los sumandos −abT2m−2 + (a +

b)T2m−1:

−abT2m−2 + (a+ b)T2m−1 − (b− a)2mS2m−1

= −b
2m−2∑
i=0

(
2m− 2

i

)
(b− a)ia2m−1−iSi +

2m−1∑
i=0

(
2m− 1

i

)
(b− a)ia2m−iSi

+ b
2m−1∑
i=0

(
2m− 1

i

)
(b− a)ia2m−1−iSi

= b

2m−2∑
j=0

(
2m− 2

j

)
(b− a)j+1a2m−2−jSj+1 +

2m−1∑
i=0

(
2m− 1

i

)
(b− a)ia2m−iSi.

Con esto en mente y tomando 2 ≤ i ≤ 2m − 2 arbitraria, note que el coeficiente de
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Si en la suma es:(
2m− 2

i− 2

)
(b− a)ia2m−i −

(
2m− 2

i− 1

)
(b− a)i+1a2m−1−i +

(
2m− 2

i− 1

)
b(b− a)ia2m−1−i

+

(
2m− 2

i− 2

)
(b− a)ia2m−i

= (b− a)ia2m−1−i
((

2m− 2

i− 2

)
a−

(
2m− 2

i− 1

)
(b− a) +

(
2m− 2

i− 1

)
b+

(
2m− 1

i− 2

)
a

)
= (b− a)ia2m−1−i

((
2m− 2

i− 2

)
a+

(
2m− 2

i− 1

)
a+

(
2m− 1

i− 2

)
a

)
=

(
2m

i

)
(b− a)ia2m−i,

igualmente es fácil ver que el coeficiente de S0 es a2m, el de S1 es 2m(b − a)a2m−1 y
finalmente el de S2m−1 es 2m(b− a)2m−1a, por lo que la suma final de (1.88) es:

T+
2m = (b− a)2mS+

2m +
2m−1∑
i=0

(
2m

i

)
(b− a)ia2m−iSi,

que es lo que queríamos probar.
Para terminar la prueba del Teorema, nos enfocamos ahora en el caso impar de
la ecuación (1.79). Análogamente a los anteriores casos, consideramos los vectores
matriciales: gT2m = (bTm−Tm+1, . . . , bT2m−1−T2m) y hT2m = (Sm−Sm+1, . . . , S2m−1−
S2m). Ahora usando (1.75) y (1.57), tenemos que:

T+
2m+1 = bT2m − gT2m(H

[a,b]

2m−1)−1g2m

= bT2m −
1

b− a
(Q−1

n,[a,b]g2m)T (H
[0,1]

2m−1)−1Q−1
n,[a,b]g2m. (1.89)
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Como en el caso par, note que g2m = bT[m,2m−1] − T[m+1,2m], y usando el Lema 1.18:

Q−1
n,[a,b]g2m

= bQ−1
n,[a,b]T[m,2m−1] −Q−1

n,[a,b]T[m+1,2m]

= b
m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−iS[i,m−1+i] −

m+1∑
j=0

(
m+ 1

j

)
(b− a)jam+1−jS[j,m−1+j]

= (b− a)amS[0,m−1] +
m∑
i=1

((
m

i

)
b(b− a)iam−i −

(
m+ 1

i

)
(b− a)iam+1−i

)
S[i,m−1+i]

− (b− a)m+1S[m+1,2m]

= (b− a)amS[0,m−1] +
m∑
i=1

((
m

i

)
(b− a)i+1am−i −

(
m

i− 1

)
(b− a)iam+1−i

)
S[i,m−1+i]

− (b− a)m+1S[m+1,2m]

= (b− a)
m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−iS[i,m−1+i] −

m+1∑
j=1

(
m

j − 1

)
(b− a)jam+1−jS[j,m−1+j]

= (b− a)
m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−iS[i,m−1+i] − (b− a)

m∑
r=0

(
m

r

)
(b− a)ram−rS[r+1,m+r]

= (b− a)
m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−i[S[i,m−1+i] − S[i+1,m+i]]. (1.90)

Análogamente a los anteriores casos, notamos, para simplificar la expresión de (1.89),
que para todo 0 ≤ i, j < m se cumple que (S[j,m−1+j]−S[j+1,m+j])

T (H
[0,1]

2m−1)−1 = ET
m,j,

cuya veracidad radica en notar que S[j,m−1+j]−S[j+1,m+j] es la j-ésima columna y fila de
la matriz H [0,1]

2m−1. Igualmente se obtiene que (H
[0,1]

2m−1)−1(S[i,m−1+i]−S[i+1,m+i]) = Em,i.
El caso i = j = m, se trata diferente, pero basta con observar que (S[m,2m−1] −
S[m+1,2m])

T (H
[0,1]

2m−1)−1(S[m,2m−1] − S[m+1,2m]) = h
T

2m(H
[0,1]

2m−1)−1h2m = S2m − S+
2m+1.

Con esta información, la expresión de (1.89) es equivalente a:
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=
−1

b− a

(
(b− a)

m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−i[S[i,m−1+i] − S[i+1,m+i]]

)T

(H
[0,1]

2m−1)−1

×

(
(b− a)

m∑
i=0

(
m

i

)
(b− a)iam−i[S[i,m−1+i] − S[i+1,m+i]]

)
+ bT2m

= (b− a)2m+1S+
2m+1 −

2m−1∑
r=0

∑
i+j=r

0≤i,j≤m

(
m

i

)(
m

j

)
(b− a)r+1a2m−r[Sr − Sr+1] + bT2m

− (b− a)2m+1S2m

= (b− a)2m+1S+
2m+1 +

2m−1∑
r=0

(
2m

r

)
(b− a)r+1a2m−r[Sr+1 − Sr]

+ b
2m∑
i=0

(
2m

i

)
(b− a)ia2m−iSi − (b− a)2m+1S2m

= (b− a)2m+1S+
2m+1 +

2m−1∑
r=0

(
2m

r

)
(b− a)r+1a2m−rSr+1 +

2m−1∑
j=0

(
2m

j

)
(b− a)ja2m+1−jSj

+ b(b− a)2mS2m − (b− a)2m+1S2m

= (b− a)2m+1S+
2m+1 +

2m∑
i=1

(
2m

i− 1

)
(b− a)ia2m+1−iSi +

2m∑
j=0

(
2m

j

)
(b− a)ja2m+1−jSj

= (b− a)2m+1S+
2m+1 +

2m∑
i=0

(
2m+ 1

i

)
(b− a)ia2m+1−iSi,

como se quería, completando todos los casos del Teorema. �

Para completar la invarianza respecto al intervalo donde se encuentra el soporte de
nuestra medida, note que el Teorema anterior y la ecuación (1.64), mediante una
simple resta nos dice que:

Tn − T−n = (b− a)n(Sn − S−n ), (1.91)

Tn − T+
n = (b− a)n(Sn − S+

n ), (1.92)

T+
n − T−n = (b− a)n(S+

n − S−n ), (1.93)

lo cual claramente implica la invarianza. Abusando de la notación, nos referiremos de
ahora en adelante, salvo que se indique lo contrario, a Si como el i-ésimo momento
de la medida matricial µ[a,b], y a Un, Dn y Vn como las matrices definidas en (1.58),
(1.59) y (1.60), respectivamente (note que en el Teorema anterior usamos a Ti como
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el i-ésimo momento de µ[a,b]).
El siguiente Teorema da una representación de Dn+1 en términos de los momentos
canónicos Uk y Vk.

Teorema 1.20. Sea (S0, . . . , Sn) en el interior de Mn+1. Entonces:

Dn+1 = (b− a)n+1S0U1V1 . . . UnVn,

y además
UkVk = VkUk, ∀k, tal que 1 ≤ k ≤ n.

Demostración. La segunda expresión es un simple resultado de la definición (1.60).
Para la primera proposición, usamos la siguiente identidad cuya prueba puede ser
localizada en [10, Teorema 2.7] que es puramente una identidad de álgebra lineal, en
donde la única diferencia entre la identidad encontrada en [10, (2.20)] , y la nuestra,
radica en que estamos trabajando con medidas matriciales en [a, b] y en la referencia
se utiliza en [0, 1]. Sin embargo, gracias al Teorema 1.19 es que sabemos que dicha
identidad de [10, (2.20)] igual es válida sin importar el intervalo en cuestión.

Dn+1 = (S+
n − Sn)(S+

n−1 − Sn−1)−1(S+
n−1 − S−n−1)(Sn−1 − S−n−1)−1(Sn − S−n ). (1.94)

Asumiendo la anterior expresión, obtenemos la prueba mediante un argumento in-
ductivo. Note que D1 = (b − a)S0 y por (1.61) que D2 = (b − a)2S0U1V1. Por ende,
usando (1.94) tenemos que:

Dn+1 = DnVn(Dn−1Vn−1)−1Dn−1(Dn−1Un−1)−1DnUn

= DnVnV
−1
n−1U

−1
n−1D

−1
n−1DnUn

= (b− a)DnVnUn = (b− a)n+1S0U1V1 . . . UnVn.

Donde usamos que Dn = (b− a)Dn−1Un−1Vn−1 de (1.94). �

Ahora consideramos las definiciones de las siguientes cantidades, asumiendo que
(S0, . . . , Sn) está en el interior de Mn+1:

ζn := Vn−1Un = (I− Un−1)Un, (1.95)

γn := Un−1Vn = (I− Vn−1)Vn. (1.96)
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Por el anterior teorema tenemos:

0 < Sn − S−n = DnUn

= (b− a)nS0U1V1 . . . Un−1Vn−1Un

= (b− a)n
(

1

(b− a)n−1
Dn−1

)
Un−1Vn−1Un

= (b− a)(Sn−1 − S−n−1)ζn

=⇒ ζn =
1

b− a
(Sn−1 − S−n−1)−1(Sn − S−n ).

Note que la invertibilidad de Sn−1 − S−n−1 es producto de que (S0, . . . , Sn) esté en el
interior de Mn+1 Análogamente tenemos que:

γn =
1

b− a
(S+

n−1 − Sn−1)−1(S+
n − Sn) > 0.

1.3.2. POM y Momentos Canónicos

Centramos ahora nuestra atención en la relación entre los POM y los momen-
tos canónicos definidos. Para ello recordamos la definición (1.3) del producto interior
〈·, ·〉µ[a,b] . Como se vio en la Subsección 1.2, nuestra sucesión de polinomios ortogonales
se obtiene de ortogonalizar la secuencia I, It, It2, . . . , respecto al producto interno de-
finido. Nuestro objetivo será, nuevamente, generalizar el caso escalar, y encontrar una
relación entre los coeficientes de los polinomios ortogonales y los momentos canónicos
de su medida asociada. Para ello consideramos el determinante de la matriz:

D2m =

∣∣∣∣∣∣∣
S0 . . . Sm
... . . . ...
Sm . . . S2m

∣∣∣∣∣∣∣ . (1.97)

En el caso escalar, la última fila es reemplazada por el vector (1, t, . . . , tm) para
definir los polinomios ortogonales. En el caso matricial se procede de otra forma.
Para obtener la (i, j) entrada del POM Pm(t) escribimos el determinante de arriba
con una modificación en la última fila de bloques (Sm, . . . , S2m). En forma explícita:

Pm(t) = H2m−1(t) = (Hi,j(t))i,j, (1.98)
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donde los polinomios Hi,j(t) son de la forma:

Hi,j(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S0 S1 . . . Sm
...

...
Sm−1 Sm . . . S2m−1

Si,jm (t) Si,jm+1(t) . . . Si,j2m(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, i, j = 1, . . . , l. (1.99)

Las matrices Si,jm+k(t) son obtenidas al reemplazar la j-ésima fila de Sm+k por eTi tk,
donde ei ∈ Cl es el i-ésimo vector canónico. Un ejemplo de como lucen estos po-
linomios matriciales puede ser visto en la página 185 de [10]. Para ejemplificar la
definición de P1(t) = H1(t), consideramos el caso en el que m = 1 y l = 2, y denota-
mos por sk,(i,j) a la (i, j)-ésima entrada de Sk, el k-ésimo momento matricial. En este
caso el polinomio lineal está dado por la matriz de 2× 2 de determinantes:

P1(t) = H1(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
s0,1,1 s0,1,2

s0,2,1 s0,2,2

) (
s1,1,1 s1,1,2

s1,2,1 s1,2,2

)
(

1 0

s1,2,1 s1,2,2

) (
t 0

s2,2,1 s2,2,2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
s0,1,1 s0,1,2

s0,2,1 s0,2,2

) (
s1,1,1 s1,1,2

s1,2,1 s1,2,2

)
(
s1,1,1 s1,1,2

1 0

) (
s2,1,1 s2,1,2

t 0

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
s0,1,1 s0,1,2

s0,2,1 s0,2,2

) (
s1,1,1 s1,1,2

s1,2,1 s1,2,2

)
(

0 1

s1,2,1 s1,2,2

) (
0 t

s2,2,1 s2,2,2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
s0,1,1 s0,1,2

s0,2,1 s0,2,2

) (
s1,1,1 s1,1,2

s1,2,1 s1,2,2

)
(
s1,1,1 s1,1,2

0 1

) (
s2,1,1 s2,1,2

0 t

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



.

Nuestro siguiente resultado prueba que en efecto estos polinomios son ortogonales
respecto al producto interior definido, e identifica el coeficiente principal de Pm(t).

Teorema 1.21. El polinomio Pm(t) = H∗2m−1(t) es un m-ésimo POM respecto al
producto interior 〈·, ·〉µ[a,b] y su coeficiente principal es:

Lm = [D2m(S2m − S−2m)−1]∗,

donde D2m es el determinante definido en (1.97).

Demostración. Es suficiente probar que para todo 0 ≤ k ≤ m − 1 entero arbitra-
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rio se tiene que:

B =

∫
[a,b]

tkdµ[a,b](t)H2m−1(t) = 0 ∈ Cl×l.

Enfocándonos en la (i, j) entrada de B:

Bi,j =
l∑

q=1

∫
[a,b]

Hq,j(t)t
kdµi,q,[a,b](t),

donde µi,q,[a,b] es la medida de la entrada (i, q) de µ[a,b]. Como solo la (mp+ j)-ésima
fila de Hq,j(t) depende de la variable de integración t, por la forma desarrollada del
determinante, la integral entra al determinante en cada una de las entradas de esta
fila. Luego por la linealidad del determinante, y al correr la suma de 1 a l, es fácil
observar que la expresión Bi,j es equivalente a calcular D2m, pero reemplazando la
mp+ j-ésima fila por:∫

[a,b]

tk(dµi,1,[a,b], . . . , dµi,l,[a,b]), . . . ,

∫
[a,b]

tm+k(dµi,1,[a,b], . . . , dµi,l,[a,b]),

donde
∫

[a,b]
tr+k(dµi,1,[a,b], . . . , dµi,l,[a,b]) = (

∫
[a,b]

tr+kdµi,1,[a,b], . . . ,
∫

[a,b]
tr+kdµi,l,[a,b]). Es-

to último es la i-ésima fila del vector matricial (Sk, . . . , Sm+k), y es por esto que Bi,j

es 0, pues esta i-ésima fila se repite dos veces, dado que k < m. Ahora bien si k = m,
se aplica el mismo argumento siempre y cuando i 6= j (la fila de bloques (Sm, . . . , S2m)

tendrá dos filas iguales), y en el caso i = j, Bi,i = D2m, para todo i = 1, . . . ,m.
Si llamamos Lm al coeficiente principal de Pm(t), tenemos por (1.4) y los cálculos
anteriores que:

〈Pm, Pm〉µ[a,b] = LmD2mI = Lm∆2m, (1.100)

donde ∆2m = D2mI. Para encontrar Lm, nos enfocamos en el coeficiente principal
de Hi,j, que es la entrada (i, j) de L∗m. Note que al ser la (mp + j)-ésima fila del
determinante la única que depende de la variable t, el coeficiente principal de Hi,j se
obtiene al calcular el determinante menor dado por eliminar la fila y columna donde
se encuentra la entrada tm, es decir la (mp+j)-ésima fila y la (mp+i)-ésima columna,
y multiplicar por (−1)i+j. Note que justamente este valor es el mismo al de eliminar la
misma fila y columna de H [a,b]

2m , definida en (1.45), y calcular el correspondiente menor,
el cual llamaremos Dmp+j,mp+i

2m , con 1 ≤ i, j ≤ l. Así, observando que la matriz:

((−1)i+jDmp+j,mp+i
2m )i,j
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es proporcional al bloque en la posición (m + 1,m + 1) de (H
[a,b]
2m )−1, por la regla de

Cramer. Además recordando que:

H
[a,b]
2m =

(
H

[a,b]
2m−2 h2m−1

hT2m−1 S2m

)
,

usamos el hecho de que el bloque inferior derecho de la inversa de una matriz de 4

bloques, como la de arriba, es justamente la inversa del complemento de Schur, que
es S2m − S−2m, por nuestra definición de S−2m en (1.54). Es decir, tenemos que:

L∗m = ((−1)i+jDmp+j,mp+i
2m )i,j = D2m(S2m − S−2m)−1,

concluyendo la proposición restante del Teorema. �

De este mismo Teorema se sigue que los POM mónicos están dados por:

Pm(t) = L−1
m Pm(t) =

1

D2m

(S2m − S−2m)∗Pm(t),

lo último se da pues D2m es real ya que H [a,b]
2m es hermítica. Se multiplica a L−1

m por la
izquierda por el producto interior que estamos usando. De manera similar es posible
encontrar la sucesión de POM con respecto a la medida (t − a)dµ[a,b](t), como se ve
a continuación en el siguiente Teorema.

Teorema 1.22. Los polinomios matriciales Qm(t) definidos por

Qm(t) = H2m(t) = (Ki,j(t))i,j,

donde

Ki,j(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−aS0 + S1 −aS1 + S2 . . . −aSm + Sm+1

...
...

−aSm−1 + Sm −aSm + Sm+1 . . . −aS2m−1 + S2m

−aSi,jm (t) + Si,jm+1(t) −aSi,jm+1(t) + Si,jm+2(t) . . . −aSi,j2m(t) + Si,j2m+1(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

son POM respecto la medida dλ(t) = (t − a)dµ[a,b](t), con i, j = 1, . . . , l, y donde
−aSi,jk+m+Si,jk+m+1 se obtiene, como en el Teorema 1.20, cambiando la j-ésima fila del
bloque (−aSm + Sm+1, · · · − a2m + S2m+1) de la última fila de D2m+1 = |H [a,b]

2m+1| por
el vector eTi tk. Más aún, el coeficiente principal de Qm(t), Km, está dado por:

Km = [((−1)i+jDmp+j,mp+i
2m+1 )i,j]

∗ = [D2m+1(S2m+1 − S−2m+1)−1]∗,
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donde, análogamente al Teorema anterior, Dmp+j,mp+i
2m+1 es el menor obtenido de elimi-

nar la (mp+ j)-ésima fila y la (mp+ i)-ésima columna de H [a,b]
2m+1.

La prueba del Teorema es totalmente análoga a la del Teorema 1.20, con las lige-
ras variaciones que produce integrar respecto a dλ(t), así como el complemento de
Schur obtenido al calcular Km. De este mismo procedimiento se obtiene que:

〈Qm, Qm〉λ = KmD2m+1I = Km∆2m. (1.101)

Los polinomios mónicos respecto de λ quedan dados por:

Q
m

(t) = K−1
m Qm(t) =

1

D2m+1

(S2m+1 − S−2m+1)∗Qm(t).

Finalizamos la sección con el resultado final que expresa los coeficientes de nuestros
POM asociados a dµ[a,b](t), en términos de las definiciones de (1.95) y (1.96).

Teorema 1.23. La secuencia {P k(t)}k≥0 de POM mónicos con respecto a la me-
dida matricial µ[a,b], satisface la relación de recurencia P 0(t) = I, P−1(t) = 0, y para
m ≥ 0:

(t− a)Pm(t) = Pm+1(t) + (b− a)(ζ∗2m+1 + ζ∗2m)Pm(t) + (b− a)2ζ∗2m−1ζ
∗
2mPm−1(t),

donde las cantidades ζj ∈ Cl×l quedan definidas como ζ0 = 0, ζ1 = U1 y ζj = Vj−1Uj
para j ≥ 2, y las secuencias {Uj} , {Vj}, quedan definidas como en (1.58) y (1.60).
Similarmente, la secuencia {Q

k
(t)}k≥0 ortogonal con respecto dλ(t) = (t−a)dµ[a,b](t),

satisface la recurrencia Q
0
(t) = I, Q−1

(t) = 0, y para m ≥ 0:

(t− a)Q
m

(t) = Q
m+1

(t) + (b− a)(ζ∗2m+1 + ζ∗2m+2)Q
m

(t) + (b− a)2ζ∗2m+1ζ
∗
2mQm−1

(t).

Demostración. Considere la expresión (t− a)Q
m

(t)− AmPm(t), con Am una matriz
de tamaño l× l por definir, de tal forma que la expresión anterior sea igual a Pm+1(t).
Note que:

〈(t− a)Q
m

(t), tk〉µ[a,b] − Am〈Pm(t), tk〉µ[a,b] = 0, k = 1, . . . ,m.

Claramente, por ortogonalidad de los polinomios (t−a)Q
m

(t) y Pm(t) ambos suman-
dos son 0 para k < m. Si k = m, entonces:

〈(t− a)Q
m

(t), xm〉µ[a,b] = Am〈Pm(t), tm〉µ[a,b] . (1.102)
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Para poder seguir calculamos 〈(t− a)Q
m

(t), tm〉µ[a,b] y 〈Pm(t), xm〉µ[a,b] , independien-
temente.
Por la ortogonalidad de Pm(t) y siguiendo la expresión (1.100) tenemos:

〈tm, Pm(t)〉µ[a,b] = 〈Pm(t), Pm(t)〉µ[a,b]
= 〈L−1

m Pm(t), L−1
m Pm(t)〉µ[a,b]

= L−1
m 〈Pm(t), Pm(t)〉µ[a,b](L

−1
m )∗

= L−1
m Lm∆2m(L−1

m )∗

= S2m − S−2m.

Pero usando la identidad (1.5), tenemos que:

〈Pm(t), xm〉µ[a,b] = (S2m − S−2m)∗.

Análogamente:

〈tm, (t− a)Q
m

(t)〉µ[a,b] = 〈Q
m

(t), (t− a)Q
m

(t)〉µ[a,b]
= 〈K−1

m Qm(t), K−1
m Qm(t)〉λ

= K−1
m 〈Qm(t), Qm(t)〉λ(K−1

m )∗

= ∆2m+1(K−1
m )∗

= S2m+1 − S−2m+1,

y como en el cálculo anterior:

〈(t− a)Q
m

(t), xm〉µ[a,b] = (S2m+1 − S−2m+1)∗,

sustituyendo en (1.102) tenemos que:

Am = (S2m+1 − S−2m+1)∗((S2m − S−2m)∗)−1 = (b− a)ζ∗2m+1.

Análogamente si consideramos la expresión Pm+1(t) − BmQm
(t), con Bm por deter-

minar para que la expresión sea idénticamente Q
m+1

(t), y la multiplicamos por tk,
resulta 0 para k < m y como en el caso anterior para k = m obtenemos que, usando
(1.101):

Bm = (S2m+2 − S−2m+2)∗((S2m+1 − S−2m+1)∗)−1 = (b− a)ζ∗2m+2.
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Así las expresiones quedan como:

Pm+1(t) = (t− a)Q
m

(t)− (b− a)ζ∗2m+1Pm(x),

Q
m+1

(t) = Pm+1(t)− (b− a)ζ∗2m+2Qm
(t).

De las últimas ecuaciones tenemos que:

Q
m

(t) =
1

t− a
(Pm+1(t) + (b− a)ζ∗2m+1Pm(t)),

sustituyendo en Pm(t) = Q
m

(t) + (b− a)ζ∗2mQm−1
(t):

Pm(t) =
1

t− a
(
Pm+1(t) + (b− a)ζ∗2m+1Pm(t)

)
+

1

t− a
(b− a)ζ∗2m

(
Pm(t) + (b− a)ζ∗2m−1Pm−1(t)

)
,

obteniendo,

(t− a)Pm(t) = Pm+1(t) + (b− a)(ζ∗2m+1 + ζ∗2m)Pm(t) + (b− a)2ζ∗2m−1ζ
∗
2mPm−1(t).

De forma análoga, usando un argumento similar, se obtiene la segunda parte del Le-
ma. �

Vale la pena notar que estas ecuaciones de recurrencia son equivalentes a las pre-
sentadas en la subsección 1.2.2.



Capítulo 2

Procesos cuasi de nacimiento y
muerte

Durante este capítulo definiremos los procesos cuasi de nacimiento y muerte, los
cuales básicamente son una generalización matricial de los procesos de nacimiento
y muerte. Con base en los resultados del Capítulo 1, específicamente el Teorema de
Favard, podremos obtener condiciones de equivalencia para la existencia de una me-
dida matricial µ tal que la recursión de polinomios asociadas al proceso sea ortogonal
respecto a esta medida. A continuación, obtendremos propiedades de recurrencia del
proceso, y haremos uso de los momentos canónicos para relacionar estas expresiones
y la Transformada de Stieltjes de la medida.

2.1. Introducción

Empezamos con la parte central de nuestro escrito. Estudiaremos las principales
propiedades de este tipo de procesos, los cuales quedan caracterizados como procesos
de Markov homogéneos tales que su matriz de transición es tridiagonal por bloques.
De forma más explícita, nuestra cadena de Markov tiene por espacio de estados a:

Cl = {(i, j) ∈ N0 × N | 1 ≤ j ≤ l}, (2.1)

y con matriz de transición tridiagonal por bloques:

P =


B0 A0 0 0 . . .

CT
1 B1 A1 0 . . .

0 CT
2 B2 A2 . . .

...
...

...
... . . .

 , (2.2)

55
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donde l es un entero finito y {Ak}∞k=0, {Bk}∞k=0 y {Ck}∞k=1 son matrices de dimensión
l×l que contienen en sí mismas las probabilidades de transición en un paso, (usaremos
el super índice de T para indicar la matriz transpuesta). Así si representamos a nuestra
matriz de transición tridiagonal por bloques como

P = (Pi,i′)i,i′=0,1,...,

donde las entradas Pi,i′ son las matrices cuadradas de tamaño l×l, la probabilidad de ir
de (i, j) a (i′, j′) queda almacenada en (j, j′)-ésima entrada de Pi,i′ . En el estado (i, j)

la entrada i es usualmente referida como el nivel del estado, y la entrada j como la
fase. De forma análoga al caso escalar definiremos a P n

i,j como el (i, j) bloque matricial
de la matriz P n, y por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov la probabilidad de
ir de (i, j) a (i′, j′) en n pasos está almacenada en la (j, j′)-ésima entrada de Pi,i′ .
Normalmente, como lo enuncia el título del capítulo, a este tipo de procesos de Markov
se le nombrará como cuasi de nacimiento y muerte (’Quasi Birth and Death’ en inglés,
o QBD por sus siglas).
Este tipo de procesos esta íntimamente relacionado con la sucesión de polinomios con
valores matriciales Qn(x) definidos por la recurrencia:

xQn(x) = AnQn+1(x) +BnQn(x) + CT
nQn−1(x), n ≥ 1. (2.3)

Con polinomios iniciales Q0(x) = I y Q−1(x) = 0. El lector podrá notar que la matriz
de transición de nuestro proceso, así como la ecuación de recurrencia previa, es familiar
a la definida en la ecuación (1.23) de la sección anterior. La diferencia radica, sin
considerar que la numeración de las matrices por bloques definidas en (2.2) empieza
en 0, en que al representar probabilidades las entradas ahora son particularmente
reales, así como la simetría en Bk no es necesaria, ni que se satisfaga que An =

Cn+1. Sin embargo, por el Teorema de Favard, si se cumplen estas propiedades, esto
implica la existencia de una medida matricial hermítica definida positiva sobre la
recta real, introducida en la subsección 1.1.1 de nuestro capítulo anterior, µ = (µi,j)

con 1 ≤ i, j ≤ l, para la cual la sucesión de polinomios definidos en (2.3) es ortogonal
con respecto a la forma sesquilineal de la subsección 1.1.2:

〈Qi, Qj〉µ =

∫
R
Qi(x)dµ(x)QT

j (x) = δi,jFi,

pues al tener los Qn entradas reales tenemos que QT
n (x) = Q∗n(x).
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2.2. Existencia de medidas matriciales sobre un pro-
ceso cuasi de nacimiento y muerte

En esta sección nuestro principal objetivo es encontrar, en determinadas condi-
ciones para nuestra matriz de transición P , una medida matricial µ, para la cual la
sucesión de polinomios definida por la recurrencia (2.3) es un conjunto de POM, y
además cuya medida está soportada en el intervalo [−1, 1]. Es decir, buscamos una
forma de generalización al Teorema de Favard visto previamente en el capítulo ante-
rior.

Para una medida matricial µ definimos a su k-ésimo momento matricial como el
definido en (1.32), donde solo consideramos a las medidas µ cuyos momentos existen
y son finitos. Por lo tratado en la sección 1.3, una sucesión de matrices {Sk}k≥0 que
satisface que las matrices de Hankel por bloques

H2m =


S0 S1 . . . Sm
S1 S2 . . . Sm+1

...
... . . . ...

Sm Sm+1 . . . S2m

 ,

son definidas positivas, entonces, implicará que existe una medida matricial µ que
posee a Sk como k-ésimo momento matricial, y como se vio en el capítulo anterior a
esta medida se le asocia una sucesión de POM.
Tomando como {Qj(x)}j≥0 la sucesión de polinomios definida por la recurrencia (2.3),
consideramos que las matrices Ci, i ∈ N y Aj, j ∈ N0 son invertibles. El siguiente
Teorema otorgará una caracterización sobre la existencia de una medida matricial
para la cual la sucesión {Qj(x)}j≥0 es ortogonal. Note que esto es una generalización
al resultado del capítulo anterior al otorgar más libertad a las matrices Aj y Ci.

Teorema 2.1. Asumiendo que las matrices Ci, i ∈ N y Aj, j ∈ N0, definidas en
la matriz de transición por bloques y tridiagonal, son invertibles, existe una medida
matricial µ soportada en la recta real, cuyas matrices por bloques de Hankel H2m son
definidas positivas, tal que la sucesión de polinomios {Qj(x)}j≥0 definida por (2.3)

es ortogonal con respecto 〈·, ·〉µ si y solo si existe una sucesión de matrices {Rn}n≥0

invertibles, para las cuales se cumplen las siguientes ecuaciones:

RnBnR
−1
n , es simétrica ∀n ∈ N0, (2.4)

RT
nRn = C−1

n · · ·C−1
1 (RT

0R0)A0 · · ·An−1 ∀n ∈ N. (2.5)



CAPÍTULO 2. PROCESOS CUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE 58

Demostración. Asumimos primero que la secuencia {Qj(x)}j≥0 de polinomios matri-
ciales es ortogonal con respecto a la medida dµ, cuyas matrices de Hankel H2m son
definidas positivas. Esto último implica que:∫

R
Qi(x)dµ(x)QT

i (x) = Fi ≥ 0, i ∈ N0.

En el capítulo 1 vimos que estas Fi son semi-definidas positivas. Para ver que en
efecto son definidas positivas basta escribir a Qi(x) =

∑i
j=0 Mjx

j, y sustituir esto en
la ecuación anterior. Al desarrollar obtenemos:

Fi =

∫
R

(
i∑

j=0

Mjx
j

)
dµ(x)

(
i∑

r=0

MT
r x

r

)
=

∫
R

2i∑
k=0

∑
i+j=k

xkMidµ(x)MT
j

=
2i∑
k=0

∑
i+j=k

∫
R
xkMidµ(x)MT

j =
2i∑
k=0

∑
i+j=k

MiSkM
T
j = MH2iM

T > 0,

donde la matriz M queda definida como el vector compuesto de matrices:

M = (M0,M1, . . . ,Mi) .

Con base en esto claramente Fi es definida positiva pues H2i lo es.
Ahora siguiendo con la prueba, definimos a Rn = F

−1/2
n y a Q̃n(x) = RnQn(x) con

n ≥ 0. Como en el Lema 1.9, estos polinomios son ortonormales. Por ende podemos
aplicar el Teorema de Favard del capítulo anterior para encontrar matrices {Dn}
invertibles y {En} simétricas tales que:

xQ̃n(x) = Dn+1Q̃n+1(x) + EnQ̃n(x) +DT
n Q̃n−1(x),

se satisface para todo entero positivo n, y además Q̃−1(x) = 0 y Q̃0(x) = R0, pues
Q0(x) = I. Por otro lado como {Qj(x)}j≥0 satisface (2.3) sustituyendo tenemos:

xQ̃n(x) = RnAnR
−1
n+1Q̃n+1(x) +RnBnR

−1
n Q̃n(x) +RnCnR

−1
n−1Q̃n−1(x). (2.6)

Como la recurrencia es única, los coeficientes respectivos deben ser iguales, es decir
comparándolos en las últimas dos ecuaciones, implican:

Dn+1 = RnAnR
−1
n+1, En = RnBnR

−1
n , DT

n = RnCnR
−1
n−1.

Por ende tomando la simetría:

RnAnR
−1
n+1 = (Rn+1Cn+1R

−1
n )T = (R−1

n )TCn+1R
T
n+1.



CAPÍTULO 2. PROCESOS CUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE 59

Multiplicando lo anterior por Rn a la derecha, y por C−1
n+1R

T
n a la izquierda, se obtiene:

RT
n+1Rn+1 = C−1

n+1(RT
nRn)An.

De aquí es fácil ver que podemos proceder de forma inductiva para lograr la ecuación
pedida:

RT
nRn = C−1

n · · ·C−1
1 (RT

0R0)A0 · · ·An−1 ∀n ∈ N,

concluyendo la primera parte del Teorema.

Probamos ahora la otra implicación. Asumiendo que las ecuaciones (2.4) y (2.5) se
cumplen, y consideramos nuevamente los polinomios Q̃n(x) = RnQn(x). Al igual que
en la primera parte de la prueba, esta sustitución nos otorga la misma relación de
recurrencia que en (2.6), e igualmente comparando coeficientes y asumiendo (2.4),
tenemos que:

En = RnBnR
−1
n , (2.7)

es simétrica. De igual forma:

Dn+1 = RnAnR
−1
n+1 = (Rn+1Cn+1R

−1
n )T , (2.8)

esto se obtiene de asumir (2.5), y de proceder al revés en la cadena de igualdades en
las últimas tres ecuaciones de la prueba de la primera parte. Por ende, la relación de
recurrencia es de la forma (2.6), y así nuevamente estamos en posición de poder usar
el Teorema de Favard y concluir que esta sucesión de polinomios es ortonormal con
respecto a una medida matricial µ. De igual forma esto implica la ortogonalidad de
los polinomios Qn(x) = R−1

n Q̃n(x) con respecto a µ.
Nos resta probar que en efecto las matrices de Hankel generadas por esta medida son
positivas definidas. Note que usando (2.6) para n = 0 y despejando Q̃1(x) obtenemos
que el coeficiente principal de este polinomio es D−1

1 R0, por lo que procediendo de
forma inductiva, y usando:

Q̃n+1(x) = xD−1
n+1Q̃n(x)−D−1

n+1EnQ̃n(x)−D−1
n+1D

T
n Q̃n−1(x), (2.9)

si el coeficiente principal de Q̃n(x) es D−1
n D−1

n−1 · · ·D−1
1 R0, entonces el de Q̃n+1(x) es,

por (2.9), D−1
n+1D

−1
n · · ·D−1

1 R0. Por ende si definimos a Q
n
(x) = R−1

0 D1 · · ·DnQ̃n(x)

estos tendrán como coeficiente principal a la identidad. Por lo tanto obtenemos que:

〈Q
n
, Q

n
〉µ =

∫
Q
n
(x)µ(x)QT

n
(x) = R−1

0 D1 · · ·DnD
T
n · · ·DT

1 (RT
0 )−1,
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que es invertible y por ende definida positiva. Por otro lado, se sigue que, por los
resultados obtenidos en el Capítulo 1, en la sección 1.3, que el lado izquierdo de la
ecuación anterior es (S2n−S−2n)T . De igual forma, por el Teorema 1.17, H2n es definida
positiva si y solo si H2n−2 y su complemento de Schur, es decir 〈Q

n
, Q

n
〉µ, es definida

positiva. Procediendo de forma inductiva, es claro que todas las matrices de Hankel
generadas por esta medida son definidas positivas. �

Como los POM {Q̃n}n≥0 son ortonormales con respecto a la medida µ se sigue que:

I = 〈Q̃0, Q̃0〉µ =

∫
Q̃0(x)µ(x)Q̃T

0 (x) = R0S0R
T
0 ,

o lo que es equivalente:

S0 = R−1
0 ((RT

0 )−1) = (RT
0R0)−1, (2.10)

y como sabemos, S0 es el 0-ésimo momento de la medida matricial µ. Por último note
que, por el Lema 1.9, las matrices {Rk}k≥0 no son únicas, pues de hecho, por este
mismo resultado, cualquier secuencia {σkRk}k≥0 con σk unitaria para toda k ∈ N,
satisface las condiciones deseadas.

Ahora, obtendremos el análogo de la representación de Karlin-McGregor en este tipo
de procesos.
Teorema 2.2. Considerando que las suposiciones del Teorema 2.1 se satisfacen, el
bloque P n

i,j de la posición (i, j) de la matriz de transición P , dada en (2.2) tiene la
siguiente representación:

P n
i,j =

(∫
R
xnQi(x)dµ(x)QT

j (x)

)(∫
R
Qj(x)dµ(x)QT

j (x)

)−1

, (2.11)

donde µ es la medida matricial correspondiente a P .
Demostración. Para esto definamos al vector cuyas entradas son polinomios matricia-
les Q(x) = (QT

0 (x), QT
1 (x), . . . )T , generados por la recurrencia (2.3). Esta representa-

ción nos permite obtener la equivalencia de (2.3) con:

xQ(x) = PQ(x),

donde P es la matriz de transición previamente definida en (2.2). Aplicando de forma
iterativa esta igualdad tenemos:

xnQ(x) = P nQ(x).
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Por ende, si multiplicamos por dµ(x)QT (x) por la derecha ambos lados e integramos
entrada a entrada, de acuerdo al producto punto, obtenemos (abusando la notación):∫

R
xnQ(x)dµ(x)QT

j (x) = P n

∫
R
Q(x)dµ(x)QT

j (x). (2.12)

En el lado derecho de la anterior igualdad, note que al ser {Qj(x)}j≥0 una sucesión de
polinomios ortogonales todas las entradas, salvo la j-ésima, se anulan. Por lo tanto
considerando solo la i-ésima entrada del vector matricial del lado izquierda, tenemos
que es

∫
xnQi(x)dµ(x)QT

j (x), y por otro lado la i-ésima entrada del lado derecho, por
lo anterior, al ser solo la j-ésima entrada de

∫
Q(x)dµ(x)QT

j (x) la que no se anula, en
la multiplicación de P n y

∫
Q(x)dµ(x)QT

j (x) solo permanece P n
i,j

∫
Qj(x)dµ(x)QT

j (x),
y así:

P n
i,j

∫
R
Qj(x)dµ(x)QT

j (x) =

∫
R
xnQi(x)dµ(x)QT

j (x),

o equivalentemente:

P n
i,j =

(∫
R
xnQi(x)dµ(x)QT

j (x)

)(∫
R
Qj(x)dµ(x)QT

j (x)

)−1

,

la cual es la ecuación análoga a la representación de Karlin-McGregor para el caso
matricial. �

Note, antes de continuar con el siguiente Teorema, que la medida correspondiente
a P , no necesariamente está determinada de forma única por P . Sin embargo, susti-
tuyendo i = j = 0 en (2.11), tenemos la representación de los momentos:

Sn = P n
0,0S0,

para todo natural n. Por ende, todos los momentos de la medida matricial quedan
únicamente definidos por P0,0 y S0. En el siguiente resultado encontraremos condicio-
nes suficientes para que la medida correspondiente µ, si es que existe, quede con su
respectivo soporte contenido en [−1, 1], y en este caso quedará determinada por sus
momentos.

Teorema 2.3. Asumiendo nuevamente las condiciones del Teorema 2.1 y definiendo
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la matriz diagonal por bloques:

R =


R0 0 0 . . .

0 R1 0 . . .

0 0 R2 . . .
...

...
... . . .

 , (2.13)

si R es simétrica, y la matriz:
P̃ = RTPR−1, (2.14)

tiene entradas no-negativas, entonces la medida matricial correspondiente a los poli-
nomios de (2.3) está soportada en [−1, 1], dicho de otra forma, se cumple que:

supp(µi,j) ⊂ [−1, 1] ∀i, j = 1, . . . , l.

Demostración. Antes de continuar probamos una versión de un resultado de análisis,
conocido como la Prueba de Schur, para poder encontrar una cota a la norma del
operador P .
Prueba de Schur. Sean X, Y espacios medibles, y sea T un operador integral en L2 →
L2 con representación de la forma:

Tf(x) =

∫
Y

K(x, y)f(y)dy, (2.15)

con K(x, y) no negativo, x ∈ X and y ∈ Y . Si existen funciones p(x) > 0, q(y) > 0

y números α, β > 0 tales que:∫
Y

K(x, y)q(y)dy ≤ αp(x), (2.16)

para casi todo x, y ∫
X

p(x)K(x, y)dx ≤ βq(y), (2.17)

para casi todo y, entonces T está acotada en norma por:

‖T‖2
2 ≤ αβ.
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Demostración. Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la ecuación (2.15)

de la siguiente forma:

|Tf(x)|2 =

∣∣∣∣∫
Y

K(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 ≤ (∫
Y

K(x, y)q(y)dy

)(∫
Y

K(x, y)f(y)2

q(y)
dy

)
≤ αp(x)

(∫
Y

K(x, y)f(y)2

q(y)
dy

)
,

de aquí integramos en todo X, aplicamos el Teorema de Fubini a la resultante integral
y finalmente aplicamos la desigualdad (2.16):

‖Tf‖2
2 ≤ α

∫
Y

(∫
X

p(x)K(x, y)dx

)
f(y)2

q(y)
dy

≤ αβ

∫
Y

f(y)2dy

= αβ‖f(y)2‖2
2,

lo cual claramente implica que ‖T‖2
2 ≤ αβ, concluyendo. �

Regresando al problema, tomando X = N0 y Y = N, y a T = P̃ como el opera-
dor integral, el cual es, pues tomamos a K(i, j) como la (i, j) entrada de P̃ , que
sabemos es no negativa, y por ende si f es un vector, en donde f(i) es su i-ésima
entrada, claramente el producto matricial P̃ f tiene la representación integral (2.15),
pues en este caso nuestra integral es discreta. Por ende si tomamos α = β = 1, y
encontramos vectores u,w tales que:

P̃ v ≤ w y P̃w ≤ v,

(donde como en este caso v = p, y como dijimos anteriormente v(i) es la i-ésima
entrada de v, y así las anteriores desigualdades son entrada a entrada para satisfacer
(2.16) y (2.17)) se cumplirán las condiciones de la prueba de Schur, y podremos
concluir que:

‖P̃‖2 ≤ 1. (2.18)

Por lo tanto, tomando v = w = R1, donde 1 es el vector infinito con todas sus
entradas igual a 1. Por ende, aplicando la prueba de Schur, implica:

P̃ v = P̃R1 = RTP1 = RP1 ≤ R1 = w, (2.19)
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donde las última igualdad se da por ser R simétrica, y la desiguladad por ser P una
matriz de transición y por ende sub-estocástica. Ahora, consideremos:

Πj = C−1
j · · ·C−1

1 RT
0R0A0 · · ·Aj−1 = RT

j Rj, (2.20)

y el siguiente producto interior (el cual es fácil ver que en efecto lo es):

〈x, y〉Π =
∞∑
j=0

xTj Πjyj, (2.21)

en donde x, y son vectores infinitos cuyas entradas son a su vez vectores de dimensión
l, es decir en el espacio Hv = `2(Z+,Rl) visto en la subsección 1.2.5, pero con distinto
producto interior. Este producto interior define, a su vez, una norma ‖ · ‖Π. Así
definimos a:

`2
Π(N,Cl) = {x = (xT0 , x

T
1 , . . . ) |xj ∈ Rl y ‖x‖2

Π <∞}.

Por la definición de Pi,j, Πi y Πj tenemos que hay 3 casos para Pi,j 6= 0:
1. Que Pi,i+1 = Ai y Pi+1,i = CT

i+1 y así:

RT
i RiAi = C−1

i · · ·C−1
1 RT

0R0A0 · · ·Ai = Ci+1R
T
i+1Ri+1,

por definición de Πi y Πi+1. A su vez es equivalente a:

ΠiPi,i+1 = P T
i+1,iΠi+1.

2. Que j = i− 1 y entonces Pi,i−1 = CT
i y P T

i−1,i = Ai−1 y así, tomando la traspuesta
a la ecuación anterior obtenemos:

ATi−1R
T
i−1Ri−1 = RT

i RiC
T
i ,

y otra vez esto nuevamente es equivalente a:

ΠiPi,i−1 = P T
i−1,iΠi−1.

3. Finalmente si i = j, Pi,i = Bi y como por hipótesis se satisfacen las condiciones
del Teorema 2.1, por la simetría de (2.4):

RiBiR
−1
i = (RiBiR

−1
i )T = (RT

i )−1BiR
T
i ,
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y esto último se puede escribir reordenando:

RT
i RiBi = BiR

T
i Ri,

lo cual es equivalente a:
ΠiPi,i = P T

i,iΠi.

Finalmente si Pi,j = 0, claramente se satisface que ΠiPi,j = P T
j,iΠj = 0, por lo que

esta ecuación es válida para todo i, j ∈ N0. Esto último implica que P es auto-adjunto
con respecto este producto interior ya que:

〈Px, y〉Π =
∑

(i,j)∈N0×N0

xTi P
T
j,iΠjyj =

∑
(i,j)∈N0×N0

xTi ΠiPi,jyj = 〈x, Py〉Π,

donde la segunda igualdad se da ΠiPi,j = P T
j,iΠj que recién probamos. Así, conociendo

esto, note que para todo vector infinito x, y definiendo Π = RTR:

‖Px‖Π = xTP TΠPx = xTP TRTRPx = xTRT P̃ T P̃Rx = ‖P̃Rx‖2

≤ ‖P̃‖2‖Rx‖2 ≤ xTRTRx = xTΠx = ‖x‖Π,

en donde usamos (2.19), y que ‖Rx‖2 = xTRTRx = xTΠx = ‖x‖Π. Así por la inver-
tibilidad de R, esto implica que la norma de operador de P es menor que 1, tanto
en ‖ · ‖2 como en ‖ · ‖Π. Para concluir usamos el resultado de [12, Sección 3], que
establece que al ser P un operador acotado, auto-adjunto con norma menor que 1 su
espectro es real, compacto y está contenido en [−1, 1]. Después, usando [12, Sección
2], notamos que las raíces de los polinomios ortonormales definidos por la recurencia
(2.3), forman parte del espectro de P , y nuevamente por [12, Sección 3], el soporte
de µ queda contenido en [−1, 1]. �

Ahora, enfocamos nuestra atención en buscar una relación entre dos medidas ma-
triciales, diga µ y µ̃, correspondientes a un proceso cuasi de nacimiento y muerte,
mediante la transformada de Stieltjes, cuando sus respectivas matrices de transición,
sean P y P̃ , difieren únicamente en el bloque (1, 1) el cual es B0 y B̃0, respectivamente.

Teorema 2.4. Considere la matriz de transición P , dada en (2.2), correspondien-
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te a un proceso cuasi de nacimiento y muerte, y la nueva matriz:

P̃ =


B̃0 A0 0 0 . . .

CT
1 B1 A1 0 . . .

0 CT
2 B2 A2 . . .

...
...

...
... . . .

 ,

y asuma que existe una medida matricial µ correspondiente a la matriz de transición
P , es decir que se cumplen las condiciones del Teorema 2.1. Además suponga que R0

es una matriz obtenida en el Teorema 2.1 que satisface (2.4) y (2.5), y que R0B̃0R
−1
0

es simétrica. Entonces existe igualmente una medida matricial µ̃ correspondiente a
la matriz de transición P̃ , y además si µ y µ̃ son determinadas, están relacionadas
mediante la fórmula:

∫ 1

−1

dµ(t)

z − t
=

[(∫ 1

−1

dµ̃(t)

z − t

)−1

− S−1
0 (B0 − B̃0)

]−1

. (2.22)

La función Φ(z, µ) =
∫ 1

−1
dµ(t)
z−t se le conoce como la transformada de Stieltjes de

la medida µ.

Demostración. Como la matriz R0B0R
−1
0 es simétrica, las matrices P y P̃ difieren

únicamente en el bloque de la entrada (0, 0), y por hipótesis la secuencia de matrices
R0, R1, . . . puede ser usada para satisfacer las ecuaciones del Teorema 2.1. Podemos
usar justamente este resultado para concluir que existe una medida matricial corres-
pondiente a la matriz de transición P̃ . Al igual que antes nombremos a {Qj(x)}j≥0 a
la sucesión de polinomios ortogonales generados por la medida matricial µ correspon-
diente a P , y a {Q̃j(x)}j≥0 a la sucesión de polinomios ortogonales, pero generada por
la medida matricial µ̃ correspondiente a P̃ . Como ambos polinomios están generados
por la misma recursión (2.3), pero con B̃0 en lugar de B0 para {Q̃j(x)}j≥0, restando
ambas recursiones obtenemos que los polinomios:

Rj(x) = Q̃j(x)−Qj(x),

también satisfacen la recursión (2.3), para n ≥ 2, y con condiciones iniciales R0(x) =

0 y R1(x) = A−1
0 (B0 − B̃0). Estas condiciones iniciales nos hacen pensar que los

polinomios {Rk(x)}k≥0 son “proporcionales” a los POM asociados de primera especie,
definidos por:

Q(1)
n (x) =

∫ 1

−1

Qn(x)−Qn(t)

x− t
dµ(t). (2.23)
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Vale la pena notar que estos nuevos polinomios satisfacen nuevamente la relación
de recurrencia definida en (2.3). En efecto, como Q0(x) = I, claramente Q(1)

0 = 0,
entonces por inducción:

xQ(1)
n (x)− CT

nQ
(1)
n−1(x)−BnQ

(1)
n (x) =

x

∫ 1

−1

Qn(x)−Qn(t)

x− t
dµ(t)− CT

n

∫ 1

−1

Qn−1(x)−Qn−1(t)

x− t
dµ(t)

−Bn

∫ 1

−1

Qn(x)−Qn(t)

x− t
dµ(t),

en donde reordenando y recordando que {Qj(x)}j≥0 satisfacen (2.3) esto es igual a:

=

∫ 1

−1

AnQn+1(x) + tQn(t)− AnQn+1(t)− xQn(t)

x− t
dµ(t)

= An

∫ 1

−1

Qn+1(x)−Qn+1(t)

x− t
dµ(t)−

∫ 1

−1

Qn(t)(x− t)
x− t

dµ(t)

= AnQ
(1)
n+1(x)−

∫ 1

−1

Qn(t)dµ(t)

= AnQ
(1)
n+1(x),

donde la última igualdad es por la ortogonalidad de la secuencia {Qj(x)}j≥0. Y así
esta nueva secuencia igual satisface (2.3). Note que los primeros 2 polinomios de esta
secuencia son Q(1)

0 (x) = 0 y Q(1)
1 (x) = A−1

0 S0 = A−1
0 (RT

0R0)−1, por ende:

Rn(x) = Q(1)
n (x)RT

0R0(B0 − B̃0),

se satisface inicialmente para los valores n = 0, 1, y para el resto de los naturales
igualmente se cumple, pues ambas secuencias {Q(1)

j (x)}j≥0 y {Rk(x)}k≥0 satisfacen
(2.3).
Recordando la prueba del Teorema 2.1 sabemos que las secuencias de polinomios
{RkQk(x)}k≥0 y {RkQ̃k(x)}k≥0 son ortonormales con respecto las medidas µ y µ̃,
y por ende las secuencias {RkQk(x)R−1

0 }k≥0 y {RkQ̃k(x)R−1
0 }k≥0 son nuevamente

ortonormales pero ahora con respecto las medidas dm(x) = R0dµ(x)RT
0 y dm̃(x) =

R0dµ̃(x)RT
0 , respectivamente. Por lo tanto, aplicando el Teorema de Markov para

POM enunciado y demostrado en [13] en la secuencia {RkQ̃k(x)R−1
0 }k≥0:∫ 1

−1

dµ̃(t)

x− t
= R−1

0

∫ 1

−1

dm̃(t)

x− t
(RT

0 )−1

= ĺım
n→∞

R−1
0 (RnQ̃n(x)R−1

0 )−1(RnQ̃
(1)
n (x)RT

0 )(RT
0 )−1,
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donde esto último se da pues el POM asociado de primera especie a la secuencia
{RkQ̃k(x)R−1

0 }k≥0 es RnQ̃
(1)
n (x)RT

0 . Siguiendo con la última igualdad, tenemos:

= ĺım
n→∞

(Q̃n(x))−1Q̃(1)
n (x)

= ĺım
n→∞

[Qn(x) +Q(1)
n (x)RT

0R0(B0 − B̃0)]−1Q(1)
n (x)

= ĺım
n→∞

[Q(1)
n (x)[(Qn(x))−1Q(1)

n (x)]−1 +Q(1)
n (x)RT

0R0(B0 − B̃0)]−1Q(1)
n (x)

= ĺım
n→∞

[Q(1)
n (x)[[(Qn(x))−1Q(1)

n (x)]−1 +RT
0R0(B0 − B̃0)]]−1Q(1)

n (x)

= ĺım
n→∞

[[(Qn(x))−1Q(1)
n (x)]−1 +RT

0R0(B0 − B̃0)]−1

= ĺım
n→∞

[RT
0 [(RnQn(x)R−1

0 )−1RnQ
(1)
n (x)RT

0 ]−1R0 +RT
0R0(B0 − B̃0)]−1,

donde Q̃(1)
n (x) es el POM asociado de primera especie, obtenido de la sucesión {Q̃k(x)}k≥0,

y usamos que Q̃(1)
n (x) = Q

(1)
n (x) ∀n, pues sabemos que las secuencias {Qk(x)}k≥0 y

{Q̃k(x)}k≥0 cumplen (2.3), para n ≥ 1 y como solo se diferencian por B0 y B̃0,
en los polinomios esto solo se ve reflejado sólamente en el término constante, es
decir, Qn(x) y Q̃n(x) poseen los mismos coeficientes matriciales, salvo el constan-
te, en donde aparece B0 en el primero y B̃0 en el segundo. De esto es fácil con-
cluir que: Qn(x) − Qn(t) = Q̃n(x) − Q̃n(t) y por la definición de Rn(x) obtenemos
Q̃

(1)
n (x) = Q

(1)
n (x). Ahora, regresando a la anterior cadena de igualdades, aplicando

nuevamente el Teorema de Markov al primer término de la última igualdad se llega
a que:

=

[
RT

0

(∫ 1

−1

dm(t)

x− t

)−1

R0 +RT
0R0(B0 − B̃0)

]−1

=

[(∫ 1

−1

dµ(t)

x− t

)−1

+RT
0R0(B0 − B̃0)

]−1

=

[(∫ 1

−1

dµ(t)

x− t

)−1

+ S−1
0 (B0 − B̃0)

]−1

,

y la última igualdad se da usando S−1
0 = RT

0R0. �

Es posible extender el resultado anterior para buscar una relación entre la trans-
formada de Stieltjes de µ y la de la medida asociada al proceso X̂, el cual se obtiene
al considerar como su matriz de transición a la matriz resultante de descartar la pri-
mera fila y columna de bloques de P . Explícitamente, si P̂ es esta matriz, tenemos
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que:

P̂ =


B1 A1 0 0 . . .

CT
2 B2 A2 0 . . .

0 CT
3 B3 A3 . . .

...
...

...
... . . .

 . (2.24)

Teorema 2.5. Sea P la matriz de transición P , dada en (2.2) asociada a un proce-
so cuasi de nacimiento y muerte, y la matriz P̂ dada en (2.24). Asumiendo que se
cumplen las condiciones del Teorema 2.1, existe una medida matricial µ correspon-
diente a la matriz P . Análogamente, como se probará, existe una medida matricial µ̂
correspondiente a la matriz de transición P̂ . Entonces, se satisface que:

Φ(z)Πµ = [zI1 −B0 − A0Φ̂(z)Πµ̂C
T
1 ]−1. (2.25)

Demostración. Por las mismas razones que en la prueba del teorema anterior, la
secuencia de matrices {Rk}k≥1 satisface las condiciones del Teorema 2.1, y por ende,
existe una medida matricial µ̂ correspondiente a la matriz de transición P̂ . Como
antes, {Qj(x)}j≥0 es la sucesión de POM generada por µ, y definimos como {Q̂j(x)}j≥0

a la sucesión de POM generada por µ̂. Análogamente nombramos a Φ(z) y Φ̂(z) como
las transformadas de Stieltjes correspondientes a las medidas µ y µ̂.
Consideramos como en la subsección 1.2.5 al espacioHv = `2(Z+,Rl), con su producto
interior definido como ahí, así como el operador que define P en este espacio. A este
espacio lo escribimos como la suma ortogonal:

`2(Z+,Rl) = V1 ⊕ V2,

donde V1 = span{e1,1, . . . , e1,l} y V2 = span{e2,1, . . . , e2,l, e3,1, . . . , e3,l, . . . }, es decir V1

es el sub-espacio de Hv cuyas primeras l entradas pueden diferir de 0 y el resto son 0,
y V2 el sub-espacio de Hv cuyas primeras l entradas son 0 y el resto pueden diferir de
0 (note, de hecho, que V2 es isomorfo a Hv). Así, viendo a P como operador en Hv,
de la misma forma que en la subsección 1.2.5, tenemos que P se descompone como:

P =

(
B0 A

C P̂

)
,

donde B0 : V1 → V1, P̂ : V2 → V2,

A =
(
A0 0 0 . . .

)
: V2 → V1,
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y finalmente

C =


CT

1

0

0
...

 : V1 → V2.

Sean, con el fin de diferenciar, I, I1 y I2 los operadores identidad en los espaciosHv, V1

y V2, respectivamente. Entonces, para z adecuada los operadores (zI−P ), y (zI2− P̂ )

son invertibles, y usando la teoría de complementos de Schur, ver [5], (zI − P )−1 se
descompone como:

(zI− P )−1 =

(
[zI1 −B0 − A(zI2 − P̂ )−1C]−1 ∗

∗ ∗

)
. (2.26)

Ahora, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue tenemos que:

Φ(z) = z−1

∞∑
n=0

z−n
∫
xndµ(x) = z−1

∞∑
n=0

z−nP n
0,0Π−1

µ = (zI− P )−1
0,0Π−1

µ ,

donde usamos (2.11) con i = j = 0 y Πµ = (
∫
dµ(x))−1 = RT

0R0, por (2.10). Análo-
gamente obtenemos que:

Φ̂(z) = (zI2 − P̂ )−1
0,0Π−1

µ̂ ,

donde Πµ = (
∫
dµ̂(x))−1. De estas dos últimas ecuaciones, así como de (2.26), tenemos

el resultado:
Φ(z)Πµ = [zI1 −B0 − A0Φ̂(z)Πµ̂C

T
1 ]−1.

�

Llamaremos a un proceso auto-similar si ocurre que X = X̂. En este caso, la fórmula
anterior nos otorga una ecuación cuadrática en términos de la transformada. Es más,
si un proceso no es por sí mismo similar, puede ocurrir que X̂ lo sea, y nuevamente
la fórmula puede usarse para encontrar Φ(z).
En ocasiones, y en consecuencia de la ecuación anterior, es posible obtener, con base
en la matriz de transición de un proceso cuasi de nacimiento y muerte, la transfor-
mada de Stieltjes asociada a la medida. Dado esto, es importante buscar una relación
inversa para obtener la medida partiendo de la transformada. Dicha relación se co-
noce como Fórmula de inversión de Perron-Stieltjes. Presentamos la prueba del caso
escalar.

Fórmula de inversión de Perron-Stieltjes. Sea ψ una medida escalar en R, con
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momentos finitos y sea Φ(z, ψ) su transformada de Stieltjes. Entonces:∫ b

a

dψ(x) +
1

2
ψ({a}) +

1

2
ψ({b}) = − 1

π
ĺım
ε↓0

∫ b

a

=(Φ(x+ iε, ψ))dx, (2.27)

donde = denota a la parte imaginaria, y ψ({a}), ψ({b}) ≥ 0 son la magnitud de los
pesos en a y b, respectivamente.

Demostración. Primeramente observe que:

2i=(Φ(z, ψ)) = Φ(z, ψ)− Φ(z, ψ) = Φ(z, ψ)− Φ(z, ψ) =

∫
R

[
1

z − x
− 1

z − x

]
dψ(x)

= −
∫
R

z − z
|x− z|2

dψ(x) = −2i

∫
R

=(z)

|x− z|2
dψ(x).

Por ende sustituyendo z = x+ iε, con x ∈ R, tenemos:

=(Φ(x+ iε, ψ)) = −
∫
R

ε

|s− (x+ iε)|2
dψ(x) = −

∫
R

ε

(s− x)2 + ε2
dψ(s).

Integrando esto último en el intervalo [a, b], e intercambiando las integrales (lo cual
es posible pues el integrado es positivo y podemos aplicar el Teorema de Fubini),
obtenemos ∫ b

a

−=(Φ(x+ iε, ψ))dx =

∫
R

[∫ b

a

ε

(s− x)2 + ε2
dx

]
dψ(s).

La integral entre los corchetes se puede calcular usando el cambio de variable y =

(x− s)/ε:

χε(s) =

∫ b

a

ε

(s− x)2 + ε2
dx =

∫ (b−s)/ε

(a−s)/ε

1

1 + y2
dy = arctan y

∣∣∣y=(b−s)/ε

y=(a−s)/ε
.

Tenemos que 0 ≤ χε(s) ≤ π y cuando tomamos el límite (lo cual es válido por el
Teorema de Convergencia Dominada, y χε(s) es acotado y positivo) obtenemos:

ĺım
ε↓0

χε(s) =

π, si a < s < b,
π

2
, si s = a ó s = b.

La fórmula es obtenida simplemente al integrar χε(s). �
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Como consecuencia de esta misma fórmula obtenemos la identidad:∫ b

a

dψ(x) = − 1

π
ĺım
ε↓0

ĺım
η↓0

∫ b−ν

a+η

=(Φ(x+ iε, ψ))dx.

Si la medida es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue, es decir
dψ(x) = ψ(x)dx, abusando de la notación, tenemos:

ψ(x) =
1

π
ĺım
ε↓0
=(Φ(x+ iε, ψ)) = ĺım

ε↓0

−Φ(x+ iε, ψ) + Φ(x− iε, ψ)

2πi
.

Finalmente, para medidas que se componen de una parte absolutamente continua y
otra discreta, existe una forma directa de calcular el tamaño del salto. Para esto,
asuma que ψ = ψ̂ + ψ({a})δa, donde δa(x) = δ(x − a) es la distribución delta de
Dirac, definida como

∫
R f(x)δ(x − a)dx = f(a). Entonces, como la transformada de

Stieltjes es lineal, obtenemos:

Φ(z, ψ) = Φ(z, ψ̂) +
ψ({a})
z − a

.

Evaluando en z = a+ iε y tomando partes imaginarias

=(Φ(a+ iε, ψ)) = =(Φ(a+ iε, ψ̂)) + =
(
ψ({a})
iε

)
= =(Φ(a+ iε, ψ̂))− ψ({a})

ε
.

Por ende, obtenemos

ψ({a}) = −ε=(Φ(a+ iε, ψ)) + ε=(Φ(a+ iε, ψ̂)).

Tomando límites ε ↓ 0 observamos que Φ(a + iε, ψ̂) está acotado por ser ψ̂ absoluta-
mente continua. Por lo tanto los únicos puntos aislados relevantes, es decir ψ({a}) > 0,
son aquellos que satisfacen:

ĺım
ε↓0
=(Φ(a+ iε, ψ)) = −∞,

mientras que el tamaño del salto en x = a está dado por

ψ({a}) = −ε ĺım
ε↓0
=(Φ(a+ iε, ψ)) ≥ 0.

La fórmula de inversión, así como la discusión posterior, se generalizan al caso matri-
cial simplemente notando que todas las ecuaciones anteriores son válidas cuando se
tiene una medida matricial, pues en este caso la integración es entrada a entrada.
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Regresando a los resultados anteriores, cabe la pena recalcar que el Teorema 2.1

y varias de sus consecuencias vistas, se derivan de asumir que tanto las matrices An
como Cn son invertibles. Veremos ahora que es posible encontrar una forma de relajar
esta condición de invertibilidad para las matrices Cn. Para este objetivo, reescribamos
las condiciones del Teorema 2.1 como se sigue:

Cn+1R
T
n+1Rn+1 = RT

nRnAn ∀n ∈ N, (2.28)

y
RnBn = EnRn ∀n ∈ N, (2.29)

donde tenemos que asumir que la secuencia de matrices {Ek}k≥0 es simétrica. De he-
cho, se puede observar que estas condiciones son equivalentes a las encontradas en las
ecuaciones (2.5) y (2.4) en el Teorema 2.1. Ahora probaremos que estas condiciones
son suficientes para demostrar la existencia de una medida matricial asociada a la
matriz de transición P .

Teorema 2.6. Sea P la matriz de transición de un proceso cuasi de nacimiento
y muerte, definida en (2.2), y {Qk(x)}k≥0 la sucesión de polinomios matriciales aso-
ciada a esta, por la relación de recurrencia (2.3). Si además existe una sucesión de
matrices de tamaño l × l dada por {Rk}k≥0 que se satisface las ecuaciones (2.28) y
(2.29), entonces existe una medida matricial µ para la cual los polinomios {Qk(x)}k≥0

forman un conjunto ortogonal.
Demostración. Al igual que en (2.20) definimos:

Πj = RT
j Rj, j ∈ N0, (2.30)

y definimos el siguiente pseudo producto interior con valor matricial por:

〈〈X, Y 〉〉Π =
∞∑
j=0

XT
j ΠjYj, (2.31)

dondeX = (XT
0 , X

T
1 , . . . )

T y Y = (Y T
0 , Y

T
1 , . . . )

T son dos vectores infinitos con valores
matriciales, cada Xi, Yi ∈ Rl×l y además X, Y se encuentran en el siguiente espacio:

`2(Rl×l) := {X = (XT
0 , X

T
1 , . . . )

T |Xi ∈ Rl×l, 〈〈X,X〉〉Π <∞},

donde que el producto 〈〈X,X〉〉Π sea menor que infinito quiere decir que la serie
definida converge a una matriz bajo la norma euclideana. A este mismo espacio lo



CAPÍTULO 2. PROCESOS CUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE 74

podemos equipar con un producto interior escalar definido por:

〈X, Y 〉Π,Tr = Tr(〈〈X, Y 〉〉Π),

el cual es un espacio de Hilbert. Note que la matriz P de (2.2) define un operador
lineal actuando en el espacio `2(Rl×l), y análogamente define un operador lineal en
`2(Rl), denotados, respectivamente y con la finalidad de poder diferenciarlos, por P
y J . Es decir:

(PX)n = AnXn+1 +BnXn + CT
nXn−1, n ∈ N, X−1 = 0, (2.32)

(Jx)n = Anxn+1 +Bnxn + CT
n xn−1, n ∈ N, x−1 = 0, (2.33)

son la n-ésima entrada matricial y vectorial, respectivamente. Análogamente al Teo-
rema 2.3 es fácil concluir las siguientes relaciones de simetría:

P T
i,jΠi = ΠjPj,i. (2.34)

De hecho llegar a estas ecuaciones es más sencillo por las relaciones (2.28) y (2.29).
Recordando nuevamente la prueba del Teorema 2.3, sabemos que el operador J que
actúa en `2(Rl) es auto-adjunto. Por lo tanto estamos en condiciones de aplicar el
Teorema Espectral para Operadores Auto-adjuntos [26, Capítulo 12], y encontrar
la única resolución de la identidad asociada a J , y denotada por (Eλ)λ, y como
usualmente se denota Eλ = E((−∞, λ)), de la forma:

J =

∫
σ(J)

λdE(λ),

donde lo anterior es realmente una abreviación a la expresión:

〈Jx, y〉Π =

∫
σ(J)

λdEx,y(λ).

De esta resolución de la identidad podemos construir un nuevo operador, llamémoslo
(Eλ)λ, correspondiente al operador P en `2(Rl×l), de la siguiente manera:

(EλU)x := Eλ(Ux), U ∈ `2(Rl×l), x ∈ Rl.

Lo anterior está bien definido pues Eλ es un operador actuando en `2(Rl), Ux perte-
nece igualmente a `2(Rl), y así (EλU)x manda un vector x de Rl a un vector infinito
en `2(Rl), por lo cual (EλU)x puede ser visto como un elemento de `2(Rl×l).
Ahora consideremos a los elementos E(j) = (0, . . . ,0, I,0, . . . )T ∈ `2(Rl×l), los cuales
nombramos como una pseudo base canónica del espacio `2(Rl×l). De hecho bajo el
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pseudo producto interior usual es fácil ver que este conjunto es ortonormal en el mismo
sentido de la subsección 1.1.3 [3]. Con base en este conjunto de vectores matriciales
construimos nuestro candidato a la medida matricial asociada a P , y comprobamos
que en efecto lo es. Para este objetivo considere la definición:

Σ(λ) = 〈〈E(0), EλE(0)〉〉Π ∈ Rl×l. (2.35)

Para verificar que es la medida matricial asociada a P , seguimos los mismos pasos a
los usados en [3]. Por eso, con este objetivo en mente, enunciamos los dos siguientes
lemas tratados en esta misma referencia. Aunque omitiremos las respectivas pruebas
invitamos al lector a poder consutarlas. Ambos lemas son el análogo al caso escalar.

Lema 2.7. Para j, k = 0, 1, . . . fijos, el operador:

〈〈E(j), EλE(k)〉〉Π, λ ∈ (−∞,∞),

es de variación acotada y todas las integrales de la forma:∫ ∞
∞
|λ|m|dEx,y(λ)|, x, y ∈ Rl;m ∈ N0,

convergen para este operador, y para el caso j = k este operador es semi-definido
positivo.

Lema 2.8. Suponga que F (λ) = (F0(λ), F1(λ), . . . ) es una secuencia de operadores
con variación acotada tales que:∫ ∞

∞
|λ|m|dEx,y(λ)| <∞ (x, y ∈ Rl;m ∈ N0), (2.36)

(PF (λ))i =

∫ λ

−∞
tdFi(t), i = 0, 1, . . . , (2.37)

donde en la ecuación (2.37) la integral es matricial y definida análogamente a la
sección 1.1. Entonces se cumple la siguiente representación:

Fi(λ) =

∫ λ

−∞
Qi(t)dF0(t), i = 0, 1, . . . , (2.38)

donde Qi(t) es el i-ésimo polinomio matricial definido por la recurrencia (2.3).
Regresando al problema, para una k fija consideramos a la siguiente sucesión de
funciones Fj(λ) = 〈〈E(j), EλE(k)〉〉Π, con j ∈ N. Por el Lema 2.7 estas funciones
satisfacen la condición (2.36) del lema anterior. Comprobamos que igual satisfacen la
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condición (2.37). Considere x, y ∈ Rl, tenemos que:

〈(PF (λ))jx, y〉
= 〈Aj〈〈E(j+1), EλE(k)〉〉Πx, y〉+ 〈Bj〈〈E(j), EλE(k)〉〉Πx, y〉+ 〈CT

j 〈〈E(j−1), EλE(k)〉〉Πx, y〉
= 〈〈〈E(j+1), EλE(k)〉〉Πx,ATj y〉+ 〈〈〈E(j), EλE(k)〉〉Πx,Bjy〉+ 〈〈〈E(j−1), EλE(k)〉〉Πx,Cjy〉
= 〈(EλE(k))x,E(j+1)ATj y〉Π + 〈(EλE(k))x,E(j)Bjy〉Π + 〈(EλE(k))x,E(j−1)Cjy〉Π
= 〈Eλ(E(k)x), E(j+1)ATj y〉Π + 〈(Eλ(E(k)x), E(j)Bjy〉Π + 〈Eλ(E(k)x), E(j−1)Cjy〉Π
= 〈(Eλ(E(k)x))j+1, A

T
j y〉+ 〈(Eλ(E(k)x))j, Bjy〉+ 〈(Eλ(E(k)x))j−1, Cjy〉

= 〈Aj(Eλ(E(k)x))j+1, y〉+ 〈Bj(Eλ(E
(k)x))j, y〉+ 〈CT

j (Eλ(E
(k)x))j−1, y〉

= 〈(P [Eλ(E
(k)x)])j, y〉 = 〈(PEλ(E(k)x))j, y〉 =

〈(∫ λ

∞
tdEt(E

(k)x)

)
j

, y

〉

=

∫ λ

−∞
td〈(Et(E(k)x))j, y〉 =

∫ λ

−∞
td〈(EtE(k))x,E(j)y〉Π

=

∫ λ

−∞
td〈〈〈E(j), EtE(k)〉〉Πx, y〉 =

〈(∫ λ

−∞
tdFj(t)

)
x, y

〉
=⇒ (PF (λ))j =

∫ λ

−∞
tdFj(t), (2.39)

donde 〈·, ·〉 es el producto interior usual en Rl. Todas las anteriores igualdades emanan
esencialmente de (2.35), (2.32), de la identidad, sencilla de demostrar:

〈〈〈X, Y 〉〉Πx, y〉 = 〈Y x,Xy〉Π,

en donde X, Y ∈ `2(Rl×l) y x, y ∈ Rl, así como del Teorema Espectral, y del resultado
de que el producto escalar no afecta la integral. Por ende, se satisface la condición
(2.37).
Ahora podemos aplicar el Lema 2.8 para obtener:

〈〈E(j), EλE(k)〉〉Π =

∫ λ

−∞
Qj(t)d〈〈E(0), EtE(k)〉〉Π ∀j, k ∈ N0.

Ahora usando que los operadores Eλ son auto-adjuntos pues al ser Eλ una resolución
de la identidad lo tiene que ser, y por (2.35), Eλ también lo es y obtenemos:

〈〈E(j), EλE(k)〉〉Π = 〈〈EλE(j), E(k)〉〉TΠ = 〈〈E(k), EλE(j)〉〉TΠ. (2.40)
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Aplicamos (2.40) a esta última igualdad:

=

(∫ λ

−∞
Qk(t)d〈〈E(0), EtE(j)〉〉Π

)T
=

∫ λ

−∞
d〈〈E(0), EtE(j)〉〉TΠQT

k (t)

=

∫ λ

−∞
d〈〈E(j), EtE(0)〉〉ΠQT

k (t)

=⇒ 〈〈E(j), EλE(k)〉〉Π =

∫ λ

−∞
d〈〈E(j), EtE(0)〉〉ΠQT

k (t),

lo anterior se cumple para todo j, k ∈ N. Ahora usando esto último lo sustituimos en
(2.40), de la siguiente forma:

〈〈E(j), EλE(k)〉〉Π =

∫ λ

−∞
Qj(t)dt

(∫ t

−∞
d〈〈E(0), EvE(0)〉〉ΠQT

k (v)

)
=

∫ λ

−∞
Qj(t)d〈〈E(0), EtE(0)〉〉ΠQT

k (t),

así considerando la resolución evaluada en toda la recta real obtenemos:

〈〈E(j), E(R)E(k)〉〉Π =

∫
R
Qj(t)d〈〈E(0), EtE(0)〉〉ΠQT

k (t).

Recordando que E(R) = I y esto a su vez implica E(R) = I, por (2.35), y que los
elementos {E(k)}k≥0 son un conjunto ortonormal como fue definido en la primera
sección obtenemos la identidad buscada:∫

R
Qj(t)d〈〈E(0), EtE(0)〉〉ΠQT

k (t) = δj,kΠj.

Que usando la notación de (2.74) queda en su forma explícita:∫
R
Qj(t)dΣ(t)QT

k (t) = δj,kΠj, (2.41)

concluyendo. �

Nuevamente aplicamos el mismo razonamiento del Teorema 2.2 y encontramos, para
estas condiciones, la representación de Karlin-McGregor:

P n
i,j =

(∫
R
tnQi(t)dΣ(t)QT

j (t)

)
(Πj)

−1

=⇒ P n
i,jΠj =

∫
R
tnQi(t)dΣ(t)QT

j (t). (2.42)
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2.3. Propiedades de recurrencia

En esta subsección desarrollaremos equivalencias sobre estados recurrentes basán-
donos, principalmente, en los resultados obtenidos anteriormente. En particular el
Teorema 2.2 será de gran ayuda. Durante el resto de esta subsección asumiremos de
forma implícita que se satisafacen las condiciones del Teorema 2.1, y que la medida
matricial correspondiente a este proceso tiene su soporte en el intervalo [−1, 1].

Empezamos definiendo la función matricial generadora del bloque (i, j) de nuestra
matriz de transición P como:

Hi,j(z) =
∞∑
n=0

(P n
i,j)z

n.

Usando el Teorema 2.2, por la representación de Karlin-McGregor, esta última ecua-
ción se puede reescribir como:

Hi,j(z) =
∞∑
n=0

zn
(∫ 1

−1

tnQi(t)dµ(t)QT
j (t)

)(∫ 1

−1

Qj(t)dµ(t)QT
j (t)

)−1

.

Así reagrupando y factorizando
(∫

Qj(x)dµ(x)QT
j (x)

)−1, que no depende de n, obte-
nemos:

Hi,j(z) =

(
∞∑
n=0

∫ 1

−1

(tz)nQi(t)dµ(t)QT
j (t)

)(∫ 1

−1

Qj(t)dµ(t)QT
j (t)

)−1

.

Sin embargo, aplicando el teorema de Fubini, entrada a entrada, podemos intercam-
biar la suma y la integral para obtener:

Hi,j(z) =

(∫ 1

−1

∞∑
n=0

(tz)nQi(t)dµ(t)QT
j (t)

)(∫ 1

−1

Qj(t)dµ(t)QT
j (t)

)−1

=

(∫ 1

−1

Qi(t)dµ(t)QT
j (t)

1− tz

)(∫ 1

−1

Qj(t)dµ(t)QT
j (t)

)−1

.

Recordando el resultado conocido sobre las cadenas de Markov, un estado j es re-
currente si y solo si la serie

∑∞
n=0 P

n
j,j = ∞, tenemos que fijándonos en los bloques

matriciales de la diagonal de la matriz P , y un estado (i, j) ∈ Cl, este último es
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recurrente si y solo si:

∞∑
n=0

eTj P
n
i,iej = ĺım

z→1
eTj Hi,i(z)ej

= eTj

(∫ 1

−1

Qi(t)dµ(t)QT
i (t)

1− t

)(∫ 1

−1

Qi(t)dµ(t)QT
i (t)

)−1

ej =∞, (2.43)

donde eTj = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) es el j-ésimo vector canónico en Rl. Note incluso que
si nuestro proceso es irreducible, basta con fijarnos en la anterior relación para i = 0

y obtener que el proceso es recurrente si y solo si:

eTj

(∫ 1

−1

dµ(t)

1− t
S−1

0

)
ej =∞, (2.44)

para algún j ∈ {1, 2, . . . , l}, y en caso de ocurrir, por la irreducibilidad, de hecho se
satisface para cualquier j ∈ {1, 2, . . . , l}. Lo anterior se resume en el siguiente corola-
rio:
Corolario 2.9. Suponiendo que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1 para
la matriz de transición P definida en (2.2), correspondiente a nuestro proceso cua-
si de nacimiento y muerte, cuyos estados radican en Cl y con una medida matricial
correspondiente µ con soporte contenido en el intervalo [−1, 1], entonces un estado
(i, j) ∈ Cl es recurrente si y solo si la condición (2.43) se cumple, y además bajo lo
expuesto anteriormente, si el proceso es irreducible, este es también recurrente si y
solo si se satisface (2.44).

Ahora, el siguiente resultado será una caracterización para el caso de que nuestro
proceso, asumiendo que es irreducible, sea positivo recurrente.

Teorema 2.10. Suponiendo que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1 para
la matriz de transición P definida en (2.2), correspondiente a nuestro proceso cuasi
de nacimiento y muerte, cuyos estados radican en Cl y con una medida matricial co-
rrespondiente µ con soporte contenido en el intervalo [−1, 1] y si además suponemos
que el proceso es irreducible, entonces este será positivo recurrente si y solo si alguna
de las medidas matriciales dτj(t) = eTj dµ(t)S−1

0 ej, con j ∈ {1, 2, . . . , l}, tiene un salto
en el punto 1. Análogamente al corolario anterior, si este es el caso entonces todas
las medidas poseen un salto en el punto 1.

Demostración. Como se presentó en el enunciado del teorema, consideramos a las
medidas dτj(t) = eTj dµ(t)S−1

0 ej. Es fácil ver que en efecto son medidas pues justo co-
mo se vio en la prueba de la Proposición 1.1, los elementos diagonales de una matriz
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definida positiva son positivos. Anuado a esto, la matriz S−1
0 es definida positiva, y

por ende dµ(t)S−1
0 es definida positiva y así sus elementos diagonales forman medidas

reales. Ahora por la irreducibilidad de nuestro proceso basta solo enfocarse en los
estados de la forma (0, j). Por ende, la probabilidad de retorno del estado (0, j) al
estado (0, j) en k pasos está dada por:

αk = eTj (P k
0,0)ej = eTj

∫ 1

−1

tkdµ(t)S−1
0 ej =

∫ 1

−1

tkdτr(t).

Así el proceso es positivo recurrente si y solamente si se cumple que α = ĺımk→∞ αk
existe y es positivo. Ahora note que si definimos las funciones fk(t) = tk ∀k ∈ N
con dominio en el intervalo [−1, 1], es fácil ver que la subsecuencia de funciones
definida, generada cuando k = 2n es par, converge puntualmente a la función f(t) =

1{t=−1,1}(t), es decir la función indicadora del conjunto {−1, 1}. Análogamente, si
k = 2n+ 1 es impar la subsecuencia generada converge a la función g(t) = 1{t=1}(t)−
1{t=−1}(t), es decir a la función cuyo valor en 1 es 1, en −1 es −1 y es 0 en el restante.
Como las integrales de estas funciones claramente están acotadas, por el teorema de
Lebesgue de Convergencia Dominada obtenemos:

ĺım
n→∞

∫ 1

−1

t2ndτj(t) =

∫ 1

−1

f(t)dτj(t) = τj(−1) + τj(1)

ĺım
n→∞

∫ 1

−1

t2n+1dτj(t) =

∫ 1

−1

g(t)dτj(t) = τj(1)− τj(−1).

Por lo tanto si α existe ambos límites deben ser iguales lo que implica claramente que
τj(−1) = 0, y por ende α = τj(1) > 0, y así τj posee un salto en t = 1. �

Note de hecho que en el caso de que S0 = I las propiedades anteriores están ca-
racterizadas únicamente por los elementos diagonales de nuestra medida matricial
µ.

2.4. Momentos canónicos y su aplicación

Representaremos la transformada de Stieltjes de una medida matricial µ asocia-
da de un proceso cuasi de nacimiento y muerte, con soporte en el intervalo [−1, 1],
en términos de sus momentos canónicos, como los presentamos en la sección 1.3 del
capítulo primero.

Teorema 2.11. La transformada de Stieltjes de una medida µ asociada a un proceso
cuasi de nacimiento y muerte, con soporte en el intervalo [−1, 1], tiene la siguiente
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expansión en términos de fracciones continuas matriciales:∫ 1

−1

dµ(t)

z − t
= ĺım

n→∞
S

1/2
0

{
zI + I− 2ζT1 −

{
zI + I− 2ζT2 − 2ζT3 −

{
zI + I− 2ζT4

− 2ζT5 − · · · −
{
zI + I− 2ζT2n − 2ζT2n+1

}−1

4ζT2nζ
T
2n−1

}−1

. . .

4ζT4 ζ
T
3

}−1

4ζT2 ζ
T
1

}−1

S
1/2
0 ,

= ĺım
n→∞

S
1/2
0

{
(z + 1)I−

{
I−

{
(z + 1)I− · · · −

{
(z + 1)I− 2ζT2n+1

}−1

× 2ζT2n

}−1

. . . 2ζT2

}−1

2ζT1

}−1

S
1/2
0 ,

donde las cantidades ζj quedan definidas como en el Teorema 1.23, con base en los
momentos canónicos de la subsección 1.3.1. La convergencia anterior es uniforme
en subconjuntos compactos de C con distancia positiva de [−1, 1]. En particular, se
satisface la siguiente representación:∫ 1

−1

dµ(t)

1− t
=

1

2
S

1/2
0

[
I +

∞∑
i=0

(V T
1 )−1 · · · (V T

i )−1UT
i · · ·UT

1

]
S

1/2
0 ,

donde las secuencias de matrices {Uk} y {Vk}, son los momentos canónicos de µ.

Demostración. Como en la subsección 1.3.2 denotamos al n-ésimo POM mónico, res-
pecto µ como P n(t), y recordamos el Lema 1.22, con a = 1 y b = −1, para obtener
que:

P n+1(t) =
(
(t+ 1)I− 2ζT2n+1 − 2ζT2n

)
P n(t)− 4ζT2nζ

T
2n−1P n−1(t), (2.45)

y P 0(t) = 0, P−1(t) = I, y en este caso usamos ζTj = ζ∗j del Teorema 1.23, por tratarse
de una medida real. Ahora consideramos a las cantidades, que son producto de los
cálculos del Teorema 1.23 y el Teorema 1.21:

∆2n := 〈P n, P n〉µ = (S2n − S−2n)T = 22n(S0ζ1 · · · ζ2n)T ,

que son definidas positivas, ver la discusión posterior a las definiciones 1.95 y 1.96,
por lo que por el Lema 1.9, los polinomios:

Pn(t) = ∆
−1/2
2n P n(t),
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son ortonormales con respecto a µ. Sustituyendo esta última ecuación en (2.45), te-
nemos que los polinomios {Pn(t)} satisfacen la recurrencia:

tPn(t) = An+1Pn+1(t) +BnPn(t) + ATnPn−1(t), n ∈ N0, (2.46)

cuyas condiciones iniciales son P−1(x) = 0 y P0(x) = I. Además sus coeficientes están
dados por:

An+1 = ∆
−1/2
2n ∆

1/2
2n+2, (2.47)

Bn = −∆
−1/2
2n (I− 2ζT2n − 2ζT2n+1)∆

1/2
2n , (2.48)

ATn = 4∆
−1/2
2n ζT2nζ

T
2n−1∆

1/2
2n−2, (2.49)

(note que ∆2n = 4∆2n−2ζ2n−1ζ2n, por lo que las representaciones (2.47) y (2.49) son
equivalentes). Si denotamos a P (1)

n (t) al POM asociado de primera especie de Pn(t),
y usamos el Teorema 1.2 de [27], obtenemos la representación:

Fn(z) := (Pn+1(z))−1P
(1)
n+1(z)

= S0

{
zI−B0 − A1

{
zI−B1 − A2

{
zI−B1 − . . .

− An
{
zI−Bn

}−1

ATn

}−1

. . . AT2

}−1

AT1

}−1

,

Donde Fn(z) denota al n-ésimo aproximante. Sustituyendo (2.47)− (2.49) en la ecua-
ción anterior se tiene

Fn(z) = S
1/2
0

{
zI + I− 2ζT1 −

{
zI + I− 2ζT2 − 2ζT3 −

{
zI + I− 2ζT4

− 2ζT5 − · · · −
{
zI + I− 2ζT2n − 2ζT2n+1

}−1

4ζT2nζ
T
2n−1

}−1

. . .

4ζT4 ζ
T
3

}−1

4ζT2 ζ
T
1

}−1

S
−1/2
0 ,

si aplicamos iterativamente la identidad matricial:

I + A−1B = (I− (B + A)−1B)−1,

tomando en este caso A = (z + 1)I− 2ζT2k − 2ζT2k+1 y B = 2ζT2k, obtenemos:

Fn(z) = S
1/2
0

{
(z + 1)I−

{
I−

{
(z + 1)I− · · · −

{
(z + 1)I− 2ζT2n+1

}−1

× 2ζT2n

}−1

. . . 2ζT2

}−1

2ζT1

}−1

S
−1/2
0 ,
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y aplicando el Teorema de Markov [13, Teorema 1.1] para el caso matricial:∫ 1

−1

dµ(x)

z − t
= ĺım

n→∞
Fn(z)

= ĺım
n→∞

S
1/2
0

{
(z + 1)I−

{
I−

{
(z + 1)I− · · · −

{
(z + 1)I− 2ζT2n+1

}−1

× 2ζT2n

}−1

. . . 2ζT2

}−1

2ζT1

}−1

S
−1/2
0 .

Esto prueba la primera parte del Teorema. Para la segunda parte, sustituimos z = 1 en
la ecuación anterior, usamos el resultado (1.3) de [15], con las sustituciones adecuadas:∫ 1

−1

dµ(x)

1− x
= ĺım

n→∞

1

2
S

1/2
0

{
I−

{
I−

{
I− · · · −

{
I− ζT2n+1

}−1

× ζT2n
}−1

. . . ζT2

}−1

ζT1

}−1

S
−1/2
0

= ĺım
n→∞

1

2
S

1/2
0

n+1∑
j=0

X−1
j+1ζ

T
j Xj−1X

−1
j ζTj−1Xj−2X

−1
j−1 · · ·X1X

−1
2 ζT1 S

−1/2
0 ,

(2.50)

donde X0 = I, X1 = I y:

Xn+1 = Xn − ζTnXn−1, (n ≥ 1).

Note que X2 = I − ζT1 = I − UT
1 = V T

1 , e inductivamente si suponemos que Xn =

(V1V2 · · ·Vn−1)T , entonces:

Xn+1 = (V1V2 · · ·Vn−1)T − ζTn (V1V2 · · ·Vn−2)T

= (V1V2 · · ·Vn−1)T − (Vn−1Un)T (V1V2 · · ·Vn−2)T

= (I− UT
n )(V1V2 · · ·Vn−1)T

= (V1V2 · · ·Vn)T . (2.51)

Por inducción lo anterior es válido para toda n, lo cual al sustituir en (2.50) obtene-
mos la segunda expresión del Teorema. �

El siguiente resultado es una generalización sobre una famosa recurrencia en un pro-
ceso de nacimiento y muerte al caso matricial.

Teorema 2.12. Asuma, nuevamente, que se satisfacen las condiciones del Teorema
2.1 para la matriz de transición tridiagonal por bloques asociada a un proceso cuasi
de nacimiento y muerte, y cuya medida correspondiente tiene su soporte ubicado en
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el intervalo [−1, 1]. El estado (0, p) es recurrente si y solo si:

eTp S
1/2
0

∞∑
i=0

T−1
i+1ζ

T
j A
−1
i CT

i Ti−1T
−1
i−1A

−1
i−1C

T
i−1Ti−2T

−1
i−1

· · ·T1T
−1
2 A−1

1 CT
1 T0T

−1
1 A−1

0 T0S
−1/2
0 ep =∞,

donde Ti = Qi(1), con i ∈ N, T2 = T1 = I, y Qi(x) denota al i-ésimo polinomio
asociado al proceso, generados por la ecuación de recurrencia (2.3). En particular, un
proceso irreducible en nuestro espacio de estados Cl, es recurrente si y solo si, alguno
de los elementos de la diagonal de la matriz:

S
1/2
0

∞∑
i=0

T−1
i+1A

−1
i CT

i Ti−1T
−1
i−1A

−1
i−1C

T
i−1Ti−2T

−1
i−1 · · ·T1T

−1
2 A−1

1 CT
1 T0T

−1
1 A−1

0 T0S
−1/2,

es infinito (si este es el caso, todos los elementos de la diagonal cumplen con esta
propiedad).

Demostración. Utilizando el Corolario 2.9 y el Teorema 2.11 tenemos que un estado
(0, p) es recurrente si y solo si:

rp =
1

2
eTp S

1/2
0

[
I +

∞∑
i=0

(V T
1 )−1 · · · (V T

i )−1UT
i · · ·UT

1

]
S
−1/2
0 ep =∞, (2.52)

donde Uk y Vk son los momentos canónicos de µ. Ahora considerando la recursión
(2.3), notamos, mediante una simple inducción, que el coeficiente principal de Qn(t)

está dado por A−1
n−1 · · ·A−1

0 (ver la discusión posterior a la ecuación (2.9)). Por lo
tanto el n-ésimo POM mónico es: Q

n
(t) = A0 · · ·An−1Qn(t) y satisface la recursión:

Q
n+1

(t) = tQ
n
(t)− A0 · · ·An−1BnA

−1
n−1 · · ·A−1

0 Q
n
(t)

− A0 · · ·An−1C
T
nA
−1
n−2 · · ·A−1

0 Q
n−1

(t).

Comparando con los coeficientes de (2.45) tenemos que:

A0 · · ·An−1BnA
−1
n−1 · · ·A−1

0 = −I + 2ζT2n+1 + 2ζT2n, (2.53)

A0 · · ·An−1C
T
nA
−1
n−2 · · ·A−1

0 = 4ζT2nζ
T
2n−1. (2.54)

Note que, mediante unos sencillos cálculos: T1 = Q1(1) = A−1
0 (I − B0) = 2A−1

0 (I −
UT

1 ) = 2A−1
0 V T

1 , por lo tanto si de forma inductiva suponemos que

Tn = Qn(1) = 2nA−1
n−1 · · ·A−1

0 V T
2n−1 · · ·V T

1 ,
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o equivalentemente:

A0 · · ·An−1Tn = A0 · · ·An−1Qn(1) = Q
n
(1)V T

2n−1 · · ·V T
1 ,

entonces de (2.53), por inducción, por el Teorema 1.20, (1.95), y de la identidad
Uk = I− Vk, tenemos que;

Q
n+1

(1) = Q
n
(1)− (−I + 2ζT2n+1 + 2ζT2n)Q

n
(1)− 4ζT2nζ

T
2n−1Qn−1

(1)

= 2n+1V T
2n−1 · · ·V T

1 − 2n+1UT
2nV

T
2n−1V

T
2n−1 · · ·V T

1 − 2n+1UT
2n+1V

T
2n · · ·V T

1

− 2n+1UT
2nU

T
2n−1V

T
2n−1 · · ·V T

1

= 2n+1(I− UT
2nV

T
2n−1 − UT

2n+1V
T

2n − UT
2nU

T
2n−1)V T

2n−1 · · ·V T
1

= 2n+1(I− UT
2n+1V

T
2n − UT

2n)V T
2n · · ·V T

1

= 2n+1(I− UT
2n+1(I− UT

2n)− UT
2n)V T

2n−1 · · ·V T
1

= 2n+1(I− UT
2n+1 + UT

2n+1U
T
2n − UT

2n)V T
2n−1 · · ·V T

1

= 2n+1(V T
2n+1 − (I− UT

2n+1)UT
2n)V T

2n−1 · · ·V T
1

= 2n+1(V T
2n+1 − V T

2n+1U
T
2n)V T

2n−1 · · ·V T
1

= 2n+1V T
2n+1V

T
2n · · ·V T

1 ,

concluyendo. Por lo que podemos definir Q̂n(x) = T−1
n Qn(x), y es fácil observar que

satisface la siguiente relación de recurrencia:

xQ̂n(x) = ÂnQ̂n+1(x) + B̂nQ̂n(x) + ĈT
n Q̂n−1(x), (2.55)

donde los coeficientes quedan definidos como:

Ân = T−1
n AnTn+1, B̂n = T−1

n BnTn, Ĉ
T
n = T−1

n CT
n Tn−1. (2.56)

(Note que sustituyendo x = 1 en (2.55) obtenemos que Ân + B̂n + ĈT
n = I). Sustitu-

yendo (2.56) en (2.53)− (2.54) obtenemos que:

Â0 · · · Ân−1B̂nÂ
−1
n−1 · · · Â−1

0 = −I + 2ζT2n+1 + 2ζT2n, (2.57)

Â0 · · · Ân−1Ĉ
T
n Â
−1
n−2 · · · Â−1

0 = 4ζT2nζ
T
2n−1. (2.58)

Note que usando la identidad Ân + B̂n + ĈT
n = I:

Â0 · · · Ân−1B̂nÂ
−1
n−1 · · · Â−1

0 = I− Â0 · · · Ân−1ÂnÂ
−1
n−1 · · · Â−1

0

− Â0 · · · Ân−1Ĉ
T
n Â
−1
n−1 · · · Â−1

0 ,
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pero:

−I + 2ζT2n+1 + 2ζT2n = −I + 2UT
2nV

T
2n−1 + 2UT

2n+1V
T

2n

= I− 2UT
2nU

T
2n−1 − 2V T

2n+1V
T

2n,

por lo que, igualando estas últimas dos ecuaciones:

2UT
2nU

T
2n−1 + 2V T

2n+1V
T

2n = Â0 · · · Ân−1ÂnÂ
−1
n−1 · · · Â−1

0

+ Â0 · · · Ân−1Ĉ
T
n Â
−1
n−1 · · · Â−1

0 . (2.59)

Ahora, por un argumento inductivo podemos suponer que Â0 · · · Ân−2Ân−1Â
−1
n−2 · · · Â−1

0 =

2V T
2n−1V

T
2n−2, por lo que de (2.58):

Â0 · · · Ân−1Ĉ
T
n Â
−1
n−2 · · · Â−1

0 = 4UT
2nU

T
2n−1V

T
2n−1V

T
2n−2,

por lo que:

Â0 · · · Ân−1Ĉ
T
n Â
−1
n−1 · · · Â−1

0 = 2UT
2nU

T
2n−1, (2.60)

y sustituyendo esto último en (2.59):

Â0 · · · Ân−1ÂnÂ
−1
n−1 · · · Â−1

0 = 2V T
2n+1V

T
2n, (2.61)

completando la inducción y haciendo válidas las últimas identidades (2.60) y (2.61)

para toda n ∈ N. Así, usando estos valores en el lado izquierdo de (2.52):

rp =
1

2
eTp S

1/2
0

∞∑
j=0

[
(V T

1 )−1 · · · (V T
2j )
−1UT

2j · · ·UT
1

+ (V T
1 )−1 · · · (V T

2j+1)−1UT
2j+1 · · ·UT

1

]
S
−1/2
0 ep

=
1

2
eTp S

1/2
0

∞∑
j=0

Â−1
j ĈT

j Â
−1
j−1 · · · Â−1

1 ĈT
1 Â
−1
0 S

−1/2
0 ep

= eTp S
1/2
0

∞∑
i=0

T−1
i+1A

−1
i CT

i Ti−1T
−1
i−1A

−1
i−1C

T
i−1Ti−2T

−1
i−1

· · ·T1T
−1
2 A−1

1 CT
1 T0T

−1
1 A−1

0 T0S
−1/2
0 ep =∞,

lo que concluye la demostración. �

En el caso en el que las matrices Ti, Ai, Ci conmutan, la anterior identidad se re-
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duce a:

eTp S
1/2
0

∞∑
i=0

T−1
i+1T

−1
i (C1 · · ·Ci)T (A0 · · ·Ai)−1S

−1/2
0 ep =∞.

2.5. Representaciones de la medida invariante

En esta sección nos enfocaremos en obtener diversas expresiones de la medida
invariante de nuestro proceso, donde una medida invariante queda definida como en
el caso escalar, es decir, es un vector real infinito π = (π0, π1, . . . ) tal que πP = π.
Por los resultados de [21], sabemos que todo proceso cuasi de nacimiento y muerte,
irreducible, posee siempre una medida invariante en forma de un producto matricial.
En particular, si el proceso es positivo recurrente, la medida invariante coincide con
la distribución estacionaria, definida de igual forma al caso escalar, x = (xT0 , x

T
1 , . . . ),

que puede ser representada como:

xTk = xT0

k−1∏
i=0

R̃i, (2.62)

donde el conjunto {R̃i}i≥0 es la solución minimal no negativa de las ecuaciones:

Rk = Ak +RkBk+1 +RkRk+1C
T
k+2, k = 0, 1, . . . , (2.63)

y x0 satisface:
xT0 (B0 + R̃0C

T
1 ) = xT0 , (2.64)

normalizado tal que xT1∞ = 1, donde 1∞ denota al vector infinito cuyas todas
entradas son 1. Supondremos ahora que las condiciones del Teorema 2.4 se cumplen
para nuestra cadena de Markov, aperiódica e irreducible en Cl. Por ende, por un
resultado clásico, los límites:

L′i = ĺım
n→∞

P n
i,i′ ,

existen y son independientes de la elección de i. Ahora, recordando la ecuación (2.11),
y procediendo como en la prueba del Teorema 2.10, tenemos que xk → 1{x=−1,1}(x)

puntualmente para k par, y xk → 1{x=1}(x) − 1{x=−1}(x) para k impar. Por ende
podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada y obtener que:

Li′ = ĺım
n→∞

[
Qi(1)µ(1)QT

i′ (1) + (−1)nQi(−1)µ(−1)QT
i′ (−1)

]
Z−1
i′ ,

donde Zi′ =
∫ 1

−1
Qi′(t)dµ(t)QT

i′ (t). Procediendo con la misma idea de la prueba del
Teorema 2.10, consideramos las subsecuencias obtenidas para k par e impar y con-
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cluimos que µ(−1) = 0. Por lo que esta última ecuación se reduce a:

Li′ = ĺım
n→∞

P n
i,i′ = Qi(1)µ(1)QT

i′ (1)Z−1
i′ . (2.65)

Note que el lado izquierdo de esta ecuación es claramente independiente de i, lo que
provee de diversas representaciones para la misma cantidad. Por ejemplo, si tomamos
i = 0 y notamos que el rango de las matrices Li′ es 1, obtenemos de la identidad
L0 = µ(1)Z−1

0 que la matriz µ(1) tiene rango 1. Es más, si el proceso es positivo
recurrente, la distribución estacionaria está dada por:

x = (xT0 , x
T
1 , . . . ) = eT0 (L0, L1, . . . ),

y de aquí se sigue, igualando entradas, que:

xTk = eT0Lk = eT0 µ(1)QT
k (1)Z−1

k , k ≥ 0,

que es una representación alterna a nuestra distribución estacionaria. En particular:

xT0 = eT0 µ(1)S−1
0 .

Si las matrices Qk(1) son invertibles, mediante un cálculo telescópico, obtenemos que
las definiciones siguientes satisfacen (2.62):

R̃j = Zj(Q
T
j (1))−1QT

j+1(1)Z−1
j+1.

Usando ahora las ecuaciones de (2.5) y (2.4), es fácil observar que la secuencia {R̃j}j≥0

es una solución al sistema (2.63) y (2.64). Finalmente, observamos que la matriz
Z−1
j = RT

j Rj puede ser expresada únicamente en términos de los bloques Aj, Cj y S0.

Veamos una condición necesaria para la recurrencia positiva. Para ello usamos la
identidad de (2.65), para dos valores distintos i, k y obtener la igualdad:

Qi(1)µ(1)QT
i′ (1) = Qk(1)µ(1)QT

i′ (1) = Li′ ,

que para cuando i′ = 0, se reduce a:

(Qi(1)−Qk(1))µ(1) = 0, i, k ≥ 0.

Utilizando el Teorema 2.10, tenemos que el proceso es positivo recurrente si y sola-
mente si las medidas eTi dµ(x)S−1

0 ei poseen un salto en 1. En este caso, se sigue de la
última ecuación que las matrices Qi(1)−Qk(1) tienen que ser no invertibles para que
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el salto exista, lo cual nos otorga el siguiente Teorema:

Teorema 2.13. Asuma que P definida en (2.2) satisface las condiciones del Teo-
rema 2.4. Si el proceso es positivo recurrente, entonces las matrices:

Qi(1)−Qk(1), ∀i, k ∈ N0,

son no invertibles.

Por último, en [7], se da explicítamente una expresión para una medida invarian-
te, la cual se presenta en el siguiente y último Teorema de este capítulo.

Teorema 2.14. Considere a P nuestra matriz por bloques, tridiagonal y de transi-
ción que satisface las condiciones del Teorema 2.4. Considere la sucesión de matrices
{Πj}j≥0 definidas en (2.20), donde Π0 = S−1

0 . Considere el siguiente vector fila:

π = ((Π01l)
T , (Π11l)

T , . . . ),

donde 1l es el vector con todas las entradas 1 y de dimensión l. Entonces π es una
medida invariante para el proceso P .

Demostración. De (2.20) es fácil ver que las matrices Πj son semi-definidas posi-
tivas, de aquí que las entradas de π sean no negativas. Para probar que πP = π

tenemos que verificar, por la definición de P , que:

(Π01l)
TB0 + (Π11l)

TCT
1 = (Π01l)

T ,

y que

(Πn+11l)
TAn−1 + (Πn1l)

TBn + (Πn+11l)
TCT

n+1 = (Πn1l)
T , ∀n ≥ 1.

La primera igualdad es producto de las ecuaciones ΠiPi,j = P T
i,jΠj, y de que P sea

estócastica, ya que:

1Tl (Π0B0 + Π1C
T
1 ) = 1Tl (B0Π0 + AT0 Π0) = [(B0 + A0)1l]

TΠ0 = (Π01l)
T ,

pues (B0 + A0)1l = 1l por ser P estocástica. Similarmente:

1Tl (Πn−1An−1 + ΠnBn + Πn+1C
T
n+1) = [(An +Bn + Cn)1l]

TΠn = (Πn1l)
T ,

concluyendo. �



Capítulo 3

Ejemplos

En este último capítulo presentaremos diversos ejemplos concretos de procesos
cuasi de nacimiento y muerte. Empezamos mostrando el ejemplo clásico de este tipo
de procesos en los enteros, el cual puede verse como una matriz infinita en ambas
direcciones, pero que su matriz de transición puede ser transformada a una matriz
de transición por bloques y ser infinita solamente en una dirección, y con esto po-
der aplicar los resultados vistos. Después presentamos un ejemplo de aplicación en
Teoría de Colas, donde encontrar la secuencia matrices correspondientes {Ri}i≥0 es
relativamente fácil, pero obtener la medida se complica, incluso para el caso de l = 2.
Posteriormente, estudiamos dos caminatas aleatorias, la primera en una cuadrícula y
la segunda en un árbol infinito y particular conocido en inglés como “Walsh’s Spider”
o “Araña de Walsh” en español. Por último, mostramos por encima un ejemplo no
trivial proveniente de la teoría de representación de grupos con un mayor número de
transiciones entre los estados.

3.1. Cadenas de nacimiento y muerte en Z
Consideramos una cadena de nacimiento y muerte con espacio de estados en los

enteros, donde este queda definido por sus probabilidades de transición: ri es la pro-
babilidad de permanecer en el estado i, qi la de avanzar al estado i + 1 y pi la de
retroceder al estado i − 1, donde i ∈ Z. Si consideramos que pi + qi + ri ≤ 1, la
desigualdad estricta pi + qi + ri < 1 es interpretada como la existencia de un estado
i∗ en permanente absorción y cuya probabilidad de cualquier estado i de ir a i∗ es
1 − pi − qi − ri. Mediante una biyección entre los enteros y los naturales podemos

90



CAPÍTULO 3. EJEMPLOS 91

encontrar el siguiente mapeo:

ψ :


Z→ C2,

i→

{
(i, 1) si i ∈ N0,

(−i− 1, 2) otro caso,

el cual tiene su conjunto de estados en C2, y la transición entre la primera y segunda
fila solo es posible cuando estamos en el estado (0, 1). La matriz de transición está
dada por (2.2) cuyos bloques son de dimensión 2× 2 y están definidos como:

B0 =

(
r0 q0

p−1 r−1

)
, Bn =

(
rn 0

0 r−n−1

)
,

An =

(
pn 0

0 q−n−1

)
, CT

n =

(
qn 0

0 p−n−1

)
.

Es fácil observar que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1 con la sucesión de
matrices {Rn}n≥0 definidas por:

R0 =

(
1 0

0
√

q0
p−1

)
, Rn =

√p0···pn−1

q1···qn 0

0
√

q0q−1···q−n

p−1p−2···p−n−1

 n ≥ 1. (3.1)

Consecuentemente, por este Teorema, existe una medida matricial µ asociada a este
proceso y cuyo soporte está contenido en el intervalo [−1, 1], (véase el Teorema 2.3).
Ahora calculamos la transformada de Stieltjes de esta medida usando el Teorema 2.4

y obtenemos:

Φ(z, µ) =

∫ 1

−1

dµ(t)

z − t
=
[
Φ̃(z)−1 −RT

0R0(B0 − B̃0)
]−1

.

Aquí Φ̃(z) es la transformada de Stieltjes asociada a la medida matricial µ̃ del proceso
obtenido de reemplazar B0 por B̃0 en la matriz de transición, (ver (2.48)). B̃0 queda
definido como:

B̃0 =

(
r0 0

0 r−1

)
.

De esta misma definición obtenemos que B0 − B̃0 es:

B0 − B̃0 =

(
0 q0

p−1 0

)
.
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Note que Φ̃(z) es una matriz diagonal pues los coeficientes respectivos a esta medida
son diagonales, por lo que aplicando el Teorema de Markov, como en la prueba del
Teorema 2.4, obtenemos que es una matriz diagonal. Así, si nombramos a Φ̃+(z) y
Φ̃−(z) como los componentes diagonales de Φ̃(z), respectivamente, de la ecuación
(3.1) obtenemos:

Φ(z) =

∫ 1

−1

dµ(t)

z − t
=

(
1

Φ̃+(z)
−q0

−q0
1

Φ̃−(z)

)−1

=
1

1− q2
0Φ̃+(z)Φ̃−(z)

(
Φ̃+(z) q0Φ̃+(z)Φ̃−(z)

q0Φ̃+(z)Φ̃−(z) Φ̃−(z)

)
. (3.2)

Estudiemos ahora el caso especial en el que pi = p, qi = q y ri = 0 para todo i ∈ Z.
En [19] se obtiene que:

Φ̃+(z) =
z −

√
z2 − 4pq

2pq
, Φ̃−(z) =

p

q
Φ̃+(z). (3.3)

Esta última ecuación igual se puede obtener mediante la fórmula (2.25), pues en este
caso el proceso es auto-similar (ver la discusión posterior a (2.25)), y por ende nos
otorga:

Φ̃(z)RT
0R0 = [zI− pqΦ̃(z)RT

0R0]−1.

Multiplicando zI−pqΦ̃(z)RT
0R0 por la derecha y acomodando obtenemos la ecuación

cuadrática:
pq(Φ̃(z)(RT

0R0)2 − zΦ̃(z)RT
0R0 + I = 0.

Usando (3.1) obtenemos las ecuaciones:

pq(Φ̃+(z))2 − zΦ̃+(z) + 1 = 0,

pq

(
q

p
Φ̃−(z)

)2

− z q
p

Φ̃−(z) + 1 = 0.

Lo cual claramente implica (3.3). Sustituyendo (3.3) en (3.2) tenemos que:

Φ(z) =


1√

z2−4pq

−1
2q

(
1− z√

z2−4pq

)
−1
2q

(
1− z√

z2−4pq

)
p

q
√
z2−4pq

 . (3.4)

De hecho es posible encontrar nuestra medida explícitamente gracias a la fórmula
de inversión de Perron-Stieltjes, vista en (2.27), que en el caso matricial es aplicar a
cada entrada de la medida matricial µ. Primero aplicamos la inversión a las partes
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absolutamente continuas. Para la entrada (1, 1) de Φ(z) queda como:

µ1,1(x) = − 1

π
ĺım
ε→0
=

(
1√

(x+ iε)2 − 4pq

)
= − 1

π
ĺım
ε→0
=

(
1√

(x2 + 2ixε− ε2 − 4pq

)

= − 1

π
=

(
1√

x2 − 4pq

)
,

donde = indica la parte imaginaria. Para que la última expresión tenga parte imagi-
naria positiva se requiere que |x| < 2

√
pq, y en este caso tenemos que:

dµ1,1(x) =
1

π
√

4pq − x2
dx, |x| < 2

√
pq.

Para la entrada (2, 2) de µ, por (3.3), tenemos que:

dµ2,2(x) =
p

πq
√

4pq − x2
dx, |x| < 2

√
pq.

Finalmente para la entrada (1, 2) de µ, que es igual a la entrada (2, 1), aplicando la
fórmula de inversión:

µ1,2(x) = − 1

π
ĺım
ε→0
=

(
−1

2q

(
1− x+ iε√

(x+ iε)2 − 4pq

))

=
1

π
ĺım
ε→0
=

(
1

2q

(
1− x+ iε√

x2 + 2ixε− ε2 − 4pq

))

=
1

π
=

(
1

2q

(
1− x√

x2 − 4pq

))
.

Para que la última expresión tenga parte imaginaria positiva se requiere que |x| <
2
√
pq, y tenemos que:

dµ1,2(x) =
x

2πq
√

4pq − x2
dx, |x| < 2

√
pq.

Observe que los únicos saltos posibles de nuestras medidas están localizados en x =

±2
√
pq. Sin embargo, por la misma fórmula de inversión el tamaño de los saltos es 0.

Por ende, la medida matricial está dada por:

dµ(x) =
1

π
√

4pq − x2

(
1 x/2q

x/2q p/q

)
dx, |x| < 2

√
pq. (3.5)
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Estudiamos ahora las propiedades de recurrencia de este proceso usando los resulta-
dos obtenidos en la subsección 2.3. Para ello, primeramente notamos que el proceso
es claramente irreducible, pues es posible llegar de cualquier estado a otro, (pues si
estamos en el estado i, podemos avanzar a i + 1 o disminuir a i − 1 en un paso), en
una cantidad finita de pasos. Sabiendo esto y aplicando el Teorema 2.9 con la fórmula
explícita de µ (véase (3.5)) tenemos que si p 6= q, entonces, por la desigualdad entre la
media geométrica y aritmética 2

√
pq < p+ q = 1. Así, por (3.5), la integral en (2.44)

está definida en el intervalo [−2
√
pq, 2
√
pq] y es finita, pues este está completamente

contenido en [−1, 1]. De esta misma observación es fácil ver que cuando p = q = 1/2

la integral claramente diverge, por lo que el proceso es transitorio si y solo si p 6= q y
recurrente si y solo si p = q = 1/2. Como la fórmula de inversión no nos otorgó nin-
gun salto esto implica que el proceso nunca es positivo recurrente por el Teorema 2.10.

Para obtener la medida invariante usamos el Teorema 2.13 de la subsección 2.5. En
este caso, por (3.1), tenemos que la expresión buscada de la medida invariantes es:

π =

(
1,

q0

p−1

;
p0

q1

,
q0q−1

p−1p−2

;
p0p1

q1q2

,
q0q−1q−2

p−1p−2p−3

; . . .

)
.

Veamos ahora cómo obtener los momentos canónicos de la medida µ para el caso en
el que p = q = 1/2 y veremos una manera alternativa de demostrar que el proceso es
recurrente. Para poder encontrar los momentos canónicos de esta medida aplicamos
la transformación lineal x = 2t − 1 a µ para que el soporte cambie de [−1, 1] a
[0, 1] obteniendo la medida µ[0,1], y multiplicamos por 2I para normalizarla y obtener
2µ[0,1] = λ. Por (1.91)− (1.93) sabemos que los momentos canónicos de µ y µ[0,1] son
los mismos, y además es fácil comprobar que la multiplicación por escalares, distintos
de 0, a la medida preserva los momentos canónicos, por lo que µ[0,1] y λ también
poseen los mismos momentos canónicos. Con base en esto la medida λ queda definida
explícitamente como:

λ(t) =
1

π
√
t(1− t)

(
1 2t− 1

2t− 1 1

)
, |t| < 1.

Para encontrar los momentos canónicos calculamos primeramente los momentos. Así,
usando la notación de la sección 1.3, si Sk representa el k-ésimo momento matricial
de λ, entonces

(Sk)1,1 =

∫ 1

0

tk

π
√
t(1− t)

dt =
1

π

∫ 1

0

t
2k−1

2

√
1− t

dt.
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Considerando el cambio de variable t = u2 obtenemos que esto último es igual a

2

π

∫ 1

0

u2k

√
1− u2

du,

por lo que realizando la sustitución trigonométrica u = sin(v):

2

π

∫ π/2

0

cos(v) sin2k(v)√
1− sin2(v)

dv =
2

π

∫ π/2

0

sin2k(v)dv.

Está última integral se puede obtener integrando por partes, y al evualar en v = 0 y
v = π/2 se obtiene:

(Sk)1,1 =

(
2k

k

)
1

22k
, k ≥ 0.

Calculamos (Sk)1,2 análogamente:

(Sk)1,2 =

(
2k

k

)
k

22k(k + 1)
, k ≥ 0.

Por lo que explícitamente el momento k-ésimo viene dado por

Sk =

(
2k

k

)
k

22k(k + 1)

(
k + 1 k

k k + 1

)
, k ≥ 0.

Con base en esto y por la discusión posterior a (1.60), así como (1.62), tenemos los
primeros dos momentos canónicos:

U1 = S−1
0 S1 =

(
1
2

1
4

1
4

1
2

)
, U2 =

(
1
3

0

0 1
3

)
.

Finalmente por [10] el resto de los momentos canónicos son:

U2k =
k

2k + 1

(
1 0

0 1

)
, U2k−1 =

1

2

(
1 1

2k
1
2k

1

)
,

con k ∈ N. Ahora note que por (1.60) tenemos que V2k = k+1
2k+1

I y

V2k+1 =
1

2

(
1 − 1

2k

− 1
2k

1

)
,

por lo que sus respectivos inversos son V −1
2k = 2k+1

k+1
I y V −1

2k+1 = 16k2

4k2−1
U2k+1. Por ende

utilizando el Corolario 2.9 y el Teorema 2.11 tenemos que un estado (0, p) es recurrente
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si y solo si se satisface (2.52). Calculando los sumandos de la serie de esta ecuación,
tenemos que:

(V T
1 )−1 · · · (V T

2k)
−1UT

2k · · ·UT
1 =

(
k∏
j=1

2j + 1

j

)(
k∏
j=1

16j2

4j2 − 1

)
I,

para i = 2k en (2.52). Análogamente, tomando i = 2k + 1:

(V T
1 )−1 · · · (V T

2k+1)−1UT
2k+1 · · ·UT

1 =

(
k∏
j=1

2j + 1

j

)(
k+1∏
j=1

16j2

4j2 − 1

)
I.

Al considerar la serie de (2.52) las entradas diagonales de esta matriz claramente
divergen. Así usando el Teorema 2.11 y el Corolario 2.9 tenemos que todos los estados
(0, p), de nuestro proceso asociado a µ, son recurrentes.

3.2. Un ejemplo proveniente de Teoría de colas

Veremos ahora un ejemplo en Teoría de Colas, introducido en 2002 en [6]. Para
ello consideramos un sistema independiente de colas, donde la primera cola es de la
formaM/M/1 y la segundaM/M/1/l−1. Ambas colas poseen un proceso de Poisson
de llegada con parámetros λi, i = 1, 2 y un servicio de distribución exponencial
con parámetros µi, i = 1, 2. Considerando el proceso cuasi de nacimiento y muerte
correspondiente a la longitud de la primera cola, que es no acotado, y la longitud de
la segunda cola, que varía entre 0, 1, . . . , l − 1, poseen una matriz de transición por
bloques de la forma (2.2), y con bloques Ai, Bi y Ci dados por:

B0 =


0 λ2

λ1+λ2
0 . . . 0

µ2
γ−µ1 0 λ2

γ−µ1 . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 . . . µ2

γ−µ1 0 λ2
γ−µ1

0 . . . 0 µ2
λ1+µ2

0

 , Bi =


0 λ2

γ−µ2 0 . . . 0
µ2
γ

0 λ2
γ

. . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 . . . µ2

γ
0 λ2

γ

0 . . . 0 µ2
γ−µ2 0

 , i ≥ 1,

A0 =



λ1
λ1+λ2

0 . . . 0 0

0 λ1
γ−µ1 . . . 0 0

...
... . . . ...

...
0 . . . 0 λ1

γ−µ1 0

0 . . . 0 0 λ1
λ1+µ2

 , Ai =



λ1
γ−µ2 0 . . . 0 0

0 λ1
γ

. . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 . . . 0 λ1
γ

0

0 . . . 0 0 λ1
γ−λ2

 , i ≥ 1,
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y finalmente,

Ci =



µ1
γ−µ2 0 . . . 0 0

0 µ1
γ

. . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 . . . 0 µ1
γ

0

0 . . . 0 0 µ1
γ−λ2

 , i ≥ 1,

respectivamente, donde γ = λ1 + λ2 + µ1 + µ2 y λ1 < µ2. Recordando nuevamente el
Teorema 2.1, si se definen a las matrices {Ri}i≥0 como:

R0 = diag

√(λ1 + λ2)µ2√
(γ − µ1)λ2

, 1,

√
λ2√
µ2

,
λ2

µ2

, . . . ,

(√
λ2√
µ2

)l−3

,

√
(λ1 + µ2)λl−2

2√
(γ − µ1)µl−2

2

 ,

R1 = diag

√λ1(γ − µ2)µ2√
λ2(γ − µ1)µ1

,

√
γλ1√

(γ − µ1)µ1

, . . . ,

√
γλ1λ

l−3
2√

(γ − µ1)µ1µ
l−3
2

,

√
λ1(γ − λ2)λl−2

2√
µ1(γ − µ1)µl−3

2

 ,

y finalmente,

Ri =

(√
λ1√
µ1

)i−1

R1, i ≥ 2,

se satisfacen las condiciones del Teorema 2.3 y la medida correspondiente al proceso
tiene su soporte contenido en [−1, 1].

Estudiamos, finalmente, la medida invariante asociada a este proceso. Para ello, nue-
vamente hacemos uso del Teorema 2.13 de la subsección 2.5. Considerando a la si-
guiente sucesión de vectores horizontales de dimensión l:

v0 =

(
(λ1 + λ2)µ2

(γ − µ1)λ2

, 1,
λ2

µ2

,
λ2

2

µ2
2

, . . . ,

(
λ2

µ2

)l−3

,
(λ1 + µ2)λl−2

2

(γ − µ1)µl−2
2

)

v1 =

(
λ1(γ − µ2)µ2

λ2(γ − µ1)µ1

,
γλ1

(γ − µ1)µ1

, . . . ,
γλ1λ

l−3
2

(γ − µ1)µ1µ
l−3
2

,
λ1(γ − λ2)λl−2

2

µ1(γ − µ1)µl−3
2

)
,

y para i ≥ 2 definimos vi =
(
λ1
µ1

)i−1

v1. Con base en esto nuestra medida invariante
queda expresada, en términos de estas previas definiciones, de la forma:

π = (v0; v1; v2; . . . ).
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3.3. Caminata aleatoria en una cuadrícula

Consideramos ahora la medida al proceso cuasi de nacimiento y muerte en Cl,
donde las probabilidades de ir de (i, j) a (i, j+ 1), (i, j−1), (i−1, j) y (i+ 1, j) están
dadas por los reales positivos u, v, q, r, respectivamente, y u+ v + q + r = 1. En este
caso, se sigue que Ai = rI, para todo i ≥ 0, Ci = qI, para i ≥ 1, y:

Bi =



0 u 0 0 . . . 0

v 0 u 0 . . . 0

0 v 0 u . . . 0
...

... . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 v 0 u

0 . . . 0 0 v 0


, i ≥ 0. (3.6)

Nuevamente definiendo a las matrices {Ri}i≥0 como:

R0 = diag

(
1,

√
u

v
,

√
u2

v2
, . . . ,

√
ul−1

vl−1

)
, Ri =

(√
r

q

)i
R0, i ≥ 1,

se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1. Del Teorema 2.3 obtenemos que la medi-
da matricial correspondiente a este proceso tiene su soporte contenido en el intervalo
[−1, 1]. De la anterior definición de Ri y de las ecuaciones (2.13) tenemos a los coefi-
cientes constantes D = Dn =

√
qrI, y:

E = En =
√
uv



0 1 0 0 . . . 0

1 0 1 0 . . . 0

0 1 0 1 . . . 0
...

... . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 1 0 1

0 . . . 0 0 1 0


. (3.7)

Ahora usando los resultados obtenidos en [14], se sigue que la transformada de Stieltjes
de nuestra medida esta dada por:∫ 1

−1

dµ(t)

z − t
=

1

2qr

[
zI− E −

[
(zI− E)2 − 4qrI

]1/2]
.

De este mismo artículo obtenemos que el soporte de la medida viene dado por el
conjunto:

supp(µ) = {x ∈ R |xI− E tiene un valor propio en [−2
√
qr, 2
√
qr]}. (3.8)
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Es bien conocido, ver [2], que los valores propios de la matriz E en (3.7) son:

2
√
uv cos

(
jπ

l + 1

)
, j = 1, . . . , l,

y con vectores propios normalizados y correspondientes:

xTj =

√
2

l + 1

(
sin

(
jπ

l + 1

)
, sin

(
2
jπ

l + 1

)
, . . . , sin

(
l
jπ

l + 1

))
.

Por ende, se sigue de (3.8) y esto último que:

supp(µ) =

[
−2
√
qr + 2

√
uv cos

(
lπ

l + 1

)
, 2
√
qr + 2

√
uv cos

(
π

l + 1

)]
, (3.9)

(note que supp(µ) ⊂ [−1, 1]). Para poder calcular la medida matricial µ, tenemos
primero que determinar la descomposición espectral de la matriz:

−H(x) = 4I−D−1/2(xI− E)D−1(xI− E)D−1/2

=
1

qr

[
4qrI− (xI− E)2

]
.

Es fácil ver que al conocer los valores propios de E, los de esta matriz son:

λj(x) =
1

qr

[
4qr −

(
x− 2

√
uv cos

(
jπ

l + 1

))2
]
,

y nuevamente por [14], el peso de la medida matricial está dada por:

dµ(x) =
1

2π
√
qr
UΛ(x)UTdx,

donde la matriz Λ(x) es definida como:

Λ(x) = [diag(máx(λ1(x), 0), . . . ,máx(λd(x), 0))]1/2 ,

y la (i, j)-ésima entrada de la matriz U está dada por:

ui,j =

√
2

l + 1
sin

(
j
iπ

l + 1

)
.

Ahora para estudiar las propiedades de recurrencia, con base en la medida asociada
de este proceso, hacemos uso del Teorema 2.9. Siguiendo un razonamiento similar al
Ejemplo 3.1, y empleando (3.9), veremos en qué casos ocurre que supp(µ) = [−1, 1],
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para poder distinguir cuándo el proceso es transitorio y cuándo recurrente. Por en-
de, usando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, así como el he-
cho de que cos

(
lπ
l+1

)
≤ 1, tenemos que 2

√
qr + 2

√
uv cos

(
lπ
l+1

)
≤ 2
√
qr + 2

√
uv ≤

q+r+u+v = 1, donde la igualdad, asumiendo que todos son positivos, se da cuando
q = r, u = v y cos

(
lπ
l+1

)
= 1. Sin embargo, esta última condición no es posible pues

l es un entero positivo. Por lo tanto, forzosamente debe ocurrir que u = v = 0 y
q = r = 1/2, y cualquier otra elección de u, v, q, r forzosamente debe satisfacer que
supp(µ) ⊂ (−1, 1). Así, esto último implica que el proceso es transitorio en cual-
quier caso, salvo u = v = 0 y q = r = 1/2. Falta ver si el proceso es recurrente
en esta situación. Para ello analizamos la medida asociada y notamos que en este
caso λj(x) = 4(1 − x2), así usando el Teorema 2.9 queda claro que el proceso sí es
recurrente en este caso. Al igual que en el Ejemplo 3.1, usando el Teorema 2.10, la
medida al no poseer ningún salto hace imposible que el proceso sea recurrente positivo.

Para obtener la medida invariante procedemos a usar el Teorema 2.13. Por la de-
finición de las matrices Ri que se da al inicio del Ejemplo, si definimos a la sucesión
de vectores horizontales de dimensión l, {vi}i≥0 de la siguiente forma:

v0 =

(
1,
u

v
,
u2

v2
, . . . ,

ul−1

vl−1

)
, vi =

(
r

q

)i
v0, i ≥ 1,

entonces por el Teorema 2.13 nuestra medida invariante está dada por

π = (v0; v1; v2; . . . ).

Un caso particular de la anterior caminata es considerar el caso finito. Es fácil ver
que los resultados demostrados en las secciones anteriores permanecen válidos para
procesos en espacios de estados finitos. Como un ejemplo, consideramos un proceso
en:

Cl,N = {(i, j) ∈ N0 × N | 0 ≤ i ≤ N − 1, 1 ≤ j ≤ l},

donde, nuevamente, las probabilidades de ir de (i, j) a (i, j + 1), (i, j − 1), (i− 1, j) y
(i+1, j) están dadas por los reales positivos u, v, q, r, respectivamente, y u+v+l+r =



CAPÍTULO 3. EJEMPLOS 101

1. Entonces, la matriz de transición por bloques está dada por:

P =


B0 A0 0 . . . 0

CT
1 B1 A1 . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 . . . CT

N−2 BN−2 AN−2

0 . . . 0 CT
N−1 BN−1

 ,

donde Ai = rI, con 0 ≤ i ≤ N − 2, Ci = qI, con 1 ≤ i ≤ N − 1, y las matrices
B = Bi quedan definidas como en (3.6). Para encontrar los POM asociados a P ,
empezamos por notar que Q1(x) = 1

r
(xI−B), dado que Q−1(x) = 0 y Q0(x) = I, así

si nombramos A = 1
r
(xI−B) y usando (2.3) tenemos que:

Qn+1(x) = AQn(x)− q

r
Qn−1(x). (3.10)

Antes de seguir, nombramos como Un(z) al n-ésimo polinomio de Chebyshev de se-
gundo tipo. Es bien conocido que U0(z) = I = Q0(x) y si hacemos la sustitución
z = 1

2

√
r
q
A, tenemos que

√
q
r
U1(z) = 2

√
q
r
z = A = Q1(x). Así, si asumimos por

inducción, que:

Qk(x) =

(√
q

r

)k
Uk

(
1

2

√
r

q
A

)
, (3.11)

se cumple para 0 ≤ k ≤ n, entonces para k = n + 1, tenemos por (3.10), (3.11) y la
conocida recurrencia de los polinomios Un(z):

Qn+1(x) = AQn(x)− q

r
Qn−1(x)

= A

(√
q

r

)n
Un

(
1

2

√
r

q
A

)
−
(√

q

r

)n+1

Un−1

(
1

2

√
r

q
A

)
=

(√
q

r

)n+1 [
2

1

2

√
r

q
AUn

(
1

2

√
r

q
A

)
− Un−1

(
1

2

√
r

q
A

)]
=

(√
q

r

)n+1

Un+1

(
1

2

√
r

q
A

)
,

como se pedía, haciendo (3.11) válido para todo k natural. Recordando las raíces de
los polinomios de Chebyshev de segundo tipo y usando que det(A) = det 1

r
(xI− B),

que es el polinomio característico de B, obtenemos:

UN

(z
2

)
=

N∏
j=1

(
z − 2 cos

(
jπ

N + 1

))
, detA =

(√
uv

r

)l
Ul

(
1

2
√
uv
x

)
. (3.12)
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Por ende, los ceros del polinomio QN(x), que son las raíces escalares de detQN(x),

están dados por los ceros de UN
(

1
2

√
r
q
A

)
. Por (3.11), y por lo anterior tenemos que

los ceros de este último polinomio son:

detUN

(
1

2

√
r

q
A

)
=

N∏
j=1

det

(√
r

q
A− 2 cos

(
jπ

N + 1

))
.

Los ceros están determinados por las raíces de cada uno de los elementos del producto,
extrapolando:

det

(√
r

q
A− 2 cos

(
jπ

N + 1

))
= det

(
1
√
qr

(xI−B)− 2 cos

(
jπ

N + 1

))
=

(
1
√
qr

)d
det

((
x− 2

√
qr cos

(
jπ

N + 1

))
I−B

)
.

Como detA = det(xI−B), el polinomio característico de B, que se calculó en (3.12),
tenemos que las raíces de esto último están dadas por:

λi,j = 2

(√
uv cos

(
iπ

l + 1

)
+
√
rl cos

(
jπ

N + 1

))
,

con 1 ≤ i ≤ l y 1 ≤ j ≤ N .

3.4. Caminata aleatoria en un árbol

Considere el proceso inducido por la gráfica generada por l rayos infinitos conec-
tados de un punto, llamado el origen, conocida como “araña de Walsh” (“Walsh’s
spider”). En cada rayo la probabilidad de alejarnos del origen en distancia 1 es p, y la
de acercarnos a este es q, donde p+ q = 1. Del origen, la probabilidad de ir al i-ésimo
rayo es xi > 0, (i = 1, . . . , l) (ver la Figura 3.1, en el caso l = 5). Es fácil observar
que este proceso tiene como estados a Cl, y con matriz de transición P como en (2.2),
donde Bi = 0, si i ≥ 1, A0 = diag(x1, p, . . . , p), Ai = pI para i ≥ 1, y

B0 =


0 x2 . . . xl
q 0 . . . 0
...

... . . . ...
q 0 . . . 0

 , C0 =


x1 0 . . . 0

0 p . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . p

 ,



CAPÍTULO 3. EJEMPLOS 103

y Ci = pI, i ≥ 1, donde
∑l

i=1 xi = 1. Claramente este conjunto de matrices satisface
las hipótesis del Teorema 2.1 con la secuencia de matrices {Rj}j≥0:

R0 = diag
(

1,

√
x2

q
, . . . ,

√
xl
q

)
, R1 = diag

(√
x1

q
,

√
x2p

q2
, . . . ,

√
xlp

q2

)
,

y

Ri =

(√
p

q

)i−1

R1, i ≥ 2.

x1

q

p

x5

q
p

x4

q

p

x3

q

p

x2

q
p

Figura 3.1: El proceso en el caso que l = 5.

Para encontrar la medida asociada a nuestro proceso, consideramos a B̃0 = 0 y al
proceso X̃ que este induce con su matriz de transición P̃ , como en el Teorema 2.4. Es
fácil ver que este nuevo proceso es auto-similar y por ende podemos usar la fórmula de
(2.25) para encontrar la transformada de Stieltjes de la medida µ̃ asociada a X̃. Para

esto note que la secuencia de matrices {Rj}j≥0 definida como R0 = I y Rj =
(√

p
q

)j
I

satisface las condiciones del Teorema 2.1, por lo que usando esto para aplicar (2.25)

en Φ̃, que es la transformada de µ̃

Φ̃(z) = [zI− pqΦ̃(z)]−1.

Está última ecuación es fácilmente reducida a la ecuación cuadrática

pqΦ̃(z)2 − zΦ̃(z) + I = 0.

Cuya solución es similar a la obtenida en el Ejemplo 3.1 y está dada por:

Φ̃(z) =

(
z −

√
z2 − 4pq

2pq

)
I.
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Con base en esto podemos usar el Teorema 2.4 para obtener la transformada de
Stieltjes asociada a µ y una vez obtenida la transformada podemos aplicar (2.27)

para calcular la medida. Omitiremos los cálculos de la obtención de la medida, pero
presentamos explicítamente esta como en [16]. Apoyándonos de las matrices Ei,j de
tamaño l × l, definidas como en la prueba del Lema 1.4, donde su única entrada no
cero está en (i, j) y tiene valor 1, consideramos a la siguiente matriz de tamaño l× l:

M(x) =

√
4pq − x2

1− x2

{(
E1,1 +

∑
2≤i,j≤l

Ei,j

)
+ x

l∑
i=2

(E1,i + Ei,1)

}

+
√

4pq − x2
x1 − p
px2

2

(
(2x2 + x1 − 1)E2,2 +

l∑
i=3

(E2,i + Ei,2)

)

+ χ{p<1/2}(x)(1− 2p)π

{(
E1,1 −

l∑
i=2

(E1,i + Ei,1) +
∑

2≤i,j≤l

Ei,j

)
δ−1(x)

+

( ∑
1≤i,j≤l

Ei,j

)
δ1(x)

}
.

Definimos a las matrices Mi, con l ≥ i ≥ 3 y Mi,j, donde nuevamente l ≥ i 6= j ≥ 3,
como

Mi =
x2
i

x2
2

E2,2 −
xi
x2

(E2,i + Ei,2) + Ei,i

Mi,j = 2
xixj
x2

2

E2,2 −
xj
x2

(E2,i + Ei,2)− xi
x2

(E2,j + Ej,2) + (Ei,j + Ej,i).

Dado esto la medida buscada tiene la forma:

µ(x) = M(x) +
√

4pq − x2

(
l∑

i=3

ciMi +
∑

3≤i<j≤l

ci,jMi,j

)
,

donde los coeficientes ci y ci,j son elegidos con base en

ci =

(
1

p
− 1

)
1

xi
− 1

p
, 3 ≤ i ≤ l,

ci,j = −1

p
, 3 ≤ i < j ≤ l.

Finalmente analizamos las propiedades de recurrencia de este proceso. Al analizar la
definición de M(x) y la ecuación que define la medida asociada, para que esta quede
bien definida, es necesario que |x| ≤ 2

√
pq, por lo que replicando el argumento del

Ejemplo 3.1, el proceso es transitorio si y solo si p 6= q y p ≥ 1/2, pues sino poseería
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un salto y por el Teorema 2.10 no solo sería recurrente sino recurrente positivo. En el
caso que p = q = 1/2, por la propia definición de la medida es fácil ver que la integral
del Teorema 2.9 diverge y por ende, en este caso, el proceso es recurrente. Regresando
a la recurencia positiva del proceso, notemos que para el caso en el que p < 1/2 la
medida posee saltos en 1 y −1, por lo que en este caso, usando el Teorema 2.10, el
proceso es recurrente positivo.

Para obtener la medida invariante ocupamos el Teorema 2.13. Por la definicón de
las matrices Ri, si definimos a la siguiente sucesión de vectores horizontales {vi}i≥0

de dimensión l:

v0 =

(
1,
x2

q
, . . . ,

xl
q

)
, v1 =

(
x1

q
,
x2p

q2
, . . . ,

xlp

q2

)
,

y

vi =

(
p

q

)i−1

v1, i ≥ 2.

Entonces la medida invariante, nuevamente queda definida como:

π = (v0; v1; v2; . . . ).

De hecho, por lo estudiado en la sección 2.5, en el caso que p < 1/2, como el proceso
resulta recurrente positivo, la medida invariante coincide con la distribución estacio-
naria que para obtenerla solo basta normalizar el vector π. Para esto calculamos la
suma de las entradas de π, la cual llamamos S

S = 1 +
l∑

i=1

xi
q

∞∑
j=0

(
p

q

)j
= 1 +

l∑
i=1

xi
q
· q

q − p
= 1 +

1

q − p

l∑
i=1

xi = 1 +
1

q − p
=

2q

q − p
,

donde usamos que
∑l

i=1 xi = 1, y p + q = 1. Por lo que la distribución estacionaria
está dada por q−p

2q
π.

3.5. Un ejemplo proveniente de teoría de represen-
tación de grupos

Nuestro siguiente y último ejemplo aparece, primeramente, en [17]. Como su nom-
bre lo menciona este proviene de la teoría de representación de grupos. Presentamos a
las matrices por bloques que componen a su matriz de transición, así como la medida
matricial asociada a esta. Por último, estudiamos sus propiedades de recurrencia y
expresamos explícitamente su medida invariante.
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Los coeficientes de nuestro proceso en cuestión quedan definidos de la siguiente forma
(note que se usa a la matriz Ei,j para referirse a la matriz definida en la prueba del
Lema 1.4 y que fue usada en el Ejemplo 3.4):

An =
l−1∑
i=0

(k + n)(β + n+ l)(α + β + n+ l + i)(α + β − k + n+ i+ 1)

(k + n+ l − i− 1)(α + β − k + n+ 2i+ 1)(α + β + 2n+ l + i)2

Ei,i

+
l−2∑
i=0

(i+ 1)(k + n)(k + l − i− 2)(β + n+ l)

(α + β + 2n+ l + i+ 1)(α + β − k + n+ 2i+ 3)(k + n+ l − i− 2)2

Ei+1,i,

para n ≥ 0. Las matrices Bn quedan definidas como

Bn =
l−1∑
i=0

(
1 +

n(k + n− 1)(k + n+ l − 1)(β + n+ l − 1)

(α + β + 2n+ l + i− 1)(k + n+ l − i− 2)2

− (n+ 1)(k + n)(k + n+ l)(β + n+ l)

(α + β + 2n+ l + i+ 1)(k + n+ l − i− 1)2

+
i(l − i)(k + l − i− 1)(β − k + i)

(α + β − k + n+ 2i)(k + n+ l − i− 1)2

−(i+ 1)(l − i− 1)(k + l − i− 2)(β − k + i+ 1)

(α + β − k + n+ 2i+ 2)(k + n+ l − i− 2)2

)
Ei,i

+
l−2∑
i=0

(l − i− 1)(β − k + i+ 1)(α + β − k + n+ i+ 1)(α + β + n+ l + i)

(k + n+ l − i− 1)(α + β + 2n+ l + i)(α + β − k + n+ 2i+ 1)2

Ei,i+1

+
l−2∑
i=0

(i+ 1)(α + n+ i+ 1)(k + l − i− 2)(α + β − k + n+ l + i+ 1)

(k + n+ l − i− 2)(α + β + 2n+ l + i+ 1)(α + β − k + n+ 2i+ 2)2

Ei+1,i,

para n ≥ 0, y finalmente las matrices CT
n

CT
n =

l−1∑
i=0

n(α + n+ i)(k + n+ l − 1)(α + β − k + n+ l + i)

(k + n+ l − i− 1)(α + β − k + n+ 2i+ 1)(α + β + 2n+ l + i− 1)2

Ei,i

+
l−2∑
i=0

n(l − i− 1)(k + n+ l − 1)(β − k + i+ 1)

(α + β + 2n+ l + i)(α + β − k + n+ 2i+ 1)(k + n+ l − i− 2)2

Ei,i+1,

para n ≥ 1. Donde el subíndice (a)r denota al símbolo de Pochhammer (a)r = a(a+

1) . . . (a+ r − 1), y los parámetros α, β > −1 y k ∈ R tal que 0 < k < β + 1. Ahora,
asociada a estos coeficientes encontramos que la secuencia de matrices {Rn}n≥0 dada
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por

Rn =
l−1∑
i=0

(
(−1)i

Γ(n+ 1)Γ(β + l)Γ(α + n+ i+ 1)(1− k − l − n)i(
l−1
i

)
Γ(l)Γ(α + β + l + i+ 2n+ 1)

× (k + l − i− 1)n(α + β + l + i+ n)n(α + β − k + i+ n+ 1)l
(α + β − k + 2i+ n+ 1)(k)n(β − k + 1)i(β + l)n

)−1/2

Ei,i,

(3.13)

con n ≥ 0. Para definir la medida matricial asociada a dicho proceso es necesario
primero definir a las siguientes matrices T y Z(x)

T =
∑
i≤j

(−1)i
(−j)i

(1− l)i
(α + β − k + j + 1)i

(β − k + 1)i
Ei,j,

y

Z(x) =
l−1∑
i,j=0

(
l−1∑
r=0

(
r

i

)(
r

j

)(
l + k − r − 2

l − r − 1

)(
β − k + r

r

)
(1− x)i+jxl−r−1

)
Ei,j.

En base a esto la medida matricial queda dada por

dµ(x) = xα(1− x)βT ∗Z(x)Tdx, x ∈ [0, 1]. (3.14)

En base a esta información y por los resultados obtenidos en el capítulo 2, podemos
estudiar las propiedades de recurrencia de este proceso. Note, primeramente, que la
matriz de transición definida por los anteriores coeficientes es estocástica, y que el
proceso de Markov que induce es irreducible y aperiódico. Para verificar esto último
solo basta con ver que dados dos estados (i, j) y (i′, j′) existe un camino finito entre
ellos. En efecto, por la forma de las matrices coeficientes definidas al inicio de la sec-
ción, si partimos de un estado arbitrario (i, j) siempre podemos movernos a (i+ 1, j),
(i − 1, j), (i, j + 1) y (i, j − 1), así al variar la primera coordenada del estado para
pasar de i a i′ y posteriormente de j a j′ encontramos nuestro camino, esto implica
que el proceso es irreducible, el hecho de que sea aperiódico es resultado inmediato
de que todo estado puede permanecer en sí mismo después de una transición.
Considerando esta última información podemos hacer uso del Corolario 2.9, en especí-
fico de la expresión (2.44), tenemos que el proceso es recurrente si y solo si la expresión
(2.44) se satisface para algún j. Poniendo más atención en (3.14), y específicamente
en T ∗Z(x)T , tenemos

T ∗Z(x)T =
(β + 1)d−1

(d− 1)!

d−1∑
i,j=0

Eij.
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Por lo tanto, dado el factor 1
1−x de la integral en (2.44), entonces la integral diverge

si y solo si se satisface que −1 < β ≤ 0. De hecho, gracias al Teorema 2.10, sabemos
que el proceso es positivo recurrente si y solo si la medida posee un salto en 1, lo cual
claramente no pasa aquí, por lo que el proceso es recurrente nulo.

Finalmente estudiamos la medida inavariante, como en los ejemplos anteriores. Para
ello, nuevamente, hacemos uso del Teorema 2.13. Si abreviamos como ci,n a el i-ésimo
sumando de (3.13), entonces definiendo la siguiente sucesión de vectores horizontales
de dimensión l

vn = (c2
0,n, . . . , c

2
l−1,n), n ≥ 0,

obtenemos la medida invariante

π = (v0; v1; v2; . . . ).

Recientemente, en [18] se puede encontrar un modelo de urnas asociado a este ejemplo.
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