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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es estudiar una generalizacion del anélisis es-
pectral de los procesos estocasticos denominados cadenas de nacimiento y muerte a
tiempo discreto, los cuales fueron estudiados primeramente en [19]. Esta generali-
zacion recibe el nombre de “Quasi-Birth-and-Death-Process (QBD)”, en inglés, cuya
traduccion mas cercana se encuentra en el titulo del documento, y que hemos decidi-
do usar como “Proceso Cuasi de Nacimiento y Muerte”. La diferencia principal entre
ambos procesos es que el espacio de estados pasa de ser Ny (para el caso de cadenas
de nacimiento y muerte) a ser de la forma Ny x {1,2,..., N}, con N € N, en el caso
de los procesos QBD. Esto hace que la matriz de transiciéon de probabilidades pase de

ser una matriz tridiagonal a ser una matriz tridiagonal por bloques de tamano N x N.

El estudio de los procesos QBD se remonta a los trabajos de M. F. Neuts en los anos
80 (véase [23]) y posteriormente diversos autores como Hajek, Latouche, Ramaswani,
Pearce o Taylor, por mencionar algunos, siguieron trabajando en estos procesos (véase
[22]). Los procesos QBD poseen significantes aplicaciones en el estudio de sistemas de
comunicaciones (véase [24]). En [8] se realiza el primer estudio de analisis espectral
de estos procesos, cuya herramienta principal radica en la teoria de polinomios or-
togonales matriciales (POM) y medidas matriciales. Es por ello que hemos decidido

que el primer capitulo de este texto esté centrado en el estudio de estos objetos.

En el Capitulo 1 definimos pues los POM y estudiaremos varias de sus propieda-
des principales. En particular nos centraremos en buscar una prueba del Teorema de
Favard cuya importancia esta en que proporciona una correspondencia directa entre
las medidas matriciales asociadas a una sucesiéon de POM y las matrices tridiagonales
de Jacobi por bloques. También en este capitulo estudiaremos los momentos canoéni-
cos de una medida matricial, que fueron presentados en su forma escalar en [9], y que
posteriormente se definieron para el caso matricial en [10]. Presentamos los principa-
les resultados obtenidos en [8], que nos serviran para poder establecer una relacion
entre los momentos canénicos y los procesos QBD), asi como la sucesion de POM que

le corresponde. Un resultado relevante sobre los momentos canénicos, escalares, es la
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invarianza que poseen sobre transformaciones lineales a la variable de la medida. Sin
embargo, cuando en [10] se definen para el caso matricial, se omite este hecho y a
continuacion en [8], se da por sentado la veracidad de este resultado sin ofrecer mayor
detalle a la prueba. En este trabajo, se probara dicha propiedad mediante la defi-
niciéon de recurrencia, dada por complementos de Schur, de los momentos canénicos
en el caso matricial. Para finalizar el capitulo, escribimos los coeficientes de nuestra

sucesion de POM en términos de nuestros momentos candnicos.

En el Capitulo 2 de la tesis definimos, usando la matriz de transicion por bloques, a
los procesos QBD. Este capitulo esta basado mayormente en [8]. Estos generan inme-
diatamente la secuencia de POM, y usamos el Teorema de Favard visto en el Capitulo
1 para probar, con ciertas condiciones suficientes y necesarias, que existe una medida
matricial asociada que hace ortogonales a esta secuencia de POM. Continuamos pro-
bando el resultado anélogo al caso matricial de la representacion de Karlin-McGregor,
el cual basicamente es la representacion del (i, j)-ésimo bloque de la n-ésima potencia
de la matriz de transicion, con base en el producto de dos integrales que involucran a
los POM respecto la medida encontrada previamente. Seguimos el capitulo obtenien-
do resultados importantes; se demuestra que el soporte de la medida se encuentra en
[—1,1], definimos la transformada de Stieltjes de una medida, la cual nos sera util
posteriormente para poder encontrar la medida con base en la matriz de transicion,
y proporcionamos dos resultados que involucran a la transformada y su relacién con
los procesos obtenidos de pequenas modificaciones a la matriz de transicion. Después
buscamos generalizar el primer resultado sobre la existencia de una medida matricial
al relajar las condiciones sobre los coeficientes de la matriz de transicion. Concluyendo
esta seccion del capitulo, nos enfocamos en estudiar las propiedades de recurrencia de
nuestro proceso. Para ello obtenemos dos teoremas importantes que nos caracterizan,
con base en los coeficientes de la matriz de transiciéon, cuando un proceso QBD es
recurrente y en su caso, este es positivo recurrente si y solo si la medida posee un
salto discreto en el punto 1. Seguimos con la siguiente seccién en donde buscamos
relacionar a los momentos candnicos, definidos en el primer capitulo, con la transfor-
mada de Stieltjes de la medida, y usando esto obtener una nueva caracterizacion de
la recurrencia del proceso usando solamente la divergencia de una serie cuyos suman-
dos dependen tunicamente de los coeficientes matriciales de la matriz de transicion.
Concluimos el capitulo estudiando diversas representaciones de la medida invariante,
as{ como una forma explicita de esta, estudiada en [7].

Por tltimo, el Capitulo 3 busca otorgar al lector una compilaciéon de varios ejem-
plos de anélisis espectral de procesos QBD. Empezamos con el mas conocido, el cual

es una cadena de nacimiento y muerte en los enteros. Esto difiere del caso escalar
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que tradicionalmente se estudia solo en los naturales. Es justo esta diferencia entre
usar la cadena en los enteros y los naturales lo que permite transformarlo en un pro-
ceso QBD para su estudio, ya que Z ~ Ny x {1,2}. Obtenemos una expresion para
la transformada de Stieltjes, y posteriormente estudiamos un caso particular de este
proceso en donde todas las transiciones poseen 1/2 de probabilidad; damos explici-
tamente su medida, y estudiamos las propiedades de recurrencia asi como su medida
invariante. El segundo ejemplo es breve y busca representar una aplicacion de estos
procesos a la teoria de colas. El tercer ejemplo estudia a las caminatas aleatorias
en una cuadricula, y estudiamos tanto el caso de espacio de estados finito como el
infinito, obteniendo la medida matricial, sus propiedades de recurrencia y finalmente
la medida invariante. El cuarto ejemplo, estudiado en [16], es una caminata aleatoria
definida en un grafo en forma de arbol con [ ramas. De este ejemplo obtenemos la
medida matricial asociada al proceso, asi como nuevamente sus propiedades de re-
currencia y su medida invariante. Finalmente, el quinto ejemplo, estudiado en [17],
proviene de la teoria de representacion de grupos. Estudiaremos la medida matricial

del proceso, sus propiedades de recurrencia y finalmente la medida invariante.



Capitulo 1

Polinomios Ortogonales Matriciales

1.1. Polinomios Ortogonales Matriciales (POM)

Empezamos en este capitulo por introducir la teorfa de los Polinomios Ortogonales
Matriciales o POM. Definimos lo que seran las medidas matriciales en R, con base
en esto propondremos un producto interno con valores matriciales, el cual definira lo
que es una secuencia ortogonal de polinomios matriciales, asi como sus propiedades
equivalentes al caso escalar. Todo esto serd de enorme utilidad para demostrar uno
de los teoremas fundamentales: el Teorema de Favard para el caso matricial. Una
vez desarrollados los POM, estableceremos los momentos canénicos de una medida

matricial y la relaciéon estrecha que mantienen con los POM.

1.1.1. Medidas Matriciales

Definimos primero como M;(C) al anillo de todas las matrices de tamano [ x [
y con entradas en los nimeros complejos. Considerando A € M;(C) denotamos a A*
como la matriz hermitica de A. Para la norma euclidea de A, queda definida como:
|A]| = inf{c > 0 : ||Av|| < ¢||v|| para todo v € C'}, y para el producto interno en
C! como (-, -)c. Dado esto, definimos como una medida matricial p, en la o-algebra
generada por los conjuntos Borelianos en R (o en C), como: u(X) € M,;(C) y semi-
definida positiva, para cualquier conjunto Boreliano X, y con u contable aditiva (en

el sentido matricial). Normalmente normalizaremos la medida en la forma:

p(R) =1, (1.1)

(o en otro caso como p(C) = I), donde I queda definida como la matriz identidad,
e igualmente a 0 como la matriz con todas las entradas igual a 0. Generalmente pe-
diremos que las medidas tratadas tengan un soporte compacto, aunque en general

no es necesario. Note que por la aditividad numerable, cada entrada, p; ;, de nuestra

1
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medida matricial, es a su vez una medida compleja.

Proposicion 1.1. Cada entrada de la medida matricial es absolutamente continua
con respecto a la medida de la traza definida como . (X) = Tr(u(X)) (con X un

conjunto Boreliano). Esto implica la existencia de sus derivadas de Radon-Nikodym,
dpi,j
d,utr]

las cuales forman una matriz M'(t) = ( (t)) ~(donde claro estd que las derivadas
i.j

son las definidas por Radon-Nikodym), que es semi-definida positiva, salvo un con-

Junto de medida de la traza igual a 0.

Demostracion. Sea A un conjunto Boreliano de medida de la traza igual a 0. No-
temos primero que las entradas diagonales de p(A) son reales no negativas. En efecto,
son reales pues la matriz (A) es Hermitiana, y son no negativos pues la evaluacion
eip(A)e; = (u(A));,; debe ser no negativa para toda j, ya que pu(A) es semi-definida
positiva, con e; la base canoénica (es decir el vector con entradas 0 salvo la entra-

da j que es 1). Ahora considere la sub-matriz definida por las intersecciones de las

(0 u(A)iy
o (#(A)m 0 ) '

Esta sub-matriz debe ser semi-definida positiva (solo basta considerar en el producto

columnas y filas 7, j:

x*u(A)x, vectores con entradas no cero solo en i, 7j), y por ende debe tener deter-
minante no negativo. Pero det(S) = —||u(A);;||? lo cual es no negativo si y solo si
1(A); ; es 0. Como las 4, j fueron arbitrarias esto pasa para todas las entradas, y por
ende cada medida de las entradas es absolutamente continua con respecto a la medida

de la traza.
dp; g
dpitr

Ahora probamos que la matriz M'(t) = ( (t)> ~es semi-definida positiva. Apli-

)

cando el teorema de Radon-Nikodym tenemos que:

/A M (8)dpr (8) = u(A), (1.2)

donde la integral es entrada por entrada, y A es un Boreliano, cuya medida de la
traza no necesariamente es 0. Ahora viendo a M'(t) y u(A) como operadores lineales
en C!, tenemos que:

/ 2 M (1) djgy () = 2 p(A)z > 0, 7 € C
A

donde la multiplicacién matricial de x entra en la integral pues lo hace entrada a
entrada y no depende de ¢ al ser un escalar, respecto a la integral. La desigualdad se
cumple pues ;(A) es semi-definida positiva. Como las entradas diagonales de i, son
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positivas, esta medida es positiva y esto implica que z*M'(t)z > 0 salvo un conjunto
N, con p-(N,) = 0. Tomando un conjunto denso y numerable de vectores x (como
lo seria los vectores de entradas con parte real e imaginaria racionales), y recordando
que el producto x*M’(t)zx es continuo tenemos que M’(t) > 0 salvo un conjunto N,
que es la union numerable de los N, con p,(N) = 0. O

Note de igual forma que como la derivada de Radon-Nikodym es aditiva, y por (1.2):

[ T @) (1) = Tl(4)) = i (A)

Pero esto a su vez implica:

/A (Te(M'(t)) — 1) dpy (1) = 0,

donde esto ocurre para cualquier A Boreliano. Por ende (por la positividad de p,),
tenemos que Tr(M’(t)) = 1, para todo t, salvo un conjunto de medida de la traza
igual a 0.

A su vez, es facil ver que cualquier medida escalar positiva en R tal que py, = [ y una

funcion matricial M’(z) define una medida matricial normalizada (ver (1.1)).

1.1.2. Producto interno matricial

Con esta informacion ya nos es posible definir lo que sera una forma sesquilineal,
(f,g), unamatriz de [ x[, con f, g en el conjunto de funciones matriciales de dimension

[ x [, de la siguiente forma:

(f. g = / F() M) g (8) dpnn (1),

donde la integral es entrada a entrada, es decir la (7, j) entrada es:
S [ Funlt) My 0350 i 0
m,n R

Sin embargo normalmente se utiliza la notacién siguiente, por convenciéon, que es

equivalente a la ecuaciéon anterior:

(. 9)n = / F(E) dult) o7 (2). (1.3)
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Esta definicion nos proporciona las siguientes propiedades (con a € M,(C)):

<f7 ag>u = <f7 g)#a*7 <O‘fv g>u = Oz<f7 g>#' (1'4>

Dada esta definicion, inmediatamente obtenemos la siguiente relacion:

(f,9), =19, (1.5)

Las funciones matriciales f, g, pueden ser de cualquier tipo, aunque nos enfocaremos
en las polinomiales, siempre y cuando cumplan que las integrales previamente defini-
das existan y converjan. Para esto solo pediremos que sean continuas (o medibles), y
que satisfagan que (tanto f como g):

/R Tr(F(£) £*(1)) dpi (£) < 00,

Esto pues la traza de esa matriz representa:

[T 0) di 1) -3 JZCIRAORES

Y como la suma es finita, y la medida puy,. es positiva, esto implica que cada sumando
converge. Esto es igual para g. Por ende como las funciones M, (t) estan acotadas,

tenemos que:

/R|fm,i<t) My (1) 9 ()] dpe (2) /Ifm My, (O] g5 (8] dpier (2)

<C(/!fmz )P g (t > (/Ign,g )P g ( )) 2<007

donde la pentltima desigualdad es por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, asi las in-

tegrales existen.

Regresando, claramente como M’ es semi-definida positiva, el producto (f, f), es
semi-definido positivo, lo cual nos intuye a definir la siguiente forma sesquilineal:

(f;9)me = Te(f, 9)p-

Esta definiciéon claramente nos dice que es semi-definida positiva, pues cuando f = g
tenemos que (f, f), es semi-definida positiva y por ende las entradas de la diagonal

son no negativas y asi la traza también. Sin embargo que la traza sea 0 no implica
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que las funciones lo sean. Por lo tanto esta forma induce la siguiente semi-norma:

£ llee = ({F, FHm)V2. (1.6)

A su vez, la definicion de esta semi-norma nos otorga la desigualdad de Cauchy-

Schwarz:
Te(f, 9l < [ flImellg e (1.7)

Con base en esto podemos crear un espacio de Hilbert H (el cual en efecto es, ver |25,
Teorema 3.9]) considerando solo las clases de equivalencia inducidas por la relacion:
f~g<|f — g/l =0, con (-,-)ry como el producto interior escalar definido en
este espacio.

1.1.3. Expresiones tipo Fourier

Veamos ahora expansiones tipo Fourier sobre este espacio. Definimos a un sub-
conjunto {¢;} de H como ’ortonormal’, (aunque técnicamente no lo es, pues como
se verd en la definicién implica ortogonalidad, pero no normalizacién en (-,-),), si
satisface:

<¢]7 ¢k> ]ch (1.8)

Considere N € N[ J{oc}, y por ahora suponga que es finito. Tomando ay, as, ..., an €
M, (C) formamos el siguiente sub-espacio de elementos de la forma Zjvzl a;@;, cui-

dando que la multiplicacion sea por la izquierda. Asi usando (1.4) y (1.8) tenemos:

N N N
<Zaj¢j72bj¢k> =D abj. (1.9)
j=1 j=1 Jj=1

m

Simplemente aprovechamos la ’linealidad’ de (-,-), y usamos la ortonormalidad de
{¢;}. Al espacio de elementos: Zj\le a;j¢;, lo denotamos por H}{fj }, el cual es un
subespacio de H de dimensiéon Ni?, pues hay N matrices como sumandos y cada una
posee [? entradas. Ahora para cada f € H definimos:

N
o) ( Z [, 05)ud;.

Jj=1
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Note que: <7T{¢j}(f)7 ¢j>lt = <f7 ¢j>u y por ende <7T{¢j}(f)7¢j>Tr = <f> ¢j>Tr- De igual
forma que en el caso escalar obtenemos el teorema de Pitagoras:

<f7 f>u = <f - 7T{¢j}<f), f— 7T{¢j}(f)>u + <f - 7T{¢j}(f)77r{¢j}<f)>ﬂ
(o1 () f = oy ()i + (Mo () o ()

Sin embargo, note que:

(f = 7o (1) mioy (PN = (o mioy (PN = (o1 (F)s oy () e

Asi usando (1.8) y la definicion (1.9) tenemos que:

<7T{¢j}(f)7 7T{¢j}(f)>u = Z<f7 ¢j>u<fa ¢j>z7
y también:
N N
oo (D= DU AF 83000 = DA 03)ulS 050

donde al final usamos la sesquilinealidad de (-, -),. Asi se obtiene que:

(imion (FDn = (T (F)s mion (F ) s

y por ende:
<f - 7T{¢j}’(f)7 7T{¢j}(f)>ﬂ =0,

y de foma anéloga al caso anterior obtenemos igualmente:

(T3 (), f = oy () = 0.

Por ende, el teorema de Pitagoras se reduce a:

N

o P = = mon (5 f = miapn (P + D 00l 090 (1.10)

j=1
Asi como las matrices en la expresion son semi-definidas positivas, esto implica que:

N

Z<fv¢j>lt<f7¢j>z < <f7f>lt7 (]‘]‘1)

J=1
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para toda N finita. Esta desigualdad es la equivalente a la desigualdad de Bessel. En
el siguiente teorema se prueba el caso cuando N = oo.

Teorema 1.2. La serie Z;’il(f, Gi)ulfs ®5);, converge entrada por entrada a una
matriz S en M;(C).

Demostracion. Definamos primero a Sy = Z;.V:1<f, ¢i)ulfs @4);, como la N-ésima
suma parcial. Igualmente note que los elementos matriciales de la serie son semi-
definidos positivos, y por ende por la prueba de la Proposicion 1.1, sus elementos dia-
gonales son reales no negativos. Ademés por (1.11) la desigualdad de Bessel, tenemos
que, considerando los elementos diagonales de todas las sumas parciales, estdn acota-
dos por sus respectivos elementos diagonales de (f, f),, es decir: (Sn)ii < ((f, f)u)i-
Por ende al ser una serie de reales positivos y acotada, tenemos que la sucesion
{(Sn)ii}n converge. Ahora probamos que todas las demas entradas convergen. Por
definicion, los elementos de las matrices son nimeros complejos, asi pues es suficiente
demostrar que las entradas forman una sucesion de Cauchy. Sin embargo, por lo ante-
rior, sabemos que las entradas diagonales, de Sy, si forman una sucesion de Cauchy.
Por lo tanto, por definicién, para todo € existe un NV;, entero positivo, tal que para

todo m,n > N; enteros positivos, se satisface que:
’(Sm — Sn)z,z‘ < €. (112)

Ahora consideremos la siguiente sub-matriz formada por la intersecciéon de las colum-

Sl = 2m T . (1.13)
7 ((Sm - Sn)ivj (Sm - Sn)j,j

Tomando N’ = max(V;, N;) la ecuacion (1.12) también es valida para j, por ende,

nas y filas ¢, j:

por la misma observaciéon de la Proposicion 1.1, como S, — S, es definida positiva,
tenemos que el determinante de la matriz S; ; en (1.13) debe ser positivo:

(Sm - Sn)” : (Sm - Sn)jvj - |(Sm - Sn)i,j|2 > 0.
Pero por (1.12) ambos (S, — Sy)ii, (Sm — Sn)j; < € y por ende:

€ > (S — Sn)iyl?
—— € > ’(Sm — Sn)7;7j|,

y ast {(Sn)i;}n, igual es una sucesion de Cauchy para toda i, j. O
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Teorema 1.3. La serie myy(f) = Y272, (f, ¢;)ud;j, converge entrada por entrada

a una funcion matricial A en H, en la norma || - ||

Demostracion. Definimos a Ay = Z;y:1<f, ¢;)u®; como la N-ésima suma parcial.
Considere, abusando de notacién, y usando el teorema anterior asi como (1.8), un
entero positivo N tal que para todo m >n > N:

(<Am - Ana Am - An>u>“’

)

= ( Z <f7 ¢j>u<f7 ¢]>Z> <€

J=n+l i

pues la convergencia de la Proposicion 1.1 es entrada por entrada. Asi, aplicando la
traza y tomando €2/] en lugar de €, obtenemos:

A, — Aull, = Tr(A, — A, Ay — Ay < 1 67 _ 2

> ||Am — An”Tr < €.

Por ende {An}¥_; es una sucesion de Cauchy en el espacio de Hilbert H bajo la nor-

ma definida, por lo que tiene que converger, al ser completo, a una funciéon matricial

A. O

1.2. POM en la recta real

Empezamos a centrar nuestra atencion en las funciones de ‘H que son polinomios.
Asi, nombramos como P al conjunto de polinomios con coeficientes matriciales en
M;(C), y como V al conjunto de polinomios con coeficientes en C!. Asi, como se
vio anteriormente, || - || es una semi-norma en P. El conjunto {f : ||f||m = 0} es
un espacio lineal por la desigualdad triangular. Asi podemos definir a Py, como la
completicion de P/{f : || f| = 0}, visto como un médulo izquierdo en M;(C), con
respecto a la norma || « || 1.

Note, igualmente, que V es un espacio lineal y podemos definir una semi-norma aso-

ciada al producto interior:

(f, gy = / F(6) M) g7 (8) dpun (1),
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con f,gen V, cuyo valor es un escalar definido explicitamente como:
> [ 50003, (0,
ij 7R

el cual sera usado con la siguiente notacion:

/R 2 (), ult)g(t))e

Esto, a su vez, define una nueva semi-norma:

£y = ( / d(f(t),u(t)f(t)><cz>l/2.

De igual forma que anteriormente definimos como V) al conjunto de polinomios con
valores vectoriales tales que |f|y = 0 y llamamos V,, a la completicion del espacio

cociente V/Vy con respecto la norma | - |y.

Con base en esto definimos ahora lo que sera una norma no-trivial, como en el caso
escalar.

Lema 1.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

|| fll > 0 para todo f € P.

Para toda n, la dimension en Pty del conjunto de polinomios de grado a lo mds
n es (n+1)>

Para todo v € V, distinto de cero, tenemos |v]y # 0.

Para toda n, la dimension en V., de los polinomios con coeficientes vectoriales

de grado a lo mds n es (n+ 1)I.

St satisface alguna de estas condiciones equivalentes diremos que la medida es no-

trivial.

Demostracion. Probamos primero que las dos primeras afirmaciones son equivalentes.
En efecto, sea el conjunto: B = {E;;#*|1 < 4,5 < 1,0 < k < n} donde E;; es la
matriz con 0 en todas sus entradas salvo la (i,7) en donde es 1. Este conjunto, de
cardinalidad (n + 1)I? claramente genera a todos los polinomios de grado a lo mas
n, en P. Asi considerando sus respectivas clases de equivalencia en Pr, igual van a
generarlo. Por lo tanto, si tenemos que || f||1. > 0, entonces las clases de equivalencia

de los elementos de B son linealmente independientes en Pr., pues si no lo fueran
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existirfa g € P como una combinacion lineal no trivial de estas clases de equivalencia
que pertenece a {f : || f|lm = 0}. Pero esto es imposible, pues implicaria que B no
es base del conjunto de polinomios de grado a lo méas n, pero si lo genera, y por ende
tendria dimensién menor a (n+1)I2. De forma anéloga se prueba la equivalencia entre
la tercera y cuarta afirmacion. Solo resta probar la equivalencia entre la primera y
tercera afirmacion. Asumiendo la primera, y tomando v € V, distinto de 0, asi como
a f € M;(C) como la matriz que tiene a v como su primera columna, y ceros en el
resto de las entradas, se cumple claramente que: 0 < ||f||3, = Tr(f, ), = |[v]}, im-
plicandola. Ahora, suponiendo la tercera afirmacion, y asumiendo por contradicciéon
que la primera no se cumple, tenemos que considerando f € P distinto de cero, tal
que || f||- = 0. Asi pues, alguna de las columnas de f es distinta de cero. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que es la primera y es v. Entonces tenemos que:

0=flle = Te((f, lu) =0 = (f, /lu=0
= Eia(f, By =0 = 0="Te(Ev(f, f).E7,) = o]y

La segunda implicacién se da de lo visto en la Proposicién 1.1 pues al ser (f, f),
semi-definida positiva tiene sus elementos diagonales mayores o iguales a 0, asi si la
traza es 0, es porque todos estos son 0, y como se probd tiene que ser la matriz 0,
concluyendo el lema. 0

1.2.1. POM Mbnicos

Ahora consideramos los polinomios matriciales ortogonales, y moénicos, esto bajo
una medida no-trivial, como fue previamente definida por el Lema 1.3. Llamamos P,
al conjunto de polinomios de grado a lo mas n. Presentamos a continuacién un nuevo

lema sobre polinomios ortogonales moénicos que generaliza el caso escalar.

Lema 1.5. Sea i1 una medida no-trivial. Tenemos:

» Briste un unico polinomio monico P, de grado n, tal que minimiza la norma
12l

» Bl polinomio P, puede ser definido equivalentemente como el polinomio monico

de grado n que satisface:
(f,P,),=0,VfeP, degf <n.

Demostracion. Recordando lo visto en la Seccion 1.1.3 tenemos que el sub-espacio

P, es de dimensién finita, por ende, retomando la proyeccion vista en aquella sub-
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seccion, m,, es la proyeccion de P a P,. Asi tomando la proyeccion de ™ en P, _;
definimos:
P (t) =t" —ma(t),

y este es nuestro polinomio buscado, pues al ser P,_; de dimension finita, por un
resultado clésico de anélisis, es completo, por lo tanto podemos aplicar el teorema
de la proyeccion y concluir que m,(t) es el polinomio de grado n — 1 que minimiza
la norma de t" — @) para todo ) en P,_;. De igual forma por este mismo teorema
tenemos la equivalencia de la ortogonalidad en P,,_1:

(f;P)u=0, = Te((f, B,)u) =0, V€ Poo.
Por lo tanto tomando a € M;(C) tenemos que:
TI‘(Oé<f, £n>u) = O = TI'(<Ozf, Bn)ﬂ) = 07 (114)

cumpliendo la segunda parte del lema. 0
Lema 1.6. Sea y1 una medida no-trivial, y P un POM en P, entonces det(P, P),, # 0.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que la matriz (P, P), es no-invertible.
Entonces podemos tomar una matriz « tal que a(P, P),o* = 0, solo basta considerar
un vector v que anule a (P, P),, y tomar a a como la matriz cuya primera columna es
v y el resto se compone de ceros. Lo anterior implica que [|[aP||1, = 0. Sin embargo,
al ser P moénico, tenemos que aP es distinto de cero, pero con norma cero, lo cual
contradice el hecho de que nuestra medida sea no-trivial. 0]

El siguiente teorema caracteriza a nuestros POM como una base del moédulo de-

recho P,,.

Teorema 1.7. Sea p una medida no-trivial.

n Tenemos que:
<£m7£n>,u == fYn(Sn,ma (115)

para matrices invertibles ;.

» Los elementos de f € P, tienen una representacion unica de la siguiente forma:

fF=>Y_5P; (1.16)
§=0
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Ademds por la ortogonalidad tenemos, esencialmente:

fi={fBuri " (1.17)

Demostracion. Sin < m, por el Lema 1.5, tenemos que el producto es 0. Si n > m,
concluimos lo mismo por las ecuaciones de (1.5), las 7; son invertibles por el Lema
1.6. Ahora para probar la segunda afirmaciéon consideramos el siguiente mapeo X que
manda a los elementos de M;(C)"*! en P, definido como:

X (g, 0y a) = Zajﬂj. (1.18)
=0

Multiplicando a X (g, a1, ..., @) por P, a la derecha, tenemos, por (1.18):

<X(C¥0,O{1, ...,an),£i>ﬂ = G
= a; = (X (g, o, ...,ozn),Pl),ﬂi_l.

Esto pues las 7; son invertibles. De esto es facil concluir que X es inyectiva, pues las
«; quedan definidas por la imagen, y por ende tienen que ser tnicas para cada imagen.
Ahora, resta ver la suprayectividad. Pero esto se sigue de que tanto el dominio como

la imagen poseen la misma dimension y de que X es una transformacion lineal. [

1.2.2. Relaciones de recurrencia en los POM Ménicos

Veamos ahora las relaciones de recurrencia en este tipo de polinomios inspira-
das en el caso escalar. Para ello denotamos como (,, al coeficiente de t"~! en P, (1),
(recuerde que al ser polinomios monicos el coeficiente de ™ es I). A continuacion,
usando los 7, definidos en el Teorema 1.7, y los (,, es posible definir relaciones de

recurrencia para P, (t).
Lema 1.8. Se cumplen las siguientes relaciones de recurrencia en los polinomios:

tBn(t> = Bn—l—l(t) + (Cﬂ - Cn-i-l)Bn(t) + 7”71;—11277,—1(75)

Demostracion. Usando el Teorema 1.7, tenemos que el polinomio tP, (t) tiene una

representacion tnica de la forma :

tEn (t) = Cn,n+1£n+1(t> + Cn,an(t> + Cn,nflgn—l(ﬁ + ..t Cn,OBO@)v
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para algunas matrices complejas C), 11, ..., Oy . Claramente al comparar los coefi-
cientes de t"*! y t" entre ambos polinomios, y dado que la representacion es tnica,
tenemos que Cy, 11 =1y C,,, = ¢ — g1 Al aplicar el producto por la derecha entre
P.(t), con k entre 0 y n — 2, y tP,(t), por la ortogonalidad del Teorema 1.7, todos
los términos del lado derecho, salvo el k-ésimo, se eliminan, ya que el lado izquierdo
se anula, y por ende obtenemos que C,, (P}, P;), = 0. Pero por el Lema 1.6 esto

implica que C), ; = 0. Solo resta calcular C,, ,_1, pero esto es sencillo pues:
Tn = <£n7£n>ﬂ = <£n7tn># - <£n7t£nfl>ﬂ = <t£n7£n71>u‘

En la igualdad final usamos que C,_;, = I. Desarrollando la parte izquierda del
producto interno de esta ultima igualdad:

<£n+1 + Cn,an + Cn,n—1£n717£n71>u = Unn-1"Yn-1,

donde lo ultimo se da por la ortogonalidad y definiciéon de ~,_;. Asi, obtenemos:
Cpn—1= %7,;11, concluyendo. O

1.2.3. POM Normalizados

Siguiendo con la misma direccién que en el caso escalar, "normalizaremos" nuestra
sucesion de polinomios previamente definida, en el sentido de que el producto interior
de si mismo sera la identidad. En efecto, llamamos a p, € P como un polinomio
ortonormal por la derecha si su grado es a lo més n y:

(fipn)y =0, Vf e P condegf <n, (pn,pn), =1L (1.19)

Lema 1.9. Todo polinomio ortonormal posee la siguiente representacion:

Pult) = 0u(P,, P,) 2P, (1), (1.20)

donde o, € M;(C) son matrices unitarias.
Demostracion. Considere K, el coeficiente de t™ en p,(t), y a ¢,(t) = K, P, (t) —pa(t),

donde justamente P, (t) es el POM monico definido en la sub-seccion anterior. En-
tonces, claramente degg, < n, y por lo tanto del Lema 1.5 y de (1.19) tenemos que
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(qn(t), qn(t)), = 0, lo cual implica necesariamente que g,(¢) = 0. Y por ende:

<pn7pn>,u = Kn<£nv£n>#K:; =L

Asi las K, son invertibles, y justo por esto tltimo obtenemos que (P,,P,), =
K MKy = KK, = (P,,P,),". Ahora probamos un resultado sobre esta

! existe por

representacion de una matriz positiva-definida (que lo es pues (P, P,),
el Lema 1.6). Es bien conocido el hecho de que toda matriz definida positiva tiene una
Ginica raiz cuadrada que es definida positiva. Sea B la raiz cuadrada de (P,,, P,,)," =
B?, por ende KK, = B*B = B? pues B = B*, por ser definida positiva. Asf consi-
derando U = K,,B~!, tenemos que K,, = UB, asi si probamos que U es unitaria, con-
cluimos. En efecto, note que U*U = (B*)"'K;K,B~' = (B*)"(P,, P,),,'B™" =1,
por ende tomando o,, = U, tenemos la representacion: K, = 0,(P,,, Enﬂl/ ? y al ser

q(z) = 0, concluimos que: p,(t) = 0n<£n,£n>;1/22n(t). O

Por el Teorema 1.7 tenemos que todo elemento f € Pr. tiene una representacion
tnica de la forma:

m=0

y que ademas, satisface la identidad de Parseval:

> T (fufi) = If 1
m=0

en donde claramente hay una cantidad finita de términos distintos de 0 en todo mo-

mento pues los f son polinomios.

1.2.4. Matrices de Jacobi por bloques

Veremos ahora, como en el caso escalar, la matriz de Jacobi por bloques generada
por nuestros polinomios ortonormales. Considere una sucesion de o,, unitarias, defi-
nidas en el Lema 1.9, tales que o9 = I y los polinomios ortonormales p,, igualmente
tratados anteriormente. Como se probd, esta sucesion de polinomios es una base pa-
ra Pry. Ahora, considerando el homomorfismo derecho en P dado por f(t) — tf(t),
podemos representarlo como una matriz (J);;, con respecto a la base de nuestros

polinomios ortonormales, como:

Jn,m = <pn_1(t), xpm—l(t»/ﬁ'
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Note que la matriz estd numerada de 1, 2, ... pero nuestros polinomios de 0,1, 2, ..., es
por eso que la anterior definicion sigue esa notacion (pues el producto tiene n — 1y
m —1). Como en el caso escalar y por la ortogonalidad de los p,, (Lema 1.7), tenemos
que Jy, ., = 0 siy solo si [n —m| > 1. Asi podemos definir:

Bn = Jn,n = <pn—1(t)a tpn—l(t»;m

¥s
A, = nn+l — J:L—o—l,n = <pn—1(t)7 tpn(t»,u'

Asi (J);; queda representado como:

B, A, 0 O
A By Ay O
J = 0 A B, A, (1.22)
Aplicando J a p,, obtenemos la relacién de recurrencia:

Donde lo anterior se da para toda n > 0 y podemos incluso definirlo para n = 0, si
tomamos p_; = 0y Ay = L. Esta féormula de recursion es idéntica a la conseguida en
el Lema 1.8. Asf igualando término a término, y usando el Teorema 1.9 obtenemos:

—-1/2 * —-1/2 1/2 «
An - O-n—l'yn_{ /7711/20-7” ) Bn - O-n—lfyn—{ (Cn—l - Cn)’yn/—lo-n—h (124)

y en particular, de aqui obtenemos que todas las A,’s son invertibles. Como o,

- . . T 1/2
es unitaria su determinante es 1, y la ecuaciéon anterior implica que det(%/ )

det(%ll/_21)|det(An)|, y por induccién:
det((P,,, P,),) = det(A1 4y ... A,)>.

Toda matriz tridiagonal por bloques de la forma (1.22) con las B, hermiticas y las

A,, invertibles sera llamada Matriz de Jacobi.
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1.2.5. Teorema de Favard

En esta subseccion demostraremos uno de los teoremas fundamentales para el
estudio de lo que es nuestro tema, el teorema de Favard, el cual es una generalizacion,
como todo lo anterior, al caso escalar. Empezamos con una matriz de Jacobi con
coeficientes A,,, invertibles, y B,, hermiticas, para toda n. Si consideramos el espacio
de secuencias, que a su vez es un espacio de Hilbert, H, = ¢*(Z,C!), (donde Z, es
el conjunto de enteros positivos), con producto interior:

[e.9]

<f7 g)'Hu = Z(fn’gTL)?

n=1

donde el producto interno del lado derecho es el clasico en C!, y los f, y g» son
los vectores componentes de f y g. Por ende, dada esta definiciéon, podemos definir
la siguiente base ortonormal en este espacio: {ey ;}rez, 1<j<i, donde el vector ey ; es
aquel cuyos vectores componentes son todos el vector 0, salvo el k-ésimo componente,
en el cual es el vector candnico e;. Podemos definir, igualmente, como J, nuestra
matriz de Jacobi, actia en H,, simplemente realizamos la multiplicacién “matricial”

de J a un vector de H,, es decir:

(Jf)n = A;:fnfl + Bn+1fn + An+1fn+17 f € Hv~

(en este caso tomamos fy = 0) el cual claramente, por la simetria de B, es un
operador simétrico. Usando la invertibilidad de las A,’s, e induccién en n, es facil
probar que:

spanfer; : 1 <k <n,1<j<l}= span{Jk_lelyj 1 <k<n 1<j5<I}, (1.25)

para todo n, pues solo basta con ver el vector n-ésimo componente de J" ey ;, ya
que por inducciéon las componentes < n — 1 si producen el mismo generado, el cual
es: AJA5--- Ajv,. Pero al ser las A,,’s invertibles, tenemos que AjAj--- Ay igual lo

es, y por ende:
span{e,; : 1 <j <I}=span{J" ley; : 1 <j <I}.

En lo que sigue en adelante consideraremos solo operadores de bloques de Jacobi

acotados, es decir aquellos que cumplan:

sup Tr(A, A} + B,B}) < cc.

n>1
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Al igual que en el caso escalar, esto es equivalente a ver que nuestra medida pu tiene
soporte compacto. En efecto, esto basicamente se sigue del hecho de que al ser J
acotado, su espectro igual lo esta, pero como en el caso escalar, el espectro de J se
puede identificar como los ceros de los polinomios matriciales (en este caso los ceros
del polinomio matricial son los ceros del polinomio definido por su determinante) y
nuestros ceros definen el soporte de la medida de ortogonalidad (para més informacion
ver [11]).

Ahora veamos una relacién de equivalencia entre matrices de Jacobi. Diremos que
dos matrices J y J estén relacionadas, o mejor dicho son “equivalentes”; si y solo si
existe una sucesion de matrices unitarias; {ug}32; con u; = I'y jmm = Up Sy mUy,,
para toda m,m > 1. Asi, usando el Lema 1.9, note que si tenemos dos secuencias
de polinomios matriciales ortonormales p, y p, respecto a la misma medida (pero
con posiblemente distinta normalizacion), usando o, para p, y 7,, tenemos que las

matrices son equivalentes pues:

Jn,m = <ﬁn717tﬁmfl>u = <unpn717tumpm71>u = uan,mu;kn?
con uy = 0x_105_,, vy por ende obtenemos, de (1.24):
B, = U Bpu,, A, = Up Apty, . (1.26)

De esto podemos crear el siguiente mapeo entre todas las medidas Hermitianas posi-
tivas semi-definidas no triviales y con soporte compacto, y las clases de equivalencia

de las matrices de Jacobi por bloques y acotadas:

® : o — {[J]: Jes una matriz de Jacobi, para una normalizacion de u}. (1.27)

Ahora probaremos la existencia de matrices de Jacobi, con determinadas propiedades
que seran definidas a continuacién, que son representantes de la clase de equivalencia
a la que pertenecen. Para esto considere a J una matriz de Jacobi con parametros A,

y B,. Diremos que J es del:
= tipo 1 si A, es definida positiva para toda n.
= tipo 2 si A1 Ay --- A, es definida positiva para toda n.

= tipo 3si A, € L, donde L es el conjunto de matrices triangulares inferiores con

elementos en la diagonal positivos.

Con base en estas definiciones probamos de forma concreta lo mencionado inicialmen-
te.
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Lema 1.10.

» Cada clase de equivalencia de una matriz de Jacobi posee exactamente un ele-

mento del tipo 1, tipo 2 y tipo 3.

» Sea J una matriz de Jacobi correspondiente a la secuencia {p,(t)} de polinomios
matriciales ortonormales. Entonces J es del tipo 2 si y solo si o, =1 para toda

n.

Demostracion. Usamos dos resultados sobre la descomposiciéon matricial polar y

de la forma QR para matrices invertibles:

» Sea M € M;(C), invertible, entonces existe una matriz unitaria U tal que MU
es positiva definida.

» Sea M € M,(C), invertible, entonces existe una matriz unitaria U tal que
MU € L.

El primer hecho viene de la descomposicion polar de M = PU*, con P definida po-
sitiva y U* unitaria, asi tomamos simplemente esta U, que es unitaria igualmente,

y asi MU = P es definida positiva. Ademas como M es invertible la factorizacion

es tnica, pues note que VMM* = VPP* = P, donde el radical simboliza la tnica
raiz cuadrada que una matriz definida positiva tiene. Por ende, P queda definida de
forma tnica y U = M~'P queda definido de forma tinica. Ahora para el segundo
hecho, como M es invertible, sus filas, mi, ms, ..., m, forman una base para C°. Por
lo tanto podemos aplicar el proceso de Gram-Schmidt, empezando en la ultima fila,
para obtener al conjunto ortonormal, pues es facil normalizar, uy, us, ..., u., estos
vectores definen una matriz (), que claramente es unitaria, con sus columnas, y por
las ecuaciones obtenidas de Gram-Schmidt al multiplicar a M por Q* por la derecha,
obtenemos una matriz triangular inferior con los elementos de las diagonales repre-
sentando a las normas de nuestros vectores de las filas de M, y por ende positivas.

Regresando a la demostracion, probamos primero que en nuestra clase de equivalencia
de J existe un unico elemento del tipo 1. Para esto considere la secuencia de matrices
A,, para la cual vamos a definir una sucesién de matrices unitarias u; = I, uo, ...
tales que u}A,u,+1 > 0. Para esto definimos a uy como la matriz del primer hecho
tal que Ajus > 0, luego a us tal que usAsug > 0, y asi sucesivamente. Esto junto
con (1.26) prueba la equivalencia a una matriz de Jacobi de tipo 1. Nos resta ver la
unicidad. Pero esto es simple pues si A, > 0 para toda n, y tomando la sucesion
de matrices unitarias previamente definida tenemos que u’A,u"" > 0 pero A; > 0
implica que como Ajus > 0 tenemos que us = I, lo que a su vez implica que Ayuz > 0
pero As > 0 lo que implica que us = I, e inductivamente tenemos que cada u,, = I,

por ende la matriz de Jacobi seria tnica.
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Para el tipo 3 simplemente aplicamos los mismos pasos anteriores, pues solo basta
usar el segundo hecho del inicio en lugar del primero. Para el tipo 2 el razonamiento
es similar pues consideramos us, que existe por el primer hecho, tal que Ajuy > 0,
para ug lo tomamos tal que (Ajuq)(ubAsus) = A1Asus > 0, y definimos el resto de
forma inductiva. La unicidad se prueba igual, si A; > 0y Ajus > 0, entonces uy = 1,
e inductivamente si A; Ay --- Ayu,y1 > 0, entonces como Ay As--- A, > 0 tenemos
que u,y1 = L.

Para la segunda proposicion del teorema recordamos la ecuacion (1.24) que nos da
AlAy-- A, = 771/ 20'n, por ende si J fuera de tipo 2, como las matrices -, son definidas
positivas, por la unicidad del segundo hecho esto implicaria que o, = I para toda n.

Ahora si cada 0, = I, entonces A1 Ay --- A, = 771/ 2 0, concluyendo. O

Tenemos ya las herramientas para poder probar el Teorema de Favard, el cual basi-
camente es probar que la funcion definida en (1.27) es biyectiva. Probamos primero

la inyectividad en el siguiente resultado.
Teorema 1.11. El mapeo ®, definido en (1.27) es inyectivo.

Demostracion. Considere p y p dos medidas semi-definidas positivas, no triviales
y con soporte compacto. Supongamos que inducen mediante ® a la misma clase de
equivalencia de su matriz de Jacobi, es decir ®(u) = ®(1).

Considere las secuencias {p,} v {pn} de polinomios matriciales ortonormales corre-
pondientes a u y g, respectivamente. Suponga, sin pérdida de generalidad, que la
normalizacion es tal que tanto para p, como para p, hemos elegido a 0, = 7,, =1, es
decir por el lema anterior de tipo 2, (recordar que en el Lema 1.9 cualquier matriz uni-
taria o,, cumple, entonces podemos elegirla de tal forma que sean la identidad). Como
por el Lema 1.9, las matrices de tipo 2 son tnicas en su clase de equivalencia, y por
hipotesis ®(u) = P(11), es decir estan en la misma clase de equivalencia, esto implica
que las matrices de Jacobi deben coincidir, es decir (p, (), tpm(t)), = Pn(t), tom (1)) 4,
para toda m,n > 0. Sabiendo esto y recordando que los polinomios ortonormales son
definidos por la relacion de recurrencia (1.23), tenemos que forzosamente deben de
ser los mismos polinomios: p,, = p,, para toda n > 0.

Asi, para toda n > 0, por (1.21), podemos representar a " como:
" =>"Cp(t) =Y CUB() .
k=0 k=0

En donde claramente los coeficientes C’,gn) y 5,&") estdn determinados en funcion de

los coeficientes de los polinomios p, v p,, respectivamente, y al ser estos iguales se
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obtiene que C,g") = 5,2") Para los momentos de las medidas, simplemente sustituimos
la representacion anterior en la integral dada:

n

/R dp(t) = (", 1), = Y (CVpi(t), D)y = C§ (L T), = CF,

k=0

asumiendo que p(R) = I. Por ende, este mismo calculo es valido para i, y asi:

/R Fdp(t) = /R £ dfi(t), n > 0.

Por lo tanto, es valido lo siguiente:

/f )du(t) /f )du(t)g™ (),

para todo polinomio matricial f, g, implicando que las medidas coinciden, como que-
riamos. ]

Para terminar de probar la biyecciéon nos resta probar la supreyectividad. Sin embar-
go, procederemos por probar esto de una forma indirecta. Construiremos un mapeo
inverso para ®. Tomemos una matriz de Jacobi J. Usando una version particular
del teorema espectral para operadores auto-adjuntos con multiplicidad finita, la cual
puede ser encontrada en [1, Seccion 72|, existe una medida matricial dy con:

(f(J)erk, erj)n /f Y (1)

y una isometria:

R : H, — L*(R,du; Ch.

Es decir de nuestro espacio H, previamente definido, al espacio de funciones L?, con
dominio en los reales, bajo la medida du, que induce a la semi-norma | - |y, y con
valores vectoriales en C!. Esta isometria satisface que (recordando que e; es la base
canonica de C'):

[Reyj|(x) =e;, 1 <3<, (1.28)

y, para cada g € ‘H,, tenemos:

(RJg)(t) = t(Rg)(t). (1.29)

SiJy J son equivalentes, entonces por las ecuaciones de (1.24), tenemos que J =
UJU* para algin U = @ u,, con u; = I, donde U es una matriz diagonal por

bloques con el j, k-ésimo bloque igual a d,xu;, y las u; son unitarias siguiendo las
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ecuaciones de (1.24). Por ende:

(f(Derk,er)n, = (Uf(N)U err, er)n, = (f(J)U err, U'er i), = (f(J)e1k, €15)n.,

donde la primera igualdad se da del hecho de que Jn = U*JU , pues claramente
UU* =1, al ser las u; unitarias y las funciones f polinomios. La segunda igualdad se
da de la identidad:

LU =Y (s Uga) = D> (Utnrgn) = (U, O,

y finalmente la tercera se da pues u; = I. Por lo tanto las medidas en J y J coinciden,

lo cual nos da el siguiente mapeo en las clases de equivalencia:

U : {J : J es equivalente a J} — p.

Teorema 1.12.

= Todas las medidas en la imagen de ¥V son no-triviales.

» DoV =1d

{J:J es equivalente a J}*

s Yod = Id{“;“ no trivial} -

Demostracion. Empezamos con la primera proposicion. Para probar que estas me-
didas son no-triviales hay que ver primero que la semi-norma definida en la Subseccion
1.2, | - |y en V es de hecho una norma. Mas aun, veremos que |p|y > 0 para todo po-
linomio p en V, y por el Lema 1.3 la medida seria no-trivial.

Sea p € V un polinomio distinto de cero y con grado n. Retomando el resultado del
teorema espectral de (1.28) y (1.29), tenemos que:

[RJkGLj](t) = t[RJk_leLj](t) = = tkUj, (130)

para todo k no negativo y 1 < j < [. Sin embargo, como R es una isometria, dado k
entre 0 y n, mediante una combinacion lineal de elementos de la forma J*e; ; podemos
obtener, al aplicar R el coeficiente vectorial de p en su sumando t*, es decir, existen
fo, .., fn vectores en H,, que son combinacion lineal de elementos de la forma e; j,
tales que si g = >, JJ" fi, se satisface que p(t) = [Rg](t). (Note que al ser los f;
generados por los elementos e, ;, las inicas componentes distintas de 0 que poseen se
encuentran en el primer vector en H,).

Como R es una isometria, tenemos que |p|y = ||g||%,, por ende, probar que |p|y > 0 es
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igual probar que ||g||#, > 0. Procedemos por contradiccion suponiendo que ||g|, = 0.
Recordando que det(Ag) # 0, y fijandonos en la n-ésima componente de g, que es
(J™ fn)n, por la tridiagonalidad de J,si g =0 = (J"f,), =0 = f, =0,1o
cual es imposible pues al tener p grado n, y [RJ"f,|(t) = t"u, # 0, donde u,, es el
coeficiente de p en t", lo cual es una contradiccion, concluyendo la no-trivialidad.

Para la segunda proposicion del teorema, consideramos nuestra clase de equivalencia
de matrices de Jacobi J, y la medida obtenida, p por la funciéon W. Tomando los
elementos Re, ; € L*(R, du; C!), note que por (1.25), e, es generado por elementos
de la forma J"'e; ;, con i entre 0 y k — 1 y aplicando (1.30) tenemos que Re,, ), es un
polinomio de grado a lo méas n — 1. Siguiendo la naturaleza de isometria de R, que

preserva el producto interior, obtenemos que:

(Ren e, Remj) 2 duct) = (€nks €myg)Hy = OmnOr,j- (1.31)

Con base en esta informacion, construimos nuestros candidatos a polinomios matri-
ciales ortonormales ¢,(t), usando a Re, 1, Re,o,. .., Re,;, (que son vectores), como
columnas de ¢, (%):

[Gn—1(2)]jx = [Renr(t)];-

Tenemos que degg, < ny que por (1.31) (gm, ¢n)y = Omnl, lo cual afirma que nuestros
candidatos son de hecho polinomios ortonormales con respecto a dp. Asi:

La primera igualdad viene del hecho de que los elementos e; ; son una base ortonor-
mal. La segunda de la propiedad isométrica de R. La tercera de la ecuacion (1.29).
La cuarta de la definiciéon de los polinomios ¢,, y finalmente la quinta viene de la
definiciéon inicial de nuestro producto interior. De esto concluimos que ® o ¥ es la
identidad, pues pasamos de J a la medida definida por el teorema espectral y regre-
samos de nuevo a J.

La tdltima proposicion del teorema es inmediata de lo anterior y del hecho de que ®

es inyectiva, como fue visto en el Teorema 1.10.
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1.3. Momentos candénicos en POM

1.3.1. Momentos canénicos de una medida matricial

Seguiremos ahora generalizando la teoria desarrollada en los polinomios ortogona-
les escalares, y obtener su forma equivalente en una secuencia de POM. Nos basaremos
principalmente en lo desarrollado en [10]. Veremos bajo qué condiciones dada una se-
cuencia finita de matrices cuadradas, Sy, St, ..., S, de tamano [ x [, existe una medida
matricial fi, ), cuyo soporte se encuentra contenido en el intervalo [a,b], con a < b,
para la cual su k-ésimo momento matricial queda definido por:

S, = /[ b] () = (L), | (1.32)

Después definiremos los momentos candnicos, como en el caso escalar, para esta me-

dida matricial pif, 4, y su relacion con los POM correspondientes a la medida iy

Sea M,[ﬁbl] el (n + 1)-ésimo espacio de momentos definido como el conjunto:

M™% = {(S0, 54, .., Sn) | fifap medida matricial}, (1.33)

es decir el conjunto de vectores matriciales de los primeros n+1 momentos matriciales
definidos en la ecuacion (1.32). Note que este conjunto puede ser visto como un espacio
euclideano lineal de dimension (n + 1)I(I + 1), o de dimensiéon (n + 1)I(1 4+ 1)/2, en
el caso real, por la simetria de las matrices Sy. Los “ hiperplanos ” de este espacio

quedaran definidos de la forma:

n

Z TI"(AZSZ) =C,

1=0

donde ¢ € R, y las matrices Ay, A1, ..., A, son hermiticas de tamano [ x [. Buscaremos
encontrar una forma equivalente de expresar el conjunto M,[Libl] Para esto considere
el conjunto:

C,[lﬁbl} = {(vv*, tov*, ..., t"vw) a <t < b, v € CY,

y definimos como ‘K(Cﬂbﬂ) al cono convexo generado por C}fjrbl], es decir la entrada

k-ésima de un elemento de ‘K(C’,[fﬂ) puede ser visto de la forma:

Z Z tfdi,jvi,jvzj‘a (1.34)
i J
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donde los nimeros d;; son reales positivos y v;; € C'. Note que existe cierta re-
dundancia pues es posible normalizar los vectores v; ; para que tengan norma 1, o
equivalentemente, prescindir de los escalares d; ;. Probamos a continuacion la equiva-

lencia, previamente mencionada, entre M%) y €(C1%).

Lema 1.13. Los conjuntos MYE‘L”E, definido en la ecuacion (1.33) y %(Cgﬂ) son igua-
les.

Demostracion. Considerando una medida matricial, definida en la primera seccion de
este capitulo, ju, ), tal que ppp({s}) = vv*, conv e C'y a <s<b,y ppuy(C)=0
para todo C C [a, b] medible. Tenemos que:

Sy = / tkd,u[avb] (t) = s*vv* Vk € N,.
[a,b]

Por lo tanto C’T[Lafl} C My[&bll, y por la linealidad en las medidas matriciales obtene-

mos que CK(C,[ITI]) C M,[ﬂbl] Probamos ahora la contenciéon inversa, demostrando que

todos los elementos de Mglbl] son puntos limite de elementos en %(C,[?jrbl]). Esto pues
el cono convexo es un conjunto cerrado en nuestro espacio en cuestiéon. Supongamos,
por ahora, que nuestra medida matricial p[, 5 estd formada, entrada a entrada, por
densidades diferenciables con respecto a la medida de Lebesgue, es decir, existe una
funcién matricial y diferenciable, f, entrada a entrada, respecto a la medida de Le-
besgue, con dominio en el intervalo [a, b]. Por lo tanto, las integrales pueden ser vistas
como integrales de Riemann, y por ende podemos aproximar la integral f th f(t)dt, el

k-ésimo momento de fif, 4, por una suma de la forma:
> ati f(t), (1.35)

donde el nimero ¢; > 0y f(t;) € M;(C) es una matriz definida positiva. En este

caso, por la propiedad de f(t;) de ser definida positiva, esta puede ser escrita como:

f(tz) = Z di,jvi,jvij. (136)
J

Esta representacion se sigue de escribir a f(t;) = Q*DQ con D diagonal, y @ unitaria,
por el Teorema Espectral. Al ser D diagonal, podemos escribirla como la siguiente
suma: D = Zj Ajeje;, donde e; es el j-ésimo vector canonico de C' y los valores )\;
son los auto-valores de f(t;), que sabemos que son reales por el Teorema Espectral
y positivos pues f(t;) es definida positiva. Asf f(t;) = >_; \;Qe;(Qe;)*, simplemente
tomamos Qe; = v;; y A\; = d;; y obtenemos (1.36). Sustituyendo (1.36) en (1.35)
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obtenemos una aproximacion de la forma (1.34), por lo que, para este caso el resul-
tado se concluye. Para el caso general en donde p, ) no estd compuesta de medidas
diferenciables respecto la medida de Lebesgue, simplemente usamos el resultado fa-
moso sobre el problema de los momentos truncados para un intervalo finito, ver |20,
péags. 62-63|, y concluimos que los momentos de cada entrada de la medida matricial
Hja,p) Pueden ser aproximados por una medida diferenciable como las tratadas ante-

riormente. ]

Continuamos ahora con el siguiente corolario.
Corolario 1.14. Sean Ay, Ay, ..., A, matrices hermiticas de tamano | x [. Entonces

se satisfacen las propiedades:

1.
D A >0, VE€ [al)
k=0
= ) Tr(AkSi) >0, VS = (Sp, ..., Sa) € MY
k=0
2. Cada punto S = (Sp,...,Sy) en Miﬂbl] tiene una representacion finita de la
forma:

q

Sy = Zdiaia;ktf, dieR", a; eC, yk=0,...,n,
i=1

donde g < (n+ 1)I(I+1) o en el caso real ¢ < (n+ 1)I(1 +1)/2.

3. Considere la funcion f : [a,b] x Ct — M;(C)" definida de la forma:
ft,v) = (vv*, tov*, ... t"ov™) Y(t,v), cont € [a,b] yve C (1.37)

. . . . b . .
Entonces si S = (So, ..., S,) estd en el interior de M}lil], S es una combinacion

conveza, entre f(t,v) y un punto en la frontera de M,[Libl}, donde esto pasa para

todo (t,v) € [a,b] x C'.
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Demostracion. Empezamos con la primera proposicion. Note que:

n

> A >0, Vit € [a,b],
k=0

= Ztkv*Akv >0, Vt € [a,b] y Vv eC

k=0

= ZTr(Aktkvv*) >0, Vt € [a,b] y Vv eC

k=0

= Y Tr(ASy) >0, VS = (Sp,....S,) € M2,

k=0

en donde la segunda equivalencia es resultado de la propiedad matricial Tr(BC) =
Tr(C B) para cualesquiera matrices B, C. La tercera equivalencia es resultado del Le-
ma 1.13.

La segunda proposiciéon se obtiene de aplicar el Teorema de Carathéodory sobre las
envolventes convexas, y del hecho que nuestro espacio posee una dimensién de tamano
(n+1DI(l+1) 6 (n+1)I(l+1)/2 cuando estamos en el caso real.

Finalmente la tercera proposicion se sigue de extender la semi recta entre f(¢,v)y S,y
considerar su punto de interseccion con la frontera de Mgﬁ], que al S pertenecer al in-
terior de M,[Libl] este punto de interseccion es distinto de .S, por ende S puede ser escrito
como una combinacion lineal entre f(¢,v) y el punto correspondiente en la frontera. (]

Lema 1.15. Sea S = (So,...,S,), un vector matricial. Entonces:
1. Se M,[:fl} st y solo si:

D tFAL >0, VE € [a,b] = ) Tr(ApSi) > 0. (1.38)

k=0 k=0

2. 5 ¢ mt(M,[ibl]) si y solo si:

P(t) = it’%k >0, Vt € [a,b] y P(t) #0 YVt € [a,b],

k=0

k=0

Demostracion. Note que por la primera parte del Corolario 1.14, si se cumple que
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S e M 11]7 entonces se sigue la primera implicacion de la ecuacion (1.38). Ahora,
nos enfocamos en la segunda parte de la equivalencia. Por contradiccion asumimos
que C &€ M, 1 implica la proposicién contrapuesta de (1.38). Explicitamente C' =
(Co, Ch, .., Cn). Veamos mas a detalle cuél es el valor de Tr(AxC}), para una k dada:

E E k k
Aka CL” 1,0 |: zg zg z]cz] )

1<i<j<l

k k. . . P .
ij» Cij representan las (i, j)-ésimas entradas de las matrices Ay

y C}, respectivamente. Note que por la misma simetria de A, y C} las entradas

donde los valores af

diagonales af, y c¥,, de ambas son niimeros reales. Ahora asumiendo primero que el
- s ko ok -k ko ok -k
resto de las entradas son complejas, escribimos a a;; = xi; +iy;; v ¢y = pi; +14;;,

con x;;,y; ;,Pi j» ¢ ; € R. Por ende, la tltima ecuacion se puede reescribir como:

Tr(AxCy) = Za”” Z [2Rea .k )}

1<i<j<l
E 'Lz zz § ,] Z]+ql]yl,j)i|
1§z<]§l
- § 11 'Lz+2 § pljxl_] +qz,]yz,])
1<i<j<l

Lo anterior es valido para toda k por lo que podemos sustituir en la suma de estas

trazas y obtener:

n l

ZTI<AI€C’€) = Z “ 'Lz + 2 Z pz j'rl,_] + qZ,]yz,j) : (140>
k=0

k=0 Li=1 1<i<j<l

Note que todo hiperplano en nuestro espacio tiene una ecuaciéon de la forma:

k=1

por nuestra representacion en (1.40), donde los valores fijos de las entradas de Ay
representan a las componentes del vector normal del hiperplano correspondiente, y
las matrices X} son las variables del hiperplano. Por lo tanto, como M, la, 1] es un
conjunto convexo y cerrado (ver Lema 1.13), y claramente el punto C' simboliza un
conjunto compacto en nuestro espacio de dimension (n + 1)I(l 4+ 1), entonces pode-
mos aplicar el Teorema de Separacion del Hiperplano [4, Seccion 2.5], y encontrar un

hiperplano que separe ambos conjuntos. Es decir, podemos afirmar que existen matri-
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ces Ay, Ay, ..., A, hermiticas, tales que (1.41) se satisface, y separa ambas conjuntos.
Ademés como Cj es invertible, podemos considerar Aq tal que Tr(A¢Cy) = —r, y por
ende reescribir (1.41) tal que:

n

k=0

Por ende, al separar ambos conjuntos se debe cumplir que

> Tr(ACr) <0,
k=0

y que
> Tr(ApSk) >0,
k=0

para todo S = (Sp,...,S,) € M,E‘fll Sin embargo por el Corolario 1.14, la ecuaciéon

anterior es equivalente a que el polinomio:

P(t)=>_ Aut" >0, Vt € [a,1],

k=0

y esto es justamente la contradiccion a (1.38) que se buscaba.

Para la segunda afirmacion, supongamos primero que S = (Sp,...,5,) esta en el
interior de M,"7,
para todo t. Por lo tanto existe un vector v € C' tal que v* P(t)v > 0. Asf, considerando

y que justamente el polinomio P(¢) no es idénticamente la matriz 0

la representacion de S provista en el Corolario 1.14:
S=af(t,v)+(1—-—a)V, 0<a<l,

donde V' = (Vp,...,V,) es un punto en la frontera de M,[fﬂ, se tiene que

D Tr(ArSk) =Y Tr(Ax(at* v + (1 — )W)

k=0

=« Z Tr(AptFov®) + (1 — ) Z Tr(Ak Vi)

k=0 k=0

> aZtkv*Akv > v*P(t)v > 0,
k=0

en donde nuevamente usamos que Tr(BC) = Tr(C'B), y que a > 0. Ahora para la

implicacion de conversa, suponemos que S no se encuentra en el interior de MiffH] En
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este Caso procedemos exactamente igual a la primera afirmacion. Si S no se encuentra

en M il podemos encontrar matrices hermiticas Ay, ..., A, tales que:

ZTr(AkSk) < 0, y ZAktk > 0.
k=0 k=0

Ahora si S se encuentra en la frontera de M +1], entonces existen nuevamente matrices

hermiticas Ay, ..., A, tales que:

Zn:Tr(Aksk) =0,y Zn:Akt’f >0,

k=0

concluyendo el caso complejo. El caso real es exactamente igual, simplemente que
los coeficientes de las partes imaginarias correspondientes se anulan, lo que nos otor-

ga el mismo procedimiento pero ahora en un espacio de dimension (n+1)I(1+1)/2. O

Enfocamos ahora nuestra atencion en poder otorgar una representacion, que nos sera

util después, para los polinomios matriciales P,, que satisfacen:

P,(t)=> t"Ay >0 Vt € [a,b]. (1.42)
k=0

Para ello enunciamos el siguiente teorema, cuya prueba se omitiré, pero se invita al

lector a consultarla en [10, Teorema 2.5].

Teorema 1.16. Asuma que el polinomio matricial P,(t) es definido nonegativo en

el intervalo [a,b]. Si n = 2m, entonces existen polinomios matriciales By, (t) =

St By, Cooa(t) =000 YHC; tales que:

Pom(t) = Bp(t)BE,(£) + (t — a)(b— )Con_1 ()T (1). (1.43)

m—1

Andlogamente si n = 2m + 1, entonces existen polinomios matriciales B, (t) =

Yoot B, Co(t) = Y0 t°C; tales que:
Pomia(t) = (t — a) Bu(t) By, (1) + (b — 1) O (8) Cy (1) (1.44)

En [10] se trabaja con el caso a = 0y b = 1. Para poder obtener el resultado anterior
simplemente basta con elegir un simple cambio de variable lineal y obtener el teorema.

Teniendo esto, probamos una equivalencia ttil sobre cuando un punto se encuentra en
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M la 1] o en su interior. Para esto definimos antes a las siguientes matrices de “Hankel

So ... Snm
o= (1.45)
Sm . Som
—abSp + (a +b)S; — S oo —abSy,, 1+ (a+b)Sm — St
! = z - ; ,
—abSy1+ (a+0)Sy, — Spe1 .. —abSam_o+ (a4 b)Som_1 — Som
(1.46)
para los pares y para los impares:
—aSo+S1 ... —aSpy+ St
Hy'yy = : g : , (1.47)
—aSm + Sma1 oo —aSom + Soma
bSo—S1 ... bS, — S
Hy,lo = I ; . (1.48)
bSy, — Spma1 .. bSopm — Somaa

Teorema 1.17. Sea S = (S, ..., S,), entonces:

0]

1. S estd en el espacio de momentos M[+1] sty solo si H“b] Yy H[ son matrices

semi-definidas positivas.

2. S esta en el interior del espacio de momentos M[+1] sty solo si H[“ by H[a A

son matrices definidas positivas.

Demostracion. Consideramos primero el caso par pues el caso impar es totalmente
analogo a este. Entonces sin pérdida de generalidad podemos suponer que n = 2m.
Supongamos primero que S € Mib H], y considere el siguiente polinomio:

Fo(t (Z t’ka) (i tkvk> >0, (1.49)

donde los términos v, son vectores en C'. Por ende el anterior polinomio matricial es

. . . 3 k
definido nonegativo siempre pues es un producto de la forma yy* con y = > ,"  t"vg.
Por lo tanto podemos aplicar el Lema 1.14 y obtener que:

ZmTr ( Z (viv} + vjv;‘)] Sk> >0

it+ji=k
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Ahora veamos que la anterior suma puede reescribirse como:

ZTr( > (viv; +vj0; ] ) ZTr( > W;fskﬂju;sk)])

i+j=k i+j=k
= Z Z (v} Skvi + v] Skvy)
k=0 i+j=Fk
= v H b]v >0,
donde la desigualdad final es por (1.45), y v* = (v§,...,v},) es un Vector en C!m+1D)

compuesto por los vectores v;. Esto tltimo claramente implica que H es definido
nonegativo pues el vector v es arbitrario. Para comprobar que H [2m] es nonegativa

definida procedemos de una forma similar pero ahora consideramos al polinomio:
Gom(t) = (t —a)(b—t)Fyp_o(t) > 0,

que claramente es definido nonegativo, pues t € [a,b]. Llamando Gy, k=0,...,2m a
los coeficientes matriciales de Gy, (t) v aplicando nuevamente el Lema 1.15, se tiene

que
2m—2
ZTI (GrSk) = > Tr|(—abSk + (a +b)Sks1 — Sksa) Y (i) +v507)| > 0.
k=0 i+j=k

Aplicando nuevamente la identidad Tr(BC') = Tr(C'B), y recordando la definicion de
uy, obtenemos que la suma anterior se expresa como:

2m—2
Z Tr [(—abSk + (a + b)Skt1 — Sk+2) Z (viv} + vjvf)]
k=0 i+j=k
2m—2
= > > [;(—abSk + (a+ b)Skp1 — Sea2)vi
k=0 i+j=k

+ U:(—abSk + (Cl + b)Sk+1 — SkJrQ)Uj]
= v*ﬁgjf]v > 0.

Nuevamente como los vectores v; fueron arbitrarios esto prueba que H ) s definida
nonegativa.

o]

Ahora probamos la segunda implicacion de nuestra equivalencia, es decir si Hy., e, y
H [Qm] son semi-definidas positivas, entonces tenemos que ver que S esta en M,[ﬂbl]
Para esto consideramos el polinomio Ps,(t) definido en (1.42), suponemos que es

semi-definido positivo en el intervalo [a,b] y usando el Teorema 1.16 sabemos que
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tiene la representacion de la forma (1.43). Ahora note que si llamamos BF al k-
ésimo coeficiente matricial del polinomio B,,(t)B,(t), y de igual forma observe que

Bfn = Zi«l»j:k; BiB; + BjB;k, entonces:
sk>

> (BB + B;B})

2m 2m
> T(BESK) =) T (
k=0

k=0 i+j=k
2m

= Tr ( > (BSeB; + BjSkBZ-)>
k=0 i+ji=k

=B*H"B > 0.

En donde B* = (B}, By,...,B}), v la ultima igualdad se da pues ﬂgﬁn’b] es semi-
definida positiva. Analogamente al anterior procedimiento, pero con el polinomio
(b—1)(t —a)C,p_1(1)C*, (1), si CF_, es el k-é¢simo coeficiente matricial, obtenemos:

> (CiCs + CyC)

i+j=k

(—abSk + (a + b)Spi1 — Sk+2)>

2m 2m—2
ZTr(C’f;Sk) = Z Tr <
k=0

k=0

2m—2
=) Tr( > [Cr(—abSk + (a+ b)Ske1 — Ske2)Cj

k=0 i+j=k
+ C5(—abSy + (a + b) Sk — Sk+2)0i]>
= T > o,

donde C* = (C§, CF, ..., C}), y nuevamente lo tltimo es debido a que ﬁ[;:nb} es definida
nonegativa. Esto prueba la equivalencia de la primera proposiciéon del Teorema, para
el caso par. El caso impar es andlogo y se da al considerar los polinomios:

Hopy1(t) = (t — a) Fom(t), ¥ Komia(t) = (b — 1) Fom(t).

para la primera implicacion. El regreso, para este caso, es igualmente anélogo usando,

nuevamente, el Teorema 1.16, como se usé para el caso par.

La segunda equivalencia del Teorema es resultado de aplicar la segunda equivalencia
en lugar de la primera del Lema 1.15, en las ecuaciones correspondientes al caso par
y proseguir de forma anéloga con el impar, en donde simplemente se cambia la none-
gatividad por positividad estricta. 0

Estamos ya en posicion de poder definir formalmente los momentos canénicos pa-
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ra nuestra medida matricial en [a, b]. Para este fin, necesitamos definir los siguientes

vectores matriciales:

ha = (—aSm + Smity - oy —aSom_1 + Sam), (1.50)
Bt = (Smy -+ Sam—1), (1.51)
Ry = (bSm — Spasts- - -+ bSam-1 — Som), (1.52)

By = (—abSm_1 + (@ +b)Sm — Smsts .-, —abSam—s + (a + b)Sam—s — Som_1),
(1.53)

que dan lugar a las cotas inferiores y superiores del n-ésimo momento denotadas como

S,y S, respectivamente. Asi para m > 1, definimos:

Som = hy (H53 )™ Doy, (1.54)
Somi1 = Dy (Hsi )™ hoyy + 082, (1.55)
S = —abSam_s + (@ + b)Samr — gy 1 (Ha ) g1, (1.56)
S i1 = bSam — gy (A ) o, (1.57)

y donde definimos como S; = aSy, S = bSy y S5 = —abSy + (a + b)S;. Note que

Sy S dependen tinicamente de (S, ..., S, 1). Antes de continuar note que, para
toda n: s i
a,b F7la, -
Hlabl — ﬂ%mfz Dy y ﬁ[a,b} _ 51%72 hy—1 7
EEX") hn_l % n hn,1 «

donde la matriz en * varia dependiendo de n. Por ende usando el resultado de que
una matriz es semi-definida positiva si y solo si el complemento de Schur y su sub-
bloque principal, que en este caso esta determinado por *, lo son, por las definiciones
anteriores y por (1.55), tenemos que el vector (Sp,...,S,_1) esté en M[ 1} si y solo si

S < SF. Es mas, para todo (Sp,...,S,-1) € ,M[Jrl se tiene que:
S, <S,<8S; .

Definicién. Si (S, ..., S, 1) € intM." ot +1> entonces, definimos como el k-ésimo mo-

mento canonico a la matriz:
Ul = (DIY1(s, - 50), 1<k <n. (1.58)

donde
DIt — s+ — 5 (1.59)

Estas definiciones son las andlogas al caso escalar [9, Seccién 1.3|. De igual forma
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usaremos las matrices:

v — 1 — gt — (DIl (gE — 5, 1<k <n. (1.60)
Los primeros momentos canénicos son faciles de calcular. Tenemos que S = bSy,
Sl_ = aS,, v por ende DY = (b — a)S, y ast U = ﬁ(SO_lSl —al) y V[t =

(b ) (bI S;1S1). Similarmente, y por las anteriores definiciones de las cotas, tenemos
que Sy = —abSy + (a +b)S; vy Sy = 51551S;. Con lo que obtenemos:

DI = —abSy + (a + b)S; — 515718, = So(Sy 'Sy — aI)(bI — Sy 1S4)
= (b — a)2S,Ul* v, (1.61)

y asi:
1

(b—a)®

Nuestro siguiente resultado es sobre la generalizacion, del caso escalar, sobre la

et — Uy -19-1 (5, — §,5518)). (1.62)

propiedad de invarianza de los momentos canénicos respecto la transformacion lineal
de una medida. El caso escalar es tratado en |9, Seccion 1.3|, sin embargo, cuando en
[10, pags. 177-178| se definen los momentos candnicos matriciales se omiti6 la prueba
de la propiedad de invarianza, que ocurre en el caso escalar. De hecho, simplemente
se menciona en [8, pag. 135] sin dar algin detalle de la prueba, la cual se mostrara en
las siguientes paginas de este texto. Para este fin, consideramos la medida p(z) con
soporte en el intervalo [0, 1], y consideramos la transformacion lineal y = (b—a)x +a,
que mapea z € [0,1] en y € [a,b], y por ende manda a la medida u(z) en la medida
Moy (y). Con base en esto, podemos encontrar una relacién de recurrencia directa
entre los momentos de ambas medidas. Para esto, note que los momentos de gy
son:

T =/ Vdpay(y), k=1,2,... (1.63)
]

Realizando la sustitucion y = (b — a)x + a tenemos:

Tk:/ Y dpian(y / ((b—a)x + a)*du(x)
[a,b] Al

=> (k (b —a)a"5;, (1.64)

donde S; es el j-ésimo momento de p. Analogamente, pero utilizando ahora el cambio



CAPITULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES 35

de variable #=2, obtenemos las relaciones:

Sy = 0 —1a)k i (f) (—a)* T (1.65)

J=0

Con base en esto definimos a la siguiente matriz por bloques de tamano [ x I:

I 0 e 0
al (b—a)l . 0
Qnfa) = | . : 5 : 7 (1.66)
a'l (Da"'b—a) ... (b—a)"l

donde, explicitamente y siguiendo una numeraciéon de columnas y filas empezando
por el 0, la 7, j-ésima entrada es:

(Qnia))ij = <;) (b—a)a I

Esta matriz genera la recurrencia de (1.64). En efecto, si definimos a los vectores

matriciales: ST = (S, S1,...,S,) vy TT = (Ty,Ty,...,T,), entonces tenemos que
QnjayS = T. Igualmente si definimos al vector matricial V' (z) = (I,zI,...,2"T),
tenemos que:
Qnijap) Vo) = Vo((b—a)x 4+ a) = V,(y), (1.67)
y que:
Ly PV Wb () = 1Y, (1.68)
a,b
pues
1 y"
Vay)Vi (y) = P
yn an

y al integrar, entrada a entrada, obtenemos (1.68). Por ende, usando (1.67) en (1.68),
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tenemos la relacion:

Hlb /[ AT

= Qn,[a,b] Vn (x)VnT($)Q£7[avb] d,u(l’)

(0,1]

= Qo ([ VIV @) ) @
0,1
= an[aub]ﬂgzl]Qg,[a,b] : (169)

Analogamente si integramos V,,(y)V,I (y) respecto las medidas (y — a)(b — y)dpan(v),
(v — a)dpjan)(y) ¥ (b — y)dpap(y), obtenemos que:

—[a,b
H [Qn I = /[ ) Vet ()V,E (9) (v — a) (b — )iy (y), (1.70)
e = /[ V0~ dn(v) (1.71)
_[a‘vb]
el = /[ TV )0~ )b o) (1.72)

Si realizamos el cambio de variable y = (b — a)z + a, obtenemos que (y — a)(b —

Y)dppn(y) = (b — a)’z(1 — 2)du(z), (y — a)dpujap(y) = (b — a)zdp(x) y, finalmente,
(b—y)dpay(y) = (b—a)(1 —x)du(x). Asi, replicando lo ocurrido en (1.69) tenemos:

[a,b] [0,1]

H2r; _< ) Qn l[ab]H Qn 1,[a,b]? (173>
a,b

H[Qn—i]-l ( - Q)Qn,[ab 2n+1QT [a,b]> (174)
—7la,b]

Hypih = (b— G)Qn,[ab 2n+1QT [a,b]* (1.75)

Antes de continuar, note que la matriz inversa de (), o4 esta dada por:

I 0 0
—a 1
—a 1 .0
_ b—a b—a
ana,b} = . : (176)
(o y (Do !
ol ~ a1 !

Donde la 7, j-ésima entrada, nuevamente empezando a enumerar las filas y columnas

desde 0, esta dada por:

el = =g (1) - 1.77)
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Para obtener (1.76), primero, al ser @, [ triangular inferior, su inverso igual lo es, e
inductivamente podemos calcular la ultima fila de forma sencilla. Note, de hecho, que
la matriz inversa es debido a (1.65), asi como (1.66) se debe a (1.64), pues la recursion
de (1.65) es la recursion inversa de (1.64), es decir, se satisface que Q;ﬁa’b]T =S.

Teniendo esto enunciamos el siguiente Lema que nos sera de utilidad a continuacion.

Lema 1.18. Considere los vectores matriciales ﬂfnk] = (T, Trns1y -+, Tk), conm < k
yenN, y Sg,z] = (Sp, Spt1s---,51), nuevamente con p < l, naturales. Entonces se

satisface:

_ n m i
Q(klfm),[a,b]T[mvk} = Z ( .>(b —a)a ]S[J'»k*erﬂ‘

i=0 \J

Demostracion. Consideremos la i-ésima fila del vector Q@{m) (4] Tim i, ¥ reescribimos

los momentos en su forma integral:

y—a i
_ m i,
/W)]y (b—a) 110 (Y)

(b= a)z) + a)"'dp(x)

1
i (T) (b— aYa™ Iz dy(x)

)1 §=0
()0 aramisie,
j
~1

Como 7 fue arbitrario, esto ocurre para todos los componentes de Q(k_m) m Tl k), ast

<
Il
=)

M

fijando j y variando 7, tenemos la ecuacién deseada. 0

Estamos ya en condiciones de probar la invarianza de los momentos candnicos, res-
pecto a la transformacion lineal y = (b — a)x + a. Para ello probamos el siguiente
Teorema que es equivalente.

Teorema 1.19. Sea p una medida matricial suyo soporte se encuentra en [0, 1],
y considere la transformacion lineal y = (b — a)x + a, que manda a z € [0,1] a
y € [a,b], y la medida j1 a ppy. Entonces, dadas las definiciones anteriores, donde

los momentos de la medida . estdn dados por Sy, Sy, ... y los momentos de fijqy por
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Ty, Ty, ..., se satisface para toda n € N:

(b—a)"S; +Z<> —a)a"8;, (1.78)
—(h_ n5++2()b_a nJS (1.79)

Demostracion. Empezamos probando primero la ecuaciéon (1.78). Procedemos pri-
mero probando cuando n es par, y realizaremos un procedimiento analogo al caso
impar. Asi sea n = 2m. Recordando la ecuacion (1.51), y renombrando gg =

Z2m—1
(Toy - -y Tom—1), tenemos que T, = g2 (ﬂ[;;f]_Q)*l g, - Por otro lado, nombra-
mos AL = (Sm, ..., Sem_1) y nuevamente Sy, = hl _ (HYY )1 h, .. Usando

(1.69), y el Lema 1.18 tenemos que:

_ a,b _

0,1]
- ng—l (Qm—lv[ab H[ 2Qm Lla b]> ' om-1

- 0,1
ZQQTm—l( ml—l,[a,b}) (Han!2) ™ - 1(ab] Dom—1

_ -1 T/r7l0,1] \—=1—1
_( m—1,[a,b] ggm_l) (—2m—2) m—1,[a,b] QQm—l

m T .
" ’ - m i, m—i
B (Z ( )(b ~ )" S lﬂ}) (H3n's)™! (Z (z)(b —a)'a S[z',m—1+z']>
= i=0
B Z Z ( ) ( ) (b—a)ya™™ "S- 1+J}(H[2%12)_1S[i,m—1+i]. (1.80)

r=0 i+j=r
0<7,5<m

Para continuar, note que S]m 1+]}(H[23’n1},2)’1 = (0,...,1,0,...,0) = ET], que es
el vector matricial, de m entradas matriciales, cuya j-ésima componente es I, y

con j < m. Esto tltimo es cierto, pues ST | es la j-ésima fila y columna de

[J,;m—1+j
H [20m1_2, asumiendo que la numeracién de filas y columnas empieza en 0. Analoga-
mente para i < m, (H[;j;ﬁ 5) Sim-14qg = (0,...,L,0,...,0)" = E,,;, se satisfa-
ce por la misma razén. Para ¢ = j = m note que Sm2m 1](Hg’,;}]_2)—15[m72m_1] =
ha o (H [Zm} o) Y hy,, 4 = Ss,. Teniendo estas ultimas identidades en cuenta, la ca-
dena de igualdades de (1.80) sigue:

= (b—a) 2m52m+2m21 > ( )( ) (b—a) a®"S,, (1.81)

r=0 i+j=r
0<7,5<m
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(H[Qoml 2)” 1S[zm 144 = Em jStim—1+q = Sitj; = Sr. Ahora

> (1)0)-(7) 152

i+j=r
0<i,j<m

donde se usd que S[]m 14]

usamos la identidad:

que se obtiene de comparar los coeficientes entre los polinomios (z + y)™(z + y)™ =
(z + y)*™, por lo que sustituyendo en (1.81):

2m—1

T (b _ a>2m52m + Z (Zm) b . a)ramerSr,

concluyendo. Para el caso impar, asumimos que n = 2m + 1, y consideramos aho-
ra a los vectores matriciales 22Tm = (=aTm + Tosty ooy —0Tom 1 + Top) y ﬁgm =
(Sm+1s -« - S2m). Usamos (1.50), sustituimos en (1.74) y obtenemos:

_ a,b _
Ty = QQTm (ﬁgm]q) ! 9o T als,,

1 0,1] \—1,—
= (o) Honl ) Q0 g8, + AT (1.83)
Usando la notaciéon del Lema 1.18, tenemos que 9, = —aTim2m—1) + Tim+1,2m]» asi,

por el Lema 1.18:

—1
m—1,[a.b192m

= Qm 1,[a, b]( aﬂm,Qm—I] + ﬂm—&-l,Qm})
- _an—l la b]ﬂm 2m—1] + Q;Ll—l,[a,b}ir[m‘f'lgm}

m+1 m+1
:_Z( )b_a mHSbm 1+]}+Z( j )(b—a)am ]+1S]m1+ﬂ

J=0

m - m m—
=(b—a) +1S[m+1’2m] + Z (] B 1) a) amItL Sljm—14]

=(b—a)™" S[m+1 2m] + Z ( > jH " JS [j+1,m+5)

m

—0b-a)y (7?) (b—a)a™ 7 Sys1mei- (1.84)

J=0

De igual forma que con el caso par note que para todo 0 < i,j < m se tiene que

Sg+1m+]](H[2%},1)_ = E,;, solo basta con sustituir a = 0y b = 1 en (1.47) y
[0,1]

notar que Spj41,m+j €s la j-ésima columna y fila de H,,,' ;. Por las mismas razones
(ﬁ[g%],l)_lS[HLmH] = ;. Parad = j = m tenemos que Si, | 5, (ﬁ[z%],l)_lS[mH,gm] =
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ha (H. [22”1] )Ry, = S5,01- Ast tomando en cuenta esto, y sustituyendo (1.84) en
(1.83), asi como considerando nuevamente (1.82):

T
1 = - _
i (-2 () )
7=0
~ (m i m—i
X <(b— a)z (i)(b_ a)'a S[Hl,mﬂ-]) + aTs,,

1=0
2m—1
m m

:(b - a)2m+182_m+1 + Z Z ( ) ( )(b - )T—H am= TSr-i—l + aTQm

r=0 i+j=r ¢ J

0<i,57<m

2m—1 om,

:(b 2m+15;m+1 + Z ( > o r+1a2mfrsr+1_._aT2m’

recordando la ecuacion recursiva de (1.64), y sustituyendo:

2m—1

2 2 . .
_ (b 2m+152—m+1 + Z ( m) o r—l—l 2m rSr—',—l _|_Z( m) b—a)Jq?m_ﬂHSj.

30‘7

Excluyendo a*™*1S; del primer término de la tltima suma, y realizando el cambio de
indices j = 7 + 1, tenemos:

2m 2m—1

2 . .
Z ( ;n) (b_a)ja2m—j+1sj _ 2m+1S + Z ( ) _ )H—l 2m— ZS@-‘,—l

J=0

Sustituyendo, nuevamente:

2m—1
2
— (b a)2m+ls2m+1 +a2m+15 4 Z (( ) ( T)) (b— )H—l 2m— ZSH—I

2m +1

2m—1
_ (b a)2m+152m+1 +a2m+15 + Z ( i ) _ a)erl 2m— zSz—l—l

_ (b a)2m+155m+1 + Z <2m >+ 1) (b . a)ia2m+lfisi’

- 1
=0

concluyendo (1.78).

Resta ahora probar la ecuacion (1.79). Para ello, nuevamente, empezamos por probar
el caso par con n = 2m, y a continuacién el impar. Consideramos, ahora, a los vectores
matriciales g | = (—abT,_1+(a+0) T —Trni1, - -, —abTom 3+ (a+0)Tom—o—Tom_1)
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yﬁgm_l = (Sm—Sm+1,- -+ Som—2—S2m—1), y sustituimos (1.73) en (1.56) para obtener:

_ —la,b 11—
T2J7rn = _ggm—1(H[2m}—2) 192m71 — abTyp—o + (@ + b)Tom 1

—1 _ _ —[0,1] \_1 ~_ _
= (b _ CL)2( m172,[a,b]g2m—1)T(H2m—2> ! m172,[a,b]g2m—1 - abTQm*Z + (a + b)Tmel‘

(1.85)

Como en el caso anterior, usamos la notacion del Lema 1.18 y tenemos que g, ; =
—abTim—1,2m—3) + (@ + 0) T 2m—2] — Timt1,2m—1)- Usando este mismo lema obtenemos:

-1
m—2,

) 92m—1 = 7711_27[,171,](—Cle[m—l,zm—:ﬂ + (a + 0) T om—2 — Tint1,2m-1])

= - abQ;bl_l[a’b]Tv[m—lQm—ﬂ + (CL + b) ;11_27[a7b]j—'[m,2m—2]

-1
m—2,[a,b] ﬂm—l—l,Zm—l]

—1 ) )
= — ab Z (m . ) (b — a)]am_l_]SU,m,gH]
m m . .
+(atb)) ( j ) (b—a)fa™Spm—24j
1 J  m+l—j
(b - CL) a S[j,m—2+j]~ (186)
Antes de seguir, note que:

m m S m m ]
(a+b) Z ( >(b —a)a™ ™ S motj) = Z ( )(b —a) g™t ISl m—2+4]

=0 7
m . .
+0) (j > (b —a)a™ 7 Sjjm—2+4),
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por lo que sustituyendo en las igualdades de (1.86), y reordenando:

SE(G) (o
_ji <(m+ 1) <T)> (b—a)a™ ™ S m24)

+ b(b — a) S[m 2m—2] (b - CL) +15[m+1,2m—1]

m—1 m

m — 1 . o m I om —q
=b (j . ) (b—aYa"™ S} m2ij) = Y <j _ 1) (b—a)a™ ISy 0y
=1

J Jj=1

+0(b — a)" Spn2m—2) — (b—a)™ +1S[m+1,2m—1}
m—1
m — 1 i
b(b—a) Z < ; )(b —a)'a™ ! Slit1,m—141]
i=0
m m . B
—(b—a) Z ( i ) (b—a)a™ Shit1,m—141]

=0

= (b—a) A_: (b (m Z_ 1) - a(?)) (b—a)'a™ " St m-144

—(b— a)m+15[m+1,2m—1] + (b — a>2am715[1,m—l]

m—1
—1 m—1 . ,
(b— E (b— — b—a)a™ TS 1

—(b— a) S[m+1,2m71] + (b — a)Qam_l‘S’[l,mfl]

m—1
m—1  mel—i
- a)2 ( i )(b - a)zam ! S[i+1,mfl+i]
i=0
(m—1 i
—(b—a) Z ( i—1 )(b —a)a™ S[i+17m—1+i}
i=1

m—1 . .
= (b — CL)2 < . ) (b - a)zam_l_ZS[iH,m_Hi]

?
m—1 m—1

—(b—a)ZZ( j )b—a) ml]S]-l-?m-H]
j=0

m—1
m—1 el
= (b — (1,)2 ( i ) (b - a)’am L [S[iJrl’m,lJrﬂ - S[i+2,m+i}]' (187)

3

3

Il
=)

i

M

Prosiguiendo como en los anteriores casos, notamos que para todo 0 < 17,7 < m—1 te-
0.1 \—
nemos que (Sjj1m—145] — Sy+2m+i])’ (Ham_ o)~ = EF,_1 ;, que se sigue, nuevamente,
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de sustituir a = 0 y b = 1 en la ecuacion (1.46) y notar que Spj11,m—1+45] — S[j+2,m+j] CO-
rresponde a la j-ésima columna y fila de F[Q?;IH_Q. De igual forma (ﬁ[z(:;]_Q)*l (Sfit1,m—141—

S[i+27m+i]) = E,,_1;. El caso i = j = m — 1, es especial y analizandolo tenemos
—[0,1] | _ -—T —[0,1] \_17
(S[erl,mel]_S[m+2,2m])T(H2m_2) 1(S[m+1,2m71}_5[m+2,2m]) - th_l(HQm_Q) 1h2m—1 -

Som—1 — S4.. Con base en estos resultados podemos sustituir (1.87) en (1.85) y con-

tinuar con:

T
-1 = m—1 i m—l—i —0,1] | _
_ ((b—af ( | )(b—a) S e —smmﬂ-ﬂ) @)

=0
m—1 m—1 . A
x <(b —a)’ ) ( i )(b — afa™ Sy o1y — 5[j+2,m+j]]>
=0
— angm_z + (a + b)TQm—l
ol m—1\[/m-—1
— (b — QmSJ,- _ - - h— r+2 2m—2—r Sr _Sr
o= (") ("o e is s
= 0<ii<m

— abT2m72 + (a + b)Tmel — (b — a)zmSmel
2m—3

2m — 2
= (b - a)2m5'§rm + Z ( m )(b - a)”2a2m*2*r {ST+2 — Sanrl] — CLbTQm,Q—F
r=0 "
(a + b)TQm_l — (b - a)2m52m_1, (188)

recordando la recursion de (1.64) y extrapolando los sumandos —abTs, o + (a +
b)T2m71:

—abTop—o + (a4 b)Top—1 — (b — a)zmSQm—l

2m—2 2m—1

2m — 2 : ’ 2m — 1 , A
S bh—q) Zm—l—zSi b—a) Qm—zSi
;( ; )( a)'a +;( ; )( a)'a
2m—1
2m —1 . .
b b—qa)t 2m—1—zSi
+ ZZ:; ( ; >( a)'a
2m—2 2m—1
2m — 2 » - 2m —1 : ,
— Z ( mj )(b . a)]+1a2m—2—]Sj+1 + Z ( mz )(b . a)z@Qm—zsi'
j=0 =0

Con esto en mente y tomando 2 < ¢ < 2m — 2 arbitraria, note que el coeficiente de
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S; en la suma es:

(7))o= aran - (7)ot (M1 ot -
+ (2;”__22) (b—a)'a®

o (e (2o (2 (7))

(e s ()

_ <27Z"> (b—a)'a®,

igualmente es facil ver que el coeficiente de Sy es a®™, el de Sy es 2m(b — a)a*™ ! y
finalmente el de Sy,,_1 es 2m(b — a)*™1a, por lo que la suma final de (1.88) es:

2m—1
2 ) )
Ty = (b—a)*S) + Z < m) (b—a)'a*™"S;,

que es lo que querfamos probar.

Para terminar la prueba del Teorema, nos enfocamos ahora en el caso impar de
la ecuacion (1.79). Analogamente a los anteriores casos, consideramos los vectores
matriciales: g7 = (5T — Tonsts - - s 0Tom1 — Tom) ¥ oy = (S — St - -+ Sam1 —
Som). Ahora usando (1.75) y (1.57), tenemos que:

_ —=[a,b] \_1_
T2+m+1 = bTQm - ggm(H2m71> 1ng

1 1 [0,1]

= bT2m - m(Q;[a’b]gwn)T(Hmel)71Q;1[a7b]§2m' (189)
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Como en el caso par, note que gy, = b1} 2m—1) — Tjm+1,2m), ¥ usando el Lema 1.18:

Q;l[mb]g%n
= bQil[a b]Tm 2m—1] — Q;’}a,b}jj[m—f—lzm]

m+1
z a™™ % m + 1 m+1—j
bz < ) b — (l S[z m—14i] — Z ( >(b — a) +1 JS[j7m_1+j]

AN

= (b= a)a"Sp -1 + Z (( ; ) b(b—a)'a™ " — (m ;L 1) (b— aY@’"“”) Slim—1+i

i=1

- (b - a>m+ls[m+1,2m]

= (b—a)a" S+ Y (< i ) (b= ay™a™™ - (z - 1) b= a)lamﬂz) o1
=1

- (b— a>m+15[m+1,2m]

m m—+1
m ; —i m ) m—+1—j
-0 > (M) S = X ([ )0 0 S

=0 j=1
ik m i m—i = m T, . m-—r
=(b—a) Z ( i )(b —a)'a™ " Siim-149 — (b—a) Z (7’ > (b—a) a™ " Spy1min
=0 r=0
- m 1, m—
=(b—a) Z i (b—a)a [S[z m—1+i] S[i+1,m+iﬂ- (1.90)
=0
Analogamente a los anteriores casos, notamos, para simplificar la expresion de (1.89),
que para todo 0 < ¢, j < m se cumple que (S} m—145] — S[j+17m+ﬂ)T(H2,;l]_1) =El

cuya veracidad radica en notar que S[jm—14j]—S[j+1,m+;) €8 la j-ésima columna y fila de

la matriz F[Q(:ﬁ_l. Igualmente se obtiene que (H[Q%]_l)_l(S im—144) — Sfit1,m+i]) = Em-

El caso i = j = m, se trata diferente, pero basta con observar que (Sp,2m-1 —
—[0,1] |_ —T —[01] \_i+

S[m+1,2m])T(H2m—1) 1(S[mﬂm—ll o S[m+1,2m]) = th(HQm—l) Yhom = Som — Szm+1

Con esta informacion, la expresion de (1.89) es equivalente a:



CAPITULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES 46

2 (o

(b_a Z( ) b_a ’ a™” Z[S[zm 144 S[i—l—l,m—l—ﬂ]) + 015y,

1=

2m—1
- 55 () (om e - s im,

T
i m—i 7O -
( ) b—a [S[lm 1+4] — S[i+1,m+i]]) (HQm—l) '

3 EMS

r=0 i4+j=r
0<i,j<m
. (b - a)2m+15
2m—1
_ 2m+1 + 2m o r+1 2m—r o
= (b— Somi1 T Z a”" " [Syy1 — S

+ bz < Zn) (b—a)'a®'S; — (b—a)* Sy,
- 2m—1 2m—1

2 2 . 4
_ (b 2m+1S;—m+1 + Z ( m) +1 2m TST‘+1+ Z ( m> b—a)]anH_JSj

j=0 J

+b(b — a)*™Sapy — (b—a)*™ Sy,
2m
— (b 2m+1S;-m+1 + E ' ( ) o )z 2m+l—zSi + E ( ;n> (b _ a)Ja2m+1—]Sj
=0
2m+1 + 2m + 1 i 2ml—i
=(b— Som+1 t E —a)'a S,

como se queria, completando todos los casos del Teorema. 0

Para completar la invarianza respecto al intervalo donde se encuentra el soporte de
nuestra medida, note que el Teorema anterior y la ecuacion (1.64), mediante una
simple resta nos dice que:

T.—T, =0b—a)"(S,—S,), (1.91)
T, — T = (b—a)"(S, — s+) (1.92)
TH—-T, =((b—-a)"(SH-S5.), (1.93)

lo cual claramente implica la invarianza. Abusando de la notacién, nos referiremos de
ahora en adelante, salvo que se indique lo contrario, a .S; como el i-ésimo momento
de la medida matricial pifp), ¥ @ Un, Dy y Vi, como las matrices definidas en (1.58),

(1.59) y (1.60), respectivamente (note que en el Teorema anterior usamos a 7; como
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el i-ésimo momento de fiqp)).
El siguiente Teorema da una representacion de D, en términos de los momentos
canoénicos Uy y V.

Teorema 1.20. Sea (So,...,S,) en el interior de M, 1. Entonces:
Dn+1 = (b — a)”HSOUlV'l c. UnVn,

y ademads

UVie = ViU, VEk, tal que 1 < k <n.

Demostracion. La segunda expresion es un simple resultado de la definicion (1.60).
Para la primera proposiciéon, usamos la siguiente identidad cuya prueba puede ser
localizada en |10, Teorema 2.7| que es puramente una identidad de algebra lineal, en
donde la tnica diferencia entre la identidad encontrada en [10, (2.20)] , y la nuestra,
radica en que estamos trabajando con medidas matriciales en [a, b] y en la referencia
se utiliza en [0, 1]. Sin embargo, gracias al Teorema 1.19 es que sabemos que dicha
identidad de [10, (2.20)] igual es valida sin importar el intervalo en cuestion.

Dn+1 = (S'r—:_ - Sn)(sr—i——l - Sn—l)_1(5+—1 -5,

n n—1

)(Sp_1— S, ) HS, —S;). (1.94)

n—1 n

Asumiendo la anterior expresion, obtenemos la prueba mediante un argumento in-
ductivo. Note que D; = (b — a)Sp y por (1.61) que Dy = (b — a)?SoU; V4. Por ende,

usando (1.94) tenemos que:

Dn+1 = DnVn(anlvnfl>71anl(anlUnfl)ianUn
=D,V,V.\Uu D! D,U,
= (b—a)D, VU, = (b—a)""'SoU Vi ... U,V,.

Donde usamos que D,, = (b — a)D,,_1U,,_1V,,_1 de (1.94). O

Ahora consideramos las definiciones de las siguientes cantidades, asumiendo que
(So, - ..,Sy) esta en el interior de M, 1:

Co = Vs Up = (1— Uy_1)Up, (1.95)
Tn = n—an = (I - Vn—l)Vn- (196)
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Por el anterior teorema tenemos:

0<S,-5, =D,U,
= (b — a)”SOU1V1 c. Un_ﬂ/n_lUn

1
=(b—a)" <mDn—1) Un-1Vn-1Uy,
= (b= )51 — S;1)Go
= = (Sa = S S = 57,

Note que la invertibilidad de S,,_; — S, _; es producto de que (Sp,...,S,) esté en el

interior de M,,;; Anélogamente tenemos que:

Yn =

1.3.2. POM y Momentos Canénicos

Centramos ahora nuestra atenciéon en la relacion entre los POM y los momen-
tos canodnicos definidos. Para ello recordamos la definicion (1.3) del producto interior
(-, ) Hiab] " Como se vio en la Subseccion 1.2, nuestra sucesion de polinomios ortogonales
se obtiene de ortogonalizar la secuencia I, It, It?, . . ., respecto al producto interno de-
finido. Nuestro objetivo sera, nuevamente, generalizar el caso escalar, y encontrar una
relacion entre los coeficientes de los polinomios ortogonales y los momentos canénicos

de su medida asociada. Para ello consideramos el determinante de la matriz:

So ... Sn
Dyyy=1| 31 o - (1.97)
Sm ... Som
En el caso escalar, la ultima fila es reemplazada por el vector (1,t¢,...,t™) para

definir los polinomios ortogonales. En el caso matricial se procede de otra forma.
Para obtener la (7, ) entrada del POM P,,(t) escribimos el determinante de arriba
con una modificacion en la ultima fila de bloques (Sy,, ..., Son). En forma explicita:

B(t) = Hyp i (1) = (Hi(1))i5 (1.98)
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donde los polinomios H; ;(t) son de la forma:

So S1 S
H, . (t) = : : , g =1,...,L 1.99
J( ) S S Sy J ( )
Syl(t) Spla(t) .. Sam(t)

Las matrices Sm +k( ) son obtenidas al reemplazar la j-ésima fila de S,, 1 por elt¥,

donde e; € C! es el i-ésimo vector canénico. Un ejemplo de como lucen estos po-
linomios matriciales puede ser visto en la pagina 185 de [10]. Para ejemplificar la
definicion de P;(t) = H,(t), consideramos el caso en el que m =1y [ = 2, y denota-
mMOS PO Sy (; ;) & la (i, j)-ésima entrada de Sy, el k-ésimo momento matricial. En este
caso el polinomio lineal estd dado por la matriz de 2 X 2 de determinantes:

Pi(t) =

1

$0,1,1  S0,1,2 S1,1,1 S1,1,2 50,1,1  S0,1,2 S1,1,1 S1,1,2

(it

50,2,1 50,22 51,21 51,22 50,2,1  S50,2,2 51,21 S1,22

H,(t
0 t 0 S1,1,1 S1,1,2 $21,1 52,12
S12,1 S1.22 S2.2,1 S222 1 0 t 0

$0,1,1  S50,1,2 $1,1,1 S1,1,2 $0,1,1 S0,1,2 $1,1,1 S1,1,2

50,2,1 50,22 51,21 S1,22 50,2,1 50,22 51,21 51,22

0 1 0 t S11,1 S1,1,2 S21,1 S2,1,2
S12,1 S1,22 S221 S222 0 1 0 t

Nuestro siguiente resultado prueba que en efecto estos polinomios son ortogonales
respecto al producto interior definido, e identifica el coeficiente principal de P, (t).

Teorema 1.21. El polinomio P, (t) = Hj, ,(t) es un m-ésimo POM respecto al

producto interior (-, '>u[a,b] y su coeficiente principal es:
L, = [ (S2m -5 m>,1}*7
donde D,,, es el determinante definido en (1.97).

Demostracion. Es suficiente probar que para todo 0 < k < m — 1 entero arbitra-



CAPITULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES 50

rio se tiene que:

B - / tdtga (6 Hoyp_, (1) = 0 € T,
[a,b]

Enfocandonos en la (i, j) entrada de B:

B;; = Z Hq,j (0)t"dpsi g fap) (1),

donde ;45 s la medida de la entrada (7, q) de fie3). Como solo la (mp + j)-ésima
fila de H, ;(t) depende de la variable de integracion ¢, por la forma desarrollada del
determinante, la integral entra al determinante en cada una de las entradas de esta
fila. Luego por la linealidad del determinante, y al correr la suma de 1 a [, es facil

observar que la expresion B, ; es equivalente a calcular D,,,, pero reemplazando la

=2m>

mp + j-ésima fila por:

/ (dﬂz,l,[a b d,uz,l,[a b]) / tm+ (dﬂz,l,[a b d,uz,l,[a b] )
[a,b] [a,b]

donde f[a,b] tr+k(dui717[a7b], c. ,d,ui,l’[%b}) = (f[a,b] tT+kdui71,[a7b], ey f[a,b] tr+kdui7ly[a7b]). Es-
to ultimo es la i-ésima fila del vector matricial (S, ..., Smik), v €s por esto que B;
es 0, pues esta i-ésima fila se repite dos veces, dado que £ < m. Ahora bien si k = m,
se aplica el mismo argumento siempre y cuando i # j (la fila de bloques (Sy,, . . ., Som)
tendra dos filas iguales), y en el caso i = j, B;; = D,,,, para todo i =1,...,m.

Si llamamos L, al coeficiente principal de P,,(t), tenemos por (1.4) y los célculos
anteriores que:

(Poos Py = LinDopI = LA (1.100)

=2m»

donde A
de H,;, que es la entrada (i,j) de L},. Note que al ser la (mp + j)-ésima fila del

A, = D, I Para encontrar L,,, nos enfocamos en el coeficiente principal
determinante la tnica que depende de la variable ¢, el coeficiente principal de H; ; se
obtiene al calcular el determinante menor dado por eliminar la fila y columna donde
se encuentra la entrada ¢, es decir la (mp+j)-ésima fila y la (mp+1)-ésima columna,
y multiplicar por (—1)"™/. Note que justamente este valor es el mismo al de eliminar la
misma fila y columna de H 5 Jefinida en (1.45), y calcular el correspondiente menor,

==2m >
el cual llamaremos D3P con 1 < i,j < I. Asi, observando que la matriz:

(=1 D)y,
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es proporcional al bloque en la posicion (m + 1,m + 1) de (H [;;f])_l, por la regla de
Cramer. Ademas recordando que:

a,b
H[avb] _ (ﬂ[zm]z h2m1>
229m T hT S )
Hom—1 2m

usamos el hecho de que el bloque inferior derecho de la inversa de una matriz de 4
bloques, como la de arriba, es justamente la inversa del complemento de Schur, que
es Som — S5, por nuestra definicion de Sy, en (1.54). Es decir, tenemos que:

L;kn - ((_1)i+j272nrg+j7mp+i)i7j = Q2m(S2m - S2_m)_17

concluyendo la proposicion restante del Teorema. 0]

De este mismo Teorema se sigue que los POM moénicos estan dados por:

1

P, (t) = L Pu(t) = 5

(SZm -5 m)*Pm(t)a

=2m

"l es hermitica. Se multiplica a L1 por la

lo altimo se da pues D,, . es real ya que H.,, e,
izquierda por el producto interior que estamos usando. De manera similar es posible
encontrar la sucesion de POM con respecto a la medida (¢ — a)dp(t), como se ve

a continuacion en el siguiente Teorema.

Teorema 1.22. Los polinomios matriciales Q,,(t) definidos por

Qm(t) = Hy,, (1) = (Kij ()i,

donde
—CLS() + Sl —a51 + SQ Ce —CLSm + Sm+1
Ki,j(t) - ’ . ’
—CLSm 1+ S —CLSm + Serl Ce —CLSQm 1+ ng
—aSH (t) + Sm+1( ) —aSyl (1) + Spla(t) oo —aSy(t) + 52m+1( )

son POM respecto la medida d\(t) = (t — a)dppy(t), coni,j = 1,...,1, y donde
—aSyl, + Sy, se obtiene, como en el Teorema 1.20, cambiando la j-ésima fila del
bloque (—aSy, + Smi1,- -+ — Gam + Somi1) de la dltima fila de D, = \H[mﬂ\ por
Ttk

el vector e Mas ain, el coeficiente principal de Q,,(t), K,,, estd dado por:

Ky, = [(( 1)Z+]Q;n£i]1 mpﬂ)zj]* - [Q2m+1(52m+1 - SZ_m-i-l)_l]*?
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donde, andlogamente al Teorema anterior, Dyt ™™ es el menor obtenido de elimi-

nar la (mp + j)-ésima fila y la (mp + i)-ésima columna de E;j;ﬁil.

La prueba del Teorema es totalmente anédloga a la del Teorema 1.20, con las lige-
ras variaciones que produce integrar respecto a dA(t), asi como el complemento de

Schur obtenido al calcular K,,. De este mismo procedimiento se obtiene que:

(Qm, Qm)r = KDy 1 I = KAy (1.101)

Los polinomios monicos respecto de A quedan dados por:

Q (1) = K Qult) =~ (Sumes — Syns1)* Qui(1).

m Dy,iq

Finalizamos la seccion con el resultado final que expresa los coeficientes de nuestros
POM asociados a dpuf, (), en términos de las definiciones de (1.95) y (1.96).

Teorema 1.23. La secuencia {P(t)}r>0 de POM mdnicos con respecto a la me-
dida matricial ju.p), satisface la relacion de recurencia Py(t) =1, P_,(t) =0, y para
m > 0:

(t = a)Py(t) = Py 1 (8) + (b= a)(Gyr + o) P (8) + (b — 0)* G 1 G P 1 (1),

donde las cantidades (; € C*! quedan definidas como {, =0, (; = Uy y (; = V;_1U;
para j > 2, y las secuencias {U;} , {V;}, quedan definidas como en (1.58) y (1.60).
Similarmente, la secuencia {Q, (t)}r>o ortogonal con respecto dA(t) = (¢t —a)dpija (1),
satisface la recurrencia @ (t) =1, @ (1) =0, y para m > 0:

(t—a)Q, ) =Q, (1) + (b= a)(Gmi1 + Gmi2)@,, (1) + (b= )G G @, (1)-

v —~m —~m—1

Demostracion. Considere la expresion (t — a)@Q (t) — AP, (t), con A, una matriz
de tamano [ x [ por definir, de tal forma que la expresion anterior sea igual a P, (t).
Note que:

(t=a)Q (1), sy — Am (L), ")y = 0, k=1, m.

Claramente, por ortogonalidad de los polinomios (t —a)@, (t) y P,,(t) ambos suman-
dos son 0 para k < m. Si k = m, entonces:

((t=a)Q, (), 2™ )y = Am{P (), 1) - (1.102)
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Para poder seguir calculamos ((t —a)Q (¢),t™),, , v (P, (t),2™), ,, independien-

temente.
Por la ortogonalidad de P,,(t) y siguiendo la expresion (1.100) tenemos:

", () iy = (Lo () Loy (0)) gy
= (L3 P(t), Ly P ()
= L, (Pn(t), Pon(8)) iy (L )*
= L) L2y, (L))
= Som — S5,

Pero usando la identidad (1.5), tenemos que:
<£m(t>7xm>ﬂ[a,b] = (ng - S; )*
Anéalogamente:

(", (¢ —a)Q ()., = (@ (1), —a)Q (),
= (K, Qu(t), K.,' Qu(t))x
= K, (Qu(t), Qu(®)A(K,')
= é2m+1<Kn_11)*

= Somi1 — Somit1s
y como en el calculo anterior:
(t=a)Q (1), 2™,y = (S2ma1 = Somi)™
sustituyendo en (1.102) tenemos que:
Am = (S2mt1 = Sns1) ((S2m = S3)") 7 = (0= @) G-

Anélogamente si consideramos la expresion P,, () — BnQ (), con By, por deter-
minar para que la expresion sea idénticamente Qm+ 1(t), y la multiplicamos por t*,
resulta 0 para k < m y como en el caso anterior para kK = m obtenemos que, usando
(1.101):

Bm = (SQWH-Q - 52_m+2)*((s2m+1 - SZ_m—l-l)*)_l = (b - a’)C;m—f—Q'
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Asi las expresiones quedan como:

Po(t) = (t—a)Q (t) = (b—a)C, Ly (2),
Q, () =Py (1) = (b= 0)G3r0Q, (1)
De las tdltimas ecuaciones tenemos que:

Q (1) = ——(Pyor(t) + (b— )G PonlD)).

—m t—a
sustituyendo en P,,(t) = @ () + (b —a)(,Q (1)

Po(t) = —— (Poor (D) + (b — a) s Pon(t))

t—a
n %(b — a)(3 (P () + (b= )G 1 Py o (1)

obteniendo,
(t - a’)Bm(t) = £m+1(t) + (b - a)(<5m+1 + C;m)Bm (t) + (b - a’)QC;mflC;mBm—l(t)'

De forma anéloga, usando un argumento similar, se obtiene la segunda parte del Le-

ma. [

Vale la pena notar que estas ecuaciones de recurrencia son equivalentes a las pre-
sentadas en la subseccion 1.2.2.



Capitulo 2

Procesos cuasi de nacimiento y

muerte

Durante este capitulo definiremos los procesos cuasi de nacimiento y muerte, los
cuales basicamente son una generalizacion matricial de los procesos de nacimiento
y muerte. Con base en los resultados del Capitulo 1, especificamente el Teorema de
Favard, podremos obtener condiciones de equivalencia para la existencia de una me-
dida matricial 4 tal que la recursiéon de polinomios asociadas al proceso sea ortogonal
respecto a esta medida. A continuacion, obtendremos propiedades de recurrencia del
proceso, y haremos uso de los momentos candénicos para relacionar estas expresiones

y la Transformada de Stieltjes de la medida.

2.1. Introduccion

Empezamos con la parte central de nuestro escrito. Estudiaremos las principales
propiedades de este tipo de procesos, los cuales quedan caracterizados como procesos
de Markov homogéneos tales que su matriz de transicion es tridiagonal por bloques.

De forma mas explicita, nuestra cadena de Markov tiene por espacio de estados a:
G =A{(,7) € NoxN[1<j <}, (2.1)
y con matriz de transicion tridiagonal por bloques:

By, Ay 0 O
ct B A 0 ...
0 CQT B2 AQ ’

95
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donde [ es un entero finito y {Ax}32, {Br}iso ¥ {Cr}i2, son matrices de dimension
[ x 1 que contienen en si mismas las probabilidades de transicion en un paso, (usaremos
el super indice de T para indicar la matriz transpuesta). Asi si representamos a nuestra
matriz de transicion tridiagonal por bloques como

P = (P )ii=o1,.,

donde las entradas P; ;» son las matrices cuadradas de tamano [ x [, la probabilidad de ir
de (i,7) a (7, j") queda almacenada en (7, j')-ésima entrada de P; . En el estado (3, j)
la entrada 7 es usualmente referida como el nivel del estado, y la entrada j como la
fase. De forma analoga al caso escalar definiremos a P, como el (4, j) bloque matricial
de la matriz P", y por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov la probabilidad de
ir de (4,5) a (i',7') en n pasos estd almacenada en la (7, j')-ésima entrada de P, ;.
Normalmente, como lo enuncia el titulo del capitulo, a este tipo de procesos de Markov
se le nombrara como cuasi de nacimiento y muerte (’Quasi Birth and Death’ en inglés,
o QBD por sus siglas).

Este tipo de procesos esta intimamente relacionado con la sucesion de polinomios con
valores matriciales @Q,(x) definidos por la recurrencia:

2Qn(7) = ApQuii(2) + BoQu(z) + Cr Q1 (), n > 1. (2.3)

Con polinomios iniciales Qo(z) = Iy Q_1(z) = 0. El lector podra notar que la matriz
de transicion de nuestro proceso, asi como la ecuacion de recurrencia previa, es familiar
a la definida en la ecuacion (1.23) de la seccion anterior. La diferencia radica, sin
considerar que la numeracion de las matrices por bloques definidas en (2.2) empieza
en 0, en que al representar probabilidades las entradas ahora son particularmente
reales, asi como la simetria en B, no es necesaria, ni que se satisfaga que A, =
Cpra1. Sin embargo, por el Teorema de Favard, si se cumplen estas propiedades, esto
implica la existencia de una medida matricial hermitica definida positiva sobre la
recta real, introducida en la subsecciéon 1.1.1 de nuestro capitulo anterior, = (1)
con 1 <i,j <, para la cual la sucesion de polinomios definidos en (2.3) es ortogonal

con respecto a la forma sesquilineal de la subsecciéon 1.1.2:

Qi Q) = / Q) du(2)QT (x) = 6,,F,

*

pues al tener los @, entradas reales tenemos que Q7 (z) = Q% (x).
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2.2. Existencia de medidas matriciales sobre un pro-

ceso cuasi de nacimiento y muerte

En esta seccion nuestro principal objetivo es encontrar, en determinadas condi-
ciones para nuestra matriz de transicion P, una medida matricial p, para la cual la
sucesion de polinomios definida por la recurrencia (2.3) es un conjunto de POM, y
ademés cuya medida esta soportada en el intervalo [—1,1]. Es decir, buscamos una
forma de generalizacion al Teorema de Favard visto previamente en el capitulo ante-

rior.

Para una medida matricial ¢ definimos a su k-ésimo momento matricial como el
definido en (1.32), donde solo consideramos a las medidas p cuyos momentos existen
y son finitos. Por lo tratado en la seccién 1.3, una sucesion de matrices {Si}r>o que
satisface que las matrices de Hankel por bloques

So ST ... Sn

S S oo Sy
ﬂ2m = ' .2 . .+1 )

Sy Smit oo Som

son definidas positivas, entonces, implicara que existe una medida matricial u que
posee a Si como k-ésimo momento matricial, y como se vio en el capitulo anterior a
esta medida se le asocia una sucesion de POM.

Tomando como {Q;(z)} ;>0 la sucesion de polinomios definida por la recurrencia (2.3),
consideramos que las matrices C;, « € Ny A;, j € Ny son invertibles. El siguiente
Teorema otorgaréd una caracterizacion sobre la existencia de una medida matricial
para la cual la sucesion {Q);(z)};>o es ortogonal. Note que esto es una generalizacion

al resultado del capitulo anterior al otorgar mas libertad a las matrices A; y C;.

Teorema 2.1. Asumiendo que las matrices C;, © € N y Aj, 7 € Ny, definidas en
la matriz de transicion por bloques y tridiagonal, son invertibles, existe una medida
matricial p soportada en la recta real, cuyas matrices por bloques de Hankel H,,, son
definidas positivas, tal que la sucesion de polinomios {Q;(z)};>0 definida por (2.3)
es ortogonal con respecto (-,-), siy solo si existe una sucesion de matrices {Ry,},>0
wnvertibles, para las cuales se cumplen las siguientes ecuaciones:

R,.B,R;,"', es simétrica ¥n € Ny, (2.4)

R'R,=C ' CTYRIR)Ay--- A1 Vn €N (2.5)
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Demostracion. Asumimos primero que la secuencia {Q;(z)};>0 de polinomios matri-
ciales es ortogonal con respecto a la medida du, cuyas matrices de Hankel H,  son
definidas positivas. Esto tltimo implica que:

/}R O:(@)du(@)QT () = F, > 0, i € Ny,

En el capitulo 1 vimos que estas F; son semi-definidas positivas. Para ver que en
efecto son definidas positivas basta escribir a Q;(x) = >_:_ M;a’, y sustituir esto en
la ecuacion anterior. Al desarrollar obtenemos:

7 7 21
n= [ (St (S aa7) = [ 32 5 sautons
R \ 50 r—0 R j=0 i+j=k
21 21
=3y /kaidu(x)MjT => > MSM] = MH,M" >0,
R

k=0 i+j=k k=0 i+j=k

donde la matriz M queda definida como el vector compuesto de matrices:
M: (M(],Ml,...7MZ').

Con base en esto claramente F; es definida positiva pues H,,; lo es.

Ahora siguiendo con la prueba, definimos a R, = F,, 12 y a @n(x) = R,Qn(z) con
n > 0. Como en el Lema 1.9, estos polinomios son ortonormales. Por ende podemos
aplicar el Teorema de Favard del capitulo anterior para encontrar matrices {D,}

invertibles y { £, } simétricas tales que:

l'én(%) = Dn+1@n+1<x> + Enén(x) + Drj;@nfl(l')a

se satisface para todo entero positivo n, y ademas @_1(@ =0y éo(x) = Ry, pues
Qo(z) = L. Por otro lado como {Q;(x)};>¢ satisface (2.3) sustituyendo tenemos:

2Qn() = RyAyRyY Quia () + RuBu Ry Qn(2) + RoCoR: Qua (). (2.6)

Como la recurrencia es tnica, los coeficientes respectivos deben ser iguales, es decir

comparandolos en las tltimas dos ecuaciones, implican:
Dpi1 = R,AR L, E, = R,B,R,", DI'=R,C,R,
n+l — finddnil,iq, n — AnPnlly n — tWnYnity 1.
Por ende tomando la simetria:

RnAnR;-il-l = (Rn-i-lon—i—lR;l)T = (R;I)Ton-i-le;i-l'
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Multiplicando lo anterior por R, a la derecha, y por C’;ile a la izquierda, se obtiene:
Rg+1Rn+1 = ngl(RSRn)An-

De aqui es facil ver que podemos proceder de forma inductiva para lograr la ecuacion
pedida:
R'R,=C ' CTYRER) Ay --- A1V €N,

concluyendo la primera parte del Teorema.

Probamos ahora la otra implicacion. Asumiendo que las ecuaciones (2.4) y (2.5) se
cumplen, y consideramos nuevamente los polinomios Q,, () = R,Qn(x). Al igual que
en la primera parte de la prueba, esta sustitucion nos otorga la misma relacion de
recurrencia que en (2.6), e igualmente comparando coeficientes y asumiendo (2.4),
tenemos que:

E,=R,B,R;", (2.7)

es simétrica. De igual forma:
Dn+1 = RnAnR;j_l - (Rn—i—lCn-‘rlR;l)T7 (28)

esto se obtiene de asumir (2.5), y de proceder al revés en la cadena de igualdades en
las tltimas tres ecuaciones de la prueba de la primera parte. Por ende, la relaciéon de
recurrencia es de la forma (2.6), y asi nuevamente estamos en posicion de poder usar
el Teorema de Favard y concluir que esta sucesion de polinomios es ortonormal con
respecto a una medida matricial . De igual forma esto implica la ortogonalidad de
los polinomios Q,(z) = R 'Q,(z) con respecto a p.

Nos resta probar que en efecto las matrices de Hankel generadas por esta medida son
positivas definidas. Note que usando (2.6) para n = 0 y despejando @1<m) obtenemos
que el coeficiente principal de este polinomio es Dy 'Ry, por lo que procediendo de
forma inductiva, y usando:

Qnir(z) = 2D}, Qn(@) — Dyt EnQu(@) — Dyt  DEQua(2), (2.9)

si el coeficiente principal de Q, () es DYDY, -+« DT Ry, entonces el de Q41 () es,
por (2.9), D, 11D, '+ D' Ry. Por ende si definimos a Q (z) = Ry'Dy -+ D,Qy(2)
estos tendran como coeficiente principal a la identidad. Por lo tanto obtenemos que:

(@Q,Q )= /Qn(x),u(x)Q:(x) =Ry'D,---D, DY --- DI (R))™,
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que es invertible y por ende definida positiva. Por otro lado, se sigue que, por los
resultados obtenidos en el Capitulo 1, en la seccion 1.3, que el lado izquierdo de la
ecuacion anterior es (Sa, — S5, )7 . De igual forma, por el Teorema 1.17, H,,, es definida
positiva si y solo si Hy, 5 y su complemento de Schur, es decir (@ , @ ), es definida
positiva. Procediendo de forma inductiva, es claro que todas las matrices de Hankel

generadas por esta medida son definidas positivas. 0

Como los POM {@n}nzo son ortonormales con respecto a la medida p se sigue que:

L= (@0 Gub = [ Qola)u()Fh (@) = FoSoF],
o lo que es equivalente:
So = Ry'((Ry)™") = (R Ro)™", (2.10)

y como sabemos, Sy es el 0-ésimo momento de la medida matricial p. Por altimo note
que, por el Lema 1.9, las matrices {Ry}r>0 no son tnicas, pues de hecho, por este
mismo resultado, cualquier secuencia {0y Ry }r>0 con oy unitaria para toda k € N,
satisface las condiciones deseadas.

Ahora, obtendremos el analogo de la representacion de Karlin-McGregor en este tipo
de procesos.

Teorema 2.2. Considerando que las suposiciones del Teorema 2.1 se satisfacen, el
bloque P; de la posicion (i,j) de la matriz de transicion P, dada en (2.2) tiene la
szguzente representaczon.

7= ([ erowinaelo) ( [ @@t <>)1, (2.11)

donde p es la medida matricial correspondiente a P.

Demostracion. Para esto definamos al vector cuyas entradas son polinomios matricia-
les Q(z) = (QF (), QT (x),...)T, generados por la recurrencia (2.3). Esta representa-
cién nos permite obtener la equivalencia de (2.3) con:

rQ(x) = PQ(x),

donde P es la matriz de transicién previamente definida en (2.2). Aplicando de forma

iterativa esta igualdad tenemos:

7"Q(x) = P'Q(x).
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Por ende, si multiplicamos por du(z)Q” (z) por la derecha ambos lados e integramos

entrada a entrada, de acuerdo al producto punto, obtenemos (abusando la notacion):

[ Q@@ @ = P [ Qi@ @), (212)

En el lado derecho de la anterior igualdad, note que al ser {Q;(x)};>0 una sucesion de
polinomios ortogonales todas las entradas, salvo la j-ésima, se anulan. Por lo tanto
considerando solo la i-ésima entrada del vector matricial del lado izquierda, tenemos
quees [ x”Qi(:U)du(x)Q?(x), y por otro lado la i-ésima entrada del lado derecho, por
lo anterior, al ser solo la j-ésima entrada de [ Q(z)du(x)Q7 () la que no se anula, en
la multiplicacion de P" y [ Q(x)du(x)QT (x) solo permanece P [ Q;(x)du(z)Q7 (x),

y asi:
P / Q,(@)dp(2) QT (x) = / " Qu(w)dpu(x) QT (),

o equivalentemente:

7= ([ rowmamero) ([ Qj(fﬁ)du(l’)Qf(x))_l,

la cual es la ecuaciéon anéloga a la representacion de Karlin-McGregor para el caso
matricial. 0

Note, antes de continuar con el siguiente Teorema, que la medida correspondiente
a P, no necesariamente esta determinada de forma tnica por P. Sin embargo, susti-
tuyendo ¢ = j = 0 en (2.11), tenemos la representacion de los momentos:

S, = oS0,

para todo natural n. Por ende, todos los momentos de la medida matricial quedan
tnicamente definidos por Fyo y Sp. En el siguiente resultado encontraremos condicio-
nes suficientes para que la medida correspondiente u, si es que existe, quede con su
respectivo soporte contenido en [—1, 1], y en este caso quedara determinada por sus

momentos.

Teorema 2.3. Asumiendo nuevamente las condiciones del Teorema 2.1 y definiendo
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la matriz diagonal por bloques:

Ry 0 O
0 R 0 ...
= 0 0 Ry ... [’ (2.13)
st R es simétrica, y la matriz:
P=R'PR™, (2.14)

tiene entradas no-negativas, entonces la medida matricial correspondiente a los poli-

nomios de (2.3) estd soportada en [—1,1], dicho de otra forma, se cumple que:
supp(pij) C [-1,1] Vi, =1,...,L.

Demostracion. Antes de continuar probamos una version de un resultado de anélisis,
conocido como la Prueba de Schur, para poder encontrar una cota a la norma del
operador P.

Prueba de Schur. Sean X,Y espacios medibles, y sea T un operador integral en L* —

L? con representacion de la forma:

Tvnw:=/gkxayxﬂyﬁw, (2.15)

con K(x,y) no negativo, x € X and y € Y. Si existen funciones p(x) > 0, q(y) > 0
y numeros «, 8 > 0 tales que:

AK@W@@SWm, (2.16)

para casi todo x,y

Lmememxsm@x (2.17)

para casi todo y, entonces T estd acotada en norma por:

713 < ap.



CAPITULO 2. PROCESOS CUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE 63

Demostracion. Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la ecuacion (2.15)

o <(ftcmn) (52257
o [ K

de aqui integramos en todo X, aplicamos el Teorema de Fubini a la resultante integral

de la siguiente forma:

/ny

Tf(x

y finalmente aplicamos la desigualdad (2.16):

sl <a [ ([ sor <a:,y>dx) L %;);dy
<w/f

= afllf ()3,

lo cual claramente implica que ||T]|3 < af3, concluyendo. O

Regresando al problema, tomando X = Ngy Y =N, ya T = P como el opera-
dor integral, el cual es, pues tomamos a K (i,j) como la (i,7) entrada de ﬁ, que
sabemos es no negativa, y por ende si f es un vector, en donde f(i) es su i-ésima
entrada, claramente el producto matricial P f tiene la representacion integral (2.15),
pues en este caso nuestra integral es discreta. Por ende si tomamos o« = 8 = 1, y

encontramos vectores u, w tales que:
Pv<wy Pw< v,

(donde como en este caso v = p, y como dijimos anteriormente v(i) es la i-ésima
entrada de v, y asi las anteriores desigualdades son entrada a entrada para satisfacer
(2.16) y (2.17)) se cumpliran las condiciones de la prueba de Schur, y podremos

concluir que:
IPll2 < 1. (2.18)

Por lo tanto, tomando v = w = R1, donde 1 es el vector infinito con todas sus
entradas igual a 1. Por ende, aplicando la prueba de Schur, implica:

Pv=PR1=R"P1=RP1<R1=uw, (2.19)
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donde las tdltima igualdad se da por ser R simétrica, y la desiguladad por ser P una
matriz de transicién y por ende sub-estocastica. Ahora, consideremos:
I; =C;' - Cy 'Ry RoAo - - Aj_1 = R Ry, (2.20)

J

y el siguiente producto interior (el cual es facil ver que en efecto lo es):
(x,y)n = Zx?ﬂjyj, (2.21)
§=0

en donde z, y son vectores infinitos cuyas entradas son a su vez vectores de dimension
[, es decir en el espacio H, = (%(Z.,R") visto en la subseccion 1.2.5, pero con distinto
) + )

producto interior. Este producto interior define, a su vez, una norma || - ||;. Asi

definimos a:
G(N,C) ={z = (z5,21,...) |z; e Ry ||z||f; < oo}

Por la definicién de P, ;, II; y II; tenemos que hay 3 casos para F; ; # O:
1. Que Py = Ay Pij; = iT+1 y asi:

RIRiA; =C; 'Ol 'Ry RyAg - -+ Ay = Ciga Rl Ry,
por definicion de II; y II;1;. A su vez es equivalente a:
HiPz‘,i—&-l = 37;1711—12‘-1-1-

2. Que j =i— 1y entonces P;;_1 = C/ y P, ; = A;_ y asi, tomando la traspuesta

a la ecuacion anterior obtenemos:
AT Rl R,y = RIRCT,
y otra vez esto nuevamente es equivalente a:
I Py = f)z’j;l,il_-[i—l-

3. Finalmente si ¢ = j, P,; = B; y como por hipétesis se satisfacen las condiciones
del Teorema 2.1, por la simetria de (2.4):

RiB;R;' = (R;B;R; "' = (R]) 'B;RT,
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y esto ultimo se puede escribir reordenando:
RIR;B; = B;R]'R;,

lo cual es equivalente a:
P, = P/IL.

Finalmente si P;; = 0, claramente se satisface que II; P, ; = PJEH]- = 0, por lo que
esta ecuacion es valida para todo 7, 7 € Ny. Esto tltimo implica que P es auto-adjunto
con respecto este producto interior ya que:

(Pz,y)n = Z JU%TPJZ,;ijj = Z x;HiPi,jyj = (z, Py)m,

(i7j)€NOXN0 (i7j)€N0><NO

donde la segunda igualdad se da II; P ; = P}’;Hj que recién probamos. Asi, conociendo
esto, note que para todo vector infinito x, y definiendo II = RT R:

| Pzl = 2" PTTIIPz = 2T PTRTRPx = 2" RT P" PRz = || PRz||»
< ||Plol|Rall2 < 2" R Re = 2Tz = ||,

en donde usamos (2.19), y que |Rz|ls = 27 RT Rz = 2" Tlz = ||z||z. Asi por la inver-
tibilidad de R, esto implica que la norma de operador de P es menor que 1, tanto
en || - ||2 como en || - ||n. Para concluir usamos el resultado de [12, Secciéon 3|, que
establece que al ser P un operador acotado, auto-adjunto con norma menor que 1 su
espectro es real, compacto y esté contenido en [—1,1]. Después, usando [12, Seccion
2], notamos que las raices de los polinomios ortonormales definidos por la recurencia
(2.3), forman parte del espectro de P, y nuevamente por [12, Seccion 3|, el soporte
de p queda contenido en [—1, 1. O

Ahora, enfocamos nuestra atenciéon en buscar una relaciéon entre dos medidas ma-
triciales, diga u y u, correspondientes a un proceso cuasi de nacimiento y muerte,
mediante la transformada de Stieltjes, cuando sus respectivas matrices de transicion,

sean Py ﬁ, difieren tinicamente en el bloque (1, 1) el cual es By y EO, respectivamente.

Teorema 2.4. Considere la matriz de transicion P, dada en (2.2), correspondien-
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te a un proceso cuasi de nacimiento y muerte, y la nueva matriz:

By 4 0 0
ﬁ:CfBlAlo

0 C2T BQ AQ ’

y asuma que existe una medida matricial @ correspondiente a la matriz de transicion
P, es decir que se cumplen las condiciones del Teorema 2.1. Ademds suponga que Ry
es una matriz obtenida en el Teorema 2.1 que satisface (2.4) y (2.5), y que ROEORal
es simétrica. Entonces existe igualmente una medida matricial ji correspondiente a
la matriz de transicion ]5, y ademds si ji y 1 son determinadas, estdn relacionadas

mediante la formula:

[0 -[(] ) s

La funcion ®(z, u) = fjl dz"—E? se le conoce como la transformada de Stieltjes de

-1

(2.22)

la medida p.

Demostracion. Como la matriz RyBoRy ' es simétrica, las matrices P y P difieren
tnicamente en el bloque de la entrada (0,0), y por hipotesis la secuencia de matrices
Ry, Ry, ... puede ser usada para satisfacer las ecuaciones del Teorema 2.1. Podemos
usar justamente este resultado para concluir que existe una medida matricial corres-
pondiente a la matriz de transicion P. Al igual que antes nombremos a {Q;(z)};50 a
la sucesion de polinomios ortogonales generados por la medida matricial p correspon-
diente a P,y a {@j (x)};>0 a la sucesion de polinomios ortogonales, pero generada por
la medida matricial z& correspondiente a P. Como ambos polinomios estan generados
por la misma recursion (2.3), pero con By en lugar de By para {@j(l’)}jzo, restando

ambas recursiones obtenemos que los polinomios:
Rj(x) = Q;(x) — Q;(x),

también satisfacen la recursion (2.3), para n > 2, y con condiciones iniciales Ry(x) =
0y Ri(x) = Ay (By — EO). Estas condiciones iniciales nos hacen pensar que los
polinomios { Rg(x)}r>0 son “proporcionales” a los POM asociados de primera especie,
definidos por:

) - | 1 Qul®) = @ull) 1) (2.23)

x—1
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Vale la pena notar que estos nuevos polinomios satisfacen nuevamente la relacion
de recurrencia definida en (2.3). En efecto, como Qy(z) = I, claramente Q(()l) =0,

entonces por induccion:

Q) (z) = CIQW (= )— nQ(”( ) =
/ Qn o nt CT/ in Qn 1()du(t)

:E—t

en donde reordenando y recordando que {Q;(z)};>o satisfacen (2.3) esto es igual a:

_ /1 AnQn+1(x) + th(t) B AnQnJrl(t) _ $Qn(t) d,u(t)

1 T —1
= Ay QHH(? = ? v g ) - y —Q"(?(_xt_ 2
= 4Qus(@) = | Qult)du(t)

= 4,Q (z),

donde la tltima igualdad es por la ortogonalidad de la secuencia {Q;(z)};>0. Y asi
esta nueva secuencia igual satisface (2.3). Note que los primeros 2 polinomios de esta
secuencia son QS (z) = 0y QY (2) = A;'S, = AgY(RTRy)~1, por ende:

R, () = QW (x)RY Ro(By — By),

se satisface inicialmente para los valores n = 0,1, y para el resto de los naturales
igualmente se cumple, pues ambas secuencias {Q;l)(l’)}jzg v {Ri(x)}r>o satisfacen
(2.3).

Recordando la prueba del Teorema 2.1 sabemos que las secuencias de polinomios
{RQr(x) }es0 ¥ {RrQr(2)}r=0 son ortonormales con respecto las medidas u y 7,
y por ende las secuencias {RyQr(z)Ry Yeso v {RrQu(x)Ry ' }rso son nuevamente
ortonormales pero ahora con respecto las medidas dm(x) = Rodu(z)RE y dm(z) =
Rodpi(x)RE, respectivamente. Por lo tanto, aplicando el Teorema de Markov para
POM enunciado y demostrado en [13] en la secuencia {RyQp(2) Ry b iso:

/1 ) _ / A1) -

11'_.[;

= lim RE( nQﬂ( )Ry ) (R Q(1)< )Rg)(R(j)ﬂ)il
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donde esto ultimo se da pues el POM asociado de primera especie a la secuencia

{Rkék(l')Rg_l}kzo es R

n@gl)(a:)RoT. Siguiendo con la tltima igualdad, tenemos:

= lfm (Qu(2)) '@} (2)

= 1im [Qu(x) + QY (x) R Ro(By — Bo)] Q) (x)

= 1im [QV () [(Qn(2)) "1 QV (x)]

'+ QY (2) Ry Ro(By — Bo)] ' QM ()

+ Ry Ro(Bo — By))| ' QM (2)

n

W (@) [(Qu(z) ' QY
= lim [[(Qn () Q ()]
- JLH;O[ROTK RuQn(z)Ry ") RaQW) () RET™ Ry + RY Ro(Bo — Bo)| ™,

()]
'+ RTRy(By — By)] ™

donde QY (x) es el POM asociado de primera especie, obtenido de la sucesion {Qy(2) Yo,
y usamos que Q(l)( ) = Qg)(x) Vn, pues sabemos que las secuencias {Qr(x)}r>0 ¥
{Qula )}k>0 cumplen (2.3), para n > 1 y como solo se diferencian por By y B,
en los polinomios esto solo se ve reflejado s6lamente en el término constante, es
decir, Qn(x) y @n(aj) poseen los mismos coeficientes matriciales, salvo el constan-
te, en donde aparece By en el primero y EO en el segundo. De esto es facil con-
cluir que: Qn(z) — Qn(t) = Qn(x)
QVS)(I) = Q,(ql)(x) Ahora, regresando a la anterior cadena de igualdades, aplicando

— Qn(t) v por la definicion de R, (z) obtenemos

nuevamente el Teorema de Markov al primer término de la dltima igualdad se llega

[
e
_ ( 10

y la tltima igualdad se da usando S;* =

a que:

—1
dm(t
m—_(L?) Ry + RYRo(By — By)

) + RTRy(By — By)

_1.T—t

'(Bo — By)

RTR,. 0

Es posible extender el resultado anterior para buscar una relacién entre la trans-
formada de Stieltjes de 1 y la de la medida asociada al proceso X, el cual se obtiene
al considerar como su matriz de transicion a la matriz resultante de descartar la pri-

mera fila y columna de bloques de P. Explicitamente, si P es esta matriz, tenemos
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que:
B, A 0 0
| B, A, 0
P=16 o B A (2.24)

Teorema 2.5. Sea P la matriz de transicion P, dada en (2.2) asociada a un proce-
so cuasi de nacimiento y muerte, y la matriz P dada en (2.24). Asumiendo que se
cumplen las condiciones del Teorema 2.1, existe una medida matricial p correspon-
diente a la matriz P. Andlogamente, como se probard, existe una medida matricial i

correspondiente a la matriz de transicion P. Entonces, se satisface que:

®(2)I1, = [2I; — By — Ag®(2)I1;CT] . (2.25)

Demostracion. Por las mismas razones que en la prueba del teorema anterior, la
secuencia de matrices { Ry }r> satisface las condiciones del Teorema 2.1, y por ende,
existe una medida matricial i correspondiente a la matriz de transicién P. Como
antes, {Q);(z)} ;>0 es la sucesion de POM generada por p, y definimos como {@j(x)}jzo
a la sucesion de POM generada por . Analogamente nombramos a ®(z) y ZI\D(z) como
las transformadas de Stieltjes correspondientes a las medidas u y .

Consideramos como en la subseccion 1.2.5 al espacio H,, = (?(Z,R!), con su producto
interior definido como ahi, asi como el operador que define P en este espacio. A este

espacio lo escribimos como la suma ortogonal:
€2<Z+7Rl) =V & Vs,

donde V} = span{ey1,...,e1,} vy Vo =span{eas,...,e2;,€31,...,€3,...},es decir V;
es el sub-espacio de H, cuyas primeras [ entradas pueden diferir de 0 y el resto son 0,
y V5 el sub-espacio de H, cuyas primeras [ entradas son 0 y el resto pueden diferir de
0 (note, de hecho, que V, es isomorfo a H,). Asi, viendo a P como operador en H,,,

de la misma forma que en la subseccion 1.2.5, tenemos que P se descompone como:

J ,
cC P
donde By : Vi — Vi, P Vy — Va,

A:(Ao 0 0 ...);vgﬁvl,
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y finalmente

ct

C= i VA VN

Sean, con el fin de diferenciar, I,I; y I, los operadores identidad en los espacios H,,, Vi
y Vi, respectivamente. Entonces, para z adecuada los operadores (21— P), y (21— P)
son invertibles, y usando la teorfa de complementos de Schur, ver [5], (21 — P)~! se

descompone como:

o (BB ARy,

* *

Ahora, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue tenemos que:

P(z) =21 Z 2" /x"d,u(x) =271 Z z‘”PSfOH;l =(zI— P)aéﬂ;l,
n=0 n=0

donde usamos (2.11) con i = j =0y I, = ([ du(z))~! = R{ Ry, por (2.10). Analo-
gamente obtenemos que:
q)(Z) = (ZIQ — P)&(I)Hil,

donde IT,, = ([ dfi(z))~". De estas dos ultimas ecuaciones, asi como de (2.26), tenemos
el resultado:
()10, = [21; — By — Ag®(2)CT] .

O

Llamaremos a un proceso auto-similar si ocurre que X = X. En este caso, la formula
anterior nos otorga una ecuaciéon cuadratica en términos de la transformada. Es maés,
si un proceso no es por si mismo similar, puede ocurrir que X lo sea, y nuevamente
la formula puede usarse para encontrar ®(z).

En ocasiones, y en consecuencia de la ecuacion anterior, es posible obtener, con base
en la matriz de transiciéon de un proceso cuasi de nacimiento y muerte, la transfor-
mada de Stieltjes asociada a la medida. Dado esto, es importante buscar una relacion
inversa para obtener la medida partiendo de la transformada. Dicha relacion se co-
noce como Formula de inversion de Perron-Stieltjes. Presentamos la prueba del caso
escalar.

Foérmula de inversion de Perron-Stieltjes. Sea ¢ una medida escalar en R, con
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momentos finitos y sea ®(z,v) su transformada de Stieltjes. Entonces:
b 1 1 1. [ ,
dp(x) + 5¥({a}) + 59({b}) = —_lim | ((z +ie,¥))dz, (2.27)
donde § denota a la parte imaginaria, y ¥({a}), v ({b}) > 0 son la magnitud de los
pesos en a y b, respectivamente.

Demostracion. Primeramente observe que:

2U(B(z.0) = Bz, 0) ~ Bz, 0) = 0z v) ~ 2(0) = [ [1 -

Z—x E_de(x)
z—Z
NrEr i “2/| z|2d‘”

Por ende sustituyendo z = = + i€, con z € R, tenemos

3@+ ie.0) = = [ ot = = [ et

s—x)?+ e
Integrando esto dltimo en el intervalo [a, b, e intercambiando las integrales (lo cual

es posible pues el integrado es positivo y podemos aplicar el Teorema de Fubini)

obtenemos
/ab—%@(ﬁze,w))dx:/RV;Wdl} ().

La integral entre los corchetes se puede calcular usando el cambio de variable y =
(x —s)/e

/b € p /(b—s)/6 1 p . y=(b—s)/e
-l = = arctan .
o (s—12)?+¢€ (a—s)/e LT Y Y Y lymtamsyve

XE(S)

Tenemos que 0 < x.(s) < 7 y cuando tomamos el limite (lo cual es vélido por el

Teorema de Convergencia Dominada, y x.(s) es acotado y positivo) obtenemos

sia<s<b,

T
lelﬁ)lxe( s)=9qm
9

sis=ab6s=hb.

La formula es obtenida simplemente al integrar x.(s)
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Como consecuencia de esta misma formula obtenemos la identidad:

b b—v
1
/ di(z) = ——limlim (P(x + i€, ) )du.
a T €l0 nlo a+n
Si la medida es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue, es decir
di(x) = ¢(x)dx, abusando de la notacion, tenemos:
—(z + i€, 1Y) + P(x — i€, )

1
— i (D ' S :
Y(x) - ggw( (z +i€,v)) m i

Finalmente, para medidas que se componen de una parte absolutamente continua y
otra discreta, existe una forma directa de calcular el tamano del salto. Para esto,
asuma que ¥ = 1 + 1({a})d,, donde d,(z) = d(z — a) es la distribucién delta de
Dirac, definida como [, f(x)d(x — a)dz = f(a). Entonces, como la transformada de
Stieltjes es lineal, obtenemos:

v({a})

z—a

B(z,) = @(=,9) +

Evaluando en z = a + i€ y tomando partes imaginarias

3(@(a+ i€, ¢)) = S(P(a+ie, ) + S <w({.“})) = (®(a + i€, ) — ¢<{€“}).

1€

Por ende, obtenemos
b({a}) = —eS(D(a + ie, 1)) + eS(P(a + i€, 1))

Tomando limites € | 0 observamos que ®(a + i€, @) esta acotado por ser 15 absoluta-
mente continua. Por lo tanto los tnicos puntos aislados relevantes, es decir ¥)({a}) > 0,

son aquellos que satisfacen:

HJI:(I)l I(P(a + i€, ) = —o0,

mientras que el tamano del salto en z = a esta dado por
v({a}) = —elim I(®(a +ie, 1) > 0.

La formula de inversion, asi como la discusion posterior, se generalizan al caso matri-
cial simplemente notando que todas las ecuaciones anteriores son validas cuando se

tiene una medida matricial, pues en este caso la integraciéon es entrada a entrada.
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Regresando a los resultados anteriores, cabe la pena recalcar que el Teorema 2.1
y varias de sus consecuencias vistas, se derivan de asumir que tanto las matrices A,
como (', son invertibles. Veremos ahora que es posible encontrar una forma de relajar
esta condicion de invertibilidad para las matrices C),. Para este objetivo, reescribamos

las condiciones del Teorema 2.1 como se sigue:

Co1 R Ry = RIR, A, Vn €N, (2.28)

R,B, = E,R, Vn €N, (2.29)

donde tenemos que asumir que la secuencia de matrices { Fj }x>o es simétrica. De he-
cho, se puede observar que estas condiciones son equivalentes a las encontradas en las
ecuaciones (2.5) y (2.4) en el Teorema 2.1. Ahora probaremos que estas condiciones
son suficientes para demostrar la existencia de una medida matricial asociada a la

matriz de transicién P.

Teorema 2.6. Sea P la matriz de transicion de un proceso cuasi de nacimiento
y muerte, definida en (2.2), y {Qr()}k>0 la sucesion de polinomios matriciales aso-
ciada a esta, por la relacion de recurrencia (2.3). Si ademds existe una sucesion de
matrices de tamano | X | dada por {Ry}r>o que se satisface las ecuaciones (2.28) y
(2.29), entonces existe una medida matricial p para la cual los polinomios {Q(x) }r>o0
forman un conjunto ortogonal.

Demostracion. Al igual que en (2.20) definimos:
I, = RIR;, j € Ny, (2.30)

y definimos el siguiente pseudo producto interior con valor matricial por:

o0

(X, V) =) XY, (2.31)

J=0

donde X = (XI', XTI .. )'yY = (YL, Y, ...)T son dos vectores infinitos con valores

matriciales, cada X;,Y; € R y ademés X,Y se encuentran en el siguiente espacio:
CRYY = (X = (XTI, X, )TX € R (X, X)) < oo,

donde que el producto ((X, X)) sea menor que infinito quiere decir que la serie

definida converge a una matriz bajo la norma euclideana. A este mismo espacio lo
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podemos equipar con un producto interior escalar definido por:
(X, Y)ume = Tr({((X, Y))n),

el cual es un espacio de Hilbert. Note que la matriz P de (2.2) define un operador
lineal actuando en el espacio £2(R™*!), y andlogamente define un operador lineal en
(%(RY), denotados, respectivamente y con la finalidad de poder diferenciarlos, por P
y J. Es decir:

(PX)p = ApXni1 + B, X +Cr Xy, neN,X =0, (2.32)
(J)n = AnTpyr + Bur, + ngn—h neNz_ =0, (2.33)

son la n-ésima entrada matricial y vectorial, respectivamente. Analogamente al Teo-

rema 2.3 es facil concluir las siguientes relaciones de simetria:
T
Pyt = 115555 (2.34)

De hecho llegar a estas ecuaciones es méas sencillo por las relaciones (2.28) y (2.29).
Recordando nuevamente la prueba del Teorema 2.3, sabemos que el operador J que
actiia en (2(R!) es auto-adjunto. Por lo tanto estamos en condiciones de aplicar el
Teorema Espectral para Operadores Auto-adjuntos [26, Capitulo 12|, y encontrar
la tnica resolucion de la identidad asociada a J, y denotada por (E)),, y como
usualmente se denota E, = E((—o0, \)), de la forma:

J= / AE(N),
o(J)

donde lo anterior es realmente una abreviaciéon a la expresion:
(Jo,y)n = / ME; 4 (N).
a(J)

De esta resolucion de la identidad podemos construir un nuevo operador, llamémoslo
(Ex)a, correspondiente al operador P en ¢2(R™!), de la siguiente manera:

(EU)z := E\(Uz), U € PR™), z e R

Lo anterior esta bien definido pues E\ es un operador actuando en 2(R!), Uz perte-
nece igualmente a (2(R'), y asf (§,U)x manda un vector x de R! a un vector infinito
en (2(R!), por lo cual (E\U)z puede ser visto como un elemento de ¢2(R!*!).

Ahora consideremos a los elementos EU) = (0,...,0,1,0,...)7 € 2(R™!), los cuales

nombramos como una pseudo base canénica del espacio ¢2(R™!). De hecho bajo el
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pseudo producto interior usual es facil ver que este conjunto es ortonormal en el mismo
sentido de la subseccion 1.1.3 [3]. Con base en este conjunto de vectores matriciales
construimos nuestro candidato a la medida matricial asociada a P, y comprobamos
que en efecto lo es. Para este objetivo considere la definicion:

Y(\) = (EQ & EOY) g € R, (2.35)

Para verificar que es la medida matricial asociada a P, seguimos los mismos pasos a
los usados en [3|. Por eso, con este objetivo en mente, enunciamos los dos siguientes
lemas tratados en esta misma referencia. Aunque omitiremos las respectivas pruebas

invitamos al lector a poder consutarlas. Ambos lemas son el analogo al caso escalar.

Lema 2.7. Para j,k =0,1,... fijos, el operador:
<<E(j),g)\E(k)>>H, A€ (—OO, OO),

es de variacion acotada y todas las integrales de la forma:

[o¢]
| APEL O, 2y € Rim e Ny
(o]

convergen para este operador, y para el caso j = k este operador es semi-definido

Positivo.

Lema 2.8. Suponga que F(X) = (Fy(A), F1(N),...) es una secuencia de operadores

con variacion acotada tales que:

/ IN™|dE,,(N)| < oo (x,y € Rbym € Np), (2.36)

A
(PF()N)); :/ tdFi(t), i=0,1,..., (2.37)
donde en la ecuacion (2.37) la integral es matricial y definida andlogamente a la
seccion 1.1. Entonces se cumple la siguiente representacion:

A
E(A):/_ Qi(t)dFy(t), i=0,1,..., (2.38)

donde Q;(t) es el i-ésimo polinomio matricial definido por la recurrencia (2.3).
Regresando al problema, para una k fija consideramos a la siguiente sucesion de

funciones F;(\) = ((EW E\E®))y, con j € N. Por el Lema 2.7 estas funciones
satisfacen la condicion (2.36) del lema anterior. Comprobamos que igual satisfacen la
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condicién (2.37). Considere x,y € R!, tenemos que:

(PF(N)jz,y)

S(BEVD E\EW) ), y)+<Bj<<E(j)>5AE(k)>>H$,y>+<CJT<< EUY EEW) )z, y)
(BUTD ExE® )z, ATy) 4+ (((EY), EXEW))nz, Byy) + (B, ExE®))nz, Cjy)
(&E(k ):1; EVVAT g+ (EEW )z, EY Byy)n + ((SAE(’“))Q:,EJ VCiy\m
E\(EWx), BEVTV ATy + ((Ex(EWx), EY Bjy)u + (Ex(EWx), EV"VCiy)n
(Ex(E' ))y+1,AT ) + (Ex(EW));, Bjy) + (E(EWx)); -1, Cjy)

A (EA(EM2)) 511, y) + (Bi(EX(E®x));,9) + (C] (BEA(E®x)); -1, 1)

A
= (PIEA(EW)));.4) = (PEA(EW));,y) = <( / tdEt(E(’“)rc)) ‘,y>

= (4
{
{
= {
{
=

:/A td((E,(EM™x));, ) :/A td((E, E®)z, By

- / : ED, £ 1) ) (f } waE0)) )
— (PF(\), = / ;tdFj(t), (2.39)

donde (-, -} es el producto interior usual en R!. Todas las anteriores igualdades emanan
esencialmente de (2.35), (2.32), de la identidad, sencilla de demostrar:

(XY )z, y) = (Yo, Xy)n,

en donde X, Y € 2(R™!) y x,y € R!, asf como del Teorema Espectral, y del resultado
de que el producto escalar no afecta la integral. Por ende, se satisface la condicion

(2.37).

Ahora podemos aplicar el Lema 2.8 para obtener:

A
(EW, &, E®Y )y = / Q;(1)d((ED, &E®)) Vi, k € Ny.

Ahora usando que los operadores £, son auto-adjuntos pues al ser E una resolucion
de la identidad lo tiene que ser, y por (2.35), £, también lo es y obtenemos:

(BED, & B = (EBY, BW)f; = ((BW, EBW))i. (2.40)
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Aplicamos (2.40) a esta ultima igualdad:

T A

_ ( / ;Qk(t)d«E(O),EtE(j)»n) = / d((E®, EEY)) Q% (1)

[e.e]

- / ' d((EY), & B nQT (t)

oo

N <<E(j),SAE(k)>>n=//\ d((EY) & EON QT (t),

[e.9]

lo anterior se cumple para todo j, k € N. Ahora usando esto tltimo lo sustituimos en

(2.40), de la siguiente forma:

(.= [ ana ([ amo erueto)
B /_A Qi) d(E, & EV))nQi (¢),
asi considerando la resoluciéon evaluada en toda la recta real obtenemos:
(BV, ER)EW))n = /RQj(t)d<<E(0)75tE(0)>>nQ;‘f(t)-
Recordando que E(R) = Iy esto a su vez implica E(R) = I, por (2.35), y que los

elementos {E£®};5¢ son un conjunto ortonormal como fue definido en la primera
seccién obtenemos la identidad buscada:

[ @saB. B MnQE ) = 5,1

Que usando la notacion de (2.74) queda en su forma explicita:
[ @stasoato = s, (2.41)
concluyendo. O

Nuevamente aplicamos el mismo razonamiento del Teorema 2.2 y encontramos, para

estas condiciones, la representacion de Karlin-McGregor:

7= ([ raasnern) m)”
— P = / P QUSRI (1), (2.42)
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2.3. Propiedades de recurrencia

En esta subseccion desarrollaremos equivalencias sobre estados recurrentes basan-
donos, principalmente, en los resultados obtenidos anteriormente. En particular el
Teorema 2.2 sera de gran ayuda. Durante el resto de esta subseccién asumiremos de
forma implicita que se satisafacen las condiciones del Teorema 2.1, y que la medida

matricial correspondiente a este proceso tiene su soporte en el intervalo [—1,1].

Empezamos definiendo la funcion matricial generadora del bloque (i,j) de nuestra

matriz de transicién P como:

Hj(2) = ()"

n=0

Usando el Teorema 2.2, por la representacion de Karlin-McGregor, esta tltima ecua-

cion se puede reescribir como:

iy =3 ([ raumanaro) ([ Qj(t)du(t)Qf(f))_l .

n=0

Asi reagrupando y factorizando (f Qj(m)d,u(:p)QJT(x))fl, que no depende de n, obte-

(Z/ (t2)" Qu()du(t)QT (1) )(/ Q,(Hdut )QTU)l.

Sin embargo, aplicando el teorema de Fubini, entrada a entrada, podemos intercam-

nemos:

biar la suma y la integral para obtener:

z):(/ th "Qu () du(H) QT (1) )(/ 2 (it )QT<>>_1
</ - 1—tz )(/ Qj(t)du(t >@T(>>_1.

Recordando el resultado conocido sobre las cadenas de Markov, un estado j es re-

’VL
nOJJ

matriciales de la diagonal de la matriz P, y un estado (i,7) € C, este tltimo es

currente si y solo si la serie > ¢ = 00, tenemos que fijandonos en los bloques
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recurrente si y solo si:

(0.9]

T pn . T
E e;j Pliej = lime; Hy;(2)e;
n=0

- ([ QUaOeO) (1 @xt)duw?(w)l 5= o0, (2.43)

donde €] = (0,...,0,1,0,...,0) es el j-ésimo vector canénico en R’. Note incluso que

si nuestro proceso es irreducible, basta con fijarnos en la anterior relacion para i = 0

y obtener que el proceso es recurrente si y solo si:

6 (/_11 Cfu—ftzk%l) ¢j = o0, (2.44)

para algin j € {1,2,... 1}, y en caso de ocurrir, por la irreducibilidad, de hecho se
satisface para cualquier j € {1,2,...,1}. Lo anterior se resume en el siguiente corola-
rio:

Corolario 2.9. Suponiendo que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1 para
la matriz de transicion P definida en (2.2), correspondiente a nuestro proceso cua-
st de nacimiento y muerte, cuyos estados radican en C; y con una medida matricial
correspondiente [ con soporte contenido en el intervalo [—1,1], entonces un estado
(1,7) € C; es recurrente si y solo si la condicion (2.43) se cumple, y ademds bajo lo
expuesto anteriormente, si el proceso es irreducible, este es también recurrente si y
solo si se satisface (2.44).

Ahora, el siguiente resultado serd una caracterizacioén para el caso de que nuestro

proceso, asumiendo que es irreducible, sea positivo recurrente.

Teorema 2.10. Suponiendo que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1 para
la matriz de transicion P definida en (2.2), correspondiente a nuestro proceso cuasi
de nacimiento y muerte, cuyos estados radican en C; y con una medida matricial co-
rrespondiente p con soporte contenido en el intervalo [—1,1] y si ademds suponemos
que el proceso es irreducible, entonces este serd positivo recurrente si y solo si alguna
de las medidas matriciales dr;(t) = el du(t)Sy e;, con j € {1,2,... 1}, tiene un salto
en el punto 1. Andlogamente al corolario anterior, si este es el caso entonces todas

las medidas poseen un salto en el punto 1.

Demostracion. Como se presentd en el enunciado del teorema, consideramos a las
medidas d7;(t) = e] du(t)Sy 'e;. Es facil ver que en efecto son medidas pues justo co-

mo se vio en la prueba de la Proposiciéon 1.1, los elementos diagonales de una matriz
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definida positiva son positivos. Anuado a esto, la matriz S, ! es definida positiva, y
por ende dyu(t)S; ' es definida positiva y asi sus elementos diagonales forman medidas
reales. Ahora por la irreducibilidad de nuestro proceso basta solo enfocarse en los
estados de la forma (0, j). Por ende, la probabilidad de retorno del estado (0, ) al
estado (0, 7) en k pasos esta dada por:

1 1
ap = e]T(P(iO)ej = eJT/ t*du(t) Sy te; = / thdr,(t).
-1 —1
Asi el proceso es positivo recurrente si y solamente si se cumple que o = limy_,oo g
existe y es positivo. Ahora note que si definimos las funciones f(t) = t* Vk € N
con dominio en el intervalo [—1,1], es facil ver que la subsecuencia de funciones
definida, generada cuando k = 2n es par, converge puntualmente a la funcion f(t) =
1g——113(t), es decir la funcion indicadora del conjunto {—1,1}. Anilogamente, si
k = 2n+1 es impar la subsecuencia generada converge a la funcion g(t) = 1y=1(t) —
1g——13(t), es decir a la funcién cuyo valor en 1 es 1, en —1 es —1 y es 0 en el restante.
Como las integrales de estas funciones claramente estdn acotadas, por el teorema de

Lebesgue de Convergencia Dominada obtenemos:

lim [ t*"d7(t) = 3 f@)dr;(t) = 75(=1) + 7;(1)

n—oo | 4
1 1
lim t2n+1de(t) = / g(t)dr;(t) = 7;(1) — 7;(=1).
n—00 -1 —1

Por lo tanto si « existe ambos limites deben ser iguales lo que implica claramente que
7;(=1) =0, y por ende a = 7;(1) > 0, y asi 7; posee un salto en t = 1. O

Note de hecho que en el caso de que Sy = I las propiedades anteriores estan ca-

racterizadas tnicamente por los elementos diagonales de nuestra medida matricial
1.

2.4. Momentos canénicos y su aplicacion

Representaremos la transformada de Stieltjes de una medida matricial p asocia-
da de un proceso cuasi de nacimiento y muerte, con soporte en el intervalo [—1, 1],
en términos de sus momentos candnicos, como los presentamos en la seccion 1.3 del

capitulo primero.

Teorema 2.11. La transformada de Stieltjes de una medida p asociada a un proceso
cuasi de nacimiento y muerte, con soporte en el intervalo [—1,1], tiene la siguiente
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expansion en términos de fracciones continuas matriciales:

1
/ LLIUNET S+ 1—2cl — {are1-af — o] — {41 2]

12—t nooo
RIS SRR CA e e
A agery s
- JLIEOS;/Q{(H I — {1 . {(z+ 1)) S {(z+ I — 2<2Tn+1}_

X 2g§;}_1 o 2g2T}_12g1T}_1501/2,

donde las cantidades (; quedan definidas como en el Teorema 1.23, con base en los
momentos candnicos de la subseccion 1.3.1. La convergencia anterior es uniforme
en subconjuntos compactos de C con distancia positiva de [—1,1]. En particular, se

satisface la siguiente representacion:

Pdut) 1
/_1 ¢ 2%

I+ (VO (vhTol - ot S
1=0

donde las secuencias de matrices {Uy} y {Vi}, son los momentos candnicos de .

Demostracion. Como en la subseccion 1.3.2 denotamos al n-ésimo POM monico, res-
pecto p como P, (t), y recordamos el Lema 1.22, con a = 1y b = —1, para obtener
que:

P (t) = ((t+ DI = 2G5 = 2G3,) Py (8) = 4G5 Cn 1 Loa (1), (2.45)

y Py(t) =0, P_,(t) = I,y en este caso usamos ¢ = ¢} del Teorema 1.23, por tratarse
de una medida real. Ahora consideramos a las cantidades, que son producto de los

calculos del Teorema 1.23 y el Teorema 1.21:
Aoy = (P, P}y = (Son — S5,)" = 22"(SoC1 -+ Gan)

que son definidas positivas, ver la discusiéon posterior a las definiciones 1.95 y 1.96,

por lo que por el Lema 1.9, los polinomios:

Pu(t) = A5 7P (1),

—n
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son ortonormales con respecto a p. Sustituyendo esta tltima ecuacion en (2.45), te-

nemos que los polinomios { P, (t)} satisfacen la recurrencia:
tP,(t) = Apy1Prii(t) + BoPu(t) + AP, _ (1), n € Ny, (2.46)

cuyas condiciones iniciales son P_i(z) = 0y Py(x) = I. Ademaés sus coeficientes estan

dados por:
An = 85,7007, (2.47)
B, = A, (1 =2k —2¢k )AL, (2.48)
AT = 4N\ Pt A, (2.49)

(note que Ay, = 4As, 2(o,_1(on, por lo que las representaciones (2.47) y (2.49) son

equivalentes). Si denotamos a Pr(Ll)(t) al POM asociado de primera especie de P,(t),

y usamos el Teorema 1.2 de |27], obtenemos la representacion:

Faf2) = (Paa(9)) ' PiA(2)
= So{ZI—BO—Al{ZI—Bl —AQ{ZI—Bl — ...

- An{zI - Bn}lAZ}l . .AQT}lAlT}l,

Donde F),(z) denota al n-ésimo aproximante. Sustituyendo (2.47) — (2.49) en la ecua-

cion anterior se tiene
Fo(z) = 53/2{ZI 4127 - {zI+I _ T T - {z1+ 12T
—of = {12, - 2g;+1}_14g;g;_1}_1
af ) agery s
si aplicamos iterativamente la identidad matricial:
I+A'B=(0-(B+A)™"'B)™"

tomando en este caso A = (z + 1)I — 2¢3, — 2(J, ., y B = 2(J,, obtenemos:

F(o) = s ni-{1-{e+ni— {4 1)1—2C§+l}_1

X ngTn}_l o 2¢2T}_12gf}_1801/2,
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y aplicando el Teorema de Markov [13, Teorema 1.1| para el caso matricial:

/ ) Fo(2)

1Z—t n—00

- nliHOloSé/Q{(z—l— 1) — {1— {(z+ L~ — {(z—l— I — 2g§n+1}_1

X 24;}_1 o 2(5}_124“{}_1501/2.

Esto prueba la primera parte del Teorema. Para la segunda parte, sustituimos z = 1 en

la ecuacion anterior, usamos el resultado (1.3) de [15], con las sustituciones adecuadas:
1
du(z) 1 -1
[ )
-1
XCzTn} <2} §1} Sol/2
n+1

= Jim S X AN XX X X s,

7=0

(2.50)

donde Xy =1, X; =1y:
Xn+1 =X, — Cg;Xn—la (n > ]-)

Note que Xo = I — (¢l =1—- U] = VT, e inductivamente si suponemos que X,, =
(ViVa -+ V,_1)T, entonces:

Xpyr = Voo Vo) = L (ViVa - Vio)T
(V Vo) = (VaraUn) " (ViVa -+ Vi)™
= ([-U ) (ViVa---Vua)®
= (ViVp--- V)" (2.51)

Por induccion lo anterior es valido para toda n, lo cual al sustituir en (2.50) obtene-
mos la segunda expresion del Teorema. 0

El siguiente resultado es una generalizacion sobre una famosa recurrencia en un pro-

ceso de nacimiento y muerte al caso matricial.

Teorema 2.12. Asuma, nuevamente, que se satisfacen las condiciones del Teorema
2.1 para la matriz de transicion tridiagonal por bloques asociada a un proceso cuasi
de nacimiento y muerte, y cuya medida correspondiente tiene su soporte ubicado en
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el intervalo [—1,1]. El estado (0,p) es recurrente si y solo si:

Tsl/QZ Z4_1<=T14 lchTvZ 1T 114Z 10T1 L 2T 1

IA IOTTO lA lT()S 1/2 €p = OQO,

donde T; = @Qi(1), coni € N, Ty, =Ty =1, y Qi(z) denota al i-ésimo polinomio
asociado al proceso, generados por la ecuacion de recurrencia (2.3). En particular, un
proceso irreducible en nuestro espacio de estados C;, es recurrente si y solo si, alguno

de los elementos de la diagonal de la matriz:

7

Sé/QZTHllA YOI, T AL CF Ty T - Ty VAT CT Ty T A M Ty S 42,

es infinito (si este es el caso, todos los elementos de la diagonal cumplen con esta
propiedad).

Demostracion. Utilizando el Corolario 2.9 y el Teorema 2.11 tenemos que un estado

(0,p) es recurrente si y solo si:
Ty = —6T51/2 I+ Z Vir)~ vh-tul...uf 5_1/26p = 00, (2.52)

donde Uy y Vi son los momentos canénicos de p. Ahora considerando la recursion
(2.3), notamos, mediante una simple induccion, que el coeficiente principal de @, ()
esta dado por A;' .- Ag' (ver la discusion posterior a la ecuacién (2.9)). Por lo
tanto el n-ésimo POM monico es: Qn(t) = Ao A_1Qn(t) vy satisface la recursion:

Q. () =1Q (1) = Ag-++ Ay 1 By AL -+ AT'Q (1)
_ Ao---An_1CgA;i2---A51Q

—n—

Comparando con los coeficientes de (2.45) tenemos que:

Ao Ay B AGL - AT = =T 2G50 + 2, (2.53)
Ao Ay Cr ALy - AT = 4G5, Gy (2.54)

Note que, mediante unos sencillos calculos: Ty = Q1(1) = Ay (I — By) = 24,1 (I —
U = 24"V, por lo tanto si de forma inductiva suponemos que

Ty =Qn(1) =2"A1 - AFWVE - VT
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o equivalentemente:
Ay Ay 1Ty = Ay Ap1Qn(1) = Qn(1)v277;71 v

entonces de (2.53), por induccion, por el Teorema 1.20, (1.95), y de la identidad
Ui =1—V}, tenemos que;

Q. (1) =Q (1) = (~T+ 20z, 41 +2G,)Q, (1) = 45,601 @, (1)
= 2n+1‘/277;—1 T VlT - 2n+1U27;L‘/217;—1‘/27;L—1 T VlT - 2n+1U27;L+1‘/217; T V1T
- 2nHU27;LU27;hlV2271 e VlT

= 2" = Uy, Va1 = Uspya Vo = Up Uy ) Vaa - VA
- 2n+1(1 U2n+1V2n Uzj;z)VQTz T V1T
= 2n+1(1 2n+1( Uzj;z) - U27;L)‘/271;fl T V1T
= 2" = Uy + Ugy Ugyy = Uz Vg -+ Vi

(

= 2"t V2n+1 ( U2n+1)U2n)V2n 1° V1T

= 2n+1(V2{L+1 - VJLHUQ:Q)VJLA T VlT

__ on+1y,T T T
=2 ‘/Y2n+1‘/2n.”‘/17

concluyendo. Por lo que podemos definir @n(x) = T.,'Q.(x), y es facil observar que

satisface la siguiente relacién de recurrencia:
2Qn(2) = AyQni1(z) + BoQn () + CTQps (), (2.55)
donde los coeficientes quedan definidos como:
A, =T 'A,Tps1, B, =T 'B,T,, CT =T7'C'T,_,. (2.56)

(Note que sustituyendo z = 1 en (2.55) obtenemos que A, + B, + CT = I). Sustitu-
yendo (2.56) en (2.53) — (2.54) obtenemos que:

Ay Ay 1By AY Ayt = T+ 2¢F, +2¢T (2.57)
AO An 1CEA;i2“ Aa _4C2n<2n 1 (2-58)

1 "'A\al:I_A\O"'A\n—lA\nA\;iy“A\al
_jo...jnflégjﬁl...jalj
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pero:

-1+ 2C2Tn+l +2¢, = -1+205, V)b + 2U27;L+1V22
=1—-203,Us, | —2Vy, 1 Vay,

por lo que, igualando estas tltimas dos ecuaciones:

A A AT

n—1

2U2nU2n 1 + 2‘/Y2n+1‘/'2n - 2{0

Ahora, por un argumento inductivo podemos suponer que 20 e gn_QAn_lA

2Vih Wik, por lo que de (2.58):

~

1 AT 1—1 -1 _ T 77T T T
AO T Anflcn An72 T Ao - 4U2nU2n71V'2n71‘/2n727

por lo que:

-~

Ay A CTATY - ATt =203 U7,

y sustituyendo esto tltimo en (2.59):

~ ~ ~ o~
1

— -1 _ T T
AO T Anfl nflp_1°°° AO - 2‘/2n+1‘/2n7

completando la induccién y haciendo vélidas las tltimas identidades (2.60) y

para toda n € N. Asi, usando estos valores en el lado izquierdo de (2.52):

1 S _ -
r = 5enSe? Y [V (Vi) U Uf

27 ,
7=0

+ (vt (VQ?H)_leTjH Uy ]S 1/2ep

1 NN PR
=56 80" D ATCT A - AT A S, ey
j=0

:egsg/2ZTi;11A;1qTTi,1T VAT CT T T

1=0

LA
b Ay Ay L OTA AL

Ty AT CT TV T AT Ty S, e, = oo,

lo que concluye la demostracion.

86

(2.60)

(2.61)

(2.61)

O

En el caso en el que las matrices T;, A;, C; conmutan, la anterior identidad se re-
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duce a:

er Sy S TATTHC - C) (A A)7185 e, = oo
=0

2.5. Representaciones de la medida invariante

En esta secciéon nos enfocaremos en obtener diversas expresiones de la medida
invariante de nuestro proceso, donde una medida invariante queda definida como en
el caso escalar, es decir, es un vector real infinito 7 = (mg, 7y, ... ) tal que 7P = 7.
Por los resultados de [21], sabemos que todo proceso cuasi de nacimiento y muerte,
irreducible, posee siempre una medida invariante en forma de un producto matricial.
En particular, si el proceso es positivo recurrente, la medida invariante coincide con
la distribucion estacionaria, definida de igual forma al caso escalar, v = (2T, ...),

que puede ser representada como:
o =2l T[ R, (2.62)

donde el conjunto {R;};>¢ es la solucién minimal no negativa de las ecuaciones:

R = Ap + RiBii1 + RiReaClyy, k=01, (2.63)

y xo satisface:
zd(Bo + RyCy) = (2.64)
normalizado tal que 271, = 1, donde 1. denota al vector infinito cuyas todas

entradas son 1. Supondremos ahora que las condiciones del Teorema 2.4 se cumplen
para nuestra cadena de Markov, aperiodica e irreducible en C;. Por ende, por un
resultado clésico, los limites:

L= lim P/,

n—o00 i’
existen y son independientes de la elecciéon de i. Ahora, recordando la ecuacion (2.11),
y procediendo como en la prueba del Teorema 2.10, tenemos que z* — 1i——11y(2)

k

puntualmente para k par, y £ — 1p,—13(2) — 1i;——13(x) para k impar. Por ende

podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada y obtener que:

Ly = lim [Q;(1)p(1)Q} (1) + (-1)"Qs(—1)u(-1)QF (-1)] Z; ",

n—o0

donde Z; = f_ll Qy (t)du(t)QE(t). Procediendo con la misma idea de la prueba del
Teorema 2.10, consideramos las subsecuencias obtenidas para k par e impar y con-
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cluimos que pu(—1) = 0. Por lo que esta tltima ecuacion se reduce a:
Ly = lim P/, = Q;(1)u(1)Q} (1) Z; . (2.65)
n—oo "’

Note que el lado izquierdo de esta ecuacién es claramente independiente de 7, lo que
provee de diversas representaciones para la misma cantidad. Por ejemplo, si tomamos
1 = 0 y notamos que el rango de las matrices L; es 1, obtenemos de la identidad
Lo = p(1)Z;' que la matriz u(1) tiene rango 1. Es mas, si el proceso es positivo
recurrente, la distribucién estacionaria esta dada por:

= (2f,27,...) = el (Lo, Ly, ...),
y de aqui se sigue, igualando entradas, que:
zy, = e L = equ(1)Qi (1) 2", k >0,
que es una representacion alterna a nuestra distribuciéon estacionaria. En particular:
7o = eopu(1)Sy -

Si las matrices k(1) son invertibles, mediante un calculo telescopico, obtenemos que

las definiciones siguientes satisfacen (2.62):

R; = Zj<Q?(1))71 JTH(l)Zj;lr

Usando ahora las ecuaciones de (2.5) y (2.4), es facil observar que la secuencia {EJ }iso
es una solucion al sistema (2.63) y (2.64). Finalmente, observamos que la matriz
Z; 1= R;—.F_Rj puede ser expresada tinicamente en términos de los bloques A;, C; y Sp.

Veamos una condicién necesaria para la recurrencia positiva. Para ello usamos la

identidad de (2.65), para dos valores distintos i, k y obtener la igualdad:

Qi(u(1)Qy (1) = Qu(1)u(1)Q5 (1) = Ly,

que para cuando 7 = 0, se reduce a:

(Qi(1) = @r(1))p(1) = 0, i,k = 0.

Utilizando el Teorema 2.10, tenemos que el proceso es positivo recurrente si y sola-

mente si las medidas e? du(z)S, 'e; poseen un salto en 1. En este caso, se sigue de la

tltima ecuacion que las matrices Q;(1) — Qx(1) tienen que ser no invertibles para que
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el salto exista, lo cual nos otorga el siguiente Teorema:

Teorema 2.13. Asuma que P definida en (2.2) satisface las condiciones del Teo-
rema 2.4. Si el proceso es positivo recurrente, entonces las matrices:

Qi(1) — Q(1), Vi, k € Ny,

son no invertibles.

Por ultimo, en [7], se da explicitamente una expresion para una medida invarian-

te, la cual se presenta en el siguiente y tltimo Teorema de este capitulo.

Teorema 2.14. Considere a P nuestra matriz por bloques, tridiagonal y de transi-
cion que satisface las condiciones del Teorema 2.4. Considere la sucesion de matrices
{I0,},50 definidas en (2.20), donde Iy = Sy*. Considere el siguiente vector fila:

7= (1", M 1)7,...),

donde 1; es el vector con todas las entradas 1 y de dimension . Entonces w es una
medida invariante para el proceso P.

Demostracion. De (2.20) es facil ver que las matrices II; son semi-definidas posi-
tivas, de aqui que las entradas de 7 sean no negativas. Para probar que 7P = =

tenemos que verificar, por la definicion de P, que:
(Ilo1,)" By + (IL;1,)"Cf = (Ho1y) ",
y que
(1) Ay + (IL,1)" B, + (1L, 1) CLL = (IL1)", Ve > 1.

n

La primera igualdad es producto de las ecuaciones 1L, P; ; = Pg;l‘[j, y de que P sea
estOcastica, ya que:

1] (Tlo By + I, CF) = 1] (BoIly + Al Ty) = [(Bo + Ao)1;) Ty = (TTx1;)7,
pues (By + Ag)1; = 1; por ser P estocastica. Similarmente:
]—,lT(Hn—lAn—l + Han + Hn+1C;{+1) - [(An + Bn + Cn)ll]THn = (Hn]-l)T7

concluyendo. O



Capitulo 3
Ejemplos

En este dltimo capitulo presentaremos diversos ejemplos concretos de procesos
cuasi de nacimiento y muerte. Empezamos mostrando el ejemplo clasico de este tipo
de procesos en los enteros, el cual puede verse como una matriz infinita en ambas
direcciones, pero que su matriz de transicién puede ser transformada a una matriz
de transicion por bloques y ser infinita solamente en una direcciéon, y con esto po-
der aplicar los resultados vistos. Después presentamos un ejemplo de aplicaciéon en
Teoria de Colas, donde encontrar la secuencia matrices correspondientes {R;}i>o es
relativamente facil, pero obtener la medida se complica, incluso para el caso de [ = 2.
Posteriormente, estudiamos dos caminatas aleatorias, la primera en una cuadricula y
la segunda en un arbol infinito y particular conocido en inglés como “Walsh’s Spider”
o “Arana de Walsh” en espanol. Por tdltimo, mostramos por encima un ejemplo no
trivial proveniente de la teoria de representacion de grupos con un mayor nimero de
transiciones entre los estados.

3.1. Cadenas de nacimiento y muerte en 7Z

Consideramos una cadena de nacimiento y muerte con espacio de estados en los
enteros, donde este queda definido por sus probabilidades de transicion: r; es la pro-
babilidad de permanecer en el estado 7, ¢; la de avanzar al estado ¢ + 1 y p; la de
retroceder al estado i — 1, donde ¢ € Z. Si consideramos que p; + ¢; +r; < 1, la
desigualdad estricta p; + ¢; + r; < 1 es interpretada como la existencia de un estado
7* en permanente absorcion y cuya probabilidad de cualquier estado ¢ de ir a ¢* es

1 — p; — q; — r;. Mediante una biyeccion entre los enteros y los naturales podemos

90
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encontrar el siguiente mapeo:

Z-—)C%
(. (i,1) si i € Ny,
1 — )
(—i—1,2) otro caso,
el cual tiene su conjunto de estados en Cs, y la transicion entre la primera y segunda

fila solo es posible cuando estamos en el estado (0,1). La matriz de transicion esta

dada por (2.2) cuyos bloques son de dimension 2 x 2 y estan definidos como:
By = ro  qo B, = 0 ’
P_1 T_1 0 r_p
A= (P Y cr— (4 0 )
0 q—n—1 ’ " 0 P-n-1

Es facil observar que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1 con la sucesion de
matrices { R, },>0 definidas por:

1 0 /pO'l':?-nfl
RO = (0 q0 ) 5 R’I’L — e an

P-1

Consecuentemente, por este Teorema, existe una medida matricial p asociada a este
proceso y cuyo soporte esté contenido en el intervalo [—1, 1], (véase el Teorema 2.3).
Ahora calculamos la transformada de Stieltjes de esta medida usando el Teorema 2.4

y obtenemos:

B(z, 1) = / 11 i“_(tz = [8(:) ~ BER(By —Eo)]l.

Aqui &3(2) es la transformada de Stieltjes asociada a la medida matricial ;2 del proceso
obtenido de reemplazar By por By en la matriz de transicion, (ver (2.48)). By queda

E():(TO O)
0 1

De esta misma definicion obtenemos que By — By es:

_BO——ziy: ( 0 qo).
p-1 0

definido como:
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Note que &3(2) es una matriz diagonal pues los coeficientes respectivos a esta medida
son diagonales, por lo que aplicando el Teorema de Markov, como en la prueba del
Teorema 2.4, obtenemos que es una matriz diagonal. Asi, si nombramos a :15*(2) y
®~(z) como los componentes diagonales de ®(z), respectivamente, de la ecuacion
(3.1) obtenemos:

1 1 _ -1
3 q
@(Z) :/ —dﬂ_@f) = <1>+(z) 10
12—t —qo

o (2)

! ( H(2) ¢m5+@05@0>_ 52)

T - 2ot (2)d(2) \@dT ()P () B (2)

Estudiemos ahora el caso especial en el que p; = p, ¢; = q y ; = 0 para todo i € Z.

En [19] se obtiene que:

Frn) = ZIVE DI G PRy (3.3)

2pq q

Esta ultima ecuacion igual se puede obtener mediante la formula (2.25), pues en este
caso el proceso es auto-similar (ver la discusion posterior a (2.25)), y por ende nos
otorga:

®(2)RT Ry = [21 — pg®(2)RY Ry .

Multiplicando 21 — pq&)(z)ROTRO por la derecha y acomodando obtenemos la ecuacion
cuadratica:
pq(®(2)(RIRy)? — 2®(2)RYRy +1 = 0.

Usando (3.1) obtenemos las ecuaciones:
pa(®4(2))* = 284 (2) + 1 =0,

g (%213—(2))2 - Z%Efr(z) +1=0.

Lo cual claramente implica (3.3). Sustituyendo (3.3) en (3.2) tenemos que:

22— 2 22

B(z) = 1 \/ 22 —4pq g \/ 22 —4pq ‘ (3.4)
=/ (1 = ——& P
24 ( \/z2—4pq) 7v/ 2> —4pq

De hecho es posible encontrar nuestra medida explicitamente gracias a la férmula
de inversion de Perron-Stieltjes, vista en (2.27), que en el caso matricial es aplicar a

cada entrada de la medida matricial . Primero aplicamos la inversion a las partes
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absolutamente continuas. Para la entrada (1, 1) de ®(z) queda como:

1 1 1 1
pia(r) =——1mS ‘ = ——1lm$ .
=0 V (z +1i€)2 — 4dpq =0 V(22 + 2ize — €2 — 4pq

RN
m z? — 4dpq

donde $ indica la parte imaginaria. Para que la tltima expresion tenga parte imagi-
naria positiva se requiere que |x| < 2,/pq, y en este caso tenemos que:

1

d r) = ————dz, |r| <2 )
Ml,l() W\/m |’ \/p_q

Para la entrada (2,2) de p, por (3.3), tenemos que:

Qi) = ——eedz, |z| < 2\/p7.

Tq\/4pg — 12

Finalmente para la entrada (1,2) de u, que es igual a la entrada (2,1), aplicando la
formula de inversion:

1 -1 T+ 1€
r)=——lm3 | —[1-
p1,2() T €50 <2q ( \/($+ie)2_4p‘J>)

1 1 )
— S| (1- v
T e=0 2q V22 + 2ize — €2 — 4dpq

1 1 T
=-S—|1—- —— .
™ 2q m
Para que la ultima expresion tenga parte imaginaria positiva se requiere que |z| <
2./pq, y tenemos que:

x
dpo(z) = dx, |x| < 24/pq.
) = iy = =2

Observe que los tinicos saltos posibles de nuestras medidas estan localizados en x =
+2,/pq. Sin embargo, por la misma férmula de inversion el tamano de los saltos es 0.

Por ende, la medida matricial estd dada por:

B 1 1 x/2q e
d,u(:z:)——W\/kaji_%2 (x/2q p/q)d, lz| < 2+/pgq. (3.5)
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Estudiamos ahora las propiedades de recurrencia de este proceso usando los resulta-
dos obtenidos en la subsecciéon 2.3. Para ello, primeramente notamos que el proceso
es claramente irreducible, pues es posible llegar de cualquier estado a otro, (pues si
estamos en el estado i, podemos avanzar a i + 1 o disminuir a ¢ — 1 en un paso), en
una cantidad finita de pasos. Sabiendo esto y aplicando el Teorema 2.9 con la formula
explicita de p (véase (3.5)) tenemos que si p # ¢, entonces, por la desigualdad entre la
media geométrica y aritmética 2,/pg < p+ ¢ = 1. Asi, por (3.5), la integral en (2.44)
esté definida en el intervalo [—2,/pg, 2,/pq] y es finita, pues este estd completamente
contenido en [—1, 1]. De esta misma observacion es facil ver que cuando p = ¢ =1/2
la integral claramente diverge, por lo que el proceso es transitorio si y solosip # qy
recurrente si y solo si p = ¢ = 1/2. Como la féormula de inversién no nos otorgo nin-

gun salto esto implica que el proceso nunca es positivo recurrente por el Teorema 2.10.

Para obtener la medida invariante usamos el Teorema 2.13 de la subseccion 2.5. En

este caso, por (3.1), tenemos que la expresion buscada de la medida invariantes es:

1, —

o ( G Po Qod-1 Popr God-1G-2 )
p-1 @ P-1P—2 1q2’ p-1p—2p-3’

Veamos ahora como obtener los momentos canénicos de la medida p para el caso en
el que p = ¢ = 1/2 y veremos una manera alternativa de demostrar que el proceso es
recurrente. Para poder encontrar los momentos canénicos de esta medida aplicamos
la transformacion lineal + = 2t — 1 a p para que el soporte cambie de [—1,1] a
[0, 1] obteniendo la medida p 1, y multiplicamos por 2I para normalizarla y obtener
2p0,1] = A. Por (1.91) — (1.93) sabemos que los momentos canénicos de p y po,1) son
los mismos, y ademas es facil comprobar que la multiplicaciéon por escalares, distintos
de 0, a la medida preserva los momentos canoénicos, por lo que pj; y A también
poseen los mismos momentos canénicos. Con base en esto la medida A\ queda definida

explicitamente como:

1 1 2t —1
ANt) = —F—— , |t < 1.
T /t(1—1t) \2t —1 1

Para encontrar los momentos canénicos calculamos primeramente los momentos. Asi,
usando la notaciéon de la secciéon 1.3, si Sy representa el k-ésimo momento matricial

de )\, entonces

k-1
2

2
t

1 tk 1 1
(Sk)u:/o Wt(—ljdt:;/o =
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Considerando el cambio de variable t = u? obtenemos que esto tltimo es igual a

9 [l .2k
2 / L,
T™Jo V1-— u?
por lo que realizando la sustitucion trigonométrica u = sin(v):

2 /2 cos(v) Sinzk(v)dp = z /7r/2 Sinzk(v)dv‘
0

TJo  \/1—sin®*(v) @

Esta dltima integral se puede obtener integrando por partes, y al evualar en v =0y

2K\ 1
(Sk)1a = (k)ﬁ’ k>0.

Calculamos (Sk)12 analogamente:

2k k
(S (k)22k(k+1)’ k20

v = /2 se obtiene:

Por lo que explicitamente el momento k-ésimo viene dado por

2k k E+1 k
Sy = S — k> 0.
g <k>22k(k+1)< k k+1)’ =

Con base en esto y por la discusion posterior a (1.60), asi como (1.62), tenemos los

)= (09)

Finalmente por [10] el resto de los momentos canénicos son:

k(10 1(1 &
Us = 5 Usoo1 = = %
2 2k+1<0 1)’ 2t 2(% 1)’

primeros dos momentos canénicos:

e}

U1:S0151:<

BN I
D= s =

con k € N. Ahora note que por (1.60) tenemos que Vo = 2]2%111 y
11 —5
%k—i—l = 5 1 12k )
T 2%
por lo que sus respectivos inversos son V' = %I y Vahy = %ngﬂ. Por ende

utilizando el Corolario 2.9 y el Teorema 2.11 tenemos que un estado (0, p) es recurrente
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si y solo si se satisface (2.52). Calculando los sumandos de la serie de esta ecuacion,

tenemos que:

k . k .
_ _ 27 + 1652
(Vi) (V) 1U§;---U1T=(II ; )(llm)l’

Jj=1 Jj=1

para i = 2k en (2.52). Anédlogamente, tomando ¢ = 2k + 1:

k . k+1 .
v (V)T - UT = 2]+ 71607 I
(VI Vi)W U = (TT5= | { T g

j=1 ‘] Jj=1

Al considerar la serie de (2.52) las entradas diagonales de esta matriz claramente
divergen. Asi usando el Teorema 2.11 y el Corolario 2.9 tenemos que todos los estados

(0,p), de nuestro proceso asociado a ji, son recurrentes.

3.2. Un ejemplo proveniente de Teoria de colas

Veremos ahora un ejemplo en Teorfa de Colas, introducido en 2002 en [6]. Para
ello consideramos un sistema independiente de colas, donde la primera cola es de la
forma M /M /1 y la segunda M /M/1/l—1. Ambas colas poseen un proceso de Poisson
de llegada con parametros \;, ¢ = 1,2 y un servicio de distribuciéon exponencial
con parametros u;, ¢ = 1,2. Considerando el proceso cuasi de nacimiento y muerte
correspondiente a la longitud de la primera cola, que es no acotado, y la longitud de
la segunda cola, que varia entre 0,1,...,] — 1, poseen una matriz de transicién por

bloques de la forma (2.2), y con bloques A;, B; y C; dados por:

A A
>\1+2/\2 ;\J T 0 0 ’Y—Zz S 0
w2 2 H2 A2
Y—H 0 YKo T 0 v 0 72 0
By = : ' . o, Bi=|: oot i>1
0 AU /- B § B T 0 B2 X
Y—H Y= v v
0 . 0 2 0 0 0 £ 0
1TH2 Y—H2
A A
g 0 0 0 20 0 0
0 Al 0 0 0 X 0 0
Y—H1 v
Ag = : : , A= : : i 2>1
0 . AL 0 0 ... 0 2 0
Y—H1 8
0 .0 0 2 0O ... 0 0 -

A1tp2 Y—A2
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y finalmente,

229 O O
Y—H2
0 a 0 0
ol
Oz: . . az.>1a
o ... 0 &2 0
Y
M1
O ... 0 O P v

respectivamente, donde v = Ay + Ay + 41 + 1o ¥ Ay < po. Recordando nuevamente el
Teorema 2.1, si se definen a las matrices {R;};>o como:

_ 1—
Ry = diag | ¥ (A1 + A2) o 1V A2 Ao <\/ )\2>l ’ (A1 + p2) Ay 2
0 — s L RS IR 9
V(Y= 1) Ae Ve e V2

I— I—
R, = diag V )‘1(7 - M2)M2 VYA \V YA, ’ \/)‘1(7 - )\2))‘2 2
1= , ey ,
\/)\2(7 B Ml)m \/<’V B ’ul)’ul \/(7 - Nl)ﬂlﬂl{g \/M1(7 - Ml)ﬂl{g

(7 — p) s>

y finalmente,

1—1
Ri—<\/£_1) Ri, i>2,
231

se satisfacen las condiciones del Teorema 2.3 y la medida correspondiente al proceso
tiene su soporte contenido en [—1,1].

Estudiamos, finalmente, la medida invariante asociada a este proceso. Para ello, nue-
vamente hacemos uso del Teorema 2.13 de la subseccién 2.5. Considerando a la si-

guiente sucesion de vectores horizontales de dimension I:

o = (A1 + A2) o 1 & A_% (é)l_g ()\1+H2)/\l2_2
(=)Ao " Tty e )T (v — )y

_ ()\1(’7 —H2)pi2 YN AT Ay - )\2))\12—2)

'Ul = 5 g ey a9 —
Xo(y — p)pn” (v — g (v = )y pa (y — )™

i1
%) v1. Con base en esto nuestra medida invariante

queda expresada, en términos de estas previas definiciones, de la forma:

y para i > 2 definimos v; = (

T = (Vo; V1; V25 . .. ).

Y
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3.3. Caminata aleatoria en una cuadricula

Consideramos ahora la medida al proceso cuasi de nacimiento y muerte en C;,
donde las probabilidades de ir de (7,7) a (¢, j+1), (4,7 —1), (1 —1,75) y (¢ +1,7) estan
dadas por los reales positivos u, v, q, r, respectivamente, y u + v + ¢+ r = 1. En este

caso, se sigue que A; = rl, para todo 7 > 0, C; = ¢qI, parai > 1, y:

O o 0 0 ... O
v 0 v 0 ... 0
0 w O w ... O
B;, = .1 > 0. (3.6)
0O ... 0 w 0 wu
O ... 0 0 wo» O

Nuevamente definiendo a las matrices { R;};>0 como:

[2,2 [o1—1 g
R():diag (17\/§7 u_QJ"'v %) ) RZZ <\/T) RO; 2217
v v v q

se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1. Del Teorema 2.3 obtenemos que la medi-
da matricial correspondiente a este proceso tiene su soporte contenido en el intervalo
[—1,1]. De la anterior definicion de R; y de las ecuaciones (2.13) tenemos a los coefi-
cientes constantes D = D, = ,/qr1, y:

1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0
E=F,=+vuv | (3.7)
o ... 0 1 0 1
O ... 0 0 1 O

Ahora usando los resultados obtenidos en [14], se sigue que la transformada de Stieltjes

de nuestra medida esta dada por:

/_11 ZM_(? - Tir [ZI — E — [(z21 - E)* — 4¢r1] 1/2} ‘

De este mismo articulo obtenemos que el soporte de la medida viene dado por el

conjunto:

supp(p) = {z € R|2I — E tiene un valor propio en [—2,/qr,2,/qr]}. (3.8)
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Es bien conocido, ver [2], que los valores propios de la matriz E en (3.7) son:

Jjm :
24/ - =1,...,1
uvcos<l+1),j eyl

y con vectores propios normalizados y correspondientes:

2l = i sin L sin 2j—7T sin lj—ﬁ
i~ Vit I+1)° [+1)°77 1+1))°

Por ende, se sigue de (3.8) y esto tltimo que:

v - [+ avaweon (1) s v (25)] @

(note que supp(u) C [—1,1]). Para poder calcular la medida matricial u, tenemos

primero que determinar la descomposicion espectral de la matriz:

—H(z) =41 — D Y2(21 — E)D™' (21 — E)D™/?

q—lr [4grT — (21 — E)?].

Es facil ver que al conocer los valores propios de F, los de esta matriz son:

\(z) = qlr [4q7“ - (w — 2y/uv cos (%))1 ’

y nuevamente por [14], el peso de la medida matricial estd dada por:

1
2\ /qr

donde la matriz A(z) es definida como:

UN(z)U" dz,

dp(z) =

A(z) = [diag(méax(A1(z),0), ..., max(A\g(x), O))]1/2 ,

y la (7, j)-ésima entrada de la matriz U esta dada por:

2 . AT
Hing l+1S jl+1

Ahora para estudiar las propiedades de recurrencia, con base en la medida asociada

de este proceso, hacemos uso del Teorema 2.9. Siguiendo un razonamiento similar al

Ejemplo 3.1, y empleando (3.9), veremos en qué casos ocurre que supp(u) = [—1, 1],
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para poder distinguir cuando el proceso es transitorio y cuando recurrente. Por en-
de, usando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, asi como el he-
cho de que cos (ll+_ﬂ1) < 1, tenemos que 2,/qr + 2\/uv cos (lﬂr—”l) < 2./qr + 2y/uv <
q+7r+u+v =1, donde la igualdad, asumiendo que todos son positivos, se da cuando

q=7T,UuU=10Y Cos (z%) = 1. Sin embargo, esta tltima condicién no es posible pues
[ es un entero positivo. Por lo tanto, forzosamente debe ocurrir que u = v = 0 y
q =1 = 1/2, y cualquier otra eleccion de u, v, q,r forzosamente debe satisfacer que
supp(p) C (—=1,1). Asi, esto ultimo implica que el proceso es transitorio en cual-
quier caso, salvo u = v = 0y ¢ = r = 1/2. Falta ver si el proceso es recurrente
en esta situacion. Para ello analizamos la medida asociada y notamos que en este
caso \;(z) = 4(1 — z?), asf usando el Teorema 2.9 queda claro que el proceso si es
recurrente en este caso. Al igual que en el Ejemplo 3.1, usando el Teorema 2.10, la

medida al no poseer ningtn salto hace imposible que el proceso sea recurrente positivo.

Para obtener la medida invariante procedemos a usar el Teorema 2.13. Por la de-
finiciéon de las matrices R; que se da al inicio del Ejemplo, si definimos a la sucesion
de vectores horizontales de dimension [, {v;};>0 de la siguiente forma:

2 -1 i
u u r ,
v=\(lL—- 5., 57, =) v =1,
v v q

entonces por el Teorema 2.13 nuestra medida invariante esta dada por

SRS

T = (vo;V1; V25 ... ).

Un caso particular de la anterior caminata es considerar el caso finito. Es facil ver
que los resultados demostrados en las secciones anteriores permanecen validos para
procesos en espacios de estados finitos. Como un ejemplo, consideramos un proceso
en:

Cnv={(,j) €e NgxN[0<i<N-1,1<j<I},

donde, nuevamente, las probabilidades de ir de (i,7) a (i,7+1), (i,7—1), (i —=1,7) y
(141, j) estan dadas por los reales positivos u, v, ¢, 7, respectivamente, y u+v-+1+r =
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1. Entonces, la matriz de transicién por bloques esta dada por:

Bo A 0 ... 0
cr B, A ... 0
p=1: - - : :
O .. C],Z\;_2 BN_2 AN_2
O ce. 0 Oﬁ—l BN_I

donde A; =7, con 0 < i < N—-2,C; =ql,con1 <i < N — 1, y las matrices
B = B; quedan definidas como en (3.6). Para encontrar los POM asociados a P,
empezamos por notar que Q(z) = %(xI — B), dado que Q_1(x) =0y Qo(x) =1, asi
si nombramos A = 1(zI — B) y usando (2.3) tenemos que:

Qui(2) = AQu(x) = 1Qu1(2). (3.10)

Antes de seguir, nombramos como U, (z) al n-ésimo polinomio de Chebyshev de se-
gundo tipo. Es bien conocido que UO( ) =
= 2

z = 5\/5/1, tenemos que /20U, (z) \/g

induccion, que:
T e ()
n+

1, tenemos por (3.10), (3.11) y la

= Qo(z) y si hacemos la sustitucion
A —

Q1(z). Asi, si asumimos por

se cumple para 0 < k < n, entonces para k =

conocida recurrencia de los polinomios U, (2):

Quir(w) = AQu(z) = 1Qu1(2)
) 5 (- () )
T 2\ ¢q r 2\ q
n+1
(V) P (i) o (G5
r 2\ q 2\ q 2\ q
i 1 /r
=) e (i)
r 2\ ¢q
como se pedia, haciendo (3.11) vélido para todo k natural. Recordando las raices de

los polinomios de Chebyshev de segundo tipo y usando que det(A) = det X (21 — B),

que es el polinomio caracteristico de B, obtenemos:

U (g) - l_N[ (z — 2cos (N]—j:l» , det A= (*/:_U)l U, (2\/1%:5) . (3.12)

Jj=1
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Por ende, los ceros del polinomio @Qx(z), que son las raices escalares de det Qn(x),
estan dados por los ceros de Uy (%ﬁA) Por (3.11), y por lo anterior tenemos que

los ceros de este tltimo polinomio son:

i () e (-2 (59)

Los ceros estan determinados por las raices de cada uno de los elementos del producto,
extrapolando:

det (\/EA — 2cos (Nj—il)) = det (%(ml — B) — 2cos (NJ—L>)
vy .
:(\/%) det((x—%/ﬁcos(]vj—j_l))I—B).

Como det A = det(zI — B), el polinomio caracteristico de B, que se calcul6 en (3.12),
tenemos que las raices de esto ultimo estan dadas por:

e () ()

con1 <:i<lyl<j3<N.

3.4. Caminata aleatoria en un arbol

Considere el proceso inducido por la grafica generada por [ rayos infinitos conec-
tados de un punto, llamado el origen, conocida como “arana de Walsh” (“Walsh’s
spider”). En cada rayo la probabilidad de alejarnos del origen en distancia 1 es p, y la
de acercarnos a este es ¢, donde p+ g = 1. Del origen, la probabilidad de ir al ¢-ésimo
rayo es x; > 0, (1 = 1,...,1) (ver la Figura 3.1, en el caso [ = 5). Es facil observar
que este proceso tiene como estados a C;, y con matriz de transicion P como en (2.2),
donde B; =0, sii > 1, Ay = diag(z1,p,...,p), Ay =plparai>1,y

0 29 ... zy 0 ... O

0O ... 0 0 ... 0
BOZ q . . . 700: . p . . y

qg 0 ... 0 0 0 ... p
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y C; =pl, 1 > 1, donde Z _, 7; = 1. Claramente este conjunto de matrices satisface

las hipotesis del Teorema 2.1 con la secuencia de matrices {R;};>o:

R():diag(l, EJ"‘? ﬂ)7R1:d1ag( E, xLQPV.., izp)a
V a V ¢ V¢ V g V 4
i—1
Z:(\ﬁ) Ry, i>2
q

p
¢
q
z q
x sl p
° q
X2
Ty
€3
q
p
p

Figura 3.1: El proceso en el caso que | = 5.

Para encontrar la medida asociada a nuestro proceso, consideramos a BO =0yal
proceso X que este induce con su matriz de transicion P, como en el Teorema 2.4. Es
facil ver que este nuevo proceso es auto-similar y por ende podemos usar la férmula de
(2.25) para encontrar la transformada de Stieltjes de la medida g asociada a X. Para

j
esto note que la secuencia de matrices { R, } ;>0 definida como Ry =1y R; = (ﬂ) I

satisface las condiciones del Teorema 2.1, por lo que usando esto para aplicar (2.25)
en @, que es la transformada de j1

B(2) = [2I — pg®(2)] ™!
Est4 dltima ecuacion es facilmente reducida a la ecuacién cuadratica
pg®(2)? — 2®(2) + I =0.

Cuya solucién es similar a la obtenida en el Ejemplo 3.1 y estéa dada por:

3(2) (Z — VS 4pq> L

2pq
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Con base en esto podemos usar el Teorema 2.4 para obtener la transformada de
Stieltjes asociada a p y una vez obtenida la transformada podemos aplicar (2.27)
para calcular la medida. Omitiremos los célculos de la obtencién de la medida, pero
presentamos explicitamente esta como en [16]. Apoyandonos de las matrices E;; de
tamano [ x [, definidas como en la prueba del Lema 1.4, donde su tnica entrada no

cero esta en (i, 7) y tiene valor 1, consideramos a la siguiente matriz de tamano [ x [:

M(z) = Vipg — 2* { (ELI + Z E”> + a:Z(E“ + Ell)}

IR — :
2<4,5<l 1=2

l
x JR—
-+ 4pq — 72 ;x2p ((21‘2 +x1 — 1)E272 + Z(EQJ + Ei’2>>
2

=3

l
+ X{p<1/2}($)(1 — QP)W{ <E171 — Z(Elvi + Ei,l) —+ Z Ei,j) 5_1(55)

=2 2<4,5<l
1<4,5<1

Definimos a las matrices M;, con [ > ¢ > 3 y M, ;, donde nuevamente [ > i # j > 3,

como
x? x;
i i

M; = By — DBy + Eio) + By
3 To

Mij =2—52Fsy — —L(Ey; 4+ Eio) — —(Esj + Ej2) + (Eij + Ej).
€Ty i) i)

Dado esto la medida buscada tiene la forma:

l
[L(ZL’) = M(ZL‘) + v/ 4pq — 72 (Z c;M; + Z C@jM@j) ,

i=3 3<i<j<l

donde los coeficientes ¢; y ¢; ; son elegidos con base en
1 1 1
@ = (__1>___, 3<i<l,
p Ty P
1 o
Gj=—— 3<i1<j<lL.
p

Finalmente analizamos las propiedades de recurrencia de este proceso. Al analizar la
definicion de M (z) y la ecuacion que define la medida asociada, para que esta quede
bien definida, es necesario que |z| < 2,/pg, por lo que replicando el argumento del
Ejemplo 3.1, el proceso es transitorio si y solo si p # ¢ y p > 1/2, pues sino poseeria
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un salto y por el Teorema 2.10 no solo seria recurrente sino recurrente positivo. En el
caso que p = ¢ = 1/2, por la propia definicion de la medida es facil ver que la integral
del Teorema 2.9 diverge y por ende, en este caso, el proceso es recurrente. Regresando
a la recurencia positiva del proceso, notemos que para el caso en el que p < 1/2 la
medida posee saltos en 1 y —1, por lo que en este caso, usando el Teorema 2.10, el

proceso es recurrente positivo.

Para obtener la medida invariante ocupamos el Teorema 2.13. Por la definicon de
las matrices R;, si definimos a la siguiente sucesion de vectores horizontales {v;};>¢

T2 ] Ty T2p Tp
Vo = 17_7"'7_ , U1 = Ty T 9 T o |
q q q (g q
» i—1
V; = (—) V1, 122
q

Entonces la medida invariante, nuevamente queda definida como:

de dimension :

T = (Vo;V1; V25 . .. ).

De hecho, por lo estudiado en la seccion 2.5, en el caso que p < 1/2, como el proceso
resulta recurrente positivo, la medida invariante coincide con la distribucion estacio-
naria que para obtenerla solo basta normalizar el vector 7. Para esto calculamos la
suma de las entradas de 7, la cual llamamos S

- l:l:ioopj_ l%q_ ll_ I 2

qQ—p= ¢—p q-p

donde usamos que Zf;=1 x; =1,y p+q = 1. Por lo que la distribucién estacionaria

estd dada por L7
q

3.5. Un ejemplo proveniente de teoria de represen-
taciéon de grupos

Nuestro siguiente y tltimo ejemplo aparece, primeramente, en [17]. Como su nom-
bre lo menciona este proviene de la teoria de representacion de grupos. Presentamos a
las matrices por bloques que componen a su matriz de transicion, asi como la medida
matricial asociada a esta. Por ultimo, estudiamos sus propiedades de recurrencia y

expresamos explicitamente su medida invariante.
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Los coeficientes de nuestro proceso en cuestion quedan definidos de la siguiente forma
(note que se usa a la matriz E; ; para referirse a la matriz definida en la prueba del
Lema 1.4 y que fue usada en el Ejemplo 3.4):

— (k+n)B+n+Da+B8+n+l+i)a+B—k+n+itl)

A, =
“(k+tnt+l—i—1(a+f—k+n+2i+1)(a+B+2n+1+1)

4,1

]

Eit1,

ﬁi (4 1)(k+n)(k+1—i—2)(B+n+0)
—atpr2ntitit)atp—ktnt2it3)(ktntl—i—2)

para n > 0. Las matrices B,, quedan definidas como

-1

RS nk+n—1Dk+n+1-1)B+n+1-1)
Bn_z<1+(a+ﬁ+2n+l+i—1)(k+n+l—z’—2)2
(n+1D(k+n)k+n+0)(B+n+1)
(a+B+2n+1l+i+1)(k+n+l—i—1)
il —i)(k+1—i—1)(8—k+1)
(a+B—k+n+2)(k+n+1—i—1)
_(z’+1)(l—z'—1)(k+l—z'—2)(ﬁ—k+i+1))E”
(a+B—k+n+2i+2)(k+n+1—1i—2), vt
+’Z2 (l—i-1D)B—k+i+)(a+8—k+n+i+1)(a+B8+n+1+1)

1=0

— (k+n+li—i—D(a+B+2n+i+i)a+B—k+n+2i+1)
+l‘2 (+)(a+n+i+DE+l—i-2(a+B—k+n+l+itl)
o (ktn+l—i-2)(a+B+2n+l+itDa+B—k+n+2i+2)
para n > 0, y finalmente las matrices CT'
_” n(a+n+i)k+n+l—1)(a+pB—k+n+l+i) B
_Z k+n+l—i—1D(a+B—k+n+2i+D(a+B+2n+1+i—1)y
n(l—i—1)(k+n+l—-1)B-k+i+1
+Z ( )( )(B ) o

— (a+B+2n+i+i)la+f—k+n+2i+1)(k+n+l—i-2)

para n > 1. Donde el subindice (a), denota al simbolo de Pochhammer (a), = a(a +
1)...(a+r—1), y los parametros o, > —1 y k € R tal que 0 < k < 5+ 1. Ahora,
asociada a estos coeficientes encontramos que la secuencia de matrices { R, },>¢ dada
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por

(@4yN”+UW5+UWa+n+i+Dﬂ—k—l—mi
(HTOD(a+ B+1+i+2n+1)
" (k‘H_i—1)n(a+5+l+i+n)n(0z+ﬂ—k+i+n+1)l>_1/2E"
(a+B—k+2i+n+1)(k),(8—k+1);(B+1Dn v

(3.13)

con n > 0. Para definir la medida matricial asociada a dicho proceso es necesario

primero definir a las siguientes matrices 'y Z(z)

(=) (@+B—k+3j+1)
T=) (-1 1—1 (B —k+1), w

i<j

o= (R ()0 (1) e,

En base a esto la medida matricial queda dada por
du(z) = 2*(1 — 2)°T*Z(2)Tdz, = € [0,1]. (3.14)

En base a esta informacion y por los resultados obtenidos en el capitulo 2, podemos
estudiar las propiedades de recurrencia de este proceso. Note, primeramente, que la
matriz de transicion definida por los anteriores coeficientes es estocastica, y que el
proceso de Markov que induce es irreducible y aperidédico. Para verificar esto tltimo
solo basta con ver que dados dos estados (i,7) y (¢, 7') existe un camino finito entre
ellos. En efecto, por la forma de las matrices coeficientes definidas al inicio de la sec-
cion, si partimos de un estado arbitrario (i, j) siempre podemos movernos a (i + 1, ),
(t—1,7), (4,7 + 1) y (4,4 — 1), asi al variar la primera coordenada del estado para
pasar de i a 7' y posteriormente de j a j’ encontramos nuestro camino, esto implica
que el proceso es irreducible, el hecho de que sea aperiddico es resultado inmediato
de que todo estado puede permanecer en si mismo después de una transicion.
Considerando esta tltima informaciéon podemos hacer uso del Corolario 2.9, en especi-
fico de la expresion (2.44), tenemos que el proceso es recurrente si y solo si la expresion
(2.44) se satisface para algun j. Poniendo més atencion en (3.14), y especificamente
en T*Z(z)T, tenemos

1)
T*Z(2)T = ﬁ+ dl}:EU

4,7=0
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Por lo tanto, dado el factor ﬁ de la integral en (2.44), entonces la integral diverge
si y solo si se satisface que —1 < 8 < 0. De hecho, gracias al Teorema 2.10, sabemos
que el proceso es positivo recurrente si y solo si la medida posee un salto en 1, lo cual
claramente no pasa aqui, por lo que el proceso es recurrente nulo.

Finalmente estudiamos la medida inavariante, como en los ejemplos anteriores. Para
ello, nuevamente, hacemos uso del Teorema 2.13. Si abreviamos como ¢; ,, a el i-ésimo
sumando de (3.13), entonces definiendo la siguiente sucesion de vectores horizontales
de dimension [

2 2
Up = (> C1m)y M >0,

obtenemos la medida invariante
T = (vo;V1; V25 ... ).

Recientemente, en [18] se puede encontrar un modelo de urnas asociado a este ejemplo.
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