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Resumen

En esta tesis se aborda el problema de seguimiento de orientacién de un satélite
conducido por un giroscopio de control de movimiento de doble cardan con veloci-
dad variable (DGVSCMG por las siglas double-gimbal variable-speed control mo-
ment gyroscope), sometido a perturbaciones de magnitud acotada. El DGVSCMG
es dirigido mediante un conjunto de tres motores sincronos de imanes permanen-
tes (PMSM por las siglas permanent magnet synchronous motors). A nivel de
control de par, se consigue estabilidad practica asintética uniforme del satélite-
DGVSCMG. Las velocidades deseadas de los cardanes asi como la aceleracion de
la rueda de reaccién, necesarias para que el DGVSCMG genere el par requeri-
do, seran calculadas mediante una ley de direccién, y después seran usadas como
trayectorias de referencia para el problema de control a nivel de cada motor, que
consiste en el diseno de una ley de control de velocidad con un esquema adaptable
capaz de compensar las vibraciones causadas por imperfecciones mecédnicas en el
DGVSCMG. El seguimiento de velocidad asintético en cada PMSM es establecido.
El sistema satélite-DGVSCMG en cascada con el conjunto de motores que lo diri-
ge es practicamente asintéticmente estable. Los resultados son validados mediante
simulacion.

Palabras clave: Control de orientacion de satélites, control adaptable, compen-
sacién de vibraciones.

Abstract

This thesis considers the attitude tracking of a spacecraft under unknown
bounded torque disturbances, which is steered by a double-gimbal variable-speed
control moment gyroscope (DGVSCMG) driven by a cluster of three permanent
magnet synchronous motors (PMSM). Uniform practical asymptotic stability is
achieved at the torque control level. The desired speed of gimbals and the accelera-
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tion of the rotation wheel to produce the required torque are then calculated by a
steering law, and tracked at the motor control level by designing a speed-tracking
controller with an adaptive compensation to the vibration caused by eccentricity
due to mechanical imperfection in the DGVSCMG. Asymptotic speed tracking
is also ensured, giving a practically asymptotically stable overall system, compo-
sed by the satellite-DGVSCM in cascade with the cluster of three PMSMs. The
performance of the closed-loop system is shown by numerical simulations.

Keywords: Attitude control of spacecrafts, adaptive control, vibration compen-
sation.
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Capitulo 1

Introduccion

Considérese un satélite en érbita sometido a perturbaciones externas de mag-
nitud acotada, conducido por un giroscopio de control de movimiento de doble
carddn con velocidad variable (DGVSCMG, por las siglas en inglés de double-
gimbal variable-speed control moment gyroscope) [1, 2], que a su vez es dirigido
por un conjunto de tres motores sincronos de imanes permanentes |3} [4]. En el
DGVSCMG tienen origen perturbaciones enddgenas, producidas por excentrici-
dad a causa de imperfecciones de manufactura en el rotor y/o desbalance en la
carga acoplada.

En esta tesis se presenta una estrategia de control para el seguimiento de una
orientacién deseada en un satélite-DGVSCMG, aun en presencia de perturbacio-
nes exégenas acotadas y vibraciones endégenas.

1.1. Justificacion.

El problema de control de orientacién de cuerpos rigidos, con enfoque aplicado
a satélites, ha sido extensamente tratado desde la década de los 90. Una diferencia
que guardan algunos de los enfoques con que diferentes autores y grupos de trabajo
se han aproximado a la solucién del problema esté en las variables que configuran la
orientacién de un satélite. Las matrices de rotacion en el grupo especial ortogonal
SO3) = {ReR*3|RR" =1, det(R) =1} son la tnica representacién de la
orientacién de un cuerpo rigido que no presenta ambigiiedad ni singularidad. Sin
embargo, por el Teorema de rotacion de Euler, se sabe que toda orientacién de un
cuerpo rigido en el espacio de tres dimensiones se puede representar mediante un
eje de rotacion principal y el respectivo angulo de rotacién. Esta representacion de
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la orientacién en R3 es la més simple. Ademds, con base en ésta se han construido
otras parametrizaciones, como los pardmetros de Euler (cuaternién unitario), los
pardmetros Rodrigues o los pardmetros Rodrigues modificados [5]. A diferencia
de la matriz de rotacién, que cuenta con nueve parametros y seis restricciones
(tres sobre la norma de los vectores columna, y tres sobre su ortogonalidad), los
parametros de Euler son cuatro con una restriccién sobre su norma, y cuentan con
la ventaja de no presentar configuraciones singularesﬂ

No obstante, es una parametrizacién con ambigiiedades, pues toda rotacion
tiene dos posibles conjuntos de parametros de Euler asociados. Por su parte, tan-
to los pardmetros Rodrigues como los pardmetros Rodrigues modificados (MRP,
por las siglas en inglés de modified Rodrigues parameters) son representaciones con
tres parametros, por lo que son mas simples que los pardametros de Euler o las ma-
trices de rotacion. Sin embargo, ambas conservan dos caracteristicas importantes:
son parametrizaciones con puntos singulares, y unicamente pueden representar
rotaciones con un angulo de rotacién méximo de 27 rad [6].

Con base en la representacién de cuaternién unitario, en [7] se propuso una
ley de control de seguimiento de orientacién, que consiste en un control PD mds
términos de precompensacién (en ocasiones conocido como PD+). Esta ley de
control consigue que las trayectorias del sistema en lazo cerrado sean asintdtica-
mente convergentes con respecto a una trayectoria deseada. Posteriormente, en [§]
se ha probado que, de hecho, la convergencia de las trayectorias del sistema en
lazo cerrado con una ley de control PD+ es exponencial.

Los disefios de control mencionados arriba han sido desarrollados bajo con-
diciones de operacion ideales. En la préactica, entre muchos factores que limitan
el desempeno del sistema, un satélite estda sometido a perturbaciones externas en
Orbita y vibraciones generadas de forma enddégena por estructuras mecanicas, las
cuales suelen afectar seriamente la precision en el seguimiento de alguna trayec-
toria de referencia.

La perturbaciones externas, como el vector gradiente de gravedad, la radiacion
solar, el viento y la resistencia aerodindmica, provienen del ambiente. A pesar
de que algunos de estos fenémenos ya han sido identificados [9], y de que algunos
incluso pueden ser descritos por un modelo fisico-matemético concreto (como es el
caso del par debido al gradiente de gravedad [10]), su ocurrencia es contingente, lo
cual dificulta la obtencién de un modelo adecuado para su descripciéon. Con todo,
a partir de los datos obtenidos experimentalmente del Telescopio Hubble en [11],
se ha mostrado que un modelo interno que caracterice las perturbaciones mediante
una combinacién de funciones sinusoidales puede ayudar a compensar los efectos
adversos |12]. La misma idea se usé en [13|, donde un esquema de control robusto,
en combinacion con la técnica de control adaptable, fueron usados para lograr el

1Un punto singular es un punto en el espacio de configuraciones donde la matriz jacobiana
de la cinematica pierde rango.
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rechazo de perturbaciones. No obstante, este enfoque no constituye una solucién
al problema general de rechazo de perturbaciones, sino solo una solucién para
un caso particular, porque no es posible asegurar algo acerca de su periodicidad.
Otra estrategia, que omite el uso de un modelo interno, es la implementacién
de un esquema de control inverso 6ptimo adaptable, que resuelve el problema
de atenuacién de perturbaciones [14]. Ademds, este esquema es capaz de resolver
el problema de rechazo asintético exacto de perturbaciones cuando éstas son de
energia acotada.

Por su parte, las vibraciones endégenas generadas en estructuras mecéanicas
a bordo también afectan el comportamiento de los satélites en érbita. Entre las
causas principales de estas vibraciones estan la excentricidad, el desbalance en
la carga y las imperfecciones de manufactura en las estructuras mecanicas rota-
cionales, particularmente en los dispositivos de intercambio de momento (MEDs,
por las siglas en inglés de momentum exchange devices) [15]. Este hecho ha sido
confirmado mediante experimentacién en [12], donde se muestra que las pertur-
baciones de mayor magnitud en los MEDs provienen del desbalance de la rueda
giratoria, por desbalance estatico debido a excentricidad y desbalance dindmico
debido a que el eje de giro de la rueda pueda estar desalineado. Para lidiar con es-
te tipo de vibraciones existen diferentes técnicas: disipar las vibraciones mediante
amortiguadores pasivos, aislar (o desacoplar) las vibraciones mediante el uso de
actuadores externos, o mediante el uso de técnicas de aislamiento (o desacopla-
miento) hibridas pasivo-activas |15]. Desde la perspectiva de control, la vibracién
puede ser atenuada, y a veces cancelada, mediante el diseno e implementacién de
una estrategia de control. Tipicamente, un esquema de compensacion es disefiado
con base en el acotamiento de la perturbacién [16], o con base en un modelo in-
terno que la representa [13]. En el enfoque de modelo interno es usual que las
vibraciones causantes de perturbacion son funciones periddicas dependientes del
tiempo. Sin embargo, como ha sido sugerido en [17], tanto la excentricidad como el
desbalance en la carga y las imperfecciones de manufactura ocasionan vibraciones
que son, con mayor precision, dependientes de la posicion.

Actualmente, los MEDs més comuinmente usados para el control de orientacién
de vehiculos espaciales son los giroscopios de control de momento (CMG, por las
siglas en inglés de control moment gyroscope) dirigidos por motores sincronos de
imanes permanentes (PMSM, por las siglas en inglés de permanent-magnet syn-
chronous motors). Los PMSMs tienen gran aceptacién gracias a sus caracteristicas
de alto desempeno: alta densidad de potencia, alta eficiencia y una alta relacién
par-inercia, entre otras [18]. Existen distintas versiones de un CMG: de cardan
simple (SGCMG), de doble cardan (DGCMG) y de velocidad variable (VSCMG).
Debido a su capacidad de variacién de la velocidad de la rueda giratoria, un
VSCMG cuenta con un grado de libertad extra en comparacién con un CMG,
pues combina las caracteristicas de un CMG con las de una rueda de reaccién
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(RW por las siglas en inglés de reaction wheel). Gracias a ello, los VSCMGs tam-
bién ofrecen la posibilidad de almacenar energia, como fue mostrado en [19]. Para
lograr hacer control de orientacién alrededor de tres ejes, en diferentes enfoques se
suelen usar conjuntos de tres o mas unidades CMGs, o VSCMGs, con diferentes
configuraciones geométricas [20422].

El desarrollo del problema de control de orientacién de un satélite en términos
de las distintas parametrizaciones de la orientacién ha alcanzado cierta madurez
[7, 23426], incluso en lo que se refiere al problema de control en presencia de
perturbaciones externas [10, |13} [27]. Sin embargo, atendiendo, por un lado la
popularidad que han alcanzado los dispositivos de intercambio de momento (MED)
para el control de orientacién de satélites, y por otro lado los requerimientos de
precisién en las tareas destinadas a los vehiculos espaciales (con especial atencién
en los satélites dgiles), también ha aumentado la atencién sobre las vibraciones
generadas abordo por el funcionamiento de los MEDs [12, |15} [17]. La interseccién
de estas tres situaciones principales forma un contexto en el que esta circunscrito
el problema introducido en la seccién anterior.

1.2. Motivacion.

Debido al éxito mostrado por las leyes de control PD+ |7, 8] |26], en esta tesis se
usard una ley de control del tipo PD+. No obstante, hay un area de oportunidad
de mejora: ain no se cuenta con una prueba de estabilidad sencilla que ofrezca
claridad en el proceso de diseno de un controlador. Ademas, hasta donde el autor
tiene conocimiento, en el d&mbito de control no existe otro enfoque que trate de
forma separada y especializada con las perturbaciones exégenas y enddgenas que
afectan un satélite en 6rbita cuya orientacién es dirigida por un MED. En este
escenario es apropiado suponer que las perturbaciones externas son de magnitud
acotada, pues existen registros y estadisticas de las mayoria de las magnitudes
fisicas que son fuentes de perturbaciones para satélites en 6rbita, al menos cerca
de la Tierra [28].

Entre las diferentes alternativas de actuadores para controlar la orientacion
de un satélite, un DGVSCMG puede ser una buena eleccién (especialmente para
satélites dgiles) y serd considerado como el actuador de control de orientacién
para el satélite. Las caracteristicas que asi lo sustentan son la capacidad de un
DGVSCMG de generar un par mecanico de control con tres grados de libertad,
lo cual lo hace capaz de lograr el control de orientacion alrededor de tres ejes
coordenados [|29]. Ademds, usar un solo dispositivo representa una disminucién en
el peso, el volumen y el consumo de energia, en contraste con la eleccién de un
arreglo de varios de MEDs [1} |2, |30].

Segun el contexto en el que estd enmarcado el problema, una solucién com-
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pleta debe considerar las vibraciones ocasionadas por las partes rotatorias del
DGVSCMG. En [17] se ha sugerido que para lidiar con las vibraciones endégenas,
generadas en el DGVSCMG, es plausible proponer un modelo interno dependiente
de la posicién, y no solo dependiente del tiempo. Esta sugerencia cobra mas rele-
vancia al consultar [31], donde se resuelve el problema de rechazo de vibraciones en
dispositivos mecéanicos rotacionales mediante el uso de un modelo interno, donde
se representa a esta perturbaciéon como una funcién periédica dependiente de la
posicién angular del rotor. Mediante el uso del modelo interno y de un esquema de
prediccién adaptable se puede alcanzar el rechazo de la vibracion. Esta idea puede
ser considerada como parte de un esquema de control de velocidad con rechazo de
perturbaciones enddgenas para los motores que dirigen al DGVSCMG.

1.3. Objetivos y contribuciones.

El objetivo principal de esta tesis es la presentacién de una estrategia de control
de orientaciéon y compensacién de vibraciones enddogenas de para un satélite agil
conducido por un DGVSCMG. En este novedoso enfoque se incorpora la dindmica
del satélite-DGVSCMG con la dindmica de los motores que dirigen al DGVSCMG.

Objetivos parciales emergen. En primer lugar, como en toda propuesta de
corte sistémico, es de interés el establecimiento de la diferencia entre el interior y
el exterior del sistema. En ese sentido, se vuelve relevante establecer la diferencia
entre las perturbaciones provenientes del exterior del sistema, y las generadas
de manera interna por estructuras pertenecientes a éste, para ser tratadas por
separado. De manera que, un primer objetivo parcial es la compensacion de los
efectos de las perturbaciones externas sobre el satélite, las cuales siempre estan
presentes.

Al incorporar la dindmica del DGVSCMG y de los motores que dirigen a éste,
emerge otro objetivo parcial: el control de velocidad de los motores de direccion,
cuyo funcionamiento suele provocar vibraciones por imperfecciones de fabricacién
y excentricidad en la distribucién de la masa en la carga del motor. La identifi-
cacion de esta vibraciones enddégenas generadas en el DGVSCMG constituye un
objetivo parcial més, cuyo cumplimiento permitiria el rechazo de los efectos de
aquellas vibraciones sobre el desempeno del sistema.

La distincién entre perturbaciones internas y externas es una innovacién con-
tenida en esta propuesta; otra es el tratamiento de las perturbaciones endégenas
originadas a nivel mecanico en el DGVSCMG mediante una accién de control a
nivel eléctrico (voltage).

Las contribuciones de esta tesis son las siguientes:

e La introduccién de una nueva ley de control de orientaciéon para un satélite,
robusta ante perturbaciones externas de magnitud acotada, que resuelve el
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problema de seguimiento de una trayectoria deseada, basada en la estructura
PD+. Se establece una prueba de que las soluciones de las ecuaciones de error
son uniformemente asintéticamente practicamente estables.

e El diseno de un esquema de control de velocidad para los motores que diri-
gen al DGVSCMG. Con base en las ideas expuestas en [31], dentro de dicho
esquema se contempla un observador adaptable para la identificacion de los
efectos de perturbaciones endégenas. Se establece una prueba de estabilidad
de las soluciones del sistema en lazo cerrado, con convergencia uniformemen-
te asintética hacia cero del error de velocidad y del error de identificacion
de los efectos de perturbacién.

e La propuesta de una prueba de estabilidad préctica uniformemente asintoti-
ca del satélite-DGVSCMG, en cascada con el conjunto de PMSM que lo
dirigen, en lazo cerrado con el esquema de control.

1.4. Estructura del trabajo.

En el Capitulo[2] conformado por cuatro secciones, se presentan los anteceden-
tes necesarios para el planteamiento del problema, pero también de la solucién.
En la Seccién [2.1] son introducidos los sistemas de orientacién de un cuerpo rigido
en el espacio de tres dimensiones y las ecuaciones cinematicas y dindmicas. En la
Seccién 2.2} son introducidas las ecuaciones de movimiento de un DGVSCMG, que
después son acopladas a un satélite mediante la ecuacion de Euler. Las ecuacio-
nes de movimiento de un satélite-DGVSCMG son validadas mediante simulacién
numeérica. También, es introducida una simplificaciéon del modelo y el analisis
de sus condiciones singulares. En la Seccion [2.3] es introducido el modelo de un
PMSM. La Seccién 2.4 trata las perturbaciones y vibraciones a las que suponemos
que estd sometido un satélite-DGVSCMG en érbita.

El problema de control de orientaciéon de cuerpos rigidos es presentado en el
Capitulo [3] donde también es introducida una nueva ley de control que, segun
el analisis de Lyapunov, asegura la estabilidad asintdtica de las trayectorias del
sistema en lazo cerrado. El resultado se extiende para el caso de un cuerpo rigido
sometido a perturbaciones externas. El Capitulo cierra con la validacién de los
resultados mediante simulacién numérica.

A continuacién, en el Capitulo [4] se aborda el problema de control de segui-
miento de velocidad de un PMSM. Es introducido un modelo interno de las vibra-
ciones endogenas originadas a nivel mecanico en el sistema. Luego, éste es usado
para el planteamiento de un esquema de control-observador adaptable que logra
el seguimiento asintético de velocidad, a la vez que rechaza los efectos de estas
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vibraciones, lo cual es mostrado mediante las herramientas de andlisis de Lyapu-
nov. Como una consideracién préctica, un control PI de tension eléctrica es usado
para el seguimiento de corriente a nivel del sub-sistema eléctrico del PMSM. Las
propiedades de estabilidad del sistema general, conformado por la interconexién
del sub-sistema mecénico y el sub-sistema eléctrico, son verificadas mediante si-
mulaciones numéricas.

La parte medular de esta tesis se encuentra en el Capitulo [5| En él, es intro-
ducida una ley de direccion que, de hecho, es el término de acoplamiento entre el
conjunto de PMSMs y el satélite-DGVSCMG. Después, son usados los resultados
parciales obtenidos en los dos capitulos antecedentes para establecer un esquema
de control de seguimiento de orientacion, robusto ante perturbaciones externas,
con rechazo de vibraciones enddgenas. Se establecen las propiedades de estabilidad
del sistema en lazo cerrado, cuyo desempeno es verificado mediante simulaciones
numéricas.

Finalmente, en el Capitulo [6] se presentan las conclusiones que emergen de la
realizacién de este trabajo.






Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo se sientan las bases para el desarrollo de la tesis. En primer lu-
gar, son introducidas las herramientas tedricas de la mecanica clasica, necesarias
para el desarrollo de las ecuaciones de cinematica y dindmica. Posteriormente,
es presentado el desarrollo del modelo de un giroscopio de control de momento
angular. Para dirigir al DGVSCMG es considerado un conjunto de tres motores
sincronos de imanes permanentes. El modelo de un motor de este tipo es introdu-
cido a continuacién. Finalmente, son caracterizadas las perturbaciones externas y
las vibraciones endégenas afectando al sistema.

2.1. Cinematica y dinamica rotacional.

El movimiento de particulas y cuerpos rigidos en el espacio ha sido extensa-
mente estudiado a lo largo de la emergencia y desarrollo de la mecanica clédsica
como rama de la fisica. La cinematica es una sub-rama de la mecéanica, cuya teoria
enmarca los conceptos que nos permiten describir, visto desde diferentes marcos
de referencia, las posiciones, velocidades y aceleraciones relativas de objetos en
el espacio de tres dimensiones, segiin lo experimentamos los humanos, sin tomar
en cuenta las masas y fuerzas que constituyen las causas de dicho movimiento.
Por otro lado, la dindmica es una construccién tedrica que nos permite descri-
bir la evolucién en el tiempo del estado fisico de los objetos en relacién con sus
interacciones con otros objetos y fuerzas.

En la presente seccién son presentados los elementos tedricos necesarios para
el estudio de la orientacion de un cuerpo rigido en el espacio de tres dimensiones;
es decir, son introducidas las ecuaciones de cinemadtica y dinamica que describen
el movimiento relativo de rotacién de un cuerpo en el espacio de tres dimensiones.
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i)l b2 n2

Figura 2.1: Marcos de referencia N y B.

Matrices de rotacion

La orientacion relativa de un cuerpo rigido en el espacio puede ser descrita por
dos triadas de vectores ortonormales dextrdgiros que comparten el mismo origen,
conocidos como marcos de referencia. En la Figura [2.1] se ilustra el marco de
referencia inercial N : {n} = {A;, ny, N3}, asociado a algun sistema coordenado
inercial —que suele estar fijo al centro de la Tierra—, y el marco de referencia de
un cuerpo rigido genérico B : {b} = {by, by, bs}, fijo a su centro de masa. Note
que 1, f)j € R3.

Todo vector en coordenadas de N puede ser proyectado sobre B (y viceversa)
mediante los cosenos directores. Por ejemplo, se tiene que

n; =cos x11by + cos aobs + cos ai3bs
Ny = cos &a1 by + cos xaobo + cos aaszbs
N3 = cos &z1 by + cos azabs + cos azzbs ;
donde oy; es el dngulo de direccién entre el vector n; y el vector b;. Entonces, se

tiene que
n; = Rypb; (2.1)

donde la transformacién lineal de B a A conocida como matriz de rotacién es
COS X117 COS(X12 COS(X13

Rnb = | COS (X921 COS (X292 COS (X23 s
COS X317 COS (X392 COS (X33

y esté en el grupo especial ortogonal SO(3) = {R € R3*3: RRT = I, det(R) = 1}.
Cada uno de los 9 pardmetros que conforman R,; puede calcularse mediante
Tij = fli 'bj [29]



2.1. CINEMATICA Y DINAMICA ROTACIONAL. 11

z .7 _ T .
De manera andloga a la ecuacién (2.1)), dado que Ry, = R,,;, se tiene

b; = Rp,n; . (2.2)

Desde este punto en adelante llamaremos simplemente R a la matriz que re-
presenta la transformacién lineal que va de B a A/. Consecuentemente, la matriz
que representa a la transformacién que va de A a B sera denotada R .

A partir de las expresiones y se usa la notaciéon de matriz de vectores
B = [bl b2 bg] y

N'=RB', (2.3)
B'=R'NT.

Angulos de Euler

Los dngulos de Euler constituyen una forma de parametrizar la descripcion
de la orientacién de un cuerpo rigido mediante tres coordenadas. Los angulos
(61, B2, B3) pueden describir la orientacién de un marco de referencia con respecto
a otro. El orden en el que rotan los ejes del marco de referencia es importante, pues
realizar una rotacion sobre el tercer eje, luego sobre el segundo y finalmente sobre
el primero (3-2-1) resulta una orientacién distinta de la que se obtiene al realizar
la secuencia en el orden contrario (1-2-3) [29]. Otras configuraciones pueden ser
usadas, por ejemplo (3-1-3), que es simétrica con dos rotaciones sobre el mismo
eje coordenado.

Una matriz de rotacién R € SO(3) también puede ser parametrizada mediante
los angulos de Euler, pues cada uno de estos tltimos define una rotacién alrededor
del i-ésimo eje del marco de referencia del cuerpo en rotacién. De esta forma, se
definen tres matrices de rotacién bésicas alrededor de cada eje coordenado:

1 0 0
R1(0)=({0 cos® sin@| ,

|0 —sin® cos0|

[cos® 0 —sin6]

Ry(0)=1| 0 1 0 ,
[sin@ 0 cos0 |
[ cos® sin® O]
R3(0) = [—sin® cos® 0
0 0 1
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Las matrices de rotacién se pueden combinar en rotaciones sucesivas [29], entonces
es posible representar cualquier orientaciéon de un cuerpo en el espacio mediante
la combinaciéon de matrices de rotacién béasicas. Por ejemplo, se tiene

R123(01,02,03) = R (03)R2(02)R3(01) ,

que corresponde a la secuencia (3-2-1). Andlogamente, las secuencias (1-2-3) y
(3-1-3) estén representadas, respectivamente, por las matrices

R321(01,02,03) = R3(03)R2(02)R1(01) ,
R313(01,02,03) = R3(03)R1(02)R3(01) .

Parametros Rodrigues modificados.

El Teorema de rotacién de Euler (véase Apéndice es una pieza clave en la
construccién de los conceptos geométricos que nos permiten describir la rotacién
de cuerpos rigidos. En éste, Euler establecié que en el espacio de tres dimensiones,
para toda rotacién de un cuerpo rigido (o sistema coordenado de referencia), existe
un punto que se mantiene constante, el cual a su vez mantiene un eje de rotacién
constante. A dicho eje de rotacién se le conoce como eje de rotacién principal, y
lo denotaremos como €. Al dngulo de rotacion alrededor de éste se le conoce como
angulo principal, y es denotado por ¢. Con ello, el vector de rotacion principal se
define como

¢ =oe,
y estd relacionado con las matrices de rotacién mediante la ecuacién
R" = I3x3cos ¢ —sinpS(é) + (1 — cos p)ée’ ;

donde S(:) € R3*3 es el operador producto cruz S(u)v = u x v, Vu,v € R3
(revisar Apéndice [A.2).

Esta parametrizacion, ademds, ha sido la base para el desarrollo de algunas
otras parametrizaciones particularmente tutiles en diferentes aplicaciones. Entre
ellas, se encuentra la parametrizacién redundante sin singularidades conocida
como los pardmetros de Euler (o cuaternion unitario), el cual es un vector de
cuatro parametros definido en términos del vector de rotacién principal como

a=I[qp a,]" [32); donde q, = (g1 2 gs]”,
qo = cos% Vg =& sing, para 1 =1, 2, 3. (2.5)

Note que q no es unico. Tanto q como —q describen una misma orientacion y
Ty —
q'q=1.
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Otras parametrizaciones basadas en el vector de rotacién principal de Euler son
las parametrizaciones estereograficas, las cuales presentan singularidades. Entre
éstas, estdn los pardmetros Rodrigues (o vector de Gibbs), el cual se define en
términos del vector de rotacién principal como

1 ¢ .
= —(qy = tan —e€ . 2.6
B QOq 9 ( )

Note también que el vector de pardmetros Rodrigues es singular cuando ¢y = 0,
es decir, cuando ¢ = £180°.

Sin embargo, en este trabajo los pardmetros Rodrigues modificados (MRP,
por las siglas en inglés de modified Rodrigues parameters) [5] serdan usados como
la descripciéon matematica de la orientacién de cuerpos rigidos. Estos se definen
en términos de los parametros de Euler como

1
0= v
14+ qo q

y en términos del vector de rotacién principal como

¢

0 =¢&tan — .
4

A diferencia de los pardametros Rodrigues clasicos, los modificados no encuen-
tran singularidad sino hasta que una rotacién principal con respeto del marco de
referencia alcanza una revolucién completa, pues presentan singularidad cuando
qo = —1, que implica ¢ = £360°.

Como ocurre con los pardmetros de Euler, los MRP no son tnicos. Tienen
asociado un “conjunto sombra” (o shadow set) definido como

o° —71 o 1 éta ¢ —2m
= = v = 11 B
olo 1—qo q 4

que es singular cuando ¢o = 1 (¢ = 0°), aunque siempre representa exactamente
la misma orientacién que o [6].

Si bien todas las descripciones de tres parametros siempre presentan singula-
ridades, el vector de MRP maximiza el rango de rotacién no-singular.

El vector de MRP puede ser interpretado como una matriz de rotacién me-
diante las expresiones
852%(0) +4(1 — 0" 0)S(0)
(1+0T0)2 ’
852(0) —4(1 — o' 0)5(0)
(14070)2

R(O‘) =I343 + (2.7)

RT<O') =133+ (28)
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Al igual que los pardmetros Rodrigues clasicos, cumplen con la identidad de rota-
cién relativa [29)

Ecuacion diferencial cinematica

La ecuacion diferencial cinematica describe el cambio de la orientaciéon de un
cuerpo rigido en relacién con la velocidad de éste. Para su obtencién primero se
hard una revisién del desarrollo de la ecuacién diferencial cinemética en términos
de una matriz de rotacién, que sentard las bases para el desarrollo de la ecuacién
en términos de las otras parametrizaciones.

Sea considerado el vector de velocidad angular instantdnea del sistema coor-
denado B relativa al marco de referencia A escrito en coordenadas de B como

w = wlf)l + CUQBQ + W363 .
Mediante el teorema de transporte (vea Apéndice , la derivada de los vectores
base de B en coordenadas de N se calcula como
Nd R Bg ,. R
2 (5) =5 5 st
i ( g \Pi) T5(@)
= S(w)b; (2.9)
donde S(-) € R3*3 es el operador producto cruz (ver Apéndice [A.2). El término

%(Bi) es cero, pues b; es constante con respecto al marco de referencia B. Al
desarrollar S(w)f)l, de (2.9)), se tiene que

Ng . 1 0 A A .
E (bl) = S(w) 8 = jd(jz = o.)3b2 —(,Ung = [0 w3 —WQ] B' .

De manera similar, para i = 2 e ¢ = 3, se tiene que

% <62> = [—wg 0 wl] BT ,
% (63> = [wg —w1 O] B'.

En forma compacta, se tiene que

Nd
EBT =-S(w)B" . (2.10)
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Con la finalidad de obtener la ecuacién diferencial que describe el cambio de
orientacién de un cuerpo rigido en términos de la matriz de rotacion, se calcula la
siguiente derivada:

Nd
—(R")NT + RT—NT |

=R'"NT . (2.11)

donde ha sido usada la notacién abreviada 4 (R) = R. Con las ecuaciones (2.4) y

(2.10)) en (2.11)) se tiene que
[RT + S(w)RT] NT=0. (2.12)

La ecuacién (2.12)) implica que la ecuacién diferencial para la matriz de rotacién,
que describe el cambio a lo largo del tiempo de la orientacién, estd dada por

R"T=-S(w)R" . (2.13)
De manera similar es posible encontrar que [29, 33]
R=RS(w) . (2.14)

El desarrollo de la ecuacion diferencial cinematica en términos de los MRP se
puede realizar, de manera similar a como fueron construidas las parametrizaciones
aqui presentadas, comenzando por obtener la ecuacién diferencial en términos de
los pardmetros de Euler, y utilizar ésta tltima como apoyo en la construccion de
la que nos interesa, en términos del vector de MRP. Si se desea profundizar en el
tema, el desarrollo de la ecuacién diferencial cinemadtica se puede consultar en [29].

La ecuacion que describe el cambio en la orientacién de un cuerpo rigido en
relacién con su velocidad se escribe, en términos de MRP, como

6=-G(o)w, (2.15)

donde
G(0) = 3(1—0"0)I3x3+ S(0) + 00" . (2.16)

La matriz G(o) tiene las propiedades enunciadas en el Apéndice que seran
utiles para la construccién de algunas ecuaciones clave en los siguientes capitulos.
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Ecuacion dinamica

Una caracteristica fundamental de los sistemas dindmicos es que no estén ais-
lados, sino interconectados con otros y con su entorno en general. Para describir
un cuerpo rigido en rotacién desde la perspectiva de los sistemas dinamicos, es
necesario todavia desarrollar su ecuacién dinamica, la cual describe el cambio en
la velocidad de rotacién del cuerpo y la relaciéon que tiene ésta con las fuerzas en
su entorno. Para ello, la ecuacién de Euler y la ecuacién de movimiento rotacional
de Euler son necesarias, asi como las interpretaciones matematicas de las nociones
fisicas de momento angular y de par torsién, o torqueﬂ

Sea considerado el momento angular, tomado respecto al origen del sistema
coordenado del cuerpo rigido,

hb = Mbw s (217)

donde M, € R3*3, M, = MJ > 0 es la matriz de inercia del satélite en coorde-
nadas de B. La ecuacién de Euler establece que la derivada del momento angular
es igual al torque externo aplicado

hy="1. . (2.18)
Mediante el teorema de transporte (revisar Apéndice |A.3)) se realiza el célculo
de la derivada del momento angular

B

:E(
B B

— L)@+ My (@) + (@) (2.19)

h, hy) + w x hy

donde se han usado la ecuacién (2.17) y el operador producto cruz. Note que la
derivada del vector de velocidad angular del cuerpo w es la misma vista desde B
y desde N, pues
- Nd Bq Bq
w:E(w):E(w)—&—wxw:E(w).

Tome en cuenta que la matriz M es constante vista desde B. Usando la ecuacién
de Euler (2.18) y la informacién que ya se tiene, la ecuacién (2.19)) pasa a ser

hy, = My + S(w)h, = 7. .

11,a palabra torque no existe en el diccionario de la Real Academia Espaifiola. Sin embargo,
dado el predominio del idioma inglés —en el cual la palabra si existe— en todo ambito de la
ingenieria, es muy comun su uso. Algo muy similar ocurrié con la palabra en inglés voltage, cuyo
uso frecuente en el dmbito de la ingenieria ocasioné que, a la postre, se incluyera la palabra
voltaje en el diccionario de la RAE. Ambos anglicismos serdan usados a lo largo de este trabajo.
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Finalmente, la ecuacién dindmica de un cuerpo rigido que rota en el espacio es
escrita como
My = =S(w)Myw + T . (2.20)

Esta ecuacién es también conocida como ecuacién de movimiento rotacional de
Euler.

2.2. Giroscopio de control de momento angular.

Un dispositivo de intercambio de momento angular (MED, por las siglas en
inglés de momentum exchange device) es un dispositivo usualmente empleado en
satélites como actuador de control de orientacién para maniobras en 6rbita. Para
ello, el par de torsién necesario es producido mediante el cambio de momento
angular en el MED que, como sugiere la ecuacién de Euler, produce un par de
torsion sobre el satélite.

Entre los distintos MEDs se encuentran las ruedas de reacciéon (RW, por la
siglas en inglés de reaction wheel), usadas en diversas misiones espaciales, entre
las que encontramos al telescopio espacial Hubble [11},[12]. Otro tipo de MED son
los giroscopios de control de momento angular (CMG, por las siglas en inglés de
control moment gyroscope). Un CMG consta de una rueda giratoria con velocidad
constante y un cardérﬂ simple que permite el giro de la rueda entorno al eje
del cardan y con el angulo del carddn. La ventaja de usar un CMG es que se
requiere un par de torsiéon de entrada relativamente pequeno para producir un
par de torsién efectivo de salida sobre el vehiculo espacial [29] (se dice también
que los CMG tienen capacidad de amplificar el par de torsién [19] 21]). A ello
se debe la popularidad que han alcanzado los CMG, ya sea como actuadores
para la reorientacién de grandes estructuras en érbita, como la Estacién Espacial
Internacionaﬂ[%, 37|, o para el control de orientacién de satélites agiles [21].

Ademds, un CMG puede tener una rueda con velocidad variable (VSCMG, por
la siglas en inglés de variable-speed control moment gyroscope). Los VSCMG no
generan par de torsién tnicamente mediante la variacién del dngulo del cardéan (en
modo CMG@G), sino también por medio de la variacién de la velocidad de la rueda

2Un cardén, segin una de las dos acepciones de la Real Academia Espafiola, es un “Meca-
nismo de suspensién, consistente en dos circulos concéntricos cuyos ejes forman angulo recto,
que permite mantener la orientacién de un eje de rotacién en el espacio aunque su soporte se
mueva’ [34]. Su nombre proviene del fisico y matemético Gerolamo Cardano, quien en el siglo
XVI describié las bondades mecdnicas de tal dispositivo. En inglés es llamado gimbal (de donde
proviene la notacién usada en este trabajo, pues al referirnos al cardan exterior usamos go, que
viene de outer gimbal; y para el carddn interior usamos g;, de inner gimbal).

3En [35] el lector podra ver un video did4ctico acerca del funcionamiento de un giroscopio
explicado por un astronauta desde la Estacién Espacial Internacional.
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(en modo RW), agregando un grado de libertad extra con respecto a un CMG
. Ademas, el uso de un conjunto de VSCMGs tiene la capacidad de almacenar
energia y seguir un perfil de potencia deseado . Estas caracteristicas, ademas
de su capacidad de evasion de singularidades , hacen al VSCMG un dispositivo
que despierta especial interés desde la perspectiva de control .

Otra variante son los CMG con estructura de doble carddan (DGCMG, por las
siglas en inglés de double-gimbal control control moment gyroscope), que anaden
un grado de libertad al CMG convencional. Como el lector podra imaginar, tam-
bién es posible la combinacién DGVSCMG (CMG de doble carddn con velocidad
variable), que son capaces de entregar par de torsién de salida con tres grados de
libertad. Un DGVSCMG es capaz de entregar par de torsiéon a lo largo de tres
ejes, por lo que su uso puede sustituir a los arreglos de 3 0 4 CMG o VSCMG pre-
dominantes en la literatura, pues un solo DGVSCMG tiene menores dimensiones
de peso, volumen, consumo de energia y costo 30].

83

Figura 2.2: Ilustracion de un DGVSCMG vy el sistema coordenado del cardan.

En el presente capitulo son introducidas las ecuaciones de movimiento de un
vehiculo espacial en érbita cuya orientacién es conducida por un DGVSCMG,
como el de la Figura[2:2] montado mediante un acoplamiento rigido sobre el cuerpo
del vehiculo espacial.

El marco de referencia del cardén G, fijo al dispositivo DGVSCMG cuya base es
constituida por el conjunto de vectores unitarios {§} = {g1,8&2, 83}, estd alineado
con el sistema coordenado del cuerpo del satélite B, por lo que la matriz de rotacién
de G a B es una matriz identidad. La posicién angular de los cardanes exterior e
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interior son representados por 8, € [0,27] y &,, € [0,27], respectivamente, y la
posicién angular de la rueda estd representada por &,,.

Sean definidos, un sistema coordenado fijo a la estructura del cardédn exterior
(la estructura gris en la Figura [2.2) G, : {€,} = {&o1,802,803}, ¥ un sistema
coordenado fijo a la estructura del cardan interior (la estructura azul en la Figura
Gi : {8} = {81, 8i2,8i3}. A continuacién, son definidos los vectores:

9ig=[10 0], (2.21)
Yig, =0 10", (2.22)
Gog,=[0 0 1] ; (2.23)

cada uno de los cuales esté fijo al sistema coordenado de referencia que le corres-
ponde, segtin la estructura mecénica del DGVSCMG. Es decir, los vectores 3, §; v
Jo, vistos desde B, son paralelos a g1, g2 y &3, correspondientemente, solo cuando
8y, =0y 8y, = 0. De otra manera, estos vectores vistos desde B son expresados
mediante las matrices de rotacién que se definen a continuacién.

Las matrices de rotacién de G, a G y de G; a G, se construyen con rotaciones
bésicas, como

[cosd,, —sind, 0

Rg4, =Rs3(8,,) = |sind,, cosd,  Of , (2.24)
| O 0 1
[ cosdy, 0 sindy,

Ry, g =R2(8,,) = 0 1 0 ]. (2.25)
| —sindy, 0 cosdy,

Con las expresiones (2.24)) y (2.25|) es posible establecer las siguientes matrices de

rotacion a través de rotaciones compuestas:

Ryg, = RygRgg, = [I3x3| Rgg, = Ry,
cosdgy, cosdy, —sindy, —cosdy, sindy,
Ryg, = Ryg, Ry, g, = |sindgy, cosd,, cosdy,  sind,, sindg,
—sin o4, 0 cos Oy,
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Entonces, los vectores g,, g; v S en coordenadas de B estan dados por

cos(dg,) cos(dy,)
Bs=Ry, 95 = |sin(s, )cos(é%) ,
)

—sin(dy,
- 5111
/g\z :RbgiGigi = COS
0
go :Rbgogogo = |0
1

En congruencia con la definicién de los dngulos del cardan exterior, del cardan
interior y de la rueda giratoria, las velocidades angulares (que tedricamente co-
rresponden a la derivada de las posiciones angulares respectivamente) son repre-
sentadas por 690, 591 y S

Como ya se ha mencionado, ahora es evidente que cuando &4, y 8,4, son iguales
a cero, entonces los vectores 83, Bg; y B, son paralelos a los vectores g1, &2 y €3,
respectivamente. Resulta tamblen evidente que el eje de giro del cardan exterior g,
siempre es paralelo al vector g3, mientras que las partes restantes del DGVSCMG
son dependientes de los dngulos de los cardanes exterior e interior.

Ecuaciones de movimiento de un satélite-DGVSCMG

La ecuaciones de movimiento de un satélite conducido por un DGVSCMG
serdn presentadas a continuacién.

Las velocidades de rotacién de cada uno de los sistemas coordenados con res-
pecto al inmediato exterior correspondiente, estdan dadas por

Ws/ny =W,

=5 Yog
Weo/5 =0g, “Yo »
Wg, /g, :5gigi§7i )

Wwy/g, :Swgié .

A partir de estas definiciones, se pueden establecer las siguientes velocidades an-
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gulares compuestas:

on//\/‘ :on/B + (UB/N s
We;/n =Wg6;/g, T Weo/s + Wa/y

Ww/y =Ww/g, + Wg,;/g, + Wg,/5 + Wn/p -

El momento angular combinado del vehiculo espacial y el DGVSCMG con
respecto al centro de masa del vehiculo estd dado por

h=hy+h, +hy +h, . (2.26)

Seré tratado cada momento angular, y su respectiva derivada, a la vez.

El momento angular del cuerpo principal del satélite h; fue definido en (2.17))
como hy, = Mw, y su derivada calculada en (2.19) como hy, = M + S(w)Mw.

El momento angular del cardan exterior estd dado por
hy, = My, weo v = My, (w + 5570@0) ) (2:27)

donde Mg, es la matriz de inercia del carddn exterior. El célculo de la derivada
del momento angular se realiza mediante aplicaciones iterativas del teorema de
transporte (vea Apéndice [A.3]), y tiene como resultado

. Qod
hy, = It (Mgowgo//\f) + S(wgo/N)Mgowgo/N .

Note que el primer término en la ecuacién anterior se puede escribir como

God Yo .
r (Mg, woo/x) = Mg, —- (w + 5%90) :
Con una segunda aplicacién del teorema de transporte, se obtiene
God Bq .
el + S(wsg, )w = @+ S(w)dy,Jo , (2.28)
at (59090> = 04,00 + 5(84,90)0g,90 = 84,90 - (2.29)

Mediante (2.28)) y (2.29) la derivada del momento angular del carddn exterior es

by, = My, [@+ 8,40 + S(@)(3y,90)| + S(wery) My, worp - (230)
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Para el cardan interior el desarrollo es similar. El momento angular del del
cardan interior estd dado por

By, = My, @ey/n = My, (@ + 84,80 + 80,3 (2.31)

donde My, es la matriz de inercia del cardén interior. En un primer acercamiento,
la derivada de éste momento angular se escribe como

. gid
hg'i = dt (Mgiwgi/./\/) + S(wg'i/N)Mgiwgi/N :

Note que el primer término en la ecuacién anterior se puede escribir como
9id Gid .
dt (Mgiwgi/!\/) = M,, dat (w + 84,90 + 597:91‘) .

El teorema de transporte es utilizado para establecer las siguientes relaciones:

Gid Bgq
W = w + S(wsyg, )w
=w + S((’U)(égogo + égigi) ’ (232)
Gid /. . God . . .
r (59090) = 7 (89,90) + 5(ws.s5,)89, 96
= 6!Jug0 + S(éqogo)éfhgl ) (233)
E (691gl> - Sgigi + S(égigo)égigi = Sgigi . (234)

Con (2.32)), (2.33) y (2.34), la derivada del momento angular del cardan interior
es

h!]ri = M(]i |:(l) + S_t]ogo +6fhgl + S((,U)(Sgogo + Sg'igi)

+ 5(80,00)80,0:] + S(Wayn) My, Wy . (2:35)

Finalmente, el momento angular de la rueda estd dado por

hy, = My = M, (w + 8.0 + 8g,0i + Swg) , (2.36)
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donde M, es la matriz de inercia de la rueda giratoria. El célculo de la derivada
del momento angular es similar los desarrollos anteriores. Se tiene que

. Wy
Note que, en esta tltima ecuacién, el primer término se puede escribir como
¥ (MwwW/N) = My—— ((U + 590.@0 + 69191 + 6w§) .
dt dt
El teorema de transporte es utilizado para establecer las siguientes relaciones:

Wd B

Ew = aw +S((,UB/W)(,U s
=+ S(w)(8g,00 + 84, Gi + du8) (2.37)
Wq /. . God . . .
— (80,80) = = (8,80) + S(@ouy)3g, 0
= 84,90+ S(85,90) (85,51 + 8u3) (2.35)
Wda . Gid . .
dat (8g:9:) = E(égigi) +S(wgi/W)6.‘]igi )
Wd /. .. . . ..
— <5ws) = Bui + S(508)bus = Bus. (2.40)

Con (2.37)), (2.38)), (2.39) v (2.40), la derivada del momento angular de la rueda
giratoria es

hw = Mw [(,U + Sgogo +6g,gz + 6w§ + S(w)(sgogo + 6g7§z + 5w=§)

+5(84,90) (0.8 + 8u5) + S(85.5:)8.03]
+ S (Wwn ) MWy - (2.41)

Observacion. Note que, en las ecuaciones de cada momento angular h;, y sus
respectivas derivadas h;, todos los vectores atin deberan ser expresados en coor-
denadas de B, con ayuda de las correspondientes matrices de rotacién. Lo mismo

pasa con las matrices de inercia M;, que estan expresadas en coordenadas del
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marco de referencia del elemento correspondiente. La forma en que estas matrices
son expresadas en términos de B es [1]

B o
M,, = Rbgog Mg, Rg,p
B i
M!Jz’ = Rbgig Mgz‘Rgib s
M, = Riy, 9" My Ry, -

Sean definidas las derivadas modificadas de cada momento angular

h; £ 5h; - P M (2.42)
y las matrices de inercia combinadas [1]
M = M, +58M, +5M, +°M, , (2.43)
Mg, g0 = BMQD + BMgi +5M, (2.44)
My, =M, +5M, . (2.45)

La ecuacién de Euler establece que la derivada del momento angular es igual
al par aplicado. Es decir, h = 7.. Con (2.42)) y (2.43)) se tiene la ecuacién de

movimiento

Md = —S(w)Myw —h —h! —h, +1. .
Finalmente, con el par aplicado
T, =-h) —h) —h, (2.46)

y Te = T4 (donde T4 es un par de torsién de perturbaciones externas), la ecuacién
de movimiento de un satélite con un DGVSCMG es

Mw=-S(w)Myw + T, + T4 - (2.47)

El par desarrollado por el DGVSCMG y aplicado sobre el satélite, represen-
tado en la expresién ([2.46)), se calcula mediante la expresién y las matrices
de inercia combinada—. Agrupando términos, se obtiene la siguiente
ecuacién, en la cual se supone que todos los vectores estan escritos en coordenadas
de B:
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Ta = = Bgo { My,giw o} — 8gi{ My,w §i} — du{ Muw 8} = 89, { My, g0 S(w)3o
+8(w) My, g;w Go + S(Go) Mg, g;w W} — 6% { Mgy S(w)gs
+5(w) My, w §i + S(s) Mg, @} — 80 { My S(w)5 + S(w) My, 5
+5(8) Mw w} — 5gu5gl { Mg, w S(Go)gi + 5(go) Mg,w Gi
+5(31) Mg;w §o} — 89,00 { Muw S(80)3 + S(§o) Muw 8 + S(3) Muw go}
—591.5 { My S(gi)§+5(§i)M §+S(8) My i}
— 85, £5(G0) My,g,w G0} — 85, {S(:) My §:} — 81, {S(3) M 8} . (2.48)

Simplificaciéon del modelo

Tipicamente, la magnitud de la velocidad de la rueda giratoria &, de un
DGVSCMG en operaciéon es mucho mayor que las velocidades de los cardanes
Sgo y Sgi. Ademds, la inercia de los cardanes no es suficientemente grande para
llegar a dominar la inercia de la rueda. Estas suposiciones son razonables, segin
el principio de funcionamiento de un DGVSCMG, y cominmente usadas [2, |30,
40]. Si se toman como ciertas esas suposiciones, entonces, como es muy comun en
la préctica de la ingenieria, es posible simplificar las ecuaciones de movimiento de
un DGVSCMG |2, 30].

Sean considerados los valores de Sgﬂ y § g; mucho menores que Sw, y las matrices
de inercia My, y M, menores que M,, tales que el momento angular en cada
elemento del DGVSCMG puede escribirse como

gohgu :goMqow ) (2.49)
gihgi :gngq‘,w 9 (250)
Yih, =9 Myw + 6,9 M, %5 . (2.51)

La matriz 9 M,, = dlag{[mwn Myw22 Mywss)}. De la ecuacién , se tiene que
el dltimo término de se puede escribir como 6 9iM,%§ = 6 w119 5. Sea
definida la inercia de la rueda giratoria entorno a su eje de giro (que es también
la inercia en el eje del motor que dirige al carda exterior) J,, = my,11. Con ello,
el momento angular combinado se puede escribir como

h = (M, +5M,, +5My, +5M,) w+ J,5,°5 . (2.52)

Las matrices de inercia de cada elemento del DGVSCMG (M,,, M,, v M,),
en comparacién con la matriz de inercia del satélite (M;), son menore§®| Es por

4Una forma de comparar el tamafio de dos matrices es comparar sus normas. La norma p de
una matriz A (o norma inducida de una matriz) se calcula como [[Al|p = supy (|[Ax]]/][x[[p)-
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ello que también resulta razonable considerar
M = (My+5M,, +5M,, +5M,) ~ M, . (2.53)
Finalmente, con el momento angular total resulta
h ~ Myw + J,u5,55 . (2.54)

La ecuacién de Euler nos dice que la derivada del momento angular es igual
al par externo aplicado h = 7.. Mediante el teorema de transporte (ver Apéndice
, y usando T, = T4, donde T4 es un término que concentra los pares de torsién
de perturbaciones externas, la ecuaciéon de movimiento de un satélite dirigido por
un DGVSCMG se calcula como

My + S(w) (Myw + S8, %5) + (b5 + JubuP3) =7

Sea definido el par de torsién aplicado que entrega el DGVSCMG al satélite

To = —X1 (2.55)
donde
. . LT
n= {8, 85, Su] (2.56)
X = [C(85,80,,8u) D(8y,.8,,)] ; (2.57)

y las matrices C(8,, 84,,0w) ¥ D(dy,,04,;) son definidas como

—sin(8y, ) cos(dy,)  —cos(dy, ) sin(dy, )
C =Judy | cos(8y,)cos(dy)  —sin(S,, ) sin(8y,) (2.58)
0 —cos(dy,)
cos(dy, ) cos(dg,)
D =J, |sin(d,,) cos(dy,) | - (2.59)
- Sin(égi)

Finalmente, la ecuacién de movimiento de un satélite dirigido por un DGVSCMG
esta dada por
My = S(h)w + T4 + T4 - (2.60)

El vector de entrada de control al sistema satélite-DGVSCMG es atribuido a
7M. Ademss, de la definicién de C'y D se puede ver que, debido al término &, la
norma de cada vector columna de la matriz C' es mucho més grande que la norma
de D. Es por ello que es preferible generar el par de torsion requerido para una
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maniobra mediante cambios en el dngulo de los cardanes, en lugar de generarlo
mediante cambios en la velocidad de giro de la rueda [2].

Verificacion de la ecuacion de movimiento

A continuacion, se presenta un método para verificar que la simulacién de las
ecuaciones de movimiento funciona correctamente, que fue introducido en |1} |29)
y estd basado en el principio de trabajo y energia, el cual establece que el trabajo
resultante debido a la accién de todas las fuerzas que actiian sobre un cuerpo es
igual al cambio en la energia cinética que experimenta éste. Dicho método sera
aplicado, primero al modelo completo, cuya dinamica es descrita por la expresio-
nes y ; después éste serd aplicado sobre el modelo simplificado, cuya

dindmica es descrita por las expresiones ([2.55))-([2.60).

Con base en el principio de trabajo, la energia cinética de satélite rigido dirigido
por un DGVSCMG, tomando en consideracién el modelo completo (ecs. (2.47) y
(2.48))), estd dada por la expresién

1 1 1
T. = 50\)—Br//\/J\/[wa//\f + iw;—o/NMgowgo/N + §w;/NMgiwgi/N

1
+ 5wL/NMwwW/N . (2.61)

El cambio en la energia cinética, dado por la derivada de ésta y también llamado
trabajo, se escribe como

T, = wg/NTd + Sgougo + SQiugi + bt | (2.62)

donde u; representan al par de torsion resultante en la rueda w, el cardan interior
)
g; 'y el cardan exterior g0, calculados como

Rgib (Bhw) —Gi | ~ ,
Ry,p (Bhy, + B ) =% |ug,

Ry (Bhgo +Bh,, + Bhw) =9 |~
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Se puede revisar si una simulacién del movimiento del satélite-DGVSCMG
funciona correctamente al comparar la derivada numérica de la expresién analitica
de la energia cinética con la expresion analitica de esta misma derivada,
escrita en . Para llevar a cabo esta prueba de verificacién, sea considerado
un satélite agil cuya matriz de inercia es

10.5 0.22 047
My = 1022 125 0.36]| ,
0.47 036 13.6

Otros parametros y condiciones iniciales necesarios para la configuracion de la
simulacién se concentran en la Tabla [2.1] La inercia del satélite y la inercia de
la rueda giratoria, asi como la velocidad inicial de ésta tltima, fueron tomadas
de la simulacién numérica del movimiento de un satélite agil reportada en [2].
Los parametros de inercia de la estructura de doble cardan fueron elegidos, en
congruencia con la literatura, con magnitudes alrededor de diez veces menores
que las asociadas a la inercia de la rueda giratoria.

Parametro /

Condicién inicial Valor Unidades
Yo M,,, 9 My, diag {[0.001 0.001 0.001]} kg -m?
9i M, diag {[0.016 0.016 0.016]} kg -m?
o(to) 04 —03 02]"

w(to) [<0.1 —0.05 0.2]" rad/
6g0 (to), 59i (to) 0 rad
8, (to) 0.01 rad/
8, (to) —0.05 rad/

S (to) 73 rad/

Tabla 2.1: Pardametros para simulacién de verificacion de ecuaciones de movimiento
de un satélite-DGVSCMG

La simulacién numérica fue implementada en el entorno MATLAB®) con el
método de paso variable ode45 (Dormand-Prince) y tolerancia relativa de le-5.
Las condiciones iniciales de orientacién y velocidad angular reportadas fueron to-
madas de [1], donde se llevé a cabo una prueba de verificacién de las ecuaciones
de movimiento de un satélite-DGVSCMG. Los pares de torsién externos y de
perturbacién, representados por T4, fueron considerados cero durante la simula-
cién. Ademads, fueron incluidos en la simulacién tres servomotores que conducen
al DGVSCMG, para los cuales se usé una ley de control especificando aceleraciéon
cero para la estructura de cardan y la rueda.

El movimiento del satélite agil, el par de torsién de cada motor y el cambio en
la energfa son presentados en la Figura[2.3] En ella, el grifico de la derivada de la
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energia cinética muestra la comparacién entre la derivada numérica de la ecuacién
y la expresiéon analitica . Aunque se espera una ligera discrepancia
entre ambas graficas debidas al error numérico, se concluye que ambos gréficos
mayormente coinciden, lo que implica que se puede confiar en que esta simulacién
funciona en congruencia con el principio de trabajo y energia.

Orientacién del satélite (MRP) Velocidad angular del satélite

‘—0'1 —02 03‘ ‘—wl — (g wg"

Nslak YO0

80 100 0 20 40 60 80 100

b Lo - v ow s oo oo

Torques de motor Derivadade T_

03 10 210°

T —T—

" BVA Y/

-0.1

= Derivada numérica |
— = Derivada analitica ||

u [Nm]

d
@t

-0.2

+(1e) [W]

-0.3

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 2.3: Simulacién del movimiento de un satélite conducido por un
DGVSCMG con modelo completo.

Por su parte, el modelo simplificado de un satélite-DGVSCMG (ecs. (2.55))-
(2.60))) fue examinado bajo la misma lupa que el modelo completo, en cuyo caso
el principio de trabajo dicta que la energia cinética esta dada por la expresion

1 1 ..
T.= inMbw + §Jw6;6w . (2.63)

Con ello, la expresién analitica del cambio en la energia cinética es

T.= wBT/NTd + 8., 4 84,1y, + duthay (2.64)
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donde u; representa al par de torsién resultante en la rueda w, el cardéan interior
g; v el cardan exterior gy respectivamente, lo cuales son calculados como

uw ~ ~
Rgib (Bhw) =9 | ~ , Rgob (Bhw) =Y Ug; | Rgb (Bhw) —9 | ~ :

Ug,

con Bhy = Ju0,58 4 Ju 0,58 + JuduS(w)Ps y Bs= 5805y, + %%

La simulacién numérica de esta prueba también fue configurada con el método
numeérico, los parametros y las condiciones iniciales que fueron enunciadas arriba,
y los resultados son reportados en la Figura[2:4] Del grafico de comparacién entre
la derivada numérica y la derivada analitica, se confirma que la simulacién es
congruente con el principio de trabajo.

. Orientacién del satélite (MRP) Velocidad angular del satélite
5 ‘—0’1 —T —0'3‘ 04 ‘—wl — () ()3
4 0.3
3 g 02
2
b , g 0.1
0 3 0
1 0.1
2 0.2
730 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Torques de motor Derivada de T,
0.3 0.025
02 ‘—ugo — g, —uu‘ 0.02 — Derivada numérica
— = Derivada analitica
04 . 0.015
g VAN 2 oo
0 —
E. $ 0.005
3 o1 =,
02 -0.005
-0.3 -0.01
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 2.4: Simulacién del movimiento de un satélite conducido por un
DGVSCMG con modelo simplificado.

Ambos modelos, el completo y el simplificado, tienen un desempeno similar.
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Esto es ilustrado en la Figura[2.5] donde es evidente la similitud entre el desempero
de ambos modelos en términos de la orientacion, la velocidad angular y el par
en los motores. No obstante, era de esperar que gracias a la simplificacién que se
considerd, existan diferencias en el desempeno del sistema. Una de ellas es evidente
en el gréafico que muestra la evolucién de la derivada numérica de la energia en
el sistema en la Figura el cual muestra la diferencia entre la evolucién del
trabajo en el modelo completo y en el modelo simplificado.

Orientacion del satélite (MRP) Velocidad angular del satélite
6
st [—01 — 03 — 05 = = Omod. comp| 4] [—wy —w; — W5 = = Wmod. comp.| |
4
3 2
2 B
S &
1 -
0 3
1 .
2 -
3
0 20 40 60 80 100
Torques de motor Derivada numérica de Tc
0.4 0.025
03 \—ug“ = Uy =——Uy = = Umod. comp,\ 0.02 —=-=—Modelo completo ||
m ——Modelo simplificado
0.2 0.015 1
. 4
s VAN | '
g
Z. o A - ]
s -0.1
-0.2
-0.3

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
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Figura 2.5: Simulacién del movimiento de un satélite conducido por un
DGVSCMG con modelo simplificado: graficos comparativos del desempeno del
modelo completo y del modelo simplificado.

Singularidades de un DGVSCMG

Un tema recurrente cuando se usan MEDs para el control de orientaciéon de
un satélite son las singularidades que presentan estos en su espacio de trabajo.
Hasta ahora, no existe un arreglo o configuracion de MEDs sin singularidad, ain
cuando existe redundancia en los arreglos. Sin embargo, si que existen configu-
raciones que favorecen la evasién de las condiciones singulares, asi como técnicas
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que permiten evitarlas |20, [21} [36] 38]. En este sentido, el uso de un DGVSCMG
puede resultar ventajoso, pues es un dispositivo que, dados sus grados de libertad,
permite la evasién de condiciones singulares. En [2] se ha introducido el andlisis
de las singularidades presentes en un DGVSCMG, segun la simplificacién de las
ecuaciones de movimiento que se ha considerado.

Un DGVSCMG, segun la simplificacién considerada arriba, opera bajo con-
diciones regulares siempre que rank(C) = 2, y presenta condiciones singulares
cuando C pierde rango, lo que ocurre cuando el dngulo del cardan interior &4, es
igual a 7/2 o 3m/2. Es decir, si 84, = 7/2 0 8,4, = 37/2, entonces las matrices C' 'y D
son escritas como

[0 —cos(8y,) 0
C=Jubw |0 —sin(s,,)|, D=J,|0], (2.65)
0 0 1

y ocurre que rank(C') < 2. Sean denotados los vectores columna de la matriz C
como C;, para i = 1,2. Entonces C;'D = 0, para i = 1,2. Note que, cuando
un DGVSCMG se encuentra en una condicién singular, éste pierde un grado de
libertad, pues s es paralelo a g,, y los cambios en el angulo de del cardan exterior
d4, no producen par de torsién de control en absoluto.

2.3. Motor sincrono de imanes permanentes.

La entrada de control del satélite-DGVSCMG ha sido asignada al vector n,
definido en . Considere que la direccion del DGVSCMG esta a cargo de
un conjunto de tres motores sincronos de imanes permanentes (PMSM, por las
siglas en ingles de permanent magnet synchronous motor), los cuales se encargan
de generar las velocidades Sgn y 59“ y la aceleracién 511;, necesarias para dirigir
al DGVSCMG al desempeno requerido para la conduccién del satélite. En esta
seccién seran brevemente revisadas las caracteristicas de un PMSM y las ventajas
que su uso representa. También serd presentado de manera resumida el modelo
matematico que describe los estados del sistema electromecanico que constituye
al PMSM.

El desarrollo de nuevos materiales que se magnetizan permanentemente ha
traido consigo el surgimiento de méquinas eléctricas que aprovechan sus carac-
teristicas electromagnéticas. En un motor de corriente directa bobinado conven-
cional es posible controlar el flujo magnético por polo, pues este depende de la
corriente que pasa por el devanado de campo. Por el contrario, el flujo magnético
en un motor con imanes permanentes es practicamente constante, debido a la alta
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densidad de flujo residual (retentividad) y la alta coercitividad magnéticaﬂ de ma-
teriales como el samario-cobalto y el neodimio-hierro-boroﬂ [42]. Ademads, para una
misma potencia de salida en el motor, uno con imanes permanentes tiene mayor
eficiencia y requiere menos material que un motor de corriente directa bobinado
de los mismas valores nominales [43].

Ademas de las mencionadas arriba, otras caracteristicas de los motores con
imanes permanentes son su alta densidad de potencia y su alta relacion par-inercia
[18]. Son todas estas caracteristicas, con especial mencién de la alta eficiencia, la al-
ta densidad de potencia, y consecuentemente su tamaro pequeno (en comparacién
con el motor DC devanado), los PMSMs han ganado popularidad en aplicaciones
de robots rigidos [42] y vehiculos no tripulados, como drones o aeronaves; todas
ellas, aplicaciones donde los motores estan integrados en la carga mecénica, por
los que sus dimensiones de masa y volumen cobran mayor relevancia.

Modelo matematico de un PMSM

El modelo de un PMSM es introducido en [44], aunque su obtencién y las
suposiciones que se hacen sobre el sistema se pueden revisar méds a detalle en [3]
v las referencias que ahi aparecen.

La dindmica de un PMSM puede ser descrita en un marco de referencia (a, b)
fijo al estator por el modelo de cuarto orden

0=, i=1,23, (2.66)
JQ =k, [~ 1, sin(p8) + I cos(p0)] + 21 , (2.67)
Ll, = — RI, + kyn,Qsin(p8) + u, , (2.68)
LI, = — RI, — k,,Q cos(pB) + up ; ( )

donde 0 y Q denotan la posicién y la velocidad del rotor del PMSM; i, =
[Lias Iin) T ¥ Wap = [tia,uip] | denotan a la corriente y la tensién en el estator,
correspondientemente. La tension en el estator es la entrada de control del PMSM.
Los parametros del modelo son: el niimero de pares de polos p, la inercia en el
rotor J, la resistencia y la inductancia en los devanados del estator, Ry L, y la
constante de torque del motor k,,. El término z; representa una vibracién depen-
diente de la posicién, ocasionada por excentricidad debida a imperfecciones en la
fabricacion y desequilibrio en la carga del rotor.

5De magnetic coercivity, que se refiere a una medida de la capacidad de un material ferro-
magnético para soportar un campo magnético externo sin desmagnetizarse [41].

6El neodimio y el samario son dos de los 17 elementos quimicos que se conocen como ”tierras
raras”. Asi, a los imanes con aleaciones compuestas por estos elementos se les conoce como
imanes de tierras raras.
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La transformacién de Park, introducida en [45], y muy usada [3] [46| |47], es
una transformacién de vectores expresados en el marco de referencia fijo al estator
(a,b), a vectores expresados en un marco de referencia (d, ¢) sincronizado con el
estator, que se escribe como

cos(pB)  sin(pod)

P(0) = —sin(pO) cos(pd)

(2.70)

Es decir,

udq == P(G)uab
igg = P(0)ia -
Mediante la transformacion de Park es posible expresar las ecuaciones dinami-

cas de un PMSM en el marco (d,q), con lo que las ecuaciones (2.66))-(2.69)) se

convierten en

0 =0 (2.71)
JQU =k, + 2 (2.72)
Ll = — RIg+ LpQlI, + ug (2.73)
Li, = — RI, — LpQl; — kyQ + uy, . (2.74)

Observacién. El modelo en coordenadas (d, q) — resulta més apropiado
para el disefio de una ley de control basada en modelo. Aunque, una vez disefiada,
la ley de control resultante estd en coordenadas (d, ¢), por lo que ésta deberd ser
transformada a coordenadas (a,b) para su implementacién sobre el PMSM; es
decir, dado que P~1(0;) = PT(0;), se debe hacer la transformacién

Uy = ’P(G)Tudq .

El modelo aqui presentado ha sido validado, y controladores han sido propues-
tos. Por un lado, se sabe que un control PI es suficiente para resolver el problema
de seguimiento asintético de velocidad de un PMSM |[4] |44], con resultados de
estabilidad global para el sistema en lazo cerrado [47, 48]. Aunque, también se
han desarrollado controladores no lineales basados en modelo, como en [3], donde
se presenta el desarrollo de un control adaptable basado en linealizaciéon por re-
alimentacién. Otro ejemplo mas reciente es el disefio de control no lineal basado
en observador desarrollado para este modelo en [46], y su correspondiente expe-
rimento en [49]. La principal contribucién de estos 1ltimos trabajos se encuentra
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en el diseno del esquema de control, en el cual se asumié que solo las corrientes
y las tensiones en el estator estan disponibles para ser medidas y realimentadas.
Con base en ello y usando la técnica de control adaptable para lidiar con la in-
certidumbre en la carga del motor, se propuso un observador de la velocidad del
motor. Se presenta la prueba que garantiza el seguimiento asintético de velocidad.

2.4. Perturbaciones y vibraciones.

En su mayoria, los resultados de control de orientacién de vehiculos espacia-
les han sido desarrollados bajo condiciones ideales de operacién. Sin embargo, en
la préactica hay diversos factores que pueden mermar el desempeno del sistema.
En particular, entre estos factores existen dos principales, que son el tema de es-
te capitulo: torques externos que afectan a los satélites en orbita, y vibraciones
generadas por estructuras mecédnicas abordo. A los primeros los llamaremos per-
turbaciones externas, o exégenas. Mientras que, las vibraciones mecénicas abordo
también son conocidas como perturbaciones endégenas.

Perturbaciones externas

La frontera que separa la atmdsfera terrestre del espacio exterior no esta cla-
ramente definida, pues la densidad de la atmésfera se desvanece suavemente en
el espacio. Los estudios del funcionamiento de aeronaves dieron lugar a la cons-
truccién de una definicién utilitaria de la demarcacién entre la atmosfera de la
Tierra y el espacio exterior conocida como linea de K cirma’nﬂ cuya altitud fue es-
tablecida a partir de los calculos de Theodore von Karman a 100 kilémetros sobre
el nivel del mar. La Federacién Aerondutica Internacional (en francés, Fédération
Aéronautique Internationale, FAI) acepta esta definicién como un estandar [50].

Los satélites cuya orbita tiene una altitud de 150-2,000 kilémetros sobre la
superficie de la tierra y angulo de inclinacién pequeno con respecto al plano ecua-
torial son considerados satélites de 6rbita baja, lo cual guarda congruencia con
la definicion de la linea de Kdrmdn ya que las 6rbitas mas bajas que ésta no son
estables debido al rozamiento atmosférico. Otro tipo de érbitas terrestres son las
llamadas drbitas polares, con angulos de inclinacién cercanos a los 90 grados que
pasan por los polos de la Tierra; una més es la orbita geoestacionaria, una érbita
circular a 35, 786 kilémetros de distancia de la superficie terrestre, alineada con el

7 Linea de Kdrmdn es como se denota al limite entre la atmésfera y el espacio exterior. Esta,
definicién ha sido fundamental para la construccién de una demarcacién entre la aerondutica y la
astrondutica, asi como para establecer las diferencias entre una aeronave y un vehiculo espacial.
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plano ecuatorial y orbitando en el sentido de rotacién de la Tierraﬂ

Los satélites en oOrbita estdn sometidos a perturbaciones en todo momento.
El gradiente de gravedad, la radiacion ambiental, la resistencia aerodindmica y
la influencia del campo magnético, son algunas de las fuentes identificadas de
estas perturbaciones dominantes. El grafico de la Figura[2.6| muestra un diagrama
comparativo de las magnitudes de los diferentes pares que tipicamente afectan a
los satélites en distintas altitudes. El anédlisis que dio origen a dicho grafico fue
reportado en [28], y debe ser tratado como un ejemplo, pues las magnitudes de
estos pares suelen depender fuertemente de la 6rbita designada y del diseno de
cada satélite. Este fue un estudio realizado para un satélite en forma de cilindro
con 5 ft de didmetro y 30 ft de altura, cuya orbita es circular y toma valores en
altitudes dentro del rango de 100 a 100,000 kilémetros.

Para las perturbaciones consideradas en este trabajo se supuso que se cuenta
con un satélite agil en érbita con altitud de 1000 kilémetros. A dicha altitud las
perturbaciones debidas al gradiente de gravedad, la radiacién ambiental, la resis-
tencia aerodindmica y la influencia del campo magnético tienen influencia signifi-
cativa; sin embargo, las perturbaciones dominantes provienen del par de gradiente
de gravedad, con magnitudes alrededor de 10~2 [N-m]. Aunque se puede establecer
una cota superior para la magnitud de las perturbaciones ambientales, estas no
deben ser ignoradas desde el enfoque de control, pues la precisién en la orientacién
requerida en los instrumentos espaciales asi lo exige.

Las perturbaciones ambientales suelen ser acotadas y de magnitudes relativa-
mente pequenas [28]. Aunque, tampoco pueden ser ignoradas desde el punto de
vista de control, pues la precisién en la orientacién requerida en los instrumentos
espaciales asi lo exigen.

Vibraciones

Las perturbaciones enddgenas, por el contrario de las anteriores, estan estre-
chamente relacionadas con la estructura del vehiculo, en particular con partes
internas con movimientos no uniformes, radiacién emitida abordo y masa expul-
sada.

Por su estructura y principio de funcionamiento, y en congruencia con el prin-
cipio de conservacién del momento angular, las perturbaciones endégenas en un
satélite cuya orientacion es conducida por un MED se deben al movimiento no

8La drbita geoestacionaria estd definida de tal manera que un objeto en dicha érbita visto
desde la superficie de la Tierra, parece inmévil en la béveda celeste. A dicho objeto se le denomina
satélite geosincrono.
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Figura 2.6: Diagrama comparativo de los distintos pares que afectan un satélite
vs. la altitud, tomado de [9).
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uniforme de la partes rotatorias del MED, comtunmente ocasionado por excen-
tricidad debida a imperfecciones en la fabricacién y desequilibrio en la carga del
rotor de cada parte rotatoria 12| (15| [31].

Compensacion de perturbaciones

Algunas de las soluciones al problema de rechazo de perturbaciones externas
usan un modelo interno, el cual caracteriza las perturbaciones mediante una com-
binacién de funciones sinusoides [13}27]. Por otro lado, en [14] no se usa un modelo
interno, en su lugar es propuesto un esquema de control inverso 6ptimo adaptable,
el cual resuelve el problema de seguimiento asintético de orientaciéon con recha-
zo de perturbaciones de energia acotada; aunque, cuando las perturbaciones son
de energia no acotada, con este esquema se logra el seguimiento asintético de
orientacién con atenuacién de las perturbaciones.

En este trabajo las perturbaciones externas son consideradas desconocidas de
magnitud acotada (con cota conocida), y serdn tomadas en cuenta durante el
diseno de un esquema de control que, en lazo cerrado con el sistema, logra la esta-
bilidad practica de las soluciones. Para ello, sera usado el concepto de acotamiento
final y la teoria de sistemas no-auténomos con perturbaciones no desvanecientes,
reportados en los capitulos 4 y 9 de [51], respectivamente.

Por su parte, para tratar las perturbaciones endégenas que ocasionan vibra-
ciones existen diferentes técnicas. Una forma de lidiar con ellas es disipar las
vibraciones mediante elementos pasivos amortiguadores; otra es mediante el uso
de elementos activos (actuadores externos) para aislar la vibracién; una tercera
forma, que combina lo mejor de las dos anteriores, es el uso de técnicas de aisla-
miento hibrido pasivo-activo [15]. Desde la perspectiva de control, una alternativa
mas es atenuar, o cancelar, las vibraciones mediante un diseno de control. En este
sentido, se han desarrollado esquemas de control con compensacion de vibracién
que, de manera similar a las perturbaciones externas, estian basados en un mo-
delo interno que representa a la vibracién [13]. En el enfoque basado en modelo
interno es comtn considerar la vibracién como una funcién (o una combinacién
de funciones) periddicas dependiente del tiempo (12} 13| [27], de la forma

2(t) = Acos (Wt + @) , (2.75)

donde A es la amplitud, VP es la frecuencia angular y ® es el 4ngulo de fase. Sin em-
bargo, como ha sido sugerido en [17], las vibraciones producidas por excentricidad
o desequilibrios debidos a imperfecciones mecanicas pueden ser mejor descritas por
una funcion periédica que depende de la posicién del rotor, en lugar de depender
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del tiempo. La vibracién, esta vez en funcién de la posicion del rotor es
z(t) = Acos (YO + @) , (2.76)

donde 0 es la posicién angular del rotor. La prueba de estabilidad y los resultados
experimentales reportados en [31] soportan la hipé6tesis de que es posible construir
un modelo interno que se ajusta bien a la forma de las vibraciones, logrando el
rechazo de los efectos causados por la excentricidad y el seguimiento asintotico de
la velocidad deseada en el motor.

En comparacién con el enfoque que hace uso de funciones periédicas dependien-
tes del tiempo, el rechazo de vibraciéon mediante el modelo interno dependiente de
la posicién se ajusta mejor a los datos experimentales del fenémeno. Més ain, las
vibraciones internas son la principal causa de perturbaciones de satélites en érbita
112, [15], por lo que reducir las vibraciones mediante el disefio de una esquema de
control es una forma plausible de mejorar el desempeno del sistema. Es por ello
que, la adopcién de este enfoque dentro de una propuesta de control de velocidad
con compensacion de vibraciones para los motores que dirigen al DGVSCMG, pre-
sumiblemente, permite controlar la velocidad de cada motor y atender el problema
de las vibraciones originadas a nivel mecédnico, por excentricidad e imperfecciones,
con una accion de control eléctrico.






Capitulo 3

Control de orientacion de un
satélite

El control de orientacién para un vehiculo espacial es un problema parcial
enmarcado dentro del problema general que trata esta tesis. El presente capitulo
da cuenta de una nueva propuesta de diseno de control que resuelve el problema
de seguimiento de orientacién de un satélite sometido a perturbaciones externas.

Entre los problemas que han emergido dentro del paradigma cibernético, el
del control de orientacién de un cuerpo rigido es uno de los principales, pues su
dominio de aplicaciéon es amplio, dentro del cual podemos agrupar el control de
maniobras de aeronaves, vehiculo espaciales, submarinos, drones, robots manipu-
ladores, entre otros.

Las leyes de control PD (proporcional - derivativa) y PD+ (proporcional-
derivativa mds términos de precompensacién), populares en el control de robots
manipuladores por la simpleza en su estructura, han sido extensamente estudia-
das a lo largo de las décadas pasadas, mostrando proveer estabilidad uniforme
asintGtica del origen del sistema en lazo cerrado |7, |25, 26]. Mds atin, en [8] ha si-
do probado que el control PD+, de hecho, provee estabilidad uniforme exponencial
al origen del sistema en lazo cerrado.

En este trabajo se conserva parcialmente la estructura PD+, salvo una mo-
dificacion, con la cual se busca aclarar el diseno del controlador y simplificar la
prueba de estabilidad uniforme exponencial para el origen del sistema en lazo
cerrado. Cuando son consideradas perturbaciones acotadas, con cota conocida,
se puede probar que el sistema en lazo cerrado es uniformemente practicamente
asintéticamente estable.

41
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3.1. Control de seguimiento.

Sean considerados: un satélite, con ecuacién cinemadtica en términos de MRP

(2.15) y ecuacién dindmica (2.20) con T, = T,, donde T, es un par de control
aplicado sobre el satélite, es decir,

o = %G(G)w , (3.1)
Mb(i) = S(Mbw)w + Tq (32)

la matriz de rotacién Ry = R(04), que describe la orientacién de un sistema
coordenado D con respecto al marco de referencia inercial A/, con un vector de
MRP deseado 0,4 continuamente diferenciable; y la velocidad angular wg(t) € R3
continuamente diferenciable, que representa la velocidad de D relativa a N en
coordenadas de D.

La cinematica de un hipotético satélite cuya orientacién y velocidad son las
deseadas estd dada por la ecuacién Ry = RgS(wg), Ra(to) € SO(3), que en
términos de MRP se escribe como

. 1
Oq = iG(Gd)wd . (33)
Sean definidos el error de orientacién y el error de velocidad angular (ver
Apéndice [A.5)
Re = Re(oe) = R(Gd)TR(G)v
We = W — Wy s donde Wy = szd .
Como se establece en el Apéndice la dinamica del error de orientacion

esta dada por . _
R.=R.S(w.) & R =-S(w.)R],

que, en correspondencia con la teoria, se puede reescribir en términos de MRP
como

O = %G(Ge)we . (3.4)

Observacion. El error de orientacion se puede reescribir en términos de MRP
usando las expresiones de rotaciones sucesivas del Apéndice como

(1= llol*)oa + (1 —[|oal[*)o = 25(0a)o

o, =
‘ 1+ [[o]*[loal* = 20T 04

(3.5)
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Observacion. La matriz R.(0.) € SO(3) es una transformacién del marco de
referencia del cuerpo del satélite B al sistema coordenado deseado D. Note que,
segiin las ecuaciones y (3.5), si 0 = 04 implica 0. = 0, que a su vez implica
Re(O) = I3><3~

Observacion. Con Wy es denotada la velocidad angular del sistema coordenado D
relativa a NV, pero en coordenadas de B. La derivada temporal de Wy es calculada
como

Wy ZRJ Wy + R;rd)d )
= — S(we)wd + R;r(i)d R

= — S(w)wd + R;r(i)d . (3.6)

Considere el problema de hallar una ley de control T, que, en lazo cerrado con
el sistema (3.1)-(3.2)), logre 0. —+ 0 y w, — 0 uniformemente asintéticamente.
Para cumplir con tal propédsito, considere la ley de control PD+ modificada

1
To = My, — S(M,w)w, — B (1+06Tcre) o, — K.s, (3.7)

donde K. es una matriz simétrica positiva definida, w,. es la variable compuesta
definida como
W, =Wg — 2.0, Ac>0, (3.8)

cuya derivada temporal estd dada por
@, = R} dg + [S(@g) — \G(0.)] we ; (3.9)
y 8 = w — w, es el error compuesto.

Lema 3.1.1. Considere el sistema (3.1)-(3.2). La ley de control (3.7) en lazo

cerrado con el sistema hace que 0. — 0 y w. — 0 uniformemente exponencial-
mente.

Prueba: Con (3.8), la dindmica del error de orientacién (3.4]) se puede reescribir
como

-
1+ o0, 0,

1
G, = §G(O'E)S — Ae 5 O .

(3.10)
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Por otro lado, la dindmica del error compuesto s se calcula como § = W — W,
que en conjunto con las expresiones (3.2) y (3.9)), dan lugar a la ecuacién dindmica

Mys =My — My, , ,
=S(Myw)w + 1, — Mpw,
=S(Myw)s + S(Mpw)w, + T, — MW, ;

el cual, en lazo cerrado con la ley de control , resulta

1
My$ = S(Myw)s — 5 (1+00.)0c — Kcs . (3.11)

Sea la funcién candidata de Lyapunov

1
Vi(s,0.) = 0] 0, + 5sTM,,s >0. (3.12)
Dado que la matriz de inercia es simétrica positiva definida, por el Lema 4.3 en
[51], se sabe que
a([[xl) < Vix) < as([[xl]) , (3.13)

T .
., s8]y las funciones clase K

conx = [0/, s

1
o, (Ixll) =lloel* + 5 Amin(Mp)ls]I*

_ 1
As(llxll) =[0I + 3 Amaoc M) 8117

donde Apin(Mp) ¥ Amax(Mp), denotan los valores propios minimo y méximo,
respectivamente, de la matriz M. La derivada de V(x) a lo largo x se calcula

como V, = 20/ 6.+s" Mys. Con (3.10) y (3.11)), y haciendo uso de las propiedades
A4

de la matriz G(-) alistadas en el Apéndice |A.4] esta derivada se puede reescribir
como

Vi=0. [G(oe)s — A\ (1 + 0] 0c) oc] +8T [S(Myw)s — G(oe)oe — Kes]. (3.14)

La matriz S(-) es anti-simétrica de acuerdo con sus propiedades, alistadas en el
Apéndice pues satisface ST(-) = —S(-); esto implica s’ S(Mpw)s = 0 .
Ademés, note que o, G(o.)s = s' G(0.)0.. Entonces, la ecuacién (3.14) toma la
forma

= AL+ loe|P)[oe][* = sT Kes (3.15)

—as (X)),

Vi

IA
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con
as([x]) = Aclloe]* + Amin (K Is]*

donde Ay (K.) denota al menor entre los valores propios de la matriz K..

Como consecuencia del Teorema 4.10 en [51], la existencia de las funciones de
acotamiento de clase K o, @5 v o implican estabilidad uniforme exponencial del
origen del sistema que describe la dindmica del error, compuesto por las ecuaciones
y ; es decir, 0. — 0 s — 0 uniformemente exponencialmente.

Ademds, s — 0 exponencialmente implica w — (Wg — 2A.0.) exponencial-
mente. Dado que 0. — 0, entonces w — Wy exponencialmente; es decir, w, — 0
uniformemente exponencialmente. Mas aiin, como R;r — I3x3 cuando t — oo,
w — Wy asintéticamente exponencialmente. O

3.2. Control de seguimiento robusto.

En la seccién anterior se establece una ley de control de par que resuelve el
problema de seguimiento de orientaciéon para un vehiculo espacial en condiciones
ideales. Sin embargo, los satélites en érbita suelen estar sometidos a perturbacio-
nes, de las cuales se conocen magnitudes promedio |28]. Por eso resulta practico
considerar estas perturbaciones de magnitud acotada para su tratamiento. En la
presente seccion se extiende el resultado del Lema [3.1.1]| para sistemas con pertur-
baciones externas de magnitud acotada con cota conocida.

Considere el sistema , con T, = T, + T4, donde T, es el par de
control aplicado sobre el satélite, y T4 es un par de perturbacion externa cuya
norma satisface la cota superior ||t4|| < T4, escrito como

o = %G(G)w (3.16)
My = S(Myw)w + T + T4 - (3.17)

Para cumplir con el propdsito actual, se mantiene la estructura de tipo PD+ de
la ley de control en la seccion anterior, donde se usan la variable combinada
w, y su derivada, y el error combinado s. Aunque, a diferencia del caso ideal, se
agrega un término para compensar las perturbaciones t4. La ley de control que se
usa es

1
T = My, — S(M,w)w, — 3 (1+0l0.) 0 — Kes+1e, (3.18)
donde T, estd dada por

ﬁs

——=——  paraalgin 0<e<1. 3.19
Tallsl + < : (3.19)

T =
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Corolario 3.2.1. Considere el sistema -. La ley de control -
hace que las trayectorias del sistema en lazo cerrado sean uniformemen-
te prdacticamente asintdticamente estables. Especificamente, para cualquier con-
dicién inicial (o.(to),s(to)) € R3 x R3, se satisface que todas las variables son
acotadas y ( «(t),s(t)) — By, umformemente asintdticamente; donde Bs, =
{x=1[o x| < 65}, donde 62 = = s T Y Amin(Kc) denota al
menor entre los valores propios de K..

Prueba: La dindmica del error de orientacién estd dada por la ecuacién (3.10)).
Mientras que, la dindmica del error compuesto es

Mys = S(Myw)s + S(Mpw)w, + T4 + Ta — My,
que con la ley (3.18)), se escribe como
1
Mys = S(Myw)s — 3 (1 + GZGC) Oc — KesS+ 1T+ Te - (3.20)

Tome a funcién de Lyapunov para el sistema sin perturbaciones (3.12)), a saber,
Vi=o0l0.+ sTMbs > (0. Con las ecuaciones (3.10) y (3.20) la derlvada de Vy a
lo largo de (0‘3, s) se escribe como

Ve = (14 [[oe]P)lloel —s Kes +5 tq+5 1. (3.21)
=2 2
Talls|
<_)\c 0—62_)\m1'an 52_,d7+ STTd .
< Aol = Ao () s~ B o s

La desigualdad de Holder establece que, para cualesquiera dos vectores x,y € R”
se satisface |x"y| < [|x|,[[¥lg, con p,q € (1,00) tales que % + % = 1. Entonces,
con p=q =2 la desigualdad de Holder implica

y 2 2 T?i”SHZ
Ve < = Aclloe]l” = Amin (Ko)|s[|” — ZlsT+e F [Is[HlTall
< =l = il - 2 ey
L e o
Note que f” HHJHFE < 1. Entonces, se tiene que

V. < “Aelloe? = Amin (Ke)[Is]|* + < .
Que se puede reescribir como

Vs < _)‘C||Ge||2 - /\mfn(KC)||SH2 ’ v HX” > (55 )
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T

e’
[51] (ver Apéndice , el cual constituye una herramienta de analisis de la estabi-
lidad de sistemas con perturbaciones no desvanecientes, las trayectorias del sistema
conformado por la dindmica del error de orientacién y la dindmica del error
compuesto son uniformemente finalmente acotadas, con convergencia expo-

1/2
con x = [(7 ST]T y 05 = (m) . De acuerdo con el Lema 9.2 en

. . T
nencial a la bola de acotamiento final Bs, = {X =lol, sT] x| < 53}, pues
siempre el sistema sin perturbaciones es uniformemente exponencialmente estable.

O

3.3. Simulaciones.

Se llevaron a cabo simulaciones numéricas de la orientaciéon de un satélite dgil
en lazo cerrado con la ley de control PD+ modificada recién presentada lineas
arriba, esto con la intencién de verificar que la ley de control resuelve el problema
de seguimiento de orientacion. Las simulaciones se realizaron con la herramienta de
software MATLAB®), con el método numérico ode4 (Runge-Kutta) con paso fijo
de 1073. Los resultados son comparados con el control PD+ cldsico. Ademds, con
la finalidad de ilustrar el caso de un satélite sometido a perturbaciones, se realizé
la simulacién con la ley de control robusta correspondiente. A continuacién se
presentan los resultados de dichas simulaciones.

Pardmetro/
Condicién inicial Valor Unidades
Ao 1
K. 10 Isxs
w(to) 0o 0" rad/
o(to) [0.1 0.057 0.003]"
oa(to) [0.1707 0.1205 0.0621]"

Tabla 3.1: Pardametros de controlador PD+ modificado y condiciones iniciales.

Considere un satélite 4gil como el reportado en las simulaciones en [2], cuya
matriz de inercia es
10.5 0.22 047
M, = (022 125 0.36
047 0.36 13.6

Las condiciones iniciales y los parametros del controlador necesarios para configu-
rar la simulacién son desplegados en la Tabla En congruencia con la teorfa,



48 CAPITULO 3. CONTROL DE ORIENTACION DE UN SATELITE

la orientacién deseada es generada mediante la ecuacién (3.3]) con
wg = [0.125sin (Z5¢)  0.075sin (32¢) 0.035sin (82¢)]
La simulacién del control de seguimiento de un satélite, en lazo cerrado con la

ley de control PD+ modificada, es ilustrada en la Figura[3.1] En ésta se presenta

Orientacion
0.6 T .

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s]
Error de orientacion
0.02
oS
0 /7 S
7
-0.02 l{,.
3
004 &
3
-0.06 )i
v
-0.08
0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s]
Error de velocidad Par de control

1
LAY ,
L\ o 14(" RN 7Y
; “ ‘97!-.. LA
W, .\. ;&';ﬁ‘na——— = “_ f *k vl \-X 4
V7
WAL ;
10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 3.1: Control de orientacién de un satélite: ley PD+ (rojo) y ley PD+
modificada (negro).

la evoluciéon de la orientacion, la velocidad angular y el par aplicado del sistema
en lazo cerrado. Adicionalmente, en la misma figura es mostrado el desempenio del
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sistema en lazo cerrado con una ley de control PD+ clésicaﬂ El sobrepaso y las
oscilaciones presentes cuando se usa la ley de control PD+ pueden deberse a una
seleccién de ganancias de control inadecuadas. Al margen de ello, el desempenio
del sistema no es muy distinto con ambos controladores, dada la similitud en su
estructura.

t
Error de orientacion Jo odoe d-
06 ==
—
S
~— 0.4 0.6
%3 /_/
0.2 S R e,
o~ 0.58 L =
20 25 30 10 15 20 25
0
20 30 0 10 20 30
t
Error de velocidad Jo wiwe d:
0.06 SIN COMPENSACION 0.6
2 = = = :CON COMPENSACION >
z 3
= 0.04 x10°° = 04
g 1 @
= - 0.67
0 - - =
o 0.02 m 0.2 0.66 L e m e ———-——
15 20 ) 25 30 10 15 20 25 30
0 0
0 10 20 30 0 10 20 30
t
Par de control Jo T d
4
2
— ~—
3
g K
-
z Z ,
4.029 e
Y 4008F =" "
& [a= g 4.008 /
-1 0
0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 3.2: Control de orientacién de un satélite sometido a perturbaciones exter-
nas, sin compensacién (rojo) y con compensacién de éstas (negro).

La ley control PD+ estd dada por Tq = —kpOe — kyWe + MbRZLbd + S(Wq)Myw,, para
cualesquiera kp,ky, > 0 . Siguiendo las recomendaciones en , para la simulacién se
utilizaron los parametros de controlador kp = w%, ky = 2wpn y wy, = 3.5
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Por otra parte, se realizé una simulacién del desempeno de un satélite en
lazo cerrado con la ley de control PD+ modificada, sometido a pares externos
de perturbaciones ambientalesﬂ Estos pares de perturbaciones ambientales en
el espacio pueden ser modelados mediante funciones peridédicas mas una ligera
desviacién [52]. Perturbaciones de este tipo son usualmente consideradas en la
literatura, como en |2} 13]. Siguiendo estos ejemplos, el término de perturbacién
fue considerado como

sin(§t) +1
Ty= |15sin(Et) —1| x 107> [N m],
2sin({5t) +1

cuya norma satisface la cota superior ||T4|| < T4, con T4 = 4 x 1072 [N m]. Para
la ley de control, se ha seleccionado el pardmetro ¢ = 0.1 x 1076,

En la Figura 3.2 se ilustra el resultado de la simulacién del sistema sometido
a perturbaciones, haciendo una comparacién entre el desempeno del sistema con
compensacién de las perturbaciones y el desempeno del sistema sin la compen-
sacién de éstas. En dicha figura se muestra el error de orientacién, el error de
velocidad y el par de control, asi como el valor RMS de todos éstos. Los graficos
comparativos permiten apreciar la mejoria del desempeno del sistema cuando se
contempla la compensacién de la perturbaciones; en ellos se aprecia la convergen-
cia del error de orientacion y del error de velocidad a cero cuando se contempla
la compensacion de las perturbaciones. El valor RMS del par aplicado T, esta
asociado al gasto energético de la sefial de control. Como es de esperar, el valor
RMS de aquel es mayor cuando se le exige al controlador compensar los efectos
de las perturbaciones externas.

2Se consideraron perturbaciones ambientales en satélites de érbita baja, con altitudes de entre
150 y 2,000 kilémetros sobre la superficie de la Tierra, las cuales suelen tener magnitudes de
entre 1073 y 1071 [N m]



Capitulo 4

Control de velocidad de un
PMSM

En el capitulo de antecedentes, en la seccion fueron introducidas las carac-
terfsticas de los motores sincronos de imanes permanentes (PMSM), asi como el
modelo del sistema dindmico que describe el cambio en sus variables de estado, el
cual se compone de dos subsistemas interconectados, uno mecénico y otro eléctrico
(ver Seccién . En el presente capitulo es presentado un esquema de control de
velocidad para un PMSM que presenta vibraciones endégenas. Se tratard, cada
uno por su parte, el control de seguimiento de velocidad del subsistema mecdanico,
y el control de seguimiento de corriente a nivel eléctrico. Para el sistema resultante,
con el subsistema eléctrico conectado en cascada con el subsistema mecénico, se
asegura el seguimiento asintético de velocidad, asi como la identificacién asintética
de la vibracién.

Dado el interés que los PMSMs han despertado por las bondades que ofrece
su alto desempeno, el control de un PMSM es un tema ampliamente discutido
desde la década de los 90. Explotando las ventajas de la estructura del modelo
de un PMSM en coordenadas (d,q) (ecuaciones (2.71)-(2.74)) han surgido con-
troladores para la posicién y la velocidad de un PMSM sin sensores, cuya accién
de realimentacion unicamente requiere de las variables eléctricas del motor, omi-
tiendo asi la necesidad de sensores para medir las variables mecénicas [4} |46} 49,
53|]. Especificamente, en [46] ha sido introducido un esquema de control basado en
observador para un PMSM sin sensores, el cual fue validado experimentalmente
en [49]. Una versién simplificada de este controlador es usado en [4], donde, para
resolver el problema de control de seguimiento de corriente, es implementada una
ley de control PI. Esta idea sera tomada y utilizada en la presente seccién para

51
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resolver el problema de control del subsistema eléctrico.

Por otro lado, para el control de velocidad del subsistema mecanico en con-
diciones ideales sera considerado un control PD. Sin embargo, a consecuencia de
excentricidad y distribucién no uniforme de masa en la carga, e imperfecciones de
fabricacion, es muy comun que aparezcan vibraciones en muchos sistemas mecani-
cos. Como se ha discutido en[2.4] estas vibraciones, por su origen endégeno, pueden
ser modeladas como funciones periddicas que dependen de la posicién angular del
rotor [17]. Esta idea ha sido explotada en [31], donde fue introducido un modelo
interno de la perturbacién, cuya representacion en el espacio de estados es de-
pendiente de la velocidad del rotor, a partir de la cual fue disenado un predictor
adaptable que permite el rechazo las perturbaciones endégenas que aqui se estan
estudiando. Estas ideas son tomadas prestadas en este trabajo para implementar
un control de seguimiento de velocidad con rechazo de vibraciones para un PMSM.

Sea el subsistema mecdnico de un PMSM cuya dindmica es descrita por las

ecuaciones (2.71)-(2.72)), las cuales son reescritas aqui:
0 =0, (4.1)
JO = kmlq+ 21 ; (4.2)

donde x = [0 Q] es el estado, compuesto por las variables mecénicas habituales
de posicién y velocidad angulares, respectivamente, I, es la entrada de control de
corriente en el estator y z; representa un par de entrada que corresponde a una
perturbacién. Los parametros del modelo son la inercia en el rotor J y la constante
de torque k.,,, ambas constantes positivas.

4.1. Modelo interno.

Asuma que el término de perturbacién z; corresponde a vibraciones enddgenas
ocasionadas por excentricidad y distribucién no uniforme de la masa acoplada al
rotor, asi como por imperfecciones de fabricacién. Como ha sido discutido en la
Seccién esta clase de vibraciones pueden ser modeladas mediante una funcién
sinusoidal que depende de la posicién angular del rotor, de la forma

21(0) = A cos(PO + @) , (4.3)

donde A es la amplitud, 1 es la frecuencia de posiciéon angular y ® es el dngulo
de fase.

Para rechazar esta clase de perturbaciones, tomemos prestada la idea, original
en [31], de representar estos efectos mediante un modelo interno en el espacio de
estados. Este es un
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compensarlas mediante un esquema de identificacién adaptable de los parame-
tros de un modelo interno, el cual representa a estas perturbaciones endégenas en
el espacio de estados.

Considere el modelo interno cuyas variables de estado son z7, definida como
en [L3), y 22 = —% sin(1p@ + ®@). Entonces, la dindmica del modelo interno es

Z = pQzg (4.4)

2:’2 = — Qzl 3 4.5

donde ¢ = 1? es el cuadrado de la frecuencia de posicién.

4.2. Control de velocidad en condiciones ideales.

Considere condiciones ideales hipotéticas, bajo las cuales el término de pertur-
bacién z; es conocido. Considere, ademas, una trayectoria de velocidad deseada
continuamente diferenciable 2*. Sea definido el error de velocidad 2, = Q*—Q —
0. El objetivo es encontrar una ley de control I, (¢) tal que 2. — 0 asintéticamente.
Para ello, considere la ley de control PD

1

Iq:?

[—kp(sz Q) =+ JQ*} : (4.6)

con alguna constante positiva k,.

Lema 4.2.1. Considere el sistema (4.1)-(4.2). El sistema en lazo cerrado con la
ley de control (4.6) es tal que sus variables de estado son acotadas y Qe — 0
cuando t — oo .

Prueba: La dinamica del error de velocidad se calcula como 2, = Q* — Q. Con
(4.2)), ésta dindmica puede ser reescrita como

IOV = —kpIy — 21 + JO . (4.7)

Con en se tiene la ecuacién diferencial JQ = —k,Q., cuyas soluciones
son de la forma Q. (t) = Q.(tg)e~*»"; lo cual prueba que Q. — 0 exponencial-
mente. Ademds, Q. — 0 implica Q — Q*. Si se supone que Q* es acotada para
todo t > 0, entonces (2 es acotada para todo ¢ > 0. Finalmente, ) acotada implica
que 0 es acotada también.

O
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4.3. Control de seguimiento con rechazo de vibra-
cion.

Considere el sistema aumentado, compuesto por el sistema mecanico —
y el modelo interno —, cuyos parametros J, k,,, ¢ son conocidos. Suponga
que la velocidad angular 2 es una variable de estado medible, mientras que no se
tiene acceso a la medicién de z; y z2, y no pueden ser realimentadas. Ademas,
sea la trayectoria de velocidad angular deseada para el rotor Q*(¢) continuamente
diferenciable. El objetivo es disefiar una ley de control I,(¢) tal que para el sistema
aumentado, con las suposiciones mencionadas, 2, = Q* — Q — 0 cuando t — 0.

Diseno de observador.

Por el momento, los parametros de la perturbacién se consideran conoci-
dos. Para cumplir con el propésito descrito, la ley de control es insuficiente,
pues no se tiene disponible la medicién de z; para ser realimentada. Esta dificul-
tad es superada mediante el diseno de un esquema de observacién para estimar
las variables necesarias en la ley de control.

Con un observador de orden reducido se pueden estimar las variables de estado
z1 Yy Zz2. Sin embargo, un observador de orden completo es menos sensible al ruido,
por lo que puede resultar una mejor opcién. Considere la estructura de observador

JQ = kI, + 21 — ko (ﬁ - Q) : (4.8)
2= Qs — ke (fz - Q) ke (- Q) (4.9)
Z = — 0% ; (4.10)

donde Q, 27 y Z3 son estimaciones de Q, 21, y 22, respectivamente; y, k, y k. son
constantes positivas. La ley de control

1 .
= [—k,, Q- Q%) —zl+JQ*] : (4.11)
m
con alguna contante positiva k,, satisface el objetivo definido arriba, como lo
establece el siguiente Lema.

Lema 4.3.1. Considere el sistema ({.1)-(4.2) aumentado con el modelo interno
(4.4)-(4.5). El sistema en lazo cerrado con el esquema de observador (4.8))-(4.10) y

la ley de control con rechazo de perturbaciones (4.11)) es tal que 23 — 21 y Qe — 0
cuando t — co.
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Prueba: Considere el error de seguimiento de velocidad 2, = Q* — Q y los
errores de estimacion Q@ =Q—Q, 21 =21 — 21 v 2z = z1 — 21. Las ecuaciones
que describen la dindmica de estas variables de error en lazo cerrado son

I =—k,Q + 21,

(4.12)

JQ=— k47, (4.13)
71 = Qo — ke — k. | (4.14)
(4.15)

Zy=—0F .
Considere la funcién candidata de Lyapunov
Vi = % [keJ (92 + ?22) + 3+ @zg} >0, (4.16)
cuya diferencial total estd dada por

Vi = keQe JQe + keQJQ+ 2121 + 02025 (4.17)

Con las ecuaciones (4.12))-(4.15)) en (4.17)), se tiene que

Vi = —kpke 2 — ko ko Q% <0 (4.18)

Dado que todas las variables son continuas, y aplicando los argumentos estdndar
del Lema de Barbalat [54], se sabe que Q. — 0 y © — 0 uniformemente glo-
balmente asintéticamente. Ademés, de la ecuacion , o bien de la ecuacién
, se sigue que z; — 0 uniformemente globalmente asintéticamente. O

Ley de adaptacion.

Para dar un paso més hacia la meta establecida en el inicio de este capitulo,
considere que los parametros de la perturbacién son desconocidos, lo que
implica que ¢ es desconocida. Para este caso, la estructura de control-observador
— resulta 1til pero insuficiente. Segin el nuevo requerimiento, un es-
quema, completo con rechazo de perturbaciones puede ser completado mediante
el diseno de una ley de adaptacién para @, que es la variable de estimacién del
pardmetro ¢ = 2.
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Considere el esquema de control-observador

I, :i [k (@ 07) 2 400 (4.19)
JQ = ko, + 51— ko (a-9). (4.20)
2 = Q%% — k. (ﬁ - Q) ke (- Q) (4.21)
Z, = — O3 . (4.22)

La ley de adaptacién sera disenada mediante el analisis presentado a continuacién.

Considere el error de seguimiento de velocidad 2, = Q* — €, los errores de
estimacion Q =Q—Q, z1 =21 — 21 y 22 = 22 — 22, y el error de adaptacién
@ = @ — . La dindmica de las variables de error son dadas por las ecuaciones

JQe = — kpQe + 71, (4.23)
JQ=—k,Q+7 , (4.24)
Z1 = Q2 + QP — kel — ko2, (4.25)
Zy=—0% , (4.26)
o=0. (4.27)
Ademas, considere la funcién V,,, = V,, + %k;lg“ﬁz, reescrita como
1 ~ .
Vina = 5 (kT (02+02) + 22 + 0B + 1,132 > 0, (4.28)
con alguna constante k, positiva; cuya diferencial total estd dada por
Vina = keQle JQ 4+ kQJIQ+ 5151 + pFaza + k52 . (4.29)

Con las ecuaciones de error (4.23)-(4.27)) en (4.29) y tratamiento algebraico resulta
la ecuacién

Vina = —kpkeQ2 — kokeQ2 + & [92122 + k;lzz} .
Esto sugiere la definicién de la ley de adaptacion
0=k, Q%% ; (4.30)
la cual conduce a la funcién semi-negativa definida

Vina = —kpkeQ? — kokeoQ? <0, (4.31)
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cuya existencia implica que . y Q son acotadas. Como en la prueba del Lema
4.3.1} los argumentos estdndar del Lema de Barbalat pueden ser usados para con-
clulr que, de hecho, Q., Q y 21 tienden a cero uniformemente asintéticamente.

Note que z; es desconocida. Entonces, aunque la ley de adaptacién (4.30) es
apropiada para el analisis, no es posible su implementacién directa, pues requiere
del conocimiento de z;, dado que @ = —k,Q%5 (21 — 21), o del conocimiento de la

aceleracién (2, dado que @ = k0% (21— JQ+ kaq>. Aunque, un cambio de
coordenadas en @, introducido en |31], muestra que la medicién de la aceleracién,

de hecho, no es necesaria.
Para este prop(’)sito, sea reescrita la ley de adaptacién como

= —koQ% (21 + kmIy) + ka J2Q0 .

Sin embargo, note que E%QQ Q€. Entonces, se puede escribir
d

:—]4} QZQ(Z1+I€ I)+ k‘ JZth(QQ) .

Maés atn, note que

d

% (2207%) = 0% + %, il
=—0%2 + %, %QQ ; (4.32)
es decir,
dt . jt (297) + Q%2 . (4.33)

Entonces, con la ecuacién ) la ley de adaptacion se puede escribir como

_—k? QZQ(Zl+]€ I)+ k‘J|:d

4 (@02) +9331} ,

=— ko {22 (Z1+ kmly) — JQ2A] + ka Ja (229%) .

Recordando que @ = %cﬁ, la ltima ecuacién da origen a

d|. 1 - i~ 1 ~
@ |:§0 — 2ka<]2292:| = 7kaQ |:22 (Zl —+ kaq) — 2J92Z1:| .

Entonces, mediante el cambio de coordenadas

0=0— ko (227 , (4.34)
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la ley de adaptacion se escribe como

>~ ~ g~ 1 2~

0= —koQ |22 (71 + k1) — §JQ Z1| - (4.35)

La ley de adaptacién (4.35) si se puede implementar directamente, ya que no re-
quiere de z1, y por supuesto tampoco de la aceleracién del rotor.

Lema 4.3.2. La ley de control con el observador de orden completo —
y el estimador de frecuencia de posicion — en lazo cerrado con el
PMSM controlado por corriente — mantiene acotadas a todas las variables
de estado, hace que el error de sequimiento de velocidad Q. — 0 y el error de
estimacion z; — 0 uniformemente globalmente asintdticamente.

Prueba: Las ecuaciones del sistema — en lazo cerrado con el esquema
de control-observador —7 dan origen a las ecuaciones que describen el
cambio de las variables de error, desplegadas en . En términos de las
variables de error y sus derivadas, fue planteada la funcién candidata de Lyapunov
positiva definida . Mediante la ley de adaptacién , la derivada de la
funcién candidata de Lyapunov resulta ser la funcién negativa semidefinida escrita
en . Mediante el Lema de Barbalat se puede concluir que 2. y €2 tienden a
cero uniformemente asintéticamente.

De las expresiones y , se deduce que también z; tiende a cero
asintéticamente. Esto implica que el resto de las variables de error son acotadas,
lo cual a su vez implica que todas las variables de estado del sistema en lazo
cerrado son acotadas.

Por otra parte, la ley de adaptacién no se puede implementar directa-
mente, pues se desconoce el valor de Z; = z; — 21. No obstante, de acuerdo con
el desarrollo mostrado arriba, la ley de adaptacion si se puede implementar
directamente, y el resultado de estabilidad se mantiene con validez. O

El Lema anterior no contiene implicaciones acerca de la convergencia pa-
ramétrica. En el contexto de sistemas adaptables, las dificultades tedricas aso-
ciadas con la determinacién de la convergencia paramétrica estan relacionadas
con el problema de establecer condiciones para la senal de entrada, bajo las cua-
les las variables de estado del sistema en lazo cerrado satisfacen la condicién de
excitacién persistente [55]. Sin embargo, en este caso es el andlisis de Lyapunov el
que impone las dificultades tedricas para el estudio de la convergencia paramétri-
ca, pues la selecciéon de la funcién V,,,, en conjunto con el disefio del esquema
controlador-observador y de la ley de adaptacién, caen en un caso particular de la
teoria de estabilidad de Lyapunov, en el cual ésta ultima no es concluyente.
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4.4. Control PI de seguimiento de corriente.

Un motor sincrono de imanes permanentes, sin embargo, es controlado median-
te una entrada de tensién eléctrica ugqq, segin el modelo presentado en la Seccién
En [46] fue introducido un control de seguimiento de velocidad basado en
observador para un PMSM sin sensores de posicién y velocidad angulares, que fue
posteriormente validado mediante experimentacién en [49]. Con fines précticos, en
[4] es reportado el uso de una ley de control PI para el seguimiento de corriente
complementado con un observador de velocidad, que constituye una simplificacién
de la ley introducida en [46]. Usar algoritmos de control para PMSMs sin sensores
puede evitar los problemas ocasionados por los sensores mecanicos a la vez que
ahorra espacio y reduce el peso [46} 47].

Como consideracién practica para la implementacién del control de velocidad
con rechazo de vibraciones, presentado arriba en el presente capitulo, serd con-
siderada una ley de control PI de woltaje para el seguimiento de corriente en el
estator, que a su vez controla la velocidad en el rotor. El uso del modelo (d, q)
es compatible con este enfoque, pues permite ver al PMSM como un sistema en
cascada, con el subsistema eléctrico como maestro y el subsistema mecanico como
esclavo, cada uno con su lazo de control.

Considere el modelo de un PMSM en coordenadas (d,q) introducido en la

Seccién cuyas ecuaciones son (2.71))-(2.74). Un control PI de tension [4]
t
ug =L {pQIq —kep(la— 1) — kei/o (Iq(r) — I;(r))dr} (4.36)
k t
wy =1L {pﬂ]d + I (I, 1) - k/o (L,(r) — I;(r))dr] L (s

en lazo cerrado con el subsistema eléctrico —, sigue globalmente asintoti-
camente la trayectoria deseada de corriente en el estator [48]. Dada una trayectoria
deseada de velocidad angular suave, continuamente diferenciable y acotada Q*, y
en congruencia con la ley de control , se establece la trayectoria deseada

{(Q*, LI I5=0, If = - [—kp(Q—Q*)—%—FJQ*]} .

Por su parte, como muestra el Lema[4.3.2] existe un esquema de control que en
lazo cerrado con el subsistema mecanico — (2.67) sigue uniformemente global-
mente asintéticamente la velocidad deseada, a la vez que rechaza las vibraciones
enddgenas en el rotor.

El sistema resultante es un sistema en cascada, conformado por un sistema
maestro (eléctrico) que sigue con control de seguimiento uniforme global asintéti-
co de corriente eléctrica de referencia, y un sistema esclavo (mecdnico) que sigue
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uniformemente globalmente asintéticamente la velocidad angular de referencia.
Ademas, la dinamica del error asociada al sistema esclavo es entrada-estados es-
table, segiin lo prueban las funciones de acotamiento de V,,, y el Teorema 4.19
en [51]. Entonces, debido a la estructura en cascada del sistema completo, y ha-
ciendo uso de los resultados de estabilidad de sistemas en cascada, por ejemplo el
Teorema 1 en [56], el sistema completo tiene propiedades de estabilidad uniforme
global asintética.

Observacion. Note que, como fue explicado en la Seccién el modelo (d, q) es
apropiado para el diseno de control, aunque no es adecuado para ser directamente
implementado. Para ello, deberd ser transformada la senal de control como ug,, =
P (0)ugy. De la misma manera que, para ser realimentadas, el vector de corriente
en el estator debe ser transformado como igy = P(0)igp.

4.5. Simulaciones

Mediante la herramienta de software MATLAB®), se realizaron simulaciones
numéricas para verificar el desempeno de un PMSM en lazo cerrado con el esquema
de control presentado arriba en éste capitulo. La simulaciones se realizaron con el
método numérico ode4 (Runge-Kutta), con paso fijo de 1073,

Pardmetro / ci. Valor  Unidades | Pardmetro Valor
J 0.016 kg-m? kp 8
D 6 ko 1
R 3 Ohm ke 5
L 6 mH ka 0.26
Em 2 N-m-A7 | kep 9.106
0(0), Q(0) 0 rad, rad/s | ke; 10
14(0), 1,(0) 0 A

Tabla 4.1: Condiciones iniciales y pardmetros de un PMSM con control de veloci-
dad con rechazo de vibraciones.

Se consideré un PMSM, cuyas ecuaciones dindmicas son (2.71))-(2.74)), en lazo
cerrado con el esquema de control-observador con rechazo de vibraciones (4.19))-
a nivel mecanico, y con un control PI — a nivel eléctrico, como
fue descrito en la seccién anterior. Los parametros del modelo, los parametros de
control y las condiciones iniciales, son especificados en la Tabla éstas fueron
tomadas de las simulaciones reportadas en [31] y [46], las cuales guardan congruen-
cia en las dimensiones de los pardmetros mecédnicos y eléctricos. La velocidad de
referencia es generada mediante Q* = 20sin(7/2 t); mientras que, la perturbacién
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21(0) se genera segin la ecuacién (4.3), con A = 0.1 [N-m], P = 0.2 [rad/s] y
® = 3 [rad].

Velocidad angular «1073Error de velocidad angular

60 Deseada Q* 10 o
T 4 —emem-Real 2 Q.=0"-Q
~ - - - .Estimada 5
< 20
g
oo 0

-20

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Error de estimacion de velocidad Parametro adaptable

= = 0.04
= —a-a-q
L 005 ¥
"% 0.02
=0
0
-0.05
0 2 4 6

0 2 4 6 8 10

8 10

Perturbacién endogena

) o1 Error de estimacion de perturbacion
. ‘ Real zq =-===-: Estimada z; ‘ ’ 7 =2, — 27
g o1 \ 0.05
é 0 0
W4
4
0.1 -0.05
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
z, (t) Error de estimacion de z, (t)
1
- ‘ Real zg —-—-—- Estimada 2o 02 22 _ 22 — 2z,
g 05 i
\ 0.1
z of § |
\ 0
0.5 —
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo [s]

Tiempo [s]

Figura 4.1: Control de velocidad de un PMSM con rechazo de vibraciones: desem-
peno del subsistema mecénico.

Los resultados de simulacién son ilustrados en los gréaficos de las Figuras

A2y E3.

El comportamiento de las variables asociadas al subsistema mecédnico en la-
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107 Corriente Iq(t) ~ 0 Corriente Iq(t)
20 I
0.4 ‘ Real Iy - - - -Deseada I;‘
— P
= 10 0
— 0
0 -0.2
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Entrada de control uq(t) Entrada de control uq(t)
0.1 1
> 0 0
-0.1
-4
0 2 4 6 8 10, L 0 2 4 6 8 10
7 Jo WdgUdg d
10 T T T
— | meeeeemaeT o m————— et
] — 1
="
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 4.2: Control de velocidad de un PMSM con rechazo de vibraciones: desem-
peno del subsistema eléctrico.

Error de velocidad Qe

0.02

——Sin rechazo de pert.
Con rechazo de pert.

0.015 -

0.01

0.005 |

[rad/s]

-0.005 [

-0.01

Time [s]

Figura 4.3: Control de velocidad de un PMSM con y sin rechazo de perturbaciones
endogenas.
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zo cerrado son ilustradas En ella, se verifican el seguimiento asintotico de
velocidad deseada Q*(t) y la estimacién asintética de la perturbacién z1(0), co-
mo asegura el Lema[1.3:2] Aunque no es posible establecer conclusiones generales
sobre las demas variables, mas alld de que son acotadas, los graficos también mues-
tran que, para este caso particular, el pardmetro adaptable ¢ converge a su valor
real, es decir  — 0.04 asintéticamente. Por su lado, las variables asociadas al
subsistema mecanico son ilustradas en la Figura donde se verifica la estabili-
dad asintética del punto de operacion (1, I;). También se ilustran las sefiales de
control de tensién eléctrica, uq(t) y u,y(t), asi como la energia asociada al vector
de tensién ugy.

Finalmente, en la Figura se presenta el grafico de la evolucién del error de
seguimiento de velocidad de un PMSM con perturbaciones endégenas. El grafico
en color negro muestra el error de velocidad cuando se usa un esquema de control
sin rechazo de perturbacién, mientras que en rojo se dibuja la trayectoria del
error cuando se usa un control con rechazo de vibraciones. La comparacion entre
ambos casos de estudio muestra la mejora que el esquema de estimacién y rechazo
de perturbaciones enddgenas representa para el desempeno del sistema en lazo
cerrado.






Capitulo 5

Control de orientacion de un
satélite-DGVSCMG

A continuacion se establece formalmente el problema de control de seguimiento
de orientacién de un satélite sometido a perturbaciones ambientales, el cual es
conducido por un giroscopio de control de momento de doble cardan con velocidad
variable (DGVSCMG), dirigido a su vez por un conjunto de tres motores sincronos
de imanes permanentes (PMSM), con perturbaciones endégenas generadas a nivel
mecéanico en el DGVSCMG. Se estudian las propiedades de estabilidad del sistema
completo, y los resultados son validados mediante simulaciones.

Las ecuaciones de movimiento de un satélite-DGVSCMG han sido estudiadas
en las secciones y donde se pueden aclarar su origenes, la notaciéon que
se usa y su sentido fisico. Por su importancia, reescribimos la cinematica y la
dindmica de un satélite-DGVSCMG como

1
6 =5G(0)w , (5.1)
Myt =S(h)w + T, +Ta,  ||Tall < 7Ta; (52)

donde o es el vector de MRP que describe la orientacién del satélite y G(0) es una
matriz definida en la ecuacién (2.16)); y, donde M, = MbT es una matriz positiva
definida que representa la inercia del satélite, w representa su velocidad angular,
h es el momento angular del satélite-DGVSCMG definido en , T, = —X0,
definido en , es el par desarrollado por el DGVSCMG y aplicado sobre el
satélite, y T4 es un término que corresponde a perturbaciones externas de magnitud
acotada por la constante conocida T,.

El satélite-DGVSCMG estd conectado en cascada, acoplado mediante T,, con
un conjunto de PMSMs, cuyas ecuaciones se presentaron en la Seccién El

65
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modelo dq del conjunto de PMSMs esta dado por las ecuaciones

0, =9, (5.3)
Ji% = kimIiq + 21 (5.4)
Liliq = — Rilig+ Lipi ,Quilig + tig (5.5)
Liliy = — Rilig — LipiQiTia — kim i + wig ; (5.6)

donde 0; y ; denotan la posicién y velocidad del rotor del i-ésimo PMSM, res-
pectivamente, i; 4q = [Liq, Li ]—r es la corriente en el estator, y u; 44 es la entrada
de control de tensién en el estator. Los pardmetros del modelo son: el niimero de
pares de polos p;, la inercia en el rotor J;, la corriente R; y la inductancia L;
en los devanados, y la constante de torque del motor. Como ha sido explicado en
el capitulo anterior, el término z;; es un término de perturbaciones endégenas,
generadas a nivel mecanico por excentricidad en la carga de rotor. Este término
es modelado como en , que en el espacio de estados es descrito por el modelo
interno —.

El subindice i, con i = 1,2, 3, es usado para denotar a cada uno de lo motores
del conjunto de PMSMs que dirigen al DGVSCMG: i = 1 corresponde al PMSM
que dirige al cardén exterior (g,), ¢ = 2 al PMSM que dirige al carddn interior
(gi), e i3 corresponde al PMSM que se encarga del giro de la rueda (w).

Sean: el error de orientacién o, definido a través de la férmula Rodrigues ([2.7))
y rotaciones sucesivas como R(c.) = R (04)R(c) (ver Apéndice ; y el error
de velocidad w, = w— Wy, donde Wy = R (0.)wq es la velocidad expresada en el
marco de referencia del cuerpo del satélite. El objetivo es disenar una ley de control
de tension u; 44 para cada PMSM tal que las trayectorias del sistema completo
sean uniformemente practicamente asintéticamente estables, atin en presencia de
perturbaciones T4 sobre el satélite en y de vibraciones z;1(0;) en , gene-
radas en la estructura mecanica del DGVSCMG. Especificamente, se busca que,
para cualquier condicién inicial del satélite-DGVSCMG, el error de orientacion o,
y el error de velocidad w, converjan uniformemente asintéticamente a una bola
con centro en el origen cuyo tamano puede hacerse arbitrariamente pequeno me-
diante la adecuada seleccién de algunos pardmetros de diseno. Todo esto a la vez
que las variables restantes del sistema completo se mantienen acotadas.

5.1. Ley de direccion

Recordemos que el par de control producido por el DGVSCMG es 1, = —x1
(cf. eq. (2.55))), que es el término de acoplamiento entre el conjunto de PMSMs y
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. . . 1T
el satélite-DGVSCMG. Especificamente, el vector 1 = [590 dg, 54 provee la

senal comandada de velocidad para los cardanes exterior e interior y la acelera-
cién para la rueda giratoria. Entonces, las senal de velocidad comandada para los
PMSMs que dirigen al DGVSCMG se puede obtener a partir de , mediante
la matriz inversa de x.

Sin embargo, como fue revisado en la Seccién un DGVSCMG presenta
condiciones singulares cuando el angulo del carddn interior &, es igual a 3 o 37”
En tal situacién, un DGVSCMG pierde un grado de libertad, lo que limita sus
capacidades de control. En [2] ha sido propuesta una ley de direccién simple para
obtener las senales comandadas de velocidad para los PMSMs, que estd basada en
el calculo de la matriz inversa modificada de ¥, como se detallara en seguida.

Asuma que la velocidad de la rueda giratoria esta acotada por debajo, es decir,

8, > 8, para algin &,, > 0; lo cual siempre se satisface en un DGVSCMG. La
senial comandada de velocidad para el conjunto de PMSM se calcula como

. . . .17
N(dg,, 84,5 duw) = {590 Sy, 5w} = —XmTa (5.7)
donde la matriz inversa modificada de x se define como
__sin(dy,) cos(dg,) 0
cos(8g,)+Y cos(dg, )+
Xm = T | cos(8g,)sin(dy,)  —sin(dy,)sin(dy,)  —cos(dy;) , (5.8)

8. cO8(84,) COS(8y,) By sin(dy, ) cos(8,,) —bysin(dy,)

con el escalar y = ygexp [C det (GGT)] sin(d,,) donde o, C son escalares positi-
vos por ser adecuadamente seleccionados, y la matriz G = (/J,6.) |—C , —SwD} .

La cantidad escalar det (GGT) es una medida de la cercania de la matriz x a su
condicién singular [2].

5.2. Control de seguimiento con rechazo de vibra-
cion

La solucién al problema descrito arriba es construida a través de dos sub-
problemas, que describimos a continuacion.

1) A nivel de par angular en el satélite, disenar una ley de control T, para
hacer que el error de orientacion o. y el error de velocidad angular w,
sean uniformemente practicamente asintéticamente convergentes a una bola
centrada en el origen, cuyo radio depende de parametros de diseno y, por lo
tanto, puede hacerse arbitrariamente pequeno mediante el ajuste de éstos.
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2) A nivel de corriente en el estator de los PMSMs, disefiar una ley de control
ii,dq, 1 = 1,2,3, que logre el seguimiento de velocidad en los cardanes exte-
rior e interior y en la rueda giratoria, para proveer el par requerido T,, a la
vez que rechaza el efecto de las perturbaciones endégenas z;1 en . Las
velocidades comandadas sobre el PMSM se calculan mediante la ecuacion
7 e integrando la aceleracién de giro de la rueda 8

Luego, la estabilidad préctica uniforme asintética del sistema completo debe
ser establecida con base en el andlisis de estabilidad de sistemas en cascada
[57].

Finalmente, la entrada de tensién requerida u; ¢, se implementa mediante
un control PI.

Considere la ley de control de torque para el satélite-DGVSCMG

1
To = Mydo, — S(h)w, — 3 (1+ 0'2—0'6) e — Kes 4+ 1., (5.9)
2
To=— 4% (5.10)
Talls|| + ¢

donde w, = Wy — 2A\.0¢, con el parametro de diseno M. > 0, es una variable
compuesta cuya derivada estd dada por @, = R] d4 + [S(Wg) — A\.G(0.)] we, la
variable s = w — w,- es un error combinado, K. es una matriz simétrica positiva
definida por ser disenada, y T. es usado para compensar el par de perturbacion Tg.

Sea T = x;.n" el par requerido para el satélite, calculado mediante la ley de
control . Entonces, mediante la ley de direccién son calculadas las senales
comandadas para las velocidades angulares de los cardanes exterior e interior,
asi como de aceleracién para la rueda giratoria, todas agrupadas en el vector
n* =[5, 85 o]

Observacion. Note que, en términos de las variables de estado del conjunto de
PMSMs, la senal de entrada de control del DGVSCMG esta dada por

n= [Ql QQ Qg]—r .

*

o 5; 5 ]T serd denotada por

Por simplicidad, de este punto en adelante, n* = [5
nt=[Qr Q5 7.

Observacién. Note que la velocidad comandada para la rueda de reaccién se puede
obtener como Qf = fot Q% (r)dr con una condicién inicial Q5(0) > ..
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Para el control de velocidad del PMSM considere la ley de control de corriente

1
Iy =

— [0 + k(2 — ) —21-1}, La=0; (5.11)
m
donde k;, > 0 es una ganancia de control, Z;; (t) es la estimacién de la vibracién
z;1(t), dada por el observador adaptable escrito a continuacién.

Sea considerado el observador para la vibracién desconocida

Ji =kimliq + Zi1 — kio (ﬁl - Qi) ) (5.12)
Za =QuBiZin — Kic (ﬁz - Qz) — kie (Qf - Qz) ) (5.13)
é\ig = — Qigil 3 (514)

donde k;, > 0y kje > 0 son pardametros de diseno, y el estimador de frecuencia
de posiciéon

= ~ i~ 1 ~

0; = —kiaf); [Zm (Zi1 + kim1iq) — 2JiQ?Zi1} , (5.15)
1 ~

Yi=0i+ §/€mJiQ?Zi2 ; (5.16)

donde k;, > 0 es un pardmetro de diseno.

Teorema 5.2.1. Considere la cinemdtica y la dindmica de satélite (5.1)) y (5.2)),
equipado con un DGVSCMG dirigido por un conjunto de tres PMSM
con el modelo interno de la vibracion en la rueda giratoria - . El esque-
ma de control que consiste de la ley de control robusto de torque (5.9), el con-
trolador de wvelocidad con compensacion adaptativa de vibraciones 1)
hace que las trayectorias del sistema en lazo cerrado sean uniformemente prdcti-
camente asintdticamente estables. En particular, para cualquier condicion inicial
(0.(0),8(0)), € R® x R?, (£;(0),€;(0),%1(0),2:2(0),:(0)) ERxR xR xR xR
se tiene que todas las variables de estado del sistema en lazo cerrado son acotadas,
y (0c(t),s(t)) — Bs, uniformemente asintdticamente, donde By es definida en el

Corolario[3.2.1

Prueba: Sea x; := [0/, s']T. Del Corolario se sigue que la ley de control

e

(5.9)-(5.10) en lazo cerrado con el satélite-DGVSCMG (5.1)-(5.2) hace que, para
cualquier condicién inicial x1(0) = (0.(to),s(tg)) € R3 x R3, las variables sean
acotadas y (0.(t), s(t)) — Bs, uniformemente asintéticamente, donde

3
min {Amfn(Kc)a )\c}

B;, = {xi=[0],sT] [Pl <6}, donde 8% =

s e
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¥ Amin(K.) denota al menor entre los valores propios de K.

Sea X2 := [Qe QZ Zi1 Ziz @i] " El controlador de velocidad con compensacién
adaptable de vibracién - asegura que la velocidad del i-ésimo PMSM
); sigue uniformemente asintéticamente la velocidad deseada, calculada mediante
la ley de direccién , con la compensacién adaptable de vibraciones, como se
establece en Lema [4.3.2]

Considere el sistema en cascada conformado por el sistema esclavo

1+0/0,
2 e

. 1
Ms = S(h)s — K.s — 5(1 + GeTGe)Ge + 1.+ Tq + g(0oe,s,) ,

G, = %G(Ge)s — Ae

y el sistema maestro compuesto por las ecuaciones de error
Jifie = — kiplic + Zin
Jifli = — kiofdi + Zi1

Zi = i (@iZi2 + BiZia) — ke (Qie + ﬁi) )
Zio= — W%,
@i = —kiauZnZi ;

donde g(o,,s,;) = T, — T es el término de acoplamiento. De la ecuacién (5.7)),
este término estd acotado como
lg(oe, s, Q) =[0¢,) " = xz'll
=[x [0 = 1) + (xmOG) ™ = Is) 0T
<l I (™ =l + llxm Oci) ™" = Zslllm*[1) -

con ||}, Ixm(x5) ™t = 3], ¥ |In*|| acotadas. Esto implica que el sistema (o, s)
también tiene la propiedad de ser entrada-estados estable [51].
Mas atn, de (3.12)) y (4.28)), la funcién de Lyapunov para el sistema en cascada

es
3
Vi(x) = Vi(x1) + Z Vina(Xi2)
i=1
con x| = [x{ xJ]. La funcién V(x) satisface

a(lxl) <Vix) < a(lx]])
V(x) <0,
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con

allal)) = ZAmin (M) 5] + o]
1S ~
5 2 (Fiedilliel? + 196112 + 12 + @il Zeal + k1B
i=1
() = 5 Amae (M)[5]7 + o |
1o ~
5 27 (Rie il + 190112 + 12 + il Zal + kG IE01) -
=1

Entonces, todas las suposiciones del Teorema 13 en [57] son satisfechas, y se sigue
la estabilidad uniforme practica asintética de la bola By, . O

5.3. Simulaciones

Se realizaron simulaciones numéricas de un satélite agil con un DGVSCMG di-
rigido por un conjunto de tres PMSMs en presencia de perturbaciones ambientales
externas y vibraciones en el DGVSCMG. Los resultados son reportados en esta
seccién. Para ello fue utilizada la herramienta de computacional MATLAB®), con
el método numérico de paso variable ode45(Dormand-Prince).

Parameter  Value Units Parameter Value
034i(0), 840(0) 0 rad Ae 1

QJ(O) 5 rad/s KC 10‘[3><3
Ji, Ja 0.001 kg-m? |vo 0.01

J3 0.016 kg-m? |C 10

P1, P2 4 k)lp, k‘zp 1.5;]17 1.5J2
p3 6 kap 20J3

Rl, R2 2.5 Ohm k‘1ep, k‘gep 5 X 106
R3 3 Ohm | ksep 1x10*
Ll, L2 4.5 mH k15i7 kgei, kgei 1 x 10186
L3 6 mH k3o 1

Kim, kam 15 A kse 5

k3m 2 Nom k3a 1

Tabla 5.1: CONDICIONES INICIALES Y PARAMETROS DE UN SATELITE-
DGVSCMG cONDUCIDO POR TRES PMSMS CON CONTROL DE SEGUIMIENTO
DE ORIENTACION.

En la Tabla se concentran los pardmetros que configuran la simulacién
numérica. En ella se encuentran las condiciones iniciales, los parametros de disefio
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para el esquema de control y los pardmetros del sistema, como los pardametros de
los PMSMs, el DGVSCMG vy el satélite. Ademas, la inercia del satélite agil es
representada por la matriz simétrica

10.5 0.22 047
My, = {0.22 125 0.36
0.47 0.36 13.6

Los pardmetros de satélite fueron tomados de las simulaciones reportadas en
, mientras que los pardmetros de los PMSMs fueron tomados de la simulacién
reportada en ; ambos conjuntos de parametros son congruentes en las di-
mensiones.

Las condiciones iniciales de orientacién y velocidad angular }Fara el satélite
fueron asignadas como w(0) = [0 0 0]' , o(0) = [0, 0, 0] y oq(0) =
[0.1707, 0.1502, 0.0621]T. Por su parte, la velocidad angular de referencia fue
seleccionada como

wa = [0.05cos (221), 0.065sin (22¢), 0.035sin (52¢)]" . (5.17)

Consecuentemente, la senal de orientacion de referencia es generada mediante la

ecuacion (3.3)).

Orientacion del satélite
T

e (] (T e T3

10 15 20 25 3
Tiempo [s]

Velocidad angular del satélite
T T T

w [rad/s]

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s]

Figura 5.1: Orientaciéon y velocidad angular de un satélite-DGVSCMG en pre-
sencia de perturbaciones externas y vibraciones endégenas, sin compensacién de
vibraciones (lineas solidas —) y con compensacién de éstas (lineas discontinuas

Y
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El término de perturbaciones externas para un satélite de orbita terrestre baja
puede ser considerad como |2 [13]
] T

Tg=[sinFt+1, 1.5sin Tt — 1, 2sin St + 1] x 1072 .

Note que la norma de éste término satisface la cota superior ||t4]] < T4, con
Ty =5-1072[N - m]. Ademds, para la ley de control de par se usé el pardmetro
e=1x1075.

El DGVSCMG presenta vibraciones, debidas al desbalance e imperfecciones
de fabricacién. Para efectos de simulacién, fue asumido que dichas perturbaciones
se presentan en el DGVSCMG exclusivamente a nivel de la rueda giratoria, pues
la magnitud de la inercia y la velocidad de giro del cardan interior y el cardan
exterior son despreciables en comparacion con la inercia y la velocidad de giro de
la rueda. Los parametros seleccionados para el término de vibracién z3; en
fueron A3 =0.35 [N-m] , P3=0.5 [rad/s] y P3=3][rad].

Con la intencion de resaltar el efecto que la compensacién de vibracién a nivel
del motor en la rueda de reaccion tiene sobre el desempeno del sistema, éste tltimo
se muestra en las Figuras La evolucién de la orientacién y la velocidad
angular a lo largo del tiempo en la Figura[5.I| muestra que, ene general, el esquema
de control de seguimiento hace su trabajo a nivel del satélite, ain cuando no son
compensados los efectos de vibracion. No obstante, una mejor perspectiva del
desempeiio del control de par a nivel del satélite (5.9)-(5.10) es posible a partir de
la Figura[5.2] donde también se observa la compensacién de vibraciones generadas
en la rueda, la cual es notoria en el error de seguimiento de velocidad y el par
aplicado sobre el satélite. El desempeno del DGVSCMG se observa en la Figura
la cual contiene graficos de la posicién y la velocidad de los cardanes interior
y exterior, asi como de la velocidad y aceleracion de la rueda; también hay un
grafico de la evolucién en el tiempo del término det(GG '), que muestra que
el DGVSCMG no cae en condiciones singulares. El desempefio de las variables
eléctricas del PMSM que dirige la rueda es comparado en los gréficos de la Figura
donde la diferencia entre el caso sin compensacion y el caso con compensacién
de las vibraciones son casi imperceptibles. No obstante, la exigencia para la senal
de control en la rueda es mayor cuando se compensan las vibraciones. Esto tltimo
se comprueba en la Figura[5.5] la cual contiene gréficos del valor RMS del vector de
velocidad en el DGVSCMG y del valor RMS de la entrada de control en la rueda;
en ambos casos el valor RMS es mayor cuando las vibraciones son compensadas.
Note que el término

VI e, 92,9720
estd estrechamente relacionado con la energia en el DGVSCMG, mientras que el

término

LT
fo udq3udq3 d-
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estd estrechamente relacionado con la energia de la senal de control en la rueda.

Por otra parte, el desempeno del esquema de control con compensacion de
vibraciones en la rueda se ilustra en la figura [5.6] en la cual se muestra la velo-
cidad de la rueda, el error de seguimiento de velocidad, el error de estimacion de
velocidad, y los errores de estimacién de la vibracién z3; y de z33. Aunque los
resultados de simulacién sugieren que se alcanza convergencia del error de esti-
macién paramétrica @, serfa aventurado especular acerca de eso, pues el anlisis
presentado en este trabajo no lo permite y, segin los conocimientos del autor de
éste, tampoco existe otro andlisis en ese sentido.

Sin compensacion Con compensacion
de vibraciones de vibraciones
‘ ey Oey = = 'O¢y
0 - 0 -
d 4
tg’ v v
-0.1 -0.1
0.2 0.2
0 10 20 30 0 10 20 30

10 20
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.2: Errores de seguimiento y par aplicado de un satélite-DGVSCMG en
presencia de perturbaciones externas y vibraciones endogenas, sin compensacién
de vibraciones y con compensacion de éstas.
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Sin compensacion
de vibraciones

75

Con compensacion
de vibraciones

0 ~\.\~ ',‘ T e 0 \\\ "’,r.—-m\.\_._,_-—--.
E-Z —— 0§y c. exterior 2
9 4 —— 02 c. interior 4
-6 6

0 10 20 30 0 10 20 %

@
i)
© -
=, Q; c. exterior
) —— Q, c. interior
0 10 20 30 0 10 20 30
200 200
D 100 100
-t?s 0 0
=, e ()3 real
-100 = = = Q3 de referencia -100
0 10 20 30 0 10 20 30
400 400
o
O 200 200
el
©
0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s]
Medida de singularidad det(GG7T)
T T

T T
=—Sin compensacion de vibraciones
= ‘Con compensacion de vibraciones

15 20 25 3

Tiempo [s]

Figura 5.3: Desempeno del DGVSCMG con vibraciones en la rueda, sin compen-
sacion de vibraciones y con compensacién de éstas.
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Sin compensacion Con compensacion
«10® de vibraciones 410 de vibraciones

- [A]

(Al
Z
e

-2
-4

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
10 10
>0 0
-10 -10

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

10 10

-10 -10
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.4: Desempeno de las variables eléctricas del PMSM que dirige la rueda
giratoria, sin compensacion de vibraciones y con compensacién de éstas.

Sy 111820, €22, 2] 7| - VJo Udgstiaqs d-

2500 12
Sin compensacion de vibraciones Sin compensacion de vibraciones
- - - -Con compensaci6n de vibraciones - - - -Con compensacién de vibraciones| ...

2000

1500

1000

22363

2236.1

500
22359 / 2
208395 208405 208415
0 o
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.5: Valor RMS de velocidad en el DGVSCMG y valor RMS de la entrada
de control al PMSM que dirige la rueda, sin compensacién de vibraciones y con
compensaciéon de éstas.
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Velocidad angular de la rueda 2 Error de velocidad de la rueda
200
Q; real [— Qe =25 - Q4
150 —— Qf estimada ) . 0 r
) = = = -5 de referencia )
g g 2
& 100 3
=3 =3
50 -4
0 -6
0 10 20 30 0 10 20 30
5 Error de estimacion de velocidad | Error de estimacion de vibracion
‘ ﬁ3:3'33—93‘ Z31 = Z31 — Z31
0 r
- = 05
2 g
T :
M é 0
-4
-6 -0.5
0 10 20 30 0 10 20 30
05 Error de estimacion de z, Error de adaptacion paramétrica
e — G — 0.2 A
Z33 = 232 — Z32 Y3 = Y3 — ¢3
g 0 0.1
. 0 oo
-0.2
-1
0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.6: Seguimiento de orientacién de un satélite-DGVSCMG en presencia de
perturbaciones, con rechazo de vibraciones: sin compensacién de perturbaciones
externas (izquierda) y con compensacién de éstas (derecha); variables asociadas a
la rueda giratoria.






Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se ha abordado el problema de seguimiento de orientaciéon de
un satélite sometido a perturbaciones externas, provenientes del ambiente. Co-
mo actuador de orientacion del satélite se consideré un giroscopio de control de
momento de doble carddn con velocidad variable (DGVSCMG) que, a su vez, es di-
rigido por un conjunto de tres motores sincronos de imanes permanentes (PMSM),
cuyo movimiento rotacional puede ocasionar vibraciones que se propagan a través
del resto del sistema. El conjunto de PMSMSs son acoplados en cascada con el
satélite-DGVSCMG mediante una ley de direccion. La solucién a este problema
constituye la principal contribucién de este trabajo.

La estructura en cascada del sistema completo permite abordar la solucién al
problema mediante la soluciéon de dos sub-problemas, por separado: a saber: el
control de orientaciéon de un satélite-DGVSCMG sometido a perturbaciones ex-
ternas, mediante una ley de control de par; y el control de velocidad con rechazo
de vibraciones de un PMSM.

Asi una contribucién secundaria, pero no menos importante, se encuentra en la
propuesta de una nueva ley de control de par para el satélite-DGVSCMG, que re-
suelve el problema de seguimiento de orientacién de cuerpos rigidos en general. La
prueba de estabilidad de esta ley de control se establece en términos del anélisis de
Lyapunov; usando una funcién de Lyapunov, se garantiza el seguimiento uniforme
exponencial de orientacion y velocidad, asi como la estabilidad uniforme préactica
asintética de las trayectorias del sistema sometido a perturbaciones externas.

Por otro lado, las vibraciones generadas por el movimiento rotacional de un
PMSM con excentricidad en la carga han sido modeladas como funciones periodi-

cas que dependen de la posicién del rotor. Hacer esto permite, en primer lugar,
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representar las vibraciones mediante un modelo interno en el espacio de estados.
Lo cual genera las condiciones adecuadas para el planteamiento de un esquema de
observador con identificacion adaptable de los parametros del modelo interno que,
en conjunto con una ley de control de corriente, aseguran el seguimiento asintdtico
de velocidad del PMSM, rechazando los efectos de las vibraciones. La estructura
en cascada de un PMSM permite el uso de una ley de control PI de tensién que
logra el seguimiento de corriente en el subsistema eléctrico del motor.

La aplicacion de esta solucién al control de orientacién de un satélite-DGVSCMG
no ha sido reportada en trabajos anteriores, hasta donde el autor tiene conocimien-
to. Por ello, el uso de ésta para la solucién del problema general constituye una
contribucion original de esta tesis.

Los resultados de sistemas en cascada reportados en la literatura han sido usa-
dos para establecer la estabilidad practica uniforme asintética de las trayectorias
del sistema general, lo cual es validado mediante simulaciones numéricas.

Trabajo futuro

Los resultados presentados en este trabajo de tesis sugieren la proyeccion a
futuro de investigaciones alrededor de los principales problemas abordados aqui.
Entre ellos, se pude mencionar el diseno de una ley de control mas sofisticada
y adecuada para el control de seguimiento de corriente del sub-sistema eléctrico
de un PMSM. Los resultados reportados en la literatura de control de PMSM
sin sensores muestran que es posible prescindir de la medicién de las variables
mecénicas del rotor (posicién y velocidad), y atin asegurar el seguimiento asintético
de velocidad. Estas soluciones no son incompatibles con los resultados establecidos
en este trabajo.
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Apéndice A

Cinematica y dinamica
rotacionales.

A.1. Teorema de rotaciéon de Euler

El siguiente Teorema es fundamental para el desarrollo de algunas de las coor-
denadas con las que representamos la orientaciéon de un cuerpo o marco de refe-
rencia.

Teorema A.1.1 (Teorema de rotacién de Euler [29]). Un cuerpo rigido o un
sistema coordenado de referencia puede ser llevado de una orientacion inicial ar-
bitraria a una orientacion final arbitraria mediante una unica rotacion principal
de dngulo ® alrededor de un eje principal de rotacion é.

De forma implicita, el Teorema anterior dice que el vector principal & tiene las
mismas componentes cuando es escrito en términos de B que cuando es escrito en
términos de V. Esto implica & = "R, é. El eje principal & es el vector propio uni-
tario de ™Ry que corresponde al valor propio +1. La prueba del teorema consiste,
pues, en mostrar que "R} tiene un valor propio +1.

Estas y otras implicaciones del teorema anterior pueden ser revisadas con algo
més de detalle en [29).

A.2. Operador producto cruz

Cuando se trabaja con sistemas multivariable, en ocasiones resulta mas sencillo
representar el producto cruz entre dos vectores como una operacién matricial. Esto
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se puede hacer mediante el uso del operador producto cruz, también conocido como
operador antisimétrico, definido a continuacion.

Definicién A.2.1. Para todo u € R3, es decir u = [u; us u3]', sea definido el
operador

0 —us u
S(u) = | us 0 —uq (A1)
—Uu2 Ul 0

Teorema A.2.1. Para cualesquiera u, v, w € R3, el operador S(-) verifica las
stquientes propiedades:

S(uyv=uxv (A.2)
S(u)v= —Sv)u (A.3)
S(au+ pv) = aS(u)+6S(v), ao,BeR (A4)
S(u)S(v)w = — S(v)S(w)u— S(w)S(u)v (A.5)
S(u)= R"S(Ru)R, ReSO(3) (A.6)
ST(u)= — S(u) (A7)

Prueba: Por construccién del operador S(-) la propiedad (A.2)) se puede verifi-
car desarrollando ambos lados de la ecuacién. Las propiedades (A.3) y son
heredadas, respectivamente, de las propiedades de anticonmutatividad y linealidad
del producto cruz entre vectores.

Se conoce como identidad de Grassmann (aplicada al producto cruz) [6] a la
ecuacién ux (v x w) = v(u'w) —w(u'v). La propiedad (A.F), también conocida
como tdentidad de Jacobi, es consecuencia de la propiedad del doble producto:

ux (vxw)+vx (wxu)+wx(uxv) = [v(uTw)—w(uTv)}

+ [w(vTu) — u(VTW)]

T

+ [u(wTv) —v(w u)]
ux(vxw)+vx(wxu)+wx(uxv) =0

Para demostrar la veracidad de la propiedad (A.6)) considere dos vectores arbi-
trarios u,v € R3, y dos bases ortonormales N y B. Considere, ademds, la matriz
R € SO(3), que transforma vectores en la base B a vectores en la base N. Enton-
ces, es cierto que S (Nu) Ny = RS (Bu) Bv. Recuerde que R es tal que RR' =1,

lo que implica
R'S (Nu) Ny =8 (Bu) B
R'S (RBu) RBv =8 (Bu) B

v,
v
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Esto es cierto para cualquier Zv. Por lo tanto, RT S (RBu) R=S (Bu) es cierto
para cualquier Zu. Con ello queda demostrada la propiedad .

La veracidad de la propiedad se puede verificar de manera simple al
desarrollar la matriz transpuesta de S(u) en (A.1]). O

A.3. Teorema de transporte

El siguiente teorema establece una relacion entre la derivada de un vector
tomada en términos de un marco de referencia y su correspondiente derivada
tomada en términos de otro marco. Es conocido como el teorema de transporte y
constituye una herramienta que facilita el calculo de la derivada de un vector con
respecto a un sistema de coordenadas, aun cuando las componentes del mismo
vector estén dadas en términos de otro sistema de coordenadas, posiblemente en
rotacion.

Teorema A.3.1. Sea N' un marco de referencia, cuya base esta formada por los
vectores ortogonales {fy, N, Nz} fijos a N, y sea B otro marco de referencia con

base formada por los vectores ortogonales {61, Bg, 63} fijos al marco B. Ademds,
sea
WB//\/ = w1b1 + UJ2b2 + w3b3

el vector de velocidad angular del marco B con respecto al marco N'. Considere un
vector genérico r. Entonces, la derivada temporal de v en términos del marco N
y la derivada de r en términos de B guardan la relacion dada por

Ni(r) _ Bi

o dt(r) + wg/n X

Los argumentos que dan origen a la generalizacion formulada en el teorema
de transporte y algunas de las implicaciones que de éste se derivan pueden ser
consultadas en |29, 33].

A.4. Ecuacion diferencial cinematica

En el segundo capitulo de esta tesis se ha presentado la ecuacion diferencial que
describe el cambio en la orientacién de un cuerpo rigido en términos de la matriz
de rotacién y los parametros Rodrigues modificados. De forma breve, en este
apéndice es presentada la ecuacién diferencial cinematica en términos de algunas
otras parametrizaciones de la orientacion, presentadas también en este trabajo.

El desarrollo de las ecuaciones que estdn por ser presentadas puede ser consul-
tado con mayor detalle en [29].
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En términos de los pardmetros de Euler (cuaternién unitario) la ecuacién di-
ferencial cinematica estd dada por la expresion

e "
4= qolsxs + S(qv) ' '

2
La ecuacién diferencial cinemética en términos de los parametros Rodrigues
esta dada por la expresion

b= [sa +5(8) + B8] . (4.9)

Finalmente, es presentada la ecuacion diferencial en términos de los MRP. Para
ello, considere la matriz G(o) € R3**3, definida como

1
G(o) = 5(1—(TTCT)I3><34-5(0)4-(70T ) (A.10)
Entonces, el cambio en la orientacién esta descrito por
1
¢=5G(0)w. (A.11)

La matriz G(0), definida en (A.10)), transforma w en & y , satisface las siguien-
tes relaciones [29):

1.

G(o)o = GT(0)0 = H% (A.12)
. . 1+0lo\2

G (0)G(0) = (T) I (A.13)

3.
G1(o) = (TQGTG)zGT(c) . (A.14)

4.
G '(o)o = ! +26T0 (A.15)

5.
G(o) = %(f#wT0'13+G(O')w0'T+O'wTGT(O')JrS(G(O‘)w)) . (A.16)

No es muy dificil la verificacién de estas relaciones mediante la construccién
de cada parte izquierda en las ecuaciones de lista anterior.
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A.5. FErrores de orientacién y velocidad angular

Considere un marco de referencia D : {d} = {d,ds,ds}, correspondiente
a una orientacién deseada para que el cuerpo rigido siga. La matriz Ry es la
matriz que transforma vectores del marco de referencia deseado D al inercial NV.
Explicitamente Ry = R,q4.

Evidentemente, cuando R = Ry la orientacién deseada ha sido alcanzada. De
tal forma que el error puede ser definido como R, = R — Rg4; aunque, asi definido,
el error de orientacién R, ¢ SO(3).

Otra alternativa para la definicién del error de orientacién es obtenida al utili-
zar la particular caracteristica de las matrices en SO(3); a saber, que RR" = I5,5.
Con ello, si R = Ry, entonces es cierto que R;{R = RIRd = RIR = I3x3.

Al definir al error de orientacién como dos rotaciones sucesivas

R.=RJR € SO(3) (A.17)

la orientacion deseada es alcanzada cuando R, = I3xs3.
La matriz de rotacién R, representa la rotacién compuesta que va de B a D;
explicitamente R, = Rg,. Entonces, la matriz matriz RI = Ryqg vade D a B.
Ahora, sea considerado un vector wg, que representa la velocidad del marco
de referencia D relativa al marco inercial A" en coordenadas de D

w = wléll + WQaQ + wSag . (A].S)

Al definir el vector de error de velocidad angular podemos caer en la obviedad
de usar w, = w — wy. Sin embargo, los vectores w y wy estdn en coordenadas
distintas, por lo que compararlos es poco ttil. Puede usarse para expresar
el vector de velocidad angular deseada en términos de B como

Wy = Rede . (Alg)

Con ello, una definicién mas adecuada del vector de error de velocidad angular
esta dada por

We =W — Wy . (A20)
La ecuacién cinematica deseada esta dada por
Rd = RdS(wd) . (A.Ql)

La cinematica del error se calcula como sigue.
R.=RJR+RJR
= — S(wy)R] R+ R} RS(w)
=—S(wg)Re + R.S(w)
=~ RcR/} S(wq)Re + ReS(w)
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La propiedad (A.6) en el Apéndice permite reescribir

R, = —R.S(R] wg) + R.S(w) = RS(w — R wy) .
Finalmente, con (A.19) y (A.20)), se tiene que
R, = R.S(w,) . (A.22)

A.6. Rotaciones sucesivas de vectores de parame-
tros Rodrigues modificados

Dados dos vectores ¢’ y 0", sea definido un tercer vector de pardmetros Ro-
drigues modificados mediante rotaciones sucesivas de la siguiente manera

Rap(0) = Rdn(O'N) Rnb(()'/) . (A.23)

Estas rotaciones sucesivas, en términos de parametros Rodrigues modificados, esta
dada por la expresién [29]

o= L= N9?)0” + (1 —[|o”[*)o’ — 25(c")0’
- 14 ||O-/||2||0-//||2 —_9g'Tg" :

(A.24)



Apéndice B

Estabilidad de sistemas con
perturbaciones.

B.1. Funciones de comparacion.

Sean definidas las siguientes funciones, conocidas como funciones de compara-
cién [51).

Definicién B.1.1. Se dice que una funcién continua « : [0,a) — [0, 00) pertenece
a la clase K si es estrictamente creciente y «(0) = 0; se dice que pertenece a la
clase Koo si a = 00 y a(r) =— oo cuando r — o0

Definicién B.1.2. Se dice que una funcién continua ¢ : [0, 00) — [0, 00) pertenece
a la clase L si es estrictamente decreciente y £(r) =— 0 cuando r — oo

Definicién B.1.3. Se dice que una funcién continua 5 : [0,a) x [0,00) — [0, c0)
pertenece a la clase KL si el mapeo 5(r, s), para cada s fijo, pertenece a la clase K
con respecto a r y, para cada r fijo, es decreciente con respecto a sy B(r,s) = 0
cuando s — 00.

B.2. Estabilidad de sistemas con perturbaciones
no desvanecientes.

Considere el sistema nominal
x =f(t,x), (B.1)
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donde f : [0,00) X D — R™ es una funcién continua a tramos en t y localmente
Lipschitz en x sobre [0,00) x D, y D C R™ es un dominio que contiene al origen
x = 0.

Considere el término de perturbacién g(¢,x), donde g : [0,00) x D — R™ es
una funcién continua a tramos en ¢ y localmente Lipschitz en x sobre [0, 0c0) x D; el
cual es considerado como un término aditivo en el lado derecho de la ecuacién de
estado. Las incertidumbres que ocasionan cambios en el orden del sistema siempre
pueden ser representadas de esta manera. Asi, el sistema con perturbaciones se
escribe como

x = f(t,x) + g(t,x) . (B.2)

El tipo de perturbaciones que se estudia no se desvanecen cerca del origen
del sistema, lo cual implica g(¢,0) # 0. Por lo tanto, el origen x = 0 no es un
punto de equilibrio del sistema . En este contexto, el estudio del equilibrio
del origen pierde sentido. Sin embargo, las herramientas del analisis de Lyapunov
se mantienen utiles en el estudio las soluciones del sistema, esperando que estas
sean acotadas por arriba con una cota pequena.

Lema B.2.1 (Lema 9.2 en [51]). Sea x un punto de equilibrio exponencialmen-
te estable del sistema nominal (B.1)). Sea V (t,x) una funcién de Lyapunov del
sistema nominal, la cual satisface las desigualdades

01||X||2 < V(t7x) < 02||X||2 ’

ov oV
< —
at + 8X f(t7x) — C3HXH Y
M < capixi
ox ||~ ’

en [0,00) x D; donde D = {xR"™ : ||x|| < r}. Asuma que el término de perturbacion

satisface
lg(t,x)| <8 < *63\/*61 or,
Cq C2

para todo t > 0, todo x € D, y alguna constante positiva © < 1. Entonces, para
todo |[x(to)|| < y/tr, la solucidon x(t) del sistema perturbado (B.2)) satisface

[x@ < kexp [t —to)] [[x(to)[ ,  Vio <t <(to+T)
y|x@)]| <b, Vit>(to+T) para algin T finito, donde

Co (]. — 6)03 Cyq
k== =8 A .
e’ 7 2ca ’ cs\ c 0

c2d
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El Lema[B.2.1| provee condiciones para determinar el acotamiento final y unifor-
me de la solucién del sistema , cuando el origen del sistema nominal asociado
es exponencialmente estable. Mientras que, el siguiente, Lema[B.2.2) es una herra-
mienta para lidiar con el caso mas general, cuando el origen x = 0 es un punto de
equilibrio uniformemente asintéticamente estable del sistema nominal .

Lema B.2.2 (Lema 9.3 en [51]). Sea x = 0 un punto de equilibrio uniformemente
asintdticamente estable del sistema nominal (B.1)). Sea V(t,x) una funcidn de
Lyapunov del sistema nominal, la cual satisface las desigualdades

ar(lxl) < V(%) < as(lxl) ®3)
O+ Skt < — as(lixl) (B.4)
15| < eatixi (B:5)

en [0,00) x D, donde D = {x € R™ : ||x|| < r} y a;(+), 1 = 1,2,3,4, son funciones
clase K. Suponga que el término de perturbacidn g(t,x) satisface la cota uniforme

Ocs (a;l (al(r)))

gt 0]l < 6 < =20

para toda t > 0, toda x € D, y alguna constante positiva 8 < 1. Entonces, para
toda ||x(to)|| < ag (a1 (r)), la solucion x(t) del sistema perturbado (B.2) satisface

x| < B([Ix(to)ll, t—to) , Vig<t<to+T
I[x(®)]| < p6), VE>tg+T

para alguna funcion clase KL B y algin T finito, donde p es una funcion clase KC

de & definida como
o o o (54))
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