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Introduccion

Este trabajo se desarrollara en el contexto de grupos de Lie de dimension finita dotados
con una métrica Riemanniana invariante bajo traslaciones izquierdas. El objetivo principal es
describir el espacio moduli de métricas bi-invariantes para aquellos grupos de Lie que admiten
una de éstas. Cada elemento del espacio moduli representa una geometria bi-invariante, asi
podemos decir que el espacio moduli parametriza las geometrias bi-invariantes no equivalentes
en un grupo de Lie. Una vez descrito este espacio usamos el trabajo de Milnor [24] para estudiar
las propiedades de curvatura de cada elemento del espacio moduli de métricas bi-invariantes.

En [22] Kodama, Takahara y Hiroshi estudiaron el espacio de métricas invariantes izquierdas
en un grupo de Lie GG. En el contexto de las variedades Riemannianas el estudio de los grupos
de Lie arroja miultiples ventajas que resultan ser consecuencia de la compatibilidad entre la
estructura diferenciable y la algebraica. En este trabajo nos propusimos dar una descripcién
del espacio de métricas bi-invariantes. Cuando equipamos al grupo con una métrica invariante
izquierda tenemos la ventaja de que cualquier traslacién es una isometria y por lo tanto nos
basta hacer todos los calculos de curvatura en el adlgebra de Lie g. Si la métrica es bi-invariante
entonces las geodésicas seran clases laterales de subgrupos uniparamétricos y el mapeo expo-
nencial Riemanniano estd dado en términos del mapeo exponencial del grupo exp : g — G.
En el caso de los subgrupos cerrados de GL(n,R) este mapeo estd dado por la exponencial de
matrices. Podemos concluir que las métricas bi-invariantes son un reflejo de una consonancia
total entre la topologia, el dlgebra y la geometria de G. A continuacién describimos brevemente
lo desarrollado en cada capitulo.

En el capitulo 1 revisamos las herramientas de teoria clasica de grupos de Lie de dimen-
sion finita que necesitaremos a lo largo de todo el trabajo. Definimos un grupo y algebra de
Lie, homomorfismos de grupos y algebras de Lie, el Teorema del subgrupo cerrado, el mapeo
exponencial, la representacién adjunta, grupo cubriente, los tres Teoremas de Lie, los espacios
homogéneos y finalmente mencionamos un teorema que involucra a los toros maximales.

En el capitulo 2 nos enfocamos en considerar métricas Riemannianas invariantes bajo tras-
laciones izquierdas y métricas bi-invariantes. Ademas de aplicar los conceptos basicos de geo-
metria Riemanniana a estas métricas como: la conexién de Levi-Civita y el tensor de curvatura
de Riemann. A lo largo del capitulo se hacen observaciones que senalan las ventajas que se
obtienen al considerar a las métricas bi-invariantes.

En el capitulo 3 nos adentramos en el tema central del trabajo siguiendo el enfoque de
[22] aplicado en métricas bi-invariantes. Primero definimos el espacio BJ(g) constituyente de
todas las métricas bi-invariantes de un algebra de Lie g. Posteriormente se define una accion
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del grupo de automorfismos Aut(g) en el espacio ‘/B;J(g) y se busca dar una descripcion de
la factorizacién del espacio B3(g) bajo el grupo Aut(g) para describir el espacio moduli de
métricas bi-invariantes BJ(g).

En el capitulo 4 utilizamos lo desarrollado por Milnor en la parte de curvatura seccional
de [24] y se concluye que si un grupo de Lie admite una métrica bi-invariante con curvatura
seccional estrictamente positiva entonces el grupo es un cociente de SU(2) por un subgrupo
discreto. También se verifica que si un grupo G es producto semidirecto de un grupo abeliano
con un grupo H que admita una métrica bi-invariante, cualquier métrica bi-invariante de H se
puede extender a una métrica invariante izquierda en GG con curvatura seccional no negativa.
Finalmente se verifica que si un grupo tiene una métrica bi-invariante con curvatura seccional
identicamente cero, entonces cualquier métrica bi-invariante sera plana.

En el capitulo 5 de nuevo utilizamos lo desarrollado por Milnor [24] en la parte de curvatura
de Ricci. Se concluye que si el grupo es compacto y semisimple, entonces cualquier métrica bi-
invariante tiene curvatura de Ricci estrictamente positiva. Finalmente concluimos que cuando
el cubriente universal G es compacto entonces cualquier métrica bi-invariante tiene curvatura
de Ricci constante.

En el capitulo 6 utilizamos la parte de curvatura escalar de [24] y concluimos que si un
grupo de Lie tiene un subgrupo compacto H, entonces cualquier métrica bi-invariante en H se
puede extender a una métrica invariante izquierda en todo el grupo de modo que la curvatura
escalar es estrictamente positiva.




Capitulo 1

Teoria de Lie

En este capitulo vamos a revisar algunos resultados de teoria clasica de grupos de Lie
que vamos a utilizar a largo de todo el trabajo. Damos la definicion de un grupo y élgebra
de Lie, asi como las relaciones que existen entre estos dos objetos. También presentamos las
derivaciones, la representacién adjunta, una breve mencién a la teoria de espacios cubrientes
aplicada a variedades y grupos de Lie, algunos resultados de espacios homogéneos y finalmente
el Teorema del toro maximal. Las referencias principales para este capitulo son [4], [5], [10],
110, [14], [21] vy [34].

1.1. Grupos de Lie

Definicién 1.1. Un grupo de Lie G, es un grupo que también es una variedad diferenciable,
donde el mapeo ® : G x G — G, dado por ®(g,h) = gh™!, es diferenciable. El elemento neutro
G lo denotaremos siempre con la letra e.

Observacion 1.2. Si G es un grupo de Lie, el mapeo g — gt de G en si mismo es diferenciable
pues lo podemos ver como la siguiente composicion g v (e, g) 2 eg~t. Donde i, es la inclusion
ie : G — G x G, dada pori.(g) = (e,g) que es claramente diferenciable. También el mapeo
(g,h) — gh de G x G en G es diferenciable pues lo podemos ver como la siguiente composicion

(g,h) — (g,h7 ") 2 gh, que es claramente diferenciable.

Observaciéon 1.3. La componente conexa de un grupo de Lie G que contiene al elemento neutro
e € G es un grupo de Lie y es difeomorfa a cualquier otra componente conexa de G.

Ejemplos 1.4. A continuacion mencionaremos algunos ejemplos de grupos de Lie.
1. El espacio euclidiano R™ es un grupo de Lie bajo la suma de vectores.

2. C* todos los numeros complejos distintos de cero forman un grupo de Lie con la multipli-
cacion.

3. St € C* el circulo unitario con la multiplicacion, también es un grupo de Lie.

4. El producto de grupos de Lie, G X H es un grupo de Lie con la estructura diferenciable
del producto y el producto directo de grupos.

5. El toro de dimensién n, T" = St x --- x S es un grupo de Lie correspondiente al producto
de St consigo mismo n-veces.
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6. El grupo GL(n,R) formado por las matrices invertibles de n x n con coeficientes en R
con la operacion de multiplicacion de matrices es una variedad de dimension n® pues es
un abierto de R™ y grupo de Lie.

7. Andlogamente tenemos que el grupo GL(n,C) es una variedad de dimensidén 2n?, pues es
un abierto de C™*.

Un grupo de Lie tiene dos familias de difeomorfismos llamados traslaciones derechas e iz-
quierdas. Para cada g € G, estos difeomorfismos estan definidos como sigue:

L,:G— G, Ly(h)=gh, (1.1)

R,:G — G, Ry(h) = hg. (1.2)

A estos mapeos los llamaremos traslaciones izquierdas o derechas respectivamente. Es claro
que los mapeos inversos estdn dados por L,y R,-1.

1.1.1. Campos Vectoriales Invariantes Bajo Traslaciones

Si tenemos un grupo de Lie G, dado un vector tangente X, en la identidad de G, podemos
trasladarlo a cualquier punto de G utilizando los difeomorfismos (1.1)) y (1.2]) de la siguiente
forma

X, = (dL,)eXe, X, = (dR,)X,.

De esta forma obtenemos dos campos vectoriales no nulos en todo GG . Por otro lado si
tenemos un campo vectorial X en G, decimos que es invariante izquierdo si es invariante bajo
cualquier traslacién izquierda, es decir, X, = (dLy)pXp. De manera andloga definimos un
campo vectorial invariante derecho. Con esto en mente enunciamos la siguiente proposicién
cuya demostracion es inmediata.

Proposicion 1.5. St X es un campo vectorial invariante izquierdo en un grupo de Lie G, este
queda determinado por su valor en e € G.

Observacion 1.6. La existencia de campos globales no nulos en ningun punto implica que
cualquier grupo de Lie es orientable.

1.2. Algebras de Lie

Definicién 1.7. Un dlgebra de Lie g sobre R es un espacio vectorial con un operador bilineal
[,]:9 X g— g tal que para todo x,y,z € g se satisfacen las siguientes condiciones:

1. [x,y] = —[y, x| anti simetria.
2. [z, v], 2] + [y, 2], z] + [[2, 2], y] = 0 Identidad de Jabobi

Al operador [,] lo llamamos el bracket o corchete de g.

8
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El estudio de las algebras de Lie es muy importante pues mas adelante veremos que cualquier
grupo de Lie tiene un algebra de Lie intimamente relacionada con él. El estudio de los grupos
de Lie esta en gran medida reducido al estudio de sus algebras de Lie.

Ejemplos 1.8. A continuacion mencionaremos algunos ejemplos de dlgebras de Lie.

1. Si M es una variedad diferenciable, el espacio vectorial formado por los campos vectoriales
suaves de M, es un dlgebra de Lie bajo la operacion de bracket de Lie definida en campos
vectoriales.

2. Cualquier espacio vectorial se puede convertir en un dlgebra de Lie, simplemente definien-
do el bracket idénticamente cero. A las dlgebras de Lie con bracket idénticamente cero les
llamaremos abelianas o conmutativas.

3. El espacio vectorial gl(n,R) de todas las matrices reales de n X n forman un dlgebra de

Lie, si definimos [A, B] = AB — BA.

4. Un espacio vectorial de dimension 2 con una base ey, es forma un dlgebra de Lie definiendo
le1,e1] = 0 = [eg, ea], [e1,e2] = ea y extendiendo bilinealmente. Se puede demostrar que
ésta es la unica dlgebra de Lie no abeliana de dimension 2.

5. R3 con la operacion del producto cruz es un dlgebra de Lie.

Definicién 1.9. Dada g un dlgebra de Lie y ey, ...,e, € g una base, definimos las constantes
de estructura ayj, € R como [e;, e5] = >, vijiey.

Observacion 1.10. Es claro que las constantes de estructura dependen de la base elegida.
Ademas debido a que el bracket de Lie es antisimétrico las constantes de estructura satisfacen
que Qi = — k.

Observacién 1.11. Cualquier coleccion de nimeros reales {oji}?; oy que satisfacen las si-
gquientes condiciones:

1. Oéijk + Oéjik = 0
2. Zmﬂn(ajkmaimr + Aim X gmyr + aijmakmr> =0

determina una estructura de dlgebra de Lie en cualquier espacio vectorial V' de dimension n,

simplemente definiendo
[es,€5] = Zoéijkek
k

para una base eq, ...,e, de V y extendiendo bilinealmente.

1.2.1. El algebra de Lie de un grupo de Lie

Consideremos un grupo de Lie G y T.G su espacio tangente en la identidad. Tomamos
€1, ...,6, una base de T,G y utilizando la Proposicion podemos construir una familia de
campos vectoriales invariantes izquierdos Fj, ..., F,, generados por esta base, que ademas resul-
tan ser linealmente independientes en cada punto de GG. Asi cada campo invariante izquierdo se
podra escribir como combinacién lineal de Fj, ..., E,. Con esto en mente podemos identificar al
espacio tangente en la identidad con el conjunto de campos vectoriales invariantes izquierdos.

9
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Lema 1.12. Sea G un grupo de Lie y g el conjunto de campos vectoriales invariantes izquierdos,
entonces g es un espacio vectorial isomorfo a T,G.

Demostracion.

Es claro que g es un espacio vectorial real y el hecho de que cualquier campo vectorial
invariante izquierdo esté determinado por su valor en la identidad nos permite definir el siguiente
mapeo, a : g = T.G, a(z) = z.. Es inyectivo, pues si a(z) = 0 entonces el valor de = en todo
G es cero. Dado x € T,G, utilizando las traslaciones izquierdas podemos definir un campo
invariante izquierdo que en la identidad tome el valor x. De lo cual concluimos que T.G = g.

O

Cuando se estudian los campos vectoriales en variedades se pide de entrada que sean di-
ferenciables. Una caracteristica de los campos invariantes izquierdos es que esta cualidad ya
implica la diferenciabilidad de estos campos.

Lema 1.13. Si x € g es un campo invariante izquierdo de un grupo de Lie G, entonces es
diferenciable.

Demostracion.
Seax €g, f € C®G), g€ Gy~ una curva en G que satisface 7/(0) = z., calculamos:

d

rf(g) = Tof = dLg(xe)f =z.(f o Lg) = %f(g')/(t))’tzo'

Asi xf € C°(G) pues f(gvy(t)) depende suavemente de g y t. O

Lema 1.14. Consideremos |,] el bracket de Lie de campos vectoriales en un grupo de Lie G
como variedad diferenciable. Para x,y € g campos invariantes izquierdos, se tiene [x,y] € g.

Demostracién.

Para ¢ € G y [,] el bracket de Lie de campos vectoriales, tenemos que dL,([z,y]) =
(4L, (x), dL,(y)] = [.9] € .

O

Estos tres Lemas nos permiten enunciar la siguiente proposicion

Proposicion 1.15. Los campos vectoriales invariantes izquierdos de un grupo de Lie G, forman
un dlgebra de Lie con la operacion de bracket entre campos vectoriales.

Notaciéon 1.16. Cuando hablemos del dlgebra de Lie de un grupo de Lie G, usaremos la
notacion g ¢ Lie(G).

Ejemplo 1.17. El grupo de Lie R tiene como dlgebra de Lie los multiplos escalares del vector

tangente <, y el bracket es idénticamente cero pues [A(4), (4)] = aA[£, L] =0,

1.3. Homomorfismos de Grupos de Lie

Definicién 1.18. Un mapeo ¢ : G — H entre grupos de Lie, es un homomorfismo de grupos de
Lie si ¢ € C*(G, H) y es un homomorfismo de grupos. Si ¢ es un difeomorfismo y un isomor-
fismo de grupos, entonces diremos que es un isomorfismo de grupos de Lie. Un isomorfismo de
un grupo de Lie en si mismo se llama un automorfismo. Y si H = Aut(V') para algin espacio
vectorial V', el homomorfismo ¢ se llama una representacion de G.

10
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Definicién 1.19. Si g y b son dlgebras de Lie, un mapeo ¥ : g — b es un homomorfismo de
dlgebras de Lie si es lineal y ¥([z,y]) = [¥(x),¥(y)] para todo x,y € g. Si h = End(V) para
algin espacio vectorial V', entonces decimos que 1 es una representacion de g.

Teorema 1.20. Si tenemos G y H grupos de Lie con g y b sus respectivas dlgebras de Lie
entonces, cualquier homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H induce un homomorfismo de
dlgebras de Lie dp : g — b.

Demostracion.

Como ¢ es suave tenemos un mapeo lineal dy, : T.G — T, H. Como T,G y T, H estan identi-
ficados con g y b respectivamente entonces dy. se pude interpretar como un mapeo lineal entre
las dlgebras de Lie que denotaremos dy : g — b, donde a cada x € g le asignamos dy(x) € b,
el campo vectorial invariante izquierdo en H generado por dy.(z.) € T. H.

Como ¢ es homomorfismo de grupos, entonces para g € G se cumple que Lyy) 0@ = @o L.
Para x € g denotemos T = dp(x) € h y notemos que

fﬁp(g) = dLV,(g)fe = dLSO(g)ng(ZE) = d(LSO(g)QD) (%e) = d(gp o Lg)(l‘e) = ng(:L‘g).

Ahora para z,y € g, tenemos que dp[z,y| = [z,y]. = de([z,y].) = [do(x.), dp(ye)].
O

1.4. Subgrupos de Lie

Definicién 1.21. Decimos que H es un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G, si se cumplen
las siguientes condiciones:

1. H es un grupo de Lie.

2. La inclusion 1 - H — G, es una inmersion inyectiva y ademds es un homomorfismo de
grupos de Lie.

El siguiente teorema nos arroja un criterio para determinar cuando un subgrupo abstracto
de un grupo de Lie, es grupo de Lie.

1.4.1. Teorema del Subgrupo Cerrado

Teorema 1.22. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo cerrado de G, entonces H tiene
una unica estructura suave que lo convierte en un subgrupo de Lie de G.

Para una demostracién consultar [34].

Una clase importante de grupos de Lie son los subgrupos cerrados de GL(n,R) o GL(n,C),
también llamados grupos lineales.

Ejemplos 1.23. A continuacion tenemos una serie de grupos lineales que sirven de ejemplo
de subgrupos de Lie.

1. El grupo ortogonal O(n,R) = {A € GL(n,R)|AAT = I,,}.

11
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2. El grupo especial lineal SL(n,R) = {A € GL(n,R)|det(A) = 1}.
3. El grupo especial ortogonal SO(n,R) = SL(n,R) N O(n,R).

4. El grupo unitario U(n) = {A € GL(n,C)|AA* = I} con A* es la transpuesta conjugada
de A.

5. El grupo especial unitario SU(n) = U(n) N SL(n,C).

1.5. Subalgebras de Lie

Definicién 1.24. Decimos que by es una subdlgebra de Lie de un dlgebra de Lie g si se satisfacen
las siguientes condiciones:

1. b es un subespacio vectorial de g.

2. [z,y] € b para cualesquiera z,y € b.

Es claro que con estas dos condiciones ) es un dlgebra de Lie con el bracket de g restringido
a by. Si ademds [x,y] € h para todoy € h y x € g, decimos que b es un ideal de g.

Proposicién 1.25. Si H es subgrupo de Lie de G entonces b es una subalgebra de Lie de g.

Demostracion.

Es claro que b es un subespacio de g, ademés si x,y € b entonces [x,y] = di([z,y]) € b,
donde i : H — G es la inclusién. Con esto concluimos que h es una subalgebra de g.

O

A continuacién vamos a dar algunos ejemplos de dlgebras de Lie de subgrupos de GL(n,R),
que seran subélgebras de gl(n, R).

1.5.1. Los grupos O(n), SO(n) y sus algebras de Lie

Proposicién 1.26. El dlgebra de Lie o(n) del grupo ortogonal O(n) consiste en el espacio de
matrices antisimétricas Asim(n,R) = {A € gl(n,R)|A = —AT}.

Demostracioén.
Sea a : (—e,¢) = O(n,R) una curva suave tal que «(0) = I, y ademds se cumple que
a(s)Ta(s) = I,,. Derivando la curva tenemos o/ (s)? a(s)+a(s)Ta/(s) = 0, para s = 0 obtenemos

&/ (07 a(0) + a(0)Ta/ (0) = 0.

Como «a(0) = I,, entonces o/(0)7 = —a/(0) por lo tanto o(n) C Asim(n,R). Es facil ver que las

matrices antisimétricas de nxn forman un espacio vectorial de dimensién @ = dim(O(n,R))
y por lo tanto, o(n,R) = Asim(n,R).

O

El grupo especial ortogonal SO(n) se define como el subgrupo de O(n) que consiste en
todas las matrices ortogonales de determinante 1, SO(n) resulta ser la componente conexa de
O(n) que contiene al elemento identidad, de esta forma concluimos que tanto O(n) como SO(n)
tienen la misma &lgebra de Lie.

12



1.5. SUBALGEBRAS DE LIE

1.5.2. El grupo especial unitario SU(2) y su algebra de Lie.

Proposicién 1.27. El grupo SU(2) es difeomorfo a S

Demostracién.
Tomemos una matriz
a c

M:
Ld

} € SU(2).

Y esta matriz tiene que cumplir que M M =1 , es decir

—+  [aa+cc ab+cd
MM - — — | =
[Eb +dc bb+ dd]
Resolviendo el sistema tenemos que las soluciones de estas 4 ecuaciones son ¢ = —by d =a
por ¢ = —by d = —a. Con esto tenemos que cualquier matriz M € SU(2) es de la forma
a —b
M = .
i

Ahora definimos ¢ : SU(2) — S* C C?, como ¢(M) = (a,b). Este mapeo estd bien definido
pues
1 =det(M) = aa + bb = |a|* + |b]?,

lo cual implica que (a,b) € S* C C2. Ademaés ¢ es claramente biyectiva y suave. Su inversa esta
dada por

O
Ya vimos que el grupo SU(2) es el grupo de las matrices complejas de la forma

a+di —b—ci
©= [b—ci a—di]’

donde det(Q) = 1. Otra forma de ver a estas matrices es con el grupo de los cuaternios. A cada
matriz la podemos ver de la siguiente forma

a+t+di —=b—ci
b—ci a—di

i e R KA S

Estas matrices claramente cumplen ijk = —1 = i* = j> = k? y como det(Q) = 1 entonces
a’? +b? + ¢ + d*> = 1. Esto concuerda con identificar SU(2) con S* C R*,

Q:{ ]:m+m+q+%,

donde

Proposicién 1.28. El dlgebra de Lie su(2) estd formado por cuaternios con parte real igual a

CEeTo.
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CAPITULO 1. TEORIA DE LIE

Demostracién.

Tomando en cuenta la representacién en cuaternios de SU(2) consideremos 7y : (—¢,€) —

SU(2) una curva suave, donde v(0) = 1 y para cada s € (—¢,¢€) tenemos que y(s)y(s)T = 1.

Derivando obtenemos que 7'(s)y(s)T 4+ v(s)vy'(s)T = 0, si s = 0. Entonces v(0) = 1 y por lo

tanto 7/(0) + ~+/(0)t = 0. Esto significa que un vector tangente 7/(0) es un cuaternio sin parte
real, es decir 7/(0) € Ri+Rj+Rk y como su(2) es un espacio vectorial de dimensién 3, entonces
esto implica que su(2) = Ri + Rj + Rk.

O

1.5.3. Subgrupos Uniparamétricos

Definicién 1.29. Un subgrupo uniparamétrico de un grupo de Lie G es un homomorfismo de
grupos de Lie a: R — G.

Proposicion 1.30. Los subgrupos uniparamétricos de un grupo de Lie G estdn en correspon-
dencia con su dlgebra de Lie g.

Demostracién.

Para o : R — G subgrupo uniparamétrico definimos el mapeo ¥ como « s o (0), donde

—1
claramente o/(0) € g. Para un campo invariante izquierdo x € g definimos z Y a,, donde
a, : R — G es la curva integral del campo z tal que a,(0) = e. Verifiquemos que «, es un
subgrupo uniparamétrico: sea ® el flujo correspondiente al campo x. Entonces

ag(t+s) = Drys(e) = y(Ps(e)).

Como x € g es invariante izquierdo se sigue que ®;(ge) = g®;(e) para todo g € G. Denotamos
g = P4(e), con lo cual se satisface Oy(P;(e)) = Py (Ps(e)e) = Ps(e)Pi(e) = au(s)ay(t) lo que

implica que a, es un homomorfismo de grupos.

Es claro que la composicién = +— «, — o/ (0) es la identidad. Por otro lado para a un
subgrupo uniparamétrico con o/(0) = z, notemos que « define un flujo & : R x G — G,
®,(g) = ga(t) donde

g = dLy(0/(0).
Es claro que es el mismo flujo correspondiente a x € g y por lo tanto el mapeo x — o/(0) =
T — oy es la identidad lo cual termina la demostracion.
O

Observacion 1.31. Para x € g, tenemos que o, es la inica curva integral de z tal que «(0) = e
y como x es invariante izquierdo entonces Ly o o, es también una curva integral de x y es la
tnica tal que (Lgyoa,)(0) = g. En particular esto implica que los campos invariantes izquierdos
son completos. Andlogamente se puede ver que las curvas integrales de un campo vectorial
invariante derecho estd dado por Ry o o.

Ejemplo 1.32. Para el grupo GL(n,R) tenemos que el subgrupo uniparamélrico correspon-
diente a A € gl(n,R) es aa : R = GL(n,R) aa(t) = e =3, S (tA)". Del mismo modo los
subgrupos uniparamétricos de cualquier grupo lineal estan dados por la exponencial de matrices.
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1.6. MAPEO EXPONENCIAL

1.6. Mapeo Exponencial

Para G un grupo de Lie y g su algebra de Lie, tomamos x € g. Por la Proposicion [1.30
existe un dnico subgrupo uniparamétrico a, : R — G, tal que o/ (0) = x. Esto nos permite
definir el mapeo exponencial.

Definicién 1.33. Para G grupo de Lie definimos el mapeo exponencial como sigue
exp:g— G, exp(x) = a,(1).
Teorema 1.34. Sea G grupo de Lie y x € g. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones:
1. exp(tz) = a,(t).
2. exp((t + s)x) = exp(tx)exp(sz).
3. exp(—tz) = (exp(tx))~L.

4. exp:g— G es C°, ademds es un difeomorfismo local entre vecindades de 0 € g ye € G
respectivamente.

Demostracién.

1. Tenemos que exp(tx) = ay,(1) v es claro que oy, = a0y, donde ¢y : R — R, ¢y(p) = tp.
De esta forma ay, (1) = au(pi(1)) = au(t).

2. Por el inciso anterior exp((t45)x) = (145)2(1) = ag(t+5) = au(t)ay(s) = exp(tx)erp(sz).
3. Calculamos exp(—tz) = a_(1) = au(—t) = (a (1)) = (@ (1))~ = exp(tx) L.

4. Notemos que el mapeo @ : Rx G x g — G x g, ®(t,9,2) = (ga(t), z) es el flujo del
campo en G x g dado por (g,z) — (Ly(x),0), por lo que ® es suave y su restriccién a
{1} x{e} x g = G, (1,e,x) — a,(1) coincide con exp y es suave. Ademas su diferencial
dexp : g — g es la identidad y por el teorema de la funcién inversa es un difeomorfismo
local entre vecindades de 0 € g y e € (G respectivamente.

O

Observacion 1.35. Si tenemos vy y 8 curvas en un grupo de Lie G tales que v(0) = e = ((0),
definimos o(t) = v(t)B(t). Es fdcil ver que o'(0) =~'(0) + 8'(0) y de esta forma si el grupo de
Lie es abeliano, entonces para x,y € g se cumple exp(x + y) = qzyy(1) = oz (1)ay(1). Con lo
que concluimos que el mapeo exponencial es un homomorfismo entre g y G.

La siguiente proposicion ilustra la relacién entre el mapeo exponencial y los homomorfismos
de grupos de Lie.

Proposicion 1.36. Un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H induce un diagrama
conmutativo
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CAPITULO 1. TEORIA DE LIE

Demostracién.

Sea x € g, sabemos que o/,(0) = z. Entonces dp(x) = (p o a,)(0) € h y de esta forma
exp(dp(x)) = (¢ o ag)(1). Por otro lado exp(z) = a,(1) y ¢(exp(z)) =
p oexp = expo dp.

O

v(a.(1)), por lo tanto

Notacién 1.37. Tomando en cuenta el Ejemplo cuando tengamos un grupo lineal G C
GL(n,R) vamos a denotar el mapeo exponencial con la notacion de la exponencial de matrices.
Es decir, si A € g entonces denotamos et = exp(A).

Lema 1.38. Cualquier grupo de Lie conexo estd generado por una vecindad de la identidad.

El siguiente resultado es de gran importancia y es valido también para grupos topologicos.
Demostracion.

Sea U C G vecindad abierta tal que e € U 'y U = U~! (si es necesario tomamos U N U™1).
Consideremos el generado por U, S = {g1 - - - gnlg1, .-, 90 € U,n € N}. Veamos ahora que
S = G. S es abierto pues Uges gU = S. Ademds si g ¢ S entonces ¢S NS = y de esta forma
S=G-U oy gS. Es decir S es el complemento de un abierto, por lo cual S es cerrado también.
Como G es conexo entonces G = S.

O

En consecuencia tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.39. Un homomorfismo entre grupos de Lie conexos estd determinado por su di-
ferencial en la identidad.

Demostracién.

Sea df : g — b un homomorfismo entre las dlgebras de Lie de G y H, grupos de Lie conexos,
Como el mapeo exponencial es un difeomorfismo local para una vecindad de U C G, entonces
podemos definir f en la vecindad U, como sigue: f(exp(x)) = exp(df(z)) € H. Por el Lema
anterior, cualquier g € GG es de la forma g;--- g, con g; € U y de esta forma definimos f : G — H,

como f(g) = f(g1) - f(gn)-

O

1.7. Automorfismos y Derivaciones

Definicién 1.40. Para un dlgebra de Lie g de dimension n, definimos el grupo de automorfis-
mos de g como Aut(g) = {¢ € GL(g)|¢([z,y]) = [¢(z), d(y)], .y € g}

Proposicién 1.41. El grupo Aut(g) es un subgrupo cerrado de GL(g).

Demostracién.
Sea g un algebra de Lie con una producto interno, y ey, ...,e, € g una base, definimos
U GL(g) — R,
(6) = S0 e5)) — [Bles), d(e)II
i<j
Es claro que Aut(g) = ¥~1(0), por lo tanto es un subgrupo cerrado de GL(g), al ser ¥ continua.
O
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1.8. REPRESENTACION ADJUNTA

Definicién 1.42. Dada un dlgebra de Lie g definimos el dlgebra de derivaciones de g como

Der(g) = {¢ € End(g)|¢([z,y]) = [6(x), y] + [z, 6(y)], z,y € g}

El dlgebra de derivaciones Der(g) es subdlgebra de End(g). A continuacién verificaremos
que es el dlgebra de Lie del grupo de automorfismos Aut(g).

Proposicién 1.43. Der(g) es el dlgebra de Lie del grupo de Lie Aut(g).

Demostracién.
Sea ¢ € Lie(Aut(g)), entonces exp(t¢) € Aut(g). Si z,y € g tenemos que

exp(to)([z,y]) = lexp(td)(x), exp(td)(y)],

y de esta forma ¢([z,y]) = F(lexp(td)(z), exp(td)(y)])li=o = [¢(x),y] + [z,6(y)]. Con esto
concluimos que Lie(Aut(g)) C Der(g). Ahora tomamos ¢ € Der(g) y consideramos las cur-
)

vas a(t) = exp(to)([z,y
exponencial exp : End(g) — GL(g) a Der(g). Es claro que «(0) = [z,y] = B(0), ademés

o/ (t) = o(a(t) y
p'(t) [cb(

y B(t) = [exp(te)(z), exp(to)(y)], usando la restriccién del mapeo

p(to)(z)), exp(te)(y)] + [exp(t), p(exp(te)(y))]
)( ), exp(to)(y)]

Entonces a y 8 son soluciones del campo 2z’ = ¢z con la misma condicién inicial por lo tanto
a =y ¢ e Lie(Aut(g)) por lo tanto Lie(Aut(g)) = Der(g).
O

1.8. Representaciéon Adjunta

Cada g € G define un autormorfismo interno, dado por ¢, : G — G, ,(x) = grg~'. Con
esto podemos definir un homomorfismo de grupos que llamaremos la representacion adjunta de

G.

Definicién 1.44. Sea G un grupo de Lie. Definimos el siguiente homomorfismo de grupos de
Lie Ad : G — Aut(g), donde Ad(g) : g — g es la diferencial de ¢, en el neutro de G.

La diferencial del homomorfismo Ad induce un homomorfismo entre las respectivas algebras
de Lie ad : g — Der(g) que llamaremos la representacién adjunta de g.

Proposicién 1.45. La representacion adjunta ad : g — Der(g) satisface que para todo x € g,
ad(z) : g — g es tal que ad(x)(y) = [z,y].

Demostracién.
Para z,y € g tenemos ¥q, (50 (t) = a(s)ay(t)a,(—s), y consideremos el mapeo A : R* —
G, A(8,1) = tha,(5)ay(t). De esta forma Ad(a,(s))(y) = LA(s,t)|=o € g. Por lo cual

ad(x)(y) = (Al Do)l
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CAPITULO 1. TEORIA DE LIE

Ahora veamos como actia el vector ad(x)(y) en una funcién f € C*(G;R), recordemos

que (ad(x)(y))(f) = azztf(A(s,t))|(070). Notemos que f o A es igual a la composicién de los

siguientes mapeos

R? = R? (s,t) = (s,t,—5) y R* = R, (a,b,¢) = f(az(a)ay(b)a.(c)).
Utilizando la regla de la cadena concluimos que

(@d(@) W) = 2 A0y = o Flees)oy (D] 00 — s Flay (el 0

Como ya vimos (t, a,(t) es el flujo correspondiente al campo invariante izquierdo

g9) —
y 6 g asi tenemos que dif( a:(

o, (1)) |e=0 = y(f(ga(s))) y andlogamente para x tenemos que
M f(gag(s)oy(t))| 0,0 = (zy(f))(g). Haciendo lo mismo para el otro sumando concluimos que
ad(z)(y)(f) = zy(f) — yw( ) =[x,y
O

En consecuencia tenemos el siguiente resultado para subgrupos de Lie normales.
Corolario 1.46. Si H es subgrupo de Lie normal de G, entonces by es un ideal de g.

Demostracion.

Como H es subgrupo normal de G, se cumple ¢,(H) C H, para todo g € G. Entonces
dipy(h) = Ad(g)(h) C b y para todo z € gy y € bh tenemos que Ad(exp(tx)) € h. Asi
concluimos [z,y] = ad(z)(y) = % Ad(exp(tz))(Y)]i—o € b.

O

Observacién 1.47. Usando tenemos el siguiente diagrama conmutativo

_ad Der(g)

g
empl le
G ——

— Aut(g).

Definicién 1.48. Un dlgebra de Lie g es abeliana si [z,y] = 0 para todo z,y € g.

El diagrama conmutativo de la Observacion [1.47] ilustra entre otras cosas la relacién entre
algebras de Lie abelianas y grupos de Lie abehanos. Ya que si el grupo es abeliano entonces Ad
es un homomorfismo trivial y por lo tanto ad también lo cual implicaria que g es abeliana. Por
ello podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicion 1.49. Si un grupo de Lie G es abeliano, entonces g también lo es.

1.8.1. Caracterizacién de grupos de Lie abelianos

El siguiente teorema nos ilustra por completo como son los grupos de Lie abelianos conexos.
Para una demostracién de este hecho consultar [29].

Teorema 1.50. Cualquier grupo de Lie conexo abeliano es isomorfo a RY x (S')*.
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1.9. GRUPO CUBRIENTE

1.9. Grupo Cubriente

En esta seccion utilizaremos algunas herramientas de topologia algebraica, el lector debera
estar familiarizado con los conceptos de espacio localmente conectable por trayectorias, local-
mente simplemente conexo, homotopia y grupo fundamental.

Definicién 1.51. Sea X un espacio topologico, decimos que un espacio topologico C' es un
cubriente de X, si existe una funcion continua y suprayectiva p : C' — X tal que para todo
v € X eriste U C X wvecindad de x, tal que p~(U) es una unién de abiertos disjuntos en C,
donde cada uno de ellos es homeomorfo a U a través de p.

Sip: N — M es un cubriente donde M es una variedad diferenciable, podemos definir un
atlas para N utilizando que p es un homeomorfismo local, de forma que p es un mapeo suave.
En este contexto vamos a enunciar el criterio de levantamiento para espacios cubrientes. Para
una demostracién de este criterio y un tratado mas profundo de los espacios cubrientes el lector
puede consultar [32].

Teorema 1.52. Sea p : C — M wun mapeo cubriente y f : N — M un mapeo suave con

q € f~X(p), el mapeo f admite un levantamiento suave f : N — C con f(q) = p si y sélo si
fu(m(N,q)) C py(mi(C,p)). Si N es conexo, el levantamiento es unico.

Definicién 1.53. Decimos que un cubriente X de un espacio topologico X es universal si es
simplemente conezo.

Corolario 1.54. Dos cubrientes universales X Y X' del mismo espacio X, son homeomorfos.

Observacion 1.55. Como cualesquiera dos cubrientes universales de un espacio X son ho-
meomorfos, vamos a fijar un tipo de homeomorfismos de los cubrientes y referirnos a €l como
el cubriente uniwersal de X.

Observaciéon 1.56. Si M es una variedad diferenciable con un cubriente universal M utilizando
la unicidad de la propiedad de levantamiento es fdcil verificar que la estructura suave en M
mducida por el mapeo cubriente es unica.

Notacion 1.57. Cuando hablemos de el cubriente universal de una variedad M lo denotaremos
como M.

En [34] podemos encontrar el siguiente teorema que garantiza la existencia del cubriente
universal para cualquier variedad diferenciable conexa.

Teorema 1.58. Si X es un espacio topologico conexo, localmente conectable por trayectorias
y localmente simplemente conexo, entonces X tiene un cubriente universal X.

Observacién 1.59. Es facil demostrar que cualquier variedad diferenciable conexa satisface
las hipotesis del Teorema por lo cual tenemos que cualquier variedad diferenciable tiene
un cubriente universal.

Teorema 1.60. Cualquier grupo de Lie conexo, tiene un cubriente G simplemente conexo que
también es un grupo de Lie. Ademds el mapeo cubriente es un homomorfismo de grupos de Lie.
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CAPITULO 1. TEORIA DE LIE

Demostracion.
Sea G el cubriente universal de GG, veremos que G tiene una estructura de grupo de Lie.
Definimos el mapeo

a:GxG— G, aFh)=p@Gph)~"

Fijamos ¢ € p~!(e). Como G x G es simplemente conexo existe un tnico « : GxG— G
tal que poa = a y a(e, €) =€, como lo indica el siguiente diagrama conmutativo

P
GxG—5G.
Vamos a definir la operacién de G a través del mapeo . Sean g, h € G. Definimos

Bt =a(Eh) y gh=a(g, kY.

Notemos que ¢! = a(e, ¢) = ¢. Ahora vamos a verificar que ge = ¢ = ¢g. Calculamos

g — g conmutan con p en el diagrama,

P
’
.7 lp
s
s
s

[EEEENye)

Q
<

Eso implica que los mapeos g +— ge, g +—

Por la unicidad del levantamiento de mapeos en espacios cubrientes esto significa que estos
mapeos son iguales y por lo tanto ge = g = eg. Utilizando una técnica similar podemos verificar
que Z]’(EZ) = (EE);, g9 ' =¢=79g"1g. Con lo que concluimos que G tiene estructura de grupo y
como & es suave entonces G es un grupo de Lie.

O

Observacién 1.61. Sip : G — G es cubriente universal yq: H — G es cubriente de G con
H conexo, por el Teorema existe un unico f : G — H tal que p = qo f, lo cual implica
que G es cubriente de cualquier cubriente de G. Este hecho justifica el nombre universal.
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1.10. LOS TRES TEOREMAS DE LIE

Observacién 1.62. Si p : G — G es el cubriente universal de un grupo de Lie G, como p es

difeomorfismo local y es homomorfismo de grupos, entonces G y G tienen la misma dlgebra de
Lie.

1.10. Los Tres Teoremas de Lie

Una parte importante del trabajo de Sophus Lie son sus tres Teoremas fundamentales,
publicados en su obra de 3 volumenes Theorie der Transformationsgruppen en el periodo de
1888 a 1893 en Leipzig. El segundo y el tercero son muy citados en libros de texto que estudian
los grupos y algebras de Lie, a diferencia del primero que no es tan mencionado debido a
que apunta a un problema que se considera basico con el lenguaje actual. Originalmente esta
enunciado en términos locales y el enunciado seria el siguiente.

Teorema 1.63. (Primer Teorema de Lie) Un homomorfismo de grupos de Lie estd deter-
minado localmente por un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Este hecho qued6 demostrado en el Corolario Para una discusion mas profunda de por
qué se omite este Teorema de los textos contemporaneos consultar [19]. El segundo Teorema
de Lie cuya demostraciéon podemos consultar en [34] dice lo siguiente.

Teorema 1.64. (Segundo Teorema de Lie) Sean G y H grupos de Lie con g y b sus
respectivas dlgebras de Lie, donde G es simplemente conexo. Sea v : g — b un homomorfismo
de dlgebras de Lie, entonces existe un unico homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H tal

que dp = .
Una consecuencia directa de este Teorema es el siguiente corolario.

Corolario 1.65. Si G y H son grupos de Lie simplemente conexos con dlgebras de Lie isomor-
fas, entonces G y H son isomorfos.

Para la prueba del Tercer Teorema de Lie, necesitamos dos resultados, uno es de algebras
de Lie mejor conocido como el Teorema de Ado, cuya demostracién se puede encontrar en [18].
Y el otro es un teorema que nos garantiza una correspondencia entre subalgebras de Lie y
subgrupos de Lie cuya demostracién puden consultar en [34].

Teorema 1.66. (Ado) Cualquier dlgebra de Lie g de dimension finita es isomorfa a una
subdlgebra de gl(n,R) para alguna n.

Teorema 1.67. Sea G un grupo de Lie y b subdlgebra de g. Entonces existe un unico subgrupo
de Lie H C G conexo tal que Lie(H) = b.

Teorema 1.68. (Tercer Teorema de Lie) Cualquier dlgebra de Lie de dimension finita es
el dlgebra de Lie de algiun grupo de Lie simplemente conexo.

Demostracion.

Por el Teorema de Ado m, g es subalgebra de gl(n,R) para algin n. Por el Teorema m
existe G subgrupo de Lie conexo de GL(n,R) con algebra de Lie g. Tomamos G el cubriente
universal de G y éste es el grupo de Lie simplemente conexo con élgebra de Lie g. La unicidad
se sigue del Corolario

O

21



CAPITULO 1. TEORIA DE LIE

1.11. Espacios Homogéneos

En esta seccién daremos una visiéon panoramica de algunos resultados relacionados con las
herramientas de acciones de grupos de Lie en variedades que utilizaremos mas adelante en este
trabajo. Para las demostraciones de los resultados de esta seccion el lector puede consultar
[34] v [2] para una discusién mas profunda de la teoria de acciones de grupos de Lie sobre
variedades.

Teorema 1.69. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G, y sea G/H = {gH|g € G}
el conjunto de clases laterales izquierdas. Sea m: G — G/H la proyeccion natural w(g) = gH.
Entonces G/H tiene una tunica estructura diferenciable tal que:

1. mes C*.

2. El mapeo 7 : G — G/H es una submersion.

Las variedades de la forma G//H se llaman espacios homogéneos.

Definicién 1.70. Sea M wvariedad diferenciable y G un grupo de Lie. Una accion izquierda de
G en M es un mapeo diferenciable | : G x M — M tal que l(e,p) = p y U(g,l(h,p)) = I(gh,p).

Definicién 1.71. Decimos que un accion izquierda | : G X M — M es transitiva si para todo
p,q € M existe g € G tal que l(g,p) = q.

Definicién 1.72. Sil: GX M — M es una accion izquierda, para p € M definimos el subgrupo
cerrado de G, G, = {g € G|l(g,p) = p}, llamado el grupo de isotropia de p € M ¢ estabilizador
depe M.

Teorema 1.73. Sea | : G x M — M wuna accion izquierda transitiva. Para p € M y G, el
estabilizador de p, el mapeo G/G, — M, dado por gG, — l,(p) es un difeomorfismo.

1.12. Toro Maximal

En esta seccién definiremos el concepto de toro maximal y citaremos el resultado central
que involucra a estos grupos de Lie. Si el lector estd interesado en un estudio mas detallado
de los toros en grupos compactos puede consultar [4] o [I4], en donde podré encontrar las
demostraciones de los resultados aqui mencionados.

Definicién 1.74. Un toro T es un grupo de Lie compacto, conexo y abeliano.

Observacion 1.75. Por la caracterizacion de grupos de Lie conexos y abelianos podemos con-
cluir que cualquier toro es un grupo de Lie isomorfo a S' x - - - x St

Definicién 1.76. Si tenemos un grupo de Lie compacto G, decimos que un toro T C G es
maximal en G, st no estd contenido propiamente en ningun toro en G.
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1.12. TORO MAXIMAL

1.12.1. Teorema del Toro Maximal

Teorema 1.77. Si G es un grupo de Lie compacto y conexo se satisfacen las siguientes condi-
ciones:

1. Si S y T son toros mazimales de G entonces, existe v € G tal que T = xSx~L.

2. Cualquier g € G pertenece a algin toro mazimal.

Una de las consecuencias mas importantes de este Teorema del Toro Maximal es el siguiente
corolario.

Corolario 1.78. Sea G grupo de Lie compacto y conexo. Entonces el mapeo exponencial es
suprayectivo.
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Capitulo 2

Geometria Riemanniana de un Grupo
de Lie

En este capitulo vamos a estudiar conceptos basicos de geometria Riemanniana en métricas
invariantes izquierdas en un grupo de Lie y métricas bi-invariantes. Todo el material aqui
revisado se puede consultar en [2], [7], [9] y [24].

2.1. Meétricas Invariantes izquierdas

Definicién 2.1. Una métrica (,) riemanniana en un grupo de Lie G, es invariante izquierda
St

(u, v)g = ((dLn)g(u), (dLn)g(V))hg,
para todo g, h € G yu,v € T,G.

Proposicion 2.2. Hay una correspondencia biyectiva entre métricas invariantes izquierdas en
un grupo de Lie G y los productos internos en g.

Demostracion.

Si (,) es un producto interno en g, definimos (u, v)y = ((dLy-1)4(u), (dLg-1)4(v))e para todo
u,v € T,G y g € G. Es claro que es una métrica invariante izquierda en G. Ahora si tenemos
una métrica invariante izquierda en G, en particular tenemos un producto interno en g.

O

Proposicién 2.3. Dado G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie, si ey, ...,e, es una base de
g existe una unica métrica riemanniana invariante izquierda tal que los vectores ey, ..., e, son
ortonormales.

Demostracion.

Definimos una métrica en g de la siguiente forma, tomamos (e;, e;) = d;; y por extension bi-
lineal obtenemos un producto interno en g y por lo anterior una métrica riemanniana invariante
izquierda en G.

O

Definicién 2.4. Para un dlgebra de Lie g definimos ﬁ(g) = {(,)|es producto interno de g},
que es el conjunto de métricas invariantes izquierdas de g.
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La siguiente proposicién nos dice que el conjunto de métricas invariantes izquierdas en un
grupo de Lie G se puede identificar con el espacio homogéneo GL(n,R)/O(n).

Proposicién 2.5. Dada un dlgebra de Lie g de dimension n, el espacio ﬁ(g) es una variedad
de dimension (n + 1)n homeomorfa a GL(n,R)/O(n).

Demostracién.

Podemos definir una accién izquierda de GI(g) en ﬁ(g) de la siguiente forma para A € Gl(g)
MRS ﬁ(g), fijamos (A, u) — pa, donde pa estd definido como pia(u,v) = p(A 1 (u), A~ (v)),
para u,v € g. Esta accién es transitiva en 2(g), pues si p, v € ﬁ)v?(g), y {a;}, {b;} son bases
ortonormales de p y v respectivamente, sabemos que existe A € Gl(g) tal que A~!(a;) = b; por
lo que pugq = v. El estabilizador de un elemento p € m g) se corresponde con el subgrupo de
isometrias bajo la métrica p. Utilizando el Teorema @ podemos identificar al espacio ﬁt(g)
con el espacio homogéneo Gl(g)/O(g) de dimensién (n + 1)n. O

Para un estudio mas profundo del espacio ﬁ(g) se puede consultar [22]. En el siguiente
capitulo nos enfocaremos en estudiar el subespacio de 9M(g) consistente de todas las métricas
bi-invariantes.

Observacion 2.6. Dada una métrica invariante izquierda en un grupo de Lie G, tenemos que
las traslaciones izquierdas son isometrias de G y por lo tanto G es una variedad Riemanniana
homogénea.

Observacién 2.7. En una variedad Riemanniana un campo vectorial es de Killing si el flujo del
campo actia por isometrias sobre la variedad. Notemos que por la Observacion tenemos
que en un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda el flujo de un campo vectorial
invariante derecho esta dado por ®4(g) = R, 0 a,(t) = a,(t)g, es decir el flujo estd dado por
traslaciones izquierdas y por lo tanto los campos invariantes derechos son campos de Killing en
una métrica invariante izquierda.

Proposicién 2.8. Un grupo de Lie G es un espacio completo.

Demostracion.
La bola cerrada B, (e) de radio épsilon alrededor del neutro e es compacta y con traslaciones
izquierdas podemos obtener una bola compacta de radio £ > 0 alrededor de cualquier punto de

G.

Sea {a,} una sucesién de Cauchy en G, sabemos que dado ¢ > 0 existe N € N tal que

d(a;,a;) < 5 para i,j > N. Consideremos B,, (¢) con m > N y de lo anterior es claro que

a; € B,,, (¢) para todo j > N. Con esto tenemos que la cola de la sucesién {a, } cae dentro de

B, (¢) que es compacto y por lo tanto {a,} tiene una subsucesién que converge a p € B, (¢).
Pero como {a,} es de Cauchy también converge a algtin p. Por lo tanto G es completo. O

Observacion 2.9. Si G es un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda, dada {ey, ..., e,}
una base ortonormal de g, las constantes de estructura definidas en la Definicion[1.9 estin dadas

por oy = ([ei, e;], ex).

Observacién 2.10. Como ya vimos en la Observacion |1.11| cualquier coleccion de nimeros
reales {aji}7. vy que satisface las condiciones
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1. g + agiy = 0,
2. ij(ajkmaimr + Aim X gmyr + aijmakmr> = 0,

determina una estructura de dlgebra de Lie en cualquier espacio vectorial V' de la siguiente
forma: para una base vy, ...,v, € V' consideremos la extension bilineal de

[Ui, Uj] = Z aijkvk.
k

Ademds la métrica (v;,v;) = 0;; es la unica que satisface ([v;,v;], vg) = . En conclusion
podemos decir que las constantes de estructura caracterizan por completo al dlgebra de Lie y a
una métrica tnvariante izquierda.

2.2. Meétricas bi-invariantes

En este trabajo pondremos especial atencion a las métricas bi-invariantes y sus propiedades
de curvatura, comenzamos el estudio con la siguiente definicion.

Definicién 2.11. Decimos que una métrica riemanniana en un grupo de Lie es bi-invariante
st es invariante bajo traslaciones izquierdas y derechas.

El siguiente teorema se puede consultar en [2].

Teorema 2.12. Cualquier grupo de Lie compacto G admite una métrica bi-invariante.
En [24] Milnor demuestra los siguientes lemas 2.14]

Lema 2.13. Una métrica invariante izquierda en un grupo de Lie G es invariante derecha si
y solo st Ad(g) : g — @ es una isometria para cualquier elemento g € G.

Demostracién.

Sean L, y R, traslaciones izquierda y derecha por ¢ € G. Recordemos que Ad(g) esta
inducida por el mapeo Lyo R;-1 : G — G. Como la métrica (,) es invariante izquierda tenemos
que Ly((,)) = (,) y si es invariante derecha R((,)) = (,), entonces evidentemente (L, o
R,-1)*((,)) = (,) y esto implica que Ad(g) es una isometria. El converso se sigue de la definicién.

O

Lema 2.14. St G es un grupo de Lie conexo, una métrica invariante izquierda es bi-invariante
si y solo si ad(x) es anti-adjunta para todo x € g.

Demostracion.
Si g esta lo suficientemente cerca de e, entonces g = exp(z) para alguna = € g. Recordemos
que debido al diagrama conmutativo

g _ad Der(g)

G —24 Aut(g),
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tenemos que Ad(g) = Ad(exp(z)) = e®®). Por el Lema anterior si la métrica es bi-invariante
entonces Ad(g) es una isometrfa. En particular (Ad(g)(u),v) = (u, Ad(g)~'(v)) y esto implica
que Ad(g)~! = Ad(g)*. Por lo tanto

Ad(g)™ = Ad(g™") = Ad(exp(—z)) = e®7) = godl@)

Por otro lado

Ad(g)* = Ad(@xp<$))* _ (ead(:c))* _ e“d(’”)*,

Con lo cual concluimos que ad(z) es anti-adjunta. Ahora recordemos que un grupo de Lie conexo
estd generado por cualquier vecindad U de e, es decir el conjunto S = {g; - - - gu|g; € U,n € N}
satisface G = (S), entonces para un elemento y € g tenemos que exp(y) = h = gi* - - - go»
y Ad(h) = Ad(g7* - - - gi)) = Ad(g1)™ - - - Ad(g,)*. Por lo visto anteriormente cada Ad(g;)
es una transformacion ortogonal y por lo tanto Ad(h) es ortogonal. Por lo ya mencionado
anteriormente —ad(y) = ad(y)*. El converso se sigue revirtiendo los pasos anteriores.

O

Esta propiedad nos permite re enunciar una definicién equivalente a la Definicion [2.11] para
saber cuando un &algebra de Lie admite una métrica bi-invariante.

Definicién 2.15. Una mélrica en g es bi-invariante si ad(x) es anti-adjunta para todo x € g.

Las métricas bi-invariantes y los grupos de Lie simples tienen una relacién interesante que
sera de gran relevancia para este trabajo. A continuacién veremos algunos resultados que reflejan
esa relacion.

Definicién 2.16. Un dlgebra de Lie g es simple si no es abeliana y sus unicos ideales son {0}
v 8.

Definicién 2.17. Un grupo de Lie G es simple si g es simple.

Algunos ejemplos de grupos de Lie simples son SU(2), SL(2,R), SL(3,R) y SU(3). El lector
interesado en mas ejemplos puede consultar la clasificacién de dlgebras de Lie en [I1].

Definicién 2.18. Un dlgebra de Lie g es semisimple si es suma directa de ideales simples.
Definicién 2.19. Un grupo de Lie G es semisimple si g es semisimple.

Lema 2.20. Si g tiene una métrica bi-invariante, entonces el complemento ortogonal de cual-
quier ideal es también un ideal. Por lo tanto g puede expresarse como una suma directa de
1deales simples ortogonales e ideales conmutativos sin ideales propios.

Demostracioén.

Sea y un vector ortogonal a un ideal a de g. Como la métrica en g es bi-invariante, ad es
antiadjunta. Entonces para todo z € a 'y x € g tenemos que ([z,y],z) = —(y, [z, z]) = 0 pues
[z, 2] € a. Por lo tanto [z, y] es ortogonal a a. Esto implica que [at, g] C a*, es decir a* es un
ideal, y g = a @ a'. La descomposicién en ideales simples se sigue por induccién.

O

La siguiente proposicién que se puede encontrar en [2] y [24], serd de vital importancia en el
siguiente capitulo. Para la demostracion de esta necesitamos recordar que por el tercer Teorema
de Lie cualquier algebra de Lie de dimensién finita es el dlgebra de Lie de algiin grupo de
Lie simplemente conexo.
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2.2. METRICAS BI-INVARIANTES

Proposicién 2.21. Sea g con una métrica bi-invariante, entonces g = a3 @ - - - B a €S una
suma directa de ideales simples e ideales conmutativos sin ideales propios, donde el grupo de
Lie simplemente conexo G asociado a g se puede expresar como el producto Ay X - - - x Ay de
subgrupos normales. Ademds para cada A; tenemos dos opciones:

1. Si a; es conmutativo, entonces es de dimension 1 y A; = R.

2. Si a; es no conmutativo entonces el centro de a; debe ser trivial y A; tiene curvatura de
Ricci estrictamente positiva y ademds A; es compacto.

Demostracién.

Tenemos que para g = a;@---Pay, por el Tercer Teorema de Lie existe algin G grupo de Lie
simplemente conexo tal que Lz’e(é) = g. Ahora consideremos el mapeo exponencial exp : g — G
y para cada a; consideramos A; el subgrupo normal de G generado por exp(a;) C G. Notemos
que Ay X - -+ X Aj es simplemente conexo y Lie(A; X -+ X Ag) = a3 @ - - - @ a;. La funcién
Y:ig— a; P D ay, definida por ¥(zy + - - - + x) = (21, ...,2%) es un homomorfismo de
algebras de Lie. Entonces por el segundo Teorema de Lie sabemos que existe un unico
homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — A; x - - x Ay tal que de = 1. De igual forma
1& ta; @ - ®ag — g, dada por 1&(:51, ey k) = x1 + - - - + 1) es un homomorfismo de dlgebras
de Lie y por el segundo Teorema de Lie [1.64] existe un tnico homomorfismo de grupos de Lie
@A X x Ay — G tal que dp = 1& Consideremos ahora las composiciones

ggal@---@akgg,

GA A x---x A5G
Notemos que @/AJ o1 = Idg, y de nuevo por el segundo Teorema de Lie m tenemos que
d(@OQO> :¢O¢:Idg
De igual forma tenemos que 1) o @@ = Idy,¢..¢q, Y POr lo tanto

d((p © @) - ¢ o 1/; - [da1><~~~><ak'

Con esto concluimos que poyp = Ids y pop = Ida, x..xa,, por lo tanto ¢ es un isomorfismo
de grupos de Lie.

Si a; es conmutativa entonces [X,Y] = 0 para todo X,Y € a;. Por lo que cualquier subes-
pacio de a; es un ideal. Pero como a; es simple y no trivial entonces tiene que ser de dimension 1.

El dltimo punto quedaré verificado con los dos primeros resultados del capitulo de curvatura
de Ricci ver seccién (.11
U
En 1971 Jeff Cheeger y Detlef Gromoll publicaron un articulo donde demostraron el Teorema
del alma ([8, Theorem 5]) que dice lo siguiente.

Teorema 2.22. Sea M una variedad completa localmente homogénea con curvatura de Ricci
no negativa. Entonces M es isométrica a un haz vectorial sobre un espacio compacto localmente
homogéneo S. Ademds S y M admiten métricas localmente homogéneas con curvatura seccional
no negativa.
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En el caso de la Proposicion , el grupo G se descompone en el producto de subgrupos A;
donde solo hay factores abelianos de dimension 1 y factores compactos con curvatura de Ricci
estrictamente positiva. Como veremos mas adelante, los grupos abelianos seran planos por lo
que el grupo G satisface las hipétesis del Teorema del alma y en este caso el subgrupo de G
formado por el producto de los A; compactos jugaria el papel del alma de G.

Para un grupo de Lie conexo que admite una métrica bi-invariante Milnor da la siguiente
descripcion.

Lema 2.23. Un grupo de Lie conexo admite una métrica bi-invariante si y sélo si es isomorfo
al producto cartesiano K x R', donde K es compacto.

Demostracion.

Si G admite una métrica bi-invariante entonces por la Proposicién [2.21]su cubriente universal
G se descompone en un producto cartesiano de un grupo compacto H y el grupo aditivo R™.
Ademas por el primer teorema de isomorfismo de grupos tenemos que G = G /L donde L es
un subgrupo normal y discreto de G. Ahora proyectamos L en R™ con la proyeccién candénica
7 : H x R™ — R™ consideramos V el subespacio vectorial generado por 7(L) C R™ y VL su
complemento ortogonal. Entonces tenemos

G=(HxR™/L=(HxV)/L)x V=

Notemos que H x V/L es compacto pues H es compacto y w(L) = Zxy + - - - + Zzy. Con lo
cual V/m(L) = T*, que es compacto. Finalmente V1 es isomorfo a R y con esto concluimos
que ((H x V)/L) x V+ es de la forma K x R!,

Ahora es claro que cualquier grupo conmutativo admite una métrica bi-invariante y por el
Teorema [2.12| cualquier grupo compacto admite una métrica bi-invariante.

U

La siguiente definicion sera de utilidad para caracterizar a las algebras de Lie con métricas
bi-invariantes.

Definicién 2.24. Si g es un dlgebra de Lie, definimos el dlgebra derivada [g, g] como el subes-
pacio de g generado por los elementos de la forma [z,y] € g.

Es claro que [g, g] es siempre un ideal de g. Antes de continuar con la siguiente seccidn,
vamos a enunciar un corolario que es consecuencia de la Proposicién [2.21] Este corolario nos
serd util mas adelante.

Corolario 2.25. Sea G un grupo de Lie compacto, entonces g = s @ b, donde s es semisimple
y b= 2Z(g) es abeliana.

Observacion 2.26. Adicionalmente en [21, Corollary 4.25] se demuestra que g = [g, 9] Z(g).
FEs decir el dlgebra semisimple corresponde a [g, g].
2.3. Conexion de Levi-Civita en un grupo de Lie

Teorema 2.27. Dado un grupo de Lie G con una métrica invariante izquierda {,). Existe una
unica conexion V : T'(TG) x I'(TG) — I'(TG) que satisface las siguientes propiedades
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1. VxY —VyX = [X,Y],
2. (VxY,Z) +(Y,VxZ) = X{Y, Z).

Esta conexion se conoce como la conexiéon de Levi-Civita y serd la que utilizaremos en todo
el trabajo.

Observacion 2.28. Notemos que cuando x,y, z € g son campos invariantes izquierdos entonces
z(y,z) = 0 pues la métrica también es invariante izquierda, de esta forma tenemos que la
sequnda condicion de se reescribe de la siguiente forma (V,y, z) + (y, V,z) = 0.

Observacion 2.29. En una variedad Riemanniana tenemos una expresion para la conexion de
Levi-Civita que estd dada por la formula de Koszul:

2(<VXY7 Z>) = X(K Z> +Y<X7 Z> - Z<X7Y> + <[X7Y]aZ> - <[X7 Z]’Y> - <[Y7 Z]7X>

Gracias a la invarianza izquierda de la métrica y los campos vectoriales en el grupo de Lie
se simplifica la expresion a la dada en la Proposicion [2.50.

En [24] Milnor da la siguiente expresién para la conexién de Levi-Civita en un grupo de Lie
con una métrica invariante izquierda.

Proposiciéon 2.30. Si tenemos un grupo de Lie G con una métrica invariante izquierda y
T,Y, T € g entonces

(Vay, z) = %(<[x7y]72> —(ly, 2], 2) + ([z, 2], 9)).

Demostracion.
Utilizando las propiedades del Teorema y la Observacion [2.28) obtenemos la igualdad.
O

En contraste con lo anterior tenemos la expresion dada por Jeff Cheeger en [7].

Proposicion 2.31. Sea G un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda. Si x,y, z € g,
entonces V,y = 3([z,y] — ad(z)*(y) — ad(y)*(z)).

Demostracion.
Sabemos por la Proposicion [2.30 que

(Vay, 2) = %(<[x7y]7Z> —(ly, 2], 2) + ([z, 2], 9)).

Con lo cual

(Voy = 3lz,9),2) = 3(=(ly, 2], 2) — {[z, 2], )
= 5(=(ad(y)(2), z) — {ad(x)(2),4))
3(—{ad(y)*(x), 2) — (ad(z)*(y), 2))
Por lo tanto V,y — 3[z,y] = 3(—ad(z)*(y) — ad(y)*(x)) y finalmente concluimos que

Vey = 5 ([r.0] - ad(e)*(v) - ad(y)"(2)).

O
Una vez demostrada esta igualdad, podemos deducir cuando los subgrupos uniparametricos
seran geodésicas de un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda.
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Observacion 2.32. En este caso ad(x)* : g — g se refiere a la transformacion lineal adjunta
de ad(x) con respecto a la métrica de g.

Corolario 2.33. Sea G un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda, los subgrupos
uniparamétricos son geodésicas de G si y sélo si para todo x € g se cumple que ad*(x)(z) = 0.

Demostracion.
Sea x € g, por la Proposicion tenemos que

Voo — %([x, 2] — ad(x)*(z) — ad(z)* (2)).

Y esto se anula si y sélo si ad(z)*(x) = 0.
O

Observacion 2.34. Con la expresion dada en la Proposicion para la conexion tenemos
que st x,y € g entonces Vi, y es un campo invariante izquierdo y ademds el mapeo V, : g — ¢
es anti-adjunto por la propiedad 2 del Teorema[2.27

El siguiente resultado que aparece en [24] nos dard una relacién que serd fundamental de
aqui en adelante para hacer calculos, ya que nos da una expresion de la conexién de Levi-Civita
en términos de las constantes de estructura del algebra de Lie.

Corolario 2.35. Si ey, ...,e, es una base ortonormal de g, entonces
1
(Veej,er) = é(aijk — Qi T Q).

En otras palabras Vee; = >, %(aijk — Qg + apij)er. Es decir los simbolos de Christoffel de
1

una métrica invariante izquierda estan dados por Ffj = Z(Oéijk — i + i)
Demostracion.
Por la Proposicién tenemos que

(Veej,ex) = %(([ei, ejl en—) — (lej, exl, i) + ([ex, eil, ;) = %(%‘k — Qjki + Qi)

Ademids (Veej,er) = (O, Tiem,ex) = >, T (em, ex) = T'};. Por lo tanto tenemos que en
este caso los simbolos de Christoffel estan dados por las constantes de estructura. Es decir
F,’fj = %(aijk — Qi + Qgj;), con esto obtenemos que Vee; =, %(aijk — Qg + Okij )€k

O

Ahora veremos una forma de obtener una expresion para la conexién de Levi-Civita en una
métrica bi-invariante.

Observacién 2.36. Si tenemos un grupo de Lie G con una métrica bi-invariante entonces
sabemos que ad(x) es anti-adjunta; por la Proposicion obtenemos que

Q
QU
8

S~ N
Q
S8

A~ T~
8

A~ — — ~—

(Vay, 2)

I
NN NN =

o~ N /N A/

Lo cual implica que Vyy = sad(z)(y).
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2.4. Tensor de curvatura en un grupo de Lie

En esta seccion definimos el tensor de curvatura de una métrica Riemanniana, y presentamos
identidades para el tensor de curvatura de una métrica invariante izquierda, o bi-invariante en
un grupo de Lie.

Definicién 2.37. Si tenemos M una variedad Riemanniana definimos el tensor de curvatura
R:T(TM)xI(TM)xT'(TM) — T'(TM), por

Rxy(Z) = Vixy)Z —VxVyZ +VyVxZ.
Este tensor satisface las siguientes dos propiedades
1. (RxyZ,W) = (Z,—RxyW), es decir es anti-adjunto.
2. Rxy = —Ryx.

Las multiples curvaturas que estudiaremos en este trabajo se pueden describir con la si-
guiente funcién.

Definicién 2.38. Dados X,Y € T'(T'M) campos vectoriales de una variedad riemanniana,
definimos la funcidn de curvatura como k(X,Y) = (Rxy X,Y).

Al estar trabajando en grupos de Lie con métricas invariantes izquierdas, tenemos que las
traslaciones izquierdas son isometrias del grupo y esto nos permite hacer todos los calculos de
curvatura en el espacio tangente al neutro del grupo, es decir el algebra de Lie. El siguiente
lema fue probado por Milnor en [24] nos dice que la funcién k evaluada en dos elementos de un
algebra de Lie queda expresada en términos de las constantes de estructura.

Lema 2.39. 57 G es un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda, entonces k esta
dada por la expresion

1 1
k(er,es) = Z<§a12k(_a12k + Qo1 +12) — 1 (1ok — Qg1 + g12) (125 + Qo1 — Qk12) — Q11 a2,
k

donde ey y ex son vectores ortogonales unitarios.

Demostracion.
Si ey, ..., e, es una base ortonormal de g tenemos que

’i(el) 62) - <R6162 (61)7 62> - <V[€1,62]61 - velvegel + vegveleh 62)
- <V[61,62]617 62) - <V61v62617 €2> + <V€2v61617 62>~

Desarrollando cada sumando tenemos:

<V[61,62]€1’ €2> = <v2k ar2rer €15 €2>
= Zk a12k<vek€1; €2>

=>4 Oélzk%(oéku — gk + Qo)

(Ve Veern e =—(Ve (2 %(04211@ — Qupg + Qa1 )er, €a)
== %(0421/% — a2 + 21) (Ve er, €2)
== %(042114 — Qg + CYle)(%(ale — g1 + 21k))
= — Zk }l(&zlk — g2 + o1) (ke — Qo1 + Qo1k)
== %;(Oflzk — k12 + k1) (12 — Qogt + Qo)
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CAPITULO 2. GEOMETRIA RIEMANNIANA DE UN GRUPO DE LIE

(Ve Veer,ea) = (Ve, (D0, %(Oém; — Qi1 + g11)er), €2)
(—a11k — a1p1ar11)(Vey €, €2)
(=1 — alkl@kll)%(a%l — Qo2 + o)
(2011) 3 (—20002)

- Zk Q11022

Sumando cada término obtenemos la igualdad del Lema.

O

Para una métrica bi-invariante tenemos lo siguiente.

:Zk
:Zk
_Zk

NN [—= N

Observacion 2.40. En un grupo de Lie G con una métrica bi-invariante, tenemos que i
x,y € g entonces V,y = %[x, y|. Con lo cual el tensor de curvatura se ve de la siguiente forma

1 1 1
Ry = 5ad([2,y]) — jad(z)ad(y) + 7 ad(y)ad(z).
Utilizando la identidad de Jacobi esto se reduce a

Rey = jad(iz.9]).

Finalmente para la funciéon de curvatura en una métrica bi-invariante tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.41. En un grupo de Lie G con una métrica bi-invariante, tenemos que si x,y € g
entonces k(z,y) = 1||[z, y]|[* > 0.

Demostracién.

Calculamos k(z,y) = (Ruy(2),y) = 1([z,y].2],y) y como ad es anti-adjunta entonces

(Roy(2),y) = [z, 9], [z,y]) = 1l|[z, y]|[*. Por lo que k(z,y) > 0 y la igualdad se da si y sélo si
[z,y] =0. O

En los grupos abelianos cualquier métrica invariante izquierda es bi-invariante. Utilizando
el Teorema anterior concluimos que en este caso kK = 0. Esto tiene como consecuencia que los
grupos abelianos seran siempre planos.
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Capitulo 3

Espacio Moduli de Métricas
Bi-invariantes

En este capitulo vamos a estudiar el espacio moduli consistente de todas las métricas bi-
invariantes de algiun grupo de Lie GG. Una ventaja de este enfoque se aplicara en el hecho de
que para encontrar métricas con curvaturas seccional y escalar no negativa basta encontrar un
subgrupo con una métrica bi-invariante. De esta forma, al saber cuantas métricas bi-invariantes
tiene el subgrupo, tendremos inmediatamente todo un espacio de métricas con curvatura sec-
cional y escalar no negativa.

3.1. Clases de Isometria de Métricas Bi-Invariantes

Definicién 3.1. Si g admite una métrica bi-invariante, definimos

BI(g) ={() € ﬁ(g)\(,) es bi — invariante},
el conjunto de métricas invariantes izquierdas que son bi-invariantes en g.

Queremos estudiar el espacio moduli de métricas bi-invariantes BI(g) que consta de las
clases de isometria de BT(g) y el espacio EBT(g) de clases de isometria equivalentes salvo
multiplos escalares. Para ello introducimos la siguiente definicion.

Definicién 3.2. Para (g1, (,)1) vy (g2, (, )2) dlgebras de Lie con productos internos decimos que:

1. Son isométricas si existe un isomorfismo de algebras de Lie ¢ : gy — go tal que
(1 =0"(()2)

2. Son isométricas salvo multiplos escalares, si existe un isomorfismo de dlgebras de Lie
o101 —> g2y A>0 tal que

<> >l = )\((b*«» >2))

Es claro que ambas son relaciones de equivalencia en 9t(g). Ahora vamos a probar que una
clase de equivalencia de una métrica bi-invariante contiene solamente métricas bi-invariantes.

Proposicién 3.3. Si (,)o es una métrica bi-invariante en g, entonces ¢*((,)0) y AMo*((,)o))
también son bi-invariantes, para cualquier ¢ € Aut(g) y A > 0.
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CAPITULO 3. ESPACIO MODULI DE METRICAS BI-INVARIANTES

Demostracion.
Por el Lema sabemos que ad(x) es anti-adjunta para todo x € g, lo cual implica que

{[z, 9], 2)0 = =(y, [, 2])o.

Ahora para ¢ € Aut(g) tenemos

(@([z, y), 6(2))o = ([9(x), 6(y)], 6(2))o = —{6(y), [6(2), (2)])o-

Con esto concluimos que ad es anti-adjunta en la métrica ¢*((,)). Por el Lema es
bi-invariante y A(¢*((, )o)) también es bi-invariante.
O

Ahora tenemos lo suficiente para definir los espacios moduli B7(g) v €B73(g).

Definicién 3.4. Para un dlgebra de Lie g que admite una métrica bi-invariante definimos:

1. B3(g) como el espacio de clases de isometria de gﬁ(g)

2. EBI(g) como el espacio de clases de isometria salvo multiplos escalares de gﬁ(g)

Podemos concluir directamente de la definicion de ambas relaciones de equivalencia el si-
guiente corolario.

Corolario 3.5. Si g es un dlgebra de Lie con una métrica bi-invariante, entonces:

1. B3(g) es el espacio de orbitas ‘gj(g)/Aut(g), bajo la accion izquierda (¢, (,)) — ¢*((,)).
2. EBTI(g) es el espacio de orbitas ‘gj(g)/RXAut(g), Donde el grupo de Lie R* es

R*={¢:g— glY(z) = Az, A > 0}.

La accion de R* Aut(g) en gﬁ(g) estd dada por (Ao, (,)) — (Ad*((,))), con ¢ € Aut(g)
yA>0.

Observacion 3.6. Notemos que la accion de Aut(g) en gﬁ(g) conmuta con la accion de R*, es
decir A\o*((,)) = ¢*(A(,)), esto serd crucial mds adelante cuando estemos dando la descripcion

del espacio EBI(g).
El caso mas sencillo es cuando tenemos un algebra de Lie abeliana.
Corolario 3.7. Si g es abeliana, entonces BI(g) = {(,)o} v EBI(g) = {(,)o}-

Demostracioén.

En un algebra de Lie abeliana cualquier métrica es bi-invariante. Ademas cualquier transfor-
macion lineal invertible de g en si misma es un automorfismo, con lo cual tenemos que cuales-
quiera dos métricas en g estén relacionadas bajo un automorfismo. Por lo tanto 83(g) = {(, )o}

y €B3(g) = {(, )o}-
O
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3.2. REDUCCION AL CASO COMPACTO Y SEMISIMPLE

3.2. Reduccién al Caso Compacto y Semisimple

Si G es un grupo de Lie conexo que admite una métrica bi-invariante, por el Corolario [2.25
tenemos que g = s @ Z(g), con s = a; & - - - B a;, ideal semisimple y el cubriente universal es
el producto G = A; x -+ - x A, x R, donde cada A; es compacto y simple con Lie(4;) = a;.
Por el Corolario sabemos que para determinar los espacios BJ(g) y €8BI (g) tenemos que
factorizar @3(9) con Aut(g) y R*Aut(g). Para ello tenemos que saber un poco mds del grupo
de automorfismos de g = s & Z(g).

Notacién 3.8. De ahora en adelante cada vez que escribamos g = s @ Z(g) nos referimos a
un algebra de Lie en abstracto que admite una métrica bi-invariante.

Para dar una buena descripcién de Aut(s @ Z(g)) necesitamos el siguiente resultado de
algebras de Lie semisimples.

Lema 3.9. Si g es un dlgebra de Lie semisimple, entonces [g,g] = g.

Demostracion.

Es claro que [g,g] C g. Ahora por ser g semisimple se tiene que g = a; @ - - - @ ag, donde
cada a; es simple y por definicién no es abeliano y no tiene ideales propios distintos del trivial.
Por lo que [a;,a;] = a;. Si z € g, entonces * = x; + - - - + 2 con z; € a;. Cémo a; = [a;, a;]
cada x; es combinacién lineal de elementos de [a;, a;]. Por lo tanto x es combinacién lineal de
elementos de [g, g] v de esto se sigue que [g,g] = g.

O

Proposicién 3.10. Para el dlgebra de Lie g = s ® Z(g) se cumple que
Aut(g) = Aut(s) & Aut(Z(g)).

Demostracioén.

Sea ¢ € Aut(g). Veamos que ¢(s) C sy ¢(Z(g)) C Z(g). Sea x € s, como § es semisimple
por el Lema [3.9| tenemos = = > o;[u;, v;] para una familia finita de u;, v; € s. Ahora se sigue
que ¢ a;fug, vi]) = > aylo(uy), d(v;)] € 8, ya que el bracket de g = s & Z(g) solo tiene
componentes no triviales en s, pues Z(g) es abeliana. Si y € Z(g) para w € g calculamos
[6(y), w] = ¢([y, o~ (w)]) = 0 por lo tanto ¢(y) € Z(g). Lo cual termina la prueba.

O

Lema 3.11. Para el dlgebra de Lie g = s® Z(g), los espacios BI(g) y EBTI(g) son equivalentes
a BI(s) y EBI(s) respectivamente.

Demostracion.
Una métrica (, ), en g = s @ Z(g) se expresa como una suma de métricas definidas en cada
sumando, (,)g = (,)s + (,)z()- Si ¢ DY € Aut(s) ® Aut(Z(g)) entonces

(@@ Y)(()s +()z@) = °(G)e) + 97 () 200))-

Esto nos dice que podemos identificar el espacio moduli BI(s & Z(g))/Aut(s & Z(g)) con
el producto

(B3 (s)/Aut(s)) x (BI(Z(g))/Aut(Z(g))).
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CAPITULO 3. ESPACIO MODULI DE METRICAS BI-INVARIANTES

Pero como ya vimos en el Corolario al ser Z(g) abeliana entonces ’gj(Z (9))/Aut(Z(g)) =
{(;)0}. En conclusién tenemos que para nuestra algebra de Lie g = s® Z(g), los espacios moduli
BI(g) y EBTI(g) se reducen a BI(s) y EBI(s) respectivamente.

O

Con esta observacién podemos concluir que el estudio de los espacios moduli BJ(g) y
EBT(g) se reduce al caso de grupos de Lie compactos y semisimples. Sabemos por el Teorema
que cualquier grupo de Lie compacto admite una métrica bi-invariante. El siguiente teorema
nos sera de utilidad para ver qué pasa cuando el grupo es compacto y simple.

Teorema 3.12. Dada un algebra de Lie g de dimension n con un producto interno, los operado-
res autoadjuntos estin en correspondencia con las matrices simétricas de n X n. Estas matrices

n(n+1)
2

forman un espacio de dimension . Ast mismo el espacio de productos internos en g es de

la misma dimension.

Demostracion.

Sea (,) € ﬁ(g), T un operador autoadjunto y ey, ..., e, € g una base ortonormal. Denotamos
A la matriz asociada a T con la base dada y Z, y son los vectores formados por las coordenadas
de x y y con respecto de la misma base. Calculamos (A, y> (Ax) 7 = 7T ATy y también
(z, Ay) = ZTAy, por lo tanto 7TAy = T ATy, Entonces A = AT, lo cual implica que A

tiene @ grados de libertad y por lo tanto el espacio de los operadores autoadjuntos es de
dimension @
O

Lema 3.13. Si tenemos un grupo de Lie compacto y simple, entonces la metrica bi-invariante
es unica salvo multiplos escalares positivos.

Demostracion.

Sea (,) una métrica bi-invariante en g. Si S es un operador autoadjunto de g, entonces
p(z,y) = (Sx,y) es una nueva métrica. Por el Teorema sabemos que la dimensién del
espacio de operadores autoadjuntos es la misma que la de las métricas en g, entonces cualquier
otra métrica en g se puede expresar como (Sz,y). Si esta métrica u es bi-invariante entonces
ad(u) es anti-adjunta para ambas métricas, u(ad(u)(x),y) = —u(x,ad(u)(y)). Es decir

(S(ad(u)(x)), y) = —(Sz, ad(u)(y)) = (ad(u)(S5z), y),

con lo cual concluimos que ad(u) y S conmutan. Ahora si x es un vector propio de S con valor
propio A, entonces S(ad(u)(x)) = ad(u)(Sz) = ad(u)(Az) = Aad(u)(z) con lo que tenemos
que ad(u)(z) es un vector propio de S con valor propio A. De esto tenemos que E el espacio de
vectores propios de A es un ideal de g, pues [u, z] = ad(u)(x) € E paratodou € gy x € E. Como
g es simple, entonces E = g. Es decir St = Az para todo x € g, por lo que u(z,y) = Xz, y)
y por lo tanto A > 0. Con esto concluimos que la métrica bi-invariante es esencialmente tinica
salvo multiplo escalar.
O

Observacion 3.14. En [2, Theorem 2.35] se wverifica que la forma de Killing, B(X,Y) =
tz(ad(X)ad(Y)) es Ad invariante. Ademds si el grupo es compacto, conexo y semisimple en-
tonces B es negativa definida y —B juega el papel de una métrica bi-invariante. En el caso del
Lema[3.13 la vinica métrica salvo miltiplo escalar, estd representada por la forma de Killing.
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Como ya se mencioné en el Lema |3.11] el estudio de nuestros espacios moduli se reduce
al caso de grupos compactos semisimples. El siguiente resultado nos da una descripcion del
espacio BJ(s), para s semisimple.

Proposiciéon 3.15. Para S grupo de Lie compacto, conexo y semisimple con descomposicion
del dlgebra de Lie s = a1 @ - - - ® ai, donde a; es simple, se cumple que BI(s) estd identificado
con {(ay, ..., ap)|a; > 0} C RF,

Demostracion.

Paras = a;®---®ay, sabemos por el Lema [3.13|que cada a; admite una métrica bi-invariante
unica salvo multiplos escalares positivos, y sin pérdida de generalidad por la Observacién [3.14]
podemos suponer que esta dada por la forma de Killing —B;. De esta forma, para cada «; > 0,
la métrica

ai(=Bi) + -+ + au(—By)

es bi-invariante en s. Ahora, si (,)s es una métrica bi-invariante en s, entonces la restricciéon
de (,)s a cada a; es una métrica bi-invariante en a;. Con lo cual (, ), se descompone de manera
unica como una métrica bi-invariante en cada sumando, con lo cual tenemos que

(:)s = a1(=B1) + -+ ax(=By).

Asi podemos identificar a @J(ﬁ) con {(ay, ..., )|a; > 0}.
O

Observacion 3.16. De la Proposicion podemos concluir que en un grupo compacto y
semisimple S con s = a; B --- B ag, se cumple que la descomposicion a, & - - - & a; es ortogonal
con respecto de cualquier (,) € BI(s).

Observacion 3.17. Notemos que en este caso, el espacio ‘gﬁ(s) = {(, ..., ax)|a; > 0} tiene
estructura de grupo con el producto de numeros reales entrada a entrada. Este hecho tendrd
consecuencias fuertes mds adelante.

3.3. Accién del grupo de automorfismos en B

Recordemos que una métrica bi-invariante en un grupo de Lie G es invariante bajo Ad(g)
para todo g € G, con lo cual tenemos que cualquier métrica de BT(g) se queda fija bajo la
accion (Ad(g), (,)) — Ad(g)*(,) = (,), esto senala una clara ventaja al momento de restringir

el espacio M(g) solo a métricas bi-invariantes.
Esto nos lleva a estudiar la accién de los automorfismos de g que no son de la forma Ad(g).

Para seguir avanzando en la descripcién de nuestros espacios moduli debemos saber un poco
mas del grupo de automorfismos de un algebra de Lie semisimple.

Definicién 3.18. Si G es un grupo de Lie conexo, definimos el grupo de automorfismos internos
de g como

Int(g) = {Ad(g) : g — glg € G}

39
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No es dificil verificar que Int(g) no depende de G o G.En [30, Chapter II] podemos encontrar
el siguiente resultado.

Teorema 3.19. Sea G un grupo de Lie conexo semisimple. Entonces la componente conexa de
la identidad del grupo de automorfismos Aut’(G) en Aut(G) coincide con Int(QG).

Observacion 3.20. Los automorfismos internos de g estan inducidos por automorfismos in-
ternos de G, pues para cada g € G, Ad(g) es la diferencial de algin automorfismo interno de
G. Cuando g es semisimple, entonces Int(g) = Aut’(g), es decir la componente conexa de la
identidad en Aut(g) estd conformada solo por automorfismos internos.

De esta forma sabemos que si S es compacto y semisimple entonces para s su algebra de
Lie, la accién de Int(s) sobre BJ(s) es trivial, por ello debemos solo estudiar cémo son los
automorfismos externos del algebra de Lie.

Definicién 3.21. Para un dlgebra de Lie g definimos el grupo de automorfismos externos como
Ext(g) = Aut(g)/Int(g).

Recordemos que para un grupo de Lie G el cociente G/G° es un grupo donde cada elemento
corresponde a una componente conexa de G. En [25] Corollary 2] se verifica que para un grupo de
Lie conexo y semisimple tenemos que Aut(G)/Aut’(G) es finito. De esta forma concluimos que
si 5 es un algebra de Lie semisimple, entonces Aut(s) tiene una cantidad finita de componentes
conexas y por lo tanto Ext(s) es un grupo finito.

Lema 3.22. Si G es un grupo de Lie compacto y simple entonces la accion de Ext(g) sobre
BI(g) es trivial.

Demostracion.

Tomamos la métrica bi-invariante dada por —B, donde B es la forma de Killing de g. Sea
¢ € Ext(g). Como la métrica ¢*(—B) es bi-invariante, entonces por el Lema ¢*(—B) =
a(—B) con a > 0. Como Ext(g) tiene orden finito, entonces ¢" = Id para alguna n € N, por lo
cual (¢")*(—B) = a"(—B) = —B. Lo que implica que o = 1 y por lo tanto la accién de Ext(g)
es trivial sobre ggjj(g)

O

Obserl/flcién 3.23. Tenemos que para un grupo G compacto y simple la accion de Aut(g)
sobre BI(g) es trivial. Con esto concluimos que BI(g) = BI(g) = R y EBI(g) = {(, )0}

Ahora vamos por el caso semisimple. Para ello revisemos los siguientes resultados.

Proposicién 3.24. Siu es un ideal de un dlgebra de Lie g y ¢ € Aut(g), entonces ¢p(u) es un
1deal de g.

Demostracién.

Seau € uy x € g. Notemos que [¢(u), z] = [¢p(u), p(¢~(z))] = ¢([u, o~ (z)]) € d(u).

O

Corolario 3.25. Sea s = a1 @ - - - ® a5, semisimple y ¢ € Aut(g). Entonces ¢(a;) = a;, para
algin 7.
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Demostracion.

Sabemos que ¢(a;) es un ideal simple de g. Ademés para toda j, ¢(a;) Na; es un ideal de a;.
Pero como a; es simple entonces ¢(a;) Na; = {0} 6 ¢(a;) Na; = a;. En el segundo caso tenemos
que a; C ¢(a;) pero como ¢(a;) es simple, entonces ¢(a;) = a;. Ademas si ¢(a;) Na; = {0} para
todo j, entonces ¢(a;) = 0 lo cual es una contradiccién.

O

El siguiente paso sera estudiar el caso semisimple donde todos los factores son no isomorfos

entre si.

Lema 3.26. Sis =a; ® - - @ ax es un dlgebra de Lie semisimple donde los sumandos no son
isomorfos dos a dos, entonces Aut(s) = Aut(a;) ® - - - & Aut(a)

Demostracion.

Sea ¢ € Aut(s), como todos los sumandos no son isomorfos entre si por el Lema anterior
tenemos que ¢(a;) = a;. Asi concluimos que ¢ = ¢ + - - - + ¢, donde cada ¢; € Aut(a;), lo cual
termina la prueba.

O

Lema 3.27. Sea un grupo de Lie G compacto, conexo y semisimple con g = a; & - - - B ay
donde los sumandos no son isomorfos dos a dos y son simples. Entonces la accion de Ext(g)
en BI(g) es trivial.

Demostracion.
Sea (,)o = (—B1) + - - -+ (—B) la métrica bi-invariante dada por la suma de las formas de
Killing B; en cada a;. Definimos el mapeo

®: Ext(g) — BI(g), () = ¥*({,)o)-

Por el Lema anterior sabemos que ) = 9y + - - - + ¢ donde v¢; € Aut(a;). Ademéds cada

Yi(—B;) = a;(—B;) con «; > 0 pues es una métrica bi-invariante. De esta forma conclui-

mos que ®(¢) = ¥*((,)o) = ¥i(=B1) +-- -+ wk( By) = ai(=Bi) + - - - + ap(=By). Si
ademds p € Fuxt(g), tenemos ®(u) = [y ( 1) + - -+ Be(—=Bg) y podemos concluir que

D(po)) = arfi(—DB1) + - - - + arfe(—DBx).

Recordemos que habiamos identificado a gﬁ(g) con el grupo multiplicativo de vectores con k
entradas de reales positivos. Con lo visto anteriormente concluimos que ® es un homomorfismo
de grupos y la imagen de Fxt(g) es un subgrupo finito de ‘gj(g) Pero este grupo no tiene
subgrupos finitos distintos del trivial, por lo que concluimos que ® es trivial y la accion de
Ext(g) en @J(g) también.

O

3.4. Descripcién de B7 y EBJ

Con lo desarrollado hasta el momento podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.28. Para un grupo de Lie G compacto, conexo y semisimple con g = a; @ - - Dag
donde los sumandos son simples y no son isomorfos dos a dos, se cumple que BI(g) = %J( ).
Ademds EBT(g) = @J(g)/RX corresponde con el conjunto de vectores de k — 1 numeros reales
estrictamente positivos.
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Ahora vamos a estudiar el caso G = H X - -- x H donde H es un grupo de Lie compacto y
simple, con algebra de Lie g = h; @ - - - @ by, donde cada b; = Lie(H). Para un automorfismo
¢ € Aut(hy @ - - - @ by) el Corolario asegura que ¢(h;) = bh;. Este pequenio detalle nos

permite decir algunas cosas de los elementos de Aut(g) y su relacién con el grupo simétrico de
permutaciones, comenzamos con la siguiente definicién.

Definicién 3.29. Dado un conjunto X y S, el grupo simétrico de permutaciones de n elemen-
tos, definimos la accion izquierda de S, en X™ =X x --- x X dada por

(U, (Il, ceny .Tn)) —> (J}U(l), ceny xg(n)).

Observacion 3.30. Para g = h®--- Db semisimple, donde b; = a, tenemos un homomorfismo
de grupos T : Aut(g) — Sk dado de la siguiente forma: si ¢ € Aut(g), entonces T(¢p) € Sy de
modo que T'(¢)(i) = j si y sélo si ¢(h;) = b;. En conclusion tenemos que cada automorfismo
de by @ - - - @ by estd dado por una familia {¢; € Aut(h;)}i=1,. k y una permutacion o € S,
donde se cumple que, si x; € b;, entonces ¢;(x;) € bog).-

Ahora veremos que pasa cuando cada b; es el dlgebra de Lie de un grupo compacto y simple.

Teorema 3.31. Sea H es un grupo de Lie compacto, conexo, simple y consideremos el producto
de H consigo mismo k veces, G = H X ---x H. Entonces la accion de Aut(g) en BI(g) coincide
con la accion del grupo simétrico Sy, dada por

(@, 60) = ()

donde 0 € S y (w1 + -+ T, Y1+ F Yk)o = (To) T+ Do) Yor) T+ Yoli))-

Demostracion.

Sea ¢ € Aut(g) y veamos cémo actia este automorfismo en una métrica bi-invariante
()0 € BI(g). Sabemos que (, ) = a1(—B) + - - - + ap(—B), donde B es la forma de Killing de
H y cada «; > 0. Utilizando la Observacién [3.16] sabemos que la descomposicién h & - - - @ b es
ortogonal para cualquier métrica bi-invariante, de esto obtenemos

&*(()0)(F i, S w) = Sor(di(w), di(wi))o
= S o (—B) (¢i(:), di(yi))-

Pero como ya vimos en el Lema la accién del grupo de automorfismos de un grupo
compacto y simple sobre el espacio BI(h) es trivial. Con lo cual tenemos que

¢ ((, >0)(Zf Lis Zf yi) = Zf Oéa(i)(—B)(:vi,yi)
= Zf(%(mya(i))o-

Con esto tenemos que la accién de Aut(g) en gﬁ(g) estd dada por la accién del grupo
simétrico S.
O

Definicién 3.32. Para un espacio topologico X y S, el grupo simétrico de permutaciones de
n elementos, consideramos la accion de S, en X" =X x --- x X dada por

(0, (@1, s 2n)) = (To(1)s s Ta(n))-

Definimos el n-ésimo producto simétrico de X como PS™(X) = X"/S,.
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Como veremos en el Apéndice |B| cuando M es una variedad diferenciable entonces P.S™(M)
tiene estructura de variedad orbital (orbifold). Cuando M = R tenemos que

PS"(R) =R x (RTU{0})" .

Teorema 3.33. Si H es un grupo de Lie compacto, conexo, simple y G es el producto de H
consigo mismo k veces, G = H x --- x H, entonces el espacio moduli *BI(g) es homeomorfo al
k-ésimo producto simétrico de R, PS*(R) 2 R x (R* U {0})*1.

Demostracién.
o € Si. Calculamos

<Zf Lo(i) Zf yo(i)> = Zf ai(_B(wa(i%ya(i)))
= Zf (i) (—B) (@i, yi)-
Con esto concluimos que la clase de isometria de una métrica bi-invariante es el conjunto
(o1, ..y )] = {(Qo(1)s s o)) |0 € Sk}, de esto se sigue que

BI(g) = (RT)*/S, 2 R*/S, = PS*(R) =R x (RT U {0})"*.
O

Observacién 3.34. En este caso BJ(g) es homeomorfo al producto R x (RTU{0})*~! que es
homotépico a un punto y por lo tanto es contraible.

Observacion 3.35. Para el espacio €BI(g) recordemos que por la Observacion tenemos
que las acciones de Aut(g) y R* en BTI(g) conmutan, por lo que podemos primero considerar
el espacio BI(g)/R* y posteriormente factorizarlo con Aut(g). Como BI(g) estd formado

por vectores de k reales estrictamente positivos, podemos pensar al espacio BI(g)/R* como
Skt =S N BI(g) y de esta forma EBI(g) = Sh ' /Aut(g).

Dicho esto podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.36. Si H es un grupo de Lie compacto, conexo, simple y G es el producto de H
consigo mismo k veces, G = H x - - - x H, entonces €B8J(g) = S1/S.

Observacion 3.37. El espacio Si‘l es un abierto de S¥~1 que resulta ser contraible. Es decir
eviste una homotopia H : S5 x I — S¥ tal que H(x,0) =z y H(z,1) = yo para algin yo €
SE-1. Definimos H : SE71/S, x I — SK71/Sy | como ([z1, ..., zx), 1) = [H(x1,1), ..., H(zy, t)]. Es
fdcil ver que H estd bien definida y que es un retracto de S’_fl/Sk en Yo, .., Yo|. Por lo tanto
EBT(g) es contraible.

3.4.1. Caso General

Al principio del capitulo vimos que el estudio del espacio 87 se reduce a grupos de Lie
compactos y semisimples. Vamos a terminar este capitulo con el caso general.

Teorema 3.38. Sea G un grupo compacto, conexo y semisimple con g = sP by B --- Dby
donde s = a, @ - - - & a es semisimple con factores no isomorfos entre si, ademds cada b; es
semisimple y se descompone como suma de m; factores todos isomorfos entre si pero ninguno
de estos factores es isomorfo a algin a;. Entonces BI(g) es homeomorfo a

—~

PBI(s) x PS™(R) x --- x PS™(R).
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CAPITULO 3. ESPACIO MODULI DE METRICAS BI-INVARIANTES

Demostracién.

Sea ¢ € Aut(g). Por el Corolario tenemos que ¢ = 9+ ¢ +---+¢; donde ¢ € Aut(s) y
cada p; € Aut(b;). Sabemos que la accién de 1) en sgjj(s) es trivial y la accién de ¢; en ‘gff(bl)
es a través de una permutacion o € S,,,. Por lo tanto al factorizar sBv’J(g) con Aut(g) tenemos
que BJI(g) es homeomorfo a @3(5) x PS™(R) x - -+ x PS™(R).

O

Y para el espacio EBJ(g) tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.39. Sea G un grupo compacto, conexo y semisimple con g = s Dby H--- Dby
donde s = a; @ - - - & a, es semisimple con factores no isomorfos entre si; ademas cada b; es
semisimple y se descompone como suma de m; factores todos isomorfos entre si pero ninguno
de estos factores es isomorfo a algin a;. Entonces €BJI(g) es homeomorfo a

@%3(5) X (STlil/Sml) X X (STl_l/sz>'

En ambos casos los espacios BJ(g) y EBJI(g) son productos de espacios contraibles y por
lo tanto son contraibles también. Ademas notemos que estos espacios no dependen tanto de la
estructura de Lie del grupo G, una vez el grupo admita la métrica bi-invariante. Los espacios
solo dependen de la cantidad de sumandos directos que tenga el algebra de Lie. A continuacién
veremos algunos ejemplos.

3.5. Ejemplos

En dimension 1 todos los grupos de Lie son abelianos. En dimensién 2 solo hay un algebra
de Lie no abeliana g2 la cual tiene una base e, e; € g2 donde el bracket de Lie estd dado por
[e1, 2] = e2. Esta no admite una métrica bi-invariante pues no tiene ideales simples. El primer
ejemplo de métricas bi-invariantes en un grupo no abeliano aparece en dimensién 3 con SU(2).

3.5.1. BI(su(2)) y EBI(su(2)).

En un algebra de Lie tridimensional g® que tiene una métrica bi-invariante con una base
ortonormal e1, s, e3 € g3, las constantes de estructura satisfacen Qi = —ui;. Por lo cual es
facil concluir que [e1, ea] = Aes, [ea, €3] = ey, [es,e1] = Aeg donde A > 0. Vamos a verificar
que esta algebra de Lie es isomorfa a su(2). Tomamos ay, as, a3 € su(2) la base que satisface
a1, as] = as, [as, as] = a1 y [as, a1] = ay. Definimos ¢ : su(2) — g* como ¢(a;) = ye;. Entonces,
¢ es un isomorfismo de dlgebras de Lie pues, ¢([a;,a;]) = d(ar) = tex y [9(a:), ¢(a;)] =

1,1

[3ei,3ej] = AM(5z)ex = 1ex. Esto nos dice que en dimensién 3 solo hay un dlgebra de Lie con

una métrica bi-invariante. Como SU(2) es compacto y simple entonces BJI(su(2)) = R y

€BI(su(2)) = {{, )}

3.5.2. BI(s0(4)) y EBI(s0(4)).

El grupo de Lie SO(4) es de dimensién 6. Ademés es compacto y semisimple pues se cumple
que s0(4) = su(2) @ su(2). Al tener dos sumandos simples tenemos que ‘%(50(4)) = (R")2
Por lo que el espacio moduli BJ(s0(4)) = (R*)?/S; es homeomorfo a RT x R, y EBT(s0(4))
es homeomorfo a R (Ver figura [3.1)).

44



3.5. EJEMPLOS

Figura 3.1: B3 (s0(4)) y €BT(s0(4))
B3 (s0(4))

—0 &BJ(s0(4))

Observacion 3.40. Como so(4) = su(2)@®su(2), el espacio %(50(4)) consta del cuadrante con
entradas estrictamente positivas de R?, la accion de S, solo consta de intercambiar las entradas
(z,y) — (y,z) lo cual corresponde a una reflexion en la identidad. De esta forma el espacio
%(50(4))/52 se identifica con la parte rosa. Asi mismo €BI(so0(4)) = SL /S, corresponde con
el fragmento azul de circunferencia que es cerrado en el extremo que toca a la identidad y abierto

en el extremo que toca al eje x.

3.5.3. Tres sumandos directos

Sea G un grupo de Lie compacto, conexo y semisimple de modo que G = A; x Ay X Ag 'y
también g = a; @ as @ ag con cada A; compacto y simple. Como tenemos 3 sumandos directos
entonces el espacio ‘gj(g) esté formado por puntos en R? con entradas estrictamente positivas.
Ya sabemos que BI(g) es homeomorfo a R x (RT)? y €BJ(g) es homeomorfo a S3 /S5 (Ver

figura .

Observacion 3.41. El espacio BT (ay @ ay @ a3) consta de factorizar el cuadrante de entradas
positivas de R? bajo la accion del grupo Ss, como cada permutacidn estd generada por transpo-
siciones y cada una de estas transposiciones actia en R? por reflexiones sobre los planos x =y,
y==zyx =z, de este modo el espacio BI(a; & ay & a3) se identifica con la region de entradas
positivas de R? delimitada por dos de estos planos, estos planos se identifican bajo la accién
de S,. Con esto el espacio BTI(a; @ as @ a3) es la region dentro de los planos rosas y el plano
morado, donde los puntos del plano morado forman parte del espacio, mientras que los de los
planos rosas no. El espacio EBT(a; @ ay B ag) es la factorizacion de la interseccion de la esfera
unitaria y BI(a; & az B ag).
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Figura 3.2: BJ(a; © a; D az) y EBTI(a; D ay D ag)
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Capitulo 4

Curvatura Seccional

En este capitulo desarrollamos lo visto por Milnor en [24] con respecto a la curvatura
seccional con intencién de aplicarlo a elementos del espacio moduli de métricas bi-invariantes.
En conclusién se verifica que:

1. Si (,) € BI(g), tal que K > 0 entonces g = su(2) (ver Corolario [4.7).

2. Si G es el producto semidirecto P x H de un subgrupo H que tiene una métrica bi-
invariante y un subgrupo P conmutativo, normal con una métrica invariante izquierda
invariante bajo Ad(h) para todo h € H. Entonces cualquier (,) € *BJ(h) se puede extender
a una métrica en M(g) tal que K > 0 (ver Observacion [4.11)).

3. Si(,) € BI(g) es tal que K = 0 entonces cualquier elemento de BI(g) tiene curvatura
seccional nula (ver [4.15)).

4.1. Curvatura Seccional en una Variedad Riemanniana

Supongamos que tenemos una variedad Riemanniana M y II un subespacio de dimension 2
de T, M. Para vectores u,v € II que forman una base de II definimos

K(u,v)
(u, u){v,v) — (u,v)?’

donde k es nuestra funcién de curvatura. Se puede demostrar que K (u,v) no depende de la base
de IT (para mas detalles de este hecho consultar [9]), por lo que denotamos K (u,v) = K(II). A

K(u,v) =

este nimero real lo llamamos la curvatura seccional de II en el punto p € M. Si u,v son una
base ortonormal de II, entonces K (u,v) = r(u,v).

En nuestro caso al estar trabajando con un grupo de Lie con una métrica invariante izquier-
da, es suficiente calcular la funcién de curvatura s en vectores unitarios ortogonales del dlgebra
de Lie.

4.2. Curvatura Seccional Positiva

En [24] Milnor demuestra el siguiente criterio para determinar cuando la curvaturas eccional
es no negativa en un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda.
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CAPITULO 4. CURVATURA SECCIONAL

Lema 4.1. Sea G un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda y u € g. St ad(u) es
anti-adjunta, entonces

K(u,v) >0,
para todo v € g y la igualdad se da si y sélo si u es ortogonal a la imagen ad(v)(g).

Demostracion.

Sabemos que la curvatura seccional K (II) donde II C g es un plano, no depende de la base
de II que tomemos, por lo que sin pérdida de generalidad podemos tomar una base ortonormal
€1, ...,e, donde e; = au 'y k(u,v) = k(ey, e2). Por hipdtesis tenemos que ad(e;) es anti-adjunta,
es decir ([(e1, €], ex) = —(e;, e1,ex]) = —([e1,ex),e;) ¥ por lo tanto ayjp = —aqy;, en otras
palabras las constantes de estructura con ¢ = 1 son antisimétricas en los ultimos dos indices.
Por el Lema tenemos que

1 1
k(e e) = 2(5061%(—041% + Quop1 + v12) — 1 (21 — Qag1 +g12) (2K + ok — Qg12) — Q11 Ok22).
k

Utilizando la antisimetria, intercambiando indices, tenemos que

—Qok + Qg1 + Qg12 = Qiggl
ok — Qg1 + Qg2 = —2Q52 — Qggl
Qo) + Qog1 — Q12 = QoK1

Ademas a7 = 0, por lo que la expresién se reduce a
L
K(eq,e2) = k(e eq) = g 102k > 0.

Ahora, si esta expresion es cero, entonces ([eq, ex],e1) = 0 para todo k. Si v = Aje; + Aqea,
entonces

(e1, [v,ex]) = Aifer, e, ex]) + Aafen, [e2, €k])
= —M[e1, e2], ex) + Aafer, [e2, ex])
= Aafen, [e2, ex])
=0.

Esto pasa si y solo si e; es ortogonal a la imagen ad(v)(g).
O

En consecuencia tenemos los siguientes corolarios también demostrados por Milnor en [24].

Corolario 4.2. Siu es un elemento del centro de g, entonces para cualquier métrica invariante
izquierda, K(u,v) > 0 para todo v € g.

Demostracion.

Si u es un elemento del centro de g, entonces ad(u)(v) = [u,v] = [v,u] y por otro lado
[u,v] = —[v,u], por lo tanto ad(u)(v) = [u,v] = 0. En este caso es obvio que ad(u) es anti-
adjunta, asi por el Lema [4.1] se satisface la afirmacion.

O
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4.2. CURVATURA SECCIONAL POSITIVA

Recordemos que por los Lemas y tenemos que una métrica invariante izquierda
en un grupo de Lie conexo es invariante derecha si y sélo si ad(z) es anti-adjunta para todo
x € g. Por el Lema un grupo de Lie conexo admite una métrica bi-invariante si y soélo si
es isomorfo al producto de un grupo compacto y un grupo conmutativo.

Corolario 4.3. Cualquier grupo de Lie compacto admite una métrica bi-invariante tal que
K(z,y) > 0 para todo x,y € g.

Demostracion.

Cualquier grupo de Lie compacto G, admite una métrica bi-invariante y por el Teorema[2.41
tenemos que las curvaturas seccionales asociadas a métricas bi-invariantes se pueden calcular
con la expresién K (z,y) = (z,y) = §([z,y], [x,y]) = [|[z,y]|* > 0.

O

4.2.1. Teorema de Wallach

En 1972 Nolan R. Wallach publica [33] en donde prueba que cualquier grupo de Lie compacto
simplemente conexo y con una métrica invariante izquierda que tenga curvaturas seccionales
estrictamente positivas es isomorfo a SU(2). Para poder demostrar este teorema necesitaremos
los siguientes dos resultados.

Proposicion 4.4. Sea M una variedad Riemanniana, compacta, conexa de dimension par con
todas sus curvaturas seccionales estrictamente positivas. Si X € T'(T'M) es un campo de Killing,
entonces X se anula en algun punto.

Para una demostracion consultar [33, Corollary 2.1].

Proposicién 4.5. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo de rango 1 con dim(G) > 1,
entonces G = SO(3) 6 G = SU(2).

Para la prueba revisar [5, (1.6) Corollary]

Teorema 4.6. (Wallach, 1972). Sea G un grupo de Lie compacto y simplemente conexo, si
G admite una métrica invariante izquierda con curvaturas seccionales estrictamente positivas,
entonces G es isomorfo a SU(2).

Demostracion.

Como G es compacto y conexo sabemos que cualquier elemento estd en un toro maximal
T. Tomemos T C T un toro de dimensién 1 y consideremos T'\G, el espacio de clases laterales
derechas T'g, que es compacto. Sabemos que 7 : G — T\G, la proyeccién natural, es una
submersién. Ademds T\ G tiene una métrica Riemanniana de tal forma que 7 es una submersién
Riemanniana. Ahora, por la férmula de O’Neill (que podemos consultar en [7), 3.20. Theorem])
sabemos que la curvatura seccional de T\G estd dada por la expresion

.3
Ker(X,Y) = Ko(X,Y) + ZII[X,Y]VH?,

donde XY son campos ortonormales en T\G, X.,Y son los levantamientos horizontales de X
y Y en G y ademés [X,Y]" es la proyeccién del campo [X,Y] a ker(dr).
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CAPITULO 4. CURVATURA SECCIONAL

Como G tiene curvaturas seccionales estrictamente positivas entonces T\G también. Recor-
demos que por los campos invariantes derechos en G' son campos de Killing, con lo cual
sabemos que podemos construir un campo invariante izquierdo que no se anule y por la Pro-
posicién la dimensién de G es impar y por lo tanto T\G es de dimensién par. Ahora si
C(T) es el centralizador de T, podemos definir una accién izquierda C(T") x T\G — T\G de la
siguiente forma (h, Tg) — hTg = Thg. Esta accién induce una isometria para cada h € C(T),
pues Lj, es una isometria que preserva Ker(dr) y dr : ker(dr)* — T(T\G) es una isometria.
Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo

a_ "

T\G —* T\G.
Ahora, si X € Lie(C(T)), tenemos un campo en T\G

~

Ky = L exp(tX)Tg)lco = L (Teap(tX)g)o.

dt dt

El flujo esta dado por ¢(Tg,t) = exp(tX)Tg. Como exp(tX) € C(T) y ya sabemos que los
elementos de C/(T)) actiian por isometrias en T\G tenemos que X € T'(T(T\G)) es un campo de
Killing y de nuevo por la Proposicion este campo se debe anular en algiin punto. Pero esto
implica que el campo invariante izquierdo en GG generado por X en algin punto es tangente a
una clase lateral de T. En conclusién tenemos que X es tangente a T en e € G, X € Lie(T)
y entonces h = exp(X) € T, es decir C(T) < T. Esto implica que G tiene rango 1 y por la
Proposicién 4.5 concluimos que G = SU(2). O

Esto quiere decir que no existen ejemplos en dimensiones superiores de grupos compactos,
simplemente conexos con métricas invariantes izquierdas cuyas curvaturas seccionales sean es-
trictamente positivas. Ademas tenemos la siguiente consecuencia poniendo especial atencion en
las métricas bi-invariantes.

Corolario 4.7. Si G es un grupo de Lie con una métrica bi-invariante con K(z,y) > 0 para
todo x,y € g, entonces G es compacto y de dimension igual a tres.

Demostracién.

Como G admite una métrica bi-invariante entonces G también. Por la Proposicién m
tenemos que G~ K x R! donde K es un grupo compacto. Si v € g es unitario y tangente a R!
se satisface que [v, u] = 0 para todo u unitario. Entonces K(v,u) = H[[w, v]|[* = 0 por lo cual
concluimos que G tiene que ser compacto. Ademds por ser simplemente conexo podemos aplicar
el Teorema de Wallach 4.6 con lo cual concluimos que G 2 SU(2), por lo tanto G = SU(2)/L
donde L es un subgrupo ﬁnlto de SU(2).

O

Observacién 4.8. Como consecuencia del Corolario[{.7] tenemos las siguientes observaciones:

1. Solo hay un grupo simplemente conexo con una métrica bi-invariante de curvatura sec-
cional positiva, que es SU(2) y por la Pmposicio’n sabemos que es difeomorfo a S3.

2. Salvo multiplo escalar, cualquier métrica bi-invariante es de hecho la métrica redonda de
curvatura seccional constante.
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4.3. GRUPOS PLANOS

3. Por la formula de O’Neill cualquier cociente SU(2)/H donde H es subgrupo cerrado tiene
curvatura seccional positiva. Si H es discreto entonces la curvatura es constante.

4.2.2. Condicion Suficiente

Ahora vamos a ver que tiene que satisfacer un grupo de Lie para admitir una métrica inva-
riante izquierda donde K (II) > 0, para cualquier plano IT del dlgebra de Lie.

Teorema 4.9. Si G es el producto semidirecto P x H de un subgrupo H que tiene una métrica
bi-invariante y un subgrupo P conmutativo y normal con una métrica invariante izquierda
invariante bajo Ad(h) para todo h € H, entonces K(II) > 0 para cualquier plano 11 C g.

Demostracion.

Como G = PH tenemos que como espacio vectorial g es suma directa de p y b, consideramos
(,)g = (,)p+(,)p donde (, )y es bi-invariante en H y (, ), es invariante izquierda en P e invariante
bajo la accién de H, de esta forma tenemos que (,), es invariante bajo Ad(h) : g — g para
cualquier h € H. Usando que P es abeliano, entonces p también lo es, y para =,y € p se
cumple k(z,y) = 0. Si u € b, entonces ad(u) es anti-adjunta al tener una métrica bi-invariante
y utilizando el Lema tenemos que k(u,x) > 0 para todo = € g. Con lo cual concluimos que
K(IT) > 0 para cualquier plano IT C g.

O

En [24] Milnor conjetura que el Teorema es una equivalencia, es decir que todos los
grupos con curvatura seccional no negativa en una métrica invariante izquierda son de esa
forma.

Observacién 4.10. Mds adelante, en el capitulo [0, veremos que podemos obtener el dlgebra
de Lie de este grupo G = PH con curvaturas seccionales positivas, como el limite go de una
familia de dlgebras de Lie g. que dependen de c.

Observacién 4.11. Una vez probado el Teoremal[4.9 podemos darnos cuenta que utilizamos la
métrica bi-invariante del grupo H para obtener la condicion K > 0. De esta forma podemos
decir que todas las métricas del espacio moduli BI(h) se pueden extender a una métrica en g
con curvatura seccional no negativa. Como P es abeliano cualquier métrica invariante izquierda
sobre P serd plana, asi que si queremos una métrica no plana en G las secciones con curvatura
positiva provienen de H. Si la conjetura de Milnor es cierta, entonces todas las métricas inva-
riantes izquierdas de G con curvatura seccional no negativa provienen de una bi-invariante del
subgrupo H.

4.3. Grupos Planos

Las variedades Riemannianas mas sencillas son aquellas que todas sus curvaturas seccionales
son idénticamente cero y se llaman variedades planas. En el caso de un grupo de Lie con
una métrica invariante izquierda tenemos por el Lema [2.39| que si g es conmutativa entonces
cualquier métrica invariante izquierda es plana en g. Con esto en mente podemos enunciar el
siguiente corolario.
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CAPITULO 4. CURVATURA SECCIONAL

Corolario 4.12. Cualquier grupo de Lie abeliano con una métrica invariante izquierda satisface
que K(IT) = 0 para cualquier 11 seccion de g.

El criterio preciso para determinar cuando un grupo es plano se puede establecer utilizando
dos resultados. El primero que enunciaremos es un Teorema clasico de geometria Riemanniana
y el segundo es una consecuencia del Tercer Teorema de Lie.

Teorema 4.13. (Cartan - Hadamard). Si M es una variedad completa, conexa con todas
sus curvaturas seccionales no positivas, entonces para cualquier punto p € M, se tiene que
expy : T,M — M es un mapeo cubriente. En particular si M es simplemente conexo entonces
es difeomorfo a R™.

Para la demostracion revisar [23, Theorem 1.10].

En [24] Milnor demuestra el siguiente teorema que caracteriza a los grupos planos.

Teorema 4.14. Un grupo de Lie G con una métrica invariante izquierda es plano si y solo
sig = b@u donde b es una subalgebra conmutativa, u es un ideal conmutativo y ad(b) es
anti-adjunta para todo b € b.

Demostracion.

Sea GG un grupo de Lie simplemente conexo que admite una métrica plana invariante iz-
quierda. Como G es una variedad Riemanniana completa entonces por el Corolario [I.65] y el
Teorema tenemos que G es isométrico a un espacio euclidiano. Ademas notemos que por
este hecho cualquier subgrupo compacto de G es trivial. Para cualquier métrica en g, tenemos
una transformacion lineal L : g — o(n), L(z) = V,, donde o(n) es el espacio de transformacio-
nes anti-adjuntas de g en si misma. Si el tensor de curvatura es idénticamente cero, entonces
Viey = VoVy — V,V, y por lo tanto L es un homomorfismo de algebras de Lie. Sabemos
que u = ker(L) es un ideal de g y ademads por la igualdad [u,v] = V,v — V,u tenemos que
u es conmutativo: si u, v € ker(L) entonces V,, = 0 = V, y por lo tanto [u,v] = V,0—V,u = 0.

Si b es el complemento ortogonal de u, para cada b € b y u € u claramente se satisface que
[b,u] = Vyu — V,b = Vyu por lo que V, mapea u en si mismo y por lo tanto mapea b en si
mismo. De esto se sigue que b es una subalgebra de g.

Ademads b se mapea bajo L de manera isomorfa en una subdalgebra de o(n). Como esta es el
algebra de Lie del grupo compacto O(n), admite una métrica bi-invariante y con el pull-back
de esta podemos dar a b una métrica bi-invariante (esta métrica podria no tener nada que ver
con la métrica original). Por la Proposicién tenemos que b se descompone en una suma
directa de ideales simples b; & - - - @ by. Si algiin b; fuera no conmutativo, entonces el grupo de
Lie correspondiente B; serfa no trivial y compacto. De nuevo por la Proposicién [2.21] B; serfa
subgrupo compacto de G. Pero esto es imposible, por lo tanto b; es conmutativa para toda i
y por lo tanto b es conmutativa. Con lo cual tenemos que g se descompone como una suma
directa ortogonal g = u®b donde u es un ideal conmutativo y b es una subalgebra conmutativa.
Ademas para cada b € b tenemos que ad(b) restringida a b es trivial, pues b es conmutativa
y ad(b) restringida a u coincide con la transformacién anti-adjunta Vy, pues si u € u entonces
ad(b)(u) = [b,u] = Vyu — V,b = Vyu, ya que u € Ker(L).
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Conversamente usando la Proposicién tenemos que V,, = 0y V, = ad(b), de donde
podemos obtener a través de algunos calculos que k(z,y) = 0 para todo z,y € g.
O

Observacién 4.15. Notemos que la sequnda parte de la prueba del Teorema[{.14) es un caso
particular del Teorema[f.9, donde ambos factores del grupo G son abelianos y por ello la cur-
vatura seccional es cero. Ademds en un grupo de Lie G que admite una métrica bi-invariante
plana, cualquier métrica bi-invariante es plana.

Ejemplo 4.16. FExisten ejemplos de grupos de Lie no conmutativos con métricas invariantes
1zquierdas planas, pero son todos solubles. El ejemplo mds simple es el grupo de transformaciones
rigidas del plano euclidiano

E(2) = {Ll, ﬂ :AeO(2),veR2}.

No es conmutativo pero se puede expresar como el producto semidirecto de los subgrupos

R? = {{1 O] 1y €O(2),V€R2}

V]2

0(2) = {[(1) 21] :AeO(2),0€R2}.

Como ambos son abelianos, E(2) resulta ser plano.

Conectando con el trabajo de Bieberbach, el cual se puede consultar en [0], tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 4.17. Si M es una variedad Riemanniana simplemente conexa, completa y plana,
entonces M es isométrica a R™. Si no es simplemente conexa, entonces es isométrica R™/L,
con L C E(n) subgrupo discreto, libre de torsion. Ademds si M es compacta entonces Hol(V)
es finito.

Tenemos que un grupo de Lie plano, si es simplemente conexo, es isométrico a R™ y si no
es simplemente conexo entonces es isométrico a R™/L con L subgrupo discreto de E(n) y el
algebra de Lie en ambos casos se descompone como indica el Teorema [4.14]
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Capitulo 5

Curvatura de Ricci

En este capitulo desarrollamos un fragmento de lo visto por Milnor en [24] con respecto
a la curvatura de Ricci con intencién de aplicarlo a elementos del espacio moduli de métricas
bi-invariantes. En conclusion tenemos que:

1. Si G es compacto y semisimple entonces cualquier (,) € B7(g) satisface que Ric > 0y
71(G) es de orden finito (ver [5.9).

2. Si G es compacto, cualquier (,) € iva’J(g) satisface que Ric es constante y cualquier
elemento de EBT(g) tiene un representante que satisface Ric =1 (ver |5.13]).

La curvatura de Ricci se puede caracterizar con una forma cuadratica r evaluada en vectores
tangentes unitarios. Esta forma cuadratica estd definida por la siguiente férmula.

Definicién 5.1. Para un grupo de Lie G con dlgebra de Lie g definimos la forma cuadrdtica
de Ricci, v : g — R como sigue

r(x) =) klr,e) =Y (Rue(2),e0),
i#1 i#1

donde Hi—H, €9, ...y €y €S un marco ortonormal en g. Si u es un vector tangente unitario r(u) es
la curvatura de Ricci en la direccion de u y la denotamos Ric(u).

Se puede hacer una interpretacion de la curvatura de Ricci en direccién de u € g como
(n — 1) veces el promedio de las curvaturas K (II;) donde cada II; es un plano generado por u y
e;. En geometria Riemanniana (ver por ejemplo [27]) se define el tensor de curvatura de Ricci
como la contraccién del tensor R y posteriormente se prueba que la expresion de este en coorde-
nadas locales coincide con la Definicién[5.1] Asf queda demostrado que Ric(u) esté bien definido.

Con intencién de facilitar los calculos vamos a definir la siguiente transformacion cuyos
valores propios jugaran un papel importante de aqui en adelante.

Definicién 5.2. Definimos la transformacion de Ricci, 7 : g — g dada por #(z) = >, Re,2(e;).
Los valores propios de v se llaman las curvaturas principales de Ricci.

Proposicién 5.3. La transformacion © es autoadjunta y ademdas (r(z),z) = r(z).
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Demostracion. Por las propiedades de R, tenemos que

<T’A(ZL‘),y> = Z<Reixei>y> = Z<Reiyei7$> = <f(y)a $>
i#1 i#1
lo que implica que 7 es autoadjunto. Y ademas
(F(z),2) =Y (Remeix) = (Roex,€5) = 1(x).
i#1 i#1
O

Observacién 5.4. 1. Siey,...,e, es una base ortonormal de vectores propios de 7, la forma
cuadrdtica asociada a 7 estd diagonalizada r(e1e1 + -+ - - + enen) = >, €77(e;).

2. Los escalares r(e;) se pueden identificar con las curvaturas principales y

{sgn(r(er)), .., sgn(r(en))}

se identifica con la signatura de r.

5.1. Curvatura de Ricci Positiva

Ahora vamos a enunciar un criterio que demuestra Milnor en [24] para obtener una direccién
con curvatura de Ricci positiva.

Lema 5.5. Si ad(z) es anti-adjunta, entonces Ric(x) > 0. La igualdad se da siy sdlo si x es
ortogonal al ideal g’ = g, g].

Demostracion.

Esto quedo6 probado en el Lema 4.1}

O

El caso en donde el tensor de Ricci es estrictamente positivo tiene fuertes consecuencias
topoldgicas debido al Teorema de Myers ([26]), publicado en 1941 por Sumner Byron Myers.

Teorema 5.6. (Myers, 1941) Una variedad Riemanniana completa de dimension n, que
satisface Ric(X) > ¢ > 0, para todo X tangente unitario, tiene didmetro menor o igual a
A

En consecuencia tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.7. Si M es una variedad Riemanniana completa con curvatura de Ricci positiva
alejada de 0, entonces M, el cubriente universal de M, es compacto y (M) es de orden finito.

Para un grupo de Lie Milnor prueba el siguiente teorema.

Teorema 5.8. Un grupo de Lie G conexo admite una métrica invariante izquierda con curva-
tura Ric(x) > 0 para todo x € g si y sélo si es compacto con grupo fundamental finito.
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5.2. CURVATURA DE RICCI CONSTANTE

Demostracion.
Por lo visto en el Corolario 5.7 tenemos la implicacién en una direccién.

Ahora si G es compacto, entonces admite una métrica bi-invariante donde ademés ad(x) es
anti-adjunta para todo x € g. Por el Lema tenemos la curvatura de Ricci es mayor o igual
a cero y para la desigualdad estricta vamos a demostrar que [g, g] = g.

Veamos que si G tiene grupo fundamental finito, entonces su cubriente universal G es com-
pacto. Sea {a,} una sucesién en G entonces con el mapeo cubriente p : G — G tenemos
{a, = p(a,)} una sucesién en G. Como este es compacto tenemos una subsucesién g, de {a,}
que converge a algiin g € GG. Ahora sabemos que existe K C G compacto que contiene a g y a
todo g,, a partir de algin momento y ademas K es difeomorfo a cada componente conexa de
p }(K). Entonces tenemos g, subsucesién de a,, contenida en una cantidad finita de compactos
contenidos en G pues el cubriente tiene una cantidad finita de hojas. Por lo que §,, tiene una
subsucesién convergente en p~!(K) con lo cual concluimos que G es compacto.

Por la Proposicién tenemos que en general g = [g,9] ® Z(g). Notemos que Z(g) es
trivial, pues de lo contrario definimos el siguiente homomorfismo no trivial de algebras de Lie
entre g y R. Para z + 2z € s & Z(g) consideremos la composicion

IS (a1, ooy ) &5 oy,

donde ¢ es la proyeccién de g al centro, ¢ es un isomorfismo de Z(g) con R! y p; la proyeccién
de R! al i-ésimo factor R. Esta composicién nos da un homomorfismo de grupos no trivial entre
g v R. Por el Segundo Teorema de Lie [1.64] existe un homomorfismo no trivial de grupos de Lie
entre G y R pero esto es una contradiccion por la compacidad de G, pues el dnico subgrupo
compacto de R es trivial. Entonces g = [g, g] y por el Lemantenemos que todas las curvaturas
de Ricci son positivas.

O

Poniendo especial atencion en métricas bi-invariantes tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.9. En un grupo de Lie G compacto y semisimple cualquier métrica en BI(g)
satisface que Ric > 0. Ademds m(G) es de orden finito.

Demostracion.

Cualquier métrica bi-invariante en G satisface que ad(x) es anti-adjunta, como G es semi-
simple entonces [g,g] = g y usando el Lema concluimos que cualquier métrica en BI(g)
satisface Ric > 0. Finalmente usando el Teorema [5.8| concluimos que 7 (G) es de orden finito.

O

5.2. Curvatura de Ricci Constante

Las variedades Riemannianas con curvatura de Ricci constante se suelen llamar variedades
de Einstein (ver por ejemplo [2]) y satisfacen que Ric(X) = A||X||?, en esta seccién daremos
un criterio para saber cuando un grupo de Lie admite una métrica bi-invariante con curvatura
de Ricci constante. Comenzamos con la siguiente observacién que se puede consultar en [2]
Remark 2.34].
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CAPITULO 5. CURVATURA DE RICCI

Observacién 5.10. Para x € g definimos el mapeo Q(x) : g — g, Q(x)(y) = Ryy(x). Entonces
se cumple que Ric(x) = tz(Q(x)), de modo que Ric(x) = —3B(x,x), donde B es la forma de
Killing.

Lema 5.11. Si tenemos un grupo de Lie compacto y simple entonces la métrica bi-invariante
tiene curvatura de Ricci constante.

Demostracion.

Sea u € g, un vector unitario en tina métrica bi-invariante (, ). Recordemos que (,) = A(—B)
con A > 0 y utilizando la observacién anterior calculamos

Ric(u) — —}lB(u,u) _ i(A(u,u)) _ 2

O

Es facil verificar que haciendo un cambio de escala en la métrica multiplicando por una
constante podemos obtener una métrica que satisfaga (z,x) = r(x) de tal forma que la curva-
tura de Ricci sera idénticamente 1.

Como consecuencia Milnor demuestra el siguiente corolario en [24].

Corolario 5.12. Cualquier grupo de Lie G cuyo cubriente universal G es compacto, admite
una métrica bi-invariante con curvatura de Ricci constante igual a 1.

Demostracion.

Tenemos que G es compacto y por lo tanto admite una métrica bi-invariante. Por la propo-
sicion G se descompone como un producto A; x - - - x Ay de grupos simples. Cada grupo
simple tiene una métrica bi-invariante de curvatura de Ricci igual a % Por lo que si u € g es
un vector unitario con la métrica producto, la curvatura de Ricci del producto estd dada por

r(u) = ((Fu),u)) = (Fr(ur), u)y 4 - -+ (Frlu), ur) = (w1, un) + - 4 (ug, up) = 1.
Esto termina la prueba pues G y GG son localmente isométricos. O

Observacién 5.13. Cuando G es compacto cualquier métrica en gﬁ(g) tiene curvatura de
Ricci constante r(u) = «. Haciendo un cambio de escala podemos concluir que cualquier clase
de EBJ(g) tiene un representante que realiza Ric = 1.
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Capitulo 6

Curvatura Escalar

En este capitulo de nuevo desarrollamos lo visto por Milnor en [24] correspondiente a curva-
tura escalar, se verifica que si un grupo de Lie G tiene un subgrupo compacto H no conmutativo,
cualquier elemento de BT (h) se extiene a una métrica en MN(g) con p > 0 (ver|6.5)).

La curvatura escalar de una variedad Riemanniana de dimensién n se define como la con-
traccion del tensor de Ricci y en coordenadas locales tiene la siguiente expresion

p=2) K(E,E)),

i<j

donde E1, ..., E,, es un marco ortonormal de vectores tangentes en un punto. De manera alterna-
tiva podemos definir la curvatura escalar como el promedio de todas las curvaturas seccionales
en un punto multiplicado por n(n — 1). En el caso de un grupo de Lie definiremos la curvatura
escalar de la siguiente forma.

Definicién 6.1. Si G es un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda y ey, ...,€, € @
es una base ortonormal, definimos la curvatura escalar de g como

plg) =r(er)+---+r(e,) =2 Z k(e e;).

1<j

6.1. Curvatura Escalar Positiva

Antes de enunciar el siguiente criterio para la curvatura escalar positiva necesitamos utilizar
el Teorema de Iwasawa cuya demostracion se puede consultar en [17].

Teorema 6.2. Twasawa. Si G es un grupo de Lie conexo, entonces:

1. Cualquier subgrupo compacto estd contenido en un subgrupo compacto maximal H, que
es necesariamente un grupo de Lie conexo.

2. Este subgrupo compacto maximal es unico salvo conjugacion.
3. G es homeomorfo a H x R™.
En [24] Milnor prueba lo siguiente.
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CAPITULO 6. CURVATURA ESCALAR

Corolario 6.3. El cubriente universal de G es homeomorfo a un espacio euclidiano si y solo
st cualquier subgrupo compacto es conmutativo.

Demostracion.

Tenemos que G es homeomorfo a H x R™ donde H es el compacto maximal y ademds es
conmutativo por hipétesis. Ahora como H x R™ es un grupo de Lie conmutativo, tenemos que
su algebra de Lie es su cubriente universal que es claramente un espacio euclidiano.

O

Teorema 6.4. (Wallach) Si el cubriente universal de G no es homeomorfo a un espacio eucli-
diano, entonces G admite una métrica invariante izquierda de curvatura escalar estrictamente
positiva.

Demostracion.

Por el Corolario tenemos que G contiene un subgrupo compacto, conexo y no conmu-
tativo H. De la misma forma como se hizo en el Teorema utilizando la compacidad de H
podemos construir una métrica en g que es invariante bajo la transformacion lineal Ady, : g — g
para toda h € H.

Consideramos by, ..., b,, una base ortonormal de h y la extendemos a una base ortonor-
mal by,...,b, de g. Como se vio en el Lema tenemos que las transformaciones lineales
ad(by), ...,ad(b,,) son anti adjuntas. Considerando € > 0, tomamos una nueva base ey, ..., €,
definida por:

e1 =01, .., =bmy €mi1 =Ebpmit, ..., 6n = €by

Tomamos una nueva métrica (, ). donde ey, ..., e, es una base ortonormal y denotamos g. al
algebra de Lie con esta métrica. Notemos que si @ > m como (e;, ¢;). = 1 entonces (b;, b;) = Eiz
Las constantes de estructura son funciones que dependen continuamente de . Verifiquemos que

lim._, cvji(€) siempre existe; escribimos [b;, b;] = >, Brbk, y analizamos diferentes casos.

1. Sid, 5,k < m, entonces a,ji(c) = ([es, €], ex)e = (Brbr, br)e = Bk, en este caso a;ji(e) es
constante por lo que lim. o o, () = Bk

2. 81 5,k < m < i entonces a;x(e) = ([ei, €], en)e = €Bk(br,br)e = €0k, en este caso
ng_m aijk(g) =0.

3. Sid,j < m <k entonces ay;x(g) = ([e;, €], ex)e = 0, esto pues [e;, e;] € hy ex € ht.

4. Sii < m < j,k, entonces ai(e) = ([es, €], en)e = €2Bpbr, b)e = €26r2 = B, en este
caso ok (€) es constante por lo que lim._,g ayjx(¢) = By

5. Sii,j > m, k < m entonces () = ([es, 5], ex)e = £2Bk(br, bi)e = 2Pk, en este caso
lfma_)o O{ijk(€) =0

6. Si m < 14,7,k entonces, a;jx() = ([e, 5], ex)e = 3Brlbr, br)e = elex, ex)e = Bk por lo
tanto lim._,o cvjx(e) = 0.
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6.1. CURVATURA ESCALAR POSITIVA

Definimos aj; = lim._,o a;j,(€) y como ya vimos:

’/Bk St Z)]Sm
0 st 4,5<m<k

Qj =

O st i<m<jk

L0 st m<i,g,k.

Por la Observacion [2.10] con estas nuevas constantes de estructura y aq, .., a, € g cualquier
base (por ejemplo by, ..., b,), podemos definir un algebra de Lie limite g, con su métrica (, )
donde ([a;, ajlo, ar)o = ;i vy esta métrica hace a esta base ortonormal. Notemos que gy se
descompone como suma directa hy @ uy donde by esta generado por aq, ..., a,, v 4y por los casos
4y 6 es un ideal conmutativo generado por a,, 11, ..., Gy.

Notemos que si b € b, entonces ad(b) es anti adjunta y usando la Proposicién podemos
concluir que V,, = 0 para todo u € uy. En consecuencia tenemos que para todo = € gg

R,z = V[m,u]Z -V, Vuz +V, V.2 = v[x,u]z'

Analizando las constantes de estructura a;;x, tenemos que [z, u| € ug con lo que concluimos
que R, = 0y por lo tanto k(x,u) = 0 para todo x € gg. Con esto en mente tenemos que
r(u) = 0, y si b € by por el Lema entonces r(b) > 0 (el caso r(b) = 0 no siempre se da
puesto que b es no conmutativa). Por lo que p(go) > 0, y por continuidad tenemos que p(g.) > 0
para alguna ¢ suficientemente pequena.

O

Observacion 6.5. En la prueba del Teorema anterior se usa que G tiene un subgrupo compacto
H con dlgebra de Lie b no conmutativa, y la métrica bi-invariante de este se extiende a una
invariante izquierda tal que p > 0, por lo que todas las métricas del espacio moduli BI(h) se
pueden extender a una métrica en M(g) con p > 0.

Observacion 6.6. FEsta dlgebra de Lie limite gy nos da un ejemplo de un dlgebra de Lie con
todas sus curvaturas seccionales positivas.
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Apéndice A
Submersiones Riemannianas

En este apéndice mencionaremos algunos resultados importantes de geometria Riemanniana
que involucran a las submersiones Riemannianas. Para un tratado mas profundo de estos temas
el lector puede consultar [12] y [7].

Definicién A.1. Decimos que un mapeo entre variedades w: M — B es una submersion si es
suprayectiva y dm, también es suprayectiva para todo p € M.

Observacion A.2. Si w: M — B es una submersion, entonces por el teorema de la funcion
implicita podemos concluir que 7~ 1(p) es una subvariedad de M.

Definicién A.3. Sea 7 : M — B una submersion donde M y B son variedades Riemannianas.
Decimos que T es submersion Riemanniana si dm, restringida a (ker(dm,))* es una isometria
para todo p € M.

La siguiente Observacién es una sintesis de un par de comentarios que se pueden consultar
en [12, Section 2.4 ].

Observacion A.4. Si G es un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda y H C G es un
subgrupo cerrado, definimos una accion izquierda de H en G como (h, g) — hg. De esta forma
H actia por isometrias en G, donde el espacio de drbitas de esta accion es H\G = {Hg|g € G},
un espacio homogéneo y la proyeccion candnica ©: G — H\G es una submersion.

Si queremos que la proyeccion a clases laterales izquierdas sea una submersiéon Riemanniana
entonces debemos pedir que la métrica invariante izquierda en G sea bi-invariante en H como
lo indica el siguiente teorema que se puede consultar en [12, Section 2.4 |.

Teorema A.5. Sea G un grupo de Lie con una métrica invariante izquierda y H C G un
subgrupo cerrado tal que la métrica invariante izquierda es bi-invariante sobre H, entonces

1. Existe una tnica métrica Riemanniana en G/H = {gH|g € G} tal que la proyeccion
canonica ™ : G — G/H es una submersion Riemanniana.

2. El grupo G actia por isometrias en G/H de la forma (g,aH) — gaH.

La siguiente observacion nos darda todo el lenguaje para poder entender la Formula de
O’Neill.
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Observacion A.6. En una submersion Riemanniana m : M — B el espacio tangente a M
en p se descompone como suma directa T,M = Ker(dr,) & (ker(dm,))*. Ademds si tomamos
X € Ty B entonces existe un tinico X e (ker(dm,))* tal que dwp()N() = X. A X le llamamos
el levantamiento horizontal de X. Finalmente si Y € T,M, denotamos YV a la proyeccion de

Y en ker(dn).

A.1. Formula de O’Neill

El siguiente teorema nos da una forma de aprovechar las submersiones Riemannianas para
calcular la curvatura seccional. La demostracién se puede consultar en [7]. Denotemos por Kp
la curvatura seccional en B y K, la curvatura seccional en M.

Teorema A.7. (O’Neill) Sim: M — B es una submersion Riemanniana y X,Y € Ty, B
entonces Kp(X,Y) = Ky (X,Y) + [|[[ X, Y]V]].

Observacion A.8. En el caso en que 7 : G — G/H es una submersion Riemanniana, la
Formula de O’Neill dice que Kg/p(X,Y) = Ka(X,Y) + ||[X,Y]V]]. Donde Ka(X,Y) es la
curvatura seccional de G para planos contenidos en b y ||[X, Y] || se calcula con la métrica bi-
mwvariante que tenemos definida sobre . Con esto encontramos una relacion entre la geometria
del espacio homogéneo G/H vy cualquier métrica en BT (h).
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Apéndice B

Variedades Orbitales

Las variedades orbitales (Orbifolds) son espacios topolégicos que se modelan localmente
sobre un cociente de una variedad dfierenciable bajo la accién de un grupo finito. En este
apéndice veremos lo mas basico de variedades orbitales, mencionaremos algunos ejemplos que
se pueden encontrar en [I] y probaremos que el espacio PS™(R) tiene estructura de variedad
orbital.

Definicién B.1. Sea X un espacio topologico. Una carta orbital de dimension n > 0 en X es
una tripleta (U, G, ¢) donde U es subconjunto abierto y conexo de R", G es un subgrupo finito
del grupo de difeomorfismos de U en si mismo, Dif(U), ¢ : U — X es un mapeo abierto que
induce un homeomorfismo entre U/G y ¢(U).

Definicién B.2. Si (U, G,¢) y (V, H,v) son cartas orbitales en un espacio topolégico X, un
encaje X : (V. H,¢) — (U, G, ¢) es un mapeo X\ : V — U tal que ¢ o A = 1.

Definicién B.3. Un atlas orbital en un espacio topoldgico X es una familia A = {(U;, Gy, ¢;) Yier
de cartas orbitales que cubren a X y son localmente compatibles; es decir dadas dos cartas
(U,G,9),(V,H, ) € A con ¢(U) = U, (V) = V ypeUNV, existe una vecindad W de
py (W,K,@) € A con o(W) = W tal que tenemos dos encajes A : (W, Kp) — (V,H, ) y
p: (W, Ke) = (U,G, ).

Definicién B.4. Un atlas orbital A refina a otro atlas B si para cualquier carta de A existe
un encaje en alguna carta de B. Dos atlas son equivalentes si tienen un mismo refinamiento.

Definicién B.5. Una variedad orbital X de dimension n es un espacio topologico Hausdorff,
paracompacto X equipado con una clase de equivalencia [A] de atlas orbitales de dimension n.

Ejemplo B.6. Sea T* = S' x St x S! x S! y definimos la accién izquierda de Z, = {1,—1}
sobre T4, dada por (—1, (e, €2 €3 ¢i01)) 1y (e71 =2 =103 ¢=i01) ¢] espacio T*/Zy tiene

estructura de variedad orbital y se conoce como la superficie de Kummer.

Ejemplo B.7. Sea G un subgrupo finito de GL(n,C), el espacio C"/G tiene estructura de
variedad orbital.

Ejemplo B.8. Consideremos S*"*! = {(z0, ..., z,) € C"™| Y, |zi]* = 1} y fijemos X € S'. De-
finimos la accion (X, (zq, ..., 2n)) — (A2, ..., A% z,) donde los a; son enteros primos relativos.
El espacio S*" 1 /S denotado como WP(ay, ..., a,) tiene estructura de variedad orbital y se le
llama un espacio proyectivo con pesos ag, ..., Ay,
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Definicién B.9. Para un espacio topologico X y S, el grupo simétrico de permutaciones de n
elementos, consideramos la accion de S, en el producto cartesiano de X consigo mismo n veces
X", dada por

(0, (215 Tn)) = (To(1), s Ta(n))-

Definimos el n-ésimo producto simétrico de X como PS™(X) = X"/S, con la topologia
cociente.

Teorema B.10. El espacio topolégico PS™(R) tiene una estructura de variedad orbital.

Demostracion.
Usando que R" es Hausdorff y paracompacto podemos concluir facilmente que PS™(R) tam-
bién lo es. Ahora dotemos a PS™(R) de un atlas orbital.

La accién de S,, en R" induce un homomorfismo inyectivo de grupos p : S, — O(n),
p(0)(@1, s Tp) = (To(1)s -y To(ny). Denotamos I' = p(S,) y consideramos la proyeccién a clases
7 :R* — PS™(R), m(xy,...,2,) = [(x1, ..., 2,)]. La tripleta (R",I',7) es una carta orbital para
PS™(R), pues R" es abierto y conexo, I' C O(n) C Dif(R") es subgrupo finito y el mapeo
7 pasa al cociente como la identidad entre R™/S, y PS™(R). De esta forma el atlas orbital
A ={(R",T',7)} con una sola carta orbital, [A] dota a PS™(R) de una estructura de variedad
orbital.

O

Proposicion B.11. El espacio PS™(R) es homeomorfo a R x (RT U {0})"1.

Demostracion.
Cada elemento de PS™(R) tiene un tunico representante (ti,...,t,) de modo que t; < t;,1,
definimos el siguiente mapeo ¢ : PS™ — R x (R U {0})"~!, dado por

Oty oy tn) = (t1,te — t1, ey bty — t1).
No es dificil verificar que ¢ es un homeomorfismo. O

En [I] se generaliza este Teorema para cualquier variedad diferenciable.

Teorema B.12. Dada M una variedad diferenciable entonces PS™(M) admite una estructura
de variedad orbital.
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