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A mi Comité tutor, el Dr. Oliver Paz y el Dr. Rodolfo Zanella, por acompañarme en el desarrollo
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Resumen

El estudio teórico de cúmulos es de gran importancia debido a las propiedades f́ısicas y qúımicas
que se pueden encontrar en la escala nanométrica. A lo largo de los años, se han estudiado dife-
rentes arreglos atómicos para solucionar todo tipo de problemas en la ciencia de los materiales.
Sin embargo, su estudio en general es turbulento debido a un problema de dimensionalidad.

Encontrar un cúmulo para un elemento (o un conjunto de estos) depende de su posición en
la PES dada su dependencia con la estructura. La PES, que es una gráfica de la enerǵıa en
función de la geometŕıa no es bidimensional ni tridimensional. Cada átomo del cúmulo agrega
una coordenada para enerǵıa más tres de posición volviendo la PES una superficie de alta
dimensionalidad dif́ıcil de calcular.

El historial de cúmulos de Au, el objeto de estudio para esta tesis, es amplio. Se han
encontrado muchas aplicaciones, en particular propiedades cataĺıticas que podŕıan llevarlo a
sustituir materiales mucho más caros como Rh, Pd y Pt. Por esta razón se ha buscado continuar
con su estudio con el fin de caracterizar los cúmulos para una futura aplicación.

Al no poderse reproducir se han diseñado diversos algoritmos para explorarla. En la parte
inicial de este proyecto se ha comprobado el buen funcionamiento de MEGA, un algoritmo
genético, diseñado para estos fines. Por medio de MEGA se ha explorado la PES para evitar el
problema multidimensional y obtener los isómeros más probables para configurar una estructura
de mı́nima enerǵıa a 0 K. Para esta temperatura se podrá observar en los resultados que se
obtuvo el comportamiento de estabilidad esperado, junto con las estructuras de alta estabilidad
identificadas para este elemento, como es la pirámide de Au20 para todas las cargas estudiadas
y las repercusiones de estas geometŕıas de alta estabilidad en los tamaños inmediatos.

Sin embargo, vencida la dimensionalidad, no acaba el problema. La temperatura 0 K cons-
tituye la temperatura más estable, o de mı́nima enerǵıa, de los cúmulos. Esto significa que
probablemente los cúmulos obtenidos sean los más estables que se puedan llegar a encontrar
experimentalmente pero, si experimentalmente las temperaturas son más altas, las aplicacio-
nes para estas estructuras igualmente serán a temperaturas mayores. Por esto, será necesario
caracterizar los cúmulos a temperaturas mayores y observar su comportamiento energético.

Para esto se ha utilizó un cálculo termo-estad́ıstico en el ensamble canónico. Este se puede
utilizar dentro de la aproximación de la superposición armónica (HSA) dado el criterio de
factorizabilidad de la función de partición. Para cada enerǵıa asociada a un modo vibracional,
se puede escribir una función de partición y, a partir de ella, la enerǵıa libre de Helmholtz. Por
medio del cálculo de frecuencias calculado para los mı́nimos de enerǵıa en ADF se puede obtener
la función de partición. Aśı, dentro de la aproximación HSA podemos calcular la probabilidad
de ocupación y continuar con su caracterización con la enerǵıa libre de Helmholtz.
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X RESUMEN

Retomando ideas, en este trabajo se ha utilizado una búsqueda con el mı́nimo global a vista
de cúmulos de Aun (n = 4−20) anión, catión y neutro a través de un algoritmo genético basado
en cálculos DFT. Con los resultados se ha realizado un análisis termodinámico para el estudio
evolutivo en función de tamaño y temperatura. Con este desarrollo se busca obtener un análisis
más realista para el estudio teórico de los cúmulos ya que toda aplicación real, será siempre a
una temperatura diferente a 0 K.



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Dimensión Nanométrica

La nanociencia estudia la materia a una escala nanométrica, casi atómica, para la producción de
nuevas estructuras o su manipulación. Dentro de esta escala encontramos también los cúmulos,
que serán objeto de estudio en este proyecto. Aunque existe cierta discrepancia entre el fin de
la escala nanométrica,esta suele abarcar el intervalo de uno o dos átomos hasta un tamaño
de 100 nm en una, dos o tres dimensiones [1]. Siendo que este ĺımite resulta irrelevante para
este trabajo, no se definirá de una manera concreta. Al tratarse de ((unos cuantos)) átomos, los
que conforman esta dimensión, el tratamiento mecánico-cuántico resulta inevitable. Debido a
este pueden aparecen muchos efectos interesantes como el efecto en la conducción de ciertos
metales volviéndose aislantes [2, 3], o las propiedades cataĺıticas de cúmulos pequeños de Au
[4], incluso se observan cambios en propiedades como es la reactividad en cúmulos pequeños de
Au al modificar su tamaño átomo por átomo [5].

1.1.1. Cúmulos

Los cúmulos son un conglomerado de átomos cuyo intervalo nuevamente puede variar según
la bibliograf́ıa. Puede correr de uno o dos hasta alrededor de 106−7 part́ıculas. Las part́ıculas
constituyentes pueden ser homo o hetero-atómicas. Los podemos encontrar agregados en un gas
o soportados en una superficie. [1]

Una de las caracteŕısticas que más llaman la atención es el cambio, a veces de manera muy
drástica, en las propiedades f́ısicas y qúımicas de los cúmulos en función de su tamaño. Estos
saltos en las propiedades se pueden llegar a observar incluso en cúmulos que difieren únicamente
en un sólo átomo [2]. Esta variación encuentra su razón en la cantidad de área superficial que
tienen contra el material en bulto. Ésta, debido a la rugosidad de la superficie de los cúmulos
puede ser mucho mayor de lo se podŕıa imaginar en primera instancia. Esta misma variación
de las propiedades que se observan ha llevado a los cúmulos a ser considerados una nueva área
en la ciencia de los materiales: nanomateriales.[1]

Los átomos en superficie tienen un número de coordinación menor que los átomos internos
de los cúmulos, por lo que existe la posibilidad de un reordenamiento en la misma. Esto podŕıa
llevar a que los átomos superficiales formen enlaces adicionales aumentando automáticamente la

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

estabilidad y bajando la enerǵıa del sistema [1]. Además de que bajos números de coordinación
conducirán a una menor enerǵıa de enlace en los electrones de valencia afectando la estructura
electrónica del material.[6]

Variando las propiedades con el tamaño y la geometŕıa de los cúmulos, si aumentamos
part́ıcula por part́ıcula el tamaño, en algún momento se debe llegar a obtener las propiedades
del sólido. En este punto algunos autores marcan el fin de la definición de cúmulos si a partir
de ese tamaño las propiedades se estabilizan [7].

Además del área superficial y el tamaño, las propiedades de los cúmulos se ven afectadas
por la organización estructural (la geometŕıa e incluso la presencia de simetŕıa en esta), la es-
tructura electrónica, los elementos componentes de los cúmulos y finalmente un último factor
real. Al estudiarse cúmulos a cierta temperatura, según el número de átomos y los elementos
componentes puede suceder que haya múltiples estructuras a una temperatura dada [8] además
de que en su implementación experimental, por limitaciones propias del experimento, normal-
mente se trabajará con un espectro de tamaños. Estas estructuras influirán de manera distinta
sobre las propiedades determinadas a nivel experimental. Este último factor lleva a la principal
dificultad del estudio teórico, la dificultad de encontrar el mı́nimo global. [1, 9]

Tamaño

Propiedades

Elementos componentesOrganización estructural

Estructura electrónica Múltiples geometŕıas

Figura 1.1: Caracteŕısticas que influyen en la variación de las propiedades f́ısicas y qúımicas de los
cúmulos

Según la naturaleza del enlace de las part́ıculas que forman un cúmulo, o de los elementos
componentes mismos, se pueden clasificar en diferentes grupos. Estos pueden ser metálicos,
semiconductores, iónicos, de gases nobles o inertes, etc. Cada uno de estos grupos reúnen
diversas caracteŕısticas como intervalos de enerǵıas de enlace, propiedades f́ısicas o qúımicas
entre otras. Los cúmulos de Au pertenecen al grupo de los cúmulos metálicos que como su
nombre lo dice se caracteriza por estar formado por elementos metálicos.

1.1.2. Estudio de los cúmulos

La descripción de los cúmulos que se pueden obtener para un elemento con un tamaño fijo, se
puede determinar a partir de la superficie de enerǵıa potencial (PES) que lo describe. Esta es
la gráfica de la enerǵıa potencial del sistema en función de las coordenadas de las geometŕıas
correspondientes. Es fuertemente dependiente de los enlaces y las direcciones que definirán
los grados de libertad de la superficie, considerando a la enerǵıa potencial como la enerǵıa
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del sistema [10, 11]. Al estar en función de las coordenadas geométricas, es una superficie
de alta dimensionalidad. Para ilustrar esto considérese la PES de una molécula diatómica en
un espacio unidimensional. Para dicho sistema molecular, si se fija un átomo en el origen, la
variable a estudiar seŕıa la distancia interatómica r1 de la cual dependerá la enerǵıa. Aśı, la
representación de la PES de una molécula diatómica será bidimensional. Si extendemos este
problema a 3 átomos, la búsqueda de la configuración de mı́nima enerǵıa requerirá de una
coordenada adicional por lo que la representación de la PES seŕıa tridimensional.

Un mı́nimo en la PES representaŕıa una geometŕıa en equilibrio del sistema de estudio. En el
caso de los cúmulos llamaremos isómero a las estructuras de mı́nima enerǵıa para una cantidad
establecida de átomos. Cuando nos encontramos con el mı́nimo más bajo hablamos del mı́nimo
global. Si nos situamos en un mı́nimo sobre la PES y nos movemos a cualquier dirección a
partir de este punto sobre la misma superficie, tendŕıamos que subir inevitablemente la enerǵıa
del sistema. Siguiendo los criterios de máximos y mı́nimos, tendŕıamos un punto estacionario
en la PES si

∂Ē

∂r̄1

=
∂Ē

∂r̄2

= · · · = ∂Ē

∂r̄i
= · · · = 0 (1.1)

y un punto de transición o mı́nimo si

∂2Ē

∂r̄2
i

{
> 0 mı́nimo relativo.

< 0 máximo realtivo (transición).
(1.2)

en estos puntos la pendiente de la recta tangente es cero [10]. En el estudio de los cúmulos
la diferencia entre un mı́nimo y una estructura de transición es de suma importancia . Para
descartar que se ha encontrado una estructura meta-estable en vez de una en equilibrio, se tiene
que realizar un cálculo de frecuencias que se expondrá en secciones posteriores.

El estudio real de los cúmulos encuentra su dificultad en la naturaleza cuántica del sistema.
En el caso teórico tiene su origen en la solución de un problema cuántico de muchos cuerpos y
en el caso experimental por la manipulación de part́ıculas discretas debido a las restricciones
cuánticas impuestas por el principio de Heisenberg.

1.1.2.1. Obtención experimental

Dependiendo de la naturaleza f́ısica y qúımica de los elementos que constituyen los cúmulos y
su tamaño se deben elegir distintos arreglos experimentales. Siendo que en este trabajo no se
realizó un trabajo en laboratorio ni una investigación más profunda con un trabajo también
experimental, esta sección se mantendrá corta.

De una manera muy general, se puede dividir la generación de cúmulos, adentro de los
métodos top-down, en tres partes: La separación de átomos moléculas de un material y/o gas,
el proceso de crecimiento de los cúmulos, el control de la temperatura del sistema para llegar a la
deseada. Generada la estructura se tiene que aplicar un método de detección y caracterización de
los cúmulos obtenidos [1]. Este proceso se puede observar ilustrado en la figura 1.2. El presente
trabajo se limitará a estos procesos ya que son los utilizados en la contra parte experimental
de los tamaños analizados [12, 13, 14, 15].
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Obtención experimental

Fuente
�

Ablación
láser

Sputtering
Agregación
en un gas

Formación
3

Nucleacion Crecimiento

Enfriamiento
*

EvaporaciónColisión Radiación

Cúmulos

Analizador
magnético

Filtro
de masa

cuadripolar

Espectroscoṕıa
de tiempo
de vuelo

Detección

Figura 1.2: Generación y detección experimental de cúmulos
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En el primer paso se busca obtener un conglomerado de part́ıculas que en los siguientes proce-
dimientos lleguen al tamaño deseado. Hay distintas técnicas para lograr este objetivo, y como
siempre dependerán fuertemente del objeto de estudio. Se tiene por ejemplo de técnicas expe-
rimentales la ablación láser para cúmulos metálicos [1]; la técnica de sputtering para cúmulos
pequeños cargados [1, 16]; la agregación a un gas[1, 9], técnica con la que se pueden formar
cúmulos de hasta miles de átomos aśı como para la técnica de bombardeo de iones por mag-
netrón [15]; también existen diversos métodos qúımicos con los que su obtención es posible.

La implementación de un método u otro depende de muchos factores, comenzando por las
caracteŕısticas del elemento que se requiere trabajar. También el tamaño (el número de átomos
que componen cada cúmulo) y la temperatura final del sistema juegan un rol importante. Al
final, el método utilizado, dependerá siempre del sistema que se quiere obtener. En el caso del
presente trabajo, se necesitaŕıa un sistema que produzca cúmulos pequeños de Au a tempera-
turas cercanas a 0 K. Los trabajos experimentales que lograron estos sistemas, se compusieron
por ablación láser [12, 13, 14], bombardeo de iones por magnetrón [15] y sputtering [17].

Teniendo el conglomerado de part́ıculas, el siguiente paso es hacerlas interaccionar para que
se obtenga el tamaño deseado. Para esto se tiene fenómenos de nucleación, con la colisión de
tres part́ıculas donde como resultado dos part́ıculas se enlazan y una sale con la enerǵıa de la
colisión; y el crecimiento donde dos part́ıculas se enlazan por atracción coulómbica.

Una vez que se han enlazado la part́ıculas, como producto de colisiones y demás, la enerǵıa
del sistema será aumentada por lo que continua el paso de controlar la temperatura. Su dis-
minución se puede obtener por colisión; por evaporación, donde un cúmulo suelta un átomo; y
finalmente por radiación infrarroja.

Obtenidos los cúmulos se puede pasar a su estudio. Cabe aclarar en este punto que resulta
imposible la generación de cúmulos de un tamaño espećıfico. Se obtendrá como resultado un
espectro de tamaños que deberán ser filtrados. Una vez más existen diferentes técnicas que serán
aplicables en función de la naturaleza del sistema. Ejemplos de estas son la espectroscoṕıa de
tiempo de vuelo, analizadores magnéticos y los filtros de masa cuadripolares. [9, 18]

1.1.2.2. Obtención teórica

Para la descripción teórica de los cúmulos se necesita una estructura inicial. Para su obtención
se puede partir desde una construcción intuitiva o aleatoria, hasta la utilización de un algoritmo
computacional, el uso de estructuras reportadas en la literatura o incluso suposiciones hechas
sobre estas.

Sobre la estructura inicial, se pueden hacer distintos cálculos para determinar la enerǵıa del
sistema en función de su naturaleza. Estrictamente nos encontramos ante un sistema mecánico
cuántico, sin embargo, también se trata de un sistema de muchas part́ıculas con todos los
problemas que esto implica. Según el análisis que se espera realizar y el tamaño del sistema se
puede considerar despreciar la naturaleza cuántica de los cúmulos.

Algunos métodos conocidos son la mecánica y dinámica molecular, los métodos Ab initio,
donde encontramos el método de Hartree-Fock, la teoŕıa de la funcional de la densidad, que
a través de las ecuaciones de Kohn y Sham le da la vuelta al problema de muchas part́ıculas,
y los cálculos semiemṕıricos que mezclan DFT con un método Ab initio [19]. La diferencia
de precisión y en tiempo de cómputo entre los distintos métodos es abismal, por lo que antes
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Figura 1.3: Se muestran de manera sucesiva los cúmulos de mı́nima enerǵıa que se van obteniendo
a distintas generaciones (una generación equivale a una optimización de este algoritmo) para el caso
de Au20. Se obtiene la estructura piramidal, considerada como mı́nimo global, a partir de las 128
generaciones. Las ĺıneas azul claro representan los diez isómeros más bajos en enerǵıa encontrados al
final de la corrida. El isómero número siete, fue el primero en encontrarse en la generación 40.

de escoger uno, se debe realizar una investigación profunda de la naturaleza de los elementos
constituyentes y corridas de prueba. Una comparación extensa entre distintos grupos de inves-
tigación con sus métodos correspondientes se puede encontrar en [20]. Para el cálculo de este
trabajo se utilizó DFT, por lo que sus ventajas y desventajas, aśı como su descripción teórica
se retomará posteriormente. El procedimiento se ilustra en la figura 1.4.

Aunque la obtención del mı́nimo con una corrida podŕıa ser posible es poco probable que
esto suceda. Para encontrar la estructura de mı́nima enerǵıa para un sistema y temperatura
dada tenemos que explorar la PES. Ya se ha hablado del problema de la multi-dimensionalidad
y su complejidad creciente en función del tamaño del cúmulo, por lo que, para explorarla hace
falta un algoritmo de búsqueda. Una vez más existe un gran número de algoritmos de machine
learning diferentes para esta exploración [19] y hablar de ((el mejor)) resulta imposible por lo
dif́ıcil de compararlos. Algunos ejemplos son Simulated Annealing [21], Redes neuronales [22],
K-Nearest Neighbor y los Algoritmos Genéticos [23] que es el método utilizado en este trabajo.
La forma de una optimización que se logra a partir de un algoritmo genético se puede observar
en la figura 1.3.

Como se ha mencionado, la PES, es muy amplia por lo que su exploración completa en
cúmulos medianos y grandes es muy demandante, debido a esto, una búsqueda completa de
la PES no se realiza. Es por tanto probable, que no siempre se encuentre el mı́nimo global
después de correr un algoritmo. Esta probabilidad aumenta si se realizan múltiples corridas
para el sistema hecho que se puede ver verificado si se realiza una exitosa comparación con
trabajos experimentales.
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Algoritmo de
exploración

GA

Modelo
computacional

DFT

Estructura

Resolución del sistema

Figura 1.4: Obtención teórica: a partir de un algoritmo de exploración, se resuleve el sistema con
un método computacional. Si la estructura es satisfatoria termina el ciclo. Si no lo es el algoritmo de
exploración manda una nueva estructura

1.2. Cúmulos de Au

Los cúmulos pequeños de Au han sido ampliamente investigados debido a sus numerosas aplica-
ciones. La cantidad de resultados que existen tanto teórica como experimentalmente permiten
determinar si los modelos utilizados son correctos. Gracias a esto se realizó el estudio inicial de
este proyecto [20] para el algoritmo genético utilizado en este trabajo. A continuación lo que se
propone es un estudio termodinámico para entrar en un análisis un poco más realista al agregar
la variable de la temperatura a los resultados obtenidos, mismo que podŕıa ser aplicable a otros
sistemas con diferentes propiedades.

1.2.1. Estructura electrónica

El Au es un elemento metálico con número atómico Z = 79, peso atómico m = 196.96569 ua
y con configuración electrónica: [Xe]4f 145d106s1 [24]. Desde esta configuración inicial se espera
que los cúmulos neutros con un número par de átomos sean más estables por el llenado del
orbital incompleto. Efectos importantes a considerar en el cálculo de la enerǵıa son el efecto
esṕın órbita dentro de los efectos relativistas, como producto de la interacción del momento
angular del esṕın y el campo magnético intŕınseco de los átomos [25]; y la hibridación de los
orbitales atómicos.

Elementos pesados como el Au tienen, cargas nucleares efectivas grandes en comparación
a los otros elementos más ligeros. Para compensar el potencial de Coulomb por el que se ven
afectados, los electrones cercanos al núcleo se mueven más rápido. Dado que sus velocidades son
comparables a la velocidad de la luz, se vuelve necesaria la consideración de efectos relativistas.
También los electrones de valencia se ven afectados, aunque en menor medida que los electrones
internos.

Los efectos relativistas pueden ser considerados de diferentes maneras en el cálculo de la
enerǵıa. En este trabajo se calculan a través del Effective Core Potentil (ECP), que introduce
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un potencial efectivo al Hamiltoniano del sistema; y a través de la ecuación de ZORA [26], que
parte directamente de la ecuación de Dirac. Estos dos métodos se retomarán más adelante.

Un efecto interesante que se observa en el enlace entre átomos de Au es la hibridación
de orbitales s y d. La hibridación se puede definir como la mezcla de orbitales atómicos en un
átomo para generar nuevos orbitales llamados orbitales h́ıbridos. Al generarse únicamente como
producto de un enlace, no tiene sentido hablar de hibridación en átomos aislados.

La hibridación es un modelo matemático con el que se busca justificar los enlaces que en
primera instancia, a partir de la configuración electrónica de los átomos puros, no tiene sentido.
Consiste en hacer una combinación lineal de los orbitales atómicos, por lo que los orbitales
atómicos y los h́ıbridos no son equivalentes y tienen formas muy diferentes. El número de
orbitales h́ıbridos debe ser siempre igual al número de orbitales atómicos que participan en la
hibridación. Además todos los ((nuevos)) orbitales h́ıbridos tienen la misma enerǵıa y forma. [27]

1.2.2. Aplicaciones

En la nanoescala se han encontrado variaciones fuertes de las propiedades de los sistemas estu-
diados, esto los ha objetivos potenciales para diversas aplicaciones. Como resultado se pueden
encontrar sistemas nanométricos alternos que emules las propiedades de diversos elementos
buscando mejoras de las reacciones o en los costos de producción [28].

En cúmulos metálicos se reportan variaciones en sus propiedades ópticas, magnéticas, térmi-
cas y qúımicas [29]. El Au, siendo un cúmulo metálico, ha sido ampliamente investigado debido
a ser poco reactivo en tamaños grandes y reactivo en tamaños pequeños. A continuación, se
presentan algunas aplicaciones espećıficas de este elemento.

Se han estudiado aplicaciones en dispositivos en la nano-escala debido a sus propiedades
ópticas lineales [30], creando materiales con propiedades no lineales [31, 32]. Se encuentran
efectos de fluorescencia para cúmulos pequeños de Au [31, 33].

Cálculos como los realizados en este trabajo, han encontrado su aplicación en estudios
experimentales que analizan procesos cataĺıticos con cúmulos pequeños de Au donde se analizan
temperaturas hasta los 800K [34, 35]. En el trabajo de S. Chrétien et. all. [5] se utilizaron
cúmulos de Au4 que corresponden a una estructura encontrada en este trabajo. Igualmente
para el grupo de U. Heiz et. all. [36] para el caso de Au8, obtenido en el presente trabajo,
para temperaturas de hasta 700K. Estos trabajos son un ejemplo para la aplicación de estos
estudios termodinámicos de estabilidad ya que en ambos se estudia el comportamiento de las
estructuras para un espectro de temperaturas.

1.3. Objetivos

Para el presente trabajo se buscó la realización de los siguientes puntos para cúmulos pequeños
de Au de cuatros a veinte átomos:

Realizar un análisis evolutivo con una función de similaridad para determinar pautas
cambio estructural entre distintos tamaños y cargas
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Estudiar los arreglos geométricos a través de una función de similaridad

Analizar los cúmulos de mayor estabilidad con base en el modelo de Jellium

Visualizar la importancia de los efectos de la temperatura sobre las estructuras de los
cúmulos

Extender las definiciones de estabilidad relativa a temperaturas mayores a 0 K para
determinar la importancia de la consideración de cálculos termo-estad́ısticos en el estudio
de cúmulos



Caṕıtulo 2

Marco teórico

Dadas las dimensiones de los cúmulos a tratar, la forma de analizarlos f́ısicamente, cae en una
descripción cuántica. Este caṕıtulo trata el caso del estado basal a 0 K de temperatura donde
la caracterización del sistema es justificada y tratada a través de DFT. Y, posteriormente, con
un cálculo termo-estad́ıstico se aumentará la temperatura para el desarrollo de la teoŕıa en
estados de equilibrio a una temperatura mayor.

2.1. Estado basal: T = 0 K

Comencemos entonces en el estado basal y por lo tanto a una temperatura de 0 K. El sistema
de estudio es un cúmulo de N part́ıculas, digamos m núcleos y n electrones. Al ser un número
finito de part́ıculas su solución corresponde a la proporcionada por la ecuación de Schrödinger.
Debido a un problema de muchos cuerpos, esta ecuación presenta varias dificultades para su
solución, por lo que en esta sección se introducirá una teoŕıa (DFT) para solventarlas.

2.1.1. Construcción cuántica

Dado un sistema de N part́ıculas, este sistema quedará resuelto cuando se conozca la forma
de la función de onda Ψ y la enerǵıa que resulta al solucionar la ecuación de Schrödinger [37].
Siendo Ĥ el hamiltoniano, la ecuación de Schrödinger que soluciona el sistema será

Ĥ(r̄1, . . . , r̄N)Ψ = i
∂Ĥ

∂t
(2.1)

Este Hamiltoniano dependerá del Hamiltoniano de un sólo electrón y el potencial de Coulomb
para los electrones componentes del sistema Ĥ =

∑N
i=1

[
−1

2
∇2
i + V (r̄i)

]
+ 1

2

∑
i 6=j

1
r̄i−r̄j , para

potenciales constantes [25]. Cabe aclarar que la extrapolación con potenciales como funciones
de la posición r̄ o del tiempo t es un postulado. En el caso de múltiples núcleos como es el caso
de un cúmulo, el potencial seŕıa la suma de los potenciales nucleares donde Zm corresponde a
la carga del núcleo y Rm a la posición. [37]

10
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V (r̄) =
M∑
m=1

Zm
r −Rm

(2.2)

Por otro lado las eigenfunciones Ψ deben cumplir con sus propias caracteŕısticas: deben ser
finitas, mono-valuadas y continuas. Además de que están sujetas al principio de exclusión de
Pauli y a su condición más fuerte: Un sistema que contenga varios electrones debe ser descrito
por una e-función antisimétrica dada la naturaleza fermiónica de las part́ıculas a analizar.
Finalmente se debe tener en cuenta que las funciones deben estar normalizadas. [25]

Las funciones de onda, pueden ser descritas a través del determinante de Slater [25] que en
la siguiente ecuación describiŕıa N part́ıculas en N estados

Ψ(x̄1, · · · , x̄N) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
φ1(x̄1) . . . φ1(x̄N)

...
. . .

...
φN(x̄1) . . . φN(x̄N)

∣∣∣∣∣∣∣
=

1√
N !

∑
k

(−1)kφk(1)(x̄1) · · ·φk(N)(x̄N) (2.3)

donde los eigenvalores correspondientes a la solución de la ecuación de Schrödinger para la
i-ésima part́ıcula seŕıa Ei = εi1 + εiN + · · ·+ εiN .

Este seŕıa el resultado de un sistema de part́ıculas no interactuantes. Aunque al lector le
podrá parecer una simplificación, recordamos que DFT supone un sistema análogo de part́ıculas
no interactuantes para sustituir el problema original de interacción de muchos cuerpos. Esto
nos lleva a que estas ecuaciones, en este contexto, siguen siendo válidas. Pero para resolver el
sistema completo a través de la ecuación de Schrödinger necesitaŕıamos considerar el caso de
part́ıculas interactuantes modificando los hamiltonianos originales.

Para una interacción de un solo átomo con dos electrones, Ĥ = −1
2
∇2

1 − 1
2
∇2

2 + Z
r1

+ Z
r2

+
Z
r12

= ĥ1 + ĥ2 + 1
r12

donde los primeros dos términos correspondeŕıan al caso de part́ıculas
no interactuantes. Esta ecuación no se puede solucionar anaĺıticamente debido a la repulsión
coulombiana entre electrones. Si despreciamos este término, suponiendo una distancia muy
grande entre los electrones, el valor teórico para la enerǵıa equivale a E = −108.72 eV contra
un valor experimental de E = −79 eV . Esto resulta en un error mayor al 30 % asociado al
término de la repulsión electrónica. Estos errores aumentan con la adición de nuevos electrones
y núcleos. El objeto de estudio, Au, tiene 79 electrones los cúmulos empiezan a partir de 4
átomos. Dada la imprecisión mencionada, que aumenta conforme el sistema crece, surge la
necesidad de una teoŕıa. Esta problemática da origen a la DFT.

2.1.2. Teoŕıa de la Funcional de la Densidad

Como se ha mencionado anteriormente, la teoŕıa de la funcional de la densidad, busca un sistema
análogo que represente al sistema real, tal que no se tenga que resolver un sistema de part́ıculas
interactuantes. Para lograr esto, esta teoŕıa se basa en los dos teoremas de Hohenberg-Kohn y
las ecuaciones de Kohn y Sham que se originan de sus resultados.
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2.1.2.1. Teoremas de Hohenberg-Kohn

Al aplicar un potencial externo V̂ sobre un sistema este afectará el movimiento y la enerǵıa del
sistema de las N part́ıculas consideradas.

V̂ =
N∑
i=1

v(r̄i) (2.4)

Este potencial entra en el Hamiltoniano, por lo que la función de onda que solucione el sistema
dependerá del potencial v y por lo tanto también de r̄i. Lo mismo seŕıa válido para la enerǵıa
cinética T̂ , la interacción electrónica Ŵ y la enerǵıa total. Entonces todas las variables son
funcionales del potencial. Es decir el dominio de T̂ , Ŵ , Ê seŕıa el conjunto de funciones que
conforman al potencial. Se denotarán las funcionales con corchetes, de forma que la ecuación
de Schrödinger [37] será:

(T̂ [v] + V̂ [v] + Ŵ [v])Ψ[v] = E[v]Ψ[v] (2.5)

Teorema 2.1.1 El potencial (más allá de una constante arbitraria y de la normalización) está
determinado por la densidad del estado base.

Como resultado este teorema nos dice que, a la densidad electrónica n(r̄) del estado base del
sistema le corresponde una descripción como funcional del potencial, una correspondencia 1−1.
Entonces si denotamos a la densidad del estado base n(r̄), podemos escribir al potencial externo
como v[n(r̄)]. Además, dado que la función de onda es funcional del potencial, también lo será
de la densidad electrónica Ψ[n(r̄)]. Si se resuelve la ecuación de eigenvalores para cualquier
observable Ô, por ejemplo la enerǵıa, a este observable lo encontraremos igualmente como
funcional de la densidad electrónica en el estado base.

O[n(r̄)] = 〈Ψ[n(r̄)]|Ô|Ψ[n(r̄)]〉 (2.6)

Teorema 2.1.2 Principio variacional de Hohenberg - Kohn. Si V0 es un potencial
externo la enerǵıa del estado base del sistema será mı́nimo global de la funcional de HK y la
densidad n a la que corresponden las funciones de onda, corresponderá la densidad del estado
base

La funcional de Hohenberg - Kohn, que será denotado como FHK está definido por

FHK [n] = 〈Ψ[n]|T̂ + Ŵ |Ψ[n]〉 (2.7)

Si se considera un potencial externo v0, la enerǵıa estará dada por

Ev0[n] = 〈Ψ[n]|T̂ + V̂0 + Ŵ |Ψ[n]〉 (2.8)

= 〈Ψ[n]|T̂ + Ŵ |Ψ[n]〉+

∫
n(r̄)v0(r̄)d3r̄ (2.9)

= FHK [n] +

∫
n(r̄)v0(r̄)d3r̄ (2.10)
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Ahora, sea E0 la enerǵıa del estado base. Entonces se tiene que cumplir que:

Ev0[n] = 〈Ψ[n]|T̂ + Ŵ |Ψ[n]〉 > E0 n 6= n0 (2.11)

La densidad electrónica para el estado base se obtendrá al minimizar Ev0 por lo que se de-

be respetar
∂Ev0 [n]

∂n(r̄)
= 0. Y, para FHK , obtenemos ecuación 2.13, también llamada ecuación

variacional.

∂FHK [n]

∂n(r̄)
=
∂Ev0 [n]

∂n(r̄)
− ∂

∂n(r̄)

∫
n(r̄)v0(r̄)d3r̄ (2.12)

= − v0[n] (2.13)

Donde se observa el efecto de este teorema: en el primer miembro tenemos la funcional de HK
que es igual a la densidad electrónica para el estado basal y en el segundo miembro, el potencial
externo v0.

Estos teoremas conforman la base de DFT publicados en 1964 [37, 38], sin embargo, no fue
hasta la escritura de las ecuaciones de Kohn y Sham, ecuaciones de KS, que se aplicaron sus
consecuencias en el desarrollo de la teoŕıa que ahora es DFT.

2.1.2.2. Ecuaciones de Kohn y Sham

En 1965, Kohn y Sham publicaron su análisis del teorema de HK dando origen a las ecuaciones
de KS [39]. Con estas ecuaciones se logra la construcción de un sistema alterno de electrones
((imaginarios)) no interactuantes, que soluciona este aspecto del problema, pero que tiene la
misma densidad electrónica del sistema original. El sistema de ecuaciones que las compone son:

(
−1

2
∇2 + vs[n](r̄)

)
φi(r̄σ) = εiφi(r̄σ) (2.14)

n(r̄) =
∑
σ

N∑
i=1

|φi(r̄σ)|2 (2.15)

vs[n](r̄) = v0(r̄) + vH [n](r̄) + vXC [n] (2.16)

vXC [n](r̄) =
dEXC [n]

dn(r̄)
(2.17)

La primer ecuación de KS 2.14 corresponde a la ecuación de Schrödinger para part́ıculas no
interactuantes, donde el sub́ındice s hace referencia a este hecho, que queremos solucionar.
De esta manera vs[n](r̄) es el potencial efectivo funcional de la densidad electrónica n(r̄) =
〈Ψs[n]〉 |n̂(r̄)|Ψs[n]. Para este desarrollo las funciones de onda fueron descritas a partir del
determinante de Slater

Φs(x̄1, · · · , x̄N) =
1√
N !

∑
k

(−1)kφk(1)(x̄1) · · ·φk(N)(x̄N) (2.18)
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Donde φk(i) corresponde a los orbitales de KS. La segunda ecuación de KS 2.15 corresponde a
la ecuación de densidad electrónica en función de los orbitales de KS, ya con la correspondiente
función de esṕın σ para asegurar la antisimetŕıa.

Finalmente la ecuación 2.16 representa potencial efectivo vs en función del potencial externo
v0, que queda definido por la ecuación variacional 2.13, el potencial de Hartree vH [n](r̄)

vH [n](r̄) =

∫
n(r̄′)w(r̄, r̄′)d3r̄′ (2.19)

donde w(r̄, r̄′) = 1
|r̄−r̄′| corresponde al potencial de Coulomb. Y finalmente el término vXC que

corresponde al potencial de intercambio y correlación definido por la última ecuación 2.17.
Esta ecuación depende únicamente de la enerǵıa de intercambio y correlación EXC . De esta
manera, con este sistema de ecuaciones podŕıamos caracterizar el sistema conociendo la densi-
dad electrónica. Este procedimiento se puede realizar anaĺıticamente (consúltese [20] para una
demostración) sin aproximaciones. Es decir, sabemos que existe una funcional que resuelve de
manera exacta el sistema. Sin embargo, no podemos encontrarlo pues no conocemos EXC .

Entonces el problema radica únicamente en la búsqueda de EXC que es calculada con dis-
tintas aproximaciones, a excepción del caso donde la densidad es constante en todo el sistema.
La calidad del cálculo que se obtenga dependerá de la aproximación usada. A estas aproxima-
ciones, referentes a la EXC , se les llama funcionales debido a que dependen de n(r̄) que es por
śı sola una función. Escoger este funcional de manera ((correcta)) determinará la calidad del
cálculo que se realice.

2.1.2.3. Funcionales

Existen muchos funcionales que podemos dividir en distintos grupos e incluso jerarquizar a
través de la escalera de Jacobb [40]. En este modelo, se busca clasificar las funcionales en
distintos grupos tendiendo a una mayor precisión para la funcional ideal.

En el primer escalón tenemos la funciona LDA. Este funcional se caracteriza por hacer
depender a la enerǵıa de intercambio y correlación únicamente de la densidad en el punto. Esto
significa que la densidad es constante a lo largo de todo el sistema. Es el único funcional que
se puede resolver anaĺıticamente. Sin embargo, por su aproximación a un gas de electrones de
densidad uniforme es poco preciso y suele ser descartado para sistemas más complejos como
los cúmulos..

El siguiente escalón corresponde a los funcionales GGA. Estos consideran la densidad y su
gradiente a cada punto. Esto significa que estudia la variación de la densidad a cada punto
de cálculo en un gas de electrones. Como ya se ha mencionado en GGA y en los siguientes
escalones de la escalera de Jacob, existen múltiples funcionales variando la forma de definir la
EXC según los sistemas objetivo.

Posteriormente tenemos los funcionales metaGGA que consideran además de la densidad y
su gradiente la enerǵıa cinética de las ecuaciones de KS. Cabe recordar que a cada paso en la
escalera de Jacob aumenta inevitablemente el tiempo de cómputo necesario para la obtención
de la enerǵıa, aunque también la precisión.
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Los siguientes pasos son los funcionales h́ıbridos, que combinan algún funcional para la
enerǵıa con Hartree Fock, y los no locales que son dobles h́ıbridos que combinan funcionales con
un método de post-Hartree Fock. Al considerar estos métodos Hartree Fock el costo en tiempo
computacional es muy alto. Una de las ventajas de DFT fue precisamente el tiempo de cómputo
comparado con los métodos post-HF, en los funcionales no locales el tiempo computacional es
el mismo pues utilizan estos métodos.

La ventaja de estos funcionales, es el cálculo de la enerǵıa de dispersión. La enerǵıa de
dispersión no es calculada en los escalones inferiores. Para considerarla, si el sistema lo amerita,
se puede introducir como parámetro dentro de la funcional. Esta corrección se realiza aparte
haciéndola depender del átomo y no de la funcional. Otra manera seŕıa utilizar funcionales no
locales pues los métodos post-HartreeFock como MP2 śı corrige la enerǵıa de dispersión.

Descrita esta escalera se podŕıa tender a tomar el escalón más alto de la escalera de Jacob, sin
embargo, no se debe olvidar el costo computacional que le supondŕıa al sistema. Dependiendo
de esto se irá sacrificando la precisión de la enerǵıa a cambio de resultados. Además dependerán
fuertemente de la naturaleza del sistema y de la importancia de la consideración de la enerǵıa
de dispersión en los modelos computacionales.

Al final, para cada nuevo sistema que se busque caracterizar con DFT se necesitará de una
investigación en la que se encuentren geometŕıas y enerǵıas preferentemente experimentales del
sistema objetivo. Realizando corridas de prueba se podŕıan entonces determinar si un funcional
es bueno o no para un determinado elemento o un conjunto de elementos.

En el presente trabajo se utilizó la funcional GGA PBE [41]. A través de ella se busca
obtener el valor para la enerǵıa de intercambio y correlación EXC = EC + Ex donde EC y EX
corresponden respectivamente a la enerǵıas de correlación e intercambio. Al ser una funcional
GGA, EXC es dependiente de la densidad y de su gradiente, de manera que:

EXC [n] =

∫
f [n,∇n]d3r̄ (2.20)

En esta funcional se propone un sistema donde la densidad vaŕıa lentamente. Se propone la
siguiente función para la enerǵıa de intercambio

EC [n] =

∫
n(εunifC (rs, ζ)) +H(rs, ζ, t)d

3r̄ (2.21)

donde εunifC es la enerǵıa de correlación para el caso de un gas de electrones uniforme (LDA),
que se puede determinar anaĺıticamente, siendo rs el radio Wigner Seitz local y ζ una función
de polarización para el esṕın. El término H introduce el gradiente de la densidad a partir de
una función t = |∇n|

2φksn
donde φ es una función de ζ.

Por otro lado la enerǵıa de intercambio se propone de la forma

EX [n] =

∫
nεunifX [n]FX(s)d3r̄ (2.22)
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donde εunifX es la enerǵıa de intercambio para un gas uniforme y FX dependiente del gradiente

de la densidad a través de s esta vez de la forma s = |∇n|
2ksn

, siendo ks una constante. Con las
ecuaciones 2.21 y 2.22 se determina la enerǵıa de intercambio y correlación en el caso de PBE
[41].

2.1.2.4. Frecuencias de vibración

Para la realización de un cálculo de DFT se necesita una estructura inicial, que aunque podrá
variar, será relajada localmente para la obtención de su enerǵıa aunque no necesariamente
corresponda a un mı́nimo. Si se obtuvo un mı́nimo o no, se sabrá hasta terminar con el cálculo.
La caracterización nos arrojará entre otras cosas la enerǵıa del sistema. Para saber si se trata
de un estado basal necesitamos realizar un análisis de frecuencias.

Para esto se tienen que calcular los modos normales de vibración. Todas las formas en que
puede vibrar el cúmulo pueden ser representados como una combinación lineal de los modos.
Se caracterizan por que en cada modo los cúmulos se mueven en fase a una sola frecuencia
alcanzando puntos máximos y mı́nimos al rededor de un punto de equilibrio.

Para cada cúmulo se tienen 3N grados de libertad de cada átomo (traslación, rotación y
vibración), y 3N − 6 corresponden a los modos normales de vibración. Esto se debe a que 3 de
los grados de libertad corresponden a movimientos de traslación y otros tres a los movimientos
de rotación.

Para su obtención se ha de diagonalizar la matriz Hessiana para obtener las direcciones
caracteŕısticas ri que definen como se mueven los átomos y sus correspondientes constantes
de fuerza ki. Realizado el correspondiente desarrollo matemático [10] se puede obtener que la
frecuencia de los modos normales de vibración estarán dados por

ω =
1

2πc

(√
ki
µ

)
(2.23)

donde ki corresponde únicamente a las constantes de fuerza relacionados con los modos normales
y µ es la masa reducida del sistema.

2.1.2.5. Representación computacional de las funciones de onda

Para representar de manera anaĺıtica las funciones de onda, seŕıa necesaria la introducción
de múltiples polinomios y demás que volveŕıan igualmente los cálculos muy pesados. Para
sortear este problema hay distintas alternativas para su representación. Al conjunto de funciones
matemáticas que construyen las funciones de onda, se les conoce como conjuntos base, o la base,
del sistema.

Hay distintos tipos de conjuntos base, la más común podŕıa ser la combinación lineal de
orbitales atómicos o LCAO que se basa en las propiedades del operador hermitiano. El conjunto
de las funciones propias de un operador hermitiano es un conjunto completo de funciones.
Entonces si utilizamos las funciones propias de cualquier operador hermitiano debemos de poder
representar cualquier función, aśı como la función de onda. Por ejemplo, se pueden considerar
las funciones de onda para el átomo de hidrógeno. Estas funciones pueden ser utilizadas para



2.1. ESTADO BASAL: T = 0 K 17

formar el conjunto base para cualquier sistema. La LCAO utiliza las funciones de onda del átomo
de hidrógeno para, con combinaciones lineales de éstas, formar las del sistema correspondiente.

Otra posibilidad son las funciones de Slater, STO. Con una forma:

ψ(r) = rn−1e−ζrYlm(θ, φ) (2.24)

que parte de funciones simplificadas de las correspondientes al átomo de hidrógeno r y Ylm(θ, φ)
y n, l y m corresponden a los números cuánticos. Cuando se utiliza este tipo de bases, suelen
escribirse como (sto − · · · ). Estos conjuntos base suelen tener problemas con la resolución de
integrales llamadas de dos electrones debido a que estas no se pueden calcular anaĺıticamente
con funciones de Slater. Por esta razón, éstas funciones no son muy comunes, aunque son
una muy buena aproximación a las soluciones para el átomo de hidrógeno. Para solventar el
problema de las integrales, suele tenerse una base de datos con integrales molde pre-solucionadas
numéricamente a las que el programa pueda recurrir.

Otro tipo son las funciones gaussianas. Las STO y las gaussianas se comportan de una
manera similar, figura 2.1, aunque las STO se asemejan más al comportamiento de la función de
onda [42]. Sin embargo, funciones gaussianas son mucho más fáciles de tratar matemáticamente.
Para mejorarlas se pueden utilizar múltiples funciones gaussianas. La mejora de que presenta
la utilización de más de una función, da origen a varios tipos de funciones bases de gaussianas.
Entre más gaussianas se tomen la aproximación mejorará.

(a) STO (b) GTO

Figura 2.1: Diferencias entre funciones base STO y GTO

Los conjuntos de funciones base aún se pueden mejorar un poquito más con la implemen-
tación de funciones de polarización. Esta corrección implica agregar a los orbitales de valencia
funciones con un momento angular mayor al del resto de los orbitales combinándose el último
orbital ocupado con el primero desocupado. Gracias a esto, aumenta la libertad en la densidad
electrónica, lo que permite un desplazamiento más eficiente de la nube electrónica en el sistema.
[10]

2.1.2.6. Agregando efectos relativistas

Lo último que queda por agregar al cálculo computacional para el presente trabajo, son los
efectos relativistas. Existen varias formas para su consideración. En este trabajo se ilustran
únicamente dos, ECP y la ecuación de ZORA que son los modelos utilizados.
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El método ECP consiste en reemplazar la parte interna del cúmulo (o core) por un potencial
efectivo vcore, dejando únicamente los electrones de valencia. Conforme aumenta el número de
orbitales, aumenta la complejidad de las funciones bases que se deben utilizar para su correcta
aproximación, por lo que ya solo para agilizar los cálculos ECP representa una mejora para el
sistema. A este potencial, que sustituye core, se le puede incluir un término extra que de manera
preestablecida considera los efectos relativistas en función de la naturaleza del sistema, como
la interacción esṕın órbita, por estas razones existen múltiples tipos de ECP. El potencial vcore
es agregado a la suma de potenciales en las ecuaciones de KS, ecuación 2.16, que, bajo estas
consideraciones, sólo describre a los electrones de valencia. La solución del sistema, más allá de
la corrección en esta ecuación, se mantiene constante de acuerdo a lo descrito en el diagrama
de flujo de la figura 3.3. [43]

Por otra lado, la solución por medio de la ecuación de ZORA (de sus siglas en inglés zeroth
order regular approximation a la ecuación de Dirac) está basada en una expansión de la ecuación
de Dirac relativista. Esta ecuación considera los efectos relativistas también para los electrones
de valencia [26] por lo que suele llegar a resultados más precisos para sistemas donde estos
efectos son particularmente fuertes. Sin embargo, la utilización de esta ecuación requiere más
poder de cómputo.

2.1.3. Enerǵıa de enlace

La enerǵıa de enlace es la enerǵıa que mantiene a los átomos unidos entre śı. Corresponde a la
enerǵıa del cúmulo menos la de los átomos separados por el número de átomos componentes.

Ee =
NE(Au)− E(AuN)

N
(2.25)

Donde N es el número de átomos en el cúmulo.

Entre mayor es ésta enerǵıa, mayor es la estabilidad del cúmulo pues aumenta la estabilidad
de los enlaces.

2.1.4. Diferencia de enerǵıa de segundo orden

La diferencia de enerǵıa de segundo orden, compara las enerǵıas de las estructuras con las
correspondientes a los cúmulos con un átomo más y un átomo menos. Está dada por ∆2E:

∆2E = E(AuN+1) + E(AuN−1)− 2E(AuN)

y en términos de la enerǵıa de enlace:

∆2E = 2NE(AuN)− (N + 1)E(AuN+1)− (N − 1)E(AuN−1) (2.26)

En este caso, entre mayor sea la diferencia, mayor será la estabilidad termodinámica de la
estructura.
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2.1.5. Momentos de inercia

Los eigenvalores, o e-valores, de una matriz que representa una cantidad f́ısica (como las po-
siciones o enerǵıas), son los valores que las variables pueden tomar, por lo tanto obtenerlos
resulta de gran importancia.

Para el cálculo de e-valores, correspondientes a los momentos de inercia, se analiza la forma
geométrica de todos los isómeros en la población obtenida. Se calculan 3 e-valores del tensor
de inercia Iαα.

Iαα =

 Ixx Ixy Ixz
Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz


= ρ

∑
i

 y2
i + z2

i −xiyi −xizi
−xiyi x2

i + y2
i −yizi

−xizi −yizi x2
i + y2

i

 (2.27)

donde ρ es la densidad y el ı́ndice i corre sobre las coordenadas de los átomos componentes.

Al considerarse los e-valores del cúmulo, compuesto por un númeroN de átomos, es necesario
escalar en N

5
3 . Esto resulta de modelar el cúmulo como una esfera homogénea. Siendo VC el

volumen del cúmulo y Va el volumen de un átomo componente, podemos escribir (ya que
tenemos una esfera homogénea), que:

VC = NVa (2.28)

Definiendo RC como el radio del cúmulo y a Ra como el radio de un átomo, de la definición del
volumen de una esfera obtenemos

4

3
πR3

C = N
4

3
πR3

a (2.29)

Simplificando para RC

RC = N
1
3Ra (2.30)

De donde se observa que el radio del cúmulo está escalado a N
1
3 . Los e-valores se obtienen de

integrar R2 por la densidad que es inversamente proporcional al volumen. De este producto,
considerando el modelo de la esfera homogénea, los e-valores resultarán escalados a N

5
3 .

2.1.6. Evolución en tamaño: función de similitud

Para el estudio evolutivo se utilizará la función de similitud S. Esta función compara dos
cúmulos entre śı y determina qué tanto se parecen. Para esto se calcula la desviación estándar√
q que nos indica que tan dispersos están los átomos de un cúmulo B, respecto al cúmulo de

comparación A.
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√
q =

[
1

n

∑
i

(rAi − rBi)2

] 1
2

(2.31)

En esta ecuación, n indica el número de átomos de los cúmulos, rAi la distancia del átomo A
al CM del cúmulo y rBi para el cúmulo B, todo para el i-ésimo átomo.

Teniendo la desviación estándar se define como una probabilidad, función normalizada, la
función de similitud, similarity function, como S:

S =
1

1 +
√
q

(2.32)

2.2. Más allá del estado basal

La temperatura 0 K compondrá la temperatura más estable, de mı́nima enerǵıa, para los cúmu-
los. Aśı probablemente nuestros cúmulos sean los más estables que se puedan llegar a encontrar
experimentalmente. Sin embargo, en sistemas experimentales, las temperaturas tienden a ser
mayores a 0K (en procesos de catálisis, por ejemplo, esta diferencia puede ser de cientas de
unidades K) y, por lo tanto, futuras aplicaciones igualmente manejarán temperaturas mas al-
tas. Por esto, será necesario caracterizar los cúmulos a temperaturas mayores y observar su
comportamiento e incluso el reordenamiento geométrico que pueda experimentar el sistema.

Para esto se introduce el cálculo termodinámico. En el transcurso de los años en la investi-
gación sobre cúmulos de cualquier tipo, se ha remarcado mucho que lo que los hace especiales
es dependencia de sus propiedades con el tamaño y la geometŕıa al estar compuesto por un
número de átomos finito y bien determinado. Adicionalmente, el orden nanométrico de estos
sistemas no sitúa por debajo del ĺımite termodinámico que encontramos en el momento en que
el sólido deja de crecer de manera proporcional al volumen N

V
6= constante. Esto sucede cuando

tenemos un número contable de átomos en nuestro sistema. Para solventar este problema es
necesario un desarrollo estad́ıstico.

2.2.1. Construcción termo-estad́ıstica

Considerando un cuerpo como un conjunto de átomos, necesitamos de la cuántica para su
descripción. Si este es macroscópico, al experimentar la más mı́nima interacción con el entorno,
se desencadenará un cambio en el estado cuántico del sistema correspondiente al conjunto
de átomos componentes (del orden de 1023). Siendo que aislar un cuerpo perfectamente es
f́ısicamente imposible esto sólo puede realizarse de manera ideal. Entonces se podŕıa decir que
el cuerpo se mantiene en un estado continuo de transición en transición de sus estados cuánticos.
Una condición de ((equilibrio)) se tendŕıa si este oscila alrededor de un estado cuántico espećıfico
y las propiedades del sistema serán dependientes de él.

Un microestado define los valores de todas las posibles variables microscópicas. El postu-
lado de entrada a la mecánica estad́ıstica es que un sistema macroscópico pasa a cada estado
permisible con la misma probabilidad. Para nuestro sistema cuántico los microestados seŕıan
representados por los valores de la función de onda en cada punto del espacio.
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Si el cuerpo transita de microestado en microestado con la misma probabilidad, entonces
el número de microestados a los que el cuerpo tiende, crece al máximo permitido por las
constricciones del sistema termodinámico. En este punto podemos conectar con el Postulado
III de la termodinámica: el postulado que maximiza la entroṕıa.

Para poder describir las funciones termodinámicas en este punto se utilizará el ensamble
canónico basando el trabajo en el criterio de factorizabilidad de la función de partición. Para la
enerǵıa se utiliza la aproximación de la superposición armónica HSA asociándola al oscilador
armónico cuántico.

Siguiendo esta aproximación, para cada enerǵıa asociada a un modo vibracional, se puede
escribir una función de partición con las mismas propiedades de la función de partición total,
que es la suma de las funciones de partición por modo vibracional. Al ser las enerǵıas aditivas,
todo potencial termodinámico (en particular para este trabajo la enerǵıa interna y la enerǵıa
libre de Helmholtz) quedará definido por la función de partición y con esto otras propiedades
como son la probabilidad de ocupación y el calor espećıfico.

Antes de pasar al desarrollo de la función de partición hace falta aclarar que la función
de partición total tiene una contribución de cada modo de excitación que en este caso pueda
experimentar un cúmulo. Estos son, además del vibracional, los traslacionales, rotacionales,
electrónicos y nucleares. Entonces la función de partición total será ZT = ZtrasZrotZvibZelectZnuc
y no sólo la contribución de los modos vibracionales. Sin embargo, la contribución de los niveles
energéticos nucleares y electrónicos son muy pequeños, de forma que estos estados se llenan
inmediatamente. En el caso de los traslacionales, tendremos en general la misma para todos los
isómeros, de forma que todo el espectro de frecuencias se recorreŕıa una constante resultando
igualmente despreciable. Los modos rotacionales depende del inverso del momento de inercia y
por lo tanto de la masa reducida, conduciendo a un resultado muy pequeño. De forma que solo
queda el aporte vibracional.

2.2.1.1. Función de partición

Una de las propiedades más importantes de la función de partición, es que con ella podemos
caracterizar un sistema termodinámico. Se desarrollará a continuación la función de partición
canónica dependiente de las frecuencias.

Para un isómero j, la función de partición Zj se define como:

Zj =
∞∑
n

exp

(
−
En
j

kBT

)
(2.33)

donde kB es la constante de Boltzmann, T la temperatura y En
j la enerǵıa del nivel vibracional

n = (n1, n2, n3, . . . , nNν ), para Nν modos vibracionales, del cúmulo con frecuencias ωij, donde j
corre sobre los isómeros e i sobre los modos normales de vibración. Tomando como modelo un
oscilador armónico simple, adentro del modelo HSA, la enerǵıa será:

En
j = E0

j +
Nν∑
i=1

~ωij(ni +
1

2
) (2.34)



22 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

Donde E0
j es la enerǵıa total a una temperatura T = 0K. Sustituyendo la enerǵıa en la ecuación

2.33 obtenemos:

Zj =
∞∑
n

exp

[
−
E0
j

kBT
−

Nν∑
i=1

(
n~ωij
kBT

+
~ωij

2kBT

)]

= exp

(
−
E0
j

kBT

) Nν∏
i=0

exp

(
−

~ωij
2kBT

) ∞∑
n

exp

(
−

~ωij
kBT

)n
(2.35)

En la suma sobre n reconocemos la forma de una serie geométrica, por lo que podemos escribirla
de la siguiente forma:

∞∑
n

exp

(
−

~ωij
kBT

)n
=

1

1− exp
(
− ~ωij
kBT

)
Sustituyendo en la ecuación 2.35:

Zj = exp

(
−
E0
j

kBT

) Nν∏
i=0

 exp
(
− ~ωij

2kBT

)
1− exp

(
− ~ωij
kBT

)


= exp

(
−
E0
j

kBT

) Nν∏
i=0

 1

exp
(

~ωij
2kBT

)
− exp

(
− ~ωij
kBT

+
~ωij

2kBT

)


= exp

(
−
E0
j

kBT

) Nν∏
i=0

 1

exp
(

~ωij
2kBT

)
− exp

(
− ~ωij

2kBT

)
 (2.36)

Donde se puede reconocer la función sinh en exponenciales. Por lo tanto la función de partición
Zj se puede escribir como:

Zj = exp

(
−
E0
j

kBT

) Nν∏
i=0

[
2sinh

( ~ωij
2kBT

)]−1

(2.37)

Nótese que la función de partición ha quedado en función únicamente de las frecuencias ω y de
la temperatura T , siendo todo lo demás constantes. Por lo tanto todo lo que se pueda definir
en función de Z quedará expresado igualmente sólo por las frecuencias y la temperatura.

2.2.1.2. Probabilidad de ocupación

Entre las propiedades que son de interés en este trabajo, está el cálculo de la probabilidad
de ocupación como función de la temperatura. Con esta función se espera poder observar el
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comportamiento de los isómeros a temperaturas distintas de 0 K. Estando definida únicamente
por la función de partición, la probabilidad Pk de encontrar el cúmulo k en función de T es

Pk(T ) =
nkZk(T )

Z(T )
(2.38)

Donde Z(T ) es la suma de las funciones de partición de todos los mı́nimos significativos Zj en
la PES:

Z(T ) =
M∑
j=1

njZj(T ) (2.39)

Falta justificar el término nj = 2N !
oj

. Al tratar más de N = 2 átomos habrá siempre N ! permu-

taciones, incluidas aquellas con configuraciones geométricas idénticas al intercambiarse átomos
iguales. El número nj y nk toma precisamente esta contribución de los cúmulos j o k, siendo oj
el número u orden de simetŕıa (número de veces que la configuración coincide con la original al
ser rotada 360◦). Aśı, en el cálculo de Z cada configuración geométrica solo será contada una
vez.

2.2.1.3. Función de estabilidad en función de la temperatura

De la misma manera, la enerǵıa libre de Helmholtz F se define solamente en función de la
función de partición, esta vez de la manera siguiente:

F = −kBT ln(Z) (2.40)

y corresponde a la enerǵıa libre mı́nima de una estructura con la cual su unidad cambia con
respecto a la temperatura. A diferencia de la enerǵıa libre de Gibbs, la enerǵıa libre de Helmholtz
supone la estructura fija de forma que las frecuencias no cambian con respecto a la temperatura.
Sustituyendo en la ecuación 2.40 la función de partición 2.33 y la enerǵıa 2.34 se obtiene el
siguiente desarrollo.
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F = − kBT ln

[
∞∑
k

nkexp

(−En
j

kBT

)]

= − kBT

{
∞∑
k

ln(nk) + ln

[
exp

(
−
En
j

kBT

)]}

= − kBT

{
∞∑
k

ln(nk) + ln

[
exp

(
−
E0
j

kBT
−

Nν∑
i=0

~ωij
2kBT

−
Nν∑
i=0

∞∑
k

nk~ωij
kBT

)]}

= − kBT

{
∞∑
k

ln(nk)−
Nν∑
i=0

~ωij
2kBT

+ ln

[
exp

(
−

~ωij
kBT

)n]}

= E0
J + kBT

 ~ωij
2kBT

+ ln

 1

1− exp
(
− ~ωij
kBT

)
− ln(nj)


= E0

J + kBT

[ ~ωij
2kBT

+ ln

[
1− exp

(
−

~ωij
kBT

)]
− ln(nj)

]
(2.41)

Usando, para simplificar la ecuación, αij =
~ωij
kBT

se tiene que

Fj = E0
j + kBT

{
Nν∑
i=1

[
αij
2

+ ln
(

1− e−αij
)]
− ln(nj)

}
(2.42)

Con esta nueva ecuación para la enerǵıa se puede volver a determinar la estabilidad relativa
aplicando la misma forma de la ecuación correspondiente a la diferencia de enerǵıa de segundo
orden. Comparando estos valores con la ecuación 2.26 podemos ver cómo vaŕıa la estabilidad
ante un aumento de temperatura. Nótese que si tenemos T = 0 K, la expresión de la enerǵıa
es la misma que la inicial Fj = E0

j . Entonces, la ecuación

∆2F = F (AuN+1) + F (AuN−1)− 2F (AuN) (2.43)

nos indicará la diferencia de enerǵıa de segundo orden para un temperatura mayor a 0 K.



Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

La estrategia que se siguió para el desarrollo de este trabajo consistió en obtener las geometŕıas
de los cúmulos, calcular sus enerǵıas y frecuencias y posteriormente su procesamiento termo-
estad́ıstico. En este caṕıtulo se explicarán con detenimiento cada uno de estos pasos y cómo se
implementó cada elemento del marco teórico en su desarrollo. En la parte geométrica el uso del
algoritmo genético MEGA con el cálculo de DFT correspondiente y los funcionales utilizados;
la obtención de los modos normales de vibración y finalmente, a través de este último caso,
el cálculo de la función de partición, a partir de la cuál se obtiene el resto de las propiedades
termodinámicas usadas en este trabajo.

3.1. Obtención geométrica

Para obtener las geometŕıas del sistema se utilizó el algoritmo genético MEGA [23]. Los algorit-
mos genéticos toman como modelo la teoŕıa de la evolución de Darwin. Para esto se considera
una población inicial que mutará o se apareará para generar nuevos elementos. Si los elemen-
tos resultantes son caracterizados como mejores que los originales, reemplazan a los ((peores))
elementos de la población. Este proceso se repite por un número de generaciones establecido
por el usuario. En el caso de MEGA, los elementos son la geometŕıas de los cúmulos, es decir,
las coordenadas de los átomos que componen cada estructura; las mutaciones son operaciones
preestablecidos que modifican estas coordenadas; el apareamiento consiste en la combinación,
a porcentajes variables, de dos estructuras; y lo que define un cúmulo como mejor es el valor
de la enerǵıa resultante: si ésta es más baja que la de la estructura de mayor enerǵıa en la
población, entonces esta última será sustituida.

El diagrama de flujo correspondiente a este algoritmo se presenta en la figura 3.1. Como
INPUT, en rojo en la figura, el algoritmo genético necesita las caracteŕısticas del sistema: el
elemento a trabajar, su carga, el número de átomos, el número de estructuras que tendrá la
población, una superficie, las operaciones a considerar y el número de generaciones que correrá
el algoritmo.

El primer paso del algoritmo consiste en obtener la población inicial que será llamada
de ahora en adelante pool. Hay tres maneras diferentes de llenar el pool. La primera es una
generación aleatoria de estructuras, la segunda es insertar estructuras manualmente y finalmente
insertar estructuras de menor tamaño que serán completadas aleatoriamente átomo por átomo.
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Figura 3.1: Diagrama de flujo del algoritmo genético MEGA
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En este trabajo se insertaron las geometŕıas de mı́nima enerǵıa obtenidas en trabajos previos
[20], y se completó la población con generación aleatoria. El tamaño de la población dependerá
fuertemente del tamaño del cúmulo. Para estructuras muy pequeñas, es suficiente un pool de
unos cuantos elementos, para cúmulos más grandes se precisan más estructuras para que las
mutaciones puedan variar adecuadamente.

Una vez completado el pool, o bien en el proceso de llenado si este no estuviera lleno,
la estructura a analizar debe ser relajada. Esto significa que debe ser llevada a un estado
de equilibrio para el cálculo de la enerǵıa a través del algoritmo de DFT. En este punto nos
encontramos en el diamante amarillo del diagrama de flujo de la figura 3.1. El algoritmo genético
trabaja sobre VASP, programa que será expuesto en secciones posteriores. El 99 % del tiempo
de cómputo que tarda en correr MEGA consiste precisamente en relajar las estructuras a cada
paso.

Relajada la estructura, se realiza el primer filtro que consiste en verificar si el cúmulo está
enlazado, si no lo está la estructura es desechada. Si está enlazada, proceden las reglas de
selección, que son los diamantes gris oscuro en la figura 3.1. Si el pool no está lleno es agregada
a la población, si está lleno y la enerǵıa es mayor a la del cúmulo más alto en enerǵıa en el pool es
desechada. Si es más baja procede un análisis geométrico para ver si se ha encontrado un cúmulo
diferente. Si es muy parecido (la dureza de la selección es editable y depende fuertemente del
elemento) la estructura es desechada. Si es distinto entonces la estructura sustituye al cúmulo
de mayor enerǵıa en el pool.

El paso que sigue consiste en la generación de nuevos candidatos. Estos candidatos los
generará a través de las operaciones preestablecidas en el INPUT. Las operaciones utilizadas en
este trabajo son el apareamiento, que consiste en combinar dos estructuras diferentes como se
ilustra en la figura 3.2; Move, que consiste en mantener una sección del cúmulo fija y cambiar el
resto de lugar; Tunnel, manda átomos de un lado a otro de la estructura original; Rotate, donde
se mantiene una sección del cúmulo fija y el resto se rota un ángulo determinado; y finalmente
Invert que invierte las coordenadas de las estructuras.

Figura 3.2: Operación de apareamiento

El número de generaciones que se asignará a las corridas dependerá del sistema. Para este
proyecto se utilizaron de 100 a 200 generaciones dependiendo del tamaño de los cúmulos que se
analizaron. El número de generaciones se obtuvo analizando la cantidad de ciclos que necesitaba
el algoritmo en encontrar una población óptima, es decir, antes de comenzar a oscilar en la
misma población. En cuanto el algoritmo empieza a oscilar, ya no encuentra nuevas geometŕıas



28 CAPÍTULO 3. METODOLOGÍA

y sólo desecha las nuevas paso tras paso o las sustituye por nuevas suficientemente similares para
diferir por una cantidad despreciable los criterios de similaridad impuestos. Para un análisis
más profundo del funcionamiento de MEGA consúltese [20] y [23].

3.1.1. Desarrollo DFT

El algoritmo que computa DFT es un método SCF, de sus siglas en inglés Self Consistent
Field. El diagrama de flujo que ilustra el proceso iterativo se ilustra en la figura 3.3. Como
INPUT el programa recibe las coordenadas de la estructura a relajar. Sobre esta estructura el
programa realiza una suposición de la densidad electrónica que llamaremos n0. Del desarrollo
de KS sabemos que, a través de la ecuación 2.16 podemos obtener la forma del potencial para
este sistema, que llamaremos VI . Ahora se procede a resolver la primer ecuación de KS 2.14 de
la cuál se obtienen las e-funiones Ψ del sistema. De la segunda ecuación de KS 2.15 se puede
calcular nuevamente la densidad electrónica que ahora llamaremos n. Utilizando esta densidad
electrónica se vuelve a calcular una vez más el potencial VF . El último paso del algoritmo
consiste en comparar los potenciales VF y VI . En el momento en el que estos dos potenciales
cumplan con los criterios de similaridad impuestos por el programa, este llega a su fin. Si no lo
son, el programa realiza una nueva suposición para n0 hasta que el programa converja.[44]

Existen múltiples programas que computan DFT, la elección de estos depende fuertemente
de las licencias que ya se dispongan y de las caracteŕısticas con las que se quiere correr el
algoritmo. En este trabajo se escogió VASP [45], por su compatibilidad con MEGA, dado que
incluye la funcional a utilizar y por un reducido tiempo de cómputo, que obtiene al sacrificar
un poco de precisión en los cálculos numéricos. Posteriormente se utilizó el programa ADF
[46, 47, 48] para recalcular las estructuras obtenidas refinando los resultados a la precisión
deseada en el cálculo. Además, ADF incluye el cálculo de efectos relativistas por medio de la
ecuación de ZORA, y el cálculo de las frecuencias de los modos normales de vibración.

El programa VASP utiliza una representación de ondas planas y pseudopotenciales. En
el presente trabajo corrió con un funcional GGA PBE que se describirá más adelante. Las
correcciones relativistas las calcula con ECP. Por otro lado, ADF, utiliza una representación de
funciones bases tipo Slater para la representación de los orbitales y para orbitales TZP, donde
se ocupan tres funciones tipo Slater más una de polarización. Las correcciones relativistas las
realiza a través de la ecuación de ZORA . Al igual que en VASP se utiliza la funcional GGA
PBE. Debido a la mayor precisión de los cálculos repetidos en ADF, en varios casos se observó
un reordenamiento geométrico.

La funcional GGA PBE [41] es el más utilizado en el estudio teórico de los cúmulos de Au
por su eficiencia computacional sin afectar la predicción energética [15, 49, 50, 51, 52]. Además
es la funcional que mejor a predicho el cambio de dimensionalidad de 2D a 3D para Au como se
muestra en los art́ıculos correspondientes a las citas [13, 15]. En estos art́ıculos de investigación,
se busca obtener la misma estructura a la encontrada experimentalmente a través de las técnicas
de Trapped ion electron diffraction y Far infrared spectroscopy. La comparación de los cúmulos
obtenidos en este trabajo, correspondientes a la trasición entre dimensiones, empata con los
obtenidos en estos trabajos y con las dimensiones reportadas.

Otros funcionales utilizados en la literatura han sido la funcional h́ıbrida B3LYP [15, 53],
y BP86 [15, 17, 52]. Estos funcionales tuvieron problemas con la transición entre dimensiones
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Figura 3.3: Diagrama de flujo del algoritmo de DFT
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aunque la predicción de los cúmulos de mı́nima enerǵıa no discreparon mucho de los encontrados
con PBE. En la cita [20] se puede encontrar una comparativa entre distintas funcionales.

Este proyecto fue inscrito a super-cómputo de la UNAM, donde en Miztli dispuso de 1200,000
horas CPU. Cada estructura caracterizada tardó un intervalo de dos horas a 6 d́ıas para terminar
su caracterización.

3.2. Estudio termodinámico

Obtenidas las frecuencias de los modos normales de vibración, estas son insertadas en las
ecuaciones antes calculadas en el marco teórico. De esta forma se calcula primero la función de
partición con la ecuación 2.37 y posteriormente las demás propiedades termodinámicas a través
de las ecuaciones 2.38 y 2.42.

El cálculo de las propiedades termodinámicas se realiza para las estructuras de mı́nima
enerǵıa repitiéndose para variaciones de temperaturas. En el caso de la probabilidad de ocu-
pación no se tienen valores para 0 K pues al acercarse a este punto las ecuaciones tienden
a quedar indeterminadas. Para la diferencia de enerǵıa de segundo orden, el caso de 0 K es
considerado de la manera clásica. El intervalo de temperatura comprende de 0 K a 400 K pues
no se consideran problemas relativos a un cambio de fase.



Caṕıtulo 4

Resultados

En esta sección se aplican todas las funciones desarrolladas en el marco teórico. Para un análisis
más profundo se pueden encontrar los cinco isómeros más bajos calculados en este trabajo en
las tablas A.1. Esta sección está dividida en dos partes: estabilidad a una temperatura de 0 K
y posteriormente para temperaturas mayores. Para facilitar la lectura de los resultados, a cada
isómero reportado en la literatura, se le agregaran entre paréntesis las citas correspondientes
y con la siguiente abreviación: Exp., para los reportados experimentalmente, y Teo., para los
reportados teóricamente.

4.1. Estabilidad a 0 K

En la gráfica correspondiente a la figura 4.1 se encuentran graficados los e-valores de los mo-
mentos de inercia. Las ĺıneas verticales separan los tamaños de los cúmulos, los puntos azules
representan los e-valores y los rojos el promedio. Una distancia significativa, la menor encon-
trada fue de uno para Au−6 (Exp. [15, 50, 54] Teo. [15, 49, 50]), entre un e-valor y otro conlleva
una estructura bidimensional. Sin embargo, si los eigenvalores no se encuentran tan dispersados
en el eje Iαα estamos hablando de una estructura tridimensional.

Observamos que para los cúmulos más pequeños existen únicamente estructuras 2D, mismas
que se van reduciendo conforme incrementa el número de átomos componentes. Para los cúmulos
más grandes ya no se reportan cúmulos bidimensionales.

La dimensionalidad tiene una fuerte influencia sobre la estabilidad energética de los cúmulos.
Una de las razones para justificar la estabilidad de un cúmulo bidimensional es la hibridación
de los orbitales. Esta hibridación deja de ser significativa una vez que se dio el salto entre
dimensiones tanto para cúmulos cargados como neutros [20].

4.1.1. Modelo de Jellium

Siguiendo el comportamiento de la enerǵıa de enlace, sabemos que los cúmulos de Au neutros son
por defecto más estables y que los impares lo son para cúmulos cargados. Este comportamiento
se puede ver reforzado también por el modelo de Jellium.
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(a) Neutral

(b) Anión

(c) Catión

Figura 4.1: Momentos de inercia en función del tamaño de los cúmulos para todos los isómeros. Los
puntos azules representan los e-valores calculados (3 por cada cúmulo). Los rojos indican el promedio
de los e-valores.
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El modelo de Jellium propone una estabilidad creciente para cúmulos que contienen un número
espećıfico de átomos. En este modelo se describen los cúmulos como superátomos que, de
manera análoga a un modelo electrónico, llenan niveles de enerǵıa para la descripción de los
electrones de valencia. Los niveles energéticos son: 1s21p61d102s21f 142p6 . . . . De esta manera
las capas propuestas por el modelo de Jellium se van llenando de tal manera que cada átomo
componente del cúmulo contribuye un electrón. El modelo predice una estabilidad mayor para
los cúmulos que llenen capas electrónicas. Esto sucede para N = 2, 8, 18, 20 . . . para cúmulos
neutros y para cúmulos cargados en N = 7, 17, 19, . . . para aniones; y N = 3, 9, 19, 21 . . . para
cationes ya que tienen un electrón más y un electrón menos respectivamente. A estos números
N se les conoce como números mágicos y siguiendo este modelos se espera que presenten una
mayor estabilidad. [1]

Dada la fuerte dependencia de la hibridación para los tamaños pequeños, buscamos la
aplicación de este modelo a partir de los cúmulos tridimensionales. La matriz de momentos
de inercia nos indica hacia donde tendeŕıa a moverse un conjunto de part́ıculas dadas sus
coordenadas y, sus e-valores, que tan dispersos están los átomos componentes de los cúmulos.
Para aplicar el modelo de Jellium, podemos utilizar estos e-valores, que podrán indicarnos la
forma que tiene el cúmulo [1, 8].

Con ésta matriz de e-valores podemos estudiar la forma de los cúmulos: cuando todos los
e-valores son aproximadamente iguales tendremos una forma ((esférica)), dos e-valores grandes
y uno pequeño una forma prolata, y dos pequeños y un grande una ((ciĺındrica)) u oblata.

Llenando las capas de este modelo de Jellium perturbado, nos diŕıa que por tamaño, nuestros
cúmulos al cerrar sus orbitales alternos debeŕıa tomar una forma más esférica para capas llenas,
o deformada para medias capas: oblata o prolata.

(a) Au−
17(I) (b) Au+

19(I)

Figura 4.2: Dos cúmulos predichos como de particular estabilidad dada su estructura geométrica y
número de átomos por el modelo de Jellium

Los cúmulos que se apegan a este modelo son los correspondientes a Au18 (Teo. [55]), en
particular para el isómero de enerǵıa más baja y el primer mı́nimo de Au20 (Exp. [12, 14]
Teo. [51, 55, 56]). Para aniónicos Au−17(I) (figura 4.2 (a)) y Au−17(II) y de una manera menos
evidente Au−17(III), también para Au−19(II) y para los cúmulos catiónicos en Au+

14(II) (Exp.
[15] Teo. [15]), Au+

19(I) (figura 4.2 (b)) y Au+
19(III). A pesar de que no podemos afirmar que

la estabilidad y su posición energética se debe exclusivamente a la aplicación de este modelo,
śı se puede decir que se ve influenciado por él.
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4.1.2. Estabilidad relativa

A continuación se analizará la estabilidad relativa de los cúmulos calculados. Para esto consi-
deraremos su estado comparándolos entre tamaños y entre cargas.

4.1.2.1. Diferencia de enerǵıa de segundo orden

A través de la diferencia de enerǵıa de segundo orden podemos comparar las enerǵıas de cada
cúmulo en comparación con sus vecinos inmediatos con un átomo más y un átomo menos. Entre
mayor sea esta diferencia estaremos hablando de una estabilidad más grande. Si observamos
gráficamente la diferencia de enerǵıa de segundo orden en la figura 4.3 se verá la tendencia de
estabilidad para cúmulos pares para una carga neutra y para cúmulos impares para una carga
positiva o negativa tal y como es reportado en la literatura [57].

Figura 4.3: Diferencia de Enerǵıa de Segundo Orden para el primer isómero calculado para todas las
cargas

Para realizar un análisis más profundo de cúmulos particularmente estables, continuaremos con
la función de similaridad. Estos resultados se retomarán en la siguiente sección.

4.1.2.2. Función de similaridad

Consideremos a continuación la función de similaridad. Esta se aplicó tantas veces rotando y
trasladando la estructura hasta que su parecido fue máximo. Cabe tener a consideración que
en los casos de Au5, Au6 las distintas comparaciones por cada caso se reducen dado que sólo
se obtuvieron dos isómeros diferentes.
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El análisis con esta función consistió en comparar los primeros isómeros para cada tamaño
con los primeros isómeros de las otras cargas. Estos resultados se muestran en la figura 4.4.

Figura 4.4: Función de similaridad por tamaño de cúmulo. El eje vertical indica qué tanto se parecen
los cúmulos (S=1 indica que los cúmulos son idénticos), entre mayor sea S más parecidos son. En esta
gráfica se comparan los isómeros de más baja enerǵıa para cada tamaño con los isómeros de más baja
enerǵıa de las otras cargas. De esta manera, en color azul se compara el isómero más bajo en enerǵıa
neutro con el más bajo en enerǵıa anión para cada tamaño y aśı sucesivamente para los otros colores.

Con esta gráfica podemos identificar cuando tenemos el mismo isómero (que cumpla con los
criterios de similaridad) entre cargas para el isómero más bajo en enerǵıa: esto corresponde a
las geometŕıas de Au4 (Exp. [14] Teo. [49, 51, 55]) y Au+

4 (Exp. [15, 17] Teo. [15, 17]); Au6

(Exp. [13] Teo. [49, 51, 55]), Au−6 (Exp. [15, 50, 54] Teo. [15, 49, 50]) y Au+
6 (Exp. [15, 17] Teo.

[15, 17]); Au11 (Exp. [13] Teo. [55]) y Au+
11 (Exp. [15, 17] Teo. [15, 17]); Au17 y Au+

17; Au19 (Exp.
[12, 14]Teo. [55]), Au−19 (Exp. [15]Teo. [15]); y finalmente Au20 (Exp. [12, 14] Teo. [51, 55, 56]),
Au−20 (Exp. [15] Teo. [15]), Au+

20 (Exp. [15] Teo. [15]). El que se repitan éstas para distintas
cargas a pesar del cambio energético, podŕıa hablar de la preferencia del Au a encontrarse en
estos arreglos estructurales particulares. En particular, para la forma piramidal de los casos de
19 y 20 átomos al que se regresará más adelante.

Para ampliar esta comparación, se realizó el mismo estudio para el isómero más bajo para
cada carga aplicando la función de similaridad con los tres isómeros más bajos de las otras
cargas consideradas. El resultado se presenta en la figura 4.5.

En esta gráfica podemos observar que volvemos a encontrar las mismas estructuras si bus-
camos entre los primeros tres isómeros más bajos de enerǵıa. Este es el caso de la geometŕıa
correspondiente a Au4 que ahora también se observa entre los isómeros aniónicos. Para prácti-
camente todos los tamaños se vuelven a encontrar las mismas estructuras (con una similaridad
de más del 88 %) entre los primeros tres isómeros que se están estudiando. Estas excepciones
corresponden Au14, y para cationes Au+

10, Au+
12 y Au+

19. En el caso de los cúmulos pequeños la
forma predominante estructural no puede ser remarcada ya que las combinaciones geométricas
son por śı solas escasas, sin embargo, conforme van creciendo los átomos este ya no es el caso.
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(a) Neutral

(b) Anión

(c) Catión

Figura 4.5: Se aplica la función de similaridad para comparar el isómero más bajo para cada tamaño
con los tres isómeros más bajos de las otras cargas. En la gráfica se muestra el isómero más parecido
de estos, se indica a color con qué carga se compara y con un número el isómero del que se trata siendo
1 el más bajo.
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Consideremos ahora la función de similaridad de la figura 4.6. En este caso se están com-
parando las estructuras de mı́nima enerǵıa con los primeros tres isómeros para su misma carga
pero con un átomo más o un átomo menos.

Se busca observar ahora una evolución átomo por átomo de los cúmulos, sin embargo, hay
que tener en cuenta que esta función es puramente geométrica, por lo que un análisis de ésta
por śı solo no es suficiente. Siguiendo los crecimientos átomo por átomo, una distorsión de las
geometŕıas es inevitable. Esta distorsión geométrica remarca la importancia de la operaciones
de mutación y apareamiento de MEGA pues sólo la adición de átomos no es suficiente. Por
esta razón la función de similaridad tenderá a ser menos espećıfica, en particular para los saltos
entre dimensiones donde ésta será menos precisa. Sin embargo, consideremos algunos casos de
particular interés.

Obsérvese el caso particular de la estructura piramidal Au20 (Exp. [12, 14] Teo. [51, 55, 56]).
Esta estructura se ha reportado como de alta estabilidad debido al gap energético que presenta
y es adoptada por el modelo de Jellium esférico para cúmulos neutros. Sin embargo, podemos
observar la fuerte estabilidad que genera esta geometŕıa al encontrarla aún cargada. De las
gráficas correspondientes a la figura 4.6, si seguimos la evolución de la estructura piramidal la
podemos volver a encontrar para Au19(I) (Exp. [12, 14] Teo. [55]), Au20(II), Au−18(II), Au−19(I)
(Exp. [15] Teo. [15]) y Au−19(II)(III), en la figura 4.7 se ilustra la evolución para cúmulos
aniónicos. Incluso se puede observar su tendencia para los isómeros Au−20(II)(III) y Au+

20(II).

Otro caso de alta estabilidad lo encontramos para el caso de Au−17 como se puede corroborar
esta vez con la ∆2E además de que entra al modelo de Jellium deformado para medias capas.
De las gráficas de la figura 4.5 podemos ver que nuevamente encontramos una estructura muy
similar para las cúmulos neutros: Au17(I). Partiendo de la figura 4.6 vemos nuevamente que
esta estructura geométrica prevalece para Au−18(III) y que se viene formando de Au−17(II).

A continuación consideremos el caso de Au14(I) ( Teo. [55, 56]) que nuevamente presume
ser una estructura muy estable neutra a partir de la diferencia de enerǵıa de segundo orden.
Esta estructura no la encontramos entre las de mı́nima enerǵıa de las otras cargas, sin embargo,
para los mismos cúmulos neutros śı encontramos un crecimiento de esta estructura a partir de
Au13(I) e incluso Au12(III) (Exp. [13] Teo. [56]); además de su continuación en Au15(II).

También para el caso de Au+
11 (Exp. [15, 17] Teo. [15, 17]) existe un comportamiento similar

al encontrar esta estructura para Au11(I) (Exp. [13] Teo. [55]) su continuación de Au+
12(II)

partiendo de Au10(I) (Exp. [13] Teo. [55]).

En la sección anterior hemos estudiado distintos criterios de estabilidad donde han saltado
diferentes cúmulos como particularmente estables. Por ejemplo para el modelo de Jellium te-
nemos Au−17(I) y Au19(II), de la diferencia de enerǵıa de segundo orden se observó la paridad
dependiente de las cargas y del análisis evolutivo los casos de Au−18(II), Au−19(I) (Exp. [15]
Teo. [15]) y Au20(I) (Exp. [12, 14] Teo. [51, 55, 56]). Tenemos en particular el caso de Au−17(I)
identificado por los tres estudios diferentes además de la estructura piramidal para 20 átomos
que se observó en las geometŕıas vecinas. En la siguiente sección buscaremos caracterizar las
mismas estructuras pero avanzando en la temperatura para observar el comportamiento de la
estabilidad relativa de los cúmulos.
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(a) N+1

(b) N-1

Figura 4.6: Se compara a través de la función de similaridad el isómero más bajo para cada carga
con los tres isómeros más bajos para cúmulos de un átomo más en a, y un átomo menos en b.
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Figura 4.7: Evolución de la estructura piramidal para cúmulos aniónicos. La primer estructura corres-
ponde a Au−18(II) donde comienza a verse con mayor detalle la formación de la pirámide. La segunda
estructura corresponde a Au−19(I) donde se obtuvo la pirámide truncada. Finalmente la tercer figura,
corresponde a la pirámide de Au−20(I)

4.2. Estabilidad a temperaturas mayores a 0 K

La estabilidad en función de la temperatura, calculada con la enerǵıa libre de Helmholtz, se
encuentra graficada en la figura 4.8 para los isómeros más bajos y en 4.9 para los segundos
isómeros. Para facilitar la comparación, se agrega en estas gráficas la ∆2E para una T = 0 K.

En estas gráficas podemos observar como efectivamente cambia la estabilidad relativa de
los cúmulos al subir la temperatura. En la mayoŕıa de los casos el comportamiento par-impar
se ve magnificado. Cabe destacar que la diferencia de estabilidades es muy variable en todos
los cúmulos pasando de ser ligero a muy abrupto. A continuación se verán algunos casos de
particular interés.

Se empezará con los cúmulos neutros con el primer isómero en la figura 4.8. Para el cúmulo
Au10 (Exp. [13] Teo. [55]) encontramos el primer cruce de estabilidades, resultando el cúmulo
100 K ligeramente menos estable que el de 0 K. Posteriormente para Au14 (Teo. [55]) la esta-
bilidad vaŕıa muy escasamente, en Au15 (Teo. [55]) vaŕıa abruptamente marcando estabilidad
para temperaturas más altas para un cúmulo antes inestable. Lo mismo sucede para Au16 que
denotaba una estabilidad escasa, resulta ahora fuertemente inestable conforme aumenta la tem-
peratura. Finalmente para los tamaños de 17, 18, y 19 átomos encontramos una amplificación
de la estabilidad del punto. Para el segundo isómero neutro, figura 4.9, no encontramos compor-
tamientos contrarios a temperaturas más altas, aunque el aumento (decremento) de estabilidad
es evidente.

Pasemos a los cúmulos aniónicos. Para el primer isómero vemos que para los tamaños de 4
a 9 átomos, la curva correspondiente a una temperatura de T = 100 K está por debajo de la
de 0 K, esto indica que los cúmulos tienden a ser ligeramente menos estables a 100 K. Para el
caso de Au−6 (Exp. [15, 50] Teo. [15, 49, 50] ) la encontramos constante a estas temperaturas
al igual que para Au−9 (Exp. [15, 50, 53, 54] Teo. [15, 50]) a T = 0 K y T = 200 K. En los
siguientes tamaños las estabilidades se ven aumentadas en ambos sentidos hasta que llegamos a
Au−16 donde, para las temperaturas más altas consideradas, el cúmulo se estabiliza a excepción
de Au−19 (Exp. [15] Teo. [15]) donde no se observa incluso una pequeña disminución.

Para el segundo isómero encontramos un comportamiento much́ısimo más caótico. Para los
primeros tamaños de 4 a 8 átomos encontramos el mismo patrón que para el primer isómero
para las temperaturas de T = 0 K y T = 100 K. Posteriormente, para 11 a 16 átomos, las
estabilidades se invierten terminando por aumentar en los últimos tamaños. Esto rompe la
tendencia de estabilidad para cúmulos impares estables que se ha observado a 0 K.
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(a) Neutral (b) Anión

(c) Catión

Figura 4.8: Se presenta la diferencia de enerǵıa de segundo orden a temperaturas mayores a 0 K
para los isómeros de más baja enerǵıa.
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(a) Neutral (b) Anión

(c) Catión

Figura 4.9: Se presenta la diferencia de enerǵıa de segundo orden a temperaturas mayores a 0K para
los segundos isómeros de más baja enerǵıa.
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Considérese a continuación los cúmulos catiónicos, primeramente para el isómero más bajo
en la figura 4.8. Nuevamente encontramos las estabilidades para 0 y 100 K muy parecidos hasta
un tamaño de 10 átomos. Para Au12 (Exp. [17] Teo. [17]) a mayor temperatura disminuye la
estabilidad en vez de aumentar como mayormente es la tendencia de los demás cúmulos anali-
zados. Para los tamaños desde 14 para altas temperaturas hasta 16 nuevamente una inversión
de estabilidades, mismo comportamiento que se repite para Au18. Al igual que para cúmulos
neutros, en el segundo isómero no encontramos más que un comportamiento aumentado de la
estabilidad e inestabilidad, solamente en Au5 (Exp. [17] Teo. [17]) encontramos un encuentro
entre las temperaturas de 0 K y 100 K

Los anteriores saltos entre estabilidades podŕıan indicar un reordenamiento estructural al-
rededor de las temperaturas indicadas. Esto remarca la importancia de la consideración de un
análisis termodinámico para el estudio de los cúmulos. Además resulta interesante el rompi-
miento de estabilidad en función de la paridad de los cúmulos.

4.2.1. Probabilidad de ocupación

Partiendo de la función de probabilidad de ocupación, para una temperatura T > 0, la pro-
babilidad de ocupación no se reduce al isómero más bajo, si no que también a isómeros algo
más altos en enerǵıa. En las gráficas correspondientes a las figuras 4.10, 4.11, 4.12, se muestra
P que describe esta función. La suma de las P debe ser uno. En caso de no tener más de una
ĺınea lo ocupa el primer isómero. Siempre que las ĺıneas se entrecruzan el isómero más probable
de obtener cambia pudiendo indicar un reordenamiento energético en estos puntos.

Lo primero que cabe destacar de las gráficas es que conforme T → 0K el isómero más
probable de obtener siempre será el más bajo en enerǵıa para cada tamaño. En un 60 % de
los casos, para todas las cargas, el cúmulo más bajo en enerǵıa (en azul), se mantiene como el
cúmulo más probable. Solamente en 9 casos (un 18 %) esta probabilidad se mantiene cercana
a 1 en todo el espectro de temperaturas estudiado. Estos 9 corresponden a Au14, Au20, Au−11,
Au−20, Au+

4 , Au+
12, Au+

16, Au+
19 y Au+

20. Esto aportaŕıa un punto más a la particular estabilidad
para estos isómeros y partiendo de este análisis, seŕıa altamente probable que estos isómeros
sean los encontrados experimentalmente. Contrario a estos casos, tenemos Au8 donde a partir
de los 100 K la probabilidad de encontrar unos de los tres primeros isómeros es prácticamente
la misma, al igual que Au−18 y Au+

10 a partir de los 250K. Estos no son los únicos casos si en
vez de considerar los tres isómeros consideramos sólo dos. Siempre que dos ĺıneas se encuentran
prácticamente sobrepuestas nos encontramos en este caso, por ejemplo el caso de Au5(I) (Exp.
[50, 54] Teo. [50]) y Au5(II) (Exp. [15, 54] Teo. [15, 49]). En las figuras se pueden observar varios
entrelazamientos que se realizan por debajo de los 100K indicando una vez más la importancia
de la consideración de la temperatura en la caracterización de los cúmulos. El caso más drástico
que se observa es el de Au−14 a 17K.

Para terminar esta sección se considerarán a continuación algunos casos particulares que
son de particular interés. El caso para 20 átomos es predicho para cúmulos neutros como parti-
cularmente estable por el modelo de Jellium y se ha observado la influencia de esta geometŕıa
en los cúmulos de tamaños vecinos y en cúmulos cargados. De las gráficas correspondientes
se puede ver que la probabilidad de esta geometŕıa (ĺınea azul para todas las cargas) domina
por completo a lo largo de todo el espectro de temperaturas. También para Au+

19 predicho
igualmente como estable, se encuentra una probabilidad dominante para el primer isómero.
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Figura 4.10: Probabilidad de ocupación de los isómeros más bajos neutros en función de la tempe-
ratura.
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Figura 4.11: Probabilidad de ocupación de los isómeros más bajos aniones en función de la tempe-
ratura.
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Figura 4.12: Probabilidad de ocupación de los isómeros más bajos cationes en función de la tempe-
ratura.
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Después tenemos el caso de Au−17(I) que, tanto por modelo de Jellium como de la gráfica de
∆2E resulta ser particularmente estable. Si observamos su gráfica de probabilidad vemos, sin
embargo, que el primer isómero experimenta una baja inmediata de su probabilidad perdiendo
su primer puesto pasando los 100K. También de la ∆2E tenemos el caso de Au14(I) como
particularmente estable, que en este caso se mantiene con la temperatura. El otro caso expuesto
como estable a 0K fue Au+

11 que igualmente pierde su primer puesto como más probable a
temperaturas bajas.

En la sección anterior, respecto a la enerǵıa libre de Helmholtz, para cúmulos neutros, se
observó un ascenso de estabilidad para el primer isómero de Au16 con la temperatura, como
podemos observar, este isómero se mantiene como más probable a lo largo del intervalo de
temperaturas. Se puede observar el mismo efecto para Au−16 un poco menos marcado.

El análisis profundo de cada una de estas ecuaciones puede llevar a nuevas conclusiones
acerca de la consideración de la temperatura en las simulaciones de cúmulos. Para cuidar al
extensión de este trabajo solo se han cubierto las más drásticas, sin embargo, se puede hacer
un análisis similar para cada tamaño.
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Conclusiones

Utilizando el modelo de Jellium, se puede explicar la particular estabilidad de algunos cúmulos
tridimensionales. Este es el caso para el modelo de Jellium esférico para Au20 neutro, que
es un número mágico al cerrarse una capa y de manera similar en Au18. También para el
modelo de Jellium deformado, cerrando medias capas, encontramos los casos para los cúmulos
aniónicos de Au−12 y Au−17 y catiónicos de Au+

14 y Au+
19. Cabe mencionar que la estabilidad de

estos cúmulos no sólo se debe a la aplicación de este modelo, ya que no se pueden despreciar
las otras consideraciones cuánticas en el trasfondo. Sin embargo, el cierre de capas y medias
capas si tiene su aportación energética para las estructuras. A excepción de los casos para 12
y 14 átomos, estos resultados para el modelo de Jellium se ven reforzados por la diferencia de
enerǵıa de segundo orden, ya que corresponden a cúmulos de alta estabilidad. Además de que
para Au20 que por śı solo es una estructura muy estudiada por el gap energético que posee.

A través de la función de similaridad, podemos ver la diferencia geométrica que marca la
consideración de un electrón en las estructuras. Los isómeros de más baja enerǵıa se ven muy
afectados estructuralmente, por no hablar de su enerǵıa como se puede ver para la diferencia
de enerǵıa de segundo orden. Sin embargo, en la mayoŕıa de los casos se puede encontrar el
isómero más bajo en enerǵıa de una carga entre los primeros tres para las otras cargas. De
cualquier forma, que no se encuentren en la primera posición ni con una enerǵıa similar resulta
remarcable.

También, con esta función, se puede observar la preferencia geométrica para algunos tamaños
como es sobre todo la estructura piramidal del Au20. Sin embargo, también encontramos esta
situación para Au14, Au−17 y Au+

11. En dichos casos se puede observar como se van formando
estos cúmulos y como prevalecen estas geometŕıas para los cúmulos con un mayor número de
átomos.

Las distorsiones en las geometŕıas en función de la carga y el número de átomos son evidentes
considerando los resultados de la función de similaridad. Esto refuerza la importancia de la
aplicación de las funciones de mutación y apareamiento al generarse las estructuras iniciales,
ya que con su ayuda se llegan a nuevos arreglos geométricos.

Con la diferencia de enerǵıa de segundo orden, podemos observar la paridad de la esta-
bilidad relativa del Au: pares para cúmulos neutros e impares para cúmulos cargados. Este
comportamiento no siempre se respeta para temperaturas más altas al considerar la enerǵıa
libre de Helmholtz.

47
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Los cambios abruptos de estabilidad que se observan en cúmulos cargados, en particular
al volverse inestables, podŕıan indicar un reordenamiento de los isómeros donde los cúmulos
se vean reemplazados por un mejor candidato. Sin embargo, entre los isómeros calculados,
también se encuentran algunos, en particular entre los cúmulos pequeños, donde los valores de
la enerǵıa no cambian mucho. Esto podŕıa significar una alta preferencia del Au a encontrarse
en esa geometŕıa espećıfica.

La probabilidad de ocupación, nos indica que tan probable seŕıa la obtención experimental
de estos cúmulos al aumentarse la temperatura. Se observó una dependencia fuerte a través de
esta en un 40 % de los casos. Con resultados variables, se puede afirmar, que no basta un único
calculo de la estabilidad relativa para determinar la estructura óptima para una aplicación
futura.

Con base en estos resultados, un análisis termoestad́ıstico se afirma como de gran importan-
cia en el estudio de la f́ısica y el comportamiento termodinámico de los cúmulos. En particular
para una futura aplicación, considerando que los sistemas nunca se encontrarán a una tempera-
tura de 0 K, un estudio termodinámico de las estructuras a utilizar resulta de gran importancia.



Apéndice A

Geometŕıas

Au4(I) Au4(II) Au4(III) Au5(I)

Au5(II) Au5(III) Au6(I) Au6(II)

Au6(III) Au7(I) Au7(II) Au7(III)

Au8(I) Au8(II) Au8(III) Au9(I)

Au9(II) Au9(III) Au10(I) Au10(II)

Au10(III) Au11(I) Au11(II) Au11(III)

Au12(I) Au12(II) Au12(III) Au13(I)
Continúa en la siguiente página
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Au13(II) Au13(III) Au14(I) Au14(II)

Au14(III) Au15(I) Au15(II) Au15(III)

Au16(I) Au16(II) Au16(III) Au17(I)

Au17(II) Au17(III) Au18(I) Au18(II)

Au18(III) Au19(I) Au19(II) Au19(III)

Au20(I) Au20(II) Au20(III)

Au−1
4 (I) Au−1

4 (II) Au−1
4 (III) Au−1

5 (I)

Au−1
5 (II) Au−1

5 (III) Au−1
6 (I) Au−1

6 (II)

Au−1
6 (III) Au−1

7 (I) Au−1
7 (II) Au−1

7 (III)

Au−1
8 (I) Au−1

8 (II) Au−1
8 (III) Au−1

9 (I)
Continúa en la siguiente página
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Au−1
9 (II) Au−1

9 (III) Au−1
10 (I) Au−1

10 (II)

Au−1
10 (III) Au−1

11 (I) Au−1
11 (II) Au−1

11 (III)

Au−1
12 (I) Au−1

12 (II) Au−1
12 (III) Au−1

13 (I)

Au−1
13 (II) Au−1

13 (III) Au−1
14 (I) Au−1

14 (II)

Au−1
14 (III) Au−1

15 (I) Au−1
15 (II) Au−1

15 (III)

Au−1
16 (I) Au−1

16 (II) Au−1
16 (III) Au−1

17 (I)

Au−1
17 (II) Au−1

17 (III) Au−1
18 (I) Au−1

18 (II)

Au−1
18 (III) Au−1

19 (I) Au−1
19 (II) Au−1

19 (III)

Au−1
20 (I) Au−1

20 (II) Au−1
20 (III)

Au+1
4 (I) Au+1

4 (II) Au+1
4 (III) Au+1

5 (I)
Continúa en la siguiente página
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Au+1
5 (II) Au+1

5 (III) Au+1
6 (I) Au+1

6 (II)

Au+1
6 (III) Au+1

7 (I) Au+1
7 (II) Au+1

7 (III)

Au+1
8 (I) Au+1

8 (II) Au+1
8 (III) Au+1

9 (I)

Au+1
9 (II) Au+1

9 (III) Au+1
10 (I) Au+1

10 (II)

Au+1
10 (III) Au+1

11 (I) Au+1
11 (II) Au+1

11 (III)

Au+1
12 (I) Au+1

12 (II) Au+1
12 (III) Au+1

13 (I)

Au+1
13 (II) Au+1

13 (III) Au+1
14 (I) Au+1

14 (II)

Au+1
14 (III) Au+1

15 (I) Au+1
15 (II) Au+1

15 (III)

Au+1
16 (I) Au+1

16 (II) Au+1
16 (III) Au+1

17 (I)

Au+1
17 (II) Au+1

17 (III) Au+1
18 (I) Au+1

18 (II)
Continúa en la siguiente página
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Au+1
18 (III) Au+1

19 (I) Au+1
19 (II) Au+1

19 (III)

Au+1
20 (I) Au+1

20 (II) Au+1
20 (III)

Tabla A.1: Se presentan hasta los primeros tres isómeros de todos los cúmulos estudiados. Se indica
con números romanos el lugar que ocupan desde el mı́nimo de enerǵıa encontrado. De esta manera,
(I) indica que es el cúmulo más bajo encontrado, (II) el segundo más bajo y (III) el tercero.
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