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Introduccion

La formacién en matematicas del estudiante puede ser obstaculizada si el profesor
no es consciente de las circunstancias cuando confunde dos o més representaciones
de un mismo objeto mateméatico; entendemos por objeto matematico a cualquier
entidad abstracta estudiada en matematicas como lo son ntimero, recta, matriz,
conjunto, etc. Asi, para el caso de los objetos matemaéticos: polinomio, ecuacion,
funcién polinomial y curva algebraica, es necesario distinguir entre ellos; ademaés,
mediante algunas de sus representaciones enfatizar como se relacionan los objetos
entre si. Cuando esto no ocurre en el momento que se aprende, el estudio de los
objetos de la cuarteta mencionada se complica.

Los temas en este trabajo de tesis componen una propuesta de texto para el
profesor de bachillerato de matemaéticas que busque conocer las relaciones y dife-
rencias que hay entre los polinomios, las ecuaciones, las funciones polinomiales y
las curvas algebraicas. Es importante aclarar que no se busca ofrecer una lectura
de consulta para presentar los temas en un curso, ni se pretende cubrir el temario
de alguna materia; este es un trabajo que sirve como una lectura de estudio del
profesor que quiere ampliar su cultura matematica. Se advierte que este documento
tiene en cuenta que el lector modelo es un docente de matematicas de bachillera-
to cuya formacion profesional cubre conocimientos en algebra superior, geometria
plana, céalculo diferencial e integral, operaciones de vectores, entre otros temas y
en cuanto a los distintos tipos de demostraciones en matematicas se espera que el
lector conozca la demostracion directa, las pruebas contra positiva, por casos, por
reduccion al absurdo e induccién matemética.

Los contenidos se documentan bajo el objetivo de ampliar la cultura matematica
del lector con respecto a los polinomios. Esto quiere decir que se le da importancia a
la argumentacion fina y a las demostraciones formales como cuando se demuestra el
algoritmo de la divisién para polinomios o cuando se deducen las formulas generales
para hallar las raices tanto de polinomios de segundo y tercer grado como los de
cuarto grado. Se busca que el lector ubique aspectos de ciertos contextos historicos,
como por ejemplo la construcciéon geométrica de Cardano para hallar las raices de
ecuaciones de tercer grado o la soluciéon de la ecuacion cuadrética ideada por los
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antiguos griegos. Ademés se exponen resultados que exploran diversas propiedades
del polinomio como la relaciéon entre sumas de potencias y polinomios simétricos
mediante las formulas de Newton o el uso de la derivada para estudiar polinomios
de raices multiples. Al ampliar la cultura matemaética del profesor, se pretende con-
tribuir a la solucién de las problematicas mencionadas al principio, esperando que
algunos profesores al leer este texto se percaten de las diferencias y relaciones entre
los objetos mateméticos aqui mencionados.

El hilo conductor es la descripcion de las propiedades de los polinomios lineales,
cuadréticos y cibicos, con la ayuda de objetos geométricos como son las rectas, las
parabolas y las curvas algebraicas; al igual que con la ayuda de conceptos algebraicos
como son las progresiones aritméticas, las progresiones geométricas y las progresio-
nes aritméticas de segundo grado no degeneradas.

En el capitulo 1 se establece el lenguaje que se empleara durante el escrito. Se
definen los objetos base que permitiran la construcciéon de resultados posteriores. Se
busca que el uso del lenguaje y de la notacion sea cuidadoso, teniendo en cuenta que
hay objetos mateméaticos que comparten una misma representacion y por lo tanto
es necesario resaltar su contexto.

El capitulo 2 presenta las progresiones aritméticas y las progresiones geométricas
que naturalmente terminan introduciendo relaciones lineales. Se diferencia entre fun-
cion lineal y funcion afin. Se relaciona la colinealidad de un ambiente geométrico con
el Teorema fundamental de la proporcionalidad. Finalmente, se demuestra que una
funcién monétona es afin cuando preserva progresiones aritméticas. Queremos que al
final del capitulo se distingan los objetos matematicos: ecuacion de una recta, ecua-
cién lineal, ecuacion afin, funcién lineal, funcién afin y las graficas de estas funciones.

En el capitulo 3 se hace una construccion para explicar que es un trinomio cua-
drado perfecto, se explica la féormula de la soluciéon por radicales de una ecuacion
cuadratica y se prueba que una funcién cuadratica también se puede definir como
aquella funcion que transforma a cada progresion aritmética no constante en una
progresion aritmética no constante de segundo grado no-degenerada.

Dentro del capitulo 4 se encuentran construcciones geométricas que se usan para
resolver algunas ecuaciones cibicas. También, se estudia la llamada ecuacion redu-
cida de una ecuacion cibica y las propiedades de la gréafica de una funcion cibica.
Por ultimo, se deduce la formula general para resolver cualquier ecuaciéon de cuarto
grado.



En el capitulo 5 se explican las propiedades que permiten manipular polinomios
de cualquier grado, polinomios con coeficientes enteros, saltos de Vieta, polinomios
irreducibles, raices multiples, polinomios de varias variables y diferentes formas de
obtener las de raices de un polinomio.

En cada capitulo se incluye una lista de ejercicios que buscan ser novedosos tanto
en su planteamiento como en su solucién, todos los aqui presentados fueron resueltos
con cuidado y se presentan acompanados de su respectiva sugerencia. Algunos de los
ejercicios aparecieron en las Olimpiadas Matematicas de los tltimos anos. Se busca
que estos incentiven la creatividad, el planteamiento de situaciones apropiadas para
la matematica aplicada y reforzar lo visto en cada capitulo.
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Capitulo 1

Notaciones basicas

Un polinomio en una variable x es una expresion de la forma:

P(z) = ap2™ + ap12™ "+ -+ ag2® + ayx + ay,

donde cada a;, con 0 < i < n, es un elemento de un anillo! R. Cada a; se conoce
como el i-esimo coeficiente de P(z) y a,, es el coeficiente principal. Un sumando
del polinomio, por ejemplo a;z¢, se llama monomio.

Los conjuntos de ntimeros enteros, nimeros racionales, nimeros reales o ntimeros
complejos, denotados por Z, Q, R o C, respectivamente, son ejemplos de anillos, y
en cada caso particular si los coeficientes de P(x) pertenecen a Z, Q, R o C, diremos
que P(x) es un polinomio entero, racional, real o complejo, respectivamente.

Al mayor de los exponentes n € N con a,, # 0, se le llama el grado del polinomio
P(z), se dice que el polinomio es de grado n y se escribe gradP(z) = n. Si para
un polinomio de grado n se cumple que a,, = 1, se dice que P(x) es un polinomio
monico.

El polinomio que tiene a todos sus coeficientes iguales a cero se conoce como
el polinomio cero. Se considera que el polinomio cero no tiene grado (en algunos
libros se acuerda que tiene grado —oo).

1Un anillo R es un conjunto con dos operaciones { +, - } donde para cualesquiera a, by ¢ en
R se satisfacen:

l.a+beR y a-beR.
2. (a+b)+c=a+b+c) v (a-b)-c=a-(b-c).
. Hay un elemento O en R tal que a+0=0+a = a.

3
4. Para cualquier a en R, existe a’ en R que cumple que a +a’ =a’ +a = 0.
5. a+b=b+a.

6

.a-(b+c)=a-b+a-c y (b+c)-a=b-a+c-a.



Capitulo 1. Notaciones basicas

Se pueden evaluar los polinomios, como se hace con toda funcién, reemplazando
la variable x por algin nimero ¢ y el valor del polinomio P(x) en z =t, es P(t).

Un cero del polinomio P(z) es un nimero r, tal que P(r) = 0. También se dice,
cuando P(r) =0, que r es una raiz del polinomio o una solucién de la ecuacion
polinomial P(z) = 0.

Dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y si los coeficientes de cada
uno de sus términos son iguales. Es decir, los polinomios

P(2) = ap2™ + ap12™ '+ -+ a0x® + a1 + ay,

Q(x) = bp@™ + by 1™+ -+ + box® + by + by,

son iguales si y solo si m = n y a;=b;, para toda i =0,1,...,n.

1.1. Suma y multiplicaciéon de polinomios.

Para dos polinomios de grado n

P(z) = ap2™ + ap 12"+ - 4 ag2® + arx + ag,

Q(l’) = bnl'n + bn_1$n_1 + -+ 62272 + blﬂf + bg,
se define la suma de polinomios como

n

(P+Q)(x) = P(x) + Qz) = Y _(a; + b)),

i=1
también se define el producto del polinomio P(x) por una constante ¢ como

n

(cP)(x) = cP(z) = > (ca;)a’,

i=1
El producto de un polinomio P(x) por un monomio M(z) = x
m € N, se define como

(2" P)(x) = 2™ P(z) = Z a; "t

8



1.2. Division de polinomios.

Es de notar que:
= grad(P + Q)(z) =n.

e grad(cP)(z) = n.

e grad(z™P)(z) = n + m.

Ahora, para polinomios P(x) y Q(x) de grados n y m, respectivamente,

P(z) = ap2™ + ap12™ '+ -+ ag2® + ayx + ay,

Q(l‘) = bmxm + bm—lxm_1 + -+ b2[)32 —+ blx —+ b07

su producto de polinomios se define como

(PQ)(x) = P(x) - Q(x) = Z <Z aibk_i> "

k=0 \i=0
Observe que grad(PQ(x)) =n+m.

Se denota por R[z|, al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en el
anillo R. Note que R[z] es un anillo con las operaciones de suma y producto que
se han definido. Como aP(x) es un polinomio para cualquier o en R, a R[z] se
le conoce como R-moédulo, lo que quiere decir que para cualquier P(x) € Rz] y
cualquier o € R se cumple que:

. 1P(z) = P(x).
= a(P(z) + Q(z)) = aP(z) + aQ(x).

= (a+ B)P(z) = aP(x) + BP(x), para cualesquiera o y 3 en R.
= a(BP(z)) = (aBP(z)), para cualesquiera a y § en R.

Ademas R[z| tiene estructura de espacio vectorial cuando R es un campo.

1.2. Divisiéon de polinomios.

Se define la division entre polinomios, de la manera siguiente: P(x) divide a
Q(x) si existe un polinomio S(z) tal que Q(z) = P(x)-S(x). Se escribe P(x) | Q(z),
para decir que P(x) divide a Q(z).



Capitulo 1. Notaciones basicas

Se dice que P(x) puede factorizarse con Q:(z),...,Qn(x) si

Luego, cada Q;(z) es factor de P(z). Note que cada Q;(z) divide a P(z).

Ejemplo 1.

i) El polinomio P(z) =

— x, se puede factorizar asi:

* —x=x(x—1)(z+1).

Note que ninguno de los factores z, (x + 1) y (z — 1) se pueden escribir como el
producto de dos polinomios no constantes. Cuando no es posible expresar un poli-
nomio P(x) como el producto de dos polinomios Q(z) y S(z) no constantes se dice
que P(z) es un polinomio irreducible. En caso contrario, es decir, cuando P(z) se
puede escribir como el producto de dos polinomios no constantes, se dice que P(x)
es un polinomio reducible.

Observacion 1 En general, se verifica que para cualquier entero n > 1, se cumple
la siguiente factorizacion,

" —a" = (r—a)(@" 2" Pa+ -+ o, (1.1)

note que el factor (x" ' + 2" 2a + -+ + ") tiene gradon — 1.
i1) Ahora, para cualquier polinomio P(z) existe Q(x) que cumple
Px) = Pa) = (z — a)Q(x). (1.2)
Pues, usando (1.1) varias veces se tiene que:
P(x) — P(a) =apa"+ - -+ ax1 +ag — (a,0" + -+ - + aya + ap)
=ay(z" —a")+ -+ ai(r —a)
=(@—a)la,(" +- +a" )+ Fas(r+ @) +
con Q(z) = a,(z" '+ +a" )+ Fas(x+ a) + ar.
Por lo que, P(z) — P(a) = (z — a)Q(x).
Se observa que si P(a) = 0, entonces
P() = (z - 0)Q(@).

10



1.2. Division de polinomios.

Esto prueba que si « es una raiz de P(x), (x —«) es factor de P(x). Inversamente
si x — a es un factor de P(x), entonces por (1.2), a es una raiz de P(x). Ahora,
suponga que se expresa al polinomio P(x) como producto de factores irreducibles
tal que uno de sus factores es de la forma (x — «) y este mismo aparece n veces en la
factorizacion, entonces se dice que « es una raiz de multiplicidad n. Por ejemplo,
1 es una rafz de multiplicidad 2 del polinomio P(x) = 2® — 22% + 2 = x(x — 1)%.

Teorema 1.2.1 (Algoritmo de la division) Sea P(x) cualquier polinomio y sea
S(z) un polinomio distinto del polinomio cero, entonces existen dos unicos polino-
mios, Q(x) (llamado cociente) y R(x) (llamado resto), que satisfacen:

2) P(z) = Q(x)S(z) + R(x).

b) gradR(z) < gradS(z) o R(x) = 0.

Demostraciéon. Supongamos que P(z) y S(z) se escriben como,

P(z) = ap2™ + ap12™ "+ -+ ag2® + ayx + ay,

S(x) = byp™ + by 1™+ - -+ by + by + by.
Se debe probar la existencia de Q(x) y R(x) tales que:
a) P(x) = Q(x)S(x) + R(z) y
b) gradR(z) < gradS(z) o bien R(z) = 0.
Note que si gradP(z) < gradS(x) basta considerar Q(x) =0y R(x) = P(x).

Pero si gradS(z) < gradP(x), considere los polinomios

Qi(z) = g,

De este modo

P(z) = Q1(z)S(x) + Ri(x). (1.4)
Si Ry(x) = 0, se termina la prueba con Q(z) = Q1(z) y R(z) = Ri(z) = 0.

Si Ry(x) # 0 aplicamos lo anterior con P(z) = Ry (z)
Como antes, si gradR, < gradS(x) basta considerar Q(x

11



Capitulo 1. Notaciones basicas

Pero si gradS(z) < gradRy(x) = my, se considera el polinomio

Ro(z) = Ry(z) — S(x)‘z—”:xml—m, (1.5)

donde a,,, es el coeficiente principal de R;(z). De la ecuaciéon anterior se despeja
Ry (z), se remplaza en (1.4), y se tiene que

P(x) = Q2(7)S(x) + R(x),
con @Qy(x) = %xml_m + Q1 ().

Note que gradRy(x) < gradR;(z).
Si Ro(x) = 0, se termina la prueba con Q(x) = Qa(z) vy R(z) = Re(z) = 0.

Si Re(z) # 0y gradS(z) < gradRy(z) aplicamos lo anterior con P(z) = Ra(z)
y S(@).

Se repiten estos pasos hasta encontrar polinomios Q;(z) y R;(z) tal que

P(z) = Qi(x)S(x) + Ri(x)
con gradR;(z) < gradS(xz) o R;(x) = 0.

Es posible hallar dichos polinomios, ya que este procedimiento es finito, pues los
grados de los polinomios R;(x) cumplen:

gradR;(z) < gradR;—1(x) < gradR;_s(z) < --- < gradR;(x).

Por lo tanto, queda probada la existencia de Q(x) y R(z) tales que
a) P(z) = Q(x)S(z) + R(x).
b) gradR(x) < gradS(z) o bien R(z) = 0.

Solo queda probar que los polinomios Q(z) y R(z) son unicos. Para esto suponga
que

3
=
I

Q(x)S(x) + R(x),
P(z) = Q'(x)S(z) + R'(z),

gradR(z) < gradS(z) y gradR'(x) < gradS(z).

Restando ambas expresiones tenemos que

12



1.2. Division de polinomios.

S(2)(Q(z) — Q'(x)) = R'(z) — R(x).

Asi, vemos que

grad[S(z)(Q(r) — Q'(x))] = grad(R'(z) — R(z)) (1.6)
Pero como gradR(z) < gradS(x) y gradR'(z) < gradS(x), entonces

grad(R (x) — R(z)) < gradS(z)

Por otro lado,

grad[S(z)(Q(z) — Q'(x))] > gradS(z).

Teniendo en cuenta las desigualdades anteriores, se tiene que la igualdad (1.6) ocurre
siy solo si R(z) = R'(x) y Q(x) = Q'(x). Asi la unicidad de Q(x) y R(z) queda
mostrada.

Ejemplo 2. Divida P(z) = 2° + 23 + 2z entre S(z) = 2% — z + 1, para hallar Q(x)
y R(z).

PASO 1. Como el grado del polinomio S(z) es menor que el grado del polinomio
P(z), consideramos

Qi(z) =2* y Ri(z) = P(x) — S(2)Q(x) = 2* + 2.

Como R;(z) no es el polinomio cero ni su grado es menor que el del polinomio
S(x), se debe continuar con el siguiente paso.

PASO 2. Ahora consideramos los polinomios
Q2(z) = Q1(x) + 2* = 2% + 22,
Ry(z) = Ri(z) — S(2)Qo(z) = 2% — 2 + 2u.

Nuevamente como Ry(z) no es el polinomio cero ni su grado es menor al grado
del polinomio S(z), se continua el procedimiento.

PASO 3. Ahora consideramos los polinomios
Qs(x) = Qo)+ =2 +2 + 2
R3(x) = Ry(x) — S(2)Qs(x) = .

13



Capitulo 1. Notaciones basicas

Note que el grado del polinomio R3(z) es menor que el del polinomio S(z). Por
lo tanto, el cociente de dividir P(z) entre S(z) es Q(z) = Q3(z) = 2* + z*> + x y
su residuo es R(zx) = Rs(z) = x. Este procedimiento corresponde a la manera en
que habitualmente se dividen los polinomios, veamos lo anterior usando la famosa
“casita’.

B+’ +x

2 —x+1 x° +a3 +2z
—zd4zt —28
x? +2z
-t 42 -z
2 —2? 2
—23 42?2 —x
T

Para P(z) un polinomio cualquiera y a € R, el algoritmo de la division garantiza
que existen Q(z) y R(z) polinomios que satisfacen

P(z) = Q(x)(x — a) + R(x).
De donde
P(a) =0+ R(a) = R(a).

Asi queda establecida la demostracion del siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 (Teorema del Residuo) El residuo de la division del polinomio
P(x) entre (x — a), con a € R, es igual a P(a).

En particular si P(a) = 0, entonces

P(z) = (¢ — )Q(x).

Asi se tiene como consecuencia directa del teorema anterior, el siguiente resultado.

Corolario 1.2.1 (Teorema del factor o de Bezout) Un polinomio P(z) es di-
visible entre x — a si y solo si a es raiz de P(x).

Maés atn, es posible probar que cualquier polinomio P(x) con coeficientes com-
plejos y de grado n, tiene exactamente n raices, no necesariamente todas diferentes.
Por lo que P(x) puede escribirse como el producto de n factores de grado 1. Este
resultado es conocido como Teorema Fundamental del Algebra y puede encon-
trar su demostracion en la pagina 177.
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1.3. Maximo comun divisor.

Un polinomio H(z) es maximo comun divisor de P(x) y Q(z) si,
(a) H(x) divide a P(x) y a Q(x) y
(b) H(x) es divisible entre cualquier otro polinomio que divida a P(z) y a Q(z).

Se resalta que si H(xz) y G(z) son dos polinomios moénicos que cumplen las
condiciones anteriores (a) y (b), entonces como H(x) | G(z) v G(x) | H(z), se
cumple que G(x) = AH(z) con A en el anillo R diferente de cero.

Teorema 1.3.1 El mdximo comin divisor de dos polinomios es unico salvo por la
multiplicacion por una constante diferente de cero.

Ejemplo 3. Hallar el méximo comtn divisor de 22 + 2?2 — 2z — 1y a* + 2% — 2 — 1.

Note que es posible reescribir ambos polinomios de la siguiente manera: 3+ 2% —
r—1=@@+) (- yat+a23—2—-1= (2 +2+1)(z+1)(x —1). Ahora, solo
falta verificar que el polinomio x? + = + 1 no tiene raices reales; basta ver que para
toda x € R, 22 4+ 2 + 1 # 0. Como para toda = € R,

1\? 3 13 1
=] >0>—- = 2 > =1+ = 2? 1> 0.
(az+2) 1 :1:—|—:c—|—4 1 +4 ¢+ x+
Entonces, x € R, 22 + 2+ 1 # 0 y asi el polinomio 2 + z + 1 no tiene raices
reales. Luego, 2 + x + 1 no tiene divisores de grado mayor que cero. Por lo tanto,
el factor lineal (x+1) es el maximo comtin divisor de 2 +2?—x—1y 2+ 23 —x—1.

En general, se cuenta con un procedimiento para hallar el maximo comun divisor
de cualesquiera dos polinomios conocido como el Algoritmo de Euclides.

Teorema 1.3.2 (Algoritmo de Euclides) Dados dos polinomios P(x) y S(z)
no ambos el polinomio cero, al aplicar el algoritmo de la Division se obtienen las
siguientes igualdades

=~

=
I
nn

(2)Q1(x) + Ry (x)
S(x) = Ri(z)Qa(7) + Ra(z)
R1($) = Rg .Z‘)Qg(l‘) + Rg(l’)

n—2(2)Qn-1(x) + Ry_1(x)
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En la dltima igualdad se estd senalando que el polinomio R,(x) es el polinomio
cero, esto siempre es posible pues

0 < gradR,—i(x) < gradR,_o(z) < --- < gradR,(z).
Luego R,_1(x) es el mdzimo comin divisor de P(z) y S(x).

Demostraciéon. Para probar la validez del algoritmo, se debe mostrar que
R,_1(z) es un divisor de P(z) y S(z). Y luego verificar que cualquier polinomio
que divida a P(x) y S(x), también divide a R, _(z).

Se observa que por la ultima igualdad, R,_;(x) divide a R,,_s(z). Pero como el
residuo de dividir R,,_3(x) entre R, _o(z) es R,,_1(x), es decir

Rn—?)(x) = Rn—2<x)Qn—l(x) + Rn—l(x)a
entonces R,,_;(z) también divide a R,_3(z). Continuamos este procedimiento en las
igualdades obtenidas en el algoritmo de la division, hasta llegar a que R,,_1(x) divide
a Ri(z), luego divide a S(x) y por ultimo divide a P(x).
Ahora, suponga que un polinomio 7'(x) divide a P(z) y S(z). Esto es
P(z) =T(z)P'(x) y S(x) = T(x)5"(x)

donde P'(z) y S’(z) son polinomios. De este modo, de la primera igualdad que se
obtuvo al aplicar el algoritmo de Euclides se observa que

By(z) = P(2)=S(@)Qi(z) = T(2) P'(2)=T(2)S' (x)Q1(x) = T(2)[P'(x)=5"(x)Qu (z)].

En consecuencia, se puede afirmar que 7'(z) divide a R;(z). De la misma manera
como Ra(x) se puede escribir de la siguiente manera

Ry(x) = S(x) — Ra(2)Qa(x),
asi, teniendo en cuenta que T'(x) divide a Ry(z) y a S(x), T(x) divide a Ry(z).

Continuando de este modo se muestra que T'(x) divide a R3(x), Ry(z), ..., Ry—1(2).
Como en particular T'(z) divide a R,,—1(x), entonces R;(x) es un maximo comin
divisor de P(z) y S(x). [

De ahora en delante, se denotara al maximo comun divisor como m.c.d.

Observacion 2 El m.c.d R,_1(z) de P(x) y S(z), también es el m.c.d de las si-
guientes parejas: S(x) y Ry(x), Ri(x) y Ro(x), ..., Ryo(z) y Ry_1(x).
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Observacion 3 Sea R(x) el mdzimo comin divisor de dos polinomios P(x) y S(x)
obtenido en el teorema anterior. Si P(x) = 0, entonces R(xz) = S(z); si S(x) =0,
entonces R(x) = P(x). Ademds del teorema anterior, se verifica facilmente que cada
R;(x), en particular R(x), es una combinacion lineal de P(x) y S(x).

Observacion 4 Dados los polinomio P(x), S(z), T(x) y K(x) tales que

S(z) = P(x)T(z) + K(x), (1.7)

entonces, el polinomio H(x) es el mdzximo comin divisor de P(x) y S(z) si y solo
si H(x) es el mdzimo comin divisor de P(x) y K(z).

Demostraciéon. Suponga que H(z) es el maximo comun divisor de P(z) y S(x),
entonces

P(z) = P'(z)H(x) y S(x) = 5'(z) H (x),
donde P’'(z) y S’(z) son polinomios. Despejando K (z) de (1.7) tenemos que

K(z) = S(x)=P(2)T(z) = S'(x)H(x) = P'(2)H ()T (z) = H(x)(S'(x) = P'(2)T (),

entonces H (z) es divisor de K(x).
Si hay otro polinomio H'(x) que sea divisor de P(z) y K(z), entonces

P(z) = P'(z)H'(z) y K(z) = K'(z)H'(2),
donde P"(z) y K'(x) son polinomios. Por (1.7) tenemos que
S(z) = P(x)T(x)+K(x) = P"(2)'H ()T (2)+K'(x)H'(x) = H'(2)(P"(2)T (x)+ K'(z)),
entonces H'(x) divide a S(z). En otras palabras, H'(z) divide a P(x) y S(z). Pero
H(z) es el maximo comun divisor de P(x) y S(z). Por lo tanto, H(x) divide a H'(z).

Asi, H(z) es el maximo comun divisor de P(z) y K(z).

Ahora, supongamos que H(z) es el maximo comiun divisor de P(x) y K(x),
entonces

P(z) = P'(x)H(z) y K(r) = K'(z)H(x),
donde P'(z) y K'(x) son polinomios. De (1.7) tenemos que

S(x) = P(x)T(x)+K(z) = P(x) H(x)T (2)+K'(2)H(z) = H' (2)(P'(2)T(x)+K'(x)),
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entonces H'(x) es divisor de S(z). Luego, si hay otro polinomio H'(z) divisor de
P(z) y S(x), entonces

P(z) = P'(x)H'(x) y S(x) = §'(z) H'(x),
donde P"(z) y S’'(z) son polinomios. Despejando K (z) de (1.7) tenemos que
K(z) = S(x)=P(2)T(x) = §'(x) H'(x)=P"(x) H (2)T () = H'(x)(S"(x)=P" ()T (x)),

entonces H'(x) divide a K(z). En otras palabras, H'(x) divide a P(z) y K(x). Pero
H(zx) es el maximo comun divisor de P(z) y K(z). Por lo tanto, H(x) divide a
H'(x). Asi, H(z) es el maximo comun divisor de P(z) y S(x). |
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1.4. Ejercicios del capitulo 1.

1.4. Ejercicios del capitulo 1.
Ejercicio 1. Determine el valor de n, de manera que (x + 3) sea un factor de

P(x) = 2° — 32* — nx + 24

Ejercicio 2. El polinomio 23 — kx? — 24x + 28 tiene como un factor a z — 2,
encuentre el valor de k y las otras raices del polinomio.

Ejercicio 3. Encuentre un polinomio P(x) = az® + bz + ¢ tal que P(2) =10y
cuyas raices sean —1y s,

Ejercicio 4. Muestra que si el polinomio P(z) = az*+bx + ¢ tiene como factores
a(r—r)y (z—1), entonces a =cor?=1.

Ejercicio 5. Encuentra el residuo R(z) de dividir z'% entre z? — 3z + 2.

Ejercicio 6. Encuentra todos los polinomios P(z) que cumplan la identidad,

P(x+1) = P(z) + 2z + 1.

Ejercicio 7. Sea P(z) un polinomio real que satisface P(1) = 3, P(2) =5y
P(3) = 2. Determine el residuo cuando P(z) se divide entre (z — 1)(z — 2)(x — 3).

Ejercicio 8. Dados dos ntmeros enteros a y b, se dice que a divide a b si y solo
si a = kb para algtin k entero. Luego, se escribe a|b si y solo si a divide a b. Ademas,
se sabe que dicha relaciéon cumple para cualesquiera a, b y ¢ enteros, los siguiente :
(1) ala; (ii) Si alb y bla, entonces a = +b; (iii) Si a|b y b|c, entonces alc.
Teniendo en cuenta esto, pruebe lo siguiente:

(a) Si P(z) es un polinomio con coeficientes enteros, entonces para cualesquiera
a y b enteros se tiene que a — b| P(a) — P(b).

(b) Si P(z) = az® + bz + ¢ es un polinomio con coeficientes enteros tal que para
cualquier namero real 7, P(P(r)) = r. Muestre que P(1) = 1.

Ejercicio 9. Sean a, b y ¢ son tres enteros distintos, y sea P(z) un polinomio
entero. Muestre que no pueden suceder las siguientes igualdades simultaneamente,

P(a) =0b, P(b) =¢, P(c) =a.

Ejercicio 10. Encuentre el méximo comin divisor de (z + 1) + 2" y 23 — 1.

1.5. Sugerencias a ejercicios del capitulo 1

Sugerencia al Ejercicio 1. Si (z+3) es un factor de P(x), —3 es raiz de P(z),
luego 0 = P(—3) = (—3)® —3(—3)*— (—3)n+24. Despejando n, se tiene que n = 10.

Sugerencia al Ejercicio 2. Como z — 2 es factor de P(x), 2 es raiz del
polinomio, asi 0 = P(2) = 23 — 2k? — 48 + 28 = —4k — 12, luego k = -3 y
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P(z) = 2® 4 32% — 24z + 28. Al dividir P(z) entre (z — 2), obtenemos que los otros
factores de P(z) son (x —2) y (z + 7). Luego P(z) tiene dos raices, 2 (que es de
multiplicidad 2) y -7.

Sugerencia al Ejercicio 3. Como 10 = P(2) =4a+2b+¢,0=P(—-1)=cy
OZP(%):a%va%—i-c. Se tiene que, a =3, b=—-1y c=0.

Sugerencia al Ejercicio 4. Como r y % son raices de P(x), entonces ar? +br +
c=0,y ar% +b% +c = 0, esta tltima puede escribirse asi, a+br +cr? = 0. Restando
se obtiene, (a — ¢)r? + (¢ —a) = 0, por lo que a = ¢ o bien r* — 1 = (.

Sugerencia al Ejercicio 5. Se puede aplicar algoritmo de la divisiéon o verificar
que al dividir 22 — 3z + 2 entre z'% se tiene que 1% = (2? — 32+ 2)Q(x) + R(x). Si
R(z) =ax+b. Como 2> —3x+2=(z —2)(z — 1), al evaluaren z = 1 y x = 2, se
tiene que 2! = 24 + by 1 = a + b, respectivamente. En consecuencia, a = 2% — 1
y b=2— 219 Por lo tanto, R = (2! — 1)z + (2 — 2!%).

Sugerencia al Ejercicio 6. Considere el polinomio Q(z) = P(z)—x?, entonces,
por hipétesis Q(z +1) = P(z+1) — (x + 1)* = P(z) — 2> = Q(z) y esto solo puede
pasar si Q(z) = ¢ una constante. De manera que P(x) = x® + c. Inversamente,
cualquier polinomio P(z) = #? + ¢ cumple que P(x + 1) = P(z) + 2z + 1. Por lo
tanto, los polinomios que cumplen la condicién dada son todos aquellos que son de
la forma P(z) = 2? 4 ¢ para alguna c constante.

Sugerencia al Ejercicio 7. Por algoritmo de la division P(x) = Q(z)(x —
1)(x —2)(z —3) + R(z), donde el grado de R(z) es menor que 3. Pero, por hipotesis
3=P(1) = R(x),5= P(2) = R(x) y 2= P(3) = R(z). Luego, R(x) no puede ser
constante ni de grado de grado 1, entonces R(x) = az? + bz + c.

Al evaluar P(x) en 1,2 y 3. Se tienen las siguientes ecuaciones a + b + ¢ = 3,
da+2b+c=5y 9a+ 3D+ c = 2. Por lo tanto, al resolver el sistema de ecuaciones
y obtener los valores de los coeficientes, se tiene que R(z) = _ng + %x —4.

Sugerencia al Ejercicio 8. Para el inciso (a) considere a y b enteros se sabe
que a — bla™ — b™. Luego a — b|c,(a™ — b") v asi a — blcy,(a™ — b") + - - - + ¢, es decir
a —b|P(a) — P(b).

Para el inciso (b), suponga que P(1) # 1. De este modo, se puede decir que
P(1) =rconr # 1. Comor—1|P(r)—P(1)y P(r)—P(1)|P(P(r))—P(P(1)) = r—1,
se tiene quer—1 = P(r)—P(1) o 1—r = P(r)— P(1). Pero,sir—1 = P(r)— P(1),
como P(r) = r, se sigue que r = 1, lo cual contradice lo supuesto. De manera que
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1—r=P()—P(r). Asi, P(r) =2r — 1y P(2r — 1) = P(P(1)) = 1. Luego, por
hipotesis
L—r=f(r)=f(1)
=ar’ +br+c—(a+b+c)
=a(r* —1) +b(r — 1)
(L= r)alr + 1)~ ).
Como 7 # 1, entonces b = —(ar + a + 1). Luego,

2r —1=£(1)
=a+b+c
=a—(ar+a+1)+c
=—ar—1+c¢,
asi ¢ = ar + 2r. Finalmente, como P(2r —1) =1, a(2r —1)*>— (ar +a+1)(2r — 1) +

(ar 4+ 2r) = 1. Por lo tanto, a(r — 1)? = 0. Lo cual es imposible, pues tanto a como
r — 1 son distintos de 0. Por lo tanto, P(1) # 1.

Sugerencia al Ejercicio 9. Como P0(a) = b, P(b) = ¢y P(c) = a y por el
ejercicio anterior se sigue que a—b|P(a)— P(b), b—c|P(b)— P(c) y c—a|P(c) — P(a)
y de esto se tiene que a — blb — ¢, b — ¢|c — a y ¢ — ala — b. De manera que
a—b=b—-—c=c—a =k, de donde se sigue que 3k = 0. Lo que implica que
a="b=c

Sugerencia al Ejercicio 10. Observe que S(z) = 2> =1 = 23 — 1 = (z —
1)(z>+x+1),y que (z— 1) no es un divisor de P(z). En caso contrario tendriamos
que P(1) =0, pero P(1) = (2)**3 + 1. solo queda verificar que (z? + x + 1) es un
divisor de P(x). Pero,

P(z) = (x+ 1" 4+ 2* = (z + D)[(z + 1)*P"H + 22"
Luego, como [(z 4 1)*]*** = [(2* + 2 + 1) + 2]***". Por otro lado,

(2 + 2+ 1) + 2" = Q(2) (2 + = + 1) + 2™,
con algin polinomio Q(z). En consecuencia,
(z+ D[z + 17" = (2 + 1)Q(z)(2* + z + 1) + (z + 1)z,
Asi,
P(x) = (z+ D)T(z)(z® + 2+ 1) + (z + 1)Q(x)*" + z*".
Finalmente, P(z) = (2 + z + 1) + (Q(x) + 2**). Por lo tanto, el maximo comun
divisor es (2% + x + 1).
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Capitulo 2

Polinomios lineales

2.1. Proporciones

2.1.1. Proporcién directa y proporcién inversa

En esta seccion se vera la relevancia que tienen los polinomios lineales, en par-
ticular en situaciones que involucran proporcionalidad. La proporcionalidad es una
nocion matematica de las més utilizadas en la cultura universal y los primeros inten-
tos de fundamentarla tedricamente tienen mas de 2000 anos; ver (Marcén y Sallan
2013).

Un ejemplo de proporcionalidad lo encontramos en la férmula del area de un
rectangulo de los lados a y b. El area del rectangulo es A = ab, lo que nos permite
afirmar que el area A es “directamente proporcional” a la longitud del lado a (y de
hecho también a la longitud del lado b). Mientras que para un rectangulo de area
fija A, un lado, por ejemplo a, es “inversamente proporcional al otro lado b”, ya que
a= % y en este caso también a es directamente proporcional al area A.

A continuacién se aclara un poco mas en los dos tipos de proporcionalidad. Dos
cantidades x, y son directamente proporcionales si una de ellas es miltiplo de la
otra, ya que x = ky o equivalentemente y = %x Asi mismo dos cantidades z,y son
inversamente proporcionales, si una de ellas es multiplo del inverso de la otra,
ya sea r = ki o equivalentemente y = k% Note que la relacion de ser proporcional,
directa o indirectamente, es simétrica.

Mas formalmente, una proporcionalidad directa es una funcion f: R — R
tal que f(az) = af(x), para cualesquiera ntmeros reales a y . Como consecuencia
flax) = af () = zf(a) y se tiene cuando a # 0 que, f(z) = @x; al namero
c= @ se le conoce como constante de proporcionalidad. Note que si x = 1,
entonces f(a) = af(1). Luego, c = f(1).
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Mientras que una proporcionalidad inversa es una funciéon f : R — R tal

que f(ax) = ! Ef), para cualesquiera ntimeros reales x,a con a # 0. También, note
que f(az) = f(am) = @, por lo que f(z) = af(a): y el nimero ¢ = af(a) es la

constante de proporcionalidad.

Se observa que si f(ax) = zf(a) para todo a y todo z, entonces escribiendo
r = f(1), se tiene f(z) = f(1-2) = x - f(1) = ra. Es decir f(x) = rz, para todo
x € R. De forma similar, si para toda a y todo z # 0 se cumple que f(z) = af(a)%,
entonces se tiene que f(1) = af(a). Luego, si escribimos r = f(1), se tiene que
f(z) =rl, para todo z € R\ {0}.

En resumen, se dice que la magnitud y es directamente proporcional a la magni-
tud z, cuando existe un ntmero r, la constante de proporcionalidad, tal que y = rz.
En cuanto a la proporcionalidad inversa, solo tiene sentido cuando se trata de mag-
nitudes no nulas, la magnitud y # 0 es inversamente proporcional a la magnitud
x # 0, cuando existe un nimero r, la constante de proporcionalidad, tal que y = 7’%.

Ejemplo 1. i) Se descubri6 una nueva enzima que es capaz de disminuir los niveles
de glucosa en la sangre a razén de 0.1 miligramos en un decilitro cada hora.
., Cuanta glucosa se puede disminuir, gracias a la enzima, después de ¢t horas?

La primera observacion en este ejemplo es que es una situaciéon cuyo modelo es
de proporcionalidad directa; las magnitudes a tomar en cuenta son x la razén de
glucosa en un decilitro de sangre, medida en mg/dl (miligramos en un decilitro) y
t el tiempo, en horas, que ha pasado desde que se suministro la enzima, entre mas
pasa el tiempo maés glucosa disminuye. Pero, se puede suponer que y = f(t), es la
cantidad de glucosa que ha disminuido después de la t-ésima hora que ha pasado
desde que se inicia el suministro de la enzima. Notese que en una hora, se disminuyen
r = f(1) = 0.1 mg/dg de glucosa, esta razon sera la constantes de proporcionalidad.
La siguiente lista representa la situaciéon planteada

F(1) =0.1
7(2) =(0.1) -2
F(t) =(0.1) -t

es decir, en « = ¢t horas la enzima reduce f(t) = (0.1) -t mg/dl de glucosa en sangre.

i1) Ahora, esta enzima mejorada en un tratamiento es capaz de estabilizar la
sangre de una persona. ;{Cuanto tiempo se tarda en estabilizar la glucosa en sangre
de una persona diabética con glucosa de 160 mg/dl a tener entre 110 y 120 mg/dl
con este tratamiento?
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Usando la expresion anterior, se busca el valor de ¢ tal que 40 = (0.1) - ¢, es decir
t = 400, y el valor de ¢ que cumple 50 = (0.1) - ¢, es decir ¢t = 500. Lo que quiere
decir que pasaran entre 400 y 500 horas para que la glucosa en sangre disminuya de
160mg/dl a 120 y 100 mg/dl, respectivamente.

Ejemplo 2. En general el aumento, dentro de cierto rango de temperatura favorece
el crecimiento de bacterias, este rango es a veces conocido como rango de peligro.
Suponga que se descubre que el rango de peligro de cierta bacteria del tipo estrepto-
coco es de 60°C a 80°C. Entre més disminuye la temperatura por debajo de los 60°C
o aumenta por arriba de los 80°C, la poblacion de esta bacteria también disminuye.
Pero, dentro del rango de peligro, la poblaciéon de la bacteria aumenta proporcio-
nalmente. ;Como varia la poblacién de bacterias en el instante en que estan a una
temperatura de T°C en cierta muestra, teniendo en cuenta que en dicha muestra
habria 20 millones de bacterias cuando la temperatura esta a 60°C?

Sea T' la temperatura en la muestra de bacterias y P(T) la poblacion de bacterias
en la muestra si esta esta sometida a 7°C'. Si T' < 60°C' la relacion con P(T') es direc-
tamente proporcional, entre més disminuye la temperatura menos bacterias hay en
la muestra, més precisamente hay P(7T) = %. Asi mismo, si 60°C < T < 80°C

la poblacion P(T) = % aumenta proporcionalmente. Pero, entre mas aumente
la temperatura 7" si T' > 80°C', la poblacion P(T') disminuye, es decir la relacion es

: . 12,
1nversamente proporcmnal y P(T) - 2Xl% 60'

2.1.2. Progresiéon Aritmética

En los modelos matematicos, sobre todo en situaciones cotidianas, son comunes
los que sufren variaciones iguales en periodos de tiempo iguales.

Ejemplo 3. El cometa Halley visita la Tierra cada 76 anos. Su ultimo paso por
aqui fue en 1986. ;Cuantas veces ha visitado el cometa Halley la Tierra desde el
nacimiento de Cristo? jEn qué ano de nuestra era fue su primer paso cercano a
nuestro planeta ?

Se puede escribir a; para referirse al i-ésimo ano en el que pasé el cometa. Te-
niendo esto en cuenta note lo siguiente:
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ap = 1986

a1 — ag = —76

a9 — a1 = —76
Ap — Qp—1 = —76.

Lo que quiere decir que estamos en una situacién que involucra una progresion
aritmética, donde la diferencia de dos términos consecutivos es constante a,, —a,,_1 =
—76. Sumando las igualdades anteriores, es facil ver que a,, = 1986 — 76n. Ademas
se tiene que a, > 0 cuando n < % < 27.

Los primeros 27 términos positivos de esta lista de ntimeros son, ag, ay, ..., Ggg.
De este modo, el cometa Halley nos visité 27 veces en nuestra era y su primer paso

cerca de la tierra fue en el afio
as = 1986 — 76 - 26 = 10.

A veces hay diferentes formas de resolver un problema, veamos que para este pro-
blema hay otra. Si a( es el primer ano de nuestra era en que pasoé el cometa, los anos
siguientes que pas6 son:

a1:a0+76
a2:a1+76:a0+2-76

Ap = Qp_1+ 76 = ag+n - 76.

Uno de ellos debe ser 1986, suponga que a,, = ag+n-76 = 1986 como 27-76 = 2052,
debe suceder que n < 26 y como fue la dltima vez en 1986, se tiene que n = 26 y
ag = 1986 — 26 - 76 = 10, esto es, el primer ano en que paso fue en el ano 10.

En muchas ocasiones, cuando se trabaja con una lista de ntmeros, resulta ttil
comparar dos ntimeros consecutivos de la lista. En el caso que se ha tratado, se tiene
que a;+1 — a; = —76. La diferencia no es la tnica forma de comparar dos ntimeros
de una lista, segtn la situacion puede ser mejor fijarse en el cociente, en lugar de la
diferencia.

Ejemplo 4. Se estima que el Club de las Chivas tiene 5 millones de seguidores y

esta cantidad disminuye en 2% al ano. ;Cuél sera la cantidad de seguidores de ese
club dentro de n anos?
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Del mismo modo que en el ejemplo anterior se considera una lista que representa
la cantidad de personas que siguen a las Chivas por ano ag,as,...,an,. ...
Esta lista se puede escribir como

apg = 5 X 106
ay = ap — (002)@0 =0.98- Qo

a9 — A1 — (002)&1 =0.98 - aq

api1 = a, — (0.02)a,, = 0.98 - a,.

Las relaciones anteriores se pueden reescribir como

ag = 5 X 106

M 0.08

ap

2 _ .08

a1

@ _ .08
Apn—1

Ahora se puede encontrar el n-enésimo término de la lista multiplicando las iden-

tidades anteriores, que es a, = (0.98) (5 x 10°). Por ejemplo, dentro de 5 afios el
club tendra 4,519,604 seguidores.

Como se vio en los dos ejemplos anteriores, hay por lo menos dos formas de
comparar un par de nimeros cualesquiera a y b. Se puede considerar la diferencia
de los niimeros a — b. O bien se puede usar el cociente de los nimeros 7. Analicemos
los casos que cada una de estas opciones genera.

Notemos lo siguiente:
ma—b=0&a=0D
ma—b>0&a>0D

ma—-b<0&a<b
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Ahora para § con b # 0

. %:1<:>a:b
» ¢>1e (b>0ya>b)o(b<0ya<b)

<le(b>0ya<b)o(b<0ya>b)

n
e

En general, una sucesién real es una funciéon cuyo dominio es el conjunto de
los nimeros naturales y sus imagenes son ntmeros reales, llamados elementos de la
sucesion. Entonces, cualquier progresion aritmética ag, ay, ..., Gy, ..., cuyos térmi-
nos son numeros reales, es una sucesion real. Para fines practicos, entenderemos que
se puede escribir a, = a(n).

De este modo, dada cualquier sucesion {ag, ai, ..., a,, ...} se pueden comparar
cualesquiera dos términos consecutivos de la sucesion con alguna de las dos formas
anteriormente descritas.

Se dice que la sucesion {ag,aq,...,an, ...} es una progresiéon aritmética si
ani1 — G, = d es constante para n > 0, es decir, las progresiones aritméticas son
sucesiones en las cuales la diferencia entre un término y el término anterior es una
constante. Esta diferencia constante es llamada diferencia de la progresiéon. Si
la diferencia de la progresion es igual a cero, se dice que la progresion es estacio-
naria o constante, mientras que si la razén es distinta de cero se dice que es una
progresion de primer orden.

Si la sucesion {ag, a1, ..., an, ...} es una progresion aritmética con diferencia d,
entonces se pueden escribir los términos de la sucesion como

a(l) =a; =ap+d
a(2) = ay =ag + 2d

a(n) = a, =ag + nd.

Ahora con la ayuda del lenguaje de funciones se puede decir que en una pro-
gresion aritmética sus términos van cambiando con la regla de una funciéon que es
aplicada a los enteros no negativos: a(n) = ag + nd. Ver la figura 2.1.
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as 'y

a9 ) -+

ay ) -+ -+

agp e 1 4 4

1 2 3

Figura 2.1: Aqui se dibuja la grafica de la funcion a(n) = ag + nd, para algunos de
los puntos de la forma (n, a,).

Los términos de la progresion aritmética también se pueden escribir como,

a; = ap+ d = f(ao)
as=a1+d= f(a)

ap = ap_1+d= f(an_1).

Luego cualquier término a, de la sucesion se puede escribir como a, = f(a,_1),
donde se involucra a la funciéon f(z) = = + d, que se puede graficar en el plano, y su
grafica (ver Figura 2.2 ) ayudaré a visualizar el comportamiento de la sucesion.
Asi, el comportamiento de la sucesion {ag, ai, ..., a,,...} también es represen-
tado con la ayuda de la grafica de la funcion lineal de variable real f(z) = x + d,

donde a, = f(an—1) = (fo fo---0o f)(ao).

2.1.3. Progresion Geométrica

Se dice que la sucesion {ag,ay,...,a,,...} es una progresién geométrica si
(p41
Qp,
gresion geomeétrica.

= r es constante, para toda n. La constante es llamada la razén de la pro-

Como a(n + 1) = a,41 = ra,, con la ayuda de la funcion lineal f(x) = r - z,
se puede tener una representacion grafica del comportamiento de la progresion (ver
figura 2.3), notando que a,, = f(a,_1) = ra,_1.
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ayy .
flx)==z+d

al e -

Figura 2.2: Aqui se dibuja la grafica de la funcion f(x) = x4 d con d > 0 (la grafica
izquierda) y la grafica de f(x) = z +d con d < 0 (la gréafica de la derecha). Observe
que si d =0, f(z) es la identidad y su grafica es la linea recta punteada.

N
\

N

’ a2 ay ap ap ai as

Figura 2.3: La figura del lado izquierdo corresponde grafica de la funcion f(z) =r-x
sir < 1,y la grafica derecha es la funcion f(x) = r-x si r > 1. Note que si r = 1,
la funcién es la identidad, y su grafica es la recta punteada.

Lo que muestra que la sucesiéon a,, es creciente si r > 1, en cambio si 0 < r < 1
la sucesion es decreciente. Del mismo modo como en la progresion aritmética, los

. . .. P LS s
términos de la progresion geomeétrica con razon =T, se pueden escribir comao,
an
a; =Trag
QA9 — T2&0
a, =r"ag.

si el n-ésimo término de la lista es a(n) = a, = r"ag. En este caso, también se
Asi el t de la list n "ag. E t , tamb
puede considerar a la funcion en los enteros positivos definida por a(n) = r"ay.
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aop

ag ’

, \
ag o ap ]
. \

a1 s .
ag)__----"" as \.\

—

Figura 2.4: En el lado izquierdo se dibuja la grafica de la funcion a(n) = r"ay con
r > 1y en el derecho la grafica de la misma funcién si r < 1, que son los puntos de
la forma (n, a,). Cuando r = 1, la funcioén seria la constante, a(n) = ay.

Ejemplo 5. En el ejemplo 4 (pagina 26) se identifican graficamente los datos ana-
lizados al considerar la funcion a(n) = a, = (0.98)"(5 x 10%). También se estudia
{an}22, con la ayuda de la funcion f(x) = rz, ya que a, = f(a,—1) = ra,_1 para
n > 1. Mas atn, a, = f(an_1) = (fo fo- -0 f)(ag), donde ag =5 x 10°.

En resumen, para aludir tanto a los términos de una progresion aritmética

(ap,ay,...) con diferencia d # 0, como a los términos de una progresién geomé-
trica (bo, b1, ...) con razén r # 1, se pueden usar otras funciones, considerando lo
siguiente:

» La recta que pasa por los puntos (n,a(n)) de la grafica de a(n) = ag + nd es
similar a la grafica de f(z) = x + d, ver Figuras 2.1 y 2.2, ambas rectas son
paralelas a la identidad. Pero, la primera corta al eje y en (0, ag) y la segunda
en (0,d). Asi mismo, en la figura 2.2 el n-ésimo término de la progresion
se obtiene al sumar n-veces la diferencia d al primer término de la misma.
Mientras que la grafica de f(x) = x + d se construye desplazando la recta
identidad d unidades hacia arriba (si d > 0) y los puntos marcados en ella
(digamos los puntos (a,, a,+1) se obtienen al trazar segmentos de longitud d
de manera escalonada, como en la figura 2.2).

» Las figuras 2.3 y 2.4 son completamente distintas. La primera es una recta que
pasa por el origen y muestra como cada término de la progresion geométrica
es una contraccion (si 0 < r < 1) o expansion (si 7 > 1) del término anterior.
En la segunda los puntos (n,b(n)) de la grafica b(n) = r"by estan en la grafica
de una funcién exponencial, a saber g(z) = r%by.
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Esto quiere decir que siempre es posible referenciar a una progresion aritmética
0 a una progresion geométrica con la ayuda de la grafica de una funciéon lineal.
Considerando lo anterior es conveniente estudiar rectas en el plano.

2.2. Ecuacion de la linea recta

En esta seccién se trabaja en el plano cartesiano, es decir, en el conjunto R? =
{(z,y)|z,y € R}. Se entendera por una linea recta no vertical en el plano al
lugar geométrico I' de puntos del plano, tales que al tomar cualesquiera dos de ellos
Pi(x1,11) y Po(a,y2), se tiene que 27 # x2 y la pendiente o coeficiente angular
entre ellos, que puede expresarse con el cociente m = ﬁ, el cual siempre es
constante.

En cambio un conjunto I' de puntos en el plano es una linea recta vertical si
la primera coordenada z de cualesquiera de sus puntos P(z,y) es constante y el
valor de y arbitrario. Es decir las lineas rectas verticales son conjuntos de la forma
{(z,y)|z = a,y € R} con a fijo. Note que en este caso no estd bien definida
la pendiente para dicha recta. El siguiente resultado se sigue directamente de la

definicion.

Lema 2.2.1 Tres puntos son colineales si las pendientes de cualesquiera dos de ellos
coinciden entre si, o bien si la primera coordenada de los puntos es la misma.

Se resalta que las lineas rectas verticales son conjuntos de la forma

{(z,y) |z =a,y € R}

con a fijo. Luego se denotan con la ecuacion z = a.
De manera similar las lineas rectas horizontales son conjuntos de la forma

{(I,y)|$ER,y:b}

con b fijo. Luego se denotan con la ecuacion y = b.

En general es posible hacer referencia a una linea recta con la ayuda de una
ecuacion. Primero, se dird que una curva algebraica en el plano cartesiano es el
conjunto de puntos P = (z,y) que satisfacen una ecuacion de la forma P(x,y) = 0,
donde P es un polinomio en dos variables, es decir que es de la siguiente forma:

P(z,y) = Z a;;jx'y’ con a;; € R. (2.1)

0<i+j<n

Por ejemplo, un polinomio de dos variables de grado n = 2 es de la forma

P(z,y) = a2,0$2 + a112Y + a2y + a1,0% + ap 1y + aop-
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El ntmero n se conoce como el grado del polinomio. Asi, cada vez que n = 1, la
curva algebraica queda reducida a una ecuaciéon de la forma

ax + by +c =0, (2.2)

que sera la ecuaciéon general de la recta.

En efecto, una curva algebraica con ecuacion ax + by + ¢ = 0 cumple la defini-
cion que se ha dado de linea recta en el plano, es decir, si tomamos dos puntos
cualesquiera que satisfacen la ecuacién de la curva, la pendiente del segmento que
determinan es constante, o bien la ecuacién se reduce a una ecuaciéon de una recta
vertical. Y viceversa, los puntos de una linea recta satisfacen una ecuaciéon de la
forma ax + by + ¢ = 0, para algunos ntimeros reales a, b y c. Veamos esto ultimo con
detalle.

Considere el conjunto de puntos (z,y) que cumplen la ecuacion ax + by + ¢ = 0.
Observemos que a # 0 0 b # 0 pues si a = b = 0, entonces la ecuacion se reduce
a ¢ = 0, en cuyo caso la ecuacién no es de grado n = 1. Asi, basta analizar los
siguientes tres casos:

s Caso 1. a = 0; entonces b # 0 y la ecuacion en este caso es: by + ¢ = 0. Asi
y = —1, que como se discutié anteriormente es la ecuaciéon de una linea recta
horizontal, y en tal caso la pendiente determinada por dos puntos es 0.

» Caso 2. b= 0; entonces a # 0y ax +c = 0. Asi x = —2, es la ecuacién de una
linea recta vertical, como ya se mencioné al inicio de esta seccion.

» Caso 3. a# 0y b# 0. Considere los puntos P, = (z1,41) y Py = (22,y2) tales
que axry + by; + ¢ =0y axs + bys + ¢ = 0. Entonces axy + by; = axs + bys y

asi
Y2 — U1 a
S — 2.3
To — X1 b ( )
En consecuencia, la pendiente entre ellos es m = —%, y no depende de los dos
puntos.

De forma reciproca, consideremos una recta. Si la recta es vertical o es hori-
zontal, ya se ha mostrado que cumplen ecuaciones de la forma z = a o y = b,
respectivamente. Consideremos una recta que no sea vertical u horizontal. Tomemos
dos puntos particulares de ésta, digamos los puntos P; = (x1,41) v Po = (22,%2), ¥
sea P = (z,y) un punto arbitrario de la recta. Como las pendientes entre cada par
de puntos es la misma, tenemos que :

Y= _ g
T—x To—T1

(2.4)
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Por lo que, (2 —x1)(y — 11) = (y2 — 1) (x — 1), de donde:
(Y2 — y1)7 — (02 — 21)y + T2y1 — Y21 = 0, (2.5)

que es de la forma, ax+by+c=0,cona =ys—y1, b = —(x2—x1) y ¢ = Tay1 — Yo 1.
Se resalta que los coeficientes a, b, ¢ no dependen del punto arbitrario (x,y).

Asi pues, es posible definir cualquier recta por medio de una ecuacién de la forma
ax + by + c = 0. Més adelante se vera que se puede hacer referencia a las rectas con
otras ecuaciones. La posibilidad de representar una recta con diferentes ecuaciones
es una ventaja importante a la hora de resolver un problema donde puede ser mas
apropiado considerar una ecuacién en particular que el resto de ellas. Esto debido
a la informaciéon que cada una de las ecuaciones de la recta pueden aportar. Para
terminar esta seccion y teniendo en cuenta lo anterior es importante mencionar que
para simplificar el uso del lenguaje se admitira escribir “la recta f(x,y) = 0” en
lugar de “la recta con ecuacion f(z,y) = 0”7, como estrictamente seria lo correcto.

2.2.1. Ecuacién de la linea recta pendiente ordenada al origen

Suponga que una linea recta no vertical ¢ con pendiente m corta al eje y en
un punto (0,b), ahora cualquier otro punto P = (z,y) de la recta y el punto (0, b),
determinan un segmento cuya pendiente cumple que m = yT_b, o de forma equivalente
el punto P = (x,y) satisface la ecuacion,

y =mx +b. (2.6)

Reciprocamente, siempre que las coordenadas de un punto cualquiera P = (x,y),
que sea distinto a (0,b) y que satisface la ecuacion (2.6), se tendra que los puntos
P = (z,y) y (0,b) tienen la misma pendiente, ya que se cumple la igualdad y — b =

. Yy — P .
m(xz —0), que a su vez se puede reescribir como m = =——. Lo tultimo es equivalente

x
a afirmar que P = (x,y) pertenece a la recta (. En otras palabras:

Teorema 2.2.2 Un punto P = (z,y) del plano, satisface la ecuacion y = mx + b
si, y solamente si, P = (x,y) pertenece a la linea recta no vertical { con pendiente
m y que corta al eje y en el punto (0,b).

La ecuacion (2.6) recibe el nombre de ecuacién de la linea recta pendiente
ordenada al origen. Més atin, si la linea recta no vertical ¢ tiene por pendiente
m = %, queda definida por la ecuacion y = Ex + k. Se observa que esta tultima
ecuacion es equivalente a la ecuacion general de la recta ax + by +c¢ =0, con a = p,

b= —qy c = gk. Inversamente, una ecuacién de la forma general ax+by+c = 0 que
define a una linea recta ¢ es equivalente a la ecuacién del tipo pendiente-ordenada
al origen dada por y = —fx — {.
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Observacion 5 La curva dada por la ecuacion y = ax+0b es la grafica de la funcion
f:R— R, definida por f(x) = ax + b. Recuerde que la grafica de f es el conjunto

Graf(f) = {(z,y) e R?|y = f(x)}.

Ejemplo 6. Para el cultivo de una rosa el primer dia se emplean 2 miligramos de
abono, posteriormente se le suministra abono pero aumentando la cantidad de ma-
nera constante cada dia que pasa. Si se quiere que en el dia 30 se suministren 62 mg
de abono, jqué cantidad debe aumentarse de abono cada dia, con respecto al dia
anterior?

Solucion. En principio se esta ante una progresion aritmética {ag, ai, ..., ay,, ...}
con ag = 2 y diferencia d, desde luego n es el n-ésimo dia y a,, la cantidad de abono
en miligramos suministrados el dia n. En este problema se buscara utilizar la funciéon
n — a, asociada a la sucesion en lugar de estudiar los elementos de la sucesion. Para
dar con la ecuacion de la forma (2.6) que defina la linea recta que se busca, tome
en cuenta que esta linea recta debe cortar al eje y en el punto (0,ag) = (0,2). Por
otro lado, la pendiente entre cualesquiera par de puntos (n —1,a,-1) y (n,a,), con
n>1es

m:M:a —a, 1 =d.
n—(n-—1) o
Por lo tanto, por el teorema anterior la ecuacion que define la recta buscada es
y = dx + 2, es decir que d es al mismo tiempo la pendiente de la recta asociada a
la sucesién como la diferencia de esta misma. Luego, a,, = a(n) = dn + 2, y como
buscamos que azy = 62, entonces (30,62) es un punto en la recta en cuestion y asi
62 = d(30) + 2. Por lo tanto el nimero buscado es d = 2. Es decir, cada dia se debe
aumentar 2 mg de abono al suministrado el dia anterior.

Ahora, se consideran dos lineas rectas de la forma y = mx +by y = m'z + V.
Tenemos dos casos:

Caso 1. Si m = m/, entonces se tienen dos subcasos:
(1) Sib =1V, las rectas son iguales.

(7i) Si b # V', entonces las rectas son paralelas y diferentes. Ya que tiene la misma
pendiente pero cortan al eje y en puntos distintos.

Caso 2. Si m # m/, la pareja de ntiimeros reales

b—Vb _bm’—b’m

To=—F—— Y Y

/ )
m —m

m' —m
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satisface el sistema de ecuaciones

{y:mx—i—b 27)

y=m'zx+

Lo que quiere decir que hay un punto P = (g, yo) que satisface las ecuaciones de
las lineas rectas y = max + by y = m'x + V', por lo que en tal punto las lineas rectas
se intersecan. Reciprocamente, si las lineas rectas y = mx + by y = m'z + V' se
intersecan en un punto P = (xg, o), la pareja de niimeros reales (g, yo) satisface el
sistema de ecuaciones (2.7) si, y solo si se satisface la igualdad

(m —m')z = (b-1b),

la cual tiene solucion si, y solamente si m % m’. De lo anterior, se afirma lo siguiente.

Teorema 2.2.3 (A) Dos rectas y = mx+b yy = m'z+b son paralelas y diferentes
st, y solo si tienen la misma pendiente y cortan al eje y en puntos distintos, es decir,
sim=m'yb#1.

(B) Dos rectas y = mx +b ey = m'az + 1 se intersecan si, y solo si m # m/, en
cuyo caso el punto comuin es (o, 1) = (2=, b =bm),

m/'—m?’ m’'—m

No siempre es necesario contar con el punto (0, b) para obtener la ecuacion, como
en el ejemplo anterior. La razén subyace en el hecho de que al conocer un punto
Py = (z9,y0) de la linea recta y su pendiente m, la ecuacion (2.6) es equivalente a

Yy = yo +m(z — xo), (2.8)

donde la b en (2.6) es b = yy—may. La ecuacion anterior se conoce como la ecuacion
de la recta con pendiente dada y que pasa por un punto dado Py = (xg, ¥o)-

Maés atn, es posible determinar la ecuacién de la linea recta que pasa por dos
puntos distintos cualesquiera P, = (x1,y1) y P» = (22,92). Si 1 = x9, la ecuacion
buscada solo puede ser x = x; = x9, esto es, la ecuacidon es la ecuaciéon de una
recta vertical. En cambio, si x1 # x», la recta que pasa por P; y P, tiene inclinacion

m = % Luego, la linea recta queda definida por cualquiera de las ecuaciones
siguientes
Y2 —
=1y + T —T), 2.9
Y= g — 361( 1) (2.9)
Y=y + Y2 (x — x2). (2.10)
T2 — I
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Ambas ecuaciones describen la misma recta, es decir la linea recta que pasa por
Py = (z1,y1) y P» = (%2,2), y cuya inclinaciéon o pendiente es m = % Tanto
a la ecuacion (2.9) como a la ecuacion (2.10) se les conoce como ecuacion de la
recta que pasa por dos puntos dados. Reciprocamente, cualquier punto (z,y)
que cumpla (2.9) o (2.10), entonces cumple la ecuacion (2.8), donde la pendiente es
m = £2=YL En consecuencia también satisfacen una ecuacion de la forma y = maz+b,

xro—x1
con b =1y, — mxy.

Ejemplo 7. En una progresiéon aritmética, el quinto término vale 30 y el vigésimo
vale 50. ;Cuanto vale el octavo término de esta progresion?

Solucién. Se considera la recta ¢ que contiene los siguientes puntos P = (5,30) y
@ = (20,50). Luego, ¢ esta representada por una ecuacion de la forma,

Y2 — U1
To —T1

Yy =1y + (x — x1).

De este modo, se tiene que

4
y:30+§(x—5).

Entonces, al evaluar en x = 8 se tiene que y = 30 + %(8 — 5) = 34. Por lo tanto, el
octavo término vale 34.

2.2.2. La ecuacion vectorial

También, se puede emplear el lenguaje vectorial para expresar la ecuacion de una
linea recta ¢, que pasa por el origen O = (0,0) y cuya direccion queda determinada
por un vector ¥ = (u,v) que parte del origen del plano cartesiano (asi seran todos
los vectores que trabajaremos en esta parte, parten del origen y terminan en un
punto (u,v), abusando del lenguaje el vector v = (u,v) queda indistinto de su punto
final (u,v)). Basta tener en cuenta que multiplicar al vector ¥, conocido como el
vector director de la recta, por un escalar ¢ € R da como resultado el vector
tv = (tu,tv) que tiene la misma direccion que . El sentido del vector ¢¥ es opuesto
a v sit <0, en cambio, sit > 0 el sentido del vector tv es el mismo que el del vector
v. La longitud, magnitud o norma de un vector es por el Teorema de Pitagoras:
17| = ||(u,v)|]| = vu?+ v2%, ver Figura 2.5. En la Figura 2.6 se ilustra como la
multiplicaciéon de un vector por un escalar también cambia su magnitud si t # 1;
por ejemplo, si [t| < 1, entonces la longitud de t¥' es menor que la de ¥y si [¢t| > 1,
entonces la longitud de tv es mayor que la de v, lo anterior se sigue de la validez de
la siguiente identidad,

|[tal] = J¢] 191
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vV u? 4 v?

u

Figura 2.5: La longitud de un vector se obtiene del teorema de Pitagoras.

t>1

<y

0<t<1

0<t<—1

t< -1

Figura 2.6: Observe como cambia un vector al multiplicarlo por un escalar t.

Teniendo en cuenta lo anterior, la recta ¢y, estd formada por todos los miltiplos
escalares del vector v = (u,v), en otras palabras la recta es el conjunto

by = {0 :u=1t0= (tu,tv), t € R}.
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2.2. Ecuacion de la linea recta

De manera parecida, tal como se ilustra en la Figura 2.7, se expresa en términos
vectoriales la ecuacién de una recta que pasa por un punto del plano P = (a,b) y
con la direccion del vector U = (u,v), de la siguiente manera, si p es el vector con
punto final (u,v), la recta la denotamos por {55 y es,

gﬁ’gZ{ﬁiﬁ:ﬁ—Ftﬁ, tGR}. (211)
Uy
P
| P4t
/ ﬁ KO,U
tu
sU
s<0 t>0

Figura 2.7: Observe que las lineas rectas {55 y {o, poseen la misma direccion.

La ecuacion (2.11) se conoce como la ecuacion vectorial de la recta. Escribir de
este modo la ecuacion de una recta da la ventaja de expresarla en términos de un
solo pardametro. También se puede deducir una expresion vectorial para un segmento
sobre la mencionada recta. Para esto, recuerde que el vector director ¥ = (u,v) de
una recta ¢ se puede obtener al conocer un par de puntos de ella, si por ejemplo
A= (a,b)=dy B=(cd) = b son puntos de £, entonces se tiene que

T=b—a=(c—a,d—Db).

Por lo tanto, las coordenadas de un punto cualquiera U = (z,y) = u en la recta
estan dadas por la siguiente expresion,

G=a+t0=a+tb—a) (2.12)

o bien escrito en coordenadas cartesianas como,

{x:(l—t)a—i-tcza‘i‘t(c_a)? (2.13)

y=1—-t)b+td=0b+1t(d—"0),
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con=b—a= (¢c—a,d—>b)ytun parametro que puede tomar cualquier valor
real. Cualquiera de las ecuaciones anteriores son conocidas como la ecuacién pa-
ramétrica de la recta que pasa por dos puntos A y B.

Pero, si se quiere solo definir el segmento que va de A a B basta considerar las
ecuaciones (2.13) con t € [0, 1].

Ejemplo 8. Encontrar las coordenadas del punto medio M = (x,y) = mi entre los
puntos Ay = (zo,v0) = ap y A1 = (z1,y1) = aj. Para hacer esto basta tomar t = %,

en cualquiera de las ecuaciones anteriores donde @ = ag y b = aj , por ejemplo:

. 2o + 21
l’—l’0+2(l’1 $0)— B ,
_ 1 Yot
y—yo+2(yl Yo) = 5
Es facil verificar que ||ag — m|| = ||m — ai]], lo que confirma que M es el punto

medio del segmento AgA;. Se hace notar también que m = @

Veamos ahora como se puede pasar de la ecuacion paramétrica (2.12) a la ecua-
cion general de una recta.

Si el vector direccion U = (¢ — a,d — b) es paralelo al eje y es decir ¢ — a = 0,
se tiene que x — a = 0, que es la ecuacién general de una recta vertical. Si el vector
direccion v = (¢ — a,d — b) es paralelo al eje = es decir d — b = 0, se tiene que
y — b =0, que es la ecuaciéon general de una recta horizontal.

Si el vector direccion ¥ = (¢ — a,d — b), es tal que ¢ —a # 0y d — b # 0, basta
despejar t de (2.13) en ambas ecuaciones,

— —b
r—a p Y

t = -7
c—a Y d—1b’

e igualando, se obtienen las siguientes ecuaciones equivalentes

(z —a)(d—"b) = (y —b)(c—a)
(d—=b)z+ (a—c)y+ (bc —ad) =0
Az + By+C =0,

con A=d—b B=a—cy C =bc—ad.
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2.2. Ecuacion de la linea recta

También, es facil pasar de una ecuacién general Ax + By + C' = 0 a una ecuacion
paramétrica 2.13. Observando la forma del vector direcciéon en la ecuaciéon para-
métrica, el vector direccion es ¥ = (—B, A), y un punto que cumple la ecuacion
Az + By + C = 0, y por tanto un punto de la recta, es (0, ——) si B # 0 o bien
(—% € 0)si A#0.Si B+#0, entonces como (0, ——) es un punto de la recta, para
cualquler punto U = (z,y) = @ en la recta se tiene que (z,y) = (0, —%) + ¢7, con
t € R, y viceversa, cualquier punto (0, —%) + {0 para algin t € R pertenece a la
recta. Del mismo modo si A # 0, entonces como (—%, 0) pertenece a la recta, para
cualquier punto U = (z,y) = @ en la recta se tiene que (x,y) = (—%, 0) + t¥, con
t € R, y cualquier punto (—%, 0) + tU para algin ¢ € R pertenece a la recta. En
cualquier caso la recta con ecuacion Ax + By + C = 0 queda representada por una
ecuacion paramétrica 2.13. Asi, queda establecida la equivalencia de las ecuaciones
de la recta vistas hasta ahora.

2.2.3. La ecuacion normal

Vistos de manera geométrica, dos vectores son paralelos si tienen la misma
direccion y sus sentidos son iguales u opuestos, es decir, si forman un angulo de
+180°. Por otro lado, si los vectores en cuestion forman un dngulo de +90° se dice
que estos son vectores ortogonales o perpendiculares.

Ub,

lall | *
[19]

O a

Figura 2.8: El vector @ = (x,y) = U es el resultado de rotar en sentido positivo al
vector v. Estos vectores forman un triangulo.

Por ejemplo, en la Figura 2.8 se ilustra como al rotar 90° un vector v = (a, b), no
nulo, en sentido positivo (es decir, en sentido contrario al avance de las manecillas
del reloj), se obtiene un nuevo vector @ = (z,y) que como mostramos mas adelante,
cumple 4 = (z,y) = (=b,a).
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Si consideramos los puntos finales V' = (a,b) y U = (z,y) de los vectores ¢y 1,
estos son ortogonales pues el tridngulo AOVU, de la Figura 2.8, es isésceles pues
||d]]? = a* +b* = ||7]|?, y es un triangulo rectangulo. En tal tridngulo rectdngulo se
cumple el Teorema Pitagoras, pero el cuadrado de la hipotenusa es,

17 —l|* =1l(a,b) = (z,9))II"
=l(a—=b—y)|*
=(a—x)"+(b—y)’
= (a® + %) + (2” +y*) — 2(az + by)
= ||91* + |la]* — 2(az + by),

que es igual a la suma de los cuadrados de los catetos, menos el factor 2(az + by),
este factor debera ser cero para que se cumpla Pitagoras. Pero basta con,

ax + by = 0. (2.14)

Pero, los vectores u; = (—b,a) y u3 = (b, —a) cumplen la ecuacién anterior y ||uz||> =
|u1]]? = a® + b* = ||4]|?, luego @ = (—=b,a) o 4 = (b, —a).

Reciprocamente, si un vector 4@ = (x,y) = U cumple (2.14), entonces @ = (z,y) es un
vector ortogonal a v = (a,b) = V. Para probar esto, considere el triangulo AOUV
cuya hipotenusa corresponde a un vector paralelo a @ — v. Como en el tridngulo
AQOUV , el cuadrado de la hipotenusa es la suma de los catetos al cuadrado, pues se
cumple que

1@ —9* = [/(a, b) — (z,y)|I*
= l(a—=b—y)|*
=(a—2)"+(b—y)
=a’ + 2% — 2ax + b* + % — 2y
=a’>+ b + 2 + y* — 2(ax + by)
=a’+ b + 2% +y* —2(0) por (2.14)
= ll(a, D)II* + {1 (z, I,

entonces, nuevamente por el Teorema de Pitagoras, este triangulo es rectangulo y
asi el angulo entre los vectores @ y ¥ mide £90°. Mas aun, el vector @ = (x,y) = U
debe ser paralelo al vector (—b,a), que ya se prob6 forma un &ngulo recto con el
vector U, es decir que para algin ntimero real ¢ se cumple que @ = t(—b, a). De ahora
en adelante dado cualquier vector v = (a,b) se denotara al vector (—b,a), como

7t = (=b,a).

42
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Lo anterior también motiva una nueva operaciéon entre vectores - : R? x R? — R tal
que para (a,b), (z,y) € R? arbitrarios, se define,

<a7b) ’ (xay) =ar + bya

y a esta operacion se le conoce como producto punto o producto interior. Se tra-
ta de una operacion entre vectores cuyo resultado siempre es una magnitud escalar.
Esta operacion es conmutativa, asociativa y distributiva sobre la suma de vectores.
También es lineal en cada factor. Més atn, por lo anteriormente discutido, podemos
afirmar que los vectores (a,b) y (z,y) son ortogonales si, y solo si (a,b) - (x,y) = 0.

Otra propiedad referente al producto interior, es que se puede expresar al cua-
drado de la norma de un vector (a,b) como [|(a,b)||* = (a,b) - (a,b). Precisamente,
por esta misma razon (a, b)-(a,b) > 0. Mas atn, si el vector (a, b) es no nulo entonces
a # 00 b # 0, luego en este caso se tiene que (a,b) - (a,b) > 0. Esto se usara para
probar el siguiente resultado

Proposicion 2.2.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Dados dos vectores il y
U se cumple que

- o] < |Ja]] ||v]]

Demostracién. Si @ = (0,0) o ¥ = (0,0) el resultado es inmediato. Supongamos

entonces que ambos vectores @ y ¢ son no nulos. Entonces @ -4 # 0y ¢ - ¥ # 0. Sea

u-v L . . .
A= —— y sea w = 4 — A\U. Ahora, observe que por las propiedades anteriormente

U
citadas del producto interior, se tiene que

U =7-(d— \V)
=U-U—7-AU

— — ﬁ.ﬁ—» —

=0 -U— U U

£l
|
ST
ISISTINSY

Il
o
£y
|
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Entonces,

= (U - W — \U - W)
=u-uW pues v - w =0
= - (U — \U)
=U-U— A0 U
—».—»2
:ﬁ'ﬁ_(u_’vﬁ)
U-U
Pero w - w > 0, entonces
(@-0)* < (@) (7-0) = [|a]* [|7]]*.

y al sacar raiz cuadrada en ambos lados, se obtiene la desigualdad buscada.
|

De lo anterior, —1 < IIWQILI.T\ | < 1, y a esta expresion se le conoce como el coseno
U,

, se denota por 6 = 0(u,v) al angulo y se escribe
cos 6.

Corolario 2.2.1 (Desigualdad del Triangulo) Dados dos vectores i y U se cum-
ple que

@ + o] < [fal] + [|v]]-

Demostracién Por la proposicion anterior,

1l + 2a - v + ||0]]*
1l |* + 2[fl| (|91} + ||9]]*
= (lall + [171)?,

=

y sacando raiz cuadrado en ambos lados de la ecuaciéon se obtiene la expresion
deseada.
|

De acuerdo a lo anterior y considerando dos lineas rectas ¢; y /5, en el lenguaje
vectorial, estas son lineas rectas perpendiculares si sus vectores directores son
perpendiculares.
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De manera similar, ¢; y {5 son lineas rectas paralelas si son distintas y es
posible expresar sus ecuaciones con el mismo vector director. Note que para esta
altima definicién no se pide que los vectores directores sean paralelos, pues se pue-
den definir varios vectores directores para una misma recta, los cuales resultaran ser
multiplos escalares los unos de los otros. Aqui es importante notar que dadas dos
lineas rectas con el mismo vector director que pasan por el mismo punto, son iguales.

Ahora, se observara que el lugar geométrico de los puntos P = (x,y) ortogonales
a un vector 7 = (a, b), coincide con la linea recta que pasa por el origen y que tiene
ecuacion, ax + by = 0,

C=A{(z,y): (a,b) - (z,y) =0} = {(z,y) : ax + by = 0}, (2.15)

Al vector 7i = (a, b) se le conoce como el vector normal de la recta. Desde luego el
punto (—b,a) es un punto de ¢ y el vector ¢ = (—b,a) es un vector direccion de la
recta (. Del lado izquierdo de la Figura 2.9 se ilustra una recta con su vector normal.
Notemos que el vector normal de una recta siempre es ortogonal al vector director
de ésta, y viceversa, cualquier vector ortogonal al vector director de una recta es un
vector normal, y cualquier vector ortogonal al vector normal es un vector director
de la misma recta.

F(ag, bo)

Figura 2.9: En la figura de la izquierda la recta que pasa por el origen con ecuaciéon
normal (2.15), y en la figura del lado derecho la recta con ecuacion (2.16)

Si la recta ¢ no pasa por el origen, considere uno de sus puntos A = (ag, by). Igual-
mente, suponga que su vector normal es 7 = (a,b). Entonces la recta ¢ es el lugar
geométrico de todos los puntos (z,y), tales que el vector que parte de A = (ay, bo)
a P=(z,y), es decir A— P = (ay — x,by — y), es ortogonal a 7. En otras palabras
¢ queda definida por el siguiente conjunto
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f: {(I’,y) : (a’7b) ' ({E _a0ay_b0) = 0}
={(v,y) ra(r—ap) +b(y —by) =0}
={(z,y) : ax — aay + by — bby = 0}
= {(z,y) : ax + by — (aao + bby) = 0}
Luego, al hacer ¢ = —(aag + bby), se obtiene la siguiente ecuacion (ver Figura 2.9)

¢ ={(z,y) : ax + by + c = 0}, (2.16)

También es facil convencernos de que un vector normal a la recta que pasa por los
puntos A = (a,b) y B = (¢,d) es i = (b — d,c — a), ver Figura 2.10. Por lo que la
recta por los puntos A = (a,b) y B = (¢, d) es,

(={(z,y): (b—d,c—a)-(x —a,y—b) =0}.

\r! —b,c—a)

(z )

Afa, b) /'(f- —a,b—d)

Figura 2.10: El segmento por A y B es ortogonal a 7 = (d — b,c — a), y es paralelo
at=(c—ab—d).

Desarrollando la ecuacion de la regla de correspondencia, se tiene que la recta
buscada esta formada por los puntos (x,y) tales que sus coordenadas cumplen que

(z—a)(b=d)+(y—b)(c—a)=0,

Pero, esta ecuacion se puede reescribir, sib—d # 0y ¢ —a # 0 como

r—a y—>b

b—d c—a
que es la ecuacion de la recta (2.4), pues ¢ —a y b— d son la abscisa y ordenada del
vector director de la recta que se describe, respectivamente. La ecuacion anterior se
puede reescribir como,

y
+_
B
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2.2. Ecuacion de la linea recta

bc — ad bc — ad

b—d yB= c—a

ciéon normal de una recta. Es 1til notar que los puntos («,0) y (0, 5) pertenecen a

la recta y que (b, —a) - (¢,d) = bc — ad. Reciprocamente, de una recta con ecuacion

general ax + by + ¢ = 0, se tiene la ecuacion —a? — b? = 1, que es equivalente a la

ecuacion £ + % =lcona=—7yfB=—7 Luego, si v =0 entonces y = —7 y si
&}

y = 0 entonces x = —=.
a

con o = . La ecuacion anterior (2.17) se conoce como la ecua-

La discusion anterior, se puede aplicar al segmento P; P, con extremos P; = (a, b)
y Py = (ag, by) notando que todos los puntos P = (x,y) que sean perpendiculares a
n = P, — P;, cumplen la siguiente igualdad

x(a —ag) +y(b—by) =0,

que define una recta que pasa por el origen y tiene vector director 7it. Pero si se

quiere definir la recta que pasa justo por en medio del segmento P; P, se puede con-

. . i P+ P
siderar al punto medio de dicho segmento M = Lo y a la recta £y, 71 que se

le conoce como la mediatriz de P, y P, que a su vez es el conjunto de todos los
puntos equidistantes de P, y P, ver Figura 2.11.

Figura 2.11: La mediatriz de los puntos de los puntos P; y Ps.

Teniendo en cuenta lo visto hasta ahora, ya se cuentan con bastantes herra-
mientas para determinar més relaciones geométricas, entre rectas y otras curvas,
valiéndonos de vectores y parametros.
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El siguiente ejemplo solo requiere de recordar que la ecuacion que define la cir-
cunferencia unitaria con centro en el origen es 2% + y?> = 1. Mas atin, por lo visto
hasta ahora se cuenta con las condiciones adecuadas para encontrar expresiones que
definan las distancias entre un punto y una recta y la distancia entre dos rectas, que
serd lo préoximo a hacer en la siguiente seccion.

Ejemplo 9. Una proyeccién estereografica. Determinar una biyeccién entre los
niameros reales y la circunferencia unitaria con centro en el origen (que se denota
por S), sin el punto N = (0,1) . Esto es que a cada nimero real se le puede asociar
uno y solo un punto de S\ {N}, y reciprocamente a cada punto de S\ {N} se le
puede asignar un tnico nimero real.

&

U = (u,v)

Figura 2.12: En la proyeccion estereografica, a cualquier punto del eje x se le asocia
un dnico punto de la circunferencia unitaria.

Se mostrara que la biyeccion definida de la siguiente manera cumple el enunciado:
a cualquier nimero real k le corresponde el tinico punto C' en S\ {N'} y que pertenece
a la recta que pasa por los puntos N = (0,1) y B = (k,0), ver Figura 2.12. La
ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos N y B es:

T =tk
y=1—1

Ahora, se debe de determinar ¢ de modo que C' = (x,y) esté a distancia uno del
origen, o equivalentemente que esté sobre la circunferencia unitaria con centro en
el origen: 2 + y* = 1. Entonces, se debe cumplir que t?k* + (1 — t)? = 1, y esta
ecuacion se reduce a,

(1+ kAt = 2t,
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2

luego los valores de t buscados son t = 0ot = Si t = 0, se obtiene el punto

1+k2-
N =(0,1).Sit= 14—%’ entonces r = li’ZQ yy = izﬂ Por lo tanto, el punto buscado

€s

2k kK?—1
O: T 197719 , 4 )
(1+k2 k2—|—1)

que es el unico punto (ademés de N) que esta sobre la recta y que su distancia al
origen es igual a 1.

Ahora, considere un punto U = (u,v) en S, diferente de N. La ecuacion de la
recta que pasa por N y U es y = “T_lx + 1. Luego, el punto (z,0) esté en la recta,
si cumple la ecuacion, ”;1x +1 =0, por lo z = -, entonces el nimero real que se

U

le asigna al punto U es x = .

2.2.4. Rectas perpendiculares y paralelas

Antes de plantear la pregunta que motivara lo préoximo a discutir, recordemos
que la distancia entre dos puntos P(x1,y;) v Q(z2, y2) esta dada por la expresion

d(P,Q) = /(w2 — 21)% = (2 — y1)*. (2.18)

Rectas perpendiculares

Hemos senalado que dos rectas dadas en forma vectorial son ortogonales o per-

pendiculares si sus vectores direcciéon son ortogonales, mostraremos ahora algu-
nas equivalencias de esta nocién de perpendicularidad y veremos condiciones para
que dos rectas, utilizando otro tipo de ecuaciones, sean perpendiculares. Por ejem-
plo, ;cuales son las condiciones para que dos rectas no verticales con ecuaciones,
y=mux +byy=mex+ b sean perpendiculares?
Para responder esto considere las rectas con las mismas pendientes que las rectas
mencionadas: y = mix vy y = meox, pues éstas serdn paralelas a y = mqxz + by
y = max + ', respectivamente, luego sus vectores directores son iguales, luego si
unas son perpendiculares las otras lo serdn también. La ventaja de esto es que las
rectas y = myx y y = mox pasan por el origen, ver Figura 2.13. Asi, puede tomar los
puntos P = (1,m;) y @ = (1, my), y si los segmentos OP y OQ) son perpendiculares,
el tridngulo O PQ) es rectangulo y por Teorema de Pitagoras y su inverso, esto sucede
si, y solo si
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d(P,Q)* = d(0, P)* +d(0,Q)*

2 2
::¢1+nﬁ—%¢1+mg

=1+mi+1+mj

Y= mix

D

Figura 2.13: El tridngulo OPQ).

Por otro lado d(P, Q) = my — mg, asi

(ml—m2)2:1+mf—|—1+m§,

que es equivalente a

m? —2mimy +mi =1+m? + 1+ m?

que se cumple si, y solo si mom; = —1. Que su vez es equivalente a que mgy = %
En el caso de las rectas y = miz+by y = max+b' por lo observado anteriormen-
te son perpendiculares si, y solo si mom; = —1. Por lo tanto, dos rectas no verticales

son perpendiculares si y solamente si sus pendientes son reciprocas negativas entre si.

Es posible reformular este resultado en términos de la ecuacién general de la
recta.
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2.2. Ecuacion de la linea recta

Teorema 2.2.5 Para que las lineas rectas ax +by+c=0 yadx+by+c =0 sean
perpendiculares es una condicion necesaria y suficiente que, aa’ + bb' = 0.

Demostraciéon Simplemente, hace faltar notar que las pendientes de las lineas

a/

rectas ar +by+c =0y dz+0y+c =0sonm=—¢ym' = —%, respectivamente.
Por el resultado anterior, si las lineas rectas ax +by+c¢ =0y a'z + by + ¢ =0 son
ortogonales si, y solo si —Z—,/ = % Lo cual sucede si, y solo si aa’ + bb' = 0. |

En otras palabras, si las rectas ax +by+c =0y d'z+b'y+ ¢ = 0 son perpendi-
culares, como sus vectores normales son 77 = (a,b) y n’ = (d’, V'), respectivamente,
entonces se cumple que

(a,b) - (a', V') = ad + bb' =0,

que asegura que los vectores normales son ortogonales. Desde luego el reciproco es
cierto.

También se pueden usar los vectores directores 7 = (—b,a) y v/ = (=U',d’) de las
rectas ax + by +c =0y d'xz + by + ¢ = 0, respectivamente, para verificar que

—
!/

U-v

= (=b,a) - (=V,d)=ad + 0V =0.

N
N
N

Figura 2.14: Los vectores normales y directores de rectas ortogonales, son ortogonales
entre si.

Rectas paralelas

Primero, es necesario analizar cuando dos ecuaciones definen la misma recta.
Dos ecuaciones de la forma y = miz + b e y = max + ', definen la misma recta,
cuando b = b'; que es la ordenada del punto en que esta recta corta el eje Y), y las
pendientes de las rectas coinciden, m; = mo.
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Capitulo 2. Polinomios lineales

Ahora, para todo k # 0 las ecuaciones ax + by + ¢ = 0 y kax + kby + kc = 0 definen
la misma recta. Mas atin, se puede probar que si las ecuaciones ax +by +c =0y
ar+ by + = 0 definen la misma recta entonces existe k # 0 tal que o' = ka,
b' = kby ¢ = kc. Para probar esto, suponga que b # 0. Esto equivale a decir que
la recta ax + by + ¢ = 0 no es vertical, como a’z + b'y + ¢ = 0 es la misma recta,
entonces no es vertical por lo que b’ # 0. Luego las rectas quedan tambié/n deﬁnide}s

. ! /
por las ecuaciones y = —jr —jey=—Lr— 5, por lo tanto ¢t -t yi=2g

Haciendo k = %l se tiene b’ = kb, a' = kay d =ke. Sib=0, larectaar+by+c=0
es vertical, lo mismo que la recta a’'x + b'y + ¢ = 0, luego ' = 0. Las rectas ahora
tienen la forma ax+c¢ =0y d’z+ ¢ = 0, que son rectas verticales que cortan al eje
en el mismo punto, con = —£ en una y en la otra r = —2—’,, por lo que £ = Z—’,, este

valor comtn es el que sirve como k. Lo anterior lo podemos resumir en el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.6 Las ecuaciones ar+by+c=0ydx+by+c =0 definen la misma
recta si, y solamente si, existe k # 0 tal que o' = ka, b’ = kb y ¢ = ke.

Analicemos cuando dos rectas ax + by +c = 0y d'x + by + ¢ = 0 diferentes
son paralelas. Primero, bajo el supuesto de que b # 0, es decir que la primera no es
vertical y como son paralelas la segunda no es vertical y entonces también se cumple
que b’ # 0. Asi las rectas estan representadas también por las ecuaciones

__8, n c ., a n c
y b b y y b/ b/?
respectivamente. Su paralelismo equivale a decir que § = ‘;—,, vy iF g—: Poniendo

b/

b &

’ .

k= %, se sigue que a’ = ka, b/ = kb y ¢ # kc. Pues en el caso de que ¢ = kc =
. / C ey,

se sigue que & = £, que es una contradiccion.

En el caso de que b = 0, entonces por el paralelismo ¥’ = 0 y resulta que las dos

rectas son verticales y estan representadas por las ecuaciones v = —< y r = —%5.
. / . / /
Entonces, si k = %, 0/ = kby ¢ # ke. Pues si ¢ = ke = %¢, se cumple que & = £,
a a a a
. . . / .
lo que implica que las ecuaciones x = —¢ y x = —% definen la misma recta, una

contradiccion. Por lo tanto ¢ # ke.

Reciprocamente, si existe k # 0 tal que @’ = ka, b/ = kb y ¢ # ke, las ecuaciones
ar+by+c=0ydx+by+ < =0 no pueden poseer una soluciéon en comin, pues
si ax + by + ¢ = 0, se tiene que d'z + b'y = —kc # —. Por lo tanto, las rectas
representadas por estas ecuaciones no se cortan en algin punto, luego son rectas
paralelas.

En resumen se tienen los siguientes resultados.
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2.2. Ecuacion de la linea recta

Teorema 2.2.7 Las rectas ax +by +c =0 y d'z + by + ¢ =0 son paralelas si, y
solamente si, para algin k # 0 se tiene o' = ka, b/ = kb y d # kc. [ |

Teorema 2.2.8 Las rectas ax+by+c =0 yadx+by+c =0 tienen un inico punto
en comun si, y solamente si, para todo nimero real k # 0, se cumple que a’ # ka o

b £ kb. n

Observe que cada vez que se cumplen las igualdades @’ = ka y b’ = kb, con a # 0,
a #0,b#0y b #0, se tiene que % = % Esta ultima igualdad es equivalente a
que se cumpla que Z—l, = g Luego, ab' = ba’ y ab' — ba’ = 0, también son igualdades
equivalentes. Por lo tanto, de los teoremas anteriores, se puede concluir el siguiente

resultado.

Corolario 2.2.2 (A) Las rectas ax + by +c =0y dx + by + ¢ = 0 son paralelas
si, y solamente si, abl — a’b = 0.

(B) Las rectas ax+by+c =0y dx+by+c =0 son concurrentes si, y solamente
si, abl — a’b # 0.

Ejemplo 10. Se realiz6 un estudio de la cotizacion de las acciones de dos empresas
hipotéticas. Las acciones de la primera empresa, empiezan costando $800,000 y se
devaltan en $1,000 por cada afio, mientras las acciones de la segunda empresa co-
mienzan en un valor de $480,000 y disminuyen en $5,000 cada ano de uso jhabra
un ano donde las acciones de ambas empresas cuesten lo mismo no importando si
se evalian con valor de empresa negativo?

Solucién Se puede pensar que en el plano cartesiano, los nimeros en el eje x
representan el tiempo con unidad de tiempo un ano y los ntimeros en el eje y son
el precio de las acciones medido en miles de pesos. El crecimiento del valor de las
acciones, sigue un modelo de una progresion aritmética, en la primera empresa el
valor de una accion en el ano n es a;(n) = 800 + n, que es la ecuaciéon de una recta
que pasa por los puntos (0,800) y (800, 0). Igualmente, la recta as(n) = 480 + 5n,
que pasa por lo puntos (0,480) y (96,0) modela el precio de las acciones de la se-
gunda empresa. Luego, como la pendiente de la primera recta es 1 y la pendiente de
la segunda recta es 5, ambas rectas tendran un punto en comun. Por lo tanto, hay
un ano, puntualmente en n = 80, donde ambas acciones valdran lo mismo.

Es relevante hablar de la distancia entre dos rectas paralelas o la distancia que
separa un punto de una recta. Ahora, considérense dos rectas paralelas az+by+c = 0
yar+by+c =0.Sia=0yb=# 0, entonces ambas rectas son paralelas al eje x y su

c c

distancia es ‘E — 3|. De forma similar, si b = 0 y a # 0, entonces ambas rectas son

paralelas al eje y y su distancia es |§ — %‘ Entonces supongamos que a # 0y b # 0.

23



Capitulo 2. Polinomios lineales

Observe que ambas rectas ax + by +c =0y ax + by + ¢ = 0 son perpendiculares
a br —ay = 0. Pues las pendientes de ax + by +¢c =0y de ar + by +c =0
son las dos iguales a m; = —7, y la pendiente de bxr —ay = 0 es my = S, como
mq - mo = —1 son ortogonales. La recta bx — ay = 0 pasa por el origen, y corta a las
rectas ar +by+c =0y ax+ by + ¢ =0 en los puntos P y @), respectivamente. Las
coordenadas de dichos puntos se obtienen resolviendo los correspondientes sistemas
de ecuaciones

ar+by+c=0
br —ay =0

axr+by+c =0
br —ay =0

Como a # 0y b # 0, entonces a® 4 b # 0. Luego, se obtiene que P = (257, %)
_ ac’ be
y Q - (a2+b2’ a2+b2)'
La distancia entre las dos rectas dadas es la distancia entre los puntos Py Q.
Otro célculo sencillo nos da que,

| —c]
Va? + b?

Para calcular la distancia de un punto P = (9, ) a la recta ¢, dada por ax +
by + ¢ = 0, se observa que ¢ la recta paralela a ¢ que pasa por P tiene la siguiente
ecuacion: ax + by + ¢ = 0, donde ¢ = —(axg + byy) y que la distancia de P a ¢ es
igual a la distancia entre esas dos rectas paralelas £ y ¢, es por lo que se acaba de
observar igual a,

d(P,Q) =

|e—d | B | axo + byo + ¢ |
~/a2+b2 ~/a2+b2 ’

Lo siguiente es una manera alternativa de encontrar la distancia de un punto
a una recta con ecuacion de la forma y = max + b y se ilustra en la Figura 2.15.
Consideraremos que el P = (u,v) no pertenece a la recta. Supongamos la distancia
de P ala recta es a. También tome en cuenta el punto de la recta Q = (u, mu+b) y
a O el pie de la perpendicular de P sobre la recta. Observe que se forma un tridngulo
rectangulo O PQ), por encima de la recta. Después, considere un tridngulo rectangulo
cuya hipotenusa esté sobre la recta, con uno de los lados paralelo a PQ y que éste
mida m, mientras que el otro cateto sea de longitud 1, como se ve en la figura 2.15.

Luego, los triangulos rectangulos construidos son semejantes, pues tienen un par
de angulos iguales: el angulo recto y los dngulos 6; y 65 miden los mismo ya que esté
entre lados paralelos y una recta secante. Por lo tanto, la semejanza garantiza que,

d(P,0) = d(P,Q) =

(2.19)
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2.2. Ecuacion de la linea recta

a 1

v—mu—b Itm?

y asi

_Jv—mu—>b|
Vitm?

Note que esta ultima expresion coincide con la encontrada antes (ecuacion (2.19))
Al considerar el punto Py = (xg, %) = (u,v) y convertir a la recta y = mx + b en su
forma ecuacion general, mx — y + b = 0, que nos daria,

d(P,{) =«

Cmao—yo+b| |mu—v+b| |v—mu—>]

d(Py. () = _ _
PO ="Tarm ~ iz i

P = (u,v)
\

L

y=mx+b

mu+ by ---
|

Figura 2.15: La construccion de los triangulos semejantes sobre la recta y = max + 0.

2.2.5. Colinealidad

Para terminar esta seccion, veamos como verificar la colinealidad de tres puntos
Py (z1,11), P2 (z2,y2) y Ps(x3,y3), es decir que pertenezcan a la misma linea recta.
La recta que pasa por P, y P, con x5 # x1, esta dada por la ecuacion

Y2 — Y1
To — 1

y=1+ (x —21).

Entonces P; pertenece a la misma recta, si sus coordenadas cumplen con la ecuacion
de la recta, es decir,
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Y2 — U1
To — X1

Ys =y + (w3 — x1).

Podemos decir que tres puntos distintos Py (z1,y1), P2 (22, y2) vy Ps (x3,y3), tales que
To # 1y X3 # x1, son colineales, si, y solo si

Ys— Y1 Y2— W
T3 — Iq ZEQ—Jfl.

En cambio si se tiene que los tres puntos distintos Py (1, 41), Py (x2,y2) y Ps (23, 3),
son tales que z9 = x1, 0 x3 = x1, 0 T3 = x3, entonces dos de los puntos tienen la
misma primera coordenada, es decir estan sobre una recta vertical. Luego, si la
segunda coordenada del tercer punto es igual a la de los otros dos, entonces los tres
puntos son colineales y estdn sobre una misma recta vertical, en caso contrario no
lo son.

2.3. Polinomios lineales

Un polinomio lineal o de primer grado es una expresion algebraica de la forma
P(x) = ax+b, con a # 0 cuya una raiz es z = ¢; una ecuacion lineal es una igualdad
de la forma ax + b = 0, con a # 0, para la cual solo hay hay una tnica solucién, a
saber x = ¢; la ecuacion y = mx + b, tal que m # 0, define una recta que corta al
eje r en (%, 0) y una funcion f: R — R, tal que para toda z € R f(z) = ax + b, es
una funcion lineal, cuya gréfica es la recta y = ax + b.

En este sentido, si se consideran dos puntos sobre el plano cartesiano (z1,y;) y
(x2,Y2), con xy # x9, se sabe por la seccion anterior, que hay una tunica recta que

pasa por estos dos puntos, a saber

= (222 @)

To — 1

que se puede reescribir como

Y2 — U1 Y2 —
= (=)= (=) oo
To — X1 Ty — T1

Ademas, esto quiere decir que ésta es la tinica ecuacion tal que si x = x; entonces
y = y1, y cuando x = x5 entonces y = 5. En consecuencia el polinomio lineal

P(x) = ar +b, con a = % yb =1 (g;:gi) + 91, es el tnico polinomio de

grado 1 tal que P (x1) = y; v P (x2) = y2. En otras palabras, se acaba de probar lo
siguiente.

Teorema 2.3.1 Dadas las parejas de nimeros reales (x1,y1) y (2, ys), con x1 # T,
existe un unico polinomio P(x) lineal tal que P (z1) = y1 y P (22) = yo.
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De igual modo se puede asegurar que las ecuaciones lineales tienen solucion
tnica. Ahora, considere dos polinomios P(x) = ax +by Q(x) = cx 4+ d y dos rectas
y =axr+byy = cr—+ d Recuerde que al considerar un par de rectas distintas,
se implican solo dos casos posibles: i) las rectas no se intersecan en ningin puntos,
es decir que son paralelas. i) Se intersecan en un tnico punto. Si son paralelas, su
ordenada al origen debe ser distinta, es decir b # d, pero su inclinaciéon o pendiente
es igual, esto es a = c. Si las rectas se intersecan, el tinico punto de interseccion es
r = %. Por lo tanto, se puede afirmar lo siguiente.

Teorema 2.3.2 Sean P (x) = ax +b y Q () = cx + d polinomios lineales. Si los
polinomios lineales P (x) y Q (x) son distintos entonces P (x) # Q (x) para cualquier
mimero real T, o existe un tnico x tal que P(x) = Q(x), a saber x = =2 Ademds,

a—c’

P (z) # Q (x) para cualquier nimero real x, si, y solo sia=c yb+#d.

De esta manera, se puede apreciar la relacion que hay entre las rectas y los poli-
nomios lineales. Esta relaciéon no es biunivoca en tanto que se excluyen a las rectas
verticales. Esta relacion es relevante en la solucion de los ejemplos siguientes:

Ejemplo 11. i) Encuentre todos los polinomios lineales con tnica raiz z = 2.
i1) Encuentre todas las rectas en el plano que pasen por el punto (2,0).

Solucion. i) El polinomio P(x) = ax + b tiene rafz x = 2 si, y solo si P(2) =0
equivalentemente 2a + b = 0. Por lo que el polinomio es P(z) = a(x — 2), con a
cualquier ntmero real diferente de cero.
i1) Una recta en el plano ax + by + ¢ = 0, pasa por el punto (2,0) si, y solo si
a2 + b0 + ¢ = 0, luego ¢ = 2a. Por lo que la recta es de la forma a(z —2) + by =0
con a, b ntmeros reales y a # 0. Entonces el conjunto buscado es el haz de rectas de
la siguiente figura, todas ellas pasan por el punto (2,0).

Hacemos notar lo siguiente, las graficas de las funciones polinomiales P(x) =
a(x — 2), son todas las lineas rectas a(x — 2) 4+ by = 0 con a, b nimeros reales que
cumplen a # 0 y b # 0, éstas son todas las rectas de la figura anterior salvo la
recta x = 2, que si es parte de las rectas de i7), pero no es la grafica de una funcion
(polinomial).

Ejemplo 12. Encontrar todos los polinomios lineales cuya tinica raiz coincida con
alguna de las raices de Q (z) = z* — 1.

Solucién. Las raices de Q () = 22 — 1 son tinicamente —1 y 1. Luego se quiere
encontrar todos los polinomios P(z) = ax + b tales que P(—1) = 0 o P(1) = 0.
Siguiendo el ejemplo anterior, tenemos en el primer caso que los polinomios son los
de la forma P(z) = a(x + 1) con a un real diferente de cero. En el segundo caso, los
polinomios son los de la forma P(z) = a(z — 1) con a un real diferente de cero.
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Figura 2.16: El haz o familia de rectas que pasa por (2,0).

2.4. Funciones lineales y afines

2.4.1. Funciones lineales

Una funcion f : R — R se dird que es una funcion lineal si cumple las siguien-
tes dos condiciones:
(1) es aditiva es decir f(z +vy) = f(z) + f(y) para z,y € R
(17) saca escalares reales es decir f(Az) = Af(z) para A,z € R.

De acuerdo al siguiente teorema, también podemos decir que cualquier funcién
f R — R es lineal si existe a € R, tal que para todo x ntmero real, se cumple

flx) =ax .

Teorema 2.4.1 Una funcion f: R — R es lineal si, y solo si f(z) = ax para todo
x numero real, donde a es un niumero real fijo.

Demostracion Observemos que si la funciéon es lineal, cumple la condicién de
que, f(Az) = Af(z) para A,z € R. En particular tomando A = x y x = 1, se tiene
que f(z-1) =xf(1) = f(1)x, por lo que f(x) = ax con a = f(1), para todo niimero
real x.

Reciprocamente una funcion de la forma f(x) = ax es lineal, ya que:
i) f(x+y) = alz+y) = az+ay = f(z) + f(y) para 7,y € R.
i1) f(Ax) = a(Ax) = Max) = Af(z) para A,z € R. |

Lo que se haré ahora es encontrar la forma de saber cuando una funcién es una
proporcionalidad.
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Antes, debemos tener en cuenta (senalar) que una funcion f: R — R es,
- Creciente si: para z1,12 € X, 11 < 29 = f(21) < f(22)
- Decreciente si: para x1,22 € X, 11 < 29 = f(x1) > f(22)
- Monétona no decreciente si: para 1,15 € X, 11 < 9 = f(x1) < f(x2)
- Monoétona no creciente si: para x1,29 € X, 11 < 29 = f(x1) > f(22).

Si una funcién f cumple alguna de estas cuatro condiciones, se dird que la funcion
es monoétona. En las dos primeras especificaciones (f creciente o f decreciente) se
usa también que f es estrictamente mondétona. En estos dos tultimos casos resulta
que la funcion es inyectiva (es decir, z # y = f(x) # f(y)).

Con esto, ya es posible probar el siguiente teorema.

Teorema 2.4.2 Fundamental de la Proporcionalidad (en R) Sea f :R — R
una funcion creciente (o decreciente). Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(1) f(x+y)=f(x)+ f(y) para cualquier z,y € R.
(2) f(nx) =nf (x) para todon € Z y x € R.
(3) f es lineal, es decir de la forma f(x) = ax para cualquier x € R con

a=f(1).

Demostraciéon Se va a demostrar suponiendo que la funcién f es creciente.
Primero, se probara que (1) implica (2). Supongamos entonces que: f (r +y) =
f(x) + f (y) para cualquier x,y € R.

Si x =y =0, se tiene que f(0+0) = f(0) + £(0), de donde f(0) = 0.

Siy = —z, se tiene que 0 = f(0) = f(z + (—x)) = f(x) + f(—=z), por lo que
f(=x) = —f(x), para cualquier = real.

Siy = z, se tiene que f(2x) = 2f(x). Ahora veamos usando el principio de induccion
matematica que f(nz) =nf(z) paran € Ny z € R,

f((n+1D)z) = f(nz + ) = f(nz) + f(x) = nf(z) + f(z) = (n+ 1) f(z).
Ahora para enteros negativos, notemos que,
0= f(0) = f(0z) = f((n + (=n))z) = f(nx) + f((—n)z)
por lo que f(—nz) = —f(nz) = —nf(z), lo que prueba (2).
Mostremos ahora que (2) implica (3).

Primero veamos que para nimeros racionales r = §, se cumple que f(r) = f(1)r.
Sea r = £ un nimero racional, entonces p, ¢ son enteros y p = qr. Por hipotesis,
q

qf (rx) = f(qrz) = f(pz) = pf(z),
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asi, se tiene que para cualquier real x

= Pfa) = rf(x).
f(m‘)—qf() /()

Si hacemos = = 1, en la identidad anterior se tiene que para cualquier niime-
ro racional r, f(r) = rf(1) = ar con a = f(1). Note, por ser f creciente, que

a= f(1) > f(0) =0.

Ahora, se puede ver que esto también se cumple para los ntimeros irracionales.
Se probaré esto por reduccion al absurdo. Suponga que existe un niimero irracional
q tal que f(q) # aq. Entonces f(q) < aq o f(q) > aq. Veamos el caso en que,
f(q) < ag. Como a > 0, @ < ¢. Ahora se usard una propiedad de los ntmeros
racionales que nos asegura que entre cualesquiera dos nimeros reales hay un nimero
racional, esto es, existe r racional tal que @ < 1 < q. Entonces f(q) < ar < agq.
Pero sabemos que para r racional, f(r) = ar, entonces

flg) < f(r) <aq.

Asi, f(q) < f(r). Esto es una contradiccion, pues por otro lado se tiene, por ser f
creciente, que si r < ¢, entonces f(r) < f(q), llegando a una contradiccion. Por lo
tanto, (3) se cumple para ntmeros irracionales. Por lo tanto, f(ax) = ax para toda
2 un numero real.

Veamos ahora que (3) implica (1). Suponga que f (z) = ax para cualquier z € R
con a = f (1) y sean z,y € R. Entonces,

flaty) =alety)=ar+ay=f(z)+f(y),
lo que prueba (1). |

Podemos aplicar este Teorema de la siguiente manera.

Ejemplo 13. Si la altura de un rectangulo esta fija, el area del rectangulo es pro-
porcional a la base. Deducir la férmula del area de un rectangulo.

Sea b una altura fija y f : R — R la funcién tal que para cualquier ntimero
real z, f(x) es el area del rectangulo de altura b y base x. Asi, f es una funcion
creciente y como un rectdngulo de altura b y base nx puede ser descompuesto en
n rectangulos de altura b y base x, como se muestra en la Figura 2.17. De este
modo f(nz) = nf(x). Entonces por el teorema anterior se tiene que f(z) = Bz con
B = f (1) el area del rectangulo de base 1 y altura b. Lo que muestra que el area de
un rectangulo de altura fija es proporcional a la base.
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nr

Figura 2.17: En el caso donde n = 6, se tiene 6 rectangulos de base z y altura b.

Ahora procedemos de forma anéloga para los rectangulos de base fija igual a 1y
altura variable x, se tienen la funcion g : R — R tal que g(x) es el area del rectangulo
de base 1 y altura x, como antes ¢ es una funcién creciente y como un rectangulo
de altura nz y base 1 puede ser descompuesto en n rectangulos de altura = y base
1, se tiene que g(nz) = ng(z). Por el teorema anterior g(z) = Az, con A = g(1) el
area del rectangulo de base 1 y altura 1. Pero si acordamos que el area del cuadrado
de lado 1 es 1, tenemos que A = 1 por lo que g(x) = z. Lo que muestra que el
area de un rectangulo de base 1 y altura b es b. Entonces, en la primera parte re-
sulta que B = by entonces el area de un rectangulo de base a y altura b es igual a ab.

2.4.2. Funciones afines

Una funcién f : R— R se llama funcién afin cuando existen constantes a,b €
R tales que f(x) = ax + b para todo x € R.

La funcion identidad f : R— R, definida por f(z) = z para todo z € R, es
afin. También son afines las traslaciones f : R— R, f(z) = = + b, las funciones
lineales, f(r) = ax y las funciones constantes f(x) = b.

Es posible, mediante criterios como los que se presentan a continuacién, saber
que una cierta funcién f : R — R es afin, sin dar la regla de correspondencia de la
funcion, es decir sin que los coeficientes a y b sean dados explicitamente. Por ejemplo,
en este caso, se obtiene b como el valor que la funcién dada asume cuando x = 0.
El valor b = f(0) a veces se llama el valor inicial de la funcion dada. En cuanto
el coeficiente a, puede ser determinado a partir de conocer los valores f(x;) y f(z2)
que la funcién f asume en dos puntos distintos (pero arbitrarios) z1y z5. En efecto,
conocidos f(x1) = ax;+by f(x2) = axe+b, se obtienen f(xa) — f(z1) = a(zy — ).

Por lo tanto
_ f(x2) — f(21)
To—11
y entonces
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Py

P

)
Py

Figura 2.18: Los puntos P, P, y P; son colineales.

Se dan =z, x + h € R con h # 0, el namero a = w se llama tasa de

crecimiento (o tasa de variacion) de la funcion f en el intervalo de extremos =
y x + h.

Grafico de una funcion afin

La grafica de una funcién afin f : x +— ax + b es una linea recta. Como se
muestra en la Figura 2.18, se toman tres puntos cualesquiera P, = (x1,ax; + b),
Py = (xz9,ax9 +b) y Py = (x3,ax3 +b) de la grafica y si se desea probar que son
colineales. Bastara mostrar que dos de las pendientes entre ellos son iguales. La
pendiente entre los primeros dos puntos es,

(azg +b) — (a1 +b)  alxs — 21)
mpp, = = = a,
T2 — T Ty — X1

de manera analoga se tiene que mp,p, = @'y mp,p, = a, luego el resultado.

La colinealidad también se puede justificar mostrando que la mayor de las dis-
tancias d (Py, Py), d (Py, P3) y d (Py, P3) es igual a la suma de las otras dos. Se puede
suponer que r; < s < x3. Como,

d(P, P) = \/(932 — $1)2 + a? (xy — :,171)2 = (3 —x1)V1+a?

y analogamente d (P, P3) = (xo — x3) V1 +a? y d(P1, P3) = (x5 — x1) V1 + a?.

Resulta que al sumar las dos ultimas, resulta la primera. Por lo tanto los tres
puntos arbitrarios son colineales.

En la grafica que se observa en la Figura 2.18 b es la ordenada del punto donde
la recta corta al eje y, el valor de a es la pendiente, la inclinacién, o el coeficiente
angular de dicha recta con respecto al eje . Cuando a > 0, la recta es ascendente
y cuando a < 0, la recta es descendente.
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En el caso particular de una funcién afin f : R — R, como su grafico es una
linea recta y como una recta queda enteramente determinada cuando se conocen dos
de sus puntos, resulta que basta conocer dos valores f(x1) v f(x2), que la funcién
afin f : R — R asume en dos nimeros z; # x (escogidos arbitrariamente), para
que f quede enteramente determinada, esto es:

Teorema 2.4.3 Dados dos puntos arbitrarios (x1,y1), (22,y2) € R%, con x1 # s,
existe una, y solamente una, funcion afin f: R — R tal que f(x1) =y y f(x2) =

Ya.

Demostracion Queremos determinar una funciéon afin f : R — R, que es de
la forma f(z) = ax 4+ b, que cumpla con f(z1) = y1, f(x2) = yo con x; # 5. Esto
es debemos determinar los coeficientes a y b de modo que se tenga,

ar; +b =1y
axs +b=1ys.

El sistema con incognitas a y b tiene por solucion,

Y2 — Y1 TayY1 — T1Y2
a = ,yb=—"F—"2,

To — T To — T

Ademas a y b quedan determinadas de manera tnica. [ |

Evidentemente, la grafica de una funcién afin es una recta recta no-vertical, esto
es, no es paralela al eje y. Reciprocamente:

Teorema 2.4.4 Toda recta no-vertical r es la grifica de una funcion afin.

Demostracién Tome dos puntos distintos P, = (z1,y1) v P» = (22,92) en la
recta r. Como r no es vertical, se tiene necesariamente x; # 2, luego por el teorema
anterior, existe una funcion afin f : R — R tal que f(z1) = 11 y f(z2) = y2. La
grafica de f es una recta que pasa por los puntos P; y P luego esa recta coincide
con r. [ |

Con las notaciones anteriores, tenemos por un lado que la recta que pasa por los
puntos Py = (x1,y1) y P» = (22, y2) es exactamente la recta r, pero la férmula de
una recta por estos dos puntos es,

— T —x
_ Y2 y1x+ 2U1 1Y2 .
To — X1 To — X1

Si f(x) = ax + b, se dice que y = ax + b es la ecuacion de la recta r.
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Luego la recta r tiene por ecuacion a y = ax + b, es decir la recta r es el lugar
geométrico de los puntos (x,y) que cumplen la ecuaciéon. Por otro lado, la funcion
afin f(x) = ax + b tiene por grafica una recta, de hecho es la recta que tiene por
ecuacion y = ax + b.

Ahora, estamos listos para senalar que una funcion afin es diferente a una recta.
Una funciéon afin es una funciéon cuya regla de correspondencia es un polinomio lineal.
La grafica de una funcién afin son los puntos en el plano que cumplen la ecuacion
de una recta.

Caracterizacion de la funciéon afin

En este libro se entiende por caracterizar a un objeto matematico como encontrar
condiciones equivalentes para que se cumpla su definiciéon. En esta seccién veremos
que condiciones debe cumplir una funcién para que sea equivalente a una funciéon
afin.

Se quiere encontrar una forma de saber cuando a un problema le corresponde
como modelo matematico una funciéon afin. La respuesta se puede encontrar en el
siguiente resultado.

Teorema 2.4.5 Sea [ : R— R wuna funcion mondtona inyectiva. St el aumento
fx+h)— f(x) = ¢(h) dependiese de h, y no de x, entonces f es una funcion
afin. Y reciprocamente si f es afin f(x 4+ h) — f(x) depende linealmente de h.

Demostracidon Suponga que la funcion f es creciente (los deméas casos son
similares). Entonces ¢ también es creciente y ¢ (0) = 0. Ahora, para cualesquiera
h,k € R tiene

oh+k)=f(x+h+k)—f(2)
=f(@+h)+k)—flx+k)+fx+k)—f(2)
=@ (h)+ e (k).
Asi, por teorema Fundamental de la Proporcionalidad, al hacer a = ¢ (1) se tiene
¢ (h) = a- h para todo h € R. Esto quiere decir que f(z+h) — f(x) = a-h. Si

hacemos f (0) = b, resulta f (h) = ah + b, es decir f es una funcion afin. Para el
reciproco basta ver que si f(z) = ax + b entonces f(x + h) — f(x) = ah. |

Observacion 6 La condicion “f (x + h) — f (x) no depende de x” también se puede
expresar como que los aumentos de f(x) son proporcionales a los aumentos de x.
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Habiendo probado la anterior, solo queda demostrar el siguiente resultado que
relaciona las funciones afines y las progresiones aritméticas.

Teorema 2.4.6 ((Teorema Caracterizacion de la funcién afin)) Una funcion
mondtona f : R — R es afin si, y solo si f transforma cualquier progresion aritmé-
tica {xy,x2,...} en una progresion aritmética {y; = f(x1),y2 = f(x2),...}.

Demostracion Antes que nada, tenga en cuenta que una progresion aritmé-
tica es una sucesion de puntos xq,xs,...,x;, ... separados entre si por la misma
distancia. En otras palabras, la diferencia d = x;,; — z; es la misma para toda
¢ € N. De manera que al considerar una funcién afin f : R — R, definida por
f(x) = ax + b, al aplicar f a la progresion aritmética 1, xo, ..., x;, ..., sucede que
la imagen y; = f (x;) = ax; + b para i = 1,2, ..., representa una progresion aritmeé-
tica con diferencia: y; 11 — y; = (ax;11 +b) — (ax; +b) = a (x4 — x;) = ad.

Para el reciproco; si la funcion monétona f : R — R, transforma cualquier pro-
gresion aritmética xy, za,...,x;, ... en una progresion aritmética y; = f(x1),y2 =
f(x2),...,yi = f(x;),..., queremos mostrar que f es afin. Nos ayudaremos de la
funcion g : R — R, definida por g (x) = f (z) — f(0), ésta nueva funciéon también
transforma cualquier progresion aritmética en otra progresion aritmética, pero ahora
tiene la propiedad g (0) = 0, ahora solo bastara probar que g es lineal.

Primero notemos que si z es un niamero real, entonces —x, 0, x forman una progresion
aritmética, por lo que los numeros g (—x), 0, g (x) son una progresion aritmética, en

consecuencia, g(—z) = —g(z).
Ahora, considere x € R y n € N. Como los nameros 0, x, 2z, ...,nr forman una
progresion aritmética, por hipotesis sus imagenes bajo g: 0,9 (x), g (2z),..., g (nx)

también forman una progresion aritmética, con diferencia igual a g (), que resulta
de la diferencia entre el segundo y el primer término. Finalmente, g (nz) =n-g(x),
cumpliéndose para cualquier nimero real y cualquier entero n > 0, pero como
g(—x) = —g(z), también es valida la identidad g (nz) = n-g (z), para todo entero n.
Pero esta tltima propiedad, por el teorema fundamental de proporcionalidad, es una
condicion suficiente para garantizar que g es lineal, esto es g (x) = ax y si f (0) = b,
se tiene que f (z) = g (x) + f (0) = ax + b para todo = € R. [ |

2.5. Sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion, siempre que se considere una ecuacion de la forma ax+by+c = 0,
se asume que a® + b? # 0. Lo que significa que los coeficientes a y b no se anulan
simultaneamente. Ahora, se define una solucién del sistema lineal
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a1 r + bly + =0
Ao + bgy + C =0

como una pareja de nameros reales (z,y) que satisfacen ambas ecuaciones del siste-
ma. Se dice que el sistema es indeterminado si tiene una infinidad de soluciones,
el sistema es imposible si el sistema de ecuaciones no admite solucion, y si el
sistema de ecuaciones admite una sola solucién es un sistema determinado. Tal
y como ya se ha mencionado, cada ecuacién del sistema tiene como soluciones las
coordenadas de los puntos de una recta, de modo que un sistema de ecuaciones so-
lo puede ser indeterminado, imposible o determinado, y solo una de estas tres, de
acuerdo a las rectas representadas por cada una de las ecuaciones del sistema, ya

sea que coinciden, que son paralelas o que concurrentes, respectivamente, ver Figura
2.19.

Figura 2.19: Resolviendo simultaneamente sus ecuaciones es posible concluir que dos
rectas son iguales, paralelas o concurrentes.

Al sistema de ecuaciones le corresponde el siguiente arreglo que es conocido como
la matriz de coeficientes
ap by o
az by c

Evidentemente, dos rectas que poseen méas de un punto en comiin deben coinci-
dir. Luego el sistema es indeterminado si, y solo si sus ecuaciones definen la misma
recta, lo que como se ya se vio esto ocurre si, y solo si existe un ntimero k # 0
tal que ay = kay, by = kbyy co = kcy, o equivalente mente que se cumple que
a1by — ashy = 0, ajcog — asc; = 0y bicg — boc; = 0, es decir, si los vectores fila
01 = (ay,b1,¢1) y 03 = (ag, by, co) del arreglo de coeficientes son colineales.
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En cambio, el sistema de ecuaciones es imposible cuando las rectas con ecuaciones
a1x + by +c1 =0y asx + by + co = 0 son paralelas. Esto sucede si, y solo si existe
un namero k # 0 tal que as = kay, by = kby v o # ke, o equivalentemente si, y
solo si ajby — ash; = 0.

El ntmero a1bs — asb; es el determinante de la matriz del sistema.

aq bl
(05} b2 '

Del mismo modo, el sistema es determinado cuando no es indeterminado o imposible,
esto es cuando las rectas con ecuaciones a1z + by +c¢; = 0y asx + boy + co = 0 son
concurrentes, es decir, cuando el determinante a;by — asb; es diferente de cero, o lo
que es lo mismo, cuando los vectores fila 4] = (a1,b;) y us = (ag, by) de la matriz

aq b1
a9 bg '
no son miltiplos uno del otro.

Por otro lado, se dice que un vector @ es una combinacién lineal de dos vectores
) y us, cuando existen x1 y x5 tales que w = xu] + Tous.
El sistema de ecuaciones analizado anteriormente puede ser visto en términos de los
vectores columna v; = (ay,az), v5 = (b1, be) , W = (—c1, —cz) de la matriz

ap by —c

ag by —cy |’
Asi, el sistema posee solucion si, y solamente si, —w es combinacién lineal de dos
vectores U7 y v5. De manera que si los vectores v7 = (ay, az) y v5 = (b1, by) son tales
que ajby — asb; # 0 entonces cualquier vector —w = (—c1, —cg) se escribe como

combinacion lineal tunica de ellos, y se dice que v7 y v5 son vectores linealmente
independientes.

2.5.1. Sistemas equivalentes

Dos sistemas se dicen equivalentes cuando admiten las mismas soluciones. Por
ejemplo, cuando se sustituye una de las ecuaciones con la suma de esta ecuacién un
miultiplo de la otra, se obtiene un sistema equivalente, es decir, si para toda k € R,
los sistemas siguientes poseen las mismas ecuaciones

a1$+b1y+01:0
a2x+b2y+0220
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ar+biy+c1 =0
(a2 +kay)x+ (ba+ kb)) y+ca+c1 =0

Un método para resolver el sistema es por medio de la eliminacién, donde se escoge
un valor tal que algunos de los coeficientes ay + ka; o by + kb; sea cero. Esto da
inmediatamente el valor de una de las siguientes incognitas, el cual es sustituido
en la primera ecuacién para encontrar el otro valor. Geométricamente se dice que
cuando a1by — asb; es diferente de cero las rectas con ecuaciones a1b + by = ¢1 y
ash+ bay = co se intersecan en un punto (g, yo). Para cualquier niumero k&, haciendo
az = ay + kag, by = by + kb v c3 = ¢1 + kca, la recta con ecuacion azxr + b3y = c3
atn pasa por (Zo,%o). Luego, si se escoge k de tal modo que se anule uno de los
coeficientes az o bs equivale a obtener la recta con ecuacion azx + bsy = c3 horizontal
o vertical, lo cual permite determinar facilmente una de las coordenadas xqy o yo.
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2.6. Ejercicios del capitulo 2

Ejercicio 1. Un grupo de miisica estara de gira durante 180 dias. El primer dia
de la gira es la inauguracion y su primer concierto sera el tercer dia mientras que la
ultima presentacion debe ser el tltimo dia. El grupo quiere dar 60 conciertos y entre
cada concierto quieren descansar la misma cantidad de dias. ;Cuantos dias podran
descansar los miembros del grupo entre cada presentacion?

Ejercicio 2. Un grupo de investigadores esta probando un nuevo bactericida
Acinetobacter baumannii. Para probar la resistencia de la bacteria, a esta sustancia
se suministra de bactericida una dosis inicial de 2 micro-gramos. Para otros cultivos
de la misma bacteria se probaré su resistencia, ahora suministrando un micro-gramo
del bactericida mas del suministro administrado al cultivo el dia anterior. Y asi su-
cesivamente, hasta que el 35-avo cultivo, que resulto ser el que no resistié la dosis.
. Qué dosis se le suministré a este ultimo cultivo de bacterias?

Ejercicio 3. Las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo forman una
progresion aritmética creciente. Muestre que la diferencia de esta progresion es igual
al radio de la circunferencia inscrita.

Ejercicio 4. Determine 4 ntimeros en progresion aritmética creciente, sabiendo
que la suma de los cuatro es 8 y la suma de sus cuadros es 36.

Ejercicio 5. Muestre que la suma de los primeros n términos de una progresion
aritmética (aq,ag, as, ..., a,) es, S, = W En consecuencia, el promedio de los
n términos es 4.

Ejercicio 6. Un paciente que padece de esquizofrenia debe someterse a un tra-
tamiento de 31 dias de ingesta de Clozapina. Como el medicamento es muy fuerte
debe empezar con una dosis alta e ir reduciendo esta misma paulatinamente cada
dia, de manera que el dia 32 ya no la tome. Lo médicamente recomendable es que
debe ir reduciendo la Clozapina .5 mg al dia. ;Cuél es la dosis con la que deberia
comenzar su tratamiento el paciente?.

Ejercicio 7. Muestre que las rectas ax + by = ¢ y bx — ay = ¢ son perpendicu-
lares, sin importar quienes son a,b,c,c’, cona #0y b#0 .

Ejercicio 8. Encuentre el punto de interseccion de las rectas y = ax + b* y
y=bx+a?, sia##b.

69



Capitulo 2. Polinomios lineales

Ejercicio 9. Demuestra que solo hay un polinomio P(z) en N que cumple que
P(1)=2y P(zxy) = P(x)P(y) — P(x +y) + 1, para cualesquiera z,y € N.

Ejercicio 10. Encuentre los valores reales z que cumplan la igualdad

a b c

x+d+x2—d2_d—x’
con z # —d,dy (a+c) #0.

Ejercicio 11. Diga como son todas las progresiones aritméticas ay, as,... con
diferencia d tales que los puntos (k,ax) v (k+ 1, a4 1) estan separados m unidades.

Ejercicio 12. De un ejemplo de una funcion f : R — R tal que f(nx) = nf(z)
para todo n € Z y para todo z € R, que no sea lineal.

Ejercicio 13. (i) Pruebe que la funciéon f : R — R definida por la regla:
f(x) = 8z + sen 27z, es mondtona creciente, y que la progresion aritmética

ag=xz+1,a=x+2,...
para un nimero real z fijo, es transformada por f en una progresion aritmética,

h = f(Ch), Yo = f(ag), e

(17) Explique porqué el inciso anterior no contradice el teorema de caracteriza-
ciéon de la funcion afin 2.4.6.

Ejercicio 14. Dadas dos progresiones aritméticas ai, as,... y by, bs, ... con di-
ferencias d; y do, respectivamente, encuentre todas las funciones afines f : R — R
tales que f(a;) = b;, para toda i en Z™.

Ejercicio 15. La siguiente reacciéon quimica corresponde al amoniaco

N2+H2—>NH3,

y para balancearla, es decir que haya la misma cantidad de moléculas de un lado
que de otro, se consideran nimeros enteros x, y y z tales que

IN2+yH2—>ZNH3

para que los elementos quimicos en la reacciéon ocurran en cantidades iguales en
ambos lados de la reaccion. Suponga que z = k£ # 0 una constante ;Qué deben
cumplir los ntimeros reales x y y para que la reacciéon quimica quede balanceada?
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2.7. Sugerencias a ejercicios del capitulo 2

Sugerencia al Ejercicio 1. Se d la cantidad de dias que descansan. Basta no-
tar que ag = 1, a1 = 3, a0 =3+d, a3 =as+d=3+2d,a, =a3+d =3+ 3d
. 0o = as9+d = 3459d, pero agy = 180. Luego 3+ 59d = 180, entonces 59d = 177
ydeahi,d:%:i’).

Sugerencia al Ejercicio 2. Considere la siguiente tabla de suministro de dosis,

Cultivo | Dosis
1 CL1:2
2 as=2+1
3 a3:a2—{—1:2+2-1

j &]:aj,1+1:2—|—(]—1)1:j—|—1
Asia; =75+ 1y ass =35+ 1 = 36 mil-gr.
Sugerencia al Ejercicio 3. Considere que los lados del tridngulo rectangulo

tienen longitudes a —d, d y a+ d por el teorema de Pitagoras se tiene que (a+d)? =
a® + (a — d)?, ver la Figura 2.20.

a+d

a

Figura 2.20: El tridangulo rectangulo de lados de longitud a —d, dy a+d

Luego 2ad = a* — 2ad, por lo que 4d = a.
(a—d)

El 4rea del tridngulo rectangulo ! por un lado es “%-% . Pero también es la suma

(a—d)+dt(ard) . 41 -
———5——=r. Al igualar

de los triangulo de bases a — d, a, a + d y altura r, esto es
los valores del calculo de areas y cancelar se tiene que, d = r.

Otra manera. Como las tangentes a una circunferencia desde un punto tienen el
mismo valor, el dibujo ayuda a ver que a+d = ((a—d)—7r)+a—r. Ahora reduciendo

y usando que a = 4d, se llega de nuevo a d = r.

1Usaremos las siguientes dos formulas del tridngulo: % y sr, donde b es la base del tridngulo,
h la altura, s el semiperimetro y r el radio de la circunferencia inscrita.
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Sugerencia al Ejercicio 4. Escribimos las condiciones del problema, donde d
es la diferencia de la progresion y a — d, a, a + d y a + 2d son los 4 ntimeros de la
progresion que hay que determinar.

(a—d)+a+(a+d)+a+2d=38
(a—d)?+a*+ (a+d)° + (a+2d)* = 36

La primera de las ecuaciones se reduce a 2a+d = 4, y la segunda después de sustituir
d, se reduce a, a? —4a + 3 = 0. La tltima ecuacion tiene raices solamente en a = 3 y
a =1, de donde d es en cada caso d = —2 y d = 1. Como la progresion es creciente,
esto sucede solamente cuando d = 1y a = 1. La progresion aritmética es —1, 1, 3, 5.

Sugerencia al Ejercicio 5. Sabemos que los términos primeros n términos de
la progresion aritmética son: aq, ays = a1 +d, a3 = a; +2d,. .., a, = a; + (n — 1)d.
Luego la suma de éstos es,

agt+ay+-+a,=a+ (@ +d)+--+ (a1 +(n—-1)d) =

-1
—na1+(1+2+---+(n—1))d—na1+<nT)nd_
2nay + (n—1)nd _ nay +nla; + (n—1)d) _ ay +a,
= — _ n
2 9 5

Sugerencia al Ejercicio 6. Se puede modelar esta situacién con una progresion
aritmética : ag, a; = ag + d, ay = ag + 2d, a, = ag + nd, ..., donde la diferencia
es d = —% y donde la condiciéon inicial ag se debe determinar a partir de la in-
formacion de que azy = 0. Es decir debemos de resolver aszy, = ag + 32d = 0, luego
ay = —32(—%) = 16. Por lo tanto el paciente debe empezar el tratamiento con 16 mg.

Sugerencia al Ejercicio 7. Las pendientes m y m’ de las rectas ax + by =cy
br —ay =c sonm= ¢ ym = b respectivamente. Luego mm’ = —1, que es una

—a’

condicién suficiente para que las rectas sean perpendiculares.

Sugerencia al Ejercicio 8. Observe que basta hallar x tal que se cumple la
siguiente igualdad ax + b* = a? + bz, para a # b. Es decir, se busca la solucion de la
ecuacion

(a—b)z=(a® = b,
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que tiene solucion, ya que a — b # 0, y la solucion es

2 19 _
x:a b :(a—l—b)(a b):a+b.
a—>b a—>b

Por tanto el punto de interseccion es, (a + b, a(a + b) + b*) = (a + b,a* + ab + b?).

Sugerencia al Ejercicio 9. Es muy facil probar que el polinomio P(z) = z+1 €
N|[z] cumple ambas propiedades. Basta probar que si Q(x) es un polinomio en Z que
cumple que P(1) =2y P(zy) = P(z)P(y)— P(z+y)+1, para cualesquiera z,y € Q.
Entonces Q(z) = P(z) = v+ 1 para toda x € Q. Para esto, hagaxz =1yy=n €N,
entonces

Qn+1) =Q(1(n+1)) = Q(1)Q(n+1)—Q((n+1)+1)+1 =2Q(n+1)—Q(n+2)+1.

Y despejando se tiene que Q(n + 2) = Q(n + 1) + 1. Como la eleccion de y fue
arbitraria, se tiene que para todo n € N, se cumple que Q(n + 1) = Q(n) + 1. En
consecuencia, para todo z € N, se cumple que:

Q) =Q(zr —1)+1
—Qr—2)+1)+1=..,
= QM)+ (z-2)+1
=2+ (r—-2)+1
=x+1=P(x).

Sugerencia al Ejercicio 10. Se observa que 2? —d? = (z + d) (x — d), entonces
al multiplicar por 22 — d? en ambos lados de la igualdad del problema, se llega a,

a(x —d)+b=—c(z+d)

ad—b—cd

y asi (a + ¢)z = ad — b — cd. Por lo tanto, z = =

la igualdad.

, es el tnico valor que cumple

Sugerencia al Ejercicio 11. Basta considerar la formula de distancia entre dos
puntos, m = d(P,Q) = \/1+ (ar+1 — ax)?> = V1 + d2, entonces d = £v/m? — 1.

Sugerencia al Ejercicio 12. Considere la funcion f: R — R tal que

3z Six es irracional

2x Si x es racional
-

Desde luego esta funcion no es lineal, sin embargo cumple que f(nx) = nf(x),
para todo n € Z y x € R. Veamos esto ultimo, para n € Z; si x es racional
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Capitulo 2. Polinomios lineales

f(nz) =2nx =nf(x), y si x es irracional f(nz) = 3nx = nf(zx).

Sugerencia al Ejercicio 13. (i) La funcion f(x) = 8z +sen 27x es creciente ya
que f'(x) =8+ 2mcos 2mx > 0. La progresion aritmética a,, = = + n, se transforma
bajo f en b, = 8(x + n) + sen 2n(z + 8) = 8z + sen (27x + 167) + 8n = 8z +
sen 27z + 8n, que es una progresion aritmética con diferencia d = 8 y valor inicial
a1 = 8x + sen 2mx.

(7) No contradice, porque no siempre transforma progresiones aritméticas en
progresiones aritméticas. Por ejemplo, la progresion aritmética con diferencia d = }1,
a1 = 0,a3 = §,a3 = 3,a4 = 3, a5 = 1 se transforma en f(a;) =0, f(az) =2+ 1 =
3,flaz) =440 =4, f(as) =6 —1=5, f(as) = 8, que no se comporta como una
progresion aritmética, ya que no tiene diferencia constante.

Sugerencia al Ejercicio 14. Se quiere probar que hay una funcion afin f(z) =
ax + b tal que f(a,) = b,, para todo n > 1. Esto es que,

flar+ (n—1)dy) =ala; + (n—1)d1) +b=by + (n — 1)dy

por lo que, aa; +b =by; y a(n — 1)d; = (n — 1)dy, de donde a = j—f yb="0b — j—fal,
que estan univocamente determinados.

Sugerencia al Ejercicio 15. Para que los elementos quimicos en la reaccién se
equilibren se debe cumplir que
2c =k
2y =3k

que tiene por solucion xr = g yy = %, donde k es arbitrario, para tener que z, y
y k sean enteros basta que k sea par, puede ser k = 2 y concluir que la ecuacién
siguiente esta balanceada,

No+ 3Hy — 2NH3
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Polinomios cuadraticos

Un polinomio cuadratico, de grado dos, o un trinomio de segundo grado
es una expresion algebraica de la forma
ar® + bz + c, (3.1)

donde a se conoce como el coeficiente cuadratico, b como el coeficiente lineal y
el niimero ¢ como el término independiente. De acuerdo a lo senalado en capitulos
anteriores se usa P(z) para referirse de manera breve a P(x) = az? + bz + c.

Reduccién de un polinomio cuadratico.

Los polinomios cuadraticos de la forma

P(x) = 2* + 2xh + h* = (z + h)?, (3.2)
tienen una tnica raiz, a saber x = —h. En cuanto a las raices de los polinomio de la
forma

P(z) = (z+h)* +k, (3.3)

son x = —h++vV—kyx = —h—+—k. Estos valores son niimeros reales cuando
—k>0y helR

Por lo tanto, para encontrar las raices del polinomio cuadratico (3.1), se puede
reescribir este mismo de la siguiente forma

P(x) = a(x +h)* + k, (3.4)

donde £ y h son nameros en R. Probaremos esto usando una construccion geométrica.
Considere el polinomio con coeficientes reales P(x) = ax? + bx + c con a # 0y
observemos primero que
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Capitulo 3. Polinomios cuadraticos

b
ax2+bx+c:a{x2+—m+g}.
a a

Supongamos que cada uno de los ntimeros reales a, b y ¢ es la longitud de un segmento
dado. Lo siguiente serd construir un cuadrado con érea a (x + h)* + k.
Consideremos los cuadrilateros Ry y R, tales que

» R es el cuadrado de lado de longitud z, su area es desde luego 2.
= R es el rectangulo con lados de longitudes g y x; su area es igual a gx

Ademas, se construye el poligono R3 al dividir por la mitad al rectangulo Ry, como
se ve en la Figura 3.1, para formar dos nuevos rectangulos que se acomodan en dos

lados contiguos del cuadrado R;.

b
2 R

40

(1

T | g

h bf
iZ

Figura 3.1: El poligono R3 se forma con el cuadrado R, que se muestra en color rojo
y los rectangulos azules, que resultan de dividir el rectangulo R,.
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De este modo, se tienen dos rectangulos iguales de lados % y x. Esto resulta
en la construccion del poligono cuya area es la diferencia del area del cuadrado de
lados de longitud x + % y el area de un cuadrado pequeno de lados de longitud % .

Entonces, el nuevo poligono tiene area igual a (:L' + %)2 — ( b )2 =22+ gx unidades

2a
cuadradas.
2a 2a a

Por lo que,
Al hacer h = % y k = 4“2;”2, podemos concluir que P(z) = ax? + bx + ¢ =
a(x + h)® + k, nombrando a la expresion del lado derecho de la ecuacion (3.4) for-
ma candnica del polinomio de segundo grado P(x) = ax?® + bz + c.

En cuanto al procedimiento para obtener la la ecuacién candnica, éste es conocido
como completar el cuadrado, pues de la construccion geométrica anterior que-
da establecido que cada uno de los términos de un polinomio de la forma (3.4) con
h = % vy k= %, se relacionan con el area del cuadrado de la derecha de la Figura
3.1y el cuadrado pequeno en la figura de la derecha. También, por esta razon a cual-

quier polinomio de la forma (3.2) se le conoce como Trinomio cuadrado perfecto.

ar’ +br+c=a

Discriminante

Dado un polinomio cuadratico P(z) = ax? + bx + ¢, la expresion

b? — 4ac, (3.6)

se conoce como el discriminante del polinomio cuadratico P(x) y se denota por

A = b — 4dac.

y nos ayuda a la localizacion de las raices del polinomio.

De la identidad,

ar’+br+c=a

b\? B — 4ac
(33 + %> - —4612 ] N (37)

desde luego con a # 0, podemos afirmar que r es un raiz de P(x) si, y solo si

2 2
4
G+i)=1—f, (3.8)

2a 4q2
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Capitulo 3. Polinomios cuadraticos

En seguida, se tienen los siguientes casos que van de acuerdo al signo del discrimi-
nante:

» Si b2 —4ac >0y a > 0 entonces al sacar la raiz cuadrada en ambos lados de
la ecuacion (3.8) se tiene que

b n Vb? — 4dac B —b+ Vb? — 4dac

_% 2a 2a

r =

» Sib? —4ac >0y a <0, entonces

b n Vb? —4dac  —bF Vb —4ac
2a —2a 2a '

r =

» Si b2 — 4ac = 0 entonces r puede tomar un solo valor, a saber r = 50 en
a

cuyo caso es una raiz de multiplicidad 2.

= Si b* — 4ac < 0, el polinomio P(z) no tiene solucién real, pues (r + £)% no
puede ser negativo.

Lo anterior, prueba el siguiente teorema.

Teorema 3.0.1 Sea P (z) = az? + bz + ¢ un polinomio cuadrdtico con coeficientes
reales. Entonces se cumple lo siguiente:

1. Si A >0, P(x) tiene dos raices reales, a saber,

B —b+/b? — 4ac

2a

—b—Vb% — 4dac

Y su conjugado T, =
2a

Zo

b
2. 81 A =0, P(x) tiene una raiz real de multiplicidad 2, a saber xy = ~og"
a

3. 85t A <0, P(z) no tiene raices reales.

A proposito, de la expresion

—b+ Vb? — dac
N 2a ’
ésta a menudo es referida como la solucién general de la ecuaciéon cuadratica
ax® + bz + ¢ = 0 o como la solucién por radicales. Aunque hay mucho por ex-
plicar acerca de ésta, esto solo sera posible al apoyarse de las secciones posteriores.

T (3.9)
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Por lo que sera después que se comentara a detalle sobre esta expresion.

En el Anexo (ver pag.173) se explica que para un ntmero real positivo a, la raiz
cuadrada de —a se puede escribir como y/—a = /—1y/a = iy/a, donde i = /—1. De
manera que al considerar el polinomio P (z) = ax® + bx + ¢ con A = b? — 4ac < 0,

se cumple que vb? — 4ac = i/—(b?> — 4ac). Por lo tanto, por el teorema anterior es

inmediato el siguiente resultado.

Corolario 3.0.1 Sea P(z) = ax® + bx + ¢ un polinomio cuadrdtico en R[z] con
discriminante A < 0. Entonces P (x) tiene dos raices complejas, a saber

b+ Vb? — 4dac _ —b+iv4ac — b2

2a 2a ’

Zo

y su conjugado complejo

_ —b—ividac— b2

I =
2a

Més aun, es posible probar que cualquier polinomio cuadratico se puede re-
escribir como el producto de dos polinomios lineales por una constante, es decir
P(z) = a(x — x0)(z — 1) tal que z y x; son las raices de P(z). De hecho, por el
resultado conocido como Teorema Fundamental del Algebra (pag.177), se sabe que
un polinomio cualquiera con n raices reales o complejas se puede expresar como el
producto de n factores lineales de grado menor o igual a 1.

Notese que cuando se trata de un polinomio ménico Py(x) = 2% + bx + ¢ esté
se reescribe de la forma Py(z) = (z — x¢)(z — 21). Lo que significa que Py(x) tiene
las mismas raices que el polinomio P(z). Por ello, en general, cuando se trata de
estudiar las raices de un polinomio es comin trabajar con polinomios moénicos en
lugar de considerar su forma general.

Formulas de Vieta

Lo siguiente sera establecer la relacion que hay entre un polinomio cuadrético
P(x) = ax®+ bz + ¢ y sus raices, que puede nombrar como zg y z;. Para lograr esto,
observe que por lo dicho anteriormente y asumiendo el Teorema Fundamental del
Algebra (pag.177) se cumple la siguiente igualdad

P(x) = az® + b + ¢ = a(z — x0) (v — 1) = ax® — a(zo + 1) + azery,
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Capitulo 3. Polinomios cuadraticos

y al comparar los coeficientes se tienen las siguientes igualdades

b c
= (xo+x1) ¥ P LoL1, (3.10)

que se conocen como las formulas de Vieta del polinomio P(x).

Ejemplo 1. Las raices del polinomio 2 + ax + b + 1 = 0, son ntmeros naturales.
Muestre que a? + b* no es un nimero primo.

Solucién. Si r y s son las raices del polinomio y éstas son ntimeros naturales,
por la ecuacion (3.10), r+s = —a y rs = b+ 1. Luego es claro que a y b son enteros,
y se tiene que a® + 0% = (r+s)2+ (rs — 1)> = (r* + 1)(s*> + 1) es el producto de dos
nimeros enteros mayores que 1, por lo que no es un niimero primo.

Para terminar esta seccién, considere nuevamente al polinomio P(x) = ax® +
bx + ¢ con raices xo y x1. Primero, por las formulas de Vieta, es facil verificar que
se cumple la igualdad

b  2¢ b —2ac
2 2 2 B .
:E0+I1—(l’0+x1) _21;0%1_@_;_T'

Tenemos también, en el caso en a = 1, es decir cuando P(z) es monico, que se
cumplen,

Tory = C
To+x1 =0

i+ a2t =0 -2
x3 + 23 = b*(b — 3c¢).

La ultima igualdad se puede probar usando la conocida férmula del binomio de
Newton o desarrollando las expresiones paso a paso, veamos como

z8 + 1% = (zo + 11)* — 3(z0 + 1) (z0z1) = b* — 3be.

Las formulas de Vieta también sirven para expresar las raices xy y x; de cualquier
ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0. Para empezar la raices de la cuadratica son
las mismas que las soluciones de z2 + gx + ¢ = 0. Luego, por las formulas de Vieta,
la suma de las soluciones de esta tltima ecuacién es _71’ Asi pues, ;—f es la media
aritmética de xg y x1. Ahora podemos efectuar un cambio de variable maravilloso:
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r —t— %, nos lleva la cuadratica a una ecuacién cuadratica, en términos de t.

Pero més atin como el cambio de variable es una traslacion, las nuevas raices, son
el resultado de restarles a ellas —%, que es la media aritmética de zy y x1. En
consecuencia, la media aritmética de las raices de la nueva ecuacién, asi como su
suma, son iguales a cero. Y de acuerdo a las formulas de Vieta, esto quiere decir que
el coeficiente lineal de la nueva ecuaciéon es igual a cero. En efecto,

, b ¢ b\> b b ¢, b —dac
r+-r+-=t——| +-|t—-—5)+-=1"-———=0,
a a

2a a 2a a 4a?
b2—4dac
4a?
. L. .. o b . . .,
soluciones de la cuadratica original son z; = t; — 5>, que coinciden con la solucion
por radicales (3.9).

de donde las soluciones de ésta tultima son t; = + , con ¢ = 0,1, luego las

3.1. La parabola

3.1.1. Definicién y componentes

La curva y = ax? + bx + ¢ corresponde a la grafica de la funcién cuadratica
f(z) = ax® + bz + ¢ y se trata de una parabola.
Para definir la parabola, se hace referencia a una recta d, llamada directriz y un
punto F' fuera de ella, llamado foco. Luego, la parabola es el conjunto de todos
los puntos P = (x,y) en el plano que equidistan de F'y de d, es decir, que satisface
la identidad d(P; F') = d(P;d). Una parabola siempre es simétrica con respecto a
la recta llamada eje de la parabola, que es una recta que pasa por el foco F'y
perpendicular a la directriz, de alguna manera dicho eje divide a la parabola en dos
partes simétricas. Por otra parte, el vértice de la parabola V' es el punto que
pertenece a la pardbola mas proximo a la directriz. En consecuencia, el vértice de
la parabola es también el punto medio del segmento cuyos extremos son el foco y la
interseccion del eje de la parabola con su directriz, ver Figura 3.2.

En nuestro caso bastara considerar solo las parabolas verticales. Estas son aque-
llas cuyo eje es paralelo al eje y y con vértice en el origen, sera el caso mas elemental.

Teorema 3.1.1 La ecuacion x> = 4py define una pardbola vertical cuyo vértice V
es el origen, su foco es el punto F = (0,p) y su directriz es la recta horizontal
y = —p. Ademds, en esta curva se cumple lo siguiente:

i) La distancia del foco F al vértice V' es igual a |p|.

i1) Sip > 0 la pardbola abre hacia arriba y si p < 0 la pardbola abre hacia abajo.
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Capitulo 3. Polinomios cuadraticos

Eje de la Pardbola !

Figura 3.2: La pardbola y sus componentes.

Demostraciéon. Como se muestra en la Figura 3.3, tome un punto P = (z,y) en

la curva, y sea A el punto de la directriz mas cercano a P, desde luego el segmento
PA es perpendicular a la directriz.

P =(z,y)

(0,p) Y

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 3.3: El punto P = (z,y) de una parabola con foco F' = (0, p).

Entonces, por la definicién de parabola, el punto P = (x,y) debera satisfacer
la condicion geométrica d(P, F') = d(P,d). Veamos que asi sucede, como d(P,d) =
d(P, A), usando la formula de distancia entre dos puntos 2.18, como P = (z,y) y
A = (z,—p) se tiene que d(P, A) = \/(x — 2)2 + (y + p)® = |y+p|. Por otro lado, co-

mo F = (0, p) se tiene d(P, F) = /22 + (y — p)* = \/4py + (y = p)? = \/(y +p)? =
ly + p|, lo que muestra que P esta en la parabola.
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Reciprocamente, si P es un punto de la parabola, se cumple que d(P,F) =
d(P,d), como d(P,d) = d(P,A) = |y + p|, se tiene que,

Vy—p)’+22=ly+p],

de manera que al elevar ambos lados de la ecuacion se obtiene (y—p)?+z2 = (y+p)>.
Por lo tanto, se cumple que z? = 4py.

Adicionalmente, como el vértice esta en el origen, entonces la distancia del vér-
tice al foco es |p|. De esta manera, si p < 0, se sigue que para todo punto P = (x,y)
en la parabola 22 = 4py se cumple que y = % < 0, pues 22 > 0 y p < 0, entonces

la parabola abre hacia abajo. De forma similar, si p > 0, se cumple que y = % > 0
y en este caso la parabola abre hacia arriba. [ |

Una vez probado esto, es posible demostrar que la grafica de cualquier funcién
real f(x) = az® + bxr + ¢ es una parabola vertical (es decir, con eje de simetria

. , . 2
una recta vertical), con vértice en el punto V = (—%, c— Z—a>, con foco el punto
(b b a ' ' —e_ ¥ _a
F = ( 50, C— 4=+ 4> y con directriz la recta y = ¢ — - — §. Para mostrar lo an-
: P, _ 2 _ b _ 4dac—b>.
terior, usaremos la forma canénica f(z) = a(x —h)?+k, con h = —5= y k = 4=,

de esta manera bastara considerar solo los siguientes casos:

i) La gréifica de la funcién cuadratica f(r) = 2% es la curva con ecuacion y = z2.
Dado que la ecuacion se puede reescribir como z? = 4 (}l) y. Entonces, por el teorema
anterior, haciendo p = i, la curva y = 22 es una parabola cuyo vértice es el punto
V' =(0,0), el foco es el punto F' = (0, ;11) y la directriz es la recta y = —%. Ademas,
la parabola abre hacia arriba y la distancia del foco al vértice es igual a i, ver Figura
3.4.

Figura 3.4: La grafica de la funciéon f(z) = 22, su foco y la directriz.
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ii) Veamos ahora el caso de la grafica de la funcion f(z) = ax?® con a # 0. La
ecuacion es equivalente a 22 = 2. que por el teorema es una parabola con vértice en
el origen, foco en F' = (0, 1-) y directriz y = —;-. Ademas si a > 0 la curva abre
hacia arriba y si a < 0 la curva abre hacia hacia abajo, ver Figura 3.5.

Figura 3.5: Las curvas azules punteadas son las graficas de y = ax?® con a > 0. Si
0 < a < 1 (respectivamente si a > 1) las parabolas caen abajo(respectivamente
arriba) de y = 2%, la pardbola azul con linea continua. Las curvas rojas son las
graficas de y = ax? con a < 0. La linea continua es de y = —22. Si —1 < a < 0 (o
a < —1) las parabolas caen dentro (o fuera) de la parabola no punteada.

i17) Como tercer caso se considera la funcion cuadrética f(z) = a(x — h)?, con a # 0
y h un ntimero real. Si se toma z = x — h, la ecuacién se transforma en, y = az?, por
el caso anterior su gréifica es una pardbola con foco F' = (0, =) y cuya directriz es
la recta y = —ﬁ, pero esto sucede en el plano de los puntos (z,y). Para regresar al
plano (z,y) se aplica la traslacion horizontal (z,y) — (xz + h,y), por lo que el foco
es F' = (h, ﬁ) y la directriz la misma, ver Figura 3.6.

iv) El dltimo caso es el de la funcion f(z) = a(z — h)?> + k con a,h,k € Ry a # 0.
La ecuacion se puede reescribir como w = az?, donde w =y — ky 2 = x — h. Por
el teorema anterior, la grafica de esta tltima ecuacion, es una parabola en el plano
(w, z) con foco F = (0, t) y con directriz la recta horizontal w = —t, ver Figura
3.7. Para regresar al plano (z,y) se aplica la traslacion horizontal (z,y) — (x — h,y)
seguida de la traslacion vertical (x,y) — (z,y + k). Por lo que en el sistema de
coordenadas (z,y) el foco es F' = (h,k + ), la directriz y = k — =~ y el vértice es
V = (h, k). De manera que la distancia entre el foco y el vértice de la parabola es

p|.
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Figura 3.6: La curva azul punteada corresponde a la pardbola y = az? y la curva

azul no punteada corresponde a la parabola y = a(z — h)%.

Finalmente, observe que el teorema 3.1.1 implica que dada una parabola vertical
con vértice V' = (h, k), si |p| es la longitud entre el foco y el vértice, entonces en el
plano (z,w) con z = x—h y w = y—k, la curva tiene ecuacion w = 4pz%. Esto es més
claro cuando se hace notar que el origen del sistema coordenado (z,w) coincide con
el punto V' = (h, k). De manera que para regresar al sistema de coordenadas (z,y)
se aplica la traslacion horizontal (x,y) — (x + h,y) seguida de la traslacion vertical
(z,y) — (x,y — k). Después se tiene que la pardbola se reescribe en coordenadas
(x,y) como (x — h)? = 4p(y — k). Por lo tanto, de los casos probados referentes a la
forma de la funcion f(z) = a(x — h)? + k queda probado el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 La ecuacion de una pardbola con vértice (h, k) y directriz paralela
al eje x, es de la forma

(z —h)* = 4p(y — k).

donde |p| es la distancia del foco al vértice. Ademdas, si p > 0, la pardbola se abre
hacia arriba y si p < 0, la pardbola se abre hacia abajo.

Asi mismo, la grafica de una funcion de la forma f(z) = az? + bz + ¢ es la
b

parabola con ecuacion (y — k) = p(z — h)?, tal que h = —2, k = # yp= t.
De donde el vértice de la parabola es el punto V = (h, k) = (—%, c— % .
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y = a(z —h)’+k

Figura 3.7: A la parabola y = a(x — h)? + k se le aplica una traslacion vertical y una
horizontal, haciéndola coincidir con una curva de la forma y = 4p'z?%.

Por otro lado, el polinomio az? + bx + ¢ tiene dos rafces distintas xq y o1 si
se cumple que A = b* — 4ac > 0. Como la media aritmética de zy y z; es igual a
= —2—1;, los puntos (g, 0) y (21, 0) de la parabola y = ax?+ bz +c son equidistantes
al vértice V. Lo que se reescribe como el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3 Sea y = ax®+bx+c la ecuacion de una pardbola. Si A = b* —4ac >
0, entonces los puntos

(—b+\/62—4ac O> ) (—b—\/b2—4ac O>

4a? 4a?

—_— C _—
2a’ 4a
Por supuesto, si A =0, el vértice es V = (—%, 0). Ademds, si A < 0, la pardbola
nunca corta al eje x.

b b2
pertenecen a la parabola y equidistan del vértice de la pardbola V = ( ) .

Por lo tanto, si f(z) = ax? +bx + ¢, cuando f(z) = f(w), para z # w los puntos
P=(zf(2) y Q= (w, f(w)) son simétricos. Mas atn, la recta z = —2 es el eje

2a
de simetria de la parabola y = ax? + bx + c.
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Recordemos que P y () son simétricos con respecto a una recta, llamada
eje de simetria, si la recta es perpendicular al segmento P y pasa por el punto
medio de este segmento. Una curva f(z,y) = 0 es simétrica con respecto a una
recta cuando es posible encontrar para cada punto de la curva otro punto en la
curva, simétrico con respecto a la recta. La recta resulta ser un eje de simetria. La
parabola y = ax? + bx + ¢ es simétrica con respecto al eje de la parabola, ya que
si f(x) = ax® + bz + ¢ se tiene que los puntos P = (z, f(2)) y Q = (w, f(w)) son
simétricos con respecto a la recta x = —%, que es el eje de la parabola si, y solo si la
recta r = —% es perpendicular a PQ y pasa por el punto medio de este segmento.
Esto sucede si, y solo si f(z) = f(w) y 2% = —£. En el caso de que z = w = — 2,
entonces los puntos P y () coinciden con el vértice.

En cambio cuando z # w las igualdades f(z) = f(w) y 5% = —L son condicio-
nes equivalentes. En el sentido de que cada vez que z # w y la igualad 5% = —%
se cumple, se sigue que

f(2)—k=(z4+h)°=(w+h)?=flw) -k (3.11)

con h y k como en la forma canoénica (3.4). Inversamente, si z # w y f(z) = f(w),
entonces se cumple la igualdad (3.11). De donde se sigue que, (z + h) = £ (w + h).
Y si (z 4+ h) = (w+ h), entonces z = w, una contradicciéon. De manera que se debe
cumplir que (z + h) = — (w + h). Luego, 5% = —h = 2.

Por ultimo, sean o y [ las abscisas de los puntos donde la grafica de la funcién
f(x) = ax®+bx+c = 0 intersecan al eje z, el punto medio del segmento con extremos
(a,0) v (3,0) es la abscisa del vértice de la pardbola y = ax? + bx + c. Si la curva
esta completamente arriba del eje x o completamente abajo del eje = la ecuaciéon no
tiene raices. Si el eje x es tangente a la curva, entonces la ecuaciéon tiene una sola
raiz de multiplicidad 2. Si a < & < §, f(x) tiene signo contrario al signo de a. En
cambio si z < o x > 3, f(x) tiene el mismo signo que a. Esta conclusion se ilustra
de forma sencilla al estudiar la grafica 3.8.

Figura 3.8: La parabola con abscisas a y 3 las abscisas.
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3.1.2. Puntos maximo, minimos y concavidad

Si la gréifica de la funcién cuadratica f(x) = ax? + bz + ¢ es la parébola con
vértice V' = (h, k) que abre hacia arriba (es decir, a > 0), entonces en el intervalo
(h,o0) la funcién es creciente, en efecto, si x y w son nimeros reales que cumplen
con —% = h < w < x, entonces —% < w + x, lo que implica que —b < a(w + x)
y asf se tiene —b(z — w) < a(w + z)(x — w) = a(z* — w?). Por lo que, f(w) =
aw? + bw + ¢ < ax® + bz + ¢ = f(z). Analogamente, la funcién es decreciente en el
intervalo (—oo, h).

En el otro caso, donde la grafica de la funcion f abre hacia abajo (es decir,
a < 0), se tiene de forma similar que la funcion es decreciente en el intervalo (h, 0o)
y creciente en el intervalo (—oo, h). Esto quiere decir que el vértice una parabola
vertical es el punto mas bajo o mas alto que esta puede alcanzar, dependiendo de si

esta abre hacia arriba o hacia abajo, respectivamente.

Cuando a > 0, la funcién cuadrética f(z) = az® + bz + ¢ se puede escribir, con
la ayuda de la forma candnica de la pardbola, de la forma siguiente:

b 24_4@0—1)2
2a

fl@)=a (:c + e

4ac—b?
24(12
% se alcanza
2 . . L
cuando (l’ + %) = 0. Es decir, para x = —% la funcién alcanza su valor minimo.
b

Analogamente, si a < 0, el valor maximo de la funcién se alcanza cuando z = —5~.

Ahora bien, ya que se cumple que (m + %)2 > 0 y como la expresion es una

2
constante, se concluye que el menor valor de la suma (:17 + 2—2) +

Lo anterior se puede escribir en términos de funciones. Una funcién f : R — R se
dice que alcanza su minimo en un punto zy € R si f (z9) < f (z) para toda x € R.
El valor f(xy) se conoce como el valor minimo. Analogamente o € R es un punto
mdzximo de la funcion f si f (xg) > f (z) para toda = € R. El valor f(zg) se conoce
como el valor maximo.

Con esto en cuenta, el minimo o el maximo de la funcion cuadratica f(z) =
ax® + bx + ¢ se alcanza en el punto x = —%, el valor de la funcién en tal punto es

_p2 L. L. . .
f (—%) = 4“Zab , v es un valor minimo o un valor maximo dependiendo si a > 0 o

a < 0, respectivamente.
También diremos que la funciéon es coéHncava hacia arriba si la gréfica de la
funcién es una parabola que abre hacia arriba, y se dird céncava hacia abajo si

la gréafica de la funcién es una parabola que abre hacia abajo.
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3.1.3. Mas observaciones sobre la formula cuadratica

Lo visto anteriormente sobre la parabola ayuda a sentar la relaciéon que tienen
los elementos algebraicos que aparecen en la soluciéon por radicales de la ecuacion
ar?® + bz + ¢ = 0 (3.9), con elementos de la pardbola y = axz? + bx + ¢, para el caso
donde A = b — 4ac > 0.

Para empezar, nos centraremos en el caso de la ecuacion 2% +bx+c = 0. Las solu-
ciones de la ecuacion az?+bx +c = 0 son los puntos donde la parabola y = 2% +bx+c
corta al eje . Notemos que las curvas y = 22 + bx y y = 22 + bz + ¢ son parabolas
con la misma forma, pues una es el resultado de trasladar verticalmente ¢ unidades
la otra. En consecuencia, como el eje de la parabola y = 22 +bx es v = —g, entonces
la misma recta también es el eje de la otra parabola y = 22 + bx + c.

Ahora, como 2o = 0 y ; = —b, son las raices de la ecuaciéon 2% + bx = 0, y

b b2

como el vértice de la parabola y = 2% + bz es (—5, _Z>’ se sigue que la distancia
L. . 2 . L. 3 2
del vértice al eje x es de bz unidades. Asi mismo y como ya se comentd, r = —bz

es el valor maximo o minimo que puede alcanzar la parabola y = ax? + bz, de-

pendiendo de si a < 0 o si a > 0, respectivamente. Por consiguiente, la distancia

del vértice de la parabola y = 22 +bx+c al eje x es de % —c= % unidades en el plano.

Figura 3.9: Al sumarle ¢ unidades a y = 2%+ bz se obtiene la parabola y = 2% +bx+c.
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En lo que sigue, se referira a la region entre la parabola y el eje z como el valle
de la parabola, que se senala en color gris de la Figura 3.9. El valle de la parabola
es partido a la mitad por ele eje de la parabola x = —g. Mientras que los puntos
Py = (29,0) y P = (71,0) que son las raices de y = x? + bz, son los extremos
de la base del valle de la parabola. Estos puntos equidistan % unidades del
punto P, = (—g, O), que es precisamente el punto medio de la base del valle de la
parabola. De donde se sigue que la base del valle de la parabola y = 2 + bz, mide
b unidades en el plano. Este ntimero es conocido como la longitud del valle de
la parabola. Por otro lado, se sabe que la distancia desde vértice de la pardbola
y = az® + bx al eje  es de % unidades. Esté nimero es la profundidad del valle
de la parabola. Esto implica que la profundidad del valle es el cuadrado de la
mitad de la longitud del valle, sin cambiar de signo. Esta propiedad se mantiene
para la parabola y = ax® + bz + ¢, con las modificaciones correspondientes, asi la
longitud del valle de la pardbola y = az? + bx + ¢ es VA y la profundidad del valle
de esta ultima es igual a

b _\/b2—4c_ A
1 VT TV

La mitad de la longitud de este valle es igual a \/g. Ademas, los puntos (x,0) y

N |

(71,0) de la parabola y = x? + bz + ¢ son simétricos con respecto a la recta r = —2.
Con estos dos hechos, se tiene que las soluciones de la ecuacion az?® 4+ bx +c¢ = 0
estan dadas por la expresion

b A b b2 b+ VB2 —1
= e R L A
274 274 2

que a su vez coincide con la solucion por radicales (3.9). Note que cuando A =
b? — 4c = 0 la longitud y profundidad del valle son iguales a cero. En cuanto al caso
donde el discriminante A = b? — 4c es negativo, como A corresponde a la profundi-
dad del valle elevada al cuadrado, entonces la profundidad del valle es negativa y la
ecuacion no tiene raices reales, pues no se forma valle alguno.

Mediante este recurso visual es més facil convencerse del papel de los coeficientes
en una ecuacion cuadritica. Al sumar el coeficiente ¢ a una parabola y = 22 +
bx se elimina el valle, en caso de que el determinante sea positivo. Mientras que
el coeficiente b crea la separacion entre las raices. A modo de conclusion, pueden
identificar a los elementos de la expresion

con los elementos de la parabola y = ax? + bz + ¢ de la siguiente manera:
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b

—35 es el eje simétrico de y = 22+ bx + c.

N

;L=

» +; cuando la expresion asume el signo —, se encuentra la abscisa al origen
de la parabola del lado izquierdo de la parabola y = 2% + bz + ¢, y cuando
se asume el signo + se encuentra la abscisa al origen de la pardbola del lado
derecho de esta curva.

] \/% — ¢; es la mitad de la longitud del valle de y = 2 + bx + c.

. %; es la longitud del valle de y = 22 + bz.

= ¢; es la cantidad en unidades para elevar la curva y = 2 + bz y transformarla
eny = x>+ br + c.

3.1.4. Funciones cuadraticas congruentes

Una funcion T : R — R se dird que es rigida si para cualesquiera nimeros
x,y € R, cumple con

| T(2) =T() =z -yl

No es dificil verificar que T es rigida si, y solo si es de la forma T'(z) = x + h con h
un real fijo o bien de la forma T'(z) = —x + k con k un real fijo. Denotamos por T},
a la funcion Ty, (x) = x + h y por Sk a la funcion Si(z) = —z + k.

+i 2+4ac—b2
v 2a 4a? ’

luego si g(x) = az? lo anterior se puede escribir como,

Hemos visto que,

f(x)=ar* +bx+c=a

[(@) = Tuz (9T, (2))) = (Tuaiiz 090 T, ) (@)

Dos funciones cuadréticas f(z) = az? + bx + ¢y g(z) = d'2®> + bz + ¢ son
congruentes si existen funciones rigidas Ty S tales que f(z) = (SogoT)(z), para
todo z € R. Por ejemplo, toda funcién cuadratica f(z) = az?+ bx + ¢ es congruente
con g(x) = az?. El siguiente resultado se sigue de lo anterior.

Teorema 3.1.4 Las funciones cuadrdticas f(x) = ax®*+br+cy g(x) = a2 +bz+c
son congruentes si, y solo si a’ = *a.
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3.2. MaAs sobre las raices de la cuadratica

3.2.1. El método de los babilonios para aproximar la raiz
cuadrada

El método usado por los babilonios para hallar una aproximacion a la soluciéon
de la ecuacién cuadratica x> — 2 = 0 es un procedimiento de Regla falsa (Regula
falsi). Lo que quiere decir que primero se propone un valor adecuado para x para
luego dar una mejor aproximacion e ir afinando ésta por medio de un procedimiento
algoritmico. Por ejemplo, en este problema se puede intentar primero con x = % De
tal manera que al remplazar este valor en la ecuacion se tiene que

2
<§) PR
2 1
3

Por supuesto # = 3 no es una solucién de la ecuacion. Pero, esto confirma que
ciertamente cuando x = %, se tiene un valor mayor que v/2. Esto escrito en términos

algebraicos quiere decir que se cumple la siguiente desigualdad :

9 3
2</-==.
Aeifi-;

Esto en lenguaje moderno, significa que % es una cota superior. Ahora, se debe
encontrar un numero menor que % tal que al multiplicarlo por % se tenga como

resultado el ntiimero 2. Dicho ntimero es %, pues éste es el que cumple que

0~

Llegados a este punto, es importante observar que

4 3
3 2
Maés atun, % < /2. Por lo tanto,
4 3
- <V2< =
3 V2 2

Ahora, si x es igual al promedio aritmético de la cota inferior y la cota superior se
tiene que
4,3
sty 17
2 12

Tr =

En este caso,
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289

2_2=""_2=2 .

T T 00069
17

Luego, se repite el procedimiento para encontrar un nimero que multiplicado por 4
: 24 _ 17 , 1724 _ .

dé como resultado 2. Observe que 7 < 13 v 1377 = 2. Luego, reduciendo el rango

de valores se observa que

24 17
—<V2< —
17 V2 12
Asi puede obtener la media aritmética, y nuevamente obtener un valor mas adecuado

para x, a saber:

w577
2 408

xTr =

Ahora, en este caso se tiene que

7% — 2 = 2.0000006 — 2 = 0.0000006.

Lo que indica que se encontr6 un valor, el cual es una aproximaciéon muy cercana a
V2 y por lo tanto tenemos una buena aproximacion a la solucion de la ecuacion.

3.2.2. La raiz cuadrada de un nimero real

Lo siguiente es un método mas moderno que el presentado anteriormente. Con
éste se puede obtener la raiz cuadrada de cualquier niimero real positivo a sin la nece-
sidad de adivinar un niimero antes. Primero, considere 2 € R, tal que 0 < \/a < x¢
o de forma equivalente que se cumpla que a < z2.

Si y/a < o, al multiplicar ambos lados de esta desigualdad por /a se tiene que:
a < xo\/a, por lo que:

a
—<\/5<I07
To

Como a y xy son ntmeros positivos, se tiene que zio también es positivo. Ahora, se

a

. . To+ -~ ,
probara que algunos de los dos ntmeros z; = —5= y -+ estardn mas cercanos a Vva
que xg 0 xio En efecto, estos nimeros quedan acomodados del modo siguiente:

a a
— < —<Va<z <z (3.12)
o T

Para esto solo hace falta que:

\/a<l'1<$0.
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Pues el hecho de que se cumpla dicha desigualdad, implica que

a a
— < — <.
Zo T

Como se cumple que z; > +/a si, y solo si 27 > a, serd suficiente comprobar esta
dltima. Pero:

) zo+ 2\ 7 af+2a+(2)° 40 w0—2a+ (%) zo— 2\ °
nma={Ty ) 4 4 4 T2

luego v/a < z1. De a < “T*b < b para cualesquiera ntimeros reales a y b no negativos,
se sigue que 7 < ro. Ademés

1 a
’1’1 — \/5| < = |Tog— —]|- (313>
2 ZTo
Repita el proceso y defina x5 como:
A
T2=—p
En consecuencia,
a a
— < —<Va<zy<m (3.14)
x1 Z3
y
1 a 1 a
To—va| < - |r1 — —| < = |Tg — — 3.15
| 2 \/_| 2 ! I 4 0 Zo ( )
Al repetir n veces este procedimiento, se obtiene la lista de nimeros zg, z1,...,x,
tales que el j—ésimo término se expresa como
i+
T = O (3.16)
2
De donde se cumple que
a a
< —< \/5 <Z; <Tj (317)
Tj-1 X
con
1 a 1 a
0<|z;—+va|l < < |rji_1— < —=|zg— — 3.18
| J \/_| 2 Jj—1 xjf]_ 2] 0 Zo ( )
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De esta manera puede aproximar a y/a con un grado de aproximacion que deseé.
Pues, bastara tomar j adecuado al grado de aproximacion que se busca, lo que se
garantiza ya que 2% converge a Cero.

En cuanto a la raiz de un niimero real negativo, es posible dar una interpretacion
geométrica haciendo uso del plano complejo. Suponga que z es una de la raices de
la ecuacién 22 + a = 0, con a > 0 real. En el anexo, se prueba que al considerar a
z como un vector complejo, el resultado de rotar a z su mismo angulo en sentido
positivo y extenderlo el doble de su tamano da como resultado el vector de entradas
(—a,0). De manera que z debe estar en el eje imaginario, es decir que la parte real
de z ha de ser igual a cero. En efecto, z = +i /a.

Figura 3.10: Al rotar z = +i+/a, su argumento argz, en sentido positivo y multiplicar
su tamano por ||z|| da como resultado (—a,0).

3.2.3. Solucién de ecuaciones cuadraticas en la antigiiedad

Babilonios

Los problemas mas antiguos relacionados a las soluciones de una ecuacion de
segundo grado, no necesariamente corresponden al caso mas elemental. De hecho,
los mismos babilonios proponian el siguiente problema: dadas dos cantidades reales
s y p, se debe hallar dos niimeros cuya suma sea igual a s y su producto igual a
p. En términos geométricos esto equivale a determinar los lados de un rectangulo
conociendo el semi-perimetro s y su area dada por p. Asi, los nimeros buscados son
las soluciones de la ecuaciéon de segundo grado z2 — sz + p = 0.
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Nosotros sabemos que por las formulas de Vieta, si xy es una de las soluciones de
la ecuacion, entonces la otra solucién debe ser x1 = s — x¢. Mientras que el producto
de xg y x1 es igual a p = zox;.

Por supuesto, los babilonios no conocian las formulas de Vieta como tal (ni usa-
ban esta notacion), pero ellos expresaban su procedimiento de la siguiente manera:
“eleve al cuadrado la mitad de la suma, sustraiga el producto y extraiga la raiz cua-
drada de la diferencia. Sume al resultado la mitad de la suma. Esto dara el mayor de
los buscados. Sustraiga de la suma para obtener el otro ntiimero”. Lo que en notacién
moderna quiere decir, que en efecto las soluciones de la ecuacion son

3+ <3>2
T == =) -
2 5) 7P

VG
s—x==—1/l=) —
2 2) 7P

Lamentablemente, no queda registro del argumento que los llevo a esta conclusion
pero hay indicios de que pudo haber sido algo semejante a lo que se describira a
continuacion.

El método que pudieron usar los babilonios consiste en primero suponer que « y
[ son los nimeros buscados y asumir sin perdida de generalidad que a < 3. No era
dificil para aquellos mateméaticos, probar del mismo modo que hicimos aqui que los
ntmeros « y (3 son equidistantes de la media aritmética 5 = “T*B Ahora, siempre

que se conoce la diferencia
s S
i=5-(3)=(3) o

se pueden obtener los dos ntimeros a = 5 —d y 8 = 5 + d. No obstante, también se

cumple que
et~ (5-0) G0)= () -

luego d? = (5)2 —pyd= (%)2 —p.
De ahi que



3.2. Mas sobre las raices de la cuadratica

Es preciso decir que los babilonios no tenian en cuenta los nimeros negativos. Pero
nosotros no debemos ignorar los casos en que 5 < p, que inevitablemente conducen
a los ntimeros complejos.

Griegos

En cuanto a la época de los griegos habia una construccién para encontrar las
soluciones de la ecuacién % + bx — ¢ = 0, con b y ¢ ntimeros reales positivos.
Primero, se construia un triangulo isésceles OP(@) con base P() de longitud b y con
altura medida desde O de longitud igual a c. Luego, se traza una circunferencia con
centro O que pase por los vértices P y @) del triangulo.

N mmmm——————

Q D

Figura 3.11: La solucién geométrica de la cuadratica, dada por los griegos.

Sea AB el didmetro de la circunferencia paralelo a PQ) y construya el rectangulo
ABCD. La raiz positiva de 22 4+ bx — ¢? es igual a la longitud del segmento CP y la
otra raiz (que es negativa) es igual al negativo de la longitud del segmento C'Q.

Se puede comprobar esto usando las formulas de Vieta, pues si o y 8 son las rai-
ces del polinomio, entonces por las formulas mencionadas o + 3 = —by a8 = —c?,
por lo que debe de haber una raiz negativa. Ahora, considere los tridngulos rec-
tangulos BC'P y QC B. Estos son semejantes, ya que Z/PBC = ZBQC. Entonces,
se tiene que CP - CQ = BC? = ¢, luego CP - (—CQ) = —c% Por otro lado,
como CQ = CP + b, se tiene que CP — CQ = —b. Luego, CP y —C(Q cumplen

las relaciones de Vieta, por lo tanto estos niimeros son las raices de la ecuaciéon dada.
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No solo los griegos hicieron una construccién geométrica para la ecuacion z2 +
br —c®> = 0, con b y ¢ ntimeros reales positivos. Rene Descartes propuso la siguiente
solucion: trace una circunferencia con centro en O y radio g Luego, trace QR, una
tangente a la circunferencia en @), con QR = ¢. Sea S y T los puntos donde la recta
por Ry O corta a la circunferencia.

R

S
O

T

El polinomio cuadratico tiene una raiz positiva y otra raiz negativa. En la figura
la longitud del segmento RS es igual a la raiz positiva y la raiz negativa es igual al
negativo de la longitud del segmento RT'.

Nuevamente, por las formulas de Vieta, si @ y [ son las raices del polinomio,
entonces a + 8 = —b y a3 = —c?, por lo que debe de haber una raiz negativa.
Considere los tridangulos RQ.S vy RT'(Q), éstos son semejantes, ya que comparten el
angulo en el vértice Ry ZRTQ = ZRQS. Entonces, se tiene que RT - RS = RQ? =
%, luego RS - (—RT) = —c*. Por otro lado, como RT = RS + b, se tiene que
RS+ (—RT) = —b. Luego, —RT y RS cumplen las relaciones de Vieta, por lo tanto
éstos ntimeros son la soluciones de la ecuacion dada.

3.3. Propiedades de la funcién cuadratica

Se dice que una funciéon f definida de R en R, es una funcién cuadratica si
existen tres ntmeros reales a # 0, b y ¢, tales que para todo z € R, se cumple
que f(z) = ax® + bx + c. Antes de caracterizar a este tipo de funciones, mostramos
que los coeficientes a, by ¢ de la funcion f(x) = ax?® + bz + ¢ quedan enteramente
determinados por los valores que ésta toma.
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3.3. Propiedades de la funciéon cuadratica

Teorema 3.3.1 Si se tienen f,g: R — R dos funciones cuadrdticas definidas por
f(z) =ax* +bx +cyglr) = d2®>+bx+ para todo v € R, con a # 0, a’ # 0,
b, V', ¢ y ¢ nimeros reales tales que f(x) = g(z) para todo x € R, entonces a = d,
b=V yc="<.

Demostracién. Si az?+bx +c = a'z? + bz + ¢, para toda x € R. Entonces al
hacer x = 0, se tiene que ¢ = ¢/. Ademaés la igualdad se reduce a az?+bx = a/2> +b'x
para todo x € R. En particular, es cierta esta identidad para todo namero real x # 0.
De donde se sigue que

ar +b=adxz+ 1,

para x # 0, un namero real. Ahora, usando esta igualdad con x =1y z = —1, se
tienen las siguientes identidades: a +b =d +V y —a + b = —a’ + V. Resolviendo
estas dos igualdades simultdneamente, se concluye que a =a’ y b =1V'. [ |

Vamos a encontrar una funcién cuadratica de manera que su grafica pase por
tres puntos no colineales. Supongamos que los puntos son A = (z1,y1), B = (2, y2)
y C = (x3,y3), con x1, xo y x3 distintos. Buscamos una funcion cuadratica que pasa
por estos mismos, es decir, hace falta mostrar que existen tres ntimeros reales a, by
c tales que

ar? +bry+c =
ard +bro+c = o
ari+brs+c = y3

Restando a la segunda igualdad la primera del sistema de ecuaciones, se tiene que,
a(z3 —af) +b(z2 — 1) =92 — y1. (3.19)
Ademas, como x5 — 7 # 0 se sigue que,

Y2 — Y1

b= . 3.20
a(x2+:)31)—|— Ty — T1 ( )
De forma anéloga, se tiene que
alws+z)+b=2"Y (3.21)
T3 — I

Luego, restando (3.21) menos (3.20), se obtiene que

_Ys— Y2 — Y1
a(rs —x9) = - :

r3 — 1 To — T
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Pero como x3 — z7 # 0, entonces el nimero real fijo a se expresa en términos de las
entradas de los tres puntos dados,

(3.22)

1 lyg—yl yg—yl}
a = — .

T3 — Ty | T3 — T To — 1
Luego, se remplaza a en (3.19) y se obtiene b en términos de las entradas de los tres
puntos dados, a saber:

b | [(yQ_yl)_ 1 [yg—yl_yz—yln (3.23)

To — X1 T3 — T2 | XT3 — X1 To — X1

Finalmente, para obtener ¢ en términos de las entradas de los tres puntos dados se
remplazan a y b en cualquiera de las ecuaciones del sistema, digamos en la primera
ecuacion. Entonces,

. _ _ 2
o= () —ye) {93 Y Yo 91} { 2y 1 ] (3.24)
Ty — X1 T3 —x1 Xy —x1] | (x5 —x9)(X2 — 1) X3 — X2

Hasta aqui se ha probado que dados tres ntimeros reales distintos x1, x5 y z3; y otros
tres nmeros reales y1, y2 v y3 existe una y solamente una terna de niimeros reales
a, by ctales que la funcion f(z) = az? + bz + ¢ cumple que f(x1) = 1, f(22) = y2
y f(x3) = y3. No obstante, atn hace falta probar que a # 0. De lo contrario, la
expresion ax? + bz + ¢, en realidad no serfa un polinomio de segundo grado. Ahora,
por (3.22), se tiene que a = 0 si, y solo si

Y3—Y1  Ya2—
T3 — I "172—3?1.

Por lo visto sobre colinealidad en el capitulo anterior (pag.55), se sabe que esta
ultima igualdad se cumple si, y solamente si A = (21,y1) , B = (22, y2) y C = (23,93).
son puntos colineales, lo que es una contradicciéon con lo supuesto desde un inicio.
Quedando asi probada la siguiente afirmacion.

Teorema 3.3.2 Si zq, x5 y w3 tres numeros reales distintos, y ademds yi, Yy Y Y3
son numeros reales tales que los puntos A = (x1,y1), B = (x2,%2) y C = (3,93)
no son colineales en R?, entonces existe una, y solo una funcion cuadrdtica f (z) =

ax® 4 bz + c tal que fx1) =w, f(z2) =y y flas) = ys.

Mas adelante en la seccion 5.5 se da una construccion explicita de la funcion
cuadratica del teorema anterior, que es:
(@ — o) (z — 33) (@ — 1) (z — 33) (x — 1) (z — 33)
1 2
(1 — w2) (21 — w3) (w2 — 1) (@2 — 3) (3 — 1) (23 — 22)

f(x) = Y3,

tal funcion se conoce como la férmula de interpolacion de Lagrange.
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Una aplicacién en el area de la fisica

La caida de un cuerpo en el vacio es un tipo de movimiento uniformemente acele-
rado (M.U.A) que se modela matematicamente por medio de una funcion cuadrética.

1
ft) = EatQ + bt + ¢, (3.25)

donde f(t) es la posicion del objeto en el instante ¢, la constante a es la aceleracion
experimentada por el objeto, b es la velocidad inicial, es decir la velocidad en ¢ = 0.
Mientras que ¢ es la posicion inicial del objeto. En general, para cualquier funcion
f que modele algtun tipo de movimiento, la expresion

ft+h) - f(t)
i 5
es el cociente de espacio recorrido por el objeto entre el tiempo que dura el recorrido.
Esta expresion recibe el nombre de velocidad media del objeto en el intervalo [t, t+h)].
En particular, en el caso de que f sea la funcion (3.25), la velocidad media del
movimiento entre los instantes ¢ y ¢ + h es igual a
flt+h)—f(t) zalt+h)>+b{t+h)+c—zat?> —bt —c

_ —atape
h - h — 9"

De modo que para valores de h lo suficientemente pequenos, la velocidad media se
aproxima al valor at + b. Siendo esta la razon de que v(t) = at + b sea la velocidad
en el instante t del objeto en M.U.A. Note que en t = 0, sucede que la velocidad
inicial es igual a v(0) = b. Ademés, para cualesquiera valores que puedan tomar h 'y
t, el valor de a esta dado por

v(t+h) —o(t)
= ; ’
lo que en otra palabras quiere decir que la aceleracion es constante (a saber el valor
a), asi la tasa de variacion de la velocidad del objeto en M.U.A. es constante. Por
eso a este tipo de movimiento se le llama uniformemente acelerado, y la aceleracion
es el valor constante a.

Ejemplo 2. Son muchas las situaciones en las que puede identificar el movimiento
de algiin objeto, como una particula que se mueve en el plano cartesiano. En este
caso, suponga que una particula parte del punto inicial Py = (0, —6), con velocidad
de 5 metros por segundo, y cuya aceleracion corresponde a —2 metros por segundo
al cuadrado. Es posible calcular el tiempo que pasa hasta que la trayectoria de la
particula cambia de sentido y regresa al punto de partida F,. Esto debido a que la
funcién que da la posicion de la particula, en funcion del tiempo, es

f(t) = —t>+ 5t — 6.
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De donde, el valor maximo de f(t), y por lo tanto también el valor maximo que
puede alcanzar de la particula en el plano, se alcanza cuando t = :—g =2.5 segundos.
Lo que coincide al calcular el tiempo ¢, cuando la velocidad v(t) = —2t+5 del objeto

es igual a cero.

Justamente, una aplicaciéon comun de lo anterior es considerar un proyectil, que
por facilidad puede imaginar en el plano. También por facilidad puede despreciar la
aceleracion de la gravedad asi como la resistencia del aire. Teniendo en cuenta que
en este caso la velocidad se expresa por un vector, cuya longitud es conocida como
velocidad escalar, es decir la velocidad recorrida en una distancia recorrida entre
cierto tiempo. Asi mismo, la direcciéon y el sentido del vector indican la naturaleza
del movimiento del objeto. Ademas, puede suponer que origen del plano es el punto
de partida del proyectil, donde el eje y es la vertical que pasa por ese punto que es
perpendicular al suelo, que corresponde al eje x. Siendo asi, la velocidad inicial del
proyectil es el vector ¥ = (vy,v9) y la primera coordenada v; da la velocidad de la
componente horizontal del movimiento, esto es la proyeccion del proyectil sobre el
eje x.

Este es un caso de movimiento uniforme, pues la gravedad es la tnica fuerza
que actia sobre el proyectil. Y esta tultima no posee componente horizontal, lo que
quiere decir que ninguna fuerza actiia sobre el movimiento horizontal.

Figura 3.12: El tiro libre de un objeto es una parabola. Aqui el objeto es el punto
negro con velocidad v.

Por lo tanto, si P = (z,y) es la posicion del proyectil en el instante ¢ se tiene
x = vit y al mismo tiempo, la aceleracion de la gravedad que acttia sobre el objeto
corresponde —g. Por lo tanto, la componente vertical del movimiento P es un mo-
vimiento uniformemente acelerado sobre el eje y, con aceleracion —g y la velocidad
inicial es vy. Teniendo en cuenta esto, la segunda coordenada del punto P = (x,y)
es igual a y = —% gt? + vot, en el instante t. Note que y no tiene término constante
porque y = 0 cuando ¢t = 0.

Finalmente, como x = vt, t = Z, remplazando este valor en y se tiene que

y = ax® + bz,
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donde a = % y b= :j’—f Lo que demuestra que la trayectoria del proyectil es una
parabola.

Ejemplo 3. Se sabe que la aceleracion de la gravedad es un valor aproximada a
la constante g = 9.8m seg?, que a su vez es la razén de una progresion aritmética
formada por las distancias recorridas de cada segundo de un objeto en caida libre.
El teorema 3.4.2 asegura que la altura f(¢) del cuerpo en caida libre después de
t segundos desde inicio de la caida del objeto en cuestion es la funcion cuadratica
f(t) =h-— % gt%, donde h es la altura del punto exacto donde inici6 la caida libre del
cuerpo.

Figura 3.13: La grafica que representa la caida de un objeto desde la altura h.

3.4. Caracterizacion de las funciones cuadraticas

Diremos que una sucesion xy, T, . . . €s una progresion aritmética de segundo
orden, si la sucesion

Y =T2 — 1, Y2 = T3 — T2, Y3 =Ty — T3, --+,

es una progresion aritmética. Una progresion aritmética de segundo grado es no
ordinaria o no degenerada si ésta no es una progresion aritmética.

Ejemplo 4. La funcién f(z) = 22 transforma a la progresion aritmética 1,2, ..., n, n+
1,... enlasucesion 1,4,9,...,n%,n2+2n+1,..., la cual no es una progresion arit-
mética. Pero, la sucesion que resulta de las diferencias de las imagenes bajo la funcion
f de la progresion aritmética 3,5,7,...,2n + 1,..., es otra progresion aritmética,
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cuya diferencia es 2. El siguiente lema demuestra que en general si se aplica una
funcion cuadratica f(z) = ax? + bx + ¢ a cada término de una progresiéon aritmé-

tica aj,as, ... con diferencia d. Se genera la sucesion f(ay), f(az), ..., que tiene la
propiedad de que las diferencias sucesivas s1 = f(a2) — f(a1), se = f(az) — f(a2),
s3 = f(aq) — f(as), ..., s; = f(ai1) — f(a;) forman una progresion aritmética con

diferencia 2ad?.

Lema 3.4.1 Una funcion polinomial f es cuadrdtica si, y solo si f transforma a
toda progresion aritmética en una progresion aritmética de sequndo orden.

Demostracién. Suponga que f(z) = ax? + bz + ¢ es una funcion cuadratica.
Si se aplica la funcién a cada término de una progresion aritmética ai,as,... con
diferencia d se genera la sucesion f(aq), f(as),. .., que tiene la propiedad de que las

diferencias sucesivas y; = f(az) — f(a1), yo = f(az) — f(az), y3 = f(as) — f(az), ...,
y; = f(aiz1) — f(a;) forman una progresion aritmética, con diferencia igual a

Yirr — Yi = (f(air2) — flaiz1)) — (f(aiz1) — f(ai))
= f(ait2) — 2f(ait1) + f(a;)
= Paiyy + aiyoq + 1 — 2(paiy, + aiaq +7) + (pai + aig + 1)
= P[(G?Jrz - 2“?+1 +ai)] = ql(aira — aip1) = (a1 — ;)]
= p[(a?+2 - a?_H) - (az2+1 - a?)] —qld — d]
= pl(ait2 + ait1)(@ir2 — aip1) = (air1 + a;) (@i — a;)
= pl(ait2 + Giy1)d — (i1 + a;)d]
= pd[(aive — air1) + (a1 — a;)]
= pd(d + d)
= 2pd>.
Pues d es la diferencia de la progresion a, as, . .., es decir d = a;10—a;41 = @11 —a;.
Para probar el reciproco suponga que f es una funcién polinomial que transforma

a toda progresion aritmética en una progresion aritmética de segundo orden. Se tie-
ne que probar que f es una funcion cuadrética es decir de la forma f(x) = az*+bx+c.

Recuerde que la funcion y(n) = ag + nd considerada como una funcién de N en
R, es la restriccion a los nimeros naturales de la funcion afin f(z) = dx+ag. En este
caso y de forma similar, se probara que si la sucesion yi,ys,... es una progresion
aritmética de segundo orden, entonces existen niimeros reales a, b y ¢, tales que el
n—ésimo término es igual a v, = an®+bn+ c. Siendo asi, si se considera a la funcion
g(z) = ax? + bx + ¢, entonces g(n) =y, = f(n).
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En consecuencia, la restricciéon de g a N coincide con la funciéon polinomial f en una
infinidad de puntos, luego por ser polinomiales coinciden en todo los nimeros reales,
por lo que f(z) = az® + bz + c.

Veamos como encontrar a, b y c. Las diferencias sucesivas: yo — y1, y3 — 9o,
vy Ynt1 — Y1, - .., forman una progresion aritmética (ordinaria), donde el primer
termino es d = yo — y; y la diferencia de la progresion es igual a r. Entonces el
n-ésimo termino de esta sucesion de diferencias es y,11 — y, = d+ (n — 1)r. Asi, se
tiene que

Ynt1 = Unt1 = Yn) + WUn — Yn—1) + -+ (Y3 —y2) + (12 — y1) + (11) (3.26)
=[d+n—-1r|+[d+(n—-2)r|4+ - +[d+r|+d+uy (3.27)

(n—1)

= nd+° ;T (3.28)

para n € N. Entonces,

-1 -2
Yo = (n—1)d+ (n )2(n )7" + (3.29)
3
:gn2+(d—§)n+r—d+y1 (3.30)
=an®+bn+c (3.31)

donde a = 3, b = d — 37’" y ¢ = r —d + y;. Por lo tanto, queda probado que

Yn = an?® + bn + ¢, por lo dicho se puede concluir que f(x) = az? + bz + c.

Observacion 7 El Teorema Fundamental de la Proporcionalidad (pag. 59) dice que
una funcion mondtona f : R — R es afin si y solamente si, transforma progresiones
aritméticas en progresiones aritméticas. Asi mismo, se hizo notar que la condicion
para [ de ser mondtona, puede ser remplazada por la condicion de ser continua.

Observaciéon 8 Una funcion cuadrdtica f(x) = ax*+bx+c, como cualquier funcidn
polinomial, es continua. También serd necesario considerar el resultado siguiente:
dos funciones continuas que coinciden en los racionales, deben coincidir en todos
los numeros reales. Ver (Spivak 2012) pdgina 161.
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Notese que el lema anterior no asegura con exactitud cual es la progresion aritmé-
tica de segundo orden. Pero, esté mismo lema se puede usar para probar el siguiente
resultado que si da més detalles acerca de dicha progresion aritmética.

Teorema 3.4.2 (Teorema de caracterizacion de las funciones cuadraticas)
Una funcion continua f : R — R es cuadrdtica si, y solo si f transforma a toda pro-
gresion aritmética no constante x1,xs,... en una progresion aritmética de sequndo
orden no ordinaria.

Demostracion. Por la demostracion del lema anterior, cualquier funcién cua-
dratica f(x) transforma a toda progresion aritmética no constante en una progresion
aritmética de segundo orden no ordinaria.

Para probar el reciproco suponga que la funciéon continua f transforma a toda
progresion aritmética no constante x1, 2o, ... en una progresion aritmética de se-
gundo orden no ordinaria: f(x1), f(x2), ....

Consideremos a la funcion g(x) = f(x) — f(0), que al igual que f, es continua y
ademés define la sucesion y; = g(x1), yo = g(22), ..., que también es una progre-
sion de segundo orden no ordinaria. Ademas, es importante tener en cuenta que la
funcion g tiene la propiedad de que g(0) = 0.

Ahora, del mismo modo que se hizo al principio de esta seccion, se observa que
la progresion aritmética 1,2,3, ... es transformada por la funcién g en la progresion
aritmética de segundo orden no degenerada ¢(1),¢g(2),.... Entonces, por el lema
anterior existen a, b y ¢, tal que g(n) = an® + bn + ¢ para toda n € N. Pero
¢ =g(0) =0, por lo que para toda n € N,

g(n) = an® + bn.

De forma analoga se prueba que para la progresion aritmética %, %, ..., con p un

namero natural arbitrario, existen a’ y b’ ntmeros reales tales que para toda n € N

n
g (—) =an’+tn.
p

Veamos que las funciones cuadraticas (a’p®)z* + (b'p)x y az? + bx coinciden en todo
el conjunto N, en efecto para toda n € N, se cumple la igualdad
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an® +bn = g(n

)

np
(3)
d'(np)* +V/'(np)
= (a'p*)n® + (V'p)n.

La igualdad de las cuadraticas en una infinidad de puntos, garantiza que son iguales.
Luego, se tiene que a = a'p? y b = V'p, en forma equivalente, a’ = }% yb = ;%' De lo
que se sigue que para todo n,p € N se cumple que

En consecuencia, las funciones continuas g(z) y h(z) = ax? + bx coinciden en cada
nimero racional positivo r = %. Finalmente, por la observacion 8, g(z) = ax? + bx
para numero real positivo x.

De manera anéaloga, solamente que partiendo de la progresion aritmética —1, —2, ...
se concluye, que g(z) = ax? + bz para todo nimero real x < 0. Para concluir, ha-
ciendo f(0) = ¢, se tiene que f(z) = g(z) + ¢ = az® 4 bx + ¢, para toda z € R, como
se queria. [ |
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3.5. Ejercicios del capitulo 3

Ejercicio 1. Sea P(x) es un polinomio cuadratico, se dira que “intercambia po-
siciones de destino para (s,t)", con s # t; cuando P(s) =ty P(t) = s. (Demuestra
que si P(z) intercambia posiciones de destino, para un par, entonces no intercambia
posiciones con algin otro par de nimeros reales distintos?.

Ejercicio 2. Sea P(x) = 2% + ax + b un polinomio cuadratico donde a es real y
b # 2, es racional. Suponga que P(0)%, P(1)?, P(2)? son niimeros enteros, muestre
que a y b son nimeros enteros.

Ejercicio 3. Si a, b y ¢ son enteros impares, ax? + bx + ¢ = 0 no tiene soluciones
racionales.

Ejercicio 4. Sea P(z) = (x —a)(z —b) — 1 un polinomio cuadratico con a,b € Z
y b < a. Muestre que P(z) no es reducible en los enteros.

Ejercicio 5. Consideremos un circulo de radio de longitud r, y un rectangulo
cuyos lados miden b y r.
(1) Encuentre el valor t que se le puede restar o sumar a r la longitud del lado del
rectangulo, para que el drea de ambas figuras sumen exactamente nueve unidades.
(i7) Si r varia, jcuél es el valor minimo de ¢ 7

Ejercicio 6. Encuentre la pardbola y = ax? + bz + ¢ que pasa por los puntos
(1,0), (0,1) y D = (d,0) con d # 0, 1.

Ejercicio 7. Si ac # 0, pruebe que el producto de los polinomios reales P(z) =
az? +bx + cy Q(z) = —ax® 4+ bx + ¢, tiene al menos dos raices reales.

Ejercicio 8. Muestre que si P(x) = az® + bz + ¢ no tiene raices reales entonces
a’ +2ca+c* —b* > 0.

Ejercicio 9. Sean a y b enteros tales que a + b es una solucion de la ecuacion
2% + ax + b = 0. Encuentre el valor maximo de b.

Ejercicio 10. El polinomio con coeficientes enteros positivos P(x) = az?* + bx +

¢ = 0 tiene soluciones reales x1 y x5 tales que |z1] > 1y |z3| > 1. Encuentre el valor
minimo de abc y calcule a 4+ b+ ¢, cuando este valor minimo ocurre.
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3.6. Sugerencias a ejercicios del capitulo 3

Sugerencia al Ejercicio 1. Supongamos que el polinomio es P(z) = az?+bz+c,
cumple que P(s) =ty P(t) = s. Esto nos lleva a que,

P(s)=as* +bs+c=t
Pt)=at* +bt+c=s

por lo que, s —t = P(t) — P(s) = —(s —t)(a(s +t) + b), y como s — t # 0, se tiene
que s+t = —2_ Considere ahora al polinomio cuadréatico Q(z) = P(z) + z + 2,
es claro que ¢t y s son sus raices. Si el polinomio P(x) intercambia posiciones de
destino con otra pareja (m,n), con m # n, tendremos que m y n son también raices
de Q(x), pero esto contradice el hecho de que Q(x) solamente tiene dos raices, a
menos que {s,t} = {m,n}.

Otra solucién. Considere el polinomio de grado cuatro Q(z) = P(P(z)). Es
claro que si P(z) intercambia posiciones de destino con (s,t) entonces s y ¢ son
puntos fijos de Q(x). Ademas, por el teorema del valor intermedio, existe un punto
fijo de P(z) entre s y t, que desde luego sera también punto fijo de Q(z). Luego si
hay otra pareja de puntos (m,n) que intercambia posiciones de destino, se tendra
que Q(z) tiene 6 puntos fijos, lo que es una contradiccion, ya que @(x) tiene a lo
més 4 puntos fijos.

Sugerencia al Ejercicio 2. Como P(0)? = b? es un entero, tenemos que b debe
ser entero.
Como P(1)*=(a+b+1)2=a*+b*+1+2(a+b+1) es un entero y b también es
entero, tenemos que a? + 2ab + 2a es entero.
Como P(2)? = (4 + 2a + b)* = 16 + 4a® + b* + 4 + 16a + 4ab + 2b es un entero y b
también es entero, tenemos que 4a? + 16a + 4ab es entero.
Ahora, es entero también el nimero 4(a?+2ab+2a) — (4a® + 16a+4ab) = 4ab—8a =
4a(b—2) y como b # 2, se tiene que a es racional.
Por otro lado, también es entero el ntimero (4a® + 4ab + 16a) — 2(a® + 2ab + 2a) =
2a? +12a y entonces también el ntimero 2a* + 12a + 18 = 2(a + 3)? es entero y como
a + 3 es racional se debe tener que a + 3 es entero y entonces a es entero.

Sugerencia al Ejercicio 3. Supongamos que § es una raiz racional con (p,q) =
1 de az?® 4 bx + ¢ = 0. Al substituir y reducir, se tiene que ap? + bpg + c¢®> = 0, como
p vy g no son divisibles entre si, los dos no pueden ser pares. Luego tenemos que los
dos son impares o uno es par y el otro impar, en cualquier caso el lado izquierdo de
la dltima igualdad es impar y el lado derecho es par, lo que es una contradiccion.

Sugerencia al Ejercicio 4. Como P(a) = P(b) = —1 < 0 y el signo del
coeficiente cuadratico es positivo, entonces la curva y = (r — a)(x — b) — 1 es una
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parabola que abre hacia arriba. Tenemos también que P(b—1) = (b—1 —a)(b —
1-b)—-1=a—-b>0y Pla+1)=(a+1—-a)a+1—-b)—1=a—b>0, por
le teorema del valor intermedio, aplicado dos veces nos asegura que P(z) tiene una
raiz en el intervalo (b — 1,b) y su otra raiz en el intervalo (a,a + 1). Luego sus dos
raices no pueden ser enteras. Por lo que P(x) no puede expresarse como producto
de términos lineales en Z[x].

Sugerencia al Ejercicio 5. (i) El area del circulo es 7r? y el area del nuevo
rectangulo es b(r — t), con ¢ un nimero real tal que se cumple la siguiente igualdad
b(r —t) + 7r? =9, entonces t = %.

(i1) En este caso, se busca que la ecuacion cuadratica, wr?+br—(bt+9) = 0, tenga
solucion. La ecuacion tiene solucion si y solo si el determinante b* + 47 (bt + 9) > 0.

2z 2 , ~ .
Lo que sucede cuando t > —bi%. Por lo tanto, el valor méas pequeno de t se obtiene
2
cuando ¢t = — 236
4mb

Sugerencia al Ejercicio 6. La parabola es de la forma y = ax? + bz + c. Los
puntos (1,0), (0,1) y D = (d,0), satisfacen 0 =a+b+c, 1 =cy 0 = ad® + bd + ¢,
debemos encontrar a y b que sean solucion del sistema de ecuaciones.

d*a+db+1=0
a+b+1=0.
La solucién es a = é yb = —%l. Por lo que la ecuaciéon de la parabola es,

y=1ta?—dr 4 1.

Sugerencia al Ejercicio 7. El discriminante de P(x) es b* — 4ac y el discrimi-
nante de Q(z) es b*+ 4ac. Si ac > 0, b* +4ac > 0y Q(x) tiene dos raices. Si ac < 0,
b*> —4ac > 0y P(z) tiene dos raices. En cualquier caso P(z)Q(x) tiene al menos dos
raices reales.

Sugerencia al Ejercicio 8. Es claro que a® + 2ca + ¢ — * = (a + ¢)* — b =
(a+b+c)(a—b+c) = P(1)P(—1). Por lo que basta ver que P(1) y P(—1) tienen
el mismo signo. Pero si no fuera el caso, es decir si P(1)- P(—1) < 0, se tiene por el
teorema del valor intermedio que el polinomio P(z) tiene un cero entre —1 y 1, lo
que es una contradiccion, la hipotesis nos dice que P(z) no tiene ceros.

Sugerencia al Ejercicio 9. Como a + b es una soluciéon de z? + ax + b = 0,
se tiene que 2a% + 3ab + b* + b = 0. Por lo tanto a es una soluciéon de la ecuacion

222 + 3xb + b? + b = 0. Ademas, el discriminante (3b)% — 4(2)(b* + b) debe ser un
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cuadrado perfecto, pues a es nimero entero. Es decir, para algiin ntimero entero c,
se tiene que b? — 80 = ¢*. En consecuencia (b — 4)? — ¢* = 16, por lo que (b — 4 —
¢)(b—4+4 ¢) = 16. De esta manera, los factores (b —4 —¢) y (b — 4+ ¢) solo pueden
tomar los siguientes valores, donde para simplificar usamos € = 1, —1:

b—4—c)=ely(b—4+4c)=¢l6

( )
s (b—4—c)=€lby (b—4+c)=el
s (b—4—c)=€e2y (b—4+c)=e8
s (b—4—c)=e8y (b—4+c)=e2
s (b—d—c)=edy (b—4+c)=ed

Pero para las dos primera posibilidades, ¢ no es un niimero entero. Para todas las
demas los valores que toma b son b =0, —1,8,9 y asi el valor maximo de b es 9.

Sugerencia al Ejercicio 10. Si las soluciones de la ecuaciéon az? + bx +c =0
son positivas entonces b — 4ac > 0 y =bEvb—dac V;f_‘l‘w > 0. Luego, £v/b? — 4ac > by asi
b* — 4ac > b?, lo que significa que ac < 0, una contradiccién pues a y ¢ son enteros
positivos. Por lo tanto 21 < 0y z3 < 0. Pero como |z1| > 1y |z2] > 1, se tiene que
r1 < —1lyzy < —1.

Por otro lado, el punto medio de z; y 22 es —%, entonces —% < —1. En con-
secuencia, b > 2a. También, como la solucién méas grande de az? + bx + ¢ = 0 es
menor que —1, al evaluar el polinomio P(x) = ax? + bx + c en x = —1, se tiene que
a— b+ c >0, o de manera equivalente ¢ > b — a.

En resumen, se debe encontrar el valor minimo de abc tal que b > 2a, ¢ > b —a
y P(x) = ax?® + bz + ¢ tenga soluciones reales menores que -1.

Observe que si a > 3, entonces b > 2a =2-3 =6y ¢ > 0. Entonces abc > 18.
Sia=2,comob>2a=4yc>b—a>4—2=2 setienequeb>5yc> 3, esto
implica que abc > 30.

En cambio, sia=1,0>2a=2yc>b—a>2—-1=1.

Si b =5, entonces ¢ > 5 — 1 =4, y entonces abc > 25.

Si b =4, entonces ¢ > 4 — 1 = 3 y entonces abc > 16, ademas con b = ¢ = 4,
se tiene que abc = 16, que por ahora es el menor valor de abc. El polinomio es
P(x) = 2?4+ 4x + 4 = (z + 2)?, tiene un tnico cero de orden 2 en x = —2.

Sib = 3, entonces ¢ > 3 —1 = 2, por lo que ¢ puede ser uno de los nimeros
3,4, 5, para tener abc menor o igual a 16. Pero ninguno de los polinomios 2+ 3z + 3,
22 + 3z + 4, 22 + 3z + 5, tiene raices reales.

Luego el valor minimo de abc es 16, que se alcanza con a =1, b =4y ¢ = 4, por lo
que a+b+c=09.
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Capitulo 4

Polinomios cubicos

4.1. El cubo de Cardano

Los acercamientos mas celebres a la solucién de la ecuaciéon cubica az® + bx? 4
cx 4+ d =0, se deben al matemaético italiano Gerolamo Cardano (1501-1576). Antes
que nada probd que para cualesquiera ntimeros reales h y k, se cumple la identidad:

(h+ k) = h> + 3h°k + 3hK> + K°. (4.1)

Cardano mostré esta identidad recurriendo a argumentos geométricos, los presen-
tamos ya que ayudan a ilustrar procedimientos algebraicos que se estudiardn pos-
teriormente. Es natural relacionar la construccién de Cardano con la construccion
geométrica que se usod en el capitulo anterior para ver la identidad del trinomio cua-
drado perfecto. Con el detalle de que en la construcciéon de Cardano se considera un
cubo en el espacio tridimensional. Para ser precisos, Cardano resuelve el problema:
dados dos segmentos uno de longitud h y otro de longitud k, pruebe que se cumple
la identidad (4.1) (Branson 2013). La solucion usa la construccion geométrica que
sigue los pasos siguientes:

Figura 4.1: Las dimensiones del cubo K7, cuyas caras frontales son Cy, Cy y Cs.
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PASO 1. Considere un cubo K en el espacio, de aristas de longitud k. El volumen
del cubo K es k3. Luego, considera tres de las caras del cubo K, como se ve en la

Figura 4.1.
hk? hk? hk?

Figura 4.2: Los tres prismas Ay, Ay vy As que tienen las mismas dimensiones.

PASO 2. Considera tres primas rectangulares Ay, Ay y Az. Como se muestra en la
Figura4.2 cada uno de estos prismas tiene base cuadrada de lado de longitud k y
altura h. Por lo tanto, cada una de estas figuras tiene volumen hk?.

§ o= ) &
& A

Figura 4.3: Las bases de los prismas A, Ay vy Az se empalman con las caras Cy, Cy
y C3 del cubo Kj.

PASO 3. Sobre la cara C; se coloca Ap, sobre la cara Cy se coloca Ay y sobre la
cara C3 se coloca As, como se ve en la Figura 4.3.
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' ‘ ‘ [ @2
k h k h k h
kh? kh? kh? 0,

Figura 4.4: La colocacion de O, ©5 y Os.

PASO 4. Considere los primas rectangulares: ©;, ©, y O3. Cada uno de estos prismas
tiene altura k y base cuadrada con lado de longitud h. Por lo tanto, cada uno de
los prismas tiene volumen kh?. Se colocan O3 entre A; y Ay, como se muestra en la

Figura 4.4.

Figura 4.5: Cubo de dimensiones de longitud h.

PASO 5. Después, consideré un cubo K, de arista de longitud h y volumen h3.
Ademas, como se puede observar en la Figura 4.5, sirve para llenar el espacio que
queda en la construccién que se logré en el Paso 4.

Figura 4.6: La construccion completa

PASO 6. Finalmente, el cubo que se construy6 de todos los prismas anteriores tiene
aristas de longitud h + k, entonces su volumen es (h + k).
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Por otro lado, la suma de los volumenes de los prismas K7, K5, O, Oy, O3, Ay, Ay
vy Az da el volumen total del cubo, a saber (h + k). De esta manera queda probada
la igualdad de Cardano (4.1), ver Figura 4.6.

Lo anterior prueba que si el polinomio ctibico P(z) = az® + bx? + cx + d cumple
que a =1, b =3k, c = 3k? y d = k?, su tnica raiz es t = —k y es de multiplicidad 3.
Ademas, Cardano uso6 esta misma construccion geométrica para reescribir una ecua-
cion de la forma 3 + ax? + b = 0 como una ecuacién cibica de término cuadratico
nulo.

Ejemplo 1. Se quiere reescribir la ecuaciéon 23 — 622 — 100 = 0, como una ecuacion

de la forma 23 +cx+d = 0. con ¢, d € R. Para esto, primero, se resuelve el problema
) ) b )

para la ecuacion 23— 622 =0 y se consideran los siguientes prismas:

» El cubo Ag; éste es el cubo de aristas de longitud z y volumen 2. Este cubo
se divide de la misma forma que en la figura 4.6 y tanto los solidos como las
longitudes quedan nombradas de la misma manera. Por ello, considere a la
figura 4.6 como referencia ilustrativa del cubo Ay.

= El prisma rectangular A;: que es el prisma de altura 6, base cuadrada de lados
de longitud x y volumen 6z22. En este caso, la base de A; es la superficie
cuadrada K que se divide en 4 partes como se ve en la figura 4.7. Note que el
vértice B, en la superficie K, separa el lado AC' = x en dos segmentos, a saber,
AB = h y BC = k. De manera que A; se compone de los prismas, ©4 y Os,
ambos de altura 6 y bases los rectangulos ABDH y DIEG, respectivamente,
por lo que ambos prismas son de volumen 6kh; el prisma cuadrado Ay, de
altura 6, base el cuadrado BCID y volumen 6k?, y el prisma cuadrado K3, de
base BGFH, altura 6 y volumen 6h2.

Cardano antes encontr6 lo que debe cumplir el vértice B para que los prismas
Ao y Ay tengan el mismo volumen. Para responder a esto, consider6 que en el cubo
Ag, cada uno de los solidos ©, O, y O3 tiene volumen kh?. Por lo que sumados dan
3kh%. Por otro lado, en Aq, el prisma cuadrado K5 de altura 6, base cuadrada de
lados de magnitud A y volumen 6hZ.

Observe que para que el punto B cumpla la igualdad 3kh? = 6h2, se debe cum-
plir que BC' = k = 2. Asi, Cardano encontré que BC' = 2 es la condiciéon que hace

coincidir la suma de los solidos ©1, ©5 y ©3 del cubo Ay con el solido K5 del cubo A;.

Una vez determinada la posicién de B, se eliminan los solidos con iguales volu-
menes que componen Ag y Aq. El resultado:
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F G E

H DL ¢
h k

A B ¢

Figura 4.7: El prisma A, y la superficie Kj.

= Por lo anterior, se eliminan ©,, Oy y O3 con Kj.

» La suma de los volimenes A;, Ay v As da como resultado 3hk? = 12h, pues
k = 2. Pero la suma de los volimenes de O y O35 es 12hk = 24h, el doble que
la suma de los volimenes de los solidos Ay, Ay v As. Por lo tanto solo queda
el prisma ©y.

» El volumen del cubo K, k* = 8. Mientras que el volumen de K3 es 6k = 24,
el triple del volumen de K. Por lo tanto queda un prisma de altura 4 y base

cuadrada de lados k& = 2.

= Por lo tanto solo se queda el cubo Ky de Ay, de volumen h3, el prisma 6, de
volumen 12A y un prisma de volumen 16. Estos se muestran en la Figura 4.8.

Figura 4.8: De izquierda a derecha se muestran el cubo Ks, el prisma ©4 y un prisma
de volumen 16.
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Teniendo como referencia la figura de arriba, se busca que el volumen del cubo
verde K5 iguale el volumen de la suma de los otros dos solidos, es decir, se quiere que
h3 = 12h + 16. Por lo tanto, si se quiere solucionar la ecuacion 23 — 622 = 0, bastara
hallar las soluciones de esta tultima ecuaciéon y remplazar su valores en x = AC =
h 4+ k = h + 2. Por lo tanto, regresando al problema original, se suma 100 al lado
derecho de la igualdad h® = 12h + 16 y se tiene que la ecuaciéon cubica sin término
cuadratico h® = 12h + 116 es equivalente a la ecuacion original haciendo h = x — 2.
Por supuesto, el procedimiento puede ser replicado para cualquier ecuacion del tipo
2% +bx? 4 ¢ = 0. Mas adelante, veremos como resolver cualquier ecuacion ctbica de
la forma 23 + dx + ¢ = 0.

4.2. Factorizacion

Para hallar los factores que dividen a un polinomio, es tutil advertir con algin
criterio para determinar si el polinomio es reducible. Por reducible se entiende que
el polinomio se puede escribir como producto de dos polinomios de grado menor al
grado del polinomio original. Para los polinomios en Q[z], por fortuna, se cuenta
con el Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein, que para polinomios de tercer grado,
dice lo siguiente:

Teorema 4.2.1 Si P(x) = az® + bx? + cx + d es un polinomio en Q|x], y si existe
un nimero primo p tal que p|d, plc, p|b, pta y p*t d. Entonces p(x) es irreducible
en Q[z].

La demostracion de este teorema se encuentra en forma maés general en el capitulo
siguiente ver pag.152. A titulo de ejemplo, el polinomio P(x) = 723+ 272? + 9z + 18
es irreducible en Q[z], pues p = 3 cumple el criterio de irreducibilidad de Eisenstein.
Si bien P(z) = 7x® 4+ 272% + 9z + 18 no se puede escribir como un producto de
polinomios con coeficientes racionales, veremos mas adelante que siempre tiene una
raiz real y por lo tanto es reducible en R[z|. Para un polinomio de tercer grado,
una primera aproximacion consiste en intentar encontrar alguna raiz del polinomio
y usar el teorema de Bezout 1.2.1 para encontrar los factores del polinomio.

Ejemplo 2. Se quieren hallar los factores del polinomio P(z) = 2 + 9%+ 15z — 25.
Una inspeccién simple nos lleva a que z = 1 es una raiz del polinomio, por lo que
(x — 1) es un factor de P(z). Luego, se divide P(z) entre (z — 1) y se tiene que
P(x) = (x4 1)(z + 5)2. Asi el otro factor de P(z) es (x + 5)%.

Por supuesto, esto resulta efectivo solo en algunos casos. Si esto fracasa, puede
intentar la factorizaciéon por agrupacion.
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Ejemplo 3. Se quiere factorizar linealmente el polinomio P(x) = 2® — 2 + 2z — 2.
Primero, agrupe los términos de P(z); P(z) = (2° —2*) + 2z —2) = 2? (x — 1) +
2 (x — 1). Luego, se obtienen los factores comunes del polinomio para finalmente
agruparlos, de manera que P(z) = (v — 1) (22 +2) .

Si esta estrategia no lleva a un buen termino, atin queda el método de encontrar
una raiz racional. Para lo cuél, antes es necesario presentar el siguiente resultado.

Teorema 4.2.2 Teorema de la raiz ractonal para polinomios de grado 3.
Sea P(z) = ax® + bxy + cx + d un polinomio con coeficientes enteros y suponga p
y q enteros distintos de cero y primos relativos; es decir que los unicos divisores en
comiun de p yq sonly—1.5i § es una raiz de P(x), entonces p divide a d, y q

dwide a a.

Demostracion. Observe que si § es una raiz, se tiene que
3 2
o Zyp. e ligon
q q q

Luego, multiplique ambos lados de la igualdad por ¢, tenemos que

ap® + bp*q + cpg® + dg® = 0,
Asi, despejando dq® y factorizando

dg® = —p(ap? + bpg + c°).
En consecuencia, p divide a dg*, pero por hipétesis p no divide a ¢, entonces p debe
dividir a d.
Finalmente, se procede de la misma manera, ahora despejando a ap®

ap® = —q(bp® + cpq + dg°).

asi, ¢ divide a ap?, pero por hipétesis ¢ no divide a p, entonces ¢ divide a a. [ |

Ejemplo 4. Para factorizar el polinomio P(z) = 22 + 1922 4+ 49z + 20, se hallan los
factores (positivos) de 20, a saber: 1,2,4,5 y 10. En cuanto a los factores (positivos)
de 2 son solo 1 y 2. De esta manera las posibles raices del polinomio se hallan en los
valores, con signo + y —, para g, conp=1,2,4,510y g=1,2. A saber:
Pyl 49 14 45 40 110,
q 2 2
Después, el polinomio se evaliia en cada uno de estos valores y se encuentra que
P(—31) = P(—4) = P(—=5) = 0, y estos valores corresponden a las raices del polino-

mio ]23(95), es decir P(z) =2(z + 3)(z + 5)(z + 4).
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4.3. Formulas de Vieta

Para sentar la relacion que existe entre las raices del polinomio ctbico P(x) =
23 + px? + qx + 7 con sus coeficientes, asuma que a, b y ¢ son las raices de P(z) y
entonces se cumple que

4 pr*+qgr+r=(v—a)(zx—b)(xr—c) =1~ (a+b+c)r*+ (ab+bc+ ca)x — abe.
De manera que al comparar los coeficientes se tienen las siguientes igualdades
p=—(a+b+c), g=ab+bc+ca, r=—abe (4.2)

Las formulas (4.2) se conocen como las formulas de Vieta para ecuaciones de
tercer grado.

Ejemplo 5. (Alemania, 1970) Sean p, ¢ nimeros reales cualesquiera, con p # 0,
considere a, b, ¢ las raices del polinomio pz® — pz? + qx + q. Muestre que

1 1 1
(a+b+c) (—+g+—) S

a Cc

Como px? — px? + qv + ¢ = p(z® — 2* + lr+1) =p(x—a)(z—b)(z —c), por las
formulas de Vieta (4.2), se tiene que —1 = —(a+b+c¢), L=ab+bctcay = —abe,

1

(a+b+c)(é+g+%)=(a+b+c)( = 2 =1

ab—l—bc—i—ca) L
9
p

abce

Discriminante de un polinomio de tercer grado

A un polinomio Q(z) = a,x™ + an_12" ' + - - - + a1 + ap, con raices Ty, To, . . .,
Zn, NO necesariamente distintas, se le asigna la expresion

n
A=ay? [ — ), (4.3)
i#]
llamada discriminante del polinomio Q(z).

Con ayuda de las formulas de Vieta mostramos a continuaciéon que el discrimi-
nante del polinomio cubico P(x) = az® + bx? + cx + d se puede escribir en términos
de los coeficientes de P(x). Si x1, x5 y o3 son las raices de P(z) = az®+bx? +cx +d,
entonces el discriminante de P(z) es igual a:
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A

a'(w1 — 2)* (w2 — 23)* (x5 — 71)°

a’ ((r1 — @2) (w2 — w3) (23 — 1’1))2

2
a* (2123 + xows + x327) — (2720 + 2333 + T521))

Haciendo m = xlxg + x2x§ + l’gl’% yn= :17%332 + a:%xg + x%xl, se tiene que

A =a*(m—n))’=a [((m +n)* — 4mn] = a*(m + n)* — 4a’*mn, (4.4)

Por otro lado, por las féormulas de Vieta se cumplen las siguientes igualdades:

c
—— =21+ 29+ Zs3, — =TTy + ToT3 + Ir3lq, —— = X1X2X3. (45)
a a a
En consecuencia, m + n se escribe en términos de a, b y ¢, de la siguiente manera

m+n = (2175 + 2973 + 2373) + (]2 + 2373 + T377)
= 1122(x1 + x2) + Tox3(xe + x3) + T123(21 + X3)
= (21 + xg + x3) (X129 + T2x3 + T371) — 3T1T273
—bc + 3ad
a? '

El producto mn, requieren un par de pasos extra para reescribirla en términos de a,
b y c. Primero, notemos que,

2 2 2.2 2 2
mn = (125 + xox; + v3x7) (22 + 2523 + 1511)

= ((L’lxg)g + (ZL’Q(L’g)s + ($3$1)3 + 3($1[E2I3)2 + .Z'll’gl'g(x? + fL’g + ZEg) (46)

Faltard escribir (z129)% + (zox3) + (z321)% y 23 + 23 + 23 en términos de a, by c.
Para esto consideremos la siguiente identidad para a, b, c € R:

a>+b+c=(a+b+c)—3(a+b+c)(ab+ be + ca) + 3abe.

Luego, al hacer a = x1x9, b = xox3 y ¢ = 321 y aplicar lo anterior, junto con (4.5),
se obtiene lo siguiente
(I1$2)3 + (l’gl‘g)g -+ (.7)3I1)3 =
(2179 + Tox3 + 1371)° — 3(179 + Toxs + 1371 ) (22073 + T1T5T3 + T1ToT)
+ 322 x5
= (Ill’Q + Toxs + $31’1>3 - 3(I1I2 + Toxs + .7731’1)(.7311’2133)(1‘1 + o + .T3)
+ 3(1’11’21’3)2
¢ 3bed  3d?
=———+ (4.7)

a’ a’ a?

121



Capitulo 4. Polinomios ciibicos

Similarmente, haciendo a = 1, b = 25 y ¢ = x3, y por (4.5) se prueba lo siguiente

b ah 4w = (1 + 2o+ 13)° — 3(2 + T2 + 23) (2120 + Tow3 + 2371) + 3717073

b*  3bc 3d
S it 4.8
a’d + a? a (4.8)

Remplazando (4.7) y (4.8) en (4.6), se tiene que

mn = — — ——

A 3bed  3d*  3d? d{ v*  3bc Bd}

a’ a’d @2 | a2 a a’d a? a
B & 3bed 6d*> b3d  3bed  3d? B ac® — 6abed + 9a*d? + b3d
T a3 a3 @ | at B e at '

De lo anterior, se sigue que remplazando m +n y mn, de lo obtenido anteriormente,
en (4.4), se tiene que

2 4

A gt <—bc+ 30Ld)2 4l (ac3 — 6abed + 9a*d? + b3d)
=a'|————) —4a

a a

= (—bc + 3ad)? — 4 (ac® — 6abed + 9a*d® + b*d)
= b2c? — 6abed + 9a’d? — 4ac® + 24abed — 36a%d? — 4b3d
= b2c? — dac® — 403d — 27a%d? + 18abcd.

Luego, el discriminante del polinomio ctbico P(z) = az® + bx? + cx + d es igual a

A = b*c® — dac® — 4b°d — 27a*d* + 18abcd. (4.9)

4.4. Identidades de Newton

Observe que las formulas de Vieta (4.2) aplicadas al polinomio ciibico de la forma
P(x) = 2% + px® + qz + r, con raices a, b y ¢, son las igualdades:

p=—(a+b+c), q=ab+ bc+ ca y r = —abc,

que resultan funciones simétricas de a, b y ¢. Estas no son las tnicas funciones simé-
tricas generadas por P(x). También, estan por ejemplo, los polinomios (simétricos)
de Newton:

Si=a+b+c,

Sy =a® +b* + 2,

Ss = a® + b* + .
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4.5. Solucién de ecuaciones cubicas

Cada una de estas funciones se puede escribir como un polinomio en términos de p,
q, r. Esto se puede comprobar aplicando las formulas de Vieta, para obtener:

Sl = —-p,
Sy = p* — 2,
Sy = —p® + 3pg — 3r.
Estas relaciones, asi escritas, son conocidas como identidades de Newton.
Ejemplo 6. Es posible probar que S, = a* + b* + ¢t = —pS5 — ¢S5 — rS;.
En efecto,
—pS3 —qSy — 1S5 =
(a+0b+c)(a®+ b + ) — (ab+ be + ca)(a® + b* + ¢*) + (abe)(a + b+ c) =
=a* + b+t + [(ab® + ac®) + (ba® + bc?) + (ca® + cb?)]—
— [(a®b + a®bc + a’c) + (ab® + b*c + cab?) + (abc® + be® + ca)|+
+ (a®bc + ab®c + abc?)
=at+ v 4+ct=9,.

Ejemplo 7. Més atn, si S, = a* +bF+c* para k > 4, se prucba de la misma manera
que en el ejemplo anterior que, S, = —pSi_1 — ¢Sk_2 — rSk_3.

4.5. Solucién de ecuaciones cubicas

La ecuaciéon reducida

Deduccién de la ecuacioén reducida

Considere la ecuacioén cubica :
2 + b+ cr+d=0. (4.10)

Por las formulas de Vieta, —b es la suma de las raices de la ecuacion (4.10). Entonces
—% es la media aritmética de estas raices. De manera que el cambio de variable
y — x+ %, también llamado la Transformaciéon de Tschirnhaus, genera una
expresion cubica para la cual las medias aritmética de sus raices, y su suma, es igual
a cero. Por lo cual su término cuadratico sera igual a cero. En efecto, con este cambio

de variable, la ecuacion (4.10) se convierte en

b\* b\ 2 b
— b(y—= ——)4+d=o0.
(v-35) +oo=5) +elog) va=e
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Capitulo 4. Polinomios ciibicos

Teniendo en cuenta la identidad (4.1), ahora solo hace falta desarrollar cada sumando
para obtener que

5 s b\’ b
x’4+br"+cx+d= V-3 +b y—g
b_
3

b? v 200 VP
[y — by + -y + ] {by - —=y+ }%—{cy

] +d

3 27 3 9
3, b? n 202 be d
= c— — — = = :
Y 5)Y7 27 3
Finalmente, haciendo p = ¢ — =% y q= % — % +d, se obtiene la ecuacion
v +py+q=0,

que se le conoce como la ecuaciéon reducida de la ecuacion (4.10). El procedimiento
que aqui se presenta es analogo al que se usa para deducir las soluciones por radicales
de los polinomios cuadraticos; dirigirse a pag.79.

Interpretaciéon analitica de la ecuaciéon reducida

La forma general para resolver cualquier ecuacion de tercer grado se le atribuye
a Nicolo Fontana de Brescia (1499-1557), mejor conocido como Tartaglia en 1526.
Aunque, como objeto de polémica, Cardano en el capitulo 6 de su libro Ars Mag-
na publica la soluciéon general. Pero antes de estos logros, hubo intentos de otros
personajes por resolver estas ecuaciones, tal es el caso del mateméatico persa Omar
Khayyam (1048-1131) que en su libro Algebra, publica las soluciones geométricas de
algunas ecuaciones de tercer grado, en las que destaca la solucion de la ecuacion del
tipo

2+ bx —c=0, (4.11)
con b y ¢ nimeros reales positivos.
Considere la siguiente ecuacion que en el plano define una parabola

? = Vby, (4.12)

y la circunferencia que pasa por el origen, con centro en el eje x y didmetro h = §
como se ve en la figura 4.9.
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4.5. Solucién de ecuaciones cubicas

Figura 4.9: Construcciéon geométrica para ubicar la solucién de una ecuaciéon redu-
cida.

Ahora, considere el punto P = (x,y) del primer cuadrante, donde la circunfe-
rencia corta a la parabola. De aqui se tiene que los tridngulos AOPR y APQR son

: o v hex .
semejantes, lo que implica que Z = =E, asf

y* = xh — 2°. (4.13)

Finalmente, si se eleva al cuadrado la igualdad (4.12) y el valor de y (en términos
de x) se remplaza en (4.13)s y se obtiene la ecuacion

4
x xc 3

—==—-rt=

o 3 o
2 2 =c—br= 22 +bxr—c=0.

Lo que quiere decir que la longitud del segmento OR es una solucién real de la
ecuacion (4.11).

Solucién general de la ecuacién cubica

Pongamos en practica lo anterior; la ecuacién general de tercer grado, con coefi-
cientes reales 2 + bx? + cx +d = 0, puede escribirse de la siguiente manera:

v +py+q=0, (4.14)

bastaré considerar x = y — %, p=c— %, y q = % — %‘3 + d. Pero, notemos de la
identidad (e + f)* = €® + 3e*f + 3ef2 + f?, podemos deducir que (e + f)* —3ef(e+
f)—(e3+ f3) = 0. De manera que si encontramos e y f tales quey = e+ f, p = —3ef
v g = —(e* + f3) entonces y resolvera la ecuacion (4.14). Cuando este es el caso, se

cumple la siguiente identidad:
v —3efy — (2 + f3) = 0. (4.15)
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Capitulo 4. Polinomios ciibicos

Luego, de la ecuacion reducida (4.14) se tiene que f y e deben ademés cumplir con,

Jef =—p (4.16)
e+ fP=—q (4.17)
En consecuencia, e3f3 = —g—i y €2 + f3 = —q. Entonces por las formulas de Viéta

para la ecuacién cuadratica, r; = €2y 1o = f2 son las raices de la ecuacion cuadrética

3

2 p
— =0

r° +qx 57

Por lo tanto, se tienen las siguientes igualdades

¢ p? 3 q ¢ p?
Wit n=r=-3 L ot

Asi, se tienen 3 valores para e y 3 valores para f, y como y = e + f, se obtienen
9 soluciones, de las cuales solo algunas satisfacen 4.16 y 4.17. Como €3 + f3 = —¢q
siempre se cumple, solo se eligen las soluciones que cumplen la identidad ef = —£.
Con esta restriccion se tiene las 3 raices de la ecuacion cubica original, que vienen

expresadas por la siguiente formula atribuida a Scipione del Fiore;

sl q @ p sl q @
— -2 42 Y (- S 4.1
Y V 1+V4+27+¢ 2 Vi ar (4.18)

3

T1:€3:—

N [

N

Note que el discriminante de la ecuacién reducida es la expresion A = 4- +
que cumple uno de los siguientes casos.

)

wl*ﬁ
3

= Si A>0;
Entonces r; y 5 son niimeros reales. Luego « y [ son las raices cubicas de rq
y 79, respectivamente. En el Anexo se comprueba que los valores que toma e
son: o, aw, aw? y los valores de f son: 3, fw, Bw?, donde w es la raiz cibica

de la unidad, esto es, w = —% + \/732 Pero como se debe cumplir que y = e+ f
y que ef = —% se obtienen las tres soluciones de la ecuacion (4.18), a saber
y=a+p Y2 = aw + fw? Y3 = aw? + Bw

Esto quiere decir, hay una raiz real y dos raices complejas.
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4.5. Solucién de ecuaciones cubicas

= Si A=0;
Entonces e = f y las 3 soluciones de la ecuacion (4.18) son
y = 20 Y2 = y3 = a(w+w?) = —a

Esto quiere decir que hay tres raices reales. Con al menos una de ellas de
multiplicidad 2 o 3.

» A<O
En este caso 1 y ro son complejos conjugados, esto es, toman los valores
q.,.] @& p
—= + 4/ —— — — =r(cost & sent
y T nt).,

de donde

con 0 <t < 27. Luego,

A = /r(cos(#) + isen(0)) y B = /r(cos(0) — isen(0))

__t t+2m t44w
con 0 = 3, ==, =
Como en el primer caso, teniendo en cuenta que y = e+ f y que ef = —£ se

obtiene que las tres soluciones de la ecuacion (4.18) son

t t+2 t+4
Y1 = 2+/rcos <§> Yo = 2+/rcos ( +3 7T) ys = 2+/rcos ( +3 W)

Esto quiere decir, que en este caso hay tres raices reales distintas entre si.

Finalmente, una vez obtenidas las soluciones de (4.18), se remplazan en la ecuacion
x =y —£. Los valores de z son las raices de la ecuacion ciibica. Este procedimiento,
con esta notaciéon moderna, es conocido como el Método de Tartaglia-Cardano para
obtener las raices ciibicas de una ecuaciéon de tercer grado.

De lo anterior se concluyen dos afirmaciones relevantes en el estudio de los poli-
nomios de tercer grado.

Teorema 4.5.1 Una ecuacion cubica (con coeficientes reales) x® +bx*+cx+d = 0,
stempre tiene al menos una raiz real.
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Capitulo 4. Polinomios ciibicos
Teorema 4.5.2 Dada cualquier ecuacion cubica x> + bx?® + cx +d = 0, con discri-
minante A de su ecuacion reducida, se cumple que

s 51 A >0 la ecuacion tiene una raiz real y dos complejas conjugadas.

s 51 A =0 la ecuacion tiene tres raices reales y al menos dos de ellas son iguales.

» 51 A <0 la ecuacion tiene tres raices reales distintas.

Ejemplo 8. Calcule el discriminante de la ecuacion reducida de 2 +6x%+11x+6 = 0
y halle las raices de esta tltima.

De acuerdo a lo visto anteriormente se siguen los siguientes pasos:

1. Obtener la ecuacién reducida: identifique los coeficientes de la ecuacién como
b=6,c=11y d = 6. Luego, el hacer el cambio de variable

b 6
T=Yy-g=y-3=y-2 (4.19)

nos llevara a la ecuacion reducida de la forma y* + py + ¢ = 0, donde

b 62 23 be 26)*  (6)(11)
p=c=3 3 I=97 3T 97 5 » (4.20)

esto es la ecuacion reducida queda como

y* —y=0. (4.21)

2. Calcular el discriminante de la ecuacion reducida: Por lo visto anteriormente es,

2 3 02 _13 1
4 27 4 27 27

de manera que el discriminante es menor que cero. En otras palabras, la ecuacion
tiene tres raices reales.

3. Calcular las soluciones de la ecuacion reducida como se ha senalado,

N _P_?’_\/_(—l)g__i _q
T_\/ 27 27 27 Y cost = =5 =0,

de manera que t = %71 De manera que las soluciones de (4.21) son
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4. Calcular las raices de la ecuacion cubica x® + 622 + 11z + 6 = 0. Finalmente,
se remplazan los valores de las raices obtenidas de la ecuacion reducida en (4.19)
x =y — 2. Asi se tiene que las raices buscadas son: r1 = —1, 1o = —2 y 23 = —3.
Maés atn la ecuacion se puede reescribir como (z + 1)(z + 2)(z + 3) = 0.

4.6. Propiedades de la funcién cabica y su grafica

Conceptos preliminares

Recuerde que la recta tangente a la grafica de cualquier funciéon f : R — R
en un punto (zo, f(zo)) es la recta que pasa por dicho punto y su pendiente es la
derivada de la funciéon f evaluada en zy. Es decir, si f'(x¢) = limy,_ w

entonces la recta tangente tiene por ecuacion y = f(xg) + f'(zo)(x — z9).

9

Figura 4.10: Las rectas tangentes a una gréafica de una funcién en diferente puntos.

Como se puede observar en la figura anterior 4.10, las rectas tangentes que ahi
se muestran son de pendiente positiva en los puntos donde la gréfica de la funcién
es creciente y de pendiente negativa en los tramos donde la funcién es decreciente.
Esto es resultado del siguiente teorema, ver (Spivak 2012, 129).

Teorema 4.6.1 Dada cualquier funcion f: R — R, para la que esté bien definida
su deriwada, si f'(x) > 0 para toda x en un intervalo (a,b), entonces f es creciente
en dicho intervalo. Si f'(x) < 0 para toda x en un intervalo (a,b), entonces f es
decreciente en dicho intervalo
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Capitulo 4. Polinomios ciibicos

Ahora, supongamos que la segunda derivada de la funciéon f esta bien definida
para algiin numero real xy y que la funcion f”(x) es continua en z(, entonces se
tiene por definicion que

f"(zg) = lim fi(wo + h})L — f’(xo).

h—0

De manera que si f'(zg) = 0, entonces se tiene,

P () = 1 Lo 1) /<I°h+ n

h—0

Luego, si f”(x¢) > 0, se tendra por continuidad de f” en g que siempre que h sea lo
suficientemente pequeno, w es un numero real positivo. Entonces, es este casos
se tiene que: f'(zo+h) > 00 f'(xg+h) <0, cuando h > 0y h < 0, respectivamente.
Luego, por Teorema 4.6.1 f es creciente a la derecha de xy y decreciente a la izquierda
de xy. Por lo tanto, la funcién f tiene un minimo local en xy. De manera similar se
prueba que si f”(zg) < 0, la funcion f tiene un méaximo local en xy. En general, la
segunda derivada ayuda a entender como es que la razéon de cambio de la funcion
original se estd comportando. Por ejemplo, una funciéon que es creciente y continua
puede verse de varias maneras, considere la Figura 4.11, la curva roja corresponde
a parte de la grafica de una funciéon creciente definida en los reales negativos y la
curva azul corresponde a parte de la grafica de una funciéon creciente definida en los
reales positivos.

Figura 4.11: Las curvas roja y azul son partes de graficas de funciones crecientes.

La grafica de la funcién cutbica

Veamos como esbozar la gréfica de la funcién cibica f(x) = az® + bx?* + cx + d,
tomando en cuenta que los coeficientes a # 0, b, ¢ y d son nimeros reales. Primero,
observemos que la funcién se puede reescribir como f(z) = a (2% 4+ 22?4 Sx + ).
Consideremos al nimero a como un pardmetro que varia en los nimeros reales dife-

rentes de cero y denotemos por g(x) = 3+ §x2 + gx + g. Entonces,
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» sia>1,parag(z) >0, f(z) =ag(x) > g(z) y para g(z) <0, f(x) = ag(z) <

g(z), que podemos ver en la Figura 4.12.

Figura 4.12: La grafica de la funcion f y g sia > 1.

» Al contrario, si0 < a < 1, para g(z) > 0, f(z) = ag(z) > g(x) y para g(x) < 0,
f(z) = ag(z) < g(x), ver Figura 4.13.

/

—

Figura 4.13: La grafica de la funcién fy gsi0 <a < 1.

= Si a < 0, entonces —f(x) =

—a, ver Figura 4.14.

y

—a(—g(z)) y se aplican los casos anteriores para

/

Figura 4.14: La grafica de la funcion f y g si a < 0.
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Por lo anterior, bastara esbozar las graficas de las ctibicas cuando el coeficiente
principal sea 1, es decir, a = 1. Supondremos entonces que f(z) = x>+ bx? + cx +d.
Por otro lado, el coeficiente d = f(0) es la ordenada del punto de interseccion de
la grafica de la funciéon f con el eje y. La relacion entre la grafica de f y la gréfica
de la funcion h(x) = 23 + bx? + cx es que la funcion f es el resultado de trasladar d
unidades, en sentido vertical, a la grafica de h. Esto se ejemplifica en la Figura 4.15.

S X

N
h \f e f —

Figura 4.15: Presentamos el ejemplo con h(z) = z° — x, f(z) = h(z) +2y fi =
h(z) — 1.

Por lo tanto, bastara considera a la funcién ctbica
f(z) = 2 + bz* + cx = x(2* + bx + ¢).

Observacion 9 Si x — oo, entonces f(z) — oo, y si x — —o0, entonces f(x) —
—00. Luego, se tienen que existen dos nimeros reales u y v tales que f(u) < 0 y
f(w) > 0. En consecuencia por el teorema del valor intermedio, ver (Spivak 2012,
124), se puede asegurar que hay un numero real x tal que f(x) = 0. Compare este
resultado con el teorema 4.5.1.

Como f(z) = 2%+ bx? + cx = x(2? + bz + ¢), tenemos que la grifica de f intersecta
al eje real en el origen. Si b = ¢ = 0, entonces f(x) = 23 y el origen del plano
cartesiano es el tinico punto de interseccion entre la gréifica de f(x) = 23 y el eje .
En caso contrario, cuando ab # 0, si el polinomio x? + bz + ¢ tiene dos raices reales
distintas, entonces la grafica de f corta tres veces al eje z; en cambio si el polinomio
2?2 + bz + ¢ tiene una sola raiz real de multiplicidad 2, entonces la gréfica de f corta
solo dos veces al eje coordenado; por tltimo si el polinomio x? 4 bx + ¢ no tiene
raices reales, la grafica de f corta una sola vez al eje x. Ver Figura 4.16 donde se
esbozan las graficas de funciones ciibicas.

Continuemos aplicando lo visto desde la seccién anterior a la funcién cubica
f(x) =23 + ba? + cx.
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Figura 4.16: Las graficas de las funciones f(z) = 2°, f(z) = x(z — 1)(z + 1) y
flz)=z(z—1)(z+1)+ 1.

Primero como f'(x) = 322+ 2bx + ¢, las raices z y z; del polinomio 322+ 2bz +c

/2 _ Vb2 — ,
son xy = —g + % y xp = —g — bT?’C Después, como f”(x) = 6x + 2b, entonces

f"(z) = 0siysolosiz=—2 también f”(z) < 0 cuando z < —2 y f”(x) > 0 cuan-
do x > —g. Ademas, si las raices son reales, se tendra que zy es un minimo local de
f (ya que f”(x¢) > 0), mientras que x; es un maximo local (ya que f”(z1) < 0).
También en este caso se tendrd que para xr < x1, la funciéon f es creciente, para
x > x1 y cercana a xp la funcion es decreciente, y para x < o y cercana a xg la

funcion f es decreciente y para x > z( la funcién es creciente.

Como puede observar, las funciones ciibicas tienen dos concavidades, que se pue-
den ver de distintas maneras, por ejemplo en el caso que xy es minimo, entonces se
tendra una concavidad hacia arriba y en el caso de que x; sea maximo se tendra
una concavidad hacia abajo. El cambio de concavidad se daré en el punto x = —%.
Con mas precision, cuando la funciéon tenga en xy un minimo y en x; un maximo,
la funciéon es concava hacia abajo para x € (—oo, —g) y coéncava hacia arriba en

T € (—g, o0), en este sentido, basta estudiar sus puntos maximos y minimos.

De lo anterior, el punto donde se da el cambio de concavidad de la grafica de f
depende del coeficiente b.
En cuanto al coeficiente lineal ¢, como f/(0) = 3-0*+2b-0+ c = ¢, la recta
tangente a la gréfica de la funcion f en el punto (0, f(0) = d) tiene como ecuacion
y— f(0) = f(0)(x — 0)x, es decir y = cz + d.

Simetria en las funciones cubicas

Para lo que resta de esta seccién bastara con considerar las curvas de la forma
y = x> +px. Puede convencerse de esto, observando dada la curva de forma reducida
y = x®+pr+q, se puede aplicar una traslacién horizontal (x,y) — (z,y—q) = (2, w)
a los ejes coordenados. De tal manera que en el nuevo sistema de ejes coordenados
(z,w) se tiene la curva

w=2° + pz.
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Como se ve en la Figura 4.17 cuando se considera una curva f(x,y) = 0, un
punto O se le llama centro de simetria de la curva si tiene la propiedad de que
para cada punto P y si la recta PO corta a la curva en otro punto (), entonces el
punto O, es el punto medio del segmento P(Q).

ol

P
/ PO =0Q

[

/
Figura 4.17: El origen es centro de simetria, ya que es el punto medio del segmento
con extremos P y (), puntos de la curva.

En general, para cualquier curva en el plano se tiene es siguiente teorema.

Teorema 4.6.2 Una curva definida por la ecuacion f(x,y) = 0 es simétrica con
respecto al origen (0,0) si, y solo si f(—x,—y) = f(x,y), para cualquier punto (z,y)
de la curva.

Demostracion. Sea P = (z,y) un punto cualquiera en la curva f(z,y) = 0,
si la curva es simétrica con respecto al origen entonces (—z, —y) es un punto de la
curva, por lo que, f(—z,—y) = f(x,y) = 0.

Reciprocamente si f(—z, —y) = f(z,y), se tendra que (z,y) esté en la curva si, y
solo si (—z,—y) es un punto de la curva, luego la curva f(x,y) = 0 es simétrica
respecto al origen (0, 0).

|

Por el teorema anterior, cualquier curva y = x® 4 px es simétrica con respecto

al origen, pues al sustituir x por —x y y por —y, se obtiene —y = (—xz)® — px que

es equivalente a —y = —x® — pr = —(2® + pz) y al multiplicar ambos lados de la
ecuacion —1, se observa que la ecuacion original no se altera.
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En términos del lenguaje de funciones, si f es una funcion real tal que f(—z) =
— f(z) se dice que es una funcién impar. Estas funciones cumplen que su gréfica es
una curva simétrica con respecto al origen. Para comprobar que la grafica de estas
funciones, es una curva simétrica con respecto al origen, basta considerar que dicha
curva tiene ecuacion y — f(x) = 0, y al sustituir  por —x y y por —y se tiene que
—y— f(—2z) = —y — (—f(x)) = =(y — f(z)) = 0, por el teorema anterior, la curva
es simétrica con respecto al origen.
Podemos ahora de otra manera verificar que la curva y = 23 + pz es simétrica con
respecto al origen, ya que la funcién f(z) = 2* + pz es impar.

4.7. Ecuaciones de cuarto grado

El matematico Ludovico Ferrari (1522-1565) publico un método, similar al de las
ecuaciones cubicas, para encontrar las soluciones de una ecuaciéon de cuarto grado
de la forma:

z* +ba® + cx® + dx + e = 0. (4.22)

Asi como en la seccion 4.5 el cambio de variable y — = + g, es util para reducir

la ecuacion cuartica 4.22 a una cuértica con coeficiente ciibico nulo, es decir, a la
forma siguiente:

y'+py’ +qyt+r =0, (4.23)
donde
8¢ — 31?2 b3 — dbe + 8d 956e — G4bd + 16bc? — 3b?
e — = T = .
P g 1 8 ) 256

De acuerdo al coeficiente ¢ se distinguen los dos casos siguientes.

Caso 1. Si ¢ = 0, se probara que las soluciones de (4.22) son las siguientes:

Y B S
y-:l:\/ 2:i: T (4.24)

Tenga en cuenta que estas son raices cuadradas complejas, por tanto cada raiz da
lugar a dos valores. En efecto, se usa primero el cambio de variable u = y? en la
ecuacion (4.22), dando resultado la siguiente ecuacion de segundo grado.

u? +pu+r=0,

la cual se resuelve por la solucién de radicales, y por lo tanto:
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:_pivp2_4rz_]3j: p_z_r
2 2 4 ’

y como raiz cuadrada de u es la expresion que da las soluciones buscadas de la
ecuacion original, se obtiene qué esta es (4.24).

u

Caso 2. Si ¢ # 0, se probard que las soluciones de la ecuacion (4.22) son las

siguientes:
Ve 1 € dq
=+—+4/=|—=z—-p—— 4.25

donde € # 0y § = 1,—1, lo que da lugar a dos expresiones, una cuando ¢ toma
el valor 1 y otra cuando toma el valor —1, en ambos casos cada una de las raices
complejas arrojan dos valores. Por otro lado, €, llamada resolvente ciubica, es un
nimero complejo y es una de las raices de la siguiente ecuaciéon ctbica

2%+ 2p2® + (p? —4r)r — * =0, (4.26)

asi revertiendo las sustituciones se encuentran la soluciones de la ecuacion (4.22).
Para ver que esta formula se cumple, observe que

2 2
p+e p+e
(y2+7) =y4+(p+6)y2+( 5 )

1
=yt +py® + ey + 1 (62 + 2pe +p2) , (4.27)

ahora se sustituye (4.27) en (4.22) y se observa que las siguientes ecuaciones son
equivalentes

VAt tr=0<

2
+e€ 1
(y2+p ) —ey2—Z(e2+2pe+p2)+qy+r:()<:>

(Vey) +

(62—|—2p€—|—p2—47”):| =0&

_ 4
Je

(", i
(7252 - (=) i i -5] e
<

4e

y2+p+6>2_ (\/Ey_i(2\/2))2+4l€(63+2p63+(p2—47“)e—q2)] =0,
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Note que como ¢ es la solucion de la ecuacion (4.27), es decir €3 + 2pe® + (p? — 4r)e —
¢ = 0, se sigue que la tltima ecuacién es equivalente a la siguiente diferencia de
cuadrados, y esta es a su vez equivalente a las siguientes tres ecuaciones.

(y2+p;€)2 - <\/Ey— \%(NE)Q =

@(y2+¥+\/€y—ﬁ> (y +——\f + \[)zo,

@(y2+\/gy+§+§—ﬁ)< —Vey+ 5 +p+2:1/_) 0.

Luego con 0 = —1,1 la ultima expresion puede escribirse como
WP NP S )
2 2 2\/E

Después, se resuelve esta ultima ecuaciéon con la formula de segundo grado y se
obtiene que

Finalmente, se revierten las sustituciones hechas para obtener las soluciones de la
ecuacion original.

Ejemplo 9. Para resolver la ecuacion

3
x4+4x3+4x2+2\/6x+2f—§:0,

basta verificar que es equivalente a

(35+1)4—2(x+1)2—2\/6($+1)—%:0,
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de manera que al efectuar el cambio de variable y = x + 1 en la ecuacion original se
tiene la ecuacion reducida

1
y%—%?+m@y—§=0,
al hacer p = =2, r = —% v ¢ = —2v/6 tenemos que la resolvente ciibica, ver (4.26),
es la siguiente

23 — 42 + 62 — 24 =0,

la cual se puede resolver de acuerdo al método general para ecuaciones de tercer
grado. Pero basta conocer una sola de sus raices, podemos considerar su tnica raiz
real e =4y (/e = 2.

Finalmente se usa la formula (4.25) que asegura que

/v/66
y=20+ %;,

asi las raices dela ecuacion son las siguientes

3 3
=—144/= =1+iy/=

de manera que al revertir el cambio de variable y = x + 1, se tiene que las raices de
la ecuacion original son

x:—2—</§, x:4§—2, x:—i4§, x:@'4§.
2 2 2 2

Los discutido en este capitulo deja constancia del trabajo de matematicos como
Cardano, Tartaglia y Ferrari, que consiguieron dar métodos para resolver cualquier
ecuacion de grado menor o igual a cuatro. Los intentos por encontrar una férmula
general para ecuaciones con grado mayor o igual a cinco fracasaron. Sin embargo,
Henrik Abel (1802-1829) probaria mas tarde, que no hay una férmula general para
estas ecuaciones. Pero, como se vera en el proximo capitulo, hay técnicas que pueden
facilitar el estudio de estos polinomios.
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4.8. Ejercicios del capitulo 4

Ejercicio 1. Encuentra todos los polinomios no constantes P(x) y Q(z) que
satisfagan la identidad, P(z)? = Q(x)® + Q(x)* + Q(x) + 1.

Ejercicio 2. Una sucesion de polinomios P,(x) se definen de la siguiente mane-
ra, Py(x) = 23 — 4z y para toda n > 0 como P, 1(z) = P,(x +1)P,(1 — z) — 1.
Muestre que 2 es una raiz de Pypo(z).

Ejercicio 3. Una sucesion de polinomios P, () se definen de la siguiente mane-
ra, Py(z) = 23 — 4z y para toda n > 0 como P, (z) = P,(x + 1)P,(1 —z) — 1.
Muestre que 220%2| Pyyao ()

Ejercicio 4. Determina el residuo que resulta de dividir el polinomio P(z) entre
(x —1)(x — 2)(z — 3), si se conoce que P(1) =2, P(2) =3y P(3) =5.

Ejercicio 5. Las raices 7, s, ¢ del polinomio Q(x) = 23 — 21z + 35 son reales y
diferentes. Encuentre un polinomio P(x) = 2® + azx + b tal que P(r) = s, P(s) =t
y P(t) = r, es decir que P(x) permute de una manera particular las raices de Q(x).

Ejercicio 6. Con Q(x), r, s y t como en el ejercicio anterior, ahora encuentre al
polinomio cuadratico P(z) = 2? + ax + b tal que P(r) = s, P(s) =ty P(t) =7, es
decir que P(x) permuta de una manera particular las raices de Q(z).

Ejercicio 7. Sean a, b y ¢ los lados de un tridngulo AABC' con angulos «, 8y
opuestos a los lados a, b y ¢, respectivamente. Si a, b y ¢ son las raices de la ecuacion
con coeficientes reales 2® — px? + gr — r = 0. Encuentre el valor de 2%+ % + =
en términos de p, q y r.

Ejercicio 8. Los niimeros enteros no negativos p, ¢, » y s son las raices del
polinomio real P(x) = z* — 102 + az* — bz + c. Calcule el valor méximo de a+b+c.

Ejercicio 9. Sean a, b y c raices del polinomio real P(z) = 2% — pz? + qx — r.
Calcule el producto (a — b)(b — ¢)(¢ — a) en términos de p, q y .

Ejercicio 10. Si P(x) es un polinomio monico de grado 4 tal que P(1) = 10,
P(2) =10y P(3) = 30, determina el valor de P(12) + P(—8).

Ejercicio 11. Encuentre las condiciones que deben satisfacer los ntimeros reales

a, b, ¢ de manera que el polinomio, 23 + ax? + bx + ¢ = 0, tenga sus tres raices
diferentes y que formen una progresion aritmética.
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4.9. Sugerencias a ejercicios del capitulo 4

Sugerencia al Ejercicio 1. Supongamos que los polinomios cumplen que gradP(z) =
ny gradQ(z) = m. Entonces 4n = gradP(z)* = 3m. Como (4,3) =1y m y n son
niumeros enteros (positivos), m = 4p y n = 3¢ Mas atn, 4(3q) = 3(4p), entonces
p = q. Por lo tanto, gradP(z) = 3p y gradQ(x) = 4p para algtin p entero positivo.

La segunda observacion es que por la igualdad P(x)* = Q(z)® + Q(x)? + Q(x) + 1,
P(z) y Q(z) no tienen ninguna raiz en comun, en consecuencia no se dividen entre
si. Por otro lado, de esa misma igualdad

P(2)Y(Q(z) - 1) = Q(z)* — 1,
Entonces,
P(2)’(P(2)Q'(z) + 4P'(2)Q(x) — 4P'(2)) = 4Q(2)*Q' (),

Por lo tanto, P(z)3Q'(z), y eso quiere decir que 9|9p = gradP(x)3|gradQ’(z) =
4p — 1, lo cual no es posible.

Sugerencia al Ejercicio 2. Primero se observa que los polinomios son pares,
es decir que cumplen para toda x, que P(—z) = P(x). Serad mas facil probar una
afirmacion mas general: El nimero 2 es raiz de los polinomios con subindice par,
esto es: Py(2) = 0 para todo entero k > 0. Para k = 0; Py(2) = 0. Para k = 1,
Po(2) = Pi(3)Pi(~1) — 1 = (R(4) Po(2) — D)(Po(2)Po(0) — 1) — 1 = (~1)(~1) — 1 =
1 —1=0. Ahora usamos induccién. Supongamos por hipotesis de induccién que es
valido para k = 2n, y veamos que es valido para k = 2n + 2;

Pony2(2) = Pony1(3) Panyi (1) — 1 =
= (Py,(4) Pon(2) — 1)(P2n(2) P, (0) = 1) =1 =1—-1=0.
Luego siempre es valido para cualquier k£ > 0, en particular para k = 1011.

Sugerencia al Ejercicio 3. Mostraremos algo més general: Para todo k > 0 se
cumple que, 22| Py (z).

Para k = 0; Py(x) = 2° — 4z = x(2* — 4), luego, 2°| Py(x), mas atn z|Py(z).
Para k = 1; se usa el caso anterior y se procede como sigue,
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Pyz)=P(x+1)P(1l—2)—1
= (Py(x + 2)Py(—x) — 1)(Po(2 — ) Py(x) — 1) — 1
= Py(x 4+ 2) Py(—x) Py (2 — 2) Py(x) — Po(x + 2) Py(—x) — Po(2 — 2) Py()
Pero, 22| Py(z + 2) Py(—x) Py(x) Py (2 — ) pues x| Py(x) y x|Py(—x). Ahora, falta ve-

rificar que 22|Q(—x) + Q(z) con Q(x) = Py(x)Py(2 — ), lo que es inmediato ya que
Q(—z)+ Q(x) = (z* — 4x)(—223 — 162) = 2?(—22* — 8x? + 64).

El procedimiento continuaré de manera anéloga, probando por inducciéon mate-
matica, supongamos el resultado cierto para k y veamos su validez para k + 1, es
decir debemos de verificar que, 22+2| Py, o(1). Pero,

Popia(x) = Poppr(x + 1) Py (1 — ) — 1 =
= (Py,(2 — z) Py, () — 1) (Pog(x + 2) Py (=) — 1) — 1
= P2k(37 + 2)P2k(_l'>P2k<£C>P2k<2 — SL‘) — P2k<2 — Q;)PQk(Q;) — P2k(x + 2>P2k(—33')

Pero, 22%%2| Py (2 + 2) Py (—2) Por(2) Py (2 — z) pues 22%|Poy(x) y 22*|Pyp(—2) .
Ahora, falta verificar que 2%*2|Q(z) + Q(—x) con Q(z) = Pay(x)Por(2 — x). No-
te que Q(z) + Q(—x) = Por(2)(Por((2 — ) — Py(2 + 1)), como 2% es factor de
Pyr() bastara ver que x?|(Pox((2 — z) — Pox(2 + 7)), pero P(z) es impar, luego
Por((2—2) — Pop(2+ ) es par y entonces es divisible entre 2. Luego, z2*72 divide a
Q(z) + Q(—x). Con esto se termina la prueba, concluyendo el problema con el caso
donde k£ = 1011.

Sugerencia al Ejercicio 4. Por teorema del residuo, existe un polinomio Q(z),
tal que P(z) = Q(z)(z — 1)(z — 2)(x — 3) + (az® + bx + ¢). Al evaluar en x = 1,2, 3
se tiene el sistema de ecuaciones

a+b+c=P(1)=2

da+2b+c=P(2) =3
9a+3b+c=P3)=5
cuya solucién es a = %, b=1yc= % Por lo tanto el residuo es R(z) = %xz +x+ %

Sugerencia al Ejercicio 5. Por las formulas de Vieta, r+s+t = 0, rs+st+tr =

21 y rst = —35. Si P(z) permuta las raices entonces
P tar+b=s
s +as+b=t
t3+at+b=r.
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Asi, sumando las tres igualdades se tiene que 73 + 53 +13 = —3b, pues r + s+t = 0.
Luego, por la identidad de Newton 7* + s% + 1> = (r + s+ t)> = 3(r + s+ t)(rs +
st + tr) + 3rst = —105. Por lo tanto, b = 35. Entonces P(z) = 2 + ax + 35, ahora
al evaluar en x = r, s, t, se tiene que

P 4+ar+35=s
s> +as+35=t
t*+at+35=r
Pero, también se tiene: r3—217r+35 = 0, s>—215+35 = 0 y t3—21t+35 = 0. Entonces,

remplazando estas igualdades en el anterior sistema de ecuaciones y factorizando,
se tiene que

rla+21)=s
s(a+21)=t
tla+21)=r

Entonces, al multiplicar estas tres ultimas igualdades se tiene que rst(a + 21)(a +
21)(a+21) = rst, pero por las formulas de Vieta rst = —35 # 0, y asf (a+21)% = 1.
Por lo tanto a = —20 y el polinomio buscado es P(z) = 2® — 35z — 20.

Sugerencia al Ejercicio 6. Si P(x) permuta las raices entonces

r? +ar+b=s
s tas+b=t
t?+at+b=r,
entonces 124 s2+t2 = —3b, pues por las formulas de Vieta r+s-+t = 0. Por otro lado,

por la identidad de Newton 72 +s*+1? = (r+s+1)?—2(rs—+st+tr) = —2(21) = 42.
Por lo tanto, b = —14. Entonces P(z) = 2% + ax — 14. Ahora, multiplicando cada
una de las tres ecuaciones del sistema anterior, respectivamente por r, s, t, se tiene
que

3 +ar? +rb=sr
s+ as® +sb=ts
B +at> +tb=rt

Entonces al sumar las igualdades anteriores, da que
(P + 83+ +a(r® + 2+ 2) +b(r+s5+1t) =sr+ts+rt,

las férmulas de Vieta y de Newton, junto con algunos resultados del ejercicio anterior,
ayudan a reducir la identidad a,

—105 + a(42) + b(0) = —21,
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entonces a = 2y P(x) = 22 + 2 — 14.

Sugerencia al Ejercicio 7. Por las férmulas de Vieta se sabe que a+b+c¢ = p,
ab+bc+ ca = q y abc = r. Por otro lado, se sabe que en un triangulo AABC', como
el del enunciado, se cumple la ley de los cosenos,

o b2+ c? —a? cos b2+ c? —a? o b+ % — a?
o= — = = ——
2bc ’ 2bc ’ " 2bc

Por lo tanto,

cosae  cosfB  cosy b 4P —a® VP+cE-a® bP+cE—-a?

a b c 2abc + 2abe + 2abc
B a® + b + 2 _p2—2q
- 2abc o

Sugerencia al Ejercicio 8. Como, P(z) = (z—p)(z—q)(z—r)(z—s), entonces
P-)=@p+ g+ Dr+1)(s+1)=11+a+b+e

Por lo que bastara calcular el valor méximo de (p+1)(¢+ 1)(r+1)(s +1) — 11.
Por otro lado, las formulas de Vieta, garantizan que, (p + 1) + (¢ + 1) + (r +
1)+ (s+ 1) = 14. Como p, ¢, r y s son enteros no negativos, si dos de ellos estan
separados por al menos dos unidades, por ejemplo que p > g+ 2, que es equivalente
a(p+1) > (g+1)+2, entonces (p+1) —)((¢g+1)+1) > (p+1)(g+1). Lo
que quiere decir que el maximo se alcanza cuando la distancia entre cualesquiera
dos de los factores (p +1),(¢+1),(r +1),(s+ 1) es a lo mas 1. Los valores, para
lograr el maximo no pueden ser todos iguales, pero si cercanos al promedio que es
%4, luego pueden ser p4+1=4,qg+1=4,r+1 =3y s+1 = 3, que suman 14. Luego,
p=3,q=3,r=2,s=2. Finalmente, a+0+c = 144—11 = 133 es el valor buscado.

Sugerencia al Ejercicio 9. Se tiene que P(z) = (x — a)(x — b)(x — ¢). Su
derivada esta dada por: P'(z) = (x —a)(x —b) + (r — b)(z —¢) + (x —a)(z — ¢) al
mismo tiempo, usando la definicion de P(x) se tiene, P'(x) = 32? — 2px + ¢. Por lo
que,

322 = 2pr +q= (v —a)(x —b) + (x —b)(x — ) + (v — a)(z — ¢).

Por lo tanto, si evaluamos en x = a, x = b y x = ¢, tenemos,
» (a—b)la—c)=3a*—-2pa+q=3ala—a)+q¢=A+q.
» (b—a)(b—c)=30"—2pb+q=3b(b—a)+q=B+q.

s (c—a)(c—b) =3 —2pc+q=3c(c—a)+q=C+gq.
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con A =3a(a— ), B=3b(b—a), C =3c(c—a)ya=>2 Observe que

—((a=b)(b—c)(c—a)*=(A+q)(B+q)(C+q) =
= ABC + (AB + BC + CA)q + (A+ B + C)¢* + ¢*.
Ahora solo falta ver que ABC, AB+ AC + BC'y A+ B+ C se pueden expresar en
términos p = a+ b+ ¢, ¢ = ab+ bc+ ca y r = abc. Note que,
ABC = 27abc(a — a)(b— a)(c — «)
= 27abc (abc — (ab+ be + ca) a+ (a + b+ ¢) o — abca®)
= 27r% — 18pqr + 2rp®.

Por otro lado,

A+ B+ C =3a(a—a)+3bb—a)+ 3c(c—a)
=3(a* +b*+ %) —3ala+b+c)
= 3(p* — 2q) — 2p* = p* — 64q.

Finalmente,

AB + AC + BC = 9ab(a — a)(b — a) + 9Yac(a — o) (¢ — a) + 9be(b — o) (¢ — o)
= 9[(ab)® + (be)? + (ca)?]
— 9a[(a®b + a®c + b*c) + (ab® + ac® + bc?)]
+ 9a?(ab + ac + be)
= 9(¢" — 2rp) — 3(2p*q — Grp) + 4(qp”)
=9¢° — 2p’q.

pues
w (ab)? + (be)? + (ac)?* = (ab + be + ca)? — 2abc(a+ b+ ¢) = ¢* — 2rp.
» (a+b)(b+c)(c+a) = (ab+bc+ ca)(a+b+c)—abc = pg—r.
» (a?b+ a’c + b%c) + (ab® + ac® + bc?) = (a + b)(b + ¢)(c + a) — 2abc = pq — 3r.

Sugerencia al Ejercicio 10. Sea Q(z) = P(x) — 10z. Se tiene que Q(1) =
P(1) — 10 = 10 — 10 = 0, por hipotesis. Lo mismo sucede con Q(2) = P(2) — 20 =
20-20 =0y Q(3) = P(3) —30 = 30 — 30 = 0. Por lo tanto 1, 2 y 3 son raices
de Q(x) y asi (x — 1)(x — 2)(z — 3) divide a Q(z) = P(x) — 10x. Como P(x) es un
polinomios de grado 4, también Q(x) lo es, por lo que existe otra raiz de Q(x), que
llamaremos «, luego P(x) — 10z = (z — 1)(z — 2)(x — 3)(z — «), por lo que,

P(z)=(z—1)(z —2)(x — 3)(x — a) + 10z (4.28)
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Ahora, se remplazan x = 12 y = —8 en (4.28), y se obtienen las siguientes igual-
dades, P(12) =990(12 — o) + 120, P(—8) = 990(8 + a) — 80. De donde,
P(12)+ P(—8) = (990(12 — a) +120) 4+ (990(8 + ) — 80) = 990(12+8) +40 = 19840.

Sugerencia al Ejercicio 11. Si oy, s, a3 son las raices, se sabe que por las
formulas de Vieta que,

a=—(o1 + as+ asz), (4.29)
b= —(OélOég + [0DYO R} + 0430[1>, (430)
c = —(ajnas). (4.31)

Ahora, si las raices forman una progresion aritmética, podemos suponer que,
ag=a—d,as=aya3=a+d. Asi, por (4.29), a; + as + a3 = 3a = —a. Por lo
que a = —%, y entonces

2
o1+ ag = —ga (432)
y por (4.31) se tiene que
3
103 = —i = _C (433)
(0%) a

Luego, por (4.32) y (4.33) se cumple lo siguiente

a 1 [a3—27c a a+1 ad —27c
o= — — _— Ny = —— AN = —— —_ _—
1 3 3 a ) 2 37 3 3 3 a

a®—27c

donde se debe cumplir a # 0, y === > 0.
Finalmente, por (4.30), también se debe de cumplir que.
b =1 Qg + Qsi3 + gy = 042(061 + ag) + azaq
a( 2)+30 2a2+3c 2a% + 27c
= ——(——Qa _ = — —_— = .
3° 3 a 9 a 9a

Teniendo en cuenta lo anterior las condiciones que han de cumplirse para que las
raices del polinomio forman una progresion aritméticas son:

3927 2a3 + 27
a#0, u>0 y b:u.
a 9a

Mas atin, la diferencia de la progresion es,

oz—oz——g—i—l a3—27c_(_9)_1 a3 —27c
A T 3/ 3 a
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Capitulo 5

Polinomios de grado superior y de
varias variables

El primer resultado en este capitulo es que en general, cualquier polinomio de
grado n tiene a los més n raices distintas.

Teorema 5.0.1 Si el polinomio P(x) = 2" + a, 12" + ... + agx® + a1 + ag tiene
n + 1 raices distintas, entonces el polinomio es idénticamente cero. De lo que se
concluye que un polinomio de grado n puede tener a lo mds n raices distintas

Demostracién. Es claro cuando n = 1. Para n = 2, suponga que P(x) tiene més
de 2 raices de las cuéles consideramos 3 de ellas: r1, 75 y r3 entonces por teorema del
factor P(x) = (x —r3)Q(x) para algin polinomio Q(z). Como el grado del polinomio
Q(z) debe ser 1, y tiene dos raices (r; y r2) y como se mencion6 anteriormente
es claro que Q(z) debe ser el polinomio cero, en consecuencia P(z) también lo es.
Ahora usemos el principio de induccién matemética para terminar. Supongamos que
el resultado es valido para n — 1 y tomemos un polinomio P(z) = 2™ + a,_12" ' +

...+ ayx® + ayx + ag que tiene raices ry, o, . .., Tpy1, entonces P(x) = (2 —71,41)Q(x)
para algiin polinomio Q(x) = "~ + b, 92" % + ... + byx® + by + by con raices 1,
Ty, ..., rn. Entonces Q(z) es un polinomio de grado n — 1, que tiene n raices que

por hipétesis de induccion debe ser el polinomio idénticamente cero, por lo que P(z)
también es idénticamente cero.
[ |

En la demostracion del teorema anterior se uso el teorema del factor para garan-
tizar que si a es el cero de un polinomio P(z) es posible hallar un polinomio Q(x)
tal que P(z) = (x — a)Q(x). Si Q(a) # 0, diremos que a es un cero de orden
1, pero si Q(a) = 0 diremos que a es un cero de orden mayor que 1. Si existe
un namero natural m y un polinomio Q(z) tal que, P(x) = (z — a)"Q(x), pero
Q(a) # 0, diremos que a es un cero de orden m o o una raiz de multiplicidad
m de P(x).
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Capitulo 5. Polinomios de grado superior y de varias variables

5.1. Foé6rmulas de Vieta

Si el polinomio moénico

P(z) = 2" + ap_12™ ' 4 -+ - + ag2® + a1 + ay,
tiene n raices xq, x9, ..., T,, entonces
2"+ ap 2" 4t agr® +ar +ag = (7 —x1) (T — 2) (2 —23) - (T — xp)
=" — (v + -+ 2,) 2" (g o T T+ BTy e T, R
+...+<_1)nx1...xn7

de donde,

an—lzz'_(xl_k"'+_xn%

T1To + ++ + 1Ty + T2X3+ -+ + Tp_1Ty,

Ap—2
Qp—j = (—J)J(xlxg...ay +—--~+—$1xj+1...xn<+-x2x3...xj+1—%---<+-xn+1,jxn,j---xn),

ap = (—=1)"zy.... 2.

Estas identidades son conocidas como las Formulas de Vieta.

Ejemplo 1. Por las féormulas de Vieta las raices de cualquier polinomio cuadratico
de la forma z* — (a + b)x + ab, son a y b.

Ejemplo 2. Si P(z) = 2? + bx + ¢ es un polinomio cuadratico monico, con p y ¢
sus dos raices, entonces los coeficientes y las raices cumplen las siguientes relaciones:
~b=p+q c=pqg y b>—2c=p*+¢

Ejemplo 3. Para el polinomio P(z) = 2™ — (x — 1)", donde n es un entero positivo
impar, encontremos el valor de la suma de sus raices y el valor del producto de sus
raices.

Observe que el polinomio P(z), se puede escribir como
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5.2. Polinomios con coeficientes enteros

—1
P(r) =a" — (x”—nm”l n(n2 ):L’” 2 - —i—(—l)”)
—1
2
—1
:nxnl_%xn2++l
—1 1
:n(xnl_Mxnz_i_..._i_—)
2n n

P —1 — P
Luego, la suma de sus raices es 2= — n=1 & o] hroducto de sus raices L.
) 2

n 2 n

5.2. Polinomios con coeficientes enteros

Considere un polinomio P(z) = a,x™ + -+ + a1 + ao con coeficientes enteros.
La diferencia P(x) — P(y) se escribe como

an (2" = Y") + apr (2" =y )+ an(@® — Y Hai(z — ),

al considerar cada uno de los sumandos, nos damos cuenta que tales sumandos son
divisibles entre (z —y) (esto es facil de mostrar, ver el ejercicio 8 (a) del capitulo 1).

Teorema 5.2.1 Si P(x) es un polinomio con coeficientes enteros, entonces para
cualesquiera enteros distintos a y b se cumple que P(a) — P(b) es divisible entre
a—b. Mds ain, cada raiz enteras de P(z) divide a P(0).

|
El siguiente teorema es una generalizacion, para el caso de polinomios de grado
n, del teorema 4.2.2 .

Teorema 5.2.2 (Teorema de la raiz racional) Consideremos un polinomio con
coeficientes enteros P(a:) =a "+ ap 12"+ Faxtay. Sia= § es una raiz
racional de P(x) con (p,q) =1, entonces p divide a ay y q divide a a,,.

Demostracion. Observe que si a = § es una raiz, se tiene que
V23
p p
an—+'--+a1—+a0:O.
q

Luego, multiplicando ambos lados de la igualdad por ¢", tenemos que

anp" + anap" g+ -+ apg" " + agg" =0,
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Capitulo 5. Polinomios de grado superior y de varias variables

Asi, despejando agq™ y factorizando p, tenemos que

aoq" = —p(anp" '+ +ag" ).
Ahora como p divide al lado derecho de la identidad, se tiene que p divide a agq”,
pero como por hipétesis (p, q) = 1, debe suceder que p divide a ay.

Finalmente, se procede de la misma manera con a,p”, este término se despeja
para tener,

anp" = —q(an1p" "+ + aipg" + apg" ).

asi, ¢ divide a a,p™, pero como por hipotesis (p, q) = 1, entonces ¢ divide a a,.

Corolario 5.2.1 /2 es irracional.

Demostracién. Primero, note que v/2 es raiz del polinomio z2 — 2. Si v/2 es ra-
cional, se puede suponer que V2= §7 con py q enteros positivos tales que (p, q) = 1.
Se tiene por el Teorema anterior que p| —2y ¢| 1. Luego p = 1 o p = 2, mientras que
forzosamente g = 1. Pero esto es contradictorio con el hecho de que 1 < /2 = § < 2.

Por lo tanto v/2 debe ser irracional.

5.3. Polinomios irreducibles

Recuerde que se dice que un polinomio en un anillo R es irreducible si no se
puede escribir como un producto de dos polinomios no constantes con coeficientes
en R. En general es deseable descomponer cualquier polinomio P(z) en R[z] en un
producto de polinomios de la forma (z — a) en R|x], a estos polinomios se les llama
factores lineales del polinomio.

El siguiente lema afirma que ser reducible sobre QQ es equivalente a ser reducible
sobre Z. Mas aun, es posible probar que cualquier polinomio con coeficientes reales
siempre puede expresarse como un producto de factores lineales y de polinomios
cuadraticos irreducibles. Asi mismo, cualquier polinomio con coeficientes complejos
siempre es reducible sobre factores lineales complejos (ver el Anexo de nimeros
complejos).

Lema 5.3.1 (Lema de Gauss) Si P(x) = a,z™ + -+ + ayx + ag es un polinomio
con coeficientes enteros y P(x) es irreducible en Z[x], entonces P(x) es irreducible

en Q[z].
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5.3. Polinomios irreducibles

Demostracién. Supongamos que P(z) = a,z" + -+ + a1z + ag tiene coefi-
cientes enteros y que P(x) = Q(x)R(z), donde Q(z) y R(z) son polinomios no
contantes, con coeficientes racionales. Sean ¢ y r los niimeros naturales mas peque-
nos tales que ¢Q(z) y rR(z) tienen coeficientes enteros. Entonces, si d = gr tenemos
que Pi(z) = dP(z) = qQ(x) - rR(x) = Q1(z)Ri(z) es una factorizacion del poli-
nomio P;(x) en dos polinomios con coeficientes enteros Q(x) = quz* + -+ qo vy
Ri(z) = rpa™ + - + 1. Sean aj, con 0 < j < n, los coeficientes de P,(r). Basados
en esto, se construye la factorizacion de P(x) que se busca.

Sea p un divisor primo de d, entonces todo los coeficientes de Pj(x) son divisibles
entre p. Ahora, se debe de mostrar que p divide a todos los coeficientes de @Q1(x) o
a todos los coeficientes de Ry (x).

Si p divide a todos los coeficientes de @Qq(z), la prueba se termina. En ca-
so contrario, sea i tal que p|qo,q1,...,qi—1, pero p 1 ¢. Se tiene que pla;, a; =
qori + -+ qir1 + @170 Y p\qzﬁ — a;, entonces p]rl. Continuando de esta manera,

podemos deducir que p|r;, para toda j. Entonces RlT(z) tiene coeficientes enteros. Se

obtiene entonces entonces una factorizacion de gP (x) en dos polinomios coeficientes
enteros. Continuando con este procedimiento, tomando todos los divisores primos
de d, se va a terminar eventualmente con una factorizacion del polinomio P(x) en
dos polinomios con coeficientes enteros. [ |

Ejemplo 4. El polinomio real
P)=(z—a)(x—ag) - (xr—a,)—1
es irreducible, si a1, aq, ..., a, son enteros.

Suponga que no es asi, entonces P(x) se podria escribir como el producto de
dos polinomio Q(x) y R(z), polinomios no constantes con coeficientes enteros y de
grado menor a n.

Asi, evaluando en a;, para cualquier ¢ entero positivo menor o igual a n, se tiene
que P(a;) = Q(a;)R(a;) = —1. Entonces Q(a;) =1y R(a;) = =10 Q(a;) = =1y
R(a;) = 1; en cualquier caso Q(a;) 4+ R(a;) = 0, para cualquier i < n entero positivo.

Por otro lado, observe que Q(z) + R(x) no puede ser el polinomio cero, pues

en ese caso R(z) = —Q(x) y asf P(z) = —Q(z)*. Lo que quiere decir que para
toda z € R, P(z) = —Q(x)? es un nimero negativo o cero. Esto es imposible; sea
a =max(|ai|, |as|, ..., |a,|), entonces (a+1)—a; > a+1 > 0y asi P(a) > 0. En otras

palabras, al evaluar en un niimero real x lo suficientemente grande es imposible que
P(z) sea cero o un namero negativo.
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Capitulo 5. Polinomios de grado superior y de varias variables

Otras manera de argumentar por contradiccion, es observar que Q(x) + R(z)
tiene al menos n ceros, a saber: aj, as, ..., a,. Pero, el grado de Q(x) + R(x) es
estrictamente menor que n, pues tanto Q(z) como R(x) son de grado menor que n,
una contradiccion.

Un polinomio con coeficientes enteros es un polinomio primitivo, si su coefi-
ciente principal es positivo y no existe un nimero entero que divida a todos los
coeficientes del polinomio.

Teorema 5.3.2 (Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein) Consideremos un
polinomio P(x) = ap,a™+a, 12" '+ - +ag con coeficientes enteros. Sea p un nimero
primo tal que: (a) p no divide a a,. (b) p divide a cada uno de los coeficientes ay,
ai, g, ..., ay_1. (c) p* no divide a ag. Entonces P(x) es irreducible sobre Q|x].
Si ademds, P(x) es primitivo, entonces es irreducible sobre Z|x].

Demostracion. Suponga que P(x) es reducible sobre Q[z], por el lema de Gauss,
P(z) = Q(z)R(x), donde Q(x) = qxz” + q_12™ ' + -+ qo y R(x) = rpa™ +
Tm_12™ ! + -+ + 79 son polinomios con coeficientes enteros. Como ay = qyroy €s
divisible entre p y no entre p?, exactamente uno de gy o ry es multiplo de p. Luego,
suponga que p divide a gy pero no a ry. Méas atn, como p divide a a1 = qor1 + ¢170
se tiene que p divide a ¢;rg por lo que p divide a ¢, y asi mismo se prueba que

todos los coeficientes qq, g1, . .., g, son divisibles entre p, pero asi p divide a a,, pues
G, = QrTm, una contradiccion.
|

Ejemplo 5. Considere el polinomio P(x) = 212°+84x%+16123+5182%+15542+623.
Para aplicar el resultado anterior se tienen en cuenta los ntimeros primos que dividen
al coeficiente principal, en este caso son 3 y 7. Al probar con cada uno de estos, se

observa que p = 7 cumple (a), (b) y (¢) del teorema anterior, por lo tanto, P(x) es
irreducible sobre Q|z].

Con el resultado anterior se puede probar que cualquier polinomio ciclotémi-
co, esto es un polinomio de la forma 27! + 2P=2 + ... + 2 + 1, con p un ntmero
primo, son irreducibles.

Considere el polinomio ciclotémico P(z) = 2P~ + 2772 + -+ + x + 1. Observe

que (x — 1)P(z) = 2 — 1. Con la sustitucion z = y + 1, en el producto anterior, se
obtiene

yPly+1)=(y+ 1)’ —1=y"+ (]f)yp‘l + (g)y”‘l---Jr (pp )y



5.4. La derivada y raices multiples

donde la notacion (Z) que se conoce como coeficiente binomial de n, k € N, con

k < n, corresponde al numero de formas de escoger k elementos de un conjunto
n\ ._ n(n—1)-(n—k+1) .

con n elementos y (k) := =5 — . Entonces como el primo p no es factor de

i!, es claro que 4! divide al producto (p —1)---(p — i+ 1). Esto implica que (’Z’) es

divisible entre p. Luego, al dividir yP(y + 1) entre y, se tiene que P(y + 1) satisface

las condiciones del criterio de Eisenstein, por lo que es un polinomio irreducible, de

donde se sigue que también P(z) es irreducible.

Las raices de este polinomio son las raices p-ésimas de la unidad (diferentes de
2kmi .
1, es decir, las raices son los ntimeros complejos e » = cos(2T) + isen(%T), con

p v
1<k<np.

5.4. La derivada y raices mailtiples

En el capitulo anterior se definié la derivada de un polinomio de grado n, ver
pag.129. También, es facil demostrar que si P(z) = (x — a)Q(z), entonces

P(a) = Q@) + (z — )Q/(a). (5.1)

De hecho existe una relacion entre las raices multiples de un polinomio y las raices
de su derivada. Por ejemplo, si un polinomio P(z) es divisible entre (z —a)?, es decir
tiene una raiz en a de multiplicidad 2, entonces como P(z) = (x — a)Q(z), donde
Q(x) es un polinomio divisible entre (z—a), tenemos que P'(x) = Q(x)+(x—a)Q'(z)
es divisible entre (z — a).

Podemos continuar, si ahora P(x) es divisible entre (z — a)”, entonces como
P(x) = (z—a)Q(x), tenemos que Q(x) es divisible entre (z—a)?, pero por lo anterior,
sucede que Q'(x) es divisible entre (x — a), luego P'(x) = Q(x) + (z — a)Q'(x) es
divisible entre (z — a)?. Podemos seguir este procedimiento (usando el principio de
induccion matematica) hasta llegar al resultado del siguiente teorema

3

Teorema 5.4.1 Si para algin entero positivo m el polinomio P(x) es divisible entre

(x —a)™", entonces el polinomio P'(x) es divisible entre (x —a)™. Es decir, si a es

un cero de multiplicidad m + 1 de P(x), entonces a es un cero de multiplicidad m

para P'(x). [
La n-ésima derivada de un polinomio P(x) con n > 3, se denota por P™ (x).
Por ultimo, observemos que si se te tiene un polinomio P(z) tal que

P(a) = P'(a) =--- = P™ Y(a) =0,
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y P™(a) # 0, tenemos primero, por ser P(a) = 0, que P(z) = (z — a)Q1(x), para
algin Q1 (z). Pero como P'(z) = Q1(z) + (x —a)Q)(x), entonces P'(a) = Q1(a) =0,
luego Q1(z) = (z — a)Qz(z), para algtin Qo(x). Por lo que P(z) = (z — a)?Qs(z).
Continuando de esta manera se llega a que P(z) = (2 —a)"Qn(x), y nos detenemos
en el momento en que @,,(a) # 0. Esto se resume en el siguiente resultado.

Proposicién 5.4.2 Si P(x) es un polinomio con P(a) = P'(a) = --- = P™ Y(a) =
0 y P™ £ 0, entonces a es un cero de P(x) de multiplicidad m. Es decir, P(x) =
(x — a)™Q(x) para algin polinomio Q(x), con Q(a) # 0. |

5.5. La férmula de interpolacion

Se sabe que dados dos puntos en el plano cartesiano, existe una tnica recta que
los une. Esto es, para dos parejas de nameros reales (ao, o), (a1, 1), con ag # oy,
existe un tnico polinomio P(z) de grado 1, tal que P(ag) = Sy y P(ay) = py. Lo
anterior puede ser generalizado de la siguiente manera.

Teorema 5.5.1 (Formula de interpolacion de Lagrange) Sean oy, ag, ...,
o, numeros reales diferentes y sean By, [, ..., Bn otros n + 1 niumeros reales.
Entonces existe un tunico polinomio P(x) de grado a lo mds n, tal que P(a;) = S,
para 0 <t < n.

Demostracién. Consideremos los polinomios de la forma

(z —a)(x—a1) - (2 — ap1)(x — o) - (& — )
(o — ) (g — aq) -+ (g — ap—1)(Qp — Qpgr) -+ (o — o)

Dy (x) =
con 0 < k < n, donde el numerador y el denominador tienen n factores. Es claro

que Dy(x) tiene grado n, que Di(ax) = 1y que Di(a;) = 0, si ¢ # k. Entonces el
polinomio que satisface las condiciones buscadas es

P(z) = BD(x).
k=0

Para mostrar la unicidad el polinomio, suponga que existen dos polinomios P;(x) y
Py(x) cada uno de grado a lo mas n, tales que

‘Pj(al) = Bza
para 0 <1i <mn, j = 1,2. Entonces el polinomio P(x) = P(x) — P2(z) es de grado a
lo mas n y tiene n + 1 raices distintas «qg,aq, ..., a,. Por el teorema 5.0.1, se tiene
que P(z) es el polinomio cero, entonces Pi(x) = Py(z). [
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5.6. Mas formas de encontrar raices

Parametros

Para estudiar raices de un polinomio de grado mayor que dos, algunas veces es
util considerar los términos independientes como variables. A estos términos inde-
pendientes les llamamos parametros. Para ilustrar lo anterior se muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 6. Se quieren encontrar la soluciones de la ecuacion

3

(x4 1) =2(x + a)(x + 2a),
donde a es un parametro real. Para esto, primero note que la ecuaciéon es equivalente
a resolver la ecuacion

zt 4+ 2% — 22% — 6ax — 4a® = 0.
Ahora, se considera al nimero a como variable y a  como parametro constante.
Entonces se tiene la siguiente ecuacion cuadratica

4a® + 6ax — zt — 23 + 222 = 0,

que se resuelve utilizando la féormula cuadratica donde se obtienen las soluciones

a; = —32® — 2y ay = —32% — 2. Luego la ecuacion se puede factorizar como
4, .3 2 2 L, 1, 1
"+ x° — 227 — 6axr — 4a” = —4(a+§a: +m)(a—§w +§x)

= (2® + 22 + 2a)(2* — 2 — 2a),

Finalmente, se resuelven estas ecuaciones de segundo grado se obtienen las soluciones
Tip=—1E=V1—-2a, w34 = % + %\/1 + 8a, que son reales si —% <a< %

Conjugados

Esta es una técnica comiun al resolver una ecuacion algebraica donde aparece
una raiz en algin denominador de una fraccion y para facilitar el procedimiento se
multiplica por algiin factor que elimine la raiz.

Ejemplo 7. Para resolver la ecuacion

V1+mz — V1 —mx =z,

donde m es un parametro real. Se multiplica por el conjugado de +/1+ mx —
V1 —max, es decir /1 +mx + /1 — mx, y se obtiene
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2mx

V1+mz — 1 —mz
Una solucién es z = 0, asi que se puede suponer que x # 0, y asi se procede a
resolver 2m = /1 + mz — v/1 — max, luego m es positiva. Se eleva al cuadrado y se
obtiene

2m? —1=+v1—m2a2,
de donde 2m? — 1 > 0. Elevando al cuadrado nuevamente y despejando z resulta

que z = £2v/1 —m? y, como es necesario que 1 — m? > 0, debe cumplirse que
\/Li < m < 1, para garantizar que la soluciones sean niimeros reales.

Regla de los signos de Descartes

Para esta seccion es necesario considerar los siguientes dos teoremas basicos de
Calculo, ambos se encuentran en el libro de Spivak, [8].

Teorema 5.6.1 (Teorema del Valor Intermedio) Sean f : |a,b] — R una fun-
cion real y continua en un intervalo cerrado |a,b], y u un nimero real que se encuen-
tre entre f(a) y f(b), entonces existe un nimero real ¢ en (a,b) tal que f(c) = u.

Teorema 5.6.2 (Teorema de Rolle) Si f : [a,b] — R es una funcidn continua
en un intervalo cerrado [a,b], diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y ademds
f(a) = f(b), entonces existe un nimero real ¢ en (a,b) tal que f'(c) = 0.

Es posible estimar el ntmero de raices de un polinomio con coeficientes reales
contando el nimero de cambios de signo en la sucesion de los coeficientes no nulos
del polinomio, este nimero se denota por C(P).

Ejemplo 8. El polinomio P(z) = 42 — 2% + 527 + 423 — 2? — x, tiene tres cambios
de signos, es decir, C'(P) = 3. Note que no se toman en cuenta los coeficientes cero.

El siguiente teorema indica como se relaciona le nimero de raices de un polinomio
con sus cambios de signo.

Teorema 5.6.3 (Regla de los signos de Descartes) El nimero de raices reales
positivas de un polinomio P(x), con coeficientes reales es menor o igual al nimero
de cambios de signo, C(P), que se producen entres sus coeficientes (obviando los
coeficientes ceros y contando multiplicidades de las raices). Andlogamente, el nimero
de raices reales negativas del polinomio es menor o igual al nimero de cambios de
signo que se producen entre los coeficientes de P(—x). Ademds, si el nimero de
raices positivas es menor que el niumero de cambios de signo, entonces el nimero de
raices positivas difiere del nimero de cambios de signo por un maltiplo de dos.
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Demostracion. La prueba de este teorema se sostiene por un argumento induc-
tivo; se considera P(x) un polinomio de grado n moénico con término independiente
no es cero, es decir, P(0) # 0,! se debe mostrar primero que el nimero de cambios
de signo y el nimero de raices positivas tienen la misma paridad, de este modo se
hace ver que para el caso donde para n = k 4+ 1 se cumple usando el hecho de que
se prueba para n = k, y asi sucesivamente.

Para n = 1, el polinomio es de grado 1. Si P(x) = x — a, con a > 0 el polinomio
tiene un solo cambio de signo y una tunica raiz z = a. En cambio si P(z) = x + a,
no hay cambio de signo y su tnica raiz * = —a que es negativa.

Ahora, si el polinomio moénico P(z) es de grado n > 1, con P(0) # 0, y hay dos
casos a tomar en cuenta:

Caso 1. Si P(0) < 0, entonces el niimero de cambios de signo debe ser impar,
pues el primer ntimero es positivo debido a que P(x) es moénico, y se termina con
P(0) que es un numero negativo. Ahora se debe probar que el nimero de raices
positivas del polinomio también es impar. Como el grado de P(x) es n, se tiene
tiene que el término z" es el que domina para valores grandes de x. Entonces para
algin valor grande y positivo de z, llamese x, se tiene que P(z) es positivo, por
5.6.1, P(z) debe tener raiz en el intervalo (0, xq), que claramente es positiva. Sea k
tal raiz. Se tiene que P(x) = (v — k)Q(z), con Q(x) un polinomio de gradon — 1y
Q(0) = %2) es positivo. Por lo que, aplicando la hipdtesis de induccion a Q(x), se
obtiene que este polinomio tiene un niimero par de raices positivas, por lo que P(z)
debe tiene un nimero impar de ceros positivos, los ceros de Q(z) y k.

Caso 2. Si P(0) > 0 y la ecuacion no tiene soluciones reales positivas, la prueba se
termina. En caso de que la ecuacion tenga alguna solucion positiva, basta considerar
una de ellas, digamos k. De forma semejante se tiene que P(x) = (z — k)Q(z), con
Q(z) un polinomio de gradon—1y Q(0) = %2) es negativo. Entonces () tiene una
cantidad impar de cambios de signo. Aplicando la hipotesis de induccion a Q(x), se
obtiene que Q(z) tiene un nimero impar de raices positivas. En consecuencia, P(z)

tiene un nimero par de raices positivas.

Hasta ahora se ha mostrado que el nimero de cambios de signo y el niimero de
raices positivas de un polinomio tiene la misma paridad que el de raices positivas,
es decir, el niimero de cambios de signo es una cota superior del nimero de raices
positivas. Resta mostrar que el niimero de cambios de signo es mayor o igual que el
de raices positivas.

'En caso contrario, es posible factorizar un término de la forma x*, que no contribuye con raices
positivas
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Si hubiera mas raices positivas que cambios de signo en los coeficientes de P(z),
entonces deberia haber al menos dos raices positivas mas que el ntiimero de cambios
de signo, es decir, deberia haber al menos C'(P) 4 2 raices positivas. Por otro lado,
P’(x) tiene al menos un cambio de signo (por 5.6.2) entre cada dos raices de P(x),
por lo que habria al menos C'(P)-+1 raices de P'(x). Pero P'(x) tiene a lo méas tantos
cambios de signo como P(z), es decir, hay C'(P) y ademas su grado es n — 1. Luego
la hipoétesis de inducciéon asegura que dicho polinomio cumple la regla de los signos,
es decir tiene méas cambios de signo que raices positivas, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, hay més cambios de signo que raices positivas. |

Ejemplo 9. Polonia, 2001 Sea n > 3 un numero entero. Muestre que un polinomio
de la forma a,2" + ap_12" 4+ - + a1 + ag, con ap_; = a,_» = 0 y al menos un
ax # 0, no puede tener todas sus raices reales.

Suponga que el polinomio cumple que ag # 0, lo cual nos permite asegurar que
sf tiene una raiz real, ésta sera positiva o negativa. Aplicando la regla de los signos
de Descartes se deduce que la cantidad de raices reales del polinomio es a lo mas
n — 1, por lo que debe haber al menos una raiz compleja.

Si ag = 0, se puede factorizar la maxima potencia de x que divide al polinomio y en
este caso trabajar con el polinomio resultante como en el caso anterior.

5.7. Polinomios con dos y tres variables

Un polinomio en varias variables es simétrico si queda invariante cuando se per-
mutan las variables, por ejemplo para polinomios de dos variables, debera suceder
que P(x,y) = P(y,x); y para polinomios de tres variables, se debe cumplir que,
P(z,y,2z) = P(x,z,y) = P(y,z,2) = P(y,z,2) = P(z,z,y) = P(z,y,x).

Ejemplo 10. (i) Para polinomios de dos variables, tenemos que son simétricos:

?+y? vy, 2 tay+yt

(77) Para polinomios de tres variables, tenemos que son simétricos:

r+y—+z, xy+yz+zx, ryz.

Un polinomio de varias variables es ciclico si al cambiar sus variables ciclica-
mente no cambia el polinomio. Por ejemplo con tres variables debera suceder que,

P(z,y,2z) = P(y,z,z) = P(z,z,y)
Ejemplo 11. Los siguiente son polinomios ciclicos,

(x +y)(y + 2)(2 + 2), 2%y + y°2 + 2.
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Ejemplo 12. Un polinomio simétrico siempre es ciclico. Pero no reciprocamente,
por ejemplo el polinomio x%y + y?z + 2%z es ciclico pero no es simétrico.

Ejemplo 13. Factorice el polinomio de tres variables

Q(ZE,y,Z):(I+y+2)3—I3—y3—23

Solucidn. Fije y y z reales cualesquiera. Luego, considere a

Plx)=(z4+y+2z2)°—a®—y* -2

como un polinomio en una variable, la z. Es claro que P(—y) = (2)? — (—y)3 —

y® — 23 =0, luego (x + y) es factor de P(x) y entonces de Q(z,y, z). Analogamente

(y+ 2) y (2 + z) son factores de Q(z,y, z). Por lo que

Qz,y,2)=(x+y+2)° -2 -y’ =" = Alx + y)(y + 2)(z + ).

De este modo, siz =y =2z =1, entonces 24 =3>—-1—1—1= A-23 entonces
A = 3. Por lo tanto,

(x+y+2)° =2’ —y* =2 =3 +y)(y+2)(z + )

Ejemplo 14. Factorice la expresion
Q(a,b,c) = (b—¢c)* + (c—a)* + (a — b)®
Solucidén. Se toman fijos a b y ¢ reales y se considera el polinomio en variable a,

P(a) = (b—c¢)’+ (c—a)’ + (a — b)*.

Resulta que, b es una raiz pues P(b) = (b — ¢)® + (¢ — b)® = 0. Entonces, por
Teorema del factor, (a —b) divide a Q). Analogamente (b —¢) y (¢ — a) son divisores
de Q. Por lo tanto,

(b—c)®+(c—a)*+ (a—0b)*>=A(a—b)(b—c)(c—a).

Ahora, sia=3,b=2y c=1, se tiene que 1* + (—=2)% + 13 = A(1)(1)(—2). Asf,
A=3y

(b—¢)*+ (c—a)’+ (a—b)* =3(a —b)(b—c)(c—a).
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Ejemplo 15. Factorice la expresion

a*(b—c)+b*(c—a) +c*(a—D).

Solucién.
Como siempre se toman fijos a los niimeros reales b y ¢ reales y se considera el
polinomio de variable a siguiente,

P(a) = a*(b—c) +b*(c—a) +c*(a— ).
Resulta que b es una raiz de P(a), ya que

P(b) =b*(b—c)+b*(c—b)+*(b—b) =0.

Entonces, por Teorema del factor (a — b) divide a la expresion. Analogamente
(b—c), (c—a)y (a+ b+ c) (esto ultimo puede verificarse viendo que —(b + ¢) es
una raiz del polinomio P(a)), también son sus divisores. Por lo tanto,

a*(b—c)+b*(c—a)+c*la—b) = Ala—b)(b—c)(c—a)(a+b+c).

Ahora, sia =2,b=1y c =0, se tiene que 8(1) + 13(=2) + 0 = A(1)(1)(—2)(3),
por lo que, A = —1. Finalmente,

a*(b—c)+b*(c—a)+c*(a—b)=—(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+ec).
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5.8. Ejercicios del capitulo 5

5.8. Ejercicios del capitulo 5

Ejercicio 1. Encuentre la suma de todas las raices del siguiente polinomio
P(z) = 2" + (3 — x)7, sin necesidad de calcular cada una de las raices.

Ejercicio 2. Considere nameros primos (distintos) p1, pa, - .., P, y S€an ay, asg,
..., ap los nimeros enteros definidos por ai = p; X pa X -+ X pp para 1 < k < n. Use
el criterio de irreductibilidad de Eiseintein para mostrar que si n es mayor a 2, el po-
linomio monico P(z) = " +a " a2+ - -+a,_1r+a, no tiene raices enteras.

Ejercicio 3. Si p # 0y ¢ # 0 son nimeros reales, que son soluciéon del polinomio
de dos variables reales

P(z,y) = (202 + 21y)*"" + 22(20x + 22y) + y>**".

Use el hecho de que x y " tienen el mismo signo, si n es un ntmero entero impar,
para probar que son iguales las siguientes expresiones

21 2021 2021
< A= (204+20)7 4 (1)

p

q
P

- 5= (20+20) 4
Calcule explicitamente %'

Ejercicio 4. Sea k un numero entero positivo, con la propiedad de no ser un
cuadrado perfecto. Considere ag y by niimeros enteros positivo, tales que ag es una
solucion de la ecuacion

x? — kbow + (b — k) = 0.

. b —k
Muestre que su otra raiz es a; = (:m

, ¥ que esta raiz es un nimero entero positivo.

Ejercicio 5. (IMO 1988/6) Sean a y b ntimeros enteros positivos. Muestre que
si ab + 1 divide a a? + b%, entonces es cuadrado perfecto el cociente:
a? + b?

ab+1

Ejercicio 6. Sea P(z) un polinomio con coeficientes enteros tal que el polinomio
Q(z) = P(z) + 12 tiene al menos 6 raices enteras distintas. Muestre que P(z) no
tiene raices enteras.
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Ejercicio 7. Sean P(x) = c52° + c42* + 323 + co2? + ¢, + ¢p un polinomio real
de grado 5 y ay, as y a3 ntimeros reales distintos de cero .
(a) Si b es un numero real b, tal que

P(ayz +b) + P(agx +b) = P(asz +b)

para toda x, muestre que b mismo es una raiz del polinomio P(z).
(b) Sean by, by y bs nimeros reales distintos, tales que para toda x # 0,

P(alx + bl) —f- P(CLQIE + bg) = P(agl’ —I— b3)
Muestre que a} + a3 = a3 y concluya que P(x) tiene al menos una raiz real.

Ejercicio 8. Sea P(x) un polinomio con coeficientes enteros. Muestre que si pa-
ra algun entero a la n-ésima iterada cumple que: P(P(...P(a)...)) = a, entonces

P(P(a)) = a.

Ejercicio 9. Muestre que el polinomio P(x) = z* + 423 + 112% 4+ 10z + 9, es
irreducible sobre Q|x].

Ejercicio 10. Sean a4, as, ..., a, nimeros reales distintos entre si, P(z) un poli-
nomio con grad(P(x)) <n—2,y

A(k) = (ar, — az)(ax — az) - (ax — ag—1)(ax — agy1) - -~ (ar — an)

Muestre que
P(al) P(CLQ) P(an)

A1) T A T Am Y

Ejercicio 11. Considere el polinomio en dos variables P(x,y) = (z —y)*(z +y)!
con k, [ enteros positivos.
(1) Muestre que, P(a,b)P(c,d) = P(ac+ bd,ad + be), para todo a,b,c,d € R.
(#7) Considere el polinomio Q(z,y) = P (%3, %5¥). Muestre que, Q(z, y)Q(z,w) =
Q(xz,yw) para todo x,y, z,w € R.
Sugerencia. Use el inciso anterior y el hecho de que para x,y,z,w € R, existen
a,b,c,d e R talesque x =a+b,y=a—b,z=c+dyw=c—d,

Ejercicio 12. Considere al polinomio en dos variables Q(z,y), que satisface,

Q(xay)Q(Zaw) = Q(l’Z,y’LU) para tOdOl’,y,Z,’U} eR.

Muestre que para z,y € R, los polinomios Qi(x) = Q(z,1) y Q(z) = Q(1,x)
cumplen que:
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= Qi(zy) = Qi(x)Q1(y) ¥y Q2(zy) = Q2(2)Q2(y),
» Qz,y) = Q1(7)Qa2(y).
= QF(z) = Qi(2?) y Q3(7) = Qa2(2?)

Por lo tanto, para i = 1,2 se tiene que @Q);(x) es el polinomio cero o Q;(x) = z", para
algiin n un nimero entero no negativo.

Ejercicio 13. Use el ejercicio anterior para demostrar que los polinomios de dos
variables P(z,y) que satisfacen

P(a,b)P(c,d) = P(ac+ bd, ad + bc), para todoa,b,c,d € R

son de la forma P(z,y) = (z — y)*(x + y)' con k,[ ntimeros enteros.

Ejercicio 14. Sea P(z) = 2" + a1z ' + - - - + a,, un polinomio con coeficientes

complejos y raices ry, o, ..., r, y sea Q(z) = 2™ + by ' + -+ + b, un polinomio
con coeficientes complejos y rafces r?, r3, ..., r2. Demuestra que si a; +az+as+- -
y as + a4 + ag + - -+ son numeros reales, entonces by + by + - - - + b, también es un

numero real.

5.9. Sugerencias a ejercicios del capitulo 5

Sugerencia al Ejercicio 1. Observe que el coeficiente de P(z) que multiplica
7 es igual a cero. Mas atn, el polinomio se puede reescribir como

P(r)=2" + (% —33)7

a T

6 5
= Agx +(l5l‘ +"'+(lo.

Luego, por las formulas de Vieta, la suma de las raices es

as  (1)(1/2)

o -0 3
)
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Sugerencia al Ejercicio 2. Suponga que n =gradP(z) > 2 y que P(x) tiene

al menos una raiz entera. Pero, como P(z) tiene coeficientes enteros, se tiene que
P(z) es reducible en Z[z], y por supuesto reducible en Q[z].
Por otro lado, p|a; para toda i < n y es claro que p; 1 1, por ser p; un numero
primo. Pero, p?{ a, = p1ps - Pn, PUES Py { Pap3 - -+ Pn, POr ser los primos diferentes.
Entonces, por el criterio de irreducibilidad de Eisentein 5.3.2, P(z) es irreducible en
Q[z], una contradiccion.

Sugerencia al Ejercicio 3. Como (p, ¢) es una solucion del polinomio, se tiene
que

P(p,q) = (20p +219)™" + 22(20p + 229) + ¢** =0,

entonces

(20p + 21¢)*"" + ¢*% = —22(20p + 22¢). (5.2)

Ahora, observe que el lado izquierdo de la ecuacion anterior (5.2) se puede reescribir
de la siguiente manera

21q 2021 21q 2021
(p (20 4 ?)> + q2021 — p2021 (20 + ?) + q2021

21q 2021 p2021q2021
_ 2021
- (e 5)

21(] 2021 q2021
__ 2021
=p ((20 + 7) + p2021 .

De modo similar, el lado derecho de la ecuacion (5.2) se puede reescribir como

22q
—22(20p + 22q) = —22p ( 20 + —
p

21
— 2% ((20 + —q) + g)
p ) p

Por lo tanto,

21g 2021 q 2021 21g q
p*% (— + 20) + (—) = —22 ((— + 20) + —) (5.3)
p p p p
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Por otro lado, para n un ntmero entero impar, se sabe que para cualquier nimero
real x, se tiene que x™ tiene el mismo signo que z. Més atin, se sabe que para
cualesquiera x y y reales con x < y, entonces " < y". De este modo, bajo el
supuesto que n un nimero entero impar, £ 4+ y" y x + y tiene el mismo signo. De
esto, se sigue que las expresiones

21q 2021 q 2021
- A= (Zre20) (1)

. B (2 g
B = (414 20) + ¢
deben tener el mismo signo. Es decir, o bien A >0y B > 0,0 bien A<0y B<0
o bien A = B = 0. Pero, como p*** > 0; si A > 0y B > 0, entonces Ap*?° > 0
y —22B < 0, una contradiccion con (5.3). Del mismo modo; si A < 0y B < 0,
entonces Ap** < 0y —22B > 0, nuevamente una contradiccién con (5.3). Por lo
tanto, A = B = (% +20) + ) = 0. Y finalmente se tiene que ¢ = —37.
Sugerencia al Ejercicio 4. Por las formulas de Vieta, la otra raiz de la ecuaciéon

€s
2
Gl—kbo—do— s
Qo

y como kby — ay es un nimero entero, entonces a; lo es.
Ahora, por una parte, como ag + a; = kbg, se tiene que

ag — kboao + by — k = ai — kboag + apa; = ag(ag — kby + a;) = 0.

Por otro lado, observe que a; # 0, pues de lo contrario k& = b3, una contradiccion
con el hecho de que k no es un cuadrado perfecto. Mas atun a; > 0, si no es el caso,
es decir si a; < 0, como kby > k pues, por hipotesis by > 1 y £ > 1, entonces al
multiplicar por —ay, se tiene que —kaby > a1k > k. Entonces, se sigue que

OZa%—kb0a1+bg—k2a%+bg>0,
una contradiccion. Por lo tanto, a; > 0.
Sugerencia al Ejercicio 5. Primero, suponga que

a® + b? B
ab+1

(5.4)

donde k es un entero positivo que no es un cuadrado perfecto.
Ahora, sea (ag, bp) una solucion de (5.4), donde by < ag y tal que ag + by es la suma
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minima de cualquier pareja de soluciones de (5.4).
De la suposicion, se tiene que x = ag es una soluciéon de la ecuacion

x® — kbox + (b — k) =0

y por el ejercicio anterior, la otra soluciéon a; de la ecuaciéon anterior es un entero
positivo. Entonces, como ag + by es la suma minima, se tiene que ag < a;. De lo
contrario, si a; < ag, entonces a; + by < ag + by, una contradiccion.

De este modo, como by < ag, se tiene que b2 < agby < aZ. Y como by < ag < ay,
entonces al multiplicar por ag, se tiene que

bg < aobg < CLg < apay :bg —k,

entonces k < 0, lo cual es una contradicciéon, pues k£ es un entero positivo. Por lo
tanto, k es cuadrado perfecto.

Sugerencia al Ejercicio 6. Suponga que P(x) tiene una raiz entera a. Como
los coeficientes de P(x) son enteros, también lo son los de Q(x).
Supongamos que Q(z) tiene por raices enteras distintas a z1, . . ., xg, si consideramos
a G(x)=(xr—ux1) - (x — xg), entonces se tiene que Q(x) = G(z)H () para algin
H(z). De este modo, P(z) = G(x)H(z) — 12 y como G(x) es un polinomio moénico
con coeficientes enteros, H () también tiene coeficientes enteros.

Finalmente, como P(a) = 0, se tiene que
H(a)G(a) = H(a)(a — x1) -+ (a — xg) = 12,

luego H(a) es igual a uno de los enteros +1, +2, 43, +4, +6, £12. Como los factores
(a—xy), ..., (a—z6) son enteros distintos, entonces es imposible descomponer a 12
como producto de 7 enteros, como se requiere en la identidad H(a)(a — 1) - - - (a —

Sugerencia al Ejercicio 7. (a) Note que usando = = 0 en la identidad, se tiene
que P(b) + P(b) = P(b). Por lo tanto, P(b) = 0.
(b) Observe que parai=1,2,3

P(aix + bz> = c5(az~x + bz)5 + 04(0,1'1' + bz)4 + -+ cl(aix + bz) + Cop = 65(1?1'5 + - 5
y asi el coeficiente que multiplica a z° en la expresion P(a;z + b;) es igual a csa?,

para toda ¢ = 1,2, 3. Luego, como P(a1x + by) + P(asx + by) = P(asx + bs) se tiene
que al igualar los coeficientes principales, se cumple que csa} + csa3 = csa3, entonces

5 5_ 5
ay + a; = as.
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Ahora, note que a; # as o0 as # as. Pues, en caso contrario, si a; = as = as, como
) 3 3 ) ) 3
aj + aj = a3, se tiene que 2a} = at'. Lo cual solo puede suceder si af = 0, entonces
a; = 0, una contradiccion.
Por lo tanto, a; as 0 as # as. Suponga que a; as. Sea T = ba=bi " antonces
) ai—as’
como x # 0, pues bg — by # 0, por hipoétesis se tiene que a;x + by = azx + bs. Lo que

implica que P(ajx + by) = P(asx + b3) y asi se tiene que

P(asx + by) = —P(a1z 4 b1) + P(asz + bs) = 0.

Lo que implica que el namero real asx 4 by es una raiz de P(z).
Del mismo modo, si as # ag, se considera x = 22:223, entonces como r # 0, pues
bs — by # 0, por hipotesis se tiene que asxr + by = agx + bs. Lo que implica que

P(asx + by) = P(aszx + bs) y asi se tiene que

P(alx -+ b1> = —P(CLQLC -+ bg) —+ P(CLgI -+ bg) =0.
Lo que implica que el namero real a;x 4 by es una raiz de P(z).

Sugerencia al Ejercicio 8. Considere la sucesion g = a, x1 = P(zg), 22 =
P(zy) = P(P(x0)), ..., Tnt1 = P(x,). Luego, para algin n entero

xp, = P(P,_1(z0)) = P(P(... P(x0)...)) = xo.
Por otro lado, se sabe que

O = Tjy1 — l‘z‘|P($i+1) - P(xz) = Tijp2 — Tiy1l = Q41

para cualquier ¢ entero no negativo. Es decir, ap|aq, ag|ag, ..., ap_1]|a, = ap.
Por lo anterior, o, = 11 — X, = 1 — X9 = a y asi

o] = |ou| = -+ = [an|.
Suponga que a; = g # 0. Entonces as = ag, de otra manera se tiene que x3 = x;
y asi x9 = a no vuelve a aparecer en la sucesion i, xs, T3 = 1, Ty = To, T5 = Ty =
x1,...T, # xo. Andlogamente a3z = ag, ay = ayg, ..., a,_1 = qq. Por tanto,

Tp—To=0p+ar+ -+ a,_1 =nal,

y despejando se tiene que x, = xo + nag # xp, una contradicciéon. Por lo tanto,
a; = —ap y asi xg = xo. Es decir, se cumple que P(P(a)) = a.

Sugerencia al Ejercicio 9. Suponga que P(z) no es irreducible en Q[z]. Se
debe llegar a una contradiccion.
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Capitulo 5. Polinomios de grado superior y de varias variables

Como P(x) tiene coeficientes enteros, aplicando el Lema de Gauss 5.3.1, se cum-
ple que la irreducibilidad de P(z) en Q[z] es equivalente a su irreducibilidad. en Z|x].

Supongamos entonces que el polinomio P(z) se descompone como producto de
polinomios con coeficientes enteros. Ahora, recordemos que la suma de los grados
de estos factores debe ser igual a gradP(z) = 4. De donde se debe cumplir alguno
de los casos siguientes.

Caso 1. La descomposicion tiene un factor lineal. Supongamos que el factor es
Q(z) = x + a, con a un namero entero. En consecuencia, a es una raiz de P(z).
Mas atun como a|P(0) =9, a debe ser un factor de 9. Asi, a puede tomar los valores
+1, 43,43, 1+9. Pero ninguno de estos numeros es una raiz de P(x). Por lo tanto,
este caso no es posible.

Caso 2. Los factores de P(z) en Z[z| son dos polinomios de grado dos. Suponga
que dichos factores son Q(z) = 2> +ar +by R(z) = 2> + cx +d, con a, b, cy d
nimeros enteros. Como

P(z) = Q(z)R(x) = 2" 4 (a + ¢)2® + (b + d + ac)z® + (ad + bc)z + bd,
por como se definio P(z) se debe cumplir que
"mat+c=4
» b+d+ac=11
» ad + bc = 10
» bd =9

Como bd = 9, entonces la pareja (b, ¢) con entradas los ntimeros enteros b y d debe
ser alguna de las siguientes seis:

(b, d) = (£1,+9), (£3, +3), (£9, +1).

Note que las entradas de cada pareja han de tener el mismo signo. De este modo
b+ d = +10,+£6. Ahora, como b+ d + ac = 11, de lo anterior se cumple alguna de
las siguientes igualdades

10 4+ ac = 11, —10+ ac = 11, 6+ ac =11, —6+ ac =11.

De este modo ac = 1,21,5,17. Observe que si ac es 5 o 17, entonces como los
numeros 5 y 17 son primos se cumple que a + ¢ # 4, una contradiccion. Luego,
ac =10 ac=21.
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Siac=1, entoncesa=c=10a=c=—1, luego a + ¢ # 4, una contradiccion.

Si ac = 21, como a + ¢ = 4, se debe encontrar soluciéon entera de este sistema, pero
no hay solucién en los enteros.

Por lo tanto, no hay solucién para el sistema de ecuaciones y los factores Q(z) y
R(z) son imposibles.

Luego, P(x) es irreducible en Z|[z], por lo que también en Q|x].

Sugerencia al Ejercicio 10. De acuerdo a la formula de interpolaciéon de La-
grange (5.5.1) se puede escribir a P(x) en forma tnica como:

= P(ax)Di(x)

donde

A(k) = (ax — ag)(ar — az) - (ax — ap—1)(ak — ags1) -+ - (ax — an)

Como grad(P(z)) < n—2, el coeficiente que multiplica 2"~ en P(z) es igual a cero.
Por otro lado el coeficiente que multiplica a 2"~ ! en > P(ay)Di(x) es

_ Pla1) | Pla) P(ay)
S=

luego el resultado.
Sugerencia al Ejercicio 11. (i) Para a,b,c,d € R, es facil comprobar que

P(a,b)P(c,d) = (a = b)*(a +0)'(c — d)"(c + d)'
(a—=b)(c—d)[(a+b)(c+d)
(ac + bd) — (ad + be)][(ac + bd) + (ad + be))'

P(ac+ bd,ad + be).

(a—
[
[

(71) Sean x,y, z,w € R, entonces existen a,b,c,d € R, tales que x = a+b, y =
a—b, z = c+dyw = c—d. No es complicado comprobar que P(a,b) = Q(a+b,a—0),
para a,b € R.
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Por lo tanto,

Qz,y)Q(z,w) =

Sugerencia al Ejercicio 12. Es inmediato por el ejercicio anterior que,

= Qi(ey) = Qzy, 1) = Qz,1)Q(y, 1).
= Qa(zy) = QL 2y) = Q(1,2)Q(1, ).
» Qz,y) = Qz, NQ(L,y) = Qi(x)Q2(y)-

En consecuencia,

Qi(7) = Qi(z)Qi(2) = Q(z,1)Q(x,1) = Q(2*, 1) = Q:(2%)

Qg(fﬁ) = Q2(x)Q2(I) - Q(l,l’)@(l,&l) = Q(LxQ) = Q2<l’2)

Ahora, se mostrara que si R(x) es un polinomio que cumple que R?(x) = R(2?) para
toda x, entonces R(x) es el polinomio constante R(x) = 0 o el polinomio constante
R(z) =10 R(x) = 2" para alguna n.

Si R(z), un polinomio que cumple que R*(z) = R(x?) para toda x y es constante
digamos igual a ¢, entonces ¢ = ¢, por lo que R(z) =00 R(x) = 1.

Si R(x) es un polinomio no constante y « es una raiz distinta de cero, se tiene que
R*(y/a) = R(a) = 0, entonces 3 = y/a es también una raiz de R(z), que puede ser
compleja. Por la misma razén ai, o, ... son rafces distintas de R(x).

Lo anterior es imposible, ya que R(x) no puede tener una infinidad de raices, a
menos que « = 0. Luego R(x) = az", para algin n entero positivo, con @ un nimero
real. Pero, para que se de la propiedad R?(x) = R(x?) para toda x, se debe cumplir
que a = 1. Por lo que R(z) = a™.

+

Sugerencia al Ejercicio 13. Sea Q(x,y) = P (Ty, %) Se puede mostrar

que Q(l‘,y)Q(Z,U)) = Q(xz,yw), para r,y,z,w € Rv y que Q(I,y) = Ql(x)QQ(y)a
donde Q1 (z) = Q(z,1) y Q2(x) = Q(1, z). Por el ejercicio anterior, Q%(z) = Q1 (z?) y
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Q3(r) = Qo(x?), ademas existen enteros k,[ > 0, tales que Q;(z) = 2* y Qq(x) = 2!,
(0 Q1(z) =0y Q2(x) =0, en el caso de que P(z,y) = 0). Luego

Q(z,y) = Qi(2)Qa(y) = 2y
Por lo tanto, P(z,y) = Q(z +y,7 —y) = (v + y)*(z — y)".

Sugerencia al Ejercicio 14. Por hipotesis y por el Teorema Fundamental del
algebra se tiene que

P@) = (=)@ —r2) (o = 7).
Q) = (w—r)w =18z — 1),

De este modo si se evalta (5.6) en 2% se tiene que

Q(a?) = (a? —rP)(a® = 13)--- (z* —1})
=[(@—r)(z—r2)-(z =)z +r)(x+12) - (2 +70)]
+r)(x+re) - (x4 1)),

= P(z)[(=
= P(@)[(=1)"(=z = r)(=z —72) - -+ (=2 — 7)]
= (=1)"P(x)P(=x).
Ahora, si
a=a+azt+as+--- N f=as+as+ag+---
Entonces,

Pl)=1"4a1+--+a,=1+ (a+p). (5.7)

Luego, si n es par se tiene que

P(-1)=1—-a;+as— - +ag — aypq1 + - +ay
=14+ (f—a)
=(-1)"1—=(a =B (5.8)

Luego, si n es impar se tiene que

P(—l) :—1+a1—ag+---—a2k+a2k+1+---—an
——1+(a- )
= (=1)"1 = (=B, (5.9)
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Note como (5.8) y (5.9) coinciden, por lo que P(—1) = (—=1)"[1 — (o — 3)]. Ahora,
evaluando Q(z?) = (=1)"P(x)P(—z) en 1 se tiene que Q(1) = (=1)"P(1)P(-1).
Luego, remplazando (5.7) y (5.8) en esta expresion se tiene que

(—1)
= (=D"1+ (a+3)|(=1)"[1+ (o= B)]
= (=1)*"[1 + (a+ B))[1 + (e — B3))]
= (=D)*"[1+ (a+B) + (a = B) + (a+ B)(a = B)]
= (=D*"[1+ (a+B) + (a=B) + (o= B)

Pero como por hipotesis o y 3 son reales (o + 3), (o — 8) v (a — 8)? son reales y
asf Q(1) es real. Teniendo en cuenta que por otro lado Q(1) =1+ by + - -+ + by, se
tiene que by + - -+ + b, es un real.
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Anexo. Ntimeros complejos

Por un ntimero complejo se entenderéd una pareja z = (z,y) en R2 =R xR =
{(z,y) | z,y € R}. Tenemos que dos nimeros complejos z; = (z1,y1) ¥ 22 = (22, y2)
son iguales si, y s6lo si x1 = x2 y y1 = yo. El conjunto de ntimeros complejos
C =R x R es un campo con las operaciones de suma y de producto, definidas para
dos nimeros complejos cualesquiera, z; = (x1,41) ¥ 22 = (2, ¥2), como

2+ 20 = (1 + 22, Y1 + Y2),

21 - 29 = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1),

El neutro aditivo es (0,0) y el neutro multiplicativo (1,0). El inverso aditivo de
z = (z,y) es —z = (—x,—y) y el inverso multiplicativo de z = (z,y) # (0,0) es
o7 = (e wip)-

El campo de los nimeros reales R se identifica con el subcampo {(z,0) |z € R}
de los nimeros complejos C, para abreviar se identifica cada nimero real x con
(x,0). Por ejemplo, 1 = (1,0). Luego se tiene que R es un subcampo de los nimeros
complejos C.

Un namero complejo especial es i@ = (0,1), es facil ver que se cumple con
i?=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Observe que cualquier pareja (z,y) en C = R? cumple que

z=(z,y) = (2,0)+ (0,y) = (2,0) + (0,1)(y,0) = = + 1y.
De esta manera se puede afirmar lo siguiente
Proposicion 1. Todo nimero complejo z = (x,y) se representa de forma unica

como z = x +1y.
|
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Anexo. Numeros complejos

Siempre tenga en cuenta que los ntimeros complejos son parejas de nimero reales
(x,y), por lo que estos pueden ubicarse en el plano cartesiano. El eje z es también
llamado eje real, y el eje y es conocido como el eje imaginario.

Por esta razén diremos para un numero complejo dado z = x + 1y, que la parte
real de z es z y se denota como Rz, y que la parte imaginaria de z es y y se
escribe como 3z.

El conjugado complejo de z = x + 1y, es el ntimero complejo z = = — 7y.

Para z = x + 1y se define el médulo o norma de z, como el nimero real no

negativo |z| = /2% + y? = v/2Z, que corresponde a la longitud del segmento que va
del origen al punto (z,y), ver Figura 5.1.

Eje imaginario

z=x+1y

Eje real

A e

Figura 5.1: El nimero complejo z = (z,y) = =+ iy, su modulo |z| y su conjugado Z.

Por otro lado la medida del angulo formado entre la parte positiva del eje x y el
segmento que une 0 con z, girado en el sentido contrario a las manecillas del reloj,
se le llama el argumento de z, usualmente se denota por argz y por lo general se
le asigna un valor entre 0 y 2.

Lo anterior motiva otra forma de escribir a un ntmero complejo z = = + 1y,
conocida como la forma polar del complejo z.
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Si se denota como r a la norma de z, esto es r = |z|, y § = argz entonces
z = rcosh + ir senf es la representacion polar de z, a la pareja (r,0) se le lla-
ma las coordenadas polares de z.

Por medio de la representacion polar de los nimeros complejos es posible obtener
el significado geométrico de la multiplicacion compleja. Considere dos niimeros com-
plejos en su representacion polar z = ry costy + iry senfly y w = ro cosfhy + iry senbs.
Al tomar su producto se tiene que

z+w = ri(cos 0y + isen 01) - ro(cos Oy + isendy)
= rir9(cos 01cos O — sen Hysen Oy — i(cos Gysen Oy + sen 6rcos 0y))
= rira(cos (01 + 63) +i(sen (61 + 6s)).

ZW
|2 |w]
w
6 z
() o

Figura 5.2: Al multiplicar dos ntimeros complejos z y w se obtiene un nuevo nimero
complejo cuyo modulo es el producto de los moédulos de 2z y w y su argumento es la
suma de los argumentos de z y w.

Lo que garantiza que arg(z - w) =argz + argw, donde s6lo se estan considerando los
valores entre 0 y 27. Ademaés |z - w| = |z||w|, ver Figura 5.2.

Existencia de la raiz cuadrada

De manera breve mostramos que: Todo nimero complejo tiene una raiz compleja.
Es decir para todo z € C existe w € C tal que w? = 2.

Para numeros reales r > 0 es cierto el resultado, y se denota por /r a la raiz
cuadrada de r (de hecho hay dos raices, la otra es —/T).
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Para ntameros complejos en general, nos auxiliamos de sus coordenadas, si z =
rcos) + irsenf, con r = |z| y § = arg z. Buscamos w = scosw + is senw tal que
w? = z, esto obliga a que, s> = r y 2w = 6, que nos lleva a que s = \/m y
w = targ(z). Luego w = /|z| cos(targ(z)) + i\/|z| sen(3arg(z)) es una raiz cua-
drada de z, la otra es —w. Resaltamos que siempre hay dos raices complejas, salvo
el caso en que z = 0, donde w = 0 es la tnica raiz compleja, pero es una raiz doble.

Formula de De Moivre

Para cualquier entero n se obtiene la expresion conocida como féormula de De
Moivre

(cosf + isend)" = cosnf + isennd

Usando la férmula anterior, es inmediato ver que los polinomios 2" — 1 = 0 tiene

2 2T

2., w" ! donde w =cos— + i sen—. Esta raices son las

como raices a 1, w, w

n n
llamadas raices n-ésimas de la unidad y en el plano complejo se identifican como los
vértices de un n-agono regular inscrito en la circunferencia unitaria con centro en el
origen, con un vértice en 1. En la Figura 5.3 se muestra el caso para n = 8.

(4%

w3

Wy

w1

Wo

wry

We

Figura 5.3: Las ocho raices de la unidad.
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Las siguientes son propiedades vélidas para ntmeros complejos z y w:

w22 =22
1 z

- =
z |&?

™
I

x

o

=
I

x

g
|

1 —%siz#o.

z |z

]
=
@
N

I

D=

—~
N
+
N
~—
A\
i

= Imz=(2—2) < |z

|2+ w] < [2] + |w|

2] = |wl] < |z = w|

|2+ wl? + |2 — w]* = 2(]2" + |w]*)

1= 2w = |2 —w]* = (1+ |2w])* = (|2] + [w])®

1+ 2w — |z + wf = (1= |2*)(1 - [w]?).

Tengamos en cuenta que una motivacion de presentar los nimeros complejos es
la discusion del Teorema Fundamental del Algebra, que asegura lo siguiente,

Teorema 1. (Teorema Fundamental del Algebra) Cualquier polinomio
P(2) = an2™ + ap12" "+ -+ + a1z + ag,
de grado n > 0, con coeficientes a; € C y a,, # 0, tiene al menos una raiz en C.

Recuerde que segin el teorema del factor, que si a es raiz de un polinomio P(z),
entonces z — a debe ser un factor de P(z). Naturalmente, se sigue el siguiente,

Corolario 1. Cualquier polinomio P(z) de grado n > 0 con coeficientes en C,
tiene n raices z1, za, . .., zn (tal vez algunas repetidas). Ademds puede se escrito en
la forma

p(z) =clz —21)(z — 22) -+ (2 — zn),

donde ¢ es un niumero complejo.
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Cualquier demostracion del Teorema Fundamental del Algebra no puede ser de-
ducida en términos elementales, no obstante la demostracion que aqui se presenta
solo requiere conocimientos en calculo.

Tengamos en cuenta los siguientes conceptos en C = R?:

» Una vecindad o entorno o disco abierto de un punto P en C es un conjunto
N(P,r)={z€C; |z — P| <r}. Al numero r se le llama radio de N(P,r).

= Un punto P es un punto limite de un conjunto £ C C, si toda vecindad de
P contiene un punto @) € E tal que Q) # P.

= Se dice £ C C es conjunto cerrado si todos su puntos limites le pertenecen.

» Sedice E C C es conjunto acotado si hay un ntimero real M tal que |z| < M
para todo z en E.

Solo el primero de los lemas presentados a continuaciéon se da por hecho, pero
puede encontrar su demostracion en (Rudin 1976) ya que requiere algunas nociones
de calculo avanzado. Sin embargo, encontrara que este lema esta motivado por un
resultado bien conocido.

Lema 1. §i f : D— R es una funcion continua en D, un subconjunto cerrado
y acotado de R?, entonces f alcanza su valor minimo y su valor mdzimo en puntos
de D.

Este resultado es la version en dos dimensiones del Teorema del valor ex-
tremo del calculo en una sola dimension, el cual establece que cualquier funcion
continua de [a, b] en R tiene minimo y maximo en [a, b].

Antes de presentar la prueba del Teorema Fundamental del Algebra se probaran

los siguientes tres lemas.

Lema 2. Lema del crecimiento Para cada polinomio de grado n > 1 y con
coeficientes complejos, P(z) = an2™ + ap_12" ' + -+ + a1z + ag, existe un nimero
real R > 0 tal que si |z| > R se tiene

1 n n
glanllz"| < Ip(2)] = 2fan]|2"].

Demostracion. Sea R(z) = 31—, |a]|z|*. Por la desigualdad del triangulo se
tiene, que para todo nimero complejo z,

|an||2]" = 7(2) < p(2) < lanllz"| +7(2).
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Ahora si |z| > 1y m < n, se tiene que |z|™ < |2|"7!, entonces r(z) < M|z,
donde M = 27~ |ax|. Tomando R = max{1,2M|a,| '}, para |z| > R, sucede que

|P(2)] < lanll2]" + 7(2) < lan||2]" + M]z"!
= 2" (lanllz] + M) < [2]" (lanl|2] + |an||2])

= 2|an]|z[",

2M M
an| lan

donde la ultima desigualdad se sigue del hecho de que |z2| > R > el > Taul
Nuevamente, para |z| > R, se tiene que

()] = lan][2]" = 7(2) = |an][2]" — |2

1 1
> [anl 21" = lanl 21" = Slal|2I"

donde la tltima desigualdad se sigue si y s6lo si 1|a,||2[" > M|z|""!, la cual es cierta

siy solo si |z| > i—M|, de donde la demostracion estd completa. [ |

Lema 3. Sea P(z) un polinomio con coeficientes complejos. Entonces |P(z)|
alcanza su valor minimo en algun punto zg € C.

Demostraciéon. Sea s = |P(0)| = |ag| y R1 = max{R, {/2s|a,|~'}, donde el
niamero R es el garantizado por el lema del crecimiento. Si |z| > R;, entonces se

tiene que

1’ | 2s
2

1 1
P(z)| > = "> Zan||RY| > —
PO = 3lanll"| > lanllRi] > Flanl =
Por lo tanto, para todo z tal que |z| > Ry, se tiene que |P(z)| > |P(0)|. En particular,
si Ry > Ry, entonces para toda z tal que |z| > Ry, se tiene la misma desigualdad. De
esta forma se ha encontrado un disco cerrado D de radio R, con centro en el origen
tal que |P(2)| > |P(0)|, para toda |z| > Ry. Como P(z) es una funcién continua con

valores reales, se sigue que por el lema 5.9, que |P(z)| alcanza su valor minimo en
D. [

Lema 4. Sea P(z) un polinomio no constante con coeficientes complejos. Si
P(zy) # 0, entonces |P(zo)| no es el valor minimo de |P(z)].

Demostraciéon. Sea P(z) un polinomio no constante con coeficientes complejos
y sea 2o un punto tal que P(zy) # 0. Haciendo el cambio de variable z + 2, por z,
esto mueve z; al origen, de modo que se puede suponer P(0) # 0.

A continuacion se debe mostrar que 1 no es el valor minimo de |P(2)|.
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Sea k la menor potencia distinta de cero de z en P(z). Entonces se puede suponer
que P(z) tiene la forma P(z) = 1+az*+g(2), con g(z) un polinomio de grado mayor
ak.

Sea « una rafz k-ésima de —a~!. Entonces haciendo un tltimo cambio de variable,
az por z, se obtiene que P(2) tiene la forma P(z) = 1 — 2% + 2*1g(2), para algtn
polinomio ¢(z). Para valores reales positivos de z, obtenemos usando la desigualdad
del triangulo que |P(z2)] < |1 — 2*| + zk + 1]g(2)]. Como zk < 1, para |z| < 1,
entonces

()] < 1= 2%+ 2 g(2)] = 1 = 2*(1 - z|g(2)]).

Para z pequenio, z|g(z)| es pequeno también, por lo que se puede escoger z; de tal
forma que 2|g(21)] < 1. Se sigue entonces que 2F(1 — 2 |(z1)|) > 0, por lo que
Ip(z1)| < 1 =|P(0)], lo que completa la demostracion. |

Demostracién del Teorema Fundamental del Algebra. Considere P(z) un
polinomio no constante con coeficientes complejos. Por Lema 3, | P(z)| tiene un valor
minimo en algin punto zy € C. Entonces, por Lema 4, se sigue que |P(z)| = 0. Por
lo tanto, P(z) tiene una raiz compleja. |
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