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INTRODUCCION

Algunos de los problemas que se dan en el ambito industrial son resueltos por la
aplicacion correcta de la ingenieria, esta disciplina o profesion como guste llamarla, se dedica
a poner en préactica el conocimiento tedrico-practico para innovar y resolver problemas en la
industria. Para entender lo dicho anteriormente, podemos mencionar por citar un ejemplo,
los procesos por el cual las materias primas se transforman en productos y llega al
empaquetado, los cuales, suelen tener imperfecciones que se deben a errores, pero en su
mayoria son consecuencia de la falta de conocimiento en ingenieria.

El presente trabajo, expone una problematica que se da a nivel industrial en las
empacadoras de carne, referente a la distribucion de calor en el producto durante la operacion
de termoencogido. Lo interesante es, la aplicacion de conocimientos adquiridos durante la
estancia en la facultad, la carrera de ingenieria quimica, como es la transferencia de calor,
métodos numeéricos y simulacion. Cada asignatura combinada una con otra, nos dara la
solucion del problema.

El trabajo se desarrollé a través de seis capitulos, en el capitulo uno se establecen los
principios de la transferencia de calor, con elementos que serviran en la aplicacion del equipo
de la camara de termoencogido. El capitulo dos, aborda algunos conceptos concernientes a
las formas de la simulacion, con la intencion de introducir la importancia y la manera de
realizar simulaciones computacionales. En el capitulo tres, se mencionan y describen de
forma general los métodos numéricos utilizados en la resolucion de las distintas ecuaciones
diferenciales parciales que tienen relacion con la transferencia de calor. Por su parte, en el
capitulo cuatro se presentan conceptos y fundamentos de la descripcién del método del

elemento finito, que se usara en el proyecto y en particular la PDE Toolbox de MATLAB.
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En lo que se refiere al capitulo cinco, se presentan soluciones analiticas y numericas
validadas con la propuesta de simulaciones computacionales con el método del
elemento finito. Por Gltimo, en el capitulo seis se realiza la simulacion computacional
con una propuesta para la camara de termoencogido con la finalidad de poder predecir
los tiempos y temperaturas presentes en el fendmeno de la transferencia de calor en

un trozo de jamon introducido en la cdmara de termoencogido.



OBJETIVO GENERAL

Obtener la distribucion de temperaturas mediante la propuesta de un modelo
matematico y la resolucion de este, con el uso del método del elemento finito con la intencion
de predecir las condiciones Optimas de la carne y la pelicula envolvente en una camara de

termoencogido.



ESTADO DEL ARTE

El envasado de un producto (alimento) consiste en colocar un material que
cubra en su totalidad al objeto, conocido como empaque, el cual pude tener dos
funciones, la principal e importante es la conservacion y la segunda con fines
publicitarios.

Muchos alimentos requieren un envasado “empaque” para garantizar su
conservacion como ya se ha mencionado, teniendo en cuenta las diferentes
propiedades alimenticias (proteinas, lipidos, vitaminas, etc.). Para dicho propésito, se
han utilizado diversos materiales, de igual manera, dichos materiales cuentan con
propiedades distintas que podrian perjudicar al alimento, si no se elige el empaque
correcto.

El empaquetado no solo hace referencia al material con el que se envuelve el
objeto, sino también al equipo utilizado para darle funcionalidad requerida al
empaque (Potter, 1970). En el caso de los plasticos flexibles se cuenta con un extenso
surtido, tales como en bolsas y envolturas para carne. (Potter, 1970).

Una funcionalidad del empaque consiste en la compatible con el alimento para
gue no generar una reaccion adversa que afecte a este; de igual forma, es deseable
que la proteccidn sanitaria no permita el acceso a ningun agente bioldgico, quimico o
fisico. Asi mismo, no permitir la absorcion de la humedad del exterior, ademas de la
proteccion contra gases al no permitir la entrada de oxigeno al alimento (Potter, 1970).

Para los propositos expuestos, el método de empaque al vacio se utiliza
principalmente en alimentos, con la finalidad de no permitir la entrada de oxigeno

(Guevara, 2010). El cual consiste, en aplicar un cambio térmico elevado al sistema,
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con ello el material se contrae y se adhiere al alimento, expulsando el aire que se encuentra
dentro y cerrandose el material con la forma del alimento, cambiando asi la presion en el
sistema y disminuyendo el oxigeno 0, < 1% (Guevara, 2010).

Es importante sefialar que, al aplicar la técnica de vacio a productos carnicos, el
oxigeno no se elimina en su totalidad, por lo cual, la carne continla con su proceso
metabdlico tomando el oxigeno que contiene ain el empaque y expidiendo CO,, provocando
olores y colores indeseables al producto. La explicacion del cambio de color en la carne de
rojo a café es consecuencia de la transformacion de mioglobina a metamioglobina (Guevara,
2010).

El método de empaque al vacio en una camara de termoencogido, consiste en
términos generales en recubrir un plastico encogible en el alimento con la intencién de
protegerlo de agentes externos, al no permitir la perdida de humedad que contiene el
producto, sumergiéndolo en una tina con agua caliente, con lo cual se consigue que el plastico
se contraiga (Potter, 1970). Por lo general, el material utilizado para este proceso es
polietileno. En la fabricacién de pléastico, se le debe dar una orientacién molecular biaxial ya

que la temperatura utilizada es de 83°C para un encogimiento adecuado.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE LA TRANSFERENCIA DE
CALOR

1.1 Concepto de calor
Hemos observado que cuando tenemos un estado de agregacion ya sea sélido, liquido

0 gaseoso caliente y lo ponemos en contacto con otro de la misma naturaleza, pero a
temperatura menor, se empieza a notar que uno pierde calor y otro lo gana, hasta llegar al
punto en que los dos cuerpos se encuentren en un estado de equilibrio. Se dice que el calor
viaja del estado mas caliente al mas frio y esto se debe cuando existe un gradiente de
temperatura entre dichos estados (Smith, VVan Ness y Abbott, 2007).

La termodinamica, esta relacionada con el calor ya que, desde su punto de vista, el
calor se comporta casi igual al trabajo, asi que el trabajo y el calor son una forma de energia
que se transfiere, “En términos termodindmicos, entre un sistema y sus alrededores” (Smith,
Van Ness y Abbott, 2007, p.15). Asi mismo, se hace referencia a la importancia de la
diferencia de temperaturas entre los sistemas o el medio que lo rodea para que se pueda
transferir la energia (el calor).

Ahora bien, viéndolo desde un punto de vista atdbmico esta forma de energia llamada
calor actla de manera estructural en el estado de agregacion que esta siendo afectado, asi que
cuando le proporcionamos calor a un liquido los &tomos adquieren energia lo cual hace que
entren en un estado de excitacion y comenzando a mover con mayor rapidez. Despues de
dejar de proporcionar energia, el liquido empieza a interactuar con su entorno y el liquido le
transfiere calor al entorno hasta que ya no tenga mas energia (calor) que proporcionar y entren
en un estado de equilibrio el liquido y el medio que los rodea, asi los atomos vuelven a su

estado normal ya que perdieron el calor que se les habia proporcionado.



Tambien existe una definicidn mas de ingenieria explicando el concepto del calor en
la termodinamica, “Asi, como su nombre lo indica la termodindmica es la potencia
desarrollada por el calor, con aplicaciones obvias a las maquinas térmica” (Smith, Van
Ness y Abbott, 2007, p.1). Asi pues, el calor se ve como una fuerza impulsora para poner en

marcha distintas maquinas.

1.2 Antecedentes histdricos generales del transporte de calor

Refiriéndose al subtema anterior, el calor se define como energia. Por lo que, para
poder transferir calor de una region a otra deben existir dos temperaturas diferentes, lo cual
se conoce comin mente como gradiente de temperaturas.

La transferencia de calor sigue un par de leyes que explican el comportamiento, como
son las leyes de Fourier y la de enfriamiento de Newton, éstas forman parte del estudio de la
transferencia de calor.

La transferencia de calor comienza a tomar forma en el afio de 1800, con algunos
fundamentos hechos con anterioridad, relacionados con el calor. (Saiz, Arce y Lamas, 2012).

“Sir I. Newton postula la ley de enfriamiento en 1701 en la que concluyo6 que, para
diferencias relativamente pequefias de temperatura, la tasa de enfriamiento de un cuerpo
caliente es proporcional a la diferencia en la temperatura de cuerpo y la del ambiente” (Saiz,
Arce y Lamas, 2012, p.3).

Posteriormente, un cientifico mas que le dio seguimiento a esta ciencia fue Joseph

Fourier, haciendo un modelo que explicaba el comportamiento del calor por el fendmeno



Ilamado conduccion, finalmente W. Nusselt y Eckert se incluyen para complementar la

ciencia de la Transferencia de calor (Saiz, Arce y Lamas, 2012).

1.3 Formas de transferir calor

Como ya se ha mencionado, el calor es una forma de energia que se transfiere cuando
existe un gradiente de temperatura. Y la ciencia que estudia este comportamiento se conoce
como transferencia de calor, existen tres formas de transferir calor: conduccidon, conveccion
y radiacion. Estas tres formas o mecanismos siguen el principio basico donde el calor se
transfiere de la region donde hay una mayor temperatura a una menor, es decir de una zona
de alto potencial a otra de potencial menor. Los mecanismos de transferir calor se presentan

a continuacion en forma general.

Conduccion térmica. Jean-Baptiste Joseph Fourier tuvo una gran aportacion a la
ciencia con la postulacion de las leyes que llevan su nombre, es decir, las leyes de Fourier.
Para entender mejor el concepto, supéngase que la cantidad de calor que recorre es
directamente proporcional al potencial e inversamente proporcional a la resistencia,
hablando por todos aquellos comportamientos que se dan cuando existe un flujo, ya sea

eléctrico, de calor o de un fluido (Kern, 1965).

Flujo a Potencial (1.1)

Resistencia



Haciendo referencia a la ecuacion (1.1), el flujo de calor que se da a través de la

conduccion se puede expresar de la siguiente manera:

Diferencia de temperaturas

Flujo de calor a 1.2)

Longitud

Esta forma en que se transfiere calor se realiza por medio de un objeto estético.

Quitando el simbolo de proporcionalidad en la ecuacion (1.2), apareceria el término
de la conductividad térmica que presenta valores altos para el caso de materiales que son
buenos conductores de calor.

La conduccion de calor no es simplemente un caso particular de los solidos, sino

también de los liquidos y gases, pero claro con algunas excepciones.

Q=ka(-3) (1.3)

La ecuacion (1.3) se utiliza generalmente para determinar el valor del flujo de calor
por conduccion.

Ademas, la conductividad térmica es una propiedad del material y es mayor para los
solidos que la de los liquidos y gases, los sélidos varian su conductividad con la influencia
de la temperatura.

Como se sabe, la conductividad térmica no es una propiedad necesariamente de los
solidos, también se puede determinar en liquidos y gases.

Cabe resaltar que, para determinar la conductividad térmica en alguno de estos dos

estados de agregacion antes mencionados, se debe utilizar un gradiente de temperatura



relativamente pequefio y cantidades muy pequefias de liquido y gas para que no se lleve a
cabo la conveccién (Kern, 1965).

La conduccion es la forma en que se transferir el calor por medio de particulas que
estan interactuando en aquella estructura.

En la literatura, la ecuacién (1.3) es conocida como la primera ley de Fourier, sin
embargo, esta ecuacion asi expresada no contempla los casos en los cuales se da un transporte
de calor en estado transitorio, ni para casos bi o tridimensionales. Estos ultimos casos, son

considerados a través de la segunda ley de Fourier

ar
pCyo; = kV?T (1.4)

En la ecuacion (1.4), p es la densidad y cp es la capacidad calorifica a presion

constante.

Conveccion. Esta forma en que se transfiere el calor se da generalmente en fluidos al
igual que en el caso de la conduccion, para que se pueda transmitir el calor se presenta de
zonas calientes a zonas frias en fluidos y se da por una combinacion de particulas calientes y
frias.

La ecuacion que se utiliza para el mecanismo de conveccion se obtiene a través de la

Ley de enfriamiento de Newton.

Q = hAAT (1.5)



En la ecuacion (1.5), h es el coeficiente convectivo correspondiente al transporte de
calor por conveccion y A es el area de seccion transversal.

Existes dos transportes por el mecanismo de conveccion, libre y forzada, esta tltima
con el uso de la influencia mecanica y la conveccién libre ocurre de forma natural, en
particular tarda mas que la forzada.

El gradiente de temperatura influye de tal manera que la densidad del fluido frio es
afecta por la influencia de la temperatura.

Las corrientes convectivas se dan cuando entra en contacto un fluido frio con otro
caliente, habiendo una diferencia de densidades en el fluido, por ellos se dice que el flujo

entra en tipo de ciclo.

Radiacion térmica. La forma de transferir calor por radiacion térmica es muy
peculiar, ya que se da cuando un cuerpo caliente “lleno de energia” radia su calor hacia el
cuerpo frio, y este absorbe y refleja esta energia. En este mecanismo, no interviene un medio
como es el contacto directo y se puede ser transmitido de mejor manera a través del vacio
entre los cuerpos en cuestion.

Se transmite por ondas electromagnéticas basado en la segunda ley de la

termodinamica y fue propuesto el modelo matematico por Stefan Boltzmann

Q = ecAT* (1.6)

En la ecuacion (1.6), o es conocida como la constante de Boltzmann y tiene un valor

de 5.670 x 10 W/m2K*,



CAPITULO 2. METODOS DE SIMULACION

2.1 Importancia de la simulacién

En la actualidad contamos con avances sorprendentes en cuestion cientifica y
tecnoldgica que nos ayuda a encontrar una solucién casi a cualquier problema ya sea
a nivel académico como al industrial.

La simulacién surge tras la necesidad de buscar una innovacion a aquellos
procesos industriales que cuentan con una o varias deficiencias, para obtener un
mayor aprovechamiento de las materias primas y a su vez tener un mejor producto.

Antes de realizar alguna modificacién o cambiar por completo algin proceso
industrial, se tiene que tomar en cuenta un estudio factible que proporcione aquellos
resultados adecuados para tomar una decision, este estudio se le conoce como
simulacion con fundamentos basicos en distintas &reas como: matematicas,
programacion, etc., se realiza con la finalidad de ser factible y de muy bajo costo, ya
que tiene grades beneficios (Garcia, Reyes y Cardenas, 2013).

Hoy en dia, existen una variedad de software con gran potencial para analizar
y resolver, con animaciones en 2D y 3D para llevar una simulacion mucho mas
efectiva, este tipo de paquetes de computo son utilizados para procesos de todo tipo
como industriales, administrativos, etc., llevan herramientas y hacen que la
informacién que proporcionemos sea la mas importante para poder arrojar el

resultado mas conveniente (Garcia, Reyes y Cardenas, 2013).



Una parte de los paquetes que existen en el mercado son utilizados para realizar
mejoras 0 nuevos procesos industriales, ya que es necesario proporcionar al software una
serie de datos iniciales que hacen referencia a como van a entrar la materia prima y los
servicios auxiliares.

El paquete de computo realizara la simulacion del proceso y revelara si se obtendra
el producto deseado o si la cantidad de los servicios auxiliares proporcionados seran de gran
utilidad o no, todo esto con la finalidad de no desperdiciar materias primas, accesorios o
desgaste de equipos (Garcia, Reyes y Cardenas, 2013).

Garcia, et al. refieren: “La simulacion se refiere a un gran conjunto de métodos y
aplicaciones que buscan imitar el comportamiento de sistemas reales, generalmente por
medio de una computadora con un software apropiado”.

Hay muchos tipos de modelos de simulacion que son utilizados para distintos casos,
los modelos fisicos y modelos matematicos, pero el que nos interesa en esta investigacion
son:

Modelos continuos: Estan desarrolladas a partir de una variable o incognita que se
quiere determinar con respecto a la variable tiempo.

Modelos discretos: Son ecuaciones diferenciales.



2.2 Realizacion de una simulacion

La modelizacién y simulacién se asocian a modelos de problemas reales y
su probable comportamiento atreves de una computadora (simulacion).

El sistema, modelo y ordenador, son conceptos estrechamente relacionados
para llevar a cabo una simulacién adecuada. El sistema hace referencia al problema
a resolver, en el caso de esta investigacion es la camara de termoencogido. El
modelo involucra las variables del sistema como es calor y temperatura, asi como
las ecuaciones diferenciales planteadas, y el ordenador programa para resolver el
modelo implementado.

El modelo que se representa es cuantitativo, se puede resolver de forma
analitica o a través de métodos numeéricos, la primera forma en pocos casos presenta

soluciones sencillas.

Solucién optima

Solucién

satisfaciente

Solucién
factible

L} Solucién infactible

Figura 2.1 Tipos de soluciones (Rios y Martin, 1997).

Al realizar una modelizacién y simulacién computacional se resuelve el
problema con mayor facilidad, arrojando una solucion no 100% correcta, pero
teniendo una aproximacién muy cercana a la solucién correcta 0 mejor dicho que

sucederia en el proceso real con margen de error minimo, obvio es muy importante



saber que método numérico utilizar para que no salgan resultados muy alejados (Rios y
Martin, 1997).

El sistema para este trabajo es el equipo concerniente a una camara de termoencogido,
ya que contiene elementos llamados variables descriptivas del sistema (Rios y Martin, 1997).

En el contexto de sistema hay dos variantes: sistemas abiertos y cerrados, el ultimo
hace referencia al equipo en cuestion.

Rios, et al. comentan: “Con el estudio de los sistemas sé pretende aprender, disefar,
cambiar, conservar y, si es posible controlar su comportamiento”

Existe una regla de interaccion que relaciona los valores pasados con los valores
futuros.

Las variables de estado son elementos que, de un sistema en un tiempo determinado,
logran predecir el comportamiento del sistema futuro, estas variables relacionan los tres
tiempos entre si (Rios y Martin, 1997).

El modelo de esta investigacion es una representacion del sistema (camara de
termoencogido) con el que nos ayude a comprender y predecir su comportamiento, con la
finalidad de realizar varias modificaciones y ver lo que le afecta al sistema.

En la modelizacién se utiliza un algoritmo como el mostrado en la figura (2.2)

10



Modelizador:
motivaciones

cu:mrceptos Sistema Real
métodos

FECLrs0s5

!

Analisis del sistema:
Marco experimental

Relaciones
Restricciones
Estrategias de solucidn

¥

Formulacion de hipdtesis

¥

Formulacian del
modelo basico

F )

Formulacicn del
modelo simplificado

Verificacion
Mo satisfactorio

Satisfactorio

Validacion

No satisfactoric

Satisfactorio

Implementacidn

Figura 2.2 Proceso de modelizacion (Rios y Martin, 1997)
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CAPiTULQ 3. ASPECTOS GENERALES DE LOS METODOS
NUMERICOS EN LA SOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES

3.1 Ecuaciones diferenciales parciales con un enfoque en la transferencia de calor

La finalidad de aplicar los métodos numéricos en problemas como es en el caso de
transferencia de calor es para dar solucion de manera mas exacta, ya que en ocasiones
resolverlo de esta manera es la Unica opcion. La resolucion de un problema de esta magnitud
de una manera analitica se vuelve demasiada laboriosa, donde se pueden cometer errores
constantes, eso por lo que se ve de una manera alternativa los métodos numéricos (Chapra 'y
Canale, 2015).

La ecuacion diferencial parcial tiene una formidable aplicacion para resolver
problemas de nivel de ingenieria. EI método de diferencias finitas y del elemento finito, son
ejemplo de los utilizados para resolver este tipo de ecuaciones. Existen diferentes tipos de
ecuaciones diferenciales parciales como son Elipticas y Parabdlicas, también existen las
Hiperbolicas, pero esa es claramente representada por la ecuacion de onda y su aplicacién es
mas para sistemas de ingenieria mecanica (Chapra y Canale, 2015).

Para un problema que esté& en régimen estacionario se encuentran ecuaciones elipticas,
ya que no existe una derivada con respecto al tiempo, solo la ecuacion es utilizada para
conocer como se distribuye el calor, que se dirige a dos direcciones en el régimen estacionario

que presente el problema y un ejemplo es la ecuacion de la Laplace (Chapra y Canale, 2015).
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Ecuacion de Laplace

9%T 9T
o T2 = 0 (3.1)

La ecuacion (3.1) representa la distribucion de la temperatura en la direccion “x” e
N

En cambio, las ecuaciones parabdlicas si logran visualizar que tanto cambia el calor
en el espacio y tiempo, como resultado en la ecuacion si se puede encontrar la derivada
espacial y la del tiempo. Una representacion es la ecuacion de conduccion de calor (Chapra

y Canale, 2015).

Ecuacién de conduccién de calor

oT °T
pCpa = ka_yz (32)

La ecuacion (3.2) explica del lado derecho la distribucion de la temperatura con
respecto a x con una constante k, que se refiere a la propiedad del material. Del lado izquierdo

es la variacion de la temperatura con respecto al tiempo.
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3.2 El método del elemento finito

Para resolver diversos problemas de la transferencia de calor, se puede realizar una
solucién analitica o bien, una numérica. Sin embargo, no siempre es posible obtener una
solucidén analitica, y esto se debe a la complejidad de los problemas. Es por ello, que en
muchas ocasiones se opta por la utilizacion de métodos numeéricos, pues resulta mas facil la
obtencidn de resultados en problemas complejos con geometrias complicadas.

La solucién numeérica, consiste en términos generales en la discretizacion el medio en
cuestion mediante la aplicacién de los principios de la mecénica a cada elemento resultante
de la particion o division, para posteriormente, integrar las soluciones particulares en todo el
medio y se calcule la solucion general. Los métodos numéricos mas utilizados son las
diferencias finitas y el elemento finitos (Deméneghi, 2000).

Para explicar en forma general el método del elemento finito (MEF), se hara
referencia a la mecénica de fluidos. Luego entonces, el MEF consiste en conocer el estado
de esfuerzo y deformacion en un medio continuo que puede ser heterogéneo y anisotrdpico;
para ello, se discretiza el medio en cuestion en elementos y a partir de estos, se analiza el
comportamiento de cada uno de ellos, posteriormente se acoplan con la intencién de conocer
las condiciones en el medio (Deméneghi, 2000).

Como ejemplo ilustrativo, considérese un medio continuo, el cual se divide en
triangulos (figura (3.1)). Si se aplica un sistema de fuerzas externas en los vértices de los
triangulos, se producird una deformacion, teniendo como consecuencia desplazamientos en

estos veértices.
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Figura 3.1 Medio continto dividido en tridngulos (Deméneghi, 2000)

La resolucion de este sistema permite conocer los desplazamientos en los vértices del
triangulo, lo que a su vez determina los esfuerzos dentro de los tridngulos en los que se dividid

el medio (Deméneghi, 2000).

3.2.1 Generalidades del método del elemento finito con uso de MATLAB

El dominio computacional Q se aproxima a figuras geométricas en forma de
triangulos y la solucion se realiza para cada triangulo. Para ello, se han utilizado polinomios
para conectar las soluciones sobre los lados de los tridngulos vecinos para conseguir una
solucion aproximada continua. EI minimo orden para la eleccion de los polinomios es
cubierto con funciones lineales, tal como se muestran en la figura (3.2) (User’s Guide R2013,

1995-2013).
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a) b)

Figura 3.2 a) Malla generada con elementos triangulares, b) funcion lineal

continua a trozos sobre la malla User’s Guide R2013, 1995-2013)

Por simplicidad y para explicar las bases matematicas del método, se comenzara con

la ecuacidn eliptica basica

V- -(cVu)+au=f (3.3)

Ahora bien, lo que se busca es aproximar “u” en polinomios continuos a trozos.
Primeramente, se debe encontrar un (aproximacion lineal a trozos de la solucion exacta de u);
para ello, se debe probar la ecuacion un frente a todas las posibles funciones “v”. Es decir,
multiplicar el residuo por cualquier funcion e integrar, de tal forma, que para determinar un

se tiene

J,(=V - (cVuy) + au, — flvdx = 0 (3.4)
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para todas posibles funciones “v”. Las cuales, son llamadas funciones de prueba.
Integrando por partes, a través de la férmula de Green la ecuacion (3.4) conlleva a

satisfacer

[, ((cVup)Vv + aupv) dx — [, 7 (cVuy)vds = [ fvdx Vv (3.5)

En la ecuacion (3.5), d02es la frontera de 2y nies el vector normal apuntando hacia
afuera deo2.

Las condiciones de frontera que se incluyen son las correspondientes a Dirichlet y
Neumann; para las primeras, si se conoce un en algunos puntos de las fronteras, entonces se
impone que las funciones “v” sean cero en esos puntos, por lo que un tomara el valor deseado

en ese punto. Para las segundas, se impone que (cVuy) -+ qu;, = g, lo cual conduce a

encontrar un de modo que

J,((cVu )V + auyv) dx — fanl qupvds = [, fodx + fanl gvds Vv (3.6)

En la ecuacion (3.6), d02,es la parte de la frontera con condiciones de frontera
Neumann. Aqui, las funciones “v”” deben ser cero sobre 92 — d.£2;.
Cualquier funcion continua a trozos un puede ser representada como una combinacion

de:

up(x) = XN, Ui (x) (3.7)
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En la ecuacion (3.7), ¢; representan una base de funciones lineales a trozos y Ui son
coeficientes de naturaleza escalar. Ahora bien, si se toma ¢; como si fuera la geometria de
una tienda de campafia, es decir, una funcion cuya altura es 1 en el nodo i y altura cero en el
resto de los nodos. Podemos apreciar que, para cada nodo que seleccionemos conducira a
una ecuacion algebraica en las incognitas Ui. Puesto que, se requiere determinar N
incognitas, se necesita N funciones v distintas. Es mejor es escoger v = ¢;,j = 1,2,...N;
para ello, puede escribirse un sistema de ecuaciones KU = F, donde la matriz K y el lado
derecho F contienen integrales en términos de las funciones de prueba ¢;, ¢;, y los
coeficientes c, a, f, q y g. Por tanto, el vector solucion U contiene los coeficientes de la
expansion de uh, que coincidan con los valores de uh en cada nodo xi, ya que u; (x;) = U;

(User’s Guide R2013, 1995-2013).
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CAPITULO 4. DESCRIPCION DEL METODO DE ELEMENTO
FINITO A UTILIZAR

4.1 La PDE Toolbox de MATLAB

Hoy en dia, existen una gran cantidad de programas computacionales que se
utilizan para la resolucién de problemas en el &mbito de ingenieria, con la aplicacion
del método del elemento finito, uno de ellos es el PDE Toolbox de Matlab, por sus
siglas en ingls que significa Partial Differential Equation, utiliza cajas de herramientas
que integra la parte computacional, visualizacion y programacion en un ambiente de
gran facilidad. Estas Toolbox, son acompafiadas de interfases GUI’s (Guide Interface
Usuary), la cual cubre todos los aspectos del proceso de solucion de una PDE User’s
Guide R2013, 1995-2013).

Las funciones que comprende el uso del programa son en términos generales

(User’s Guide R2013, 1995-2013):

function pdemodel

1 Model:

2 Geometry description:
3 Boundary conditions:
4 Mesh generation:

5 PDE coefficients:

6 Solve parameters:

Plotflags and user data strings:

g0 d° P d° OP P dP d° d° d° d° J° d° I° I° o

Solve PDE:
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Figura 4.1 Funciones principales de pdetool (User’s Guide R2013, 1995-

2013)

Por ello, el algoritmo sugerido para usar el pdetool de Matlab se muestra en el

siguiente diagrama de flujo

*Realizar dibujo

con geometria 2-
Usa pdetoo' D en la que se
requiere resolver
la EDP
Especificar las *Pueden :ler de
condiciones de frontera tipo Dirichlet o

Neumann

*Pueden ser del tipo

Especificar la EDP a Elipticas, Parabodlicas,

resolver Hiperbélicas y
Eigenmodos
*También se

Iniciar Malla triangular puede refinar malla

\ 4

. *Aqui se pueden
Graficar datos

modificar los

parametros de los

datos

*Oprimir el botén =
Resolver la EPD para la solucién

Figura 4.2 Algoritmo sugerido de pdetool (Molto J., 2012)

El archivo fuente que engloba los pasos expuestos en el algoritmo de la figura (4.2),

se muestran a continuacion para un ejemplo de una simulacién realizada para una placa

(Incropera'y De Witt, 1999).
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function pdemodel

%

% Con esta funcién se llama a la GUI del PDE Toolbox de MATLAB.
%

[pde_fig,ax]=pdeinit;

%

% Se inicia la modelacién en PDE y se muestra una figura en el

% GUI del pde toolbox con unos ejes establecidos.

% de igual forma se especifica la ecuacion a resolver que en este caso,
% corresponde a la ecuacion de calor, ésta queda especificada con el
% numero 9.

%

% 1 Model:

%

pdetool(‘appl_cb',9);

%

% Se establecen aspectos de los ejes y de la caja de la venta de trabajo
% en pdetool.

%

% Relacion de aspecto

%

set(ax,'DataAspectRatio’,[1 1.0714285714285714 1]);
set(ax,'PlotBoxAspectRatio’,[1.3999999999999999 0.93333333333333335
13.333333333333332));

%

% Intervalo de los ejes

%

set(ax,'XLim',[-0.01 0.20000000000000001]);

set(ax,'"YLim',[-0.01 0.14000000000000001]);

%

% Discretizacion grafica de los valores de los ejes

%

set(ax,'XTickMode','auto");

set(ax,'YTick',[ O,...

0.01,...

0.02,...

0.029999999999999999, ...

0.040000000000000001,...
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0.050000000000000003,...

0.059999999999999998, ...

0.070000000000000007,...

0.080000000000000002,...

0.089999999999999997,...

0.10000000000000001,...

0.11,...

0.12000000000000001,...

0.13,...

D

pdetool('gridon’,'on’);

%

% 2 Geometry description:

%

% Se trata de geometrias rectangulares

%

pderect([0 0.17999999999999999 0.13 0],'R1");
set(findobj(get(pde_fig,'Children"),'Tag',/PDEEval’),'String','R1")
%

%

% 3 Boundary conditions:

%

% El primer nimero indica el segmento del contorno, para este
% caso vade 1 a 4. Laabreviatura neu, el uso de frontera
% Neumann. Los nimeros siguientes corresponden al recinto, coeficiente
% convectivo y al flux de calor total.

%

pdetool(‘changemode’,0)

pdesetbd(4,...

'neu’,...

1,.

'600',...

'52200'")

pdesetbd(3,...

‘neu’,...

1,.

'600',...

'52200")
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pdesetbd(2,...
'neu’,...

1.

'600',...
'52200")
pdesetbd(1,...

'600',...

'52200")

%

% 4 Mesh generation:
%

% Se generala malla en el interior de la geometria utilizada y se

% asigna un factor de crecimiento de celda de 1.3
%

setappdata(pde_fig,'Hgrad',1.3);

%

% Se inicia con una malla de celdas grandes

%

setappdata(pde_fig,'refinemethod’,'regular’);

%

% Se continua con una calidad mediana de la malla
%

setappdata(pde_fig,'jiggle’,char('on’,'mean’,"));

%

% Se define el tipo de grafica de mallado

%
setappdata(pde_fig,'MesherVersion','preR2013a’);
%

% Se ejecuta el mallado

%

pdetool('initmesh")

%

% Se refina la malla

%

pdetool('refine’)

pdetool('refine’)

23



pdetool('refine)

pdetool('refine)

%

%

% 5 PDE coefficients:

%

% Se establecen los valores de las propiedades fisicas y térmicas, tal
% como la densidad, la capacidad calorifica, conductividad térmica, asi
% como la temperatura inicial y el tiempo para el caso de un estado
% transitorio.

%

pdeseteq(2,...

'0.771',...

'0.0,...

'(0.0)+(0.0).*(0.0)',...

'(980).*(3900)',...

'0:1800:18000",...

'3.0',...

'0.0',...

‘[0 100]")

setappdata(pde_fig,'currparam’,...

['980 ;...

3900 ;...

'0.771';...

'0.0 ;...

'0.0 ;...

‘0.0

%

% 6 Solve parameters:

%

% Resuelve para los parametros capturados
%

setappdata(pde_fig,'solveparam’,...
char('0','96768','10','pdeadworst',...
'0.5','longest’,'0",'"1E-4"," 'fixed','Inf"))

%

% Plotflags and user data strings:
%



% Muestra las diferentes graficas que son seleccionadas, superficiey
% lineas de contorno, superficie deformaday figuras con flechas.
%
setappdata(pde_fig,'plotflags',[J1111117110011010001]);
setappdata(pde_fig,'colstring’,");
setappdata(pde_fig,'arrowstring',");
setappdata(pde_fig,'deformstring’,");
setappdata(pde_fig,'heightstring',");

%

% Solve PDE:

%

% Se realiza la integracién de la ecuacion

pdetool('solve')?

El cddigo mostrado, fue muy parecido al utilizado en todas las simulaciones
con las variantes en cuanto a geometrias, propiedades fisicas y térmicas, asi como a

los problemas en estado estacionario y transitorio (Incropera 'y De Witt, 1999).
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CAPITULO 5. VALIDACION DEL PROGRAMA PROPUESTO
CON SOLUCIONES ANALITICAS Y NUMERICAS

En este apartado, se realizaron validaciones con la finalidad de comparar los
resultados obtenidos tanto con soluciones analiticas, asi como numéricas. Especificamente,
se realizaron cinco validaciones.

La primera validacion se hizo para el caso de un flujo bidimensional en estado
estacionario con condiciones de frontera tipo Dirichlet, para el cual, se resolvié de forma
analitica la ecuacion correspondiente a la segunda ley de Fourier y se graficaron los datos.
Se aplico el modelo propuesto y se presenta como influye la resolucion de la malla, asi como
el nimero de datos utilizados. La segunda validacion consistié en la comparacion de un
problema concerniente a hornos industriales grandes, el cual, trata de un flujo bidimensional
en estado estacionario, pero con tres condiciones de frontera tipo Dirichlet y una Neumann.
La tercera validacion consistio en una placa cuadrada bidimensional, pero en estado
transitorio con tres condiciones tipo Dirichlet y una Neumann. En lo que se refiere a la cuarta
validacidn, esta consistid en un problema de flujo de calor en estado transitorio bidimensional
con geometria en forma de “L”, con cinco condiciones de frontera tipo Neumann y una
Dirichlet. Por ultimo, se consideré la validacion para el caso de una barra larga y sélida de
seccidn cuadrada, en la que se llevd a cabo la transferencia de calor en estado transitorio con
cuatro condiciones de frontera tipo Neumann que corresponden al caso de que la barra se
expone a un enfriamiento a temperatura ambiente, es decir, fronteras convectivas.

A continuacion, se presentan las cinco validaciones realizadas en el presente trabajo.

26



5.1 Transferencia de calor bidimensional en estado estacionario

El problema fue tomado de Cervantes (1999) y Manrique (1981), que
considera una placa cuadrada, en la que se desea obtener una solucion para la
distribucion de temperatura T(X, y). Las condiciones en la frontera son isotérmicas en
todas las paredes; es decir, T =0y T> = 1. Asi como, flujo de calor bidimensional en

estado estacionario.

T2
T1 T XYy H
Tl

I
X _w
’ T

\ ! [

) L )

Figura 5.1 Sistema de dos dimensiones con condiciones de frontera isotérmicas
(Cervantes,1999) y) Manrigue,1981)

Para obtener la solucién analitica, se inicia escribiendo la segunda ley de Fourier

pey o = k7T (5.1)

Como se trata de un flujo de calor bidimensional en estado estacionario, la ecuacion

(5.1), se convierte en

32T = 9T
e taz=0 (5.2)
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Para resolver la ecuacion (5.2), se adimensionalizan variables

ot 22 I
- LI y - H’ - TZ _ Tl
:a*—ax- 8*—ay oT" = il
x=T T T, —T;
,  0x? 2 ay2 5 0%T
= dx z =4z 0 T, —T,
= 0x% = [20x*"; 0y*=H2dy*’; 0°T = (T, —T,)0°T* (5.3)

Sustituyendo los resultados de la ecuacion (5.3) en (5.2) se obtiene

- (TZ - Tl)azT* (TZ - Tl)azT* _
L[20x* H29y**

, [ 9°T" °T*
=L Lzax*2+H26y*2_O

azT* L\?2 a2T*
" oox+? + (E) 6y*2 =0 (5'4)

Ahora se aplica el método de separacion de funciones, en el cual se propone que

T (x*,y") = X(x)I(y™) (5.5)

Sustituyendo la ecuacion (5.5) en (5.4)
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2X(x)Iy) | (L)% a2X(x)I(y*) _
x*> + (E) ay*z =0 (5'6)

Pasando todo lo que dependa de chi (X)de un lado de la ecuacion y todo lo que

dependa de iota (I) del otro lado

d2x (L)Z d?]

- - i
dx**  \H/ = dy**

L X (L)Z d?1

dx?* \H) © dy*

H

I dy*

1 d%x L\21 d?1
frar =) 1o (5.7)

Ademas, el método de separacion de funciones estipula que la ecuacién (5.7) sea

igualada a una constante, por lo que

1 d2)§ _ (5)21 dz*l2 =22 (5.8)

X dx* H

Se puede observar entonces, que de la ecuacién (5.8) se derivan otras dos ordinarias

de primer orden

1 d%x

=N (5.9)

29



O 610

Por lo que, se deberéa resolver las ecuaciones (5.9) y (5.10). Para la primera de ellas,

se tiene
d*x 5
s+A°X =0
dx*
Algebra de operadores
(D2 +2H)X =0

= D? = —2%:D = +iA

“ X = Cleilx* + Cze—ilx*

Que en formulacion de Euler se expresa como

X = Cycos(Ax™) + Cysen(Ax™) (5.11)

Para encontrar los valores de las constantes se proponen dos condiciones limite

C.LLT =0x"=0 Vy"(0<y <1) (5.12)

C.L2T =0x" =1 Vy*(0<y*<1) (5.13)
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SiT*=0=0=XI ~ X =0.Sustituyendo esto, asi como la C.L.1 en la ecuacion

(5.11)

0 =C;cosA(0) + C,sen(0)

1 0

—t

0 =C;|cos(0)|+ C,|sen(0)

=>C,=0

Sustituyendo la C.L.2 en la ecuacion (5.11) tenemos

1 1
0= C,cos A () + C,send ()

= 0= C,cos A+ Cysend

Si Cy es igual a cero, lo sustituimos en la ecuacion (5.15) para obtener

0 = Cysend

(5.14)

(5.15)

(5.16)

En la ecuacion (5.16) la constante dos no puede ser cero, por lo que, el (sen 1) debera

ser cero, paraello
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seni

/2 (5/2)n (92)n

<1

Figura 5.2 Funcién seno (L)

De acuerdo con la figura (5.2), se ve que los valores que pueden tomar A para que sea

Cero son

A=nn

conn=0,+1,23,4,...0

Por ello, la ecuacidn (5.11) queda de la siguiente forma

X = cos(lx*) + C,sen(Ax™)

X = Cysen(nmx™) (5.17)

Para la segunda ecuacion diferencial ordinaria se tiene

d?l  (H\*
(B 1 =0

dy* L

Algebra de operadores
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ﬁD—+(H>/1
- —\L

Hyo Hye
-'-I=C36’L Y +C4_e L Y

O bien

I = C5cosh (gly*) + C4senh (gﬂy*) (5.18)

Ahora se propone la siguiente condicion limite

C.L3T =0;y"=0 Vy"(0<x*<1) (5.19)

SiT*=0=0=XI ~ X =0.Sustituyendo esto, asi como la C.L.3 en la ecuacién

(5.18)

1 0
0 = C5 cosh(0) + C, senh(0)

ya que
e®+e 0
cosh(0) =——=1
2
20 _ o0
senh(0) =——=0
2
i C3 = O
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Sustituyendo el valor de la constante tres en la ecuacion (5.18)
I = Cysenh (%nny*) (5.20)

De acuerdo con el método de separacion de funciones, tenemos que T* = XI, por lo

que, sustituyendo la ecuacion (5.17) y (5.20) tenemos

H
T* = XI = Cysen(nnx*)C,senh (Inny*)

~ T = C,sen(nmx™)senh (gnny*) (5.21)
Se propone la cuarta condicion limite para conocer Cy
C.LAT =1;y"=1 vy (0<x*<1) (5.22)
Aplicando esta condicion en (5.21), obtenemos
1 = C,sen(nmx™)senh (% nn) (5.23)

La ecuacion (5.23), es una funcion no ortogonal, por ello, se debe multiplicar via

producto punto por una funcion que cumpla con la intencién de ortogonalizar dicha funcion
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[1 = Cysen(nmx*)senh (% nn)] - [sen(mmx™)]

b
como f(x)- g(x) = f F()g(x) dx

L H
Cpsen(nmx*)senh (f nn) sen(mmx*) dx*

1
:>J. sen(mmx*) dx* =f
0

0
. rt Y dx* = h H 1 * Y dx*
~ [, sen(mnx*) dx* = Cpsen (Inrt) J, sen(nmx*)sen(mmx*) dx

(5.24)

La segunda integral del lado derecho de la ecuacion (5.24) es cero si n = m, y distinta

de cero si n =m, por lo que, solo interesa este Gltimo caso. Por ello, la ecuacion a resolver es

1 H 1
f sen(nmx*) dx* = C,senh (ZRTT)J sen(nmx*)sen(nmx™) dx*
0 0

1 H 1
= f sen(nnx*)dx* = C,senh (Inn)f sen?(nmx*) dx*
0 0
H
:»f sen(nnx*)dx* = C, Senh f [———cos(ZnTrx )| dx*

fol sen(nmx*) dx* = C,senh (%TUT) {folédx* — folicos(Zme*) dx*}

(5.25)

La ecuacion (5.25) contiene tres integrales, el resultado de ellas se muestra en seguida
1
f sen(nmx™) dx*
0
u =nnx"
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du = nmdx”
1 1
= —f sen(nmx*) nwdx*
nm J,

i [— cos(nmx*)]§ = —[— cos(nm) + cos(0)] = —[— cos(nm) + 1]
nm nm nm

1
1
f sen(nmx*) dx* = —[1 — cos(nm)]
o nm

[ 2o
—dx
0 2

11 1 1
= _ d*:_ *1:_
zfo v =5l =
flld* 1
—ax® = —

o 2 2

11
f —cos(2nmx*) dx*
0 2

1 1
= —j cos(2nmx™) dx*
2 ),

u = 2nmx*

du = 2nndx”

1 1
= —f cos(2nmx™) 2nmdx”
4nm ),

1 1 1
= — [sen(2nnx*)]§ = — [sen(2nm) — sen(0)] = — sen(2nm)
inm dnm Inm
yaquen=0,1+1,234,...0,el seno de 0,%1,2,3,4,5...00 es cero.

1
= ——sen(2nm) =0
4nm
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11
f —cos(2nmx*)dx* =0
0 2

Sustituyendo los valores de las integrales en (5.25) obtenemos

% [1 — cos(nm)] = C,;senh (% nn) (% — 0)

%[1—Cos(nn)]

"Gy = (5.26)

senh(%mr)

Sustituyendo el valor de Cn en la ecuacion (5.21)

W T = Y1234, iMsen(nnx*)senh (gnny*) (5.27)

. H
nmn senh(fnn)

Por altimo, se sustituyen valores adimensionales en la ecuacion (5.27) para obtener

el perfil de temperaturas

T-T, i 2 [1—cos(nm)] ( x) L (H y)
= = —————————sen(nmw—)senh|—nm=
=T n=+1,2,3,. N senh (% nn) L L H

‘N senh

TTZ__T;l = Yn=t123,. i%sen (% x) senh (g y) (5.28)

Finalmente sustituyendo los valores de L y H correspondientes a la figura (5.1) en la

ecuacion (5.28) se obtiene
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(5.29)

2 [1-cos(nn)] sen(nmx)senh(nmy)

T_Tl — Zoo i
n=1123,nn senh(nm)

T;-T1

La ecuacion (5.29) se puede graficar, para diferentes pares de coordenadas se obtiene

un valor de temperatura, las figuras (5.3a) y (5.4b) muestran los resultados para rango de

valores de “x” de 0.0 — 1.0 con pasos de 0.1 y 0.025, al igual que “y”
Con la intencion de realizar esta primera validacion, se procede a generar la solucion

con un método que utiliza la técnica del elemento finito, para ello, se inicia con la
construccion del dominio en el que se desea realizar la transferencia de calor. La figura (5.3),

muestra las dimensiones de la seccion cuadrada y las condiciones utilizadas de las

validaciones
Condicién de frontera
s Dirichlet == "™ ~
T=1.0
\4
Condicién de frontera
Dirichlet " .
s~ Condigion de frontera
T=0.0 -
4 Dirichlet
.- ~,
. T=0.0

-
.
.
.
-~
-
-
-
_____

=
L
02

o
Condicién de frontera

POTTN
- Y

Dirichlet
T=0.0
\\ 'i

Figura 5.3 Condiciones de frontera en seccion cuadrada
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En seguida se generan dos mallas, una no tan refinada y la otra si, como las mostradas

en la figura (5.4)

b) Malla refinada

a) Malla no refinada

Figura 5.4 Generacion de mallas. a) Malla no refinada, b) Malla refinada

para la seccion cuadrada en estado estacionario

Con las mallas mostradas en la figura (5.4), se obtuvieron los perfiles de temperaturas.
La figura (5.5), muestra la comparacién de los perfiles para la solucién analitica'y con

el modelo de Matlab.
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Temperatura Temperatura

12
069
- 60

Temperatura

c) d)

Figura 5.5 a) Perfil de temperaturas para rangos de 0 — 1 con pasos de 0.1, para “x” e
“y” (solucion analitica). b) Perfil de temperaturas para rangos de 0 — 1 con pasos de 0.025,
para “x” e “y” (solucion analitica). ¢) Perfil de temperaturas para una malla no refinada

(modelo propuesto). d) Perfil de temperaturas para una malla refinada (modelo propuesto)

Se puede observar, que al pasar de 0.1 pasos a 0.025, se tiene un mayor namero de
valores, lo que trae como consecuencia una figura mas continua (fina), lo que se puede
apreciar al comparar las figuras (5.5 a— 5.5 b).

De igual forma, al pasar de una malla no refinada (figura (5.5 ¢)) a una malla refinada
(figura (5.5 d)) se tiene una figura mas continua (fina). Sin embargo, al comparar los
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resultados obtenidos con la solucidn analitica con respecto a los del método propuesto
que utiliza la técnica del elemento finito, las tendencias son semejantes, lo que hace

al método ser bastante aceptable.

5.2 Columna larga de ladrillo de arcilla refractaria en estado estacionario

Para esta validacion, se tomo un problema de Incropera y De Witt (1999), el
cual consiste en un horno industrial grande que se apoya sobre una columna larga de
ladrillo de arcilla refractaria, que tiene 1 x 1 m en un lado. Durante la operacion en
estado estable, la instalacion es tal que tres superficies de la comuna se mantienen a

500 K mientras que la superficie restante se expone a un flujo de aire para el que Ty =

300Kyh = 10

VZ . Conun enmallado de 4x = Ay = 0.25m, y se pide determinar la
K

m

distribucion de temperaturas bidimensional.

T, [1500K
{—0.25 m—| 45—’7
T Ladrillo de arcilla
025m refractaria
A e 2
T, L500K 3 4 3 T, (1 500K
5, 6, 5
7l 8 7,

— T, [0 300K

hi10-%

m?K

Figura 5.6 Columna de arcilla refractaria (Incropera y De Witt,

1999).

41



Con el método de diferencias finitas presentado en la literatura Incropera y De Witt

(1999), se obtuvo el siguiente perfil de temperaturas para la columna de arcilla

500 500 500 500 500

500 489'1" 485" 489.1" 500

500 471.9, 4618 4719, 500|
500 436.8 4186 436, 500
500 356.9) 339 356.9 500)

Figura 5.7 Temperaturas nodales en columna de arcilla

Por lo que, el perfil de temperaturas representado en una grafica de contorno es

Temperatura

500

Figura 5.8 Perfil de temperaturas en columna de arcilla.
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Para la validacion, se realizaron simulaciones con el método de elemento
finito con la intencién de comparar los resultados con los reportados anteriormente
en Incropera et al. Para ello, se construyd una columna como la que se muestra en la

figura (5.9), en ella, se representan las condiciones que se utilizaron; ademas, con los
datos proporcionados se obtuvo el valore del flux de calor g = 3000 —a utilizar para

hacer las corridas y obtener el perfil de temperatura.

Condicién de frontera
Dirichlet __.ms====s. N
Ts

08

Condicién de frontera
Dirichlet o8 “Condicion de frontera
1l|'s .‘__y “ Dirichlet
Lt S Ts
- -\ s

L . .
0 02 [ 4 os 08 1
Condicién de frontera,"
4

/
Neumann ./

0
b
Tamb, h K
H o

Figura 5.9 Condiciones de frontera en columna de arcilla

De igual forma, la figura (5.10), muestra la malla refinada que se utiliz6 para

las corridas. Asi mismo, los resultados del perfil de temperaturas se encuentran

representado en una grafica de contorno en la figura (5.11).
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08

06

04

0.2

Figura 5.10 Malla refinada para columna de arcilla

Temperatura

500

480

460

Figura 5.11 Perfil de temperaturas en columna de arcilla con Matlab

Como puede verse en la figura (5.11), la resolucién de la grafica de contorno es mejor
en comparacion de la gréfica (5.8), lo cual se atribuye en primera instancia a la cantidad de

datos manejados en diferencias finitas, asi como al refinamiento de la malla en el caso del
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método del elemento finito. Sin embargo, el comportamiento, asi como los resultados

en los perfiles de temperatura son similares.

5.3 Difusion de calor en una losa infinita sometida a una temperatura constante en

estado transitorio

En esta validacion se tomo un problema de Mohamad (2011), el cual considera
una placa cuadrada bidimensional que se muestra en la figura 5.12 esta sujeta a las
condiciones de contorno dadas. Inicialmente la losa estaba a temperatura cero. Para
tiempo > 0; la frontera en x = 0 esta sujeto a una temperatura alta de valor 1.0 y otros
limites se mantienen como antes. La longitud del dominio es de 100 unidades, y se
pide determinar la distribucion de temperatura en la placa en el tiempo = 400 unidades

(s), con una difusividad térmica de 0.25y xI =yl = 1.0.

TOO

TOO
TI 10 @tiempojo T U 0

Adiabatica
L

Figura 5.12 Placa cuadrada bidimensional transitoria (Mohamad, 2011)
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Mohamad (2011), realiz6 célculos con el método de diferencias finitas y con redes de
Boltzmann para la obtencion del perfil de temperaturas, los resultados los presentd en la

figura (5.13)

100

90

80

70

60

80

07 |06 | gq] 03 0.2 0.1

40

30

20

< NSRS RRNRE RASSR ARRER RRRRE ARSRE RRREE RRRRE BR!

o

10 20 30

Figura 5.13 Comparacion de isotermas entre las predicciones con el método de

diferencias y Lattice Boltzmann (Mohamad, 2011)

Para validar el programa, se realizaron corridas para el tiempo de 400 unidades con
la finalidad de comparar los resultados con los reportados por Mohamad (2011). La figura

(5.14), muestra las condiciones que se utilizaron; ademas, con los datos proporcionados se

. cen k .
obtuvo el valor de la capacidad calorifica (a = o =Cp, =4.0 gjoc) a utilizar para hacer las
P

k
corridas y obtener los perfiles de temperatura. Ademas, la figura (5.15), muestra la malla

refinada que se utilizé para las corridas.
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Condicion de frontera
Dirichlet

-
—————

Condicion de frontera
Dirichlet
T=0.0

______

4
—“
-

R1

I
10 20 30 40 50 60 70 80 90

A4 . | |
’

’

’

’

’
Condicién de frontera 4
’

Neumann ',"
’
Adiabética ,/
4

[ Q

Figura 5.15 Malla refinada para placa bidimensional en estado transitorio

Los resultados obtenidos a tiempo de 400 se muestran en la figura (5.16).

| Condicién de frontera

Dirichlet
T=0.0
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Temperatura
1.0
0.9

0.8

Figura 5.16 Perfil de temperaturas en placa cuadrada bidimensional en estado

transitorio con Matlab

Los resultados mostrados a través de la gréfica de contorno en la figura (5.16), en
comparacion de los presentados Mohamad (2011), muestran una tendencia similar con

resultados similares, por lo que la validacion es aceptable.

5.4 Conduccién de calor en estado transitorio bidimensional en una placa en forma de L

En lo que corresponde a esta cuarta validacién, se tom6 como ejemplo el descrito en
Thirumaleshwar (2013), el cual considera el flujo de calor transitorio en una barra sélida en
forma de L, que inicialmente la barra se encuentra a una temperatura uniforme de 140°C.
k = 15% y a=3.2x107° mTz con una razén generacion de calor (qg = 2x107 %) La

superficie derecha esta aislada y la superficie de abajo se mantiene a una temperatura de

400°C en todo momento. Para el tiempo igual a cero (t = 0), toda la superficie superior es
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w
m2K

sometida a conveccion a temperatura ambiental del aire (Taire = 25°C) y h = 80

y la superficie izquierda es sometida a un flux de calor uniforme de 800 % El espacio

de los nodos es de 4x = Ay = 1.5cm. Se pide calcular el perfil de temperaturas a un

tiempo de 1800s.

Conveccién

I Aislada

\—{140[(: s

Figura 5.17 Placa bidimensional en forma de “L” en estado

transitorio (Thirumaleshwar, 2013)

El Dr. Th Thirumaleshwar (2013) realiz6 célculos con el método de
diferencias finitas y con elemento finito para la obtencion del perfil de temperaturas,

los resultados son mostrados en las figuras (5.18) y (5.19).
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140.0 I167.3 2359 M 2838 [ 331.7 [1378.7 []427.6 (14755 (5234 [D571.4 6183 °C

X=6.06Y=-7.93 cm 1800 sec

Figura 5.18 Gréfica de contorno para temperaturas, en bandas de colores

para una barra L después de 1800 segundos Thirumaleshwar (2013)

,JJ
5712¢C
____d_-f~-”f 5232C -~
T amsc T
— T
. ——— T 213077 |5 -
" Taec o
- —— 7329»,5 e e
- ——— T 7 m%Cc--T o
L T 23626 C o =" T
— - 77 w79c

Figura 5.19 Gréfica de lineas de contorno para temperaturas, para una barra L

después de 1800 segundos (Thirumaleshwar, 2013)

Con la finalidad de validar el programa, se realizaron corridas para diferentes

tiempos con la intencion de comparar los resultados con los reportados por
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Thirumaleshwar (2013). Primeramente, la figura (5.20), muestra las condiciones

que se utilizaron; ademas, con los datos proporcionados se obtuvieron los valores

tanto del flux de calor g = 2000 % asi como de la capacidad calorifica (a =

p% = C, = 4687500 kéoc) a utilizar para hacer las corridas y obtener los perfiles
14

de temperatura. Igualmente, la figura (5.21), muestra la malla refinada que se

utiliz6 para las corridas.

Condicion de frontera

Neumann

Aislada

s

Neumann
Tamb, h
~".‘ Condicién de frontera
v
oml ! Al ! ! Neumann .
—_— Tamb, h
oz |- R 4
S
Condicion de frontera
ozl =
Condicién de frontera I Neumann
—_— Ay
Neumann y  Tamo, h
o P s I |
—_——
oo |- . Condicion de frontera
—_— ~
oo - B
—_— .

N

/
Condicion de frontera ',"
Dirichlet
/
T=140°C
' /

‘\-"

Figura 5.20 Condiciones de frontera para una barra en forma de L en estado

transitorio
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Figura 5.21 Malla refinada para una barra en forma de L en estado transitorio

Los resultados obtenidos de las corridas para el tiempo de 1800s, se muestran en las

figuras (5.22) y (5.23).

Temperatura
600

140
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Figura 5.22 Perfil de temperaturas en una barra en forma de L en estado

transitorio con Matlab
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Temperatura
600

550

500

450

> 0015 706149

Figura 5.23 Lineas de contorno para el perfil de temperaturas en una barra en

forma de L en estado transitorio con Matlab

Es notorio que al comparar las figuras (5.18) y (5.19), las tendencias y
resultados son muy parecidos a los encontrados por nuestras simulaciones,
representados en las figuras (5.22) y (5.23), por lo que podemos afirmar que la

validacion es adecuada.

5.5 Barra larga y solida de seccion cuadrada en estado transitorio

Para esta ultima validacion, se considero un problema de Thirumaleshwar (2013), que

2
y a=12x10"5 mT) de seccion cuadrada

consiste en una barra larga y solida (k = 28 M:C

m

(tamafio: 20 cm x 20 cm) que inicialmente esta a una temperatura uniforme de 20°C. El Calor
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P w , .
es generado en la barra a razon de q, = 8x10° —- Cuatro lados de la barra estan sujetos a

w
m2°c’

conveccidn al aire ambiente a Ta=30°Cy h = 45

Thirumaleshwar (20139 elabor6 céalculos con el método de diferencias finitas, con
elemento finito y con Excel para la obtencion de las temperaturas por nodo de acuerdo con

el siguiente esquema (figura 5.24).

amb

hT

* Yamb

10 cm

7 8
}4710 cm—»{ h, Tamb

Figura 5.24 Barra larga y sélida en condiciones de estado transitorio

(Thirumaleshwar, 2013)

Los autores mencionados, reportaron resultados en una tabla (5.1) como la que se
muestra a continuacion, para los valores de las temperaturas nodales a diferentes tiempos,

hasta alcanzar el estado estacionario.
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Temperatures

TimeStep Time (s) T1 T2 T3 T4 5 T6 17 8 9

0 i 20 20 20 20 20 20 20 20 20

1 60 41.034 40.803 41.034 40.803 40.571 40.803 41.034 40.803 41.034
2 120 61.028 61.124 61.028 61.124 61.210 61.124 61.028 61.124 61.028
3 180 80.191 80.974 80.191 30.974 81.756 80.974 80.191 80.974 80.191
4 240 98.665  100.366  98.665 100.366 102102  100.366  98.665 100.366  98.665
5 300 116.548  119.314 116548  119.314 122174  119.314 116548  119.314  116.548
6 360 133.910  137.832  133.910  137.832  141.921  137.832  133.910  137.832  133.910
7 420 150.801  155.932  150.801  155.932  161.315 155932  150.801  155.932  150.801
8 430 167.259  173.625  167.259  173.625  180.336  173.625  167.259  173.625  167.259
9 540 183.311 190,922  183.311  190.922  198.975  150.922  183.311  190.922  183.311
10 600 198.978  207.833  198.978  207.833  217.227  207.833  198.978  207.833  198.978
11 660 214.279 224367 214279 224367  235.093  224.367 214279 224367  214.279
12 720 229.226 240,532 229.226 240532 252,575  240.532 229226  240.532  229.226
13 780 243.832 256337  243.832 256337  269.678  256.337  243.832  256.337  243.832
14 840 258.108 271791 258108 271791  286.407 271791 258108  271.791  258.108
15 900 272062 286901  272.062  286.901 302760  286.901  272.062  286.901  272.062
16 960 285.703  301.675 285703 301675 318771  301.675 285703  301.675  285.703
17 1020 299.039 316121  299.039 216121 334410 316121  299.039  316.121  299.039
18 1080 312077 330.246  312.077  230.246 340720  330.246 312077  330.246  312.077
19 1140 324825 344057  324.825 344057  364.683  344.057  324.825 344,057  324.825
20 1200  337.289  357.561  337.289  357.561  370.314  357.561  337.289  357.561  337.289

Tabla 5.1 Resultados de temperaturas por nodo para una barra larga y sélida

(Thirumaleshwar, 2013).

Con la finalidad de validar el programa utilizado, se realizaron corridas para
diferentes tiempos con la intencién de comparar los resultados con los reportados por

Thirumaleshwar (2013). La figura (5.25), muestra las condiciones utilizadas; ademas, con

los datos proporcionados se obtuvieron los valores tanto del flux de calor ¢ = 1350 —;, asi

como de la capacidad calorifica (a« = p% = C, = 2333333.33

D

corridas y obtener los perfiles de temperatura.

J
kg°C

w
m

) a utilizar para hacer las
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Figura 5.25 Esquema de las condiciones utilizadas en la barra larga y solida

Para comenzar con la validacién, se construye una geometria para representar el
problema, la figura (5.26) muestra las dimensiones de la seccion cuadrada y las condiciones
utilizadas de las validaciones. Asi mismo, la figura (5.27) muestra la malla refinada que se

utilizo6 para las corridas.

Condicion de frontera
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Condicién de frontera Neumann

Neumann A . Tamb, h

. N
,,,,,,

4
. /

Condicién de frontera s
Neumann

Tamb, h
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Figura 5.26 Condiciones de frontera para la barra larga y sélida en estado

transitorio

Figura 5.27 Malla refinada para una barra larga y solida en estado transitorio

Los resultados de las corridas con el método de elemento finito, utilizando Matlab

para tiempos de 300, 3600, 16200 y 28800 segundos, se muestran en la figura (5.28).

Tiew300 Comtour T o300 Coter T
T T T T T T — T T T T T
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9) h)

Figura 5.28 Perfiles de temperatura para una barra sélida y larga. a) lineas de
contorno a un tiempo de 300 s. b) Grafica de contorno a un tiempo de 300 s. ¢)
lineas de contorno a un tiempo de 3600 s. d) Grafica de contorno a un tiempo de

3600 s. e) lineas de contorno a un tiempo de 16200 s. f) Grafica de contorno a
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un tiempo de 16200 s. g) lineas de contorno a un tiempo de 28800 s. h) Grafica

de contorno a un tiempo de 28800 s.

Como puede apreciarse en la figura (5.28), los resultados son similares a los
reportados por Thirumaleshwar (2013) en la tabla (5.1), solo que los perfiles de temperaturas

son presentados por zonas y no por nodos. Por lo que se afirma que la validacion es adecuada.
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CAPITULO 6. SIMULACION DE LA TRANSFERENCIA DE
CALOR DE UN TROZO DE JAMON EN UNA CAMARA DE
TERMOENCOGIDO

Para llevar a cabo la simulacién a continuacion, se tomaron de la literatura (Cengel
A., 2007), valores de las propiedades de la carne de una salchicha, las cuales son mostradas

en la siguiente tabla:

Temperatura de la carne Tecamne 3.0 °C
Densidad de la carne Peame 980.0 Kg/m3
Capacidad calorifica de la Cpcame 3900.0 J/kg °C
carne
Difusividad térmica de la Olcarne 2.02x107 m?/s
carne
Coeficiente de conduccion de Kcame 0.771 W/meC

la carne

Tabla 6.1 Propiedades de carne de una salchicha ®

En la figura (6.1), se muestra de una forma esquematica el proceso de la camara de

termoencogido
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W

hy,o [ 600

Figura 6.1 Esquema de una cdmara de termoencogido

Una propuesta para realizar la simulacion consistio en separar el jamon en planos, como lo

muestra la figura (6.2)

a=18cm
b=29cm

@-
c=13cm / z

T T

R\
1 \
D
1
1
1

|

|

|

1

Pt

Figura 6.2 Descomposicion de la carne de jamén en planos

De esta manera, la propuesta consiste en calcular los perfiles de temperatura en los tres planos

como se muestran en la figura (6.3)
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Figura 6.3 Planos de la carne

Dicho de otro modo, el problema se traduce a la resolucion del flujo de calor

bidimensional en estado transitorio en tres placas, que son los planos x-y, y-z, y X-z.

Plano x-y

La figura (6.4), muestra las dimensiones de la seccidn cuadrada y las condiciones utilizadas

para la placa que se encuentra en el plano x - y.
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Figura 6.4 Condiciones de frontera en seccion cuadrada del plano x -y

La ecuacion que se utiliza es de tipo parabolico, puesto que es un flujo de calor en estado

transitorio de la siguiente forma

pCpT — div(k grad(T)) = Q + h(Texe — T) (6.1)

Donde Q es la generacién de calor, que en nuestro caso vale cero, k es el coeficiente
de conductividad térmica, C;, es la capacidad calorifica, p es la densidad, h es el coeficiente
de transferencia de calor convectivo y T es la temperatura. La rejilla refinada que se utilizo

es la siguiente
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Figura 6.5 Malla refinada en seccién cuadrada del plano x —y

En la figura (6.6), se muestran los resultados obtenidos para diferentes tiempos
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Figura 6.6 Perfiles de temperatura a diferentes tiempos para el plano x - y. Graficas de

contorno en el lado izquierdo y del lado derecho lineas de contorn

Plano y-z
Las dimensiones de la seccion cuadrada y las condiciones utilizadas para la placa que
se encuentra en el planoy - z, se muestran en la figura (6.7). De igual forma, la rejilla refinada

que se utilizd se presenta en la figura (6.8).
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En la figura (6.9), se muestran los resultados obtenidos para diferentes tiempos

B H 2 2 2 8
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U) 10800 s

v) 14400 s w) 14400 s

Tempersturs

y) 18000 s

x) 18000 s
Figura 6.9 Perfiles de temperatura a diferentes tiempos para el plano y - z. Gréficas de

contorno en el lado izquierdo y del lado derecho lineas de contorno

Plano x-z

Las dimensiones de la seccion cuadrada y las condiciones utilizadas para la placa que
se encuentra en el plano y - z, se muestran en la figura (6.10). De igual forma, la rejilla

refinada que se utilizo se presenta en la figura (6.11).
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En la figura (6.12), se muestran los resultados obtenidos para diferentes tiempos
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x) 18000 s y) 18000 s

Figura 6.12 Perfiles de temperatura a diferentes tiempos para el plano X - Z.

Gréficas de contorno en el lado izquierdo y del lado derecho lineas de contorno

Es notorio, que al observar la evolucion de los perfiles de temperatura en los tres
planos donde se llevaron a cabo las simulaciones, se tiene que la transferencia de calor es
mayor en el plano X —y, como es de esperarse, debido a las dimensiones y luego en el plano
y — z, 'y por ultimo en el plano x — z. Esto se puede observar claramente en las figuras 6.6,
6.9 y 6.12, pero sobre todo es apreciable en los casos X) e y), en las comparaciones de las

figuras antes mencionadas.
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CONCLUSIONES

En esta tesis se logré conjuntar tres areas de estudios impartidas en carrera de
ingenieria quimica, las cuales corresponden a la transferencia de calor, métodos numéricos y
la simulacion computacional. Haciendo énfasis en la aplicacion de las areas antes
mencionadas a un problema real y de interés en la industria carnica.

Se apoy0 de una herramienta computacional que esté incluida en la plataforma de
MATLAB, que lleva por nombre PDE Toolbox de Matlab y se sustenta en los principios de
la teoria del método del elemento finito.

Antes de realizar las simulaciones, se efectuaron cinco validaciones con problemas
citados en la literatura, mostrando la viabilidad del método del elemento finito con la
herramienta de la plataforma en de Matlab, obteniendo resultados y tendencias aceptables.

Para resolver el problema del trozo de carne de jamén en geometria tridimensional,
se propuso la descomposicion a través de planos bidimensionales, de esta forma se realizaron
las simulaciones a través de tres planos. “x —y”, “y — z” y “z —x”. De esta forma, se obtuvo
la evolucion espacio — temporal de la transferencia de calor en la cdmara de termoencogido.
Los resultados obtenidos, muestran un buen acercamiento para la deteccion y optimizacion
del proceso de transferencia de calor en la cdmara de termoencogido. Principalmente, se
obtuvieron perfiles de temperaturas para diferentes tiempos. Con ello, se pretende que se
tenga una idea de los tiempos de permanencia del trozo de jamon en la tina de termoencogido,

que garantice la nula proliferacion de microorganismos en el jamon en la superficie y zonas

cercanas a ellas.
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Se recomienda realizar pruebas experimentales con trozos de jamon en una cadmara
de termoencogido, utilizando sus propiedades fisicoquimicas reales con la finalidad de

validar el método presentado en este trabajo.
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