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Introducciéon

Desde 1930 matemaéaticos como N. Wiener o K. It6 ya sabian de la conexién entre polinomios ortogonales
y procesos estocasticos, en particular la relacién entre los polinomios de Hermite y la teoria de integracién
con respecto al movimiento Browniano. Mas adelante, a partir de 1950, autores como M. Kac, E. Hille, W.
Feller, H.P. McKean, S. Karlin, J. McGregor, J.F. Barrett y D.G. Lampard, entre otros, establecen una serie
de conexiones importantes entre las funciones de probabilidad de transiciéon de procesos de difusién, procesos
de nacimiento y muerte a tiempo continuo y cadenas de nacimiento y muerte a tiempo discreto (en ese
orden) todo en términos de una representacién espectral. Esta representacion espectral estd basada en
el andlisis espectral del operador infinitesimal asociado con este tipo de procesos de Markov y otros aspectos
probabilisticos que pueden analizarse en términos de las correspondientes eigenfunciones y eigenvalores.

El objetivo principal de esta tesis es definir los conceptos fundamentales para desarrollar una metodologia
y realizar el anélisis espectral de los denominados procesos de difusién cambiante, asi como analizar las ca-
racteristicas esenciales de este tipo de procesos. El concepto de proceso de difusién cambiante se refiere a la
coexistencia de un proceso a tiempo continuo y de espacio de estados real, denominado nivel, con un proceso
a tiempo continuo y de espacio de estados discreto, denominado fase. Esta clase de procesos suelen descri-
birse en términos de operadores infinitesimales asociados a sistemas de ecuaciones diferenciales estocésticas.
A todo esto se le anaden las leyes de transicién de probabilidad del proceso entre las correspondientes fases.
La importancia de estos conceptos recae en las aplicaciones recientes y en los constantes avances en comu-
nicaciones inaldmbricas, procesamiento de senales, sistemas biolégicos, ingenieria financiera, redes de cola,
modelacién, analisis, control y optimizacién de sistemas a gran escala, todo bajo la influencia de entornos
aleatorios.

Para llevar a cabo el analisis espectral, nos vamos a enfocar principalmente en los procesos de difusién
cambiante cuyo nivel tenga espacio de estados unidimensional y un ntimero finito de fases. Esto debido a la
dificultad en el desarrollo del andlisis que implica el aumentar la dimensién en el espacio de estados, (eso sin
mencionar la dificultad computacional que implica la simulacién de procesos multidimensionales). De manera
similar a la mayorfa de los textos que desarrollan la teoria espectral de procesos estocasticos, el desarrollo
de la teoria en esta tesis serd muy técnica. En este trabajo también nos enfocaremos en la parte practica al
simular estos procesos, todo esto apoyandonos en el lenguaje de programacién R para, por un lado, resolver
las ecuaciones diferenciales estocasticas por medio de aproximaciones numéricas y, por otro lado, generar
graficas que ayudaran a ilustrar los ejemplos.

El primer capitulo consta de definiciones preliminares de teoria de probabilidad e integracién, procesos esto-
casticos, polinomios ortogonales y medidas matriciales, puesto que todo este material sustenta la construccién
de los procesos de difusion cambiante y el andlisis espectral de operadores infinitesimales. La fuente principal
de esta parte es [36].

En el segundo capitulo se lleva a cabo la construccion y desarrollo de procesos de difusién cambiante. Primero
se describen formalmente las componentes de esta clase de procesos, es decir trabajaremos con procesos de
la forma (X (t),Y(t)) que satisfacen ecuaciones diferenciales estocésticas de la forma:

AX () = B(X(1), Y (6)dt + o(X (), V(1) du(?),
(X(0),Y(0)=(r,a) :z € SCR, «€{1,2,--,N},

donde w(t) denota el movimiento Browniano regular. Después se describe y desarrolla una serie de con-
ceptos importantes: regularidad, continuidad del proceso, propiedad de Feller débil y fuerte, recurrencia,
transitividad, recurrencia nula/positiva y ergodicidad. Las fuentes principales de esta parte son [36] y [4].

En el tercer y ultimo capitulo se lleva a cabo el analisis espectral de procesos de difusién cambiante, es decir,
dado el proceso (X (t),Y (t)) previamente mencionado buscamos una serie de eigenfunciones y eigenvalores
con los cuales se pueda expresar la funcién de transicién de probabilidad del proceso como una serie cuyos
componentes estén determinados por esos eigen pares. Como aplicacién se podra obtener a través de estos
términos las distribuciones estacionarias e invariantes del proceso, si existiesen. También se estudiara en



detalle un ejemplo que es una variante del modelo de difusién de Wright-Fisher que involucra solo efectos de
mutacién. La fuente principal de esta parte es [12].



1 Capitulo I: Preliminares

En este capitulo proporcionaremos definiciones béasicas del concepto de medida para definir la integral con
la cual daremos sentido a la ortogonalidad de polinomios de wariable real. Seguido se define el concepto
de proceso de difusion junto con algunas definiciones y propiedades con respecto a esta clase de procesos.
Posteriormente extenderemos el concepto de ortogonalidad para polinomios matriciales para luego definir el
concepto de medida matricial y enunciar algunas propiedades. Finalmente enunciamos una serie de defini-
ciones y resultados que, mas adelante, en los Capitulos II y III, seran de gran utilidad para demostrar varios
lemas, proposiciones y teoremas.

1.1 Elementos de integracion

Definicién 1.1.1: Sea X # ¢ un conjunto. Una familia X de subconjuntos de X es una o — dlgebra si cumple:

e ), X eX.
e Si A€ X, entonces el complemento A€ € X.

° {An}nel]\l € X = USLO:1{An} € X.

Un ejemplo de lo anteriormente mencionado es la ¢ — dlgebra de Borel B, generada por todos los intervalos
abiertos (a,b) € R.

Denotemos por R = R U {+00, —0o} al conjunto de los reales extendidos.

Definicion 1.1.2: Una familia de o — dlgebras, {F,}, para todot >0 ot =1,2,--, se le llama filtracidn, si
para cualesquiera s <t se tiene que &, C F,. Decimos que T, es completo si contiene cualquier conjunto
nulo y también diremos que {F,} satisface la condicion usual si F es completo.

A un espacio de probabilidad (2, #,P) dotado de una filtracién {F,} se le llama espacio de probabilidad
filtrado y lo denotamos por (2, F,{F,},P).

Definicién 1.1.3: Sea f : X — R, decimos que f es X — medible si se satisface lo siquiente:

VaeR {xeX: f(z)>a} ek

Denotamos por M (X, X) al conjuto de las funciones medibles con valores en los reales extendidos.

Definicién 1.1.4: Una medida de la 0 — dlgebra X es una funcion p: X — EJF que satisface las siguientes
condiciones:

s u(¢)=0.

o Sea {E,},cn cualquier sucesion disjunta de subconjuntos de X, entonces:

" (@{En}> =3 u(B,).

Si ajustamos X = R, X = B, donde B es la 0 — algebra de Borel, entonces existe una tinica medida A que
coincide con la medida de los intervalos (es decir, V(a,b) € X A((a,b)) = b—a). A esta medida A le llamamos
la medida de Lebesgue.

En el caso de que una medida g no tome el valor 400, decimos que la medida es finita. Por otro lado,
una medida es o — finita si existe una sucesién de subconjuntos {E,,},cy de X tal que X = Uzozl{En} y



Vn €N u(E,) < +oo. Nétese que la medida de Lebesgue A también es o —finita, pues R ={J, ,{[k,k+1)}
yVkeZ u(lk,k+1)) =1< +oc.

Ahora que tenemos definido el espacio de medida (X, %, ), vamos a definir la integral con respecto a la
medida p. Primero para el caso de funciones simples, luego funciones no negativas y finalmente se define el
concepto de funciones integrables, todo esto antes de pasar a la seccién de polinomios ortogonales.

Definicién 1.1.5: Una funcion medible y de variable real es simple si y solo si tiene un numero finito de
valores. Una funcion simple medible es de la forma:

o) = alp (@) |
j=1
donde a; ER y UEj es la funcidn indicadora del conjunto E; € X.

Definicién 1.1.6: Sea ¢(z) = Z?:l ajI]Ej (x) funcion simple y medible, definimos la integral de ¢ con respecto
a p como:

Definicién 1.1.7: Sea f € M (X, X) una funcion medible y no negativa, definimos la integral de f con
respecto a . como:

/ fdp = sup / b
X PeF Jx

donde F = {¢ funcion simple y medible : 0 < ¢(x) < f(zx) Va € X}.

Definicién 1.1.8: Sea f € M (X, X) una funcién medible, decimos que es integrable si sus partes negativa y
positiva [T, f~, tienen integrales finitas con respecto a p, de tal forma que la integral de f con respecto a

se define como:
[ san= [ srau+ [ san
X X X

1.2 Procesos de difusion

En esta seccién ocuparemos como referencias principales [36] y [6].

Definicién 1.2.1: Sean (Q,F,P) un espacio de probabilidad, {X, : t > 0} un proceso de Markov a tiempo
continuo cuyo espacio de estados es un intervalo real S = (a,b) C R,—o0o < a < b < 400 y p(s,x,t,y)
la funcion de densidad de transicidn del proceso, decimos que {X, : t > 0} es un proceso de difusion si
existen funciones b(t,z), o?(t,x) conocidas como coeficiente de deriva y de difusion respectivamente, las
cuales satisfacen que para todo € >0, x,y € S, t,At > 0:

[ et Aty =o(ae)

ly—z|=¢

/ (y —x)p(t, z, t + At,y)dy = b(t, z) + o(At), (1)
ly—z|<e

/ (y— 2)2p(t,2,t + At,y)dy = o2(t,2) + o(At),
ly—x|<e



donde o(At) satisface que

o(At)

li =0.
Air—alo At

Se suele suponer que la convergencia de estas relaciones es uniforme con respecto a la variable temporal ¢
dentro de todo intervalo finito t, < ¢ < t; y también con respecto a x.

Definicién 1.2.2: Ahora, supdngase que {X, : t > 0} es homogéneo con respecto al tiempo, posee trayec-
torias continuas y no necesariamente tiene incrementos independientes (tal como el caso del movimiento
Browniano). Asumiendo que X, = x y para valores pequenos de t, el incremento X,,, — X, = X, , —x
tiene media y varianza de valor aprorimado tb(z) y to?(x) respectivamente, (nétese que dado el supuesto de
homogeneidad temporal, podemos asumir que el coeficiente de deriva y de difusion no dependen del tiempo).
Entonces diremos que {X, : t > 0} es un proceso de difusidn si satisface:

E [Xt+s - XS‘XS = J}] = tb(x> + 0<t)7
E[(Xiys — X2 X, = 2] = to*(z) + o(t), (2)
£ [|Xt+s - Xs|3|Xs = l‘] = O(t>
Por lo tanto un proceso de Markov {X, : ¢ > 0} con espacio de estados S es un proceso de difusién con
coeficiente de deriva b(z) y coeficiente de difusion o?(x) si posee trayectorias continuas y se satisfacen las

anteriores relaciones. En caso de que los coeficientes de deriva y difusién sean constantes nos referiremos a
{X, : t > 0} como un Movimiento Browniano con deriva y reescalamiento.

Definiciéon 1.2.3: Definimos la funcién de distribucion de probabilidad del proceso {X, : t > 0} como
p(t; x,dy) dada por:

p(t;x,dy) =P, [X, € dy] = P [X, € dy|X, = z].

Sip(t; x, dy) posee una funcion de densidad p(t;x,y), entonces para todo conjunto de Borel B C S tendremos
que:

p(tsz, B) = / p(t: 2, y)dy.
B

Esta funcién existe si b(z),o(x) € CH(S), es decir funciones continuamente diferenciables con derivadas
acotadas en S, ademds o () existe, es continua y o*(z) > 0 para todo x € S.

Considérese el conjunto de todas las funciones acotadas y Borel medibles cuyo dominio sea el conjunto S, lo
denotaremos por B(S). Sobre este espacio definimos al operador de transicion del proceso {X, : t > 0} de la
siguiente manera:

Definicién 1.2.4: El operador de transicion del proceso {X, : t > 0} aplicado a f € B(S), es el siguiente:

(Tif)(2) = B, [f(X)] == E[f(X)| Xy = 2] = /Sf(y)p(t;x,dy% donde t > 0,z € S. (3)

Este operador sustituye al concepto de matriz de transiciéon de probabilidades para cadenas de nacimiento y
muerte a tiempo discreto o funciones de probabilidad de transicién para procesos de nacimiento y muerte.

Por ejemplo, si f(z) = l5(x), (i.e. , f es la funcién indicadora sobre el conjunto B C S), tendremos que:

(Tilp) (v) = P[X, € B|X, = x].



El operador de trasiciéon T, : B(S) — B(S) es un operador lineal y acotado sobre el conjunto B(S) bajo la
norma del supremo | f| = sup{|f(y)| : y € S} ¥y (Tpf)(z) = f(x) para toda f € B(S). De hecho, T, es una
contraccion, i.e. |T;| < | f| para toda f € B(S), eso debido a que:

Kﬂﬁ@)ééU@MﬁwdeWW

La familia de operadores de trasiciéon {T; : t > 0} posee la propiedad de semigrupo T,,, = T,T,. De hecho,
ocupando la conocida propiedad E[X] = E [E[X|Y]], se tiene que:

(Toref) (@) = E[f (Xoy0)|Xo = 2] = E[E[f(X o)X ] [Xo = 2] = E[(TLF)(X)| Xy = 2] = T(T,/)(2). (4)

En consecuencia tenemos que 7,7, = T,T,. Esta propiedad de semigrupo implica que el comportamiento de
T, estd completamente determinado por el comportamiento de T, cuando ¢ | 0 (muy similar al caso de las
cadenas de Markov a tiempo continuo).

Definicién 1.2.5: Sea {1}, : t > 0} el operador de transicion (8) de un proceso de difusion {X, : t > 0}.
Definimos el operador de infinitesimal £ de {T, : t > 0} como el operador lineal de la forma

(L)@ f@)
(£8)(a) = lim RE

)

para toda f € B(S) de forma tal que el lado derecho converga uniformemente en x a cierta funcién. La clase
de todas estas funciones f forma el dominio D, de £.

Proposicién 1.2.6: Sea f € C%(S) (f es doblemente diferenciable sobre el dominio S) y acotada en S. Para
x € S tendremos que:

() =tim TIOZID 00y 4 L0217 @), 6)

donde b(x) y o®(z) son los coeficientes de deriva y de difusion, respectivamente, definidos en 1.2.1 y 1.2.2 .
(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [6]).

Proposicién 1.2.7: Sea {T, : t > 0} la familia de operadores de transicion de un proceso de Markov con
espacio de estados S. Si f € D, entonces se satisface la siguiente ecuacion diferencial parcial:

0

(Tu)(@) = £(T,f), >0, w€S. (6)

Demostracién:

Demostremos que T,f € D,. Si f € D, ocupando el hecho de que T, y T, conmutan y que 7, es una
contraccién, tenemos que si s | 0 entonces:

Porlo que T, f € D, debido a que converge a T;,(£f) y, por lo tanto, gracias a la definicién de £, tendremos

(6).

— 0.

L) -Tf .
S t -

ﬂ<ﬂf—f_£0

S

Tsf_f
S

(£f) —L£f

Q.E.D.



Noétese que de la demostracion de la proposicién anterior tendremos que £L(T,f) = T,(£f), ie. T, y £
conmutan en D ..

Ahora, sea p(t;z,y) la densidad de transicién de un proceso difusiéon {X, : ¢ > 0} y considérese f =l en
(4). Tendremos entonces que:

(Torif)(2) = /Bp(Sth;x,y)dy=/S</Bp(t;z,y)dy> p(s;z,z)dz = /B (/Sp(t;z,y)p(sf;%Z)dz) dy,

para cualquier conjunto de Borel B C S. Lo cual implica que se satisface la ecuacién de Chapman-Kolmogorov:

pls + ti2,y) = /S p(t; 2, y)p(s: 2, 2)dz = (T, f)(2),

donde f(z) = p(¢;z,y). Al aplicar (4) a esta f, obtendremos la ecuacidn de retroceso de Kolmogorov para la
densidad de transicién p(t; z, y):

Op(t;x,y)

op(t;z,y) 1 O*p(t;x,y)
ot '

50 @) Ox?

= b(z) ox 2

(7)

Por otro lado, la ecuacion de evolucion de Kolmogorov nos otorga informacioén acerca del futuro del proceso
de difusién X, cuando X, posee una densidad de probabilidad inicial arbitraria. Supéngase que conocemos
esta densidad inicial, le llamaremos ¢. Trataremos de obtener la ecuaciéon de evoluciéon de Kolmogorov en
términos del operador adjunto de T,. La densidad de X, entonces estard dada por:

(T3 g) () = /5 o(@)p(t; 2, y)de.

El operador T} transforma la densidad g en otra densidad de probabilidad. Este es el operador adjunto de
T, con respecto al producto interior (v,u) = fs v(z)u(z)dx. De hecho:

(Tig, f) = / (T2 9)(w) f (4)dy = / o) (T, 1))y = (g, T, ).

S S

Si f € C%(S) y se anula afuera de un conjunto compacto de S, podremos derivar con respecto a t en la
ecuacién anterior y, ocupando la conmutatividad de £ con T} y (6), llegamos a que:

<§tTg f> —<g, {ftth> = (0.0 = (T70.40) = [(Ta) ) (Cr )y 0

Si f,h € C?(S) y se anulan afuera de un intervalo finito tendremos, al integrar por partes, que:

.5f) = [0 (b ) + 50 )s

— [ |- 5 0wh) + d2<o2<y>h<y>>} Fydy = (£h, f)
S dy dy2 b) b)

donde £* es el operador adjunto formal del operador infitesimal £. Por lo tanto, aplicando lo anterior a (8),
se tiene que:



0
<8tTt*g7 f> = <"C*Tt*g7 f>

Dado que esta relacién se satisface para una clase grande de funciones que se anulan afuera de un intervalo
cerrado, tenemos la siguiente ecuacién diferencial:

2 (10 ) = £ @) ). Q

En otras palabras, la ecuacién de evolucién de Kolmogorov para la densidad de probabilidad de transicién
p(t; x,y) estd dada por:

PELD) L byhpttsa,)] + 5 55 lo (6 ), ¢ 0 (10)

Nuevamente, la solucién de esta ecuaciéon dependerd del comportamiento del proceso de difusién en los puntos
frontera del espacio de estados S.

Definiciéon 1.2.8: Sea {X, : t > 0} un proceso de difusion con espacio de estados S = [a,b] tal que
—00 < a <z < b < oo. Denotaremos por 7, al primer tiempo de entrada o tiempo de paso al estado y,
definido de la siguiente forma:

T, = inf{t >0: X, =y}. (11)

Para [c,d] C S también denotaremos:

Ted = inf{t >0: X, ¢ (¢,d)} =71, A7y (12)
De manera similar, considérese la filtracion {F .}, decimos que T es un tiempo de paro de la filtracion {F,}
st T es un tiempo aleatorio de forma que para todo t > 0 se satisface que {T <t} € F,.

Existen algunos funcionales interesantes que podremos analizar al ocupar el operador infinitesimal £. Estos
funcionales jugaran un papel muy importante a la hora de analizar la recurrencia y clasificacion de fronteras.
Considérese el proceso de difusién { X, : t > 0} donde X, = x y un intervalo cerrado [¢,d] C S, ¢ < d. Llamése

v(x) = v q(x) = Plr, <7yl Xy = 2], ¢ <2 <d, (13)

a la probabilidad de que el proceso alcance ¢ antes que d, donde 7, al primer tiempo de entrada al estado
y definido en (11). Para un tiempo pequefio h, al ocupar la ley de esperanza total y el teorema de Taylor
(véase [26] y las referencias contenidas en los textos), asumiendo que v € €%(S), tendremos que:

v(x) = E[v(X,)| Xy = 2] + o(h) = v(x) + b(z)h (x) + %#(@m” (x) + o(h).

Tenemos el siguiente resultado:
Proposicién 1.2.9: Las probabilidades v(x) definidas en (13) son soluciones de la siguiente ecuacion dife-

rencial de sequndo orden con condiciones iniciales:

%(7'2(33‘)1}” (z) 4+ b(z)v (z) =0, ¢ <z < d,

v(e) =1,v(d) = 0.

(14)

10



(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [26]).

Ahora vamos a estimar el tiempo medio de salida E(x) para alcanzar ya sea el estado ¢ o d de un proceso
de difusién que inicia en X, = z, donde z € (¢, d), i.e.

E(!L‘) = Ec,d<m) =L [Tc,d|XO = LE] ’

donde 7, ;4 se define en (12). Tal y como se hizo anteriormente, para un tiempo pequefio h y asumiendo que
E € C?(S), tendremos que

B(w) = h+ E[B(X,)|Xo = o] +o(h) = h + E@) + b(w)hE (2) + 50%(x)hE" (x) + ofh).

Con lo cual tendremos el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.10: El tiempo medio de salida E(x) es una solucion de la siguiente ecuacion diferencial
de segundo orden con condiciones iniciales

1 a ’
502(33)E () +b(x)E () =—1, c <z < d, (15)
E(c) = E(d) =0.
(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [26]).
Denétese
Pay =P ['ry < ool Xy =1]. (16)

Definicién 1.2.11: Ocupando la notacion anterior, tendremos que:

o Un estado y es recurrente si p,, =1 para todo x € S, de forma que p,, > 0, y transitivo de otra forma.
e Un proceso de difusion recurrente es recurrente positivo si [E[Ty|X0 = x| < 00 para todo x,y € S y nulo

recurrente de otra forma.

Si todos los estados de S son recurrentes, entonces decimos que el proceso de difusion es recurrente. En casos
donde el proceso de difusiéon es recurrente positivo, existird una distribucion estacionaria o distribucion
invariante (y) que satisface:

r(y)dy = (Tym)(y)dy = /S r(@)p(ts 2, dy)d = P[X, € dy], t > 0. (17)

Para cadenas de Markov, esta distribucién invariante satisface que:
li t; = .
Jim p(t; 2, y) = 7(y)

Por lo tanto, al ocupar lo anterior en la ecuacién de evolucién de Kolmogorov (10) o (9), obtendremos que
la distribucién invariante satisface que £*w(y) = 0, i.e.

1 d? d

a2 W) = 2 b)) =0, y €S,

siempre y cuando todos los puntos de la frontera no puedan ser alcanzados desde cualquier punto dentro del
espacio de estados. En otras palabras:
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— [o*(y)m(y)] = 2b(y)7(y), y € S.

En el estudio de los procesos de difusién usualmente, al trabajar con un proceso X (t) con X(0) = z, se
analiza la funcién (T, f)(z) := E[f(X(¢))|X(0) = z], (definida a través de f € B(S)), la cual es de hecho el
operador de transicién T, (véase Definicién 1.2.4).

Definiciéon 1.2.12: Un proceso X (t) es de Feller si la funcion (T,f)(-) es continua para todo t > 0 y
lim, (T3 f)(z) = f(z) para cualquier funcion f medible, continua y acotada.

Definicién 1.2.13 Considérese la funcion (T, f)(z) := E[f(X(¢))| X (0) = x] previamente definida y también
considérese la Definicién 1.2.12. Diremos que el proceso X(t) satisface la propiedad fuerte de Feller si
satisface la propiedad de Feller y si la funcion (T,f)() es continua para todo t > 0 y para cualquier funcion
f acotada y medible.

Todos estos conceptos y resultados obtenidos en esta seccién seran redefinidos y adaptados a lo largo de los
Capitulos II y III para ajustarlos a los procesos de difusién cambiante, por lo que se reutilizara la misma
notacion.

1.3 Polinomios ortogonales y medidas matriciales

En esta seccién ocuparemos como referencia principal [11].
Comenzamos definiendo el concepto de polinomios ortogonales.

Definicién 1.3.1: Sea ¢ una medida de Borel real positiva, definimos los momentos de 1 como:

Ly, = /x"dq/}(x), n € Ny. (18)

R

Supondremos siempre que existen y que son finitos. Normalizaremos la medida de tal forma que py =1 con
el objeto de que u sea una medida de probabilidad.

Definicién 1.3.2: El espacio de Hilbert L?p (R) con producto interno:

(f,9), = / f@)g(x)du(e),

estd definido para toda funcién real medible f tal que ||f|\12p = (f, f)w < 00, es decir [ tiene norma finita.
En el caso de que el soporte de esta medida sea S C R, denotaremos este espacio como Li(S ). Si S fuera un
conjunto numerable, por ejemplo Ny = {0, 1,2, ...}, el espacio se denotaréd por 412/,(5').

Definicién 1.3.3: Decimos que (p,()), ., €s una sucesién de polinomios si cada elemento es un polinomio
de grado n de variable real x. Una sucesion de polinomios es monica si el coeficiente de mayor grado de cada
polinomio es 1.

Definicién 1.3.4: Una sucesidn de polinomios (p,,),, es ortogonal con respecto a una medida de Borel ¢ si

ab)y = [ 1o 2)0AE) = 26,

tal que d% := (p,,p,)y = [P, |2 > 0.

En caso de que la norma sea idéntica a 1, decimos que la sucesién de polinomios es ortonormal y la denotamos
por (P,L)n. En caso de tener una sucesion de polinomios ortogonales moénicos, utilizaremos la notacion (Pn)
n

y las normas se denotaran por ¢, = ”ﬁ)n”?/)
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Dada una medida de Borel ¥ en R con soporte infinito y momentos finitos, siempre sera posible construir
una sucesion de polinomios ortogonales por el conocido procedimiento de Gram-Schmidst.

Otro método para generar polinomios ortogonales ocupa recurrencia: supéngase la existencia de una suce-
sién de polinomios ortogonales (p,,),,- El polinomio xp,,(x) es de grado n + 1 y puede ser expresado como
una combinacién lineal de los primeros n + 1 polinomios:

n+1

zp,(z) = Z dn,jpj<37)-
7=0

Multiplicando por p,(z), evaluando el producto interior y ocupando las relaciones de ortogonalidad tendremos
qued, ;=0 : j=0,1,...,n—2. Por lo que sélo los tltimos tres términos sobreviven y por ende toda familia
de polinomios ortogonales satisface una relacion de recurrencia a tres términos:

xpn(x) = ananrl(x) + bnpn(x) + Cnpnfl(x% n 2 07 b= 07 (19)
donde:
_ (@Pns Do)y . (@PnsPn)y (@D D)y
n — ) - 9 Cn - °
(Pr1>Prs1)p (P> Pr)y (Pr—1:Pn-1)y
Noétese que b,, € R. Ademads, tenemos para la familia de polinomios ortonormales P, (x) que a,, = Cz“ >0

y quec, = (zP,, P, 1), = (P,,zP,_ ), = a,_;. Por lo tanto la sucesién de polinomios ortonormales (F,)

satisface una relacién de recurrencia a tres términos de la forma:

n’

n(x) = anPnJrl(x) + ann<x) + anflpnflcc)’ ap > 0’ bn € |R’ (20)

mientras que la familia moénica (Pn) satisface que:
n

QI‘P,L(Z') = Pn+1(x) + anpn(x) + ﬂnﬁ)n—l(x>’ I}O(x) = 17 Pl(x) =T — aO) (21)

de forma tal que o, ; € R,3,, > 0 : n > 1. Estos coeficientes y los coeficientes de la familia ortonormal
satisfacen:

Cn
Cnfl .

Crt1
ap = n+7an:bnvﬂn:

Cn

Nétese también que ¢, = 3, - 3.

Otra forma de escribir esta relaciéon de recurrencia es a través de su forma matricial. Sea P(zr) =
(Py(z), Py(x),...)T el vector columna de los polinomios ortogonales, tenemos que zP(z) = JP(z), donde J
es la matriz tridiagonal simétrica:

b a9 0 0 O
a, by a; 0 O
J=|0 a b, a, O
0 0 ay by ag

(22)

A esta matriz se le llama matriz de Jacobi. El Teorema de Favard o Teorema Espectral para Polinomios
Ortogonales, garantiza que dada una familia de polinomios que satisfaga y esté definida por (20), existe una
medida de Borel positiva bajo la cual (P,),, son ortonormales.
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Mostraremos un ejemplo de polinomios ortogonales con respecto a una medida, en este caso hablamos de los
polinomios de Jacobi. Este ejemplo, denominado como una de las familias clasicas, se usara en el Capitulo
IIT en relacién con el método de Wright-Fisher.

Ejemplo 1.3.5: Polinomios de Jacobi

La forma mds general de definir los Polinomios de Jacobi {P,sa’ﬁ)}neN es a través de la denominada formula
de Rodrigues:

pd"
dx™

Py = T ey

—on (L =2)**™(1+2)7™), n > 0.

Estos polinomios son ortogonales con respecto a la medida p(z) = (1 —2)*(1+ )%, o, 3 > —1, con soporte
en x € [—1,1] y satisfacen la siguiente ecuacion diferencial de sequndo orden:

” ’

(1—2?) [Pfla’m] () +[B—a—(B+a+2)x] [Pr(la’m] () +n(n+a+ B8+ 1P (z)=0, n>0.

Los polinomios de Jacobi satisfacen la siguiente relacion de recurrencia a tres términos para n > 0 con
P((;vﬁ) =0 Po(aﬁ) =1 -

(@8 y__ 2ntl)(ntatf+1) (a,8)

wh ) = (2n+a—|—ﬂ+1)(2n—|—0¢+ﬁ—|—2)P"+1 (z)

B —a? (008) 2(n+a)(n+p)
+(2n—|—a+ﬁ)(2n+a—|—ﬁ—|—2)Pn (z)

(v, 8)
C2n+a+pB)2n+a+ 8+ I)P”_l ().

Por lo que la matriz de Jacobi para este caso es

B—c _2 0 0
B+a+2 Bra+2
2(1+)(1+8) B2—a? 4(14+a4p+1) 0
J = | @tatp)2tatB+l)  (2+atf)(2+atf+2)  (2+atB+1)(2+atS+2)
0 2(2+a)(2+8) B2—a? 6(2+a+B+1)

(Ara+B)(d+atpr1) (A+a+B)(d+a+B+2) (A+a+B+1)(d+a+5+2)

Otra manera de definir los polinomios de Jacobi es considerdndolos en el intervalo [0,1]. En este caso los
denotaremos por {Q%a’ﬂ)}new ,realizando el cambio de variable y = HT”” de forma que el punto r = —1 sea
y =0y el punto x =1 sea y = 1, lo cual también cambia el pardmetro o por 5. En este caso, todas las
propiedades que satisfacen los polinomios de Jacobi sobre [—1,1] pueden extenderse de manera natural. En

particular, sin >0, los polinomios de Jacobi sobre [0, 1] satisfacen la ecuacion diferencial de segundo orden

” ’

y1—y) [Q7] )+ —w(e+1) —yB+ D] [Q7] (1) +nn+a+8+1)Q (y) =0.

Ademdas, los polinomios satisfacen la siguiente relacion de recurrencia a tres términos para n > 0 con
B)
Q1) =1,

v () = 4, Q0 (1) + 0,987 () + ¢, Q7 (). n 20,

donde los coeficientes a,,, b, ,c, pueden escribirse de la siguiente forma:

n’» n’n
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(n+B8+1D(n+1+a+p)

a"*(2n+a+ﬁ+1)(2n+2+a+ﬁ)’nzo’

b (4Bt  (te)ntath)

"o @n+a+B+D)02n+24+a+8) (Cn+a+B+1)02n+a+p8) T
n(n + «a)

c, = , n>1.
T 2n4+a+8+1D)(2n+a+P)

Obsérvese que la ecuacion diferencial anterior corresponde al modelo de difusién de Wright-Fisher que in-
volucra solo efectos de mutacién (véase [26]), mientras que la matriz de Jacobi generada por los coeficientes
a,,b,,c, es una matriz estocistica (i.e una cadena de nacimiento y muerte a tiempo discreto). Para mas
detalle véase [11].

Para finalizar esta seccién, extenderemos ahora el concepto de ortogonalidad a funciones de valores matri-
ciales. Sea M 5 el anillo de todas las matrices complejas de dimensién N x N (usualmente denotado por

CN*N o RV*N para el caso real), vamos a denotar por a* a la matriz conjugada transpuesta (para el caso

laz]>
2€CN ],

como la norma euclidiana de a € M visto como un operador lineal de CV en CV. Considérese 7 como el
conjunto de polinomios de variable z € C con coeficientes en M 5. Sea n = 0,1,---, entonces P,, denota al
conjunto de polinomios de grado menor o igual a n.

real ocuparemos a' para denotar a la matriz transpuesta). De igual forma denotamos |al| = sup

Definicién 1.3.6: Una medida matricial pn sobre R (o si se prefiere C) es la asignacidn de una matriz N x N
semi-definida positiva u(X) a cualquier conjunto de Borel X. Es decir:

VX EB, uX)eMy : Vo eRY z*u(X)x > 0. (23)

Normalmente, normalizaremos a la medida p de forma tal que p(R) =Idy,n =1 (0 p(C) =Idy v = 1).

Dada una medida matricial g cualquiera, le asignaremos una medida escalar pu,,.(X) = Tr(u(X)), donde
Tr(Idy,n) = Tr(1) = N. Nuevamente, normalizamos p,,(R) = N. Cuando N = 1, tendremos una medida
de Borel real y positiva.

Ahora, si aplicamos el Teorema de Radon-Nikodym a cada entrada o elemento de la medida p, podemos
garantizar la existencia de una funcién matricial semi-definida positiva M (z) = [M,;(x)] tal que:

dﬂij(x> = Mij(x)dﬂw(m)v

donde Tr(M (z)) = 1. Por el contrario, cualquier medida escalar i, tal que u,,.(R) = N, con funcién matricial
semi-definida positiva M (z) que cumpla con Tr(M (x)) = 1 define a una medida matricial x normalizada tal

que p(R) =Idy, v = 1.

Definicién 1.3.7: Sea p una medida matricial, el producto interno (-, -)

P,Q € P, estd definido como:

. con respecto a p para cualesquiera

(P.Q), = / Q@ (2)dpu(z) P(x) € TV, (24)

R

Para cualesquiera A, B € My v P,Q, R € P se tienen las siguientes propiedades:

o Linealidad:

(PA+QB.R), / R (@)dpu(x)(PA + QB)(x) = / R (2)dpu(x) P(x) A + / R (2)dp(2)Q(x) B
(P, R)NA +(Q, R>MB.
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o Conjugacién:

@i / P*(x)du(w)Q(@)* = [@ @ P@) = (P.q),.

R

o Positividad:

(P,P), > 0,ademis (P,P), =0 < P =0.

Definicién 1.3.8: Sea F' una funcién matricial. A la funcién F le asignaremos el escalar | F'|,, definido por:

1), = /T ((F,F),) . (25)

Decimos que | - |, es una semi-norma debido a que ((F, G)),, = Tr ((F, G)p) es una forma cuasi-lineal (en el
aspecto de que esta forma no satisface la definicién de linealidad en su totalidad) que a su vez es semi-definida
positiva y | - |, es la ‘norma’ asociada a este ‘producto interno’ De hecho, el producto interno ((F,G)),,
satisface la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

T ((F,G),) | < IFILIG] -
Definicién 1.3.9: El conjunto de clases equivalentes determinadas por F' ~ G <= ||F'—G||,, = 0 define un
espacio de Hilbert H, cuyo producto interno es ((F,G)),, = Tr((F,F),).

Definicién 1.3.10: Sea F(x) una funcion matricial, definimos la norma del determinante de F como:

|F| = y/det((F, F),,),
la cual es ‘mds fuerte’ que |F||, en el sentido de que |F| > 0 = |F|, > 0, pero el contrario no
necesariamente es cierto.

Definicién 1.3.11: Un conjunto {1;}7_; en H (véase Definicién 1.3.9 ) es ortonormal si y solo si:

<¢j7wk,‘>,u, = jkINXN‘

Supdngase que n < oo, sean ay,---,a,,by, -, b, € My, por lo que Z?Zl @iy Z;—Ll $;b; estan co-
rrectamente definidos y (ocupando las propiedades del producto por matriz constante de (-, -),) tendremos
que:

> biay

wooog=1

<Z a5 ) z/’jbj>
Jj=1 J=1

Denotamos al conjunto de posibles combinaciones lineales de {¢;}7_, como #(, ) = {Z;l ja; + {a;}i, C

My , n € N}, el cual es un subespacio vectorial de H (sobre C) de dimensién nN2.

Ahora, sea F' € H, la proyeccion ortogonal de F con respecto al producto interno (-,-) ,, es de la forma:

o

j=
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Notese que por la definicién de w(lpj)(F) y por la ortonormalidad, podemos obtener con facilidad el Teorema
de Pitdagoras en H:

(F,F), = (F—=my, (F),F =7, (F)), + ZWJ"F)Z(%’DW

J

j=1
Si hacemos tender n al infinito: n — +o00, tendremos que:
Jim [Z<wj,F>:<wj,F># <(F.F),
y también tendremos la convergencia de la proyeccién ortogonal:
Jim [Zl b5 F)y | = 7y, (F).
=

Definicién 1.3.12: El conjunto de funciones ortonormales {1;}%_, es completo en H cuando Hy,) = I
Notese que en este caso, se satisface que:

= <F7F>;u

J

<’(/)j’ F>L<w]7 F>u
=1

lim
n—+oo

=F.

n—+oo

T, (F) = lim [Z%%Fﬁ
=1

Por ende, para bases ortonormales, tendremos la igualdad de Parseval:

> Wy, F) (4, F), = (F, F),.

Jj=1

Ademés:
IFI2 = Tr (&, F)i(w;, F),,) -
=1

1.4 Resultados adicionales

En esta ultima seccion del Capitulo I se enlistardn una serie de definiciones y resultados que seran de gran
utilidad para demostrar y/o analizar los conceptos que se trataran en los Capitulos 1T y III.

Definicién 1.4.1: Un proceso estocdstico {X,;},;~q es una cadena de Markov a tiempo continuo que toma
valores en un espacio de estados S = {1,--, N}, (usualmente finito), si existe una matriz Q = [¢;;]; jes;
denominada operador infinitesimal del proceso, la cual satisface que:

i PIX, =ilX,=j
lim, g\") (X, =i X, = j]
4 = P.

lim,

; , cuando 7 # j,
PIX,=ilX,=14—1
t

, en otro caso.
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Ademds, se tiene que q;; <0, V,;.;q;; >0 y —q;; = Zi# Q-

Empezando en el estado i, el proceso se mantiene ahi un lapso aleatorio distribuido como una variable
aleatoria exponencial de media —q . Seguido se mueve a otro estado seleccionado aleatoriamente j con

1%

probabilidad —Zf? . Este procedimiento se repite para el estado j y para todos los estados subsecuentes.

it

A lo largo de este texto asumiremos que el proceso {X,},., es homogéneo en el tiempo, es decir, para
cualesquiera ¢,s > 0 ,t —s > 0 ,i,j € S tendremos que P[X, = i|X, = j] = P[X,_, = {|X, = j]- En este
caso siempre sera p051ble definir la funcién Py;(t) = P[X, = 2|X0 = j] a la que denominaremos funcién de
probabilidad de transicién. Estas probabilidades pueden ser escritas en la denominada matriz de probabilidad
de transicién:

Pyo(t)  Poy(t) Pyo(t)
P(t) = PlO(t) Pll(t) P12<t)
P20_(t) Pgl.(t) P22.(t)

La matriz de probabilidad de transiciéon P(t) satisface las siguientes propiedades:

1) P;(t) > 0 para cualesquiera i, j € S'y P;;(0) = J;;, la delta de Kronecker.

)

2) Zjes P,;(t) <1 para cualesquiera t > 0,i € S. Diremos que el proceso P;;(t) es honesto si

jes Pij(t) = 1 para cualesquiera t > 0,7 € .S, y diremos que es deshonesto en otro caso.

3) Parai,j € Sy para cualesquiera s,t > 0, tendremos las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
(o bien, la propiedad de semigrupo):

i(s+1) Z (8)Py;(t)

keS

Por ejemplo, para el caso donde las transiciones entre estados ocurran iinicamente entre estados adyacentes,
es decir i = i+1 04 — i—1, entonces diremos que {X,},, es una proceso de nacimiento y muerte a tiempo
continuo. (Para més informacién consultar [1]).

Definicién 1.4.2: Un proceso estocdstico X(t) con trayectorias continuas por la derecha es continuo en
probabilidad en t si para algun n > 0,

lim P[|X(t+A) — X(¢)| >n] =0.
A—0
Es continuo en media cuadrdtica en t si
lim E[|X (¢ + A) — X(¢)|?] = 0.
A—0
Definicién 1.4.3: Sea f: R" = R, r € N una funcion, decimos que f es:

a) Holder continua de exponente o > 1 si

wp H@ = 1)

< 00
etyerr [T —y[% 7
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donde | - | €s la norma uniforme o la norma del supremo de R".

o0

b) Localmente Hélder continua de exponente o > 1 si

[f(x) = f(y)l

sup ——————— < 00,

para todo subconjunto compacto K C R".
¢) Hélder continua en xy € R” de exponente a > 1 si

up @) = fao)

< 0
st [T —2oll% ’

para alguna vecindad U C R” de z tal que zy ¢ U.

Proposicién 1.4.4 [Desigualdad de Holder|: Sean p,q > 1 de forma que %—i—% = 1, entonces para
cualesquiera dos funciones f,g: S = (a,b) = R real-medibles se satisface que

/a @@ < [ / b |f<x>|pdx] % { / b |g<x>qu] :

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [30]).

Proposicién 1.4.5 [Desigualdad de Chebyshev]: Sea X una variable aleatoria cualquiera con media y
varianza finita, p y o respectivamente. Entonces para cualquier a € R,

[ V)

g
PIX—pl2a <%

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [31]).

Proposicién 1.4.6 [Desigualdad de Gronwall]: Sea I un intervalo real de la forma [a,o0) o [a,b] o [a,b)
tal que a < b. Sean f y g funciones continuas real-valuadas definidas sobre 1. Si g es diferenciable en el
interior I" de I y satisface la desigualdad diferencial

’

g (t) < f(t)gt), teTl,

entonces g estd acotada por la solucién de la siguiente ecuacion diferencial v’ (t) = f(t)v(t), es decir:

t
g(t) < f(a)e'fa fs)ds  para todo t € 1.

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [21]).

Proposicién 1.4.7 [Desigualdad de Harnack]: Sea Q@ un dominio acotado de R". Sea T' C Q un conjunto
cerrado. Existe una constante K, > 0 que depende unicamente der,n, el didmetro de ), la distancia de I' a 092
y una constante X\, tal que para cualquier funcion £ — armédnica u en 2, entonces

sup{u;(z)} < K; max inf{u,(x)}, para todo i € {1,---,n}.
zel 1<k<n zel
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Nota: decimos que f > 0 una funcion £-armdnica en D si, dado un proceso de difusion cambiante (X (-), Y (+))
tal que X(t) € D CReY(t) € S C N (el cual se definird en el Capitulo II) existe un tiempo de paro T (véase
Definicién 1.2.8 ) tal que para todo x € D e i € S se satisface que

f,i) = E[f(X(7),Y ()] X(0) = =, Y(0) = 4]

(La demostracion y definiciones de este resultado puede encontrarse en [3]).

Definicién 1.4.8 [Propiedad de Markov]: Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad con una filtracion
{F, : s € I} totalmente ordenada con respecto a algin indice I (en este caso I = R), X = {X,|t > 0}
un proceso estocastico a tiempo continuo con espacio de estados S, decimos que X satisface la propiedad de
Markov si para cualesquiera A C S s,t € I tal que s < t,

P[X, € A|F,| = P[X, € A[X,].

Definicién 1.4.9 [Propiedad fuerte de Markov]: Sea (0, F,P) un espacio de probabilidad con una
filtracion {7, };~o. Para cualquier tiempo de paro T € 2 (Definicién 1.2.8), podemos definir

F,={AeF:Vt>0, {t<t}nAeF,}.
Decimos que X = {X,|t > 0}, un proceso estocdstico a tiempo continuo con espacio de estados S, satisface

la propiedad fuerte de Markov si para cualquier tiempo de paro T, condicionado a que T < 00, tenemos que
para todo t > 0, X ., es independiente de F . dado X .

Definiciéon 1.4.10 [Condicién de crecimiento lineal]: Sea f : R = R una funcidn, decimos que f
satisface la condicion de crecimiento lineal si para todo x € R existen dos constantes a,b > 0 tales que:

|f(z)| < alz| +b.

Por otro lado, decimos que f satisface la condicion de crecimiento lineal local si existe un subconjunto
compacto K C R y para todo x € K existen dos constantes a,b > 0 tales que:

|f(@)| < alz|+b.
Definicién 1.4.11 [Condicién de Lipschitz]: Sea f : R = R una funcidn, decimos que f satisface la

condicion de Lipschitz (o f es Lipschitz continua) si para cualesquiera x,y € R existe una constante L > 0
tal que:

[f (@) = f(y)] < Ljz —y].

Por otro lado, decimos que f satisface la condicion de Lipschitz local si existe un subconjunto compacto
K C R y para cualesquiera x,y € K existe una constante L > 0 tal que:

[f(z) = f(y)] < Lz —yl.

Teorema 1.4.12 [Criterio de continuidad de Kolmogorov]: Sea X = {X,},-( un proceso estocdstico
real tal que existen tres constantes positivas «, 3, C tales que:

E[|X, — X,[*] < CJt — s[**7,

para cualesquiera s,t > 0. Entonces, X posee una modificacion continua X la cual, con probabilidad 1, es
localmente Hdélder continua de exponente v tal que 0 < v < g (véase Definicién 1.4.3 ).
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(La demostracion y definiciones de este resultado puede encontrarse en [3]).

Lema 1.4.13 [Principio del maximo]: Sea D C R un conjunto abierto y S C N. Supéngase que D es
conezo y sea f > 0 una funcion L£-armonica en D x S. Entonces f es estrictamente positiva en D X S o es
idénticamente cero.

(La demostracion y definiciones de este resultado pueden encontrarse en [18]).

Lema 1.4.14 [Lema de Fatou]: Sean f € M (X, X) una funcién real-valuada no negativa y medible en un
espacio X y {i, }nen una sucesion de medidas en X. Si lim inf, | p,(A) > p(A) para cualquier A € X para
alguna medida 1, entonces:

lim inf,, ., /X F@)d, () > /X F@)dn(z).

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [24]).

Teorema 1.4.15 [Teorema de convergencia dominada]: Supdngase que se satisfacen las condiciones
del Lema 1.4.14, con la unica diferencia de que u, (A) — p(A) para cualquier A € X y que u,, < v para
algunas medidas p,v tal que fx fdv < oo, entonces:

n—oo

lim /X F(@)dp, () = /X f@)du(z).

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [24]).

Teorema 1.4.16 [Férmula de Dynkin]: Sea X = {X,},., un proceso de difusion (véanse definiciones
1.2.1 y 1.2.2 ) que satisface la siguiente ecuacion diferencial estocdstica:

dX(t) = p(X(0))dt + o(X (1) du(t),

donde p(x),o(x),w(-) son el coeficiente de deriva, difusion y un movimiento Browniano regular respectiva-
mente.

Sean x € S, un tiempo de paro (Definicién 1.2.8) de forma que E[7|X,] < oo y f € C*(S). Entonces se
satisface que:

E[f(X,)|Xo = 2] = f(z) + E [ / LF(X)ds|Xy =z

donde £ es el operador infinitesimal de X (véase Definicién 1.2.5 ).

(La demostracidén de este resultado puede encontrarse en [14]).

Definicién 1.4.17 [Martingala]: Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Sea {F,} una filtracién (véase
Definicién 1.1.2 para el caso t € N). Sea {X,,, n > 1} una sucesion de variables aleatorias con espacio de
estados ) que satisfacen las siguientes condiciones:

a) X,, es medible con respecto a &,
b) X,, es integrable,

¢) Sim < ny A es cualquier conjunto contenido en &, entonces:

m>

/ X, dP = / X,,dP. (26)
A A
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Entonces diremos que {X,,, n > 1} es una martingala con respecto a {F  },en. Ahora, para el caso donde las
variables aleatorias sean reales y si reemplazamos ‘=’ por <’ o por >’ en (26), a la sucesidn de variables
aleatorias se le llamard supermartingala o submartingala, respectivamente con respecto a {F ;}en-

Lema 1.4.18 [Férmula generalizada de Itd]: Sea X(t) = (X,(t),, X () = X = (X;,-,X,) una
semi-martingala d-dimensional (es decir puede ser una submartingala o supermartingala) a tiempo continuo
que toma valores en un subconjunto abierto U C RY. Entonces para cualquier funcion doblemente diferenciable
f: U R, f(X) es una semi-martingala y

1
df(X) =D, f(X)dX; + §D¢jf(X>d[X¢anL
donde D; es la derivada de orden 1 con respecto a X; y D;; es la derivada de sequndo orden con respecto a
X; sequido de X;.

Para ser mas claros, reescribiendo la expresion anterior en su forma integral y explicitamente sumando sobre
todos los indices, tendremos que:

d 1 d
£ = fxO) + Y- [ DX, + 3 Y [ Dyr0dix X,
i=1

i,5=1

donde X (0) es el valor de la semi-martingala X a tiempo t = 0.
(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [7]).

Definicién 1.4.19 [Martingala local]: Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, F = {F,} una filtracidn,
X ={X, :t >0} cuyo espacio de estados es 2. Diremos que X es una martingala local con respecto a F si
existe una sucesion de tiempos de paro T, tales que:

i) la sucesién 7, es casi seguramente creciente: P[r, < 7] = 1.
i1) la sucesion 7y, es casi seguramente divergente: P [lim T, = oo} =1.
k—o00

iii) el 'proceso de paro’ X,* := X . es una martingala con respecto a F para todo k.
t min{¢,7,}

Teorema 1.4.20 [Desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy]|: Para cualquier p € [1,00) existen dos
constantes positivas c,,C,, tales que, para toda martingala local X tal que X, = 0 y tiempos de paro T, se

satisface la siguiente desiqualdad:
p 5
<LE|(sup|X, <C,JE X, — X, 1)? .

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [9]).

Definicién 1.4.21 [Medida de martingala]: Sea (Q,F,{F,},P) un espacio de probabilidad filtrado.
Considérese B(R") la o — dlgebra de Borel en R". Sea m(-,-) : R" x R, + R. Diremos que m es una medida
de martingala con respecto a ({F,},P) si se satisfacen las siguientes propiedades:

[N

e,k [(Z(XZ— —X“)2>

i>1

1. Para cada A € B(R"), m(A,-) es una martingala cuadrada integrable con respecto a ({F,},P)
ym(A4,0)=0.

2. Para cualesquiera A, B € B(R") tales que AN B =), tendremos que
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m(AU B,t) = m(A,t) + m(B,t) casi sequramente en probabilidad para todo t > 0.
3. Para todo t > 0,m(-,t) satisface que existe una sucesion no decreciente {E, }, e
de subconjuntos de Borel de R™ tales que UZOZI{E,L} = R" de manera que:
a) para todo t >0, sup,. [ [m(A,1)?] < oo, €, =B(E,),
b) para todo t >0, E [m(Aj,t)Q] — 0, para cualquier sucesion A; contenida en €, que

decrece a ().
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2 Capitulo II: Construccién y desarrollo de procesos de difusion
cambiante

En este capitulo desarrollaremos el concepto de procesos de difusion cambiante, desde su definicién, funcio-
nes y/u operadores asociados hasta el anélisis de propiedades y resultados fundamentales de esta clase de
procesos. En esta tltima parte se adaptan y vuelven a definir algunos conceptos que ya habian sido definidos
en la Seccién 1.2, desde la funcidn de distribucién de probabilidad del proceso (véase Definicién 1.2.3), pa-
sando por el operador infinitesimal (véase Definicién 1.2.6), siguiendo con recurrencia (véase Definicién
1.2.11), hasta la propiedad de Feller (véase Definicién 1.2.13). Ademds de los conceptos anteriormente
mencionados, en este capitulo se incluyen definiciones y resultados con respecto a la ergodicidad de un pro-
ceso de difusion cambiante. Cabe mencionar que a lo largo de este capitulo se desarrollan ejemplos teéricos y
graficos de las propiedades que satisfacen esta clase de procesos. Estos ejemplos se programaron y simularon
en el lenguaje de programacion R.

2.1 Procesos de difusién cambiante y propiedades importantes

Vamos a trabajar en un espacio de probabilidad (2, #,P) dotado de una filtracion {F,} para todo t > 0. Sea
(X(t),Y(t)) un proceso de Markov homogéneo que toma valores en S x S, donde S = (a,b) C R (usualmente
se supone que SC R":r e N)y S ={1,..,N} : N < 0o es un conjunto finito o numerable (posiblemente

No)-

Supéngase que Y(+) es un proceso estocdstico con trayectorias continuas por la derecha (en otras palabras
un proceso de saltos), el cual toma valores en Sy que posee un generador Q(z) el cual acttia sobre funciones
vectoriales f(z,-), de forma tal que:

N
Q@) f(x,)(1) = > qi;(x) f(x, )
J=1 (27)
= a;(@) (f(2,5) — f(2,4)), para cada i € S,
jes
de forma que para cada i € S se satisface que ZjeS q;;(z) = 0.

Nota: més adelante en esta seccién vamos a redefinir a Q(z), esta vez lo nombraremos matriz de intensidad
de transicion y desarrollaremos algunos resultados importantes con respecto a este generador.

Ahora, sea w(-) un movimiento Browniano regular en R" definido en el espacio de probabilidad filtrado
(Q,F,{F,},P). Supéngase la existencia de funciones b(-,-) : S xS = Ry o(-,-) : S x § — R". Entonces,
diremos que (X(t),Y(¢)) es un proceso de difusion cambiante si:

dX(t) = b(X (1), Y (£))dt + o(X (1), Y (t))dw(t),

(X(0),Y(0) = (z,0):a €S, €8, (28)

y para cualesquiera i # j € S,

PY(t+A)=4lY(t) =i, X(s),Y(s),s < t] = q;;(X(£)) A+ 0(A). (29)

Definicién 2.1.1: Las probabilidades de transicion son descritas a través de la funcidn matricial P(t;z, A),
cuyas entradas (i,7) son P[X(t) € A, Y (t) = j|X(0) = 2,Y(0) = i] dondet > 0,2 € Sy A C S es un conjunto
Borel de R.

Bajo condiciones generalizadas, se puede demostrar que el proceso puede caracterizarse a través de una familia
de procesos de difusién {X;(¢)|i € S}, donde cada proceso X;(t) tiene un tiempo finito de vida aleatorio
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de tal forma que la componente continua X (¢) se comporta como el proceso X,(¢) durante la estadia del
componente discreto Y (¢) en el estado i. La duracién de Y en ¢ coincide con el tiempo de vida asociado al
proceso X;.

Definicién 2.1.2: Para cualquier funcion vectorial Borel acotada f(x) = [f;(x)];cq se define el operador de
transicion T, f como:

T f(2) = E [fyn(XE)IX(0) = 2,Y(0) =] =

30
/Z P,;(t;x,dy) f;(y) = i-ésima componente del vector /P(t; x,dy) f(y). (30)
S jeS S
Asumimos que la familia de funciones P(t;z, A) satisface la ecuacién de Chapman-Kolmogorov:
P(s+tz,A) :/Zpih(s§x,dy)Phj(t;yaA)v (31)
S heS
o en forma matricial:
P(s-+ tio, A) = [ Plsiady)Pltiy, A) (32)
S

Considérese la Definicién 1.4.1. Ahora, supdéngase que (X (t),Y(¢)) comienza en (z,4) a tiempo ¢ = 0. Al
par anterior le asociamos un proceso de difusién X;(¢) que comienza en el punto z y un generador £, f de la
forma

(@) = 50%(@ )" (@) + bl i) (@) + Qu(x) (),

donde Q,(x) < 0y —Q,(x) representa la tasa de término del proceso X;(t) en el punto x. Q,;(z) determina el
tiempo de vida del proceso X, (-). Al momento en que el proceso X, (-) muere, la componente Y (¢) selecciona
—111j<95)
qii(7)
su término. Por ende las intensidades de transicién entre estados son afectadas por el valor al momento de
término del componente continuo.

otro estado j con probabilidad

, j # 1, donde x representa el punto del proceso X;(-) al momento de

Vamos a suponer la existencia de una funcién matricial Q(z), de tal forma que

1
}ZIL% h [P(h;2,5) — Iyun] = Q(2),

misma a la que vamos a llamar ‘matriz de intensidad de transicién de (X (t), Y (¢))". Al momento de transicién,
(X(t),Y(t)) estéd en el estado (x, j). El procedimiento del estado i se repite para el estado j. A dicho estado
le asociamos un proceso de difusion X (t) que comienza en z, el cual tiene asociado un tiempo de vida cuya
distribucién es determinada por medio de una tasa de término —@); (z). Yj(t) permanece en j por lo que dura
el tiempo de vida de X (t). Luego selecciona otro estado al momento de que X J() muere, y asi sucesivamente
(véase la Definicién 1.4.1, en este caso la diferencia entre la matriz Q y Q(x) se encuentra en el hecho de
que para la cadena de Markov no hay un cambio en cuanto a las entradas de la matriz, mientras que para el
proceso de difusién cambiante la intensidad de transicién del componente discreto Y (-) dependerd en todo
momento del estado del componente continuo X (-)).

Ahora, de regreso a la matriz de densidad de transicion P(t;z, A), para facilitar el andlisis, vamos a suponer
que cada entrada P;;(t;z,dy) posee una densidad P,;(¢;x,y) que satisface

Py(tz, A) = /A Py (t:2,y)dy. (33)
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Tenemos que para todo conjunto Borel A C S

( / Plti)dy ) ex < ex, (34)

donde ey = (1,1,...,1)T. De forma tal que la ecuacién de Chapman-Kolmogorov ahora se reescribe como:
P(s+tiz,y) = /P(S;LZ)P(t; z,y)dz. (35)
S

Al proceso (X(t),Y(t)) le asociamos un operador infinitesimal £. Para todo i € S y cualquier f(-,4) € €2,
donde €? denota a la clase de funciones cuyas derivadas parciales con respecto a la variable = hasta segundo
orden con continuas, tendremos:

£f(x,4) = tr (V2 f(z,i)a(z,q) + V (2, )b(z,9) + Q) f(x,)(i)

=5 2 anle ) Grae) + 3 nte ) T 4 () e ) (%)

donde Vf(x,i) y V2f(z,i) son el gradiente y el Hessiano de la funcién f(z,i) con respecto a x, respectiva-
mente y S C R". Ademas:

N
Q) f(z,)(i) = Z q;;(z) f (@
=1
a(r,i) = (a,(v,1)) = o(z,i)0" (z,i) € R™".
Para el caso unidimensional r = 1 se tiene que el operador infinitesimal es el siguiente:

2

£5(01) = 500 1) 7 H i) e D)3 ) + Qo) () i)

Noétese que la evolucién del componente discreto Y (-) puede y es representada a través de una integral
estocdstica con respecto a una medida de Poisson aleatoria (véase [36]). En efecto, para x € Se i # j € S,
sean A, () los intervalos reales consecutivos (con respecto a un orden lexicogrifico en S x S) cerrados por
la izquierda y abiertos por la derecha, cada uno de longitud ¢;;(x). Definimos la funcién:

N
h(z,i, 2) g ZeA (@)-
j=

Es decir, ocupando la particién {A;;(x) : 4,7 € S}, si 2 € A;(x), h(z,i,2) = Z;.Vzlj — 1, de otra forma
h(z,4,z) = 0. De esta forma (28) es equivalente a:

ay(t) = / R(X(8), Y (t-), 2)p(dt, d2),

R

donde p(dt, dz) es una medida aleatoria Poisson de intensidad dt x m(dz), Y (¢t,—) es el limite por la izquierda
del componente Y (-) al aproximar ¢ a t, por ‘abajo’, o bien ¢ 1 ¢, y m es la medida de Lebesgue en R. Cabe
resaltar que la medida aleatoria Poisson p(-,-) es independiente al movimiento Browniano w(-).

Teorema 2.1.3: Ocupando £ definido en (36) , para todo f(-,i) € C?, i € S se satisface que:
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FX(1),Y (1) = f(X(0),Y(0)) = /0 Lf(X(5),Y(s))ds + M, (t) + My(t), (37)

donde:

M, (1) = / (VF(X(5), Y (3)),0(X(5), Y ()du(s)),
My(t) = / /R [F(X(5),Y/(0) + h(X(5), Y(s), 2)) — F(X(5), Y(s))] plds, dz),
0

wu(ds,dz) = p(ds,dz) —ds x m(dz) es una medida de martingala (véase Definicién 1.4.21 ) y las funciones
M, (t), My(t) son semi-martingalas (véase Definicién 1.4.17 ).

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36], [7]).

Noétese que ocupando el anterior resultado, tendremos que:

t

Lf(X(s),Y(s))ds

ﬁ
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es una martingala local (véase Definicién 1.4.19). Si para cualquier i € S, f(z,i) € C7 (la clase de funciones
de derivadas parciales continuas y acotadas hasta segundo orden con respecto a z), o f(z,i) € C 8 (funciones
de la clase C? de soporte compacto), entonces M #(t) se convierte en martingala (véase Definicién 1.4.17).

Otra consecuencia de la férmula generalizada de It (37), (véase Lema 1.4.18 para el caso de procesos
de difusién) es que la Fdrmula de Dynkin (véase Teorema 1.4.16) se satisface, la cual se enuncia en el
siguiente teorema:

Teorema 2.1.4: Sean f(-,i) € C? para algin i € S, y 7,7y tiempos de paro acotados de forma tal que
0 <71 <7y casi seguramente. Si f(X(t),Y(t)) y Lf(X(t),Y(t)) estin acotados para cualquier t € [Ty, Ty]
con probabilidad 1, entonces:

E[f(X(7),Y ()] = E[f(X(ry),Y(m))] + E

/ ’ £f(X(s),Y(s))d51 .

1

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36], [25]).

Definicién 2.1.5: Considérese la funcion Q(z) = (g;;(z)) : R™ — RN*N_ decimos que Q satisface la
propiedad q si para cualesquiera x € R e 1,7 € S, la funcion qij(o:) es Borel medible, uniformemente acotada,
Qij(x> >0:i#jyqu(r)=— Z#j %’j(m)'

Teorema 2.1.6: Sean z € R", S = {1,-,N} y Q(x) = (g;;(x)) la funcién matricial de tamario N x N
que satisface la propiedad q. Considérese el proceso de dos componentes (X(t),Y (t)) definido al principio de
la Seccion 2.1, tal que (X(0),Y(0)) = (x,q). Supéngase que Q(-) : R — RN*N es una funcion continua y
acotada, y que las funciones b(-,-) y o(-,-) en (28) satisfacen lo siguiente:

b(z, Q)| + |o(z, )| < K(1+ |2]), € S. (38)

Supongamos, para todo entero N > 1 existe una constante positiva My, tal que para todo t € [0,T], i € S y
cualesquiera x,y € R" donde |z| V |y| < My, se satisface que:

b(x, i) = bly, i)| V |o(z,i) — o(y, )] < Mylz—yl. (39)
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Si todo lo anterior se cumple, entonces existe una solucidn tnica (X(t),Y (t)) a la ecuacion (28) con infor-
macion inicial de forma que la evolucidn del proceso de salto esté especificada por (29).

(La demostracidn de este resultado puede encontrarse en [36], [25]).

Proposicién 2.1.7: Supdngase que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1.6. Sea T > 0 fijo.
Entonces, para cualquier constante positiva v tenemos que:

E l sup |X(¢)]7(X(0),Y(0)) = (z,i)| <C < o0, (z,i) €S xS,

tel0,T]

donde la constante C' depende de x,T,~, i.e. C = C(xz,T,7).
Demostraciéon:

Paso 1

Dado que

entonces para todo p > 2:

P ’ P
) + ( / o(X(s),Y(s))dw(s) ) 1 .
0
Ocupando la desigualdad de Holder (Proposicién 1.4.4) y la condicién de crecimiento lineal (véase Defi-
nicién 1.4.10) llegamos a que:
)1’

E | sup

tel0,T]

<allip) [ Eu |1+ sw x| ds
0 0<u<s

donde 0 < Ty < Ty ¢ (T,p) es una constante positiva que depende tnicamente de T, p y la constante de
linealidad en (38). De forma andloga, debido a las desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy (véase pagina
70 de [28] y Teorema 1.4.20), de Holder (véase Proposicién 1.4.4) y la condicién de crecimiento lineal
(véase Definicién 1.4.10) tenemos que:

/ b(X(s), Y (s))ds

0

[ X(@)r <3t [ll‘l’”r (

/0 b(X(s),Y(s))ds

(X(0),Y(0)) = (x,i)]

T

/O o(X(s), Y (5))du(s)

Tl
p‘| SCQ(T’p)/ [E(ajﬂ) |:1+ sup |X(u)|p dS,
0

0<u<s

Eai l Sup

0<t<T

donde 0 < Ty < Ty ¢y(T,p) es una constante positiva que depende tnicamente de T, p y la constante de
linealidad en (38). Por lo tanto:

Eui [u sup |X<t>|P]

0<t<s

Tl
< ey el [ Fuy [1+ sup (Xl ds,
0

0<u<s
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donde c3(w,p) = 1+ 3P Y|P, v ¢y (T,p) = 3P ey (T, p) + co(T, p)|. Por lo que la desigualdad de Gronwall
(véase Proposicién 1.4.6) implica que:

E(z,) {1 T | X (t)|p] < ey(z,p)es TP < cq(z,p)ecsTPT := C(x, T, p).

Tenemos que [, ; [supogtgs |X(t)\P] < C(z,T,p). Dado que T; < T es arbitrario, se sigue que:
E | sup 1X(0F| < €T 922,
0<t<s

Paso 2

Nétese que sup_,_, | X ()" = (sup,,. [X(?)[)” para todo v > 0. Ocupando el Paso 1y la desigualdad de
Holder (Proposicién 1.4.4), se tiene que para todo 1 < p < 2,

Lm[wpxwﬂs(ﬂm[wpmwwp < C(@,T,p) < 0.

0<t<s 0<t<s

Paso 3

Finalmente, si 0 < p < 1 tendremos que:

[ X(@&)P = X OV xw <1y + X OP x@s1y <1+ X @)

Se sigue del Paso 2 que:

Ea,i) {SUD X(b‘)l”} S By [1 + sup [X(B)[P | < C(a,T,p).

0<t<s 0<t<s

Con lo cual se concluye la demostracién de la prueba.

Q.E.D.

Proposicién 2.1.8: El proceso (X (t),Y (t)) es cidlag. Es decir, las trayectorias de (X (t),Y (t)) son continuas
por la derecha y tiene limites por la izquierda.

Demostracion:

Es bien sabido que las trayectorias del componente discreto Y'(+) son continuas por la derecha y tiene limites
por la izquierda. Sélo resta probar esas propiedades para el componente continuo X (-). Sea 0 < ¢ < T, donde
T es un numero positivo fijo y considérese:

t t
X(6) = X(5) = [ BX(),Y(u)du+ [ o(X(w),Y(w)dutu).
Ocupando la Proposicién 2.1.7 llegamos a que:

E.q [1IX(8) — X(s)|*] < CJt — s/,

donde C es una constante que depende de T', la condicién inicial z, la condicién de crecimiento lineal (véase
Definicién 1.4.10) y la constante de Lipschitz (véase Definicién 1.4.11) de los coeficientes b y o. Por lo
tanto, el resultado se sigue del criterio de continuidad de Kolmogorov (véase Definicién 1.4.12).
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Q.E.D.

Para finalizar esta seccién se presentard una serie de simulaciones programadas en R para evidenciar al-
gunos patrones de comportamiento de los procesos de difusién cambiante, en este caso la visualizacién de
trayectorias.

Ejemplo 2.1.9: Sea N =3 y S =R, vamos a simular las trayectorias del proceso (X (t),Y (t)) que satisface
la ecuacion diferencial estocdstica:

{dX(t) = b(X(t),Y(t)dt + o(X(t),Y(t))dw(t) : ¢ € [0,+00), (40)

(X(0),Y(0)) =(0,1) : (X(t),Y(t) e Rx{1,2,3}.

donde

o%(x,i) = i%,b(x,i) = —ix : (2,4) € R x {1,2,3}.

Ademds, w(t) denota un movimiento Browniano estindar.

Las tres fases evolucionan de la misma manera que un conjunto de procesos de Orstein-Uhlenbeck (véase [8])
con pardmetros distintos. Los coeficientes de difusion evolucionan con respecto al nimero de la fase Y(t) y
los coeficientes de deriva dependen de manera mds intensa del nimero de la fase Y (t). Y la transicion de
las fases depende de la matriz

_ 2+a? 5+3z2 74322
1422 6(1+x2) 6(1+x2)
Q)= | 1+, 2= 143
1 1400 5 1 1 1002 400 5
4 1, £ 1 —x _ 1 _
5+ 5¢€ 5+ s€ 1—e

Generamos aproximaciones equidistantes en el intervalo de tiempo [0, 3] de tamafio dt = 2710 para el proceso
(X (1), Y (1)) en (40).
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Simulacion de un Proceso de Orstein—Uhlenbeck bivariado
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Figura 1: Trayectoria de un proceso de Markov
bivariado de tres fases.

A continuacién se muestra el cédigo ocupado para realizar la simulacién, la cual estd basada en el Método
de Euler [23] para simular un proceso estocistico. Cabe resaltar que este algoritmo se ocupa en todas las
simulaciones subsecuentes, por lo cual en los préximos ejemplos omitiremos los c6digos que se ocupan en las
simulaciones.

# BLOQUE 1
# Cargamos el paquete 'spuRs' en nuestro entorno, ya que este permitirad
# trabajar con las cadenas de Markov a tiempo continuo.
library (spuRs)
# Cargamos el paquete 'ggplot2' con el objeto de facilitar la
# graficacién de las trayectorias de los procesos.
library(ggplot2)
# Cargamos el paquete 'dplyr' para facilitar la motacién y las
# llamadas a functiones.
library(dplyr)
# Cargamos el paquete 'sde' que facilita la labor de solucionar ecuaciones
# diferenciales estocasticas.
library(sde)
# La stiguiente funcion crea la matriz de transicidén de fases y depende
# unicamente del wvalor del componente continuo X.
Q<-function(x){
ql1<=(=(2+x**2) / (1+x**2) )
q12<-((5+3*x**2) / (6+6xx**2))
q13<-((7+3*x**2) / (6+6*x**2) )
q21<-1+(x**2/400)
q22<-(-2-(x**2/100))
q23<- (1+(3*x*%2/400) )
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q931<-(1/2)+(1/2) *exp (- (x**2))
q32<-(1/2)+(1/2) *exp (- (x**2))
g33<--1-exp (- (x*%*2))
g<-matrix(c(ql1,q12,q13,921,922,923,931,932,933),

nrow = 3, ncol = 3, byrow = TRUE)
return(q)

(-

# Ocuparemos la funcién 'CMCSimulation' para gemerar la cadena de Markov Y(t)
# a tiempo continuo con matriz de intensidad Q(X(t)).

# NOTA IMPORTANTE: la funcién 'CMCSimulation' representard las fases
como 0,1,2 y mo como 1,2,3.

H*

La siguiente funcidn simula el proceso completo al general la cadena de Markowv,
y al resolver n sistemas de ecuaciones diferenciales estocdsticas,

(n representa la cantidad de cambios de fase), se unen los resultados

de cada solucidon y se grafica.

H*H H R R

SDP1<-function(X0,Y0,T){
set.seed(112)
CMY<-CMCSimulation(Q(X0),Y0,T)
I<-CMY[,1]+1
Xfin<-c()

Ind<-c()
Tempo<-c ()
for (j in 2:dim(CMY) [1]) {
if (I[j-11==1){
sigma<-expression(1)
tau<-expression(-x)
}
else if (I[j-1]1==2){
sigma<-expression(2)
tau<-expression(-2*x)
}
else {
sigma<-expression(3)
tau<-expression(-3*x)
}
# e=I[j-1]
# sigma<-expression(e)
# tau<-ezpression(-e*z)
X<-sde.sim(CMY[,2] [j-1],CMY[,2] [j],X0,delta=0.0001,drift=tau,sigma=sigma)
Xn<-as.vector (X)
Xfin<-c(Xfin,Xn[-length(Xn)])
X0<-tail (Xn,n=1)
Ind<-c(Ind,rep(I[j-1],length(Xn)-1))
Tempo<-c (Tempo,seq(CMY[,2] [j-1],CMY[,2] [j],length.out = length(Xn)-1))
}
return(list (Xfin,CMY, Ind, Tempo))
}

Notese que la trayectoria simulada del proceso se define como una funcién a trozos que siempre es continua
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para todo t > 0. A diferencia de un proceso de difusién regular este proceso puede moverse a través de N
fases distintas con distintos coeficientes de difusion y deriva en general. Las transiciones a través de las fases
y el tiempo que pasa entre cada fase depende de la posicion X (¢) y estos se obtienen a través de la matriz

Q).

En la Figura 1 puede observarse la evolucion del proceso en cada fase, al iniciar en X (0) = 0,Y(0) = 2.
Nétese que la intensidad del proceso aumenta si el valor de Y'(¢) lo hace.

Ejemplo 2.1.10: El siguiente ejemplo estd enfocado en mostrar la diferencia entre los procesos de difusion
simples y los procesos de difusion cambiante.

Sea N =2 y S =R, vamos a simular las trayectorias del proceso (X,(t),Y (t)) que satisface la ecuacion
diferencial estocastica:

(41)

{Xm(t) b(X, (£), Y (t))dt + o(X,(t),Y (£))dB(t) - t € [0,+00),
(X1(0),Y(0)) = (0,1) - (X1(6), Y (1)) € Rx {1,2}.

donde

—02x sit=1 x sit=1
b(x, i) = Colai) = . (2.4) € R x {1,2}.
(7) {0.113: dizg @0 {0.2:r dizy @Y {1.24

La transicion de las fases depende de la matriz

-5 S(m)Q 5 S($)2
Qz) = |:10((3:(§)S(1')2 18?;05(@2] )

De manera similar, simularemos las trayectorias del proceso de difusidn simple X, (t) que satisface la ecuacion
diferencial estocastica:

{d}g@) = 0.11X,(t)dt + 0.2X,(t)dB(t) : t € [0,+00), )

(X1(0),Y(0)) = (3,1) : (X1 (1), V() € Rx {1,2}.

Generemos aproximaciones equidistantes en el intervalo de tiempo [0,3] de tamafio dt = 2710 para los
procesos (X4 (t),Y(t)) vy X5(t) en (41) y (42), respectivamente.
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Figura 2.1: Trayectoria de un proceso de
Markov bivariado de dos fases (41).
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Figura 2.2: Trayectoria de un proceso de Markov (42).
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El primer grafico corresponde a la simulacién del proceso (41), las lineas discontinuas paralelas al eje y
representan el cambio de fase. El segundo grafico corresponde a la simulacién del proceso (42), debido a que
este es un proceso de difusién simple entonces no habra cambio en los coeficientes de deriva y difusién, por
obvias razones no se incluyen lineas discontinuas como en la primera grafica. Nétese que el primer proceso
presenta una oscilacién de valores mucho mayor a la del segundo proceso, es decir, mientras el componente
continuo del primer proceso alcanza valores mayores 3.3 y menores a 2.9, el componente continuo del segundo
proceso no alcanza valores mayores a 3.05 o menores a 2.97.

Ejemplo 2.1.11: En el siguiente ejemplo, el proceso tiene la particularidad de operar con coeficientes de
deriva no lineales. Sea N =2 y S =R, vamos a simular las trayectorias del proceso (X(t),Y (t)) que satisface
la ecuacion diferencial estocdstica:

(43)

{dX(t) = b(X(1),Y())dt + o(X(t),Y(£)dB(t) : t € [0,+00),
(X(0),Y(0)) = (5,1) : (X(t),Y(t) € R x {1,2}.

donde
o J—(2+sin(z)) sii=1 o Jx sii=1
i) = {—(1 T sin(e)cos(a) sii=2 T {0‘290 sizp (@DERX{L2

La transicion de las fases depende de la matriz

~ [—5cos(z)?  5cos(z)?
Qz) = 10 cos ()2 —10008(33)2]'

Generemos aproximaciones equidistantes en el intervalo de tiempo [0, 5] de tamaiio dt = 2710 para el proceso
(X(t),Y(t)) descrito en (43).

Ejemplo de una difusién cambiante con
coeficientes de difusion no lineales
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Figura 3: Trayectoria de un proceso de Markov
bivariado de dos fases y con coeficientes de deriva no lineales.
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2.2 Regularidad de un proceso de difusion cambiante

Se sigue del Teorema 2.1.6 que si los coeficientes satisfacen las condiciones de crecimiento lineal (véa-
se Definicién 1.4.10) y la condicién local de Lipschitz (véase Definicién 1.4.11), entonces la solucién
(X(t),Y(t)) a (28) estd definida para todo ¢t > 0. Ahora, supéngase que los coeficientes de deriva y de
difusién de (X (t),Y(t)) solo satisfacen la condicién local de Lipschitz (39). Definimos los tiempos de salida:

Definicién 2.2.1 Para todo n = 1,2, y (z,a) € S x S, definimos 3,, como el primer tiempo de salida del
proceso (X (t),Y (t)) de la bola abierta centrada en el origen de radio n, B(0,n) :={e € S: || < n}. Eso es:

B, = B0 = inf{t > 0+ [X=(t)] > n}, (44)

donde X% (t) representa al componente continuo X (t) del proceso (X (t),Y (1)) que inicia en (x, )

Noétese que la sucesion {3, } es mondtona y creciente, por lo que posee un limite (finito o infinito), al cual
denotaremos por ... Ademds, con el objeto de analizar el comportamiento del proceso dentro (o fuera) de
la bola B(0,n) para n arbitrariamente grande, vamos a suponer que S = R.

Definicién 2.2.2: Un proceso de Markov (X (t),Y (t)) que comienza en (X(0),Y(0)) = (x,«) es reqular si:

Boo = lim B, = oo c.s. (45)

n—0o0

De esta forma también diremos que el proceso (X*%(t),Y*%(t)) es reqular si y solo si para todo T € (0, 00),
se tiene que:

P| sup |[X*%(t)] = 00| =0. (46)
0<t<T

En otras palabras, el proceso es regular si no explota en tiempo finito.

En lo que sigue, analizaremos la regularidad del proceso cuando los coeficientes de deriva y difusién no satis-
facen la condicién de crecimiento lineal (véase Definicién 1.4.10). El siguiente resultado otorga condiciones
suficientes de regularidad, basdndonos en el crecimiento lineal local (véase Definicién 1.4.10) y la condicién
de continuidad Lipschitz (véase Definicién 1.4.11).

Teorema 2.2.3: Supdngase que para todo i € S, tanto el coeficiente de deriva b(-,1) como el de difusion o(-,1)
satisfacen las condiciones de crecimiento lineal (véase Definicién 1.4.10 ) y la condicién de Lipschitz en
cualquier conjunto abierto y acotado de R, y que también existe una funcidn no negativa V(-,-) : Rx S — RT
doblemente diferenciable con respecto a x € R para todo i € S tal que existe una v, > 0 que satisface lo
stquiente:

LV (x,i) <7y - V(z,i), para todo (z,i) € R x S,

Vpi= inf [V(z,i)], lim Vi =oo.
& \r\zlg,ies[ (@,1)], Rg%o = 00

(47)

Entonces el proceso (X(t),Y (t)) es reqular.
Demostracién:

Basta demostrar que (45) se satisface. Sup6ngase que (45) no se satisface, entonces existirian 7' > 0y ¢ > 0
tales que P, ; [Bs < T > e Por lo tanto podremos encontrar n; € N tal que:
Pis.i)[Bn < T] > €, para todo n > n;. (48)

Definase:
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S(xyiyt) = V(z,i)e 0t (z,i) R xS, yt>0.

Entonces [% + £] S(x,i,t) < 0. Gracias a la féormula de Dynkin (véase Teorema 2.1.4) tendremos que:

Ews) [V(X(B, AT),Y (B, AT))e 0B D] —V(z,i)

e l /OmT { % +£] 5<X(u>,Y(u),u)du1 <0.

x,1

Por lo que:

Vi(z,i) > E ) [VX(B, AT),Y(B, ANT))e 0BT
Nétese que 8, AT < T y que V es no negativa. Por lo tanto:
> Eip i) [VX(B), Y (Bl <r] -

Ademés, ocupando la definicién de §,, y (47), tendremos que:

V(z,i)e" > VP i [6, <T]>€eV, — 00 < n— o,

lo cual es un absurdo. Por lo tanto lim = 00 C.S. .

n%ooﬁn

Q.E.D.

Similar al resultado anterior, el siguiente teorema nos otorga condiciones suficientes que debe satisfacer el
proceso (X (t),Y(t)) para no ser regular, basdndonos en crecimiento lineal local (véase Definicién 1.4.10)
y la condicién de continuidad Lipschitz (véase Definicién 1.4.11).

Teorema 2.2.4: Supdngase que para todo i € S tanto el coeficiente de deriva b(-,i) como el coeficiente
de difusion o(-,1) satisfacen las condiciones de crecimiento lineal y la condicién de Lipschitz en cualquier
conjunto abierto y acotado de R. Supdngase también que existe una funcion no negativa y acotada V(-,-) :
R xS — R" la cual no es idénticamente cero, para todo i € S, V(x,i) es doblemente diferenciable con
respecto a x € R y existe v, > 0 tal que:

LV (x,i) > v, V(z,i), para todo (z,i) € R x S.
Entonces el proceso (X(t),Y(t)) no es regular. En particular, para todo € > 0 tenemos que:

Pfoe < r+€l(X(0),Y(0)) = (20,0)] >0,

donde (z,,!) € R x S satisfacen que V(xy,1) > 0,y:

o 1 log SUD (, jyepxs V (%51)
24! V(. 1) .

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).
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Noétese que si los coeficientes (28) satisfacen las condiciones de crecimiento lineal (38) y la condicién local de
Lipschitz (39) entonces, (como consecuencia del Teorema 2.1.6), existe una solucién tinica (X% (t), Y**(¢))
a (28) para todo t > 0. Por ende, el proceso de difusién cambiante (X (t), Y**(t)) es regular. Alterna-
tivamente, podemos ocupar el Teorema 2.2.3 para verificar lo anteriormente mencionado. De hecho, la
funcién:

V(z,i)=(Jz]* + 1) = (2® + 1)2, (z,i) ER xS,

satisface todas las condiciones del Teorema 2.2.3. Por lo cual se sigue la nota anterior.

En particular, puede verificarse que la funcién V(-,i) es doblemente diferenciable para todo i € S y que
LV (x,i) < v,V (x,i) para algin v, > 0 y para todo (x,i) € R x S. Por lo tanto, para todo ¢ > 0 tendremos
que:

V(z,i)er?
v ’

n

P8, <t[(X(0),Y(0)) = (z0,4)] <
donde V,, = (1 + n?)z. Por ende, para todo t > 0y € > 0, existe N € N tal que:

P[5, < t|(X(0),Y(0)) = (z4,7)] < ¢, para todo n > N, (49)

uniformemente para todo x contenido en cualquier conjunto compacto F C Rei € S.

Para finalizar esta seccién se presentard una serie de simulaciones programadas en R para evidenciar algunos
patrones de comportamiento de los procesos de difusién cambiante, en este caso el analisis de regularidad.

Ejemplo 2.2.5: Considérese el proceso (X (t),Y (t)) que satisface la siguiente ecuacion:

dX(t) = X(t) (Y (1) —a(Y(£)X?(t)dt + o(Y (t))dw(t)], (50)

donde w(-) es un movimiento Browniano unidimensional estindar e Y () € S = {1,2,--,n} es un proceso
de salto con generador Q(z). Claramente, los coeficientes en (50) no satisfacen la condicion de crecimiento
lineal a menos que a(i) = 0 para todo i € {1,2,--,n}. Afirmaremos que si a(i) > 0 para todo i € {1,2,-+-,n},
entonces (50) es un proceso regular. Para demostrarlo, vamos a ocupar el Teorema 2.2.3 y considérese

V(i) =22 (z,i) ER x S.

Claramente, la funcion V' es no negativa y satisface que

lim V(z,i) = co, para todo i € S.

|z|—o0

Por lo que, para aplicar el Teorema 2.2.3 basta con verificar que para todo (x,i) € R x S, existe una
constante positiva K tal que LV (z,i) < KV (x,i). Para lo cual, se tiene que

LV (z,i) =2z - 2% [b(i) — a(i)z?] + %2 ~220%(i) = (2b(i) + 02(i)) 2% — 2a(i)z* < KV (z,1),

donde K := max{2b(i) + 02(i),i € S}. Nétese que en la ecuacién anterior se ocupé que a(i) > 0 para todo
1€ {1,2,---,n}. Por lo que se sigue del Teorema 2.2.3 que el proceso (50) es regular.

Para ilustrar lo anteriormente demostrado, graficaremos una trayectoria de prueba de (50) con los siguientes
coeficientes. El proceso de salto Y(-) € S = {1,2} es generado por
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—3 —sin(z) cos(z) 3+ sin(z) cos(z)

Q) = ; ()eosta))

ademas

y con condiciones iniciales (z,7) = (3,1).

Ejemplo de Regularidad

3.0-
25-
e ' Componentes
> 1
o3 1 — X(1)
=20- !}
S20- | Y0
1
1
1
15- |
1
1
1
1
10-
!
o
=

1 1
0 <
N Lo

t
Figura 4: Proceso de Markov bivariado, dos fases y condiciones iniciales (x,y)=(3,1).

2.3 Continuidad de un proceso de difusiéon cambiante

Considérese la Definicién 1.4.2.
Procederemos enunciando una serie de resultados con respecto a la continuidad del proceso (X (t), Y (t)).

Teorema 2.3.1: Supdngase que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1.6, con la modificacion
Q(z) = Q que genera la cadena de Markov independiente al movimiento Browniano. Entonces, el proceso
Z(t) = (X(¢),Y(t)) es continuo en probabilidad y continuo en media cuadrdtica.

Demostracion:

Vamos a probar que para todo n > 0,

PlIZt+A)—Z(t)|>n — 0, siA—0,y

E[|Z(t+A)— Z(t)]?] = 0, si A — 0. (51)
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Procederemos primero estableciendo la convergencia en media cuadratica. Notese que:

ZA+A)—Z(t) = (X(t+A),Yt+A) —(X({t+A),Y())

+ (X(E+A),Y()— (X(®),Y(t)). (52)
El resto de la prueba se divide en varios pasos.
Paso 1
Ocupando (52) tenemos que:
E[Z(t+2)—Z@)P] < [E[Y(t+A) =Y (@)]? + E[[X(E+ A) — X(1)%). (53)

Por lo que para estimar la diferencia del segundo momento basta con considerar dos estimaciones marginales
por separado. Lo cual logramos en los siguientes dos pasos.

Paso 2

Aseguramos que para cualesquiera t > 0y A > 0,

E[IX(t+A)— X(1)?] < KA. (54)

Esta estimacién, de hecho, es una modificacion de los estimadores estandar para ecuaciones diferenciales
estocdsticas. Ocupa principalmente las condiciones de crecimiento lineal (véase Definicién 1.4.10) y de
Lipschitz (véase Definicién 1.4.11) de los coeficientes de deriva y difusién y la Proposicién 2.1.7.

Paso 3
Notese que para todo t > 0,

i=1
donde
X(t) = (x1(t), -, xn(t) = ([I{Y(t):l}v"'v[I{Y(t):N}) e RN, (55)
y (1,-+, N)* € RY es un vector columna. Dado que la cadena de Markov Y (¢) es independiente del movimiento

Browniano w(-) (@ es una matriz constante) entonces:

t+A
X(E+ ) — x(t) - / X(5)Qds,

es una martingala (véase [6] para mayor referencia). Se sigue que

E

t+A
x(t+A) = x(t) */ x(S)QdS] =0,
t
donde E, denota la esperanza condicionada a la o — algebra

Ty ={(X(w),Y(u)) s u <t}

Por lo tanto se sigue que:
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t+A
/ x(s)Qds| = O(A) c.s. (56)
t
donde O(A) satisface que limu_, %A) < 00.
Asi, obtendremos que:
E.[x(t+ A)] = x(t) +O(A) cs. (57)

Ocupando esta estructura, nétese que:

X(E+A) =x(t) = at+A) —xq1 (), xn(t+A) —xpn(?),

donde x;,(+) estd dado por (55). Todo esto junto con (57) implica que:

2
E, [t +2) = xi O] = B ([l armiy = dvio=n]] (58)
= [[Et [U{Y(t+A):i}] — 2y p-n By [I]{Y(t+A):i} + U{Y(t):i}” =0(A) cs.
Paso 4
Considérese que:
E[Y(t+2)=Y(®)P] = E[I[x(t+A) =x(@)] - (1, N)* ] < KE [[x(t + A) — x(1)[?]

ZN: G+ A) —x;))?]] < KA —0si A— 0.

i=1

Ocupando (58), (54) y (59), tendremos que (53) implica que:

E [|Z(t +A)— Z(t)|2] — 0 cuando A — 0.

La continuidad en media cuadrada ha sido demostrada, por lo tanto, la continuidad en probabilidad se sigue
de la desigualdad de Chebyshev (véase Proposicién 1.4.5).

Q.E.D.

Ahora extendemos el resultado anterior para el caso en que el proceso dependa de z, (es decir @) depende de

Teorema 2.3.2: Supdngase que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1.6. Entonces, el proceso
(X(t),Y(t)) es continuo en probabilidad y continuo en media cuadrdtica.

Demostracién:

Considérese la funcién h(z,a) = l,_; para cada i € S. Dado que h es independiente de x, entonces es
evidente que Lh(z,a) = Q(x)h(z,-)(a). Por ende:

t+A
E, |h(X(t+A),Y(t+A)—h(X(@),Y(t) — / Lh(X(s),Y(s))ds| =0.
Sin embargo,

41



t+A
E, lh(X(t—s—A),Y(t—i—A)) CR(X(1),Y (1) — / m(x@),y@))@} -

t

E, lh(X(t +A),Y(t+A)—h(X(@),Y(t) —

t+A N
=L, [”{Y(HA)Z} — Uy =iy —[ Z;%;-(X(S))”{y@)i}ds] .
=

Dado que Q(z) estd acotada (y ocupando un argumento similar al de (56)) llegaremos a que:

=0(A) cs. (60)

Finalmente, ocupando (60) se siguen los pasos 3y 4 de la demostracién del Teorema 2.3.1. Asf se sigue el
resultado deseado.

Q.E.D.

Ahora presentaremos un conjunto de definiciones y resultados con respecto a la propiedad de Feller de los
procesos de difusion cambiante. Esta propiedad indica que cualquier perturbacién ‘pequena’ en la informacién
inicial del proceso debe resultar en una perturbacién ‘pequenia’ en el siguiente paso del proceso (véase
Definicién 1.2.12).

Vamos a analizar bajo qué condiciones un proceso de difusién cambiante satisface la propiedad de
Feller. En este caso, la funcién a tomar en consideracién para realizar el andlisis es wu(t,x,i) =
E[f(X(¢),Y(t)](X(0),Y(0)) = (z,4)]. Tendremos que probar que wu(t,x,i) es continuo con respecto a
la informacién inicial (z,4) para todo t > 0 y que lim, g u(t,2,i) = f(x,i) para cualquier funciéon f(-,-)
medible, continua y acotada. Ocupando el hecho de que el proceso es cadlag (Proposicién 2.1.8), y que la
funcién f es continua y acotada podemos garantizar que:

limu(t, 2,1) = E[£(X(0). Y (0)|(X(0). Y (0)) = (a.)] = f(z.0).

Noétese que u(0,x,1) es autométicamente continua debido a la continuidad de f. Dado que S = {1,--, N} es
un conjunto finito, basta con probar que wu(t,z,4) es continua con respecto a x para cualquier ¢ > 0.

Lema 2.3.3: Supdngase que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1.6, con la simple modificacion de
que la condicion de Lipschitz local (véase Definicién 1.4.11 ) sea reemplazada por la condicién de Lipschitz
global. Ademds, supongase que Y () sea generado por Q(z) = Q y que Y (-) es independiente al movimiento
Browniano w(-). Entonces, para todo T > 0 fijo, tendremos que:

E| sup [X700(t) — X720(8)]?| < Clay — o], (61)
0<t<T

donde C' es una constante que depende unicamente de T, la condicion de Lipschitz global y la constante de
crecimiento local K.

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

Noétese que una consecuencia inmediata de (61) es garantizar el cumplimiento de la propiedad de Feller
para el caso de que el generador de Y (¢) sea constante Q.
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Ahora, para atacar el caso donde el generador Q(z) ya no sea constante, ademds de las condiciones del
Teorema 2.1.6, asumiremos que los coeficientes (28) estdn acotados, son continuamente diferenciables y
que satisfacen la condicién de Lipschitz global (todo con respecto a x). Es decir, asumiremos que:

(A1.5.1)

Para cualesquiera a,l € S, 4,5 = 1,-+,j, a;;(-,a) € C%,b(,a) € @an’l(-) € €' y alguna
constante K > 0, tenemos que:

b(x,0)| + |o(z, )| + |g;5(2)| < K,z € R, 3,5 €S, (62)

y para todo a,l € S'y z, 25 € R, tenemos que:

|o(21, @) = (29, @) + [b(21, @) = b(@2, )| + 40,1 (1) = Gop(22)| < Klzy — 2. (63)

Considérese el siguiente proceso auxiliar (Z%*(t), W**(t)) € R x S:

{dZ() b(Z (1), (t>) ( (1), W(1))dw(t) = (£(0), W(0)) = (z,) : @« € 5, (64)
PIW(t+A) =jW(t) <tl=A+o0(A)i # ],

donde w(t) es un movimiento Browniano estdndar unidimensional independiente a la cadena de Markov
W (t). Dicha cadena posee el siguiente generador:

—(mg —1) 1 o1 1
1 —(mg—1) - 1 1
= _mOImo + (ﬂmo’ |]m07--- ’ “mo) ’
1 1 w1 —(my—1)

donde I,,, es la matriz identidad de dimensién mg x my e l,,, ~es un vector columna de dimension m, con

componentes todas son iguales a 1.

mq

Para todo 7" > 0, definimos pz ;(-) como la medida inducida por el proceso (X®%(t),Y**(t)) y pp ()
como la medida inducida por el proceso auxiliar (Z%(t), W**(t)) (es decir, estas dos medidas pp ;(-) v
g 2(+) se definen a partir de la funcién de probabilidad de los procesos (X®(t), Y**(t)) y (Z%(t), W*(t))
respectivamente), por lo que pp 1 (+) ¥ fi7 5 () son medidas de probabilidad. Entonces (ocupando los resultados
obtenidos en [16] y [15]) pr 1 (-) es absolutamente continua con respecto a fir 5(-). Ademds, la correspondiente
derivada de Radon-Nikodyn tiene la siguiente forma:

d 1
pr(Z50 (0 Wo () = QI (Z5(), W ()

n(T)-1

T
= €(m°_1)TeXp{ —/ - qT(Tn(T))<Z(S))dS} X Ho lqr(Ti)r(Ti+l)(Z<Ti+1))exp{ —/
T, = T;

n i

. qr(Tl)(Z<S))ds}1 )
(65)

donde para todo i € S, ¢;(x) = —q;;(z) = Z#i q;;(x), 7; es una sucesién de tiempos de paro definida por:

TOZO,

y para todo i =0,1,--,
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Tipq = inf{t > 7, W(t) # W(r)},

y n(T) = max{n € N : 7, < N}. Nétese que si n(T") = 0, entonces:

pr(Z72(), We()) = exp{ - / " [9(Z(s)) —mqg +1] (Z(S))dS}-

n

Con respecto a la derivada de Radon-Nikodyn pp(Z%*(-), W**(-)), tenemos los siguientes resultados:

Lema 2.3.4: Supdngase que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1.6 y también (A1.5.1). Entonces,
para todo T > 0 y (a,a) € R X S, tenemos que:

Ellpp(Z=(), W=e(-))|] < K < cc.

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

Lema 2.3.5 Supdngase que se satisfacen las condiciones del Lema 2.3.4. Entonces, para todoT > 0,x,,24 €
R yaeS, tenemos que:

Ellpr(Z70(), W) = pr(Z72%(), W ()] < Klz) — 2,].

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

Con todos los resultados anteriores, ya podemos probar la Propiedad de Feller para los procesos de difusion
cambiante.

Teorema 2.3.6 Sea (X®(t), Y®(t)) la solucion del sistema dado por (28)-(29), con (X(0),Y(0)) = (z, ).
Supongase que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1.6. Entonces para cualquier funcion continua
y acotada g(-,-) : R x S = R, la funcion u(z,a) = E, o) [9(X(#),Y ()] = E[g(X™(),Y™(t))] es continua
con respecto a T.

Demostracién:

La prueba de este teorema consiste en dos pasos. El primer paso corresponde al caso donde suponemos que
se satisface (A1.5.1). El caso general se trabaja en el segundo paso.

Paso 1

Suponemos que se satisface (A1.5.1). Entonces para una t > 0 fija, tendremos que:

Elg (X=(t), Y=(8)] = Elg (Z72(t), W(8)) p, (272 (), W ()] -

Sea {x,,} una sucesién de puntos que converge a x. Entonces el Lema 2.3.3 implica que:

E [|Zrn’°‘(t) — ZI’a(t)ﬂ — 0 cuando n — oo.

Por lo que existe una subsucesién {y,, } de {z,,} tal que:

ZYn%(t) — Z®%(t) c.s. cuando n — oo.

En virtud del Lema 2.3.5:

E[|lp,(ZY(-), We(:)) — p(Z%%(-), W*(-))]] = 0 cuando n — oc.
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Por lo que existe una subsucesién {z,} de {y,, } tal que:

(25 (), W(+)) = pp(Z5%(-), W?(-)) c.s. cuando n — oo.

Dado que g estd acotada y es continua, se sigue del Lema 2.3.4 y del Teorema de convergencia dominada
(véase Teorema 1.4.15) que:

ul, ) = E[g(X70(6), Y72 (1)) = E[g(Z7 (1), WO (1))p,(Z7(), ()]
= [lim g(Z50 (1), W (0)p(Z5(), ()] = lim E[g(X= (1), Y=(1))] = Tim u(y,, ).

n—oo n—oo

Por lo tanto, toda sucesion {z,} que converge a = posee una subsucesiéon {z,} tal que u(z,a) <
lim inf,_,  u(z,,a). Puede demostrarse que el conjunto {z € R : u(x,«) > S} es abierto para todo f real y
cualquier a € S. Esto es, u(+, o) es semi-continua por abajo para todo a € S.

Aplicando el anterior argumento a —u(z, a) = E[—g(X®*(¢), Y**(t))], tendremos que:

u(z, ) > limsup u(z,, @),

n—0o0

por lo que u(+, «) es semi-continua por arriba para todo a € S. Por lo tanto, u(z, ) es continua con respecto
a .

Paso 2

Fije t > 0. Sea N cualquier entero positivo, definimos el proceso N —truncado XV (t) de forma que XV (t) =
X (t) hasta el primer tiempo de salida de la N — bola B(0,N) = {z € R : |z| < N}. Asociado al proceso
N — truncado X™(t) construiremos un operador auxiliar como sigue. Para N = 1,2,---, sea ¢V(r) una
funcién de la clase C*° de rango [0, 1] que satisface:

i <N
N(g) = , siz| <N,
o7 (@) {O, sifz| > N+ 1.

Ahora para j,k=1,--,ny (z,7) € R x S, definimos:

a’;\lfc(‘ra Z) = ajk<x7i)¢N(x>7
b (1) == b;(x, i)™ (x).

Para toda v(-,i) € C2,i € S, definimos el operador £~ como

1< 0?
LN P(a,i) = 3 ; 0% (1) 5 ‘aka(:v,z)
J,k=1 J
n n (66)
+ 3V (i) (1) + Y gy (@), ).
J=1 J j=1

Denotaremos por [Pf\z’@ a la medida de probabilidad asociada al problema de martingalas cuyo operador es

N

N : oV ;
L con coeficientes ajk(x,z) (i

N(. y .
;07 (2,1) y ¢;5(x), también denotaremos por E

Entonces, ocupando el Paso 1 podemos concluir que (X™(t),Y(t)) es Feller.

) @ su correspondiente media.

Tal y como se define en (44), sea Sy el primer tiempo de salida de la bola B(0, N). Entonces en virtud del

resultado de unicidad fuerte en [34], las probabilidades Py [Pf\; ) coinciden hasta el momento en el que
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el componente continuo del proceso alcanza la frontera |z| = N. Por lo tanto se sigue que para toda funcién
acotada y Borel-medible f(-,-) : R x S — R, tenemos que:

Eoyiy [SX@), Y (0)gne] = BN [FX(W0), Y (0))5,5] - (67)
(Alternativamente, uno puede obtener (67) al demostrar que el problema de martingala con operador £ tiene

solucién tnica en el sentido débil, véase Lema 7.18 de [35]).

Fijando (2, ) € R x S, en virtud de (49) y (67), se sigue que para todo t > 0 y € > 0, existe N € N
suficientemente grande y una vecindad acotada N(x,) de zq (N(zy) = {z : [t —zy| < N}) tal que para todo
(z,i) € N(zy) x S, tenemos que:

B [9(X (1), Y (0)] = EY ;) [9(X (), Y(D)] | = [Eqp) [9(X @)Y ()5, <] —EN ) [9(X(#), Y ()5, <]
< 19lloo [Praiy [Ba < 1+ PR B, < 1] = 2llglloe [1 = Payiy [8, > #]] <

)

N

(68)

donde || - || es la norma del supremo.

oo

Ahora sea {z,} C N(x,) cualquier sucesién que converge a z, entonces se sigue de (68) y del Paso I que
para N suficientemente grande,

[E[g(X (1), Yoo (2))] — Bg(XTo(2), Y7o (8))]
< |E[g(Xm(t), YT (t))] — EN[g(X = (1), Yo (1))
+[EN[g(XPme (8), Yoo ()] — EN [g(X 702 (1), Y7o (1))
+[EN[g(X 7o (t), Yoo (t))] — Elg(X 702 (), Yoo (1) )]
< €+ [EN[g(X 7w (1), Y (1))] — E[g(X 7o (8), Yo (1) )|

— e+0=ce.

n—oo

Con lo cual hemos demostrado que si n — oo

u(z,, ) = Elg(XTna(t), Yoo (t))]
— Elg(XT02(t), Yoo (1))] = u(zo, a)

tal y como se deseaba.

Q.E.D.

Corolario 2.3.7 Supdngase que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.3.6. Entonces, el proceso
(X(t),Y(t)) satisface la propiedad fuerte de Markov.

Demostracion:

Este resultado se sigue directamente del Teorema 2.24 y Lema 2.4 de [17] y del Teorema 2.3.6.

Q.E.D.

Proposicién 2.3.8: Bajo las condiciones del Teorema 2.2.3, la ecuacion (28) junto con (29) tiene una
solucién unica casi seqguramente.

Demostracion:

En virtud del Teorema 2.2.3 el proceso (X(t),Y(t)) es regular y
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Definimos el proceso N — truncado X% (¢) como en el Paso 2 de la demostracién del Teorema 2.3.6. En
virtud del Teorema 2.1.6, la condicién de crecimiento lineal local (véase Definicién 1.4.10) y la condicién
de Lipschitz (véase Definicién 1.4.11), XV (¢) es la tinica solucién de (28)-(29) para todo t < By. La

regularidad implica que X% (¢) es una solucién de (28)-(29) para todo ¢ > 0. Dado que XV (t) coincide con
X (¢t) para todo t < By,

P| sup |[XN(t)—X(#)|>0|=0.

0<t<Bn

Ocupando (69) y haciendo N — oo, se sigue el resultado deseado.

Q.E.D.

Por otro lado, también nos es posible realizar un analisis con respecto a la propiedad fuerte de Feller para
procesos de difusién cambiante (véase Definicién 1.2.13).

Supoéngase validas las siguientes condiciones por el resto de la seccién.

(A1.5.2)

Para todo ae i € S, los coeficientes bj(ac7 1), ajk(x, 1) ¥ ¢;o(x) son Holder continuos con exponente
v:0 <~ <1 (véase Definicién 1.4.3).

(A1.5.3)

La funcién matricial Q(z) es irreducible para todo x € R" (es decir, que el proceso Y (-) cuya
matriz de intensidad de transicién es Q(x) satisface que todos los estados S = {1,-+, N} son
alcanzables desde cualquier estado i € S).

(A1.5.4)

Para todo i € S,a(z,1)

= [ajk(w,i)] es simétrica y satisface (para alguna constante positiva
k € R y para todo z € R"):

(a(z,i)e, €) > rkle|?, para todo e € R. (70)

Recuérdese que r = 1 para el caso S = (a,b) C R, por lo que para este caso se reescribe como:

(a(z,i) - €) - (€) > k|e|?, para todo € € R, (71)

de manera que a(x,i) € R, de forma que la condicién de simetria de a(z,4) es innecesaria.
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Lema 2.3.9: Supdngase que f(-,i) € Cy(R) (la clase de funciones continuas y acotadas sobre R) tal que
i € S. Siparatodoi€ S la funcion u(-,-,i) € C**(RxR) (la clase de funciones cuyas derivadas con respecto
at son continuas y sus derivadas parciales con respecto a x hasta el sequndo orden son continuas) es acotada
y satisface:

u_ ¢ ) €Rx S.
{615 U, t>0,(x,i)) ERxS (72)

u(0,z,1) = f(z,1), (v,i) €RxS.

Entonces u(w,t,i) = E, ;) [f(X(2),Y(?))].
(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).
Considérese la Definicién 1.2.13 sobre la propiedad fuerte de Feller.

Lema 2.3.10 Supdngase que, ademds de satisfacerse las condiciones (A1.5.2)-(A1.5.4), se satisface que
para todo 1,1 € S y j, k = 1 los coeficientes ajk($7i),bj(m,i) y q;(x) estdn acotados. Entonces, el proceso
(X(t),Y(t)) satisface la propiedad fuerte de Feller.

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

Lema 2.3.11: Supdngase que el proceso (X(t),Y(t)) satisface propiedad fuerte de Feller. Denotaremos
U:=DxJ CRxS, donde D es un subconjunto no vacio abierto de R. Entonces para todo t > 0 y para
toda funcion f(-,-) acotada, real Borel medible en U las funciones

P
G

T,1
T,1

) = [E(ac,z) [U{Tu>t}f(X(t)7Y(t>)] )
) = [E(r,z) [f(X(t A Tu)? Y(t A Tu))] )

son continuas en U, donde T, es el primer tiempo de salida de U.
(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).
Con todos los resultados previos, presentamos el resultado principal de esta seccién:

Teorema 2.3.12 Supdngase que se satisfacen las condiciones (A1.5.2)-(A1.5.4). Entonces el proceso
(X(t),Y(t)) satisface la propiedad fuerte de Feller.

Demostracién:

Tal como en la prueba del Teorema 2.3.6, denotaremos por [va ;) @ la medida de probabilidad para la cual

x7

el problema de martingalas [véase 32] tiene un operador £V definido en (66) y denotaremos por B asu

T,1)
correspondiente media. Entonces el Lema 2.3.10 implica que IPf\; B satisface la condicion fuerte de Feller.
Tal como en (44), sea B el primer tiempo de salida de la bola B(0, N) = {x € R : |2| < N}. Entonces,
tal y como se argumenta en la prueba del Teorema 2.3.6, para cualquier funcién acotada y Borel medible

f,)ERX Sy (z,i) €R xS tenemos que:

Eo) [FXW0, Y )5, ] = EN ) [F(X @)Y ()05, 5] -

Se sigue que:

Eei [FXE),Y ()5 ] — EN ) [F(X@®),Y ()5 ]

Eipy [FX0.YO)5 ] —EY ) [FCX0, Y015 2]

n>

< 2| flloo [1 = PX 18, > 1]]

/Q FXW,Y ()5 < [Pray () — P (dw)]

(73)
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donde |||« €s la norma del supremo. Fijando (x,7) € Rx S, debido a que el proceso (X (¢),Y (t)) es regular,
por (45), By — oo c.s. P, ;) cuando N — oo (es decir, By — oo casi seguramente en probabilidad cuando
X(0) ==z, e Y(0) =i). Por lo tanto para cualquier € > 0, podemos escoger algin N suficientemente grande
de forma que:

€

- 74
7 74)

1= [Pgo,i)[ﬂN >tl=1-Pq, By >t <

Ademas, ocupando el Lema 2.3.11, la funcién z +— [PN [5 > t] es continua. Por ende existe §; > 0 tal
que si |z — x4] < d; entonces:

€
1— [Pé\;o,i) By >t < 1Py ,[Bn >t + ‘”D@O,i) By > 1] = P [By > 1] < GG (75)
Notese que también en virtud del Lema 2.3.10, existe una d, > 0 tal que:
[EX 5 LX), Y (0)] = B, o) [F(X(0), Y ()] < 5 cnando |o — 2| < . (76)

Finalmente, se sigue de (73)-(76) que si |x — x4| < ¢, donde § = min{d;, d5}, tendremos que:

o) [FX(E, Y (6)] — Eqgy
< [E ) LFOX(), Y(£)] —
t |Eqy o X, Y ()] —EX. | [F(X
IEN X0, Y ()] -

gy Lf (X( ), Y (1))

Con lo cual se concluye la prueba del teorema.

Q.E.D.

Teorema 2.3.13 Supdngase que se satisfacen las condiciones (A1.5.2)-(A1.5.4). Sea U :=DxJ CRx S,
donde D es un subconjunto no vacio abierto de R con una frontera lo suficientemente suave. Entonces el

proceso (X (- AT,),Y(- A1,)) satisface la propiedad fuerte de Feller, donde T, es el primer tiempo de salida
de U.

Demostracién:

Una ligera modificacién al argumento estdndar en el Teorema 13.5 de [14] es suficiente para demostrar este
resultado.

Q.E.D.
Definicién 2.3.14 Sea U := D x J C R x S, donde D es un subconjunto no vacio de R. Una funcion Borel

medible v : U — R es L-armonica en U si u estd acotada en subconjuntos compactos de U y si para todo
(x,1) € U y cualquier V.= Dy x Jy donde Dy C D es una vecindad de x e i € J, C J tenemos que:

w(z, i) = By [u(X(my), Y ()],

donde T, representa el primer tiempo de salida del proceso (X(t),Y (t)) de V.

Noétese que si el proceso (X(t),Y (t)) satisface la propiedad fuerte de Feller, entonces cualquier funcién
L-arménica con respecto a (X(t),Y(¢)) es continua.
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Proposicién 2.3.15 Supdngase que se satisfacen las condiciones (A1.5.2)-(A1.5.4). Entonces cualquier
funcion L£-armdnica con respecto a (X (¢t),Y (t)) es continua en U.

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

Un problema para el proceso de difusién cambiante esta bien definido si existe una solucién tinica al problema
de valores iniciales y la solucién depende de forma continua de las condiciones iniciales. La dependencia
continua en la informacién inicial puede obtenerse ocupando la propiedad de Feller al escoger la funcién u(-)
adecuadamente. En el subsecuente desarrollo también ocuparemos la dependencia suave en la informacién
inicial, lo cual es mas dificil de obtener.

Un vector 8 = (B4,--, 5,,) de entradas enteras no negativas es un multi-indice, donde

y definimos D? como:

o o8
Di=os= 5 5"
oz L - Dy
Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 2.3.16 Sea (X™(t),Y™*(t)) la solucion al sistema dado por (28) y (29). Supdngase que las
condiciones del Teorema 2.1.6 se satisfacen para todo i € S, b(-,i) y o(-,i) tienen derivadas parciales
continuas con respecto a la variable x hasta el sequndo orden y que:

[D2b(a,i)| + | Do (e, )| < (1~ |af), (77)
donde K y~y son constantes positivas y 8 es un multi-indice con |B| < 2. Entonces X®(t) es conlinuamente
diferenciable en media cuadrada con respecto a x.

Los siguientes resultados seran la base de la demostracién del Teorema 2.3.16.

Definicion 2.3.17 Sea A #+ 0, denotemos por T = x + A. Tal y como se trabaja en el Lema 2.3.3, sea
(X(t),Y(t)) el proceso de difusion cambiante que satisface (28) y (29) con condiciones iniciales (z, ) y
(X(t),Y(t)) el proceso que comienza en (&, ), es decir (X(0),Y(0)) = (z,a) y (X(0),Y(0)) = (&, ).

Fijamos T >0 y sea 0 <t <T. Definimos:

ZA(t) — ZI’A’O‘(t) _ X/(t);X(t) (78)
Por lo tanto:
ZAt) =14 ¢2(t) + %/ [b(X(1),Y (1) —b(X(t),Y(t)] ds
. 0 (79)
+X / [0 (X(1),Y () — o (X(2),Y ()] du(s),
donde
6O (1) = % /0 b (K00, 7(0)) b (K00, V(1)) ] ds + 5 [ o (R(1), () — o (X(t),Y(1))] duls). (80)
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Lema 2.3.18: Bajo las condiciones del Teorema 2.3.16,

2
lim E A | =o.
e | g oo <o

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

Proposicién 2.3.19: Bajo las condiciones del Lema 2.3.3, exceptuando que a Q(z) se le permita ser
x — dependiente, la conclusion del Lema 2.3.3 sigue siendo vdlida.

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).
Se sigue de inmediato el siguiente resultado:

Corolario 2.3.20: Bajo las condiciones del Teorema 2.3.16, X*%(t) es continua en media cuadrada con
respecto a x.

Demostracién del Teorema 2.3.16:

Ocupando el Lema 2.3.18 y Proposicién 2.3.19, procederemos a probar el Teorema 2.3.16. Dado que
b(-,j) es doblemente diferenciable y continua con respecto a x, podemos escribir:

/[< V() = b (X(s),Y(5))] ds
//[ (”“(Y(s)—X(s)),Y(s))}duds
l + 0 (X(s) - X(S)),Y(s))dv] ZA(s)ds,

-

donde Z2(s) esta definido en la Definicién 2.3.17 y b,(-) denota a la derivada parcial de b(-) con respecto
az, (e b, = a%b)' Se sigue de la Proposicién 2.3.19 que para todo s € [0, 7],

X(s)— X(s) — 0,

en probabilidad si A — 0. Lo cual implica que:

/0 b, (X(s)+v(X(s) = X(s)),Y(s)) dv = b,(X(5), Y (s)), (81)
en probabilidad si A — 0. De manera similar tenemos que:
7/ Y(s)) =0 (X(s),Y(s))] du(s)
/O [ / X(s)+v (X(s) = X(s)),Y(s)) dv | Z2(s)du(s),

/ 00 (X(5) 40 (X(s) = X(5)), Y (5)) dv > 0, (X(s), Y (5)), (82)
en probabilidad si A — 0. Sea ((t) := (*(t) la solucién de:
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=1+ / b,(X(s), Y (5))C(s)ds + / 04(X(5), Y (5))C()du(s). (83)

donde b, y o,, denotan a las derivadas parciales de b y o con respecto a x, respectivamente. Entonces (79),(82)
y el Teorema 5.5.2 de [17] implican que:

E [|ZA(t) - g(t)ﬂ — 0 cuando A — 0, (84)

y C(t) = ¢®*(t) es continua en media cuadrada con respecto a . Por lo tanto %X (t) existe en el sentido de
media cuadrada y 6% (t) = C(¥).

. 2 . . . .
De manera anédloga, puede demostrarse que %X () existe en el sentido de media cuadrada y es continua
en media cuadrada con respecto a x. La demostracién de este teorema ha sido finalizada.

Q.E.D.

Corolario 2.3.21: Bajo las condiciones del Teorema 2.3.16, las derivadas en media cuadrada 8%Xg”’o‘(t)
J

92 . . . .
Y 92,00, X®(t) para j, k= 1,--,n son continuas en media cuadrada con respecto a t.

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

2.4 Recurrencia

En esta seccién se analizaran ciertas propiedades que satisface el proceso (X (t),Y(t)) que satisface (28) y
(29) con respecto a la recurrencia.

Nota: en este caso supondremos que el componente continuo del proceso, es decir X (t), es r-dimensional,
en otras palabras X(t) € R™ : r > 1. A diferencia de (28) y (29) donde X (¢) € S C R.

Para realizar dicho anélisis se ocupard el operador £ definido en (36). Durante esta seccién se supondrd en
todo momento que los coeficientes o(-,4) y b(-,) satisfacen la condicién local de Lipschitz y la condicién de
crecimiento local lineal para cada i € Sy que Q(-) estd acotado y es continuo. Tal y como se prueba en el
Teorema 2.1.6, el sistema (28)-(29) posee solucién tnica, a la cual denotaremos por (X**(t), Y *(¢)).

Para estudiar la recurrencia de (X(t),Y(t)), asumimos que se satisface la siguiente condicién (A1.5.5) por
lo que resta de la seccion:

(A1.5.5)

El operador £ satisface las siguientes condiciones. Para todo i € S, a(z,i) = [a;,(z,7)] es una
matriz simétrica y satisface:

Ky le|? < €*a(x,i)e < kytle|?, para todo e € R”, (85)

para alguna constante x; € (0,1] para todo x € R". Q(+) : R” — RV*Y es una funcién matricial
continua y acotada. Ademés Q(z) es irreducible para todo x € R".

Ahora, procederemos a definir los conceptos de recurrencia, recurrencia positiva y recurrencia nula. [Nota:
méas adelante volveremos a definir los conceptos de recurrencia, recurrencia positiva y recurrencia nula, la
diferencia estd en que la siguiente definicién estard en términos de las ecuaciones diferenciales asociadas a
algunos operadores del proceso.
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Definicién 2.4.1 Para cualesquiera D CR",J C S yU =D x J CR" x S denotaremos:

Ty =1inf{t > 0: (X(t),Y(¢¥)) ¢ U},

oy = inf{t > 0: (X(1),Y (1)) € U}. 0

\end{equation}

En particular, siU = D x S es un ‘cilindro’, es decir D x S = {(v,7) : |v|ly < €,i € J|e > 0}, tendremos que:

7y =inf{t > 0: X(t) ¢ D}

oy ==1inf{t > 0: X(¢t) € D}. (87)

Definimos la recurrencia y recurrencia positiva de la siguiente manera:

e Recurrencia y Transitividad. Para U = D x J C R" x S, donde D es un conjunto abierto con cerradura
compacta, sea:

op® =inf{t > 0: (X7(t), Y™(t)) € U}.

El proceso regular (X*(-),Y*%(-)) es recurrente con respecto a U si P[o;* < oo] = 1 para
todo (z,a) € D x S. De otra forma, diremos que el proceso es transitivo.

e Recurrencia Positiva y Recurrencia Nula. Un proceso recurrente con tiempo medio de recurrencia finito
para algin U = D x J C R" x S, donde D es un conjunto abierto con cerradura compacta es recurrente
positivo con respecto a U. De otra forma, diremos que el proceso es recurrente nulo con respecto a U.

Mostraremos algunos resultados necesarios para proceder. El siguiente teorema nos asegura que bajo las
condiciones (A1.5.5), el proceso (X (t),Y(t)) saldrd de cualquier ‘cilindro’ acotado con tiempo medio finito.

Teorema 2.4.2: Sea D C R un conjunto abierto no vacio con cerradura compacta D. Sea Ty, := inf{t >0 :
X(t) ¢ D}. Entonces:

.5 [Tp] < 00, para todo (z,i) € D x S. (88)

Demostracién:

Primero, nétese que por la condicién (85) tendremos que:
ki < aqy(z,i) < k7!, para todo (z,i) € D x S. (89)
Para cada i € S, considérese:

W(z,i) =k — (z, + B)°,

donde las constantes k,c (con ¢ > 2) y [ serdn determinadas después, ademds x; = ez es la primera
componente de z donde e; = [1,0, -+, 0]*. Calculando directamente tendremos que:

LW (1) = —elay + ) [by i)y + B) + S5 Loy (o)

Ajustando
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c=2< sup Ibl(x7i)($1+ﬁ)+1> + 1L

(x,i)eDxS
Entonces se sigue de (89) que

c—1 . . c—1 .
Ta11<x,l)+b1<$>1)(9ﬁ1+5)2 ky— sup |by(z,i)(z; + B)] > 1.

(@,i)€DxS

Mientras que, dado que € D C D donde D es compacto, podremos escoger § tal que 1 < x, + 3 < M
para todo z € D, donde M es una constante positiva. Por lo tanto (z; + 8)2 > 172 = 1. Finalmente
seleccionamos k suficientemente grande de forma que W(x,i) = k — (z; + 3)¢ > 0 para todo (z,i) € D x S.
Por lo tanto W(z,4),i € S son funciones de Liapunov que satisfacen:

LW (x,i) < —c, para todo (z,i) € D x S. (90)

Sea Tp(t) =t A Tp :=min(¢, 7). Se sigue de la férmula de Dynkin (véase Teorema 1.4.16) y de (90) que:

Tp(t)
Eei) W (X(7p (1), Y(7p(t))) — W(x,i)] = E(, 5 l/o AW(X(u),Y (u))du| < —cE, 3[7p(t)].

Dado que W (-, ) es no-negativa, se tiene que:

E e [ro(8)] < W (a,0). (91)
Debido a que
Eoolmo(t)] = Euy [TDI]TDSt] + Bz [t”TD»] .
tendremos, gracias a (91), que
1 .
tPealp >t < EW(x,z).
Haciendo t — oo, tendremos que

Pzl =00l =P, 5lmp < o0 = 1.

Esto implica que 71 (t) — 7 casi seguramente (c.s) P, ;) cuando t — oo. Ahora, al aplicar el Lema de Fatou
(véase Lema 1.4.14), si t — oo tendremos que:

1 ;
[E(x,i) [TD] < EW(x’Z) < 00,

tal como se deseaba.

Q.E.D.

Lema 2.4.3: Para todo U = D x J CR" x S, donde D C R" un dominio no vacio, las funciones:
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f(@,0) =Pl <ol y g(x,i) = E, 5 [9(X (1), Y (70))]

son L-armonicas en U, donde ¢ es cualquier funcién acotada y Borel medible en 0D x S.
Demostracién:

Fijando (z,4) € U. Considérese cualquier V = DxJcCU tal que x € Dc DeieJcCJ.Entonces se sigue
de la propiedad fuerte de Markov que

F@,8) = Eg iy [Yry<oo)) = Bt {[E(w,i) [F— lfﬁv]
= Ei) [Extrv ) [Uryoet] | = B U (X)), Y (7))

Con lo cual se prueba que f es £ —armoénica en U. Con un argumento muy similar al anterior se prueba que
g es £ —armonica en U.

Q.E.D.

Lema 2.4.4: Supdngase (A1.5.5). SeaU=DxJCR" xSy f:U— R, donde DCR" es un dominio no
vacio. Entonces:

Lf(x,1) =0 para todo (z,i) € U, (92)

sty solo si [ es L—armdnica en U. Ademds, supdngase que 0D es suficientemente suave, D es compacto y
que ¢(-,1) es una funcion continua arbitraria en dD para todo i € S. Entonces:

u(z,i) ==y 5 [9(X(70), Y (7p))] (93)

es la inica solucidn de la ecuacidn diferencial (92) con condiciones de frontera:

lim  u(x,i) = ¢(xy,4) para todo (zy,i) € D x S. (94)

T—xo,r€ED

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).
Ocupando un argumento similar al de la prueba del Lema 2.4.4 es que se demuestra el siguiente resultado:

Lema 2.4.5: Sea U = D x S CR" x S, donde D C R" es un subconjunto no vacio, abierto con cerradura
compacta. Supéngase que g(-,i) € Cy(D) y f(-,) : D x S — R. Entonces f es solucion del problema de
frontera:

Lf(x,i) =—g(z,4), (z,i)€DxS,
f(x,i) =0, (z,i) € D x S

sty solo si:

f(z,i) =, , [/TU g(X(t),Y(t))dt|, para todo (x,i) € D x S.
0

Por medio de Lema 2.4.3 y Lema 2.4.4 es que procederemos a probar que si el proceso (X(t),Y(t)) es
recurrente (o recurrente positivo) con respecto a algin ‘cilindro’ D x S C R” x S, entonces es recurrente (o
recurrente positivo) con respecto a cualquier ‘cilindro’ E x S C R" x S, donde D es un dominio no vacio en
R™ con cerradura compacta.
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Lema 2.4.6: Sea D un dominio no vacio en R" con cerradura compacta. Supongase que

Pz, [0p < ool =1 para todo (z,i) € D x S. (95)

Entonces, para todo conjunto abierto no vacio E C R" tenemos que:

Pz, [0 < oc] =1 para todo (z,i) € B¢ x S.
(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).
Lema 2.4.7: Sea D un dominio no vacio en R" con cerradura compacta. Supongase que
(s [op] < oo para todo (z,i) € D x S. (96)

Entonces, para todo conjunto abierto no vacio £ C R” tenemos que:

) [0g] < oo para todo (7,i) € E° x S.

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

El siguiente lema muestra que si el proceso (X(t),Y(t)) alcanza el ‘cilindro’ D x S en tiempo finito casi

seguramente P, ;), entonces visitara el conjunto D x {l} en tiempo finito casi seguramente P (s, para todo
les.

Lema 2.4.8: Sea D un dominio no vacio en R" con cerradura compacta. Supongase que
P2,y [0p < oo] =1 para todo (,i) € D¢ x (97)

Entonces tenemos que:

[P(w,i) [gDX{l} < oo] =1 paratodol € S. (98)

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).

Ocupando el Lema 2.4.8 es que se puede demostrar que si el proceso (X (t),Y (¢)) es recurrente positivo con
respecto a un ‘cilindro’ D x S, entonces es recurrente positivo con respecto al conjunto D x {I} C R" x S.

Lema 2.4.9: Sea D un dominio no vacio en R" con cerradura compacta. Supongase que
(s, [op] < oo para todo (z,i) € D x S. (99)

Entonces, para todo (x,1) € R" x S tenemos que:

) [UDX{I}] < oo para todo l € S. (100)

(La demostracion de este resultado puede encontrarse en [36]).
Resumiremos los anteriores lemas en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.10: Supdngase que se satisface (A1.5.5). Entonces se satisfacen los siguientes resultados:

o FEl proceso (X(t),Y(t)) es recurrente (o recurrente positivo) con respecto a D x S si y solo si es
recurrente (o recurrente positivo) con respecto a D x {l}, donde D € R" es un conjunto abierto no vacio
con cerradura compacta yl € S.
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o Siel proceso (X (t),Y(t)) es recurrente (o recurrente positivo) con respecto a U = D x S, donde D € R"
es un conjunto abierto no vacio con cerradura compacta, entonces es recurrente (o recurrente positivo)
con respecto a cualquier U = D x S, donde D C R" es un conjunto abierto no vacio.

Noétese que:

e La recurrencia es una propiedad independiente de la regién escogida; por lo tanto, el proceso
(X(t),Y(t)) con generador £ asociado que satisface (A1.5.5) se le llama recurrente si es recurrente
con respecto a algtin U = D X {l} donde D € R” es un conjunto abierto no vacio y I € S; de otra
forma le llamaremos transitivo.

» Por ende, llamamos al proceso (X (t), Y (t)) positivo recurrente si es positivo recurrente con respecto
a algin dominio acotado U = D x {I} C R" x S; de otra forma le llamaremos nulo recurrente.

Para poder estudiar la recurrencia del proceso (X(t),Y(t)), primero analizaremos el siguiente criterio basado
en la existencia de ciertas funciones de Liapunov.

Teorema 2.4.11: Suponga la ezistencia de un conjunto abierto no vacio D C R" bajo el cual existe V (-,-) :
D¢ x S — R" que satisface:

V,:= inf V(x,i), lim V, = oo,
|z|>n,ieS n—o0 (101)
LV (z,i) <0, para todo (z,i) € D° x S.

Entonces el proceso (X (t),Y(t)) es recurrente.
Demostracién:

Sea (z,a) € D¢ x S fijo. Definimos:

op=o0p" ==inf{t > 0: X*(t) € D},

og)(t) i=0op AtAB,,

donde B,, = inf{t > 0: | X" (t)] > n} como se definié en (44). Entonces se sigue de la férmula de Dynkin
(véase Teorema 1.4.16) que:

- a5 (1)
E[V (X (o5 ®).Y (5 ®)) = Viz,a)] =E UO LV (X (u),Y(u))du| <0.
Por ende,

E[V(X(ap'®).Y (c5'1))] < V(x,a).

Noétese que si t — 0o, 0p At A S, = op A B, cs. Porlo que el lema de Fatou (véase Lema 1.4.14) implica
que:

EV (X (opAB),Y (p AB))] < V(x,a).

Por lo cual se tiene que
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V(z,a) = E[V (X (op AB,), Y (o A B = E[V(X(B).Y (8.) s, copy] = VP B, < o).

Se sigue de (101) que si n — oo,

Viz, )

I}D[ﬁn < UD] S

~

Noétese que:

Plop = o0] <P[B, <op].
Por lo tanto Plop < oo] = 1, tal y como se deseaba.

Q.E.D.

Construir una funciéon de Liapunov por lo general es muy dificil. El siguiente teorema muestra una forma
menos complicada de demostrar la recurrencia del proceso (X(t),Y (t)).

Teorema 2.4.12: Al menos una de las siguientes condiciones satisfechas implica que el proceso (X(t),Y (t))
es recurrente.

(i) Emisten constantesy > 0 yc¢; € R dondei € S tal que para todo (x,i) € {c € R" : |¢| > 1} xS,

x*b(xz,i)  tr(a(z,i)) x*a(z, i)
) < 102
|z[2 +(r—2) 2|x\4 T ke, qu ¢; <0, (102)

donde k es una constante suficientemente grande de forma que k —yc; > 0 para todo i € S.

(ii) Existe una constante positiva vy y matrices definidas positivas P, para i € S tales que para
(,i) €{c €R":]c| =1} x S,

r*Pb(z,i)  tr(o*(z,i)Po(x,i)) lo* (2,1)Pa]? & |x*P z|?
i i 2 il <0. 103
z*Px N 2z* Py +r-2) |z* P;x|? 2 |o*Pa|? (103)
Demostracion:

Para todo i € S, definase la funciéon de Liapunov:
Viz,i) = (k—e)lz]".
Entonces un célculo directo nos muestra que para todo x # 0, tendremos que

VV(w,i) = (k= ye,)yle[ 2,
V2V (x,i) = (k—ye,)y [z 721 + (v — 2)|z["*aa*] .

Por lo tanto se sigue que:
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x*b(x,i)  tr(a(z,i)) x*a(x,i)x 1 N
—(y—2 _ (e |
EEA Uk R T e DL

Jj=1

LV (z,1) = (kb — e[z

Por lo tanto el Teorema 2.4.11 implica la conclusién deseada de la condicién (i).

Para probar el caso de la condicién (ii) se ocupa un argumento similar al del caso de la condicién (i) al
considerar:

x
2

W(z,i) = (x*P,z)? para todo (z,7) € {z € R": |z| > 1} x S,
y verificando que

=2

VW (x,i) = v (z*Px) * Pz,
-2 -4
VAW (a,i) = 7 (2" Pa) ® P4y —2) (o Pa) * PaaP,
Q.ED.

Lema 2.4.13: Si existe algin (zy,l) € R™ x S tal que para cualquier € > 0,

o [(X(t,), Y (t,)) € B(xg,€) x {l}, para alguna sucesién ¢,, 1 oo] = 1, (104)

entonces para cualquier U := D x {j} C R" x S, donde D es un dominio acotado y no vacio, j € S, tenemos
que:

|P<.’I)0,l) [O'U < OO] =1.

En particular, si (104) es cierto para cualquier (x,i) € R" xS, entonces el proceso (X (t),Y (t)) es recurrente.
Demostracién:

Basta con considerar dos casos: cuando zy ¢ Dy cuando z, € D con j # [. En el primer caso puede adaptarse
la prueba del Lema 2.4.6 de forma que se demuestre que P, [cp < 0o = 1]. Entonces, en virtud del Lema
2.4.8, sesigue que P(, ;) [JDX{]-} < 0o = 1]. El segundo caso se sigue de una ligera modificacién del argumento
ocupado en la prueba del Lema 2.4.8.

Q.E.D.

Lema 2.4.14: Si el proceso (X(t),Y (t)) es recurrente, entonces para cualquier (z,i) € R" x S ye > 0
tenemos que:

Pipi [(X(t,), Y (t,)) € B(x,¢€) x {i}, para alguna sucesién ¢, 1 oo] = 1. (105)

Demostracion:

Denotemos B = B(x,¢€), B; = B(x,5), y By = B(x,2¢). Definase una sucesiéon de tiempos de paro por:

my o= nf{t > 0: X() ¢ By}

y para todon =1,2, -,
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Mo = inf{t > my,_1 : (X(2),Y (1)) € By x {i}};
Napt1 = Inf{t >y, X(t) & By}

Nétese que el proceso (X (t),Y (t)) es recurrente, en particular, es recurrente con respecto a By x {i}. Esto,
junto con el Teorema 2.4.2, implica que 7,, < oo c.s. en P, ;). Por lo tanto se sigue (105).

Q.E.D.

Al combinar los Lema 2.4.13 y Lema 2.4.14 se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.4.15: El proceso (X(t),Y(t)) es recurrente si y solo si todo punto (x,1) € R" X S es recurrente
en el sentido de que para todo € > 0,

Pray [(X(t,), Y (t,)) € B(x,¢€) x {i}, para alguna sucesién ¢, 1 oo] = 1.

El Teorema 2.4.15 nos permite ajustar otro criterio para la recurrencia en términos del tiempo de estadia.
Para lograrlo, para todo U := D x J C R" x S y cualquier A > 0, definimos:

Ry\(,4,U) == E, ;) {/ e M (X(1),Y(t))dt] . (106)
0
En particular, Ry(z,i,U) denota al tiempo medio de estadia del proceso (X%(t), Y*(t)) en el dominio U.
Proposicién 2.4.16: Supdngase (A1.5.5). Si para algin punto (x4,1) € R" X S y cualquier p > 0,
R0<I07Z7B(‘T07p> x {l}) = o0, (107)

entonces (zy,1) es un punto recurrente, es decir, para todo p > 0:

P oy [(X(t,), Y (t,)) € B(xg,€) x {l}, para alguna sucesién ¢,, T oo] = 1. (108)

En particular, si (107) es vdlido para cualquier (z,i) € R" x S, entonces el proceso (X(t),Y (t)) es recurrente.
Demostracién:

En vista del Teorema 2.4.15, basta con demostrar la primera afirmaciéon. Dendtese por B = B(xzg, p) y a
U = B x {l}. Definase para toda T > 0 y cualquier 0 < € < p la sucesién de tiempos de paro (, := 0, para
todon > 1,

G 1= nf{t >,y + T+ (X();Y (1)) € By, €) x {1}}.

(Se ocupa la convencién inf {(}} = oo). En virtud de la propiedad fuerte de Markov, tenemos que

z€B(zq,€)

sup P, (¢, < ool < ( sup P, (G < OO}) : (109)
z€B(zq,€)

Por lo que

00 Cni1
Ry(20,1,U) = Z[E(xo,l) [”{(n<m}/ Iy (X(2),Y(2))dt
e

n=0

n

] |

o G
= ZO[E@O,U [”{cnm}[E<X<<n>,Y<<n>> l /O Iy (X (1), Y (t))dt
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Noétese que

Se sigue de (109) que

n=0 n=0 \TEB(zg,¢€)

n
Ry(z0,1,U) < TZ Pag,ty [Gn < 00] < TZ ( sup - P, [G < 00]) :
Dado que Ry(x,l,U) = oo, se tiene que

sup P oL . <oo|l= sup Py pl¢ <oo] =1,
z€B(zq,€) ($7l>[ B(zg,e)x{l} ] wEB(zg,€) (z,1) 151

donde og(%’e)x{l} =1inf{t > T : (X(t),Y(t)) € B(xgy,€) x {I}}. Dado que B(z,,€) C B,

P [Ug(mo,e)x{l} < OO] < Pl [JEX{Z} < OO] ’

Y SUP,c g o Pla [ng{l} < oo] = 1. Finalmente, dado que (X(¢),Y(t)) satisface la propiedad fuerte de
Feller, se obtiene que si hacemos € — 0, entonces:

UD(IJ) [ng{l} < oo] =1,

para todo T > 0. Por lo que se sigue (108). Con lo cual se concluye la prueba de la proposicion.

Q.E.D.

Primero aclararemos que si el proceso (X (t),Y (t)) es transitivo, entonces la norma del componente continuo
| X (t)| — oo casi seguramente si ¢ — oo y viceversa. Luego brindaremos un par de criterios de transitividad
en términos del tiempo medio de estadia y de las funciones de Liapunov, respectivamente. Si los coeficientes
o(x,1) y b(x,i) para todo i € S son linealizables en z, entonces obtenemos condiciones para la transitividad
faciles de verificar.

Teorema 2.4.17: El proceso (X(t),Y (t)) es transitivo si y solo si:

lim |X ()| = oo cs. en P, ;) para todo (z,i) € R" x S.

t—o0

Demostraciéon:

La prueba de este resultado se sigue del argumento ocupado por Bhattacharya en [5]:
Suficiencia

Basta con ocupar un argumento por contradiccion.

Necesidad

Supéngase que el proceso (X (t),Y(t)) es transitivo. Fijando (z,a) € R” x S, sea p € R lo suficientemente
grande de forma que p > 1V |z|. El proceso (X (t),Y(t)) es transitivo, por lo que es transitivo con respecto
al ‘cilindro’ B(0, p) x S. Por lo que existe algin (y,,j,) € (R™ — B(0, p)) x S tal que

P (yo-do) ["B<o,p> < OO] <L (110)
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Supéngase que |yo| = ry > p. Por lo que, en virtud de Lema 2.4.3, la funcién (y, j) = P, ; [UB@,M < oo]
es £ — arménica. Por lo que se sigue del principio del méximo (véase Lema 1.4.13 y [18]) v de (110) que

sup_ IP(y,]) [UB(O,p) < OO] =0 < 1. (111)
ly|=rg,j€S

Entonces ocupando un argumento estdndar (véase Teorema 3.2 de [5]), puede probarse que
P oo [hgglﬂx(m >p— 1} -1
Dado que lo anterior se satisface para todo p > 0,

P [|X ()] = 00 cuando t — oo] = 1,

tal como se tenia deseado.

Q.E.D.

Enunciamos un criterio de transitividad bajo ciertas condiciones.

Proposicién 2.4.18: Supdngase que se satisfacen las siguientes condiciones:
e Parai=1,2,--,N, los coeficientes b(-,1),0(-,i) y Q(-) son Holder continuos con exponente 0 < vy <1
(véase Definicién 1.4.3 ).

o Q(z) es irreducible para todo x € R" (es decir, que el proceso Y (-) cuya matriz de intensidad de
transicion es Q(x) satisface que todos los estados S = {1,---, N} son alcanzables desde cualquier estado
ieS).

e Para todoi € S,a(x,i) = o(x,i)c'(z,i) es una matriz simétrica y para alguna constante k € R, y para
todo x € R” satisface:
{a(z,i)e,€) > Ke|?, para todo € € R", (112)

Si existe un conjunto U := D x J C R" x S que contiene el punto (zy,1), donde D es un conjunto abierto no
vacio y acotado tal que Ry(xy,1,U) < 0o (106), entonces el proceso (X (t),Y (t)) es transitivo.

Demostracién:

En virtud del Teorema 2.4.15, basta con demostrar que el punto (z,,[) es transitivo en el sentido de que
existe €5 > 0 y un tiempo finito T, > 0 tal que

[P(wo,l)[(X(t),Y(t)) ¢ B(x,,¢€p) x {I}, para todo t > T] = 1. (113)

Claramente Ry(zo,l,U) = E, [fooo [IU(X(t),Y(t))dt] > 0. Por lo que existe un #; > 0 tal que

E 2y [/0 1 HU(X(t)7Y(t>)dt1 > 0.

Debido a que el proceso (X(t),Y(t)) satisface la propiedad fuerte de Feller en virtud del Teorema 2.3.12,
se concluye que existe una vecindad E C D de z, tal que
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inf E,. l / " I]U(X(t),Y(t))dtl > 0.

yeE o

Sea
0 := inf Ry(z,l,U) > 0. (114)
TeEE
Para cada T > 0, definase

Spqy = nf{t > T (X(1),Y (1)) € E x {I}}. (115)

Se sigue de la propiedad fuerte de Markov que

Ry(o LU) > Ey ) [ /T uU<X<t>,Y<t>>dt]

= {”{agxmm}Ro (X (0Fx) Y (0Fcn) U)}

; T
> inf Ro(z,1,U)P,, 0Ty < 9] -

Por lo que se sigue de (114) y de (115) que

oo

1
Pragi [7hety <] < §En | [ 1lx 0. 0)a1]

Para todo € > 0, en vista de la suposicién Ry(zy,l,U) < oo, podemos escoger algin i) > 0 tal que

Eizy /V Iy (X (t),Y(t))dtl < O,
TO
y asi
T,
P o) {Uon{z} < 00} < €.
Es decir
Th_r)glo IP(mo,l) [ng{z} < oo] = [P(IoJ) [ng{l} < o0, para todo T > 0] =0.

Por lo que existe un T, > 0 tal que

T
Plagi) [JEOX n= oo] > 0. (116)

Por lo que se sigue (113).

Q.E.D.

Noétese que se sigue de la Proposicién 2.4.13 y de la Proposicién 2.4.15 que el proceso (X(¢),Y(t)) es
recurrente si y solo si para todo (z,i) € R" x S y p > 0 tenemos que:
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Ry(z,i, B(z, p) x {i}) = 0.

Ahora, obtendremos una condicién suficiente para transitividad en términos de la existencia de una funcién
de Liapunov.

Teorema 2.4.19: Supdngase que existe un dominio no vacio y acotado D C R" y una funcion V(-,-) :
D° x S — R que satisface:

sup V(z,i) <0,
(x,i)€dDxS

LV (z,i) > 0 para todo (x,7) € D x S,

sup  V(z,i) < M < oo,
(z,i)eDexS

V(y,1) > 0 para algtin (y,l) € D¢ x S.

(117)

Entonces el proceso (X (t),Y(t)) es transitivo o es no regular.
Demostracién:

Asumiendo que el proceso (X(t),Y(t)) es regular, se necesita probar que este es transitivo. Fijando (y,1) €

D¢ x S tal que V(y,l) > 0, definimos los tiempos de paro o, = a%l, = Bn’l v B, Nop At como en

la prueba del Teorema 2.4.11, con n > (n, V |y|), donde ny es un entero tal que D C {z : |z| < ny} y
Byt = inf{t : | X¥L(t)| = n}. En virtud de la férmula de Dynkin y de (117) se tiene que:

EV(X(B, Aop At),Y (B, Aop At)) =V (y,1)]

BpNopAt
=L [/0 LV (X(u),Y (u))du| > 0.

Por lo tanto se sigue de (117) que:
V<y’ l) <L [V (X(UD>7 Y<UD)) H{UDSﬂn/\t}] + L [V <X(ﬁn A t)7 Y(ﬁn A t)) H{UD>[37L/\t}]

Sea A, i={we Q:o0p(w)> B, At}. Entonces:

V(y,1)

P[4, ] > %

, para todo n > n.

Noétese que 8, < B, implica que A4, ,; C A,. Esto, combinado con la regularidad, implica que:

o0

ﬂ A, = lim A, ={op >t}
n=n, n—00
Por lo tanto:
Vi(y,1l)
P t| > .
[op >1t] > Vi

Finalmente, haciendo t — oo tendremos que:
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Por lo tanto el proceso (X (t),Y (t)) es transitivo.

Q.E.D.

Para continuar, nos enfocaremos en sistemas linealizables (en el componente continuo). Ademaés de la con-
dicién (A1.5.5), asumimos que la siguiente condicién se satisface:

(A1.5.6)

Para todo i € S, existen b(i),0,(i) € R™",j = 1,2,-,d y Q = [q;;] generador de una cadena de
Markov a tiempo continuo Y (£) tal que si |z| — oo,

”(”;’li) =) 7 + o),
ole,i) . 1 (118)

|LE| - (Ul(l)xvoé(l)x?"'70d(z)x)m +O(1)v

Q(x) = Q +o(1),

donde o(1) — 0 si |z| — oo. Ademas, Y (t) es irreducible con distribucién estacionaria denotada
por m = (7T177T27 77TN) € IRIXN'

Teorema 2.4.20: Supdngase que se satisfacen (A1.5.5) y (A1.5.6). Si para todo i € S se cumple que:

d d
)‘min (b(l) + b*(Z) + Zo—j( ) ! Z max + 0 ( ))]2 > O? (119)
J=1

donde X (+) Y Mpas(c) SO0 las funciones de valor propio minimo y de valor propio mdzimo de una matriz
respectivamente, entonces el proceso (X (t),Y (t)) es transitivo.

Demostracién:

Sea D = {x € R" : |z| < k}, donde k es un nimero positivo lo suficientemente grande. Considérese W (x, i) =
kP —|z|?, (z,i) € D® x S, donde B > 0 es una constante lo suficientemente pequefia. Entonces tenemos que
W (z,i) = 0 para todo (z,i) € 0D x Sy k? > W(z,4) > 0 para todo (z,i) € D x S. Por lo que se satisfacen
las condiciones (117). De igual forma tenemos que:

VW (z,i) = —B|z|" 2z
VW (z,i) = —B [|=]®~ 2] + (B —2)|z|P Az

Se sigue de (118) que para todo (z,i) € D¢ x S se tiene que:

“b(i)x d ([ x*ok(i)o,(i)x x*a*ixQ
LW (x,1) =—B|ac|'8{x|bx(|2) —|—;Z<](|x)|2]<)+(ﬂ—2) (|]m(4))> —l—o(l)}. (120)
Noétese que:
bije 1 <nrai@ioyie @ (00 +b0) + S, 0()e,6)) @
|x\2 52 |a:|2 - 2lzf?

=1 (121)
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Mientras que, para cualquier matriz simétrica A con valores propios reales A\; > Ay > --- > A, ocupando
la transformacién = Uy donde U es una matriz real ortogonal que satisface U*AU = diag(A;, Ay, -, A,,)
(véase Teorema 8.11 de [20]) tendremos que:

2" Az| = (A7 + Ay +  + Ay ] < Apax (Ay* = palal®. (122)

Por lo tanto se sigue de (120)-(122) que para todo (z,i) € D° x S,

d
LW (i) > ;mw{xmm (b(i) +b* (i) + j:zlaj ) %Z i )+ 0;(d ))]2+0(1)+O([3)} > 0.

En el dltimo paso se ocup6 el hecho de que § > 0 y la condicién (119).

Por ende la segunda ecuacién (117) del Teorema 2.4.19 es valida. Por lo tanto el Teorema 2.4.19 implica
que el proceso (X(t),Y(t)) no es recurrente.

Q.E.D.

Teorema 2.4.21: Una condicion necesaria y suficiente para la recurrencia positiva con respecto al dominio
U=Dx{l} CR" xS es:

Para todo i € S, existe una funcion no negativa V(-,1) : D¢ — R tal que V(-,7) es continua y doblemente
diferenciable y que:

LV (2,i) = —1, (x,i) € D° x S. (123)

Sea u(w,i) = E(, ;[op]. Entonces u(z,i) es la menor solucion positiva de:

£u(m’,z):—l, (x,%)GD xS, (124)
u(z,i) =0, (x,i) € 0D x S.

Demostracién:
Paso 1

Probar que el proceso Z(t) = (X(¢), Y (t)) es positivo recurrente si existe una funcién no negativa V (-, -) que
satisface las condiciones del teorema. Seleccionamos n, como un entero positivo lo suficentemente grande
de forma que D C {|z| < ny}. Fijando (x,i) € D® x S, para cualesquiera t > 0 y n € N donde n > ny,
definimos:

0'<Dn)(t) =op ANtAB,,

donde B, = inf{t : |[X™(t)| > n} es definido como en (44) y o, es el primer tiempo de entrada de X(t) a
D, es decir, o = inf{t : X(t) € D}. Por lo que la férmula de Dynkin y la ecuacién (123) implican que:

o [0 (0510). (05/0) - vies)

l/‘) X(s),Y(s))ds| = —E,; [Ug)(t)] -
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Noétese que la funcién V' es no negativa, por lo que E, ;) [Ug) (t)] < V(x,14). Mientras que, dado que el proceso

Z(t) = (X(t),Y(t)) es regular, se sigue que Ug>(t) — op(t) c.s. cuando n — oo, donde o (t) = op A t. En

virtud del lema de Fatou (véase Lema 1.4.14), se tiene que:

B iy lop(®)] < Vi, i). (125)

El argumento que aparece después de la ecuacién (91) en la prueba del Teorema 2.4.2 implica que
Eqzilop(t)] < V(x,i) < oo. Por lo que el Lema 2.4.9 implica que E, ; [oy] = E, [UDX{Z}] < 00.
Dado que (x,i) € D¢ x S es arbitrario, se concluye que Z(t) es positivo recurrente con respecto a U.

Paso 2

Demostrar que u(x,i) := E, ; [0p] es la solucién mas pequena posible a (124). Para lograrlo, sea n, tal y

.z . n
como se defini6 previamente. Para n > n, sea 053>

sucede que o'<Dn) < agH). Por lo que la regularidad del proceso Z(t) implica que cuando n — oo,

= op A B,,. Claramente, tenemos que para todo n > n,

Lz [Ug)] — Eu lopl- (126)

Nétese que el Paso 1 implica que E, ; [cp] < oo. Por otro lado, el Lema 2.4.5 implica que la funcién

u,, (z,1) = B, 4 [a%ﬂ es una solucién al problema de condiciones fronterizas:

Lu, (z,1) = —1,

b ) = 07
u,, (z,1) . (127)
U, (x,1) =0,i€8S.

|z|=n

Por lo que la funcién v, (z,4) := u,, 4 (2, 1) —u,(z, i) es £L—armoénica dentro del dominio (D N {|z|] < n})xS.
Como O'<Dn) < U(D"H), se sigue que £, ; [ag)] <Eu,, [J(D"m], por ende v, (z,3) > 0. Ademds, (126) implica

que

u(x,i) = u, (x,i) + > vy(,i). (128)

k=ng

Ocupando la desigualdad de Harnack para sistemas de ecuaciones £ — elipticas (véase Proposicién 1.4.7
[33], [3] ¥ [10]) puede demostrarse al ocupar una ligera modificacién de los argumentos usuales ([19], pp. 21-
22) que la suma de una serie convergente de funciones £ — armonicas es también una funcién £ — armonica.
Con lo cual se concluye que u(z,i) es doblemente diferenciable y satisface la ecuacién (124). Para verificar
que u(x,?) es la solucién positiva més pequena de (124), sea w(x,¢) cualquier solucién positiva de (124).

Nétese que u,,(z,7) = £, ; [a%ﬂ satisface las condiciones de frontera:

:O’
xedD

u,, (z,1)

=0,71€8.

|z|=n

u,, (z,1)

Entonces las funciones u,, (z,1)—w(x,1),i € S son L—armdnicas y satisfacen w(x, i) = u, (z,7) para todo (x,7) €
0D x Sy w(z,i) > u,(x,i) para todo (x,i) € {|Jx| =n} x S. Por lo tanto se sigue del principio del maximo
para sistemas de ecuaciones £ — elipticas [29] que w,,(z,i) < w(z,i) en (D° N {|z| < n}) x S para todo
n > ny. Haciendo n — oo, obtendremos que u(z, i) < w(z,4), como es deseado.

Paso 3
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Demostrar que existe una funcién no negativa V que satisface las condiciones del teorema si el proceso
Z(t) = (X(t),Y(t)) es positivo recurrente con respecto al dominio U = D x {l}. Entonces E, ; [op] < oo
para todo (x,i) € D¢ x Sy, en consecuencia, la ecuacién (128) y la desigualdad de Harnack para sistemas de
ecuaciones £ — elipticas (véase Proposicién 1.4.7), implican que la sucesién mondtona, acotada y creciente
u,,(xz,7) converge de manera uniforme en cualquier subconjunto compacto de D¢ x S. Ademds, su limite
u(z, ) satisface la ecuacion Lu(x,i) = —1 para todo ¢ € S. Por lo tanto la funcién V' (x, i) := u(x, i) satisface
la ecuacién (123). Con lo cual se concluye la prueba.

Q.E.D.

Teorema 2.4.22: Una condicion necesaria y suficiente para la recurrencia positiva con respecto al dominio
U=Dx{l} CR" xS es que para todo i € S, existe una funcién no negativa V(-,i) : D° — R tal que V (-, 17)
es continua y doblemente diferenciable y existe una constante v > 0,

LV (z,i) < —v, para todo (z,i) € D x S. (129)

Demostracion

Necesidad

Esta parte se sigue directamente de la necesidad en el Teorema 2.4.21 con v = 1.
Suficiencia

Supoéngase que existe una funciéon no negativa V' que satisface las condiciones del teorema. Definase el tiempo
de parada O'(g><t) =op At A B, como en la prueba del Teorema 2.4.21. Por lo que la férmula de Dynkin y

la ecuacién (129) implican que para todo (x,i) € D¢ x S se tiene que:
o [V (X (65'®) .Y (65'®)) = V(x,i)]

o (t)
=Ey [ / LV(X(5),Y(s))ds | < —vEq, [05' (1]

Entonces, gracias a la no negatividad de la funciéon V, tenemos que E, ; [ag)(t)] < @ Por otro lado,

la regularidad del proceso Z(t) = (X(¢),Y(t)) implica que a(g) (t) — op(t) c.s. cuando n — oo, donde
op(t) = op At. Por lo que el Lema de Fatou (véase Lema 1.4.14) implica que £, ; [op(?)] < @
Ademds, de la prueba del Teorema 2.4.21, se tiene que o (t) — o c.s. cuando ¢ — oco. Por lo tanto se

tiene que

V(x,i)
Eqpilop] < 5

al aplicar el Lema de Fatou nuevamente. Entonces el Lema 2.4.9 implica que E, ; [oy] = Bz [UDX{l}] <
oo. Dado que (z,i) € D¢ x S es arbitrario, podemos concluir que Z(t) es positivo recurrente con respecto a
U. Con lo cual se concluye la prueba de este teorema.

Q.E.D.

Noétese que los criterios de recurrencia positiva permiten establecer las trayectorias de los procesos. Sup6n-
gase que (X (t),Y(t)) es positivo recurrente y que las funciones de Liapunov V' (z,4) (donde i € S) estan dadas
por el Teorema 2.4.20, al igual que el conjunto D. Sea D, un conjunto abierto, acotado y de cerradura
compacta que satisface D C D, sea 7; del primer tiempo de salida de (X (t),Y(t)) del conjunto D, x S; es
decir, 7 = min{t > 0: X(¢) ¢ D,}. Definimos oy = min{t > 7 : X(t) € Dy}. Obtendremos lo siguiente:
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Pl sup {V(X(@),Y(®)}>~]| < [E[V(X(Tl)7Y(T1>], para vy > 0,
T <t<oy v (130)

o 7] < EVIX(). ()]
—_ /y 3

donde v estd determinada en el Teorema 2.4.20. La idea puede continuarse de la siguiente forma para
k > 1. Definimos:

Tk}+1 == min{t > O ¢ X(t) ¢ .Do}7

O'k+1 = mln{t > Tk+1 : X(t) S DO}

Entonces podemos obtener las estimaciones de E[oy,, ; — 73], que nos da la diferencia esperada del (k+1) —
ésimo tiempo de retorno y tiempo de salida.

Ahora, con el siguiente teorema procederemos a estudiar la recurrencia positiva de sistemas linealizables (en
el componente continuo) tal y como se describe en la condicién (A1.5.6).

Teorema 2.4.23: Suponga que se satisfacen (A1.5.5) y (A1.5.6). Si

N

d
> T A s (b(i) AOEDY aj(i)a;(i)) <0, (131)
J=1

i=1

entonces el proceso (X(t),Y (t)) es positivo recurrente.
Demostracién:

Para facilitar la notacién, definase el vector columna

n= [Nl?ﬂQv"'vﬂN]* € RN?

donde

Sea

1 & ‘
Bi= == =3 D Tihma (b(i) +b* (i) + Zaj(i)o;f(i)> -

Nétese que (131) implica que 8 > 0. Dado que

m(p+pl) =mp+p-711=—-B+3=0,

donde 1 = [1,1,-,1]%, la condicién (A1.5.6) implica que la ecuacion:

Qc = p+ B1,
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tiene una solucién ¢ = [y, ¢y, -+, cy]* € RY, donde @ = [g;;] es el generador de la cadena de Markov a tiempo

continuo Y (¢) que se menciona en (A1.5.6). Por lo tanto:

N
Hi — Zng‘cj =—p,i€S. (132)
j=1
Para cada i € S, considérese la funciéon de Liapunov

Viw,i) = (1 =),

donde 0 < v < 1 es lo suficientemente pequeiio tal que 1 —~vy¢; > 0 para cada i € S. Se sigue de inmediato
que para cada ¢ € S,V(-,4) es continua, no negativa y posee segundas derivadas parciales con respecto a x
en cualquier vecindad hueca de 0 (es decir, una vecindad de 0 que no contiene a 0). Haciendo los célculos
precisos, se tiene que para todo z # 0

VV (x,i) = (1 —ye;)ylz) e,
V2V (2,1) = (1 —yep)y [z 720 + (v — 2) |z~ *aa™] .

Por otro lado, se sigue de (118) que

alw,i) _ ola,i)o* (@) _ zd: {(’WW‘W} +o(1),

|z[?

de forma que o(1) — 0 cuando || — co. Por lo tanto se tiene que

d
LV (z,i) = %(1 —"/Ci>z<$*0’ (0)|x]72To;(i)x + 2*0 (i) (v —2)x|”4xx*aj(i)x)
J=1
(1= eleP by + ol|a) — 3 gy (@)lal (e, — e
i#j

d [ x*o(x, )0 (x, i)z x*o(i)x)? x*b(i)x c;i—¢

(1 —yelapd B30 (ETE OB () FOGODT | O oy o

22\ e B 2T

donde o(1) — 0 cuando |z| — co. Nétese que

*b(1)x N x,1)o(x,i)x d
x|[;(|2) +;Z{ “(@,i)o(x, i) } < %)\max <b(i)+b*(i);g§(i)%(@')> = u,. (134)

Ahora, ocupando (A1.5.6)

al c;(c: — ¢ N
Z q;(x = Z 4;5(x)e; + Z Qij(x)MV = Z gijcj + O(v) +o(1), (135)

i “G 5= G

donde % estd acotado y o(1) — 1 cuando |z] — ooy v — 0. Por lo tanto se sigue de (133)-(135) que
cuando || > R donde R es lo suficientemente grande y 0 < v < 1 lo suficientemente pequerio, se tiene que
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LX(x,1) < (1 —~e)|z]Y | 1 unc + O(7) + o(1)
Ademés, en virtud de (132), se tiene que

LV (x,i) < y(1—=7¢)|z[" (=B + O(7) +o(1)) < =K <0,

para todo (x,i) € R" x S donde |z| > r, donde K es una constante positiva. Por lo tanto se concluye del
Teorema 2.4.22 que el proceso (X(t),Y(t)) es positivo recurrente.

Q.E.D.

El resultado anterior posee el siguiente caso particular (véase [36]).

Corolario 2.4.24: Supdngase que el componente continuo X (t) es unidimensional y que si |x| — oo,

b(f;’f) = bigyr +o(L),
) (136)
U(xxf) %ilyy oW

para algunas constantes b;,0,,i € S. Si

7Y

wb—ﬂr :EN: Z(b—><0 (137)

i=

de forma que ™ = [y, ,7my] € RPN

es positivo recurrente.

es como en la condicion (A1.5.6), entonces de proceso (X (t),Y(t))

La siguiente es una condicién suficiente para la recurrencia no positiva.

Teorema 2.4.25: Supdngase que existe un dominio no vacio y acotado D tal que existen funciones V (x,1)
y W(x,i) definidas en D° x S que satisfacen:

(a) V(x,i) > 0 para todo (z,i) € D x S, y para alguna constante positiva k,
0 < LV (z,i) < k para todo (z,i) € D° x S;
(b) W(z,4) <0 para todo (x,i) € D x S, y
LW (xz,i) > 0 para todo (x,i) € D¢ x S;
(c) Para alguna sucesién creciente de dominios acotados D C E,, con bordes I’
inf, yer, «s{V(z,4)}
SUP, jer, «s1W (2, 1)}

=R, — 00 sin — oo.

Si existe algin (x,o) € D x S que satisface W(x,a) > 0, entonces el proceso (X(t),Y (t)) no es positivo
recurrente. Eso es, que E[op] = oo para todo (z,«) € D¢ x S tal que W(z,«) > 0, donde:

op=o0p" =inf{t >0: X*(t) € D}.

Demostracion:

Considérese la funcién V' — R, W definida en (D°N E,,) x S. Entonces se sigue de las condiciones (a), (b) y
(c) que
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LV — R, W)(z,i) <k,

(V=R W)(i)| >0,
zedD

(V—RJm@Jﬂ > 0.
xel

n

Fijando cualquier (x,a) € D° x S que satisface W(x,«) > 0, entonces se sigue que Plop A S5, < o0] =1
para todo n > (ny V |y|), donde ng es un entero lo suficientemente grande tal que D C {z € R" : |z| < ng} y
B,, tal y como se define en (44).

Por lo que la férmula de Dynkin implica que
E[(V = R,W)(X(op AB,),Y(epAB,) = (V—=R,W)(x, )] <kE[op A S,].

Es decir,

Elop A Bl = —

Por lo tanto, se sigue de la condicién (c¢) que E[op A B,] — o0, cuando n — oo. Por otro lado, ndtese que
op = op A B,. Se tiene que E [op] = co. Por lo tanto, el proceso (X (t),Y(t)) no es positivo recurrente en
virtud del Teorema 2.4.10.

Q.E.D.

Por otro lado, la recurrencia nula es mas complicada. Para simplificar el asunto, vamos a suponer que el
componente continuo del proceso se compone de una difusién sin coeficiente de deriva.

Teorema 2.4.26: Considérese un proceso de difusion cambiante de variable real, eso es:

dX () = o(X(1), Y (£))duwl(t), (138)
PlY(t+ A)=4Y () =i, X(s),Y(s),s<t] = qij(X(t))A +o(A).

St para algunas constantes 0 < B <1,k; >0, y ky > 0,

02(x,i) < ky|z|*P, para todo (x,i) € {x € R, |z| > ky} x S, (139)

entonces el proceso (X(t),Y (t)) definido en (138) es recurrente nulo.
Demostracion:

De hecho, gracias al Teorema 2.4.10, basta con probar que el proceso es recurrente nulo con respecto a
D x {l}, donde D = (—ky,ky) y 1 € S. Para todo i € S, la funcién de Liapunov

N Nl si >0,
W%”_{MWMMD—U+h sif =0,

donde k es una constante positiva lo suficientemente grande, y

W (z,i) = |x| — ky para (x,i) € D¢ x S.

Los cdlculos exactos muestran que la funcién W satisface (101) en el Teorema 2.4.11. Esto implica que el
proceso es recurrente con respecto a D x {l}.
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De forma similar, en virtud de (139), los célculos exactos muestran que las funciones V' y W satisfacen las
condiciones (a)-(c) del Teorema 2.4.25. Por lo tanto, el proceso definido en (138) es recurrente nulo.

Q.E.D.

Noétese que si para algunas constantes positivas p, k;, v ks, tenemos que:

o%(z,i) < ky|z|'TP, para todo (x,i) € {x € R, |z| > ky} x S, (140)

entonces el proceso (X (t),Y (¢)) definido en (138) es positivo recurrente.

Para verificarlo, seleccionamos 1 > 6 > 0 de forma tal que 6 + p > 1 y definimos V(z,i) =
|z|® para todo (x,i) € {x € R, || > ky} x S. Entonces podemos probar que

LV (@) = %5(5 = D220 (2,4) < %klé(é— DK <0,

donde (z,7) € {x € R: |z] > ky} x S. Por lo tanto, se sigue del Teorema 2.4.22 que el proceso (X (¢),Y(t))
es positivo recurrente.

Para finalizar esta seccién se presentard una serie de simulaciones programadas en R para evidenciar algunos
patrones de comportamiento de los procesos de difusiéon cambiante, en este caso el andlisis de recurrencia.

Ejemplo 2.4.27: Considérese el proceso (X(t),Y (t)) que satisface las siguientes condiciones:

dX(t) = b(X (1), Y (£))dt + o(X (1), Y (t))dw(t),
PY(t+A) =Y () = i, X(s),Y(s),5 < t,¢ > 0] = q;(X(£)A +0(A) + (X(£),Y(£) € R x {1,2,3},
(141)

donde el componente discreto Y (t) salta entre tres fases de acuerdo con el siguiente generador

_ 24|z _ 1+322 2+|z| 14322
1+22 (2?12 in(z) 1+:c2( ) 2+z2< )
sin(z sin(z cos(z cos(z
Q(x> - 1— 1+a22 1+22 ~ 2+j=] 3 2+ 2+|x| ’
1+cos?(z) ) _ l4cos®(z) 9
2+x? 2+x2

y los coeficientes de deriva y de difusion son los siguientes

3 x
b(a,1) =3z — 1,b(x,2) = o + 1,b(x,3) = —z +
(z,1) T ,b(x,2) 2x ,b(x,3) T T+

o(z,1) = vV3+22,0(x,1) = /2 —sin(z) + 222,0(z,3) = 3+ V4 + 22

Por lo que, de acuerdo a (141), hay tres procesos de difusion
dX(t) = (3X(t) — 1)dt + /3 + X (t)2dw(t) (142)

dX(t) = @X(t) + 1) dt + /2 — sin(X(0)) + 2X(£2duw(t) (143)

dX(t) = (—X(t) + %) dt+ (3+ A+ X(0)2) du(t), (144)
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y la dindmica de (X(t),Y(t)) implica saltar de un proceso a otro de acuerdo a los saltos de la componente

Y(t).

En virtud del Teorema 3.7.3 de [27], podemos garantizar que (142) es positivo recurrente, mientras que (143)
y (144) son transitivos. Pero, debido al efecto de estabilizacion del proceso Y (t), el proceso (141) es positivo
recurrente. Procederemos a demostrar, ocupando el Corolario 2.4.24, que efectivamente (141) es positivo
recurrente. De hecho, puede observarse que si |x| — 0o, las constantes b(i) y 02(i), i = 1,2,3, en (136) estdn

dadas por

b(1) = 3,b(2) =

02(1) =1,0%(2) = 3,02(3) = 1.

Ademds, si |x] — oo, entonces Q(x) tenderd a

Al resolver el sistema de ecuaciones

71'@:07
m-[1,1,1) =1,

obtendremos que la distribucién estacionaria m asociada con @) es

ﬂf@EE)
S\ 1)

Por lo que en virtud de (145) y (146), se puede observar que

iwi (b(i) - ”22@) = —2%

i=1

<0.

(145)

(146)

Por lo que el Corolario 2.4.24 implica que (141) es positivo recurrente; véase la trayectoria de prueba en

la siguiente figura.
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Ejemplo de Recurrencia
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Figura 5:

Trayectoria de un proceso de Markov bivariado de tres fases y con
condiciones iniciales (x,y)=(3,0).

2.5 Ergodicidad

Empezaremos estudiando las propiedades de ergodicidad del proceso (X (t),Y (t)) que satisface (28) y (29),
suponiendo que el proceso es positivo recurrente con respecto a algin dominio acotado U = E x {l}, donde
E CR"yleS estan fijos por lo que resta de la seccion. También suponemos que la frontera OF de E es lo
suficientemente suave y que el operador £ satisface (A1.5.5). Entonces se sigue del Teorema 2.4.10 que
el proceso es positivo recurrente con respecto a cualquier conjunto abierto no vacio.

Sea D C R” un conjunto abierto con frontera suficientemente suave 0D de forma que £ U OFE C D. Sea
¢p = 0, definimos los tiempos de paro (;, (y, - de manera inductiva como: (y,,,; es el primer tiempo después
de (,,, en el que el proceso (X(t),Y(¢)) llega al conjunto OF x {l} y (5,2 es el primer tiempo después de
Cons1 €n el cual el proceso (X(¢),Y(t)) llega al conjunto 0D x {l}. Por lo que podemos dividir un camino
arbitrario del proceso (X(¢),Y (t)) en ciclos:

[<05<2)7[<27C4)a"'7[C2nv<2n+2)a"' (147)

El proceso (X (t),Y (t)) es positivo recurrente con respecto a E x {l} y, por el Teorema 2.4.10, es positivo
recurrente con respecto a D x {l}. Se sigue que todos los tiempos de paro {5, < ¢; < { < {5 < - son
finitos casi seguramente (c.s.). Dado que el proceso (X(t),Y(t)) es positivo recurrente, asumiremos sin
pérdida de generalidad que (X(0),Y(0)) = (z,1) € 0D x {l}. Ocupando la Propiedad Fuerte de Markov
que satisface (X (t),Y(t)), tendremos que la sucesién {Z,} es una cadena de Markov en 0D x {i}, donde
Z, = (X(Cy,),Y (o)) = (X,,,1),n = 0,1,--. Sea P(z, A) la probabilidad de transicién a un paso de esta
cadena de Markov, es decir:

P(z,A) = P[Z, € A x {1} Z, = (z,1)],

75



para todoz € 9Dy A € B(9D), donde B(OD) denota la coleccién de conjuntos Borel medibles en 0D. Nétese
que el proceso (X (t), Y (t)) que comienza en (z,1), puede saltar varias veces antes de llegar al conjunto (A4,1).
Ahora, sea P (z, A) la probabilidad de transicién a n pasos de esta cadena de Markov para n > 1. Para
toda funcién Borel medible f : R”™ — R, definimos:

Eﬁﬂ&ﬂ=ﬁwmmﬁﬂ=/1@W@Jw- (148)

0D

Maés adelante, vamos a probar que el proceso (X(¢),Y (t)) posee una distribucién estacionaria tnica. Para
lograrlo, primero necesitaremos los siguientes resultados:

Lema 2.5.1: La cadena de Markov Z, = (X;,l) posee una distribucion estacionaria dnica m(-) tal que la
matriz de transicion de n pasos P (z, A) satisface que:

P (x, A) —m(A)| < A", para todo A € B(AD), (149)

para alguna constante 0 < A < 1.
Demostracién:

Noétese que
P(x,A) =P[Z, € Ax {I}|Z, = (x,])] = /8D Py [(X(C1), Y (1)) € dy x {1} <P, ;) [(X(C2), Y () € A x {l}].

Ocupando la Definicién 2.3.14 de funcién arménica, (de manera similar a la solucién de un proceso de
difusién no cambiante), podemos concluir la prueba de este lema de forma andloga al Lema 4.4.1 de [27].

Q.E.D.

Noétese que:

(XS,X(S),Y(S) (t), YS,X(S),Y(S) (t)) _ <XO,X(O),Y(O) (t + S), YO,X(O),Y(O) (t + S)) , (150)
donde (XOX(0:Y(0)(y) y0.X(O0.¥(0) ()} denota el camino muestral del proceso (X(-),Y(-)) que comienza en

(X(0),Y(0)), tal que (X=X()Y(s)(¢) ysX():Y()(4)) se define de manera similar. De forma que no haya
confusiones, escribiremos:

(X(w),Y () = (XOXOX0) (), y OXOFO)y)).

Sean 7 un tiempo de parada con £, ;[7] <ooy f:R" x § — R una funcién Borel medible. Entonces:

Eu [ /0 f(X(s+t),Y(s+t))ds]:[E<$7i) [ /O Eoxovion (X5 +0.Y (s + ) ds| . (151)

Ahora ya podemos construir una distribucién estacionaria para el proceso Z(t) = (X(t),Y(¢t)) de manera
explicita.

Teorema 2.5.2: El proceso positivo recurrente Z(t) = (X (t),Y (t)) posee una distribucion estacionaria inica
V('v ) = (V('ai) S S)

Demostracién:
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Recuérdese c6mo se definieron los ciclos en (147). Sean A € B(R") e i € S. Denotaremos por 74*{%} al tiempo
que pasa el camino de Z(t) = (X (¢),Y(¢)) en el conjunto A x {i} durante el primer ciclo. Sea
D(A, i) = / m(dz)E [rA8] (152)
0D

donde m(-) es la distribucién estacionaria de la cadena de Markov Z; = (X}, 1), cuya existencia estd garanti-
zada por el Lema 2.5.1. Es facil verificar que o(-,-) es una medida positiva definida sobre B(R") x S. Por lo
que para cualquier funcién Borel medible y acotada g(-) : R" — R, se sigue de (148) y del teorema de Fubini
que

/w E, [g(X,)] m(dz) = /w /aDm<dx>g<y>n><x,dy>= / o(y)m(dy). (153)

0D

Ahora, afirmamos que para toda funcién acotada y continua f(-,-) se satisface que

N
Z/R fly, 5)o(dy, j) = / : (154)

j=1 oD

G2
m(dx)E, l F(X(@),Y(t))dt

0

De hecho, si f es una funcién indicadora, es decir f(y, j) = 4.4, (y, j) para algin A € B(R") e i € S, entonces
por (152) tenemos

N
lawin(y, Ho(dy, j) = D(A, i) = m(dx)E, [
Z[R ety (0 )Py 9) = (A, ) /BD (d2)E, [rA)]

=1 R

G2
:/ m(dz)E, [/ ”Ax{i}(X(t)»Y<t)>dt
0D 0

De manera similar, se satisface (154) para f funcién simple, es decir

f(y7.7) - ZCpUUP(yaj)a
p=1

donde U, C R" x S. Finalmente, si f es una funcién continua y acotada se satisface (154) al aproximar f
por medio de funciones simples. Se sigue de las ecuaciones (154), (150) y (151) que

N
3 / e FOX. Y (0)7(de )] = [

i=1 oD

Cott t
+ /OD m(dz)E, l /0 f(X(u),Y(u))du] _ /aDm(dx)[EI l /O f(X(u),Y(u))du} .

Ahora, aplicando (153) con

Ca
m(dx)E, { F(X(u), Y(u))du]

0

tendremos que
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mid)E, | [ FX . Y)du| = [ mia, | [ 55w, Y| .
oD Co oD 0

Nétese que en la anterior deduccién se ocupé (150) nuevamente. Por lo tanto, las dos ecuaciones anteriores
y (154) implican que:

N N
> [ B HX@. YO0 ) = Y [ flaisptas,i
i=1 YR" i=1 YR"
Por lo que la medida normalizada
v(A, i) = 7(4,0) , 1€S, (155)

N - ;
21 V(R )
define la distribucién estacionaria deseada. Con lo cual se concluye la prueba.

Q.E.D.

Teorema 2.5.3: Denotemos por u(-,-) a la densidad estacionaria asociada a la distribucién estacionaria
v(-,-) construida en el Teorema 2.5.2 y sea f(-,-) : R" x S — R una funcion Borel medible tal que:

N
Z /R [f (@, 8) |l i) da < oo, (156)

FEntonces:

T
Pz.i) (hm l/ F(X(1),Y(t)dt = f) =1, (157)

N
f= Z f(x, i)z, i)dz. (158)

Demostracion:

Primero demostraremos (157) para el caso donde la distribucién inicial es la distribucién estacionaria de la
cadena de Markov Z;, = (X,,Y;), es decir:

AR

P{(X(0),Y(0)) € A x {l}] = m(A), (159)

para todo A € B(0D). Considérese la siguiente sucesion de variables aleatorias

C2n+2
e = / FOX(0), Y (1))dt. (160)
Con

Por lo que se sigue de la ecuacién (159) que {7,,} es una sucesion estacionaria. Ademds, se sigue de (152) y
(154) que
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f(z,i)v(dx, i), (161)
[R’V‘

En,] =

N
=1

para todo n = 0, 1,2, Por otro lado, la ecuacién (149) implica que la sucesién {n,, } es transitiva. Sea v(T)
el namero de ciclos completados hasta el tiempo T'. Es decir:

v(T) := max {n €N: En:(Czk —Gop2) < T}-

k=1

Por lo que puede descomponerse jt;T f(X(t),Y(t))dt en

T v(T) T
/ FX@,Y ()t =S, + / FOX(0), Y (1)), (162)
0 n=0

Cau(m)

donde 7,, estd dado por (160). Podemos asumir sin pérdida de generalidad que f(z,7) > 0 (para el caso
general, podemos expresar f(z,7) como la diferencia entre dos funciones no negativas). Por lo que se sigue
de (162) que

v(T) T v(T)+1
S < / FX@,Y @) < S e
n=0 0 n=0

En vista de que la sucesién {1, } es estacionaria y transitiva, la ley de los grandes nimeros (para este caso
de sucesiones) implica que

l an — Z/ )o(dxz,i), cuando n — 001 =1 (163)

En particular, si f(x,i) = 1, entonces la anterior ecuacién se reduce a

N
l@’”z — Z }), cuando n — oo} =1 (164)
i=1

Nétese que la recurrencia positiva del proceso Z(t) = (X (t),Y (t)) implica que v(T') — oo cuando T — oo.

Claramente — 1 casi seguramente cuando T' — oo. Por lo que, se sigue de (164), cuando T' — oo

v(T)
v(T)+1

Cau()
vy _ v V(D) (165)
Couryre 22 v(T) +1

Por otro lado, dado que (o) < T' < Gy ()42, S€ tiene que

Cow(T) < Cou() < Cov(T) 1
Cou(T)+2 T Cov(T)

Por ende, se tiene de (165) que

— 1 c.s cuando T' — 0. (166)

Con(T)
T
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Ademas, (164) implica que

c.s cuando T — oo. (167)
Por ultimo, nétese que

/er(%i)u(dx,i):/ Flz,i)ule,i)dz,

R™

por la definicién de p(-,-). Por lo que se satisface la ecuacién (157), con lo cual queda demostrado (157) en
el caso donde la distribucién inicial es (159).

Sea (x,7) € R™ x S. Dado que el proceso Z(t) = (X(t),Y (t)) es positivo recurrente con respecto al dominio
D x {l}, se tiene que

1 [ _ 1 [
Pz, nggoT F(X(1),Y(t)dt = f] =P [TIE&T/{ F(X(@),Y(t)dt = f

1 [T N
lim — f(X(t)7Y(t))dt=f1 =

la ltima linea se obtuvo del uso de la distribuciéon estacionaria. Con lo cual se muestra que al iniciar
en un punto arbitrario (z,7) y una distribucién inicial arbitraria es asintéticamente equivalente a iniciar
con la distribucién inicial siendo igual a la distribucién estacionaria. Por lo que (157) es vélido para todo
(x,7) € R" x S. Con lo cual se concluye la prueba del teorema.

Q.E.D.

Como consecuencia del Teorema 2.5.3 tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.5.4: Supdngase que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.5.3 y sea u(t, x,1) la solucién
del siguiente problema de Cauchy:

(168)

%:’Cu(taxai), t>07(x,i)€[RrXS7
U(D,l’,Z):f(JC’Z), (-73,71) e'RTXS,

donde f(-,1) € C,(R") para todo i € S. Si T — oo, entonces
s N
T/ u(t,x,i)dtﬁZ/ [, i) p(x, i)de. (169)
0 =1 R
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Demostracion:

En virtud del Lema 2.3.9, u(t,z,i) = E(, ;) [f(X(¢),Y(?))]. Por lo que

1

T T
= /O ult, @, i)dt = Eq, l; /O FIX(), Y (t))dt (170)

Por otro lado, (157) implica que

1 T N
= / FXWO,Y ()t 7 3 | flasidule,i)da, cs.

i=1 YR"

con respecto a la probabilidad P, ;

&)+ Por lo que la ecuacién (169) se sigue del Teorema de convergencia
dominada (véase Teorema 1.4.15).

Q.E.D.

Ahora, vamos a disefiar los controles adecuados para que la difusién cambiante resultante sea recurrente
positiva y, por ende, ergdédica. Considérese el proceso de difusién cambiante definido por (28) con transicién
del proceso de salto dada por (29) y condiciones iniciales (X(0),Y(0)) = (x,«). Considérese también el
sistema de control asociado:

dX(t) = b(X(8), Y (£))dt + BY (£)u(X (1), Y (£))dt + o(X(t), Y (£))dw(t), (171)

donde B(i) € R™" i € S son matrices constantes y u(-,-) : R” x S — R" denota el control de retroalimenta-
cién.

Es bien sabido que el proceso de difusiéon cambiante (28) puede representarse a través de los siguientes N
procesos de difusion:

dX,(t) = b(X(t),i)dt + o(X(t),i)dw(t), i € S, (172)

agrupados por el componente discreto Y'(¢) de acuerdo a la transicién especificada por (29). Casi siempre
el sistema es observable sélo al operar en ciertas fases pero no en todas. Por ende, es usual descomponer el
espacio de fases discreto S en dos subconjuntos disjuntos S; y 5, tal que S =5; U S, de forma que para
toda fase ¢ € 9, el proceso (172) no puede ser estabilizado por el control de retroalimentacion, pero si puede
ser estabilizado para todo ¢ € S;. Por ello consideraremos el control de retroalimentacién de la siguiente
forma:

donde para todo i € S, L(i) € R™" es una matriz constante. Ademds, si ¢ € Sy, L(i) = 0, por lo que (171)
se reescribe como:

dX(t) =[b(X(¢),Y(t)) — B(Y(t)L(Y(t)X(t)]dt + o(X(t),Y(t))dw(t). (173)

Asumiendo las condiciones (A1.5.5) y (A1.5.6), es decir, suponemos que el sistema no lineal es localmente
linealizable en una vecindad de co, entonces tenemos el siguiente teorema al aplicar el Teorema 2.4.23 a
(173).

Teorema 2.5.5: Si para todo i € Sy, existe una matriz constante L(i) € R™" tal que:
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d
> T max (b(i) — B()L(i) + b*(i) — L*(i) B*(i) + Y _ 0;(i) o (i))

€S, j=1

d
+ D T s (b(i) AR Uj(i)cr;f(i)> <0,

€S, j=1

(174)

entonces el sistema de procesos de difusion cambiante controlado (171) es positivo recurrente.

El Teorema 2.5.5 asegura que bajo condiciones simples, existe una variedad de elecciones para las matrices
L(i), i € S; con el objeto de dotar al proceso de difusién cambiante (28) de la propiedad de recurrencia
positiva. Resumiremos la discusién anterior en el siguiente teorema. Por ejemplo, considérese el conjunto de
matrices

L(i)=06,I, i€ S, (175)

de forma que I es la identidad de dimensién r x r y 6, son constantes por determinar. Por lo que se sigue
que para ¢ € 5y, se tiene que:

J=1

A s (b(z) — B(i)L(i) + b* (i) — L* (1) B*(i) + i Uj(i)J;f(i))
7_ (170
< )‘max (b<7’> + b*(l) Z UJ(Z)O';(Z)> - ei)‘min (B<Z> + B*(Z)) :

=1

Supéngase que para algin i € S; la matriz simétrica B(i) + B*(i) es definida positiva. Por ende
Amin (B(i) + B*(i)) > 0. Por lo que si 6; > 0 es lo suficientemente grande y 0; = 0 para algin j # i,
tendremos por (176) que el lado izquierdo de la ecuacién (174) es menor que 0. Por lo que el sistema
controlado (171) es recurrente positivo. Resumiremos lo anteriormente dicho en el siguiente teorema.

Teorema 2.5.6: Si para alguna i € Sy la matriz simétrica B(i) + B*(i) es positiva definida, entonces existe
un control de retroalimentacion u(-,-) de forma que el proceso de difusion cambiante controlado (171) es
positivo recurrente.

Para finalizar esta seccién se presentara una serie de simulaciones programadas en R para evidenciar algunos
patrones de comportamiento de los procesos de difusiéon cambiante, en este caso el andlisis de ergodicidad.

Ejemplo 2.5.7: En este ejemplo ocuparemos el Teorema 2.5.5 y el Teorema 2.5.6 con el objeto de esta-
bilizar (en el sentido débil) un proceso de difusion cambiante. Considérese el siguiente proceso bidimensional
(en el componente continuo) que satisface que

dX(t) =b(X(t),Y(t))dt + o(X(t),Y(t))dw(t), (177)
PY(t+A)=jY(t) =14,X(s),Y(s),s < t] = q;;(X(t) A+ o(A),
al lado de su sistema de control
{dX(t) =b(X(t),Y(t))dt + B(Y(t)u(X(t),Y(t))dt + (X (), Y (t))dw(t), (178)
PIY(t+A)=jlY(t) =1,X(s),Y(s),s < 1] = q;;(X(t)) A+ o(A),

respectivamente. Supdngase que
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[ +x
b(xlvx% 1) = 125!32 2:| )

oy 1) = [\/3 + 222 5
b . 0 V4 + 23 —sin(zy2,)]

_ [ 2z, + x4
b(xy,x9,2) = e, +3x2} )
[—2 4+ /1 + 22 0
U(x1,£2,2) = _3 2 \/m] )
1

La matriz generadora de Y (+) estd dada por

Ly/23+23 Ly 23423
_ 2x5—cos(z,) . 2x,—cos(z)
3+ai+a3 1+

_9_ sin(z,) cos(xz?)+sin(z3) 2+ sin(z,) cos(x?)+sin(z3)
Qx) =
1

3+a?+x3

Por lo que el proceso de difusidn cambiante (177) tiene dos procesos asociados:

dX(t) = b(X(t),1)dt + o(X(t), 1)dw(t), (179)

dX(t) = b(X(t),2)dt + o (X (¢), 2)dw(t), (180)

saltando del uno al otro de acuerdo al movimiento del componente discreto Y (t), donde w(t) = [wy (t), wy(t)]*
es un movimiento Browniano bidimensional estandar. Supongase que el sistema es observable cuando el
componente discreto Y () se encuentra en el estado 2. Los célculos exactos (en virtud de la Seccién 3.8 de

[27]) permiten verificar que (179) y (180) son procesos transitivos. Véase las trayectorias de simuladas de los
procesos.
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Ejemplo de Ergodicidad

le+134

N 1e+08

X

1e+03

le+04 ]
le+12
1le+20 4
le+28

X1
Figura 6:Trayectoria simulada del proceso (179) con condiciones iniciales (x1,x2)=(0,0), simulado por 40 segundos.

Ejemplo de Ergodicidad

le+14 4

1le+10 4

X2

1e+06 -

1le+02

le+05
le+14
le+23.
le+32.

X1
Figura 7: Trayectoria simulada del proceso (180) con condiciones iniciales (x1,x2)=(0,0), simulado por 40 segundos.



Ocuparemos el Teorema 2.4.20 para verificar que el proceso (177) es transitivo. Para lograrlo, obtendremos
las matrices b(i),0;(i) para i,j = 1,2 y también Q en la condicion (A1.5.6):

=g o =0 =g {
R I REAC R A IR

a-[} 2]

%], y también tendremos que

W=

Por lo que la distribucidn estacionaria es ™ = |

l\DM—l

2
Amin (0(1) +07(1) 4+ 01 (1)o7 (1) 4 o5(1 =Y (o (1))]2 = 0.3820,

J

=35> ol (12)] = 4.

=1

l\D\H

Amin (0(2) +0%(2) + 01(2)07(2) + 05(2

.

Por lo que el Teorema 2.4.20 implica que el proceso (177) es transitivo. Lo cual se puede verificar al
observar la Figura 7.

Por suposicion, la difusion cambiante es observable cuando el componente Y (-) se encuentra en el estado 2.
Notese que

s rr@-|Y .

es simétrica y positiva definida. Por ende y ocupando el Teorema 2.5.6 se cumple que (178) es estabilizable
en el sentido débil. De hecho, si consideramos 6, =0 y 6, = —4 en (175), entonces se tiene que

ToAmax (0(2) +0°(2) —4B(2) — 4B(2) + 01(2)07(2) + 04(2)03(2))
7 Ay (B(1) £ 55(1) + 04 (1)o7 (1) + 05(1)o3(1)) = —1.7647 < 0.

Por lo tanto el sistema controlado (178) es recurrente positivo bajo el siguiente control de retroalimentacion

u(z,1) =0y u(zx,2) = —4x. (181)
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3 Capitulo III: Analisis espectral de procesos de difusién cambian-
te

Este ultimo Capitulo estda enfocado en el andlisis espectral de un proceso de difusién cambiante. Empezando
por rescribir la notacién que se ocupa en el Capitulo II sobre las principales propiedades del proceso, mientras
que en el Capitulo II se ocupa una notacién escalar, aqui ocuparemos una notacion matricial para facilitar
el subsecuente desarrollo del analisis espectral. Luego definimos y desarrollamos las funciones propias o
eigenfunciones del operador infinitesimal del proceso (véase (36)) junto con las ecuaciones de retroceso y
evolucidn del proceso (andlogo a la Seccién 1.2). Después se lleva a cabo un método para obtener la funcién
de densidad de transicién matricial del proceso en términos de las eigenfunciones del operador infinitesimal
L. Luego analizamos una serie de ecuaciones diferenciales que satisfacen los operadores asociados al proceso,
todo para obtener un resultado que nos permita obtener la distribucién estacionaria (andlogo a (17)) de un
proceso de difusién cambiante en términos de las eigenfunciones de £. Para finalizar este capitulo se estudia
un ejemplo de un proceso de difusién cambiante relacionado con el modelo de Wright-Fisher, se lleva a cabo
el correspondiente andlisis espectral de dicho y se incluyen varios graficos basados en simulaciones de tal
proceso.

3.1 El operador infinitesimal

En este capitulo trabajaremos con un proceso (X(t),Y(t)) = ( t,Y;) que satisface (28) y (29) y cuyo
componente continuo X (¢) es unidimensional, es decir, V ¢ > 0 X(¢) € R. Se ocupardn como referencias
principales a [12] y [36].

Volvemos a enunciar algunas definiciones y resultados que se mencionaron en el Capitulo II:

Considérese el operador de transicién T}, f para f(z) € B(SY), (similar a como se define en la Definicién
2.1.2 s6lo que aqui consideramos la expresién vectorial y no tnicamente la i-ésima componente), es decir:

T,f(x) = E[f(X,)|Xy = o] := / P(t:2,9)(4)dy. (182)

S

Como consecuencia de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov que satisface la funcién P(s + ¢;x,y), resulta
que la familia de operadores de transiciéon {7} : t > 0} satisface la propiedad de semigrupo 7T}, = T, T}, por
ende también se satisface la propiedad de conmutatividad del operador 7.

De manera similar, también ocuparemos el operador infinitesimal del proceso (X (¢),Y (t)), definido en (36)
para cualquier funcién vectorial suave f(z), de forma que:

(@) = fim 1 Tfo) -~ f(0)] = i 1| [P0 sy - fo)|. (18)
S

h—0

Ahora, vamos a reescribir el operador £ bajo condiciones generalmente supuestas en la teoria de procesos
de Markov a tiempo continuo:

e Para todo € > 0 se satisface que:

1
IIZILI(I) EP(h,x,y. ly — x| >¢€) =0, (184)
donde O es la matriz nula.
» Existen dos funciones matriciales A(z), B(x) : € S tales que para todo € > 0:
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2p(h: - _1 0 o*x2) 0 0
}Lf(l)hl/yyle(y—x) P(h,x,wdy]—A(a:)—Q L sy
0 0 o%(z,N)
b(z,1) 0 0 0
1 ‘ B o b@2 0 .. 0
}ngg)h[élyx<e(y—w)P(h,x,y)dy]—B(ﬂﬁ)— S PR (L)
0 0 .. bxN)

o Como se mencioné al principio del Capitulo II, existe una funcién matricial @Q(x) de tal forma que

lim & [P(h;2,5) — ] = Q@) (187)

Véase (27).

Con el objeto de facilitar la notacién y desarrollo subsecuente, a diferencia del Capitulo II, aqui ocuparemos
una notaciéon matricial-vectorial del operador infinitesimal.

Tal y como se demuestra en [4], bajo estas condiciones, el operador £ aplicado a f(z) adquiere la siguiente
forma;:

(Lf)(x) = %A(x)f”(x) +B(2)f'(z) + Q) f (). (188)

Y las matrices A(x), B(x) son matrices diagonales (véase [4]), de forma que denotaremos sus entradas dia-
gonales por las funciones o%(x,4) y b(z,i),i = 1,..., N, respectivamente, asi las ecuaciones (36) y (188) son
equivalentes, (siendo que la primera ecuacion es la expresiéon de cada entrada y la segunda es la expresién
vectorial). De igual forma, también se sigue de la definicion de Q(z) = [g;;(z)] que para z € S la matriz
satisface las condiciones de la matriz de intensidad de un proceso de Markov, es decir:

20004
q”(x)_{—Z#iqﬁ(m)sow:j | (189)

En la siguiente seccién, vamos a enlistar una serie de definiciones y resultados con respecto al operador £, los
cuales van a constituir la base para llevar a cabo un analisis espectral de los procesos de difusién cambiante.

3.2 Ecuaciones matriciales de retroceso y de evolucion del proceso

Sea f(z) € B(S") doblemente diferenciable, entonces la media definida a través del operador T, f(x) satisface
la ecuacion diferencial de retroceso (analogo a (7)):

0 0
5T @) = ZEF(X)IX, = 2] = LT,/ (@) (190)

bajo condicién inicial T f(x) = f(z) (esta condicién se verifica gracias a la suposicién (187)). Lo cual es
verificable al ocupar la definicién del operador £ (183) aplicada a la funcién f(z) = T, f(z) y la ecuacién de
Chapman-Kolmogorov (31).
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Como consecuencia de lo anteriormente mencionado, la funcién de densidad de transicién P(t;z,y) también
satisface la ecuacion de retroceso de Kolmogorov para todot > 0,x,y € S:

2

el EP(t;x,y) + Q@) P(t;z,y). (191)

1 34() Or

: Plt;z,y) + B()

0

t;x
il Bz, y) =
Por otro lado, la ecuacion matricial de evolucidn o de Fokker-Planck para P(t;x,y) puede considerarse la
ecuacion dual de (191). Para obtenerla, primero vamos a definir para toda funcién vectorial integrable g el
siguiente operador:

Tig(y) = /P*(t; z,y)g(x)dz, (192)

S

el cual corresponde al operador adjunto de 7T} en el sentido de que:

(T,f.q) = / (/Ptmy )dx:

/S /S ¢ (@) P(t; 2, y) f(y)dedy = /5 ( /S P*(t;%y)g@)dx)*f(y)dy — (£, Ttg). (193)

Noétese que (f, g) f g ( x)dz es un producto interior real para cualesquiera dos funciones vectoriales.

En el caso de que f fuese continua, doblemente diferenciable y de soporte compacto contenido en S, al derivar
con respecto a t en (193) e intercambiar el orden de derivacién e integracion se obtiene (valiéndose de (190)),
el siguiente resultado:

(i) il o

Con £* nos referimos al operador adjunto de £ con respecto al producto interior (-, -), el cual estd dado por:

2
(€9) () = 5 503 (A Wlal) — 5 (B Wlg(w) + Q" Waly). (195)

Ocupando (194), se obtiene la siguiente igualdad, la cual corresponde a la ecuacidn diferencial de evolucidn
(andlogo a (10))

o Tio(y) = £ T g(y). (196)

De forma tal que la funcién de densidad de transicién P(¢;z,y) satisface que

2

P60 = 50 (X WP (o) — o (BOP o) + QWP Gz, (197

Y ocupando el adjunto:

1 92

337 (PE2.0)AW) - 5

0

5 (P(t;2,y)B(y)) + Pt 2,y)Q(y). (198)

Importante notar que la ecuacion diferencial de evolucion (196) tiene los coeficientes del operador infinite-
simal multiplicados por la derecha, mientras que ecuacion diferencial de retroceso tiene los coeficientes del
operador infinitesimal multiplicados por la izquierda (191).
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3.3 Representacién espectral de la funcion de densidad de transicién matricial

En esta seccién, se mostrard un método para obtener una férmula para calcular P(¢;x,y) en términos de
las funciones propias matriciales del operador infinitesimal £. Nuevamente, volvemos a mencionar algunas
definiciones y resultados del Capitulo I.

Sea L%, (S,CN*N) el conjunto de todas las funciones matriciales F(x) las cuales satisfacen:

(F, Fyy = /SF*(x)dW(x)F(m)dx < 00,

tal que (-,-)y es el producto (24) y dW es una matriz peso con densidad W (véase Definicién 1.3.6)
absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue (véase [13] y (23)).

Nétese que si F(z) € L, (S,CV*N), al decir (F, F)y;, < 0o nos referimos a que entrada a entrada la integral
matricial es finita. Es més, este producto matricial (-, )y, no es un producto escalar en el sentido estricto,
aun asi posee propiedades similares a las de un producto interior escalar regular.

Por otro lado, es posible definir un producto escalar de funciones matriciales (véase (25)):

Por lo tanto, al darle al espacio L, (S,CV*V) la norma |F|y, = /T ((F, F)y), lo estamos ajustando para
que sea un espacio de Hilbert con producto interior ((F, G))y (véase Definicién 1.3.9).

Supongamos la existencia de un conjunto numerable de funciones matriciales propias {®,,(x)},, del operador
£ con valores propios hermitianos matriciales {I",,},, € CN*V  de forma que £®,(x) =T, ®, (z). Supéngase
también que (D, P, Yy = I, dN« Ny Dara alguna matriz peso W.

En el caso de que el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de {®,,(x)},, sea completo en
L%, (S, CV*N) entonces cualquier F € L%, (S,CV*N) posee una expansién en series de Fourier de la forma:

Pla) =@, (0)(F,8,)y. (199)
n=0

Considérese también la siguiente superposicion de F' de la forma:

oo

Up(t.x) =Y @, (2)e! (F, &, )y (200)
n=0

(@,)"
n!

7’ 7 . . .’ . . o0
Nétese que etl'» estd definido a partir de la expansién en series de Taylor, es decir eff'» =
y ? n=0

De igual forma, obsérvese que la funcién Up (¢, z) satisface la ecuacién diferencial de retroceso:

0

S Up(t,7) = £Up(t,2),

con condicién inicial Up(0,2z) = F(x). Por ende, de existir unicidad para una clase suficientemente grande
de funciones iniciales F', tendremos que:

Up(t,x) = T, F(x).

Lo anterior implica que
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S S

/ P(t;2,y)F(y)dy = / (i ¢,L<x>etrwf@;<x>w<y>> F(y)dy.
n=0

Por lo tanto, P(t; x,y) tiene la forma:

Pltizy) = 3 @, ()5 ()W (y). (201)
n=0

Cabe resaltar que al condicionar a que los valores propios de £ sean hermitianos estamos forzando al operador
a ser auto-adjunto con respecto al producto interior, es decir F, G € L, (S,CV*N) (LF,G)yy, = (F, LG)yy.

Lo anterior implica que al ocupar la definicién formal del operador adjunto a £ en (195), los coeficientes
del operador infinitesimal £ estdn condicionados a satisfacer ciertas ecuaciones de simetria con respecto a
la matriz peso W (con sus respectivas condiciones de frontera):

W(z) = W(x)A(z),
B (2)W(z) = (W(2)A(z)) —W(2)B(z), (202)
W(z) = 5 (W(2)Ax)) — (W()B(x)) + W(2)Q(x).

’

Estas ecuaciones de simetria fueron obtenidas en [13] al integrar por partes la ecuacién (LF,G)y, =
(F, LGy

3.4 Ecuaciones diferenciales asociadas a algunos operadores
En esta seccién analizaremos algunas ecuaciones diferenciales asociadas a operadores relacionados con las
distribuciones invariantes y la recurrencia de los procesos de difusién cambiante.

El tiempo de llegada de un proceso unidimensional {X,, 0 <t < ¢} a un estado z € 5 = (a,b) se define
como T, =inf{t >0: X, =2} 0T, =+o0 en el caso donde X, # z: 0 <t < (.

De forma similar, definimos 7% = min{T,, T, } como el tiempo de llegada a ¢ o d, es decir el primer momento
t donde X, = ¢ o X, = d, para algunos c¢,d € S. Para procesos que inicien en X, € (¢,d), T* equivale al
tiempo de salida del intervalo (¢, d) (véase Definicién 1.2.8).

Dado un proceso de difusién cambiante (X (t),Y(¢)), decimos que este es regular en el interior de S si

P [T, < +00, Yy, = j1Xg = 2,Y, = i| >0,
para cualesquiera x,y € int(S) e i, j fases (véase Definicion 2.2.2).

Definicién 3.4.1 Definimos la funcidn matricial U(x) = [U,:(x)], de forma tal que:

7
]

Uyj(w) =P [Ty < T..Yy, = jlXg =2,Y, =],z € (c,d), (203)

en otras palabras, iniciando en x € (¢,d) y en la fase i, Uij(:r) es la probabilidad de que proceso lleque a d
antes de llegar a ¢ y que al mismo tiempo el proceso esté en la fase j.

Teorema 3.4.2: La matriz U(x) previamente definida en (203), es doblemente diferenciable para toda

x € (¢,d) y satisface la siguiente ecuacidn diferencial:

%A(:E)U” () + B(2)U' (z) + Q(x)U(x) =0, z€(c,d), Ule)=0, U(d)=1I. (204)
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Demostracion:

La prueba es bésicamente la misma para el caso unidimensional, (véase [26] p. 193, Proposicién 9.1 y Capitulo
V de [6]).

Q.E.D

Definicién 3.4.3: Definimos la funcion matricial R, , = [R, ];;, de forma tal que:
R, =PX,=vY,=jlX,=2,Y,=1], z,y€S, t >0,

x,y]zy

en otras palabras, la probabilidad de que al empezar en el estado x y en la fase i, el proceso lleque en algun
momento al estado y, y en la fase j.

Nétese que si y > z, entonces R, , serd la solucién de la ecuacion diferencial (204) sustituyendo ¢ — a, y
d — y, mientras que si z > y, entonces R, , serd la solucién de la ecuacién diferencial (204) sustituyendo
c—b,yd—y.

Definicién 3.4.4 Un estado y es recurrente si R, [ey] = ey para todo x € S, donde ey es un vector
columna de dimension N cuyas entradas son iguales a 1. Decimos que y es transitivo en caso contrario. St
todos los estados en S son recurrentes, diremos entonces que el proceso de Markov bivariado es recurrente.

Nétese que la Definicién 2.4.1 nos dice que para el caso particular de que U = X x {j}, donde X € S
es arbitrario y j € S es fijo, y oy = inf{t > 0 : (X®(t),Y™(t)) € U}, el proceso (X (t),Y™(t)) es
recurrente con respecto a U si y solo si P [0’5’2 < oo] = 1. Por lo que

Plof' <oo] =1 <= Plogl ;<o =1 <= FteR, :P[X, = X,Y, = j|X, = 2,Y, =i] = 1,

es decir, la Definicién 3.4.4 y la Definicion 2.4.1 son equivalentes.

Definicién 3.4.5: Sea G(x) una funcion matricial continua, definimos V(x) como:

o
V(z)=LE l/o G(X,)ds| X, = x} , x € (c,d), (205)

donde E es de la forma del operador de transicion definido en (182).

Teorema 3.4.6 La matriz V(z) previamente definida en (205), es doblemente diferenciable para toda x €
(c,d) y satisface la siguiente ecuacidon diferencial:

%A(;p)v” () + B(2)V'(z) + Qx)V(z) + G(z) =0, z€(c,d), V(e)=0, V(d)=0. (206)

Demostracion:

Nuevamente, la prueba es basicamente la misma para el caso unidimensional, (véase [26] p. 193, Proposicién
9.1 y Capitulo V de [6]).

Q.E.D
Noétese que en el caso de que
1 1 1
Ga)=eyel= |1 1 1, (207)
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entonces tendremos que la funcién V(x) = [V;;(z)] serd de la forma:

Vi(a) = E[1", Yy = jl X = 2,Yy =], (208)

ij

en otras palabras, empezando en el estado X, = = y en la fase Y, = ¢, Vlj(x) el tiempo medio para alcanzar
el estado ¢ o el estado d y que al mismo tiempo el proceso se encuentre en la fase j.

Definicién 3.4.7 Supdngase que el proceso (X (t),Y (t)) es recurrente. Si sustituimos ¢ — a yd — b en (206)
del Teorema 3.4.6, decimos que (X (t),Y (t)) es recurrente positivo si todas las entradas de V() en (208),
con G(x) = eyek (tal y como estd definida en (207)) son finitas. De otro modo, diremos que (X (t),Y (t))
es recurrente nulo.

Noétese que en este caso, la Definicién 3.4.7 deriva directamente del Teorema 2.4.21, de forma que se
sigue el Teorema para u(z,i) =V, (z) = E[T*, Y = jl Xy = 2,Y, =1].

ij

Definicién 3.4.8: Sea ¥(y) := (¥1(y), Vs(y), -,V n(y)) una funcién vectorial 1 : S — RN . Diremos que v
es distribucion estacionaria de (X(t),Y (t)) si satisface que para todo t > 0:

/1/} P(t;z,y)d

Noétese que, ocupando una metodologia similar a la que ocupamos para la obtencion de la ecuacion dife-
rencial de evolucion en (192), tendremos que 9 (y) satisface que:

SWAW) ~ W) BE) +9E)Q) =0 (209)

Ademaés, con el objeto de tener una distribucién de probabilidad, debemos imponer las siguientes condiciones

sobre ¥ (y):
0<v;(y) <1, j=1,-,N

(/w dy) — (210)

Si el operador infinitesimal £ es auto-adjunto con respecto a alguna matriz peso W, entonces existe una
solucién explicita a la ecuacién (209) previamente definida, la cual es de la forma:

Y(y) = ceXkW(y), ¢ > 0.

Nétese que ocupando la tercera ecuacidn de simetria en (202) tendremos la siguiente igualdad:

”

ek [5V @AWY = WWBE) + W) = k@ Wi =0,

lo dltimo es consecuencia del hecho de que Q(y)e = 0 para todo y. Finalmente, ocupando (210) tendremos

el valor exacto de la constante c:
-1
c= (/6%W(y)eNdy> .
S

Por lo tanto, la férmula explicita para obtener la distribucién estacionaria de (X (t),Y(¢)), (en el caso donde
£ sea auto-adjunto con respecto W), es
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W(y) = (/Seﬁw(wezvdy) B exW(y).

Resumiremos todo lo anteriormente mencionado en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.9: Si el operador infinitesimal £ es auto-adjunto con respecto a alguna matriz de peso W
y el proceso (X(-),Y () es recurrente positivo, entonces existe una solucién explicita a la ecuacion (209)
previamente definida, la cual es de la forma:

P(y) = (/Seﬁw(y)ezvdy> N exW(y).

3.5 Ejemplo de analisis espectral de procesos de difusién cambiante

Para finalizar este capitulo se estudiard un ejemplo de analisis espectral de un proceso de difusiéon cambiante.
En particular, nos enfocaremos en una variante del modelo de difusién de Wright-Fisher, estudiado en [12].

El modelo de difusiéon de Wright-Fisher que involucra sélo efectos de mutacién toma en consideracién una
poblacién de tamafnio constante compuesta por dos tipos: A y B. Las tasas de intensidad de mutar de A a B

y viceversa estan dadas por las constantes positivas L8 y 1*?0‘ respectivamente (donde 8, « > —1). Cuando

2
el tamano de la poblacién tiende a infinito es bien sabido que este modelo puede describirse mediante un
proceso de difusién cuyo espacio de estados es el intervalo unitario S = [0,1] (véase [26], pagina 177) con

coeficientes de deriva y de difusién dados por

b(x)=a+1—x(a+B+2), 0?(z) =22(1 —x), B,a>—1. (211)

La variable z es la tasa del nimero de miembros de la poblacién pertenecientes a la clase A. Estos coefi-
cientes corresponden con los del modelo de difusién de Jacobi, por lo que la densidad de probabilidad puede
describirse en términos de los polinomios de Jacobi sobre el intervalo [0, 1] (véase Ejemplo 1.3.5).

En esta seccién estudiaremos una variacion del modelo de difusién de Wright-Fisher donde los efectos de
mutacion estan determinados por un proceso de Markov bivariado cuyo espacio de estados es el conjunto
[0,1]x{1,2,-+, N}, de forma que se pueda llevar a cabo el andlisis que se presenté en las secciones anteriores.
En este caso, habrd N fases posibles con distintos coeficientes de deriva (el coeficiente de difusién siempre
serd el mismo). Ademds, aparecerd un pardmetro k el cual mide la forma en la que el proceso se mueve a
través de las distintas fases.

El ejemplo que analizaremos proviene de la teoria de representacién de grupos, tiene que ver con funciones
esféricas matriciales asociadas al espacio proyectivo complejo. Para mds informacién consultar [22] y las
referencias contenidas en este articulo.

En lo que sigue ocuparemos F;; para denotar la matriz cuya entrada (i,j) es 1y el resto es 0. Sea N €
{1,2,},a,8> -1y 0< k< B+ 1. Ahora, sea M la matriz triangular superior nilpotente dada por

N—1
M = E Ei,i+1>
i=1

y sean J ,j las matrices diagonales determinadas por
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Ahora, sea H la matriz diagonal dada por

donde

_(B=k+i—-1\ (N+k—-i—-1
YT i—1 N—i )
Notese que los pesos w; corresponden a los pesos de los polinomios de Hahn con soporte en {1,2,---, N} con

pardmetros 8 —k > —1y k—1> —1 (véase [2]).
El par {W, £}, tal que

W(z) =x%(1 —x)°Hz’ ,z € (0,1), (212)
y
1 d? d d°
donde

Alx) =2z(1—2)I, Blz)=(a—DI+J —2(a+8+2)] +J),

) . . * (214)
Q) =1— (J(B=k+1)I+J)(M—=1)+z(J(kI +J)(M*—1))),
es un par simétrico, lo que implica que £ es auto-adjunto con respecto al peso W (todo con respecto al
producto interior (-, )y, (véase inicio de la Seccién 3.3)).

La matriz tridiagonal Q(x) puede escribirse como

N N N-1
Qz) = Zﬂi(aﬁEi,ifl - Z()‘i(x) +p; () By + Z N(@)E; 4, (215)
donde
M) = = (N = )i+~ ),
e (216)
i) = T2~ DN — i+ k)

Cabe resaltar que A;(x) y p,;(x) son variaciones x — dependientes de los coeficientes de la ecuacién de
diferencias de segundo orden que satisfacen los polinomios de Hahn (véase [2], pagina 346).

Noétese que A(z) y B(x) son matrices diagonales y las entradas diagonales de A(x) son positivas para todo

€ (0,1). Ademés de que \;(x) vy p;(z) son siempre positivas y que Q(z)ey = 0 para todo x € (0,1). Por
lo que Q(x) es la matriz de intensidad de una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados
finito. Con lo cual se satisface la definicién de un proceso de Markov bivariado.

Las eigenfunciones (®,,(x)),, del operador £ (213) (conocidas también como las funciones esféricas matricia-
les asociadas al espacio proyectivo complejo) estdn relacionadas con los polinomios matriciales ortogonales
definidos en [22]. Eso se debe a que posee la mayoria de las férmulas estructurales necesarias en el subsecuente
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andlisis. Primero describiremos la relacién entre el par simétrico {W, £} y de su correspondiente contraparte
{W, £} dadas en [22]. Dendtese por ¥(x) a la siguiente matriz

U(z) =M (1 —2)/T,

donde T es la matriz triangular superior constante dada al principio de la Seccién 7 de [22], es decir:

N () (@t B—ktit1),
T_Z(_l) (L=N); (B—Fk+1); v

i<j

donde (a),; denota el simbolo de Pochhammer, el cual se define como (a),, = a(a+ 1) (a+n— 1) para toda
n >0, (a), =1.

Los pares {W, £} y {W, £} se relacionan de la siguiente manera:

W(z) =0T ()W (2)¥(z), LF(z) = U (2)L(V(x)F (). (217)

Ahora, ocupando la familia de polinomios ortogonales matriciales que se introdujo en [22], a los que denota-
remos por (R, (z)),,, entonces la familia (R,,(z)),, es un conjunto de eigenfunciones del operador diferencial
£, es decir LR, (z) = R,,(x)T",,, donde I',, es la matriz diagonal

T, =—n?l —n((a+B+ NI +J)—J((a+B+—k+1)I+J). (218)

Esta familia posee propiedades especiales. En particular es facil normalizarla dado que las normas HR””?/NV

dadas en la férmula (7.3) de [22] son matrices diagonales. Las normas |\Rn||%7 se expresan de la siguiente
manera:

N-1 .
VBl = (o Ry = (71)1.1“(71—1—1)F(B+N)F(a+N+z+1)(1—k—N—n)i

= (N__1>F(N)F(a+B+N+i+2n+l)

2

" (k—i—N—i—1)n(a+ﬁ+N+i+N)n(a+B—k+i+n+1)NE
(a+B—k+2i+n+1)(k),(8—k+1),(8+N),

donde T'(¢) es la funcién Gamma estandar.

Por ende, definase la familia

0, (x) = V(2)R, (2)||R, |7

Por lo tanto, tendremos que esta familia es el conjunto de eigenfunciones del operador infinitesimal £, es
decir

L, (x) =, (z)T

n’

ortonormales con respecto a W(x) (212) y I',, definidos en (218). Nétese que (®,,(x)),, son ademds polinomios
matriciales, pero no de grado n precisamente (para ser exactos, son de grado n+ N — 1).

Por lo que la férmula (201) nos dice que

Ptizy) = > @, (2)e™ 87 (y) W (y), (219)
n=0
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o (en términos del par {W, £})

P(t;z,y) = ¥(x) (Z Rn(fﬂ)etrﬂlRnIIWQRf(y)W(w) U(y).
n=0

La familia del proceso de difusién cambiante (X (¢),Y (t)) con espacio de estados [0,1] x {1,2,---, N} puede
describirse en términos de la ecuacién diferencial estocastica

dX(t) = b(X (1), Y (£))dt + o(X(t))dw(t), (220)

donde

b(X(t),i)=a+1+N—i—z(a+B+2+N—1i), o?(z) =2x(1—=z), Y(t)=1,-,N. (221)

La manera en la que el proceso cambia de fases estd determinada por el generador Q(z) (215). Nétese que
Q(z) es tridiagonal, por lo que la transicién entre fases s6lo estd permitida entre fases adyacentes (como un
proceso de nacimiento y muerte).

El comportamiento de X (¢) depende de la fase Y (¢) y la transicién entre fases y tiempos de espera en cada
fase Y'(¢) dependen de la posicién del componente continuo X (¢). Con respecto a la parte continua X (t), nos
interesa estudiar el comportamiento en los valores de frontera, en este caso 0 y 1. Por el contrario, para la
parte discreta Y'(¢) nos interesa cémo el proceso se mueve a través de distintas fases, incluyendo los tiempos
de espera entre fases.

El coeficiente de difusién o2(x) siempre es el mismo, pero los coeficientes de deriva b(X(t),4) dependen de la
fase . Para una fase 7, el moverse a la siguiente fase ¢ + 1 significa disminuir en una unidad la intensidad de
la mutacién B — A (en términos del pardmetro o) y moverse a la fase anterior ¢ — 1 significa aumentar en
una unidad la intensidad de la mutacién B — A (en términos del pardmetro ). El caso limite es en la fase
N, donde se recupera la difusién de Jacobi regular (211). La intensidad de la mutacién A — B (en términos
del pardmetro ) no es afectada en estos coeficientes.
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X(t)

alpha=1,beta=1,k=1.5,50 cambios
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Figura 8.1 Simulacién del proceso (220)-(221)
alpha=1,beta=-0.4,k=0.3,46 cambios
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Figura 8.2 Simulacion del proceso (220)-(221)
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-0.4,beta=1,k=1.5,22 cambios

alpha

Figura 8.3 Simulacién del proceso (220)-(221)
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Figura 8.4 Simulacion del proceso (220)-(221)

98



En [26], pdgina 239 uno puede encontrarse la clasificacién de los estados fronterizos 0 y 1 del modelo de
Wright-Fisher que sélo considera efectos de mutacién para las difusiones de Jacobi en términos de sus para-
metros. Ambos estados 0 y 1 son fronteras requlares y/o absorbentes cuando —1 < «, 8 < 0, respectivamente.
Por otro lado, si o, 8 > 0, entonces ambos estados 0 y 1 son fronteras de entrada y/o reflectantes. (Una
frontera reflectante es aquella a la que no puede llegarse desde el interior del espacio de estados, aunque es
posible considerar que el proceso inicie ahi. Una frontera absorbente es aquella de la que se puede entrar y
salir).

Notese que el estado de frontera 1 conserva este comportamiento en cualquier fase, pero la frontera 0 sélo
conserva este comportamiento en la fase N. Para el resto de las fases i € {1,---, N — 1} la frontera 0 es
reflectante, eso se debe a que a + N 44 > 0. Por lo tanto

, J es una frontera absorbente para —1 < 8 <0,
es una frontera reflectante para g > 0. ’

es una frontera absorbente para —1<a<0,i=N
es una frontera reflectante paraa >0, i=1,--, N —1."

En las Figuras 8.1-8.4 puede observarse este comportamiento para cuatro situaciones distintas. En todas
ellas se tienen N = 3 fases. Dado que estamos enfocados en el comportamiento del proceso en las fronteras
0 y 1, no marcamos cudl es la fase en cada region. En la Figura 8.1 los pardmetros fueron seleccionados
de forma que las fronteras 0 y 1 sean reflectantes, es decir que la trayectoria nunca alcanzara los valores
de frontera. En la Figura 8.2 los parametros fueron seleccionados de forma que la frontera 0 sea reflectante
y 1 sea absorbente. En la Figura 8.3 los pardametros fueron seleccionados de forma que la frontera 1 sea
reflectante y 0 sea absorbente. En este caso, la tnica fase donde la trayectoria alcanza 0 es en la tercera.
Para el resto de las fases, 0 es reflectante. Finalmente, en la Figura 8.4 los pardmetros fueron seleccionados
de forma que las fronteras 0 y 1 sean absorbentes. Este proceso puede alcanzar 1 en cualquier fase, pero sélo
puede alcanzar 0 en la tercera fase.

De acuerdo con la Definicién 3.4.4, el proceso es recurrente si y solo si o, 5 > 0, y transitivo de otra forma.
Lo anterior fue corroborado al analizar las soluciones numéricas de R, , por medio de la ecuacién diferencial
de segundo orden dada por (204). De manera similar, podemos asegurar ocupando la Definicién 3.4.7 que
el proceso siempre es positivo recurrente para «, S > 0, al analizar las soluciones numéricas de V(z) por
medio de la ecuacién diferencial de segundo orden dada por (206) donde G(z) esta dado por (207).

Analicemos ahora un par de aspectos del componente discreto Y'(¢). Primero los tiempos de espera de cada
fase en funcién de los parametros y luego veremos la tendencia de moverse hacia adelante o hacia atras entre
fases. Todo esto depende de la posicién de X (t).

Para los tiempos de espera, nétese que los elementos de la diagonal de Q(z) son

Quie) =~ (N = )5~k +1) para i = 1,
Qii(x) = —ﬁ (N—=d)(B—k+1i)+ax(i—1)(N—i+k)] parai=2,-,N—1,
QNN(QJ):*lfx(N*l)k para i = N.

Por lo que si x estd cerca de 1, los elementos de la diagonal son bastante grandes, eso quiere decir que las
fases son instantdneas, por lo que los tiempos de espera en cada fase son bastante cortos hasta que = esté
lejos de 1. Esto puede corroborarse en las Figuras 8.1-8.4. Cuando x se acerque a 0, se tiene que Q () es
bastante pequeiio, por lo que la fase N se vuelve absorbente (por ende, si el proceso entra en esta fase y el
valor de X(t) es cercano a 0, entonces el proceso tiende a pasar largos periodos de tiempo cerca de 0). Las
fases intermedias (de 2 a N — 1) nunca son absorbentes, dado que Q;;(z),7 = 2,---, N — 1 nunca se acercan
a 0. Por ltimo, si k se acerca a 3 + 1 entonces la fase 1 es absorbente. Para el resto de casos, el valor de
las entradas diagonales y la posiciéon de X (t) determinan el tiempo de espera en esa fase. Lo anteriormente
mencionado puede visualizarse en las siguientes dos figuras.
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alpha=1,beta=2,k=0.2,16 cambios
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Figura 9.1 Simulacion del proceso (220)-(221)
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Ahora para analizar la tendencia, dado que el proceso se encuentra en la fase Y (t) = ¢, debemos revisar cudl
es la probabilidad de moverse a la anterior o siguiente fase. Obviamente, cuando el proceso se encuentra
en alguna de las fases fronterizas 1 o N, sélo puede moverse hacia adelante o hacia atras, respectivamente.
Estas probabilidaddes estan dadas por

P[Y(t)—iHY(t)—iqu]_)m?
PlY(t)=i—Y({t)=i—1]= i (x)

(@) + (@)’

donde z es el estado X(t) del proceso a tiempo t de transicién de fases, ademas \;(z) y p,;(z) estan dados
por (216). Las tedencias hacia adelante o hacia atrds dependen de que u,;(z) < A;(z) o p,(x) > A (x),
respectivamente. Definimos los valores limite

zo(i) = Eiv_lg)(%JrfIZ; i=2,,N—1. (222)

Estos valores son las soluciones x — dependientes de la ecuacién algebraica X;(z) = p,(x). Por ende, al
momento del cambio de fase de Y (t) = i a la anterior o a la siguiente, tendremos una tendencia hacia
adelante cuando = < z,(7), y una tendencia hacia atrds cuando x > z (7). De manera que sea relevante, este
valor limite debe ser menor a 1. De otra forma, siempre habra una tendencia hacia adelante.

Estudiemos los casos donde el valor limite es significativo. Si z,(i) > 1 para todo ¢ = 1,--, N — 1, entonces
siempre habra tendencia hacia adelante. Esto sucede cuando

B+1
N—-1

k<
De todas formas, si

B+ 1N —i)

k
7T N—1

(223)

para alguna i, puede haber tendencia hacia adelante o hacia atras en la misma prueba, lo cual dependera
de la posicién de X (¢) en el momento de transicién. Tenemos una maxima tendencia hacia atras en (223) si
i = 2. El rango de valores de k dependiendo de la fase Y (t) = ¢ puede visualizarse en la Figura 10. Por lo
tanto tenemos

Maxima tendencia hacia adelante si k < (1/\3;:11),
Maxima tendencia hacia atras si k> W7
Tendencia hacia adelante/atrés en otro caso.

Esto explica por qué las fases 1 o IV son absorbentes en términos de los valores de k.
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Estudio de tendencias: alpha=0.5,beta=1,N=5
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- 0 N 0 o 0 < 0 0
“ N ™ <
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Figura 10: Valores limite para distintos valores de k

Finalmente, daremos una expresion explicita de la distribucién invariante en forma vectorial ¥ (y) (véase el
Teorema 3.4.9). Podemos obtener una férmula explicita en este caso dado que £ (213) es auto-adjunto y
también tenemos una expresion explicita de la medida ortogonal W. Precisamente, el Teorema 3.4.9 nos
dice que:

-1

U(y) = ( /0 evaW(y)ewdy) exW(y), (224)

donde W estd dado por (212). Dada la definicién de H, es facil demostrar que para todo j =1, , N,

i (y) =y N1 — )P (Nl) (a+6+N> (5+N)(k)N7j(ﬂ—k+1)j71.

j—1 o Ot h—k+2n (225)

Nétese que esta distribucion invariante (224) vectorial s6lo es valida cuando el proceso es positivo recurrente,
esto es, cuando «, 8 > 0. Para el caso donde —1 < a, f < 0, (224) también tiene sentido, pero ahora los
puntos de la frontera seran absorbentes, por lo que la expresién correcta de la distribucién invariante para
este caso debe incluir los saltos o dtomos en las fronteras 0 y 1 ademés de una densidad de la forma (224).

Para ejemplificar hemos graficado 1,(y),j = 1,-, N en (225) para N = 2,3, 4,5. Hemos fijado los pardmetros
a=B=1k= %. Cabe resaltar que fol w]-(y)dy < 1 en cada componente, pero Z;\Ll fol wj(y)dy =1.
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Psi_j(y)

Psi_j(y)

Distribuciones invariantes: alpha=1,beta=1,k=1.25, N=2
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0.75.
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Figura 11.1: Componentes de distribucion invariante, j=1,2

Distribuciones invariantes: alpha=1,beta=1,k=1.25, N=3
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Figura 11.2: Componentes de distribucion invariante, j=1,2,3
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Distribuciones invariantes: alpha=1,beta=1,k=1.25, N=4
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Figura 11.3: Componentes de distribucién invariante, j=1,2,3,4
Distribuciones invariantes: alpha=1,beta=1,k=1.25, N=5
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Figura 11.4: Componentes de distribucion invariante, j=1,2,3,4,5

De las Figuras 11.1-11.4 puede observarse que, para tiempos largos, si el proceso se encuentra en algin
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estado en (O, %), entonces existe una probabilidad alta de que el proceso se localice en alguna de las tltimas
fases. Sin embargo, si el proceso esta en algin estado en (%, 1), entonces se tiene mas o menos la misma
probabilidad de que el proceso se ubique en cualquier fase (mayor la probabilidad para las primeras fases).

Estas interpretaciones pueden cambiar dependiendo del valor de k. Si k esté cerca de S+ 1 entonces tendremos
la tendencia maxima hacia atras y es mas probable que el proceso esté en alguna de las fases iniciales. Sin
embargo, si k estd cerca de 0, entonces tendremos la tendencia maxima hacia adelante y es méas probable
que el proceso esté en alguna de las fases finales.
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