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Resumen

Antecedentes

La importancia de los problemas no lineales en fisica ha ido creciendo de mane-
ra continua desde que Zabusky y Kruskal encontraron en 1965 que la ecuacion de
Korteweg-de Vries (KdV) tenia unas soluciones muy interesantes, que bautizaron con
el nombre de solitones. Este interés crecié atin méas cuando en 1967 Gardner, Greene,
Kruskal y Miura desarrollaron un método sumamente novedoso para resolver de mane-
ra analitica el problema de condiciones iniciales para la ecuacion KdV. Posteriormente
se vio que habia otras dos ecuaciones aiin mas interesantes que tenian solitones: la ecua-
ci6én no lineal de Schrédinger (NLS) y una versién compleja de ecuacién modificada de
KdV (emKdV).

El estudio de los solitones 6pticos es un area de gran interés en fisica y en fisica-
matematica. Los solitones 6pticos son pulsos de luz que pueden propagarse por fibras
6pticas sin deformarse. Y el estudio de estos solitones ha sido la base de la tecnologia
de telecomunicaciones por fibra 6ptica.

Las ecuaciones NLS y cmKdV son especialmente importantes, ya que, ademas de
ser ecuaciones “totalmente integrables”, son también “ecuaciones universales”, porque
pueden ser deducidas mediante el método de escalas multiples, lo cual implica que
describiran el comportamiento de cualquier sistema dispersivo no lineal (ya sea éste un
cristal liquido, una fibra éptica, un plasma, ondas en el mar, filamentos de vorticidad,
ondas en superficies de grafeno, etc...).

La ecuacién central en este campo es la llamada ecuacion no lineal de Schrédinger
(NLS):

i, + Uy + |uPu =0 (1)

en la cual z es la distancia a lo largo de la fibra 6ptica, t es el llamado tiempo retardado
(t=T —z/V, donde T es el tiempo normal y V es la velocidad de la luz en la fibra),
y u(z,t) es una funcién compleja que se relaciona con el campo eléctrico de la luz de
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acuerdo con la ecuacién:

E(z,t) = u(z, 1)) 4 c.c. (2)

donde k es el nimero de onda da la luz, w es su frecuencia, y c.c. indica al complejo
conjugado.

También es frecuente encontrar a la ec. NLS escrita en la formas:

iUy + Uy + |u]Pu =0 (3)
iy + Ugy + [uPu =0 (4)

La ec. (3) describe la propagacién de un rayo de luz en una pelicula de vidrio delgada,
en donde z es la direccion de propagacion, y x es la coordenada transversal, y la ec.
(4) podria describir ondas en agua o condensados de Bose-Einstein.

Ahora bien, la ec. (1) es adecuada para describir pulsos de luz de unos pocos pico-
segundos de duracion, y unos pocos mili-watts de potencia. Si quisiéramos describir
pulsos mas cortos seria necesario aniadir derivadas temporales de 6rdenes superiores, si
quisiéramos describir pulsos méas intensos tendriamos que anadir términos no lineales
adicionales. Por esta razén existen muchas variantes de la ecuacion NLS que son de
interés en el estudio de los solitones 6pticos; Una de estas variantes que es de especial
interés, es la ecuacién:

iUy — (€U — 17Y|U|*Uy = 0 (5)

a la cual frecuentemente se le llama “complex modified Korteweg-de Vries equation”
(emKdV), y aparece en la descripcién de pulsos de luz en cristales liquidos [1] .

Recientemente se han empezado a estudiar distintas generalizaciones no locales de
la ecuacién NLS. Una primera generalizacién no local de la ec. NLS es la ecuacion:

1 o
iu, + 5 los + u/ R(z — 2')|u(z, 2)|?dz’ = 0, (6)

—00

en la cual se ha reemplazado el factor usual |u|? (que viene del efecto Kerr), por la
integral que vemos en (6) debido a que en realidad el indice de refraccién n(x) no sélo
depende de la intensidad de la luz en un punto (el punto x), sino de la intensidad
de la luz en todo un entorno del punto z. Naturalmente la luz en puntos que estan
lejos de x influye menos, por lo cual se introduce la funcién de peso R(x — z’). Y otra
generalizacién no local de la ec. NLS es la ecuacién de Ablowitz-Musslimani:
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iy — Uge + 202 (2, t)u*(—2,t) = 0 (7)

y en este caso la no-localidad es totalmente distinta. Esta ecuacién es interesante, ya que
Ablowitz y Musslimani (AM) demostraron que es una ecuacién totalmente integrable.
Y esta es una propiedad tan importante que justifico que el articulo de AM se publicara
en el Physical Review Letters. Sin embargo, la ecuacién de AM tiene 2 inconvenientes
serios:

= no tiene lagrangiana (i.e., no puede ser deducida mediante el principio de minima
accion),

= 1o tiene una interpretacion fisica clara.

Objetivo de la tesis

En esta tesis estudiaremos la propagacion de ondas solitarias en cuatro generali-
zaciones no locales de la ecuaciéon cmKdV, en donde las no-localidades son integrales
similares a la integral que vemos en (6), y en dos generalizaciones no locales de la ec.
NLS, en donde las no-localidades son del tipo de la no-localidad de la ecuacién de AM.

Al estudiar las cuatro generalizaciones no locales de la ec. cmKdV encontramos lo
siguiente:

= Tres de las ecuaciones estudiadas pueden deducirse a partir de lagrangianas ade-
cuadas, y de ecuaciones de Euler-Lagrange de formas sumamente novedosas.

La que podria considerarse la generalizacion directa de la ecuacién cmKdV, tiene
una desventaja importante y es que no parece ser deducible de una lagrangiana.
Esta es una caracteristica indeseable, ya que como dice K.H. Anthony [2] .

In theoretical physics a theory is often considered to be complete if its
variational principle in the sense of Hamilton is known.

Por consiguiente, el hecho de encontrar ecuaciones que no puedan ser deducidas a
partir del principio de minima accién sugiere que nuestra teoria no esta completa.
Esto mismo motivé a buscar mas generalizaciones no locales para la ecuacion
cmKdV que si tengan Lagrangiana.

= Una de las cuatro ecuaciones estudiadas permite la propagacién de pulsos de
alturas y velocidades constantes, similares a los solitones usuales.

Al tener cuatro generalizaciones resulté importante averiguar cudal de ellas es la
“buena”, es decir, la que tiene soluciones que se comportan como solitones, ya
que son los solitones, los que tienen las aplicaciones.




En tres de las ecuaciones estudiadas los pulsos no avanzan a velocidades cons-
tantes, lo cual es un resultado poco comun.

Se encontraron multiples lagrangianas equivalentes, que se relacionan en-
tre si de maneras totalmente novedosas.

El estudio de Lagrangianas equivalentes ha sido motivo de multiples trabajos, y
aunque este tema no es tan conocido en el campo de los solitones 6pticos, si es
un tema muy importante en Fisica teorica.

Por otra parte, al estudiar las dos generalizaciones no locales nuevas de la ec. NLS
encontramos lo siguiente:

Las dos ecuaciones propuestas pueden deducirse de lagrangianas adecuadas, uti-
lizando ecuaciones de Euler-Lagrange sumamente originales.

La extrana forma de estas generalizaciones no locales de la ecuacion NLS hace que
las ecuaciones de Euler-Lagrange (que permiten obtener estas ecuaciones a partir
de lagrangianas adecuadas) tengan formas sumamente originales, completamente
diferentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange usuales.

El comportamiento de los pulsos en ambas ecuaciones es diferente.

Atn cuando las generalizaciones de la ecuacién NLS estan relacionadas, presentan
soluciones muy distintas.

En una de estas ecuaciones, el comportamiento de los pulsos pudo explicarse me-
diante un procedimiento variacional (gracias a la existencia de una lagrangiana).

Una de las ecuaciones propuestas tiene una interpretacion fisica clara e
interesante (a diferencia de la ecuacién de AM, que no tiene una interpretacién
fisica clara).

La ecuacion con interpretacion fisica clara permite la propagacién de breathers.
Estudiamos las colisiones entre breathers, y encontramos que estos son soluciones
robustas, que resisten las colisiones, y recuperan sus velocidades y formas después
de la colisién.
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Capitulo 1

Introduccion

En el campo de los solitones épticos, la ecuacion fundamental que describe la pro-
pagacion de pulsos luminosos en fibras opticas es la “ecuacién no lineal de Schrodin-
ger” (NLS, por sus siglas en inglés), y su principal aplicacién yace en las telecomunica-
ciones. Sin embargo, esta ecuaciéon no solo es importante en el campo de los solitones
opticos, sino que es posible encontrarla en otros campos de la fisica, con aplicaciones
diversas. De hecho existen diversas variantes de la ecuacién NLS. Y resulta de gran
interés estudiar estas variantes, en particular las variantes que son cualitativamente
diferentes, entre las cuales podemos mencionar las descritas en la siguiente seccion.

1.1. Generalizaciones de la ecuacion NLS

Ecuacion NLS tradicional

Esta es la ecuacién central que describe la propagacion de pulsos luminosos en fibras
Opticas, y en este caso toma la forma:

i, + Uy + |ulPu =0 (1.1)

donde z es la variable de evolucién del pulso, el término u describe la dispersion del
pulso, mientras que la no linealidad |u|*u es una consecuencia del indice de refraccién
del vidrio, el cual depende de la intensidad de la luz.

La ecuacion NLS también sirve para describir ondas en agua, plasmas, pulsos lu-
minosos en cristales liquidos, e inclusive permite describir el comportamiento de con-
densados de Bose-Einstein, en cuyo caso toma la forma:

iy + Uy + [ul?u =0 (1.2)




1. INTRODUCCION

Generalizacion de la NLS para condensados de Bose-Einstein

“densos”

En un articulo reciente de R. Flores-Calderoén [5] se estudio la dindmica del solitén de
un condensado de Bose Einstein de alta densidad sujeto a un potencial de atrapamiento
que oscila en el tiempo.

En este trabajo se comenzé con una ecuacién modificada de Gross-Pitaevskii (mG-
PE, por sus siglas en ingles) y luego se consideraron las fluctuaciones cudnticas del
estado base, para llegar a la ecuacion generalizada:

o _ " .
i = SRV (@)~ W+ gl + gt — i Dy (1)

la cual es una generalizacion interesante que en comparacién con la NLS tradicional,
tiene cinco términos adicionales, de los cuales tres de ellos son no linealidades.

Generalizaciones de la NLS con “radiacién”

La ecuacion 1.1 describe apropiadamente la propagacion de pulsos épticos cuya
duracién es del orden de 5ps. Sin embargo, en el articulo de A. Espinosa-Cerén [6] se
explica que si quisiéramos describir la propagacién de pulsos més cortos es necesario
introducir términos dispersivos adicionales (derivadas de érdenes superiores), como los
siguientes:

i, + Uy — Ty + [uPu =0 (1.4)
Z.Uz + Uy — iuttt + Ugy + ”LLF’UJ =0 (15)

donde el subindice 4¢ denota la derivada de cuarto orden respecto al tiempo y los
términos dispersivos provocan que el pulso emita radiacion.

Generalizaciones de la NLS para pulsos intensos

A diferencia de la generalizaciéon anterior, si se quieren describir pulsos mas intensos
en lugar de mas cortos, ahora se deben considerar términos no lineales adicionales, como
la no linealidad “saturable” que vemos en el articulo de J. Hickmann [7]:




1.1 Generalizaciones de la ecuacién NLS

T (1.6)
Wy + Uy + U = .
"7 A+ Bul?
o la no linealidad de quinto orden que vemos en el articulo de J. Herrmann [8]:
i, 4wy + |ulPu — |u)tu =0 (1.7)

Generalizaciones “no paraxiales” de la ec. NLS

En el articulo de J. Fuijioka [9] podemos ver que cuando no se toma en cuenta
la aproximacién de “envolventes lentas” (slowly varying envelope approximation), es
necesario considerar ecuaciones de la forma:

iy + Uy 4 Uy + [ufPu =0 (1.8)

iU, + Collzs + Cotly + Catig + Y1 |ul*u — Yolul*u = 0 (1.9)

iy + Collas + Colly — iC3Uy + Catigr + Y1 |ul*u — Yolul*u = 0 (1.10)
i, + ColUss + Cotly + Cattyy + Y1 |ulPu =0 (1.11)

Como podemos ver, estas variantes contienen términos dispersivos de més alto orden
y términos no lineales adicionales. Sin embargo, debido a que no se tomé en cuenta
la aproximacion de envolventes lentas, también es necesario considerar una segunda
derivada en la variable de evolucion. Estas ecuaciones son particularmente interesan-
tes porque conducen a problemas mal planteados (“ill-posed problems”), que NO son
problemas incorrectos, sino que son extremadamente dificiles de resolver.

Generalizaciones de la NLS con solitones embebidos aislados

Por otro lado, en el articulo de A. Espinosa-cerén [10] se puede ver que si se consi-
deran a la vez efectos dispersivos que provocan dispersion y los términos no lineales:

ity + g+ uge + [uPu — |u|fu =0 (1.12)

se observd que estos efectos pueden llegar a contrarrestarse de tal manera que existen
soluciones solitonicas exactas, es decir donde la radiacién no entra en resonancia con
el pulso 6ptico. A este tipo de solitones se les llamé solitones embebidos.




1. INTRODUCCION

Generalizaciéon discreta de la NLS con “embedded lattice soli-
tons” aislados

En 2004 S. Gonzélez-Pérez [11] en un articulo publicado en el revista Physica D
estudio una generalizacién discreta de una version generalizada de la ecuacién NLS:

Uy + €9Ugy + E4U4, + 71|u|2u — 72\u|4u =0 (1.13)

donde el subindice 4z denota la cuarta derivada con respecto a z. La generalizacién
discreta estudiada fue:

Or, 1
ZE + Qs + e4Ayry, + §Wl|7’n|2 (Tna1 +7no1)
2
a §V2|7“n|4 (rps2 +4a (rpp1 +1ram1) +1am2) =0 (1.14)
con:
Tn41 — 2rn + Thn-1
(Az)
n - 4 n 6 n - 4 n— n—
A4rn:r+2 7“+1+ 7“4 Tn—1+ Tp—2 (1.16)
(Az)

y encontraron solitones exactos, conocidos en inglés como “lattice-solitons”, tanto
estandares como embebidos.

Generalizaciones de la NLS con “derivadas fraccionarias”

También existen generalizaciones de la NLS que incluyen derivadas fraccionarias.

Como un primer ejemplo tenemos un articulo de J. Fujioka [12] en donde estudia
una ecuacion NLS que incluye términos dispersivos fraccionarios y términos no lineales
también fraccionarios:

4
% + € () D*u + ZTZ + ul*u -+ (@) [u**7 — Jul'u = 0 (1.17)

siendo D% una derivada fraccionaria de Grinwald-Letnikov. En este caso se encontré
una familia de solitones 6pticos fraccionarios estables.




1.1 Generalizaciones de la ecuacién NLS

En otro articulo de J. Fujioka [13], se estudio una generalizacion fraccionaria de la
NLS, distinta a la anterior:

iu, + € () D%+ ugy + [ulPu — |u|*u =0 (1.18)

ya que en esta ocasiéon se ha considerado una derivada fraccionaria de Ortigueira, la
cual es una derivada fraccionaria completamente distinta a la de Griinwald-Letnikov.
En esta generalizacién también se encontraron soluciones tipo solitén.

Estas generalizaciones de la NLS con derivadas fraccionarias consideran efectos no
locales, ya que la definicion de la derivada de Griinwald-Letnikov:

(771

1 INa+1)
D°f(z) = lfm — Y " (=1)F - 1.1
flo) = lim 7 £ ) et 1=m! &k (1.19)
y la definicién de la derivada de Ortigueira:
I & ['(a+1)
Df(x) =lim — Y (—1)* — 1.2
Jw) = Jim 5 2( S et — Tz s s R @k (1.20)

toman en cuenta no solo a los vecinos cercanos alrededor del punto en el cual se quiere
obtener la derivada, sino que toman en cuenta a todos los vecinos existentes, pesados
por un factor que coincide con el coeficiente binomial en los casos en que « es un entero.
Por lo tanto estas generalizaciones que incluyen derivadas fraccionarias en realidad esta
considerando un efecto no local, pues para conocer el comportamiento de la funcién en
un punto, este no depende del valor de la funcién solo en ese punto, sino que depende
de todos los puntos que estan alrededor de él, aunque ciertamente conforme los puntos
se alejan del punto de interés, su factor de peso es cada vez menor.

Estas derivadas fraccionarias se introdujeron para buscar soluciones adicionales,
ya que hay generalizaciones de la NLS que incluyen una segunda derivada y tienen
soluciones de solitén, pero también hay generalizaciones de la NLS que contienen una
tercera derivada con soluciones de soliton. La diferencia entre ambas generalizaciones
es que describen pulsos a distintas escalas, y con el uso de las derivadas fraccionarias
se pueden obtener soluciones intermedias.

Generalizaciones discretas de la NLS con dos estructuras la-
grangianas cualitativamente distintas

En 2019, J. Fujioka [14] estudié una generalizacién discreta de la ecuacion NLS
que tiene la caracteristica de que puede ser obtenida utilizando el principio de minima
accion, pero de dos formas completamente diferentes. La ecuacién estudiada fue:
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i@t + € (Gui1 + 200 + Gu1) + Y@l (@1 + Gu1)

7 * * Y Y
+ 5@2 (g + a5 ) + §|Qn+1|2€]n+1 + 5’%—1’2%—1 =0 (1.21)

la cual representa un sistema discreto de ecuaciones diferenciales para funciones de
una sola variable, por lo cual se puede utilizar el formalismo Lagrangiano tradicional
aplicable en este tipo de sistemas. Lamentablemente las ecuaciones que surgen de se-
guir por este camino son muy complicadas de resolver. Sin embargo, si se utiliza una
ecuaciéon equivalente:

Ut + € (Ung1 + 2y + Un_1) + V|Un|? (Ung1 + Un_1)

2 (W + ) + S Pt + oy =0 (122)

pero que ahora represente un sistema continuo en el cual la nueva variable u,, es ahora
una funcién de dos variables continuas, entonces el formalismo Lagrangiano también
cambia, y en dicho articulo se observd que en este otro formalismo Lagrangiano es
mas facil aplicar el método variacional para obtener soluciones aproximadas y también
aplicar el Teorema de Noether para encontrar cantidades conservadas. De esta manera
también fue posible encontrar soluciones tipo solitén y los llamados “breathers”.

1.2. Generalizaciones de la ecuacion cmKdV

Generalizaciones de la cmKdV con familias continuas de soli-
tones embebidos

En 2003, R. F. Rodriguez [1] en un articulo publicado en la revista Physical Review
probo la existencia de solitones en fibras nematicas cilindricas, de hecho se obtuvo una
familia de ecuaciones diferenciales parciales no lineales que describen la propagacién
de pulsos 6pticos a lo largo de la fibra.

Dentro de esa familia de EDPs estaba la NLS y también otra de las ecuaciones im-
portantes en el campo de los solitones, la llamada ecuacién complex modified Korteweg-

de Vries (cmKdV):

i, — Gy — iy|ul*u, = 0 (1.23)
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que es una ecuacién totalmente integrable a través del método de “inverse scattering”,
al igual que la ec. NLS.

En su articulo R. F. Rodriguez explicé por qué los solitones no radian, aunque su
numero de onda esté contenido en el espectro lineal del sistema. Por lo tanto, explicaron
como es posible que estos solitones embebidos puedan ser soluciones estables.

Generalizacion discreta de la cmKdV con familias de “embed-

ded lattice solitons”

Ademads de estudiar “lattice solitons” de forma aislada, también se han estudia-
do familias de lattice solitons embebidos [15], pero esta vez la ecuacién generalizada
estudiada es una variante de la cmKdV:

or,
o —2¢0 (Tng1 + Tne1) + €0 (Tny2 + Tn—2)

F ol (Pt — Tae1) = 0lrnl? (Faga + 72)  (1.24)

esta ecuacion es una generalizacién discreta de la ecuacion cmKdV, porque cuando
tomamos el limite cuando Ax — 0 recuperamos la ecuacion:

1
up = €ug, + 6 (p — 20) y|u|*u, (1.25)

Los solitones encontrados en esta generalizacion discreta se pueden mover con ve-
locidades arbitrarias a través de la malla y, ademads, son soluciones suficientemente
robustas como para soportar colisiones

1.3. Generalizaciones de la NLS y cmKdV que in-

cluyen efectos no locales

Asi pues, podemos ver que hay muchas generalizaciones de interés de la ec. NLS.
Algunas de estas generalizaciones se conocen casi desde el inicio del estudio de los
solitones Opticos, y otras generalizaciones son mucho mas recientes. Y entre las ge-
neralizaciones recientes hay un tipo de ellas muy interesantes, poco estudiadas: las
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generalizaciones no locales de la ec. NLS. Esencialmente hay 2 tipos muy diferentes
de ecs. NLS no locales, ecuaciones como la ec. de Wang, Wang, Yang, Mao (WWYM)
[16]:

1 oo
iuy + 5 U + u/ R(x — 2")|u(a’,t)2dz’ = 0, (1.26)

o0

o ecuaciones como la ec. de Ablowitz-Musslimani (AM) [17]:
iUy — Uge + 20 (2, t)u*(—z,1) = 0 (1.27)

En esta tesis estudiaremos cuatro generalizaciones no locales de la ec. cmKdV que
tienen términos no locales semejantes al que aparece en la ec. WWYM, y dos generali-
zaciones no locales de la ec. AM que tienen la virtud de tener estructuras lagrangianas
(a diferencia de la ec. AM, que no tiene lagrangiana auténtica). En este trabajo inves-
tigaremos, en particular, si estas seis ecuaciones permiten la propagacion de solitones.

Es importante enfatizar que la ec. cmKdV es una ecuacion de gran importancia,
ya que, ademds de describir procesos fisicos muy interesantes (como pulsos de luz
en cristales liquidos), es una de las pocas ecuaciones diferenciales parciales no lineales
“totalmente integrables”, es decir, que pueden ser resueltas de manera exacta mediante
el famoso método de “inverse scattering”. Por lo tanto, es de gran interés saber si existen
generalizaciones no locales de la ec. cmKdV que permitan la propagacién de solitones.
Por lo tanto, en este trabajo investigaremos si es posible:

= generalizar el principio de minima acciéon para que sea aplicable a integrales de
acciéon en las cuales la lagrangiana no sélo dependa de las funciones u(z,t) y
u*(z;t), sino también de integrales similares a la que vemos en la ec. (1.26). Esto
implica encontrar la forma de las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes
a este tipo de lagrangianas.

= resolver numéricamente las distintas generalizaciones de la ecuacion cmKdV y
comparar las soluciones con la ec. cmKdV tradicional.

s generalizar el teorema de Noether para que sea aplicable a lagrangianas que
contengan integrales similares a la que aparece en la ec. (1.26). Si esto es posible,
buscar cantidades conservadas asociadas a las simetrias de las lagrangianas de
las generalizaciones no locales de la ec.cmKdV.

= aplicar el método variacional introducido por Anderson (muy usado en el estudio
de solitones épticos) para obtener informacion acerca del comportamiento de las
ondas solitarias que obedezcan las versiones no locales de la ec. cmKdV.

Por otro lado, la ec. de Ablowitz-Musslimani (AM) es de interés por otras razones.
En primer lugar, porque es también una ecuacién totalmente integrable. Pero ademas
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porque es una ecuacion sumamente extrana. La ‘“no-localidad” de esta ecuacién es
un término extrano, para el cual casi no se han encontrado interpretaciones fisicas de
interés. Esta ecuacion, sin embargo, tiene una gran desventaja: no tiene una estructura
lagrangiana. Y en este trabajo buscaremos “corregir” estas 2 deficiencias de la ecuacion
AM, es decir:

= en primer lugar, mostraremos que es posible construir generalizaciones de la ec.
AM que si tienen una estructura lagrangiana,

= v en segundo lugar, mostraremos que una de las generalizaciones de la ec. AM
encontradas en este trabajo si tiene una interpretacion fisica totalmente clara e
interesante, que describe un proceso que podria generarse en un laboratorio de
optica.

La ecuacién no lineal de Schrédinger (NLS) y la ecuacién compleja modificada
Korteweg-de Vries (cmKdV):

Uy — EUgzy — Y|u|*uy =0 (1.28)

son ecuaciones excepcionales porque ellas constituyen el unico par de ecuaciones com-
pletamente integrables, es decir, ecuaciones diferenciales parciales no lineales (NLP-
DEs) completamente integrables solubles por el método de dispersién inversa “inverse
scattering”, que son también ecuaciones universales pues pueden ser obtenidas por el
método de escalas multiples [18]. Este hecho implica que ambas son 1tiles para descri-
bir la propagacién de ondas en cualquier medio dispersivo no lineal (pero a diferentes
escalas). De hecho la NLS es una de las NLPDEs més importantes en fisica mateméti-
ca porque tiene muchas caracteristicas interesantes. Una de ellas es la existencia de
un numero significativo de generalizaciones, que describen la propagacién de ondas
no lineales en muchos sistemas diferentes. Estas generalizaciones incluyen extensiones
“simples” que contienen derivadas de mas alto orden o bien no linealidades de mas alto
orden [19]-[23], pero también existen variantes més sofisticadas que incorporan deri-
vadas fraccionarias [24]-[27] o términos no locales[28]-[30]. Por otro lado, la ecuacién
cmKdV es particularmente interesante porque ademas de ser util en cualquier sistema
dispersivo no lineal, hereda las soluciones reales de la ecuacién modificada Korteweg-de
Vries (mKdV):

Ut + Uy + 60 U, = 0 (1.29)

de la que hay nuevas soluciones interesantes[31],[32].

En las pasadas dos décadas han sido ideados diversos métodos para obtener so-
luciones particulares de ecuaciones, tales como las ecuaciones NLS y ecmKdV o bien
para otras NLPDEs, como la ecuacién de Boussinesq, Ginzburg-Landau, Klein-Gordon,
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Camassa-Holm y Kadomtsev-Petviashvili. Entre esos métodos estan el método mejo-
rado de la funcion tanh [33],[34] la aproximacién de mapeo [35], métodos basados en
transformacién de funciones y ecuaciones auxiliares [36]-[40], el método de expansién
de la funcién eliptica de Jacobi [41] y el método conocido como F-expansion [42]-[44].

En éptica, la inclusion de términos integrales no locales en la ecuacién que describe
la propagacién de la luz en un medio no lineal es debido al hecho de que el cambio
de la luz inducida en el indice de refracciéon de un cierto punto dentro del medio esta
influenciado por la intensidad de la luz en una vecindad de ese punto. En anos recientes,
ha habido un incremento interesante de este tipo de procesos (donde los efectos no
locales toman lugar) y han llevado al estudio de varias generalizaciones de la ecuacién
NLS que contiene términos integrales [16],[45].

Debido a que en cualquier sistema, donde la NLS puede describir la propagacion
de ondas no lineales a una cierta escala, la cmKdV es también 1til para describir
el comportamiento de ondas pero a escalas méas grandes, deberiamos esperar que en
los medios no lineales no locales donde la propagacion de pulsos de luz pueden ser
descritos por ecuaciones generalizadas NLS que contienen términos integrales, versiones
no locales de la ecmKdV también podrian ser ttiles para describir la propagacién de
ondas en otras escalas. Sin embargo, la incorporacion de efectos no locales en la cmKdV
no es directa como en el caso de la NLS. Si nosotros intentamos introducir efectos
no locales en la cmKdV de la misma manera en que se hizo en el caso de la NLS
(reemplazando el factor |u|? por una integral), la ecuacién resultante ya no es obtenible
via el principio de minima accién y no posee Lagrangiana. Por lo tanto, debemos ser
cuidadosos al incorporar la no-localidad en la ecuacion cmKdV.

Como mencionamos en los antecedentes, existen dos extensiones no locales intere-
santes de la famosa ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS):

iy + Ugy + [ul*u =0 (1.30)

En la primera extensién la no linealidad usual |u|?u es reemplazada por un término
integral [16]:

1 oo
iuy + 5z + u/ R(x — a")|u(a’,t)2dz’ = 0, (1.31)

o0

donde R(z — ') es una funcién de peso que asigna una mayor importancia a los valores
u(a’,t) en los puntos z’ que estdn mas cerca de x, y una menor influencia a los puntos
que estan mas lejos de x. El significado de tal reemplazamiento es muy claro en el
estudio de solitones 6pticos, donde la ecuacion 1.30 es usada para describir el avance
de pulsos épticos a lo largo de fibras épticas o peliculas delgadas dieléctricas. En el
ultimo caso t, deberia ser entendido como la distancia de propagacion a lo largo de

10
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la pelicula delgada, y x es la distancia a lo largo de un eje que es perpendicular a la
direccién de propagacion. En este contexto éptico, el término no lineal en la ecuacion
NLS es originado por efecto Kerr, que nos dice que el indice de refraccién de la fibra,
n(z), depende de la intensidad de la luz. Sin embargo, siendo realistas, el valor de
n(z) no solo depende del valor de la intensidad de la luz en el punto matemético
x, sino que también depende de la intensidad de la luz en una vecindad de z. La
integral que aparece en la (1.31) toma en cuenta tal dependencia no local. La estructura
de la (1.31) es interesante, porque puede ser obtenida de una densidad Lagrangiana
apropiada a través del principio de minima accién, y con esta Lagrangiana podemos
obtener cantidades conservadas usando el Teorema de Noether y aproximar soluciones
por medio del método variacional de Anderson [46].

Por otro lado, una extension no local completamente diferente de la ecuacion NLS
fue desarrollada por Ablowitz y Musslimani (AM) en 2013 [17]:

iy — Uy + 20° (2, t)u*(—2,t) = 0 (1.32)

En esta ecuacién la funcién cuadréatica u?, asi como las derivadas u; v .., son evaluadas
b )

en el punto (z,t) (como es usual), pero el complejo conjugado u* es evaluado en (—x, ).
Por lo tanto, esta ecuacién describe un proceso no local: el valor de la derivada u,; en el
punto x no esta completamente determinado por el comportamiento de la funcién u y
su derivada u,, en ese punto, sino que depende del valor u* en el punto —x, que puede
estar muy lejos del punto z. La ecuacién (1.32) es un modelo interesante, porque es
integrable usando el método de dispersion inversa y posee soluciones de onda solitaria
que explotan en un tiempo finito. Deberfamos notar que la ec. (1.32) sélo contiene
no-localidades espaciales. Sin embargo, ecuaciones NLS no locales con no-localidades
en el tiempo también han sido desarrolladas y estudiadas [47],[48].

Después del descubrimiento de la ec. (1.32), muchas otras ecuaciones diferenciales
parciales (PDEs) no lineales y no locales con propiedades interesantes fueron encontra-
das: una ecuacién no local modificada Korteweg-de Vries (mKdV) [49]-[51], una ecua-
cién compleja no local mKdV [52], una ecuacién no local de Hirota [53],[54], ecuaciones
NLS no locales con potenciales de atrapamiento, soluciones racionales y condiciones
de frontera diferentes de cero [55]-[57], ecuaciones superintegrables no locales NLS y
mKdV [58], asi como varios sistemas de PDEs no locales [59]-[64].

Es interesante observar que las ecuaciones (1.31) y (1.32) son completamente di-
ferentes. Ambas son ecuaciones no locales, pero por razones completamente distintas.
Ademads, hay un importante contraste entre ellas: mientras la ecuacién (1.31) no es
integrable pero si tiene Lagrangiana, la ecuacién (1.32) es un modelo integrable, pero
no posee una estructura Lagrangiana auténtica.

11
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1.4. Estructura de la tesis

Este trabajo esta estructurado de la siguiente forma:

En el capitulo 2 presentamos cuatro generalizaciones no locales de la ecuacién
cmKdV, tres de estas variantes pueden ser obtenidos por el principio de minima ac-
cién y poseen diferentes Lagrangianas equivalentes. De hecho la relacién de equivalen-
cia que presentan estas lagrangianas es diferente a la usual y la hemos llamado “F-
equivalencia”. Aplicamos el Teorema de Noether a las generalizaciones para obtener
cantidades conservadas, y encontramos que una de estas generalizaciones tiene solu-
ciones tipo solitén. Analizamos la estabilidad de estas soluciones a través de pequenas
perturbaciones a la amplitud inicial. Utilizamos el método variacional para tener un
mejor entendimiento del comportamiento de estos pulsos.

En el capitulo 3 presentamos dos generalizaciones de la ecuacién de AM, con la
ventaja de que si tienen una estructura Lagrangiana y observamos un efecto interesante
producido por el tipo de no-localidad presentado en estas ecuaciones, y es que el origen
se comporta como un atractor para soluciones que empiezan a moverse a partir de él.
Sin embargo, también existen soluciones que logran escapar. Y en los casos en que la
solucién ya viene moviéndose desde antes de llegar al origen, se observa que el efecto del
origen es minimo. Encontramos, ademas, que una de las generalizaciones de la ecuacion
de AM, permite la propagacion de breathers, y ademéds estos breathers son soluciones
robustas que resisten colisiones.

En el capitulo 4 hacemos una breve discusion acerca del trabajo realizado, y a
modo de conclusiones enlistamos de manera puntual los resultados més importantes
obtenidos en esta tesis.

Finalmente, en los apéndices podemos encontrar toda la informacion relacionada
con los calculos involucrados para obtener los resultados presentados en esta tesis. Sin
embargo, no estan en el orden de aparicion en la tesis, sino que més bien tienen un orden
logico en el cual se agruparon teniendo en cuenta las técnicas y modelos matematicos
utilizados en este trabajo.

12



Capitulo 2

Ecuaciones integrales complejas modificadas

de Korteweg-de Vries (Iem-KdV)

En este capitulo examinamos diferentes formas de introducir efectos no locales en la
ecuacién compleja modificada Korteweg-de Vries (cmKdV). Se presentan cuatro posi-
bles generalizaciones de la ecuacion cmKdV. En estas variantes de la ecuacién cmKdV
los términos no lineales han sido remplazados por uno, dos o tres términos integrales.
Tres de estas variantes pueden ser obtenidas por el principio de minima acciéon y po-
seen diferentes Lagrangianas equivalentes. La relacion entre estas lagrangianas es
enteramente nueva. Por lo tanto, hemos encontrado un nuevo tipo de equivalencia
Lagrangiana. Debido a que el teorema de Fubini es necesario para probar la equivalencia
de estas Lagrangianas, le llamamos “F-equivalencia”. Se aplicé el teorema de Noether a
estas ecuaciones integrales y se obtuvieron diferentes cantidades conservadas. También
se estudié el comportamiento de ondas solitarias en estos modelos. Se encontré que
uno de estos modelos tiene soluciones tipo soliton. Las soluciones numéricas muestran
que estos solitones son estables, y las amplitudes de los solitones perturbados alcanzan
valores constantes después de un corto periodo transitorio. Finalmente fue aplicado el
método variacional para tener un mejor entendimiento del comportamiento de estos
pulsos durante los periodos transitorios.

Este capitulo esta estructurado como sigue: en la seccién 2.1 comenzaremos estu-
diando la ecuacién, que puede ser considerada la extension integral mas obvia de la
ecuacién cmKdV: una en que se reemplaza |u|? por una integral. Mostraremos que
esta ecuacion (nos referiremos a ella con el acrénimo Iem-KdV-I) conserva el momento
y la energia, pero tiene un inconveniente: no puede ser obtenida utilizando el princi-
pio de minima acciéon. Entonces introduciremos una segunda extension integral de la
cmKdV que tiene dos términos integrales y si puede ser obtenida mediante el principio
de minima accién. Mostraremos que esta ecuacién (Iem-KdV-II) puede ser obtenida
de dos Lagrangianas equivalentes que estan relacionadas entre ellas en una forma com-
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2. ECUACIONES INTEGRALES COMPLEJAS MODIFICADAS DE
KORTEWEG-DE VRIES (ICM-KDV)

pletamente nueva. En la seccion 2.2 mostraremos que también es posible construir
una tercera extensién integral de la ecuacion cmKdV (Iem-KdV-III) que tiene un solo
término integral y puede ser deducida de dos densidades Lagrangianas equivalentes con
diferentes términos integrales. La seccion 2.3 muestra que las ecuaciones Iem-KdV-II e
Iem-KdV-III pueden ser combinadas en una cuarta extension no local de la ecuacién
cmKdV que contiene tres términos integrales. Esta ecuacién Iem-KdV-IV es parti-
cularmente interesante porque puede ser obtenida de nueve diferentes Lagrangianas
equivalentes cuya relacion no es la usual. En la seccién 2.4 se aplicara el Teorema de
Noether a la ecuacion Iem-KdV-IV, y se probara la conservacién de la energia y de
nueve Hamiltonianas diferentes. En la secciéon 2.5 investigaremos céomo evolucionan
condiciones iniciales tipo solitén de acuerdo a las ecuaciones [em-KdV LII y III.

2.1. Las ecuaciones Icm-KdV-I e Icm-KdV-11

Cuando lidiamos con sistemas no lineales donde la propagacién de ondas puede ser
descrita por la ecuaciéon NLS, efectos no locales pueden ser introducidos reemplazando
el término no lineal |u|?u por un término integral de la forma:

+o0
u/_ R(x — 2")|u(a’,t)|*d2’ (2.1)

(e e}

donde R(z) es una funcién real simétrica normalizada que podria ser escogida como
exp (—|z|/o) /(20), o como exp (—z*/c) /(20) o incluso una funcién escalén simétrica.
La ecuacién resultante:

1 oo
iug + s u/ R(x — 2")|u(a’,t)]2dz’ = 0, (2.2)

es un modelo satisfactorio porque conserva la energia, el momento, la Hamiltoniana y
puede ser obtenido de una densidad Lagrangiana adecuada. Esta forma de introducir
efectos no locales en la ecuacion NLS sugiere que también podriamos introducir estos
efectos en la ecuacién cmKdV a través de una generalizacion de la forma:

+o0
Up — EUggy — 'yux/ R(z — 2))|u(a2',)]*da’ = 0 (2.3)

Un célculo directo (ver el Apéndice B ) muestra que esta ecuacién conserva la
energia y el momento:

E:/ —2¢|u|?dx (2.4)

o
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M :/ i(uu) — u u,)dx (2.5)

sin embargo, la ec. (2.3) (que llamaremos Iem-KdV-I) tiene un inconveniente impor-
tante, y es que no puede ser deducida a través del principio de minima accién. Esta
desventaja puede ser corregida si introducimos un segundo término integral en la ecua-
ciéon. En otras palabras, la ecuacion Iem-KdV-II:

Ut — €Uy — %ux/ R(x — o) |u(a’, t)Pda’ — %u/ R(x — 2" )u*udx’ =0 (2.6)

o0 (e}

puede ser obtenida (ver el apéndice D.1) de la densidad Lagrangiana:
L1 =i(u vy — uuy) + ie(unl,, — U Uys) + zg(uu; — uuy) / R|ul|*da’ (2.7)
y también de la Lagrangiana:

Lo = i(u uy — uuy) + te(uu),, — U tyy,) + z%|u|2 (/ Ruuldx' — /Ru*uwdm') (2.8)

para verificar que (2.7) y (2.8) llevan a la ec. (2.6) debemos observar que estas Lagran-
gianas son de la forma:

L :L(uautvuxan17n27U*7u:7u;vﬁ;”;) (29>

donde:
m= / R(x — 2))|u(a', t)|*da’ (2.10)
Ne = / R(x — 2" u(2, t)ui (2, t)da' (2.11)

y para tales Lagrangianas como (2.9) el principio de minima accién lleva a una ecuacién
de Euler Lagrange de la forma:
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0t 0 (08) 0 (08\ O ( o
Oou  Ox \ Ouy ot \ Ouy 03 \ Ougyy
* e aL / / / * e aL / / /
+u /_OO a—m(x,t)R(x —z)dz’ + u} /_OO a—m(x,t)R(:c —x)dx

+o00 too

Como (2.7) y (2.8) llevan a la misma ecuacién (2.6), son Lagrangianas equivalentes.
Sin embargo, la relacién entre £; y L5 no es la relacion usual entre Lagrangianas
equivalentes, pues, podemos ver que:

OF (u) N 0G(u)

Ly £ L
27 b1t —5; O

(2.13)

para cualesquiera funciones algebraicas F'(u) y G(u). £1 y Lo estan relacionadas en
una forma nunca antes observada. Dado que podemos obtener L5 a partir de £; intro-
duciendo L4 en la integral de accion, e intercambiando el orden de las integrales por
medio del Teorema de Fubini, diremos que estas Lagrangianas son F-equivalentes (ver
el apéndice E).

Para cerrar esta secciéon es importante mencionar que las ecuaciones Iem-KdV-I e
Iem-KdV-II se reducen a la ecuacion cmKdV cuando R(z — ') es una funcién delta
de Dirac. Por lo tanto, esperariamos que las soluciones de las ecuaciones (2.3) y (2.6)
tendieran a las soluciones de la ec. (1.28) si el ancho de la funcién R(x — z’) se reduce
lo suficiente.

2.2. La ecuacion Iem-KdV-II1

Podemos ver que las funciones que aparecen enfrente de las dos integrales en la
ecuacion Iem-KdV-II son respectivamente, u, y u, que son dos de los factores que apa-
recen en el término no lineal vu*u, de la ecuacién estandar cmKdV. Esta observacion
sugiere estudiar la ecuacién obtenida cuando el tercer factor u* sale de la integral, es
decir, la ecuacion:

Up — €Uz, — yUu” / R(x — 2" u(z', t)u, (2’ t)dz’ = 0 (2.14)

o0

A esta ecuacion la llamaremos Iem-KdV-III, y es un modelo interesante porque se
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reduce a la ecuacién (1.28) cuando R(x — ') es una funcién delta de Dirac. Ademas,
conserva la energia y el momento (como veremos en la seccién 2.4), y puede ser obtenida
de las siguientes dos densidades Lagrangianas:

L3 =i(u uy — uuy) + ie(uu,, — U tpyy)

— iy ((u*)2 / Ruu,dz’ — u? / Ru*u;;dx’) (2.15)

Ly =i(u vy — uuy) + ie(vu,, — U tyyy)
+ iy (u*ui/Rzﬂdz’ —uux/R(u*)Qda:') . (2.16)

Para verificar que L3 y L4 llevan a la ecuacién (2.14) debemos observar que la
aplicacion del principio de minima accion a Lagrangianas de esta forma llevan a la
siguiente ecuacién de Fuler Lagrange:

0L o (98 0 (0L & ( o
ou  Ox \ Ouy ot \ Ouy 03 \ OUugyy
+oo +oo
—u/oo %g—é(x’,t)}%(x’—x)dx'—ir%/oo g—;(x’,t)R(:v’—x)dx’ =0 (2.17)

donde hemos definido:
N = / R(z — 2" u(a', t)u, (2, t)da’ (2.18)

Ny = /_00 R(x — 2" )u? (2, t)da’ (2.19)

Podemos verificar que la sustitucion de L3 o L4 en la ecuacién (2.17) lleva a la
ec. (2.14), y consecuentemente L3 y £, son Lagrangianas equivalentes. Sin embargo,
debemos observar que la relacién entre L3 v £4 no es la estandar. Como ocurria con
Ly Ly, las Lagrangianas L3 y £4 también son F-equivalentes.

2.3. La ecuacion Icm-KdV-1V

Las ecuaciones Iem-KdV-II e Iem-KdV-III tienen, respectivamente, uno y dos térmi-
nos integrales. Podemos combinar estas dos ecuaciones y formar una nueva generaliza-
cién integral de la ecuacién cmKdV de la forma:
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ut—eumx—%ux/ R1|u|2dm’—71u/ Rlu*uxdx'—vgu*/ Ryuugdx’ =0 (2.20)

o0 o0 —0o0

donde los coeficientes v, son constantes reales. Deberiamos notar que las funciones
Ri(z — ') y Ry(x — 2’) podrian ser diferentes, pues la funcién de peso que aparece
en las integrales de la ecuacién Iem-KdV-II no es necesariamente igual a la funcion de
peso que entra en el término integral de Iem-KdV-III. También deberiamos observar
que la ec. (2.20) se reduce a la ec. (1.28) cuando R; y R» son funciones delta de Dirac,
y los coeficientes 7, satisfacen la condicién 2y, + v, = 7.

La ec. (2.20) que llamaremos Iem-KdV-IV, conserva la energia (como veremos en
la siguiente seccién), y puede ser obtenida (ver el apéndice D.2) de la siguiente Lagran-
giana:

Lg =i(u vy — uuy) + ie(uu),, — U lpey) + 101 (v — u*uy) / Rlu|*d2’

+ i |ul? (/ Ruuldx’ — /Ru*uxdx’)
— 03 <(u*)2/Ruuxdx’ — u2/Ru*u;dx'>

+idy (u*ui/Rﬁdm’ — uux/R(u*fd:v’) . (2.21)

donde los coeficientes 9,, son constantes reales que satisfacen las condiciones:
51 -+ (52 =M (222)
(53 -+ 54 =2 (223)

Podemos verificar que la ec. (2.20) se obtiene cuando sustituimos la Lagrangiana
(2.21) en la ecuacién de Euler Lagrange:
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93
da3

oL 0

ou Ox

0L
Oy,

0

>__

o
8Ut

0L

aul’l‘l‘

ot

(#n:) ~ a1 (1) =2 (o)

+o0 oo
”*/ W ORG — )i+ / 9% & DR — 2)da’
o OM . o
+o00 oo
—u /oo %gqf; ("L‘/7t)R(I, - $>d$/ — U,; /oo gé (w/,t)R(ZL‘/ . I)dI,
teo a (95 —+oo @L

— (2", t)R(z' — x)dz’ =0 (2.24)

_u/

y la deduccién de esta ecuacion de Euler-Lagrange la podemos ver en el apéndice C.1.

(' t)R(z" — x)dx’ + 2u/

o Ox0n3 oo 6774

Si escogemos los cuatro coeficientes 6,, diferentes de cero, la densidad Lagrangiana
contendra cuatro integrales diferentes (71, 72, 13, 74 y sus complejos conjugados). Sin
embargo, también podriamos escoger ya sea d; o dy igual a cero (no ambos cero), y
L5 contendria tres integrales. En forma similar podemos escoger d3 o 4 igual a cero,
y L5 también contendria tres integrales diferentes. Tenemos, de hecho, nueve opciones
diferentes:

o 7 0,

0 (y las restantes ¢,, diferentes de cero

n=1,2,34

0 (y las restantes 6, diferentes de cero

0 (y las restantes ,, diferentes de cero

)
)
)
d4 = 0 (y las restantes 9,, diferentes de cero)

01 =03=0 y o4 diferentes de cero

(02 )
91 = 64 = 0 (62 y 03 diferentes de cero)
dy = 03 =0 (01 y d4 diferentes de cero)
dy = 04 = 0 (61 y 03 diferentes de cero)

La relacién entre las nueve Lagrangianas equivalentes no es la usual, son F-equivalentes,
y consecuentemente es interesante la existencia de estas Lagrangianas. Deberiamos no-
tar, en particular, que cada una de ellas conducira a una Hamiltoniana diferente.
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2.4. Teorema de Noether y cantidades conservadas

En esta seccién mostraremos los resultados de la aplicacion del Teorema de Noether
para determinar algunas de las leyes de conservacién asociadas a la ec. (2.20). Para
ver el procedimiento completo, ver el apéndice F.1. Consecuentemente, investigaremos
si la integral de accién correspondiente a la densidad Lagrangiana (2.21) permanece
invariante bajo transformaciones infinitesimales. Sélo consideraremos transformaciones
infinitesimales simples de la forma:

9 =t+e (2.25)

2® =1+ e (2.26)

u®(2®,1%) = u(z,t) + ep1 (u(x,t)) (2.27)
WO 19) = u*(z, 1) + epa(u* (2, 1)) (2.28)

donde € es una parametro real que genera un grupo de transformaciones, &; y & son
constantes reales, y el simbolo © indica las variables transformadas.

Como es usual, la integral de accién permanecera invariante bajo la transformacion

si 0L = 0, donde:

oL = %—f& + g—jch + g—iéu + g—icmt + g—idum + %&me
+ g—:lém + 2—525772 + g—ééng + 2—25174 +c.c. (2.29)
donde c.c. denota el complejo conjugado y:
ou = €[pr(u(r,1)) — wss — uao] (2.30)
ou* = €[pa(u”(x,1)) — uf& — uzés] (2.31)

y los factores dn,(n = 1...,4) pueden ser expresados en términos de du y du*. Siguiendo
un procedimiento estandar, podemos reescribir £ en una forma mas conveniente si
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2.4 Teorema de Noether y cantidades conservadas

tomamos 0L /0u y 0L /0u* de las ecuaciones de Euler Lagrange, y sustituimos estas
expresiones en la ec. (2.29). De esta manera la ecuacién 6£ = 0 toma la forma:

0 0
EQI + %Q2 = (3 (2.32)
donde: or or
Q1 = €&l — 5u(9_ut —ou oul (2.33)
oL 0? 0L 0 0L
0L 0L , . oL
- ((5u)mm — udu a—nngac — u(du )/Ra—mdw +ce (2.34)
y

0L 0L 0L oL )
+ c.c.

Qs = ez (8771771 +8772772 +8773773 +8774774 ( )

Cuando la densidad Lagrangiana (2.21) se sustituye en la ec. (2.35), se encuentra
que:

/ " Oydr =0 (2.36)

y esto implica que la ec. (2.32) es una ley de conservacién. Por lo tanto, si Q2 = 0
cuando z — oo, la ec. (2.32) implica que ffooo (Q1dx es una cantidad conservada.
Ademas, segiin podemos leer en el articulo de Banados [65] la magnitud asociada con
una invarianza bajo una transformacion en el tiempo es la Hamiltoniana del sistema, la
magnitud asociada con una invarianza bajo una transformacion de norma es la energia,
y la magnitud asociada con una invarianza bajo una transformacion en el espacio es el
momento.

En el caso de una traslacién temporal (&, = p1(u) = po(u*) = 0):

Q1 = ie(uu,, — U lyyy) + 101 (uu) — u*uy,) /R|u|2das'

+ 06 |u? (/ Ruwldz' — /Ru*uxdx')
— 103 ((u*)Q/Ruumdx' - UQ/Ru*u;d:v')

+ 0y (u*u;‘;/Ruzdas'—uux/R(u*)2da:’) (2.37)
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que seria la Hamiltoniana del sistema. En el caso de un transformacion de norma

(&1 =& =0):

Q1 = —2€|ul? (2.38)

que seria la energia del sistema.
En el caso de una traslacion espacial (§5 = ¢1(u) = pa(u*) = 0) tenemos:

Q1 = 1 (vuy, — u*uy) (2.39)

que seria el momento del sistema.

La cantidad conservada (2.37) asociada a la invarianza de la integral de accién bajo
la traslacién temporal, es la densidad Hamiltoniana del sistema. Como esta Hamilto-
niana involucra constantes arbitrarias d,, (s6lo restringidas por las condiciones (2.22) y
(2.23)), pueden ser escritas en distintas formas, incluyendo dos, tres o cuatro integrales
diferentes, asi como las nueve Lagrangianas diferentes descritas al final de la seccién
2.3. Por otro lado, en aplicaciones de éptica la cantidad conservada (2.38) es la den-
sidad de energia. Como la ecuacion Iem-KdV-IV contiene las ecuaciones Iem-KdV-II
y IIT como casos particulares, la energia también se conserva en estas dos ecuaciones
(como se menciond en la seccién 2.1 y 2.2). La cantidad conservada (2.39) es la llama-
da densidad de momento, y tiene la misma forma que la densidad de momento de la
ecuacién cmKdV.

2.5. Soluciones de Onda solitaria

2.5.1. Soluciones de las ecuaciones Icm-KdV-I, II y III

Hemos visto que basicamente son tres diferentes extensiones no locales de la ecua-
cién cmKdV: las ecuaciones Iem-KdV-I, IT y III (la ecuacién Iem-KdV-IV es una com-
binacién de las ecuaciones Iem-KdV-I, IT y III).

En esta seccién, exploraremos cémo evolucionan condiciones iniciales tipo solitén
de acuerdo a estas ecuaciones.

Comenzaremos estudiando las soluciones de la ecuacién Iem-KdV-Icone = 1, v = 6,
R(z) = exp(—|z|/o) /(20) y 0 = 0.25. Consideraremos tres condiciones iniciales que
son similares a un soliton exacto de la ecuaciéon cmKdV estandar. En otras palabras,
usaremos condiciones iniciales de la forma:
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u(z,0) = Asech <§> e (2.40)

Sie =1y vy = 6 este pulso inicial generard una solucion de soliton exacto de la ecuacién
(1.28) si usamos los valores:

5] 8 1
Y R L 241
0 \/; " \/; et 2.41)

Ahora obtendremos las soluciones numéricas (ver el apéndice G.1) de la ecuacién
Iem-KdV-I (con una funcién de peso exponencial con o = 0.25) correspondiente a tres
pulsos iniciales de la forma (2.40), todos ellos con w = wy y r = 10, pero con tres
diferentes valores de la amplitud inicial: A = Ag, A = 0.97Ag y A = 1.03A4,. En los
tres casos las ondas solitarias sobreviven, pero sus amplitudes disminuyen lentamente
como se muestra en la figura 2.1. Esta figura también muestra una cuarta solucion de la
ecuaciéon Iem-KdV-I (la linea punteada), que corresponde a la condicién inicial (2.40)
con los parametros mostrados en (2.41), pero con ¢ = 0.5 (una funcién de peso més
ancha). Las formas de los cuatro pulsos en ¢ = 100 se pueden observar en la figura 2.2.
Ademas, las posiciones del punto maximo de los pulsos como funciones del tiempo se
muestran en la figura 2.3. Podemos ver en esta figura que las velocidades de los pulsos
(las pendientes de las curvas mostradas en la figura 2.3) no son constantes, que no es
el comportamiento tipico de la soluciones de solitén. Si recordamos que la velocidad de
un solitén exacto de la ecuaciéon cmKdV depende de la amplitud del solitén (ecuacién
(36) de la referencia [1]) y en este caso las amplitudes de los pulsos disminuyen, es
comprensible que las velocidades de los pulsos también disminuyan.

Ahora calcularemos las soluciones (ver el apéndice G.2) de la ecuacién Iem-KdV-II
(con o = 0.25) correspondientes a las condiciones iniciales de la forma (2.40) con w =
wo, T = 1o v tres diferentes valores de la amplitud inicial: A = Ag, A = 1.034qy A =
1.06Ay. Calcularemos las soluciones correspondientes a la condicién inicial (2.40) con
los parametros (2.41), pero con o = 0.5. Las amplitudes de las cuatro soluciones como
funcion del tiempo se muestran en la figura 2.4. Podemos ver que las amplitudes de las
tres soluciones correspondientes a o = (.25 practicamente alcanzan valores constantes
después de un corto periodo transitorio, y la amplitud de la soluciéon correspondiente a
o = 0.5 muestra una disminucién extremadamente pequena. Las formas de los cuatro
pulsos en ¢t = 100 se muestran en la figura 2.5, y las posiciones del punto maximo de los
pulsos (como funcién del tiempo) se muestran en la figura 2.6. En este caso vemos que
los pulsos avanzan a velocidad constante, y consecuentemente el comportamiento de las
soluciones de onda solitaria de la ecuacién Iem-KdV-II es similar al comportamiento
de un solitén estandar.
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Amplitudes (Icm-KdV-I)
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Figura 2.1: Amplitudes (como funciones del tiempo) de las cuatro soluciones de la
ecuacién Iem-KdV-I (ecuacién (2.3) con e = 1y v = 6), correspondientes a las condiciones
iniciales de la forma (2.40), con w = wg,r = 19 y diferentes valores de A: A = 1.03A¢
(linea continua), A = Ay (linea de guiones) y A = 0.97A4, (linea de puntos y guiones).
Estas tres soluciones fueron obtenidas con o = 0.25. La curva punteada corresponde a la

condicién inicial (2.40) con los pardmetros (2.41) pero con o = 0.5.

24



2.5 Soluciones de Onda solitaria

Shape of the pulses (Icm-KdV-I)

0.8

Figura 2.2: Forma de los pulsos |u(x,t = 100)| correspondiente a las cuatro soluciones
de la ecuacion Icm-KdV-I mencionadas en la figura 2.1. Estas cuatro curvas corresponden
a condiciones iniciales de la forma (2.40), con w = wy, r = rg y diferentes valores de A:
A =1.034¢ (linea continua), A = Ap (linea punteada) y A = 0.97A( (linea de guiones).
Estas tres soluciones fueron obtenidas con ¢ = 0.25. La curva de puntos y guiones

corresponde a la condicién inicial (2.40) con los parametros (2.41) pero con o = 0.5.
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Amplitude positions (Iecm-KdV-I)
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Figura 2.3: Posiciones del punto méximo (como funciones del tiempo) de los cuatro
pulsos (de las cuatro soluciones de la ecuacién Iem-KdV-I) mencionados en las figuras
2.1 y 2.2. Estas cuatro curvas corresponden a condiciones iniciales de la forma (2.40), con
w = wp, r = 1o y diferentes valores de A: A = 1.034¢ (linea continua), A = Ay (linea
punteada) y A = 0.97Aq (linea de guiones). Estas tres soluciones fueron obtenidas con
o = 0.25. La curva de puntos y guiones corresponde a la condicién inicial (2.40) con los

parametros (2.41) pero con o = 0.5.
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Amplitudes (Icm-KdV-II)

Figura 2.4: Amplitudes (como funciones del tiempo) de las cuatro soluciones de la ecua-

cién Iem-KdV-II (ecuacién (2.6) con € = 1y v = 6), correspondientes a las condiciones

iniciales de la forma (2.40), con w = wg,r = 19 y diferentes valores de A: A = 1.06A0

(linea continua), A = 1.034, (linea de guiones) y A = Ay (linea de puntos y guiones).

Estas tres soluciones fueron obtenidas con o = 0.25. La curva punteada corresponde a la

condicién inicial (2.40) con los pardmetros (2.41) pero con o = 0.5.
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Shape of the pulses (Icm-KdV-II)
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Figura 2.5: Forma de los pulsos |u(z,t = 100)| correspondiente a las cuatro soluciones de
la ecuaciéon Iem-KdV-II mencionadas en la figura 2.4. Estas cuatro curvas corresponden
a condiciones iniciales de la forma (2.40), con w = wy, r = 1o y diferentes valores de A:
A =1.0640 (linea continua), A = 1.03A4¢ (linea punteada) y A = Ay (linea de guiones).
Estas tres soluciones fueron obtenidas con ¢ = 0.25. La curva de puntos y guiones

corresponde a la condicién inicial (2.40) con los pardmetros (2.41) pero con o = 0.5.
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Amplitude positions (Icm-KdV-1I)
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Figura 2.6: Posiciones del punto méximo (como funciones del tiempo) de los cuatro

pulsos (de las cuatro soluciones de la ecuacién Iem-KdV-II) mencionados en las figuras

2.4 y 2.5. Estas cuatro curvas corresponden a condiciones iniciales de la forma (2.40),

con w = wyp, r = ro y diferentes valores de A: A = 1.06A4, (linea continua), A = 1.034y

(linea punteada) y A = Ap (linea de guiones). Estas tres soluciones fueron obtenidas con

o = 0.25. La curva de puntos y guiones corresponde a la condicién inicial (2.40) con los

parametros (2.41) pero con o =

0.5.
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También calculamos las soluciones (ver el apéndice G.3) de la ecuacién Iem-KdV-III
con las mismas condiciones iniciales usadas para obtener la figura 2.1. Las amplitudes de
las soluciones se muestran la figura 2.7. La forma de los pulsos (en ¢ = 100) se muestra
en la figura 2.8, y las posiciones del punto méximo de los pulsos (como funcién del
tiempo) se muestran en la figura 2.9. La figura 2.7 muestra que las amplitudes de los
pulsos disminuyen muy lentamente. Ademas, se observa un comportamiento interesante
en el caso en que o = 0.5 y es que a diferencia de las otras tres curvas, esta solucion
oscila. Una posible explicacion a este fenémeno la podriamos encontrar si pensamos
que en la ec. NLS hay un efecto dispersivo debido a a la segunda derivada y un efecto
concentrador debido al término no lineal, pero al estar presentes los dos efectos estos se
contrarrestan entre si, dando como resultado el solitéon. Sin embargo, cuando el valor
de o aumenta, la contribucién no lineal disminuye, de modo que el pulso se dispersa y
la altura decae. Ahora bien, como se altero el balance entre el termino dispersivo y el
no lineal, podrian suceder dos cosas:

1. que el pulso se disperse completamente,
2. que trate de recuperar el balance, generando oscilaciones.

En la figura 2.9 podemos apreciar que las velocidades de los pulsos no son constantes
y consecuentemente las soluciones de onda solitaria de esta ecuaciéon no se comportan
como solitones estandar.

Las soluciones mostradas en las figuras 2.1 a 2.9 muestran que la ecuacién [em-KdV-
IT (la ecuacién con dos términos integrales) es el mejor modelo, pues sus soluciones de
onda solitaria mantienen sus amplitudes y se mueven a velocidades constantes, como
los pulsos de luz que avanzan en una fibra optica.
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Amplitudes (Iem-KdV-IIT)
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Figura 2.7: Amplitudes (como funciones del tiempo) de las cuatro soluciones de la ecua-
cién Iem-KdV-III (ecuacién (2.14) con € = 1 y v = 6), correspondientes a las condiciones
iniciales de la forma (2.40), con w = wg,r = 19 y diferentes valores de A: A = 1.03A¢
(linea continua), A = Ay (linea de guiones) y A = 0.97A4, (linea de puntos y guiones).
Estas tres soluciones fueron obtenidas con o = 0.25. La curva punteada corresponde a la

condicién inicial (2.40) con los pardmetros (2.41) pero con o = 0.5.
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Shape of the pulses (Icm-KdV-III)

Figura 2.8: Forma de los pulsos |u(z,t = 100)| correspondiente a las cuatro soluciones de
la ecuacion Iecm-KdV-III mencionadas en la figura 2.7. Estas cuatro curvas corresponden
a condiciones iniciales de la forma (2.40), con w = wy, r = 1o y diferentes valores de A:
A =1.03A¢ (linea continua), A = Aj (linea punteada) y A = 0.97A( (linea de guiones).
Estas tres soluciones fueron obtenidas con ¢ = 0.25. La curva de puntos y guiones

corresponde a la condicién inicial (2.40) con los pardmetros (2.41) pero con o = 0.5.
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Amplitude positions (Iecm-KdV-II)
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Figura 2.9: Posiciones del punto méximo (como funciones del tiempo) de los cuatro

pulsos (de las cuatro soluciones de la ecuacién Iecm-KdV-III) mencionados en las figuras

2.7y 2.8. Estas cuatro curvas corresponden a condiciones iniciales de la forma (2.40), con

w = wo, r = ro y diferentes valores de A: A = 1.03A¢ (linea continua), A = Ay (linea

punteada) y A = 0.97Aq (linea de guiones). Estas tres soluciones fueron obtenidas con

o = 0.25. La curva de puntos y guiones corresponde a la condicién inicial (2.40) con los

parametros (2.41) pero con o = 0.5.
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2.5.2. Comparacion entre las ecuaciones Icm-KdV-I, II y III.

Las velocidades de los pulsos (vistas en las figuras 2.3, 2.6 y 2.9), y la dependencia
temporal de sus amplitudes (vistas en las figuras 2.1, 2.4 y 2.7), muestran que los pulsos
que obedecen las ecuaciones Icm-KdV-I y III no se comportan como solitones estandar,
pero el comportamiento de las soluciones de onda solitaria de la ecuacion Iem-KdV-II
es muy similar al de un solitéon verdadero.

La diferencia cualitativa entre las soluciones de las ecuaciones Iem-KdV-I, II y III
se hace mas evidente si graficamos estas soluciones como funcién de (z,t), y usamos
una funcién de peso exponencial con ¢ = 0.5 en todas las integrales que aparecen en
las tres ecuaciones. En las figuras 2.10-2.12 podemos ver el médulo |u(x,t)| de estas
soluciones, correspondientes a la condicién inicial (2.40), con los valores de A,w y r
dadas en (2.41). La diferencia entre las superficies mostradas en las figuras 2.10 y 2.12
(las soluciones de las ecuaciones Iem-KdV-I y III), y la superficie mostrada en la figura
2.11 (la solucién de la ecuacion Iem-KdV-II) es mas que evidente.

En las figuras 2.10 y 2.12 observamos que los pulsos generan una serie de ondas de
amplitudes pequenas, pero no significantes. Estas ondas absorben energia de los pulsos,
esto provoca que las amplitudes y velocidades de las soluciones de las ecuaciones Icm-
KdV-I y III disminuya lentamente.

En el caso de la ecuacion Iem-KdV-II el comportamiento de la solucion es diferente.
La figura 2.11 muestra que al comienzo de su viaje, el pulso también irradia una serie de
ondas, pero en este caso esta radiacion es similar a los modos de radiacion que el soliton
exacto de la ecuacién cmKdV emite cuando es perturbado [1]. Ademds, la figura 2.11
también muestra que la emision de radiacién se detiene después de un periodo inicial
transitorio y después el pulso avanza sin generar mas ondas. Por lo tanto, después de
que el periodo transitorio termina, la solucién de la ecuacion Iem-KdV-II se comporta
como un solitéon estandar. En la siguiente subseccién veremos que los pulsos solitarios
que evolucionan de acuerdo a la ecuacién Iem-KdV-II de hecho se comportan como un
solitén verdadero cuando son perturbados.
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Solution (Icm-KdV-I)

100

Figura 2.10: Médulo |u(z,t)| de la solucién de la ecuacién Iem-KdV-I correspondiente
a la condicién inicial (2.40), con A,w y r dadas en (2.41), y R(z) = exp (—|z|/0) / (20)

con o = 0.5.
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Solution (Iem-KdV-II)

Figura 2.11: Mddulo |u(x,t)| de la solucién de la ecuaciéon Iem-KdV-II correspondiente
a la condicién inicial (2.40), con A,w y r dadas en (2.41), y R(z) = exp (—|z|/0) / (20)

con o = 0.5.
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Solution (Iem-KdV-IIT)

[ty
[ i
e

X

Figura 2.12: Mdédulo |u(x,t)| de la solucién de la ecuacién Iem-KdV-III correspondiente
a la condicién inicial (2.40), con A,w y r dadas en (2.41), y R(z) = exp (—|z|/0) / (20)

con o = 0.5.
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2.5.3. Soluciones analiticas y analisis variacional

El comportamiento de las amplitudes de las soluciones de la ecuacién Iem-KdV-II
mostradas en la figura 2.4 es inesperado. Cuando la amplitud del pulso inicial es mas
alta que la amplitud de un soliton exacto de la ecuaciéon cmKdV, esperariamos que la
amplitud de los pulsos disminuyera, para ser mas cercana a la forma del soliton exacto
de la ecuacién cmKdV. Sin embargo, ocurre lo contrario: la amplitud de los pulsos
aumenta ain mas y la amplitud final es més alta que la inicial. Y si la amplitud inicial
es mas pequena que la altura del soliton exacto, un proceso similar ocurre. Esperariamos
que la amplitud creciera (como precio de la disminucién del ancho), con tal de estar
mas cercana a la forma del solitén exacto pero ocurre lo contrario: la amplitud de los
pulsos disminuye todavia méas y la amplitud final es mas pequena que el valor inicial.

Con el fin de entender el comportamiento de los pulsos mencionados arriba, co-
menzaremos por determinar una expresién analitica aproximada para la solucion de
soliton de la ecuacion Iem-KdV-II. Para llegar a esta expresion debemos observar que
si introducimos una funcién de la forma:

r — vt

u(z,t) = Asech < ) exp [i(kx — ht)] (2.42)

en la primera integral que aparece en la ecuacién lem-KdV-I1, y si la integral se calcula
numéricamente para diferentes valores de w (ver el apéndice H), encontramos que:

/ T Rle — o)u(a!, D)2’ ~ AZf(w)sech? (l’ ;”t) (2.43)

[e.e]

donde f(w) es la funcién:

flw)y=1—a(w+7)" (2.44)

donde av = 0.05752, B = 2.00017 y v = 0.16. La funcién que aparece del lado derecho de
la ecuacién (2.43) constituye una aproximacién excelente para la integral que aparece
del lado izquierdo de la ecuacion. Si o = 0.25 y w > 0.5 la diferencia maxima entre
ambos lados de la ecuacién aproximada (2.43) es menos del 2% del valor méximo de
la funcién definido en la ecuacién (2.42) (para cualquier punto (z,t) € R?). De manera
similar, los resultados numéricos muestran que la segunda integral que aparece en la
ecuacion lem-KdV-II se puede aproximar como sigue:

/00 R(z — 2 u*u.da’ ~ f(w)A?sech? <a: — vt> {ltanh (x — Ut) — zk] (2.45)

w w w

38



2.5 Soluciones de Onda solitaria

Si ahora sustituimos la solucién tentativa (2.42) en la ecuacién Iem-KdV-II, y to-
mamos en cuenta las aproximaciones (2.43) y (2.45) encontramos noticias excelentes:
la funcién (2.42), es en efecto una solucién aproximada de la ecuacién Iem-KdV-IT si
los parametros A, w, v, k y h satisfacen las siguientes tres condiciones:

6e — A%wyf(w) =0 (2.46)
3ek

h — ek + — =0 (2.47)

vw? + € — 3ek*w? = 0 (2.48)

tenemos cinco parametros pero solo tres condiciones, y eso significa que los valores de
dos de los parametros pueden ser escogidos libremente, y en consecuencia las ecuaciones
(2.42) y (2.46)-(2.48) definen una familia de soluciones tipo solitén para la ecuacion

Iem-KdV-II.

Ahora queremos saber qué pasa si consideramos condiciones iniciales para la ecua-
cion Iem-KdV-II que sean similares, pero no iguales, a las soluciones de solitén definidas
por las ecuaciones (2.42) y (2.46)-(2.48). Para responder esta pregunta podemos usar
el método variacional de Anderson (ver el apéndice 1.1), pues sabemos que la ecuacién
Iem-KdV-II puede ser obtenida de las densidades Lagrangianas (2.7) y (2.8). Por lo
tanto, consideraremos una funcion de prueba de la forma:

u(z,t) = A(t)exp [— } exp [i(h(t) + c(t)z?)] (2.49)

la eleccion de la funcién de prueba es muy importante, ya que de ella dependeran los
resultados obtenidos con el método variacional. En este caso resulto mas facil realizar
los calculos si utilizamos una gaussiana en lugar de una secante hiperbdlica y también
observamos un término cuadratico en z el cual nos ayuda a que el método variacional
nos arroje resultados, pues si no se incluye, el método colapsa y obtenemos una solucién
trivial, en el estudio de solitones 6pticos el pardmetro ¢(t) se conoce como “chirp”.

Luego, sustituyendo esta funcién de prueba en la Lagrangiana (2.7), e integrando
la expresién resultante sobre x, obtenemos la Lagrangiana promediada:

+oo
L— / Ldz (2.50)

o0

El resultado de la integracién nos da la siguiente Lagrangiana:

39



2. ECUACIONES INTEGRALES COMPLEJAS MODIFICADAS DE
KORTEWEG-DE VRIES (ICM-KDV)

L(A,a,v,h,c,hy,¢) = Ly + Lo + L3 (2.51)

donde h; y ¢; son derivadas del tiempo de h(t) y ¢(t), respectivamente, y:

Ly = —A” {2v/mahy + ¢ [ay/7 (a® + 20°t%)] } (2.52)
2
Ly, = —@ (12a*c* + 8a’c*t* + 3) (2.53)
_om

2 1
Ls . A*a®cvt exp (%) [1 +erf (_Eg>] (2.54)
Con la Lagrangiana (2.51) podemos obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange co-

rrespondientes a las “coordenadas generalizadas” (A, a,v, h,c), y de estas ecuaciones
podemos obtener dos ecuaciones algebraicas de la forma:

A?%a = A*(0)a(0) (2.55)
v = fi(a,c,t) (2.56)
y tres ecuaciones diferenciales de la forma:
hi = fa(a, c,v,t) (2.57)
ay = fg(CL,C,’U,t) (258)
Ct = f4(Cl,C,’U,t) (259>

donde f, son funciones complicadas de sus argumentos. En consecuencia, la aproxi-
macién variacional implica que la amplitud y el ancho de un pulso Gaussiano que
evoluciona de acuerdo a la ecuaciéon Iecm-KdV-II obedece una relacién de la forma
(2.55). Aunque en el método variacional se utilizo una funcién de prueba con forma
de Gaussiana (2.49), si la forma del pulso hubiera sido una secante hiperbdlica como
la ecuacion (2.42), entonces la ecuacién (2.55) se reemplazaria por una relacién de la
forma:

A?w = A*(0)w(0) (2.60)

como en la ecuacion (77) de la referencia [1]. Por lo tanto, tenemos dos tipos de curvas
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en el plano (w, A): curvas de la forma (2.60), que definen la relacién entre la amplitud
A(t) y el ancho w(t) de un pulso que evoluciona en el tiempo, y la curva (2.46), que
da la relacién entre A y w que existe en las soluciones aproximadas tipo solitéon de la
ecuacién Iem-KdV-II dadas en la ecuacién (2.42).

En la figura 2.13 podemos ver tres curvas de la forma (2.60) (la linea punteada, la
linea con puntos y guiones y la linea de guiones), y la curva (2.46) (la linea continua)
que corresponden a la relacién entre A y w en el soliton exacto. Esta figura nos permite
entender el comportamiento de las amplitudes del soliton presentados en la figura 2.4.
En esta figura estudiamos el efecto de perturbar una solucién de solitéon exacto de
la ecuacién Iem-KdV-II. La amplitud y ancho del solitén exacto considerados en la
figura 2.4 son los valores de A y w definidos por la intersecciéon de la linea continua
y la linea de puntos y guiones en la figura 2.13. Esta interseccion es el punto P en la
figura 2.13. Ahora incrementaremos el valor inicial de A, y tomaremos como condicion
inicial para la ecuaciéon Iem-KdV-II el pulso dado en la ecuacién (2.40) con g = \/Lﬂ
(como se muestra en (2.41)), y los valores de A y w correspondientes al punto ) en
la figura 2.13 (definidos por la interseccién de una linea vertical que pasa a través
del punto P, y la linea punteada). Conforme el tiempo avanza, el método variacional
nos dice que el punto de coordenadas (w(t), A(t)) se moverd a lo largo de la linea
punteada, y avanzard hacia el punto R, que es el Unico punto sobre la curva que
corresponde a una solucién estacionaria (es decir, un solitén verdadero de la ecuacién
Iem-KdV-II). En consecuencia, como el pulso se mueve de ) a R, la amplitud de los
pulsos incrementara. Este comportamiento es el que vemos en la figura 2.4. Cuando
el valor inicial de A incremento, el pulso evolucioné de tal manera que su amplitud
se incrementé ain més. Por otro lado, si la amplitud se disminuye, y tomamos una
condicién inicial correspondiente al punto S en la figura 2.13, el punto (w(t), A(t))
estard restringido a moverse a lo largo de la linea de guiones, y sera atraido al punto
T, que es el tinico punto sobre esta curva correspondiente a una solucién estacionaria
(un solitén verdadero). En consecuencia, la amplitud del pulso disminuird porque el
punto se mueve de S a T'. Esto también lo observamos en la figura 2.4. Por lo tanto,
ahora podemos entender el comportamiento de los solitones perturbados de la ecuacién
Iem-KdV-IT mostrados en la figura 2.4.
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Relationship A-w
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W

Figura 2.13: La linea continua es la grafica de la ecuacién (2.46) con € = 1. Las otras
tres curvas son las graficas de la ecuacién (2.60) con w(0) = wy y los siguientes valores de
A(0): A(0) = Ap (linea de guiones), A(0) = 1.03A4y (puntos y guiones) y A(0) = 1.06A0

(linea punteada).
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Capitulo 3
Ecuaciones Lagrangianas no lineales no

locales de Schrodinger

En 2013, Ablowitz y Musslimani (AM) obtuvieron una generalizacién no local de
la ecuacién NLS que es integrable [ la ec. (1.32) |, pero que no tiene una auténtica
estructura Lagrangiana. En el apéndice 2 del articulo: M.velasco-Juan et al., Chaos,
Solitons and Fractals 156 (2022) 111798 [4] se discute la inexistencia de una lagrangiana
auténtica para la ecuacién de Ablowitz y Musslimani. El presente capitulo muestra que
existen dos nuevas ecuaciones no locales de la ecuaciéon NLS, similares al modelo de
AM, que si poseen estructuras Lagrangianas. En lo siguiente nos referiremos a ellas
con los acronimos LN1 y LN2 para recordar que son generalizaciones Lagrangianas no
locales de la ecuacién NLS, y llamaremos “AM” a la ec. (1.32). LN1 contiene tres no
linealidades y LN2 solo dos. LN1 tiene un gran parecido a AM, pues una de sus tres no
linealidades es igual al término no lineal de AM. Por el otro lado, LN2 no es muy similar
a AM, pero presenta ciertas ventajas sobre AM y LN1 (como veremos en este capitulo).
Mostramos que estos dos modelos (LN1 y LN2) poseen soluciones de onda solitaria que
permanecen atrapadas en una vecindad cerca del origen (z = 0) y ondas solitarias que
pueden escapar del origen. Estos dos tipos de soluciones son obtenidas a través de una
resolucion numérica directa, y también utilizando un método variacional. En el caso
del modelo LN2, la aproximacién variacional explica la existencia de estos dos tipos
de soluciones. Colisiones de breathers que obedecen la ecuacién LN2 son estudiadas
numéricamente, y los resultados muestran que estos breathers son soluciones robustas.

Es claro que la soluciones de AM que corresponden a condiciones iniciales simétri-
cas (para las que u*(—z,t) = u*(x,t)) coincidirdn con las soluciones de la ecuacién
estandar NLS. En la siguiente seccién veremos que lo mismo ocurre con las ecuaciones
LN1 y LN2. Por lo tanto, con tal de apreciar las diferencias entre estas tres ecuaciones,
serd necesario estudiar soluciones que correspondan a condiciones iniciales asimétricas.
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Veremos que estas soluciones tienen caracteristicas interesantes y obtendremos un en-
tendimiento mas profundo de estas caracteristicas por medio de un anélisis variacional.

El capitulo esta estructurado como sigue. En la seccién 3.1 presentamos las ecua-
ciones LN1 y LN2, sus densidades Lagrangianas, y las leyes de conservacién que se
siguen de las simetrias de estas Lagrangianas. En la seccion 3.3 obtendremos solucio-
nes numeéricas de las ecuaciones AM, LN1 y LN2, usando condiciones iniciales idénticas
en las tres ecuaciones. Estas soluciones revelaran las similitudes y diferencias entre es-
tas ecuaciones. También mostraran que estos tres modelos tienen soluciones de ondas
solitarias que permanecen atrapados cerca del origen, y también soluciones que pueden
escapar del origen. En la seccién 3.4 veremos que un analisis variacional nos permite
entender por qué estos dos tipos de soluciones pueden existir. Finalmente, en la seccién
3.5 estudiaremos colisiones de breathers que obedecen la ecuacién LN2.

3.1. Ecuaciones LN1 y LN2

Consideremos la siguiente extensién de la ecuaciéon AM que contiene dos no linea-
lidades adicionales:

P %u%ﬂ, D (=, ) — (|u|2 + %|u(—x, t)|2> Wz t) =0 (3.1)

Esta ecuacién, que sera referida con el acréonimo LN1, es interesante porque puede ser
obtenida de la siguiente densidad Lagrangiana:

Ly = —Imfu*ug] + |u|® — [ul* Re[u(x, t)u* (—x,t)] (3.2)

Deberiamos notar, sin embargo, que la ecuaciéon de Euler Lagrange correspondiente a
esta Lagrangiana no tiene la forma usual (ver el apéndice C.2), pero es la siguiente:

oL oL 0oL 0 0L

ou " |ouCrn). . dtou

ot du; Oxduy
Podemos verificar (ver el apéndice D.3) que si sustituimos la densidad Lagrangiana (3.2)
en (3.3) obtenemos la ecuacién (3.1). Podemos ver, por lo tanto, que la no linealidad
u?(x, t)u*(—z,t) de la ecuacién estdndar AM no es la causa de la no existencia de una
Lagrangiana para esta ecuacién, pues la ecuacién (3.1) contiene este término, y si tiene
una densidad Lagrangiana.

La Lagrangiana (3.2) nos permite usar el Teorema de Noether para obtener las
siguientes leyes de conservacién (ver el apéndice F.2) de la ecuacién (3.1):
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%(/w%umg—m%mm>:o (3.4)

—00

4 ( | |u|2dx) 0 (35)
%([:ﬂ%ﬁ—mwkm@me@m}w>zo (3.6)

y después veremos que la Lagrangiana (3.2) nos permite obtener soluciones aproximadas
de la ecuacion (3.1).

Por otro lado, la siguiente ecuacion:

iy — Uy — ([u(—2,0)]* + |u(z, ) ) u(z, t) = 0 (3.7)

es otra ecuacién no local similar a las ecuaciones (1.32) y (3.1). Esta ecuacién (serd
referida con el acrénimo LN2) contiene dos términos no lineales y por lo tanto es, en un
sentido, un modelo intermedio entre la ecuacién (1.32) (que tiene una no linealidad),
y la ecuacién (3.1) (que tiene tres no linealidades).

La ecuacion (3.7) también es una ecuacion interesante que puede ser obtenida (ver
el apéndice D.4) sustituyendo la densidad Lagrangiana:

1 1
Ly = —Im(u'w) + |ua|* = Slul* = Sluf|u(=z, )" (3.8)

en la ecuacién de Euler Lagrange (3.3). Esta Lagrangiana implica (usando el Teorema
de Noether) que las soluciones de la ecuacién (3.7) obedecen las siguientes leyes de

conservacion:
d/[>1. . . -
p (/ 5 (v} — u*uy) d:v) =0 (3.9)

—00

% (/_: \uPda;) =0 (3.10)

(7 [l - 3 Qa0 + i) aw) =0

[e.o]

Es claro que las ecuaciones AM, LN1 y LN2 se reducen a la ecuacion NLS estandar
cuando u(—z,t) = u(z,t), por lo tanto, las soluciones simétricas de la ecuacién NLS son
heredadas a estas tres ecuaciones. Sin embargo, las soluciones que no son espacialmente
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simétricas con respecto al punto x = 0 no son soluciones de las ecuaciones AM, LN1
y LN2. Y lo mismo ocurre al revés: soluciones de las ecuaciones AM, LN1 y LN2 que
no son espacialmente simétricas alrededor del origen no son soluciones de la ecuacién
NLS. Por lo tanto, estas soluciones asimétricas son particularmente interesantes, pues
son caracteristicas de estos modelos no locales.

3.2. Interpretacion Fisica de LN2

En esta seccién veremos que es posible darle una interpretacion fisica a la ecuacion
LN2 en el contexto de la dptica que serviria para describir la propagacion de luz en
fibras épticas. Ahi la ec. LN2 se veria como:

iu, + eyt + i |ulPu + du(z, —t)Pu =0 (3.12)

si consideramos el sistema (9.1.3) — (9.1.4) que aparece en la pagina 279 del libro de
Kivshar [66]:

0A 0A 0?A
< -+ Bu 1>—@ 1+’71(’A1’2+‘7|A2|2)A1:0

ot 2 Ot?
(3.13)
0A 0A 0%A
< 2 + B 8t2> — % 87522 + 7 (|42 + 0] Ai?) A3 =0

el cual describe la propagacion de dos pulsos de distinta frecuencia a lo largo de la
misma fibra ptica (en este caso o = 2).

Supongamos ahora que utilizamos dos ldseres idénticos (con la misma frecuencia)
para enviar dos pulsos de formas diferentes.

En este caso, en el sistema (3.13) tendremos:
bu=pn=p0, Prr=PFn=0h mn=r="7 (3.14)

pues los valores de estos coeficientes dependen de la fibra, y de la frecuencia del laser,
de modo que si utilizamos dos laseres idénticos, los coeficientes de ambas ecuaciones
seran iguales.

Por lo tanto, como (17 = (21, ahora si es posible introducir un tnico tiempo retar-
dado que permite desaparecer las primeras derivadas temporales.

Por lo tanto, si volvemos a usar la misma letra ¢ para el tiempo retardado, las
ecuaciones de Kivshar (al usar dos laseres idénticos) toman la forma:
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time

Figura 3.1: Condicién inicial de un pulso asimétrico u(z = 0,t).

iu, + euy + y(|u)® + olv[H)u =0 (3.15)
iv, + evy +y(Jv|* + olu)*)v =0 (3.16)

Ahora bien, si las condiciones (en z = 0) fueran idénticas

u(z =0,t) =v(z =0,1) (3.17)

entonces las soluciones u(z,t) y v(z,t) de (3.15) y (3.16) serdn iguales y (3.15) se
reduciria a la ecuacién NLS estandar:

i, + euy + (1 + o) |ulPu =0 (3.18)

y la funcién v(z, t) serfa igual a la solucién u(z, t) de la ecuacién (3.18) con la condicién
inicial (3.17).
Hemos visto que la solucién {u(z,t),v(z,t)} del sistema (3.15)-(3.16) serd igual
[u(z,t) = v(z,t)] si las condiciones iniciales son iguales: u(z = 0,t) = v(z = 0, ).
Ahora supongamos que u(z = 0,t) # v(z = 0,t), pero consideremos una situacién
muy especial:
Consideremos que la condicion inicial para u, es un pulso asimétrico como el de la

figura 3.1 y que la condicién inicial para v tiene la forma mostrada en la 3.2.

Es decir, consideremos que:
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Figura 3.2: Condicién inicial v(z = 0, t) con simetria especular con respecto a u(z = 0,1).

v(z=0,t) =u(z =0, —t) (3.19)

lo cual también implica que:

u(z=0,t) =v(z =0,—t) (3.20)

con estas condiciones iniciales las soluciones de (3.15) y (3.16) no serdn iguales, pero
para toda z tendremos que (ver el apéndice A):

v(z,t) =u(z,—t) y u(zt)=uv(z,—t) (3.21)

entonces para las condiciones iniciales (3.19)-(3.20), el sistema (3.15)-(3.16) puede re-
escribirse asi:

iu, + eug + Y(|ul® + olu(z, —t)[H)u =0 (3.22)
iv, + evy + (Jv)* + alv(z, —t)]*)v = 0 (3.23)

Notemos que aunque las ecuaciones (3.22)-(3.23) tienen la misma forma, no tendran
soluciones iguales, ya que las ecs. (3.22)-(3.23) sélo se aplican cuando se cumplen las
condiciones iniciales (3.19)-(3.20).

Es decir: la ecuacién (3.22) se resolvera con una condicién inicial como la de la
figura 3.1, y la ecuacién (3.23) se resolverd con una condicién inicial como la de la
figura 3.2.
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Las soluciones u(z,t) y v(z,t) que obtendremos resolviendo estos dos problemas de
valor inicial serdan la solucién del sistema (3.15)-(3.16) para las condiciones iniciales
consideradas (que cumplirdn las condiciones (3.21)).

Entonces las soluciones u(z,t) y v(z,t) de las ecuaciones no locales (3.22)-(3.23)
(correspondientes a condiciones iniciales como las de las figuras 3.1 y 3.2) coinciden
con las soluciones {u(z,t),v(z,t)} que satisfacen la condicién de “simetria especular”
(reflection symmetry) (3.21).

Enfaticemos que las ecs. (3.22) y (3.23), que parecieran describir dos sistemas in-
dependientes,

estan describiendo la propagacion simultanea de dos pulsos de forma distinta (pero
cuyas formas iniciales cumplen (3.19)-(3.20)) que se lanzan por la misma fibra dptica
con ldseres idénticos (es decir con la misma frecuencia).

3.3. Soluciones Numéricas

Una de las caracteristicas mas interesantes de los sistemas no lineales descritos por
ecuaciones tipo NLS es la existencia de ondas solitarias, que se pueden propagar en
estos sistemas manteniendo una forma constante (solitones), o que exhiben un com-
portamiento oscilatorio (breathers).

Es importante mencionar que algunas personas (como Kivshar y Agrawal) usan el
término “breather” de forma bastante restrictiva, usandolo inicamente para pulsos que
ademas de oscilar a lo largo de z, se parten periddicamente, de modo que presentan un
pico, dos picos, un pico, ....

Sin embargo, la mayoria de las personas usan el término “breather” de forma més gene-
ral, para referirse, principalmente, a ondas solitarias cuya altura oscila periédicamente
(como en el articulo de Serkin y Belyaeva [67]).

En modelos no locales, como AM, LN1 o LN2, pareceria que los solitones que se
mueven o breathers no pueden existir, porque estas soluciones no son simétricas alre-
dedor del origen. Sin embargo, Rusin et al [68] recientemente han encontrado pulsos
que se mueven que se pueden propagar en el modelo AM. En consecuencia, seria intere-
sante revisar si las ecuaciones LN1 y LN2 también permiten la propagacion de ondas
solitarias. En lo siguiente investigaremos este asunto.

A fin de generar un pulso que se mueve, es util recordar que los solitones que se
mueven de la ecuacién NLS:

iy — U — 2Jul*u = 0 (3.24)
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tienen la forma:

u(z,t) = Agsech (Agx — Vit) exp {2 {—%x - (Ag - UZg) t} } (3.25)

donde Ay y Vp son constantes arbitrarias. Por lo tanto, esta solucién nos lleva a la
condicioén inicial:

u(zx,0) = Agsech (Agz) exp (—i%z) (3.26)

Esta expresion nos dice que si queremos dar una velocidad inicial a una onda solitaria
debemos multiplicar la forma del pulso inicial por un factor de la forma exp (—iVox/2),
donde Vj sera la velocidad inicial del pulso. Por lo tanto, en lo siguiente presentaremos
soluciones numéricas (ver los apéndices G.4-G.6) de las ecuaciones AM, LN1 y LN2
correspondientes a condiciones iniciales de la forma (3.26) con Ag = 1 y dos diferentes
valores de la velocidad:Vy = 1, 2.

3.3.1. Resultados correspondientes a V[ =1

Para comparar las soluciones de las ecuaciones AM, LN1 y LN2 procederemos en dos
pasos. Primero compararemos el comportamiento de las alturas de las tres soluciones.
En la figura 3.3 podemos ver el comportamiento de estas alturas como funciones del
tiempo. Observamos que en los tres casos, las soluciones exhiben un comportamiento
oscilatorio amortiguado, a pesar que la frecuencia de las oscilaciones y la razén de
amortiguamiento son ligeramente diferentes en los tres casos.

Como segundo paso, pondremos atencion a las posiciones del punto méximo de los
tres pulsos. En la figura 3.4 podemos ver cémo se comportan estas posiciones cuando
el tiempo evoluciona. Ahora los resultados son algo extranos. La primera grafica (la
de arriba) en la figura 3.4 muestra las solucién del modelo AM, el pulso inicialmente
intenta avanzar en la direcciéon positiva, pero es jalado de regreso, y luego hace un
segundo intento de avanzar, pero es jalado nuevamente, entonces queda atrapado en el
origen y no se mueve mas. El comportamiento del pulso que obedece la ecuacion LN1 es
similar: la gréfica de en medio en la figura 3.4 muestra que el pulso comienza a avanzar
en la direccién positiva, entonces es jalado de regreso, oscila hacia adelante y hacia
atras, y finalmente queda atrapado en el origen. Finalmente, las soluciones de LN2 son
ligeramente diferentes. Los pulsos comienzan a avanzar en la direccion positiva, pero
luego su posicién oscila, como si fuera atraida al origen por un resorte. Por lo tanto,
en las tres ecuaciones el origen se comporta como un atractor. Este comportamiento
extrano ya ha sido observado en el modelo AM en [68], pero es muy interesante que el
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Figura 3.3: Alturas (como funciones del tiempo) de las soluciones de las ecuaciones AM
(arriba), LN1 (en medio) y LN2 (abajo), correspondientes a la forma (3.26), con Ag = 1,
yVo=1

mismo fenémeno ocurre en los modelos LN1 y LN2. En los tres casos los pulsos no se
pueden sobreponer al poder atractor del origen.
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Figura 3.4: Posiciones del punto méximo (como funciones del tiempo) de las soluciones
de las ecuaciones AM (arriba), LN1 (en medio) y LN2 (abajo), correspondientes a la

forma (3.26), con Ag =1,y Vp = 1.
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3.3.2. Resultados correspondientes a V() = 2

Como en la subseccion previa, comenzamos por observar las alturas de los pulsos
como funcién del tiempo. La figura 3.5 muestra que ahora que el comportamiento de
las soluciones de las ecuaciones AM y LN1 es diferente. Ahora las alturas de estas
soluciones disminuyen rapida y monotonamente. Por otro lado, la solucién del modelo
LN2 aun oscila (como cuando Vj = 1), pero ahora la frecuencia de las oscilaciones es
mas pequena.

Como segundo paso en la figura 3.6 se muestran las posiciones del punto maximo de
las tres soluciones como funcion del tiempo, y un resultado sorprendente es observado.
Ahora los tres pulsos logran escapar del origen, y se alejan con velocidades constantes.
A primera vista podriamos pensar que el origen no ha intentado atrapar estos pulsos.
Sin embargo, hay dos evidencias que muestran que el origen ha afectado el movimiento
de los pulsos. La primera esta relacionada con las velocidades de los pulsos. Las graficas
en la figura 3.6 muestran que los pulsos no avanzan con una velocidad igual a dos, como
sugeria la condicién inicial. Los tres pulsos avanzan con velocidades mas pequenas: en
el modelo AM la velocidad es V' = 1.48 en LN1 tenemos V = —1.38 y en LN2 la
velocidad es V' = 1.64. Un resultado intrigante es que las soluciones de los modelos
LN1 y LN2 se mueven en direcciones opuestas. Por otro lado, las primeras dos graficas
en la figura 3.5 muestran que en los modelos AM y LN1 sélo porciones pequenas de
estos pulsos logran escapar del origen. Una mayor parte de estos pulsos fue destruida
(dispersada en ondas més pequenas) pues a los pulsos se les dificulta escapar del origen.
Sélo en el modelo LN2 los pulsos logran escapar con la mitad de su amplitud inicial.
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Figura 3.5: Alturas (como funciones del tiempo) de las soluciones de las ecuaciones AM
(arriba), LN1 (en medio) y LN2 (abajo), correspondientes a la forma (3.26), con Ag = 1,
yVo=2.
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Figura 3.6: Posiciones del punto méximo (como funciones del tiempo) de las soluciones
de las ecuaciones AM (arriba), LN1 (en medio) y LN2 (abajo), correspondientes a la

forma (3.26), con Ag =1,y Vp =2.
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3.3.3. Comentarios sobres las soluciones numéricas

De las soluciones numéricas presentadas arriba podemos extraer cuatro resultados
importantes concernientes a las ecuaciones AM, LN1 y LN2.

= Primer resultado

Las ecuaciones AM, LN1 y LN2 permiten la existencia de ondas solitarias asimétri-
cas que se mueven. En el caso del modelo AM la existencia de ondas asimétricas
fue mostrada en el articulo de Ablowitz y Musslimani [17], y Rusin et al. [68]
probaron la existencia de ondas que se mueven. Sin embargo, la existencia de
tales ondas en las ecuaciones LN1 y LN2 es un resultado interesante pues la pre-
sencia de términos no locales adicionales en estas ecuaciones (diferentes de la no
linealidad de AM), podrian sugerir que las ondas solitarias que son asimétricas,
o que se alejan del origen, podrian ser destruidas por estos términos no locales.

= Segundo resultado
Como una consecuencia de los términos no locales que aparecen en las ecuaciones
AM, LN1 y LN2, el origen se comporta como un atractor de ondas solitarias.

= Tercer resultado
En los tres modelos (AM, LN1 y LN2) existen ondas solitarias que permanecen
atrapadas cerca del origen, y pulsos que se mueven que logran escapar del origen.

= Cuarto resultado
La propagacion de ondas solitarias es mas facil en el modelo LN2 que en los
otros dos modelos. Este resultado es evidente en la figura 3.5, donde podemos
apreciar que el pulso que obedece LN2 logra escapar del origen con una fraccion
considerable de su amplitud inicial, mientras que los pulsos que obedecen AM y
LN1 fueron casi destruidos mientras escapaban del origen.

3.4. Analisis Variacional

Quizas el resultado més interesante encontrado en la seccién previa es el descu-
brimiento de que en los tres modelos (AM, LN1 y LN2) existen dos tipos de ondas
solitarias que se mueven: ondas que permanecen atrapadas cerca del origen, y pulsos
que se mueven que logran escapar del origen. Como los modelos LN1 y LN2 pueden
ser obtenidos de Lagrangianas adecuadas, seria interesante investigar si la existencia
de estos dos tipos de soluciones (en estos modelos) puede ser predicha (y explicada)
utilizando métodos variacionales, ya que estos métodos han resultados muy ttiles en
el estudio del comportamiento de ondas solitarias en multiples generalizaciones de la
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ecuacién NLS [69]-[74]. En consecuencia, en lo siguiente usaremos el método variacional
para estudiar el comportamiento de soluciones de ondas solitaria de los modelos LN1
y LN2.

Como las ecuaciones variacionales son més simples en el caso del modelo LN2,
comenzaremos estudiando este modelo.

3.4.1. Analisis Variacional de LN2

Vamos a utilizar el método variacional (ver el apéndice 1.3) de Anderson [46] para
obtener soluciones aproximadas de LN2. A fin de hacer esto consideraremos una funcién
de la forma:

—(z —w)

L enlilprae-wre-w?} B

u(a,t) = Aexp {

donde A, a, w, p, g y r son funciones del tiempo.

Para obtener el sistema de ODEs (ecuaciones diferenciales ordinarias) que gobier-
nan la evolucién de las funciones {A, a,w, p,q,r} seguiremos el procedimiento usual:
sustituimos la funcién de prueba (3.27) en la densidad Lagrangiana £, definida en (3.8),
luego integramos £, sobre el intervalo para obtener la Lagrangiana promediada Lo, y
finalmente usamos esta Lo para obtener las ecuaciones de Lagrange para las funciones
A, a, w, p, ¢y r. De esta manera, obtenemos el siguiente sistema:

A =2Ar (3.28)
a' = —4ar (3.29)
w' = —2q (3.30)
2 + A2w2exp (=222
L5, [ (-W)] , V2 3
=——=A" |1+ —q + 3.31
V=15 exp | —3 q NG (3.31)
V2A2w —2w?
q = 5 Cap ( o ) (3.32)
/ 1 2 42 4,2 2( 2 2 —2w?
= — | =44+ V2a? A% + 16a*r? + V24 (a® — 4w?) exp (3.33)
4a* a?
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Figura 3.7: Soluciones del sistema (3.28)-(3.33) correspondientes a V5 = 1, ¢(0) =
—0.5,4(0) =1,a(0) = 1.2,w(0) = 0,p(0) =0y r(0) =0

que puede ser resuelto numéricamente (ver el apéndice 1.3.1).

A fin de tener condiciones iniciales similares a aquellas usadas para obtener las
soluciones numéricas presentadas en las figuras 3.3-3.6, consideraremos condiciones
iniciales de la forma (3.26), con Ay = 1 y tres diferentes valores de Vj: 1,2 y 3.

Si Vo = 1 la solucién del sistema (3.28)-(3.33) se muestra en la figura 3.7. En esta
figura podemos ver la dependencia temporal de las funciones {A, a,w, p,q,r}. Las tres
graficas superiores muestran que la altura, el ancho y la posicion del pulso oscilan. La
cuarta grafica (segunda fila, a la izquierda), muestra que p(t) se parece mucho a una
linea recta y por lo tanto p/(t) (la derivada de p(t)) es casi una constante, que define
la frecuencia fundamental del pulso. Luego, la quinta y sexta graficas (al centro y a la
derecha de la segunda fila), muestra que el nimero de onda ¢ y el “chirp” r del pulso
oscilan en el tiempo. Deberfamos notar que este comportamiento de ¢(t) y r(t) es el
usual en solitones 6pticos. Podemos observar, por ejemplo, que el comportamiento de
q(t) y r(t) mostrado en la figura 3.7, es muy similar al comportamiento de las funciones
Xs5(z) y X4(2) en las figuras 1-10 de la referencia [75], donde z (la distancia a lo largo
de la fibra éptica) juega el rol de la variable de evolucién.

En las figuras 3.8 y 3.9 podemos observar el comportamiento de las funciones
{A,a,w,p,q,r} cuando Vo = 2 y V = 3, respectivamente. Ahora el comportamien-
to {A, a,w,q,r} ha cambiado drésticamente. En ambos casos (Vy = 2,3), la altura del
pulso A cae mondtonamente, mientras que su ancho incrementa casi linealmente en el
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Variational Solution
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Figura 3.8: Soluciones del sistema (3.28)-(3.33) correspondientes a Vj = 2, ¢(0) = —1.0

y las mismas condiciones iniciales para A, a,w,p y r como en la figura 3.7

tiempo. Y maés interesante, la gréfica de w(f) muestra que ahora los pulsos se mueven
lejos del origen a una velocidad constante. Por lo tanto, en estos casos (Vy = 2,3),
el pulso ha logrado sobreponerse al poder atractivo del origen, y ha escapado a una
velocidad constante. Las graficas de las funciones ¢(t) y r(¢) también son interesantes.
En estos casos (Vo = 2,3), después de un corto periodo transitorio, el nimero de onda
del pulso adquiere un valor constante y el “chirp” tiende a cero (este estéd representado
por el parametro “r”, y corresponde a un corrimiento lineal en la frecuencia, es decir,
en un pulso con “chirp” la onda portadora no tiene frecuencia constante). Por lo tanto,

los pulsos en movimiento que logran escapar del origen no tienen “chirp”.

De esta manera, hemos encontrado que la aproximacion variacional predice la exis-
tencia de los dos tipos de soluciones de LN2: pulsos que oscilan y permanecen atrapados
en una vecindad de z = 0 (figura 3.7) y pulsos que se alejan del origen a velocidad
constante (figura 3.8 y 3.9). La existencia de estas soluciones variacionales constitu-
ye un éxito del método variacional, pero la sola observacion de estas soluciones no
nos permite entender por qué existen estos dos tipos de soluciones. Sin embargo, de
las ecuaciones variacionales (3.29),(3.30) y (3.32),(3.33) podemos obtener el siguiente
sistema de ecuaciones de segundo orden para las funciones a(t) y w(t):

) a(a® — 4w2)] (3.34)

2

o =a~* |a (4 - V3aa) - vaexp [
(4= v2aa)

a
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Figura 3.9: Soluciones del sistema (3.28)-(3.33) correspondientes a Vj = 3, ¢(0) = —1.5

v las mismas condiciones iniciales para A, a,w,p y r como en la figura 3.7

w' = —a”3 {2\/§e$p <_2;”2) a} (3.35)

a

donde o = A%a es una constante de movimiento (como se vio en las ecuaciones (3.28)
y (3.29)). De las ecuaciones (3.34)-(3.35) es posible entender por qué LN2 ha atrapado
a algunas ondas solitarias, y ha dejado escapar a otras. Para ver cémo son generadas
estas soluciones, pongamos nuestra atencion en soluciones simples del sistema (3.34)-
(3.35) donde la funcién a(t) es igual a una constante. Si a es constante la ecuacién
(3.34) implica que:

V2exp (_2w2> _ (4~ v20a) (3.36)

a? a(a? — 4w?)
y sustituyendo esta ecuacion en la ec. (3.35) obtenemos la siguiente ecuacion para w(t):

y__dU(w)
W= - (3.37)

donde la funcién U(w), que juega el rol de un “potencial”, es definido como:

U(w) = —%ln (1—cuw?) (3.38)
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y Up y c son las siguientes constantes (recordemos que hemos supuesto que a es con-
tante):

Up = a? (4 - ﬁaa> (3.39)
P (3.40)

y si ahora aproximamos in (1 — cw?) &~ —cw? llegamos a la ecuacién:

" d
W= (Uow?) (3.41)

Por lo tanto, el comportamiento de la funcién w(t) depende del signo de Uy, que a
su vez depende de los valores de A(0) y a(0). Si Uy > 0 la ecuacién (3.41) es la
ecuacion de un oscilador armonico, y w(t) permanecerd oscilando cerca del origen. Por
el otro lado, si Uy < 0, el potencial es una parabola invertida, y en consecuencia |w(t)]
serd una funcién creciente del tiempo. Por lo tanto, la ecuacién (3.41) nos permite
entender por qué el sistema (3.34)-(3.35) tiene soluciones que permanecen cerca del
origen, y soluciones que escapan del origen. Es importante mencionar, que este analisis
es principalmente cualitativo, ya que solo nos muestra que el modelo LN2 admite los
dos tipos de comportamiento, pero no nos permite determinar el valor exacto de Vj
para el cual se deberia de dar este cambio de comportamiento.

3.4.2. Analisis Variacional de LN1

En el caso de la ecuaciéon LN1 procederemos de manera similar. Sustituyendo la
funcién de prueba (3.27) en la densidad Lagrangiana (3.2), e integrando sobre x, ob-
tenemos una Lagrangiana promedio. Y de esta Lagrangiana podemos obtener (ver el
apéndice 1.2) el siguiente sistema de ecuaciones de Euler Lagrange {A, a,w,p, q,7}:

1 —3w?
A =2Ar + NG APw (—q + 2rw) (a® + w?) exp < 2;;} ) (3.42)
/ 1\/— 2 2 2 —3w’
a' = —dar + . 24%w (¢ — 2rw) (a® 4+ w?) exp 52 (3.43)
/ Lo 2 2 —3w?
w' = —2q+ EA (—q + 2rw) (a® + w?) exp 52 (3.44)
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1 A?

= — —¢*— a* (q — 2rw) (q + 6rw) + 242 (5 + ¢?w? — 4r2w!

P=g—¢ 1 maldl ) (4 ) (5+4q )
—3w?

+3w? [-2 4w’ (¢ — 27’w)2} }exp ( 5.2 ) (3.45)

q = A
2v/2a2
—3w

{6w — (¢ — 2rw) [4a’r + 3w® (¢ — 2rw) + a®w (¢ + 2rw)] } exp ( 5

2

) (3.46)

a?

1
= {—4 + 16a*r? + V2A? {a*(q— 2rw)”® + 3w? (=2 4w’ (¢ — 27“11))2)

- +2a2 [1 4w’ (q — 2rw)?] } exp ( _2?;?2) } (3.47)

la solucién numérica de este sistema (ver el apéndice 1.2.1) nos permite encontrar la
dependencia temporal de estas funciones, como se muestran en las figuras 3.10-3.12. En
estas figuras podemos ver la forma de las funciones {A, a,w, p,q,r} para Vo = 1,2, 3.
En el caso de Vy = 1, la figura 3.10 muestra que el comportamiento de las funciones
{A,a,w,p,q,r} es cualitativamente similar a la solucién de LN2 mostrada en la figura
3.7, pero la frecuencia de las oscilaciones de {A,a,w,q,r} es sustancialmente mayor.
En el caso de V) = 2, la figura 3.11 también muestra una cierta similitud con la solucion
de LN2 presentada en la figura 3.8, pero el comportamiento de las funciones w(t) y p(t)
es diferente. Ahora las derivadas w'(t) y p/(t) ya no son constantes (como ocurria en el
caso de LN2). Sin embargo, cuando incrementamos la velocidad a V = 3, la similitud
entre LN1 y LN2 se recupera: en este caso las graficas mostradas en las figuras 3.12
y 3.9 son todas similares, con solo una diferencia importante: w’(t) es negativa en la
figura 3.12, y positiva en la figura 3.9, y esto implica que los pulsos de LN1 y LN2 se
mueven en direcciones opuestas (cuando Vj = 3).

Este resultado es muy interesante, porque esta de acuerdo con la velocidad negativa
observada en la solucion numérica directa de LN1 cuando usamos V = 2. Por lo tanto,
aunque el valor de la velocidad inicial requerida para producir una solucién de LN1 que
se mueve con una velocidad negativa no es igual en la aproximacién variacional y en
la solucion numérica directa de LN1, la prediccion de que los pulsos de LN1 y LN2 se
mueven en direcciones opuestas cuando Vy > 1 es un buen resultado de la aproximacién
variacional.

62



3.4 Andlisis Variacional

Variational Solution
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Figura 3.10: Soluciones del sistema (3.42)-(3.47) correspondientes a Vp = 1, ¢(0) =

—0.33132 y las mismas condiciones iniciales para A, a,w,p y r como en la figura 3.7
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Figura 3.11: Soluciones del sistema (3.42)-(3.47) correspondientes a Vy = 2, ¢(0) =

—0.662639 y las mismas condiciones iniciales para A, a,w,p y r como en la figura 3.7
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Variational Solution
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Figura 3.12: Soluciones del sistema (3.42)-(3.47) correspondientes a Vp = 3, q(0) =

—0.993959 y las mismas condiciones iniciales para A, a,w,p y r como en la figura 3.7

Como el sistema de las ecuaciones de Euler Lagrange (3.42)-(3.47) es més complica-
do que el sistema (3.28)-(3.33) ya no es posible obtener de las ecuaciones (3.42)-(3.47)
unas ecuaciones aproximadas similares a la ecuacién (3.37), que puedan proveer una
explicacién cualitativa para la existencia de soluciones de LN1 de los dos tipos ob-
servados: pulsos que permanecen en la vecindad de x = 0, y pulsos que se alejan del
origen.

3.5. Colisiones de Breathers

En las pruebas numéricas presentadas en la seccién 3.3 usamos condiciones iniciales
cuyo médulo |u(z,0)| fueran funciones que son simétricas cerca del origen (z = 0). Y
vimos que el origen juega un rol especial en las ecuaciones AM, LN1 y LN2: ejerce una
influencia atractiva sobre los pulsos que se intentan mover lejos de él. En consecuencia,
serfa interesante investigar cémo es el comportamiento de los pulsos cuyas posiciones
iniciales del punto maximo no estan centradas en x = 0. En lo siguiente estudiaremos
este comportamiento en el caso de la ecuacion LN2, que es el caso donde un pulso con
Vo = 2 logré escapar del origen con una fracciéon considerable de su amplitud inicial.

Para comenzar con esto consideraremos tres soluciones de onda solitaria de LN2,
correspondientes a condiciones iniciales de la forma:
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u(z,0) = Agsech [Ag (x — )] exp (—i%(m - xo)) (3.48)
donde Ay =1 y los valores de xg y vg son los siguientes:
s Pulso 1: 2o =20, V=1
» Pulso 2: o =80, Vi = —1
= Pulso 3: 2o = —20, Vi =1

En la figura 3.13 podemos ver que los tres pulsos avanzan a velocidades constantes
(velocidad positivas para los pulsos 1y 3, y velocidad negativa para el pulso 2). Luego,
en la figura 3.14 podemos observar cémo se comportan las amplitudes de los tres pulsos.
En los tres casos las amplitudes de los pulsos adquieren un comportamiento oscilatorio.
Deberiamos notar, sin embargo, que la segunda gréfica (correspondiente al pulso 2)
exhibe una pequena irregularidad en ¢ = 80, y la tercera gréafica (correspondiente
al pulso 3) muestra una irregularidad similar en ¢ = 20. Estas irregularidades son
importantes. Aparecen cuando los pulsos 2 y 3 pasan a través del punto x = 0. Por
lo tanto, estas irregularidades son efectos del origen sobre los pulsos que se mueven. Y
las graficas en la figura 3.14 muestran que estos efectos son insignificantes. Tan pronto
como los pulsos hayan cruzado el origen, sus amplitudes recuperan su comportamiento
oscilatorio. Ademas, las gréficas en la figura 3.13 muestran que el origen no tiene ningtin
efecto sobre el movimiento de los pulsos.

Ahora veremos qué pasa cuando la velocidad de los pulsos se incrementa. Vamos a
considerar otra vez el movimiento de tres pulsos cuyas formas iniciales estan dadas por
la ecuacién (3.48), con Ag = 1y los siguientes valores de zg y vp:

= Pulso 4: o =20, Vj =2
= Pulso 5: 2 =80, Vi = -2
» Pulso 6: xg = —20, Vj =2

En la figura 3.15 podemos observar las trayectorias de estos tres pulsos, y la figura
3.16 muestra el comportamiento de las amplitudes de los pulsos. En la segunda y
tercera graficas presentadas en la figura 3.16 podemos observar dos irregularidades casi
imperceptibles en ¢ = 40 y ¢t = 10, respectivamente. Estas irregularidades ocurren
cuando los pulsos 5 y 6 pasan a través del punto x = 0. Podemos apreciar que estas
irregularidades son mucho mas pequenas que las vistas en la figura 3.14, y esto implica
que el efecto del origen de los pulsos que se mueven disminuye con la velocidad de los
pulsos.
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Figura 3.13: Posiciones del punto maximo (como funciones del tiempo) de los tres pulsos
que obedecen la ecuacién LN2, con condiciones iniciales de la forma mostrada en la ec.
(3.48), con Ay = 1 y los siguientes valores de z¢ y Vp: gréfica superior xo = 20,V = 1,

grafica de en medio zg = 80,Vy = —1, grafica inferior zog = —20,Vy = 1.
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Figura 3.14: Amplitudes (como funciones del tiempo) de los tres pulsos que obedecen la
ecuacién LN2, con condiciones iniciales de la forma mostrada en la ec. (3.48), con Apg = 1
y los siguientes valores de zq y Vp: grafica superior xg = 20,Vy = 1, gréifica de en medio

xo = 80,Vp = —1, gréfica inferior g = —20,V5 = 1.
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Figura 3.15: Posiciones del punto maximo (como funciones del tiempo) de los tres pulsos
que obedecen la ecuacién LN2, con condiciones iniciales de la forma mostrada en la ec.
(3.48), con Ay = 1 y los siguientes valores de z¢ y Vp: gréfica superior xo = 20,V = 2,

grafica de en medio zg = 80,V) = —2, grafica inferior zg = —20,Vy = 2.
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Figura 3.16: Amplitudes (como funciones del tiempo) de los tres pulsos que obedecen la
ecuacién LN2, con condiciones iniciales de la forma mostrada en la ec. (3.48), con Apg = 1
y los siguientes valores de zq y Vp: grafica superior xg = 20,Vy = 2, gréifica de en medio

xo = 80,Vp = —2, gréfica inferior xg = —20,V5 = 2.
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Los resultados mostrados en las figuras 3.13-3.16 muestran que el efecto del origen
sobre los pulsos que comienzan sus movimientos en puntos alejados de z = 0, pero que
pasan a través del origen en un momento posterior, es absolutamente insignificante si
|Vo| > 1. Este resultado es un poco inesperado, los resultados presentados en la seccién
3.3 sugieren que el origen (z = 0) podria tener un mayor efecto (perjudicial) sobre el
movimiento de tales pulsos. Aunque el resultado es inesperado no tenemos dudas de
su validez, ya que se ha obtenido de resolver numéricamente la ecuaciéon LN2. Por lo
tanto, los resultados mostrados en las figuras 3.13-3.16 prueban que la ecuaciéon LN2
es en efecto un modelo interesante, que permite la propagacién de pulsos solitarios a
velocidades arbitrarias.

Las figuras 3.13-3.16 también muestran que el modelo LN2 permite la propagacién
de breathers (ondas solitarias que oscilan) que empiezan su movimiento en puntos
diferentes de x = 0, y avanzan a velocidades constantes en cualquier direccion. Ademas
la frecuencia de oscilacion es pequena, ya que en el tiempo que ejecutamos la solucién
numérica (t = 100) solo se completan dos oscilaciones. Este resultado sugiere que
podriamos estudiar la colision de dos breathers que se mueven en direcciones opuestas.
Por lo tanto, consideremos una condiciéon inicial de la forma:

w(w, 0) = Aysech [Ay (z — 21)] exp {—z% (z — a;l)]

+ Agsech [Ag (x — x9)] exp [—z% (x — xQ)] (3.49)

donde A; = Ay, =11y:
1 =20, Vi =2 ax,=150, Vo= -2

En la figura 3.17 podemos ver el médulo de las solucién de la ecuacién LN2 co-
rrespondiente a esta condicion inicial. Esta figura muestra que la colisiéon no destruye
a los breathers. Después de la colision ambos recuperan sus amplitudes iniciales y
velocidades, lo cual revela que estos breathers son soluciones robustas.
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0 0 100 200
Space

Figura 3.17: Mdédulo de la solucién de la ec. LN2 correspondiente a la condicién inicial

de la forma (3.49), con A; = Ay = 1,x1 = 20,290 = 150,V; =2y Vo = -2
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Capitulo 4

Discusion y conclusiones

4.1. Discusion

Ecuaciones no locales Icm-KdV

(Integral complex modified Korteweg-de Vries equations)

En el capitulo 2 analizamos diferentes formas de incorporar efectos no locales en
la ecuacion cmKdV. Presentamos cuatro extensiones de esta ecuacion, que contienen
términos integrales (no locales) en lugar de la no linealidad usual |u|?u,. En la extensién
m4s simple (ecuacién Iem-KdV-I) el término no lineal |u|*u, fue reemplazado por un
término integral de la forma:

+o0
u/ R(x — o')|u(a’,t)*da’

o0

pero resulté que la ecuacién resultante (que llamamos Iem-KdV-I) no es satisfactoria,
porque no posee una estructura Lagrangiana. Mostramos que esta desventaja puede
ser corregida si agregamos un término adicional, como se mostré en la ecuacién (2.6)
( también referida como Iem-KdV-II). La ecuacién Iem-KdV-II puede ser obtenida de
dos Lagrangianas diferentes, presentadas en las ecuaciones (2.7) y (2.8), que no estan
relacionadas en la forma usual (ver la ecuacién (2.13) y las lineas siguientes). Como
esta clase de relaciones entre Lagrangianas equivalentes es completamente nueva, su-
gerimos llamarla “F-equivalencia”, pues el Teorema de Fubini es necesario para probar
que este tipo de Lagrangianas son de hecho equivalentes. En la seccién 2.2 se presentd
una tercera extensiéon no local de la ecuacién cmKdV. Esta ecuacién (que llamamos
Iem-KdV-III), es un modelo interesante porque contiene un solo término integral (como
Iem-KdV-1I) y posee una estructura Lagrangiana. Mostramos que Iem-KdV-IIT puede
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ser obtenida de dos diferentes Lagrangianas (ecuaciones (2.15) y (2.16)), y también
en este caso las Lagrangianas resultaron ser F-equivalentes. Una cuarta extension no
local de la ecuacion emKdV se present6 en la seccidén 2.3, la ecuacién (2.20), que es
una combinacién de las ecuaciones Iem-KdV-II y III. Esta ecuacién (referida como
Iem-KdV-1V) es particularmente interesante ya que puede ser obtenida de nueve dife-
rentes Lagrangianas F-equivalentes y cada una de ellas nos lleva a una Hamiltoniana
diferente. En la seccion 2.4 usamos el Teorema de Noether para probar que la inte-
gral (sobre z) de cualquiera de estas nueve densidades Hamiltonianas es una cantidad
conservada. La ecuacién Iem-KdV-IV también conserva el momento y la energia, como
una consecuencia de la invarianza de la integral de accién bajo traslaciones espaciales y
transformaciones de norma. En la seccién 2.5.1 se estudio el comportamiento de ondas
solitarias que obedecen las ecuaciones Iem-KdV-I, IT y III. Se encontré que las ondas
solitarias que satisfacen las ecuaciones Iem-KdV-I y III no se comportan como solito-
nes verdaderos pues sus amplitudes disminuyen lentamente y sus velocidades no son
constantes. Por otro lado, las ondas solitarias que evolucionan de acuerdo Iem-KdV-II
se comportan como solitones: después de un corto periodo transitorio sus amplitudes se
vuelven constantes y avanzan con velocidad constante. En la seccién 2.5.2 presentamos
el médulo |u(z,t)| de las soluciones de las ecuaciones Iem-KdV-I, 11 y III como funcién
de (z,t) (figuras 2.10-2.12). Estas superficies revelan claramente la diferencia entre el
comportamiento de un pulso que obedece la ecuacién Iem-KdV-II, y los pulsos que
satisfacen las ecuaciones Iem-KdV-I y III. Luego en la seccion 2.5.3, probamos que la
ecuacion Iem-KdV-II en efecto posee soluciones tipo solitén, y una expresién analitica
aproximada fue encontrada para estos solitones. Ademas, usamos el método variacional
de Anderson para determinar la relaciéon entre la amplitud y el ancho de un soliton
perturbado, y estos resultados (la solucién analitica y las ecuaciones variacionales) nos
permitieron entender el comportamiento de solitones perturbados durante el periodo
transitorio. Por lo tanto, los resultados presentados en la seccién 2.5 muestran que la
ecuacion Iem-KdV-II es el modelo més satisfactorio de las cuatro variantes no locales
de la ecuacion cmKdV estudiadas en el capitulo 2.

Las ecuaciones Icm-KdV-I-IV pueden ser tutiles para describir la propagacién de
ondas en cualquier sistema dispersivo no lineal, donde la ecuacién cmKdV provea una
descripcién aproximada de la evolucién de las ondas, pero la aproximacién no sea lo
suficientemente satisfactoria. En tal caso las ecuaciones Iem-KdV pueden ofrecer una
mejor descripcién del comportamiento de las ondas, pues estas ecuaciones contienen
grados de libertad adicionales (diferentes términos integrales y diferentes funciones de
peso) que, escogidos adecuadamente pueden reducir las diferencias entre las soluciones
modeladas y el comportamiento real de las ondas en el sistema.

Es valioso observar que las cuatro ecuaciones Icm-KdV presentadas en este trabajo
se reducen a la ecuacion estandar cmKdV cuando las funciones de peso son iguales
a la funcion delta de Dirac. Este hecho implica que las soluciones de estas cuatro
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ecuaciones se comportaran de manera similar cuando los anchos de las funciones de
peso sean suficientemente pequenas. En consecuencia, para funciones de peso angostas
las soluciones de onda solitaria de estas versiones integrales de la ecuacién cmKdV
se comportardan como solitones embebidos (ESs) [1],[18],[23],[76] pues las soluciones
tipo solitéon de la emKdV son ESs. Sin embargo, si las funciones de peso se hacen
mas amplias el comportamiento de estas soluciones sera cada vez més diferente. Seria
interesante analizar en detalle como se comportan estas soluciones cuando el ancho de
la funcién de peso incrementa (en el apéndice J mostramos algunos resultados obtenidos
para funciones de peso més anchas). Ademés, también serfa interesante analizar cémo
interactian estas ondas solitarias. Los analisis seran presentados en otro estudio.

Como comentario final nos gustaria observar que otras extensiones integrales de
la ecuacién cmKdV (diferentes de las ecuaciones estudiadas en este articulo) pueden
merecer mas investigacion. Es sabido que soluciones de formacion de patrones han sido
encontradas en ecuaciones de Ginzburg-Landau locales [36] y no locales [77] y también
en extensiones de la ecuacion NLS en una y dos dimensiones con no linealidades no
locales que compiten entre si [78]. Estos resultados sugieren que las nuevas variantes in-
tegrales de la ecuacion cmKdV con términos no locales que compiten también podrian
tener soluciones inesperadas e interesantes.

Ecuaciones no locales LN

(Lagrangian Nonlocal Nonlinear Schrodinger Equations)

En el capitulo 3 presentamos dos nuevas ecuaciones no locales NLS que pueden
ser obtenidas de densidades Lagrangianas adecuadas. La primera de estas ecuaciones,
llamada LNT1 en este articulo (ecuacion (3.1)), es una extension de la ecuacién Ablowitz
y Musslimani (AM), pues contiene su no linealidad méas dos no linealidades adicionales.
La existencia de una Lagrangiana para LN1 muestra que la no linealidad de AM no es
la causa de la imposibilidad de obtener una ecuacién de AM a través del principio de
minima accién. En la segunda ecuacién, que llamamos LN2 en este articulo (ecuacién
(3.7)), la no linealidad de AM ha sido reemplazada por dos nuevos términos no lineales.
Como explicaremos en lo siguiente, LN2 posee ciertas ventajas sobre AM y LN1.

En la seccion 3.1 usamos el Teorema de Noether para obtener las cantidades conser-
vadas de LN1 y LN2, asociadas a la invarianza de la integral de accion bajo traslaciones
infinitesimales en el espacio, fase y tiempo. En la seccion 3.3 presentamos soluciones
numéricas de los tres modelos (AM, LN1 y LN2) que muestran que los tres de ellos
tienen soluciones de ondas solitarias que se mueven. En cada uno de estos modelos
existen diferentes tipo de pulsos que se mueven:
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1. Pulsos que permanecen atrapados por el origen (z = 0)

2. Pulsos que logran escapar del origen.

Las soluciones numéricas muestran que en los modelos AM y LN1 la altura de los
pulsos que logran escapar del origen disminuye continuamente cuando V;, = 2. Por otro
lado, en el caso de LN2 los pulsos que escapan del origen logran sobrevivir, pues sus
amplitudes no decaen mondétonamente, pero si adquieren un comportamiento oscilato-
rio. En la seccién 3.4 mostramos que la aproximacién variacional también predice que
LN1 y LN2 tienen soluciones que permanecen atrapadas cerca del origen, y soluciones
que logran escapar de él. Ademads, en el caso de LN2 las ecuaciones variacionales pro-
veen una clara explicacion para la existencia de estos dos tipos de soluciones. En la
seccion 3.5 mostramos que la ecuacion LN2 permite la propagacion de breathers que
comienzan su movimiento en puntos que estan alejados del origen. Se muestra que los
pulsos no son afectados de manera significativa si pasan a través del origen en un tiem-
po posterior. Ademas, en esta seccion estudiamos las colisiones de dos breathers que
obedecen la ecuacién LN2, y encontramos que estos breathers son soluciones robustas
que resisten las colisiones.

De los dos modelos presentados en el capitulo 3, LN2 tiene cuatro caracteristicas
importantes que la hacen preferible a LN1:

a) LN2 tiene solo dos linealidades, y por lo tanto es mas simple que LN1,

b) las soluciones que se alejan del origen de LN2 logran sobrevivir indefinidamente,
y sus soluciones adquieren un comportamiento oscilatorio (por el contrario, las
soluciones que se alejan del origen de LN1 estan condenadas a desaparecer cuando
Vo = 2, y sus amplitudes disminuyen continuamente),

c) en el caso de LN2 la aproximacién variacional permite obtener una clara explica-
cién para la existencia de soluciones atrapadas y soluciones que logran escapar,
mientras que en LN1 tales explicaciones no pudieron ser encontradas, y

d) en LN2 es posible generar soluciones de onda solitaria interesantes que permane-
cen oscilando en una vecindad del origen mientras que en LN1 tales soluciones
no parecen existir. Ademas, LN2 permite la propagacién de breathers que son lo
suficientemente robustos para resistir colisiones.

4.2. Conclusiones

Finalmente, hacemos una recopilacion de todos los resultados obtenidos en este
trabajo:
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1. Se generalizé el principio de minima accién para que sea aplicable a integrales de
accién en las cuales la lagrangiana no solo depende de funciones u(z,t) y u*(z,t)
sino también de las siguientes variables integrales:

m(z,t) = /00 R(x — o) |u(2’, t)2dz’ (4.1)

ne(z,t) = /00 R(x — 2" u(a', t)uk (2, t)da’ (4.2)
ns(x,t) = /_OO R(x — 2" u(2', t)u, (2, t)da’ (4.3)
na(z,t) = /_OO R(x — 2" )u?(2, t)da’ (4.4)

es decir, para una lagrangiana de la forma:
L= L(U, Uty Uz, TN, 7125 1135 T4, U*J u:‘ja u;km Tflka 77;7 7];7 TIZ) (45>

Se obtuvo que la forma de las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a
este tipo de lagrangianas es la siguiente:

0t 0 (08) 0 (08\ O ( o
ou 0Ox \ Ou, ot \ Ouy 013 \ OUyyy

o _x/’tRx,_xd$l+U::/ —— (2, t)R(z’ — x)da’
/—oo 8771( ) ( ) C 8772( ) ( )

+o0o oo
- /oo 5%537?; (@', ) R(a" — x)da’ — ug /Oo g;; (', t)R(2" — x)dx’

Foo 8 8£) / / / oo 8'5 / / /
_u/_oo %8_7]3@,75)}2@ — z)dx +2u/_oo @—m(x,t)R(x —z)dz' =0 (4.6)

o bien su compleja conjugada:

0L 0 (0LN 0 (0L & [ 0L
ou*  Ox \ Ou’ ot \ Ou; Ox3 \ Ou}

Txrxr

+0o0o +00
+ u/ 0k (o, t)R(z" — x)dz' + ul,/ 0L (', t)R(z’ — x)da’

o ONf —eo O
Foo ((9 8L / / / oo 8’8 / / /
~uf | Gepp @ OR — 0 —us [ SR ORE )i

+oo a aL +o0 8,5
_ ¥ v / 1 B , , /
U /_OO 0z O, (', t)R(x" — z)dz" + 2u /_oo e (', t)R(x’ — x)dx
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2. Encontramos y estudiamos una generalizacién de la ecuacion cmKdV, a la que
llamamos Iem-KdK-I:

+00

Up — €Uy — vux/ R(z — 2))|u(a', t)]*ds’ = 0 (4.8)
—00

que aunque es una generalizacion directa, tiene la desventaja de que no puede

ser deducida de una lagrangiana. Sin embargo, encontramos otras tres generali-

zaciones que si se pueden deducir de una lagrangiana utilizando el principio de

minima accion, que son las ecuaciones Iem-KdV-II, IIT y IV:

ut—eumm—%uz/ R(:c—:c’)|u(x',t)|2dx’—%u/ R(x—2" Y u*u.dx’ =0 (4.9)

Up — €Usy — YU" / R(z — 2 )u(', t)u,(2/, t)dz’ = 0 (4.10)

o0

Up — EUpypy — fyluz/ Ri|ul*da’ — 'ylu/ Riu*u,dx’ — ’}/QU*/ Rouu,dr’ =0

) (4.11)
respectivamente.

3. Se encontré un nuevo tipo de equivalencia entre lagrangianas, las cuales no se
relacionan entre si en las formas conocidas en el pasado. Debido a que el teorema
de Fubini es necesario para probar que este tipo de Lagrangianas son equivalentes,
sugerimos llamarla “F-equivalencia”.

4. Seresolvieron numéricamente las distintas generalizaciones de la ecuacién cmKdV
y se compararon las soluciones con la ecuacién cmKdV tradicional. Las soluciones
numeéricas revelaron las similitudes y diferencias que presentan las generalizacio-
nes de la ec. cmKdV con la ec. cmKdV, dentro de estas similitudes tenemos que
una de las ecuaciones tiene pulsos que avanzan con alturas y velocidades cons-
tantes (como los solitones verdaderos), y dentro de las diferencias, esta el hecho
de que las ecs. Iem-KdV-I y III tienen solitones cuyas alturas van cayendo, y
las velocidades no son constantes, algo inusual en el estudio de los solitones. Los
resultados numéricos, también sugirieron que la ec. Iem-KdV-II es el modelo méas
satisfactorio de las cuatro variantes no locales estudiadas.

5. Se generalizé el Teorema de Noether para que sea aplicable a lagrangianas de la
forma (4.5), y se encontré que todas las ecuaciones, incluida la cmKdV normal,
conservan la energia y el momento:

E = /00 (—2€lul?) da (4.12)

—00
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4.2 Conclusiones

M = /OO [i (v, — u*u,)] dx (4.13)

—00

respectivamente. Ademds, en las ecuaciones Iem-KdV-II a IV se conserva la Ha-
miltoniana:

H = / {ze(uu;m — U Uggy) + 901 (v, — uuy) /R\u]Qd:ﬁ'

+ i |u? (/ Ruudx’ — /Ru*uxdx/)
— 103 <(u*)2/Ruu$d$’ — u2/Ru*u;da:’>
+1d4 (u*u;/Rugdx' - uux/R(u*)de') } dr (4.14)

Debido a las lagrangianas equivalentes, como se explico en la seccién 2.3, existen
nueve Hamiltonianas diferentes, para la ecuacién Iem-KdV-IV. Por otro lado, si
tomamos 03 = §4 = 0 obtendriamos las Hamiltonianas para la ec. Iem-KdV-II, y
si tomamos d3 = 6, = 0 obtendriamos las Hamiltonianas para la ec. I[cm-KdV-III.

. Encontramos una solucién cuasi-analitica de la ec. Iem-Kdv-11:

u(x,t) = Asech (ﬂ) eilka=ht) (4.15)
w

donde f(w) es la funcién:

flw)=1—a(w+~)" (4.16)

siendo a = 0.05752, g = 2.00017 y v = 0.16, y los parametros A, w,v,k y h
satisfacen las siguientes tres condiciones:

6e — A*w?yf(w) =0 (4.17)
3ek

h—dzﬁﬁzo (4.18)

vw? + € — 3ek*w? = 0 (4.19)

Ademas, como tenemos cinco parametros pero sélo tres condiciones, dos de los
parametros pueden ser escogidos libremente.
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4. DISCUSION Y CONCLUSIONES

7. Aplicamos el método variacional para obtener informacion acerca del comporta-

10.

11.

miento de las ondas solitarias y en conjunto con la solucion cuasi-analitica pudi-
mos entender el comportamiento de los solitones perturbados durante el periodo
transitorio.

Generalizamos el principio de minima accién para que sea aplicable a integrales
de accién en las cuales la lagrangiana no solo depende de funciones u(z,t) y
u*(z,t) sino también de u(—=z,t) y u*(—z,t), es decir, para una lagrangiana de
la forma:

L= L(u(x,t), up, ug, u(—x, ), u*(z,t), uy, u, u*(—x,t)) (4.20)

notemos que las funciones u; y u, estdn evaluadas en el punto (x,t).

Se obtuvo que la forma de las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a
este tipo de lagrangianas es la siguiente:

oL oL 0oL 0 0L
— _— - - = 4.21
ou L‘?u(—x, t)} ey OtOuy  O0x Ouy 0 (4:21)
o bien su compleja conjugada:
oL oL 0 0L 0 0L
- — - — = 4.22
ou* * [8u*(—x, t)] e n OLOuf  OxOus (422)

Estudiamos y encontramos dos generalizaciones de la ecuacion AM, a las que
llamamos LN1 y LN2:

1 1
iUy — Uy — §u2(x,t)u*(—w, t) — (|u\2 + §\u(—x,t)|2) u(—z,t) =0  (4.23)

iy — gy — (Ju(—z,0)* + |u(z, t)?) uw(z, t) =0 (4.24)
respectivamente.

Encontramos una generalizacion no local de la ec. NLS (con una no-localidad
del tipo de Ablowitz y Musslimani), que si tiene un significado fisico claro e
interesante (a diferencia de la ec. AM, que no tiene un significado fisico claro).

Se resolvié numéricamente la ecuaciéon AM asi como sus dos generalizaciones.
Las soluciones numéricas revelaron que los tres modelos tienen soluciones de
onda solitaria que se mueven, y que en cada uno de estos modelos existen dos
tipos de pulsos que se mueven:

» Pulsos que permanecen atrapados en el origen (z = 0).
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4.2 Conclusiones

12.

13.

14.

15.

= Pulsos que logran escapar del origen.

Los resultados numéricos también sugirieron que la ecuacion LN2 es el modelo
mas satisfactorio, debido a que en este modelo las soluciones que se alejan del
origen logran sobrevivir indefinidamente, y sus soluciones adquieren un compor-
tamiento oscilatorio.

Se generalizd el Teorema de Noether para que sea aplicable a lagrangianas de
la forma (4.20), y se encontraron las siguientes leyes de conservacién para las
ecuaciones LN1 y LN2:

d > 1
= AT = 4.2
i (/ 22 (wu), — uu )da:) 0 (4.25)

< (/: \uy%za:) ~0 (4:26)

La primera ley de conservacion se asocia al momento y la segunda se asocia a la
energia, es importante mencionar que estas leyes de conservacién coinciden con
las encontradas para la NLS. Sin embargo, la ley de conservaciéon que si cambia
es la asociada a la Hamiltoniana que en el caso de LN1 es:

% (/Z L ? = [uf? Re [u(z, Oy (—, 1))} dx) ~0 (4.27)

y en el caso de LN2 es:

% (/OO {|ugc|2 - %|u|2 (ju(—a, ) + |u(x,t)|2)} dm) 0 (4.28)

o0

Aplicamos el método variacional para obtener informacién acerca del comporta-
miento de las ondas solitarias que obedecen la ecuacién LN2 y logramos entender
la razon de la existencia de los dos tipos de soluciones observadas en las soluciones
numeéricas.

Estudiamos la propagacion de breathers que obedecen la ecuacién LN2, que co-
mienzan su movimiento en puntos que estan alejados del origen y encontramos
que los pulsos no son afectados de manera significativa cuando pasan a través del
origen en un tiempo posterior.

Estudiamos colisiones entre dos breathers que obedecen la ecuacién LN2 y en-
contramos que estos breathers son soluciones robustas que resisten las colisiones.
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Apéndice A

Sobre la interpretacion Fisica de LN2

Consideremos la ecuacién:
iu: + euy + y(Ju(z, 1) + olu(z, —t)*)u(z,t) = 0 (A1)

Ahora definamos v(z,t) asf:
v(z,t) = u(z, —t) (A.2)

con la definicién (A.2) la ec. (A.1) se puede escribir asi:
iu, + eugy + y([u(z, ) + olv(z, £)|)u(z,t) = 0 (A.3)

Ahora nos preguntamos: jSera posible escribir una EDP que cumpla v(z,t)?
Si. Primero debemos hacer el cambio de variable t — —t en (A.1) y obtenemos:

2
igu(z, —t) + ea—u(z, —t) + y(Ju(z, =t)|* + olu(z, t)|*)u(z, —t) =0 (A.4)
0z ot?
y utilizando (A.2) esta ec. se puede reescribir asi:
iv, + evy +y(|v(z, ) > + olu(z, t)[*)v(z,t) = 0 (A.5)

notemos que en la ecuacion (A.5) la variable ¢ es simplemente la variable que aparece
en v(z,t). Aunque para obtener (A.5) aplicamos el cambio de variable t — —t en (A.1),
en la ec. (A.2) podemos “olvidar” que usamos ese cambio de variable para obtener esta
ec. (A.D).

Por lo tanto, el sistema (A.1)-(A.2) es equivalente al sistema (A.3)-(A.5)

Sobre las condiciones iniciales

Consideremos nuevamente la ec. (A.1) y elijamos libremente la condicién inicial
u(z = 0,t), sin embargo, una vez elegida la condicién para u, en automdtico queda
definida para v(z = 0,t), pues (A.2) implica que:

v(z=0,t) =u(z =0, —t) (A.6)
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A. SOBRE LA INTERPRETACION FISICA DE LN2

Por lo tanto, el problema de valor inicial:

iu, + euy +y(Jul® + olu(z, —t)[*)u =0

u(z =0,t) = f(t) (A7)
es equivalente al problema de valor inicial:
iu, + euy + y(|ul* + olv/)u =0
iv, 4+ evy + (> + olul*)v =0 (A8)

u(z =0,t) = f(t)
v(z=0,t) =u(z =0,—-t) = f(—1)

de manera que la solucién u(z,t) del problema (A.7) serd la misma solucién u(z,t) que
obtendremos al resolver el problema (A.8), y la solucién v(z, t) de (A.8) cumplird (para
toda z) que:

v(z,t) = u(z,—t) (A.9)

pues el sistema (A.3)-(A.5) se obtuvo precisamente definiendo v(z,t) mediante (A.9).
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Apéndice B
Conservacion del momento y la energia de

la ec. Iem-KdV-I

Partiendo de la ecuaciéon Iem-KdV-I:

+o00
Up — €Uggy — YUy R(x — ") |u(2’,t)]2dz’ = 0 (B.1)

—00

queremos demostrar que la energia y el momento son cantidades conservadas:

E:/ —2¢|u|*dx (B.2)
M:/ i(uu) — u u,)dx (B.3)

Conservacion de la energia

Es decir queremos demostrar que:

d
—E=0 B.4
o (B.4)
para ello, realizamos un calculo directo:
™ oepupds = 0 (B.5)
— —2¢|ul*dr = .
dt J_ .

luego intercambiamos la derivada con la integral y usamos que |u|*> = wu*, ademés
dado que lo que queremos obtener es cero, el factor —2¢ no es relevante en el calculo.

o0 d .
I= /Ooa(uu ) dx (B.6)
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B. CONSERVACION DEL MOMENTO Y LA ENERGIA DE LA EC. ICM-KDV-I

podemos utilizar la regla de derivaciéon para el producto
I= / (upu™ + uuy) doe = / (ugu* + c.c.) dz (B.7)

donde c.c. denota el complejo conjugado y de la ec. (B.1) podemos despejar u;, luego
sustituimos en (B.7) y obtenemos:

[= /_ h { [eu + g /_ R — (e, t)de'] u c.c.} dz (B.8)

[e.9] o0

separando esta integral en dos integrales:

o0 o0 +o0
I= / €U Uyypdr + 7/ u*um/ R(x — 2")|u(a’,t)2dz’dx + c.c (B.9)

[e.e]

la primera integral que aparece en la ec. (B.9):
I, = / €U Upppdx + C.C (B.10)
— 00

es el término usual que aparece en la ec. cmKdV y después de integrar por partes dos
veces es igual a cero:

I, =0 (B.11)

entonces nos concentraremos en la segunda integral que aparece en ec. (B.9):

00 +oo
I, = 7/ u*um/ R(z — 2")u(z")u*(z")dx'dx + c.c (B.12)

la cual se puede reescribir como:

> * oo / / * / / 8“’
I =~ u R(x — 2" )u(z")u*(2")dx a—daj
—0o0 —o0 T
> oo ou*
+’y/ [u/ R(x—x’)u(x’)u*(x’)dx'} o dr (B.13)
teniendo en cuenta que la funcién u(z,t) = 0 cuando z — +oo y realizando una

integracion por partes solo al primer término obtenemos:

L=—y /_ h ua% [u /_ R x'>u(x')u*(x')dx'] dz

(e 9] (e 9]

o [ [T R -t @har | Soar @y

e} o0
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resolviendo la derivada y quitando el paréntesis:

oo +o0
b= [T [ R

_7/ uu_/m (z — 2/ Yu(e' ) (2 )’ da

oy /_ } [u B = @)

(B.15)

pero el primer y tercer término son iguales, asi que se cancelan, y en el segundo término
la parcial se puede intercambiar con la integral, ademés solo afecta a R(x — '), obte-
nemos:

+oo
= —7/ uu / (x — 2 )u(z")u*(2")dx' dx (B.16)
y teniendo en cuenta que R es una funcién real simétrica se tiene que

B, 0
o-R(w— ') = === R(x — ) (B.17)

por lo que podemos reescribir la ec. (B.16) como:

+00 a
I = / uu / (% — R(z — 2')da'dx (B.18)

teniendo en cuenta que la funcién u(z,t) = 0 cuando © — 00 e integrando por partes
la integral interior

+00 a
= —7/ uu / Nu* ()] R(x — 2')dx'dx (B.19)
u y u* son funciones solamente de x entonces pueden entrar a la integral:
[e’¢) +oo a
I, = —fy/ / B [u(x )u* ()] vu* R(x — x')dx'dx (B.20)
—00 J —00 z
intercambiando el orden de integracion
[e’¢) +oo a
I, = —fy/ / B [u(x)u* ()] vu* R(x — x')dxdz’ (B.21)
—0o0 J —00 T
y sacando de la integral interior lo que no depende de x:

o9 +00
L=y [ Gn@w @) [ wRe - e (p22)

e}
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B. CONSERVACION DEL MOMENTO Y LA ENERGIA DE LA EC. ICM-KDV-I

dado que la variable de integracién es muda podemos intercambiar x por z’:

I =—v /_Z % (uu*) /_O:O w(x u* (2" )R(x — 2 )da'dx (B.23)

resolviendo la derivada y separando las integrales:

o] +o0o
I, = —’y/ uxu*/ w(@ u* (2 )R(x — 2 )dxdx'
- - o0 +o0
— 7/ uu;/ w(x u* (2" )R(x — 2")dxdx' (B.24)

que al compararla con (B.13) nos damos cuenta que es justamente —I5 es decir:
I, =—1 (B.25)
por lo que:
I, =0 (B.26)

con lo cual queda demostrada la ecuacién (B.4) y por lo tanto la ec. [em-KdV-I conserva
la energia.

Conservacion del momento

Es decir queremos demostrar que:

d
—_M = B.2
M =0 (B.27)

para ello, realizamos un célculo directo:
d o

il i(uu) —u*uy,)dr =0 (B.28)

luego intercambiamos la derivada con la integral y usamos que |u|?> = wu*, ademés
dado que lo que queremos obtener es cero, el factor ¢ no es relevante en el célculo.

> d
I = /_OO E(uu; — u*u,)dx (B.29)
resolviendo la derivada:
I= / (wpu) + i, — Uy, — U y) do (B.30)
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reescribiendo: -
I = / [upws 4+ w(ug)e — uju, — u*(ug),) de (B.31)

[e.e]

teniendo en cuenta que la funcién wu(z,t) — 0 cuando x — 400 y realizando una
integracion por partes al segundo y cuarto término obtenemos:

I= / (wpu), — ugpuy — uju, + uiug) do (B.32)
simplificando
I o0
3= / (wpul, — ujuy) do (B.33)

de la ec. (B.1) podemos despejar u; y al conjugarla obtenemos u;}, luego sustituimos
en (B.33) y obtenemos:

T 00 +oo
5= / { [euxm + ’yux/ R(x — 2")|u(z/, t)|2dx'} wh

—00 [e.e]

“+o0o
- [eu;m + Vu;/ R(z — 2")|u(2’, t)|2dm'} ux} dr (B.34)

—0o0
la segunda y cuarta integral, son iguales, asi que se cancelan:

1 > % *
5 = /_ [<€u:mm) Uy — <€ua:xx) um] dx <B35>

o0

pero este es el término usual que aparece en la ec. cmKdV y después de integrar por
partes dos veces es igual a cero:
I=0 (B.36)

con lo cual queda demostrada la ecuacién (B.27) y por lo tanto la ec. Iem-KdV-I
conserva el momento.
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Apéndice C
Deduccion de las ecuaciones de

FEuler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange nos permiten determinar la evoluciéon de algin
sistema fisico y en mecéanica lagrangiana tienen la siguiente forma:

o (0n g o
dq dt \ 0q
donde g es una coordenada generaliza y ¢ es la derivada con respecto al tiempo de esa
coordenada generalizada, tener una ecuaciéon de Euler lagrange es equivalente a tener
las ecuaciones de movimiento de cualquier sistema.
La ecuacion de Euler-Lagrange se puede deducir a partir del principio variacional o

también conocido como el principio de minima accién, o bien en el libro de Mecéanica
clasica de Goldstein [79] podemos encontrar lo siguiente:

El movimiento del sistema del tiempo t, al tiempo 1o es tal que la integral

de linea (llamada accion o integral de accion),

to
S— / Ldt,
t1

donde L es la lagrangiana del sistema, tiene un valor estacionario para la
actual trayectoria del movimiento.
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C. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

C.1. Ecuacion de Euler-Lagrange para la ecuacion

Icm-KdV-1V

Suponiendo que la densidad lagrangiana es una funcién de la forma:

® %k ok * k%
L= '£<u7ut7u$)u$$$77]17n27n37n47u 7Utaum,umm77]277737774) (02)

donde 1, y 12 estédn definidas por las ecs. (2.10) y (2.11) respectivamente:

m= / R(x — ') |u(a’,t)|*d2’ (C.3)
Ne = / R(x — 2" u(a', t)ui (2, t)da’ (C4)
mientras que 73 y 74 estan definidas por las ecs. (2.18) y (2.19) respectivamente:
ng = / R(x — 2" u(a', t)ug (2, t)da’ (C.5)
Ny = / R(x — 2" )u? (', t)da’ (C.6)

lo primero que notamos es que la cantidad 7, es real.

Si ahora consideramos una funcién variada, en donde la variacién es controlada por
el pardmetro a:
u(z, t, ) = u(z, t) + adu(x,t) (C.7)

u*(z,t, o) = u*(z,t) + adu*(x,t) (C.8)

siendo du y du* variaciones arbitrarias, entonces el principio de minima accién, establece
que si la integral de accion se define como:

S:/ / Ldxdt (C.9)

as
do
Considerando una lagrangiana de la forma (C.2), la derivada con respecto a « de
la integral de acciéon quedaria como:

as d [> [* > [ dL
%_%/m/mﬁd:ﬁdt—/m/madzdt (C.11)
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C.1 Ecuaciéon de Euler-Lagrange para la ecuacion Iem-KdV-IV

utilizando la regla de la cadena:

s ( | L om 0L o | 0L o
Oom 0o Ony O Oy O
8Lan3+8L8n§+8_L%+8L8nz

Ons O~ Onf O Ony O Onjf O

> drdt (C.12)

los puntos suspensivos corresponden a la parte usual en la ecuacion cmKdV, en esta
seccion s6lo mostraremos la parte que involucra las variables integrales.
Basicamente hay que calcular cuatro integrales:

11:/ / 9L O 1t (C.13)

i da
_ /OO / (252 ‘?g + gék %f) dudt (C.14)
:/ /Z (gé ?;Zf g% f;f) dudt (C.15)
_ /OO/Z (g; (ZZ;‘ gqu %f) dudt (C.16)

comenzamos por calcular:

T = | R = )5 () + adut)] () + adu' ()] (€17)

aqui se ha usado u(’) = wu(a’,t) como una notacién simplificada que indica que la
funcién u estd evaluada en (2/,t).
Resolviendo la derivada y evaluando en o« = 0 en la ec. (C.17) obtenemos:

Om| /_ h Rz — ') [u* ()ou(') + u()ou* ()] dz’

2l =]
—/_ R(x—x/)u*(')5u(/)dﬂv/+/ R(z — 2 Yu(")ou*(")dz" (C.18)

[e.9] — 00

ahora vamos a analizar la integral que contiene al factor correspondiente a du(’), ya
que de ahi saldrd una de las ecuaciones de Euler-Lagrange (EL), y la otra ecuacién de
EL (la compleja conjugada) sale de considerar el término du*("). Sea I1; la parte de I
que involucra unicamente a du(’):

I = / / / (x — 2" u* (2, t)ou(2', t)da' dudt (C.19)
—o0o J— 87]1
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C. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

Debido a que la variable de integracién es muda podemos hacer el intercambio x <> ’

/ / 8171 / ) R(x — ' )u*(z, t)0u(x, t)dedx'dt (C.20)

[e.e]

que se puede reescribir como:

I = / / / o OR( = 2/ (,0)5u(, ) deds'de (C.21)

luego intercambiamos el orden de integracién primero respecto a ' y luego respecto a
Tyat:

Iy = / / / @' OR(e =) (. Ooul, ) (C.22)

es decir, el término que se factoriza con du(z,t) y que aparecerd en la ecuacién de EL
es:
* 8'5 / /
T, =u"(x,t) — (o', t)R(x — 2')dx (C.23)
s Om
Ahora realizaremos el mismo procedlmlento que aplicamos para 7, pero esta vez lo
aplicaremos a 7, comenzamos por:

% Y / Z Rz — ') [u;,()ou(’) + u(') (0u); ()] da’ (C.24)
6875 o = /_OO R(LU — x/) [Ux(')(éu)*(’) + U*</>(5U)m(/>] dq:’ (CQ5)

Recordando que la ec. (C.24) va multiplicada por y la ec. (C.25) por ;¥ conser-
vando unicamente la parte que involucra a du deﬁmmos

/ / {am / Rz — a')uy(a', t)ou(a’, t)da’

/ Rz — o) (', £) (Su)a (', )’ | dxdt (C.26)

a772

luego seguimos el mismo procedimiento utilizado para pasar de la ec. (C.19) a la ec.
(C.22), y obtenemos:

]21:/ / / %(m',t)R(x—x')da:’u;(a:,t)éu(x,t)davdt
—00 J—o0 J—x0 2

* /_ : /_ Z /_ Z SL R(x — a')dx'"u*(x,)(6u), (2, t)dzdt  (C.27)
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C.1 Ecuaciéon de Euler-Lagrange para la ecuacion Iem-KdV-IV

en el primer término de la expresion anterior ya esta factorizado du, pero en el segundo
término es necesario realizar una integracion por partes, teniendo en cuenta que la
funcién u(z,t) = 0 cuando & — £o0o e integrando por partes obtenemos:

I :/ / / %(z’,t}R(w—x')dw’u;(:v,t)du(x,t)dxdt
—00 J—o0 J—x 2

o[9[ [ oL
I / A /% 2
/_Oo /_Oo O { o (', t)R(x — 2")dx'u (a:,t)] du(x, t)dzdt (C.28)

es decir el término que aparecera en la ecuacién de EL es:

T, = u;(:c,t)/ g—é(x’,t)R(:c — a')da'

_ % {u*(x7t) Z s (41 DR x’)dm'} (C.29)

Ahora realizaremos el mismo procedimiento que aplicamos para 7, pero esta vez
lo aplicaremos a 73 comenzamos por:

% o = /Z R(x — ') [u(Nou(") + u(") (0u) ()] dz’ (C.30)
% L = /_Z R(x — ) [ul(Hou*(") + u* (") (0u*) . (")] da’ (C.31)

Recordando que la ec. (C.30) va multiplicada por g—é y conservando unicamente la
parte que involucra a du definimos:

Iy = / / [ - / Rz — #')us (2, )0u(a’, £)da’

an3/ Rz — a')u(a’, t)(6u), (', t)da' | dedt (C.32)

luego seguimos el mismo procedimiento utilizado para pasar de la ec. (C.26) a la ec.
(C.28), y obtenemos:

I3 = / / / R(x — 2")dx'u,(x, t)ou(x, t)dzdt
5773

/_Oo /_Oo ox [/_Oog—:;(x/,t)R(x — a')daz'u(z,t)| du(x, t)dzdt (C.33)
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C. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

resolviendo la derivada, se puede simplificar como:

I3 = / / / p {3773 ) R(x — x’)] dz'u(z, t)du(z, t)dzdt (C.34)

es decir el término que aparecera en la ecuacién de EL es:
< 0 0L
T, = —u(x,t) /_OO . [3773< ) R(z — x/)] da’ (C.35)

Finalmente, realizaremos el mismo procedimiento que aplicamos para 7, pero esta
vez lo aplicaremos a 74 comenzamos por:

Oy > , e

dal,_, " /Oo Rz = 2') [2u(")ou(’)] do (C.36)
on; [T e o
2= [ Ra— o) cam

Recordando que la ec. (C 36) va multiplicada por £ ﬂ y conservando unicamente la
parte que involucra a du definimos:

Iy = / Z / o / Rz — ) 2u(2!, ), £)da dudt (C.38)

luego seguimos el mismo procedimiento utilizado para pasar de la ec. (C.19) a la ec.
(C.22), y obtenemos:

Iy = / / / o S OR( = a')de'2ue, u(e, t)dude (C.39)

es decir, el término que se factoriza con du(z,t) y que aparecerd en la ecuacién de EL
es:

T, = 2u(:v,t)/ %(m',t)R(x — 2')da (C.40)

Juntando los resultados obtenidos en las ecuaciones (C.23), (C.29), (C.35) y (C.40) y
agregando la parte usual correspondiente a la ec. cmKdV obtenemos la ecuacién de
Euler-Lagrange (2.24):

0L 0 (08) 0 (08\ O ( o
ou  Ox \ Ouy ot \ Ouy 0z \ Ougypy

+00 +oo
bt / 9L W DR — 2)da! + v / 98 DR — )’

o) 8771 oo 8 Mo
* +o0 a aL , , . +o0 aL / ,
- /_Oo Bz oy DR — @y = /_OO s (WS OR( = o)

o 9 9L o0 9L ) /
_u/oo %a_ng(x D R(2 — x)da’ +2u/oo am(m JR(2 —x)de’ =0 (C.A41)
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C.2 Ecuaciéon de Euler-Lagrange para LN1 y LN2

C.2. Ecuacion de Euler-Lagrange para LN1 y LN2

Suponiendo que la densidad lagrangiana es una funcion de la formas:
L= L(u, ug, g, u(—x, t), u*, up, uy, u(—x,t)) (C.42)

consideramos una funcién variada, en donde la variacion es controlada por el parametro
o
u(z, t, ) = u(z, t) + adu(x,t) (C.43)

u*(z,t, ) = u'(z,t) + adu”(x,t) (C.44)

siendo du y du* variaciones arbitrarias, entonces el principio de minima accién, establece

que si la integral de accion se define como:

S = / / Cdadt (C.45)

entonces: s
-~ - A4
il =0 (C.46)

Considerando una lagrangiana de la forma (C.42), la derivada con respecto a « de

la integral de accién quedaria como:

da_ / / Ldzdt = / / —dmdt

utilizando la regla de la cadena:

B /°° /°° 8_Lt9u 9L Ouy N 0L Ouy, N 0L Ou(—ux,t)
)] oo | Ou 804 Ou, O Auy da ou(—z,t) O
0L ou* (9L Juy 0L Oul, 0L Ou(—um,t

+8u* Oa 8ut Oa - our Oa

Basicamente hay que calcular cuatro integrales:

ou*(—x,t)

(C.47)

’ )] dzdt (C.48)

oL 8u 0L ou*

I = / / (8u 50 T 90 Ja ) dxdt (C.49)
0L 8ut 0L Ouy

I = / / ( ot aa)dxdt (C.50)
0L 8ux 0L Ou},

I3 = / / (8% 5 0u; T ) dxdt (C.51)

99



C. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

[ oL Ou(—ux,t) oL Ou(—=xz,t)*

las primeras tres integrales corresponden a la parte usual en la ecuacién NLS, en esta
seccién sélo mostraremos unicamente la parte nueva que involucra u(—x,t). Asi que
comenzamos por calcular:

ou(—z,t,a) 0 e
— B0 = 3a [u(—x,t) + adu(—z,t)] = du(—=x,t) (C.53)
ou*(—x,t,a) 3
oo - O

evaluando en a = 0 y sustituyendo en la ec. (C.52), obtenemos:

[u*(—x,t) + adu™(—z,t)] = ou*(—=x,t) (C.54)

R e 0L oL .
l= /_m /_oo [au<——x,t>5“<‘$’t> t ey (Cwt)| dedt (C55)

conservando unicamente la parte que involucra a du definimos:

Iy = /Z /Z %(x,t)&t(—x,t)dwdt (C.56)

Sea y = —ux, entonces dy = —dx y cuando x — 00, y — —o00, pero cuando x — 00,
y — —00, es decir podemos escribir I4; como:

I __/Oo/_ooa_ﬁ
T ) du(=a.0)

utilizamos el signo menos, para cambiar los limites de integracion sobre y y renombra-

mos y = r:
0 0 oL

Ly = =

i u/.oo/roo OU(—I,ﬂ

es decir, el término que se factoriza con du(z,t) y que aparecerd en la ecuacién de EL
es:

du(y,t)dydt (C.57)

T=—y

ou(z, t)dxdt (C.58)

T=—X

oL
ou(—mx,t)

Sumando este resultado con la parte usual correspondiente a la ec. NLS obtenemos la
ecuacion de Euler-Lagrange (3.3):

Ty(—zp) = (C.59)

T=—X

oL { oL } ) (C.60)

ou T |ou(—z ). 0tow  Ordu
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Apéndice D

Principio de minima accion

Sustituyendo la lagrangiana en la ecuacién de Euler de Lagrange podemos simplifi-
car y obtener la ecuacién de movimiento, dicho de otra manera obtenemos la ecuacién
que determinara como evoluciona el sistema. En este apéndice veremos que esas ecua-
ciones son justamente las ecuaciones lem-Kdv-II, III y IV y las ecuaciones LN1 y LN2.

D.1. Deduccion de la ec. Iecm-KdV-I1

Partiendo de la lagrangiana (2.7):

L =i(u up — uuy) +ie(uu),, — U ty,) + z%(uu; — u*uy) / R|ul*da’ (D.1)
utilizando la definicién (2.10) podemos reescribirla como:
L =i(u uy — uuf) +ie(uu),, — W tyey) + Z%(uuz — wug )M (D.2)

y utilizando la ecuacién de Euler-Lagrange (2.12) pero considerando que en esta ocasién
la lagrangiana solo depende de 7;:

oL 9 (oL o (ony o ( ot
ou  Ox \ Ouy ot \ Ouy 03 \ OUugyy

“+oo
+ u*/ a—L(x’, t)R(z" — z)dx’ =0 (D.3)
—c0 8771

o bien su compleja conjugada:
oL 0 (0L 0 (0L 3 oL
ou*  Ox \ Ou’ ot \ Ouy Ox3 \ Ouz,.,

e aL / / /
+u — (@ t)R(x" —x)dx' =0 (D.4)
—o0 3771
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D. PRINCIPIO DE MINIMA ACCION

calculamos cada término que aparece en la ecuacién conjugada:

oL . . :
Do T Uy — Z%uxm (D.5)
o (0L D /v N v

5 () = () = mvomy 00

§ (0L o
ot (8u*) T (—iu) = du (D.7)

t
P [ oL 93 .

o @ (au—*) = _% (ZEU) = —1€Ugxy (D8)

u/ h z% [u(a’, t)ul (2’ t) — u* (2, t)ug (2, )] R(2' — x)da’ =
iZu (=) (D9)

ahora calculamos el término 7, que aparece en la ec. (D.6):

Nz = %/ R(z — 2")u(2', t)u* (', t)da’ (D.10)
oo o
Me :/ Wu(x’,t)u*(m',t)dm’ (D.11)
utilizando la ec. (B.17) podemos reescribir esta ecuacién como:
oo 8R !
Mo = —/ u(x',t)u*(m',t)%dm' (D.12)

teniendo en cuenta que la funcién u(z,t) = 0 cuando & — 0o e integrando por partes
obtenemos:

me= [ el (0] R — )’ (D.13)
e OT
resolviendo la derivada:
mo= [l 0 @) 4 e O ) Ra - e’ (D)
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D.2 Deduccion de la ec. Iem-KdV-1V

notemos que:

0 0
uy (2, t) = —u(2',t) = —u(z,t = uy (2, t D.15
(#',8) = 3 oula' ) = —u(z,1) (+',1) (D.15)
es decir, realizar un cambio de variable x = 2’ y luego sacar la derivada parcial es
equivalente a sacar primero la derivada parcial y luego evaluar en x = 2/, y por lo

tanto:

r=x'

Mz = 15 + 72 (D.16)

Retomando el cdlculo realizado para la ec. (D.4) y sumando resultados obtenidos
en las ecs. (D.5)-(D.9), teniendo en cuenta el resultado de la ec. (D.16) obtenemos:

Uy — 1€US, — i%uxm — @% [uzm +w (N5 + 1m2)] + iUy — (€ULLy —l—i%u (ny—m5) =0 (D.17)

simplificando:
2iuy — 2ieug, — iyugn — iyuns =0 (D.18)

dividiendo entre dos, multiplicando por —: y sustituyendo los valores de 7; y 12 obte-
nemos justamente la ec. (2.6):

Up — €Uy — %um/ R(x — o) |u(a’, t)Pda’ — %u/ R(x — 2")u*udx’ =0 (D.19)

o0 (e 9]

D.2. Deduccion de la ec. Icm-KdV-1V

Partiendo de la lagrangiana (2.21):

L =i(u uy — uuy) + ie(uu),, — U tpyy) + 001 (v, — u uy,) / R|ul*dz’

+ iy |u? (/ Ruudx’ — /Ru*uxdx/)
— 103 l(u*)Q/Ruu$dx’ — u2/Ru*u;dx’}
+ 04 {u*ui/Rqum' — uux/R(u*)Qda:’} . (D.20)

utilizando las definiciones descritas en las ecs. (2.10), (2.11), (2.18) y (2.19) podemos
reescribirla como:

L= i(uuy — uu)) + ie(unl,, — U lppe) + 101 (U — u*ug)m

+ i0ouu” (o — 1) — i3 [(u*)*ns — wni] + 0y (w uling — uuyny) . (D.21)

103



D. PRINCIPIO DE MINIMA ACCION

y utilizando la ecuacién de Euler-Lagrange (2.24):

0L

ou

9 oL

_u/

(2

o0

ou,,

[e.9]

00 8771
+OO£8L
Ox On;

9
ot

9L

+u*/

/

Tt

(

oLy o (ot
Ouy 0z \ Oty

(', t)R(x’ — x)dx’ + u;/

(@' t)R(z' — x)dx’ — u;/

o bien su compleja conjugada:

0L
ou*

_u*/_

_ 9
ox

_|_

—+00

—00 2

—00

+o0

YR(z' — x)dx’ + 2u/

0 T4

) =i () o ()
ouk ot \ Ou; 0x3 \ Ou?,.,

u/_:o S—Ti(a:’,t)R(:r’ — e+, [
u/_:o %g—;(x',t)]%(a:’ —z)dr' — u, /_:O g—é(x',t
:O %372 (2, t)R(x’ — x)dx’ + 2u* /_:O g;ﬁf '

calculamos cada término que aparece en la ecuacién conjugada:

0L

ou*

O

0 (0L
ou:

*

a . ek
> = "5 (161umy + id4u*ny)

+o0
/ 3[; (', t)R(z — x)dx’

= iut - ieux:ca} - idluﬂcnl + 252u (772 - 77;) - Z(53 (2U*773) + 254 (U’::n‘l)

= —i61 (Ugh + uny) — 104 (Upna + U Naz)

om o
ou* OB

0 (08N __0 (i
ot \our ) — arr T

1€U) = —1€Ugyy

s (o 1) = u* (@ s (', )] R(a' — 2)da’ =

i01u(n2 —n5)

(D.23)

(D.24)

(D.25)

(D.26)

(D.27)

(D.28)
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D.2 Deduccion de la ec. Iem-KdV-1V

T 0L
Uy 2 )R(2 — z)da’ =

+oo
— i52uz/ u(z' t)u* (2’ t)R(z" — x)dz’ = —idau,m  (D.29)

e 9 oL, , ,
—u/oo gﬁ_m(x’t)}%@ —x)ds’ =

+oo
— 10qu— [/ w(x' tyu (2’ t)R(x’ — x)da' | = —idqum, (D.30)

+oo
— iégux/ u(a' tyu* (o' t)R(z' — x)dx’ = —idou,m (D.31)

* e a aL / / /
—u /_oo %ang(x,t)R(x —x)ds’ =

400
— i03u"— {/ uw (2 t)R(x' — x)da’ | = —idsu*ny, (D.32)

400 L
+ 2u*/ 0 (2", t)R(2' — x)dx’ =
—00 8774

+oo
— i542u*/ w(z', ug (2, t)R(2" — x)da' = —id,2u*nz (D.33)

(e}

sumando los resultados obtenidos en las ecuaciones (D.24)-(D.33), la ec. de EL (D.23)
nos queda como:

iUy — 1€Ugpy — 101ULN1 + 102w (N2 — 15) — 03 (2u™n3) + 04 (uins)
— 007 (Upm + unig) — 04 (Wins + UNay) + (U — 1€ULLe + 101u(N2 — 13)
— i52u$7]1 — @'521“71:5 — iégumm - i53u*774x - 1(5421,6*7]3 =0 <D34>
simplificando:
20Uy — 20€Ugpy + 101 (—UgMy — Ughy — UM, + UTg — UN;)

+ 169 (uny — unsy — Ughy — U1y — Ugth) + 03 (—2u"N3 — w*Nay)
+ @04 (upny — upny — u'ng —2u™ng) =0 (D.35)
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D. PRINCIPIO DE MINIMA ACCION

utilizando el resultado obtenido en la ec. (D.16):

Tz = 15 + 12 (D.36)

y realizando un procedimiento similar al utilizado al obtener este resultado, obtenemos
que:
Nazw = 213 (D.37)

es decir la ec. (D.35) se puede simplificar como:

20y — 20€Uspyy + 101 [=2upm — u(n; + 02) + unz — un;]
+ 002 [unz — uny — 2ugn — u(ny + n2)] + 103 (—2u"ns — u*2ns)
+idy (—u2n3 —2u™n3) =0 (D.38)

simplificando, multiplicando por —i y dividiendo entre 2:

Up — EUggz + 01 (—Ugmy — uny) + 0o (—uny — ugny)
+ 53 (—2u*773) + 54 (—2u*773) =0 (D39>

simplificando:
Up — EUzzye — (01 + 02) (upny + uny) — 2(03 + 64)u™nz =0 (D.40)

escogiendo 07 + 0o = v1 v 2(d3 + d4) = 72 y escribiendo explicitamente los valor de 7y,
72 ¥ 13 obtenemos justamente la ec. (2.20):

ut—euxm—'ylux/ Rl\UIde'—fylu/ Rlu*uzd:c'—’ygu*/ Rouugdz’ =0 (D.41)

—00 [e.9] —00

D.3. Deduccion de la ec. LN1

Cuando la lagrangiana depende explicitamente de u(—zx,t), la ecuaciéon de Euler-
Lagrange tiene la forma (3.3):

oL oL 0 0L 0 0L

— _— - — = D.42

ou + {8u(—x, t)} ey OtOuy  O0x Ouy 0 ( )
o bien la ecuacion compleja conjugada:

oL oL 0oL 0 0L

— —_— - — = D4

ov * L%(—:L’, t)} ey OtOvy  Ox 0y 0 (D.43)

en donde se ha usado v para denotar el complejo conjugado de wu.
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D.3 Deduccion de la ec. LN1

Partiendo de la Lagrangiana (3.2):

L = —Imloug] + |ug|* — |u|* Re[uv(—z, )]

vamos a expandir las partes reales e imaginarias que aparecen en la expresion.

1 1
L= _Z(UUt — uvy) + |ug* — \u|2§(uv(—x, t) +vu(—xz,1))
simplificando:
1 1 1 1
L= ZEUUt — zzuvt + Uy — Euzvv(—x, t) — §uz}2u(—x, t)

luego, calculamos los términos de la ecuacion de Euler compleja conjugada.

5, = gt — 5u v(—x,t) — uvu(—=z,t)
oL B )
{81)(—@1&)]3:: N =—5u (—I,t)U(—JI7t)
oL _ 1
(9/Ut N Z2u
_ 9oL _ 1
ot @Ut a Z2Ut
oL
ov, He
9oL
or v, Hoz

sumando todos los términos obtenemos, que la ec. de Euler queda como:

1 1 1
ZEUt - §u21)(—x,t) —wvu(—x,t) — §u2(—:13,t)v(—x, t) + ZEUt — Uz = 0

simplificando:

1 1
WUy — Ugy — §u2v(—a:,t) —uvu(—x,t) — §u2(—m, t)v(—x,t) =0

reordenando los términos, obtenemos la ecuacién (3.1):

1 1
iUy — Ugy — §u2(:v,t)v(—x,t) - (|u|2 + §|u(—:z,t)|2> u(—x,t) =0

(D.44)

(D.45)

(D.46)

(D.47)

(D.48)

(D.49)

(D.50)

(D.51)

(D.52)

(D.53)

(D.54)

(D.55)
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D. PRINCIPIO DE MINIMA ACCION

D.4. Deduccion de la ec. LN2

Partiendo de la Lagrangiana (3.8):
— * 2 1 4 1 2 . 2
£ = —m(u'u) + s — Suft — SjuPlu(—a. 1)

0 en su forma desarrollada:

1 1 1 1
L= ZEUUt — zzuvt + Uupvy — Euu(—x, Hv(—z,t)v — §u21)2

con tal de simplificar los calculos, podemos multiplicar por 2 y obtenemos:
L = 2L = ivu; — iuvy + 2u,v, — uu(—x, t)v(—z, t)v — u*v?

luego utilizamos la ecuacion de Euler Lagrange compleja conjugada:

oL oL } 0oL 9 0L

ov + [81}(—:6,75) o C Otdv,  Oxov, 0

calculamos los términos que aparecen en ella:

oL .
5y = Ut~ uu(—xz, t)v(—z,t) — 2uv
OL
m = —UU(—ZL’,t)U
OL
[—811(—:6,1%)] = —u(—x,t)uv(—x,t)
oL .
Do i
_ 9oL _.
at 31},5 -
OL
=2
v, te
0 0L
)
0x Jv, Haex

sumando todos los términos e igualando a cero:

iy — uu(—x,t)v(—x,t) — 2u*v — u(—z, ) uv(—x,t) + iuy — 2y, = 0

(D.56)

(D.57)

(D.58)

(D.59)

(D.60)

(D.61)

(D.62)

(D.63)

(D.64)

(D.65)

(D.66)

(D.67)
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D.4 Deducciéon de la ec. LN2

simplificando:
ity — Uy — 2uu(—z,t)v(—x,t) — 2u?v = 0 (D.68)

reescribiendo la ecuacién, obtenemos la ec. (3.7):

iy — Ugy — (Ju(—=2,0)]* + |u*) u =0 (D.69)
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Apéndice E
Lagrangianas equivalentes para la ec.

[em-KdV-II

Cuando utilizamos lagrangianas en el estudio de sistemas fisicos, sabemos que existe
una infinidad de lagrangianas equivalentes las cuales estd determinadas por la ecuacion:

OF (u)  0G(u)
* ot * Ox

donde F'y G son dos funciones arbitrarias, pero diferenciables. £’ y £ son la-
grangianas equivalentes debido a que al sustituir en la ecuacién de Euler Lagrange
obtenemos la misma ecuaciéon de movimiento. Es importante mencionar que es de gran
interés encontrar mas lagrangianas que si sean equivalentes pero que no satisfagan esta
relacion.

En esta seccién mostraremos el procedimiento a través del cual se puede demostrar
que las ecuaciones Iem-KdV-II, III y IV tienen lagrangianas equivalentes pero que no
satisfacen la relacién usual. Mostraremos el procedimiento unicamente para Iem-KdV-
II.

Como se puede ver en el apéndice D.2 la lagrangiana (2.21):

L= (E.1)

L =i(u uy — uuy) + ie(uu),, — U tpyy) + 001 (v, — u*uy,) / R|ul*dz’

+ i |u? (/ Ruuldz’ — /Ru*umdx')
— 103 {(u*)2/Ruuxdm’ — UQ/Ru*u;dx'}

+ 104 {u*u;/Rqu:ﬁ'—uux/R(u*)zdx'] (E.2)
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E. LAGRANGIANAS EQUIVALENTES PARA LA EC. ICM-KDV-II

permite deducir la ecuacién (D.40):
Up — EUzze — (01 + 02) (upny +uny) — 2(03 + d4)u™nz =0 (E.3)

es decir si escogemos 03 = 04 = 0, tenemos una familia dada por d; y do de lagrangianas
equivalentes para la ecuacién Iem-KdV:

L =i(ufuy — uu)) + ie(uul,, — u tge,) + 01 (uu), — u*u,) /R|u|2d$'

+ iy |ul? </ Ruwldz' — /Ru*uxdx') (E.4)

si en particular, elegimos 0; = 7 y d2 = 0 obtenemos la ec. (2.7):
L1 =i(u vy — uuy) + ie(un),, — U tpee) + z%(uu; — u*uy) /R\u|2da¢’ (E.5)
pero, si elegimos §; = 0 y J; = 3 obtenemos la ec. (2.8):
Lo = i(uuy — uu)) + de(uul,, — U lypp,) + z%|u|2 (/ Ruuldx' — /Ru*uxdx’) (E.6)

las cuales son dos lagrangianas que no se relacionan entre si de la manera usual:

OF (u) | 9G(u)

L2 7 Lo+ ot ox

(E.7)

sin embargo, si consideramos que para aplicar el principio de minima accién es necesario
calcular la accion definida como:

si ponemos atencién en el término diferente en las ecs. (E.5) y (E.6):

Si :/ / z%(uu;—u*ux)/ Rlu*dz’dzdt (E.10)

—00

So1 :/ / Z%|u|2 (/ Ruu;d:ﬁ'—/ Ru*uzdx') dxdt (E.11)
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los términos fuera de la integral interior no dependen de (z/,t), pero las de adentro si,
entonces podemos reescribir las dos ecuaciones anteriores como:

S = iJ / / / (@) — u (@, sz, )] -

R(x — 2" )u(2', t)u* (2, t)dx' dxdt

i [T Ooux u*(z r—a
S = 2/00/00/00 (e, )u* (2, ) R(z — ) _—
[u(a’, )ui (' t) — u* (2!, t)u, (2, t)] da’ ddt

ahora utilizando el teorema de Fubini, podemos intercambiar el orden de integracién
en la ecuacion anterior:

521_2—/ // u(a, tyu*(z,t)R(z — 2') E10)

[u(x’, t)ui (' t) — u* (2!, t)u, (2, t)] deda’dt

reordenando los términos

Sor =i / / / (@, 1) — u* (@', )up (7', )] 1)

R(x — 2" )u(z, t)u*(z, t)dxdx' dt

teniendo en cuenta que la variable de integracion es muda, podemos hacer el intercam-
bio x <> 2’ y obtenemos:

So1 = z—/ / / (x,t) — u*(x, t)uz(x,t)] (E.16)

R(x' — x)u(a!, t)u* (2!, t)da' dadt

teniendo en cuenta que R es una funcién simétrica la ec. (E.12) y la ec. (E.16) son
iguales y por lo tanto:

esto significa que aplicar las ecs. de EL a £ nos llevara al mismo resultado que aplicar
las ecs. de EL a L5, por lo tanto, hemos visto que £, y £y son equivalentes.

Debido a que fue necesario utilizar el teorema de Fubini, para entender la razén de
esta equivalencia, hemos decidido llamarla “F-equivalencia”
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Apéndice F

Teorema de Noether

El teorema de Noether establece que las propiedades simétricas de la Lagrangiana
implican la existencia de cantidades conservadas. Dicho de otra manera, si la lagran-
giana no es afectada por una transformacién que altere el valor de alguna coordenada
(llamada invariante o simétrica bajo la transformacién dada) entonces habra alguna
cantidad conservada. La invarianza de la lagrangiana bajo variaciones en el espacio im-
plica que la cantidad conservada es el momento, bajo variaciones en el tiempo implica
la conservacion de la energia.

Para poder aplicar el teorema de Noether debemos de realizar el siguiente procedi-
miento:

1. Realizar una transformacion en las coordenadas.
2. Obtener la variacién de la lagrangiana a partir de las variables transformadas.

3. La magnitud de la integral de accién permanece invariante bajo la transformacién.

F.1. Cantidades conservadas de la ec. Icm-KdV-1V

Aqui se muestra la aplicacion del teorema de Noether a la ecuacion Iem-KdV-IV.

Up — EUgpy — ’ylux/ Ry|ul*dz’ — ’ylu/ Riu*u,dx’ — ’ygu*/ Rouugdz' =0 (F.1)

—00 —00 —00

la densidad lagrangiana (2.21) se puede escribir como:
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F. TEOREMA DE NOETHER

L =i(u*uy — uu)) + ie(unl,, — u tge,) + 01 (uu), — u*u,) /R\u!Qdm'

+ 06 |u? (/ Ruuldz’ — /Ru*uxdx')
— 103 {(u*)g/Ruuxd:B’ — UQ/Ru*u;d:v'}

+ 164 [u*ui/Rqux’—uux/R(u*)Qda:/] (F.2)

una observacion importante, es que los calculos se pueden simplificar mucho si definimos
una de las nueve lagrangianas equivalentes que tenemos disponibles para generar la
ecuacion Iem-KdV-IV, sin embargo estamos realizando el calculo completo, para asi
poder obtener las nueve Hamiltonianas diferentes, ademas, eligiendo los parametros
adecuadamente, también tenemos las cantidades conservadas para las ecuaciones Icm-

KdV-II y III.

Transformaciones

2% =1 + €&

¥ =t + ek
u®(2%,t%) = u(z,t) + edy (u(z, 1))
uw®(x®t%) = u(z,t) + edo(u*(z,1))

(F.3)

Notamos que las dos ultimas ecuaciones de arriba no son una forma funcional, porque
los argumentos de las funciones de la izquierda son variables nuevas (2%, %), mientras
que del lado derecho tenemos variables viejas (z,t)

Formas funcionales de las transformaciones

u®(x,t) = u(r — 61, — e€a) + edr(u(r — €61, t — €y))

F.
u (2, t) = ut(x — €&1,t — €&o) + edo(u(z — €&y, t — €&o)) (F4)
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F.1 Cantidades conservadas de la ec. Ilem-KdV-1IV

Variaciéon de las variables y de las funciones

dr=a2% —x =€
0t =t% —t =€
du=u®(z,t) — u(x,t)

ou* = u®(x,t) — u(x,t)

(F.5)

Notamos que en las ultimas dos ecuaciones de arriba, se deben de utilizar las formas
funcionales de u y u*. Haciendo el desarrollo en serie de epsilon, y simplificando es facil
obtener:

or = 651
ot =
<2 (F.6)
ou = €[p1(u(z,1)) = uals — uds
ou* = e[pa(u”(x,t)) —urky — uiés)
Variacion de la lagrangiana. Definicién
La variacién de la lagrangiana es por definicién:
oL oL oL oL oL oL
L=— — — - - —
) ey ot + g or + ey ou + o, ouy + E Oy + Din dus,
+ terminos similares con u*
oL oL oL oL oL oL oL
+ =0 + =0 + —0n3 + 0 + 00y + —0n; + —on; (F.7
8771 Th 87]2 772 87’]3 7]3 an4 774 877; 772 a/r]; ?73 (97]1 7]4 ( )

para poder simplificar la expresién anterior debemos encontrar la variaciéon de las de-
rivadas u,, u; y ug, asi como la variacién delas n’s.

Variacion de las derivadas

ouy = (0u),
duy = (du), (F.8)
(5U3x = (5U)3x
Es decir, la variacién y la derivada se pueden intercambiar. Ademas de que esto nos da

la pista de que debemos integrar por partes los términos que involucran la variacién
de estas derivadas.
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F. TEOREMA DE NOETHER

Variaciéon de las n’s

o = 5/Ruu*dm' = /5(Ruu*)dm' (F.9)

Esto debido a que la delta se puede intercambiar con la integral.

o = /(5R)uu*dx'+/R(5u)u*dx'+/Ru(éu*)dx' (F.10)

Variacion de la R funcién de respuesta

SR = —c&iR, (F.11)

Variaciéon de las 7’s continuacion

om = —efl/quu*dac’—i—/R(5u)u*dx/+/Ru(5u*)dx/ (F.12)

Debido a que la u y u* que estan dentro de la integral no dependen de x, el primer
término de la expresién anterior no es otra cosa mas que 7y,, de donde obtenemos:

o = —€€1M1y —|—/R(5u)u*dw' —|—/Ru(5u*)dx' (F.13)
notemos que a diferencia de cuando dedujimos las ecuaciones de Euler Lagrange, aqui

no es necesario sacar el término du de la integral. asi como tampoco fue necesario
realizar la integracion por partes para las derivadas de las variaciones.

oy = 5/Ruu;d:£' = /(5(Ruu;)da:’ (F.14)

de donde obtenemos que

5my = —651/quu;da:’+/R(5U)U;d$/+/RU(5U;)dII (F.15)
e = e + [ Ribwyds' + [ Ruus)is (F.16)
ong = 5/Ruuxdac/ = /5(Ruux)da:’ (F.17)
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F.1 Cantidades conservadas de la ec. Ilem-KdV-1IV

ong = —€1M3e + /R(éu)uxdx’ + /Ru(éux)dx’ (F.18)
ony = 5/Ru2dx' = /5(Ru2)dx' (F.19)
0Ny = —€&1Mup + 2 / Ru(du)dx’ (F.20)

Resumen de las 7)’s

o = —€&1M1s +/ Ju'dx' + | Ru(o

0o = —€&£1M2y +/ R(du)u}dx’ +/Ru

(F.21)
ong = —€&£1M3, +/ R(6u)u,dx’ +

Ru(duy)d

0Ny = —€£1Myy + 2 / Ru(du)dz’

Transformaciones especificas

Para que el avance del cédlculo de la variacién de la lagrangiana sea mas sencillo,
vamos a simplificar dicha ecuacion de 3 formas diferentes, para los 3 posibles casos que
normalmente trabajamos, los cuales serian:

= traslacién en el tiempo
= traslacién en el espacio

s transformacion de norma

Traslacion en el espacio

La traslacion en el espacio, corresponde a los siguientes valores de las transforma-
ciones

G=1

& =¢1(u) = pa(u*) =0 (F.22)
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F. TEOREMA DE NOETHER

lo cual permite establecer las variaciones de la siguiente manera:

or=c¢€
ot=0
ouU = —euy,
Uy = —€Ugy
5ut = —€Ugt
6”390 = —€Uyy
onE = —€nz — G/Ruxu d’ — /Ruu da’ (F.23)
Oy = —€ngy — G/R Lusdx’ — G/Ruuzxdx'
oz = —€N3zy —E/Ruxux x — e/RuuQxdx’
0Ny = —€Ngy — QG/Ruuxdw’
Variacion de la lagrangiana. Traslacion en el espacio
oL oL oL oL oL oL
0L = —dt+ —dx+ —9 — Oy 4}
ot Ox Sl ou vt Ouy e Ou, e Ousy .
+ terminos similares con u*
oL oL oL oL oL oL oL
—5 —0 —0 5 (5 5+ ——0n; + —on, (F.24

La cual al sustituirle los valores de la transformacién especifica queda como:

oL oL 8L 8L oL
0L =+—e— —eu, — €Uz —
8 t a U3y

ox ou
(9 * /
+ 8_ — €Ny — Ru,u*ds’ — e | Ruuldx

+ g_L< €Noy — /Ruxu dx' — G/Ruuzwdx')

L L
+ 6_ (—engx — e/Ruxuxdx —€ Ruu%dx) + 8_ (—67743: — 26/Ruuxdx'>
ons Ony

términos similares con u*, 13, 03 y n;  (F.25)

——e€uy, + términos similares con u*
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F.1 Cantidades conservadas de la ec. Ilem-KdV-1IV

y ahora de la ecuacién de Euler Lagrange mas general posible, obtenemos:

oL_ 0oL 0oL P oL
ou  Otdu, Ox Ouy 8353 Ous,

oL
—u —d I —da: +u / R—dx'
/ om / oy on;

oL 0 0L 0 0L
-9 - — — " dx (F2
u/R 4d +u /R gdx /R : 3d (F.26)

realizamos la sustitucion y cancelamos e:

ST 28_L+£8L+63 oL .
N Otou, OxOu, O0x30us,)

oL 0 oL
— | —u* | R—dx’ */R—dx +u /R dxz’
( / om e ons

oL 0 0L 0 0L
-9 —dx' + — ! -
u/Ramdx /R8 a*dx +u/Raxan3da:)

LoL_oL oL oL
or 0w T Buy T Dus,

L L
_|_8_ (_7711, — /Ruxu*dx’ — /Ruuidm') 0 ( Moz — /Rumu;dm' - /Ruu%d:p')
87’]1 8772
oL oL
+ = (—77396 - /Ruxuxdl" - /Ruuzxd:v') + — (—774;(; - 2/Ruuzdz')
87”]3 8774

+ términos similares con u*, 03, n3 y n; (F.27)

—uy, + términos similares con u*

resolvemos los paréntesis que tienen signo negativo:

ga_L_uiﬁL_u 9 OL
ot Ou, *0x Ou, T 0x3 Ousy

+ Uyl /Rg—dx + Uy /Rg—de —uxu*/RaL*

0L = —u

2 an;
0 oL 0 OL
2u,u —d R——dx’
+2un [ Rk o o " 0 Oy
oL 8L oL oL + términos similares con u*
— Uy — ——Uyy rminos similar nu
oz 8ut Qg Ougy

oL oL
+—— (—77193 — /Ruxu*dx’ — /Ruuidx') ( Now — /Ruggu;d:v’ — /Ruuéﬂx')
87”]1 8772
+ oL (—773:,3 — /Ruxuxdx’ - /Ruugxd:v’) + oL (—mx - Q/Ruuxdx’)
ons Oy

+ términos similares con u*, 3, n3 y n; (F.28)
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F. TEOREMA DE NOETHER

agrupamos los valores que pudieran tener relacién comenzando por:

0 0L 0L 0 OL
Al = —up—— — —— Uy = —— - )
oo, ou T ot (“ aut) (F.29)
0 oL 0L 0 oL
0% OL oL
A3 =—u, 013 Ousy  Ousy e
__o(, 0Ly, 0 0L OL
Oz \ T0x2 Ous, 92 Ousy,  Ousy i
__guﬁ_zﬁL +£ ﬁaL _ugﬁL_aL P31
0z \ 022 Jus, ox u”ax U3y O OUzy 8u3zu42 (F.31)

L0 ( PO, 0, 0oL o o
Oz ( *Ox? 8U3x) + ox (uhf)x 6u3x) ox (u?’mf)u%)
0 0% OL 0 0L oL

<_UI@8T% + U2z%873x — USz@)

" O
oL
OL = 45—+ Al + A2+ A3 4 AL" 4 A2" + A3'
x
6L
+ ugu —dx’ + ugu —da’ — uu m/
/am 3772 on;
0 OL 0 OL
2u,U R—d’— R— — Uy ——dx’
+ 2u / am:v /aa*dzx uu/Ra:Eande

+ términos similares con u*
oL oL
+—— (—77193 — /Ruxu*dx' — /Ruuid:n’)—i-% <—772;I; — /Ruxu;dx’ — /Ruuéﬂx')
2
0L L
+ — (—77333 — /Ruxuxd:v' — /Ruugxd:c’) + 8_ (—774x — 2/Ruuxda:’)
ons ony

+ términos similares con u*, 3, n3 y n; (F.32)

agrupando mas términos que pudieran tener relacion entre ellos:

L L
B4 = 2uxu/Ra_d + 6_ (_77490 — Q/Ruuxdx'>

oy o
F.33
—2uu/Ra—Ld’—28—L Ruuda:’—a—L ( )
' Ona O g oy
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F.1 Cantidades conservadas de la ec. Ilem-KdV-1IV

teniendo en mente que después vamos a integrar sobre “z” de —oo a 0o, se puede realizar
el cambio z por 2’ en el segundo término y asi cancelarlo con el primer término.
oL
Bi=——"n,, F.34
O T ( )
0 0L oL
B3 = —u,u | R———dx’ + —N3z — /Ruxumdx’ — /Ruuhdx’
Oz Ons 877
0 0L oL oL oL
= —uyu | R————dx' — — /Ruxuxda: - — /Ruu%dx’ — —n3, (F.35)
O O 3773 ons ons

= Rga—Ld oL / (uuy) dz' — oL
B Oz Ons ons oz v) ons iz

retomando el valor original del primer término, antes de que fuera simplificado.

0 oL oL
B3 = —u,u— —Rdzx 2)dr’ — —n3, F.36
B ( ons ) ons / ox (uu,) d ons G ( )
teniendo en mente que después vamos a integrar sobre “z” de —oo a 00, se pude realizar
el cambio x por 2’ en el segundo término.
L L L
B3 = umu2 a—Rd 0 (uuy) Ra—dx — 8—77333
ox ons - Ox ons ons (F.37)
I O A |
Oz * ] ons ons s
0 0L
B2 = 4u,u, R—d — Ugl —dx’

+ —— | =122 — /Ruxu:dm'— /Ruuéxd:r’ (F.38)
a772

0 (‘3L
B2 = * ——dr — _
—i—uxux/R dx' — uzu / o dx' — uzu /Ra 8772

oL
Rugulds’ — —/Ruu LA’ — + (F.39
8772/ 8772 2 8772772 ( )

el primer término y el cuarto término se van a cancelar en el momento que se realice la
integral de menos infinito a infinito sobre x y realizar el cambio de orden de integracion
de x y o

oL 8 aL oL oL
= —uzu; [ R — uu” Ruu xdm + (F.40
/ 877* 6.113 0772 8172 / 2 8772 A T2 ( )
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F. TEOREMA DE NOETHER

Para poder operar los términos que quedan debemos intercambiar un par de términos
del otro factor que seria:

oL 0 0L oL oL
B2* = —u:ux/R—dx — /R——d ! Ru*ug,dx’ — —n;, (F.41
ons owon"" "~ o = g e (14D

de donde hacemos el renombre de tal forma que solo queden agrupadas 1, en B2y n;
en B2*

0 0L
- —dx’ —u? — ——dx' — =— d " F.42
““/R%Jt o | R ém/ﬁ“”x Gye (R

reescribiendo el tercer término

0 0L

0 OL
) — ugut | da’ — T2y, (F 4
3772 / R { p (uu}) uxux] dx o ne.  (F.43)

OL 0 0L
B2 = —u* Zdr — — =
uzux/Ramda: U U/Raa: 8772dx

oL oL
d —— doe’ — — F.44
8772 / B (uu})dx" + o / Ru, ) dx o Moz ( )

una vez mas el primero y cuarto término se eliminan al realizar la integral de -co a co
sobre x

0 0L oL
B2 = —u’ ———dx’ dz’ — F.4
uu | R 9 o x 3772 / 2 (uu})dx 5 277236 (F.45)

retomando el valor original del primer término, antes de que fuera simplificado.

oL
B2 = —uwfu— - — F.4
uru 5 < R 87]2 > (9772 / pp (wul)dz' 5 217290 (F.46)

teniendo en mente que después vamos a integrar sobre “x” de -0o a 0o, se pude realizar
el cambio de orden de integracién de z y z’ en el segundo término.

B _ . = /
8
(uu /Ra—mdx) — 772:,3

(F.47)
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F.1 Cantidades conservadas de la ec. Ilem-KdV-1IV

lo cual queda en nuestra expresion para d L como:

oL
(5L:—I—a—+A1—{—A2—|—A3+A1*+A2*+A3*+B4+BB~|—BQ+B4*+BB*+BQ*
T

. oL
+ ugu Ra—dx + términos similares con u*
T

L
+ g— (—771z — /Rul,u*d:p’ — /Ruu;dm') (F.48)
T

Finalmente tenemos el término B1 el cual dejamos para el final pues al estar relacionado
con 1; no va a tener B1*

Bl = +u,u / —dx +uu/ —dm
om 3771

( Mz — /Rum ’—/Ruu;dx') (F.49)

Bl = +u,u / —dm +uu/ —da:
om om

OL oL
Lutdy — — dr' — —m, (F.
3771 / Ru T o / Ruudx 5 1771 (F.50)

teniendo en mente que después vamos a integrar sobre “z” de menos infinito a infinito,
se pude realizar el cambio de orden de integracién de z y 2’. Entonces se cancelan el
primer término con el tercero y el segundo con el cuarto.

oL

Bl = ——n1,
8771771

(F.51)

con lo cual tenemos:

L
0L = +g—+A1—|—A2—|—A3+A1*+A2*+A3*+B4—I—B3+BQ+B4*+BS*+B2*+Bl
T

(F.52)
que sustituyendo los valores correspondientes se puede agrupar de la siguiente forma:

0 oL
L=+4— (—uy,— +t.cbh.
) +8t( uxaut+tcb)

0 ( oL 0% OL 0 0L
L—u,

ou, 02 Ous,, % O OUsy

ox
oL oL oL
—Uzpg—— — Uy | — Rda' —uu’ | R—dz’' +t.cb
3 OUsy ons / oy )
oL oL oL oL

(‘37717]1 3U2n2 3773773 0 47]4 rhe ( )

125



F. TEOREMA DE NOETHER

en donde t.c.b. significa términos con barra.

NOTA: Los términos que no se pudieron agrupar con ninguna de las parciales, se
cancelan al momento de colocar las lagrangianas especificas y hacer el intercambio de
orden de integracion.

Traslacion en el tiempo

La traslacion en el tiempo, corresponde a los siguientes valores de las transforma-
ciones

§o=1
F.54
6 = 61() = ) = 0 (o0
Lo cual permite establecer las variaciones de la siguiente manera:
dx =0
ot =€
ou = —euy
Uy = —€EUpy
OUp = —€Uoy
6“3:}0 = —€U3g
o = —E/Rutu*dx' — e/Ruutd:p (F.55)
oy = —E/Rutu;d:v’ — E/Ruu;"xdx’
ong = —(—:/Ruturdx' — G/Ruumdx/
ony = —ZE/Ruutdx’
Variacion de la lagrangiana. Traslacion en el tiempo
oL oL oL oL oL oL
0L = —dt+ —dr+ —du+ —9 —O0Uuy + —46
ot + ox + ou + Ouy Ut ou,, + Uz, Y
+ términos similares con u*
oL oL oL oL oL oL oL
o 0 —0 — oy + =90 o F.56
6)1771+(9 772+a 773+8 774+an 2+8n§n+8*n4( )
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la cual al sustituirle los valores de la transformacion especifica queda como:

oL oL oL oL oL
0L = +—e— —euy — a—eugt — a—eum — ———€lUy3, + términos similares con u*
Ut Uy

ot ou ou U3y

L L
+ oL —E/Rutu*dx' — E/Ruu;‘dx' + oL —E/Rutu;dm' - E/Ruu;‘xdx’
om ong
L L
+ oL —€ / Ruyu,da’ — e / Ruuy,dx’ 8 / Ruu,dx’
Ons 5774

+ términos similares con u*, 3, ny y n; (F.57)

y ahora de la ecuacién de Euler Lagrange mas general posible, obtenemos:

8_L B g 8L 0 8L 0% oL
ou Ot duy 895 ou,, 8x3 Ous,

_ —_— / —
U/Ranld /Ran2dx+ /Ra*
oL , . [ .0 oL 0oL,

realizamos la sustitucién y cancelamos e:

5L 28_L+£8L+83 oL )
— \otou,  Orou,  O0x30us,)

* aL / * aL / * aL /

o oL o OL
) - — s -
u/ amd tu [ R a*d Raxangd:c>
oL 0L oL

+ — — — U9 — —um —— U3, + términos similares con u*
ot Ouy Oy, Ous,

L L
+ oL (_ / Ruu*dr’ — / Ruw;dx! 8 — / Ruyu’dz’ — / Ruuj,dx’!
87”]1 6772
+ oL (—/Rutuzdx’ — /Ruutxdw’) + oL (—Q/Ruutdwl)
8773 8774

+ términos similares con u*, 15, n3 y n; (F.59)

127



F. TEOREMA DE NOETHER

quitamos los paréntesis que tienen signo negativo:

(SL——uQa—L—ug&L—u & oL
T '0tou, 0z Ouy 028 Ougy
0
+ wu” —dx—l—uu/ —dx—uu /R
¢ / om ! ona ' ons
0 0L 0 0L
2 —da’ — - ———da’
+ utu/Ramd$ U /Ra o —dx’ “t“/Raxangd
+ (9_L — 8—Lu — 8_Lu oL —— U3, + términos similares con u*
82? aut 2t 0um tx — a Uz t3x
L L
+ 8_ <—/Rutu*dx' — /Ruu;‘dx') + 8_ (—/Rutu;daj’ — /Ruu;‘mdx')
87]1 8772

L L
+ oL (—/Rutuxdx' — /Ruutzdx') + oL (—Q/Ruutdx')
s on
+ términos similares con u*, 13, n3 y n; (F.60)
agrupamos los valores que pudieran tener relacién comenzando por:
0 0L 0L 0 oL
Al =~y it = 2 — F.61
Motou,  ou T ot <“t 8ut) (F-61)
0 0L OL 0 oL
e Ox Ou,  Ouy, e ox (ut 8ux> ( )
0% 0L oL
AS = —U¢ — Ut3z
81‘3 8u3w 6U3x (F 63)
- Oz Y012 Ous, 0 Oz, 12 OUsy
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6L:+%—f+A1+A2+A3+A1*+A2*+A3*

oL
+ wu” R—d:c+uu/R—dx—uu/R T
! / om ! Oy ' o3

0 0L 0 0L
2 —dz’ — — dz' — ———da’
+ utu/R8774 ' — uu” R@x o T — wu R@x s T

+ términos similares con u*

L L
+ 8_ —/Rutu*d:p'—/Ruu;‘dm' +8_ —/Rutuzdltl—/Ruu;‘wdx'
67’]1 6772
L L
+ oL <_/RUtuxd$/ — /Ruutzdl") + oL <_2/Ruutd$/)
(97”]3 a774

+ términos similares con u*, 03, n3 y n; (F.64)

agrupando mas términos que pudieran tener relacion entre ellos:

L L
B4 = 2u,u 8—d "+ 8— <—2/Ruutdx')

o, oL .5
=2uwu | R—da' —2— /Ruutdx'
g o
teniendo en mente que después vamos a integrar sobre “z” de -co a 00, se puede realizar

el cambio de orden de integracién de x y z’ en el segundo término y asi cancelarlo con
el primer término.

B4 =0 (F.66)

0 0L L oL , ,
B3 = —uu R%a_ngd 87]3 (—/Rutuxdx — /Ruutxdx) (F.67)

siguiendo un procedimiento similar a la seccién anterior se obtiene:
B3 uuy | — Rdx F.68
( ' / ons ) ( )

6L
B2 = —d — wu,
—|—utu / o T — U, 8772

J0 0L oL
_ . - _ * r_ * / F
Ut / R 92 9 da’ + o ( / Ruyudx / Ruumd:v) (F.69)
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F. TEOREMA DE NOETHER

siguiendo un procedimiento analogo al anterior de traslacion en el espacio:

lo cual queda en nuestra expresién para 0L como:

oL
(5L:+E+A1+A2—|—A3+A1*+A2*+A3*+B4+BS—I—BQ+B4*+BS*+BQ*

L
+ wu’ / R——dz’ + términos similares con u*

M
+8_L —/Rutu*dx’—/Ruutdx (F.71)
om

finalmente tenemos el término B1 el cual dejamos para el final pues al estar relacionado
con 7); no va a tener B1*

8L oL oL
B1 = +uu* —dv' +uju [ R—dx +—(—/Ruu*dx'—/Ruudm>
! 0771 £t 8771 o ! K
(F.72)
teniendo en mente que después vamos a integrar sobre “x” de -oco a 0o, se pude realizar

el cambio de orden de integracién de z y 2’. Entonces se cancelan el primer término
con el tercero y el segundo con el cuarto.

Bl1=0 (F.73)

con lo cual tenemos:

L
oL = —i—a——I—Al+A2+A3+A1*+A2*+A3*+B4+BS+BQ+B4*+B3*+BQ*+31

ot
(F.74)
que sustituyendo los valores correspondientes se puede agrupar de la siguiente forma:

6L:+% (L—utg—i-i—tcb)
0 OL 0% OL 0 OL
T oz (_“taux - “taﬁ Duge " Oz Dugs
oL Rd d b) = F.7
_utzx@—uut 3_773 ) / a—nszrtc)—O (F.75)

en donde t.c.b. significa términos con barra. NOTA: Aqui si se pudieron agrupar todos
los términos en las dos derivadas.
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F.2 Cantidades conservadas de la ec. LN1

Resumen

De los 3 casos posibles, observamos que se pueden agrupar de la siguiente manera:

5L — +% (€£2L 6ug—i+tcb>
+ aﬁ [eglL s ai u ai[;x + (m%?%
—(5u) %au?,x —uéu/a—nngx — u(6u®) / 8—772dx +tcb]
+ €& ( §L2772x 877377330 gL Mg + L.C. b) — €& 77L771x =0 (F.76)
Q) = €&yl — 5ug—i — st g—i (F.77)
st gl g P L5 D L

Ou, 8x2 Ouz, Dz Juz,

L
— (0u)gp—— —udu/—Rdw — u(du* )/Rﬁ—daﬁ'%—t.c.b (F.78)
a 3;)3 8772

F.2. Cantidades conservadas de la ec. LN1

Aqui se muestra la aplicacién del teorema de Noether a la ecuacién LN1 ((3.1)):

1 1
WUy — Uy — §u2(x, tu*(—x,t) — (|u|2 + §|u(—x, t)|2> u(—z,t) =0 (F.79)
si escribimos esta ecuacién en su forma expandida, tenemos:
1 1
WUy — Uy — §u2u*(—x,t) — uutu(—x,t) — §u2(—a:,t)u*(—x, t)=0 (F.80)

cuya densidad lagrangiana es la ec. (3.2):

L = —Im[u*u] + |ug|* — |u|? Re[uu*(—x,t)] (F.81)
expandida:
1 * 1 * * 1 2 k% 1 *\ 2
L= TguT U — Uy + uyu, — Juuy (—x,t) — §u(u ) u(—x,t) (F.82)
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F. TEOREMA DE NOETHER

Transformaciones

2% =+ €5

t% =t + €&y
u®(2%,t%) = u(z,t) + edy (u(z, 1))
w (2% %) = u(z,t) + eda(u*(z, 1))

(F.83)

Notamos que las dos ultimas ecuaciones de arriba no son una forma funcional,
porque los argumentos de las funciones de la izquierda son variables nuevas (z%,t%),
mientras que del lado derecho tenemos variables viejas (x, t)

Formas funcionales de las transformaciones

u®(z,t) = u(r — €&y, t — €&3) + ey (u(x — €&y, t — €&3))

F.84
u(z,t) = ut(x — &1, t — €&o) + edo(u(x — €&y, t — €&3)) ( )
Variacion de las variables y de las funciones
v =a2% —x =€
_4®
5t =12 —t = €& (F.85)

du=u®(z,t) — u(x,t)
ou* = u*®(x,t) — u(x,t)

Notamos que en las ultimas dos ecuaciones, se deben de utilizar las formas funcio-
nales de u y u*.

Haciendo el desarrollo en serie de epsilon, y simplificando es facil obtener:
or = €&
ot = 652

u = €[ (u(x,t)) — ugy — wés)
du* = €[pa(u™(x, 1)) — uréy — uy &)

(F.86)
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F.2 Cantidades conservadas de la ec. LN1

Variaciéon de la lagrangiana. Definicién

La variacién de la lagrangiana es por definiciéon:

oL oL oL 8L oL oL

ou(—z,t)+t.s.cu”. (F.87)

en donde t.s.c.u*. significa términos similares con u*. Para poder simplificar la expresion
anterior debemos encontrar la variacion de las derivadas u,., u;

Variacion de las derivadas

ouy = (0u),
duy = (du); (F.88)
du(—x,t) = (du)(—=x,t)

Es decir la variacién y la derivada se pueden intercambiar. Ademas de que esto nos
da la pista de que debemos integrar por partes los términos que involucran la variacién
de estas derivadas.

Desarrollo de la variaciéon de la lagrangiana

Utilizando la ecuacién de Euler-Lagrange:

oL oL oL 0 0L 0 0L
5L—56t+8 ox +{— [—au(_ ):| +§8—Ut—|—8—xauw}5u
oL oL oL
— — du(— s.cu® (F.
+ 8Ut5ut+ 8%5% Bu(—x,t)du( z,t) +t.s.cu” (F.89)
reordenando los términos:
oL 8L
+28—L5 +3 ) +88L5 +8_L5
T TR P R R (F.90)

+ O sucan— |2 | it tsew
Pul—z.1) u(—x, D)) u+t.s.cu

133



F. TEOREMA DE NOETHER

agrupando el producto de las derivadas y tomando en cuenta que las variaciones dx y
0t son constantes :

0 0
L — (L
(915( 6t)+a (Lox)

—1—2 aLéu —i—g aLéu
ot \ Ouy Ox \ Ou, (F.91)

oL
Ou(—x,t) ou(—w,t) = [au(—x,t)

0L =

+ ou+t.s.cu”

agrupando las derivadas parciales

6 oL

0 oL

+ I <L6:E + oL 5u) (F.92)
oL oL

i ou(—z,t) ou(=a,1) = {&u(—x,t)

} ou+t.s.cu”

sustituyendo de forma explicita t.s.c.u*

) oL oL _ .
oL = a ( 8ut 8Ut )

(9 0L oL _ ,
8x (Léx * Ouy ou: )
oL oL (F.93)
+ Ou(—x,t) [Oul,— g — [8u(—x,t)L_$ ou

oL i oL .
+ ou*(—z,t) [0, — [(M*(—x,t)] o ou

Transformaciones especificas

Para que el avance del calculo de la variacién de la lagrangiana sea mas sencillo,
vamos simplificar dicha ecuacion de 3 formas diferentes, para los 3 posibles casos que
normalmente trabajamos, los cuales serian:

= traslacién en el tiempo
» traslacién en el espacio

s transformacion de norma
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F.2 Cantidades conservadas de la ec. LN1

Traslacion en el espacio

La traslacion en el espacio, corresponde a los siguientes valores de las transforma-
ciones:

&

=1
* (F.94)
& = d1(u) = da(u”) =0
lo cual permite establecer las variaciones de la siguiente manera:
ox =€
it=0
(F.95)
ou = —euy,
ot = —eu
Variacion de la lagrangiana. Traslaciéon en el espacio
0 | 0L oL
0L =— |—(— — (—eu;
ot [aut (Feue) + 5 { euw)}
0 oL oL
el 2 (—eut
+ o [e + Gux( €uy) + Gu;( eum)}
ol ol (F.96)
ou(—z,t) (—€tia)omrs [(‘M(—x,t)L:_x (—eu.)
oL . oL .
* ou*(—x,t) (—eta)omms = {8u*(—$,t)L . (—eus)
Por regla de la cadena tenemos que:
ou(—z,t)
y de la lagrangiana dada se tiene que:
oL 9
= — * F-
ou(—z,t) ZU(U ) (F.98)
oL 1
- = ——u(—x, )W) (—x.t F.99
G| gl =) (F.99)
L 1
0 = ——uu* (F.100)
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F. TEOREMA DE NOETHER

{%} T —%“2(—$:t)U*(—x,t) (F.101)

sustituyendo en la variacion de la lagrangiana.
0 |0L oL
0L =— | =— (—euy) + =— (—eu,
ot {aut (meu) + 5 ( Euw)}

+ % [GL + 885; (—euy) + aa—uL; (—eu;)]
LIRS {EW} n %u(—m, 1) (") (—, t) (—eu)

(F.102)

2
1 *(—
u2u* |:Eau ( x7t):|

1 2 * *
—3 o +3u (—z, t)u*(—x,t) (—euy)

enseguida vamos a demostrar que al tomar la integral sobre todo el espacio, el tercer
renglon es cero.

/_°° {_%“(“*)2 [EW] + %U(—w)(u*)z(—x,t) (—euy)

1y | Ou(—x,t) I o . _
Juu [ET] +§u( z, t)u*(—z,t) (—eu)) pde =0 (F.103)

el procedimiento se mostrara solo para los primeros dos términos pero es idéntico en
los segundos dos.

/OO —lu(U*)2 {GM] dr + /OO %u(—%t)(u")z(—x,t) (—euy)dx =0 (F.104)

o 2 Ox ~
eliminamos ¢ y realizamos el cambio de variable y = —x en la segunda integral:
<1 Lo [0u(—=x,t) 1 2 Ju(—y,t) B
/_oo—§u(u ) [8—x dx + /Oo 5“(%@(“ )" (y,t) B d(—y) =0
(F.105)

utilizando el menos de la diferencial, para cambiar los limites de integracién y el menos
para cambiar la parcial respecto a x por una parcial respecto a y:

<1 5 [Ou(—z,1) ~1 9 ou(—y,t)
——u(u*)* | —————=| d — t)(u* t) | ————=|d(y)=0 (F.1
a2 G2 o [ St | 252D ) = 0 e
con lo que queda demostrado, pues la variable de integracién es muda.

Entonces:

oL =5 + — (—eu;

9, ) G

0 oL oL .
|:6L + o (—eu,) + s (—eux)}

T

0 |0L OL
| 4 i
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F.2 Cantidades conservadas de la ec. LN1

dado que:
g—i = 1zu* (F.108)
;Z _ —%m (F.109)
la cantidad conservada seria:
%/_C: (—iu*uy, + tuu)) dx (F.110)
reordenando los términos obtenemos:
/_Z %z (uu) — u*u,) dx (F.111)

que corresponde a la densidad de momento contenida en la ec. (3.4).

Traslacion en el tiempo

La traslacion en el tiempo, corresponde a los siguientes valores de las transforma-
ciones

=1
§2 (F.112)
& = d1(u) = ¢2(u”) =0
lo cual permite establecer las variaciones de la siguiente manera:
ox =0
ot =
‘ (F.113)
ou = —euy
ou* = —euy
Variacion de la lagrangiana. Traslacion en el tiempo
0 oL oL
0L =— |eL + — (— — (—eu;
5 [e + 3ut( euy) + ur ( eut)]
b D8 () + 0% ()
Ox | Ouy et ou: e
oL oL (F.114)
T Bulma,g) e {au(—x,t)L_x (Few)

+ % (—euy) e — [ﬁ} - (—euy)
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F. TEOREMA DE NOETHER

Como t y x son independientes tenemos que:

ou(—z,t)
S = (), (F.115)

y de la lagrangiana dada se tiene que:

oL 1.

G R (F.116)
aL 1 *\2
[am—x,t)L_w = —gul=n () (=) (F.117)
oL 1,
du(—zt) T (F.118)
oL 1 2 *
e, = pe 19
sustituyendo en la variacién de la lagrangiana.
0 oL oL
L =— |el — (— e SR
) P [e + 8ut( euy) + (9u;‘( eut)]
0 [0L oL .
Z [3% et G <_€ut)} (F.120)
1 . ou(—x,t) 1 2 :
— 5u(u ) [—(—:T + éu(—x,t)(u ) (—x,t) (—euy)
1, ., ou*(—x,t) 1, § .
JUU { g + Ju (—z,t)u"(—z,t) (—eu;)
factorizando los términos —u*u*(—xz,t) y —uu(—=x,t) en el tercer renglén
0 oL oL
L [ T ( (- *
J B |:€L+ (’3ut( euy) + i ( eut)]
0 [81) oL
— (—eu) + -~ (—euf)}
o L0t " (F.121)

—wtut(—a, t) {u [—e%ﬁ] +u(—a,t) (eut)}
— wu(—,t) {u [—EW] +ut(—a,t) @:)}
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F.2 Cantidades conservadas de la ec. LN1

factorizando € y simplificando la notacion:

0 oL oL .
oL =5 {EL + ou, (—euy) + a—u? (—eu; )1
+ i oL (_ ) + a_L (_ *)
Ox | Ouy et our i (F.122)

—euwu*(—x, t) [—uu(—x, t) + u(—z, t)u,]
— euu(—z,t) [—uuf (—x,t) + u*(—z, t)u;]

ahora tomamos la integral de menos infinito a infinito del tercer renglén y queremos
probar que es igual a cero:

— 6/00 wu(—x,t) [—uu(—x, t) + u(—xz, t)us| do

—00

- 6/00 wu(—xz,t) [—u*uy (—z,t) + u* (—z, t)u;|de =0 (F.123)

—00

eliminamos —e y nos enfocamos en la primera integral (el procedimiento para la otra
integral seria exactamente igual), la cual se divide en 2 integrales

—/ u*u*(—x,t)uut(—x,t)dx+/ wut(—z, t)u(—x, t)ude =0 (F.124)

hacemos el cambio de variable x = —y

(F.125)
usamos el menos en la diferencial para cambiar los limites de integracion y dado que la
variable de integracién en una integral definida es muda, ambas integrales son iguales

- /_OO u*(—y, t)u u(—y, ud(y) + /_OO wut(—z, t)u(—x, t)ude = 0 (F.126)
0=0
entonces se tiene que:
oL _9 el + oL (—euy) oL (—euy)
ot Ouy ouy
5 1oL 9 (F.127)
% |:aux (—eut) + 8 ; (—eut)}
dado que:
g—i = z%u* (F.128)
t
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F. TEOREMA DE NOETHER

oL 1
= —i— F.129
ou} N ( )

la cantidad conservada es:

T5UT U — iUy Ul — SUTUTU (—x,t)

1’2 2
1 *\2 1 * 1 *
—§u(u Yu(—x,t) — iU + iUy dr (F.130)
> * 1 2k ok 1 *\ 2
+uur — SU Uy (—x,t) — §u(u Y u(—z,t)| de (F.131)
reordenando los términos obtenemos:
/ {ua|® = [u’Re [u(z, t)u*(—z,t)] } da (F.132)

que corresponde a la densidad Hamiltoniana contenida en la ec. (3.6).

Transformacion de Norma

La transformacion de Norma, corresponde a los siguientes valores de las transfor-
maciones

(F.133)
po(u*) = —iu*
lo cual permite establecer las variaciones de la siguiente manera:

oxr =0
ot =0
ou = teu

(F.134)

out = —ieu”
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F.2 Cantidades conservadas de la ec. LN1

Variacion de la lagrangiana. Transformacién de Norma

o0 [oL . oL , .,
OL =% [3_ut (teu) + Bur (—ieu )}

o | oL . oL , . ,
+ B {8% (ieu) + Dur (—ieu )}
N OL (ieu) B oL (ieu) (F.135)

ou(—z,t) 1Wa=—s ou(—x,t)|,_ . e

0L - oL -
+ ou*(—x,t) (—teuym o [au*(—:c,t)L_x (—iew’)
De la lagrangiana dada se tiene que:
oL 1 .,
oL B 5 9
{m} o = ——u(—a:,t)u (—.’L',t) (F137)
oL 1,
aL _ 1 2 %
0 [oL . oL , . ,
oL =5 {8_%5 (teu) + ur (—ieu )}
0 | oL . oL . =,
Ox L%x (ew) + Gy (i ﬂ (F.140)
- %u(u*)2 lieu(—x,t)] + %u(—x, tu*(—x,t)? (iew)
— %UQU* [—ieu™(—x,t)] + %u(—x, t)?u*(—x,t) (—ieu”)

ahora probaremos que el tercer renglén es igual a cero, después de tomar la integral
sobre todo el espacio. Agrupando el primero y tercer término y el segundo y cuarto,

del tercer renglén:

— ieluu* (W u(—x,t) — uu*(—x,t)] + ie%u(—x, Hu(—z,t) [u*(—z,t)u — u(—x, t)u”]
(F.141)
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F. TEOREMA DE NOETHER

tomamos la integral

1 o0
- 265/ wu® [uru(—z,t) — wu*(—z,t)] dx

[e.e]

+ ie% /OO u(—z, t)u(—x,t) [u* (—z,t)u —u(—z,t)u*]de =0 (F.142)

[e.e]

eliminamos el factor ie% y realizamos el cambio de variable y = —x en la primera
integral

—1 /oo u(—y, t)u(—y,t) [u*(—y, )uly,t) — u(—y, t)u"(y, )] d(—y)

o0

+1i /°° u(—x, t)u(—z,t) [u*(—z, t)u — u(—x, t)u*|dx = 0 (F.143)

0=0
entonces queda:
oL _9 oL (teu) + oL (—ieu™)
0 | oL oL (F.144)
p {aux (teu) + o (—ieu )}
dado que:
g—uL = z%u* (F.145)
t
g[; = —i%u (F.146)
Uy

la cantidad conservada es:
<1, 1 .
/ |:Z§U,*(ZU) - zéu(—w*)} dx (F.147)
simplificando, obtenemos la ecuacion:
— / |u|*dz (F.148)

que corresponde a la densidad de energia contenida en la ec. (3.5).
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Apéndice G

Soluciones numeéricas

G.1. Solucién numeérica ec. Iecm-KdV-I
Para resolver numéricamente la ec. Iem-KdV-I:

+o00
Up — EUggy — ’yux/ R(z — 2))|u(a2',t)|*da’ = 0 (G.1)

o0

separamos la parte real e imaginaria definiendo:
u(z,t) = up(z,t) +iu;(x, t) (G.2)

siendo u, y u; funciones de variable real, de esta manera podemos reescribir la ec. (G.1)
como:

+o00
(uy + iug)y — €(up + 1) gzw — Y (up + @uz)x/ R(x —2")(u2 +ul)ds' =0 (G.3)

oo

luego la reescribimos como un sistema de ecuaciones para sus partes reales e imagina-
rias:

(ur)t - e(ur)w:mc - f)/(ur)x N R(.CL’ - x/)<u72" + u?)d;r' = O
o (G.4)
i (wi), — € () pp — ’y(uz)x/_ Rz — 2')(u? +ul)dx'| =0

La primera y tercera derivada con respecto a x, se pueden desarrollar utilizando
sus expresiones en diferencias finitas centradas:

—Uk—1 + Uk41

ux<x) = IAT (G5)
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G. SOLUCIONES NUMERICAS

—Up—2 + 2Up—1 — 2Up 41 + Upt2
2 (Ax)®

siendo u(x) = uy, y debido a que la variable de evolucién es el tiempo, del sistema

(G.4) despejamos (u, )¢, ()¢

(G.6)

(urp)e = [— () =2 + 2(ur) k-1 — 2(tp )1 + (Ur) k2]

2 (Azx)®
+ 52 [~ + ()] /_ Rl ) [+ ()] de (GT)
= Wex)g [~ (uiin + 21 = 241 + (i)kso]
+ ﬁ [— (i) k-1 + (w;)gs1] /O:O R(xy — 2') [(ur)Q + (UZ)Q} d' (G.8)

y la integral la podemos expresar en términos de la regla del trapecio:

b
/ F(@)da! ~ Az [%f(a) FT(at )+ flat2h) + ok () (G.9)

Debemos notar, que para poder aplicar el método de diferencias finitas, se tuvo que
haber tomado un intervalo de solucién para z, una cantidad de subintervalos n (par)
y un intervalo de avance Ax:

2X

re[-X,X], n, Ar=-— (G.10)
n

de tal forma que:
n+ 2
2

y también notamos que dado que n es el nimero de subintervalos, entonces n + 1 serd
el nimero de puntos considerados en el intervalo total.

ke{l,2,...,

oe,n,n+ 1} (G.11)

Por otro lado, la integral que aparece en las ecs. (G.7) y (G.8) se puede calcular
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G.1 Solucion numérica ec. Iem-KdV-1

COIMoO:

/_OO R(zy — ') [(u,)? + (w;)?] dao’

o0

~ Ax {%R(:pk —z1) [(u)] + (w)7] + Rl — 22) [(ur)3 + (w)3] + -
+ Rz — a5) [(un)} + (ui)3]

4.4 R(xk — :Cn) [(ur)i + (U,Z)i} + lR(a:k - $n+1) [(UT)ELJA + (Uz)iJrl] }

2
= A (Rl = 20)) [()} + (] + A Y Rk — a5) [()? + ()]

+ %AJZ (R(zk — Tpt1)) [<u7“)i+1 + (ul)iﬂ} (G.12)

esta aproximacion es valida, ya que la funcion de peso decae rapidamente conforme
2’ se aleja de x, y por lo tanto el resultado de la integrar en el intervalo (—oo, 00) es
equivalente a integrar sélo en [—X, X, ademés se toma en cuenta que la funcién u(z, t)
también decae rapidamente cuando x esta cerca de —X o X.

Finalmente utilizamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver
este sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, con X = 160, n = 4096,
Axr = 7.81 x 1072 y At = 4 x 10~*. Notemos que en cada z;, se debe de realizar una
integral que involucra todos los puntos del intervalo que son 4097, y por lo tanto se
tienen que realizar por lo menos un total de 16'785409 operaciones para poder avanzar
un tiempo At = 4 x 1074, es decir el tiempo de computo necesario para resolver esta
ecuaciéon integro-diferencial es muy alto, asi que, ademas de optimizar el cédigo y los
valores de Az y At para que los resultados sigan siendo confiables, se requirié el uso
de la super computadora Miztli de la UNAM, para poder ejecutar este codigo en un
tiempo razonable.

En las figuras G.1 y G.2 se muestra el sistema (G.7)-(G.8) escrito en lenguaje
Fortran.
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£ceps=eps/( *h¥k )
do k=3 ,nl-

dx (k) =ceps* (-x(k-2)+2*x (k=1) - *x (k+1)+x (k+2))

dx(nl+k)=ceps* (-x(nl+k-2)+2*x(nl+k-1) -2*x (nl+k+1) +x (nl+k+2))
rend do !'parte central de la tercera derivada

dx (1)=ceps* (-x(nl-1)+2*x(nl)-2*x(2)+x(3))

dx(Z)=ceps* (-x(nl)+2*x (1) -2%*x(3)+x (1))

dx(nl-1)=ceps* (-x(nl-3)+2*x(nl-2)-2*x(nl)+x (1))

dx (nl)=ceps* (-x(n1-2)+2*x(nl-1)-2%x(1)+x(2))

dx(nl+1)=ceps* (-x(nl+nl-1)+2*x(nl+nl) -2*x(nl+2)+x(nl+3))

dzx(nl+2)=ceps* (-x(nl+nl)+2*x(nl+l)-2*x (nl+3)+x(nl+4))

dx (nl+nl-1)=ceps*(-x(n1+nl1-3)+ *x (n1+nl-2)-2*x(nl+nl)+x(nl+1))

dzx(nl+nl)=ceps* (-x(nl+nl-2)+2*x(nl+nl-1)-2*x(nl+1)+x(nl+2))

Figura G.1: Parte correspondiente a la tercera derivada del sistema (G.7)-(G.8) escrito
en lenguaje Fortran, donde h = Az, nl = n+1 y el vector dr = (ur,u;). Para los puntos

extremos se utilizaron condiciones de frontera espejo

G.2. Solucion numeérica ec. Iem-KdV-I1

Para resolver numéricamente la ec. Iem-KdV-II:

2

—00 —00

Up — EUggy — %ux/ R(x — ") |u(a’,t)|*dz’ — zu/ R(z — 2" )u*u,de’ =0 (G.13)

seguimos un procedimiento similar al descrito en la secciéon G.1. De tal manera que la
ec. (G.13) se puede escribir como:

€

(ur)e = [—(up)h—2 + 2(Ur) k-1 — 2(Up )1 + (W) pg2]

2 (Azx)®
b s + (il [ Rl =) [+ )]
2 e [ Rlan =) bl + ()
=S [ R =)l — () (G1)
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tido k=2,nl-
xval=-xr+h* (k-1)
integral= *Trl(xval-(-xr))*(x(L)**2+x(nl+1)**2)

lextremo izquierdo

5| do j=2,nl-

integral=integral+frl (xval-(-xr+h* (j-1))) *(x(]) **2+x(nl+j) **2)
- end do !parte central de la integral

integral=h*integral !extremo derecho + factor h

dx (k)=dx (k) + gl*( /h) *(-x(k-1)+x(k+1)) *integral

dx (nl+k)=d=z (nl+k)+gl*( /h) * (-x (nl+k-1)+x (nl+k+1)) *integral
rend do !parte central de la primera derivada

xval=-xr
integral= *frl(xval-(-xr))*(x (L) ** +x(nl+1) **2)
odo j=2,nl-

integral=integral+frl (xval- (-xr+h* (j-1))) *(x(J) **2+x(nl+]) **2)
rend do

integral=integral+ *frl(zval-(-xr+h*(nl-1)))*(2(nl) **2+x(nl+nl) **2)
integral=h*integral

dz (l)=dx(1)+ gl*(0.5/h)*(-x(nl)+x(2))*integral

dz (nl+1)=dx (nl+1)+gl*( /h) * (-x(nl+nl)+x (nl+2)) *integral

xval=xr
integral= *frl(xval-(-xr))*(x (L) ** +x(nl+1) **2)
odo j=2,nl-
integral=integral+frl (xval- (-xr+h* (j-1))) *(x(]) **2+x(nl+]) **2)
rend do
integral=integral+ *frl(zval-(-xr+h*(nl-1)))*(2(nl) **2+x(nl+nl) **2)
integral=h*integral
dzx(nl)=d=z(nl)+ gl*( /hYy* (-x(nl-1)+x (1)) *integral
dx (nl+nl)=dxz (nl+nl)+ gl*( /h) * (-x(nl+nl-1)+x(nl+1)) *integral

Figura G.2: Parte correspondiente a la integral que aparece en el sistema (G.7)-(G.8)
escrito en lenguaje Fortran, donde h = Az, nl = n+1, frl = Ry el vector dr = (ur, u;).

Para los puntos extremos se utilizaron condiciones de frontera espejo
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3 [~ (Wa)k—2 + 2(ui) k-1 — 2(wi )1 + (U pr2]
+ & [—(wi)k—1 + (W) 1] / b R(xy, — ') [(u,,)% + (ul)ﬂ dz’

—00

_|_

BO |2

+oo
(uz)k/ R(xp — ) [up(up)p + ui(u;),] da’

o

+ %(ur)k /O:O R(xy, — o) [up(w;)e — ui(uy),] dz’ (G.15)

En el sistema (G.14)-(G.15) hay dos integrales adicionales a la que ya aparecia en el
sistema (G.7)-(G.8). Las dos nuevas integrales se pueden calcular como:

/; ) R(xk o iL‘l) {ur(ur)z + Uz(uz)x} dr’ ~

o0

Rz — o1) { (w1 [= ()1 + (ur)2] + (wi)r [—(wi)nir + (ui)a]}

n

N

R(xg — x5) { (ur)j [=(ur)jo1 + (ur)jpa] + (wi)j [=(ui)j—1 + (ui)ja]}

DO | —
no

<.

R(zy = &na) {(wr)nir [=(wr)n + (wer] + (W) [=(@i)n + (uih]} (G.16)

|

/ h R(CUI@ - 1}’) {UT(uZ):c — uZ(ur)x} da’ ~

o0

7@ = o) {(u)r [= ()i + (wi)a] = (w1 [=(ur)nsr + (ur)a]}

MT;& —_
3

+ % ’ Ry — ) {(ur)j [=(wi)j—1 + (wi) 1] — (wi)j [=(wr)jo1 + (ur)j4al}

+ iR(wk = Tngr) { () [=(i)n + (W] = (@ )npr [=(ur)n + (wh]} (G.17)
(

El sistema (G.14)-(G.15) se resuelve utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto
orden, con X = 160, n = 4096, Az = 7.81 x 1072 y At =4 x 1074,

En la figura G.3 se muestra el fragmento de codigo que permite calcular el término
del sistema (G.14)-(G.15) que involucra la integral (G.16) escrito en lenguaje Fortran
y en la figura G.4 lo correspondiente a la integral (G.17).

148
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ido k=1,nl
xval=-xr+h* (k-1)
integral= *frl(xval-(-xr)) *(x (1) *( /) * (-x(nl)+x(2)) &

+x (nl+1) *( /h) * (-x(nl+nl)+x(nl+2)))
lextremo izgquierdo
= do j=2,nl-
integral=integral+frl (xval- (-xr+h* (j-1))) *(x(]) *( /h) &
*(-x(J-1)+x (G+1))+x (n1+7) * (0. 5/h) * (-x (n1+j- 1) +x (nl+j+1)))
end do !parte central de la integral
integral=integral+ *frl(xval- (—xr+h* (nl-1)))*(x(nl)*( /h) &
*(=x(nl-1)+x(L))+x(nl+nl) *( /h) * (-x(nl+nl-1)+x(nl+1)))
integral=h*integral !extremo derecho + factor h
dz (k)=dx(k)+ gl/2. *x(k)*integral
dx (nl+k)=dx (nl+k)+gl/2. *x(k+nl) *integral
rend do

Figura G.3: Término del sistema (G.14)-(G.15) que involucra la integral (G.16) escrito
en lenguaje Fortran, donde nl = n+1y el vector dr = (ur,u;). Para los puntos extremos

se utilizaron condiciones de frontera espejo

tdo k=1,nl

xval=-xr+h* (k-1)

integral= *frl(xval-(-xr))*(-x(nl+1)*( /h) * (-x(nl)+x(2)) &
+x (1) *( /h)* (-x(nl+nl)+x(nl+2)))

lextremo izquierdo

= do j=2,nl-

integral=integral+frl (xval- (-xr+h* (j-1))) * (-x(nl+7j) *( /h) &
*(-x(J-1)+x(J+1))+x(F) *( /h) * (-x(nl+j-1)+x(nl+j+1)))

- end do !parte central de la integral

integral=integral+ *frl (xval- (—xr+h*(nl-1)))* (-x(nl+nl) *( /h) &
*(-x(nl=-1)+x(1))+x(nl) *( /h) * (-x(nl+nl-1)+x(nl+1)))
integral=h*integral !extremo derecho + factor h

dx (k)=dx (k) - gl/2.*=z(k+nl)*integral

dx (nl+k)=dx (nl+k) +gl/2_ *x (k) *integral

rend do

Figura G.4: Término del sistema (G.14)-(G.15) que involucra la integral (G.17) escrito
en lenguaje Fortran, donde nl = n+1 y el vector dr = (ur,u;). Para los puntos extremos

se utilizaron condiciones de frontera espejo
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G.3. Solucion numeérica ec. Iecm-KdV-I11

Para resolver numéricamente la ec. Iem-KdV-I11:
Up — €Uszy — YU / R(x — 2" u(a', t)u, (2 t)dz' = 0 (G.18)

seguimos un procedimiento similar al descrito en la seccion G.1. De tal manera que la
ec. (G.18) se puede escribir como:

(ur)t = 5 (AZ‘)?) [_(ur)k72 + 2<ur)k71 - 2(“r)k+1 + (ur)k+2]
+ ’Y(Ur)k/ Rz — ') [ur (ur)e — wi(u;).] da’
- +oo
+ ’Y(UZ)k/ R(xp — ) [up(u;) e + ui(uy)] de’ (G.19)
(i), = 5 (Aex)g [—(ui)k—2 + 2(wi) -1 — 2(wi) g1 + (wi)ks2]
—atude [ B ) ) — ()]
e [ Rl — o) o+ )] e’ (G20

Las dos integrales que aparecen en el sistema (G.19)-(G.20) se pueden calcular como:

+o00
/ R(xp — ) [up(uy) e — ui(u;),) da’

o0

~
~

R(zg — 1) {(w)1 [= () nrr + (ur)2] = (wi)1 [=(wi)nyr + (ui)2]}

Ny

|
3

J

+ R(xy, — x5) {(up)j [=(ur)jo1 + (wr)ja] — (i) [—(wi)j—1 + (wi) ]}

N —
[NV

R(wr = o) {(ur)ng [=(ur)n + (wr)i] = (Wi [=(wi)n + (wh]} (G.21)

<.

e~ =
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bdo k=1,nl
xval=-xr+h* (k-1)
integral= *fri(xval-(-xr))*(x(L)*( /h)* (-x(nl)+x(2)) &

-x(nl+1)*( /h) * (-x(nl+nl)+x(nl+2)))
lextremo izgquierdo
= do j=2,nl-
integral=integral+frl (xval- (-xr+h* (]J=-1)))*(x(]) *( /h) &
¥ (-x(J-1)+x(J+1))-x(nl+7) *( /h)* (-x (nl+j-1)+x(nl+j+1)))
end do !parte central de la integral
integral=integral+ *frl (xval-(-xr+h* (nl-1))) *(x(nl) *( /h) &
*(-x(nl-1)+x(1))-x(nl+nl) *( /h)y* (-x(nl+nl-1)+x(nl+1)))
integral=h*integral !extremo derecho + factor h
dx (k)=dx (k)+ g2*x (k) *integral
dx (nl+k)=dxz (nl+k)-g2*x (k+nl) *integral
rend do

Figura G.5: Término del sistema (G.19)-(G.20) que involucra la integral (G.21) escrito
en lenguaje Fortran, donde nl = n+1 y el vector dz = (ur, u;). Para los puntos extremos

se utilizaron condiciones de frontera espejo

/ ) R(zy, — ') [ur (i) + ui(uy),] do’

~ 7Bk =) {(ur)r [=(i)nar + (wi)o] + (i1 [=(ur)nsr + (ur)2]}
+%R@k‘%ﬂ@@ﬂ—wmq4%W%HP+WmY%W%4+WW%HH
+ ER(% = Tpg1) { (U gt [=(Wi)n + (wi)1] + (Wi)nr [=(wr)n + (uo 1]} (G.22)

El sistema (G.19)-(G.20) se resuelve utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto
orden, con X = 160, n = 4096, Az = 7.81 x 1072 y At =4 x 1074,

En la figura G.5 se muestra el fragmento de codigo que permite calcular el término
del sistema (G.19)-(G.20) que involucra la integral (G.21) escrito en lenguaje Fortran
y en la figura G.6 lo correspondiente a la integral (G.22).
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ido k=1,nl
xval=-xr+h* (k-1)
integral= *frl(xval-(-xr))*(x(nl+l)*( /h)* (-x(nl)+x(2)) &
+x (1) *( /h) * (-x(nl+nl)+x(nl+2)))
lextremo izquierdo
3 do j=2,nl-
integral=integral+frl (xval- (-xr+h* (j-1))) *(x(nl+j) *( /h) &
*(-x(J-L)+x(J+1))+x(F) *( /h) * (-x(nl+j-1)+x(nl+j+1)))
- end do !parte central de la integral
integral=integral+ *frl (xval-(-xr+h* (nl-1))) *(x(nl+nl) *( /h) &
*(-x(nl-1)+x(1))+x(nl) *( /hy* (-x(nl+nl-1)+x(nl+1)))
integral=h*integral !extremo derecho + factor h
dx (k) =dx (k)+ g2*x(k+nl)*integral
dx (nl+k)=dx (nl+k) +g2*x (k) *integral
rend do

Figura G.6: Término del sistema (G.19)-(G.20) que involucra la integral (G.22) escrito
en lenguaje Fortran, donde nl = n+1 y el vector dz = (ur, u;). Para los puntos extremos

se utilizaron condiciones de frontera espejo

G.4. Solucion numeérica ec. AM

Para resolver numéricamente la ec. de AM:
iUy — Ugy — 20 (2, )™ (—2,t) = 0 (G.23)
separamos la parte real e imaginaria definiendo:
u(z,t) = u.(z,t) + du;(x, t) (G.24)

siendo u, y u; funciones de variable real, de esta manera podemos reescribir la ec.
(G.23) como:

i(uy + 1) — (Up + 0U;) g — 2(u2 — uF + i2uu;) [up(—2,t) — fui(—2, 1) =0 (G.25)

2
luego la reescribimos como un sistema de ecuaciones para sus partes reales e imagina-
rias:
2 2
—(ui)e = (Up)w — 2 (U — uF) up(—,t) — du,u(—z,t) =0

i[(ur), = (W), + 2 (U — uf) wi(—2,t) — du,upu, (—2,t)] =0

Ahora, lidiamos con la segunda derivada respecto a x, la cual se puede desarrollar
utilizando su expresion en diferencias finitas centradas:

(G.26)

Up—1 — 2Up + Up41
um(x) = (A:E)Q

(G.27)
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siendo u(x) = uy, y debido a que la variable de evolucién es el tiempo, del sistema
(G.26) despejamos (uy ), (1)

(ur)kfl - Q(ur)k + (ur)k+1

(wir)e = — ay
—2 [(w,)? — (w)?] (=, t) — 4w, ) (i) pus(—a, )
(Urk)e Z(ui)k_l — 2(ui)r + (i) ka1 (G.28)

(Az)”
= 2 [(ur)i — (ui)i] wi(=2, ) + 4wy )i (wi)wur (. )

En el caso de u(—z,t) debemos notar, que para poder aplicar el método de diferencias
finitas, se tuvo que haber tomado un intervalo de solucién para x, una cantidad de
subintervalos n (par) y un intervalo de avance Az:
2X
re[-X,X], n, Ar=-— (G.29)

n

de tal forma que:

n+ 2
2

y también notamos que, dado que n es el nimero de subintervalos, entonces n + 1

serd el nimero de puntos considerados en el intervalo total. Dado que escogimos un

ke{l,2,...,

yoo,n,n+ 1} (G.30)

intervalo simétrico [—X, X]| el punto correspondiente a z = 0 es justamente k = ”TH,
es decir los puntos:
n
ke {1,2,...,5} (G.31)
corresponden a valores negativos de x, y
n
k€{§+2,...,n,n+1} (G.32)

corresponden a valores positivos de x.

« [Pl

Si quisieramos evaluar la funciéon en “—x” en lugar de “x” entonces tendriamos:

u(—x) = Upro_g (G.33)

[19e%)] 44

de tal manera que al hacer el cambio “z” por “—x” tenemos que:

f(=X) = f(X), k=1—=k=n+1

:n+2—>k:n+2 (G.34)

FO) = £0), k=" y

FX) = f(=X), k=n+lok=1
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entonces el sistema (G.28) quedaria como:

(ur)k‘—l - 2(ur)k + (Ur)k+1

(uik)t = — (Ax)Q
-2 [(ur)i - (Uz)i] (ur)n+2_k — 4(u7’)k(ui)k(ui)n+g_k
(o)t :(Ui)k—l — 2(u)k + (i) rat (G.35)
(Az)?

-2 [(Ur)i - (Uz)i] (wi)nvo—k + 4(ur )k (i) e (Ur )tk

reescribiendo el sistema anterior:

(Urk)e = (i) k-1 + (i) 1]

- (Ao + 4(ur)k(ur)n+2—k:|

+ () nso—n [—2(un)j + 2(u;)7]
| (G.36)

(uin)e = — (Ax)2 ()1 + (Ur) k1]

e | s = s

(Az)*
+ (ur)n+2—k [_Q(UT)i + 2(“@)%]

Se reescribi6 de esta manera para que sea mas facil de escribir el cédigo numérico (ver

la figura G.7)

Finalmente utilizamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver

este sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, con X = 400, n = 8192,
Ar =976 x 1072y At =5 x 1074

154



(.4 Solucién numérica ec. AM

bdo k=2,nl-
dx(k)= (L./h**2)*( + x(nl+k+1) + x(nl+k-1) )&
+ x(nl+k)*(-(2./h**2)+4 . *x (k) *x(nl+1-k)) &

+ x(nl+nl+l-k)*(-2.*x (k) **2+2 . *x(nl+k) **2)
dx (k+nl)= - (l./h**2)*( + x(k+1) + x(k-1) )&

+ x(k)*(+(2./h**2) -4 *x(nl+k) *x (nl+nl+1-k)) &

+ x(nl+l-k)*(-2.*x (k) **2+2 *x(nl+k)**2)

rend do !parte central

k=1
dx(1)= (1./h**2)*( + x(nl+2) + x(nl+nl) )
+ x(nl+1)* (= (2. /h**2)+4 *x (1) *x (nl)) &
+ X(nl4+nl) * (2. *x (L) **24+0 *x(nl+1)**))
ds(l+nl)= —(L./h**2)*( + x(2) + x(nl) )«
+ x(L)*(+(2./h**2) -4 *x(nl+1)*x(nl+nl))s&
+ xX(N1)* (2. *x (1) **2+2 *x(nl+1)**2)
'k=nl
dx(nl)= (1./h**2)*( + x(nl+l) + x(nl+nl-1) )&
+ x(nl+nl)*(—(2./h**2)+4 *x(nl)*x(1))s&
+ X(nl+1)*(-2.*x(nl)**2+. *x(nl+nl) **2)
dx(nl+nl)= —(l./h**2)*( + x(1) + x(nl-1) )&
+ x(nl)*(+(2./h**2) -4 *x(nl+nl) *x(nl+1))s
+ x(L)*(-2.*x(nl)**2+2 *x(nl+nl) **2)

Figura G.7: Sistema (G.36) escrito en lenguaje Fortran, donde nl = n + 1 y el vector

dx = (uy,u;). Para los puntos extremos se utilizaron condiciones de frontera espejo
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G.5. Solucion numeérica ec. LN1

Para resolver numéricamente la ec. LN1:
1 1
WUy — Uy — §u2(:z:,t)u*(—:1:, t) — (]u\2 + §|u(—x,t)]2) u(—z,t) =0 (G.37)

seguimos un procedimiento similar al descrito en la secciéon G.4. De tal manera que la
ec. (G.37) se puede escribir como:

(e =z [ + ()i
)
+ (ul)k |:_ (Ai’)Q + (ur)k(ur)n+2—k:|
o [0+ S+ 0+ 500 -
1 |
(wir)e = — (Ar)? [(ur)e—1 + (ur)i41]
2
+ (ur ) {W - (ui)k(ui)n+2—k:|
sz |00 = 00— 502 s~ 500 ]

Este sistema se resuelve utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, con
X =400, n=28192, Ax =9.76 x 1072 y At =5 x 1074

En la figura G.8 se muestra el sistema (G.38) escrito en lenguaje Fortran.
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ido k=2 ,nl-
dx (k)= (L./h**2)*( + x(nl+k+1) + x(nl+k-1) )&
+ x(nl+k) * (= (2./h**2) + x(k)*x(nl+l1-k))s

+ x(nl+nl+1-k)*( *x (k) **2+ *x (nl+k) **2 ¢

+ *x(nl+l-k)**2+ *x (nl+nl+1-k) **2)
dx(k+nl)= —(L./h**2)*( + x(k+1) + x(k-1) )&

+ x(k)*(+(2./h**2) - x(nl+k)*x(nl+nl+l-k)) s

+ x(nl+1-k)* (- *x (nl+k) **2 - *x (k) **2«&

- *x(nl+l-k)**2- *x(nl+nl+1-k) **2)

rend do !parte central

k=1
dx(1)= (1./h**2)*( + x(nl+’) + x(nl+nl) )
+ x(nl+1)*(-(2./h**2) + x(1)*x(nl))s&
+ x(nl+nl) *( (L) **2+ *x(nl+l) **2¢
+ *x (nl) **2+ *x (nl+nl) **2)
dx(l+nl)= -—(L./h**2)*( + x(2) + x(nl) )=«
+ x(L)*(+(2./h**2) - x(nl+l)*x(nl+nl))s
+ x(nl)* (- *x (nl+1) *¥*2- *x(L)**2 &
- *x (nl) *¥*2 - *x (nl+nl) **2)
'k=nl
dx(nl)= (L./h**2)*( + x(nl+l) + x(nl+nl-1) )&
+ x(nl+nl) *(-(2./h**2)+4 *x(nl)*x (1))«
+ x(nl+l)* (-2 *x(nl)**2+2 *x(nl+nl) **2)
dx(nl+nl)= -—-(L./h**2)*( + x(1) + x(nl-1) )=«
+ x(n1)*(+(2./h**2) -4 *x(nl+nl) *x(nl+1)) &
+ x (L) *(-2.*x(nl)**2+2 *x(nl+nl) **2)

Figura G.8: Sistema (G.38) escrito en lenguaje Fortran, donde nl = n + 1 y el vector

dx = (uy,u;). Para los puntos extremos se utilizaron condiciones de frontera espejo
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G. SOLUCIONES NUMERICAS

G.6. Solucion numeérica ec. LN2

Para resolver numéricamente la ec. LN2:
iy — Uy — ([u(—2,0)]* + Ju(z, 1)) u(z, t) = 0 (G.39)

seguimos un procedimiento similar al descrito en la seccion G.4. De tal manera que la
ec. (G.39) se puede escribir como:

(e =g [(5)is + (1)1
0
T (un [— W+ (W) n s + () <ui>z}
. (Az) (G.40)
(uik)t = - (Al‘)z [(ur)k:—l + (ur)k:-i-l]
2 2 2 2 2
(0 |+ a0+ ()

Este sistema se resuelve utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, con
X =400, n =8192, Ax = 9.76 x 1072 y At =5 x 1074

En la figura G.9 se muestra el sistema (G.40) escrito en lenguaje Fortran.
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G.6 Solucion numérica ec. LN2

fdo k=2 ,nl-
dx (k)= (l./h**2)*( + x(nl+k+!) + x(nl+k-1) )«
+ x(nl+k)*(-(2./h**2)+ x(nl+l-k)**> &
+ x(nl+nl+l-k)**. + x(k)** + x(nl+k)**2)
dx (k+nl)= -(1./h**2)*( + x(k+1) + x(k-1) )&
- x(k)*(-(2./h**2)+ x(nl+l-k)**2 ¢
+ x(nl+nl+1-k)**2 + x(k)**2+ x(nl+k)**2)
rend do !parte central

k=1
dx(1)= (1./h**2)*( + x(nl+2) + x(nl+nl) )&
+ x(nl+ ) *(-(2./h**2)+ x(nl+nl)**2 &
+ x(nl)**2 + x(1)**2+ x(nl+l)**2)
dx(l+nl)= -(L./h**2)*( + x(2) + x(nl) )=«
- x(L)*(=(2./h**2)+ x(nl+nl)**> ¢
+ x(nl)**2 + x(1)**2+ x(nl+l)**2)
'k=nl
dx(nl)= (L./h**2)*( + x(nl+!) + x(nl+nl-1) )&
+ x(nl+nl)* (- (2. /h**2)+ x(L)**> &
+ xX(nl+1)**2 + x(nl)**2+ x(nl+nl) **2)
dx (nl+nl)= -(1./h**2)*( + x(nl+1) + x(nl-1) )s&
- x(nl)*(=(2./h**2)+ x (1) **2 &
+ xX(nl+1)**2 + x(nl)**2+ x(nl+nl) **2)

Figura G.9: Sistema (G.40) escrito en lenguaje Fortran, donde nl = n + 1 y el vector

dx = (uy,u;). Para los puntos extremos se utilizaron condiciones de frontera espejo
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Apéndice H
Aproximacion numérica de las integrales de

la ec. Iem-KdV-II

Considerando una funcién u de la forma:

— v\
u(x,t) = Asech (a: wv ) eilka=ht) (H.1)

y una funcién de peso R igual a:

R(z) = exp (=|x|/0) / (20) (H.2)

la integral (2.43) se puede escribir como:

00 A2 00 e’ — ot
/ R(x — 2 )|u(2,t)*dx’ = %/ e sech? (%) dx’ (H.3)

para resolver esta integral se probaron distintos métodos de integracion. Se buscéd en
tablas de integracién y se intento resolver en software de cdlculo simbdlico, como Mathe-
matica, pero la integral no se pudo resolver.

Con tal de darle la vuelta a este problema y considerando la naturaleza de la
integral, en especial de la funcién R, sabemos que cuando R(x — z’') — d(x — 2/)

entonces: .
o0 z—a’ - t - t
e sech? (w ! ) dx’ — sech? (ZE ! ) (H.4)

20 J_o w w

debido a que el pardmetro que controla a R es o, para que R(z — 2') — d(z — 2’) es
necesario que 0 — 0, ademas de esta forma R — ¢ de forma continua.

En otras palabras, para ¢ pequena se podria aproximar la integral de la siguiente

manera; X
S — ut — vt
e 55 sech? (x v )da:' ~ f(o,w)sech? (:1: ! ) (H.5)

20 J_o w w
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H. APROXIMACION NUMERICA DE LAS INTEGRALES DE LA EC.
ICM-KDV-II

siendo f una funcién que satisface que cuando ¢ — 0 entonces
flo,w) =1 (H.6)
notemos que f solo depende de (o, w), pues la dependencia de x, v y ¢ esta escrita de

manera explicita en la funcién secante hiperbélica.

Para encontrar el valor de f(o,w) podemos reescribir la ecuacién (H.5) como:

= [ e_lz;w sech? (””_—”t) da’
~ 20 J—00 w
f(o-7w) ~ S€Ch2 (aj;vt) <H7)

resolvemos numéricamente el lado derecho de la expresién anterior para luego hacer un
ajuste de minimos cuadrados al tratar de igualar los resultados con la funcién (2.44):

flw)=1-a(w+7)™" (H.8)

sin embargo, al ser una f una funcién de dos variables, lo que se tendria que ajustar
seria una superficie, lo cual es también bastante complicado. Pero teniendo en cuenta
que o es en realidad un parametro y que de hecho en las pruebas numeéricas se le asigno
el valor de o = 0.25, de tal manera que f(w) = f(0.25, w) es la seccién que nos interesa
y es la inica que ajustamos numéricamente, para resolver numéricamente también fue
necesario elegir un valor fijo de  y uno de v, los cuales se pueden elegir libremente.

Luego, realizamos un ajuste de minimos cuadrados con el comando FindFit del
software Mathematica, y encontramos que en el intervalo 0.5 < w < 3.0 los pardametros

a, By vy son:
a=0.05752, [(=2.00017 y ~=0.16 (H.9)

dicho ajuste se muestra en la figura H.1.

Finalmente, para corroborar que tan bueno es el ajuste realizado, para toda (z,t)
comparamos directamente los resultados de ambos lados de la ec. (H.5), y encontramos
que la diferencia maxima encontrada entre estas dos funciones es de 0.02 y teniendo
en cuenta que el valor maximo de la funcién u(z,t) es 1, esto representa un error de a
lo maés el 2% sobre el ajuste realizado.
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Apéndice I

Analisis variacional

En este apéndice utilizaremos el método variacional de Anderson [46] para encontrar
soluciones aproximadas de las ecuaciones estudiadas. En este método lo primero que
debemos hacer es seleccionar una funcién de prueba que estara controlada por pardame-
tros que dependen unicamente del tiempo. Posteriormente utilizamos estos parametros
para obtener una lagrangiana que solo dependa de coordenadas que dependen del
tiempo, logramos esto, sustituyendo la funcién de prueba en la densidad lagrangiana.
Finalmente, utilizamos las ecuaciones de Euler-Lagrange de una variable para obtener
ecuaciones de evolucién de los parametros y de esta manera conocer la evolucion de la
funcion de prueba.

1.1. Ecuacion Icm-KdV-1I1

Partiendo de la Lagrangiana

L =i(uuy — uuy) + te(uus, — u*us,) + iy(uu), — uuy) / R|ul|*da’ (L.1)
L = —-2Im(u*u;) — 2eIm(uus,) — 2yIm(uu},) / R|u|*d2’ (1.2)
donde )
/ _lz=a|
— = —e I
R(x — ) 5¢ (L.3)

la cual corresponde a la ecuacion:

Up — EUgy — %ux/ R(z — 2')|ul*dz’ — %u/ R(x — 2 )u*u,dx’ =0 (L4)

o (e}
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I. ANALISIS VARIACIONAL

tomando como funcién de prueba:

u(,t) = A(t)eap {_#} o] (15)

en donde A, a, v, h y ¢ son funciones del tiempo. Las derivadas parciales son:

(CL’ — Ut>2 i(h+ca?
uy = Agexp |:—T el(htcz?)
a2 = )t = 0+ = P aa) | T = 0] e
4@4 2@2
— )% hgea?
+ Aexp l—%] eilhter?) [i(he + ci2®)]  (L6)
2(z — vt) (£ —vt)*] niea?) . [ (= 0t)?] e
uy = A(t) {—Q—GQeXp [—2—&2 e hem®) 4 ie2a exp __2—6L2 e!(hter’)
(L.7)
(13 — Ut) . (‘7: - Ut)Q_ i(h+cx?
u, = A(t) [— = +ic2x| exp e eilhter) (1.8)

Uy = K—% + Z—;) +1 (ch)} u (1.9)
Ugy = A(t) K—% + z’c2> exp {-%} pilhtes?)

+ {— (= vi) | ich} o l—w] e“h“’ﬁ)] (1.10)

a? 2a2

U2y = A(t)

(—%H&) N (_(:L- ;ut) HC%)Q] exp {_M} gilrter) (111

2a?

at at at  a? a? a?

Us, = A(t)exp [—@;—ﬁ] gilhter?) { [2 <— (z ;ft) + ich) (—% + icQ)}

(_% +Z.C2> N (_(m ;;)t) HC%)Q] (_%Hc%)} (1.13)

202 9t 2 9 4ct 4ex?
Ugy = |:(_U_ U$+$___+4C2i2x2) —|-Z( CUJJ_ e —|—20)1U (112)
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1.1 Ecuacién Iem-KdV-I11

[(t%?’ 3202 3tvx? 2 3tv 3x  12¢%*tvx® 120%%28
U3y = - + -

2,2
ab ab ab o at * at * a? a? iz I)
(6ct*v®r 12c¢tvz*  6ex®  6betv 12cx 3.9 3
—H( T + " + prR— + 8c’i"x )]u (I.14)
(x — vt)?
Tercer término
Sustitucion en la integral:
o0 1 R !/ t 2
/_Oo %e’l v ‘Azea:p [_(ma—;)] dx’ (1.16)
A% [ |z — | (2 — vt)? ,
2 | exp {— . dx (1.17)
AQ T ) I t 2 A2 00 ) !/ t 2
B I ) o DD Y N (2t W it B
20 J_o o a? 20/, a?
(1.18)
A% [T t0? 2tvr’ () o oz
= — — S R
20 J_o “rp [ a? a? a? * s o™
A% [0 20 2oz’ (2)° o ,
+% ’ exp [— 5 R — — 4+ —|ds" (L.19)
A? t20?  x /’” otve’ (2)? N x Jy!
—exp | —— — — ex — | dx
2 P a> o) J_o Pl a? o
A2 1292 00 o’Hvr 2 /
+ —exp vt exp vl (@) & dz’  (1.20)
20 a> o) ), a? a? o
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I. ANALISIS VARIACIONAL

A? t?0? oz /’”
2 P a> o) J_
—+ %exp

erp {

t20?
P

2

1 2t 1

- (2')” + <a_2v + ;) x’] da’
x > 1

o) /), a

a?

(z')” + (275_” _

usamos la expresion para calcular la integral:

/e:cp [— (Aa:2 + 231’)] dx

en la primera integral se tiene:

A=1

a?

mientras que en la segunda

Al e

a?

e

sustituimos y resolvemos la integral

BQ

1 /m

51/26.1']9 (7) erf {(\/Zl'—l—
2tv 1 tv 1
i i B= (-2 _ _—
a? +O’) ’ ( a? 20)

2tv 1 tv
= Z B=(-=
a? 0’) ’ ( 2

A2 2w x\1 [7 (—2—2 — %)2 1,

55 CP (—? - E) 5 IQpr T erf 27 +

A2 02 x\1 [7 -(—Z—Z + %)2- 1,
+%6Ip <—? g) 5 IQ€$p T erf EI +

7l

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)
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1.1 Ecuacién Iem-KdV-I11

con lo cual:

/R|u\2dx’

_ Alaym ( t2v?

_|_

A2 122
a\/T exp ( v
4o

a?

término I'm(uu?)

__+_

)
e

t 1\° 1
—a—z+%> ] {1—erf {ax—k(

r vt , -
uu;:u{(—g%—ﬁ)%—z(&x)} u

— 2yIm(uut) = 27 (c2x) A%exp {—

wi= |

+ —) —i (CQI):| Aexp {—
LY

el tercer término de la lagrangiana es:

L= +2y(c2z) A’exp {—

%4f@___

+ 27 (c2x) A2exp {—

exp

2

4 s—ﬁ) iy (ch)} ful?
(9’?—_1”5)2]

a?

a?

tv
a2

|

a?

(z — vt)Q}

4o

tv

a?

1

20

4o

ol

A2 22
aﬁexp ( v x)

o) o o (-]

27 A2 2,2
(x — vt) } A aﬁexp (_t_v N f)
a

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)
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I. ANALISIS VARIACIONAL

I _'+x7A4ac T C(—wt)? 0 .2 v 1 2
o a? a? o a> 20
1 t
e (-2
a 20
yArac\/T (z—ovt)2 2% z L tv 1)
+ exp | — 5 —— t=-ta | -5+ =
a a a 20
1 t
{1 rtes (20 )]}
a a 20
I —..
n yA*ac\/7 a? 20?2tz 2 tv o« f N tv a 1
x exr - ——+———|qerf|-x - = —
Plag2 a? a? a> o o a a 20
yA*ac\/m a>  t2? 2tvx  2? tv x ) F 1 N tv L
ex — - —— 4+ - —erf |-z —— 4+ —
P 402 a? a? a’> o a 20
(1.34)
I + vAYac\/ a? 202 +tv a? 202 a tv 2]
=4z exp| — — — + — | expl — — = —-— e
o P\ 402 a? P 402 a? 200 a a o
1 t
{erf {—x—l— (——U — i)} + 1}
a 20
N vAYac\/m a?  thr ot a? t2? a tv z]? o
x exp|l — ————|exps —+—— || —=——— - —
P\ 402 a? P 2 a? 200 «a a o
1 tv a
11— - -4+ — [.35
{oos o ()l o
Al 2 t ?
L:...—I—:E—7 acﬁexp (%) exp{— [(i——v) f}
o 20 a a
1 t
{erf {—an (——U - &)} + 1}
a 20
yAYac\/m ( 2 ) { [( a tv) xr}
+x exp\ sz )expy— || —52-— — —
200 a a
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1.1 Ecuacién Iem-KdV-I11

hacemos los siguientes cambios de Variable:

SRS
|
|
|
|
|
|

sustituyendo:

L=+ y7A4CiCﬁexp (262—22) exp[=(y— Q)] lerf (y— P) +1]

ahora vamos a sacar la densidad lagrangiana, entonces integramos respecto a x sobre
todo el espacio.
/ L(z)dx = / L(y)ady (1.39)

para esto tenemos que calcular 4 integrales y en todas ellas se puede sacar el factor

comun: g2 )
AatevT (a_> (1.40)

o 202

las dos integrales que no contienen a la funcion de error se pueden resolver en Mathe-
matica y el resultado es el siguiente:

/_Oo yexp [—(y — Q)] ady = aQv/7 (1.41)

oo

/OO yexp [—(y — P)*] ady = aPy/7 (1.42)

o0

las otras dos integrales no se pueden resolver a través de Mathematica, pero se resuelven
de manera numérica y luego se hace un ajuste que parece pegar muy bien a los valores
cuando P y Q son pequenas

/_OO Y exp [—(y — Q)z] erf(y— P)—yexp [—(y — P)Q} erf(y—Q) ady =~
am(P + Q)erf [k(Q — P)] (1.43)

conmzﬁyk%\%

Entonces el término correspondiente a la densidad Lagrangiana es:

pr = AT <§> {aV7(Q + P)+ am(P + Qerf (@~ P)]}  (144)
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I. ANALISIS VARIACIONAL

retomando los valores de P y Q queda:

DL = 7‘44‘236\/_ ( ){\/‘ 2ut %merf( 3)} (1.45)

DL — 7A4‘f0‘/_ exp ( ) {\/‘ 2wt + 2t\/mer f (—7;)} (1.46)

la forma mas simple del tercer término de la densidad Lagrangiana es:

B 2y Ata’cvtm a? 1 a
DL = - eap | 55 1+erf ~ o (1.47)

Segundo término

. 33 3t2ix  3tvr?  x® 3tv 3x 12¢%Ptvx? 12¢%2%28 59
Uls, = U — + — + 12¢

a® a® a® as ot at a? a?
" (601521)21; B 12075;&2 N 66f3 N GCY;U B 12;:x N 8032'2:153)} *u* (1.48)
a a a a a
L 6ct*v?x  12ctva®  6ex® Gt 12cx 3.9 3 9
Im(uui,) = — g Tt e a2t 8¢z’ | |ul (1.49)

6ct’v’x  12ctva® | Gex® 6ot 12
Im(uugx):—(cvx— ctoz® | 6cz® | Gctv  12cx 80323)

at at at a?
(x —vt)?
a2

AZexp [_ ] (L50)

6 12ct 6ct>v® 12 6t
— 2eIm(uu},) = 2eA® (<_c - 803) o — 22 ( <l C) T+ ﬂ)

at at at a2 a?
(x —vt)?
a2

exp {— } (L51)

hacemos las integrales en Mathematica:

/ ¥ Pexp [_M] VAR 2% afEt (36 +26%07)
o a2

.52
T ; (152)
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1.1 Ecuacién Iem-KdV-I11

ool oo 19

entonces la densidad lagrangiana correspondiente al segundo término es:

—00

6 12c¢t
DL = eA? [(—j - 803> ay/mtv (3a® + 2t%0%) — C4U
a a

20?2 12 t
+ (60 v —C) 2a\/Ttv + 62—2”261\/%} (1.56)

at a?

a\/T (a2 + 2t2v2)

DL — eA? [_Qﬁctv (12a*c? + 8a2c?t?v? + 3)] (157)
a
2eA? t

DL = A ety (12a*¢® + 8a*c*t*v* + 3) (1.58)

a

Primer Término
* (Ll' — ’Ut)Q —i(h+cz?) (SL‘ — Ut>2 i(h+cz?)
uuy =  Aexp |—————| € Ajexp | ————5—¢€
2a 2a
—2a® (2(x — vt)(—vt — v)) + (z — vt)*(4aa T =0 s
Y L ES S BRIty Y EEES e

A (I B Ut>2 i(h4cx?) [ h 2 1.59
+Aexp —2—0J2 e [Z( t + Gx )} ( . )

e
A {—2@2 (2(z — vt)(—vt —v)) + (x — vt)2(4aat)} o [_M}

4a* 2a?
(x —vt)?
2a?

+Aexp {— ][z(ht+ctx2)]} (1.60)
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I. ANALISIS VARIACIONAL

—2Im(u*u;) = —2A%xp [_(95—@_;}15)21 (h + ci2?) (1.61)

reutilizamos los resultados de las integrales del segundo término y sacamos la densidad
lagrangiana como:

DL = —A*{hy (2a/7) + ¢, [av/7 (a® + 2t%0%) ] } (1.62)

Densidad Lagrangiana

Juntando los tres resultados tenemos:

DL = —A*{h, (2a/1) + ¢, [aV/7 (a® + 2t*%) | }

— Mﬂ (12@402 + 8a’?t?® + 3)
a

2y A*a’cvtw a? 1 a
+ S cxp | 5 1+erf ~ o (1.63)

Ecuaciones de Euler-Lagrange para A

ODL  d (aDL> 0

0A  dt \ 04, (1.64)

— 24 {hy (2av/T) + ¢ [a/T (a® + 2t%0%) ] }
— @ (12@462 + 8a*c*t*? + 3)

8y Ada*cutr a? La\|l
e |55 L+erf ~ s =0 (1.65)

— 4Ahay/m — 2Acia\/T (a® + 2t70°)

— M (12@402 + 8a’Pt* v + 3)
a

8yA3a’cvtr a? 1 a\l
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1.1 Ecuacién Iem-KdV-I11

Ecuaciones de Euler-Lagrange para a

OoDL d (0DL
- = = L.
8(1/ ( 8@15 ) 0 ( 67)

— A% [hy (2V/7) + /7 (3a” + 2t%0%) ]
— 2eA%\/Tcty <3 2 4 8 t? %)

47A4acvt7r 1 a
v (5) [ (555).
27A4azcvt7r2a 1 a
o (5) (1o (555)

0202
2vAtacvtn a? V2 a?
. “ 2 =0
+ o PN\ 952 a/m P\ T 202 0 (168)

— 2A%hy/T — AP/ (3a® 4 2t°0°)
3
— 2eA%\/mcty (36@202 + 82 t%0? — —)

4 A4 2
n Y acvtﬂexp a L terf (-2
o 202

2vA*a’cvtn2a a?
* 0202 P\ 202 Lref\ =755

2vA*a?cut 2 2
TRbi 7Teaz:p a — \/_ — )| =0 (1.69)
o 202 o 7r 202

Ecuaciones de Euler-Lagrange para v

OoDL d (0ODL
_ = = I.
v ( v, ) 0 (1.70)

2
— A? {ct [aﬁ (415211)] } — M (12&402 + 24’ t20? + 3)

2y Ata’ctm a? 1 a
_ 1 = = I.71
+ > cap | 53 +erf Jio 0 (L.71)
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I. ANALISIS VARIACIONAL

Ecuaciones de Euler-Lagrange para h

ODL d (ODL
- () o 172
— % (—A*2ay/7) =0 (1.73)
d 2
pm (A%a) =0 (1.74)

Ecuaciones de Euler-Lagrange para c

(L75)

)
_ % [~ A%a/7 (a® + 2620%)] =0 (L76)
|

d
+ \/%% (A%a® + 2A%at*0%) =0 (L77)

ODL _d (9DLY _
Jdc dt \ de, |

2e¢A%\/Tt 2vyAta?ut 2 1
—6—\/7_”) (36@402 + 24a% 2% + 3)+wea:p 4 l+erf| ——
a o 202 V2

Qe

2e A%/t 2vA*a*ut 2 1
a o 202 V2

SHES

2e A%/t 2y A'aut 2 1
e A vty (36a*c? + 24a*cPt*v* + 3)—1——7 °v 7Texp ) 1+ erf -t
a o 202 V2o

+T (QAAta?’ + A%3d%a; + 4AAat*v? + 2A%a,t%0° + 4A%at0? + 4A2at2vvt) =0
1.78)

—

Despeje de las derivadas

Derivada de c¢; ¢

Con base en las ecuaciones para A y a en especial en los términos:

— 4Ahay/T = 2Acia/T (a® 4 2t°0%)  , —2A%h/T — AP/ (3a + 26%0%) (L79)
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1.1 Ecuacién Iem-KdV-I11

multiplicamos a la primera por A y a la segunda por —2a las cuales quedan de la
siguiente forma:

4eA%\/mct
— 4Ahya/T — 2A4%ca/T (a® + 2t°07) — deAy/mety (12a'¢® + 8a*c*t*v* + 3)
a

8yAta*cutn a? L ay|
e |z | [L+erf ~Jao =0 (L.80)

3
+ 4aA?hy /T + 20A% i/ (3a° + 26°0%) + daeA?\/Tetv <36a202 + 8c*t?v? — —2)
a

B S8ayAtacvtr a_2 4 erf _ig
— exp 557 er Jio

dayA*a’cutm2a a? | terf 1 a
- exrp | — erf| ———=—
0202 P\ 202 V2o

dayAta®cvtr a? V2 a?
- exp —Uﬁexp =) =0 (I1.81)

202

ahora sumamos ambas ecuaciones:

— 2A%c,an/T (a2 + 2152212) + 2aA%c\/T (3a2 + 27521)2)
4eA%\/mcty

3
(12a*c® + 8a’cP*t*v* + 3) + daeA*y/mctv (36a202 + 8c*t?v? — —2>
a a

dayA*acvtm2a a? | terf 1 a
- erp | — erf| ———=—
0202 P\ 202 V2o

dayAta®cutr a? V2 a?

202

y simplificamos un poco:
3
Ct (4A2a3ﬁ) — daeA?\/mctv (12&262 + 82 t%% + —2>
a
3
+ daeA%\/mcty (36&262 + 8c*t?v? — —2)
a

4y Atatcvtm a? |t erf 1 a
——exp| — erf| ——=—
o’ P\ 252 V2o
4+/92 A4 3 t 2 2
n V2 (z cv ﬁea:p( a 2) exp (_a_) =0 (1.83)

o 20 202
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Cy (4A2a3ﬁ) + daeA*\/mctv (24@202 — %)

4y Atatcutr a? 1 a
_ e r e ~Z - =
e (5) oot (550)
4 5~ A4 g3 2
V2vA%a cvt\/_ exp (2 ) exp <_a_> —0 (184)
o?

o2 202

despejamos ¢;

_ ectv 9o 6 Alacvt\/T 1 a
= 2 (24@ " — ?) + = ———exp 20 l+erf —E;
V2yA2cut a? a?

Derivada de h; h;

Con base en las ecuaciones para A y a en especial en los términos:

— 4Aha/T — 2Aca/T (a2 + 22521)2) . —2A%hm — A’c/T (3a2 + 2t2112) (1.86)
multiplicamos la primera por A (3a® + 2t?v?) y la segunda por —2a (a® + 2t*v?) las
cuales quedan como:

— 4A%ha/T (3a2 + 2152112) —2A%c,a/7 (a2 + 21521)2) (3@2 + 2t2”02)

 4eA?/mctv

a

8yA*a’cvtm a? 1 a 9 9 9
ST ep () 1 - 22?) =0 (L.
+ - ewp 53 +erf N (3a® + 2t%0%) =0 (1.87)

(12@40 + 8a’t*v? + 3) (3a2 + 21521)2)

+4aA’h/T (a2 + 2t2v2) + 2aA%c\/T (3&2 + 2t21)2) (a2 + 2t2v2)

3
+ daeA*\/Tctv (36a202 + 82 t%0? — —2) (a2 + 2t2v2)
a

SayAlacvtr a? 1 a ) 5 o

_fexp (QT‘Q 1+€Tf ——2; (a + 2t°v )
4ayAta’cvtm2a a? 1 a 0 o9
- 57 erp 53 1+erf o (a® + 2t%0%)

dayA*a®cutr ( a? ) [ V2 ( a?
— exp 5 ) |- exp | —53
o
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sumando ambas ecuaciones:

— 4Ahay/T (3a® + 26°0%) + 4a A’/ (a® + 26%0%)

2
4eA \/_ctv (12a4c 182222 1 3) (3a2 + 2152@2)

o (35) oo ()
+ 4aeA* /Tty (36a2c + 82t%0? — ) + 2%0?)
de

1
>|:1—|—€7“f( a)] a —|—2t22
20
4&7A4a20vt7r2a 1 a 22)
- = ¢ 22y
5902 exrp \/50 a +

dayA*a’cuvtr a? a2
o 202

87A4a2cvt7r

8a7A4acvt7r

a*+2t°0%) =0 (1.89)

simplificando:
4eA?\/mct
— 8A%a3\/Th, — e—\/?cv (12@402 + 8a*c*t*v? + 3) (3@2 + 2t2v2)
a
4eA%\/mct
+ 6—\/%01; (36&402 + 8a?c*t*v? — 3) (a2 + 2t2v2)
a
8yAta’cvtr a? 1 a 9
+ f&%‘p @ 1 + €Tf —E; (2Cl )
dyAtatcvtn a’ 1 a 9 9 o
_Texp @ 1+€Tf —E; (CL +2t v )
42y ArdPcuty /T a? a?
+ 0_2 exrp @ exXp —? (0/2 + 2t2'U2) =0 (190>
4e A2/t
A2ty 4 SANVTAY g a2 oq2 o)
a

N 16y A*a3cotn a? Lt erf 1 a
. cap | 5 er Jio
4y Atatcvtr a’ 1 a 9 9 9
_—0_3 exrp ﬁ 1+€7’f —EE (a +2t v )
42y Atadevt 2
+ \/_7 @ ﬁe;vp (%) exp (— a
o

o2

2

Tﬂ) (a® +2t%0%) =0 (1.91)
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despejamos hy:

t
hy =+ (32a* 20 — 12a° — 126%°)

2a*
2y A?cut\/T a? a
2R () [ (55

;?j‘/— (20 ) {1—1—67’]” <—\/_ ()] a® + 21%0°)

V2yA2cut a? 5 oo 9
+ —ogz TP (—2> ex _T"Z) (a® + 2t%0%) (1.92)

Derivada de c; ¢

Con base en la ecuacién para v (la cual escribimos un poco simplificada) podemos
obtener una segunda ecuacién para c¢;:

— 4T A%at?ve, — (12@402 + 24a*Pt2? + 3)

2yAta’ctm a? 1 a
+ ————eap (W) 1+erf <—E;) =0 (1.93)

1
C = € (120L402 + 24a’cPt*v? + 3) —I— ac\/_ exrp (20 ) {1 +erf ( \/53)]

2e A%/t
a

despejamos ¢;

- 2a%tv 2tvo
(1.94)
Reduccién de una variable
Con base en la ecuacion para h se tiene que:
A?a = constante = Ajag = o (1.95)

pensando en que para la soluciéon tenga sentida ambas A y a deben ser positivas.
Podemos despejar:

A? =

SHRs

a4V (1.96)
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con lo cual podemos reescribir las 3 ecuaciones que ya tenemos despejadas como:

_ ecty 9o 6 yacvty/T a? 1l a
C = —? (24@ c — ?> + Texp @ 1+ erf —E;

t
hy = +ﬂ (32@462252112 —124% — 121521)2)

T e (2 oy ()]

RN (20 ) {1 terf <_7 )}( T 2%?)
\/_ V2yacut l,p< a22> ( ) a® + 2t*%?)  (1.98)

© 2a0? 20

QI@

acy/T a’ 1 a
= — (12a'c® + 24a>c*t*v® + 3) + 72751)\;—6:@ (ﬁ) {1 +erf (—ﬁ;)l
(199)

2a2tv
Ecuacién para v

Dado que tenemos 2 ecuaciones para c¢; las podemos igualar y tratar de sacar una
sola para v

ectv 6 yacvt\/_ 1 a
— — [ 24a%c* — 1 R
(w5 -2 en () [ oo (555
V2yacut a? a®
a 02 “P\ 902 ) TP\ T 202

=3 2t (12a*¢® + 24a*Pt*0° + 3)
a“tv

e (33) [ (552)] 0w
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I. ANALISIS VARIACIONAL

pasamos lo que tiene v del lado izquierdo y lo que tiene % del lado izquierdo:
ect yacty/T a? 1 a
—— [ 24a*c* — = 1 ————
{0 () 5 e () [t ( ﬂaﬂ
2 t 2 2
_\/_7040 exp 4 exp _L + 12ec’t
ac? 202 202

1 ec Yo/ a? 1 a
=— 12 3 — | |1 - 1.101
v { 202t (1207 +3) + o%te 7 (202) [ terf ( \/ia)} } ( )
que finalmente queda como:
1 9+ 25y () 1o ()

Ta—
ect (12(1202 ) + Wact\[exp< ) 1+erf (_LQ§>:| _ \/izgzct

Despeje de las derivadas

Derivada de a; a;
Tomando la ecuacién para ¢ y usando la simplificacién de que A%a = « se tiene:

2 t Ivallut 2 1
a7y (36a*c? + 24a*cPt*v® + 3) + Me:z:p <%> [1 +erf (——gﬂ
o o

o2 V2o
d
VT (aa® + 2at?v®) =0 (1.103)

202

2 Tt Iva2ut 2 1
g 20
+ a1 (Qaat + 4t + 4t2vvt) =0 (

e}

 2an/Ttv 2valvtm a? 1 a
24 2 242, 2 1 - -
(36a"c” + 24a°c**v* + 3) + ———eup <—202 +erf or

2aan/Ta; + don/mtv? + dav/7t?ov, = 0 (1.105)

finalmente:

t
a; = +—z (36@402 + 246’ t2? + 3)
a
fyowt\/_ 1 a 202 2%,
1 )| —-— - 1.106
ao (20>{ +erf( \/50” a . (1109
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Sistema de ecuaciones diferenciales

Resumiendo el sistema de ecuaciones diferenciales resultante es el siguiente:

_ ectv 5o 6 v&cvt\/_ 1 a
=" <24“ ‘@)* p 20 e (- 50
V2yacut a? a’®
— ————exp <@> exp (_ﬁ) (1.107)

ac?

t 2yacut 2 1
hy = +0 (32a**t*v* — 12a* — 12t2v2)+—7acv ﬁexp (_a ) [1 +erf (__ﬁ)}
o o

24 ao

7@;2:\/_ <2U ) {1 Yerf ( %%)] (a® + 2t*07)

\/_yozcvt a? a?
2a02 P (202) o (_ﬁ) (8267 (L108)
+

5 (12082 +3) + 5 eap (£5) [T+ erf (- 52)]
v = (1.109)
—t (12022 — ) + 25 eap (55) [1 erf (‘%i)] Vg

= (360 + 240’120 + 3)

t 2 1 2tv? 212
00T (N [ e (L Y] 22 2 g
ao 202

a a

ay =
a3

en forma simplificada tenemos que:

¢ = fila,c,v,t) (I.111)
he = fola,c,v,v*t) (I1.112)
) 2t2vv,

a; = f3(a,c,v,v° t) — (I.113)

sin embargo, también tenemos una expresion para v como
v? = gi(a, c,t) (I1.114)

de la cual también podriamos sacar funciones

v = go(a,c,t) (I.115)
vuy = g3(a, ag, ¢, ¢4, t) (I.116)

183



I. ANALISIS VARIACIONAL

Derivada de v

partiendo de la ecuacién para v?

—12603t+66 +W‘fctexp( 2) [1 erf (—\%%)] — Yhad

2
t 2 1 2y ct
201, —12ec®t + 666— + 7Oé\/%ct exp @ 1+erf _-a — MC_
a* o3 202

t
= { 12ec® — 36ec?cit + 66— + 66CL — 24e—at

e (5) 4o (555 - (3) [+ (-555)
0y () [ (- 2522t (1) [ L ()

\/57&0 \/5704 ctt \/_704 ct }

- ag
o2 a o2 a = o a2

a’c® e ¢ qayrc 1 a
el & 2¢ 1 - ¢
{ “ 20L27fJr 2% t° p(20>{ +e7“f( ﬁa)]}
t 2 1 2yact
+ < —12ec’t + 666— + ’Yaﬁctexp 2\ +erf = 4) - \/_'yozc_
at o3 \/—

202 0?2 a

2t B T P
¢ S o ar ™

() o ()] () e ()

Qaatva\/_ Tc a? 1 a Yo/ ¢ a? V2 a?
ATV 2\ h - ¢ ¢ Bl I 4
* 20220 t 7 (202 Terf V2o - 2% t P\ 252 o WP 7502

para simplificar un poco la notacién definimos las siguientes funciones:
el numerador de v?

fs = fs(a,c,t) = —66ﬁ — ﬁi—i- 7O[;/Egexp (%) [1 +erf (——gﬂ (L.119)

{GEa 3 e 2aatc e a’3c’c;,  3e ¢ 3e ¢ c
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el denominador de v?

fo = fola, c,t)
_ 5 ct yaw a? 1 a V2vyact
= —12ec’t + 669 + = ctexp (Tﬂ) [1 +erf <—E; — (1.120)
con lo cual la ecuacién anterior se simplifica un poco como:
9 ct
2uufi = — —12ec® — 36ec?eit + 66— + 66— — 246—5at
a

L (s ory () (£ ) s (352

Qaat'yaﬁ a? 1 yon/T V2
—I—Wctexp (@ 1 + eTf —%; + 0‘ ctea:p 20_2 —W(lt exp —7

\/ifyac \/§’yactt \/_”yact }f
- - - 5

o a o2 a

e—— — 0e — be — - — Je—a
£2 t TS wee T g ™

e (5) [ (555 ) |75 e (5) (1o (355
2aa;y0\/T ¢ a’ 1 a
i) [ (57|

avae, p( 2) _%atexp (_2“722)”]06 (L121)

N {6 a’c3 2aa;c? a’3c’c;,  3e ¢ 3e ¢ c

200 t 202
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luego agrupamos los términos que contienen a,

ct 2aa; v 1 a
0, fg = — {—2465(115 2t 5 ;/_ctexp (20 ) [1 +erf ( \/55)}
yon/T ( V2 ) V2ya ct
3 ct | — a;

+

Vo oz a2t

2
+70;\3/7_Tce:z:p (%‘2) {1 +erf (—%E)} —1—70;\/_0,5156:1:]9 (20 ) [1 +erf ( \2;)]
ctt \/5705 c \/_704 ctt} f

5

—12ec® — 36ec?c,t + 66— + 6e— — 5 5
o a o

2aa.c? c 2aa;yQ/T € a? 1 704\/_ TC V2
—6 3e— —_— — ] |1 - —
+{ T WM T a0 19\ 902 Ferf \/§J T 1 o it

a’c? a’3c’c;, 3€ ¢ 3e ¢ va\/_c la
“rp 202 V2o

el — 6 EAR
+be 12 ¢ t + 2 a?t? 2 a2t 20 12

yan/T ¢ a 1 a
2 ~Z \h =
+ 5 tea:p(QUQ){ —|—erf( 5o
definiendo ahora:

fr= fala,c,t) = —24e C—t + 2a7a\/_cte:xp <?) {1 +erf (_Lﬁ)}

20203

2ac3 c

= t) = —6e—— + 3e—
fo = fula.et) = —6e=— 4 3e—

e () [ (52) )57 () we

186
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se puede simplificar atin mas la ecuacion de arriba:

200, f§ = — {fmt + nY()(‘;%/E(:ealtp (%) {1 +erf (_%gﬂ

yan/T a? 1 a
-+ Tcttexp (Tﬂ) |:1 + eTf (—E;)}
ctt \/§’ya c \/5704 ctt} f
- = — 5

—12ec® — 36ec?eit + 66 yiaa 6e— —

0% a o a
2.3 2
a‘c a?3c’c;  3e ¢ 3€ ¢
6e—— — 6 — - ——
{fsat+ T T 222 2 a’t

il oor ()

T/ ¢ 1 a
+ 5, 7 &%P (20 ) [1+erf( 20)]}]% (1.125)
luego definimos:

Jo= fg(a,c, Ct,t) = +70:7\3/%ce:13p (2%22) [1 +erf <_7E)}
Yo/

p cttea:p(;:j){l—i-erf( \}53)]

ctt \/_vozc \/_705 ctt

_|_

— 12ec® — 36ecict + 66— be— — (1.126)
0% a 0?2
a’c? a’3c’c,  3€ ¢ 3€ ¢
fl():flo(aacacbt):+6€__66 ; S 2e 2 at

yaﬁ c 1 a
e (5m) [ (555).
Yo/ e 1 a
1 — [.127
e2gen (33) [eos (552)] wem
con lo cual queda simplemente:

20vfg = —(fray + fo)fs + (fsar + fr0) fo (1.128)

2vuifs = (fofs — fsfr)as + (fofio — fs o) (1.129)

<f6f8]762f5f7>at . (fﬁfwfg fs)

vy = (1.130)
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Derivada de a; a;

Entonces la ecuacién para a; queda como:

a; = f3(a,c,v,v%t) — @ (I.131)
ht [<f6f8 S, Ustn S 12
2 2 _
a + t_(fost fsf7) a4 = fy— %(f6f10f6 f5.fo) (1.133)
t* (fofs — f5f7) B t* (fofio — f5.fo)
[1 + E—fé } a; = f3 — E—fg (1.134)
f3 i ﬁ(feflof*f&sfg)
= . 6 1.135
at 14+ 2 2 (f6f8f6f5f7) ( )
afsf§ —t*(fefio — fsfo)
a; = (1.136)
afg +t*(fefs — fsf7)
con lo cual el sistema de ecuaciones diferenciales esta completo.
Resumen
fila,c,v,t) = Ezw (24 %)
fyacvt\/_ la V2yacvt
fala, c,v,v%,t) = €2th (32&462t2 2 _12a® — 12t%0 2

QI@

+M%femp(2 ) e (<55 )}

) o )
L Vet o (;;2) exp (_Tc?) (a® +2%0%)  (1.138)

2a0?
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t
fa(a,c,v,v*,t) = +_Z (36a4€2 + 24a*Pt2* + 3)
a

'ycwt\/_ ~La\] 2w?
E AN AR IET
a’® 3¢ ¢ nyay/mc 2 1 a
- 1) = 6L € ¢ Cerp [ ) 1 =9 14
fs = fila, e:1) = =6e t 2 a?t 2 t P (2 ) [ +€Tf( \/§0>] (1.140)
f6 = fﬁ(a7c7t)
_ 5 ct yaw a? 1 a V2vyact
= —12ec’t + 66@ + g ctexp (TC’Q) [1 +erf <—E; — (1.141)
ct 2ayaN/m 1 a
fr = fr(a,ct) = —2465 + 55753 ————ctexp (20 ) {1 +erf (_ﬁ;)l
oy (V2 Vad (L.142)
o3 o o a?
2ac? c
fg = fg(a, C, t) = —667 -+ SEE
2 2 1 2
Zovavme (9N [ erp (=LY ] 4 20vEC V2 (1.143)
20220 ¢ 202 \/§U 200t Vo
_ VT (O L
fo= fola,c,ci,t) =+ e (202) {1—1—67“]“( \/50_)]
yan/T a’ 1 a
+ o3 Ctt&'ﬁp (F) |:1 + 67’f (—E;>:|
t 2 2 t
— 126¢’ — 36eccyt + Ge—r 4 Ger — fzo‘f - \/_ZO‘CL (L.144)
o2 a o2 a
a’c? a’3c’c; 3€ ¢ 3€ ¢
fi0 = fio(a,c, Ct,t>:+66——66 ; +5a2t2 —3%

yan/T ¢

200 12

1 Yo/ ¢
() [ ()] e (2
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luego: ;
=t
s[5
fo
&= h
he = fa

a — afsfs —t*(fofro — fsfo)
t afé +t*(fofs — f5f7)

también parece conveniente definir:

a? 1 a
fi1(a) = exp <ﬁ> [1 +erf (_E;ﬂ
y entonces tenemos:

ectv 6 acvt/m \/§ acvt
fl - (24&202 _ ﬁ) + %fﬂ _ ’7—

ao?

t
fo= —i—;c—f (32@462252112 —12a® — 12t2v2)
a
2yacvt\/m  yacvt\/w 5 o \/_yozcvt
+ - (a®+2t%0°) | f (a
ao 20 2a0?

t t 2tv?
fy = +a_z (36a*c? + 24a*c*t*v* + 3) — ol ﬁfl Y

a’® 3¢ ¢ fyaﬁ

f5_—667—57t —f11
2 t
fo = —12¢6% + 6 L Wﬁctfn - CZO‘%

ct | 2ayoy/m
= —24e— ct
J7 6a5 o028 20203 hut 02 a?

va\/_ ( \/_> \/_704025

2 4 2t2’l}2)

(1.146)

(1.147)
(1.148)

(1.149)

(1.150)

(L151)

(1.152)

(1.153)

(1.154)

(L.155)

(1.156)

(1.157)
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adt 202 20 t

2ac? 2 2
Js = —6e o B+ —Cwaﬁ—fn _avre V2 (1.158)
t Vo

va\/_ va\/_

Jo = cfin + fitfi — 12ec?
2
— 36ec? fit + 66— + 6e fi _Yac V2 f1 (1.159)
o? a o2
a c3 a’3c? 3¢ ¢ 3 a\/T ¢ a
f10—+66 _ 6e Ji +_E 3¢y NZS ot g U\/_ﬁ 1 (1.160)

t 2 a2 2a2 20 {12

1.2. Ecuacion LN1

Para empezar a aplicar el método variacional, comenzamos por sustituir la funcién
de prueba (3.27):

u(z,t) = Aexp {%} exp{i[p+ gz —w) +r(z — w)*]} (I.161)

en la densidad Lagrangiana (3.2):

L= —Im[u*ug] + |ug|® — [u]*Re[u(x, t)u*(—x,1)] (1.162)
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I. ANALISIS VARIACIONAL

estamos considerando que A, a, w, p, ¢ y r son funciones del tiempo, al sustituir la
funcién de prueba (1.161) en la densidad lagrangiana (1.162) obtenemos:

r—w)?

£ - |- =]

— )2
:| _ xAZq'exp {_(:U—;H):| +A2wq'exp [_ -
a a

2 (—zw + w? + 2?)
2

— Atexp {— - } cos [2x(q — 2rw)]

_ 2 _ 2
a a

a? a? a?
_ 2 . 2

- wy Qw) } + 20 A*rw’ exp [——(x 2w) }

a a

i

+ 4z A%qr exp [— 5
a

+ 2z A%wr’ exp [—

_ 2 . 2 . 2
— 2A%rww’ exp {—%] + 42% A%r? exp {—%] + 4A%r%*w? exp {—%]

N2 22 A? exp [—M}
— 8z A*r*w exp {— (z —w) ] + n
a
A?w? exp [——(x;;")g} 22 A%w exp [——(x;?)Q

- - | (1.163)

_|_

aqui, la prima denota la derivada con respecto al tiempo.

Ahora debemos integrar con respecto a x, para obtener la lagrangiana promediada
L. En la ecuacién (I1.163) podemos observar que las integrales que necesitaremos calcular
son:

/_OO 2% exp {—@;—wa] dzx = %\/7?@ (a* 4 2w?) (1.164)

[e.9]

/_oo T exp {—@;—21”)2} dr = /maw (1.165)

o0

/ h exp [—(:”;—21”)2] dx = \/7a (1.166)

o0

/oo . l_z (w? — wz + xQ)} cos [22(q — 2rw)] da (1.167)

a?

o0
en esta tultima integral no se puede resolver exactamente, sin embargo, el factor domi-
nante es la funciéon exponencial decreciente, por lo cual podemos tomar una aproxima-
cion en serie de Taylor de la funcién coseno:

cos [2z(q — 2rw)| =~ 1 — % [22(q — 2rw)]? (1.168)
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con lo cual la integral (I.167) se puede calcular de manera aproximada como:

/_Oo exp [_2 (w?® — wa +x2)} {1 - % [22(q — 2rw)]2} dr —

o0 %\/ga 2 — (a® + w?) (¢ — 2rw)?] exp (_%}j) (1.169)

entonces, la lagrangiana promediada queda como:

L(A7 a? w? w,7p,7 Q7 qu T? ,r/) =

- gAQTQ [V7a (a® + 2w2)} — 1\/EaAQT’ (a® 4+ 2w%) + A [ﬁaz(zz + 2u7)]
(\/—624142 w® _ (\/_aw) (\/_a) A2+ (\/_a) A2
—4 (ﬁa) Algrw + 4A4%r (\/_aw) (\/7_m) Alqu’ — A% (ﬁaw)
+ (Vma) A’q'w + 4 (Vra) Ar*w® — 8A*r*w (Vraw) — 2 (vVra) A*rww’
+ 24%rw" (Vraw) — (Vra) A*r'w® + 2A4% w (Vraw)  (1.170)
Con esta lagrangiana promediada, podemos sacar las ecuaciones de movimiento
para las variables A, a, w, p, ¢ y r, utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange de una

sola variable: oL oL
_ = — 1.171
of (af') ! (L17)

siendo f una coordenada generalizada que en este caso corresponde a cualquiera de las
variables A, a, w, p, ¢ y r, por lo tanto, obtendremos un sistema de seis ecuaciones
diferenciales.

De la ecuacién de Euler-Lagrange para A, obtenemos:

a’ {\/§A2 (Pw® — 4grw’® + 4r*w* — 2) — 2[p' — q(q + w')] exp (%) }

2
+at [(47’2 —7') exp <?;i2) +V2A% (g — 2rw) ] + exp < ) (1.172)
a

de la ecuacion de Euler-Lagrange para a, obtenemos:

3 2
a’ {\/5142 (2¢°w* — 8grw® + 8r*w* — 1) —2[p' — q(g + w')] exp (i>

242
4 2 3_wQ 20 2 _
+ 3a 2(47‘ T)exp 57 +V2A%(q — 2rw) 2 exp 907
a
+ 3v2A%0? ((1211)2 — dgrw® + 4r*w ) (1.173)
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de la ecuacion de Euler-Lagrange para ¢, obtenemos:
3w
V242 A3(q — 2rw) + 2A(2q + w') exp ( ) +V24%0% (¢ — 2rw) = 0 (I.174)

de la ecuacion de Euler-Lagrange para w, obtenemos:
3w? 3w
[4Aq exp <2w ) +8A'gexp ( ) +V2A%w (¢° 2102)}
a?

3 2
+ 4vV2a* A%r(q — 2rw) + 4aAd'qexp (2—11]2)
a

+ 3v2A%0 (¢Pw® — 4grw’® + 42wt — 2) =0 (1.175)
de la ecuacion de Euler-Lagrange para r, obtenemos:
3w? 3w
{4147’ exp (2w ) + A'exp ( ) +V2A% (2rw — q)}
a?

2

+ 3aAd exp (3i

¥ ) + 2v2A%03 (2rw — q) = 0 (1.176)

de la ecuacion de Euler-Lagrange para r, obtenemos:

20A" + Ad' =0 (L.177)
De la ec. (I1.174) podemos despejar w':
= 29+ —A2 (—q +2rw) (a®* + w?) exp —du” (1.178)
V2 2a? '

que es justamente la ec. (3.44), si ahora combinamos las ecuaciones (1.172) e (1.178)
obtenemos:

2
2a° [(p' + ¢°) exp (zwz ) +V2A% (grw® — 2r%uw’ + 1)]
2

3w? 3
+a* {(r' — 4r?) exp (2 2) +2v2A%w(q 2rw)} — exp (2—w2> =0 (I.179)
a
pero si combinamos las ecuaciones (1.173) e (I.178) obtenemos:

2
a’ {\/5%12 (q2w2 — 6grw® + 8r?w* — 1) -2 (p' + q2) exp (ﬁ)]

2a?
+a* {6 (47> — ") exp (3w2) + V242 (¢° — 8grw + 12r*w )]
242

2

3
— 2exp (2_11)2) + 3v2A%0? ((12w2 — dgrw® + 4r*w* —2) =0 (1.180)
a
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1.2 Ecuacién LN1

combinando ahora las ecuaciones (1.179) e (I.180) podemos obtener una ecuacién para
p' y otra para r’:
p/ —_ i - q2 o A2
a? 4+/2a2

[a* (g — 2rw) (g + 6rw) + 2a* (5 + ¢*w® — 4r*w?)

—3w?

+3w® (-2 + w? (¢ — 2rw)2)] exp ( 57 ) (I.181)

1
e — {—4 +16a*r? + V242 {a* (¢ — 2rw)” 4 3w’ (—24w (¢ — 2rw)2)

N +2a® [1 4+ w? (¢ — 2rw)?] } exp (‘;;fQ) } (1.182)

que son las ecuaciones (3.45) y (3.47) respectivamente.

De igual manera, al combinar las ecuaciones (I1.176) e (I1.177) podemos obtener una
ecuacion para A" y otra para a':

1 —3w?
A" =2Ar + NG APw (—q + 2rw) (a® + w?) exp ( 52 ) (1.183)
/ 1 2 2 2 —3w?
a = —dar + 5\/514 w (g — 2rw) (a® + w?) exp 5.7 (1.184)

que son las ecuaciones (3.42) y (3.43) respectivamente.

Finalmente si sustituimos las ecuaciones (1.183) e (1.184) en la ec. (1.175) podemos
obtener una ecuacién para ¢':

q = 4
2v/2a2
—3w

{6w . (q . 27"w) [4a4r + 3uw? (q — 2rw) T a*w (q + 2rw)] } exp < 7

2

) (1.185)

a?

que es justamente la ec. (3.46)

1.2.1. Solucidon variacional numérica LN1

Aqui, presentamos la solucién numérica del sistema de ecuaciones diferenciales
(3.42)-(3.47), para ello utilizamos el software Wolfram Mathematica 12.1 y la instruc-
cién NDSolve.
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I. ANALISIS VARIACIONAL

Para poder usar NDsolve, necesitamos el sistema de ecuaciones diferenciales(3.42)-

(3.47):

1 —3w?
A =2Ar + NI APw (—q + 2rw) (a® + w?) exp ( 2;} ) (1.186)
/ 1 2 2 2 —3uw?
a' = —4dar + a\/EA w (g — 2rw) (a® + w?) exp 52 (1.187)
/ L 2 2 —3w?
w' = —2q+ ﬁA (—q + 2rw) (a* + w?) exp 52 (1.188)

1 A2

/ 2 4 2 2 9 2 4

= — —qg° — a — 2rw + 6rw) + 2a” (5 + ¢“w* — 4r“w

p 22 q 4\/§a2{ (q ) (g ) ( q )
9.2

+3w” [-2+w® (¢ — 2rw)2} }exp ( 2;5 ) (1.189)

q = A
2v/2a?
9,2

{6w — (¢ — 2rw) [4a*r + 3w’ (¢ — 2rw) + a’*w (¢ + 2rw)] } exp < 2;5 ) (1.190)

1
r= {—4 + 16a*r? + v/2A% {a* (¢ — 2rw)” + 3w? (—24w’ (¢ — 2rw)2)

- +2a2 [1 4w’ (q — 2rw)?] } exp (_2?2;’2> } (L.191)

las condiciones iniciales:

0) =—-0.33132, A(0)=1 0)=12
4(0) A0 =1, af0) =12, -
w(0) =0, p(0)=0 y r(0)=0
y el dominio de las funciones:
t € [0, 100] (1.193)

Para elegir el valor de ¢(0) mostrado en (1.192), se tomé en cuenta que la ecuacién
(I.188) representa la velocidad del pulso, por lo tanto, tenemos lo siguiente:

Vo = u/(0) = —2(0)

1 2 2 2 _3w<0)2
+ EA(O) [—q(0) + 2r(0)w(0)] [a(()) + w(0) } exrp (W) (1.194)
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1.2 Ecuacién LN1

tomando en cuenta el resto de condiciones iniciales mostrados en (1.192) y simplificando
los términos que valen uno o cero.

Vo = —2¢(0) — @(1.2)2 (1.195)

factorizando ¢(0) queda:

Vi = q(0) {—2 - (1'2)2] (1.196)

finalmente obtenemos:

q(0) = _L% (1.197)

2v/2 + (1.2)2
escrito en notacién decimal:

q(0) = —0.33132V, (1.198)

En la figura .1 mostramos el cédigo utilizado para resolver numéricamente el sis-
tema de ecuaciones diferenciales (3.42)-(3.47).
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I. ANALISIS VARIACIONAL

Juft]’

At e =7 wit] (-q[t] +2r[t] ~w[t]) (a[t]®+w[t]?)

V2 a[t)?

s = NDSolve [{A"[t] = 2A[t] - r[t] +

3uft]?

V2 A[t]?e =T wit] (q[t] -2r[t] wit]) (a[t]2+w[t]?)
a[t] ’

a’'[t] =-4a[t] ~r[t] +

3wt]*

Alt)%e = (-q[t] +2r[t] ~w(t]) (a[t]?+w[t]?)

N’[t] == —2q[t] +

N2
q[t] == ;A[t]ze-z:[t]’ (6w[t] - (q[t] -2r[t] w[t]]
2 /2 a[t]?
(art]*r(t] +3w[t])’ (q[t] -2r[t] ~w[t]) +a[t]’w[t] (q[t]+2r[t] ~w[t]))),
F[t] == = " [-4+15a[t]“r[t]2+ V2 A[t]2 e B {a[t]"' (qrt1-2r[t] ~w[t])®+3w([t]?
4alt]

{—2+w[t]2 (art] -2r[t] w[t])z] +2a[t]? (1+w[t]2 (art] -2 r[t] w[t])z))],

’ 1 2 1 2 ‘ht: 4
p'[t] = - -q[t)? - ————A[t]%e =0 (a[t] (alt) -2r[t] ~w([t])
aft] 42 a[t]?
(qrel +6r[t] ~w[t]) +2a[t]? (5+q[t]2w[t]2-4r[t]2w[t]?) +
3w[t]? [—2+w[t]2 (art] -2r[t] w[t])z]), A[@] =1, a[@] = 1.2,

w[e] = o, p[@] =0, q[@] = -0.33132, r[0] =0}, {A, a, w, p, q, r}, {t, tmax}]

Figura I.1: Cédigo de Wolfram Mathematica 12.1 utilizado para resolver numéricamente

el sistema de ecuaciones diferenciales (3.42)-(3.47).
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1.3 Ecuacién LN2

1.3. Ecuacion LN2

El procedimiento utilizado para aplicar el método variacional es muy similar al
mostrado en el apéndice 1.2, asi que, aqui solo mencionaremos los detalles importantes
en los que hubo diferencia al momento de realizar los calculos.

Primero que nada utilizamos la funcién de prueba (3.27):

()2
u(z,t) = Aexp {%} exp{i[p+q(z —w) +r(z —w)*]} (1.199)
y la densidad Lagrangiana (3.8):
1 1
L= —Im(u*u) + |ug|* — §|u|4 - §|u|2|u(—917,15)|2 (1.200)

pero ahora las integrales que necesitaremos calcular son:

/_OO 2% exp {—(I;—Qw)z] dx = %ﬁa (a® + 2w?) (1.201)

[e.9]

/ooxexp[ (z=w )]dx_faw (1.202)

[e.9]

/_OO exp [—<x_ w)’ }d:c—\/—a (1.203)

[e.9]

/_Z exp {_M} de = \/ga exp (_2@_122) (1.204)

un punto importante a mencionar es que ahora no fue necesario utilizar ninguna apro-
ximacién, como en el caso de la ecuaciéon LN1.

Entonces, la Lagrangiana promediada queda como:
L(A7 CL? w? wl? p’? q? r? T/) =
5422 1 32,0 1 4 2w 2 4
QﬁaAr—éﬁaAr—§ §aAeXp ——— ) —/maA?p
1 A?
+ VraA*g? + /raAlqu' — _\/§GA4 + VT (1.206)

2 2a
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I. ANALISIS VARIACIONAL

deberfamos notar que esta ecuacién es mucho més sencilla que la ec. (1.170).

El sistema de ecuaciones diferenciales que se obtiene después de aplicar las ecua-
ciones de Euler-Lagrange (1.171) es:

2
a’ {\/§A2 [— exp <—2i2) - 1] —2p" +2q(q + w')} +a* (4 =) +1=0 (1207
a

2

a’ {\/§A2 {exp (2%) + 1} +4[p" —q(g+w')]exp (Qa—u;) }

2w? 2uw?
+2 {exp (?) + 2\/§A2w2] — 6a* (47* — ") exp (—2) =0 (1.208)

a
2¢+w' =0 (1.209)

\/5;43@0 exp (_2@_@15) — A(aq' +d'q) —2aA'q =0 (1.210)
8aAr + 2aA"+3Ad" =0 (I.211)

20A" + Ad' =0 (1.212)

combinando estas ecuaciones de manera apropiada es ficil obtener el sistema (3.28)-
(3.33).

I.3.1. Solucién variacional numérica LIN2

El procedimiento utilizado para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones
diferenciales (3.28)-(3.33), es muy similar al mostrado en el apéndice 1.2.1, asi que, aqui
solo mencionaremos los detalles importantes en los que hubo diferencia al momento de
realizar los calculos.

La tnica diferencia importante en comparacion con la ecuacién LN1 es el calculo
de ¢(0), ya que ahora la ec. (3.30) implica que:

Vo= w'(0) = ~24(0) (1.213)

por lo que ¢(0) queda como:

(0) = (1214)

En la figura 1.2 mostramos el coédigo utilizado para resolver numéricamente el sis-
tema de ecuaciones diferenciales (3.28)-(3.33).
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1.3 Ecuacién LN2

s = NDSolve[{A"[t] = 2A[t] «r[t],

A2 A[t]2 Z_ILtJL [t]
e ot W
a’'[t] = -4a[t] «r[t], w([t] =-2q[t], q'[t] =
a[t]?
r[t] = ! " [—4+\Ea[t]zA[t]2+163[t]4r[t]2+ ‘\EA[t]Ze-:[t]z (art1?-4wrt]?) |,
4alt]
5A[t]2 [1+e BM‘] 1 4 ALtl%e 09" wie)?
p[t] = - -q[t]?+ V2 , A[@] =1, a[@] ==1.2,
a2 a[t]?

w[0] =0, p[@] =0, q[0] = -0.5, r[0] =0}, {A, a, w, p, q, r}, {t, tmax}]

Figura 1.2: Cédigo de Wolfram Mathematica 12.1 utilizado para resolver numéricamente

el sistema de ecuaciones diferenciales (3.28)-(3.33).
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Apéndice J
Resultados numeéricos ec. Ilem-KdV-I1

funcion de peso mas ancha

En este apéndice, mostramos algunos resultados adicionales para funciones de peso
mas anchas. Sin embargo, dado que las funciones de peso exponencial o gaussiana
involucran realizar una integral sobre todo el espacio, utilizaremos una funcién de peso
mas sencilla que también cumple las condiciones estar normalizada y ser simétrica
con respecto al origen, ademas de que al realizar pruebas numéricas y comparar los
resultados obtenidos con las funciones de peso exponencial y gaussiana, se obtiene que
los efectos producidos por la no localidad cualitativamente son los mismos.

J.1. Funcién de peso triangular

Una de las funciones mas sencillas a la cual se puede aproximar la funcion de peso
exponencial es una linea recta, y aunque la primer idea que surge podria ser realizar
un desarrollo en serie de Taylor a primer orden, esto no es una opcién viable ya que
si hiciéramos eso la aproximacién resultante ya no estaria normalizada. Sin embargo,
si partimos de la condicién de normalizacién y de la condicion de simetria respecto al
origen, obtenemos la siguiente funcion de respuesta:

%(m—i—i") st —%"<x§0
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ANCHA

en donde el parametro o es una medida del ancho de la funcién de respuesta, y a es
una parametro que nos permitird mover la altura del triangulo.

Al comparar la funcién de respuesta exponencial:

R(a) = 220 (12)

con la funcién de respuesta triangular nos permite elegir el valor de a = 4/5. En la
figura J.1 podemos ver graficamente ambas funciones de respuesta

Funciones de peso exponencial y triangular

2.0¢

1.5}

1.0}

0.5}

0.0 — —— — — —
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura J.1: Comparacién entre las funciones de respuesta exponencial y triangular, con

a=08y0=0.25
En la ecuacién IemKdV-II aparecen integrales de la forma:

I= /00 R(x — 2")g(a")da' (J.3)

[e.o]

utilizando la funcion de respuesta triangular se simplifica como:

: a2 / 20 / / m+270 (I2 / 20 / /
I——/m%EG:—x—?)g(m)dx—k/:c E(x—x—kz)g(x)dx (J.4)
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20
a

a+22 2 . , 20, T g2 , 20 N ol
]——/x @(x—y)g(y— )dy—i—/x @[I—(ﬁ——>]g($)d$ (J.5)

a a

aplicando el cambio de variable 3y’ = 2/ 4+ =2 a la primera integral obtenemos:

que se puede simplificar como:

[ 4“722 /+ {— (z— o) gz’ — %") + {x _ (x _ %"ﬂ g(x')} i’ (J6)

Esta es una integral que se va realizar numéricamente y para poder realizarla de manera
correcta, lo Uinico que requerimos es que el intervalo de integracién sea un multiplo
entero de la particién en z, Az, es decir:

7 — NAz (J.7)

a
De tal manera que la integral J.6 se puede calcular como:

I= % _Z {—[zx — (. + jJAZ)] g[(zs, + jAZ) — 2N Ax]
+ [z — (2 + JAx — 2NAZ)] g(2) + jAZ)} (J.8)
I = 4“722 i {(jAx)glzx + (7 — 2N)Az] + [ (j — 2N) Az] g(z), + jAz)} (1.9)

Resultados numéricos

Resolvimos numéricamente la ecuaciéon Iem-KdV-II para diferentes valores de o
utilizando una funcién de peso triangular. En la figura J.2 podemos observar las alturas
como funciones del tiempo. En ellas podemos ver que conforme el valor de o aumenta,
la amplitud del pulso decae, sin embargo, es importante mencionar que el pulso no se
destruye. Esta seria una de las consecuencias de la no localidad que esta controlada a
través del parametro o.

En la figura J.3 podemos observar como evoluciona la posiciéon del punto maximo
como funcién del tiempo, para los mismo valores de sigma de la fig. J.2. En esta figura
podemos ver que conforme aumenta el valor de ¢ la velocidad de pulso va disminuyendo.
Este fenémeno también corresponde a un efecto no local, y es algo muy interesante, ya
que la no localidad de alguna manera esta “frenando” el avance del pulso.
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Heights

—0.1875
0.2f ——0.6248| 1
1.3745
——1.9993
0 . . . .
0 20 40 60 80 100

Time

Figura J.2: Alturas como funciones del tiempo utilizando una funcién de peso triangular

y distintos valores de o. (Color en el archivo digital)

En la figura J.4 podemos ver la gréafica de la superficie de la evolucién de un pulso
que obedece la ecuacién Iem-KdV-II, con una una funcién de peso triangular y con
o = 1.3745, mientras que la figura J.5 corresponde a un valor de o = 1.9993.
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Positions
30 L] L] L] L]

Positions

—0.1875

——0.6248
301 1.3745
——1.9993

-4 0 L L L L
0 20 40 60 80

Time

Figura J.3: Posiciones del punto maximo como funciones del tiempo utilizando una

funcién de peso triangular y distintos valores de o. (Color en el archivo digital)
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0.8

0 2 0 20 40 60 g0 100
X

Figura J.4: Superficie de la solucién de la ecuacién Iem-KdV-II con una funcién de peso

triangular y un valor de o = 1.3745
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0.8

0.6

Figura J.5: Superficie de la solucién de la ecuacién Iem-KdV-II con una funcién de peso

triangular y un valor de o = 1.9993
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