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Resumen

El estudio de los politopos hereditarios da inicio documental con el articulo “Hereditary
Polytopes” [36], el cual abre la puerta al andlisis de los politopos geométricamente
hereditarios, que son aquellos politopos en los cuales el grupo de simetrias de cada
faceta se extiende a un subgrupo de simetrias del politopo completo. En este trabajo
discutiremos la definicion de politopo geométricamente hereditario n dimensional y
algunas de sus restricciones en comparacién con su parte combinatoria; en concreto,
nos centramos en los poligonos finitos geométricamente hereditarios en los espacios
euclidianos de dimensién 2 y 3, ast como en el medial de los poliedros regulares
finitos. Para ello, presentamos una clasificacién de estos poligonos y demostramos que
el medial de un poliedro geométricamente regular es un poliedro geométricamente he-
reditario.
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Introduccion

Asomarse por la ventana de la naturaleza brinda una enorme cantidad de ejemplos
donde percibimos entidades que denominamos simétricas. Vemos esta idea de manera
intuitiva en la forma del echinocactus, en una mariposa, en un copo de nieve, en una
moneda e incluso en los discos del sol y la luna, sélo por mencionar algunos casos.
La palabra simetria evoca objetos mentales bien equilibrados: en su etimologla cvp
‘con’, pérpov "medida” e iav “cualidad’, aparecen implicitas las ideas de equilibrio,
iqualdad, equivalencia, correspondencia en la medida. Dichos rasgos se alinean con
ciertos ideales de belleza existentes'.

Desde tiempos remotos, las figuras planas como el tridngulo equildtero, el cuadrado y
el clrculo, o en las figuras espaciales como la pirdmide, el cubo y la esfera, han cau-
tivado a la humanidad, este interés se ve en las pirdmides aztecas o en las egipcias,
en el Partendn o en los canones de belleza del Renacimiento por mencionar algunos
ejemplos. Probablemente el interés que provocan tales objetos tiene una estrecha re-
lacion con sus simetrias, pues esto se corresponde con un modelo de belleza formal al
cual la mente humana se siente constantemente atratda.

Euclides dentro de sus argumentos en los “Elementos” (s. Il a.C.) [18] da por hecho
que “cosas que coinciden con alguna otra son iguales entre si" dando indicio de la
esencia geométrica de lo simétrico. De esto surge la intencién de “tomar y mover”
una figura y superponerla en otra, desarrollando as( los criterios de congruencia. La
afirmacién de Euclides origind en la Matematica el concepto de isometria del plano,
que nos brinda una de las evidencias matematicas para identificar, en principio, lo que
nuestros sentidos perciben como simétrico y los rasgos que lo componen.

'El estudio de la simetria como objeto y como propiedad se encuentra ampliamente referida en la
literatura, el lector interesado en conocer mas sobre los distintas expresiones entorno a este concepto
recomendamos las siguientes fuentes bibliografica: [17] y [56] sélo por citar algunas.
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Posteriormente, la esencia de la simetria quedé desvelada gracias al desarrollo de la
teorla de grupos. Con esto, la Matemdtica moderna pudo brindar més bases y herra-
mientas para al estudio de los objetos simétricos. El estudio de los poligonos contribuyé
a sentar bases para esta teora y fue en el estudio de los poligonos regulares donde
descansa gran parte de este desarrollo.

EL primer estudio sistematico conocido de poligonos no convexos fue realizado por Tho-
mas Bradwardine en el siglo XIV [9]. Mientras que en 1952, Geoffrey Colin Shephard
generalizé la idea de los poligonos al plano complejo [54], dando pie al estudio de
estos objetos en distintas dimensiones y espacios, lo que motivo distintas investigacio-
nes para extender este estudio, como lo muestra Neumann en su articulo [45]. Fue con
la clasificacién de Griinbaum en [21] que los poligonos en el espacio y los poligonos
infinitos, propagaron nueva luz a la investigacién de los objetos altamente simétricos y
con ello, un detonante de la investigacidn en la teor{a clasica de los poliedros convexos
(como los sdlidos platénicos y arquimedianos), en la cual se retomaron los esfuerzos por
abordar a esta clase natural de objetos desde las perspectivas algebraicas, geométricas
y combinatorias.

La teorla de poliedros comenzd la formacién de sus pilares con Coxeter. Muchas de
sus aportaciones culminaron en su famoso libro Regular Polytopes [9]; una de las mas
relevantes vino, cuando él y J. F. Petrie descubrieron tres objetos con propiedades de
simetria similares a las de los poliedros requlares conocidos hasta ese entonces, pero
con la caracteristica de tener una infinidad de caras, expuestos antes en [7].

Después, la teorla de poliedros tomé un nuevo aire en 1977, cuando Branko Griin-
baum dio una lista de 47 objetos que tentan propiedades combinatorias similares a
los poliedros regulares [21]. Esta lista contenia los sélidos platdnicos, los poliedros
de Kepler-Poinsot y los de Petrie-Coxeter, pero aiiadia las teselaciones del plano con
cuadrados, tridnqulos equildteros y hexagonos regulares entre otros objetos. Sumado a
esto, Griilnbaum permitid también que las caras no fueran planas e incluso que fueran
infinitas.

En la década siguiente, en 1981, A. Dress encontrd otro poliedro [15] para extender la
lista de Griinbaum a 48; en el afio de 1985, por medio de herramientas algebraicas
y combinatorias, Dress probd que la lista estaba completa [16]. Por su parte, entre
la publicacién de los dos articulos de Dress, en 1982 Danzer y Schulte introdujeron
el concepto de politopo abstracto [13], el cual generaliza a los poligonos y poliedros
geométricos, rescatando su estructura combinatoria. Finalmente, Egon Schulte y Peter
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McMullen [40], abordaron el problema geométrico partiendo del concepto de poliedro
abstracto y prueban, de una forma distinta, que la lista de los 48 poliedros requlares
presentada por Dress estaba completa.

Del mismo modo, el posterior avance conceptual de la teoria de politopos presentd
nuevos horizontes de investigacion; en particular el andlisis de ciertas propiedades en
estos objetos demostrd ser un vasto campo de problemas y resultados. Ejemplo de este
tipo de exploracion que conjunta de una forma peculiar la simetria y los politopos,
se encuentra en el articulo “Hereditary Polytopes” [36] donde se estudian aquellos
politopos que tienen la propiedad de “heredar” todas las simetrias de cada una de sus
facetas a todo el politopo y el articulo “Symmetry of polytopes and polyhedra” [52] en
el que se muestran propiedades y resultados recientes sobre los poliedros y politopos
altamente siméetricos.

En la presente tesis, centraremos nuestra atencién en dos tépicos: por un lado, en el
estudio de los poligonos que tienen la propiedad distintiva de que cada simetria de
sus aristas se extienda a una simetria del poligono completo; y, por otro lado, en el
estudio de algunos poliedros que tienen la propiedad de que cada simetria de sus
caras poligonales se extienda a una simetria del poliedro completo. Esta propiedad
“hereditaria” serd la guia para este trabajo.

La organizacién de nuestro texto es la siguiente. En el capitulo 1 introducimos algu-
nos resultados esenciales de las isometrias del espacio euclidiano, principalmente de
dimension dos y tres. Después de ello, en el capitulo 2 exponemos a los grupos finitos
de simetrias en los mismos espacios. En el capitulo 3 mostramos las bases combi-
natorias de los politopos, presentamos a los politopos hereditarios, ast como algunas
propiedades de estos; ademas exponemos a los politopos geométricamente hereditarios
junto con el concepto de realizacion. Posteriormente, en el capitulo 4 desplegamos un
analisis de los poligonos finitos geométricamente hereditarios en el plano y el espacio
junto con un gran numero de imdgenes para apoyar su construccion. Mas adelante, en
el capitulo 5 probamos que los mediales de los poliedros reqgulares finitos son polie-
dros finitos geométricamente hereditarios e incluimos imdgenes de ellos. Finalmente,
concluimos con una breve seccién que sugiere algunos problemas para el trabajo futuro
relacionado con politopos geométricamente hereditarios.
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Capitulo 1

Algunos aspectos de las isometrias de
En

En este capitulo exponemos alqunas propiedades bdsicas de las isometrias en el espa-
cio euclidiano [E™, para después introducirnos en su parte geométrica, principalmente
para n € {1,2,3}. Esto serd esencial para el desarrollo de los posteriores capitulos.
Cabe seialar, que el material que se expondra en este capitulo tiene una amplia his-
toria y distintos enfoques para su estudio como por ejemplo en las obras [32] y [47], en
nuestro caso, lo abordaremos procurando una exposicidn geométrica con la finalidad
de que la intuicidn nos acompane.

Como lo mencionamos en la introduccion, Euclides en sus Elementos, da por hecho
que “cosas que coinciden con alguna otra son iguales entre si" [18] De ahi la in-
tencion de “tomar y mover” una figura y superponerla en otra, desarrollando ast los
criterios de congruencia. Esta idea de Euclides, sugiere, el primer paso en las Matemd-
ticas para crear mds tarde el concepto de (en el lenguaje actual) isometria del plano:
“transformar” objetos dentro del plano sin alterar su forma y estructura, sélo su posicion.

Dicho concepto tiene una generalizacion natural en el espacio euclidiano E™. Diremos
que una funcién f : E® — [E™ es una isometria si y sélo si f preserva distancias;
esto es, st {P,Q} C E™ entonces, d(P, Q) = d(f(P), f(Q)). Durante este trabajo
denotaremos al conjunto de todas las isometrias de E™ por Iso(E").

Como ejemplo de isometria, tenemos la siguiente

Definicion 1.1. La traslacién 73 : E" — E™, es la isometria tal que 7:(P) = P + v,

1
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con U un vector de E"™ (como espacio vectorial sobre R) y P € E™.

A lo largo este trabajo denotaremos la traslacién que tiene por direccidn (y norma) el
vector ¥ por Ty.

Una primera observacién es que las isometrias son una biyeccion de E™ en E™ (por
lo que existe su inversa y esta también es isometria). Ademds, la composicion (en el
presente trabajo la nombraremos producto) es asociativa y la funcidn identidad (¢) es
claramente una isometria. De esto tenemos que el conjunto de isometrias de espacio
E™ junto con la composicién forman un grupo. Cuando una isometria f, distinta de
la identidad, es inversa de si misma, es decir, si f2 = ¢ diremos que f es una invelucién.

Cabe sealar que desde del punto de vista topoldgico las isometrias son funciones
continuas' con inversa continua y biyectivas, por lo que decimos que son transforma-
ciones del espacio E™.

También es importante mencionar situaciones particulares que tiene una isometria f
(cualquier funcién) sobre sus puntos. Por ejemplo, st P € [E", decimos que P es un
punto fijo bajo f st y sélo si f(P) = P. Més aun, st C C E", diremos que C' es
(un conjunto) fijo punto a punto bajo f si y sélo si f(P) = P para todo P € C, por
comodidad, diremos solamente que el conjunto C' “estd fijo" por f. Esto Ultimo se da
punto a punto para el conjunto, sin embargo, puede suceder que un S C [E? aparezca
sin cambios aparentes por f, pero no necesariamente queda fijo punto a punto, en ese
caso S es invariante bajo f, en otras palabras, f(S) = S. De esta Ultima nocidn se
desprende una de las definiclones mas importantes para este trabajo.

Definicion 1.2. Sea f : E® — E" una isometria y S C E". Decimos que f es una
simetria de S si y solo si S es invariante bajo f.

Denotaremos al conjunto de simetrias de S por G(.S). Nuevamente podemos reconocer
que G(.S) es un grupo bajo la composicién.

Comenzaremos dando un predmbulo de las propiedades y caracteristicas de las isome-
trias en el espacio E™. Observemos lo siquiente. Sea { Py, ..., P,} C E™ un conjunto
de n + 1 puntos en posicion general y sea o : E" — E™ una isometria, veamos que

Tde hecho son uniformemente continuas.
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a estd completamente determinada por la imagen de estos puntos, esto es, los n 41
puntos describen perfectamente el comportamiento de a. Dicho de otra forma, si exis-
tiera otra isometria 3 la cual coincidiera en las imagenes de cada uno de los puntos
{Py, ..., P, } entonces a = f3. Este es un resultado fuerte dentro del estudio de las
isometrias y lo enunciamos a continuacion. Cabe sefalar que sdélo lo mencionaremos,
ya que éste y otros resultados importantes se encuentran detallados en numerosos
estudios sobre este tema, invitamos al lector interesado a consultar, por ejemplo, las
obras [6], [9, Cap. 3], [47, Part. 1] y [59, §2] mismas que muestran demostraciones de esto.

Teorema 1.1. Una isometria o : E" — E" esta completamente determinada por la
imagen {a(Fp),a(Py),...,a(P,)} de un conjunto { Py, P, ..., P,} de puntos en
posicidén general de E™.

Otro importante resultado es que los grupos finitos de isometrias del espacio euclidiano
dejan, al menos, un punto fijo. Este resultado lo enunciamos a continuacidn:

Proposicion 1.2. Si G es un grupo finito de isometrias de IE", entonces existe un punto
fijo.

Nuevamente, invitamos al lector interesado a consultar, por ejemplo, las obras [4, Cap.
2], [6] y [19], mismas que muestran demostraciones de este enunciado.

Aunque dentro de nuestro trabajo no abordaremos las propiedades de conservacion de
las isometrias, no estd de mds mencionar que éstas preservan rectas, segmentos (de
ah{, puntos medios) y paralelismo.

Lo que mencionamos en esta seccidon es un apoyo para identificar a las isometria
del espacio euclidiano. En las siguientes secciones describiremos explicitamente a las
isometrias de los espacios E™ con n € {1,2,3}.

1.1. Las reflexiones: ladrillos de las isometrias

Para nuestro proximo teorema, que serd de suma importancia a lo largo de este trabajo,
necesitamos de los conceptos siguientes. Un hiperplano (II) de E™ es un subespa-
cio afin de dimensién n — 1. St P y @ son puntos distintos de E", el conjunto
II:={X eE"|d(X,P)=d(X,Q)} es un hiperplano, denominado el hiperplano
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mediatriz del segmento PQ).

Sea IT un hiperplano. Entonces para cualquier punto P ¢ IT hay un tnico punto P’ tal
que II es el hiperplano mediatriz de PP’. Con estos conceptos tenemos la siguiente
definicidn.

Definicion 1.3. Sea IT un hiperplano. La transformacién o tal que o(P) = P’ (P’
como se definié anteriormente) para P ¢ 11 y o(P) = P para P € 11 es la reflexidn
por 11 y la denotaremos por or. Una consecuencia directa de la definicidn de la re-
flexion es la de ser una involucion, es decir, oy = aﬁl.

A continuacidn presentamos el principal resultado de este capitulo. La prueba que aqut
presentamos, por su ingeniosa presentacidn, es un extracto de la expuesta en [33, §11].

Teorema 1.3. Sea o : E® — E™ una isometria, A = {Py,..., P,y1} C E" puntos
en posicion general y sea {Py, ..., P} C E" el conjunto de todos los puntos de A
que estdn fijos bajo «, entonces « es el producto de a lo mds n + 1 — k reflexiones.

Prueba. Procedamos por induccidn (reversa) sobre n + 1 — k.

Notemos que si cada punto de {Py,..., P,+1} es un punto fijo de «, por el Teore-
ma 1.1 tenemos que = ¢ (que es el producto de n+ 1 — (n + 1) = 0 reflexiones).

Ahora sea 0 < k£ < m 4 1 y supongamos que se cumple nuestra afirmacién para
n+ 1 — k, es decir, que si « es una isometria de E", A = {P,,..., P41} C E"

puntos en posicion general y { Py, ..., P} C E™ es el conjunto de todos los puntos de
A que estan fijos bajo «, entonces « es el producto de a lo mds n+ 1 — k reflexiones.
Ahora supongamos que « una isometria para la que el conjunto {P,..., Py_1} son

puntos fijos. Probaremos que « es producto de alomdsn+1—(k—1)=n—k+2
reflexiones. St a(Py) = Py, por hipdtesis de induccién tenemos que « es producto de
alomésn+1—k <n—k+ 2 reflexiones. Supongamos que a(Py) # Py y sea I
el hiperplano mediatriz del segmento Py «(Py). Sea oy la reflexion por el plano IT;
entonces oy (Py) = a(Pg). Como

d(F;, Pr) = d((Py), a(Py)) = d(P, o Br)) i €{1,... .k =1},

tenemos que {Py,..., Py_1} C IL Por lo que on(P;) = P, = a(P;) para toda
ie{l,...,k—1}. Sin embargo, tenemos también que o (Fy) = a(Py), de ahi que
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- -1 o ~ a1
{Py, ..., P} son puntos fijos de ;" . Por nuestra hipdtesis de induccion, o v es

el producto de a lo mds n + 1 — & reflexiones. Por lo tanto o« = oy (aﬁloz) es el
producto de alomds n+1—k+1=n+1— (k— 1) reflexiones.

O

De este teorema tenemos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.4. Sea o : E™ — E™ una isometria, entonces « es el producto de a lo
mds n + 1 reflexiones.

Ahora nuestra atencidn se centrard en la descripcion de las isometrias de E, E? y E3.

1.2. Las isometrias de K

Por el Corolario 1.4 cualquier isometria de E es el producto de a lo mds dos reflexiones.
Comencemos por describir estas y veamos los posibles casos.

La reflexion por un punto A es la transformacion que manda un punto P € E al punto
oa(P)=2A— P (Figura 1.1).

P A P/:UA(P)
® . 4

Figura 1.1: Reflexién en E.

Ahora tomemos las reflexiones o4 y o por puntos A y B respectivamente y el punto
P € E. Al componer 04 y o, lo que obtenemos es la traslacién 73(P), donde ¥ es
un vector cuya norma y direccién estdn dados por 2(B — A) (Figura 1.2).

<y

\]

[ Jav}

A Pl=oa(P) B P" =op(P')

Figura 1.2: Traslacidn en E como producto de dos reflexiones.
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Por otra parte, notemos que el producto de una traslacién con una reflexién (o de
una reflexién con una traslacion), nos da una reflexién y el producto de dos traslacio-
nes nos da una traslacion (o la identidad). Lo anterior se puede resumir en el siguiente:

Teorema 1.5. Una isometria o de E puede ser sélo una de las siquientes opciones’:

1. Reflexion (por un punto).
2. Traslacion.

1.3. Las isometrias de [E?

Ahora pasemos a describir las reflexiones en el plano 2. Como lo menciona la Defi-
nicion 1.3, consideremos una recta [ C E2. La reflexién con eje [, es la transformacidn
o, : E* — E? tal que, dado P € E? tenemos P’ = ¢;(P), donde [ es la mediatriz
del segmento PP’ A lo largo este trabajo denotaremos la reflexién que tiene por eje
a la recta [ por oy (Figura 1.3).

Figura 1.3: Vista geométrica de la reflexion o; en E? para el punto P.

La rotacidn con centro O € E? y dnqulo 6, es la transformacion po g : E* — E? tal
que, dado P € E? y P’ = pp¢(P), entonces P’ se obtiene de la siguiente manera:

1) St P = O entonces P' = O.

2) SUP # O, sea [ la recta que contiene a P y O, sea m la recta que contie-
ne a O y forma un dnqulo® con [ de medida 6. Elegimos a P’ € m tal que

’En adelante, no mencionaremos a la identidad como parte de la clasificacién.
Jel éngulo @ = £1m es orientado en sentido levdgiro, es decir, contrario a las manecillas del reloj.
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d(O, P") = d(O, P) y sobre el mismo sector de apertura del anqulo 6 (Figu-
ra 1.4).

A lo largo este trabajo denotaremos la rotacion que tiene por centro al punto O y
angulo @ por po .

Figura 1.4: Vista geométrica de la reflexion po ¢ en E? para el punto P.

De las rotaciones, podemos distinguir una que jugard un papel importante en este
texto y es la que tienen por angulo @ = 7, esta se denomina medio giro y la deno-
taremos por po. De la definicidn de esta transformacion notamos que es una involucién.

En parafraseo a la Definicién 1.1 pero ahora en el contexto del espacio E?, tenemos

que una traslacién 7; : E* — E? es la transformacion tal que 73(P) = P' = P+ 0,
con ¥ un vector de E2 (Figura 15).

Figura 1.5: Vista geométrica de la traslacion 73 en E? para el punto P.
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Consideremos I C T2 una recta y @' un vector de E? paralelo a un vector director de
I. Un deslizamiento con eje [ y vector ¥ es la transformacién &; 7 : E* — 2 tal que,
01.5(P) = (13 0 0y)(P) (Figura 1.6). En adelante, denotaremos el deslizamiento que
tiene por eje a la recta [ y vector ¥ por ¢ 5.

Figura 1.6: Vista geométrica del deslizamiento d; 7 en E? para el punto P.

En esta seccidn nuestra atencién se centrard en la caracterizacién de las isometrias
del plano TE? y con base en las definiciones anteriores es un ejercicio cotidiano poder
apreciar que las reflexiones, las rotaciones, las traslaciones y los deslizamientos son
isometrias de IE2. Para dar la clasificacién completa de estas, nos apoyaremos en los
siguientes resultados; con ellos y el Corolario 1.4 presentaremos la lista completa de
las isometrias del plano.

Cabe sefalar que en este apartado sélo se mencionardn los resultados, invitamos al
lector a consultar, por ejemplo, las obras [3], [14] y [35] mismas que muestran detalladas
demostraciones de lo que aqui se utilizard. Asl pues, los siquientes dos teoremas son
base para el Lema 1.8 y utiles caracterizaciones de las traslaciones y rotaciones en
funcion de producto de reflexiones.

Teorema 1.6. Sean [ y m rectas en 2.

» Una isometria « es una traslacion si y sélo si « = oy0,, para dos rectas
paralelas | y m. Mds aun, la distancia del desplazamiento de la traslacidn es
el doble de la distancia entre las rectas | y m.

= Sil y m son dos rectas distintas y paralelas entonces, 0,0, = Opo,y para

otras dos rectas I' y m' si y sdlo si existe una traslacién T tal que T(1) =1y

T(m) =m'.
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Teorema 1.7. Sean | y m rectas en B2

» Una isometria o es una rotacién si y solo si « = 0,0, para dos rectas | y m
que se intersecan en un punto O. Mds aun, el dngulo de rotacion es el doble
del dngulo entre las rectas | y m.

» Sil y m son dos rectas distintas que se intersecan en un punto O entonces,
010, = Opon para otras dos rectas I y m' si y sélo si existe una rotacién
/

po.e alrededor del punto O tal que po (1) = 1" y poe(m) =m'.

Con base en los dos teoremas anteriores tenemos el siguiente lema, el cual es de suma
utilidad para el reconocimiento de las isometrias.

Lema 1.8. Sean [ y m rectas en 2.

a) Supongamos que I y m son rectas paralelas. Si trasladamos estas rectas por
cualquier traslacién fija T para obtener dos nuevas rectas ' y m'. Entonces
010y = Op Oy .

b) Supongamos que | y m se intersecan en un punto O. Si rotamos estas rectas
alrededor del punto O por cualquier rotacion fija p para obtener dos nuevas
rectas I y m'. Entonces 0,0, = 0y 0.

En este punto, nos encontramos con los resultados necesarios para presentar la clasi-
ficacion de isometrias en el plano E2. Tengamos presente que cualquier isometr{a (en
el plano) es producto de a lo mas tres reflexiones. Veamos los siguientes casos:

i) No hay producto de reflexiones y por lo tanto se tiene la identidad.
it) El producto de una sola reflexién es evidentemente una reflexion.

ii) El producto de dos reflexiones es una traslacién o una rotacion, ya sea que los
ejes de reflexion sean paralelos o no, respectivamente.

iv) El producto de tres reflexiones, sea av = 0y0,,,0,, para algunas rectas [, m y n.
Se pueden presentar las siguientes situaciones:

e Si las rectas [ = m = n, tenemos una reflexidn.
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e Si las rectas [ = m o m = n, tenemos que a es una reflexion. En el
caso que [ = n pero [ # m # n, tenemos que « es una rotacion o una
traslacion, ya sea que las rectas [ y m se intersequen o sean paralelas,
respectivamente.

e Si las rectas [, m y n son mutuamente paralelas, consideramos la recta
n' tal que la traslacion 0,0,/ = 0,,0,. Entonces o = 0,0,,0,, = 0y, €5
una reflexién (Figura 1.7).

e Si las tres rectas [, m y n son concurrentes en un punto, digamos O,
consideramos la recta n’ tal que la rotacion oy0,/ = 0,0, con centro en
O. Por lo tanto, « = 0,0,,0,, = 0,7, es una reflexién (Figura 1.8).

=1

Figura 1.7: Tres rectas paralelas.

Figura 1.8: Tres rectas concurrentes.
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e Sil, m yn estan en posicion general y supongamos que [Nm = {O} con
O ¢ n, consideramos las rectas I y m’ tal que la rotacion o, 0p = 0,0
con centro en O de forma que m' sea ortogonal a n (Figura 1.9). Sea
{Q} = m/ Nn. Ahora, tomemos la rotacién o, » o, = 0,0, con centro
en @ de manera que m" sea ortogonal a I’ (Figura 1.10). De aqui tene-
mos que m~ es ortogonal tanto a I’ como a n/, ademds estds rectas son
paralelas.

Ast que, @ = 0,0,,0y, = Op Oy Oy = 0p 0,1 0w = (OO )0,,r, tenemos
un deslizamiento. Notemos lo dicho en las siguiente imdgenes.

Figura 1.10: La rotacién de m’ y n por el punto Q.

e Silyn son rectas distintas, paralelas y nNm = {Q}. Consideramos las
rectas n’ y m/ tal que la rotacién o,y 0, = 0,0, con centro en @ y de
forma que m’ sea ortogonal a [; sea { P} = m’ N (Figura 1.11). Ahora,
tomemos la rotacion oypo, » = 0,0, con centro en P y de manera que
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7 , "
m  sea ortogonal a n’. De aqui tenemos que m  es ortogonal a I' y n/,
ademds estds rectas son paralelas.

Esto es, @« = 0100, = 0100 = opo,n0n = (Opoy)o,n
tenemos nuevamente un deslizamiento.

Figura 1.11: Vista geométrica de la construccién del deslizamiento 0;0,,0,,.

En vista del andlisis anterior, tenemos el siquiente teorema.

Teorema 1.9. Cualquier isometria o de |2 puede ser sélo una de las siguientes
opciones:

1. Reflexion.
2 Traslacion.
3. Rotacion.
4. Deslizamiento.

Con base en lo expuesto anteriormente tenemos también la siguiente observacidn que
nos serd de gran utilidad en el estudio de las isometrias.

Sea a una isometria de 2 entonces:
a) « deja por lo menos tres puntos fijos no colineales si y sélo si a = ¢.
b) « deja al menos dos puntos fijos si y sélo st a =1t 0 a = 0.

) « tiene exactamente un punto fijo si y sélo si & = 0,0, donde [ y m son rectas
distintas que se intersecan en el punto O y por lo tanto « es una rotacion.

d) « no tiene puntos fijos tenemos que, a« = 070, es una traslacién o a = 0,0,,0;
un deslizamiento.
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Cabe notar aqut que con arqumentos similares a los que se abordaron en este apartado,
para analizar distintos productos de reflexiones, obtenemos los siguientes resultados. De
igual forma, el lector interesado puede consultar las obras [12] y [14] donde encontrard
material complementario para convencernos de lo que aqul enunciamos:

., ., identidad
traslacion traslacion .,
) El producto de - - traslacion.
rotacton rotacton .,
rotacton
traslacion reflexion reflexion
Il) EL producto de -, o es o
rotacion deslizamiento deslizamiento
., ., identidad
reflexion reflexion o,
lIl) EL producto de o por o es | traslacion.
deslizamienton deslizamiento .,
rotacton

Para concluir con esta seccion, daremos el concepto de orientacion de una isometria
del espacio E? lo cual nos permitird en futuros resultados la identificacion mas dgil
de las isometrias.

Sea « una isometr{a de E2 Consideremos el tridngulo ABC' en el plano E? y sean
a(A) = A" a(B) = B'ya(C) = C’, entonces el triangulo ABC bajo a es A'B'C".
St uno lee los vértices del tridngulo ABC' en sentido dextrdgiro (o levdgiro) y tenemos
que los vértices del tridngulo A’B’C” se leen en el mismo orden entonces, diremos
que v preserva la orientacién. En caso contrario, diremos que « invierte la orientacion.

De esta definicién de orientacion tenemos los siguientes resultados:

a) Cualquier isometria del plano que preserve la orientacion es la identidad, una
rotacion o una traslacion.

b) Cualquier isometria del espacio que invierte la orientacion es una reflexién o un
deslizamiento.

c) El producto de dos isometrlas que preservan la orientacién es una isometria que
preserva la orientacidn. La inversa de una isometria que preserva la orientacién
es también una isometrla que preserva la orientacion.

d) El producto de dos isometrias que invierten la orientacidn es una isometria que
preserva la orientacién. La inversa de una isometria que invierte la orientacion
es también una isometria que invierte la orientacién.
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e) ELl producto de una isometria que invierte la orientacidn y una que preserva la
orientacion es una isometria que invierte la orientacion.

Otra forma equivalente de nombrar a las isometrlas que preservan orientacién o la
invierten es la de isometria directa y opuesta, respectivamente. Si un conjunto S’ cons-
ta Unicamente de isometrias directas lo denotaremos por S¥; dado un grupo G de
isometrias, denotamos por G al subgrupo de G de todas las isometrias directas.

1.4. Las isometrias de E3

Comencemos por describir las reflexiones en el espacio, para después analizar los posi-
bles casos segun el Corolario 1.4. Nuevamente y tal como se hizo en la Definicion 1.3,
tenemos nuestra primer y destacable definicién:

Sea I C E?® un plano. La reflexién con eje el plano II, es la transformacion
on : B} — E? tal que, dado P € B3, si P’ = op(P) entonces, II es el plano
mediatriz del segmento PP’ (Figura 1.12). A lo largo este trabajo denotaremos la
reflexion que tiene por eje al plano II por oy

Pe

P'e
Figura 1.12: Vista geométrica de la reflexion op en E? para el punto P.

Para la isometria que sigue consideremos una recta [ € E3 y 6 un 4nqulo. La rotacién
con eje [ y anqulo 6, es la transformacion pig : E*> — E? tal que, dado P € E?,
st P' = p;g(P) entonces, P’ se obtiene de la siguiente manera: sea II el plano
perpendicular a [ que contiene a P. Sean O = I NIl y po la rotacién en II (vista
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como rotacién en [E?) con centro en O y dnqulo 6 (Figura 1.13 inciso 1)). De esta forma
P'=poe(P) = pre(P).

De forma andloga al plano, las rotaciones las podemos expresar como el producto de
dos reflexiones en planos que se intersecan (Figura 1.13 inciso ll)) y donde el dngulo
de rotacidn serd el doble del dngulo entre los planos 1I; y Ils. En el transcurso de
este trabajo denotaremos la rotacién que tiene por eje a la recta [ y dngulo & por p .

) )

2V

1L
P y '“ip,

Figura 1.13: 1) Vista geométrica de la rotacién p;o en E? para el punto P. Il) Vista
como producto de dos reflexiones por los planos II; y Ils cuya interseccidn genera la
recta [.

Una rotacidn de particular interés es la rotacion con dnqulo 6 = m; como en el caso
del plano, llamaremos este tipo de rotacién medio giro y lo denotaremos por p;. Dos
particularidades de los medios giros son, que los podemos expresar como el producto
de dos reflexiones por planos ortogonales y que son involuciones. Una consecuencia
directa de la ortogonalidad de los planos es que este producto conmuta.

De nueva cuenta, la traslacién 73 : E* — IE? es la transformacién tal que
73(P) = P’ = P + ¥, con ¥ un vector de E® (como espacio vectorial sobre R)
y P € E? (Figura 1.14 inciso 1)). Andlogamente como en el plano [E?, las traslaciones
las podemos ver como el producto de dos reflexiones en planos paralelos (Figura 1.14
inciso 11)) y donde la norma del vector de traslacidn serd el doble de la distancia entre
los planos II; y II,. Estas isometrias las denotaremos por 7.
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) )

m,

Figura 1.14: 1) Vista geométrica de la traslacion 75 en E? para el punto P. Il) Vista
como producto de dos reflexiones por los planos II; y Il paralelos.

Por otra parte, el deslizamiento con plano II y vector v’ paralelo a algtn vector del
plano TI, es la transformacién dp 7 : B3 — E? tal que, d5=on 75 (Figura 1.15
inciso 1)). Andlogamente al estudio que se hizo en el plano respecto a un deslizamiento,
este podemos expresarlo como el producto de tres reflexiones por los planos 11y, 115 y
I3, tales que los planos Il y IT3 son paralelos y el plano II; es ortogonal a ambos
(Figura 1.15 inciso I1)). Durante el desarrollo de este trabajo los deslizamientos en el
espacio [E? los denotaremos por dry 4.

) )

Figura 1.15: 1) Vista geométrica del deslizamiento oy 5 en E? para el punto P. Il) Vista
como producto de tres reflexiones por los planos 11y, II5 y 13 dos de ellos paralelos
y el tercero ortogonal a ellos.
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Una nueva isometria que aparece en este espacio es la reflexion con giro conformada
por el plano TI, la recta I y éngulo 6, a la que denotaremos por ¢ : B3 — E3 y
es tal que, ¢mp=om pre donde [ es perpendicular a II y @ es el dngulo de rotacién
sobre el eje [ (Figura 1.16 inciso 1)). Al punto de interseccidon de la recta { con el
plano II le llamaremos centro (de la reflexién con giro). Esta transformacidn se puede
expresar como el producto de tres reflexiones por planos 11, Il y IIs, tales que los
planos I, y II5 se intersecan en la recta [ en un dngulo de g y el plano II; es
ortogonal a ambos (Figura 1.16 inciso ).

) )
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Figura 1.16: 1) Vista geométrica de la reflexién con giro ¢ en E? para el punto P.
Il) Vista como producto de tres reflexiones por los planos II;, IIy y II5 dos de ellos
se intersecan y el tercero es ortogonal a ellos.

De esta transformacién se deriva una de particular interés y es la llamada reflexion
por un punto o més comunmente inversién central, a la cual denotaremos por . Esta
es un caso particular de la reflexién con giro cuando la rotacidn es un medio giro o
equivalentemente cuando en el producto de tres reflexiones, los tres planos de reflexion
son mutuamente ortogonales entre st y por ende intersecandose en el punto O. Algo
que podemos notar es que esta transformacion es una involucion. Visto de otro modo,
la inversién central es la transformacidn que manda a P a su punto diametralmente
opuesto (o antipoda).

Por otro lado, consideremos a o la inversion central por el punto O y sean « una
isometr{a del espacio y {P, P’} C E? distintos tales que oo(P) = P’. Podemos
notar que P, O y P’ son colineales y PO = OF’, por lo que o(P), a(O) y a(P’)
también son colineales y a(P) # «(P’). Si ademéds a(O) = O entonces, a(P), O y
a(P") son colineales y puesto que « es isometria a(P)O = PO = P'O = «(P’)0,
por lo que aop(P) = a(P’) es un punto en la recta a(P)O diferente a a(P) y tal
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que su distancia a O es O P. Notemos que por definicién de inversién central, a(P),
O y opa(P) son colineales y ademas la distancia de O a opa(P) es la misma que
de O a a(P), es decir, OP. Por lo tanto, cpa(P) = a(P’) = aco(P). Lo que
acabamos de ver es que la inversion central conmuta con cualquier isometria que fije
el centro de la inversidn.

Otra nueva isometria de este espacio es el tornillo o (traslacion con giro) con angulo
0, que es la transformacidn ~yz; : E? — E? tal que, You=Ti pre (Figura 1.17 inciso
). A estas transformaciones las denotaremos a partir de ahora por 75;. Notemos que
esta transformacidn es el producto de cuatro reflexiones por los planos Iy, Iy, 113 y
I1,, tales que los planos IT; y II5 son paralelos y los planos II5 y II4 se intersecan
en la recta [ ortogonal a II; y IIy y hacen un dngulo de g entre ellos (Figura 1.17
inciso I1)).

) 1)

,
e
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Figura 1.17: 1) Vista geométrica del tornillo vz, en E? para el punto P. Il) Vista
como producto de cuatro reflexiones por los planos 11y, Il5, II5 y II4 dos de ellos se
intersecan y los otros dos son paralelos y perpendiculares a los primeros.

Andlogamente al estudio de las isometrias en el plano E? tenemos resultados impor-
tantes, que nos permitirdn la clasificacion de estas en el espacio [E3.

Primero, por el Teorema 1.1 basta analizar el comportamiento de cuatro puntos no
coplanares en el espacio para caracterizar una isometria y por el Corolario 1.4 basta
estudiar el producto de cuatro reflexiones para convencernos que sera alguna de las
transformaciones antes mencionadas. Al igual como se explord en la Seccion 1.3, el
lector notard que se estd parafraseando los teoremas 1.6 y 1.7, con algunas adecua-
ciones, ahora para el espacio E3. Con lo anterior en mente, enunciamos el Lema 1.10
el cual es de suma utilidad para el reconocimiento de las isometrias.
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Lema 1.10. Sean 11, y I1, planos en E3.

a) Supongamos que 11y y Iy son planos paralelos. Si trasladamos estos planos por
cualquier traslacién fija T para obtener dos nuevos planos 11 y IIY,. Entonces

0H10H2 = 0’1‘['10'1'[/2‘

b) Supongamos que 11y y Ily son planos que se intersecan en una recta l. Si
rotamos estos planos alrededor de la recta | por cualquier rotacion fija p para
obtener dos nuevos planos 11 y 115. Entonces om,om, = om0,

Como cualquier isometria (en el espacio) es producto de a lo mas cuatro reflexiones,
tenemos los siquientes casos:

i) No hay producto de reflexiones y por lo tanto se tiene la identidad.
it) El producto de una sola reflexién es evidentemente una reflexion.

ii) El producto de dos reflexiones es una traslacién o una rotacion, ya sea que los
planos de reflexién sean paralelos o no, respectivamente.

iv) El producto de tres reflexiones. Procederemos con argumentos similares a los
expuestos en el plano. Sea « la isometria oy, o, 011, para algunos planos 11y,
H2 y Hg.

iv1) St II; = II, con ¢ € {1, 3}, tenemos que a = oyy, una reflexion, con
ke{l,3} yk#i Silly =13 yII; # Iy con i € {1,3}, considere-
mos los siquientes dos casos:

iv.1.1) Supongamos que el plano Il es paralelo a II; con i € {1,3}. Sea
IT; un plano paralelo a II; tal que oy om, = om,om,.
Por lo que, @ = o, 0m,0m; = om,0m, 011, = o1y, Una reflexion.

iv.1.2) Supongamos que el plano Il no es paralelo a II; con i € {1,3}
y sea I = Iy N1II;. Sea II, un plano tal que | = II, N 1I; y
O'H/z(fnl = 011, 0T11,-

Por lo que, @ = om1,0m,0m; = om0, 01, = o1y, €s una reflexion.

iv.2) Consideremos ITy NIy N II3 # (, pero no hay dos de ellos iguales.
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.2.1) St II; NII, N II3 = I una recta, tenemos que existe un plano IT tal
que o1, 011, = om,011, (Figura 1.18 incisos 1) y I1)).
Por lo tanto, & = oy, 011,011, = o, 01, 011, = 07, €5 UNa reflexion.

Figura 1.18: 1) Tres planos cuya interseccion es una recta. Il) Adecuacién de los planos
para obtener una sola reflexion.

iv.2.2) Supongamos que II; NI, N I3 = {O} (Figura 1.19), podemos
modificar a la isometria « de la siguiente manera.
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Figura 1.19: Tres planos cuya interseccién es un punto.

Consideremos la rotacién oo, = om,om, sobre la linea
2 3

[ = Il N II3, de manera que II, sea perpendicular a II;, enton-

ces a = oy, oqpyoy, (Figura 1.20).

ity

Figura 1.20: Adecuacidn de dos planos sobre la recta [ para obtener un medio giro.

Sea m = II; N 1L} y elegimos las reflexiones por los planos II} y
17 de modo que om,ony = om, oy sobre la linea m, de tal forma
que II3 sea ortogonal a I1}, ast v = oy, ory oy, - Notemos que IT; y
117 son ortogonales, ya que IT; y IIf son ortogonales. Es decir, tanto
IT4 como II3 son ortogonales a II} (Figura 1.21).
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7

Figura 1.21: Adecuacidn de los planos que conforman el medio giros sobre la recta m.

Por lo tanto, @ = o, om,0m, = omomyomy, donde 113 y II; se
intersecan en una linea ' perpendicular a II}. De esto obtenemos
una reflexion con giro (Figura 1.22 inciso 1) y Il)).

Figura 1.22: 1) Tres planos que conforman una reflexién con giro. Il) Vista de la reflexion
con gtro.
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iv.3) Consideremos IT; N I, N II5 = (.
iv.3.1) Supongamos que II; N II; = () para todo {7,5} C {1,2,3} e
i # j. En este caso, o, 011, €s una traslacion entonces, conside-
ramos la traslacién o oy = o, 011,, de manera que 115 = I3
y por lo tanto av = opy; una reflexion (Figura 1.23 incisos 1) y

1)).

e

1L
},

1T,

<y

I = 1T, ?
i

Figura 1.23: 1) Tres planos paralelos dos a dos. Il) Adecuacidn de los planos para
obtener una sola reflexion.

v.3.2) Supongamos que Iy NI, = O, II; N3 # 0 # T, N1l
(Figura 1.24).

L

11 //M
m

113

Figura 1.24: Tres planos, dos paralelos y uno transversal.
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Sea m = IIoNII3 y consideremos la rotacion om0y, = Om, 011,
sobre la linea m, de manera que II} sea perpendicular a 11y, as(
a = o, om,om, (Figura 1.25).

Figura 1.25: Adecuacidn de dos planos sobre la recta m para obtener un medio giro.

Tomemos a n = II; N II; y elegimos planos IT} y II7 tales
que ooy = om, oy sobre la linea n, de tal forma que IT5
sea ortogonal a IIf. De esto tenemos a = o, omyomy,. Ademds
notemos que como II; y IT} son perpendiculares, entonces II] y
[T} también lo son. Es decir, I es ortogonal tanto a IT} como a
IT; (Figura 1.26).
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Figura 1.26: Adecuacidn de los planos que forman el medio giro, sobre la recta n para
obtener un deslizamiento.

v33)

iv.3.4)

!/ /
Por lo tanto, @ = om,0m,0m, = o onyom,. Como IT; y IIj
son paralelos, tenemos un deslizamiento.

Supongamos que TI; N T3 = 0, TI; N Ty # @ # Ty N 5.
Notemos que IT; || IT3 y por lo tanto IT; N IIy || IT; N IT3. Este
caso es andlogo al anterior. Sea m = IIoN1I3 y consideremos la
rotacion ooy, = om,0m, sobre la linea m, de manera que 1T,
sea perpendicular a Iy, ast como en el caso iv.3.2), obtenemos
un deslizamiento.

Supongamos que TIy N 1IT3 = ), IT; N 1Ty # O = I1; N 1I3. Pro-
cedemos de manera andloga a las abordadas en los casos iv.3.2)
y iv.3.3). De esta forma obtenemos un deslizamiento.
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iv.3.5) Supongamos que II; N II; # O, para todo {7,5} C {1,2,3} e
i # 7. Aqul notemos que como IT; N Tl N II3 = () entonces,
las rectas m = Iy N1y, {3 = Iy N1l3 y Il = I3 N II; son
paralelas (Figura 1.27).

II,

m

113

Figura 1.27: Tres planos que se intersecan dos a dos.

Ahora consideremos la rotacion oy o, = o, 01, sobre la recta

m, de manera que II; sea perpendicular a TII3, asi
_ i 4

a = oy, om,on; (ver Figura 1.28).

“Notemos que esta configuracién es equivalente a la de la Figura 1.25 y procederemos de forma
analoga como se hizo en ella.
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Figura 1.28: Adecuacion de dos planos sobre la recta m para obtener un medio giro.

Sea n = II3 NI, y realizamos la rotacién omy oy, = 011,011,
sobre la recta n, de tal forma que IIj sea ortogonal a II}, de esto
« = o, ooy Nuevamente, como [T}, y II3 son ortogonales,
entonces 115 y II5 también lo son. Asi, II5 es ortogonal tanto a
IT} como a II (Figura 1.29).

Figura 1.29: Adecuacién de dos planos sobre la recta m para obtener un deslizamiento.
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Por lo tanto, & = o, om,0m, = o omyomy. Es decir, un des-
lizamiento.

A partir del analisis anterior, podemos resumir que el producto de tres reflexio-
nes es una reflexion, un deslizamiento o una reflexion con giro.

Por Ultimo, analicemos el caso cuando tenemos cuatro reflexiones.

El producto de cuatro reflexiones. Supongamos que la isometria a = o1, o1, 011,011,
para algunos planos Iy, Iy, 115 y Tl

Observemos primero que si II; = II;,; para todo i € {1,2, 3}, tenemos la ¢.
St II; = I3y para algin i € {1,2,3}, entonces o, om,,, = ¢, por lo que «
se puede escribir como el producto de cero o dos reflexiones y por el punto iii)

es una rotacion o una traslacién. Por lo tanto, supongamos que IT; # II;.1 para
ie€{1,2,3}

Antes de abordar el andlisis correspondiente, mencionaremos un lema que nos
serd de utilidad.

Lema 1.11. Si « es una isometria escrita como el producto de dos o cuatro
reflexiones, entonces «v puede ser escrita como el producto de dos medios giros.

Prueba. Supongamos primero que o = oy, oy, para algunos planos Iy y IIy,
entonces ya sea que ITy ||TIy o II; NIy # @, sea II un plano ortogonal a
ambos planos. Entonces o« = (oqp,01m1)(omom,) es el producto de dos medios
giros. Esto implica que cualquier rotacidn y cualquier traslacion se puede es-
cribir como el producto de dos medios giros.

Ahora supongamos que v = oy, 01,011,011, para algunos planos IIy, Iy, Il
y I, Si 11y, Iy y I3 o (IIy, II3 y II4) son paralelos o se intersecan en una
linea, entonces sabemos que oy, o, 011, (respectivamente oy, o, 011,) €5 una
reflexién. Por lo tanto, o puede ser escrita como el producto de dos reflexiones
y entonces puede ser escrita como el producto de dos medios giros. En el caso
que se tuviera el producto de dos traslaciones tenemos una traslacién y por los
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argumentos anteriores tenemos lo que quertamos probar.

Por otro lado, supongamos que Iy || Iy o (IT3 || I14), pero Iy N 113 # 0. Sea
[ = I, N II3, notemos que hay una infinidad de planos II, y IIj tales que
| =1I,N1I5 y om,0m, = om0y, de estos Gnicamente Iy es tal que IT; || T
y existe a lo méds un IT§ tal que ITf || I14. Por lo tanto, existen planos 115 y IIf
tales que om,om, = om,omy, Il N 1T # 0y I, NIy # (. De esta forma,
podemos concluir que « se puede expresar como el producto de dos rotaciones.

Veamos primero qué sucede si las rotaciones son respecto al mismo eje o res-
pecto a ejes paralelos. Si las rotaciones comparten el eje, supongamos que
I, NIl NII3 N II, =1 es el eje comun de las rotaciones. Consideramos la
rotacién o o, = o, om, sobre [ de forma que II; = Il3 y de ahi obte-
nemos que o = oy, 0,010, = om0y, el producto de dos reflexiones y
por lo tanto la podemos escribir como el producto de dos medios giros. Ahora,
st los ejes de las rotaciones son paralelos, supongamos que II; N1l = m y
II3 NIy = n. Como m||n existe IT un plano tal que m Un C II. Consi-
deremos la rotacion oyory, = om,om, por los planos I y ITy sobre la linea
n y la rotacidn o, 0n = o1, 011, por los planos II; y IIs sobre la linea m.
De aqut tenemos que v = o, oy Lo cual es el producto de dos reflexiones y
concluimos nuevamente que la podemos escribir como el producto de dos medios
gtros.

Por lo anterior, basta analizar el caso del producto de dos rotaciones cu-
yos ejes se intersecan o sus ejes son oblicuos de interseccién vacla. Sea
o = om,om,om,omn, el producto de dos rotaciones y nuevamente, sean
m =1I; NIly y n =1I3 N1l los ejes de dichas rotaciones.

Como podemos rotar los planos I13 y II, sobre el eje n (conservando su dngulo),
podemos suponer sin pérdida de generalidad que TI3 Nm # (), que los planos
II, y II3 son ortogonales y que p = Il N II3 es una recta (Figura 1.30).
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Figura 1.30: Dos rotaciones por ejes no paralelos con interseccién vacta junto con la
vista de los planos que las conforman.

Consideremos la rotacion oy or = o, 0. a través de la recta p de forma tal
2 3
2 3
que IT) sea ortogonal a II;. Tengamos presente que IIf y II5 son ortogonales.

De lo anterior se sigue que o = o1, 011,011,011, = 011, 011, 011, 011, = O, 011, O, O,

(Figura 1.31).

Figura 1.31: Adecuacién de dos planos sobre la recta p.

St denotamos por {@Q} = p N'm, tenemos que @ € II; NI} y por lo tanto
I, NTI; # (. Sea la recta ¢ = Iy N 1I5, como los planos IT§ y Iy son
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ortogonales a II,, entonces ¢ es ortogonal a II),. Consideremos la rotacion
7 "
om0 = om0, a través de la recta g hasta que T3 sea ortogonal a I,
3

"
De esta forma II} y II; son ortogonales a II, (ya que ¢ lo es). Por lo que,
a = o1, 011,011,011, = 011 Oy 011,011, = (Un'lang)(Ung om, ), el producto de

dos medios giros (Figura 1.32 incisos I), Il) y ).

Figura 1.32: Adecuaciones consecuentes de los planos para obtener dos medios giros
(morado y verde).

0

Ahora estamos preparados para establecer qué tipo de isometr{a corresponde a
a.

v1) Sea o = o, o, 0,01, = (o, 0m, ) (0,01, ) = p1p2.
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v.1.1) Supongamos que p; y p2 son rotaciones sobre el mismo eje.

Tal como se abordd en la prueba del Lema 1.11, tenemos que « es
el producto de dos reflexiones, que en este caso se intersecan en la
recta [, la cual es su eje de rotacion. Es decir, tenemos una rotacion
(Figura 1.33 incisos 1) y II)).

)

-

Figura 1.33: Adecuacion consecutivas de dos de los planos para obtener una rotacidn.

v.1.2) Supongamos que py, y p2 son rotaciones cuyos ejes se intersecan en
un punto.
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Figura 1.34: Dos rotaciones que se intersecan en un punto, vistas con los planos de
reflexién que las conforman.

Sea IT; NIy = m, I3 NI, = ny mNn = {O}. Consideramos
la rotacién oy oy, = om,om,, sobre m de forma que n C 11 y la
rotacion oy oy, = om,o,, sobre n tal que m C IIy, as 1Ty = 1T,
(Figura 1.35 incisos 1) y II)).

Por lo tanto, & = o, o, o, 01, = oM, 0my, €S una rotacion cuyo
eje contiene a O.

1) -

Figura 1.35: Proceso de adecuacion por pares de planos para expresar el producto de
dos rotaciones que se intersecan en un punto como una sola rotacion cuyo eje es la
recta p = IIj, N 1T},
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v.1.3) Supongamos que p; y p2 son rotaciones cuyos ejes son paralelos.

11y 0

I, (]

Figura 1.36: Dos rotaciones por ejes paralelos junto con la vista de los planos que las
conforman.

Nuevamente como se abordd en la demostracion del Lema 1.11, te-
nemos que « es el producto de dos reflexiones, por lo que es una
rotacion (Figura 1.37 incisos ) y Il)) o una traslacién (Figura 1.38
incisos 1) y 1)).

W,=1,=1Id

Figura 1.37: Dos rotaciones por ejes paralelos dan una rotacion.
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Wy=1,=Id

Figura 1.38: Dos rotaciones por ejes paralelos dan una traslacion.

v.1.4) Supongamos que p; y po son rotaciones cuyos ejes son rectas obli-

cuas con interseccion vacia.

En vista del Lema 1.11 sélo mostraremos que el producto de dos me-
dios giros por rectas oblicuas con interseccién vacta es un tornillo.
Tenemos que av = oy, 011,011,011, = PmPrn, donde m y n son rectas
oblicuas de interseccidn vacla tales que Iy NIy = m y lI3NII, = n
y los planos II; y I son ortogonales y los planos I3 y IT4 son or-
togonales. También podemos suponer sin pérdida de generalidad que
el plano II; es paralelo a la recta n y el plano Il es paralelo a
la recta m. Entonces, como II; LII,, TI3 111, y II; || I14, los pla-
nos IIy y II3 son cada uno ortogonales a los planos II; y Il4. Asi,
& = 011,011,0113011; = OM1,011, 0113011, = OTI,0113011, 0114, UN torni-
llo, ya que los planos II; y II4 son paralelos y la recta [ = I, N1I3
es ortogonal tanto a II; como a Il4.

v2) Sea a = oy, 01,011,011, = T172, el producto de dos traslaciones. En-

tonces v es una traslacion. El andlisis es andlogo a los casos iv.3.1) y v.1.3).

v.3) Sea a = oy, om,0mn,0m, = p171, el producto de una rotacién y una

traslacion. Sea II; N II, = m.

v.3.1) St m es paralela a los planos que forman a 7.
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v32)

v3.3)

Consideremos la rotacion oy oy = om1,0m,, sobre m de forma que
IT, sea paralelo a II3. Por lo tanto, tenemos una rotacion.

St m C I3 o m C Iy (pero no en ambos).

Consideremos la rotacion oy oy, = om,0m,, sobre m de forma que

f, = 1. Por lo tanto, tenemos una rotacion. En el caso que m C 11,
consideramos la rotacién o, om, = om,om, tal que IT; = Ty De
esta forma

Q = 011,011,0711,011, = 011, 011,011,011, = 0711, (011,011,011,

- (71‘[’10'1'[,

donde (por el caso iv.1)), IT es un plano paralelo a II3 y II4, por lo
que IIf NIT # (. Por lo tanto «v es una rotacion.

Como m N II3 # 0, entonces I, N I3 # O por lo que podemos

rotarlos por la recta de interseccion de tal forma que v es el producto
de dos rotaciones y estamos en el caso v.1).

v4) Sea a = oy, om,0n,0n, = Tip1, el producto de una traslacién y una
rotacion. EL andlisis es andlogo al caso v.3).

Notemos que el andlisis anterior abarca todas las posibilidades cuando o es producto
de cuatro reflexiones. Por lo tanto y a manera de resumen del andlisis hecho en
consecuencia del Corolario 1.4, tenemos que si « es el producto de:

a) Una sola reflexion, v es una reflexion.

b) Dos reflexiones, « es la identidad o una traslacion o una rotacion.

c) Tres reflexiones, « es una reflexién o un deslizamiento o una reflexién con giro.

d) Cuatro reflexiones, « es la identidad o una rotacidn o una traslacion o un tornillo.

Por estos argumentos concluimos con el siguiente teorema,
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Teorema 1.12. Una isometria o de E? puede ser sélo una de las siguientes opciones:

Reflexion.
Traslacion.
Rotacion.
Deslizamiento.
Tornillo.

Reflexién con giro.

Con base en lo expuesto anteriormente, tenemos también la siquiente observacion que
nos serd de gran utilidad en el estudio de las isometras.

Sea « una isometria de E3, entonces:

a) «a deja por lo menos cuatro puntos, no coplanares, fijos si y sélo st a = .

b) a deja al menos tres puntos, no colineales, fijos st y solo si &« =1 0 o = oy
una reflexién.

) a deja al menos dos puntos fijos si y sélo st @ = ¢ 0 a = oy es una reflexion
0 oo = prp €s una rotacion.

d) « tiene exactamente un punto fijo si y sélo si v es una reflexion con giro.

e) « no tiene puntos fijos, entonces:

i) a es una traslacion. Deja invariante a todo plano (y recta) paralelo al
vector direccidn.

i) o es un deslizamiento. Deja invariante al plano de reflexidn.

ii) a es un tornillo. Deja invariante al eje de rotacion.

Para concluir esta seccién y con argumentos similares a los que se abordaron en este
apartado, para analizar distintos productos de reflexiones, obtenemos los siguientes
resultados. De iqual forma, el lector interesado puede consultar la obra [14] donde
encontrard material complementario para convencernos de lo que aqul enunciamos:

, , identidad
traslacion traslacion ,
., ., traslacion
) El producto de < rotacion por ¢ rotacidn es -
. . rotacton
tornillo tornillo

tornillo
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traslacion reflexion reflexion
Il) EL producto de < rotacién  por < deslizamiento es ¢ deslizamiento
tornillo reflexidn con giro reflexidn con giro
L, -, identidad
reflexidn reflexidn traslacion
R o l
lIl) ELl producto de < deslizamienton  por < deslizamiento €S 3 Lotacidn
4 . i . l.
reflexidn con giro reflexidn con giro .
tornillo

De las relaciones anteriores, diremos que una isometria en el espacio es directa o
que preserva la orientacion si esta puedes ser escrita como el producto de cero, dos
o cuatro reflexiones; y diremos que es opuesta o que invierte la orientacién si esta
puede ser escrita como producto de una o tres reflexiones. Asi andlogamente a como
se hizo en el plano y como consecuencia de la observacidon anterior de orientacidn
tenemos las siguientes proposiciones.

a) Cualquier isometria del espacio que preserve la orientacién es la identidad, una
rotacion, una traslacion o un tornillo.

b) Cualquier isometria del espacio que invierte la orientacion es una reflexion, un
deslizamiento o una reflexién con giro.

c) El producto de dos isometrias que preservan la orientacidn es una isometria que
preserva la orientacidn. La inversa de una isometria que preserva la orientacion
es también una isometria que preserva la orientacion.

d) El producto de dos isometrias que invierten la orientacién es una isometria que
preserva la orientacion. La inversa de una isometria que invierte la orientacion
es también una isometria que invierte la orientacién.

e) ELl producto de una isometria que invierte la orientacidn y una que preserva la
orientacidn es una isometria que invierte la orientacion.




Capitulo 2

Grupos de simetrias de conjuntos finitos

En este capitulo abordamos el estudio de simetrias de conjuntos finitos en el plano y
en el espacio, ya que estos seran el pilar para el andlisis posterior de los poligonos
(geométricamente) hereditarios en los espacios E? y E®. Recordemos que si .S C E"
entonces, una simetria de S es una isometria a de E™ tal que a(S) = S. Denotaremos
por G(S) el grupo de todas las simetrias de S.

Algo importante de notar es que, st .S es un conjunto finito de E™ tal que Afin(S) = E"
se tiene entonces que el grupo de simetrias G(S) es finito y con ello todos sus
subgrupos.

2.1. En el espacio E? (el plano ordinario)

En el capitulo 1 analizamos las isometrias de [E2: en esta seccidn centraremos nuestra
atencion en las simetrias de un conjunto finito del plano. Inicialmente veremos los
grupos finitos de isometrias de este espacio y concluiremos con el Teorema de Leo-
nardo, el cual nos da la clasificacion de estos grupos del plano. Cabe sedalar que las
traslaciones y los deslizamientos tienen orden infinito, por lo que los grupos finitos de
isometr{as en IE? constan dnicamente de reflexiones y rotaciones.

Antes de ver una prueba del Teorema de Leonardo, necesitaremos algunos resultados
que presentamos a continuacion. Recordemos también, que la Proposicion 1.2 nos
asequra la existencia de, al menos, un punto fijo en un grupo finito de isometrias de
E".

49
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Lema 2.1. Sea G un subgrupo finito de Iso(E?) y R < G tal que consta de las
rotaciones con centro en O, un punto de E?. Entonces, si R. tiene n elementos, existe
una rotacion pg 2= = p de dngulo de rotacion 2% y centro O, tal que

Mds ain, si n > 1, para cualquier recta | que pase por O y cualquier punto P ¢ I,
existe B € (p), tal que | cruza el segmento PB(P), esto es, P y S(P) se encuentran
en distintos semiplanos determinados por .

Prueba. Sea |R| = n y notemos que st R # {¢}, tenemos que O es el tnico punto fijo
por cada elemento de R. Ademds, notemos que si {3, 3’} C R, entonces 55’ € R.
Sean P € E?, P # O y {B1,Bs,...,8n} los elementos de R y consideremos el
conjunto {P; € E*| P, = 3;(P) con 1 < i < n } de las imdgenes de P bajo los ele-
mentos de R. Afirmamos que P; # P; siempre que i # j.

Supongamos que P, = P; para algin i # j. Entonces, existen {f;,5;} € R,
(Bi # B;) tales que B;(P) = P,y p;(P) = Pj. Sea o = ﬁj_lﬁi, es claro que
acRy

a(P) = B;7'8;(P) = ;1 (P) = B;(P) = P,

es decir, «(P) = P. Entonces, como « es rotacién con dos puntos fijos, tenemos que
a = ¢, lo que contradice nuestra suposicién de que 3; y 3, son distintos. Por lo tanto,
P, # P;.

Como todos estos puntos son las imdgenes de P bajo las rotaciones con centro en
O, existe un circulo con centro en O (y radio d(O, P)), tal que {Py, P, ..., P,}
estdn en él. Podemos suponer que los P; estdn ordenados en sentido levdgiro. Afirma-
mos que el dngulo entre pares de puntos sucesivos de este conjunto es siempre el mismo.

Supongamos lo contrario. Entonces, existe i tal que £ P,OP;1; < £P;10P; 5 (con-

sideramos los subindices mddulo n). Sea {5,5'} C R tales que P, = B(P) y
P;y1 = B'(P). De esto tenemos que,

(8'87Y) (P) = 8" (B74(P)) = B'(P) = Pa.

Por lo que B’87' es una rotacion con éngulo £LP,OP; ;. Pero como
AP,OP;1 < APi;10P;y5 entonces (8/571) (P11) es un punto P; entre Piyq
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y P;yo lo que contradice nuestra suposicidn en el orden de los vértices. Por lo
tanto, {Py, P, ..., P,} son las imdgenes de P bajo las rotaciones con dngulos
% para k € {0,1,...,n —1}. Por lo tanto, sea p = ('87!, de esta forma
R=(p)={up 0% ...0" '}

Para la siguiente afirmacion del lema notemos que si no hubieran imdgenes de P en
el otro semiplano determinado por I entonces, habria un arco de circunferencia con
centro en O (pues O € [) de mds de 7 radianes de abertura sin imdgenes de P.
Sin embargo, en el apartado anterior de esta demostracion, probamos que esto no es
posible, pues dos imdgenes consecutivas estdn separadas por un arco con angulo 27“

centrado en O.
O

Lema 22. Sean G un subgrupo finito de Iso(E?), {O;,0,} C E? y
{0,0'} C (0,2m) tales que {po, .0, po,e} C G. Entonces Oy = Os.

Prueba. Sea G un subgrupo finito de Iso(FE?), por hipdtesis existe {p1, ..., px} el
conjunto de todas las rotaciones en G' el cual es finito. Sean O; y 6; el centro y el dn-
gulo de rotacion de p;, respectivamente. Notemos que existe n; € N tal que p;" tiene
angulo menor o igual a 7. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 6; € (0,7)
para una 7 y sea a € R tal que 5 < af; <.

i ; { unto, tque. ,
St todos los centros O; son el mismo punto, el lema se sique. De otro manera
podemos ordenar los centros de rotacion de forma que O; y O, sean tales que

d(0;,0;) < d(Oy,Os) para todo {7,5} C {1,...,k}.

Sea r € N tal que si pp, 92_(02)£P, entonces £0,0; P > Z. Notemos que 7 existe
siempre que Oy # O,. Consideremos av = pp, 4. P0,.0' Po 5, Por un lado, vemos
que « es una rotacion, pues de lo contrario sera una traslacién y G no serta finito; y
por otro lado, tiene un punto fijo ya que,

OK(P) = prol,& p0279/ p(_):,ez (P) = prolﬂi p02,9,<02> = prol,ei (O2> = P

Por lo tanto aw = pj, para alguna [ € {1,...,k}, lo que implica que P = O,. Sin
embargo, d(O;, O2) > d(Oq, O2) por la eleccién del angulo, esto contradice el hecho
de que d(O;,0;) < d(Oq,03) para todo {3,j} € {1,...,k}, lo que implica que
todos los centros O; son el mismo punto y en particular O; = Oa.

O
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Antes de pasar al teorema mds importante de esta seccién retomaremos al grupo diédri-
co y enunciaremos algunas propiedades que son necesarias para el resultado posterior.

Recordemos que se llama grupo diédrico de orden 2n, (D,,) al grupo de simetrias de
un poligono regular de n lados.

Figura 2.1: Simetrias del tridngulo equildtero.

Veamos a continuacion cuales son los elementos que forman un grupo diédrico, a partir
de un poligono regular P de n lados. Sea p la rotacion de dngulo 2% alrededor del
centro de P y sea o la reflexion con respecto a la recta que pasa por el centro del
mismo y por uno cualquiera de sus vértices. Entonces, observemos que

n—1 n—1

L7p7p27"‘7p 7U7p07p207“‘7p U?

son todas las simetrias de P.

Numerando los vértices con los n primeros numeros naturales, la rotacién p viene
determinada por las ecuaciones

p(i) = i+ 1 paratodo 1 <i<mn,
p(n) = L

St elegimos o como la reflexién con respecto a la recta que pasa por el centro y por
el vértice 1, entonces

o(l) = 1,
o(1) = n—i+2 paratodo1<i<n.

Veamos que po es también una reflexidn con respecto a una recta. En efecto,
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po(l) = 2,
po(2) = 1,
po(i) = n—i+3 paratodo3<i<n,

son las ecuaciones de la reflexion con respecto a la recta que pasa por el centro y por
el punto medio del lado que determinan los vértices 1 y 2.

Anélogamente, puede mostrarse que el resto de los productos de la forma pFo son
reflexiones con respecto a rectas como se eligieron anteriormente. Estas, junto con o,
son las n reflexiones con respecto a rectas de simetria de P.

Ademds tengamos en mente el siguiente teorema que caracteriza a los grupos diédri-
cos como los grupos generados por dos involuciones (para una demostracidn de este
resultado se puede consultar [4] o [34)).

Teorema 2.3. Salvo isomorfismo, existe un tnico grupo D generado por dos involuciones
01 Y 09 tales que su producto oy09 tiene orden n. Mds atn,

a) D es finito y |D| = 2n.

b) Si p = o109 entonces el grupo ciclico R = {p) generado por p es un subgrupo
normal de D de indice 2.

¢) Cualquier elemento en D\ R es una involucidn.

Con base en los resultados y conceptos hasta aqui mencionados estamos preparados
para demostrar el teorema mas importante de esta seccidn, el cual se conoce como el
teorema de Leonardo da Vinci.

Teorema 2.4 (Leonardo da Vinci). Cualquier subgrupo finito de Iso(IE?) es isomorfo a
un ciclico (C, con ¢ € N\ {0}) o un diédrico (D, con ¢ € N\ {0,1}).

Prueba. Sea G' < Iso(IE?) finito. Como primera observacion tenemos que G' no puede
contener traslaciones o deslizamientos. Ademas, por el Lema 2.2, todas las rotaciones
en G tienen el mismo centro, digamos O. Sea R el subgrupo de rotaciones de G. El
Lema 2.1 afirma que R = (p), donde p es una rotacion de orden finito, digamos n.
Por lo tanto R = C),.
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St G no contiene reflexiones entonces G' = (p) y es un grupo ciclico. Supongamos
que G contiene reflexiones. Sea o; una reflexion de G.

Afirmamos que O € [. Consideremos la siguiente isometria,

Y =0y po.

Notemos que 1) preserva la orientacién pues es la composicién de cuatro reflexiones,
por lo que es una rotacién o una traslacion. Sin embargo, en G' no hay traslaciones,
por lo tanto, ¥ es una rotacién y por el Lema 2.2 tiene centro en O. De esto tenemos
que ¥(O) = O; esto implica que o;(1»(0)) = 0;(O) y también

p(01(0)) = a1 (0).
Esto quiere decir que o;(O) es un punto fijo de p pero el tnico punto fijo de una

rotacion es su centro, por lo tanto, 0;(O) = O y en consecuencia O € .

Probemos ahora que hay exactamente n reflexiones en G y que los ejes de reflexidn

estdn igualmente espaciados (es decir, dos de los eje de reflexion consecutivos estan
1 2

separados por un dngulo de =%).

Primero notemos que para toda j € {0,1,...,n — 1}, el producto

-1 —
Po, 0 01 Py Ghen = O
’ n

donde [; = po,M(l)' De esta forma tenemos n reflexiones en G. Veamos que no
hay alguna otra. Snupongamos que existe una reflexidn o, entonces existe un j tal que
el dngulo £LI;r es menor que 27” y tenemos que el producto 0;,0, es una rotacion de
angulo menor que 27” lo que contradice el hecho de que el subgrupo de rotaciones de
G sea R. Por lo tanto, G es un grupo diédrico y se sique el teorema.

U

2.2.  En el espacio E? (el espacio ordinario)

En esta seccidn centraremos nuestra atencion en las simetr{as de un conjunto finito del
espacio [E3, para ello, describiremos los grupos finitos de isometrias en este espacio.
Antes, veamos algunos conceptos que nos serdn Utiles para el teorema principal de
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esta seccidn. Para un andlisis complementario de los resultados que expondremos aqui,
vistos desde distintas dpticas, el lector interesado puede consultar las obras [2], [5],
[35] y [59] en donde encontrara amplias referencias y distintas pruebas a las que aqui
exponemos.

Vimos anteriormente que las Unicas isometrias que dejan al menos un punto fijo son la
identidad, las reflexiones, las rotaciones y las reflexiones con giro. De hecho, para po-
der estudiar los grupos finitos de isometrias en el espacio, nuestro estudio se centrard
inicialmente en los grupos G que sélo constan de rotaciones cuyos ejes se intersecan
en un punto. Como veremos estos grupos son de gran importancia para la clasificacién
de los grupos finitos de isometrias en el espacio E?.

Para iniciar con este estudio, consideremos un grupo G de isometrias. De él podemos
considerar a G < G, el subgrupo de G que contiene todas las isometrias directas.
Como se mencioné en la Seccién 1.4 el producto de dos isometrias opuestas es una
isometria directa y el producto de una isometrla directa con una opuesta es una
isometria opuesta, de aqui tenemos que el indice de G* en G es a lo més 2. Ademds,
st G es finito, entonces G es un grupo que consta Unicamente de rotaciones cuyos
ejes concurren. Esto es por los siguientes motivos: como es un grupo finito de isometrias
por la Proposicion 1.2 existe un punto fijo, por lo que las rotaciones deben compartir el
eje de rotacién (y el punto fijo debe estar contenido en esta recta) o ser concurrentes
(en dicho punto), de lo contrario nuestro grupo tendria traslaciones lo que generaria
un grupo infinito. Notemos que la inversion central oo es una isometria que invierte
la orientacién y conmuta con toda isometria que fije O. Esto es clave para mostrar que
s6lo hay tres posibles relaciones entre el grupo G y el subgrupo G™.

Teorema 2.5. Sea G un subgrupo finito de isometrias de Iso(E?) las cuales dejan
un punto fijo O y sea oo la inversion central por el punto O. Si GT es el grupo
de isometrias directas en G entonces, se tiene exactamente una de las siquientes tres
posibilidades:

a G=G*
b) G =G UooGt
o) GGt yoo ¢G.

Mads adn, en el tercer caso,

G =H|G =Gt U{ooh | he H\ G}
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donde H = Gt U oopG™ es un grupo de rotaciones y para cualquier p € G\ G™.

Prueba. Observemos que G satisface el primer caso si y sélo st no contiene iso-
metrias que invierten la orientacién. Si G contiene isometrias que no invierten la
orientacion entonces tenemos el seqgundo o tercer caso dependiendo si oo pertenezca
a G o no. Estos tres casos son exclusivos. St oo € G, entonces [G : GT] = 2y
oo ¢ G*, por lo que G = G UopG™. Notemos que, st G # GT y oo ¢ G,
entonces para cualquier p € G \ G, p invierte la orientacién y por lo tanto opp
es una isometria directa, por lo que H = G U gopG™ es un grupo de isometrias
directas. Ademds como [G : G| = 2, entonces G = G UpG™. Veamos entonces que

pG+ = {ooh | h e H\ G*).

St pg € pGt, entonces pg = ool(oopg) y como g € GT, tenemos a
oopg € H\ G = aopG™. Por lo tanto, pg € {ooh | h € H\ G*}.

Por otra parte, st oph € {ooh | h € H\ G*}, como h € H\ GT = oppGT,
entonces existe g € G tal que h = oppg, de esto oph = oo(oopg) = pg € pGT.

En vista de lo anterior concluimos que pGt = {oph | h € H\ G*} y por lo tanto,
G=GtUpGt =Gt U{oph|he H\G}.

O

Por este resultado descrito, si deseamos encontrar todos los grupos finitos de isome-
trias solo necesitamos encontrar todos los grupos finitos de isometrias directas y ver las
posibles formas de extenderlos, acorde al teorema anterior. Para comenzar con nuestra
bisqueda tengamos presente la siguiente definicion. Sea G' un grupo de isometrias
directas, las cuales dejan fijo un punto O (por lo tanto, todos los elementos de G son
rotaciones cuyos ejes concurren en O). Sea S una esfera centrada en O, diremos que
un punto P € S es un polo si y sélo si alguna rotacion de G, distinta de la identidad,
deja fijo a P.

Las isometrias de G permutan los polos en una esfera dada y ast el conjunto de
polos en esa esfera se divide en una o més drbitas. Por ejemplo, el grupo de simetrias
(directas) de un cubo conduce a tres dérbitas de polos: la de los ejes a través de los
centros de las caras opuestas, la de los vértices opuestos y la de los puntos medios
de los lados opuestos. Por su parte, el grupo de simetrias de una pirdmide (con una
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base reqular pero excluyendo un tetraedro reqular), conduce a dos drbitas de polos,
cada una de las cuales contiene sélo uno de los dos puntos en extremos opuestos del
eje de rotacion. Esta division en sélo dos o tres drbitas es t{pica, como se mostrard a
continuacion.

Lema 2.6. Sea G un grupo no trivial, finito de isometrias directas en E? las cuales
dejan el punto O fijo. Si S es una esfera centrada en O, entonces el nimero de drbitas
de polos en S es 2 6 3.

Prueba. Sea {Pi, ..., Py} un subconjunto de polos en S, uno para cada érbita de
polos de S. Mostraremos que k = 2 0 3. Sea s; = |Stabg(F;)|, es decir, el nimero de
isometrias en G que dejan fijo el polo F;. Por definicidn de polo, s; > 2 esto es porque,
por lo menos, la identidad y la rotacidn que contiene al polo P; son isometrias que lo
dejan fijo. Sea r; = |O(F;)| el nimero de polos en la i-ésima érbita y sea n = |G/
Por el teorema drbita-estabilizador' tenemos que s;r; = n para toda i € {1,...,k}.

Como s; es el nimero de isometrias en G que dejan fijo el polo P; parai € {1,...,k},
y hay r; polos en O(F;), tenemos que 7;(s; — 1) es el nimero (contando repeticiones)
de isometrias no triviales en G que dejan al menos un polo fijo en O(F;). St tomamos
la suma de este nimero por cada orbita, obtenemos que

k
Y ri(si—1) =) (n—r),
i=1 i=1
es el nimero total de elementos no triviales de G que dejan por lo menos un polo fijo,
nuevamente contando cada isometria una vez por cada polo que deja fijo. Notemos que
cada elemento no trivial de GG es una rotacion la cual deja exactamente dos polos fijos
en S, por lo que

k

20n—1) =) (n—mr). (2.1)

i=1
Dividamos ambos lados de la ecuacidn (2.1) por n y usando nuevamente el hecho de

que n = s;1;, tenemos
k
2 1
2—- = = <1——). (22)
n =) S5

Teorema orbita-estabilizador: Sea X un conjunto, G’ un grupo finito. Sea = € X y consideremos
O(z) la drbita de x en G y Stabg(x) el estabilizador de = en G, entonces |G| = |Staba(z)| |O(x)].
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Como cada s; > 2, también tenemos que § < 1— < < 1, coni € {1,...,k}.
Consideremos la suma sobre las & drbitas y utilicemos la ecuacion (2.2) para obtener
k 2
—<2--—<k (2.3)
2 n

—_—

Ademas, puesto que G es no trivial tenemos que n > 2, asl

2
1<2-2<2 (2.4)
n

Las desigualdades (2.3) y (2.4) son compatibles si y sélo si k = 2 o 3. Para ver esto,
es claro que k # 1. Ahora, si k > 4, entonces g > 2 lo que contradice (2.3), ast k = 2
0 k = 3. También es claro que (2.3) se cumple si & = 2 (para cualquier n > 2) y
por Ultimo st k = 3 entonces, tenemos que % < 2—% < 3, la cual se satisface sin > 4.

O
En vista del lema inmediato anterior tenemos los siguientes resultados.

Lema 2.7. Sea G un grupo de orden n (n > 1), el cual consta sdlo de isometrias
directas que dejan a una esfera S invariante. Si hay exactamente dos drbitas de polos
en S, entonces G es un grupo ciclico y es generado por una rotacién con dngulo 27”

Prueba. Sean P;, s; y r; con i € {1,2} como en el lema anterior. Entonces la ecuacidn
(2.1) se simplifica @ 2 = 7 + ro. Como 71 y 75 son enteros positivos, cada una de
las dos drbitas contiene solamente un polo. Notemos que estos dos polos (distintos)
pertenecen a un didmetro de S y por lo tanto, G consta sélo de rotaciones cuyo eje
es este didmetro. Sea IT un plano perpendicular al eje de rotacién. Entonces G|y es
un grupo finito de rotaciones en el plano y G = Gy, ast la afirmacién se sigue del
Teorema 2.4.

O

Antes de proceder con el siguiente lema que nos dird qué grupos tienen tres drbitas

en polos, haremos una pequefa exposicidn de las simetrias de los sdlidos platdnicos,

ya que estas apareceran en el resultado de dicho lema’.

“Para un andlisis algebraico de las simetrias directas de estos objetos se puede consultar, por
ejemplo, el texto [55]
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Otro punto importante de notar para nuestro trabajo, consiste en observar que las si-
metras de un poliedro y su dual son las mismas (para ver una prueba generalizada de
esta afirmacién ver [9]), de esta forma basta analizar las simetrias del octaedro para
comprender las del cubo (o viceversa) y las del icosaedro para comprender las del
dodecaedro (o viceversa).

Tetraedro:
= Simetrias directas.

) La identidad.
ll) Las rotaciones de %” y %’T alrededor de los cuatro ejes definidos por
el centro de una cara y el vértice opuesto a ésta, lo que nos arroja 8

rotaciones (Figura 2.2 inciso a)).

1) Las medios giros, cuyo eje pasa por los puntos medios de aristas opuestas,
nos da 3 rotaciones mas (Figura 2.2 inciso b)).
Total: 12 simetrias directas.

Al grupo generado por estas simetrias lo denotaremos por: T.

Figura 2.2: Rotaciones en el tetraedro.

= Simetrias opuestas

) Las 6 reflexiones por planos que contienen una arista y el punto medio de
la arista opuesta a la arista contenida (Figura 2.3).
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Figura 2.3: Reflexidn en el tetraedro.

1) Las reflexiones con giro de dngulo % y 2, donde el eje de rotacién contiene
los puntos medios de aristas opuestas junto con el plano perpendicular a
este eje y pasa por el centro del tetraedro, nos arrojan 6 simetrias mas
(Figura 2.4).

Total: 12 simetrias opuestas.

Figura 2.4: Reflexion con giro en el tetraedro.

Octaedro (Cubo):

= Simetrias directas (O)
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[) La identidad.
l) Las rotaciones de 7 alrededor de los seis ejes definidos por los puntos
medios de aristas opuestas, obtenemos 6 rotaciones (Figura 2.5 inciso a)).

Il) Las rotaciones de 3, 7y 37” alrededor de los tres ejes definidos por los

vértices opuestos. De aqui obtenemos 9 rotaciones (Figura 2.5 inciso b)).

IV) Las rotaciones de %’r y %’T alrededor de los cuatro ejes definidos por los

centros de caras opuestas, nos arroja 8 rotaciones (Figura 2.5 inciso c)).
Total: 24 simetrias directas.

Al grupo generado por estas simetrias lo denotaremos por: O.

l’

Figura 2.5: Rotaciones en el octaedro.

= Simetrias opuestas

Son el producto de cada simetria directa con la inversion central, cuyo centro
es el centro del octaedro.

[) La inversidn central, cuyo centro es el centro del octaedro.

Il) Las 3 reflexiones por planos que contienen pares de aristas opuestas
(Figura 2.6 inciso a)).

lll) Las 6 reflexiones por planos que contienen los pares de vértices opuestos
y los puntos medios de dos aristas opuestas (Figura 2.6 inciso b)).
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b)

Figura 2.6: Reflexiones en el octaedro.

IV) Las 8 reflexiones con giro alrededor de los cuatro ejes definidos por los
centros de caras opuestas cuyo dnqgulo es % y %’T con el plano perpendi-
cular a este eje por el centro del octaedro (Figura 2.7 inciso a)).

V) Las 6 reflexiones con giro cuyo eje de rotacién contiene vértices opuestos
y dngulos de giro 2 y 3% con el plano perpendicular a este eje de rotacion
y que pasa por el centro del octaedro (Figura 2.7 inciso b)).

Total: 24 simetrias opuestas.

a)

Wl

Figura 2.7: Reflexiones con giro en el octaedro.

Con las descripciones mencionadas de las simetrias directas del Tetraedro y del Oc-
taedro podemos observar qué T < 0. Una forma de convencernos de esto, es que es
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posible circunscribir un tetraedro en el octaedro que cumple con que toda simetria de
ese tetraedro es una simetria del octaedro (Figura 2.8).

28

Figura 2.8: Tetraedro circunscrito en el octaedro.

Icosaedro (Dodecaedro):

= Simetrias directas (/)

[) La identidad.

I) Las rotaciones de anqulo 2?” y %’T alrededor de los diez ejes definidos por
los centros de caras opuestas, nos arroja 20 rotaciones (Figura 2.9 inciso
a)).

[ll) Las rotaciones de dnqulo 2{ %’T, %”, %’T por los ejes definidos por los
vértices opuestos del icosaedro (6 pares de vértices). De aqui obtenemos
24 rotaciones (Figura 2.9 inciso b)).

IV) Las rotaciones de angulo 7 alrededor de los quince ejes definidos por los
puntos medios de las aristas opuestas, obtenemos 15 rotaciones (Figura 2.9
inciso ¢)).

Total: 60 simetrias directas.

Al grupo generado por estas simetrias lo denotaremos por: I.

Figura 2.9: Rotaciones del icosaedro.
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= Simetr{as opuestas

Son el producto de cada simetria directa con la inversidn central, cuyo centro
es el centro del icosaedro.

) La inversidn central cuyo centro es el centro del dodecaedro.

Il) Las 15 reflexiones por planos que contienen los pares de aristas opuestas
(Figura 2.10).

Figura 2.10: Una reflexién en el icosaedro.

lll) Las 24 reflexiones con giro alrededor de los seis ejes definidos por los

vértices opuestos del icosaedro y dngulo Z, 37 %” y %’T con el plano

505
perpendicular a este eje por el centro del icosaedro (Figura 2.11 inciso a)).

IV) Las 20 reflexiones con giro alrededor de los diez ejes definidos por los
centros de caras opuestas y dngulo % y %’T con el plano perpendicular a

este eje por el centro del icosaedro (Figura 2.11 inciso b)).

Total: 60 simetrias opuestas.
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Figura 2.11: Reflexiones con giro en el icosaedro.

Ahora, estamos en posicion de ver el siguiente lema, el cual nos brindard elementos
necesarios para comprender mejor a los grupos finitos de simetrias en el espacio.

Lema 2.8. Sea G un grupo de orden n (n > 1), el cual consta sélo de isometrias
directas que dejan a una esfera S invariante. Si hay exactamente tres drbitas de polos
en S, entonces G' es isomorfo a uno de los siguientes grupos:

a) El grupo diédrico D,, generado por dos medios giros cuyos ejes se intersecan
en un dngulo de %, g € N'\ {0,1},

b) El grupo T.
¢) El grupo O.
d) El grupo |.

Prueba. Sean P, s; yr; coni € {1,2,3} como en la prueba del Lema 2.6, recordemos
que s; = |Stabg(P;)|, es decir, el nimero de isometrias en G que dejan fijo el polo
P, yr; =1]0(F)| el ntimero de polos en la drbita de P;. Por la definicién de polo,
s; > 2; esto es porque, por lo menos, la identidad y la rotacién que contiene al polo
P; son isometrias que lo dejan fijo.

Por otro lado, consideremos H; = Stabg(P;) con i € {1,2,3}. Entonces
H; < Iso(E?) y contiene Unicamente rotaciones que dejan invariante a la esfera
S. Analicemos los elementos de H; en S. Notemos que P; es uno de esos polos ya que
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todos los elementos de H; lo fijan. Ademds, st p € H;\ {¢}, entonces p es una rotacién
cuyo eje contiene a P; y el centro de S. Por lo tanto, p fija al punto diametralmente
opuesto de P; en S. También vemos que p Unicamente fija los puntos en su eje, por
lo que los Unicos elementos no triviales de H; en S son P; y su antlpoda, es decir,
son los polos de H;. Dado que H; fija a P, fija a su antlpoda. Por lo tanto, hay
exactamente dos drbitas de polos bajo la accién de H;. De esta forma, por el Lema
2.7, como H; < G es finito, tenemos que H; es un grupo ciclico.

Lo anterior implica que todos los Stabg(F;) son grupos ciclicos y son generados por
rotaciones de orden s;, con i € {1,2,3}.

Supongamos sin perdida de generalidad que s; < s < s3; entonces las ecuaciones
(2.1) y (2.2) de la prueba del Lema 2.6 se reducen a:

r1+7‘2+7‘3:n+2,
1 1 1 2
— 4+ —+—=1+=.
S1 S9 S3 n

Ademds 2 < 51 < 59 < s34 s;1; = n. Veamos cuales serlan las soluciones enteras
de este sistema:

[) St sy = 2 = s, entonces %—i— % + é =1+ % es decir, i = % lo que implica
que m es par y esta determinado por el valor de s3, por lo que s3 € N\ {0, 1},
digamos s3 = ¢ y por lo tanto n = 2¢. Por la ecuacién s;,r; = n, tenemos
entonces r1 =¢q, 1o =q y rg = 2.

) Si sy =2, 89 =3 = s3 entonces = ++ +1 =141 esdecirrd =2 lo
1 2 3 2 7373 6 6 n
que implica que n = 12. Por la ecuacién s;r; = n, tenemos entonces r; = 6,
o = 4 yrs = 4.
) Sis; =2 59 =3ys3=4 entonces L+ +1=14+2L esdecir £ =2 lo
3 2 T3 Ty 12 12 n

que implica que n = 24. Por la ecuacién s;r; = n, tenemos entonces r; = 12,
ro =8y rs = 6.
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V) Sts; =2, 80=3ys3=5, entonces%jt%—l—%:ljti es decir, & = 2, o

30" "30  n
que implica que n = 60. Por la ecuacién s;r; = n, tenemos entonces r; = 30,
7"2:2097"3:12.

V) Si31:2,52:395326,entonces1+%:%+%+i§%+%+%:1,

es dedir, % <0, lo que es una contradiccion.

Vi) S'L51:2,522495324,ent0nces1+%:%+é+8—1§%+%+%:1
es dedir, % < 0, una contradiccion.
- 2 1, 1,1 ~1,1,1_
VII) Stsl23,322393323,ent0nce51+n—81—|—52+83§3—|—3+3—1

es decir, % < 0, nuevamente una contradiccion.

Por lo tanto, las Unicas soluciones enteras para las ecuaciones anteriores las podemos
resumir en el siguiente cuadro:

S1 S9 S3 ™ T2 T3 n
Caso1 | 2 | 2 | q | q | q| 2 |2q
Caso2 | 2|3 | 3|61 4] 4]12
Caso3 | 2 |3 |4 |12| 8| 6 |24
Caso4 | 2| 3|5 [30]20]12]60

Cuadro 2.1: Casos posibles de andlisis para la situacion de tres drbitas de polos.

Caso 1.

Recordemos que el subgrupo Stabg(Ps) es un grupo ciclico de orden ¢. Sea p su
generador. Recordemos que s; = |Stabg(P;)| y como s; = so = 2, entonces los
estabilizadores de P, y P, consisten Unicamente de un medio giro. En otras palabras,
todas las rotaciones en G, menos en Stabg(Ps), son medios giros. Sea p,, uno de los
medios giros que no estan en Stabg(Ps), entonces pp,p & Stabg(Ps). Esto implica
que, pmp = ppn es un medio giro. Ademas, podemos notar que p,,, y p generan G pues
(G : Stabg(Ps)] = 2 (ya que r3 = 2) y como p = p,p, €s una rotacion con dngulo

27“, tenemos que los ejes de p,, Yy p, se intersecan en un angulo

™

7 Y estos generan

a G. Por lo tanto, G = D, = (pm, pn) (Figura 2.12).
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Figura 2.12: Orbitas de polos en el Caso 1.

Caso 2.

Sea {1 = P», Q2,Q3,Q4} el conjunto de los cuatro polos en la sequnda drbita. Las
rotaciones en GG permutan estos cuatro puntos transitivamente. Como sy = 3, entonces
Stabg(Ps) = (p), donde p es una rotacion de orden 3 cuyo eje contiene a Pp = Q1.
Ademéds, p € G permuta a los elementos de {Q1, @2, @3, Qs}. St p(Q;) = Q;
para ¢ # 1, como p es una rotacion que fija @ los mds dos polos, tendriamos que
p(Q;) = Q, con {5, k} C {2,3,4} y (i # j,i # k,j # k), es decir, p intercambia
a los otros dos puntos de O(Pz). Pero p tiene orden 3, por lo que no puede intercambiar
a Qj con Qg, ya que st sucediera, Q; = p*(Q;) = p*(Qr) = p(Q;) = Qr, una
contradiccion. Por lo que p no fija a @; si @ # 1. Por lo tanto, los puntos @2, @3 y Q4
forman un tridngulo equildtero y tenemos que G es transitivo en los segmentos Q1 Q);.
Dado que los puntos (1, 2, @3 y (4 estdn en la misma drbita de G, podemos
usar los mismos argumentos para ver que los tridngulos AQ1Q3Qs, AQ1Q2Q4 y
AQ1Q:2Q3 son equildteros. Entonces, los @; son los vértices de un tetraedro reqular.
Como G permuta los elementos de O(P,) = {Q1 = P, Q2,Q3,Q4}, entonces G es
un subgrupo del grupo de rotaciones del tetraedro. Sin embargo, el grupo de rotaciones
del tetraedro tiene 12 elementos al igual que G, por lo que G’ es el grupo de rotaciones
del tetraedro (Figura 2.13).
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Figura 2.13: Orbitas de polos en el Caso 2.

Caso 3.

Consideremos los seis polos en la tercer drbita y a p € G tal que Stabg(Ps) = (p).
Como |{p)| = 4, tenemos que si @) es un punto en la drbita de P; tal que p(Q) # Q
(el cual existe dado que p fija exactamente dos puntos por ser una rotacién), entonces
{Q, p(Q), P*(Q), p*(Q)} son puntos distintos y estdn en la misma drbita de Pz bajo
G. Es decir, p debe dejar fijo dos de esos polos y permutar los cuatro restantes en
esta orbita ciclicamente. Esto sucede para las otros dos posibles ejes cuyas rotaciones
son conjugadas de p, ast que los doce segmentos que unen polos en distintos ejes
todos tienen la misma longitud y los seis polos son los vértices de un octaedro reqular.
Como G permuta los elementos de O(Ps), entonces G es un subgrupo del grupo
de rotaciones del octaedro. Sin embargo, el grupo de rotaciones del octaedro tiene

24 elementos al igual que G, por lo que G es el grupo de rotaciones del octaedro
(Figura 2.14).

Figura 2.14: Orbita de polos en el Caso 3.




/0 Grupos de simetr{as de conjuntos finitos

Caso 4.

Consideremos los 12 polos en la tercer drbita que estan en ejes de rotacion de orden
5. Elegimos una rotacion p € G de orden 5 tal que P5 es un polo de p. St P es otro
polo de O(Ps), como |{p)| = 5, por el teorema Orbita-estabilizador y el teorema de
Lagrange’, tenemos que la drbita de P bajo (p) debe tener 1 0 5 elementos. Dado que
|O(Ps)| = 12, p(P3) = P5 y p sélo puede tener a lo més dos polos fijos, tenemos
que ambos polos de p estdn en O(P3) y ademds los otros 10 puntos se dividen en dos
p-orbitas de 5 puntos cada una. Sea @@ € O(P3) uno de estos 10 puntos. Tenemos que
Stabg(Q) = Stabg(Ps) = C5 y esta generado por una rotacién p’. St hacemos un
andlisis similar a p’ como se hizo para p, vemos que los 10 puntos de las dos p-drbitas
no pueden ser coplanares. Ast, cada polo de orden 5 debe tener cinco vecinos cercanos,
cinco vecinos lejanos y su antipoda. Puesto que los 12 polos estdn en una orbita, la
distancia de un polo a sus 5 vecinos cercanos es invariante y por lo tanto los 12 polos
son los vértices de un icosaedro reqular. EL grupo GG deja este conjunto de 12 polos
globalmente invariante y por lo tanto, es un subgrupo del grupo de simetrias directas
de un icosaedro (Figura 2.15).

Figura 2.15: Orbita de polos en el Caso 4.

Tomando en cuenta estos Ultimos resultados, obtenemos el siguiente corolario.

Teorema de Lagrange: Si G es un grupo finito entonces, el orden de cualquier subgrupo divide el
orden del grupo.
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Corolario 2.9. Sea G un grupo finito de isometrias directas en B3, entonces G es
isomorfo a alguno de los siguientes grupos:

» C, con ¢ € N\ {0}, generado por una rotacién p con dngulo 27”. Es decir,
Cq = (p).

» D, conq € N\ {0,1}, generado por dos medios giros py, y pn cuyos ejes se
intersecan en dngulo 7. Es decir, Dy = (pp, pp)-

» Elgrupo T de simetrias directas del tetraedro reqular, generado por una rotacion
p de orden 3 y un medio giro py,. Es decir, T2 (p, pm) y |T| = 12.

= El grupo O de simetrias directas del octaedro reqular, generado por una rotacion
p de orden 4 y un medio giro p,,. Es decir, O = {(p, p,,) y |0O| = 24.

» El grupo | de simetrias directas del icosaedro regular, generado por una rotacion
p de orden 5 y una rotacidn p’ de orden 3. Es decir, | = (p, p’) y || = 60.

Notemos que ninguno de los grupos en la lista anterior son isomorfos. Como conse-
cuencia inmediata de este resultado y el Lema 2.5, podemos ver que cualquier grupo
finito de isometrias que contiene una inversién central oo, es semejante a exactamente
alguno de los siguientes grupos:
» C,Uo00C, ¢ € N\ {0}, generado por una rotacién p con angulo %’r y la
tnversién central op. Es decir, C, UooC, = (p, 00).

» D,UopD, q € N\{0,1}, generado por dos medios giros p,, y p, cuyos ejes

s

se intersecan en dnqulo 7 la inversion central. Es decir,
Dy UooDy = {pm, pn, 00).

» TU ool generado por una rotacion p de orden 3, un medio giro p,, y la
inversion central. Es decir, TU oo T = (p, pm, 00)-

= OU 0p0, generado por una rotacién p de orden 4, un medio giro p,, y la
tnversion central. Es decir, O = (p, pm, 00).

= /U ool generado por una rotacién p de orden 5, una rotacién p’ de orden 3 y
la inversion central. Es decir, IU ool = {p, p/, 00).
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Los ultimos dos grupos son el grupo completo de simetrias del octaedro y el icosaedro
reqular, respectivamente. Ningun grupo que contiene una inversion central es semejante
a un grupo sin una inversion central, por lo que grupos de las listas anteriores no pueden
ser isomorfos. Sin embargo, algunos grupos de la lista los podemos reconocer:

) C,Uo0C, = Cyy, q € N\ 2N, generado por la rotacién p con dngulo 27” y la
inversion central op. Sin embargo, como C, U 0oC,, = C; x C5 y q es impar
entonces, C, x Cy = Cy, = (pop).

it) CoUopCs = Do, es el grupo generado por un medio giro y la inversién central.
Los elementos de este grupo son {¢, o, pm, 0o}, donde o es una reflexion.

i) D,UopD, = Dy, q € N\ (2N U {1}), generado por la rotacién p y la inver-
sion central op. Es decir, DyUop D, = Dy, = (p',0) con ¢ € N\ (2N U {1}),
donde p' = poo y Dy = (p,0).

Por dltimo, los otros posibles grupos finitos de isometrias deben contener isometrias
que invierten la orientacién pero no contiene la inversién central. Nuevamente por el
Lema 25, los unicos candidatos para tales grupos surgen de parejas, G* y H, de
grupos de isometrias directas en los que G es un subgrupo de indice 2 en H. Si
examinamos nuestra lista de grupos finitos de isometr{as directas, encontramos que las
unicas parejas son:

n (Cy|C,, tal que st p es la rotacién que genera a Cy, y 0o es la inversidn
central, tenemos que Cy,|C, = (p?, poo).

» D,|C,, tal que st py, y py, son los dos medios giros que generan a D, y 0o
es la inversion central, entonces D,]|Cy = (pmpn, Pm00)-

» Dy,|D,, tal que st py, y py, son los dos medios giros que generan a D, y 0o
es la inversién central, Daog| Dy = {pm, (pmpn)?, Prnoo).

= O] T, generado por la rotacion p de orden 3, el medio giro p,, y pl,00,
donde p! es el medio giro y oo es la inversion central. De esta forma,
O]T = (p, pm, Pryo0). Recordemos que T < O. También podemos apreciar
que este grupo es isomorfo al grupo completo de simetrias del tetraedro regular.
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De estd ultima lista los Unicos grupos que podemos reconocer como isomorfos son
Dy, |Cay y Doy]D,, esto ya que Caoy = (poo).

Por el Teorema 2.5, el Corolario 2.9 y la discusidn anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.10 (Hessel). Cualquier subgrupo finito de Iso(IE®) es isomorfo a uno de
los siguientes grupos:

» C, con g € N\ {0}.

= D, conqeN\{0,1}.

m El grupo T.

» £l grupo O.

= El grupo |.

» C,Uo0C, con g € N\ {0}.
» D,UooD, conqe N\ {0,1}.
s TUopT.

s OU0p0.

s |Uopl

n Oy]C,

= D,|C,.

= D,,|D,

= OJT.

Para concluir esta seccidn presentamos un poliedro para cada grupo finito G' que nos
proporciond el Teorema 2.10 y tal que G es o bien el grupo de simetrias directas,
o bien el grupo completo de simetrias de la figura. Para esto, serd necesario definir
algunos tipos especiales de poliedros que necesitaremos para este objetivo.
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Definicion 2.1. Un q-prisma es un poliedro que comprende una base que es un g-dgono
regular, una sequnda base (superior) que es una copia trasladada ortogonalmente de
la primera (sin rotacidn) cuya altura no es igual a la longitud de cualquiera de los
lados del q-dgono y q caras que unen los lados correspondientes de las dos bases, con
q € N\ {0,1,2} (Figura 2.16 inciso a)).

Definicion 2.2. Una q-piramide es un poliedro formado al unir un q-dgono reqular a
un punto fuera del plano que contiene al poligono y directamente encima del centroide
de este. Consideraremos que la altura no es igual a la longitud de uno de los lados
del q-dgono, con g € N\ {0, 1,2} (Figura 2.16 inciso b)). Cuando ¢ = 3 omitimos el
caso del tetraedro reqular.

a) b)

\
Beeeiorin ol o aio ot e

Figura 2.16: a) Un 5-prisma. b) Una 5-pirdmide.

Valores de ¢ Poliedro | Grupo directo de simetrias | Grupo completo de simetrias
q € N\ {0,1,2} | g-pirdmide Cy D,|C,
q € 2N\ {0, 2} g-prisma D, D,UooD,

g e N\ (2NU{1}) | g¢-prisma D, D,y D,
Tetraedro T orT

Cubo 0 OUop0

Octaedro 0 0OUop0

Dodecaedro I 1U ool

[cosaedro I 1U ool

Cuadro 2.2: Grupo de simetrias de poliedros irrequlares, pirdmides, prismas y los sdlidos
platénicos.

Definicion 2.3. Un g-antiprisma es un poliedro que comprende una base que es un
q-dgono reqular, una sequnda base (superior) que es una copia trasladada ortogonal-
mente de la primera y girada un dngulo de 7 radianes, con ¢ € N\ {0, 1,2}, cuya
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altura no es igual a la longitud de cualquiera de los lados del q-dgono, y 2q caras

triangulares que unen los lados con los vértices correspondientes de las dos bases
(Figura 2.17).

a) b)

Figura 2.17: Un 3-antiprisma. Vista en proyeccién ortogonal a su base (inciso a)) y
una vista en perspectiva (inciso b)).

Definicion 2.4. A un g-prisma tal que se le da una orientacion levégira o dextrogira
y se “cortan” los vértices de los q-dgonos, con ¢ € N\ {0, 1,2}, lo denominamos un
q-prisma truncado o q-prisma rasurado. Ademds pedimos la condicion de que el objeto
resultante no sea invariante bajo las reflexiones sobre planos que contienen al eje de
rotacién (Figura 2.18).

a) b)

| ST R
P e m A

i
'
1

r

1
1
‘

T

Figura 2.18: Un 6-prisma rasurado. Vista en proyeccion ortogonal a su base (inciso a))
y una vista en perspectiva (inciso b)).

Definicion 2.5. Consideremos un q-prisma formado por dos 2q-dgonos, con
q € N\ {0,1,2}. £l g-prisma que se obtiene de “cortar” alternadamente los vértices
de la base inferior y superior lo denominamos un 2q-prisma alternado. Ademds pe-
dimos la condicidn de que el objeto resultante no sea invariante bajo las reflexiones
sobre planos que contienen al eje de rotacién (Figura 2.19).
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Figura 2.19: Un 4-prisma alternado. Vista en proyeccién ortogonal a su base (inciso
a)) y en dos vistas en perspectiva (incisos b) y c)).

Valores de ¢ Poliedro Grupo completo de simetrias
g€ N\ (2NU{1}) | 2¢g-prisma alternado C,UooCy
q € 2N\ {0} 2¢-prisma alternado Cy]C,
q € 2N\ {0} g-prisma rasurado CyUooCy
g€ N\ (2NU{1l}) | g-prisma rasurado CyC,,
ge N\ (2NU{1}) g-antiprisma D,UooD,
q € 2N\ {0} g-antiprisma D,,|D,
Cubo modificado TUooT

Cuadro 2.3: Grupo de simetr{as de prismas modificados y el cubo modificado.

Para comprender mejor al sélido cuyo grupo completo de simetrias es T UaoT, primero
observemos que T < O y ooT < O, ast que podriamos modificar un cubo para
obtener un sélido con este grupo de simetrias. Una forma de hacer esto es la siguiente:
consideremos un cubo e inscribamos rectdngulos (no cuadrados) en cada una de sus cara
de tal forma que rectdnqulos en caras adyacentes tienen un cuarto de giro (Figura 2.20
inciso a)), y luego eliminamos las porciones del cubo fuera de los planos que unen
lados paralelos de rectdngulos adyacentes. Para simplificar el dibujo de este sélido,
también podemos eliminar aquellas porciones del cubo fuera de los planos que unen los
tres vértices mds cercanos de los tres rectdngulos alrededor de cada vértice del cubo.
Asi{, el sdlido que obtenemos lo denominamos cubo modificado (Figura 2.20 inciso b))
y podemos notar que tiene medios giros, rotaciones de orden 3, pero no hay rotaciones
de orden 4 ni 5 en su grupo de simetrias. Entonces, en vista del Lema 2.8 el grupo
de simetrias directas de este sélido es T. Como la inversién central por el centro del
sélido también es una simetr{a, por el Teorema 2.5 su grupo completo de simetrias es
TU UoT.
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Figura 2.20: Construccion del cubo modificado a partir del cubo. La imagen del inciso
b) corresponde al denominado cubo modificado.
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Capitulo 3

Politopos abstractos: un breve estudio a
los politopos hereditarios y
geometricamente hereditarios

No es una tarea fdcil rastrear precisamente la historia de la idea de politopo abstrac-
to regular. St bien es claro que el concepto tiene sus raices en la teorfa cldsica, y
notablemente en el trabajo de Coxeter [9], més recientemente se han dado desarrollos
paralelos que han influido en la teora de los politopos reqgulares abstractos.

Desde el punto de vista de la geometri{a discreta, parece que la reqularidad combina-
toria se estudid por primera vez en McMullen [38] en el contexto de politopos convexos
combinatoriamente reqgulares. En su generalidad, la nocién de un politopo abstracto
regular se anticipd en gran medida en el articulo de Grinbaum [20] sobre estructuras
a las que llamé “polistromas” requlares. Luego, en 1977, Danzer y Schulte introdu-
jeron el concepto mas restrictivo, basado en el trabajo de Griinbaum, de un complejo
de incidencia reqular [13]; aunque las definiciones adoptadas fueron anticipadas por
McMullen (en un contexto geométrico) en [38]. Entre estos complejos de incidencia
requlares, los politopos requlares abstractos, o los politopos de incidencia regulares
como se llamaron en primer lugar, son particularmente cercanos a los politopos tradi-
cionales, y forman una clase especial de estructuras de tipo politopo con un atractivo
geométrico y topoldgico distintivo. Schulte en los articulos [49], [50] y [51] dio inicio a
un estudio mds sistemdtico de estos objetos.

El capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la Seccidn 3.1, exponemos los
conceptos de: politopo abstracto, reqularidad, drbita e introducimos el medial de un

/9
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politopo. EL estudio de los politopos hereditarios son el tema de la Seccién 3.2, donde
discutimos algunas de sus propiedades restringiéndonos al estudio de politopos de
dimension 3 (poliedros). Por dltimo, en la Seccién 3.3, tratamos brevemente el tema de
realizaciones de un politopo y concluimos con la definicion de politopo geométricamente
hereditario, ast como algunos ejemplos de esto.

3.1.  Politopos abstractos

En este apartado daremos un breve recorrido a través de los conceptos de politopo
abstracto, poligono abstracto y poliedro abstracto para después abordarlos desde la
perspectiva geométrica. Aqul presentamos la notacién basica y los conceptos de la
teorla de los politopos abstractos cémo se exponen en el libro [41]. Nuestra nota-
cion generalmente se modelard segln la teorla tradicional y proporcionard un marco
conveniente para estudiar estructuras combinatorias regulares que se asemejan a los
politopos regulares cldsicos. Sin embargo, adoptamos la letra o como representante
de las reflexiones (generadores distinguidos) en lugar de la letra p que es la mas
usual dentro de la literatura al respecto. Esto con el fin de mantener coherencia con el
desarrollo del texto, ya que se ha trabajado con la letra o para denotar las reflexiones
y p para las rotaciones.

En la definicion de politopo (abstracto) en principio pediremos que este sea un conjunto
parcialmente ordenado (COPQ') P acompafiado de una funcién de rango estrictamente
mondtona la cual tiene por imagen el conjunto {—1,...,n} y que satisface 4 propie-
dades que daremos después de algunas definiciones previas que nos seran de utilidad.

Para —1 <7 < n los elementos de P de rango ¢ los llamaremos ¢-caras. Asi, cuando
nos referimos a una j-cara ésta serd denotada por una letra latina maytscula, con
un subindice que indica el rango (por ejemplo F;). En particular, las caras de rango
0,1 yn —1 las llamremos vértices, aristas y facetas del politopo, respectivamente.
Cuando existen en P una cara menor ( 1) y una cara mayor (F},) las denominaremos
caras impropias de P. Denotaremos por F;(P) al conjunto de todas las i-caras para
i € {—1,...,n} o st no hay lugar a confusién por &F;. Dos caras F' y G de P
decimos que son incidentes si F' < G o G < F. Una cadena de P es un subconjunto
totalmente ordenado de P, es decir, en el que cualquiera dos elementos son incidentes.
Una cadena tiene longitud ¢ (i > 1) si esta contiene exactamente ¢ caras. Las cadenas

"Por conveniencia denotaremos por “<" al orden parcial.
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maximales se denominan banderas de P. Denotaremos al conjunto de banderas de P
por F (P). Diremos que dos banderas son adyacentes si ellas difieren dnicamente en
una cara.

Si €2 es una cadena de P, llamamos al conjunto de rangos de sus elementos el tipo de
(2. Al tratar con cadenas, y especificamente con banderas, aceptaremos las siguientes
convenciones. St escribimos una cadena €2 en la forma Q = {F, G, H, ...}, entonces
las caras en €2 aparecen en su orden natural; es decir, F' < G < H < ---. Ademas,
en la notacion Q = {F;,, Fi,, ..., F;_}, los (ndices especificaran los rangos de las
caras; es decir, rango (Fj,) = iy para k € {1,...,m}. De forma similar, escribi-
remos el tipo de €2 como {1, da, ..., 4}, y se dard por hecho que iy < ig < -+ < ip,.

Las propiedades que necesitamos que P cumpla para ser un politopo abstracto son las
stquientes:

P1. P tiene una cara minima F_y y una cara mdxima F,.

P2: Cada bandera de P tiene longitud n + 2, incluyendo las caras F_q y F,.

P3: P es fuertemente conexo por banderas, esto es, para cada {®, ¥V} C F(P)

existe una sucesidn finita de banderas ® = &y, ®y,..., P, = U tales que
O, y D; son adyacentes para i € {1,....k} y NV C &; para cada
ie€{0,...,k}.

P4 Para cada j € {0,...,n—1}, si F;_; < Gj41, existen exactamente dos
caras {H, H'} C F;(P) tales que F;_y < H < Gj11 y F;_1 < H < Gj41.
Esta propiedad se denomina la condicién diamante o propiedad diamante.

Con la informacion anterior estamos preparados para la siguiente

Definicion 3.1. Un politopo (abstracto) de rango m o un n-politopo es un conjunto
parcialmente ordenado (COPO) P acompaiado de una funcion de rango estrictamente

mondtona, la cual tiene rango {—1,...,n} y que satistace las propiedades P1, P2,
P3y P4

Ejemplo 3.1. A continuacion listamos ejemplos de politopos abstractos.

l) Sea P = {0,{a},{b},{c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}, con la contencidn
como orden parcial y la funcion de rango r : P — {—1,0, 1,2} definida de la
siguiente forma:
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-1 siF=40
0 si Fe{{a},{b},{c}}
1

si F e {{a,b},{b,c},{c,a}}
2 si F={a,b,c}

Un ejemplo de una bandera es ® = {0, {a},{a,b},{a,b,c}}. Asi podemos
notar que éste conjunto (P, C) cumple las propiedades P1, P2, P3 y P4. Por lo
que, P es un politopo abstracto. Pensamos a este 2-politopo como un tridngulo
con Vvértices a, b y c.

ll) Las latices de caras de los sdlidos platénicos son 3-politopos abstractos. Es de-
cir, el politopo abstracto es la estructura de incidencia que inducen sus vértices,
aristas y caras con la contencidn. Posteriormente en el desarrollo de este texto,
no distinguiremos entre el objeto geométrico y la estructura de incidencia. Por

lo que, podemos pensar a los sdlidos platdnicos como 3-politopos abstractos
(Figura 3.1)

: 4
> LA A )
\

-1 0

Figura 3.1: La latiz de caras del tetraedro.

Ill) Las latices de caras del digono (Figura 3.2 inciso a)) y el hemicubo (Figura 3.2
inciso b)).
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a) Digono. b) Hemicubo.

Figura 3.2: Ejemplos de objetos geométricos cuyas latices de caras son politopos.

Ejemplo 3.2. A continuacién listamos ejemplos de estructuras que no son politopos
abstractos.

a) Sea A = {0,{a},{b},{c},{d},{a,b},{c,d},{a,b,c}}, con la contencidn
como orden parcial y funcion de rango andloga a la definida en el Ejemplo 3.1
inciso a). Este conjunto no cumple ninguna de las propiedades P1, P2, P3 y P4.

b) ‘)

00

Su latiz de caras no cumple P2. latiz de caras no cumple P4.

d)

Su latiz de caras no cumple P3.

Figura 3.3: Los incisos (b) , c) y d)) muestran ejemplos de objetos geométricos cuyas
latices de caras no son politopos.
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Convenientemente omitiremos las caras impropias de las banderas; por ejemplo, pode-
mos escribirlas de la forma {Fy, ..., F,,_1}. Ademds, para una bandera ® € F(P)
denotamos por (®); su i-cara. De esta forma también denotaremos a las banderas

como @ = {(P)o, (P)1,..., (D)1}

Dadas dos caras F' y G de P con F' < @, llamaremos

G/F={H|He? F<H<G}

una seccion de P. St F' es un vértice, la seccién F),/F' se denomina figura de vértice
de P en F. Como ejemplo de esto en la Figura 3.4 tenemos la latiz de caras de una
figura de vértice del tetraedro como se expuso en la Figura 3.1.

Rango

Y

0

Figura 3.4: Con base en la Figura 3.1, tenemos la latiz de caras de una figura de
vértice del tetraedro en el COPO.

Por la propiedad P4, si n > 1, para cada i € {0,...,n—1} y cada bandera ® de P
existe una Unica bandera adyacente diferente de ® en la 7-ésima cara. A dicha bandera
la llamaremos la i-adyacente y la denotaremos por ®°. Recursivamente definimos para
k > 2, @iizeic = (§itizeie-1)ik siempre que {i1,1a,...,4} € {0,...,n— 1}
Por otro lado, diremos que dos i-caras G y G’ de P son adyacentes si existe @ € F(P)
tal que (®); = G y (®%); = G'. Ejemplo de esto en el tetraedro lo podemos apreciar
en la Figura 35.
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a) b) /A

Figura 3.5: Banderas adyacentes a @ en el tetraedro, (vista geométrica (a) y vista en
el COPO (b)).

Ademas podemos notar los siguientes hechos sobre banderas adyacentes, dada
®cF(P)y0<i<k<n-—1, entonces

a) &4 = P;

b) ®*F = &% para k > i+ 2.
Para la parte a), sea F' una (¢ — 1)-cara de P y H una (i + 1)-cara de P que es
incidente a F'. Entonces por P4 existen exactamente dos i-caras, G y G’, que son
incidentes tanto a F' como a H. Sea ® una bandera que contiene F' < G < H, de
aqui que ®° debe contener F' < G’ < H. Puesto que G y G’ son las Unicas i-caras

incidentes tanto a F' como a H, la bandera i-adyacente de ®’ debe contener a G.

Sin embargo, la Unica bandera que contiene a G y la j-cara de ®* con j # i es ®.
Por lo que ®*% = ®.

Para la parte b), supongamos que 7 < k. Consideremos

(I) = {F_l, ceey E_l, Fi, E+1, ceey Fk:—la Fk, Fk+1, ey Fn}
una bandera de P (donde podemos permitimos que ¢+ 1 = k — 1). Por P4 existe otra
unica i-cara G, tal que F;_1 < G < Fj;1 y de manera analoga existe otra Unica
k-cara, H, tal que Fy_y < H < Fjq. Entonces por un lado
q)k; = {F—la"'>F’i—1aF1i>F’i+1a"'7Fk—17HaFk+17"'aFn}
<I>kyi = (q)k)z = {F—la s >F’i—1a G7 F’H—la s 7Fk—1>Ha Fk+17 R Fn}a (31)
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y por otro lado

¢i:{F—lv'"7F12'—17G7F’i+17'"7Fk‘—17Fk‘7Fk:+17"'7Fn}
q)i,k = (q)z)k = {F—17"'7E—17G7E+17'"7Fk—17H7Fk+17"'7Fn}- (32)

As{, de 3.1 y 3.2 tenemos que ®H* = PF+i,

En el estudio de los politopos abstractos, existe una representacion gréfica de los mis-
mos (en st de los Conjuntos Parcialmente Ordenados en general) denominada diagramas
de Hasse. En esta representacidn, las caras de P del mismo rango son dispuestas por
vértices en el mismo nivel del diagrama (grafica), caras de menor o mayor rango se
disponen en renglones inferiores o superiores, respectivamente y dos vértices estan
unidos por un segmento si y solo si las caras correspondientes de P son tales que
F <G oG < F ysus rangos difieren sélo en 1. Ast, un politopo de rango —1 consta
de una sola cara F_; = F,, es decir, un solo punto, junto con el orden trivial. Un
politopo de rango O tiene Unicamente dos caras (las caras impropias) F_; y Fyy = F,.
En el caso de un 1-politopo hay exactamente dos vértices, cada uno de ellos adyacente
a las caras impropias F_; y F} = F},. Los diagramas de Hasse de estos politopos
estdn ilustrados en la siguiente Figura 3.6.

F_lz@

Figura 3.6: Diagramas de Hasse para los politopos de rango —1, 0 y 1.

Tenemos nombres especiales para politopos de rango pequefo; llamamos a los
2-politopos poligonos, y a los 3-politopos poliedros. Ademds, por las propiedades
antes descritas podemos notar que en un poligono en cada vértice inciden exactamente
dos aristas y en cada arista inciden exactamente dos vértices. En cuanto a los poliedros,
tenemos que en cada arista inciden exactamente dos vértices y exactamente dos caras.
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Ademds también, cuando el poligono es finito y tiene p vértices (y por lo tanto también
p aristas), se le denomina un p-agono, en el caso cuando el poligono es infinito se
le nombra aperigono cuando estan todos sus vértices y aristas sobre una misma recta
0 zigzag cuando no. Cuando el poligono en el espacio es infinito y es tal que sus
vértices pueden verse limitados en la superficie de un cilindro (no todos colineales) se
les llama hélice.

Ejemplo 3.3. A continuacion listamos ejemplos de objetos geométricos que inducen
poligonos abstractos.

I) Los poligonos convexos y estrellados inducen poligonos abstractos si se iden-
tifica cada uno con el orden parcial determinado por los vértices y aristas del
poligonos, ordenado por la contencion (Figura 3.7 inciso a)).

Il) Un poligono que no esta contenido en un plano se les conoce como alabeados.
Por ejemplo, consideremos un tetraedro y elijamos un camino cerrado por aristas
de la siguiente forma: tomemos exactamente dos aristas en cada cara pero
cualquier tercera debe pertenecer a una cara diferente. De esta forma, obtenemos
un poligono alabeado (Figura 3.7 inciso b)).

Ill) ELl aperigono, un poligono zigzag y un poligono hélice inducen 2-politopos in-
finitos (Figura 3.7 inciso c) y d)).

Qﬁ/\/\/\/\/\

a) Pentdgono y pentagrama. ¢) Zigzaqg.

b) Poligono alabeado. d) Hélice.

Figura 3.7: Ejemplos de poligonos en el plano y espacio euclidianos.
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Para convenceremos de la afirmacién que en todo poligono el nimero de vértices es
el mismo que el de aristas, mencionaremos la siguiente definicion que nos sera de
utilidad para ello. Sea un n-politopo P y 0 < k < n — 1. El k-esqueleto de P,
Skex(P), es el COPO de todas las caras propias de P de rango a lo mds k (junto con
el orden parcial inducido). Al Ske; (P) se le llama la grdfica-aristas de P, esto porque
es la grdfica determinada por los vértices y aristas de P y en virtud de P3 y P4 es
una grafica (posiblemente con multi aristas). Consideremos un 2-politopo finito P y
su Skei(P). Nuevamente por P4 tenemos que Ske;(P) es una grdfica 2-reqular, por
lo que tenemos un ciclo (por la conexidad de P). Por lo tanto, si P es un 2-politopo
tenemos que |Fo| = |F1|.

De lo que se mencioné con anterioridad, junto con las propiedades P1, P2, P3 y P4
podemos notar que los diagramas de Hasse de los 2-politopo P son necesariamente
uno de los dos tipos ilustrados a continuacidn, dependiendo de st P es finito o infinito
(Figura 3.8).

Figura 3.8: Diagramas de Hasse para un 2-politopo finito e infinito.

Ejemplo 3.4. A continuacion listamos ejemplos de objetos geométricos que inducen
poliedros abstractos.

a) Los poliedros convexos inducen poliedros abstractos si se identifica cada uno
con el orden parcial determinado por los vértices, aristas y caras del poliedro,
ordenado por la contencion (ver Figura 3.7 para el caso del tetraedro).

b) Las teselaciones del plano inducen poliedros abstractos ordenando los vérti-
ces, aristas y teselas por contencion. Como ejemplo particular, consideremos la
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teselacion arquimediana cuyas teselas son tridngulos equildteros, cuadrados y
hexdgonos requlares, a la cual denotamos por (3.4.6.4) ya que en cada vértice
se encuentran las figuras (tridngulo, cuadrado, hexdgono, cuadrado) (Figura 3.9
inciso a)).

¢) Toda grdfica cubica 3-coloreable propiamente por aristas, es el 1-esqueleto de
un poliedro abstracto considerando como 2-caras las componentes conexas que
resultan al eliminar cualquier clase cromdtica (ver [1)). En la siguiente figura
se muestra una coloracion propia de la grdfica completa K, que induce un
poliedro con tres caras, cada una de las cuales es un cuadrildtero y con tres
caras alrededor de cada vértice (Figura 3.9 inciso b)).

gOgO
S
e Sadate:

a) Teselacién (3.4.6.4). b) Una 3-coloracién propia de Kjy.

Figura 3.9: Ejemplos de objetos geométricos cuyas latices de caras inducen poliedros
abstractos.

Otro punto importante dentro de la teorla de estudio de los politopos, asi como de
las estructuras combinatorias, es saber cuando dos de ellos son “iguales”. Diremos
que dos politopos P y Q son isomorfos st existe una biyeccion f : P — Q tal que,
F < GenPsiysolosi f(F) < f(G) en Q. En este caso escribimos P = Q.
Més adelante (y abusando de la notacién) escribiremos P = Q si los politopos son
isomorfos y congruentes (en el sentido geométrico). Como ejemplos, podemos observar
que la figura de vértice del tetraedro (Figura 3.4) y la latiz de caras de un tridngulo son
2-politopos isomorfos y por otro lado, el poliedro descrito en el inciso c) del Ejemplo
3.4 es isomorfo al hemicubo (Figura 3.2 inciso b)).

En este trabajo son de particular importancia los poliedros regulares, que en otras
palabras, son aquellos que tienen el mayor grado de simetria, para lo cual es importante
introducir el concepto de simetria de manera combinatoria. Para ese fin, presentamos
primero algunas definiciones y resultados.




90 Politopos hereditarios y geométricamente hereditarios

Definicion 3.2. Si P es un n-politopo, un automorfismo de P es un isomorfismo
a P — P.El grupo de automorfismos de P, denotado por T'(P), es el conjunto
[(P) ={a:P — P|aes automorfismo}

dotado de la composicidn como operacidn.

Observemos que para el caso de los poliedros convexos, las simetrias (isometrias del
espacio que preservan al poliedro) se traducen en automorfismos del orden parcial
correspondiente, de modo que los automorfismos son una generalizacién combinatoria
de las simetrias.

Por otro lado, también notemos que I'(P) actta en F(P) por
a({F07"'7Fn—l}) = {a(F0)7"'7a(Fn—1)} para {F()v"-aFn—l} € F(?) y
a € I'(P). A continuacion daremos algunos resultados acerca de esta accidn.

Lema 3.1. Si « es un automorfismo de un politopo P y ® € F(P), entonces

a(®') = (a(2))",

para todo i € {0,...,n—1}.

Prueba. Sea ® := {F_1, Fy, ..., F;_1, F;, Fi41, ..., F,} una bandera de P, entonces

a(®) =A{a(F1),....a(Fi), (F), a(Fia), ... a(F)
Sea F! # F; la i-cara tal que F;_; < F] < Fj44.

Entonces ®' = {F_{, Fy,..., F; 1, F/,Fii1,...,F,} y

a(P) = {a(F.1),...,a(Fi_1),a(F)),a(Fi), ..., alF,)}.

7

De esto tenemos que si a(®) y a(®P*) fueran banderas i-adyacentes entonces, como
comparten todas las caras de rango distinto a 1, a(F;) = «(F!) y de ahi, F; = F!
ya que v es biyeccion.

Por lo tanto, a(®*) = (a(P))"
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Recordemos que toda accién de un grupo G en un conjunto X induce una represen-
tacion de G como permutaciones de X, es decir, un homomorfismo ¢ : G — Sx. St
¢ es inyectivo, la representacién es fiel (también se dice que G actta fielmente en
X); en tal situacion, G es isomorfo a un subgrupo del grupo de permutaciones de X.
Observe que la accion de T'(P) en F(P) es fiel, pues si un automorfismo fija a todas
las banderas, entonces fija a todos los elementos de P y por ser biyeccidn, es la iden-
tidad. Ademas, en virtud del Lema 3.1, cada automorfismo « induce una permutacién
& de banderas que preserva adyacencia, no es dificil probar que esto es de hecho
una equivalencia, es decir, que toda permutacion de banderas que preserve adyacencia
induce un automorfismo.

Lal siguiente proposicién nos da una condicion mds fuerte que fidelidad acerca de la
accién de I'(P) en F(P).

Proposicion 3.2. Si P es un politopo, entonces I'(P) actia libremente en F(P), es
decir, Stabp(py(®) = {¢} para toda ® € F(P), con v el automorfismo identidad.

Prueba. Supongamos que « es un automorfismo de P que fija una bandera ®. Sea ¥
una bandera arbitraria. Por P3, existe una sucesion de banderas
O = Py, Py,..., P, = V¥ tal que ®;_; y ®; son ¢j-adyacentes para cada
j €{1,...,k}; probemos que « fija @ ¥ por induccién sobre k.

St k =1 entonces @ y ¥ son adyacentes y el resultado se sigue del Lema 3.1.

Supongamos el resultado para toda I < k. Por hipdtesis de induccion
a(Pp_1) = Dr_1, luego

() = a(@) ) = (a(®p))™ = o, = .

De la Proposicién 3.2 obtenemos inmediatamente el siguiente resultado:

Corolario 3.3. Si P es un politopo, ® € F(P) y o € I'(P) entonces, v estd determi-
nado por la imagen de ®.

Los resultados anteriores muestran que los automorfismos en politopos, generalizan el
comportamiento de las simetr{as en poliedros convexos y en teselaciones del plano,
donde las banderas pueden ser pensadas como tridngulos determinados por el vértice,
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el punto medio de la arista y el centro de la cara. En el caso de los poliedros conve-
x0s, la accién en las banderas es libre pues si una isometria de E? fija una bandera,
entonces fija 4 puntos no-coplanares (la bandera y el centro del poliedro), de modo
que debe fijar todo punto. Algo similar sucede en las teselaciones del plano, pues si
una isometria de E? fija una bandera, entonces fija 3 puntos no colineales.

En virtud del Corolario 3.3, dadas dos banderas ® y W existe a lo mds un automorfismo
a € I'(P) tal que a(P) = . Intuitivamente, un poliedro es mas simétrico entre mas
automorfismos tiene, lo cual motiva la definicion de politopo regular que usaremos en
este trabajo.

Definicion 3.3. Un politopo P es reqular si T'(P) actia transitivamente en F(P).

La accidn transitiva quiere decir que para cualesquiera dos banderas ® y W, existe
a € I'(P) tal que a(P) = W. En otras palabras, hay una sola 6rbita en banderas
bajo la ccién del grupo I'(P).

Ejemplo 3.5. Ejemplos cldsicos de poliedros requlares abstractos sin argumentar la
reqularidad.

i) Los sdlidos platénicos y los poliedros de Kepler-Poinsot son requlares en el
sentido abstracto. (Para ver una imagen de estos objetos geométricos consultar
la Seccion 5.1).

ii) Las teselaciones del plano cuyas tesalas son dnicamente de cuadrados o de
tridngulos equildteros o de hexdgonos requlares (Figura 3.71).

iit) El hemicubo (Figura 3.2 b)).

Es importante mencionar que en el contexto de los poliedros abstractos no es suficiente
que las caras y las figuras de vértice de un poliedro P sean todas congruentes para
que P sea reqular, como lo podemos observar en el mapa de tipo {4,4} (1) en el
toro, en el que sus caras y figuras de vértice son cuadrados y el poliedro no es reqular
en nuestro sentido. Es posible observar que las banderas ® y ®! de la Figura 3.10

estdn en distan drbitas; para ver una prueba de esta afirmacidn sugerimos consultar
[41, §1D].
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Figura 3.10: Mapa del tipo {4,4}2,1) en el toro.

La transitividad en banderas del grupo de automorfismo de un politopo reqular P impli-
ca inmediatamente la transitividad de T'(P) en las caras de cada rango. En particular,
['(P) actia transitivamente en los vértices y facetas de P. En general, para cualquier
tipo de cadena de P, el grupo I'(?P) actia transitivamente en el conjunto de todas las
cadenas de este tipo. Sin embarqo, la transitividad de cualquier tipo de cadenas de
P, con excepcién de las banderas, no implica la reqularidad de P. Por ejemplo, los
grupos de mapas quirales en superficies acttan transitivamente sobre las cadenas de
cada tipo que no son banderas. Sin embargo, estos mapas no son requlares en nuestro
sentido [41, §6G].

Por los argumentos expuestos en el pdrrafo anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.4. Sea P un n-politopo reqular. Entonces, todas las secciones de P
son politopos requlares y cualesquiera dos secciones que estdn definidas por caras
del mismo rango son isomorfas. En particular, P tiene facetas isomorfas y figuras de
vértice isomorfas.

A continuacidn exponemos algunos resultados concernientes al grupo de automorfismos
de un politopo reqular.

Teorema 3.5. Un politopo P es reqular si y sdlo si para alguna bandera ® y para
todo i € {0,...,n — 1} existe un automorfismo o; de P tal que

Ademds, cada automorfismo o; es una involucion, es decir, 02-2 = .
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Prueba.

=|Supongamos que P es reqular, ® una bandera de P y sea i € {0,...,n — 1}.
Dado que T'(P) actda transitivamente en F(P), existe un automorfismo o; de tal forma
que 0;(®) = ®%. Observemos que o2(®) = 0;(®") = (0y(P))* = @ y en virtud de
la Proposicion 3.2, 02 = ¢,

<«|Ahora supongamos que para alguna bandera ® y para todo i € {0,...,n — 1}
existe un automorfismo o; de P tal que o;(®) = @’ Sea ¥ una bandera de P,
probemos que existe un automorfismo « de tal forma que a(®) = W. Por P3, existe
una sucesion de banderas adyacentes

(I):(I)(],(I)l,...,q)k:\lf.

Procedamos por induccién sobre k. St k =1 entonces ® y ¥ son ¢-adyacentes para
alguna i € {0,...,n — 1} y entonces o;(®) = V. Supongamos cierto el resultado
para toda j < k, entonces, por hipdtesis de induccién existe un automorfismo (3 tal que
B(P) = Pp_y. Seai € {0,...,n—1} de tal forma que ®x_; y ¥ son i-adyacentes.
Tomemos o = Bo; y tenemos

a(®) = Boy(®@) = B(P) = (B(D))' = B}, = V.

El siguiente ejemplo ilustra la reqularidad de las teselaciones del plano en virtud del
Teorema 3.5.

Ejemplo 3.6. Las teselaciones del plano con cuadrados, tridngulos equildteros y he-
xdgonos requlares son poliedros abstractos requlares, pues basta considerar los auto-
morfismos inducidos por las reflexiones indicadas en la siguiente Figura 3.11:
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Figura 3.11: Las teselaciones reqgulares del plano y sus generadores distinguidos con
respecto a una bandera .

De la prueba del Teorema 3.5 se puede deducir que los automorfismos (involuciones)
{00, ..., 0n_1} generan a I'(P). Llamaremos a dichos automorfismos generadores
distinguidos respecto a la bandera base P.

A continuacién observaremos la regularidad de los poligonos con base en el teorema an-
terior, para ello consideremos un 2-politopo finito P tal que Fo = {Vp, Vi, ..., V_1}

y F1 = {ag,a1,...,a,-1} con la siguiente relacién de incidencia:

Vn—l San—l U ‘/0 San—l-
Vi<aiyVigr <a;conied{0,...,n—2}

Tomemos como bandera base ® = (Vp, ag). Sean g y oy definidas de la siguiente
forma sobre Fy y JF1, respectivamente. Por claridad en la notacién, sélo abordaremos
los célculos sobre los (ndices. También tomaremos en cuenta la paridad de n.

St n es par:

= 0p actuard sobre el conjunto de los indices de los vértices como la siguiente

permutacion:
_ (01 2 .. j j+l..n—3n-2n—1 . n
0o = (10n—1...j+1 i .. 4 3 2 ) con gy =3.

= 0p actuard sobre el conjunto de los {ndices de las aristas como la siguiente

permutacion:
_ (0 1 2 ...j-1j5j5+1..n-2n-1 s_n
0o = (On—l n—2 .. j+15j5-1.. 2 1 ) wn g =3
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o1 actuard sobre el conjunto de los indices de los vértices como la siguiente
permutacion:

_ (01 2 Lj-1jj+l..n-2n- .
o1 = (On—l n—2 .. §4+155-1... 2 1 ) cnjy=735.
o1 actuard sobre el conjunto de los {ndices de las aristas como la siguiente
permutacion:

( 0 1 2 .. j j+l..n-3n-2n-1 n

01 =\n-1n-2n3..4%1"5 .. 2 1 o0 )CO”JZE_I'

Si n es impar:

0o actuard sobre el conjunto de los (ndices de los vértices como la siguiente
permutacion:

_ (01 2 ..j-1j
0o = (1 0n—1..j+1

0o actuara sobre el conjunto de los (ndices de las aristas como la siguiente

permutacion:
_ /(0 1 2 ... 3 j+l.n-2n-1 - n—1
00 = (On—ln—Z O S S R ) cwn g = —5-.

o1 actuard sobre el conjunto de los indices de los vértices como la siguiente
permutacion:

(0 1 2 ... j j+l..n-2n-1 n—1

01 = \0on-1n-2...5%1" 5 .. 2 1 )COHJ:—Q-

o1 actuard sobre el conjunto de los (ndices de las aristas como la siguiente
permutacion:

(0 1 2 j-1j
01 = (n—l n—2n—3 ... j+1j

Es claro que oy y oy son biyecciones de los conjuntos JFy y JF; respectivamen-

te. Mds aun, la relacién de incidencia entre los elementos se preserva bajo es-
tas biyecciones tal como se definid y también podemos notar que son involucio-

nes. Por lo que, {09,001} C T(P) y son tales que oo(®) = (Vi,a9) = D° y

o1(®) = (Vi,a,_1) = ®. Por lo tanto, en virtud del Teorema 3.5 tenemos que todo

2-politopo finito es reqular.

Un n-politopo P, n > 2, se dice que es equivelar si para cada j € {1,...,n — 1},
existe un entero p;, tal que para cada bandera ® € F(P) la seccién (®),41/(P);—2
es un p,;-dgono. En este caso, decimos que P tiene tipo de Schlifli (o algunas veces

solo el tipo) {p1,p2,--.,Pn_1} Inmediatamente de la definicién tenemos que todos
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los poligonos son equivelares; ademds, un p-dgono tiene el tipo Schlaflt {p} y un
3-politopo (poliedro) regular tiene tipo de Schldfli {p, ¢} si todas sus caras son p-
agonos y hay ¢ alrededor de cada vértice. Aunado a ello, extendemos esta notacion
con fines geométricos con base en la notacion introducida por Coxeter en [10] y poste-
riormente por McMullen y Schulte en [40], de ah( tenemos que el aperigono tiene tipo

p

de Schléfli {oo}, un segmento de recta {} y un poligono estrellado E} conpuygq

primos relativos.

Una consecuencia de la Proposicién 3.4 es que un poliedro reqular es equivelar. Ademds
st P es un politopo con tipo {p1, ..., Pn_1}, entonces los generadores distinguidos de
['(P) satisfacen lo siguiente:

(0:03)% =1 para {i,j} € {0,...,n— 1},

1 sti=7y
donde p;; = ¢ pj st j=1i+1
2 en otro caso.

La definicidn cldsica de poliedro convexo reqular siempre ha incluido alguna nocién
de congruencia y reqularidad para las caras, ast como para la configuracion de caras
alrededor de cada vértice. De hecho, en [9, §2.1], Coxeter define un poliedro reqular
como aquel que tiene caras y figuras de vértice geométricamente regulares isomorfas.
Notemos que por la Proposicion 3.4, la Definicién 3.3 preserva esta nocion cldsica de
reqularidad. Asl podemos decir que las caras y las figuras de vértice son reqgulares (en
el sentido de que tienen maxima simetria posible), preservando la nocién de reqularidad
de Coxeter.

Por otro lado, notemos que el tipo de Schléfli determina por completo a los poliedros
requlares convexos. Mds aun, st P es un poliedro convexo que tiene tipo de Schlafli,
entonces P es (combinatoriamente) reqular (ver [41, §1B]). En virtud de este resultado,
normalmente se denota a los poliedros requlares convexos con sus tipos de Schlafli;
esta convencion serd usada mas adelante en este trabajo. En general, existen poliedros
abstractos equivelares que no son requlares, como el ejemplo de la Figura 3.10 que
tiene tipo de Schlafli {4,4} pero no es regular.

Observe que si I'(P) es el grupo de automorfismos de un poliedro reqular P de tipo
de Schlafli {p,q} y ® = {V,a, F'} es la bandera base, entonces los generadores
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distinguidos oy, o1 y o9 con respecto de ® satisfacen las relaciones:

ag = Uf = US = (0002)2 = (00901)P = (0102)? = ¢. (33)

Ademds, se puede probar que

1

Stabr(fp) (F) = <O'0, O'1> Dp,
Stabp({p)(a,) = <O’0, 0’2) 02 X Cg, (34)
Stabr(fp)(V) = <O’1, 0’2) = Dq,

12

con D, y D, los grupos diédricos en p y ¢ puntos, respectivamente, y Cy el grupo
ciclico de orden 2 (para confirmar esto se puede ver [41, §2B]).

Por otro lado, tengamos presente la siguiente definicién que serd de suma importancia
dentro de este trabajo. Un politopo P se dice que es de k-drbitas (en banderas) si hay
k drbitas de banderas bajo la accién de I'(P). En particular, nuestra atencién se cen-
trard en el caso de politopos de 2-drbitas, para los cuales vale el siguiente enunciado.
St I C€{0,...,n— 1} es tal que banderas i-adyacentes estan en la misma orbita
para i € I y en diferentes drbitas para i ¢ I, entonces en esta situacion decimos que
P es de clase 2;. Veamos que esto estd bien definido.

Primero observemos que por la Proposicidn 3.2, dado un politopo P con 2 drbitas en
banderas, digamos O1 y Oy y sea ® € F(P) con ® € O1. St &' € O, para alguna
i €{0,...,n—1}, entonces para cualquier bandera ¥ € O; tenemos que ¥* € Os.
Esto se debe a que, st ¥ € Oy entonces, existe o € T'(P) tal que o(P) = W. Por
lo tanto, o(®') = o(®)" = ¥, lo que implica que @ y U’ estén en la misma orbita
OQ.

Ahora, sea P un politopo 2-drbitas y sea ® € F(P). St ®° estd en la misma Orbita
que ® para alguna i € {0,...,n — 1}, entonces W y W* estdn en la misma Orbita,
para cualquier bandera W de P. Esto es debido, por un lado, a que si W esté en la
misma drbita que @, el resultado se sigue de nuestra observacidn anterior. Por otro
lado, W estd en una drbita diferente de ®, supongamos que W estd en la misma 6rbita
que ®. Nuevamente, nuestra observacién anterior implica que W = (¥")? estd en la
misma 6rbita que ®, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, U? debe estar en una
érbita diferente a @ pero como solo hay dos drbitas de banderas entonces, U estd en
la misma odrbita que W.
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Se dice que un politopo P es quiral si hay dos érbitas de banderas bajo la acciéon de
['(P) y las banderas adyacentes estan en drbitas diferentes, es decir, P es de clase 2
o simplemente de clase 2. En este caso, dada una bandera ® = {F_4,..., F,} de P,
existen automorfismos 7, ..., ¥,—1, que también se llaman generadores distinquidos
respecto a la bandera @, tales que cada ~; fija todas las caras en ® \ {F;_1, F;} y
permuta ciclicamente las (i—1)- e i-caras de P en la seccién de rango 2 de Fj 1/ F;_o.

De las observaciones anteriores, st P es un poliedro de 2-6érbitas podemos resumir lo
stguiente:

a) P estd en clase 2 si banderas adyacentes de P estdn en distintas drbitas.

b) P estd en clase 2¢;, @ € {0,1,2} si cualquier bandera de P y su i-adyacente
estdn en la misma orbita, pero cualquier bandera y su j-adyacente estan en
distintas orbitas, para j # i.

) P estd en clase 2¢; 51, {7,5} € {0,1,2} e i # j si cualquier bandera de P y
sus i- y j-adyacente estan en la misma orbita, pero para k # {i,j} cualquier
bandera y su k-adyacente estan en distintas drbitas.

Ejemplo 3.7. A continuacidn mostramos algunos ejemplos de poliedros pertenecientes

a cada una de estas clases. Esta afirmacion se deduce de los resultados expuestos en
el articulo [30]

» £l mapa de tipo {4,4} 2.1y en el toro es quiral (es decir, de clase 2) Figura 3.10.

» [a teselacidn de tridngulos equildteros y hexdgonos requlares que denotaremos
por (3.6)? (Figura 3.12) es de clase 2o 1y.

Figura 3.12: Teselacion (3.6)% en el plano.
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» El dual de (3.6)* (Figura 3.13) es de clase 21 9.

Figura 3.13: Dual de la teselacion (3.6)2 en el plano.

n El petrial de (3.6) (Figura 3.14) es de clase 21y.

Figura 3.14: Petrie de la teselacion (3.6)? en el plano. De izquierda a derecha tenemos,
vista de un poligono de Petrie (un dodecagono en lineas gruesas), su “pegado” alrededor
de cada vértice y parte de la teselacion.

= Ll mapa de tipo {4,4}3.0,0,2) en el toro (Figura 3.15) es de clase 2 o).

v, X Y \4

v X Y v

Figura 3.15: Mapa de tipo {4,4}3,0),(0,2) €n el toro.
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n £l petrial del mapa en el toro de tipo {4, 4} 31y (Figura 3.16) es de clase 2.

Figura 3.16: Poliedro de tipo {10,4} como mapa en una superficie. Las 2-caras de
este poliedro son los zigzags que se muestran en colores.

w £l dual del petrial del mapa en el toro de tipo {4,4}s.1) (Figura 3.17) es de
clase 29y.

Figura 3.17: Poliedro de tipo {4, 10} en una superficie. Las 2-caras de este poliedro
son cuadrados que se muestran en colores.

Una operacidn importante dentro de nuestro estudio serd el medial de un poliedro, el
cual definimos de la siguiente manera.
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Definicion 3.4. Sea P un poliedro. El medial de P (lo denotaremos Med(P)), es un
COPO con i-caras F;(Med(P)) que se definen a continuacion:

i) Fo(Med(P)) = F1(P).

i) F1(Med(P)) = {{(®)o, ():} | & € F(P)}.

El orden parcial entre las caras F; € F;(Med(P)) esta dado como:
Fy <meap) F1 <= {Fo} U F1 € F(P),
Fy SMmea) I <= Fr € F1 y

Fo Smear) o = Fy <p F; 0 Fy <p Fy.

De la definicion tenemos que, cualquier bandera ® € F(P) induce exactamente dos
banderas adyacentes de Med(P) relacionadas con @:

U= {(P)1, {(P)o, ()2}, (o} y ¥ = {(D)1, {(P)o, (D)2

Reciprocamente, si ¥ € F(Med(P)), entonces {(¥)o} U (¥); €
a esta bandera por ®, asi tenemos que (V)q = (®);, (¥); =
(U)y = (P)o o (P)s (Figura 3.18).

(®)2}

b
F(P). Denotemos

F(P).
{(®)o, (®)2} y

Figura 3.18: Banderas en el medial.
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Otro punto a destacar es que el medial de un poliedro también es un poliedro. Las
propiedades P1 y P2 son inmediatas de la definicién de medial. Para ver la propiedad
P4 analizaremos cada una de las secciones Fjyq/F; 1 con i € {0,1,2}.

» Seccion Fy/F_1.Si F} es una 1-cara de Med(P), entonces F; = {(®)o, (P)2}
para alguna ® € F(P). Por P4 en P, las (nicas dos 1-caras de P que com-
pletan a {(®)o, (®)2} a una bandera son (®); y (®');. Ademds, por de-
finicién del orden en Med(P), tenemos que Fy <mea(r)y F1 st y sélo si
{Fo} UF, € F(P). Por lo tanto, hay exactamente dos elementos de rango 0
en Fi/F 4.

= Seccion Fy/ Fy.

Sean Fy, Iy y Fy una O-cara, una 1-cara y una 2-cara de Med(?P), res-
pectivamente. Supongamos ademds que Fy <neqa(p) 2 Y por tanto se tiene
{Fo, F2} C ® € F(P), por lo que Fy = (®); y Fo = (P)g 0 Fo = (P)a.

Supongamos que Fy <mted®) F1 <mea) F2 Yy Fi = {(V)o, (¥)s} pa-
ra alguna ¥ € F(P), como tenemos que {Fo} U F; € F(P), entonces
{(¥)g, (P)1, ()2} € F(P). Por otro lado, como (V)y <5 (P); por P4 en P
tenemos (U)g = (®)g o (¥)g = (%) y como (®); <p (¥)y por P4 en P
tenemos (W)y = (®)y 0 (V)y = (D?),.

Ademads {F, Fo} C F(Med(?P)) por lo que:

SUF; = (®)o, entonces (W) = (®)o y F1 = {(P)o, (¥)2}, ast {(¥)o, ()1, (¥)2}
debe ser una de las banderas {(®)o, (® )1 (®)2} 0 {(D)o, (P )1,(<I>2)2}gp0r
o

tanto 1 = {(®)o, (P)2} 0 F1 = {( (@%)2}.

l\’)

SUFy = (®)2, entonces (V)2 = ()2 y F1 = {(¥)o, (®)2}, ast {(¥)o, (P)1, (¥)2}
debe ser una de las banderas {(®)o, (® ) D)2} 0 {(®%)g, (®)1, (®)2} y por lo

(
tanto Fl = {((I))Q, ((I))Q} 0 Fl = {( 0) (‘13)2}

= Seccion F3/Fy. St F es una 1-cara de Med(?P), entonces Fy = {(®)o, (P)2}
para alguna ® € F(P). Sea F, € [5/F;, entonces por definicién
Fy = G € Fo(P) UFo(P) y por definicion del orden en Med(P), tene-
mos que I} <mearp) F2 st y sélo si Fy € F, es decir, Fy € {(®)o, (P)2}.
De modo que, hay exactamente dos elementos de rango 2 en F3/F}.
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Para la propiedad P3 mostraremos que Med(P) es fuertemente conexo (lo que es
equivalente a ser fuertemente conexo por banderas [41, pdg. 24]), probando que cada
una de sus secciones es conexa. La conexidad de Med(P) se puede deducir direc-
tamente de la conexidad de P. Las secciones de rango 1 son conexas por definicién
y las secciones de rango 2 de Med(?P) son sus caras y figuras de vértice. Asi, las
caras de Med(?P) son conexas. Ademas, los vértices de Med(P) son las aristas de
P. Dada una arista Fy de P, el conjunto {H € P|H < FyoF, < H} corresponde
a un 4-dgono, por lo que las figuras de vértice de Med(P) son conexas (Figura 3.19).

P Medp

F, G F

P

F Go

0

Figura 3.19: Caras incidentes a una arista en el medial.

En los puntos anteriores se did la construccién del Med(P) de forma combinatoria,
para nuestros propdsitos también tomaremos en cuenta la construccidn geométrica de
este objeto de la siguiente forma.

1) Los vértices de Med(P) son los puntos medios de las aristas de P.

i) Las aristas de Med(?P) son los segmentos de recta que unen los puntos medios
de aristas consecutivas de cada cara en P.

iii) Las caras de Med(P) son los poligonos delimitados por las aristas del medial
en una cara de P o por las aristas del medial construidas alrededor de un vértice
de P. Notemos que habrd dos tipos de caras, las que provienen de las caras de
Py las que provienen de remover cada vértice de P.

Veamos un ejemplo de forma gréfica de esta construccion (geométrica) con el tetraedro
reqular (Figura 3.20) sin justificar ésta.
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Ejemplo 3.8.
a) b)

Figura 3.20: El tetraedro P (inciso a)) y su medial Med(P) el octaedro (inciso b)),
ambos en su forma geométrica.

3.2. Politopos hereditarios

Como lo mencionamos anteriormente, los sélidos platdnicos y arquimedianos forman
una clase natural de objetos altamente simétricos. El grupo de simetria de cada uno de
estos poliedros actia de manera transitiva en sus vértices. Si restringimos a aquellos
solidos cuyos grupos de simetrla también actan transitivamente en sus aristas, solo
permanecen los poliedros regulares, el cuboctaedro y el icosidodecaedro. Todos estos
politopos tienen la propiedad distintiva de que cada simetria de sus caras se extiende
a una simetria del sélido. De hecho, si buscamos poliedros “hereditarios” convexos
(aquellos que tienen esta propiedad de heredar todas las simetrlas de sus caras) con
caras requlares, encontramos que la transitividad de vértices y aristas esta implicita
(como veremos mas adelante).

En esta seccidn enlistaremos conceptos y propiedades basicas de los politopos (combi-
natoriamente) hereditarios para distinquirlos de los geométricamente hereditarios que
estudiaremos mds adelante. En el desarrollo de esta seccién centraremos gran parte de
nuestra atencién a los 3-politopos hereditarios, es decir, a los poliedros hereditarios
tomando como referencia el articulo [36].

Antes de proceder a la definicion de politopo hereditario notemos lo siguiente:

Proposicion 3.6. Sea P un n-politopo.

a) Si—-1<i<j<nyQ={F_,F,...,F_1,F,Fj,Fii1,...,F,} es una
cadena de P, entonces Stabrpy(§2) es isomorfo a un subgrupo de I'(F;/F}).
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b) Si Fy es un vértice de P, entonces Stabrp)(Fy) es isomorfo a un subgrupo
de I'(F,,/ Fy). De igual forma, si F' es una faceta, entonces Stabrp(F') es
isomorfo a un subgrupo de T'(F'/F_1), que por abuso de notacidn simplemente
lo denotaremos como T'(F).

Prueba. Para a), observemos que Stabp(py(€2) actla fielmente en la seccién F/F;.
Sea @ € F(P) tal que Q C ®. Si a € Stabp(py(£2) actlia trivialmente en Fj/F;,
entonces « fija a @ y por la Proposicién 3.2, o = ¢. Es decir, la accidn es fiel. Por lo
tanto, Stabrx) (€2) es isomorfo a un subrupo de I'(F}/F;).

Para la parte b), notemos que son dos casos particulares del caso a).
O

Con este resultado tenemos soporte para poder definir lo que sera un politopo heredi-
tarto.

Definicion 3.5. Sea P un n-politopo. Diremos que P es un politopo hereditario, si
para cada faceta F' de P y cada o € T'(F), existe B € I'(P) tal que Blr = a.

Ahora, con base en la Proposicién 3.6 tenemos de hecho que T'(F') es isomorfo a
Stabrpy(F), por lo que la Definicién 3.5 también la podemos expresar como:

Definicion 3.6. Sea P un n-politopo. Diremos que P es un politopo hereditario, si para
cada faceta ' de P y cada o € T'(F), existe 3 € I'(P) tal que B € Stabr(p)[F] y

Blr=a.

Esta definicidn, dicha de manera informal, dicta que un politopo P es hereditario si
cualquier automorfismo de cada faceta F' se extiende a un automorfismo de P que fija
arF.

En particular, un poliedro P es hereditario si en cada cara de P, cualquier elemento
de su grupo de automorfismo se extiende a un automorfismo de P que fija a la cara.
Veamos esto en el siguiente ejemplo.

En la siguiente figura mostramos dos poliedros. El cuboctaedro (Figura 3.21 inciso a))
y el rombicuboctaedro (Figura 3.21 inciso b)). Ambos sélidos estdn compuestos por
tridngulos equildteros y cuadrados, sin embargo, veremos mds adelante (o el lector se
puede convencer realizando un andlisis exhaustivo de las simetrias de sus caras) que
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cualquier automorfismo de las caras del cuboctaedro se extiende a un automorfismo del
poliedro, es decir, es hereditario. Por otra parte, observemos que en el rombicuboctaedro
el automorfismo de la cara marcada con la letra A que induce la simetria por la diagonal
de dicho cuadrado no es posible extenderlo a un automorfismo del mismo. Lo anterior
se debe a que de existir tal automorfismo, el automorfismo que induce al plano que
contiene a dicha diagonal y la diagonal a la cara opuesta serta un plano de reflexidn
del poliedro, simetria que no existe en el objeto.

Ejemplo 3.9.

a) Cuboctaedro (hereditario). b) Rombicuboctaedro (no hereditario).

Figura 3.21: Poliedro hereditario (inciso a)) y no hereditario (inciso b)).

Algo que es preciso notar es que un politopo hereditario con alguna de sus facetas
reqular, no necesariamente tendrd todas sus facetas requlares. Como ejemplo, consi-
deremos la teselacién semireqular T del espacio euclidiano por tetraedros requlares
y tetraedros requlares truncados (Figura 3.22). Las facetas de T son de dos tipos,
por un lado los tetraedros (requlares) y los tetraedros truncados (semiregulares). Esta
teselacion es un ejemplo de un 4-politopo hereditario con 4 drbitas en banderas.

Figura 3.22: Parte de la teselacion semiregular T compuesta por tetraedros regulares
(verdes) y tetraedros requlares truncados (rojos).
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Por otro lado, observemos que si P es un n-politopo reqular, con caras F y Fj, tales
que —1 < j <k <ny F; < F, entonces I'(F},/ Fj) es isomorfo a Stabp)(£2),
donde 2 es cualquier cadena de tipo {—1,0,...,5—1,7,k,k+1,...,n}. Porla Pro-
posicién 3.6, Stabp ) (€2) es isomorfo a un subgrupo de I'( £,/ F;). Como Stabr ) (£2)
es transitivo en las banderas de F},/F} entonces, los grupos coinciden. Por lo tanto,
un politopo reqular es automdticamente hereditario y en particular, como cualquier
poligono es regular, estos son hereditarios. De todo lo que se mencioné aqui tenemos
la siguiente proposicidn.

Proposicion 3.7. Si P es un n-politopo reqular, entonces P es hereditario.

3.2.1.  Un caso particular: Poliedros hereditarios

A continuacidn, mencionaremos propiedades bdsicas de los poliedros hereditarios con
caras requlares. La generalizacion de estos hechos para n-politopos con facetas alta-
mente simétricas los podemos encontrar en el articulo [36].

Proposicion 3.8. Si P es un poliedro hereditario, entonces I'(P) es transitivo en arcos’.

Prueba. Sean ® y W dos cadenas de P del tipo {0, 1} y sean o y U banderas tales
que ¢ C <I> yvC . Como P es fuertemente conexo por banderas, existe una suce-
sién & = <I>0, <I>1, . <I>k = U de banderas adyacentes. Consideremos la sucesion de
cadenas de tipo {0, 1} inducida por la sucesién de banderas. Mostraremos que estas
se encuentran en la misma drbita por induccidn sobre la longitud de la sucesidn.

Supongamos que &, W es la sucesion de cadenas de tipo {0, 1} inducida por la
sucesion de banderas. Como la sucesion de banderas consecutivas son ¢ adyacentes,
tenemos las siguientes posibilidades:

» Si U = entonces como P es un poliedro, cada una de sus caras es reqular.
Consideremos a F' la cara de P contenida simultaneamente en los elementos de
® y U, entonces existe a € I'(F) tal que a(P) = ¥; y como P es hereditario,
este automorfismo se extiende a uno de I'(?P).

s SiU =3 el argumento es andlogo al anterior.

2Un arco es una cadena del tipo {0, 1}.
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= Si U = 2 entonces las cadenas @ y W son la misma, por lo que la identidad
es el automorfismo buscado.

Ahora, supongamos que si la longitud de la sucesién de cadenas de tipo {0,1} es s
entonces, @ y W estdn en la misma drbita.

Sea & = &g, Dy,..., Py, P, 1 = VU la sucesién de cadenas de tipo {0, 1} inducida
por la sucesidn de banderas. Observemos que, con argumentos similares a los plantea-
dos en el punto base de esta prueba, considerando las cadenas @5 y @41, podemos
concluir que existe un automorfismo de T'(P) que manda @, a ®,1. Asi, por hipétesis
de induccién, la sucesion de cadenas esta en una sola érbita y por lo tanto I'(P) es
transitivo en arcos.

O

Inmediatamente, por el resultado anterior tenemos el siquiente corolario.

Corolario 3.9. Si P es un poliedro hereditario, entonces I'(P) es transitivo en vértices
y en aristas.

Antes de continuar con las propiedades de los poliedros hereditarios, el siguiente lema
nos ayudard en la prueba de la proposicidon sucesiva.

Lema 3.10. Si P es un poliedro hereditario transitivo en caras, entonces P es reqular.

Prueba. Sean {®, U} C F(P). Consideremos las siguientes situaciones:

m St @ y U estan en la misma cara F. Como F' es reqular, existe o € T'(F') tal
que a(P) = ¥ y como P es hereditario, este automorfismo se extiende a uno
de T'(P). Por lo que, ® y W estan en la misma érbita.

» S{ ® y ¥ estdn en caras distintas, digamos F' y G respectivamente. Como P es
transitivo en caras, existe v € I'(P) tal que a(F') = G. De aqui que estamos
en el caso anterior y por lo tanto, ® y W estdn en la misma drbita.

Por lo tanto, P es reqular.
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La siquiente prueba hard uso del hecho que para valores impares ¢ el grupo diédrico
D, tiene tnicamente una clase de conjugacién de reflexiones. Geométricamente ha-
blando esto significa que la reflexion biseca la arista de un g-agono convexo reqular y
el angulo del vértice opuesto a esta arista. Esto muestra que la clase de conjugacion
genera D,

Proposicion 3.11. Sea P un poliedro hereditario. Si existe una figura de vértice F,,/ I,
que es un q-dgono con q impar, entonces P es un poliedro regular de tipo de Schlfli
{p, q}, donde {p} es el tipo de Schlifli de cualquier cara de P.

Prueba. Sea Fy € Fy(P) tal que F,,/Fy es un g-agono con g impar. Consideremos a
{G,G'} C F2(P) que comparten una arista, digamos a € F;(P). Como ¢ es impar
st [y < a, Fy < Gy Fy < G, entonces existe H € F5(P) tal que Fy < H yen
F, | Fy se tiene que a y H son opuestos.

Sean {ay,as} C F1(P) tales que Fy < a; < H, coni € {1,2}. Como H es reqular,
sea 01 € I'(H) tal que o1(Fy) = Fo, o1(a1) = as y o1(as) = ay. Por ser P
hereditario tenemos que existe un automorfismo ; de P que actia en H como 0.
Como ¢ es impar y tanto @ como H son opuestas, entonces dy(a) = a, 71(G) = G’
y 01(G") = G por lo que G y G’ estdn en la misma 6rbita bajo I'(P). De manera
andloga podemos hacer esto para cada arista b que contenga a Fj, por lo que todas
las caras al rededor de Fp estdn en la misma 6rbita. Ademds, como todas las caras
son regulares y P es hereditario, cualesquiera dos vértices en la misma cara tiene el
mismo grado. Por conexidad de P, todos los vértices tienen grado g. Nuevamente, la
conexidad implica que todas las caras de P estan en la misma érbita. De aqul que por
el Lema 3.10, P es reqular. Ademds como cada vértice tiene grado ¢ y cada cara es
un p-dgono, P tiene tipo de Schlafli {p, ¢}.

O

El siguiente teorema nos muestra que los poliedros hereditarios pueden pertenecer
sélo a dos familias.

Teorema 3.12. Un poliedro P es hereditario si y sélo si P es reqular o P es de
2-drbitas en clase 2y 1y.
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Prueba.

=] Sea P un poliedro hereditario. Por el Corolario 3.9 P es transitivo en vértices.
Sea Fj cualquier vértice de P. Probaremos que el estabilizador Stabrp)(Fp) tiene a
lo mas dos drbitas en el conjunto de banderas de P que contienen a Fj,.

Para cada cara H de P que contiene a Fp, hay una Unica involucién o en T'(P) la
cual fija a Fp e intercambia las dos aristas de H que contienen a Fp. Supongamos
que la figura de vértice F,,/Fy es un g-dgono. Por la Proposicion 3.11, si g es impar,
entonces P es reqular, y concluimos.

Ahora supongamos que P no es reqgular. Entonces g es par o ¢ = co. Dado un vértice
fijo Fp, el conjunto de automorfismos de P {of | Fy < H} genera el grupo diédrico
Da. Por lo tanto, Dy es isomorfo a un subgrupo de Stabp ) (Fo).

Sean ..., H o, H 1,H = Hy, Hy, Hy... las caras incidentes a Fy. Sin perdida
de generalidad, para toda @ € {...,—1,0,1...,}, existen las aristas a; tal que
a; € H; y a; € H;y. Notemos que o (H,) = H_y, c"'(Hy) = H_,, etc. En
general oi (Hy) = Ho;_y, por lo que todas las caras impares estdn en una drbita y
las pares estardn en una drbita. Por la conexidad de P, esto implica que hay a lo mds
2 drbitas en caras y como las caras son regulares hay a lo méds 2 drbitas en banderas.
Por lo tanto, P es reqular (si y soélo si hay un automorfismo que intercambie H; y
Hy) o estd en clase 2013

<] Sabemos que st P es reqular, entonces P es hereditario. Ahora, sean P de clase
2(0,13, H una cara de P y ® € F(P) tal que H € ®. Consideremos a {~, 8} C I'(P)
tal que (@) = % y B(P) = P!, que existen pues P es de clase 2 13. También
notemos que v* = ¢+ = % en H. De esto, (v,3) = T'(H) y entonces cualquier
automorfismo de H se extiende a un automorfismo de P, lo que implica que P es
hereditario.

O

Por lo analizado en este capitulo, notemos que cualquier poliedro P con 2 drbitas en
banderas de clase 2y 1}, generalmente tiene dos tipos distintos de caras. En particular,
P tiene simbolo de Schléfli generalizado de la forma

DPo
(),
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donde tenemos pg-dgonos y pi-dgonos como caras y el grado de cada vértice es g
con g un nimero par. Esta notacién la usaremos en el capitulo 5, donde presentaremos
ejemplos de poliedros hereditarios.

3.3. Politopos geométricamente hereditarios (n-Pgh)

3.3.1.  Realizaciones en el espacio euclidiano

En nuestro estudio, el analisis de la estructura combinatoria es parte fundamental para
entender los automorfismo de los poligonos y poliedros que aqui estudiaremos, sin
embargo, también necesitamos que estos sean simetrlas de nuestro objeto desde un
punto de vista geométrico.

En esta seccidn revisaremos el concepto de realizacion euclidiana de un poliedro,
el cual sirve para pasar formalmente del concepto abstracto de poliedro a un objeto
geométrico. Daremos ejemplos y revisaremos algunas construcciones cldsicas. Cabe
sefialar que tomaremos como texto de consulta a [44] esto por su brevedad y clara
exposicion. Si el lector estd interesado en profundizar en esta parte de la teorla, puede
consultar [39], [41, §5A, §7E] y [48].

Definicion 3.7. Si P es un politopo abstracto de rango n y Fy es el conjunto de vértices,
una realizacion de P en el espacio euclidiano E™ es una funcion 3 : ¥y — E™.

En la definicidn anterior no se rescata por completo la estructura de P pues no conside-
ra elementos de P de rango distinto que 0. Sin embargo, st 8y = [ es una realizacién
de P, F; es el conjunto de elementos de rango ¢ de P y definimos V{ como la imagen
de Fy bajo [y, es posible definir recursivamente, para i € {1,...,n}, g;: F; = V;
con V; C 2Yi-1 dado por B;(F) = {B:i_1(G): G € Fi_1 yG < F}.

En otras palabras, las aristas de P se realizan como la pareja de vértices incidentes
a ellas y las caras como el conjunto de aristas incidentes a ellas, etc.

En las realizaciones de un politopo hay una en particular que nos interesa: aquella
en la que cada una de las (3; descritas anteriormente son inyectivas, en esa situacion
decimos que la realizacion es fiel. Cuando no haya posibilidad de confusién, st 3 es
una realizacion fiel de P, nos referiremos indistintamente como los vértices, aristas,
caras, etc. de P tanto a los elementos del orden parcial como a sus imdgenes bajo f3;
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coni € {0,1,2,...,n}, respectivamente. Como ejemplo de esto lo podemos ver en la
Figura 3.23 para P un 8-4gono y P un 4-dgono ambos en el espacio E2.

V1 = VU2 U1

U7 = Ug Uy U2
V3 — Vg

Vs = Vs U3

Figura 3.23: Realizacién de un 8-agono de forma no fiel y realizacion de un 4-4dgono
de forma fiel, ambos en el espacio [E2.

Ademas de la estructura combinatoria de un poliedro, nos interesa hablar de las sime-
trias geométricas del mismo. Para ello, observemos que si v € I'(P), entonces =y induce
una permutacién de los vértices de P y por lo tanto, de Vo = B(Fy). Asi podemos
decir que una realizacién /3 de un politopo P es simétrica si toda permutacion de Vj
inducida por un automorfismo  se extiende a una isometria de [E™. En esta situacidn,
también utilizaremos la notacion F para referirnos a los vértices de P en su realizacion.

Si se supone que el casco afin® Afin(Vy) de Vi, es todo E™ entonces la manera de
extender estas permutaciones de los vértices a isometrias es Unica. En tal caso, las
isometrias que preservan a P forman su grupo de simetrias, denotado por G(P). Ob-
servemos que si la realizacion de P es simétrica, G(P) induce una representacion
euclidiana de I'(P), es decir, un homomorfismo de I'(P) en Iso(E™). En el caso de
que la realizacidn sea fiel, dicho morfismo en inyectivo, es decir, la representacion es fiel.

St Afin(Vy) C E™ se puede pensar que Afin(V) estd encajado en EF C E", donde
k = dim(Afin(Vy)) y definir una manera candnica de encajar Iso(IE¥) en Iso(E").
Es decir, si tenemos un encaje isométrico n : E¥ — E™ (en el sentido de que la
métrica de E™ restringida a n(E*) es la misma que la métrica en IE¥) nos gustaria

IEL casco afin de un conjunto S C R™ es el conjunto

k k
Aﬂ'n(S)_{Zaixi|k>O, x, €5, a; €ERy Zai—l}

i=1 =1
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definir un homomorfismo inyectivo de grupos 7 : Iso(E*) — Iso(IE") tal que si a es
una isometria de ¥, entonces el siguiente diagrama es conmutativo.

EF —=— EF

| |7

Er 1) g
Este homomorfismo se puede encontrar si suponemos, sin pérdida de generalidad, que
n manda el origen de X en el origen de IE™ y que la base candnica de E* se encaje
en la base canénica de E?, de modo que n(IE¥) estd contenido en los hiperplanos
xj = 0 para k < j < n. De esta forma, se define una manera candnica de extender

las isometrias de Afin(Vy) a las isometrias de E™ fijando los elementos de la base ca-
nénica que no estaban en n(IEX) y ast G(P) estd bien definido para toda realizacién f3.

Por otro lado, en general los automorfismos de un politopo no coincide con su conjunto
de simetrias, esto depende del espacio donde se haga la realizacién. A continuacion
mostraremos un ejemplo de una realizacion no simétrica de un poligono P, por lo que
ejemplificaremos que hay realizaciones en donde algunos automorfismos del politopo
abstracto no son simetrias del objeto geométrico. Consideremos el siguiente rectanqulo

P:

C T B
m’
...................... .pm,om
.Fo
D A

Figura 3.24: Rectanqulo P.

Las posibles simetrias de P son:
a) La identidad, que deja fijo a todo P.

b) La reflexién o, por la mediatriz m del segmento AB, es tal que: 0,,(A) = B,
om(B) = A, 0,,(C) =D, 0,,(D) = C. De estd forma 0,,(P) = P.

¢) La reflexion o, por la mediatriz m’ del segmento BC, es tal que: 0,y (A) = D,
o (B) =C, 0,(C) = B, 0,y (D) = A De estd forma g,,,(P) = P.
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d) El medio giro p, con centro de rotacién O, es tal que: p,(A) = C, p,(B) = D,
po(D) = B, p,(C) = A. De esté forma p,(P) = P.

Ahora tomemos el siguiente automorfismo a: a(A) = B, a(B) = C, «(C) = D,
a(D) = A, por lo que a(P) = P y a no coincide con ninguna de las simetrias antes
mencionadas de P.

Lo que acabamos de observar es que no todo automorfismo del rectdngulo P es una
simetria del mismo. Sin embarqo, el reciproco es cierto, es decir, toda simetria de
cualquier realizacion de un politopo P induce un automorfismo de P. Vedmoslo a con-
tinuacion para el caso de un poligono.

Sea f una simetr{a de una realizacién 3 de un poligono P. Consideremos la funcién
f definida de la siguiente manera:

£ fA|V:f|V
f‘{fuzﬂA

Entonces, por definicion f es una biyeccion de los vértices y las aristas de P. Veamos
que f preserva incidencias. Sea V' € Fy y a € J; tal que V' € a, demostraremos

que f(V) < f(a).

Por definicion de f, f(V) = f(V)y fla) = f(a). Por otro lado, si V' € a entonces
f(V) € f(a) pues f es simetria. De estd forma f(V') € f(a). Es decir, tenemos que

~

fern(P).

La definicidn de esta funcidn (junto con la prueba) la podemos extender andlogamente
de manera inductiva a cualquier politopo en el espacio E™.

De regreso con las simetrias de los poligonos, notemos que st P es un poligono plano
en E" (n > 2), entonces diferentes simetrias pueden inducir el mismo automorfismo.
Por ejemplo, en el espacio E® si II es el plano que contiene a P, entonces la re-
flexion en II y la identidad ¢ inducen el mismo automorfismo de P, a saber, la identidad.

De manera similar, si @ es una arista en IE2, observamos que a tiene exactamente
dos automorfismos: la identidad y el automorfismo que intercambia los vértices de a y
G(a) tiene cuatro elementos:
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» ¢, la identidad en E2.
= 0y, la reflexidn por la recta m tal que a C m.
= 0y, la reflexién por la recta [ con [ la mediatriz de a.

= pyr, el medio giro con centro el punto medio M de a.

Observemos que ¢ y o, inducen al automorfismo identidad de a, mientras que o y
par inducen el automorfismo que intercambia los vértices de a.

En lo que resta de este trabajo, al hablar de un politopo P en E™ nos referimos a
un politopo abstracto junto con una realizacién fiel 4 del mismo (en E™) que satisface
que dim(Afin(B(Fo))) = n.

Bajo este contexto estamos listos para definir un politopo geométricamente hereditario.

Definicion 3.8. Sea P un n-politopo en E™. Diremos que P es un politopo geométri-
camente hereditario o (n-Pgh), si para toda faceta F' de P y cada o € G(F), existe
B € G(P) tal que f € Stabg[F], y Blr = o

De forma equivalente, un politopo P es un politopo geométricamente hereditario, si
para toda faceta ' de P y cada o € G(F), existe § € G(P) tal que av y f actdan
iqual en todos los elementos de F'.

De la definicion y de lo expuesto anteriormente es inmediato darnos cuenta de que un
politopo geométricamente hereditario es combinatoriamente hereditario.

En particular, un poliedro es geométricamente hereditario si para cada una de sus ca-
ras y cada simetria « en ella, hay una simetria del poliedro que actie como « en la cara.

Ejemplo 3.10. A continuacion mostramos algunos ejemplos de poliedros que muestran
la propiedad de ser combinatoriamente hereditarios o geométricamente hereditarios o
ninguna de las dos propiedades, sin argumentar estas afirmaciones.
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= El cuboctaedro (Figura 3.25) es geométricamente hereditario (sin ser reqular) y
en consecuencia combinatoriamente hereditario:

Figura 3.25: Cuboctaedro.

= El prisma torcido (Figura 3.26) no es geométricamente hereditario pero es com-
binatoriamente hereditario:

Figura 3.26: Prisma rectangular torcido.
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= [l tetraedro truncado (Figura 3.27) no es geométricamente hereditario ni com-
binatoriamente hereditario:

Figura 3.27: Tetraedro truncado.




Capitulo 4

Poligonos finitos geométricamente
hereditarios (2-Pgh)

En este capitulo analizaremos, desde el punto de vista geométrico, a los poligonos fini-
tos geométricamente hereditarios en el plano y en el espacio euclidiano. Comenzaremos
por dar algunos elementos bases para el estudio de estos objetos. Posteriormente, en
la Seccion 4.1 centraremos nuestra atencion en la parte geométrica para llegar a la
construccién de los 2-Pgh en el plano. En este punto nos interesard cuando la rea-
lizacion de dicho objeto es fiel, para cerrar este apartado con ejemplos que apoyan la
visualizacion de esta construccidn. En las secciones siguientes, nos centraremos en el
andlisis (andlogo) de los 2-Pgh en el espacio E3 y de igual forma, concluiremos con
ejemplos que apoyan la visualizacidn de las construcciones expuestas.

Con base en la Definicion 3.8 podemos hacer la siguiente reformulacion. Dado P un
poligono en [E™, diremos que P es un poligono geométricamente hereditario (2-Pgh), si
para toda arista a de P y toda a € G(a), existe 5 € G(P) tal que 5 € Stabg(p)|a]

y Bl = .

Dicho de forma mds coloquial, un poligono P es un poligono geométricamente heredi-
tario st para toda simetria, o, de cualquier de sus arista, digamos a, existe una simetria
de P tal que ésta actia igual que « en los elementos de a, es decir, sus vértices.

Por otra parte, recordemos que en particular, si P es un poligono en el plano, a € F;
y a € G(a), tenemos que

119



120 Polgonos finitos geométricamente hereditarios (2-Pgh)

t, la identidad.

oy, la reflexion por la recta mediatriz [ de la arista a.

pu, el medio giro con centro el punto medio M de la arista a.
Om, la reflexién por la recta m que contiene a la arista a.

Notemos ast que « actlia como la identidad en la arista o a intercambia los vértices
de la arista. Motivados por esta observacidn y dado que podemos generalizar esto,
tenemos el siguiente lema.

Lema 4.1. Un poligono P en el espacio E" es un 2-Pgh si para toda arista a de
P cuyos vértices son Viy y Vi, tenemos que existe a € G(P) tal que a(a) = a con
a(Vo) = Vi y a(Vi) = V.

Con la informacidén recabada hasta ahora es natural prequntarse ;cudles son las ca-
racteristicas de las simetrias de los poligonos geométricamente hereditarios? Para
responder a esta pregunta, analicemos la accidn del grupo de simetrias de un poligono
en los elementos del mismo. Iniciemos con el conjunto de sus aristas.

Proposicion 4.2. Sea P un 2-Pgh y sea {a;_1, a;,a;11} C F1 un conjunto de tres
aristas consecutivas, entonces a;_1 y a;+1 estdn en la misma drbita bajo la accidn de

G(P).

Prueba. Para ver esto, tomemos o € G(a;) tal que a intercambia los vértices de a;,
entonces existe § € G(P) tal que B, = a. Es decir, 8 intercambia los vértices de
a;. Como a;—1 Yy a;4+1 son las unicas aristas que comparten vértices con a; y (3 es una
simetria de P, entonces B(a;—1) = a;41 Yy B(air1) = a;_1.

0

La Proposicién 4.2 también nos dice que st F; = {aq, aq, ..., ax} son las aristas de
un 2-Pgh P, de manera que a; y a;11 son aristas consecutivas, entonces las aristas
{ai,as,...} estdn en la misma drbita, mientras que {az, a4, ...} se encuentran en la
misma orbita.

Ahora, st k es impar, aj, estd en la misma orbita de a;. Ademds ax y ap12 = ay estan
en la misma drbita. Esto implica que G(P) actla transitivamente en las aristas de P
(Figura 4.1).
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Figura 4.1: Un 2-Pgh con un nimero impar de aristas. En consecuencia, es un poligono
reqular.

St k es par, entonces G(P) tiene a lo més dos orbitas en aristas; llamemos O, y O
a las orbitas {as, ay, ...} y {ai,as,...}, respectivamente. Notemos ademds que, en
el caso donde k es par, podriamos tener que O, = Oy o que O, # O,. Un ejemplo
donde O, = O es un cuadrado, mientras que un ejemplo donde O, # O, aparece
en la Figura 4.2

ail a2

r
}

y

*—

Figura 4.2: Un 2-Pgh no reqular con un nimero par de aristas.

En vista del andlisis anterior, tenemos el siquiente teorema.
Teorema 4.3. Si P es un 2-Pgh entonces, P tiene a lo mds dos drbitas en aristas.

Una pregunta natural que se desprende del teorema anterior serta /st un poligono P
tiene a lo mas dos drbitas en aristas entonces es un 2-Pgh?
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La respuesta nos la brinda la siguiente observacidn.

Observacion 4.1. El cuadrildtero de la Figura 4.3 no es geométricamente hereditario:

Figura 4.3: Poligono P con dos drbitas en aristas que no es geométricamente heredi-
tario.

En la figura previa, 0; es la Unica simetria (distinta de la identidad) de P y las dos
orbitas en aristas estdn marcadas en color naranja y magenta. Sin embargo, las si-
metrias de cada arista, determinadas por las mediatrices de las aristas que aparecen
marcadas con lineas punteadas, no se extienden a la simetr{a de P.

Con lo anterior, vemos que no es suficiente pedir que nuestro poligono tenga dos dr-
bitas en aristas para que éste sea geométricamente hereditario. De aqul se desprende
la siguiente pregunta: /st el poligono es transitivo en aristas entonces, es geométrica-
mente hereditario?

La respuesta nuevamente es negativa.

Observacion 4.2. El rombo de la Figura 4.4 es transitivo en aristas pero no es un
2-Pgh .

Figura 4.4: Poligono P transitivo en aristas que no es geométricamente hereditario.
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En la figura anterior 0y, o, y po son las simetras (distinta de la identidad) de .
Sin embargo, las simetrias de cada arista, que en particular es la reflexion en la me-
diatriz de la arista que aparecen marcadas con lineas punteadas, no se extienden a
una simetria de P. Por lo tanto, no es suficiente pedir que el poligono sea transitivo
en aristas. En otras palabras, st P es un 2-Pgh entonces, P tiene a lo mds 2 érbitas
en aristas, pero el converso es falso.

Otro punto importante de analizar con los poligonos geométricamente hereditarios es
el comportamiento de sus vértices bajo su grupo de simetrias.

Tomemos a P un 2-Pgh y sean {V;, V;} C Fy. Veamos que existe § € G(P) tal que
0(V;) = V;. Para ello consideremos {a,a’} C JF; tal que a = V;Vj, y @’ = V;V] con
{Vk, Vi} C Fy. Analicemos las siguientes situaciones:

= Supongamos que a y a’ estdn en la misma orbita y sea o € G(P) tal que
a(a) = d'. Entonces, a(V;) =V; y a(Vy) =Vioa(V;) = Vi y (Vi) =V
En el primer caso, la afirmacion es inmediata con & = «. En el sequndo
caso, consideremos 7 € G(a’) que intercambie los vértices de a’, como P es
geométricamente hereditario, existe 8 € G(P) tal que v = S| y por lo tanto
5(Vi) = Ba(Vy) = Vi

= Supongamos que a y a’ estdn en drbitas distintas. Entonces, sea @ € F; en
la misma érbita de a y adyacente a a’ con el vértice V. As(, con argumentos
andlogos al punto anterior tenemos que existe 6 € G(P) tal que 6(V;) = V.

De lo anterior, concluimos la siguiente proposicidn.

Proposicion 4.4. Si P un 2-Pgh, entonces G(P) actda transitivamente en los vértices
de P.

Tengamos presente que este trabajo pretende estudiar poligonos geométricamente he-
reditarios que no son regulares. La siguiente y Ultima proposicién de esta seccion nos
brindard informacién sobre cuando sucede que nuestro poligono es geométricamente
hereditario y consta de una sola drbita en aristas.

Proposicion 4.5. Sea P un 2-Pgh. Si G(P) actia transitivamente en las aristas de
P, entonces P es un poligono regular.
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Prueba. Consideremos dos banderas {®g, &1} C F(P) con &y = (Vp,a0),
®; = (Vi,aq) donde ag = VoV y a; = ViV]. Veremos que si P es transitivo
en aristas, entonces existe un elemento de G(P) que mande @, en ®;.

Como P tiene una sola drbita en aristas, existe 5 € G(P) tal que B(ap) = ay. De
esto ultimo, tenemos dos casos:

w Si B(Vy) = V4, entonces B(Pg) = Py.

» St B(Vp) # Vi, entonces (Vo Vl y 8(Vy) = V1.

) =
Por el Lema 4.1, existe v € G(P) tal que a(Vp) = V§ y a(Vy) = Vo, con lo
que a(ag) = ag. Entonces Ba(ag) = B(ag) = a1 y Ba(Vy) = B(Vy) = V1.
Ast tenemos Sa(Pg) = P.

Por lo tanto, sitempre existe § € G(P) tal que 6(Py) = P4, lo que implica que G(P)
actla transitivamente en banderas y por ello P es geométricamente reqular.

O

Con lo visto hasta aqui tenemos suficiente informacion para dar inicio con el analisis
geométrico de los 2-Pgh.

41. Los 2-Pgh finitos en E°. Un analisis geométrico

Antes de proceder con el andlisis y construccién de los 2-Pgh en E* mencionaremos
unos puntos que son importante notar para evitar posibles escollos en las secciones
postertores.

41.1.  Unas breves consideraciones previas a los 2-Pgh en E?

Para nuestro andlisis geométrico de los 2-Pgh en el plano [E?, es importante en
principio estudiar las isometrlas que dejan fija o invariante a una arista. Para ello,
consideremos un pol{gono finito P en E? y recordemos que si a € F(P), los elementos
de Iso(E?) que dejan fija a la arista a son:

) La identidad ¢ en E2.




41. Los 2-Pgh finitos en E?. Un andlisis geométrico 125

i) La reflexién oy, por la mediatriz m de a.
iit) El medio giro pps por el punto medio M de la arista a.

iv) La reflexién o, respecto a la recta n que contiene a la arista a.

De las cuatro simetrias anteriores, la identidad y o, fijan a @ punto a punto. Por otro
lado, no es posible considerar a una traslacién o un deslizamiento como elementos de
G(P) pues generarian una infinidad de aristas y P es finito.

Los incisos ii) y iii) serdn considerados en la siguiente seccion (4.1.2) con la finalidad
de conocer a los candidatos posibles para ser simetrlas de un 2-Pgh en E2. Por otra
parte, es necesario notar que si consideramos la reflexién o,, como simetria de P, se
presentan dos situaciones:

a) Las aristas adyacentes a a deben estar en la recta n.
b) El grado de los vértices incidentes a a es al menos 3.

En el caso a), la transitividad en vértices nos dice que el poligono es infinito (Figura
4.5), mientras que en el caso b) no se cumple la definicion de poligono que estamos
considerando (Figura 4.6).

Figura 4.6: Poligono que no es invariante bajo la reflexion o,.
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Con lo visto en estas consideraciones previas, tenemos a la mano la informacidon ne-
cesaria para comenzar con el andlisis de las posibles simetrias de las aristas para la
construccién de un 2-Pgh en el plano E2.

41.2. Las simetrias de P y de sus aristas

Con base en lo expuesto en la seccidn anterior (4.1.1), ahora procederemos a analizar
las posibles simetrias que dos aristas adyacentes de un 2-Pgh en el plano pueden
tener. Tomemos a {a,a’} C JF aristas adyacentes (es decir, que tienen un vértice en
comun, digamos P) y consideremos las siguientes simetr{as para estas aristas:

Las reflexiones o, y o; por las mediatrices m y [ de a y o, respectivamente y los
medios giros pas y pas por los puntos medios M y M’ de las aristas a y @', respec-
tivamente.

Para comprender mejor la compatibilidad de las simetrias de las aristas, con las sime-
trias del poligono, analicemos los posibles productos de estas isometrias del plano.

Tengamos presente que sélo consideramos poligonos finitos, por lo que el grupo gene-
rado por estas simetrias tiene que ser finito también. Asi, analicemos los casos en que
dos de estas isometrias generan un grupo finito. Como ya se discutié en el Capitulo
1 Seccién 1.3, necesitamos que los conjuntos de puntos fijos bajo nuestras dos involu-
ciones coincidan en por lo menos un punto, por lo que tenemos:

1. 01y ot

a) StiNm # (), tenemos que 0,0, es una rotacion con centro [Nm = {O}
y anqgulo de rotacion 2, donde o = £L(I A m). Ademés, |{oy, oy)| < 00
sty sblo st v = 27 donde podemos suponer (p, q) = 1. Este caso es un
candidato para nuestro estudio.

b) St lN'm = (), tenemos que 0,0, es una traslacion. Por ello descartamos
este caso.
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2. pm Y pur

a) St M = M’ entonces, pypar es la identidad. Ademds, sabemos que
tanto pas como pp son involuciones, por lo que ppyr = pXj = pu- St
U y V son los vértices de a y V' y W son los vértices de a’ (recordemos
que a y a’ son adyacentes), entonces par (V) = U y par (V) = W, pero
o (V) = pu (V) lo que implica que U = W y a = d’ (Figura 4.7). Un
poligono en el plano que tenga estas simetrias es un segmento de recta
(al que no consideramos un poligono).

Figura 4.7: Segmento generado por los medios giros pas Y pas.

b) St M # M’, tenemos que pprppr €S una traslacién. Motivo por el que
también descartamos este caso.

3. o1y pu (el andlisis de o, y par es andlogo):

a) St M € [ entonces, paro; = oypar es una reflexion por la linea ortogonal
a [ que pasa por M. Esto implica que (par,0;) = Do y generan una
familia de poligonos como el que se muestra en la Figura 4.8. Para precisar
un poco mds en este caso, los elementos importantes para que se genere
este tipo de poligono son el angulo (8 entre las aristas, el cual satisface
0 < 8 < 5 (o de forma equivalente, el dngulo 5 — 3 entre la arista a y la
mediatriz [ de la arista @') y la longitud de las aristas long(a) > long(a’).
Este caso no se descarta, sin embargo, dado que la familia de poligonos
ast generados es un caso particular con pocos elementos para profundizar
no ahondaremos en éstos durante nuestro estudio.
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Figura 4.8: Poligono generado por {pys, oy).

b) St M ¢ 1, tenemos que ppsoy es un deslizamiento, por lo que descartamos
este caso.

En vista de los incisos anteriores, Unicamente consideraremos para nuestro estudio el
caso del inciso 1.a) (Figura 4.9). Este caso serd expuesto en la siguiente seccion.

Figura 4.9: Poligono P.

4.1.3. Las simetrias completas de P

En este apartado buscamos analizar los 2-Pgh en el plano, a partir del reconoci-
miento de sus caracter{sticas geométricas. Para ello, estudiaremos los casos que son
el resultado del andlisis de la seccién anterior, es decir, aquellos 2-Pgh en los que
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(01, 0m) < G(P), donde m y [ son las mediatrices de dos aristas consecutivas de P.

Demos inicio preguntdndonos, /cudl es el grupo completo de simetrias de estos 2-Pgh?
En esta seccion todo 2-Pgh serd tal que (o7, 0) < G(P).

Tomemos a P un 2-Pgh no reqular y sea v € G(P). Como G(P) es finito, tenemos
dos posibles casos para 7, que sea una rotacion (con el mismo centro de rotacion O
que el formado por 0;0,,) o una reflexion (que necesariamente pasa por el punto de
interseccion de [ y m, nuevamente O).

Primero, supongamos que y es una rotacién con centro en O y angulo de rotacién 6.
Sea Fo = {Vo, V1,...,V,i_1} (ordenados de forma ciclica con relacién al punto O) y
tales que 0., (Vo) = Vi y (V) = V1. Por el Teorema 4.3 y como P es no regular
tenemos que hay exactamente dos drbitas en aristas, de manera que 0;0,,(Vo) = V3
y si j es tal que j = 0 (mddulo 2 entonces, existe r tal que (0;0,,)" (Vo) = V; y
(010" (Vi) = Vs,

Estamos en el supuesto que v es una simetria de P, por lo que v(Vp) = V; para
algun 7. Ademas recordemos que -y es una rotacidn, por lo que tenemos los siguientes
casos:

a) St i es par, primero notemos que y(Vy) = (0y0m)" (Vo) para algin r. Por
otro lado, sea § := v '(0y0,,)" € G(P) y observemos que si a € F; con
Vo € a tenemos que d(a) = a. De lo contrario, 0(a) = a’ con {a,ad'} C F
aristas adyacentes con V4 en comdn. Lo que implica por la Proposicion 4.2 que
P tendria una sola drbita en aristas, lo que contradice nuestra suposicién. Por
lo tanto, sea ® = {V{, a} una bandera para P, por los argumentos anteriores
concluimos que 6(®) € Stabg ) () y por la Proposicién 3.2 concluimos que
v = (010m)". Es decir, v € (o7, 0p,).

b) St ¢ es impar, entonces

o v ¢ (o10m) y
e existe 7 tal que (0y0,,)" (V1) = V..

Primero, como v(Vp) =V, tenemos (0y0,,)~"v(Vy) = V4. Por otro lado, sea
0 := (oy0m) "y € G(P); ésta es una rotacion tal que §(Vp) = V4. De aqui
deducimos que §(V;) = Vji1 para toda j € {0,...,n} y é6(a) = @' con
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{a,d’} C F; aristas adyacentes. Por lo que P es transitivo en aristas y por la
Proposicion 4.5, concluimos que P es regular, lo que contradice la supuesta no
reqularidad de P.

Ahora, supongamos que ~y es una reflexién, digamos oy en la linea I’ que contiene a
O (Figura 4.10 en linea punteada amarilla). Observemos lo siguiente: en virtud de que
or Yy o, son reflexiones, entonces o0, = po g := p una rotacidon que es simetria de
Py por lo tanto, regresamos al primer caso (ver Figura 4.10). Es decir, p € {0y, 01)
y por lo tanto oy € (o7, o).

Figura 4.10: Visualizacién de oy o, = p.

Por lo tanto, hemos demostrado que si P no es reqular, entonces v € (ay, ,,,). Lo que
nos brinda la siquiente proposicion.

Proposicion 4.6. Sea P un 2-Pgh en el plano y sean o; y o, las reflexiones en las
mediatrices de aristas adyacentes. Supongamos que P es finito y no reqular, entonces
G(P) = (o1, 0m) 0 bien P es de la familia de poligonos que se obtuvieron en el caso
3. a) (Figura 4.8).

Ahora estamos preparados para la construccién geométrica de los 2-Pgh en el plano
E2.
4.1.4. Construccién geométrica de los 2-Pgh en E?

Para dar inicio a la construccion que haremos, consideremos la tripleta (P; 0y, o),
donde {07,0,,} C Iso(FE?) son reflexiones de E? tales que IN'm = {O} a quienes
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denominaremos generadores y P € E?\ {O} al que llamaremos punto base. Sea
po = 010, la rotacion con centro en O y énqulo 2¢, donde av = £ (I A m). Consi-
deraremos Unicamente las tripletas (P; o0y, 0,,) para las que oo = gﬂ' con (p;q) =1,
al que nos referimos por dngulo base y el grupo G(P) = {0y, 0,,). En primera ins-
tancia permitimos P € [ Um, y ese caso serd abordado cuando se dé la situacidn de
poligonos regulares o cuya realizacidn no es fiel.

Construimos el poligono P de la siguiente manera:

1) Los vértices de P son los elementos de la drbita del punto P bajo el grupo
G(P), es decir, Fy = Op.

2) Con el punto P consideramos o;(P) = P’ y 0,,(P) = P”, de aqui obtenemos
los segmentos a = PP" y o' = PP” (Figura 4.11). De esta forma las aristas
de P es el conjunto F; = O, U, . Es decir, las aristas en O, son la drbita de
PP’ bajo G(P) y las aristas en O, son la érbita de PP” bajo G(P). Demos
cuenta que st P = P" o P = P” uno de los "segmentos base” desaparecerd
y F1 consistird Gnicamente de una orbita, por lo que P seria reqular y no lo
considerartamos en este estudio. Notemos que P = P’ si y slo st P € [Um,
por lo que podemos suponer que P ¢ [ U m.

Pe

Figura 4.11: Los elementos para generar un 2-Pgh.

Como el 4dngulo de rotacién es 2cc = ?, con (p,q) = 1 el orden del grupo G(P)
es 2q, de hecho G(P) = (o7, 0m) = {t, 00, 0m, PO, - - - ,p%_l,ampo, o ,O‘mpqo_2},
es decir, G(P) = D,,. El valor de p nos indicaré la cantidad de vueltas al rededor de
O que necesita el poligono para cerrarse; por lo tanto, el tamafo de J, también es
2q, salvo casos particulares que estudiaremos mas adelante, ademds el tamafo para
cada drbita de aristas es ¢ debido a que cada arista es estabilizada por la reflexidn
en su mediatriz y ésta es un elemento de G(P). Cabe notar que de esto tenemos
un 2g-agono abstracto, del cual en los siguientes parrafos veremos las regiones en el
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plano donde el poligono tiene un comportamiento que nos interesa.

El poligono asl generado serd equidngular (mas no necesariamente equildtero), pues
tiene una dnica 6rbita en vértices. Ahora, st @ y a’ estdn en la misma orbita bajo
G(P), entonces long(a) = long(a’); pero st a y a’ estan en distinta drbita bajo G(P),
entonces long(a) # long(a’) st y sélo st P no estd en la bisectriz de I y m. De otra
manera long(a) = long(a’) y veremos mds adelante que en este caso el poligono es
reqular.

Es importante para nuestro estudio identificar las zonas en el plano que bajo el grupo
G(P), el poligono que se obtenga sea reqular o cuya realizacién no sea fiel ya que
estos casos no son de interés para este trabajo. A estas regiones las denominaremos
zonas limite y dentro de esta clasificacion conviene presentarlas de la siguiente forma.

Zonas limite requlares:

) Yi={X e€E?| X €lum}.

i) Zi={X € B2 | X € by, UbL }.

Donde by, y b, son las bisectrices de los éngulos formados por I y m.
Zonas limite propias:

i) Y={X €y() [ 7€ (on,0m) \ {t}} U{X €v(m) | v € (o1,0m) \ {¢}}

Ahora veamos qué es lo que sucede en las regiones limite cuando el punto base
pertenece a alguna de ellas.

= Si P €Y, el poligono generado serd reqular, pues al pertenecer P a uno de
los generadores perdemos una drbita en las aristas, por lo que tenemos una sola
orbita de estas. Ast por la Proposicion 4.5 tenemos que el poligono es regular,
excepto cuando o = %w; en este caso el poligono resultante serd un segmento
de recta.
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Figura 4.12: Punto base en la zona limite Y; y con dnqgulo base o =

[

» Si P € Z; el poligono generado también serd reqular pues tenemos
d(P,l) = d(P,m). Esto implica que long(a) = long(a’) para a y @' aris-
tas de P. Notemos ademas, que o}, (la reflexion en b,,) es una simetria de P,
por lo que G(P) = (01, 0m,04,,) y actla de manera transitiva en las aristas
de P. De esto y por la Proposicién 4.5 tenemos que el poligono es reqular.

a L
birm

bim Z, Z,

. pe
L l
0., ° bim 0, § ° bim
o] P o]
° .
Figura 4.13: Punto base en la zona limite Z; y con dnqulo base o = %71‘.

Es preciso notar que hay dos elecciones del danqulo v que sélo generan zonas limite
requlares, o € {%71‘, %w} esto sucede pues en el primer caso el dngulo de rotacién
es m, mientras que en el sequndo, el dnqulo entre la bisectriz exterior y los gene-
radores es el mismo que el dnqulo entre los generadores, por lo que el conjunto Y
consiste en Unica recta, misma que coincide con la bisectriz exterior de los generadores.

Para el andlisis en el caso que intervienen los puntos del conjunto Y, consideremos
r la recta que contiene a P y a O. Entonces existe v € (oy,0m,) \ {¢} tal que
(1) = r o y(m) = r; denotando a la simetria de la manera natural, supongamos que
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0, = 04(). Notemos que o, € G(P) ya que 0, = 0,y = yory~ ' € G, por lo que
0,0, 4 0,0, también son elementos de G(P).

Notemos que como o,.(P) = P, el estabilizador de P en G(P) tiene cardinalidad 2
entonces, por el teorema 6rbita-estabilizador tenemos por un lado, que |G| = 2q y por
otro |G(P)| =2 - |O(P)|, por lo que |Fy| = ¢ y por lo tanto, no es una realizacién
fiel de un 2g-agono.

A continuacién, mostramos algunos ejemplos (Figuras 4.14, 415 y 4.16) en los que el
punto base se encuentra en esta zona (Y), con algunos casos respecto del dngulo «,
esto con la finalidad de comprender mejor la estructura geométrica del poligono en
estas zonas.

Figura 4.14: Punto base en la zona limite Y (con lineas punteadas azules) con dangulo

base o = %w.

Figura 4.15: Punto base en la zona limite Y (con lineas punteadas rosas) con dngulo

base o = %w.
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Figura 4.16: Punto base en la zona limite Y (con lineas punteadas lilas) con dngulo

base o = %ﬂ'.

En vista de este andlisis, llamaremos regidn natural aquella region R del plano tal
que R = [E? \ YUY, UZj, las zonas limite antes definidas.

Para la construccién geométrica de los 2-Pgh, tengamos en mente las siguientes
consideraciones. Las bisectrices (interna y externa) al ser ortogonales dividen el plano
en cuatro regiones, donde cada uno de estos cuadrantes contiene un rayo que forma
parte de los generadores; basta que consideremos al punto base P en uno de estos
cuadrantes, ya que cambiar de cuadrante tinicamente intercambia el color de las aristas.

Como lo mencionamos anteriormente, estos poligonos son equiangulares, de hecho el
anqulo (3 entre dos aristas consecutivas es ™ — « st P esta en la region delimitada por
la rectas [ y m que forman el angulo «. Esto lo podemos comprobar ya que: P, O y
los pies de las perpendiculares de P a m y [ respectivamente, forman un cuadrildtero
ciclico. Por un razonamiento andalogo, tenemos que si P estd en la region delimitada
por la rectas [ y m cuyo dngulo es el suplementario de «, entonces el dngulo 5 = «.

Con el material expuesto en esta seccién podemos formular el siguiente teorema:

Teorema 4.7. Sea P un poligono finito en el plano E? cuyos vértices equidistan de un
punto O (el cual definiremos a continuacidn). Entonces:
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P es un 2-Pgh si y solamente si se satisface una y solo una de las siguientes:

i) P es regular.

ii) P tiene dos drbitas en aristas bajo la accién del grupo G = {0y, 0,,,), donde para
una eleccidn arbitraria de aristas adyacentes de P, o, y o, son las reflexiones
cuyos ejes de reflexion son las mediatrices | y m de estas aristas y tales que

[Nnm={0}.

iii) P es de la familia de cuadrildteros tipo ‘moio” que se obtuvieron en el caso 3.
a) (Figura 4.8).

Ademds en el caso ii) si el conjunto de vértices de P, Fo(P), cumple que Fo(P) esta
contenido en la region natural R (como se definid en la pdgina 135), entonces la
realizacion de P es fiel y no regular.

Nuestro estudio es acerca de realizaciones geométrica de poligonos. Tengamos presente
que como objetos combinatorios estos poligonos tienen simbolo de Schlafli {2¢}. Sin
embargo, a continuacidn introducimos una notacién, que st bien no rescata por completo
la geometr{a del objeto, nos brinda intuitivamente la composicion de los mismos. As,
dado un 2-Pgh en el plano lo denotaremos por:

2q
axb|’

donde ¢ > 2 y tanto @ como b son los “brincos” de vértices consecutivos (sin contar
el vértice origen) para las arista del poligono, dado un orden levdgiro o dextrégiro de
ellos. Por ejemplo, {%} es el octadecdgono convexo que tiene sus aristas consecutivas
(Figura 4.17 inciso a)) y {%} es el octadecdgono tal que, inictamos en un vértice
origen (Vp), la primer arista va al vertice consecutivo (V4) y luego contamos 15 vértices
consecutivos (a partir del vértice en donde estamos para llegar al vértice Vig) para la
arista siguiente; nuevamente, a partir de aqut contamos 1 y luego 15 y continuamos

con este razonamiento. En este ejemplo el orden es dextrdgiro (Figura 4.17 inciso b)).
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Figura 4.17: a) Ejemplo de un poligono {%} y b) Ejemplo de un poligono {

Un poligono que serd de nuestro interés en este trabajo son los cuadrildteros tipo
‘mofio” que aparecieron en el caso 3. a) (Figura 4.8). Dado que la notacién que intro-

dujimos para los 2-Pgh no es adecuada para este caso, denotaremos a este objeto por

{Hjlm} = 4*. De esta forma, cuando aparezca la notacidn 4* tengamos presente

que se trata de esta familia de cuadrilateros.

Llegando a este punto es preciso mencionar que en el articulo ‘Metamorphoses of
polygons” [23] Griinbaum realizé un estudio histérico de los poligonos isogonales' y
poligonos isotoxales’. En este articulo Griinbaum expuso una caracterizacién geomé-
trica para los poligonos isogonlaes en donde presenta las herramientas y andlisis que
utilizaron Meister, Poinsot, Briicker, Hess y Gunther.

En su articulo, Griinbaum parte de los poligonos estrellados de tipo {4} con
(n,d) = 1y d < % con n par. De esta forma, considera para j € {1,...,n},
puntos V; en un circulo C, que determinan con un radio fijo 7 de C un dngulo de
2%%]‘, y se unird cada Vj con V44 por un segmento, con lo que obtiene un poligono
reqular de tipo {%}. A partir de aqui construye la familia de poligono isogonales,
considerando un pardmetro real 0 < ¢ < 7 y tomando V; de tal forma que el dngulo

con el radio r sea

'Un poligono P se dice que es isogonal si el grupo de simetr{as de P es transitivo en el conjunto
de vértices de P.

Un poligono P se dice que es isotoxal si el grupo de simetrias de P es transitivo en el conjunto
de arista de P.
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%§U-d+(—nj¢y

De esta forma, Griilnbaum obtiene la familia de poligonos isogonales que parten del
poligono reqular {5} y conforme varia el pardmetro ¢ se llega al poligono reqular {2}

donde e = % —d.

Figura 4.18: Ejemplos de la “metamorfosis” del poligono {?} para tres valores distintos
det(0<t<%yd=1)

Por nuestra parte, el andlisis que se abordd dentro de este capitulo también brindo,
de otra forma, una caracterizacién de los poligonos isogonales. La equivalencia con
el trabajo de Griinbaum se muestra en la construccién que proponemos. Tomamos el
punto base P sobre la bisectriz interna by, y hacemos variar continuamente a P sobre
una circunferencia (implicita) de radio fijo 7 y centro en O hasta la bisectriz externa
b, ast obtenemos la “metamorfosis” de los poligonos que muestra Griinbaum. Para
ver un ejemplo de esto, podemos notar de los poligonos de la Figura 4.18 compara-
dos con los poligonos de las figuras 4.22, 423 y 424 con t € {1, 2, 3} respectivamente.

Por otro lado, Grinbaum muestra también el concepto de dualidad, expresado como
“puntos en rectas y viceversa’, entre los poligonos isogonales y los isotoxales® (Figu-
ra 4.19).

3Para ello, Griinbaum propone por dualidad &, cambiar el segmento por su punto medio y aristas
adyacentes seran vértices adyacentes (y viceversa).
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Figura 4.19: Ejemplo de un poligono isogonal e isotoxal bajo la dualidad.

El concepto de dualidad, lo considera con un andlisis cuidadoso desde una perspectiva
geomeétrica, esto porque en su analisis, exhibe poligonos isogonales que no tienen como
dual a un poligono isotoxal y viceversa (Figura 4.20). Cabe aclarar que la figura que
aparece en el inciso b) no es poligono con la definicidn que estamos utilizando, sin
embarqo, st lo es para la definicion de poligono que utiliza Griinbaum.

Figura 4.20: a) Ejemplo de un poligono isogonal que no admite un poligono dual
isotoxal y b) Ejemplo de un poligono isotoxal que no admite un poligono dual isogonal.

De lo aqui expuesto, si en nuestro andlisis consideramos la dualidad propuesta por
Griinbaum, tenemos una construccidn andloga de poligonos isotoxales, estudio que, por
la extensidn de este trabajo, se considerard en otro momento.

A continuacidn, de regreso a nuestro estudio, en cada uno de los ejemplos siquientes
mostraremos poligonos donde el punto P se encuentra dentro de las regiones naturales.
Sin embrago, son solo casos que seleccionamos entre familias de poligonos que cambian
de forma continua. Por otro lado, para cada uno de ellos se especificard el dngulo o
entre las lineas [ y m, donde tomaremos a v € (O, %] Podemos hacer esto, puesto
que st « € (g,w) entonces, lo sustituimos por m — v que también es el angulo entre
lym.
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.

Figura 4.21: Poligono {%} con o = é

Figura 4.22: Poligono { 16 } con a = i

1%13 8
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P

l

m
Figura 4.23: Poligono {3if1} con o = %w.

[P

l

m
Figura 4.24: Poligono {%} con o = %71’.
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P
[
m
Figura 4.25: Poligono {71767} con o = %w.

A

e\
a/ P

Figura 4.26: Poligono {3%} con o = %7‘(‘.
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Figura 4.27: Poligono

—

f>

-

Figura 4.28: Poligono

{£}cna=3

.

{11769} coon a =

3
871'.




144 Polgonos finitos geométricamente hereditarios (2-Pgh)
\ < .P /
Y \ //

) l
% \

/ .

Figura 4.29: Poligono {%} con o = %7‘(‘.

Syl

Figura 4.30: Poligono {%} con o = %w.
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4.2. Los 2-Pgh finitos en E>. Un analisis geométrico

En este apartado analizaremos a los 2-Pgh que habitan en el espacio euclidiano de
dimension 3. De forma andloga a como se realizé el estudio en el plano, nos apoyaremos
en las isometrlas ahora del espacio euclidiano, con la premisa que generen un grupo
finito.

4.2.1.  Unas breves consideraciones previas a los 2-Pgh en E?

Para nuestro andlisis geométrico de los 2-Pgh en el espacio E?, es importante en
principio estudiar las isometrias que dejan fija o invariante a una arista. Para ello,
consideremos un poligono finito P en E? y recordemos que si a € F;(P), los elementos
de Iso(E?) que dejan fija a la arista a son:

i) La identidad ¢ en E®.
i) La reflexion opp por el plano mediatriz II de a.

il) Los medios giros p; por las rectas [ perpendiculares a a y que contengan el
punto medio de esta arista.

iv) La inversion central oo por el punto O que es el punto medio de la arista a.

v) Cualquier rotacion cuyo eje contenga a la arista a. Cuando consideremos a una
de estas rotaciones la denotaremos por p,, donde s es el eje de rotacidn tal que
a C s.

vi) Cualquier reflexién cuyo plano de reflexién contenga a la arista a. Cuando con-
sideramos a una de estas reflexiones la denotaremos por o, donde A es el
plano de reflexion tal que a C A.

De las simetrias anteriores, la identidad, la rotacién ps y la reflexién oa fijan a a
punto a punto. Por otro lado, notemos que en este analisis no es posible considerar
a una traslacién, un deslizamiento o un tornillo como elementos de G(P) pues ge-
nerartan una infinidad de vértices y aristas en contradiccion con el hecho que P es finito.

Los incisos ii), iii) y iv) serdn considerados en la siguiente seccidn (4.2.2) con la
finalidad de conocer a los candidatos posibles para ser simetrias de un 2-Pgh en E?.
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A continuacién se descartardn los casos donde se presenta a la rotacion ps o la reflexion
o (de los incisos v) y vi)) como simetrias de P.

En la situacion de considerar la rotacion ps como simetria de la arista a de P, se
presentan los siguientes casos:

a) Las aristas adyacentes a a deben estar en la recta s.
b) El grado de alguno de los vértices incidentes a a es al menos 3.

En el caso a) la transitividad en vértices nos dice que el poligono es infinito, mientras
que en el caso b) no cumple la definicion de poligono que estamos considerando.

Mientras en la situacidn de tener a la reflexion oa como simetria de la arista a de P,
se presentan los siguientes casos:

a) Las aristas adyacentes a a deben estar en el plano A y en consecuencia también
estdn en la recta n determinada por los vértices de a o las arista adyacentes a
a estan en el plano A pero no en la recta n.

b) El grado de alguno de los vértices incidentes a @ es al menos 3.

En la primer situacidn, por la transitividad de los vértices tenemos que es un poligono
plano, finito o infinito (como aperigono o un zigzag), contenido completamente en A
(de lo contrario caemos en el inciso b)), y en ésta, la reflexidn actua como la identidad.
En el sequndo inciso no se cumple la definicidn de poligono que estamos considerando.

Con lo visto en estas consideraciones previas, tenemos a la mano la informacion ne-
cesaria para comenzar con el andlisis de las posibles simetrias de las aristas para la
construccién de un 2-Pgh en el espacio E3.

4.2.2. Las simetrias de P y de sus aristas

Con base en lo expuesto en la seccidn anterior (4.2.1), ahora procederemos a analizar
las posibles simetrias que dos aristas adyacentes de un 2-Pgh en el plano pueden
tener. Tomemos a {a,a’} C JF; aristas adyacentes (es decir, que tienen un vértice en
comun, digamos P) y consideremos las siguientes simetr{as para estas aristas:

Las reflexiones oy por los planos mediatrices de a y @', respectivamente, los medios
giros p; con ejes de rotacidn [ perpendiculares a cada arista y que contengan el punto
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medio de las aristas a y a/, respectivamente y las inversiones centrales oo con centro
en el punto medio O de las aristas a y a’, respectivamente.

Para comprender mejor la compatibilidad de las simetrias de las aristas, con las sime-
trias del poligono, analicemos los posibles productos de estas isometrias del plano.

Tengamos presente que sélo consideramos poligonos finitos, por lo que el grupo ge-
nerado por estas simetr{as tiene que ser finito también. As(, analicemos los casos en
que dos de estas isometrias generan un grupo finito. Como ya se discutié en el Ca-
pitulo 1 Seccidn 1.3, necesitamos que los conjuntos de puntos fijos bajo nuestras dos
involuciones coincidan en por lo menos un punto, por lo que tenemos:

1. om Yy on,:

a) St Iy NIy # O, tenemos una rotacién py, g en la recta m = Iy N 11,
y angulo @ = 24 (T1; A II,) (Figura 431 inciso 1)). Estas generardn un
grupo finito si y sélo st 6§ = §7r y sin perdida de generalidad suponemos
que (p,q) = 1. En este caso, podemos considerar a IT el plano ortogonal a
m que contienen al punto base P, entonces el poligono generado por oy,
y o, serd un poligono en el plano (Figura 4.31 inciso 1)) y el andlisis
es idéntico al desarrollado en la Seccion 4.1.

)

Figura 4.31: a) Punto base P con las aristas dadas por los generadores oy, y opy,.
b) Ejemplo de uno de los poligonos planos resultante.
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b) St II; N1l = (), tenemos que oy, omr, es una traslacion 7, motivo por el
que descartamos este caso.

2. p1y pm

a) St lNm # (), tenemos una rotacidn p,, ¢ donde n es la recta ortogonal al
plano que contiene a [ y m que pasa por el punto {Q} =1Nm y 0 es el
doble del anqulo entre las rectas [ y m. Este caso sera de nuestro interés,
ya que a primera vista tenemos una situacién andloga al caso 1.a). Sin
embrago, este caso presenta un comportamiento distinto en los poligonos
cuando el punto base no esta en el plano generado por [ y m y serd
estudiado en las secciones 4.2.3 y 4.24.

b) St INm = (), tenemos:

b.1) Si || m, tenemos una traslacion 7, por lo que no consideramos este
caso.

b.2) St I }f m, tenemos un tornillo v, por lo que tampoco es de nuestro
interés este caso.

3. 00 yog:

a) St O # () tenemos una traslacién 7, por lo que no se considerara.

4 on y pr

a) St I C II. Tenemos que pyor = oy, esto implica que {p;, o) = Dy
y generan una familia de cuadrildteros de tipo 4* (Figura 4.32 inciso ll)).
Ademds, el producto de p; y opr es la reflexion o por el plano IT,
perpendicular a IT y que contiene a la recta [.
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) 1)

Figura 4.32: I) Punto base P con las aristas dadas por los generadores o1 y py. ll)
Ejemplo de uno de los cuadrildteros resultante tipo 4*.

b) Stl ¢ II, pero I N1II = {O}, tenemos una reflexién con giro ¢y, 9, a con-
tinuacion mencionaremos como se obtiene la recta n y el angulo 6. Sean
IT; y I, planos tales que p; = o, o1, Yy de modo que IT; sea ortogonal
a II, entonces n = II N1y y 0 = 2L(IT A Tly). Ademés, |{om, pi)| < oo
sty solo st a = §7r, donde podemos suponer (p,q) = 1. Este caso es un
candidato para nuestro estudio y serd expuesto en las secciones 4.25 y
4.2.6.

o) Stl ¢ Iy lNII = 0, tenemos un deslizamiento § por lo que no
consideraremos este caso.

5. o y op:

a) St O € 1, como oy fija O, tenemos que opoy = opop. Esto implica
que (0o,om) = Dy y generan una familia de cuadrildteros de tipo 4*
(Figura 4.33 inciso Il)). EL producto de oo y op es un medio giro p; por
la recta [ que es perpendicular al plano II por el punto O.
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) 1)

1
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on(P)

Figura 4.33: I) Punto base P con las aristas dadas por los generadores p; y oo. ll)
Ejemplo de uno de los cuadrildteros resultante tipo 4*.

b) O ¢ 11, tenemos un tornillo -y, por lo que descartamos esta situacion.
6. piy oo
a) St O € . Como p; fija O, tenemos que poo = opp, esto implica que
(p1,00) = Do y generan una familia de cuadrildteros de tipo 4* (Figura

4.34 inciso I1)). El producto de p; y oo es una reflexidn oy, donde II es
uno de los planos que forman la inversion central oo y [ _LIL

) )

Figura 4.34: 1) Punto base P con las aristas dadas por los generadores op y op. ll)
Ejemplo de uno de los cuadrildteros resultante tipo 4*.

b) St O ¢ [, tenemos un deslizamiento &, por lo que no es de interés este
caso.
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Con base en el estudio que realizamos en esta seccidn, centraremos nuestra atencién
en los casos 2.a) y 4.b).

En el siguiente apartado analizaremos los 2-Pgh en el espacio 3, a partir del
reconocimiento de sus caracteristicas geométricas. Para ello, estudiaremos los casos
2.a) y 4.b). que son el resultado del andlisis de la seccidn anterior.

4.2.3. Las simetrias completas de los 2-Pgh en E3. El caso: 2.a)

Consideremos un 2-Pgh en el que {p;, prm) < G(P), donde p; y pp, son los medios
giros cuyos ejes de rotacién son las rectas [ y m y son tales que [N'm = {O} y
pasan por los puntos medios de aristas consecutivas de P. Ademds consideremos los
siguientes objetos: IT el plano que contiene a [ y m (el cual existe ya que [ y m
concurren) y n la recta ortogonal a II por el punto O.

De manera analoga a como se abordé el analisis en la Seccion 4.1.3 podemos encontrar
el grupo completo de simetrias del poligono P en el caso con dos medios giros como
generadores (y las condiciones citadas).

Basta que tomemos a P un 2-Pgh no reqular en E? y sea v € G(P). Como G(P) es
finito, tenemos tres posibles casos para 7y, que sea una rotacidn (cuyo eje de rotacion
contenga a O), una reflexion (que necesariamente pasa por el punto O) o una reflexion
con giro (cuyo centro coincide con O). De esto y como {p;, prm) < G(P), podemos
convencernos que <y deja fijo o invariante al plano II y la recta n.

En el caso que 7 es una rotacién, esta tiene a m como eje; y si es una reflexion
entonces debe o bien ser la reflexién por I, o bien una reflexion por un plano que
contenga a m; y en el caso que v sea una reflexién con giro debe o bien ser la que
tiene a Il como plano de reflexion y eje a la recta n o bien la inversion central por
el punto O. Con esto en mente y con argumentos andlogos a los expuestos en la
Proposicidon 4.6 tenemos que el conjunto de centros de aristas de P queda invariante
bajo v, lo que obliga a que v € (p;, pm). Cabe senalarse aqui, que la cantidad de
casos a tratar se amplifica en comparacion al estudio en el plano, sin embrago, la
técnica para abordar cada uno de ellos es semejante al que exigta el plano, por tal
motivo podemos omitir esos argumentos. Por lo tanto, con lo dicho hasta aqu(, tenemos
la siguiente proposicion:
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Proposicion 4.8. Sea P un 2-Pgh en el espacio B3 y sean p; y py, los medios giros
cuyas ejes de rotacion son las rectas | y m tales que I N'm = {O} y pasan por
los puntos medios de aristas adyacentes. Supongamos que P es finito y no reqular,
entonces G(P) = (p1, pm)-

Ahora estamos preparados para la construccién de los 2-Pgh bajo estas condiciones.

4.2.4. Construccién geométrica de los 2-Pgh en 3. El caso 2.a)
El caso 2.a): p; y pp, con LNm # ()

Consideremos la tripleta (P;py, pm), donde P € [E3 es el punto base y

{p1,pm} C Iso(E?) son medios giros con I Nm = {O}. El producto de estos

dos medios giros es una rotacion pj, 29, donde n es la recta ortogonal al plano que

contiene a [ y m, digamos II, y @ es el dngulo entre las rectas [ y m (Figura 4.35).

Ademds para que el poligono generado de esta forma sea finito, pedimos que el angulo
= §7r y podemos suponer sin perdida de generalidad que (p,q) = 1.

\
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Figura 4.35: Los medios giros p; y pp, (color azul y naranja, respectivamente) y la
recta n (lineas punteadas).

Sea G(P) = (pi, pm). Dado P € E3 construimos el poligono P de la siguiente
manera:

1) ELl conjunto JFy de vértices de P es la orbita del punto P bajo la accion del
grupo G(P).

2) Con el punto P consideramos p;(P) = P’y p,,(P) = P”, de aqui obtenemos
las aristas PP’ y PP". El conjunto de aristas de P es F3 = Oy U Oy, y estdn
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definidas de la siguiente manera. Las aristas en Op son los elementos de la
6rbita de PP’ bajo G(P) y las aristas en Oy son los elementos la drbita de

PP bajo G(P). Notemos que si P € [ Um entonces, P =P o P=P" (0
ambas) por lo que sdlo tendriamos una drbita de aristas (o un solo punto) y el
poligono serd regular.

Como el dnqulo de rotacion es 26 = %ﬂ' con (p,q) =1, el orden de G(P) es 2¢, de
hecho G(P) = D, de donde el orden para cada orbita de aristas es ¢. El valor de
p nos indicard la cantidad de vueltas al rededor de O que necesita el poligono para
cerrarse. El tamafo de J es también 2¢, salvo en las regiones limite que analizaremos

en los siguientes apartados que corresponden a las regiones donde le estabilizador de
P bajo G(P) no es trivial.

De manera similar que en el caso del plano, el poligono asi generado serd equidngulo
(mds no necesariamente equildtero), pues tiene una tnica drbita en vértices. Ademds,
st {a,a'} C O; (con i € {0,1}), entonces long(a) = long(a’); pero st a € O; y
a' € Q; (con i # j,{i,j} C{0,1}), entonces long(a) # long(a’) st y sdlo si P no
estd en los planos bisectriz de [ y m.

Al igual que en andlisis de los poligonos en el plano, pedimos que el punto base no
se encuentre en determinadas zonas del espacio, pues tenemos la situacién en que se
genere un poligono reqular o uno cuya realizacién no sea fiel. A continuacion descri-
bimos a este tipo de zonas, a las que denominaremos zonas limite.

Zonas limite propias:

i) St P esta en el plano II generado por las rectas [ y m, nuestro estudio serd
en este plano en el que tenemos una rotacion con centro en O y el andlisis de
los poligonos resultantes se sigue de la Seccién 4.1 ya que estos serdn planos.

it) St P € n, al ser concurrentes las rectas [, m y n y como n es ortogonal al
plano II, tenemos que la realizacion del poligono no sera fiel, ya que este serd
un segmento de recta.

Zonas limite requlares:

i) SeaZ; ={X e E*| X €11, U IT,. }, donde Iy, y IT,. son los planos
ortogonales a II por las bisectrices de [ y m. Notemos que n C Z;, de hecho
n =1L, NIl . St P € Z; \ {n}, tenemos un poligono regular del tipo
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2q-dgono antiprismdtico o 2q-dgono prismdtico (seqgtn [21]). Esto pasa porque
d(P,1) = d(P,m) aunado a la definicién de medio giro por una recta, lo que
implica que long(a) = long(a’) para a y a’ aristas de P. Ademés G(P) actia
de manera transitiva en las aristas de P, ya que la reflexion en el plano II,
o Il. (dependiendo en cual este P) es una simetria de P que intercambia las

aristas incidentes a P. De esto y por la Proposicion 4.5 tenemos que el poligono
es reqular (Figuras 4.36 y 4.37).

Figura 4.36: Punto base P € II;, y anqulo 6 = iﬂ'.

\ i A
‘//
_ 7\”";””’*
\
\
\

Figura 4.37: Punto base P € I+ y dngulo 0= iﬂ'.

ELl complemento de las zonas limite antes mencionadas la nombraremos como la region
natural, es decir, es el conjunto R = E3 \ Z;.

Podemos darnos cuenta que las regiones formadas por las rectas determinadas por
la accion del grupo G(P) sobre los generadores y los planos ortogonales a estas,
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proporcionan poligonos cuya realizacion es fiel. De hecho, st P € II; \ [, donde I, es
el plano que contiene a [ y es ortogonal a II, se genera una arista que serd ortogonal
a [ y contenida en II;, andlogamente con m. Asl que la proyeccidn ortogonal de este
poligono sobre el plano IT muestra un poligono cuya realizacion no es fiel, sin embargpo,
como poligono del espacio st es fiel ya que la longitud de la arista ortogonal a 1I es
distinta de cero.

Nuevamente, para la construccion geométrica de los 2-Pgh tengamos en mente las
siguientes consideraciones que serdn de utilidad para hacer mas clara su realizacidn.

Observemos que al igual que en el andlisis en el plano, podemos suponer que 6 el
dngulo entre [ y m, cumple 6 € [0, 7].

Recordemos que las bisectrices (interna y externa) son ortogonales y consideremos los
planos ortogonales al plano II por cada una de las bisectrices, el espacio queda divi-
dido en ocho regiones (octantes), basta que consideremos al punto base P en uno de
estos octantes, ya que cambiar de octante Unicamente intercambia el color de las aristas.

Notemos que los poligonos que estamos construyendo tienen simbolo de Schléfli {2¢},
con base en ello, a continuacidn introducimos una notacidn, que si bien no rescata por
completo la geometria del objeto, nos brinda intuitivamente la composicidn de los
mismos, ésta es motivada por la notacion introducida en [40]. De esta forma, dado
un poligono geométricamente hereditario en el espacio con las condiciones que hasta
ahora se expusieron, lo denotaremos por:

(2}ar

Aqut 3 es el angulo entre los planos Ay y Ay donde, el primero es plano que contiene
a las aristas PP’ y PP" y el sequndo es el plano que contiene a las aristas PP’
y P'P”, con P' = pi(P), P" = pu(P) y P" = pipm(P’). Con esto, retomamos
nuevamente la notacién {%} de la Seccién 4.1.4 considerando la proyeccién ortogonal
sobre el plano II. Asimismo, agregamos una caracter{stica a esta notacién, cuando la
proyeccion del poligono P sobre el plano II pierde alguna de sus aristas lo denotaremos

por {ﬁ} 0 {#‘ZO)} para indicar la pérdida de esa arista en esa proyeccion, las

Figuras 4.40 y 4.42 ejemplifican esta notacién. Por otro lado, se puede presentar la
situacion en la que la proyeccion ortogonal del poligono {%} sea no fiel, si bien
esta situacidn no presenta ningln inconveniente para realizacion de los 2-Pgh para
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este caso incluimos una variante dentro de las notaciones ya establecidas para dar
pie a esta situacion y es {%} Ejemplo de esto lo podemos apreciar en las Figuras
4.38 y 4.39.

4 E& N\\M 2

Figura 4.38: Poligono {11335} #{ }P con B = %7?. En I tenemos una vista del poligono

en proyeccion ortogonal sobre el plano IT y en Il una vista en perspectiva.

18/2
1x15

en proyeccion ortogonal sobre el plano II y en Il una vista en perspectiva. Notemos
que la proyeccidn sobre el plano II nos da un poligono cuya realizacion no es fiel, sin
embarqo, el poligono en el espacio si lo es.

Figura 4.39: Poligono { #{ }¥ con B = %7‘(‘. En | tenemos una vista del poligono

Para cada uno de los siguientes ejemplos, se muestras diversas proyecciones del poli-
gono P. En la parte marcada con I, se muestra la proyeccién ortogonal sobre el plano
z = 0 (o en planta) que coincide con el plano II, en la parte marcada con Il se muestra
la proyeccidn ortogonal sobre el plano z = 0 (o en frontal) y la parte marcada con |lI
se da una vista de P desde una perspectiva. Ademds recordemos que 6 es el anqulo
entre las rectas [ y m.
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1]

N
ZAVAN

Figura 4.40: Poligono {%} #{ }” con 8 = Jm ydngulo 6 = 1.

Figura 4.41: Poligono {%} #{ }” con B = Lx y dngulo 6 = 1.
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1]

Figura 4.42: Poligono {1(80/)11 } #{ }¥ con = imydngulo 6 = 1.

Y NP
PUTIN

Figura 4.43: Poligono {£} #{ }? con B = L7 y dngulo 6 = 1.
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Figura 4.44: Poligono {1(80/)%61 } #{ }¥ con 8 =m ydngulo 6 = .

Figura 4.45: Poligono {55} #{ }” con B = 7 y dngulo 6 = 1.
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Figura 4.46: Poligono {5} #{ }? con 8 = 3w y éngulo 6 = I

Figura 4.47: Poligono { 10/2 }#{ } con 8= Lmydngulo § = Zm.

1(0)x2
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Figura 4.48: Poligono {75} #{ }” con 8 = 2 y éngulo 0 = 2.

Figura 4.49: Poligono {10/2} #{ }¥ con 8 = 37y dngulo 6 = 7.

1x1




162

Poligonos finitos geométricamente hereditarios (2-Pgh)

Figura 4.50: Poligono { 10 }#{ }P con B = 3wy éngulo 6 = 7.

Lym_

Figura 4.51:

1(0)1 3

Pol{gono { 10/2 }#{ }# con =0y dngulo § = 2.

2x1(0)
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Figura 4.52: Poligono {1(35’*1}#{ }2 con B = 3wy éngulo 6 = 2.

Figura 4.53: Poligono { 10/2 }#{ }P con B =27y éngulo § = Zm.

1(0)+1 9
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Figura 4.54: Poligono {4%} #{ }? con 8 = 2 y dngulo 6 = 7.

Figura 4.55: Poligono {42} #{ }? con B = 27 y dngulo 6 = 7.
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4.2.5. Las simetrias completas de los 2-Pgh en E3. El caso: 4.b)

En este apartado continuamos con el andlisis de los 2-Pgh en el espacio E?, a partir
del reconocimiento de sus caracteristicas geométricas. Ahora toca el turno a aquellos
2-Pgh en los que (p;,om) < G(P), donde p; y orr son el medio giro con eje de
rotacion en la recta [ y la reflexion por el plano II, respectivamente y son tales que
[N ={0}y b =L{UNII) (con 6 = Ly (p; q) = 1). Ademds, cada uno de ellos
pasa por los puntos medios de aristas adyacentes de P, respectivamente. En suma a lo
anterior, consideremos los siguientes objetos: sea II; el plano perpendicular a II que
contiene a [ (el cual existe ya que p; es un medio giro) y sea n la recta ortogonal a
IT; por el punto O.

De manera andloga a como se abordd el andlisis en la Seccidn 4.1.3 podemos encontrar
el grupo completo de simetrias de poligono P en el caso con dos medios giros como
generados (y las condiciones citadas).

Basta que tomemos a P un 2-Pgh no reqular en E3 y sea v € G(P). Como G(P) es
finito, tenemos tres posibles casos para -y, que sea una rotacion (cuyo eje de rotacion
contenga a O), una reflexién (que necesariamente fija el punto O) o una reflexidn
con giro (cuyo centro coincide con O). De esto y como (p;, o) < G(P), podemos
convencernos que -y deja fijo o invariante al plano II; y la recta n.

En el caso que ~y es una rotacidn, esta tiene a n. como eje; y si es una reflexion entonces
debe o bien ser la reflexion por IIy, o bien una reflexion por un plano que contenga a
n; y en el caso que 7y sea una reflexién con giro debe o bien ser la que tiene a II;
como plano de reflexidn y eje a la recta m o bien la inversidn central por el punto O.
Con esto en mente y con argumentos andlogos a los expuestos en la Proposicion 4.6
tenemos que el conjunto de puntos medios de aristas de P generadas por p; queda
invariante bajo <y, ya que éstos estdn contenidos en el plano II;. Mientas que los
puntos medio de las aristas generadas por oy se permutan ciclica y alternadamente
entre ellos, ya que estos estdn en rectas perpendiculares a II; espaciadas g (o 2%
dependiendo de la paridad de g) al rededor del punto O, qué dicho de otra forma, éstas
estdn en un cilindro circular perpendicular a IT; cuyo eje es n. Por lo que, se obliga a
que 7y € {p;, on). Cabe sefalarse aqui, que la cantidad de casos a tratar se amplifica
en comparacion al estudio en el plano, sin embrago, la técnica para abordar cada
uno de ellos es semejante al que exigia el plano, por tal motivo podemos omitir esos
argumentos. Por lo tanto, con lo dicho hasta aqui, tenemos la siguiente proposicion:




166 Poligonos finitos geométricamente hereditarios (2-Pgh)

Proposicién 4.9. Sea P un 2-Pgh en el espacio > y sean p; y o el medio giro
cuyo eje de rotacion es la recta l y la reflexidn cuyo plano de reflexién es 11 (1 ¢ 1I)
y para los cuales la interseccion de la recta l y el plano 11 es el punto O y que pasan
por los puntos medios de aristas adyacentes, respectivamente. Supongamos que P es
finito y no regular, entonces G(P) = (p;, om) o bien P es de la familia de poligonos
que se obtuvieron en el caso 4.a) (Figura 4.32) o bien P es un rectdngulo plano.

Ahora estamos preparados para la construccion de los 2-Pgh bajo estas condiciones.

4.2.6. Construccién geométrica de los 2-Pgh en E3. El caso 4.b)

El caso 4.b): o1 y p; con [ € II, pero I NII = {O}

Consideremos la tripleta (P; p;, o11), en la que P € E3 al que denominaremos como
el punto base y {p;, o} C Iso(E?) donde p; es el medio giro con eje la recta [ y
o es la reflexién en el plano IT con [N IT = {O} (Figura 4.56).

Figura 4.56: El medio giro pj, la reflexién oy y su interseccidn en el punto O.

El producto de las isometrias p; y op es una reflexién con giro ¢, 9 (Figura 4.57
inciso 1)) con las siguientes caracteristicas: sean II; y Il tales que p; = o, om, Yy
tales que IIy es ortogonal II (Figura 4.57 inciso l)). Sea n = II NIl y el dnqulo de
rotacion es 0 = L(I AI1) = L(IT A1ly), tal como se hizo en la Seccion 4.2. Ademas,
notemos que para que el poligono generado de esta forma sea finito, el dngulo debe ser
de la forma 20 = %7‘( y sin perdida de generalidad podemos suponer que (p,q) = 1.
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) I1)

Figura 4.57: 1) Vista de los planos que conforman al medio giro p;. ll) La reflexion con
giro ¢, ¢ como el producto del medio giro p; y la reflexién ory.

Sea G(P) = (p, o). St P € E3, construimos el poligono P de la siguiente manera:

1) EL conjunto Fy de vértices de P es la orbita del punto P bajo el grupo G(P).

2) Con el punto P consideramos p;(P) = P’y o(P) = P”, de aqui obtenemos
los segmentos a = PP’ y a’ = PP". Por lo que, el conjunto de aristas de P
es F1 = O, U O,. De manera similar a los casos anteriores, si P € [ UII
entonces P es reqular o es un solo punto y no lo consideraremos para nuestro
estudio.

Como en los casos anteriores, el dngulo de rotacidn es 20 = %”w con (p,q) =1, sin
embargo, en esta situacién el orden del grupo G(P) depende de la paridad de ¢. As{,
st ¢ es par entonces, el orden de G(P) es 2¢ y tenemos que G(P) = (p, o) = Dy,
mientras que si g es impar entonces, el orden de G(P) es 2 -2q y tenemos que
G(P) = (pr,on) = D, x Cy. El valor de p nos indicard la cantidad de vueltas
alrededor de la recta n que necesita un vértice para llegar al inicial.

De forma similar a los andlisis anteriores, salvo regiones que consideraremos poste-
riormente en nuestro estudio, el orden de J es 2¢ en el caso par de ¢ y 4q en el caso
impar de ¢. El tamano para cada drbita de arista es g 0 2q en el caso par o impar de
g, respectivamente. Esto sucede ya que la reflexidn con giro ¢, 9 = pjory alterna dos
a dos los vértices entre los semiespacios determinados por II;, de este modo cuando
q es par, el primero y el 2g-ésimo vértice coinciden y cuando g es impar, el primer y
el 2g-ésimo vértice se encuentran en semiespacios distintos.
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De nueva cuenta, pedimos que el punto base no se encuentre en determinadas zonas
del espacio, donde se dé la situacion en que se genere un poligono regular o uno
cuya realizacion no sea fiel. A continuacién describimos a este tipo de zonas, a las
que denominaremos zonas limite.

Zonas limite propias

i) St P € II; \ {O}, donde II; es el plano ortogonal a IT y contiene a [, el
poligono es plano y su analisis se sigue de la Seccion 4.1.4 (Figura 4.58).

N
o,

Ny

. '
s I
= i
v, e
o

. o

\\'//—'

Figura 4.58: Punto base P € II; \ {O} junto con los generadores p; y ory.

it) St P € n, notemos que como n = IINII,, entonces n es la recta perpendicular
a II; por O. Dado que las rectas [ y n son concurrentes, tenemos que la
realizacion del poligono no serd fiel, ya que serd un segmento de recta.

Zonas limite mixta

i) Sea Y={X ey(II) | v € G(P)\ {¢}}.

Primero tengamos presente que o (I1;) = I1; y pyop(I1y) = Iy, esto implica
que II; queda invariante por los elementos de G/(P). Ahora, observemos que
L(IAn) =7, yentonces py(n) =n y pon(n) = n por como se eligié n, por
lo que n queda invariante para todos los elemento de G(P).

Dado que n € II, II.LII; y v es isometria sucede que ~vy(n) C ~(II) y
v(II) Lv(IIy). Sin embargo, v € G(P) por lo que y(n) = n y y(II;) = II;.
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Por lo tanto, n C y(II) y ~(II)_LII;.

Ademds notemos que st P € Y, entonces tenemos que él pertenece a un plano
que es imagen de I bajo el grupo G(?P), por lo que el estabilizador de P en
G(P) tiene cardinalidad 2 o cardinalidad 1, dependiendo si ¢ es par o im-
par, respectivamente. Entonces, por el teorema orbita-estabilizador |Fy| = ¢q o
|Fo| = 2¢ de nueva cuenta si g es par o impar, respectivamente.

Por otra parte, veamos lo que sucede con las aristas incidentes a P.

Sea P € Y. Entonces existe v € G(P) tal que P € ~(II). Sea II" := ~(II).
Como vimos antes n C II" y II; LIT". Notemos que si oy, es la reflexién en IT'
entonces, oy = yony~ ' € G(P).

Sean a ;= PP’ = Pp(P) y a' := PP" = Poy(P) las dos aristas bases de
P. Observemos que a = a’ st y sdlo si P" = P”, st y sdlo si p(P) = on(P),
sty sélo st P = pjon(P), st y sélo st P = O. Es decir, st P # O entonces,
las aristas a y @’ son distintas.

Ahora, como o € G(P) entonces, om(a) y o (a’) también son aristas de
P. Mas aun, como o/ (P) = P y debe tener grado 2, entonces el conjunto
{a,d’ ;o (a),omw(a’)} tiene cardinalidad 2 y dado que a # @/, tenemos que
o (a) # o (a’). Por lo tanto, para que P sea fiel se tiene que cumplir alguno
de los siguientes casos.

a) Supongamos que a = oyp(a) y a' = om(a’).

Dado que O'H/(CL) = O'H/(PP/) = O'H/(P)O'H/(P/) = PO’HI(P/), tene-
mos que P’ = o (P'). Es decir, p)(P) = P’ € II". Esto implica que
II" = Il o II' LTIy (y recordemos que O € II" y I LII,). Andloga-
mente @’ = o (a’) = o (PP") = ow(P)ow(P”) y por lo tanto
P" = o (P") y on(P) = P” € II'. Es decir, I = 11 ¢ II' LI (y de
nuevo, O € IT" y IT" LII).

De lo anterior tenemos cuatro posibles casos:
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a.1) Consideremos que IT" = IIy y IT" = II. En este caso [ C Il =TI,
lo cual contradice que I NII = {O}.

a.2) Consideremos que II" = Iy y I LI En este caso £(ITAIly) = 3,
por lo que P es un rectdngulo plano (Figura 4.59).

e

Figura 4.59: Rectdngulo plano P del caso a.2).

a.3) Consideremos que II'LII; y II" = II. De nuevo £(IIATly) = 7
pero P € TI" = II lo que implica (como ya habiamos visto) que la
arista a no existe y P serd reqular.

a.4) Consideremos que II' LTIy y II' LII. Dado que O € II' y II' L1y,
la Unica opcion es de nuevo que Il = II, lo que contradice que
INII={0}.

b) Supongamos que a = omp(a’) y a’ = o (a).

De manera similar al caso anterior, tenemos que a = PP’ y
a=ow(d) = ow(PP") = ow(P)ow(P") = Pow(P"), por lo que
P’ = o (P") (y por lo tanto P” = o (P")). Notemos que a’ = o (a)
nos arroja el mismo resultado.

Ahora, P = p(P) y P” = on(P), por lo tanto tenemos que
pi(P) = owon(P). Como n C II NII', tenemos que n = I NII
y entonces oo es una rotacién p, g, con eje n y angulo 23, don-
de 8 = L(IT ATI"). Observemos que como p; es un medio giro en la
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recta [ C IIy, entonces p; intercambia los dos semiespacios determina-
dos por IIy. Por otra parte, al ser p, g una rotacién en n, con n_LIl,
entonces p,, g preserva los semiespacios determinados por II;. Dado que
p1(P) = pn.p(P) concluimos que P € II;. Sin embargo, en este caso el
poligono serla plano, y su estudio se sigue de la Seccién 4.1.4.

Analogo a como se menciond en la Seccion 4.1.4, el complemento de las zonas limite
antes mencionadas la nombraremos como la regién natural, es decir, es el conjunto
R=FE*\YUITUTL (y la recta n C II).

A continuacién, mostramos algunos ejemplos en los que el punto base se encuentra
dentro de las zonas limite. Para cada uno de estos, se muestran diversas proyecciones
del poligono P. En la parte marcada con I, se muestra la proyeccién ortogonal sobre
el plano z = 0 que coincide con el plano II, en la parte marcada con Il se muestra
la proyeccién ortogonal sobre el plano y = 0 que coincide con el plano II;, serd
nuestra vista base para la notacidn {%} en la parte marcada con Il se muestra la
proyeccion ortogonal sobre el plano z = 0 y la parte marcada con IV se da una vista
de P desde una perspectiva.

Figura 4.60: Poligono P con 0 = %ﬂ con el punto base sobre Y, no es fiel.
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Figura 4.61: Poligono P con 0 = %7‘(’ con el punto base sobre Y, no es fiel.
. ”I
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Figura 4.62: Poligono P con 6 = %7‘(’ con el punto base sobre Y, no es fiel.
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l
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Figura 4.63: Poligono P con 0 = %w con el punto base sobre Y, no es fiel.

De manera similar a lo analizado en el plano, notemos que hay una eleccidn del angulo
0 que s6lo generan zonas limite requlares, 6 = %’K, esto sucede ya que el dngulo de
rotacion es 7.

En otro orden de ideas, dentro de la regién natural se presenta una situacidn de
consideracién por el tipo de poligonos que se generan. Tomemos el conjunto C' como
el lugar geométrico de los puntos en el espacio equidistantes de la recta [ y del plano
I1. Este conjunto es un cono eliptico inclinado con vértice en O. St P € C, el poligono
es equildtero y equiangular, sin embargo, tienen dos drbitas en banderas (por lo que no
es reqular en nuestro sentido). A este tipo de poligonos algunos autores los consideran
cuasirequlares [58]. Como ejemplo, en la Figura 4.64 mostramos algunos poligonos.

1Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el plano II coincide con el plano z = 0,
la recta [ esta en el plano y = 0 y O coincide con el origen. De esta forma, tenemos que
I = {(z,y,2) € E?}|(x,y,2) = (a,0,atan(d)) A a € R}. Por otro lado, también podemos
suponer que a = 1, esto para facilitar el célculo (salvo el caso 8 = %W en el cual podemos elegir
a = 0) y por lo tanto, el cono C tendrd ecuacidn:

(tan? (0))x? + (1 + tan? (9))y® — (tan? (9))2* — (2tan (0))zz = 0,

1 1
con —5m < 60 < 5.
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AN
Figura 4.64: Distintos poligonos generados con el punto base P en el cono C.

Cabe sefialar también, que en la literatura como en [28] y [58, §2.2] denominan a los
poligonos que se han construido en esta seccién y en la anterior como poligonos ala-
beados isogonales, los cuales son un tipo de poligono alabeado transitivo en vértices
con dos tipos de aristas.

De regreso a nuestro estudio, para la construccion geométrica de los 2-Pgh tengamos
en mente las siquientes consideraciones que serdn de utilidad para hacer mds clara su
realizacion.

Como los planos II y II; son perpendiculares, el espacio queda dividido en cuatro
regiones (cuadrantes), donde cada uno de estos contiene a (parte de) los generadores.
Por ello, basta que consideremos al punto base P en uno de estos cuadrantes para
reconocer el comportamiento del poligono.
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Este tipo de poligonos con dos érbitas en aristas en el espacio los denotaremos por

{ffb} 4}

{2 | zq} B,

ax*b

st q es par o impar respectivamente. Por otro lado, consideremos (3 el dngulo formado
por los planos A; y Ay, donde A; es el plano que contiene a las aristas PP’ y
PP” y A, es el plano que contiene a las aristas PP’ y P’P", con P' = p(P),
P" = oy(P) y P" = pon(P'). Nuevamente la notacién {2%} (y andlogamente
con la notacion {%}) es la empleada en la Seccién 4.1.4 considerando la proyeccion
ortogonal sobre el plano II;.

Cabe sealar que la notacién que usamos en cada uno de los siquientes ejemplos,
muestra diversas proyecciones del poligono P. En la parte marcada con I, se muestra
la proyeccion ortogonal sobre el plano z = 0 (o en planta) que coincide con el plano
IT, en la parte marcada con Il se muestra la proyeccidn ortogonal sobre el plano y = 0
(o en frontal) que coincide con el plano IIy, serd nuestra vista base para la notacidn
{% (o {if{f ), en la parte marcada con Il se muestra la proyeccidn ortogonal sobre

el plano z = 0 (o en lateral) y la parte marcada con IV se da una vista de P desde
una perspectiva.

Ejemplos de 2-Pgh en el espacio E® generados por un medio giro y
una reflexion, o1 y p; con I € II, pero [ N II = {O} y donde el punto
base P se encuentra en la regidn natural.
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Figura 4.65: Poligono {£}#{ }*# con 8= L7y 6 = im

1

Figura 4.66: Poligono {%(0)} #{ P onf=myl= i”-
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Figura 4.67: Poligono {2} #{ }*# con 8 = im y 0 = im.

2 1
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Figura 4.69: Poligono {222} 4{ }*% con = S7 y 6 = 2.
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Figura 4.70: Poligono {222} 4{ }*% con = E7 y 6 = 2.

1x1
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Figura 4.71: Poligono {212} £ }*# con = 27 y 6 = 7.
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Figura 4.72: Poligono {222} #{ }*# con 8 =37y 6 = 2.
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Figura 4.73: Poligono {222} 4{ }*% con = L7 y 6 = 2.
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Figura 4.74: Poligono {212} #{ }*# con B =27y 6 = Zr.

1x5
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Con el material expuesto en las secciones 4.2.3, 424, 425 y 4.2.6 podemos formular
el siguiente teorema, en el que excluimos los casos planos que ya fueron expuestos en
la Seccion 4.1 y los casos cuando P es de la familia de cuadrildteros tipo 4* que se
obtuvieron en los casos 4.a) (Figura 4.32, pdgina 149), 5.a) (Figura 4.33, pdgina 150)
y caso 6.a) (Figura 4.34, pagina 150) o el caso del rectdngulo (Figura 4.59, pagina 170).

Teorema 4.10. Sea P un poligono finito en el espacio B® cuyos vértices equidistan de
un punto O (el cual definiremos a continuacion). Entonces:

P es un 2-Pgh si y solamente si se satistace una y sdlo una de las siguientes:

i) P es reqular.

ii) P tiene dos drbitas en aristas bajo la accion del grupo G = {py, pm), donde
para una eleccion arbitraria de aristas adyacentes de P, p; y p,, son los medio
giros por las rectas | y m tales que INm = {O} y contienen los puntos medios
de estas aristas. Ademds en este caso, si el conjunto de vértices de P, Fy(P),
cumple que Fo(P) esta contenido en la region natural R (como se definid en
la pdgina 154) entonces la realizacion de P es fiel y no regular.

iii) P tiene dos drbitas en aristas bajo la accion del grupo G = (p;, o), para una
eleccidn arbitraria de aristas adyacentes de P, p; es el medio giro por la recta
L y on es la reflexion por el plano 11 (1 € 11) y tales que la interseccidn de la
recta | y el plano 11 es el punto O y para los cuales tanto I como I1 contienen
los puntos medios de estas aristas, respectivamente. Ademds en este caso, si
el conjunto de vértices de P, Fo(P), cumple que Fo(P) esta contenido en la
regidn natural R (como se definid en la pdgina 1/1) entonces la realizacién de
P es fiel y no regular.
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Capitulo 5

Poliedros finitos geomeétricamente
hereditarios (3-Pgh). Un acercamiento

En este capitulo acercaremos al lector a algunas propiedades bdsicas de la teoria
de los 3-Pgh finitos. Inicialmente, mencionaremos dos construcciones cldsicas para
los poliedros: la dualidad y el petrial. Estas nos apoyardn para reconocer con mayor
claridad a los poliedros reqgulares finitos. Posteriormente, analizaremos el medial de un
poliedro regular finito, con el fin de probar que éste es un 3-Pgh finito. Concluiremos
este capitulo con la exposicidn grdfica de los mediales de los 18 poliedros requlares
finitos.

5.1.  Poliedros requlares finitos

El problema de clasificar los poliedros requlares ha sido abordado desde la antigiie-
dad y los resultados se han ido ampliando en funcion de la definicion de poliedro
reqular que se use. En este trabajo sélo mencionaremos a poliedros requlares finitos
en 3, guidndonos del trabajo de B. Griinbaum [21] y A. Dress [15] y [16], sin mostrar
explicitamente la prueba de su reqgularidad que se sigue de que estos poliedros tienen
las simetrias requeridas en el Teorema 3.5 para ser requlares. Cabe recordar que los
poliedro reqgulares (incluyendo infinitos) son geométricamente hereditarios en vista de
la Proposicién 3.7.

Antes de proceder con la lista de los poliedros requlares finitos, recordaremos dos

construcciones cldsicas: la dualidad y el petrial. Estas (y otras) construcciones estan
descritas algebraicamente y a detalle en [41, §7B] sin embargo, en este trabajo nos
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enfocaremos en su descripcidn combinatoria.

Dualidad (). En términos del orden parcial ésta es una construccién muy sencilla,
los elementos de P° son los mismos que los de P, solo resta invertir el orden, es
decir, FF <5 G en P’ si y solo si G < F' en P. De esta manera los vértices de Ppo
corresponden a las caras de P, las aristas de P° y las de P son las mismas y las caras
de P corresponden a los vértices de P. Observe que si P es reqular y (o, o1, 09)
son los generadores distinguidos de I'(P) con respecto a la bandera ® = (V,a, F')
entonces, P° es reqular y (o9, 01,00) son los generadores de I'(P°) con respecto a
la bandera W = (F,a, V) y por lo tanto T'(P) = T'(P?). Cabe seiialar en este punto
que el medial (Definicion 3.4) de un poliedro y el medial de su dual coinciden; es-
to es claro de la definicién de medial y la relacidn de incidencia que brinda la dualidad.

Petrial (7). El petrial de un poliedro P, denotado P™ se puede describir de la siguiente
manera. Los vértices y las aristas de P™ coinciden con los vértices y las aristas de P,
sin embarqo, las caras de P™ son los caminos de Petrie de P y muchas veces estos son
poligonos, aunque hay situaciones como en el prisma trianqular en que no lo son. As,
estos caminos de aristas estdn determinados por la propiedad de que cualesquiera dos
pero no tres aristas consecutivas pertenecen a la misma cara de P bajo la suposicién
adicional que el grado de cada vértice es al menos 3. Es importante mencionar que P™
no siempre es un poliedro abstracto. Cuando P es un poliedro regular y (o9, o1, 02) son
los generadores distinguidos de I'(?P) con respecto a la bandera ® = (V, a, F'), en-
tonces P es reqular y (opo9, 01, 09) actlan como generadores de I'(P™) con respecto
a la bandera ® = (V,a,p), donde p es el poligono de Petrie de P que contiene a a
y a la arista adyacente a ella e incidente a V' y a F en P. Por lo tanto, ['(P) = T'(P™).

Observemos que el petrial es una construccion no solo combinatoria, sino geométrica.
Es decir, st P es un poliedro tal que P™ es un poliedro, toda realizacion fiel y discreta
de P induce una realizacion fiel y discreta de P”. En cambio, la dualidad ofrece muy
poco en el dmbito geométrico para poliedros no convexos. Para detalles acerca del
comportamiento geométrico de la dualidad en poliedros convexos ver ([26], §3.4).

Mencionemos ahora los poliedros requlares finitos en IE3. La notacidn que usaremos
para nombrar a cada uno, es una generalizacion al tipo de Schléfli y fue usada por
McMullen y Schulte en [40] para algunos de los poliedros descritos en este trabajo.
Por ejemplo, st los poligonos de Petrie de un poliedro reqular con tipo {p,q} son
r-agonos, denotaremos al petrial {p, ¢}™ como {r,¢},. Notemos que {p,q}™ tiene




5.1. Poliedros regulares finitos 185

r-agonos como caras, ¢ de ellos en cada vértice y sus poligonos de Petrie son las
caras del poliedro original, por lo que son p-dgonos. Si el lector estd interesado en
una descripcién detallada de los simbolos, le sugerimos revisar [40].

De los poliedros clasificados en [40], 18 de ellos son finitos. De estos, 9 estén descritos
ampliamente en la literatura y el lector interesado puede consultar por ejemplo [10]
Naturalmente, los sdlidos platonicos forman parte de la familia de poliedros requlares
finitos. Ademas de estos, en la lista de poliedros regulares finitos estédn los poliedros
de Kepler-Poinsot (o sélidos de Kepler-Poinsot): el gran icosaedro {3, g , el gran do-
decaedro {5, g} y sus duales, respectivamente, el gran dodecaedro estrellado g, 3}
y el pequeiio dodecaedro estrellado 3,5}. Para detalles acerca de la construccidn
de estos poliedros ver [9, §6.2, §6.3]. Ademds, todos estos poliedros tienen como gru-
po de simetrias un grupo isomorfo al grupo I, el grupo de simetrias del icosaedro reqgular.

Con los sélidos platénicos y los poliedros de Kepler-Poinsot se han listado 9 poliedros
requlares finitos. Durante buena parte del siglo XX estos fueron considerados todos los
poliedros requlares finitos en E3 [9]. Fue hasta hasta que Griinbaum en [21] permiti4
que las caras de un poliedro no fueran planas e introdujo los petriales, que aparecieron
los restantes 9 poliedros requlares finitos, que son precisamente los petriales de los
9 descritos anteriormente. A continuacién mostramos graficamente a los 18 poliedros
mencionados en estos pdrrafos. Ademas, invitamos al lector a consultar la obra [11]
donde se describe de forma detallada la construccién en fisico de la mayoria de los
poliedros aqul descritos.

5.1.1.  Sdlidos platdnicos
1) Tetraedro {3, 3}:
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2) Hexaedro {4, 3}:

3) Octaedro {3,4}:

4) Dodecaedro {5, 3}:
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5) lcosaedro {3,5}:

5.1.2.  Poliedros de Kepler-Poinsot

6) Gran icosaedro {3,2}:
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7) Gran dodecaedro estrellado {3, 3}:

8) Gran dodecaedro {5, 3}:
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9) Pequeiio dodecaedro estrellado {2,5}:

5.1.3. Petriales de poliedros requlares finitos

Petries de los sdlidos platonicos y de los poliedros de Kepler-Poinsot

10) PetrieTetraedro {3,3}™ = {4,3}3
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11) Petrie Hexaedro {4,3}™ = {6,3},4

12) Petrie Octaedro {3,4}™ = {6,4}3

13) Petrie Dodecaedro {5,3}™ = {10, 3}5
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14) Petrie Icosaedro {3,5}™ = {10,5}3
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17) Petrie Gran dodecaedro {5,5}" = {6, 2},

Por dltimo, para el lector interesado, enunciamos el teorema de clasificacién de polie-
dros regulares finitos en E? el cual aparece en [40] donde encontrard una prueba al
mismo.

Teorema 5.1. La lista de 18 poliedros requlares finitos mencionados anteriormente es
completa.

5.2. Algunos poliedros finitos geométricamente heredita-
rios

Sabemos por la Seccién 3.2 que los poliedros hereditarios son poliedros regulares o
poliedros de dos drbitas en banderas de clase 2o 1y y recordemos, como se hizo en
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el Capltulo 4 y en la Definicién 3.8, que podemos hacer la siguiente reformulacidn.
Dado P un poliedro en E™, diremos que P es un poliedro geométricamente hereditario
(3-Pgh), st para toda cara F' de P y toda o € G(F), existe § € G(P) tal que
b e Stabg((p)[F] y ﬁ‘F = Q.

Ademas, como tenemos a lo mds dos oOrbitas de caras, tenemos:

= 1 orbita en banderas, implica que P es reqular. Este caso es combinatoriamente
hereditario y geométricamente hereditario si la realizacion en E?® es simétrica,
es decir, si toda permutacidn de J inducida por un automorfismo «y se extiende
a una isometr{a de E3.

m 2 drbitas en banderas, serd el caso de estudio.

Sin embargo, no clasificaremos todos los poliedros geométricamente hereditarios con
caras regulares, ya que el anadlisis por su tamafo sale, por el momento, de nuestro
objetivo. Aun asi, veremos una familia de ejemplos con el medial de una poliedro P,
el cual ya se definid en la Seccién 3.1. Por otro lado, notemos que un poliedro y su
dual tienen el mismo medial. Nos podemos convencer de este hecho observando que
en los diagramas de Hasse del poliedro P y su dual P sélo intercambiamos vértices
por caras, algo ast como “voltear” el diagrama. Por otro lado, es preciso notar que el
Petrie de un poliedro no coincide, en general, con el Petrie de su dual como se vid en
los ejemplos de poliedro regulares.

5.2.1. El medial de los 18 poliedros requlares (finitos) es un 3-Pgh

En este apartado veremos que el medial de cada uno de los 18 poliedros regulares
finitos expuestos en el capitulo anterior son poliedros geométricamente hereditarios.
De hecho, st el poliedro P es combinatoriamente reqular, entonces Med(P) es com-
binatoriamente hereditario. Notemos porqué.

Tomemos P un poliedro reqular con simbolo de Schléfli {p, ¢} y I'(P) = (0, 01, 02),
donde 0y, 01 y o9 son los generadores distinguidos con respecto a la bandera ba-
se & = (V,a, F). Ademds consideremos a {V,V'} C Fo(P), {a,d'} C F1(P) y
{F,F'} C F5(P), donde V' es adyacente a V' e incidente a la arista a, a es adya-
cente a la arista a’ con el vértice V' en comin y F” adyacente a F' con a la arista en
comdn. Por otro lado, consideremos a ¥ = (U, b, G) y ¥? = (U, b, Gy) las banderas
inducidas en el Med(P), con {U, U’} C Fo(Med(P)), {b,b'} C F1(Med(P)) y
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{G,Gy} C Fy(Med(?P)), donde {U, U}, vistas de forma geométrica, son los pun-
tos medios de las aristas a y a’ respectivamente, G es la cara inducida por 'y Gy
es la cara inducida por el vértice V' de P (Figura 5.1). Por comodidad en el manejo
del lenguaje, diremos que la cara G es de tipo 1, mientras que la cara Gy es de tipo 2.

Figura 5.1: La bandera ¥ en Med(P).

Primero notemos que oy y oy actian intercambiando la arista y el vértice de W,
respectivamente. De esto se tiene que, I'(G) = (09,01) = I'(F). Por otro lado,
0, Yy oy acttan intercambiando la arista y el vértice de W2, respectivamente. Por lo
que, I'(Gy) = (o1, 09). De la transitividad en banderas de G(P) tenemos que el
Med(P) es transitivo en caras del mismo tipo pero no de un tipo a otro a menos de
que P sea autodual. Veamos el porque.

Puesto que P tiene simbolo de Schléfli {p, ¢}, las caras de tipo 7 son p-dgonos en
tanto que las caras de tipo 2 son g-dgonos. De aqul que si p # g no existe un
automorfismo de P que intercambie caras de distinto tipo. Sin embargo, si p = q y P
es un poliedro regular finito de E3, entonces p = 3 = ¢, es decir, P es un tetraedro
y Med(P) es reqular (es el octaedro regular). Como este es el dnico caso para los
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poliedros requlares finitos, concluimos que si P es reqular finito en E?, pero no es el
tetraedro, entonces Med(P) es de clase 2413 y por el Teorema 3.12 Med(P) es
hereditario. De esta exposicion, observemos que podemos sustituir I'(P) por G(P) en
los argumentos anteriores y unido con la definicién de 3-Pgh tenemos la siguiente:

Proposicion 5.2. Si P es un poliedro regular finito en E* entonces, Med(P) es un
3-Pgh.

Hacemos notar que combinatoriamente si P es un poliedro reqular entonces, Med(P)
es combinatoriamente reqular si y sélo si P es autodual’ [46, Teorema 4.1]

A modo de resumen, cuando P no es auto-dual, generalmente hay dos tipos de caras
de Med(P), p-dgonos que corresponden al subgrupo (og, 1) C I'(P) y g-dgonos
correspondientes al subgrupo (o, 03) C I'(P). Por otro lado, cuando ¢ = p todas las
caras de Med(?P) son p-agonos, por lo que Med(P) tiene caras de un solo tipo.
En particular esto es cierto cuando P es autodual. Sin embargo, st P no es autodual
entonces el Med(?P) no es reqular adn cuando p = ¢.

A continuacién mostramos imagenes de los 14 mediales de los 18 poliedros reqgulares
finitos (esto sucede por la dualidad), mismos que mostramos como ejemplos de poliedros
geométricamente hereditarios con caras planas requlares’. Para facilitar la visén e in-
terpretacion de estos poliedros, a partir de la Figura 5.4, las figuras estdn ensambladas
de la siguiente forma. De izquierda a derecha, las primeras dos imdgenes muestran las
caras, por separado, que componen al poliedro junto con un vértice distinguido en rojo
(basta esto por la transitividad en arcos), la siguiente imagen muestra las caras que
comparten el vértice distinguido y como se unen. Por Ultimo, se muestra el ensamble
total del poliedro.

Cabe destacar, como se muestra a continuacion, que el simbolo de Schlafli generaliza-
do { zo,q} (definido en la pdgina 112) lo usaremos para denotar el medial de los
1

siguientes poliedros teniendo presente que éste simbolo sélo rescata la informacién
combinatoria del objeto. Aunado a esto, describimos sus caras y figura de vértice de
forma geométrica.

'Un n-politopo P que es dual de si mismo lo denominamos autodual. As, el tetraedro {3,3} y la
teselacion {4, 3,4} son ejemplos de un 3-politopo y un 4-politopo autoduales, respectivamente.
2Omitimos al tetraedro por tratarse de un caso donde el medial es un poliedro reqular (el octaedro).
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Por otro lado, los nombres que aqui acompafan a cada figura son tomados de la
pdgina web: Lista de Poliedros Uniformes y el acronimo dentro de paréntesis tiene
como referencia la pagina web: Acronimos segin Bowers.

=
y cuadrados y por figura de vértice rectanqulos (Figura 5.2).

1) P={4,3} y P’ = {3,4} - Med(P) = {3 4}. Tiene por caras triangulos

Figura 5.2: Cuboctaedro (Co)

=1z
y pentdgonos y por figura de vértice rectangulos (Figura 5.3).

2) P={53}yP =1{3,5} - Med(P) = {3 4}. Tiene por caras triangulos

Figura 5.3: Icosidodecaedro (Id)



https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_uniform_polyhedra
https://polytope.miraheze.org/wiki/Bowers_style_acronym

5.2. Algunos poliedros finitos geométricamente hereditarios 197

3) P={5,5}yP’ = {52} - Med(P) = {2,4}. Tiene por caras pentdgonos
2

y pentdgonos estrellados {g} y por figura de vértice rectangulos (Figura 5.4).

<\
NV

Figura 5.4: Dodecadodecaedro (Dod)

5

4 P={2,3}y P ={3,2} - Med(P) = {%,4}. Tiene por caras tridnqulos

y pentagonos estrellados {g} y por figura de vértice rectanqulos (Figura 5.5).

Figura 5.5: Gran icosidodecaedro (Gicod)
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5) P ={4,3}3 - Med(P) = {2,4}. Tiene por caras tridngulos y cuadrados y
por figura de vértice cuadrildteros de tipo 4* (Figura 5.6).

-

Figura 5.6: Tetrahemihexaedro (Thah)

=16
por figura de vértice cuadrildteros de tipo 4* (Figura 5.7).

6) P ={6,3}, - Med(P) = {3 4}. Tiene por caras tridngulos y hexdgonos y

Figura 5.7: Octahemioctaedro (Oho)
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7) P={6,4}3 - Med(P) = {2,4}. Tiene por caras cuadrados y hexdgonos y
por figura de vértice cuadrildteros de tipo 4* (Figura 5.8).

NG

Figura 5.8: Cubohemioctaedro (Cho)

8) P ={10,3}5 - Med(P) = {130, 4}. Tiene por caras tridnqulos y decdgonos

y por figura de vértice cuadrildteros de tipo 4* (Figura 5.9).

Figura 5.9: Pequefo icosahemidodecaedro (Seihid)
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0) P = {10,5}; - Med(P) — {150,

y por figura de vértice cuadrildteros de tipo 4* (Figura 5.10).

4}. Tiene por caras pentdgonos y decdgonos

Figura 5.10: Pequeno dodecahemidodecaedro (Sidhid)

5

10) P = {6,%}5 - Med(?P) = {%,4} tiene por caras pentdgonos estrellados

{2} y hexdgonos y por figura de vértice cuadrildteros de tipo 4* (Figura 5.11).

Figura 5.11: Pequeno dodecahemicosaedro (Sidhei)
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=16
y por figura de vértice cuadrildteros de tipo 4* (Figura 5.12).

1) P = {6, 5}3 - Med(?) = {5 4}. Tiene por caras pentdgonos y hexdgonos

Figura 5.12: Gran dodecahemicosaedro (Gidhei)

5
12) P = {1—0 5}3 - Med(P) = { % 4}. Tiene por caras pentagonos estrellados

302 10
3
{2} y decdgonos estrellados {22} y por figura de vértice cuadrildteros 4*.

Figura 5.13: Gran dodecahemidodecaedro (Gidhid)
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13) P = {%0, 3}é - Med(P) = { 1?:),4}. Tiene por caras tridngulos y decagonos
2 3
estrellados {42} y por figura de vértice cuadrildteros de tipo 4* (Figura 5.14).

Figura 5.14: Gran icosahemidodecaedro (Geihid)

Para concluir este capitulo, mostramos una tabla donde se exponen algunos elementos
como son: niimero de vértices, nlimero de aristas, nimero de caras, tipo de cada cara
y el grupo de simetrias directas de cada uno de los poliedros mencionados.
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Capitulo 6

Conclusiones y estudios futuros

El desarrollo de este estudio brindé una construccidon geométrica-combinatoria para
los poligonos geométricamente hereditarios (2-Pgh) en los espacios euclidianos de
dimensidn 2 y 3; con ello, se desprendid un estudio alterno a los poligonos isogonales,
al que mostré Griinbaum y que mencionamos en la Seccién 4.1.4. Ademds, proporciond
respuesta parcial a una de las preguntas abiertas que plantean Asia Weiss, Mark
Mixer y Egon Schulte en [36] respecto al estudio de los politopos geométricamente
hereditarios (n-Pgh). Asimismo, consecuencia de este trabajo, se desprende de forma
natural el estudio de los poligonos isotoxales en los espacios euclidianos de dimension
2y3.

Por otro lado, también se deja una puerta abierta para el andlisis de los 2-Pgh en
espacios euclidianos de dimensién mayor o igual a cuatro y el estudio de 2-Pgh en las
geometrias proyectiva, esférica o hiperbdlica, junto con su “dualidad”, es decir, desde
el estudio con los poligonos con dos drbitas en vértices. Aunado a ello, el estudio de
los n-Pgh realizables en espacios euclidianos mayores o iguales a 3 y en geometrias
distintas a la euclidiana.

A su vez, con base en los 2-Pgh podemos cuestionarnos ;cudles son los poliedros
combinatorios y geométricos cuyas caras son los 2-Pgh no requlares? ;Cudles son
los 3-Pgh que tienen por caras a los 2-Pgh no requlares? Estas preguntas estan
estrechamente relacionadas con algunas expuestas en [25], [27], [37] y [57] y su anélisis
vislumbra un campo rico de estudio.

También, se se abre camino para examinar la existencia de n-Pgh cuyas 7 caras
son n-Pgh no requlares (i > 3). Una prequnta estrechamente relacionada a esto es

205
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si, dado un n-Pgh P, es posible construir otro n-Pgh que tenga a P como sus facetas.

Por otra parte, (cdmo clasificar a los 3-Pgh, no regulares, transitivos en sus i-caras,
para alguna ¢ € {0,1,2}? El dodecaedro rémbico es un ejemplo de un poliedro geo-
métricamente hereditario transitivo en sus 2-caras. Ahora bien, en general, jcudles son
los n-Pgh, no requlares, transitivos en sus i-caras, para alguna i € {0,...,n —1}7?

Finalmente, dentro de este trabajo se expuso que el medial de un poliedro regular
finito es un 3-Pgh. A partir de ello las preguntas que surgen son: jel medial de
los 30 poliedros requlares infinitos es un 3-Pgh?, jcudles son los 2-Pgh infinitos
en el espacio euclidiano? jcudles son los “duales” de estos poligonos? ;cudndo y de
queé forma el medial de un poliedro no reqular, es un 3-Pgh?, iqué otras operaciones
como truncamiento, amalgamacion, etc. de 3-Pgh proporcionan 3-Pgh? Preguntas que
tienen cercana relacion con la exposicion en [43] como material de anélisis.
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